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Resumo

Em 1851 o matemático francês Charles Hermite mostrou que o grupo de Galois e

monodromia coincidem no contexto de geometria algébrica. Entretanto, foi Joe Har-

ris (em 1979) que apresentou esse resultado e aplicações numa linguagem moderna.

Neste trabalho inicialmente introduzimos o grupo de Galois e monodromia no contexto

de geometria algébrica seguindo as linhas do artigo "Galois groups of enumerative

problems"([10]). A seguir determinamos o grupo de monodromia dos pontos de in-

�exão de uma cúbica plana não singular. Sendo esse grupo solúvel, determinamos as

coordenadas desses pontos a partir da equação de Weierstrass de tal cúbica. Con-

cluímos revisando os resultados de Harris sobre o grupo de monodromia de retas em

superfícies cúbicas não singulares, dando ênfase ao cálculo dessas retas a partir da

equação que de�ne uma superfície cúbica não singular contendo três retas duas a duas

disjuntas pre�xadas (conforme Mckean-Minaham-Zhang, 2020 ([16])).

Palavras-chave: Grupo de Galois/monodromia. Pontos de in�exão. Superfície cú-

bica.



Abstract

In 1851 the french mathematician Charles Hermite showed that the Galois group

and monodromy coincide in the context of algebraic geometry. However, it was Joe

Harris (in 1979) that presented this result and applications in a modern language.

In this work initially we introduce the Galois group and monodromy in the context

of algebraic geometry following the lines of the article "Galois groups of enumera-

tive problems"[10]. Next we determine the monodromy group of the in�ection points

of a non-singular plane cubic. Since this group is soluble, we determine the coordi-

nates of these points from the Weierstrass equation of such cubic. We conclude by

reviewing Harris'results about the monodromy group of lines in non-singular cubic

surfaces, emphasizing the calculation of these lines from the equation that de�nes a

non-singular cubic surface containing three lines two by two pre�xed disjoint (according

Mckean-Minaham-Zhang, 2020 ([16])).

Keywords: Galois/monodromy group. In�ection points. Cubic surface.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

� PnK denota o n-espaço projetivo sobre o corpo K.

� Pn denota o n-espaço projetivo complexo.

� P̌2 = {` ∣ ` é uma reta em P2}.

� `p,q denota a reta passando por p e q.

� ⟨`,m⟩ denota o plano determinado pelas retas concorrentes ` e m.

� Wd = P(C[x0, x1, x2]d) é a projetivização do subespaço C[x0, x1, x2]d formado

pelos polinômios homogêneos de grau d.

� Bij(Γ) denota o grupo das bijeções no conjunto Γ.

� Sing(S) denota o conjunto dos pontos singulares da superfície S.

� Aut(PnK) = {f ∶ PnK Ð→ PnK ∣ f é uma mudança de coordenadas projetivas (MCP)}.

� K(X) ou Frac(A(X)) denota o corpo de funções de uma variedade a�m X.
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Introdução

Os grupos de Galois (Monodromia) associados a problemas de geometria enume-

rativa foram inicialmente abordados por volta de 1870 pelo matemático francês Marie

Ennemond Camille Jordan (1838 − 1922) [14], que constatou que em vários dos pro-

blemas estudados por ele, o grupo de Galois era um subgrupo próprio do grupo das

permutações.

Contudo, anteriormente em 1851 o matemático francês Charles Hermite (1822 −

1901), já tinha demonstrado que o grupo de Galois e monodromia coincidem no con-

texto de geometria algébrica [12]. É importante ressaltar que uma consequência desse

resultado é o fato do grupo de monodromia não depender da escolha do aberto no qual

a função racional vira um recobrimento.

Podemos dizer que uma abordagem moderna deste tópico foi iniciada por Harris

(em 1979) em [10], que determinou o grupo de Galois de vários problemas enumerativos

clássicos, entre estes podemos citar: pontos de in�exão de curvas planas de grau d ≥ 3,

sendo que para d > 3 mostrou que o grupo de monodromia M é exatamente S3d(d−2)

(sendo 3d(d − 2) a quantidade de pontos de in�exão) e no caso d = 3 um subgrupo

de S9 (que será apresentado no capítulo 2 deste texto). Também tratou do problema

das retas contidas numa hipersuperfície em Pn e retas em superfícies cúbicas (do qual

trataremos no capítulo 3 deste texto) entre outros.

Apesar disso, existem poucos problemas enumerativos para os quais os grupos de

Galois são conhecidos. Neste sentido, Frank Sottile e colaboradores tem-se proposto

estudar os grupos de Galois associados a problemas do cálculo de Schubert (cf. [2], [27]

e [28]).

Este trabalho está dividido em quatro capítulos e consta de dois apêndices, sendo

assim distribuídos. O Capítulo 1 reúne alguns resultados sobre recobrimentos e grupos

de homotopia, tendo como referência principal o livro "Topology"de James Raymond

Munkres [18] e, ainda neste capítulo revisamos a estrutura de grupo abeliano que as

cúbicas planas não singulares possuem entre outros resultados a�ns

No Capítulo 2 exploramos a relação entre o grupo de monodromia e o grupo de Ga-

lois num exemplo concreto. E introduzimos o grupo de Galois e monodromia associados

1



a uma função racional dominante entre variedades da mesma dimensão.

No Capítulo 3 determinamos o grupo de Galois/monodromia dos pontos de in�exão

de cúbicas planas não singulares. Após mostrar que esse grupo é solúvel, determinamos

os pontos de in�exão de uma cúbica não singular a partir da sua forma de Weierstrass,

em função dos coe�cientes de sua equação.

No Capítulo 4 descrevemos o grupo de Galois/Monodromia associado ao problema

das 27 retas em superfícies cúbicas não singulares seguindo as linhas do artigo de

Harris [10]. Entretanto, nosso foco foi determinar as fórmulas para as 24 retas numa

superfície cúbica não singular que contém as retas E1 = V(x0, x1), E2 = V(x2, x3) e

E3 =V(x0 − x2, x1 − x3).

A seguir abordando o caso geral, onde consideramos uma superfície cúbica não

singular S1 e determinamos uma mudança de coordenadas projetivas que leva a reta

Λi para Ei com i = 1,2,3, sendo Λ′
is retas duas a duas disjuntas em S1, dessa forma

podemos aplicar o processo realizado para determinar as equações das 27 retas numa

superfície contendo as retas E1,E2,E3. Finalizamos o capítulo 4 dando um esboço

do procedimento para determinar as retas no caso em que são pre�xadas duas retas

concorrentes.

Foram introduzidos dois apêndices para auxiliar ao leitor não familiarizado com es-

ses conceitos. O Apêndice A é dedicado aos conceitos básicos de Geometria Algébrica,

tendo como principais referências [6], [9], [11] e [20]. E, no Apêndice B estabelecemos

que toda superfície cúbica não singular em P3 contém exatamente 27 retas. Conjunta-

mente são apresentadas suas relações de intersecção.
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Capítulo 1

Resultados preliminares

Neste capítulo relatamos os conceitos e resultados básicos de topologia que serão

utilizados no desenvolvimento do capítulo 2 e revisamos a estrutura de grupo abeliano

que as cúbicas planas não singulares possuem entre outros resultados a�ns.

1.1 Conceitos Básicos de Topologia

De�nição 1.1. Sejam E e B espaços topológicos. Uma função contínua e sobrejetiva

p ∶ E Ð→ B é dita uma aplicação de recobrimento ou apenas um recobrimento, quando

para todo b em B, existe um aberto V de B contendo b tal que p−1(V ) = ⋃
α∈I

Uα é uma

união de abertos dois a dois disjuntos tal que p∣Uα ∶ Uα Ð→ V é um homeomor�smo

para todo α.

Corolário 1.1. Se E e B forem conexos então todas as �bras (isto é p−1(b)) tem a

mesma cardinalidade.

Demonstração. Considere b ∈ B. Assuma que #p−1(b) = k. Seja A = {y ∈ B ∣ #p−1(y) =

k}. Note que B = A⊍(B −A). Basta mostrar que A é aberto não vazio e que B −A é

aberto em B. Sendo B conexo, segue que B −A = ∅. Logo A = B.

De�nição 1.2. Caminhos homotópicos

Seja X um espaço topológico e I = [0,1]. Uma função f ∶ [0,1] Ð→X é denominado

um caminho em X se f for contínua. Se f(0) = f(1) então f é denominado caminho

fechado.

Dois caminhos f e g em X, são considerados caminhos homotópicos se eles têm o

mesmo ponto inicial x0 e o mesmo ponto �nal x1 e se existe uma aplicação contínua

F ∶ I × I Ð→X tal que

F (s,0) = f(s) e F (s,1) = g(s)

F (0, t) = x0 e F (1, t) = x1

3



1. Resultados preliminares

para cada s ∈ I e para cada t ∈ I. F é denominado caminho homotópico entre f e g.

Teorema 1.2. Sejam p ∶ E Ð→ B uma aplicação de recobrimento tal que p(e0) = b0, f

e g dois caminhos em B de b0 para b1, sejam f̃ e g̃ os seus respectivos levantamentos

para caminhos em E começando em e0. Se f e g são caminhos homotópicos, então f̃

e g̃ terminam no mesmo ponto de E e são caminhos homotópicos.

Demonstração. Veja teorema 54.3, p. 344 em [18].

De�nição 1.3. Se f é um caminho em X de x0 para x1, e se g é um caminho em X

de x1 para x2, de�nimos o produto f ∗ g de f e g sendo o caminho h de x0 para x2

dada por:

h(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f(2s) para s ∈ [0, 1
2
]

g(2s − 1) para s ∈ [1
2 ,1]

x0
x1 x2

[0,1]

f g

A função h é bem de�nida e contínua, pelo lema de "colagem", é um caminho em

X de x0 para x2. Pensamos em h como o caminho cuja primeira metade é o caminho

f e cuja segunda metade é o caminho g.

Seja X um espaço topológico; seja x0 um ponto de X. Um caminho em X que

começa e termina em x0 é chamado caminho fechado em x0.

De�nição 1.4. O grupo fundamental.

O conjunto de classes de caminhos homotópicos fechados em x0, é denotado por

π1(X,x0) e seus elementos po [γ], se γ é um caminho fechado em x0.

A operação do produto em caminhos induz uma operação bem de�nida nas classes

de caminhos homotópicos. Assim, de�nimos,

[f] ⊛ [g] = [f ∗ g].

4



1. Resultados preliminares

O conjunto π1(X,x0) com a operação ∗, é chamado de grupo fundamental de X

em relação ao ponto base x0.

Teorema 1.3. Seja p ∶ E Ð→ B uma aplicação de recobrimento; seja p(e0) = b0.

(a) O homomor�smo p∗ ∶ π1(E, e0) Ð→ π1(B, b0) dado por [γ] z→ [p ○ γ] é um

monomor�smo.

(b) Seja H = p∗(π1(E, e0)). A função Φ ∶ π1(B, b0) Ð→ p−1(b0) dada por [γ] z→ γ̃(1)

sendo γ̃ um levantamento de γ com início em b0 induz uma aplicação injetora

Φ ∶
π1(B, b0)

H
Ð→ p−1(b0)

do quociente
π1(B, b0)

H
em p−1(b0), que é bijetora se E é conexo por caminhos.

(c) Se f é um caminho fechado em B tal que f(0) = x0, então [f] ∈H se, e somente

se f admite um levantamento em E com base em e0.

Demonstração. Ver Teorema 54.6, p. 346 em [18].

Corolário 1.4. Se h ∶ (X,x0) Ð→ (Y, y0) é um homeomor�smo de X com Y , então h∗

é um isomor�smo de π1(X,x0) com π1(Y, y0).

Demonstração. Ver Corolário 52.5, p. 334 em [18].

Teorema 1.5. A aplicação de inclusão j ∶ Sn Ð→ Rn+1 −{0} induz um isomor�smo de

grupos fundamentais.

Demonstração. Ver Teorema 58.2, p. 360 em [18].

Teorema 1.6. O grupo fundamental de S1 é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros.

Demonstração. Ver Teorema 54.5, p. 345 em [18].

Lema 1.7. Seja p ∶ E Ð→ B uma aplicação de recobrimento tal que p(e0) = b0.

Qualquer caminho f ∶ [0,1] Ð→ B começamdo em b0 tem um único levantamento

f̃ ∶ [0,1] Ð→ E começando em e0.

Demonstração. Ver Lema 54.1, p. 342 em [18].

Lema 1.8. π(C − {0}, z0) ≅ Z para todo z0 ≠ 0, z0 ∈ C.
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1. Resultados preliminares

Demonstração. Note que

f ∶ R2 − {(0,0)} Ð→ C − {0}

(a, b) z→ a + bi

é um homeomor�smo. Assim, segue do Corolário 1.4 que

π1(R2 − {(0,0)}, (a, b)) ≅ π1(C − {0}, a + bi).

Segue do Teorema 1.5 para n = 1, que j ∶ S1 ↪ R2 − {(0,0)} induz o isomor�smo

π1(R2 − {(0,0)}, (a, b)) ≅ π1 (S1,
(a, b)

∥(a, b)∥
).

Por outro lado, segue do Teorema 1.6 que π1 (S1,
(a, b)

∥(a, b)∥
) ≅ Z.

Portanto,

π1(C − {0}, a + bi) ≅ π1(R2 − {(0,0)}, (a, b)) ≅ π1 (S1,
(a, b)

∥(a, b)∥
) ≅ Z

e tomando z0 = a + bi, segue que π(C − {0}, z0) ≅ Z.

1.2 Cúbicas não singulares como grupos abelianos

Considere Ud = {C ∈ P(C[x0, x1, x2]d) ∣ C é não singular}.

De�nição 1.5. Seja C = V(f) ⊂ P2 uma curva projetiva reduzida de grau d com

f ∈ C[x0, x1, x2]. Seja p um ponto não singular de C. De�nimos a reta tangente a C em

p por

TpC =V(∂0f(p)x0 + ∂1f(p)x1 + ∂2f(p)x2)

onde ∂if denota ∂f/∂xi.

Lema 1.9. Seja C = V(f) ⊂ P2 uma curva e ` uma reta contida em C. Se p ∈ ` é um

ponto não singular de C. Então ` = TpC.

Demonstração. Ver Lema A.1, p. 51 em [20].

De�nição 1.6. A multiplicidade de intersecção da reta ` com uma curva C =V(f) no

ponto p ∈ P2 é de�nida por

(C, `)p =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞, se p ∈ ` ⊂ C

0, se p ∉ `

m, se ` ⊈ C e se C∣` possuí um zero de ordem m em p.
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1. Resultados preliminares

Lema 1.10. Se C ∈ Ud e (C, `)p ≥ 2, então ` = TpC.

Demonstração. A menos de uma mudança de coordenadas projetivas podemos assumir

que p = [0 ∶ 0 ∶ 1] e ` =V(x0).

Se C = [f] ∈ Ud então escreva

f = adxd2 + (αx0 + βx1)xd−1
2 +L2xd−2

2 +⋯ +Ld

sendo Li um polinômio geral em C[x0, x1]i para cada i ≥ 2.

Como (C, `)p ≥ 2 segue que p ∈ C. Logo, f(p) = 0 = ad.

Portanto, f = (αx0 + βx1)xd−1
2 +⋯ +Ld. Note que:

f∣` = βx1xd−1
2 +L2(0,1)x2

1x
d−2
2 +⋯ +L2(0,1)xd1.

Neste caso, (C, `)p ≥ 2 se, e somente se β = 0.

Por outro lado TpC =V(L) sendo L = ∂0f(p)x0 + ∂1f(p)x1 + ∂2f(p)x2.

Como p ∈ TpC, segue que L(p) = 0 = ∂2f(p). Assim,

L = ∂0f(p)x0 + ∂1f(p)x1.

Entretanto, ∂0f = αxd−1
2 + (d − 2)xd−3

0 + (d − 2)x1xd−3
0 + ⋯, o que implica ∂0f(p) = α e

∂1f = βxd−1
2 + (d − 2)xd−3

1 +⋯, o que implica ∂1f(p) = β.

Portanto, (como β = 0) TpC =V(αx0) =V(x0) = ` (α ≠ 0, pois Sing(C) = ∅).

De�nição 1.7. Seja C =V(f) ⊂ P2 com f ∈ C[x0, x1, x2]d(d ≥ 1) uma curva e p ∈ C um

ponto não singular. Diremos que o ponto p é um ponto de in�exão de C, se (TpC,C)p ≥ 3.

Caso, (TpC,C)p = d, onde d = grau(f), diremos que p é ponto de in�exão total.

Teorema 1.11. (De Bèzout). Duas curvas planas projetivas F,G sem componentes

em comum, tem (grauF )(grauG) pontos em comum contados com multiplicidade.

Demonstração. Ver Teorema 11, p. 62 em [29].

Fato 1.12. (Corolário Bézout). Se O ∈ C sendo C uma cúbica não singular tal que

(C, TOC)O = 3 (isto é O é ponto de in�exão) então C ∩ TOC = {O}.

Exemplo 1.1. Sejam C = V(F ) e C1 = V(F1) com F,F1 ∈ C[x0, x1, x2]2 irredutíveis.

Assim, o Teorema de Bézout nos garante que essas curvas tem as seguintes possibili-

dades de intersecção

1

1

1

1

2 2 2

1

1

4

(a) (b) (c) (d)
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1. Resultados preliminares

Exemplo 1.2. Seja ` uma reta e C =V(f) com f ∈ C[x0, x1, x2]3.

Neste exemplo temos as seguintes possibilidades para a intersecção da reta com a

cúbica, segundo o Teorema de Bézout.

PC

(a)
(C, `)P = 3 P

C

Q

(b)

(C, `)P = 2

(C, `)Q = 1

C
P1

P2
P3

(c)

(C, `)Pi = 1

A função P z→ P

Considere C ⊆ P2 uma curva não singular de grau 3. Fixe O ∈ C um ponto de

in�exão. Se P ∈ C considere P ∈ C de�nido da seguinte forma:

Se P ≠ O, considere a reta ` = `P,O que passa pelos pontos P e O. Observe que

temos duas possibilidades (C, `)P = 1 ou (C, `)P = 2, podendo ser representadas geome-

tricamente da seguinte forma

C
P

O
P

(C, `)P = 1

P = P C

O

(C, `)P = 2

Conforme ilustram as �guras, de�nimos P como o terceiro ponto na intersecção ` ∩ C,

caso contrário P = P .

Agora, se P = O, então de�nimos P = O.

8



1. Resultados preliminares

O

` = TOC
C

Cúbicas não singulares como grupos abelianos

Considere C uma cúbica não singular e �xe O ∈ C ponto de in�exão.

De�na a operação ” + ” em C por P +Q = R, sendo R descrito a seguir

Caso 1: P ≠ Q.

Considere a reta `P,Q determinada por P e Q. Neste caso temos duas possibilidades

P
Q

C
R = P +Q

O
R

` = `P,Q

(i) #(`P,Q ∩ C) = 3

ou P

C

Q

P +Q = P

(ii) #(`P,Q ∩ C) = 2

No caso (i){R} = `P,Q ∩ C − {P,Q} e no caso (ii)R = P .

Caso 2: P = Q.

Considere ` = TPC. Neste caso temos duas possibilidades

Q

C
R = P + P

O R

` = TPC

(a) #(TPC ∩ C) = 2

ou

PC

(b) #(TPC ∩ C) = 1

P + P ∶= P

Neste caso (a){R} = TPC ∩ C − {P} e no caso (b)R = P .

Exemplo 1.3. Temos que P +O = P . Agora, observe que se

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

P = OÔ⇒ O +O
def
= O = O

P ≠ OÔ⇒ P +O = R = P (se #(`P,O ∩ C) = 3) ou P +O = P = P (se #(`P,O ∩ C) = 2).

Teorema 1.13. (C,+) é um grupo abeliano com elemento neutro O.

9



1. Resultados preliminares

Demonstração. Ver Proposição 4, p. 63 em [7].
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Capítulo 2

Grupos de Galois e monodromia em

geometria enumerativa

Neste capítulo vamos introduzir o grupo de Galois e o grupo de monodromia asso-

ciados a uma função racional dominante entre variedades (a�ns/projetivas) da mesma

dimensão. As referências que norteiam este capítulo são [10] e [19].

Serão utilizados alguns conceitos de topologia geral, tais como: recobrimento, ca-

minhos homotópicos, grupo fundamental entre outros, os quais podem ser encontrados

no Capítulo 1 e também no texto Topology de James R. Munkres ([18]).

2.1 Explorando a relação entre o grupo fundamental

e o grupo de Galois.

Considere a função p ∶ C Ð→ C dada por w z→ w2. A seguir vamos mostrar que

embora p não seja um recobrimento podemos escolher um aberto no qual a restrição

de p será um recobrimento. Esse fato, como veremos na Subseção 2.1.2 é válido para

funções racionais dominantes entre variedades da mesma dimensão.

Proposição 2.1. Seja p ∶ CÐ→ C dada por w z→ w2. Então,

1. p não é um recobrimento.

2. A função p1 ∶ C − {0} Ð→ C − {0} induzida por p é um recobrimento.

3. Se H = p1∗(π1(C − {0}, z0)), então [π1(C − {0}, z2
0) ∶ H] = 2 e H ≅ 2Z, com

p1∗ ∶ π1(C − {0}, z0) Ð→ π1(C − {0}, z2
0) dada por [γ] z→ [p1 ○ γ].

Demonstração. Prova do item 1. Temos p ∶ CÐ→ C dada por w z→ w2. Assim,

p−1(0) = {0} e p−1({a}) = {z ∈ C ∣ p(z) = z2 = a} = {
√
a,−

√
a}.

11



2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Como #p−1(0) = 1 ≠ #p−1(1) = 2. Segue que p não é um recobrimento.

Prova do item 2. Considere p restrita ao aberto C − {0}, ou seja,

p1 ∶ C − {0} Ð→ C − {0} dada por w z→ w2.

Observe que p1 é sobrejetora e p−1(a) = {
√
a,−

√
a}.

Considere o conjunto fechado

D = {z ∈ C − {0} ∣ Im(z) = 0 e Re(z) ≤ 0}.

Para cada z ∈ C −D considere

√
z =

√
r
(z + r)

∥z + r∥
com r = ∥z∥. (2.1)

Observe que (
√
z)2 = z. Além disso,

se z ∈ U = {z ∈ C ∣ Im(z) > 0 e Re(z) > 0}, então
√
z ∈ U .

De�na U1 = {
√
z ∣ z ∈ U} e U2 = {−

√
z ∣ z ∈ U}. Considere

q+ ∶ U Ð→ U1 e q− ∶ U Ð→ U2

z z→
√
z z z→ −

√
z

Note que U1 ∩U2 = ∅. Além disso,

p−1
1 (U) = U1∪̇U2 e p1∣Ui

∶ Ui Ð→ U é um homeomor�smo. (2.2)

Agora, iremos mostrar que p1 é um recobrimento. Considere z ∈ C − {0}.

Caso 1: z ∈ U .

Segue de (2.2) que p−1
1 (U) = U1∪̇U2 e p1∣Ui

∶ Ui Ð→ U é um homeomor�smo.

Caso 2: z ∉ U .

Escolha z0 ∈ C tal que z−2
0 z ∈ U 1.

Observe que a multiplicação por ξ ∈ C − {0}, mξ ∶ C Ð→ C dada por z z→ ξz é um

homeomor�smo (que leva 0z→ 0).

Assim, obtemos os abertos V =mz20
(U) contendo z e Vi =m−1

z0 (Ui) i = 1,2, de modo

que pi ∶ Vi Ð→ V é um homeomor�smo conforme ilustra o diagrama

1Se z0 ∈ C−D considere
√
z0 de acordo com (2.1). Caso contrário, considere

√
z0 =

√
r0i e r0 = ∥z0∥.

12



2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

p1∣Vi
p1∣Ui

homeomor�smo

m−1
z0

homeomor�smo

mz20

homeomor�smo

Vi Ui

V U

Prova do item 3. Lembre que #p−1
1 (z) = 2 para todo z ∈ C − {0}. Além disso,

C − {0} ≅ R2 − {(0,0)} é conexo por caminhos. Assim, o item (b) do Teorema 54.6 em

[18] nos garante que

Φ ∶
π1(C − {0}, z2

0)

H
Ð→ p−1

1 (z2
0)

é uma bijeção, logo #(
π1(C − {0}, z2

0)

H
) = #p−1

1 (z2
0) = 2. Portanto,

[π1(C − {0}, z2
0) ∶H] = 2.

Segue do Lema 1.8 (no Capítulo 1) que π1(C − {0}, z0) ≅ Z daí, [Z ∶ H] = 2. Agora

sendo 2Z o único subgrupo de Z de índice 2 segue que H ≅ 2Z.

2.1.1 O grupo de monodromia associado a um recobrimento

Sejam X,Y e Z espaços topológicos. Considere as funções contínuas f ∶X Ð→ Y e

g ∶ Z Ð→ Y . Uma função contínua g̃ ∶ Z Ð→X é um levantamento de g se f ○ g̃ = g.

g̃

g

f

X

Z Y

Exemplo 2.1. Sejam f ∶ R Ð→ S1 dada por x z→ (cos2πx, sen2πx) e g ∶ [0,3] Ð→ S1

dada por t z→ (cost, sent). Observe que g̃ ∶ [0,3] Ð→ R dada por t z→
t

2π
é um

levantamento de g.

De fato, g̃ é contínua e (f ○ g̃)(t) = f(g̃(t)) = f (
t

2π
) = (cost, sent) = g(t).

Exemplo 2.2. Sejam p1 ∶ C−{0} Ð→ C−{0} dada por z z→ z2 e γ ∶ [0,1] Ð→ C−{0}

dada por tz→ r0e2π(θ0+t)i com 0 ≤ θ0 < 1 e z0 = r0e2πθ0i ∈ C − {0}.

Considere os caminhos γ̃+ e γ̃− ilustrados na imagem abaixo

13



2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

−
√
z0

√
z0

C − {0} ∋ z0 ∈ C − {0} [0,1][0,1]
γ γ

γ̃+ γ̃−

Em que, para todo t ∈ [0,1]

γ̃+(t) =
√
r0eπ(θ0+t)i e γ̃−(t) = −

√
r0eπ(θ0+t)i.

Observe que

p1 ○ γ̃+(t) = p1 (
√
r0eπ(θ0+t)i) = (

√
r0eπ(θ0+t)i)

2
= r0e2π(θ0+t)i = γ(t) ∀ t ∈ [0,1].

Assim γ̃+ é um levantamento de γ tal que

γ̃+(0) =
√
r0eπ(θ0)i =

√
z0 e γ̃+(1) =

√
r0eπ(θ0+1)i =

√
r0eπθ0ieπi = −

√
z0.

De maneira análoga, temos que p1 ○ γ̃−(t) = γ(t), logo γ̃− também é um levantamento

de γ, tal que γ̃−(0) = −
√
z0 e γ̃−(1) =

√
z0.

Observação 2.1. Considere um recobrimento p ∶ E Ð→ B cujas �bras são �nitas e

têm cardinalidade d.

Fixe b ∈ B e Γ = p−1(b) = {q1, ..., qd}.

Seja γ ∶ [0,1] Ð→ B um caminho fechado em b (isto é, γ é uma função contínua tal

que γ(0) = γ(1) = b). Assim, segue do Lema 1.7 (no Capítulo 1) que ao �xar qi ∈ Γ.

Existe um único levantamento γ̃i ∶ [0,1] Ð→ E de γ com início em qi.

γ(0) = γ(1) = b

γ̃i

γ̃i γ

p

E

[0,1] B

qi

γ̃i(1)

b

14



2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Lema 2.2. Com as notações acima, a função

Φγ ∶ Γ Ð→ Γ

qi z→ γ̃i(1)

é uma bijeção.

Demonstração. 1. Φγ está bem de�nida.

O Lema 1.7 (no Capítulo 1) nos garante que existe um único levantamento γ̃i de

γ com início em qi. Assim, p ○ γ̃i = γ o que implica que p(γ̃i(t)) = γ(t) para todo

t ∈ [0,1]. Logo, p(γ̃i(1)) = γ(1) = b, portanto γ̃i(1) ∈ p−1(b).

2. Φγ é uma bijeção.

Como Γ = p−1(b) = {q1, ..., qd} é �nito, basta mostrar que Φγ ∶ ΓÐ→ Γ é injetora.

Considere qi, qj ∈ Γ com i ≠ j. Vamos mostrar que Φγ(qi) ≠ Φγ(qj), ou seja,

γ̃i(1) ≠ γ̃j(1). Suponha (por absurdo) que γ̃i(1) = γ̃j(1) = q, como mostra a

imagem a seguir

qi qjq

[0,1] [0,1]

γ̃i γ̃j

com p ○ γ̃i(t) = γ(t) e p ○ γ̃j(t) = γ(t) para todo t ∈ [0,1].

Note que γ̃i(1 − t) é um levantamento de γ com ponto inicial γ̃i(1) = q (t = 0)

e ponto �nal γ̃i(0) = qi (t = 1). De maneira análoga, temos que γ̃j(1 − t) é um

levantamento de γ com ponto inicial γ̃j(1) = q (t = 0) e ponto �nal γ̃j(0) = qj (t =

1) (Absurdo!)2.

Seja ● a operação em Bij(Γ) dada por σ ● τ = τ ○ σ sendo ○ a composta de funções.

Proposição 2.3. Considere

Φ ∶ π1(B, b) Ð→ Bij(Γ)

[γ] z→ Φγ,

sendo Γ = p−1(b) = {q1, ..., qd} e Φγ de�nida no Lema 2.2. Então Φ é um homomor�smo

de grupos.
2Pois, existe um único levantamento de γ começando em q ∈ Γ = p−1(b) (cf. Lema 1.7 no Capítulo

1).
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Demonstração. i) Φ está bem de�nida.

Sejam [f], [g] ∈ π1(B, b), tais que [f] = [g]. Se f̃i e g̃i forem levantamentos de f

e g começando em qi, respectivamente, então segue do Teorema 1.2 (no Capítulo

1) que f̃i(1) = g̃i(1) visto que [f] = [g]. Daí, Φf(qi) = Φg(qi) ∀ i. Portanto,

Φ([f]) = Φ([g]).

ii) Φ é um homomor�smo de grupos.

Observe que se [f], [g] ∈ π1(B, b), então

Φ([f] ⊛ [g]) = Φ([f ∗ g]) = Φf∗g e Φ([f]) ●Φ([g]) = Φg ○Φf .

Assim, Φ é homomor�smo de grupos se

Φf∗g = Φg ○Φf ∀ [f], [g] ∈ π1(B, b).

Logo precisamos mostrar que Φf∗g(qi)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(I)

= Φg(Φf(qi))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(II)

∀ qi ∈ Γ.

(I) Φf∗g(qi) = (f̃ ∗ g)i(1).

(II) Φg(Φf(qi)) = Φg(qk) = g̃k(1), se Φf(qi) = qk.

A�rmação 1. f̃i ∗ g̃k é um levantamento de f ∗ g com início em qi e ponto �nal em

Φg(qk).

Segue da de�nição 1.3 (no Capítulo 1) que

f ∗ g(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f(2s) para s ∈ [0, 1
2
]

g(2s − 1) para s ∈ [1
2 ,1]

Observe que:

1. Para todo t ∈ [0, 1
2
],

p(f̃i ∗ g̃k(t)) = p(f̃i(2t))
(⋆)
= f(2t).

(⋆) f̃i é um levantamento de f , ou seja, para todo t ∈ [0,1], p(f̃i(t)) = f(t).

2. Para todo t ∈ [1
2 ,1],

p(f̃i ∗ g̃k(t)) = p(g̃k(2t − 1))
(⋆⋆)
= g(2t − 1).

(⋆⋆) g̃k é um levantamento de g, ou seja, para todo t ∈ [0,1], p(g̃k(t)) = f(t).
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Portanto, f̃i ∗ g̃k é um levantamento de f ∗ g. Além disso, f̃i ∗ g̃k(0) = f̃i(0) = qi.

E ainda, segue do Lema 1.7 (no Capítulo 1) que esse levantamento é único. Logo,

f̃i∗g̃k = (f̃ ∗ g)i, e sendo Φg(qk) o ponto �nal de f̃i∗g̃k, segue que Φf∗g(qi) = Φg(Φf(qi)).

Observação 2.2. Seja C um conjunto �nito com d elementos e Sd o conjunto das

permutações de d elementos. Ao considerarmos as operações

f ● g = g ○ f em Bij(C) e σ ● τ = τ ○ σ em Sd,

veri�ca-se que

(Bij(C), ●)
ψ
Ð→ (Sd, ●)

f z→ ψf

com ψf(i) = j se f(ci) = cj é um isomor�smo de grupos.

O grupo de monodromia associado ao recobrimento p ∶ E Ð→ B será denotado por

M e é igual à imagem de π1(B, b) via ψ ○Φ em Sd. Ou seja,

π1(B, b) Bij(Γ) Sd
Φ ψ

ψ ○Φ

M= Im(ψ ○ φ) = ψ(φ(π1(B, b))) ≤ Sd.

Lema 2.4. Se E é conexo por caminhos e p ∶ E Ð→ B é um recobrimento, então o

grupo de monodromia de p age transitivamente nas �bras de todo ponto b ∈ B.

Demonstração. Dados q1, q2 ∈ p−1(b), queremos mostrar que existe Φγ ∈ Φ(π1(B, b)) tal

que Φγ(q1) = q2.

Sendo E conexo por caminhos existe σ ∶ [0 ∶ 1] Ð→ E contínua tal que σ(0) = q1 e

σ(1) = q2.
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

q1

q2

b[0,1]

σ

γ

p

E

B

Considere γ ∶ [0,1] Ð→ B dada por t z→ p ○ σ(t). Observe que γ é um caminho

fechado em B tal que γ(0) = p(q1) = b e γ(1) = p(q2) = b. Assim, Φγ ∈ Φ(π1(B, b))

satisfaz Φγ(q1) = q2.

Cálculo do grupo de monodromia de p1

Consideremos mais uma vez

p1 ∶ C − {0} Ð→ C − {0}

w z→ w2.

Lembre que #p−1
1 (z) = 2 para todo z ∈ C − {0}. Assim, Bij(Γ) ≅ S2, se Γ = p−1

1 (z).

A�rmação 2.1. A aplicação Φ ∶ π1(C − {0}, z) Ð→ Bij(Γ) de�nida na Proposição 2.3

é sobrejetora.

De fato, considere z = re2πθi com 0 ≤ θ ≤ 1 e r > 0. Então,

γ(t) = re2π(θ+t)i com 0 ≤ t ≤ 1

é um caminho fechado em C − {0} tal que γ(0) = re2πθi = γ(1).

Agora, observe que segue do Exemplo 2.2 que

i) γ+(t) =
√
reπ(θ+t)i é um levantamento de γ tal que γ+(0) =

√
z e γ+(1) = −

√
z.

Assim, Φγ(
√
z) = γ̃+(1) = −

√
z.

ii) γ−(t) = −
√
reπ(θ+t)i é um levantamento de γ tal que γ−(0) = −

√
z e γ−(1) =

√
z.

Assim, Φγ(−
√
z) = γ̃−(1) =

√
z.
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Os itens i) e ii) nos permitem concluir que

Φγ ∶ Γ Ð→ Γ
√
z z→ −

√
z

−
√
z z→

√
z

é um elemento de ordem 2 em Bij(Γ). Assim, Bij(Γ) = ⟨Φγ⟩, visto que ∣Bij(Γ)∣ = 2.

Portanto, Φ ∶ π1(C − {0}, z) Ð→ Bij(Γ) é sobrejetora.

Assim, temos que,

π1(C − {0}, z) Bij(Γ) S2
Φ ψ

Isom.

Im(ψ ○Φ) = S2 M= S2

Grupo de Galois associado a p1

Vamos começar mostrando que as extensões de corpos determinadas por p∗ e p∗1
sendo

p ∶ CÐ→ C e p1 ∶ C − {0} Ð→ C − {0}

w z→ w2 w z→ w2

são iguais. De fato, tem-se que

Lema 2.5. Com as notações acima p e p1 induzem a extensão de corpos C(t2) ↪ C(t).

Demonstração. Observe que p ∶ C Ð→ C é um mor�smo, visto que é uma função

polinomial.

Sendo p uma função sobrejetora, segue que p é uma função racional dominante,

dessa forma a Proposição A.17 (no apêndice A) nos permite concluir que p induz o

homomor�smo injetivo

p∗ ∶K(C) Ð→ K(C)

(U, f) z→ (p−1(U), f ○ p∣)

Por outro lado, ao considerarmos C como uma variedade a�m (com a topologia

de Zariski), C − {0} é um aberto de C e segue do Lema A.13 (no apêndice A) que

K(C) ≅ K(C − {0}). Assim, p∗1 = p
∗. Além disso, p∗(C, id) = (C, p) e A(C) ≅ C[t] de

onde concluímos que K(C) ≅ C(t). A partir do diagrama
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

p∗K(C) K(C)

C(u) C(t)

p∗
(C, id) (C, p)

u t2

concluí-se que as extensões de corpos determinadas por p∗ e p∗1 se correspondem

com C(t) ↪ C(t2).

O grupo de Galois de uma extensão galoisiana

A seguir vamos lembrar as noções de polinômio separável e corpo de decomposição

de um polinômio com o intuito de de�nir extensão galoisiana.

O polinômio f ∈ F [x] sendo F um corpo é dito separável se suas raízes na clau-

sura algébrica de F são distintas. Ou seja, se f tem grau n > 0 e f = u(x − α1)

(x − α2)...(x − αn) em F [x] com u ∈ F e αi ∈ F tal que αi ≠ αj para todo i ≠ j.

Por exemplo, f = x2 − 2 ∈ Q[x] é separável, pois f = (x−
√

2)(x+
√

2) em Q[x] com
√

2 ≠ −
√

2.

Se f ∈ F [x] tem grau n ≥ 1 e L é uma extensão de F tal que

f = u(x − α1)(x − α2)...(x − αn) com αi ∈ L para todo i e u ∈ F .

Então dizemos que L é um corpo onde f se decompõe ou fatora.

O corpo de decomposição de f ∈ F [x] é dado por

F (α1, α2, ..., αn) = ⋂L, com L corpo e F ↪ L ∋ αi ∀ i.

Assim F (α1, α2, ..., αn) é a menor extensão de F contendo α1, α2, ..., αn e também é

chamada extensão de F gerada por α1, α2, ..., αn. Assim,

� F (α1, α2, ..., αn) é uma extensão de F onde f se fatora;

� se F ↪ L1 e f se fatora em L1, então F (α1, α2, ..., αn) ↪ L1.

De�nição 2.1. (Extensão galoisiana.) Considere a extensão de corpos F ↪ L.

Dizemos que F ↪ L é uma extensão galoisiana se existe f ∈ F [x] tal que f é separável

e L é o corpo de decomposição de f .
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Exemplo 2.3. C(t2) ↪ C(t) é uma extensão galoisiana.

Note que f = x2 − t2 ∈ F [x], sendo F = C(t2), possui raízes t e −t em L = C(t).

De fato, f = (x − t)(x + t). Assim, concluímos que f é separável em L. Além disso,

F (t,−t) = F (t) = L. Portanto L é o corpo de decomposiçao de f .

Seja F ↪ L uma extensão galoisiana. Neste caso, existe P (x) ∈ F [x] separável tal

que L é o corpo de decomposição de P (x).

Assim, P (x) = u(x−α1)(x−α2)...(x−αn) com αi ∈ L e αi ≠ αj para todo i ≠ j. De

fato, L = F (α1, ..., αd). Seja R = {α1, ..., αd} o conjunto das raízes de P (x) em L.

De�na

AutFL = {ϕ ∈ Aut(L) ∣ ϕ(a) = a ∀ a ∈ F}.

Proposição 2.6. Com as notações acima, se α ∈ R e ϕ ∈ AutFL, então ϕ(α) ∈ R (ou

seja, ϕ permuta as raízes de P (x)).

Demonstração. Assuma que P (x) = a0 + a1x +⋯ + adxd, a0, a1, ..., ad ∈ F .

Assim, se α ∈ R ⊂ L, segue-se que

P (α) = 0Ô⇒
d

∑
i=0
aiαi = 0

ϕ
Ô⇒ ϕ(

d

∑
i=0
aiαi) = ϕ(0)

ϕ é um isom.

Ô⇒
d

∑
i=0
ϕ(ai)ϕ(αi) = 0

ϕ(ai)=ai
Ô⇒

d

∑
i=0
aiϕ(αi) = 0 = P (ϕ(α)).

Daí, ϕ∣R ∶ R Ð→ R ∈ Bij(R) para todo ϕ ∈ AutFL.

Proposição 2.7. A aplicação

AutFL Ð→ Bij(R)

ϕ z→ ϕ∣R

é um homomor�smo de grupos.

Demonstração. Sejam ϕ,ϕ1 ∈ AutFL. Observe que (ϕ ○ ϕ1)∣R = ϕ∣R ○ ϕ1∣R
. A última

igualdade segue da Proposição 2.4 uma vez que ϕ e ϕ1 ∈ AutFL.

Portanto, ϕz→ ϕ∣R é um homomor�smo de grupos.

A aplicação
ψ ∶ Bij(R) Ð→ Sd

f z→ ψf

com ψf(i) = j se f(αi) = αj é um isomor�smo de grupos.

Assim, temos
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AutFL

ϕ

Bij(R)

ϕ∣R

f ψf

Sd
Φ ψ

O grupo de Galois associado à extensão galoisiana F ↪ L = F (α1, ..., αd) é o sub-

grupo Gal(L/F ) de Sd dado pela imagem de ψ ○Φ. Ou seja,

Gal(L/F ) = ψ(Φ(AutFL)) ≤ Sd.

Por exemplo, sabemos que L = F (t) é o corpo de decomposição de

P (x) = x2 − t2 ∈ F [x] sendo F = C(t2). Assim, R = {t,−t}. Portanto, Gal(L/F ) ≤ S2.

Logo, Gal(L/F ) = {id} ou Gal(L/F ) = S2.

Note que
ϕ ∶ F (t) Ð→ F (t)

t z→ −t

F ∋ a z→ a

é um elemento de AutFL que tem ordem 2. Portanto, o grupo de Galois da extensão

F = C(t2) ↪ C(t) = L = F (t) é S2, ou seja, Gal(C(t)/C(t2)) = S2.

2.1.2 Grupo de Galois e grupo de monodromia

Sejam X e Y variedades projetivas da mesma dimensão. Considere p ∶ X Ð→ Y

uma função racional dominante de grau d > 0.

Sabemos que p induz o homomor�smo injetivo p∗ ∶K(Y ) Ð→K(X) (cf. Proposição

A.22). Assim, p induz a extensão de corpos

p∗ ∶K(Y ) Ð→K(X) ou a extensão p∗(K(Y )) ↪K(X). (2.3)

Além disso, sendo p genericamente �nita, segue da Proposição A.19 (no Apên-

dice A) que a extensão em (2.3) é �nita e como charc(C) = 0, então #p−1(y) = d =

[K(X) ∶ p∗(K(Y ))] com y ∈ V , V
ab
⊆ Y .

Portanto, Γ = p−1(b) = {q1, ..., qd} se b ∈ Y é geral (ou seja, b varia num aberto V de

Y onde p é genericamente �nita).

Sendo charc(C) = 0, temos que charc(p∗(K(Y ))) = 0 e ainda se [K(X) ∶ p∗(K(Y ))] =

d �nita, segue que existe α ∈K(X) tal que K(X) = F (α) com F = p∗(K(Y )) (cf. Te-

orema 5.1, p. 59 em [17]).
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Tendo em consideração que a extensão em (2.3) pode não ser galoisiana, considere

L o fecho de Galois da extensão (2.3). Ou seja

p∗(K(Y )) ↪K(X) ↪ L é galoisiana (2.4)

e se K(X) ↪ L1 e p∗(K(Y )) ↪ L1 é galoisiana. Então L ⊆ L1.

Ao considerarmos P (x) = irr(α,F ) ∈ F [x] o polinômio mônico de menor grau tal

que P (α) = 0, segue que [F (α) ∶ F ] = d = grau(P (x)) (cf. Proposição 3, p. 98 em [8].).

Ainda veri�ca-se que L é o corpo de decomposição de P (x) (cf. p. 688 em [10], p. 4-6

em [19]).

Se R = {α = α1, ..., αd} são as raízes de P (x) ∈ F [x] em L, temos de maneira análoga

ao que �zemos na seção anterior

AutFL

Fϕ

Bij(R)

ϕ∣R

f ψf

Sd
Φ ψ

E de�nimos o grupo de Galois associado à extensão

F = p∗(K(Y )) ↪K(X) = F (α) ↪ L = F (α1, ..., αd)

por Gal(L/F ) = ψ ○Φ(AutFL) ⊆ Sd sendo L o fecho de Galois da extensão F ↪K(X).

Grupo de monodromia associado a uma função racional

Recordemos que o grupo de monodromia de�nido na Subseção 2.1.1 foi construído

meramente a partir de um recobrimento entre espaços topológicos e a ação do grupo

fundamental da base na �bra deste recobrimento.

Assim, o que faremos agora é a partir de p ∶X Ð→ Y obter um recobrimento.

Proposição 2.8. Existe U ⊂ Y aberto não vazio tal que p∣ ∶ p−1(U) Ð→ U é um

recobrimento.

Demonstração. Ver Teorema 2.5, p. 6 em [19].

Tendo em consideração a Subseção 2.1.1, de�nimos o grupo de monodromia as-

sociado a p por M = ψ(Φ(π1(U, b))) com π1(U, b)
Φ
Ð→ Bij(Γ)

ψ
Ð→ Sd e Γ = p−1(b) =

{q1, ..., qd}.

Concluímos o capítulo salientando que o fato do grupo de Galois e o grupo de

monodromia de p1 ∶ C − {0} Ð→ C − {0} dado por w z→ w2 serem iguais (a S2) não é

uma mera coincidência, de acordo com o seguinte Teorema.
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Teorema 2.9. O grupo de Galois e grupo de monodromia associados ao mapa racional

dominante p ∶X Ð→ Y com dimX = dimY são iguais.

Demonstração. Ver Proposição, p. 689 em [10].

Uma consequência desse teorema é o fato do grupo de monodromia ser independente

da escolha do aberto no qual a função racional vira um recobrimento.
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Capítulo 3

Grupo de Galois/monodromia dos

pontos de in�exão de cúbicas planas

não singulares

A proposta deste capítulo é apresentar um mor�smo cujas �bras se identi�quem

com os pontos de in�exão de uma cúbica plana não singular. Mostrar que o grupo de

monodromia associado a tal mor�smo é um grupo solúvel e concluir com a determinação

dos nove pontos de in�exão de uma cúbica não singular a partir de fórmulas que

envolvem seus coe�cientes. O roteiro deste capítulo tem como base [10] e [19].

3.1 A construção do mor�smo π ∶ Id Ð→Wd

Observe que P̌2 pode ser identi�cado como P2 via a bijeção

L ∶ P2 Ð→ P̌2

[b0 ∶ b1 ∶ b2] z→ V(b0x0 + b1x1 + b2x2).

De fato, usaremos L para induzir a topologia de Zariski em P̌2. A seguir considere

I0 = {(p, `) ∣ p ∈ `} ⊆ P2 × P̌2.

Lema 3.1. Veri�ca-se que I0 é um fechado irredutível de dimensão 3.

Demonstração. Considere p = [a0 ∶ a1 ∶ a2] ∈ P2. De�na Γp = {` ∈ P̌2 ∣ p ∈ `}.

A�rmação 1. Γp é um fechado irredutível de dimensão 1 para todo p ∈ P2.

Considere a reta ` =V(b0x0 + b1x1 + b2x2). Note que,

` ∈ Γp⇐⇒ b0a0 + b1a1 + b2a2 = 0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⊛

⇐⇒ b = [b0 ∶ b1 ∶ b2] ∈ L−1(Γp).
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Portanto, b ∈ L−1(Γp) se, e somente se b ∈ V(a0x0 + a1x1 + a2x2) ⊆ P2, ou seja,

L−1(Γp) =V(a0x0 + a1x1 + a2x2) ⊆ P2 que é um fechado irredutível de dimensão 1.

A�rmação 2. I0 é irredutível de dimensão 3.

Considere a projeção na 1ª coordenada π1 ∶ I0 Ð→ P2 ((p, `) z→ p).

Tem-se que π1 é sobrejetiva e as fribras π−1
1 (p) = {(q, `) ∣ q ∈ `, q = p}

π2
≡ Γp

((p, `)
π2
z→ `) são irredutíveis da mesma dimensão para todo p ∈ P2. Assim, segue

do Lema A.13 (no apêndice A) que I0 é irredutível. Além disso o teorema da dimensão

das �bras (cf. Teorema 1.1, p. 58 em [23]) nos garante que dim I0 = dimP2+dim Γp = 3.

Seja C[x0, x1, x2]d o subespaço vetorial de C[x0, x1, x2] gerado pelos monômios de

grau d1, com d ≥ 1 inteiro.

Seja Wd = P(C[x0, x1, x2]d) a projetivização de C[x0, x1, x2]d 2. Os elementos de

Wd são da forma [f] com f ∈ C[x0, x1, x2]d não nulo, sendo

[f] = {g ∈ C[x0, x1, x2]d ∣ f ∼ g} = {λf ∣ λ ∈ C − {0}}.

Note que [f] ∈Wd determina a curva plana V(f) ⊆ P2.

Ao �xarmos uma base de C[x0, x1, x2]d (por exemplo xd0, x
d−1
0 x1, ..., xd1, ..., x

d−1
1 x2, xd2)

e considerarmos Nd + 1 = dimC[x0, x1, x2]d obtemos a bijeção

L1 ∶ PNd Ð→ Wd

[b0 ∶ ... ∶ bNd] z→ [f] com f = b0xd0 +⋯ + bNdx
d
2.

Assim, L1 torna Wd uma variedade projetiva tal que X ⊆Wd é fechado (irredutível)

de dimensão n se L−1
1 (X) ⊆ PNd é fechado (irredutível) de dimensão n.

Observação 3.1. Considere p ∈ P2, ` ∈ P̌2 e C = [f] ∈Wd. Assim,

1. p ∈ C se, e somente se f(p) = 0.

2. se p ∈ ` ∩ C, então (C, `)p a multiplicidade de intersecção da reta ` com a curva C

no ponto p é dado por

(C, `)p =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

∞, se ` ⊆ C.

m, se C∣` possui um zero de ordem m em p.

A seguir considere Id = {(C, p, `) ∣ (C, `)p ≥ 3} ⊆ Wd × I0 e π2 ∶ Id Ð→ I0 dada por

(C, p, `) z→ (p, `).

1xi00 x
i1
1 x

i2
2 tal que i0 + i1 + i2 = d.

2Wd é denominado espaço de parâmetros de curvas planas de grau d
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Proposição 3.2. Considere a reta ` =V(L1) ⊆ P2, {p} =V(L1, L2) ⊆ ` e C = [f] ∈Wd

com d ≥ 3. Veri�ca-se que:

(i) Λ ∶ C[x0, x1, x2]d−1×C[x0, x1, x2]d−3 Ð→ C[x0, x1, x2]d dada por (q, r) z→ qL1+rL3
2

é uma transformação linear cuja imagem é igual a ⟨L1, L3
2⟩d e tem dimensão igual

a
d(d + 3)

2
− 2.

(ii) (C, `)p ≥ 3⇐⇒ f ∈ ⟨L1, L3
2⟩d.

Demonstração. Prova do item (i). Vamos começar mostrando que Λ é linear.

Sejam (q, r) e (q1, r1) pertencentes a C[x0, x1, x2]d−1 ×C[x0, x1, x2]d−3 e α ∈ C, daí
temos que

Λ((q + αq1, r + αr1)) = L1(q + αq1) +L2
3(r + αr1)

= L1q + αL1q1 +L2
3r + αL2

3r1

= Λ((q, r)) + αΛ((q1, r1)).

A seguir vamos determinar o núcleo de Λ.

Note que (q, r) ∈ N(Λ) ⇐⇒ qL1+rL3
2 = 0⇐⇒ qL1 = −rL3

2 ⊛. Tendo em consideração

que {L1, L2} é L.I. segue de ⊛ que r = 0 = q se d = 3. E que r = r1L1 e q = −r1L3
2 com

r1 ∈ C[x0, x1, x2]d−4 se d ≥ 4. Portanto,

N(Λ) = {(0,0)} se d = 3,

N(Λ) = {(−r1L3
2, r1L1) ∣ r1 ∈ C[x0, x1, x2]d−4} se d ≥ 4.

Assim, segue do Teorema do núcleo e da imagem que

dim Im(Λ) = dimC[x0, x1, x2]d−1 ×C = 6 + 1 = 7 se d = 3.

Para d ≥ 4, dim Im(Λ) = dimC[x0, x1, x2]d−1 × C[x0, x1, x2]d−3 − dimN(Λ). Como

N(Λ) ≅ C[x0, x1, x2]d−4, segue que

dim Im(Λ) = (2+d−1
2

) + (2+d−3
2

) − (2+d−4
2

)

=
d(d + 1)

2
+

(d − 2)(d − 1)

2
+

(d − 3)(d − 2)

2

=
d2 + 3d − 4

2
=
d(d + 3)

2
− 2.

Prova do item (ii). Assuma que (C, `)p ≥ 3.

Se L1 divide f então f ∈ ⟨L1, L3
2⟩d. Assuma que L1 não divide f . Neste caso,

f = qL1 + rL2, sendo que L1 não divide r, visto que f(p) = 0 e I(p) = ⟨L1, L2⟩.

A condição (C, `)p ≥ 3 nos leva a concluir que L2
2 divide r. Logo, r = r1L2

2. Portanto,

f = qL1 + rL3
2 o que implica que f ∈ ⟨L1, L3

2⟩d.

Por outro lado, se f ∈ ⟨L1, L3
2⟩d então f = qL1 + rL3

2.
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Se r = 0, segue que (C, `)p = ∞. Se r ≠ 0, segue que p ∈ C ∩ ` é tal que (C, `)p ≥ 3

(visto que C ∣` é determinada por rL3
2).

Corolário 3.3. Considere π2 ∶ Id Ð→ I0 dada por (C, p, `) z→ (p, `). Veri�ca-se que

todas as �bras de π2 tem a mesma dimensão e é igual a
d(d + 3)

2
− 3.

Demonstração. Note que

π−1
2 (p, `) = {(C, p, `) ∣ (C, `)p ≥ d}

= {C ∣ (C, `)p ≥ d} × {(p, `)}.

Segue do item (ii) da Proposição 3.2 que {C ∣ (C, `)p ≥ 3} = P (⟨L1, L3
2⟩d) se I(`) = ⟨L1⟩

e I(p) = ⟨L1, L2⟩.

Como dim ⟨L1, L3
2⟩d =

d(d + 3)

2
− 2, concluímos que as �bras de π2 tem dimensão

d(d + 3)

2
− 3.

Proposição 3.4. Com as notações acima e d ≥ 3, veri�ca-se que Id é fechado irredutível

de dimensão Nd =
d(d−3)

2 .

Demonstração. Considere p = [a0 ∶ a1 ∶ a2] ∈ P2, ` =V(b0x0 + b1x1 + b2x2) e C = [f] ∈Wd

com f = c0xd0 + c1xd−1
0 x1 + c2xd−1

0 x2 +⋯ + cNdx
d
2.

A�rmação 1. Id é fechado.

Note que se (C, `)p ≥ 3, então p ∈ ` ∩ C.

Assuma que b1 ≠ 0 e a0 ≠ 0. Assim, p = [1 ∶ α1 ∶ α2], αi =
ai
a0

, i = 1,2.

Observe que {p} =V(L1, L2) com L1 = x1 −α1x0 e L2 = x2 −α2x0. Lembremos que,

se m é uma reta em P̌2 tem-se que p ∈ m se, e somente se m = V(β1L1 + β2L2) para

algum [β1 ∶ β2] ∈ P1.3

Assim, ` = V(β1L1 + β2L2) com [β1 ∶ β2] ∈ P1, vamos supor que β1 ≠ 0, assim

` =V(L1 + βL2) com β = β2
β1
.

Observe que {p} =V(L1 + βL2, L2) e L = L1 + βL2 = x1 − (α1 + βα2)x0 + βx2. Além

disso, f pode ser escrito na forma:

f = u0Ld + u1(x0, x2)Ld−1 +⋯ + ud−1(x0, x2)L + ud,

com ui ∈ C[x0, x2]i.

Analogamente, considere g(x0, x2) = ud e L2 = x2 − α2x0, então

3De fato, se m = V(L) com L = b0x0 + b1x1 + b2x2 e p ∈ m, segue que L(p) = 0, o que implica que
b0 = −(b1α1 + b2α2), daí L = x0(−b1α1 − b2α2) + b1x1 + b2x2. Assim, L = b1(x1 −α1x0) + b2(x2 −α2x0).
Portanto m = V(b1L1 + b2L2) para algum [b1 ∶ b2] ∈ P1. Por outro lado, sendo m = V(β1L1 + β2L2)

para algum [β1 ∶ β2] ∈ P1, temos que p ∈m. Visto que β1α1 + β2α2 + (−α1β1 − α2β2) = 0.
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g(x0, x2) = v0L2
d + v1x0L2

d−1 +⋯ + vd−1xd−1
0 L2 + vdxd0, vi ∈ C.

Lembre que p = [1 ∶ α1 ∶ α2] e L1(p) = L2(p) = f(p) = 0, o que implica que g(1, α2) =

0 = vd.

Observe que4

f =
d−1

∑
i=0
ui(x0, x2)Ld−i +

d

∑
i=1
vd−ixd−i0 Li2.

Os pontos da intersecção `∩C são determinados pelas soluções de f = 0, L = 0. Ou

seja, L = 0 e g = v0Ld2 + v1x0Ld−1
2 +⋯ + vd−1xd−1

0 L2 = 0.

Uma vez que p = [1 ∶ α1 ∶ α2] se corresponde com [1 ∶ α2] ∈ V(g) ⊆ P1 e (C, `)p ≥ 3,

dessa forma temos que vd−1 = vd−2 = 0. Isto é,

g(x0, x2) = L3
2(v0Ld−3

2 +⋯ + vd−3xd−3
0 ).

Observe que ` = V(b0x0 + b1x1 + b2x2) = V(L) com L = x1 + βx2 − (α1 + βα2)x0.

Assim, b0 = −(α1 + βα2)b1 e b2 = βb1. Portanto,

(C, `)p ≥ 3⇐⇒

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

b0 + α1b1 + α2b2 = 0,

vd−1 = vd−2 = 0.

Sendo as equações do lado direito expressões polinomiais em β,α1, α2 e também nos

coe�cientes de f = c0xd0 +⋯ + cNdx
d
2.

Portanto, de�nem um fechado em Wd × I0.

A�rmação 2. Sendo
π2 ∶ Id Ð→ I0

(C, p, `) z→ (p, `)

veri�ca-se que π−1
2 (p, `) é irredutível e todas as �bras de π2 tem a mesma dimensão.

Assim, segue do Corolário 3.3 que dimπ−1
2 (p, `) =

d(d + 3)

2
− 3.

Logo π2 ∶ Id Ð→ I0 é sobrejetora e todas suas �bras são irredutíveis e da mesma

dimensão. Dessa forma, Id é irredutível (cf. Lema 12.7 em [6]).

A�rmação 3. dim Id = Nd.

Aplicando o Teorema da dimensão das �bras ao mor�smo sobrejetivo π2 ∶ Id Ð→ I0,

temos que

dim Id − dim I0 = dimπ−1
2 (p, `).

4Basta considerar A = C[x0, x2], f ∈ A[x1], e aplicar o algoritmo da divisão em A[x1]. Assim
existem Q ∈ A[x1], R ∈ A tais que f = QL + R. Daí aplica-se o mesmo procedimento a Q, obtendo
Q1 ∈ A[x1] e R1 ∈ A tais que Q = Q1L +R1. Daí, f = Q1L

2 +R1L +R, sendo Q1 = Q2L +R2, temos
que f = Q2L

3 +R2L
2 +R1L +R. Repetindo o mesmo procedimento, obtemos

f =
d−1
∑
i=0

ui(x0, x2)L
d−i +

d

∑
i=1
vd−ixd−i0 Li2.
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Portanto, dim Id = 3 +
d(d + 3)

2
− 3 =

d(d + 3)

2
= Nd.

Teorema 3.5. π ∶ Id Ð→Wd dado por (C, p, `) z→ C é um mor�smo entre variedades

projetivas da mesma dimensão.

Demonstração. Visto que Wd = P(C[x0, x1, x2]d) segue que Wd é uma variedade proje-

tiva de dimensão Nd.

Agora segue do Proposição 23.4 que Id é uma variedade projetiva de dimensão Nd

Por outro lado, sendo π de�nido pela projeção na primeira coordenada, segue que

π é um mor�smo.

Curvas não singulares constituem um aberto em Wd

Seja Ud = {C ∈Wd ∣ C é não singular}.

Proposição 3.6. Considere π ∶ Id Ð→Wd dada por (C, `, p) z→ C.

(1) Ud é um aberto não vazio de Wd.

(2) Para toda C ∈ Ud, π−1(C) está em bijeção com {p ∈ C ∣ p é ponto de in�exão}.

Demonstração. Prova do item (1). Lembre que C = [f] ∈ Wd é singular se, e somente

se V(f0, f1, f2) ≠ ∅ sendo fi = ∂f/∂xi. Assim, se a = [ad00 ∶ ... ∶ a00d] ∈ PNd de�ne a

curva [f] ∈Wd com

f = ad00xd0 + ad−110xd−1
0 x1 +⋯ + a00dxd2.

Ao considerarmos o sistema

∂f

∂x0

= dad00xd−1
0 + (d − 1)ad−110xd−2

0 x1 +⋯ + a10d−1xd−1
2 = 0

∂f

∂x1

= ad−110xd−1
0 +⋯ + a01d−1xd−1

2 = 0

∂f

∂x2

= ad−101xd−1
0 +⋯ + da00dxd−1

2 = 0

tem-se que b = [b0 ∶ b1 ∶ b2] ∈ Sing(C) se, e somente se
∂f

∂xi
(b) = 0 i = 0,1,2.

Observe que
∂f

∂xi
(b) i = 0,1,2 são polinômios bi-homogêneos de bi-grau (1, d − 1)

nas coordendas (aijk) e [b0 ∶ b1 ∶ b2] respectivamente.

Assim, Vd = {(C, b) ∣ b ∈ Sing(C)} ⊆Wd × P2 é um fechado.

Além disso, P ∶ Vd Ð→ Wd dada por (C, b) z→ C é um mor�smo com imagem

P (Vd) = {C ∣ C é singular}. Assim, P (Vd) é fechado em Wd (cf. Teorema 1.10, p. 57

em [25]).
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Portanto, Ud é um aberto em Wd. Visto que [f] ∈ Ud com f = xd0 + x
d
1 + x

d
2, segue

que Ud ≠ ∅.

Prova do item (2). Considere C ∈ Ud.

De fato, como C é não singular e (C, `)p ≥ 3, segue que ` = TpC. Logo,

π−1(C) = {(C, p, `) ∣ (C, `)p ≥ 3}

= {(C, p, `) ∣ p é ponto de in�exão C}

.

Assim,
Λ ∶ {pontos de in�exão de C} Ð→ π−1(C)

q z→ (C, q, TqC)

é uma bijeção.

Assim, se C ∈ Ud então π−1(C) se identi�ca com os pontos de in�exão de C. De fato,

tem-se que

Proposição 3.7. Com as notações acima.

(1) π−1(C) ≠ ∅ ∀ C ∈ Ud.

(2) Uma cúbica não singular tem 9 pontos de in�exão e todos são distintos.

Demonstração. Con�ra o Corolário, p. 59 em [7].

A partir deste ponto nosso foco serão as cúbicas planas não singulares. Especi-

�camente, iremos determinar o grupo de monodromia associado ao mapa π (d = 3).

Para depois nos concentrar na prova de que esse grupo é solúvel e consequentemente

poder exprimir os nove pontos de in�exão de uma cúbica plana não singular a partir

de fórmulas envolvendo os coe�cientes do polinômio que de�ne uma tal curva.

3.2 Cúbicas não singulares via reticulados

Sejam g2, g3 ∈ C e Fg2,g3 ∈ C[x0, x1, x2] dado por

Fg2,g3 = x0x2
2 − 4x3

1 + g2x1x2
0 + g3x3

0.

O discrimante ∆g2,g3 associado a Fg2,g3 é dado por ∆g2,g3 = g
3
2 − 27g2

3.

Proposição 3.8. Com as notações acima. Considere Cg2,g3 =V(Fg2,g3) ⊆ P2. Veri�ca-se

que

Cg2,g3 é não singular se, e somente se ∆g2,g3 ≠ 0.
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Demonstração. Veja Proposição 4.22, p. 129 em [13].

Proposição 3.9. Seja C ⊆ P2 uma cúbica não singular. Existem g2, g3 ∈ C tais que C é

projetivamente equivalente à curva Cg2,g3 =V(Fg2,g3).

Demonstração. Veja Proposição 4.23, p. 131 em [13].

Assim toda cúbica plana não singular C a menos de uma MCP é de�nida a partir

de um polinômio da forma

Fg2,g3 = x0x2
2 − 4x3

1 + g2x1x2
0 + g3x3

0 com g3
2 − 27g2

3 ≠ 0.

Temos que Fg2,g3 = 0 é denominada equação de Weierstrass de C.

Lema 3.10. Se C = V(Fg2,g3) ⊆ P2 é não singular, então [0 ∶ 0 ∶ 1] é um ponto de

in�exão de C.

Demonstração. Temos Fg2,g3 = x0x2
2 − 4x3

1 + g2x1x2
0 + g3x3

0.

Assim, observe que

∂Fg2,g3
∂x0

= x2
2 + 2g2x1 + 3g3x

2
0,

∂Fg2,g3
∂x1

= −12x2
1 + g2x

3
0 e

∂Fg2,g3
∂x2

= 2x0x2.

Considere O = [0 ∶ 0 ∶ 1]. Daí,
∂Fg2,g3
∂x0

(O) = 1,
∂Fg2,g3
∂x1

(O) = 0 e
∂Fg2,g3
∂x2

(O) = 0.

Dessa forma,

TOC =V(L) com L =
∂Fg2,g3
∂x0

(O)x0 +
∂Fg2,g3
∂x1

(O)x1 +
∂Fg2,g3
∂x2

(O)x2 = x0.

Os pontos na reta TOC =V(x0) são da forma [0 ∶ α ∶ β] com [α ∶ β] ∈ P1. Assim

[0 ∶ α ∶ β] ∈ Cg2,g3 ∩ TOC ⇐⇒ Fg2,g3(0, α, β) = 0⇐⇒ −4α3 = 0.

De onde concluímos que [0 ∶ 1] ∈ V(G) ⊆ P1 é uma raiz de multiplicidade 3 de

G(u, v) = Fg2,g3(0, u, v).

Portanto, (Cg2,g3 , TOC)O = 3, o que implica que O é ponto de in�exão de C.

Proposição 3.11. Seja C uma cúbica não singular e O um ponto de in�exão de C. Ao

considerarmos C como grupo abeliano com elemento neutro O. Veri�ca-se que

P é ponto de in�exão de C se, e somente se P + P + P = O.

Demonstração. Usaremos as notações e de�nição da operação em C dada no Capítulo

1 na seção 1.2.

Seja P ∈ C ponto de in�exão.

Se P = O, o resultado segue visto que O é o elemento neutro de C.
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Se P ≠ O então segue do Teorema de Bézout que C ∩ TPC = {P}. Assim P +P = P .

Agora, resta mostrar que P + P = O. Como P ≠ O, temos que analisar dois casos,

(i) `P,O ≠ TPC e (C, `P,O)P = 1.

Neste caso P ≠ P , daí #(`P,P ∩ C) = 3, o que implica que P + P = O = O.

(ii) `P,O = TPC e (C, `P,O)P = 2.

Não ocorre. Pois, P é ponto de in�exão isto é, (C, TPC)P = 3.

Portanto se P ∈ C é ponto de in�exão vari�ca-se que P + P + P = O.

Agora suponha que P + P + P = O. Se P = O, então O +O +O = O e O é ponto de

in�exão.

Assuma que P ≠ O. Nosso objetivo é mostrar que (C, TPC)P = 3. Ou equivalente-

mente que C ∩ TPC = {P}. Note que temos duas possibilidades

P

C

Q

TPC ∩ C = {P,Q}

ou PC

P é ponto de in�exão.

TPC ∩ C = {P}

Suponha que (C, TPC)P = 2. Assim, P +P
def.
= Q. Daí, lembre que P +P +P = O que

implica P +Q = O = O. Note que P ≠ Q (visto que P = QÔ⇒ P + P = OÔ⇒ O = P ).

i) Se Q = OÔ⇒ Q = O
P+Q=O
Ô⇒ P +O = OÔ⇒ P = O (Absurdo!).

ii) Se Q ≠ O, temos duas possibilidades #(`Q,O ∩ C) = 3 ou #(`Q,O ∩ C) = 2.

Se #(`Q,O ∩ C) = 3, então #{O,Q,Q} = 3. Por outro lado, temos que P +Q =

O = O, o que implica que O ∈ `P,Q. Assim, P ∈ `O,Q (Absurdo!), visto que P ≠ Q

e P ≠ Q.

Agora se #(`Q,O∩C) = 2, entãoQ = Q. Assim, P+Q = O implica em P+Q = O = O.

Logo, O ∈ `P,Q (Absurdo!).

Corolário 3.12. Seja Γ = {pontos de in�exão de C}. Então Γ ≤ C e Γ ≅ Z3 ×Z3.

Demonstração. Considere O ∈ C ponto de in�exão, como elemento neutro do grupo

(C,+).

i) O ∈ Γ.

ii) Sejam P,Q ∈ Γ, assim 3P = O e 3Q = O. Logo,
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O = 3P + 3Q = 3(P +Q) Ô⇒ P +Q ∈ Γ.

iii) Seja P ∈ Γ, daí

3P = OÔ⇒ −3P = 3(−P ) = OÔ⇒ −P ∈ Γ.

Como ∣Γ∣ = 32 e todo elemento de Γ tem ordem 3, segue que Γ ≅ Z3 ×Z3.

Lema 3.13. Sejam P,Q e R pontos de in�exão da cúbica não singular C. Assuma que

o ponto de in�exão O ∈ C é o elemento neutro do grupo (C,+). Veri�ca-se que

P +Q +R = O⇐⇒ P,Q e R são colineares.

Demonstração. Suponha que P +Q +R = O.

C
P

Q
A

`

Seja ` = `P,Q a reta que passa por P e Q. Note que

#(` ∩ C) = 2 implica que

● ` = TPC e (C, `)P = 2.

ou

● ` = TQC e (C, `)Q = 2.

O que é absurdo, visto que P e Q são pontos de

in�exão.

Dessa forma #(` ∩ C) = 3 e ` ∩ C = {P,Q,A}.

Nosso objetivo é mostrar que A = R. Suponha por absurdo que A ≠ R. Temos que

P +Q = A.

Caso 1: A = O.

Neste caso P +Q = A = O = O. Logo,

P +Q +R = OÔ⇒ O +R = OÔ⇒ R = OÔ⇒ R = A (Absurdo!).

Caso 2: A ≠ O.

Considere a reta m = `A,O. Temos duas possibilidades #(m ∩ C) = 3 ou

#(m ∩ C) = 2.

P
Q

C
A

O
A

`

m

#(m ∩ C) = 3

Assim, P +Q = A. Logo, P +Q+R = OÔ⇒

A +R = O = OÔ⇒ O ∈ `R,A = `O,A =mÔ⇒

R ∈ `O,A =mÔ⇒ R ∈m ∩ C = {A,O,A}.
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Se R = O, então P +Q = O = A (Absurdo!), pois A ≠ O.

Se R = A, então P +Q = R. Logo,

P +Q +R = OÔ⇒ R +R = OÔ⇒ 3R = O = R = A (Absurdo!).

P

Q C
O

A

`

m

#(m ∩ C) = 2

Sendo m = `O,A e O ponto de in�exão então

m = TAC.

Neste caso A = A. Logo, P +Q = A = A (e P +Q +R = O) o que implica

A +R = O = OÔ⇒ O ∈ `A,R = `O,A ∋ RÔ⇒ R = O (visto que R ≠ A)

Ô⇒ A +O = OÔ⇒ A = O (Absurdo!).

Portanto, P +Q = R, o que implica que P,Q e R são colineares.

Agora, assuma que P,Q e R são pontos de in�exão (distintos) colineares. Considere

` = `P,Q ∋ R. Assim, P +Q = R. Daí,

i) se R = O, tem-se que P +Q = R = O = O o que implica que P +Q +R = O.

ii) se R ≠ O, considere m = `R,O. Temos duas possibilidades #(m ∩ C) = 3 ou

#(m ∩ C) = 2.

Se #(m ∩ C) = 3, então #{R,O,R} = 3 e R +R = O. Logo, P +Q +R = R +R =

O = O.

Se #(m ∩ C) = 2, então (C, TRC)R = 2 ou (C, TOC)O = 2, o que não ocorre visto

que R e O são pontos de in�exão de C.

Portanto P +Q +R = O.

Curvas elípticas e Reticulados

Uma curva cúbica não singular em P2 é denominada curva elíptica.

Reticulado complexo. Sejam w1,w2 números complexos linearmente independentes

sobre R.

⟨w1,w2⟩Z = {aw1 + bw2 ∈ C ∣ a, b ∈ Z}
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é denominado Reticulado complexo gerado por w1 e w2. Por exemplo,

i

1

Observe que um reticulado complexo Λ = ⟨w1,w2⟩Z é um subgrupo de (C,+).
De forma mais geral, se n ≥ 1 é um inteiro, então de�na

1

n
Λ = {

1

n
w ∈ C ∣ w ∈ Λ}.

Proposição 3.14. Com as notações acima. Veri�ca-se que

(i)
1

n
Λ é subgrupo de C.

(ii) Λ é subgrupo de
1

n
Λ.

(iii) ord(a) é �nita e divide n ∀ a ∈
1
nΛ

Λ
.

(iv) se n é primo então
1
nΛ

Λ
≅ Zn ×Zn.

(v) se n é primo e H = {a ∣ ord(a) = n} ∪ {0}, então H =
1
nΛ

Λ
.

Demonstração. Os itens (i), (ii) e (iii) deixamos a cargo do leitor.

Para o item (iv) de�na ψ ∶ Zn ×Zn Ð→
1
nΛ

Λ
por (a, b) z→

1

n
(aw1 + bw2).

● ψ está bem de�nida.

Sejam (a, b), (c, d) ∈ Zn × Zn tal que (a, b) = (c, d), assim a − c = nα e b − d = nβ

para algum α,β ∈ Z.

De onde concluímos que

1

n
(a − c)w1 +

1

n
(b − d)w2 = αw1 + βw2 ∈ Λ.

Portanto, ψ((a, b)) = ψ((c, d)).
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● ψ é homomor�smo de grupos.

Sejam (a, b), (c, d) ∈ Zn ×Zn, assim

ψ((a, b) + (c, d)) = ψ((a + c, b + d))

=
1

n
((a + c)w1 + (b + d)w2)

=
1

n
(aw1 + bw2 + cw1 + dw2)

=
1

n
(aw1 + bw2) +

1

n
(cw1 + dw2)

= ψ((a, b)) + ψ((c, d)).

● ψ é injetora.

Seja (a, b) ∈ N(ψ), daí
1

n
(aw1 + bw2) ∈ Λ o que implica que

1

n
a ∈ Z e

1

n
b ∈ Z, logo

n∣a e n∣b. Dessa forma, a = b = 0.

● ψ é sobrejetora.

Seja m ∈
1
nΛ

Λ
, então existe w = aw1 + bw2 ∈ Λ com a, b ∈ Z tal que m =

1

n
w. Daí,

(a, b) ∈ Zn ×Zn e ψ((a,1)) =m.

Para o item (v) basta observar que sendo n primo o item (3) nos garante que
1
nΛ

Λ
⊆ H. Para mostrarmos a outra inclusão, considere a ∈ H − {0}. Assim,

ord(a) = n o que implica em an = 0, ou seja, na ∈ Λ. Logo, a =
1

n
(na) ∈

1

n
Λ.

Portanto, a ∈
1
nΛ

Λ
.

Reticulados complexos e a função P de Weierstrass

Dado um reticulado complexo Λ = ⟨w1,w2⟩Z, de�nimos a função P de Weierstrass,

associada ao reticulado Λ PΛ ∶ CÐ→ C ∪ {∞}, por

PΛ(z) =
1

z2
+ ∑
w∈Λ,w≠0

(
1

(z −w)2
−

1

w2
) (3.1)

com a derivada dada por

P ′Λ(z) = ∑
w∈Λ

−2(
1

(z −w)3
) . (3.2)

A série de Eisenstein de peso 2k, G2k(Λ) associada ao reticulado Λ, é dada por

G2k(Λ) = G2k = ∑
w∈Λ,w≠0

1

w2k
. (3.3)
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Algumas propriedades da função P de Weierstrass podem ser encontradas em [15].

Proposição 3.15. Seja P ′Λ(z) a derivada da função PΛ(z) de Weierstrass associada

ao reticulado complexo Λ. Veri�ca-se que

P ′Λ(z)
2
= 4PΛ(z)

3
− 60G4PΛ(z) − 140G6.

Demonstração. Veja Teorema 3.5, p. 169 em [26].

Corolário 3.16. Com as notações supracitadas, se g2 = 60G4(Λ), g3 = 140G6(Λ) e

C = {[1 ∶ PΛ(z) ∶ P ′Λ(z)] ∈ P2 ∣ z ∈ C −Λ} ∪ {[0 ∶ 0 ∶ 1]}, então C ⊆ Cg2,g3 =V(F )g2,g3 com

Fg2,g3 = x0x2
2 − 4x3

1 + g2x1x2
0 + g3x3

0.

Demonstração. Se p = [0 ∶ 0 ∶ 1], temos que Fg2,g3(p) = 0. Considere q ∈ C − {p} dado

por q = [1 ∶ PΛ(z) ∶ P ′Λ(z)], segue da Proposição 3.15 que

Fg2,g3(q) = P ′2Λ(z) − 4P3
Λ(z) + g2PΛ(z) + g3

= 4P3
Λ(z) − 60G4PΛ(z) − 140G6 − 4PΛ(z) + 60G4PΛ(z) + 140G6 = 0.

Portanto, C ⊆ Cg2,g3 .

Teorema 3.17. Seja PΛ(z) é a função de Weierstrass associada ao reticulado complexo

Λ. Considere g2 = 60G4(Λ), g3 = 140G6(Λ) e

C = {[1 ∶ PΛ(z) ∶ P ′Λ(z)] ∈ P2 ∣ z ∈ C −Λ} ∪ {[0 ∶ 0 ∶ 1]}.

Veri�ca-se que

(1) C = Cg2,g3 =V(Fg2,g3).

(2) A função Φ ∶
C
Λ
Ð→ C de�nida por

z z→

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

[1 ∶ PΛ(z) ∶ P ′Λ(z)] se z ≠ 0,

[0 ∶ 0 ∶ 1] se z = 0

é um isomor�smo de grupos.

Demonstração. Veja Proposição 3.6, p. 170 em [26].

Observação 3.2. Sejam α e β são números complexos tais que α3 − 27β2 ≠ 0. Então

existe um reticulado complexo Λ tal que α = 60G4(Λ) e β = 140G6(Λ) (veja o Teorema

2.2, p. 42 em [1]).
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Observação 3.3. Sabemos que toda curva elíptica C ⊆ P2 é projetivamente equivalente

à curva Cg2,g3 para algum g2, g3 ∈ C tais que g3
2 − 27g2

3 ≠ 0.

Por outro lado, existe um reticulado Λ tal que g2 = 60G4(Λ) e g3 = 140G6(Λ). Logo

o Teorema 3.17 nos garante que C é isomorfa a
C
Λ
.

Lema 3.18. Seja Γ ⊂ C o conjunto dos pontos de in�exão na cúbica não singular C.

Então, Φ−1(Γ) =
1
3Λ

Λ
, sendo Φ ∶

C
Λ
Ð→ C o isomor�smo de grupos em (2) do Teorema

2.17.

Demonstração. Como Γ ≤ C de ordem 9 cujos elementos P ≠ O tem ordem 3 e Φ é um

isomor�smo de grupos, segue que Φ−1(Γ) ≤
C
Λ

é um subgrupo de ordem 9 contido em
1
3Λ

Λ
.

Entretanto
1
3Λ

Λ
≅ Z3 ×Z3. Assim, Φ−1(Γ) =

1
3Λ

Λ
= {a ∈

C
Λ

∣ ord(a) = 3} ∪ {0}.

Observação 3.4. Γ ≅ Z3 ×Z3 é um espaço vetorial de dimensão 2 sobre o corpo Z3.

Observação 3.5. Lembremos que se P,Q e R pertencem a Γ veri�ca-se que

P +Q +R = O⇐⇒ P,Q e R são colineraes. ⊛

Assim, no espaço vetorial Γ vale ⊛.

Observação 3.6. Tendo em consideração que Γ ≅ Z3 × Z3, podemos representar os 9

pontos em Γ da forma (xy) com x, y ∈ {0,1,2}. Assim, (xy) z→ (x, y) ∈ Z3 ×Z3.

Além disso, (xy), (x1y1), (x2y2) são colineares se, e somente se x + x1 + x2 = 0 =

y + y1 + y2.

3.2.1 Cálculo do grupo de monodromia

Considere π3 ∶ I3 Ð→W3 dada por (C, p, `) Ð→ C. Temos

I3 ⊃ V = π3
−1(U) ⊃ Γ = π3

−1(C)

W3 ⊃ U = {C não singular} ∋ C.

Lembremos que o grupo de monodromia associado a π3,M é um subgrupo de Bij(Γ).

Lema 3.19. Três pontos colineares em Γ continuam colineares sob a ação do grupo de

monodromiaM.
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Demonstração. Considere C ∈ U e P1, P2, P3 ∈ Γ colineares.

Lembremos queM é o subgrupo de S9 determinado pela imagem do homomor�smo

Φ ∶ π1(U,C) Ð→ Bij(Γ)

[γ] z→ Φγ

de�nido na Proposição 2.3 (no capítulo 2).

Considere γ ∶ [0 ∶ 1] Ð→ U um caminho fechado com ponto base C (isto é γ(0) =

γ(1) = C).

A seguir vamos mostrar que: Φγ(Pi) para i = 1,2,3 são colineares.

Seja Qi = Φγ(Pi) i = 1,2,3. Lembremos que Qi = γ̃i(1) sendo γ̃i ∶ [0,1] Ð→ V um

levantamento de γ com início em Pi.

Assuma que γ(t) = C(t) ∈ U e γ̃i(t) ≡ Pi(t) sendo P1(t),P2(t) e P3(t) pontos de

in�exão da cúbica não singular C(t). De fato, γ̃i(t) = (C(t), Pi(t), TPi(t)C(t)).

Considere a curva α(t) = (C(t), P (t), TP (t)C(t)) sendo P (t) ∈ C(t) tal que

`P1(t),P2(t) ∩ C(t) = {P1(t), P2(t), P (t)}.

Observe que

● α(0) = (C, P (0), TP (0)C), com P (0) = P3.

● α(1) = (C, P (1), TP (1)C).

● π3 ○ α(t) = C(t) = γ(t).

Por conta da unicidade dos levantamentos de γ com início em P3, segue que γ̃3 = α.

Logo, γ̃3(1) = Q3 = P (1). Portanto, Q1,Q2 e Q3 são colineares.

Estrutura do Grupo de Monodromia

Para cada [γ] ∈ π1(U,C) considere Φγ ∈ Bij(Γ) com Γ ⊆ C pontos de in�exão.

Seja vo = Φγ(O), com O ∈ Γ elemento neutro. Considere

ψγ ∶ Γ Ð→ Γ

P z→ Φγ(P ) − vo

Lema 3.20. Com as notações acima, veri�ca-se que ψγ é Z3 − linear.

Demonstração. Lembremos que Γ é um espaço vetorial sobre Z3. De fato, a adição de

vetores em Γ dar-se-á pela adição no grupo abeliano Γ com elemento neutro O.

E o produto por escalares em Z3 é dado por: 0 ⋅ P = O; 1 ⋅ P = P e 2 ⋅ P = P + P .

Além disso, observe que ψγ(O) = O 5.

5Note que ψγ(O) = Φγ(O) − vo = vo − vo = O.
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● ψγ(λP ) = λψγ(P ) λ ∈ Z3, ∀ P ∈ Γ.

Se λ = 0, temos que ψγ(0 ⋅ P ) = ψγ(O) = 0 ⋅ ψγ(P ).

Se λ = 1, temos que ψγ(1 ⋅ P ) = ψγ(P ) = 1 ⋅ ψγ(P ).

Se λ = 2, temos que veri�car que ψγ(2 ⋅ P ) = 2 ⋅ ψγ(P ). Ou seja, ψγ(P + P ) =

ψγ(P ) + ψγ(P ).

Vamos analisar os casos: P = O e P ≠ O.

⋆ P = O. O resultado segue visto que ψγ(O) = O.

⋆ P ≠ O. Note que P + P ≠ P e (P + P ) + O + P = O, o que implica que

P +P,O e P são colinears. Assim, Φγ(P +P ) +Φγ(O) +Φγ(P ) = O. O que

implica Φγ(P + P ) = −Φγ(P ) − vo, assim ψγ(P + P ) − vo = 2Φγ(P ) − 2vo.

Por outro lado ψγ(P ) + ψγ(P ) = Φγ(P ) − vo +Φγ(P ) − vo = 2Φγ(P ) − 2vo.

● ψγ(P1 + P2) = ψγ(P1) + ψγ(P2) ∀ P1, P2 ∈ Γ.

Basta considerar o caso em que P1 ≠ P2.

Caso 1: Pi ≠ O, i = 1,2.

C
P1

P2
P3

` = `P1,P2

(1) Existe Γ ∋ P3 ≠ Pi i = 1,2 tal

que P1 + P2 + P3 = O, o que

implica que P3 ∈ `P1,P2 .

(2) P1 + P2 = P3.

A seguir vamos analisar os casos: P3 = O e P3 ≠ O.

Assuma que P3 = O e Φγ(Pi) = Qi, i = 1,2.

P1
P2

O

Lema 2.18

Ô⇒ Q1
Q2

vo = Φγ(O)

Logo Q1 +Q2 + vo = O, o que implica em Q1 +Q2 = −vo ⊛. Assim,

ψγ(P1) + ψγ(P2) = Q1 − vo +Q2 − vo
⊛
= −3vo = O.

Por outro lado, P1 + P2 = O = O. Assim, ψγ(P1 + P2) = ψγ(O) = O.

Agora se P3 ≠ O, tem-se que
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P1

P2

P 3 O
P3

P1 + P2 ≠ O.

Temos que P1+P2+P3 = O, o que implica

que Q1 +Q2 +Q3 = O (∗).

E ainda (P1 + P2) + O + P3 = O. Logo,

P1 + P2,O e P3 são colineares.

Assim, Φγ(P1 + P2),Φγ(O) = vo e Φγ(P3) = Q3 são colineares. Daí,

Φγ(P1 + P2) + vo +Q3 = OÔ⇒ Φγ(P1 + P2) = −vo −Q3
−vo
Ô⇒

ψγ(P1 + P2) = −Q3 − 2vo.

Entretanto ψγ(P1) + ψγ(P2) = Q1 − vo +Q2 − vo
(∗)
= −Q3 − 2vo.

Caso 2: P1 = O e P2 ≠ O.

Neste caso, ψγ(P1 + P2) = ψγ(P2) = ψγ(P1) + ψγ(P2). Visto que ψγ(O) = O.

Observação 3.7. Fixada a base α = {(1 0), (0 1)} do Z3−espaço vetorial Γ, podemos

associar a matriz Aγ ao operador linear ψγ (cf. Lema 3.20).

De fato, se ψγ((10)) = (ab) e ψγ((01)) = (cd) com a, b, c, d ∈ {0,1,2}, então

Aγ = [ψγ]
α
α =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a c

b d

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈ GL2(Z3).

Considere os grupos K = GL2(Z3) e H = Z3 ×Z3. Seja

σ ∶ GL2(Z3) Ð→ Aut(H)

A z→ σ(A)

induzido pela ação natural de K em H, isto é, σ(A)(v1, v2) = A

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

v1

v2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Observe que σ é homomor�smo de grupos.

No próximo Lema considere o grupo (K ×H,×σ) sendo

(A,h) ×σ (A1, h1) = (A1A,h1 + σ(A1)(h)).

Lema 3.21. Com as notações acima. Veri�ca-se que

Ω ∶ Φ(π1(U,C)) Ð→ K ×σ H

Φγ z→ (Aγ, (x0, y0)),

com Φγ(O) = (x0 y0) é um homomor�smo de grupos injetivo.
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Demonstração. Considere Φf ,Φg ∈ Φ(π1(U,C)) ≤ Bij(Γ). Queremos mostrar que

Ω(Φf ●Φg) = Ω(Φf) ×σ Ω(Φg).

Lembremos que Φf ●Φg = Φf∗g. Assim,

Φf ●Φg = Φf∗g
Ω
z→ (Af∗g, (x2, y2)) com Φf∗g(O) = (x2 y2).

(i) Af∗g = AgAf .

Lembremos que: Af = [ψf ]αα, Ag[ψg]
α
α e Af∗g = [ψf∗g]αα. Logo, AgAf = [ψg]αα[ψf ]

α
α =

[ψg ○ ψf ]αα.

Note que:

ψg ○ ψf(P ) = ψg(Φf(P ) −Φf(O))
ψg é linear

= ψg(Φf(P )) − ψg(Φf(O))

= Φg(Φf(P )) −Φg(O) − (Φg(Φf(O)) −Φg(O))

= Φg(Φf(P )) −Φg(Φf(O))

= Φg ○Φf(P ) −Φg ○Φf(O)

= Φf ●Φg(P ) −Φf ●Φg(O)

= Φf∗g(P ) −Φf∗g(O)

= ψf∗g(P ) ∀ P ∈ Γ.

Assim, Af∗g = [ψf∗g] = [ψg ○ ψf ]αα = AgAf .

(ii) Sejam h0 = (x0, y0) com Φf(O) = (x0 y0), h1 = (x1, y1) com Φg(O) = (x1 y1) e

h2 = (x2, y2) com Φf∗g(O) = (x2 y2).

A�rmação 1. h2 = h1 + σ(Ag)(h0), ou seja, h2 = h1 +Ag(h0).

Note que Φf ●Φg = Φf∗g. Assim, Φg ○Φf(O) = Φf∗g(O). De onde concluímos

Φg((x0 y0)) = (x2 y2)
−Φg(O)

Ô⇒

Ψg((x0 y0)) = (x2 y2) − (x1 y1) Ô⇒ h2 = h1 +Ag(h0).

(iii) Agora vamos veri�car a injetividade de Ω. Considere Φf tal que Ω(Φf) =

(Af , (x, y)) = (I, (0,0)) com Φf(O) = (x y).

Assim Af = I. Logo, ψf = idΓ. Além disso, (x, y) = (0,0), o que implica que

x = y = 0, pois x, y ∈ {0,1,2}. Assim, Φf(O) = (0 0). Portanto, ψf = Φf = idΓ.

Considere SL2(Z3) = {A ∈ GL2(Z3) ∣ detA = 1}. Note que SL2(Z3) × Z2
3 é um

subgrupo de (GL2(Z3) ×Z2
3,×σ) com (A,h) ×σ (A1, h1) = (A1A,h1 + σ(A1)(h)) e

σ ∶ GL2(Z3) Ð→ Aut(Z2
3)

A z→ σ(A) ∶ Z2
3 Ð→ Z2

3

v z→ Av.
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Observação 3.8. (1) Se A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α β

γ δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈ SL2(Z3) isto é, α,β, γ e δ ∈ Z3 e αδ − γβ = 1.

Então existem a, b, c e d ∈ Z tais que
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a b

c d

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈ SL2(Z) e
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a b

c d

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= A.

(2) Veri�ca-se que a imagem do homomor�smo no Lema 3.21 é um subgrupo de

ASL2(Z3) (cf. p. 693-694 em [10]).

Teorema 3.22. Com as notações acima e do Lema 3.21, veri�ca-se que Ω(Φ(π1(U,C))) ≅

ASL2(Z3).

Demonstração. Considere M = Ω(Φ(π1(U,C))). Segue do item (2) da Observação 3.8

que M ≤ ASL2(Z3). A seguir considere α = (A,v) ∈ ASL2(Z3). Segue do Lema 2.4

(no capítulo 2) que existe Φγ ∈ Φ(π1(U,C)) tal que Φγ((0 0)) = (v1 v2) se v = (v1, v2),

visto que π−1
3 (U) é conexo por caminhos (cf. Lema 3.64, p. 32 em [19]).

Seja β = (Aγ, v) = Ω(Φγ) ∈M , com v = Φγ(O).

Assim, α×σβ−1 = (A,v)×σ(A−1
γ ,−σ(A

−1
γ )v) = (A−1

γ A,−σ(A
−1
γ )c+σ(A−1

γ )v) = (A−1
γ A, (0,0)) ∈

SL2(Z3) × {(0,0)}

Logo, α ×σ β−1

°
∈M

∈M . Como β ∈M segue que α ∈M . Portanto M = ASL2(Z3).

Proposição 3.23. O grupo ASL2(Z3) é solúvel. Consequentemente, o grupo de mo-

nodromia de π3 ∶ I3 Ð→W3 é solúvel.

Demonstração. Observe que

f ∶ ASL2(Z3) Ð→ SL2(Z3)

(A,v) z→ A

é um homomor�smo de grupos sobrejetivo, cujo núcleo N(f) = {I} × Z2
3 é um grupo

abeliano (logo solúvel 6).

Assim, só precisamos mostrar que SL2(Z3) é solúvel.

Considere
g ∶ SL2(Z3) Ð→ Bij(P1

Z3
) ≅ S4

A z→ g(A)

com
g(A) ∶ P1

Z3
Ð→ P1

Z3

[a ∶ b] z→ A

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a

b

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

6Seja G um grupo, tem-se que G é solúvel se, e somente se existem G0,G1, ...,Gk subgrupos de

G tais que G0 = {e} � G1 � ⋯ � Gk = G. De modo que Gi−1 ⊴ Gi e
Gi
Gi−1

é abeliano para todo

i ∈ {1, ..., k}.
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Observe que {I,−I} ⊆ N(g). Por outro lado, seja A ∈ N(g), assim g(A) = idP1Z3
o

que implica Av = v ∀ v ∈ P1
Z3
. Daí, se A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α β

γ δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

e

(i) v = [1 ∶ 0], temos Av = [α ∶ γ] = [1 ∶ 0] Ô⇒ γ = 0.

(ii) v = [0 ∶ 1], temos Av = [β ∶ δ] = [0 ∶ 1] Ô⇒ β = 0.

De (i) e (ii) temos que A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α 0

0 δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

sendo assim

(iii) se v = [1 ∶ 1], temos Av = [α ∶ δ] = [1 ∶ 1] Ô⇒ α = δ.

Como A ∈ SL2(Z3), temos que detA = 1 e sendo A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α 0

0 α

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

tem-se que α2 = 1,

assim α = 1 ou α = −1. Portanto, A ∈ {I,−I}.

Logo,
SL2(Z3)

N(g)
≅ Im(g) ≤ Bij(P1

Z3
) ≅ S4, o que implica que ∣Im(g)∣ = 12. Daí,

temos [S4 ∶ Im(g)] = 2, portanto Im(g) ≅ A4.

Assim, é su�ciente mostrar que A4 é solúvel. Observe que {(1)} � K � A4 e

K ⊴ A4. Assim, ∣
A4

K
∣ =

12

4
= 3 o que implica que ∣

A4

K
∣ é abeliano.

Observação 3.9. O fato do grupo de Galois associado à extensão de corpos π∗3 ∶

K(W3) Ð→K(I3) ser solúvel implica em que o polinômio minimal P (x) = irred(α,F )

é solúvel por radicais. Entretanto, as raízes de P (x) correspondem-se com os ponto

numa �bra geral π−1
3 (C) que está em bijeção com os pontos de in�exão de C. Assim,

cada ponto de in�exão pode ser exprimido em função do corpo de funções racionais

K(W3).

Teorema 3.24. Considere uma cúbica não singular C na sua forma de Weierstrass.

Isto é, C =V(Fg2,g3) com

Fg2,g3 = x0x2
2 − 4x3

1 + g2x1x2
0 + g3x3

0.

Então os pontos de in�exão de C são [0 ∶ 0 ∶ 1] e [1 ∶ a1 ∶ a2] sendo ai ∈ C solução

da equação

a4
1 −

g2

2
a2

1 − g3a1 −
g2

2

48
= 0 e a2

2 = 4a3
1 − g2a1 − g3.

Demonstração. Segue do Lema 3.10 que [0 ∶ 0 ∶ 1] é um ponto de in�exão de C.

Como [0 ∶ 0 ∶ 1] é o único ponto de in�exão na reta no in�nito V(x0) ⊂ P2. Os

outros pontos de in�exão podem ser representados na forma [1 ∶ a1 ∶ a2].

Considere F = x0x2
2 − 4x3

1 + g2x1x2
0 + g3x3

0. Por outro lado, sabemos que

Q = [1 ∶ a1 ∶ a2] é ponto de in�exão de C se, e somente se, F (Q) = 0 e HF (Q) = O sendo

HF a hessiana associada a F.
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A seguir vamos calcular HF . Note que

Fx0 = x
2
2 + 2g2x1x0 + 3g3x2

0 Ô⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fx0x0 = 2g2x1 + 6g3x0

Fx0x1 = 2g2x0

Fx0x2 = 2x2

.

Fx1 = −12x2
1 + g2x2

0 Ô⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fx1x0 = 2g2x0

Fx1x1 = −24x1

Fx1x2 = 0

.

Fx2 = 2x0x2 Ô⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Fx2x0 = 2x2

Fx2x1 = 0

Fx2x2 = 2x0

.

Sendo

HF =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

Fx0x0 Fx0x1 Fx0x2

Fx1x0 FX1x1 Fx1x2

Fx2x0 FX2x1 Fx2x2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

Veri�camos que HF = 8(12x1x2
2 − 12g2x2

1x0 − g2
2x

3
0 − 36g3x2

0x1).

Portanto Q = [1 ∶ a1 ∶ a2] ∈V(F,HF ) se, e somente se

a2
2 = 4a3

1 − g2a1 − g3 e a4
1 −

g2

2
a2

1 − g3a1 −
g2

2

48
= 0.
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Capítulo 4

Retas em uma superfície cúbica não

singular em termos de três retas

disjuntas

Em [10] Harris estabeleceu que o grupo de monodromia associado a π ∶ L Ð→ S3 que

será introduzido a seguir, é um grupo não solúvel. Entretanto, ao restringir o estudo

para famílias de superfícies cúbicas não singulares nos casos em que são �xadas três

retas duas a duas disjuntas ou duas retas concorrentes, Harris mostra que ditos grupos

são solúveis (p. 719 em [10]).

O foco deste capítulo é determinar as fórmulas para as 24 retas numa superfície

cúbica não singular que contém três retas duas a duas disjuntas �xadas em termos dos

coe�cientes que de�nem tal superfície e os coe�cientes das equações que de�nem as retas

disjuntas previamente �xadas, seguindo as linhas do artido de Mckean-Minahan-Zhang

[16].

4.1 Grupo de monodromia das 27 retas

Considere S3 = P(C[x0, x1, x2, x3]3), G = {` ∣ ` é uma reta em P3}, e L ⊆ S3 × G

dada por L = {([F ], `) ∣ ` ⊆V(F )}.

Seja
π ∶ L Ð→ S3

([F ], `) z→ [F ]

a projeção na 1ª coordenada.

Proposição 4.1. Com as notações acima π é uma função racional dominante generi-

camente �nita entre variedades da mesma dimensão.
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Demonstração. Tendo em consideração o Mergulho de Plücker w ∶ G Ð→ P5 dado por

` z→ [w01 ∶ ... ∶ w23] sendo wij = uivj − ujvi para 0 ≤ i < j ≤ 3, se u = (u0, u1, u2, u3)

e v = (v0, v1, v2, v3) são L.I. tais que ` = P([u, v]) concluí-se que G é uma variedade

projetiva de dimensão 4.

Por outro lado, a projeção q ∶ L Ð→ G dada por ([F ], `) z→ ` é um mor�smo

sobrejetor tal que
q−1(`) = {([F ], `) ∣ ` ⊆V(F )}

= {[F ] ∈ S3 ∣ F ∈ I(`)} × {`}

= P(I(`)3) × {`}

≡ P(I(`)3).

Assim, todas as �bras de q são irredutíveis e da mesma dimensão 15 visto que

dimI(`)3 =
3(3 + 1)(3 + 5)

6
= 16.

Portanto, segue do Lema 12.7 (p. 111 em [6]) que L é irredutível e do Teorema da

dimensão das �bras que dimL = dimG + dim q−1(`) = 4 + 15 = 19.

Finalmente ao considerarmos o aberto U = {[F ] ∈ S3 ∣ F é não singular} tem-se que

π−1([F ]) = {([F ], `) ∣ ` ⊂ V(F )} é um conjunto �nito de cardinalidade 27 se [F ] ∈ U

(cf. [3] e [4]).

O grupo de monodromia associado a π

Seja S ⊆ P3 uma superfície cúbica não singular. Escolha L1, ..., L6 retas em S

duas a duas disjuntas. Em [10] Harris considera o Z2-espaço vetorial V = P 2(S,Z2) ≤

H2(S,Z2) cujas classes tem número de intersecção zero 1. A seguir mostra que L1, ..., L6

formam uma base de V e considera a forma quadrática

q ∶ V Ð→ Z2

6

∑
i=1
xiLi z→ ∑

i<j
xixj.

A partir da forma quádrica q, de�ne o grupo

O−
6 (Z2) = {ϕ ∈ Aut(V ) ∣ q(v) = q(ϕ(v)) ∀ v ∈ V }

sendo Aut(V ) = {ϕ ∶ V Ð→ V ∣ ϕ é isomor�smo Z2−linear}. De fato, Harris estabelece

que

Proposição 4.2. Com as notações acima. Veri�ca-se que:

(1) O grupo de monodromia M associado a π ∶ L Ð→ S3 é isomorfo a O−
6 (Z2).

1H2(S,Z2) é o segundo grupo de cohomologia H2(S,Z2) módulo 2.
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(2) O−
6 (Z2) não é solúvel.

Demonstração. Veja p. 715-718 no artigo de Harris [10].

Vale salientar que o fato do grupo de monodromiaM (associado a π) não ser solúvel

implica que se F = ∑aIxI ∈ C[x0, x1, x2, x3] de�ne uma superfície cúbica não singular

S em P3. Então não podemos encontrar equações/fórmulas para as 27 retas em S a

partir dos coe�cientes a′Is e/ou radicais envolvendo os a′Is.

Entretanto, Harris mostra que o grupo de monodromia associado ao mor�smo

S3,skew ×G ⊇ {([F ], [L1, L2, L3];L) ∣ L ⊆V(F )} Ð→ S3,skew,

determinado pela projeção na primeira coordenada, sendo

S3,skew = {([F ], [L1, L2, L3]) ∣ Li ⊆V(F ), Li ∩Lj = ∅ ∀ i ≠ j} ⊆ S3 ×G3(S1)

com G3(S1) = {W ≤ S1 ∣ dimW = 3} e S1 = C[x0, x1, x2, x3]1 é solúvel (cf. p. 718-719

em [10]).

4.2 Retas em superfícies cúbicas não singulares con-

tendo E1,E2 e E3

No que segue do texto deste capítulo utilizaremos a notação de Harris (que tam-

bém é utilizada por Mckean-Minahan-Zhang em [16]) para denotar as 27 retas numa

superfície cúbica não singular em P3, a saber:

O duplo-seis

E1 E2 E3 E4 E5 E6

C1 C2 C3 C4 C5 C6

e as 15 retas residuais Li,j nos planos ⟨Ei,Cj⟩ com i < j.

Salientamos que o estudo da intersecção entre estas 27 retas encontra-se no apêndice

B (cf. Proposição B.10 e B.12).2

Nesta seção vamos �xar as retas E1 = V(x0, x1),E2 = V(x2, x3) e E3 = V(x0 −

x2, x1 −x3) e considerar uma superfície cúbica não singular S =V(F ) ⊂ P3 contendo as

retas E1,E2 e E3.

Observe que se F = ∑
0≤i,j,k,l

αi,j,k,lxi0x
j
1x

k
2x

l
3, i + j + k + l = 3, então tem-se que

● E1 =V(x0, x1) ⊆ S ⇐⇒ F (0,0, s, t) = 0 ∀ [s ∶ t] ∈ P1. Assim E1 ⊆ S se, e somente

se
2Nesse apêndice o leitor deverá considerar ai = Ei e bi = Ci.
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4. Retas em uma superfície cúbica não singular em termos de três retas disjuntas

α0,0,3,0s3 + α0,0,2,1s2t + α0,0,1,2st2 + α0,0,0,3t3 = 0 ∀ [s ∶ t] ∈ P1

o que implica que α0,0,i,j = 0 ∀ i, j ∈ {0,1,2,3}, i + j = 3.

● E2 =V(x2, x3) ⊆ S ⇐⇒ F (s, t,0,0) = 0 ∀ [s ∶ t] ∈ P1. Assim E2 ⊆ S se, e somente

se

α3,0,0,0s3 + α2,1,0,0s2t + α1,2,0,0st2 + α0,3,0,0t3 = 0 ∀ [s ∶ t] ∈ P1

o que implica que α3,0,0,0 = α2,1,0,0 = α1,2,0,0 = α0,3,0,0 = 0.

● E3 =V(x0 − x2, x1 − x3) ⊆ S ⇐⇒ F (s, t, s, t) = 0 ∀ [s ∶ t] ∈ P1. Assim E3 ⊆ S se, e

somente se

s3(α2,0,1,0 + α1,0,2,0) + s2t(α2,0,0,1 + α1,0,1,1 + α1,1,1,0 + α0,1,2,0)+

st2(α1,1,0,1 + α1,0,0,2 + α0,2,1,0 + α0,1,1,1) + t3(α0,2,0,1 + α0,1,0,2) = 0 ∀ [s ∶ t] ∈ P1.

Daí,

α2,0,1,0 + α1,0,2,0 = 0, α2,0,0,1 + α1,0,1,1 + α1,1,1,0 + α0,1,2,0 = 0,

α0,2,0,1 + α0,1,0,2 = 0, α1,1,0,1 + α1,0,0,2 + α0,2,1,0 + α0,1,1,1 = 0

Por simplicidade, no que segue do texto vamos usar a seguinte notação.

a1 = α2,0,1,0, a2 = α1,1,1,0, a3 = α0,2,1,0, a4 = α1,0,2,0, a5 = α0,1,2,0, a6 = α0,1,1,1,

a7 = α1,0,1,1, a8 = α1,0,0,2, a9 = α0,1,0,2, a10 = α2,0,0,1, a11 = α1,1,0,1, a12 = α0,2,0,1.

Assim,

F = x0x2(a1x0 + a4x2) + x0x3(a10x0 + a8x3 + a11x1 + a7x2)+

x1x2(a3x1 + a9x2 + a6x3 + a2x0) + x1x3(a12x1 + a9x3)
(4.1)

e seus coe�cientes satisfazem (4.2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1 + a4 = 0

a2 + a5 + a7 + a10 = 0

a3 + a6 + a8 + a11 = 0

a9 + a12 = 0

(4.2)
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4. Retas em uma superfície cúbica não singular em termos de três retas disjuntas

A superfície quádrica não singular Q = V(x0x3 − x1x2) determinada pelas retas

E1,E2 e E3 será uma peça chave para determinarmos as 24 retas restantes na superfície

S. De fato, tais retas farão parte de uma das famílias de retas da quádrica Q. Por esse

motivo, vamos introduzir essas famílias de retas a seguir.

Considere as famílias de retas L = {Lp}p e N = {Np}p da superfície Q = V(x0x2 −

x1x3) dadas por

Lp = {[au ∶ bu ∶ av ∶ bv] ∈ P3 ∣ [u ∶ v] ∈ P1} =V(bx0 − ax1, bx2 − ax3)

Np = {[au ∶ av ∶ bu ∶ bv] ∈ P3 ∣ [u ∶ v] ∈ P1} =V(bx0 − ax2, bx1 − ax3)

se p = [a ∶ b] ∈ P1.

Observe que E1,E2 e E3 pertencem à família N . Além disso, se p = [t ∶ 1] então

Lp = {[t ∶ 1 ∶ tb ∶ b] ∈ P3 ∣ b ∈ C}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Lt

∪{[0 ∶ 0 ∶ t ∶ 1]}.

E veri�ca-se que

Lp ⊆ S ⇐⇒ Lt ⊆ S ⇐⇒ F (t,1, tb, b) = 0 ∀ b ∈ C.

De forma análoga tem-se que

Np = {[t ∶ tb ∶ 1 ∶ b] ∈ P3 ∣ b ∈ C}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nt

∪{[0 ∶ t ∶ 0 ∶ 1]}.

e Np ⊆ S ⇐⇒ Nt ⊆ S ⇐⇒ F (t, tb,1, b) = 0 ∀ b ∈ C.

Proposição 4.3. Sejam t4, t5, t6 as raízes de

g(t) = a1t
3 + (a2 + a10)t

2 + (a3 + a11)t + a12

= −(a4t
3 + (a5 + a7)t

2 + (a6 + a8)t + a9).
(4.3)

Então C4 =V(x0−t4x1, x2−t4x3), C5 =V(x0−t5x1, x2−t5x3) e C6 =V(x0−t6x1, x2−t6x3)

são retas da família L contidas em S.

Demonstração. A seguir determinaremos as retas da família L que estão contidas em

S. Note que, Lt = {[t ∶ 1 ∶ tb ∶ b] ∈ P3 ∣ b ∈ C} ⊆ S se, e somente se F (t,1, tb, b) = 0 ∀ b ∈ C.
Assim, segue de (4.1) que

F (t,1, tb, b) = bt2(a1t + a4bt) + tb(a10t + a8b + a11 + a7bt)

+ tb(a3 + a5bt + a6b + a2t) + b(a12 + a9b)

= b2(a4t3 + a8t + a7t2 + a6t + a5t2 + a9)

+ b(a1t3 + a10t2 + a11t + a3ta2t2 + a12).
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4. Retas em uma superfície cúbica não singular em termos de três retas disjuntas

Entretanto, veri�ca-se que F (t,1, tb, b) = (b − b2)g(t) com g(t) descrito em (4.3).

Logo, Lt ⊆ S se, e somente se g(t) = 0. Como grau(g(t)) = 3 obtemos as raízes t4, t5

e t6 ∈ C. De modo que cada uma dessas raízes determina a reta Lpi ∈ L com pi = [ti ∶ 1],

Lpi = {[tiu ∶ u ∶ tiv ∶ v] ∣ [u ∶ v] ∈ P1} =V(x0 − tix1, x2 − tix3) com i = 4,5,6. Daí, vamos

chamar Lp4 , Lp5 e Lp6 por C4,C5 e C6, respectivamente. Observe que ti ≠ tj para i ≠ j,

caso contrário, teríamos que Ci = Cj.

Observação 4.1. As raízes t4, t5 e t6 podem ser determinadas a partir de fórmulas

que envolvem os coe�cientes de g(t) e seus radicais. Portanto, t4, t5 e t6 admitem

fórmulas que envolvem os coe�cientes e radicais dos coe�cientes de F . Assim, já temos

as equações para as retas C4,C5 e C6 na superfície S = V(F ), cujos coe�cientes são

obtidos a partir dos coe�cientes de F e seus radicais.

C4 C5 C6

E1

E2

E3

Falta determinar 21 retas em S.

A seguir considere os planos Hi,j = ⟨Ei,Cj⟩ com 1 ≤ i ≤ 3 e 4 ≤ j ≤ 6.

Ei

Cj Hi,j

A intersecção Hi,j ∩ S determina uma nova reta em S, que denotaremos por Li,j.

Isto é, Hi,j ∩ S = Ei ∪ Cj ∪ Li,j. Assim, obtemos 9 retas, a saber L1,j, L2,j e L3,j com

j = 4,5,6.

E1

Cj H1,j

L1,j

E2

Cj H2,j

L2,j

E3

Cj H3,j

L3,j

A seguir vamos determinar as equações dos planos H1,j,H2,j e H3,j com j = 4,5,6.

Seja H1,j = V(L). Temos que E1 ⊂ H1,j se, e somente se L ∈ ⟨x0, x1⟩ se, e somente

se existem α,β ∈ C tais que L = αx0 + βx1. Por outro lado temos que Cj ⊂ H1,j se, e

52
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somente se L = a(x0− tjx1)+b(x2− tjx3). Igualando as últimas duas equações, obtemos

que H1,j =V(x0 − tjx1).

De maneira análoga, encontramos que H2,j = V(x2 − tjx3) e H3,j = V((x0 − x2) −

tj(x1 − x3)).

Proposição 4.4. Veri�ca-se que L1,j = V(x0 − tjx1, `1,j), L2,j = V(x2 − tjx3, `2,j) e

L3,j =V((x0 − x2) − tj(x1 − x3), `3,j), sendo

`1,j = x1(t2ja1 + tja2 + a3) + x2(a4 + a5) + x3(t2ja4 + tj(a5 + a6 + a7)).

`2,j = x0(tja1 + a10) + x1(t2ja1 + tj(a2 + a10 + a11)) + x3(t2ja4 + tja7 + a8).

`3,j = x1(t2ja1 + tja2 + a3) + x2(tja1 + a2 + a5) + x3(tja10 − a8).

Demonstração. Note que H1,j = V(x0 − tjx1), H2,j = V(x2 − tjx3) e H3,j = V((x0 −

x2) − tj(x1 − x3)). Observe que a intersecção S ∩H1,j é dada pelos zeros do polinômio

F (tjx1, x1, x2, x3). Assim, de (4.1) tem-se que

F (tjx1, x1, x2, x3) = x1x2(x1(a1t2j + a2tj + a3) + x2(a4tj + a5) + a6x3)

− x1x3(x1((a7 + a2 + a5)t2j + (a8 + a6 + a3)tjj + a9)

+ x2((a10 + a2 + a5)tj) + x3((a11 + a3 + a6) + a12)).

Adicionando −x2
1x3a1t3j + x

2
1x3a1t3j − x1x2x3a4t2j + x1x2x3a4t2j − x1x2

3 + a4t3j + x1x2
3 + a4t3j −

x1x2
3t

2
j(a5 + a7) + x1x2

3t
2
j(a5 + a7) na equação acima, obtemos que

F (tjx1, x1, x2, x3) = x1x2`1,j − tjx1x3`1,j

− x1x3(x1(−a1t3j + a7t2j + a5t2j + a8tj + a6tj + a9)

+ x2(a10tj + a2tj + a5tj + a7tj) + x3(a4t3j − t
2
j(a5 + a7) + a11tj

+ a3tj + a12)).

Sendo assim, de (4.2) temos que a10tj + a2tj + a5tj + a7tj = 0 e de (4.3) segue que

a1t3j + (a10 + a2)t2j + (a3 + a11)t + a12 = 0. Portanto, obtemos que F (tjx1, x1, x2, x3) =

x1(x2 − tjx3)`1,j.

Assim, L1,j é dada pelos zeros de x0 − tjx1 e `1,j. Logo, L1,j =V(x0 − tjx1, `1,j).

Analogamente a intersecção S∩H2,j é dada pelos zeros do polinômio F (x0, x1, tjx3, x3).

Assim, de (4.1) tem-se que

F (x0, x1, tjx3, x3) = x0x3(x0(tja1 + a10) + x1a11 + x3(t2ja4 + tja7 + a8))

+ x1x3(x0(tja2) + x1(tja3 + a9) + x3(t2ja5 + tja6 + a9))

= x0x3(x0(tja1 + a10) + x1a11 + x3(t2ja4 + tja7 + a8))

− x1x3(x0tj(a5 + a10 + a7) + x1(tj(a6 + a8 + a11) + a12)

+ x3(t2j(a10 + a7 + a2) + tj(a11 + a8 + a3) + a12)).
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Adicionando x0x1x3(t2ja1 + tj(a10 + a2)) − x0x1x3(t2ja1 + tj(a10 + a2)) − x0x1x3t2ja1 +

x0x1x3t2ja1 − x2
1x3(t3ja1 + t2j(a10 + a2)) + x2

1x3(t3ja1 + t2j(a10 + a2)) − x1x2
3t

3
ja4 + x1x2

3t
3
ja4

na equação F (x0, x1, tjx3, x3), obtemos que

F (x0, x1, tjx3, x3) = (x0x3 + tjx1x3)`2,j

− x1x3(x0tj(a7 + a10 + a2 + a5) + x1(−t3ja1 − t2j(a10 + a2)

+ tj(a6 + a8) + a12) + x3(−t3ja4 + t2j(a10 + a2) + tj(a11 + a3) + a12)).

Sendo assim, de (4.2) e (4.3), segue que F (x0, x1, tjx3, x3) = x3(x0 + tjx1)`2,j.

Assim, L2,j =V(x2 − tjx3, `2,j).

Agora temos que a intersecção S ∩ H3,j é dada pelos zeros do polinômio

F (x2 + tj(x1 − x3), x1, x2, x3). Assim, de (4.1) tem-se que

F (x2 + tj(x1 − x3), x1, x2, x3) = (x2 + tj(x1 − x3))x2(a1(x2 + tj(x1 − x3) + a4x2))

+ (x2 + tj(x1 − x3))x3(a10(x2 + tj(x1 − x3) + a8x3

+ a11x1 + a7x2)) + x1x2(a3x1 + a5x2 + a6x3 + a2(x2

+ +tj(x1 − x3))) + x1x3(a12x1 + a9x3)

= x1x2(x1(t2j + tja2 + a3) + x2(tja1 + a2 + a5)

+ x3(t2ja4 + tj(a2 + a5 + a10) + a6)) − x2x3(x1(t2ja1

+ tj(a2 + a5 + a7) + a3 + a6 + a8) + x2(tja1 + a2 + a5)

+ x3(t2ja4 + tja10 + a3 + a6 + a11)) − x1x3(x1(t2j(a2 + a5

+ a7) + tj(a3 + a6 + a8) + a9) + x2tj(a2 + a5) + x3(t2ja10

+ +tj(a3 + a6 + a11) + a12)) + x2
3(x1(t2j(a2 + a5 + a7)

+ tj(a3 + a6 + a8)) + x2tj(a2 + a5) + x3(t2ja10

+ tj(a3 + a6 + a11))).

Adicionando −x1x2x3(a3 + a11) + x1x2x3(a3 + a11) − x2
1x3t3ja1 + x2

1x3t3ja1 − x1x2x3t2ja1 +

x1x2x3t2ja1+x2
3x1t3ja1−x2

3x1t3ja1+x2
3x2t2ja1−x2

3x2t2ja1 na equação F (x2+tj(x1−x3), x1, x2, x3),

obtemos que

F (x2 + tj(x1 − x3), x1, x2, x3) = (x1x2 − tjx1x3 − x2x3 + tjx2
3)`3,j

+ x1x2x3(t2ja4 + tj(a7 + a5) − tj(a5 + a7) + t2ja1 − a3 − a6

− a8 − a11) − x2
1x3(−t3ja1 + t2j(a2 + a5) + tj(a6 + a8) + a9)

− x1x2
3(a1t3j − t

2
j(a5 + a7) − tj(a6 + a8) + a12)

− x2x2
3(t

2
ja4 + t2ja1).

Sendo assim, de (4.2) e (4.3), segue que F (x2 + tj(x1 − x3), x1, x2, x3) = (x1 − x3)(x2 −

tjx3)`3,j.

Assim, L3,j =V((x0 − x2) − tj(x1 − x3), `3,j).
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Mais duas retas na superfície cúbica S

A seguir vamos determinar mais duas retas em S que denominaremos de C3 e L1,2

tais que C3 ∩L1,2 = ∅ e C3 e L1,2 encontram3 as quatro retas E1,E2, L3,4 e L3,5.

C3 L1,2

E1

E2

L3,4

L3,5

Para isto, vamos estabelecer as seguintes notações: `3,4 = c1x1 + c2x2 + c3x3 sendo

c1 = t24a1 + t4a2 + a3

c2 = t4a1 + a5 + a2

c3 = t4a10 − a8

Analogamente, `3,5 = d1x1 + d2x2 + d3x3 com

d1 = t25a1 + t5a2 + a3

d2 = t5a1 + a5 + a2

d3 = t5a10 − a8

conforme a descrição de `3,4 e `3,5 na Proposição 3.4.

Proposição 4.5. Com as notações acima, tem-se que c1 ≠ 0, d1 ≠ 0 e c3 + t4c2 ≠ 0.

Demonstração. Suponha que c3 + t4c2 = 0. Então `3,4 = c1x1 + c2(x2 − t4x3). Logo,

L3,4 = V(x2 − t4x1 − (x2 − t4x3, `3,4)) contém o ponto [0 ∶ 0 ∶ t4 ∶ 1] que também está

contido em E1. O que é uma contradição, visto que E1∩L3,4 = ∅. Portanto, c3+t4c2 ≠ 0.

De maneira análoga prova-se que c1 ≠ 0 e d1 ≠ 0 4.

Determinação das retas C3 e L1,2

Vale salientar que C3 e L1,2 são as únicas retas na superfície S que encontram as

retas disjuntas E1,E2, L3,4 e L3,5 (cf. Proposição B.10 no Apêndice B).

3De fato, C3 e L1,2 são as únicas retas em S que encontram E1,E2, L3,4 e L3,5 conforme a Proposição
B.10 no Apêndice B.

4Se c1 ≠ 0 então [t4 ∶ 1 ∶ 0 ∶ 0] ∈ E2 ∩L3,4. E se d1 ≠ 0 segue que [t5 ∶ 1 ∶ 0 ∶ 0] ∈ E2 ∩L3,5.
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Segue do Lema A.8 que existe A ∶ P3 Ð→ P3 MCP tal que A(E1) = E1,A(E2) = E2

e A(L3,4) = E3 sendo E1 =V(x0, x1),E2 =V(x2, x3) e E3 =V(x0 − x2, x1 − x3).

De fato, se

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −t4 0 0

0 c1 0 0

0 0 1 −t4

0 0 −c2 −c3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

então detA = −c1(c3 + c2t4) ≠ 0. Logo A determina uma MCP A ∶ P3 Ð→ P3 tal que

� (A−1)E1 =V(A●x0,A●x1) =V(x0 − t4x1, c1x1)
c1≠0
= V(x0, x1) = E1.

� (A−1)E2 =V(A●x2,A●x3) =V(x2 − t4x3, c2x2 + c3x3)
c3+c2t4≠0

= V(x2, x3) = E2.

� (A−1)E3 =V(x0 − t4x1 − x2 + x3t4, x1c1 + x2c2 + x3c3)

=V((x0 − x2) − t4(x1 − x3), x1c1 + x2c2 + x3c3) = L3,4.

A seguir mostraremos que AL3,5 =V(x0 +u1x1 +u2x2 +u3x3, x1 + v2x2 + v3x3) sendo

u1 =
t4 − t5
c1

u2 = −
c3 + c2t5
c3 + c2t4

u3 =
t4 − t5
c3 + c2t4

v2 =
c1

d1

⋅
d2c3 − d3c2

c3 + c2t4

v3 = −
c1

d1

⋅
d2t4 + d3

c3 + c2t4

De fato, observe que se T =V(x0 + u1x1 + u2x2 + u3x3, x1 + v2x2 + v3x3) então

(A−1)T = V(x0 − t4x1 + u1x1c1 + u2x2 − u2x3t4 − u3x2c2 − u3x3c3,

x1c1 − v2x2 − t4x3v2 − v3x2c2 − v3x3c3).

Daí, substituindo os valores de u1, u2, u3, v2 e v3 nas equações do sistema abaixo

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

x0 − t4x1 + u1x1c1 + u2x2 − u2x3t4 − u3x2c2 − u3x3c3 = 0

x1c1 − v2x2 − t4x3v2 − v3x2c2 − v3x3c3 = 0

obtemos que (A−1)T =V((x0 − x2) − t5(x1 − x3), d1x1 + d2x2 + d3x3) = L3,5.

Agora, intersectando a superfície Q = V(x0x3 − x1x2) em P3 com a reta AL3,5,

obtemos que

Q ∩AL3,5 = V(x0x3 − x1x2) ∩V(x0 + u1x1 + u2x2 + u3x3, x1 + v2x2 + v3x3)

≡ V(v2x2
2 + x2x3(u1v2 + v3 − u3) + x2

3(u1v3 − u3)) na reta AL3,5.
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Dessa forma, obtemos a equação v2x2
2 + x2x3(u1v2 + v3 − u3) + x2

3(u1v3 − u3) = 0. Note

que as soluções dessa equação, cuja coordenada x3 ≠ 0, são determinadas pelas raízes

da equação

v2x
2 + (u1v2 + v3 − u2)x + (u1v3 − u3) = 0. (4.4)

Pelo Teorema de Bézout Q ∩AL3,5 consiste de dois pontos, que são distintos e são

soluções da equação (4.4). Em particular, 4v2(u1v3 − u3) ≠ (u1v2 + v3 − u2)2. Se v2 ≠ 0,

então 5

s1 =
−(u1v2 + v3 − u2) +

√
(u1v2 + v3 − u2)2 − 4v2(u1v3 − u3)

2v2

e

s2 =
−(u1v2 + v3 − u2) −

√
(u1v2 + v3 − u2)2 − 4v2(u1v3 − u3)

2v2

são as soluções da equação (4.4).

Se v2 = 0, então a equação (4.4)nos fornece a solução [u3−u1v3 ∶ v3−u2]. Entretanto

neste caso também temos a solução [1 ∶ 0].

Proposição 4.6. Sejam (A−1)C3 e (A−1)L1,2 as retas da família L determinadas pelos

pontos na intersecção Q ∩AL3,5. Veri�ca-se que

C3 = V(x0 + (−s1c1 − t4)x1, (1 + s1c2)x2 + (s1c3 − t4)x3)

L1,2 = V(x0 + (−s2c1 − t4)x1, (1 + s2c2)x2 + (s2c3 − t4)x3).

Demonstração. Observe que a reta {[t ∶ 1 ∶ bt ∶ b] ∣ b ∈ C} da família Lt é determinada

pelo raio x2
x3

= bt
b = t. Assim, Lsi = {[si ∶ 1 ∶ sib ∶ b] ∣ b ∈ C} = V(x0 − six1, x2 − six3)

contém pontos de Q ∩AL3,5. Daí, temos que

(A−1)V(x0 − six1, x2 − six3) = V(x0 − t4x1 − six1c1, x2 − t4x3 + six2c2 + six3c3)

= V(x0 + (−sic1 − t4)x1, (1 + c2si)x2 + (sic3 − t4)x3).

Dessa forma, para i = 1 obtemos a reta C3 e para i = 2 obtemos a reta L1,2.

Determinação das retas C2 e L1,3

Lembre que C2 é residual ao plano ⟨E1, L1,2⟩ e L1,3 é residual ao plano ⟨E1,C3⟩.

A seguir dentre os planos contendo a reta E1 =V(x0, x1), vamos considerar os que

contém uma reta L da superfície S. De fato, ao considerarmos L = C3 vamos obter a

reta residual L1,3 em S e ao considerarmos L = L1,2 vamos obter a reta residual C2 em

S.
5Se (u1v2 + v3 − u2)

2 − 4v2(u1v3 − u3) = re
iθ com r ≥ 0 e 0 ≤ θ ≤ 2π é um número complexo, então

denotamos
√
reiθ =

√
re

iθ
2 e −

√
reiθ = −

√
re

iθ
2 .
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Considere o plano H = V(x0 + ax1) com a ∈ C e L = V(x0 + ax1, bx2 + cx3) com

[b ∶ c] ∈ P1 uma reta na superfície S =V(F ) diferente da reta E1 =V(x0, x1).

E1

L H =V(x0 + ax1)

Assim S ∩H = E1 ∪ L ∪ ` sendo ` uma reta residual distinta de E1 e L. Note que,

p = [x ∶ y ∶ z ∶ w] ∈ S ∩H se, e somente se F (−ay, y, z,w) = 0.

Dessa forma, de (4.1), tem-se que

F (−ay, y, z,w) = −ayz(−a1ay + a4z) − ayw(−a10ay + a8w + a11y + a7z)+

yz(a3y + a5z + a6w − a2ay) + yw(a12y + a9w) = 0
(4.5)

Por outro lado tem-se que, F (−ay, y, z,w) = y(bz + cw)(my + nz + pw).

Assim a partir de (4.5) concluímos que

bm = a2a1 − aa2 + a3

cm = a2a10 − aa11 + a12

bn = −aa4 + a5

cp = −aa8 + a9

bp + cn = −aa7 + a6.

Desde que L é uma reta, tem-se que (b, c) ≠ (0,0), assim ∣b∣2 + ∣c∣2 > 0. Então,

multiplicando a 1ª equação por b e a 2ª equação por c, obtemos que

∣b∣2m = b(a2a1 − aa2 + a3) e ∣c∣2m = c(a2a10 − aa11 + a12).

Assim,

m =
b(a2a1 − aa2 + a3) + c(a2a10 − aa11 + a12)

∣b∣2 + ∣c∣2
. (4.6)

Por outro lado, observe que

c2n = (cbp + cn) − b(cp) = c(−aa7 + a6) − b(−aa8 + a9). (4.7)

e

b2p = b(pb + cn) − c(bn) = b(−aa7 + a6) − c(−aa4 + a5). (4.8)

Multiplicando (4.8) por b
2
e cp = −aa8 + a9 por c, obtemos

∣b∣4p = b
2
(b(−aa7 + a6) − c(−aa4 + a5)) e ∣c∣2p = c(−aa8 + a9).
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Visto que ∣b∣4 + ∣c∣2 > 0, obtemos

p =
b

2
(b(−aa7 + a6) − c(−aa4 + a5)) + c(−aa8 + a9)

∣b∣4 + ∣c∣2
. (4.9)

Agora vamos determinar n, para isto multipliquemos (4.7) por c2 e bn = −aa4 + a5 por

b, e tendo em consideração que ∣b∣2 + ∣c∣4 > 0, obtemos

n =
c2(c(−aa7 + a6) − b(−aa8 + a9)) + b(−aa4 + a5)

∣b∣2 + ∣c∣4
. (4.10)

Como F (−ay, y, z,w) = y(bz+cw)(my+nz+pw), segue que a reta residual ` no plano

H = V(x0 + ax1) é dada por V(x0 + ax1,mx1 + nx2 + px3) com m,p e n determinados

em (4.6), (4.9) e (4.10).

Notação 4.1. Sendom,n e p funções de a, b, c. Considere (m1, n1, p1) = (m,n, p)(−s1c1−

t4,1 + s1c2, s1c3 − t4) e (m2, n2, p2) = (m,n, p)(−s2c1 − t4,1 + s2c2, s2c3 − t4).

Proposição 4.7. Considere o plano H =V(x0 + ax1). Veri�ca-se que

H ∩ S =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

E1 ∪C3 ∪L1,3, se a = −s1c1 − t4

E1 ∪C2 ∪L1,2, se a = −s1c2 − t4

sendo L1,3 =V(x0+(−s1c1−t4)x1,m1x1+n1x2+p1x3) e C2 =V(x0+(−s2c1−t4)x1,m2x2+

n2x2 + p2x3).

Demonstração. Se a = −s1c1 − t4 então as retas E1 = V(x0, x1) e C3 = V(x0 + (−s1c1 −

t4)x1, (1+s1c2)x2+(s1c3−t4)x3) estão contidas no plano H. Assim, podemos considerar

(a, b, c) = (−s1c1−t4,1+s1c2, s1c3−t4) consequentemente obtemos a reta residual ` = L1,3.

Analogamente se a = −s2c1 − t4 então as retas E1 = V(x0, x1) e L1,2 = V(x0 + (−s2c1 −

t4)x1, (1+ s2c2)x2 + (s2c3 − t4)x3) estão contidas no plano H. Assim, ao considerarmos

(a, b, c) = (−s2c1 − t4,1 + s2c2, s2c3 − t4) obtemos a reta residual ` = C2.

Determinação das retas C1 e L2,3

Neste caso C1 é residual ao plano ⟨E2, L1,2⟩ e L2,3 é residual ao plano ⟨E2,C3⟩.

Para determinar as equações de mais duas retas na superfície S que chamaremos

de C1 e L2,3. Considere (b, c) ≠ (0,0) e L =V(x0 + ax1, bx2 + cx3) uma reta contida no

plano V(x0 + ax1). Assim,
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B−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
b

∣b∣2 + ∣c∣2
c

0 0
c

∣b∣2 + ∣c∣2
−b

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

de�ne uma MCP tal que BL =V(x0 + ax1, x2) e BE2 = E2.

Considere o plano H = V(x2) contendo as retas E2 e BL, temos que a intersecção

da superfície cúbica BS =V(F ○B−1) com o plano H, é dada pelos zeros de F ○B−1
∣x2=0

=

F (x0, x1, cx2,−bx3). Assim, segue de (4.1) que

F (x0, x1, x2c,−bx3) = x0x3c(a1x0 + a4x3c) − bx3x0(a10x0 + a8(−bx3) + a11x1+

a7cx3) + x1x3c(a3x1 + a5x3c − a6bx3 + a2x0) − x1x3b(a12x1 − a9bx3).
(4.11)

Entretanto, F (x0, x1, x2c,−bx3) = x3(x0+ax1)(hx0+ jx1+kx3), logo (4.11) nos permite

concluir que
h = a1c − a10b,

j + ah = a2c − a11b,

k = a4c2 − a7bc + a8b2,

aj = a3c − a12b,

ak = a5c2 − a6cb + a9b2.

Subtraindo ah de j + ah, nós temos que j = a2c − a11b − a(a1c − a10b).

Agora observe que BS ∩H contém as retas E2,BL e Λ = V(hx0 + jx1 + kx3, x2).

Assim, aplicando B−1 nós temos que

B−1(Λ) =V(hx0 + jx1 +
ck

∣b∣2 + ∣c∣2
x2 −

bk

∣b∣2 + ∣c∣2
x3, bx2 + cx3).

Notação 4.2. Considere h, j e k como funções de a, b, c. Sejam (h1, j1, k1) = (h, j, k)

(−s1c1 − t4,1 + s1c2, s1c3 − t4) e (h2, j2, k2) = (h, j, k)(−s2c1 − t4,1 + s2c2, s2c3 − t4).

Proposição 4.8. Sejam αi = 1 + sic2 e βi = sic3 − t4 para i = 1,2. Considere o plano

Hi =V(αix2 + βix3), i = 1,2. Veri�ca-se que

Hi ∩ S =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

E2 ∪C3 ∪L2,3, se i = 1

E2 ∪C1 ∪L1,2, se i = 2

sendo L2,3 =V (h1x0 + j1x1 + x2
β1k1

∣α1∣2+∣β1∣2
− x3

α1k1
∣α1∣2+∣β1∣2

, α1x2 + β1x3) e

C1 =V (h2x0 + j2x1 + x2
β2k2

∣α2∣2+∣β2∣2
− x3

α2k2
∣α2∣2+∣β2∣2

, α2x2 + β2x3).

Demonstração. Ao considerarmos o plano H1 = V(α1x2 + β1x3) tem-se que E2 ⊂ H1 e

C3 ⊂H1. Assim, H1 ∩ S = E2 ∪C3 ∪ ` e veri�ca-se que ` = L2,3.
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De forma análoga, checamos que se H2 = V(α2x2 + β2x3) as retas E2 e L1,2 estão

contidas em H2. De fato, H2 ∩ S = E2 ∪L1,2 ∪ ` com ` = C1.

As seis retas �nais

Agora iremos determinar as equações das últimas seis retas E4,E5,E6, L4,5, L4,6 e

L5,6.

De fato, as retas Li,j e Ek com i < j, {i, j, k} = {4,5,6} são as únicas retas na

superfície S que encontram as retas Ci,Cj, L1,k e L2,k (cf. Proposição B.10 no Apêndice

B).

Para determinar essas retas consideremos a mundança de coordendas projetiva 6,

A−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

tj ti 0 0

1 1 0 0

0 0 tj ti

0 0 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

O fato de Ci,Cj e AL1,k serem disjuntas implica que ACi,ACj e L1,k com i, j, k tais

que {i, j, k} = {4,5,6} são disjuntas. Além disso, nós temos que

ACi = AV(x0 − tix1, x2 − tix3)

= V(tjx0 + tix1 − tix0 − tix1, tjx2 + tix3 − tix2 − tix3)

= V((tj − ti)x0, (tj − ti)x2) =V(x0, x2).

ACj = AV(x0 − tjx1, x2 − tjx3)

= V((ti − tj)x1, (ti − tj)x3) =V(x1, x3).

AL1,k = AV(x0 − tkx1, `1,k)

= V(tjx0 + tix1 − tkx1 − tkx0, (t2ka1 + tka2 + a3)(x0 + x1) + (tka4 + a5)(x2tj

+ x3ti) + (t2ka4 + tk(a5 + a7) + a6)(x2 + x3))

= V(x0 +
ti−tk
tj−tk

x1, (t2ka1 + tka2 + a3)x1(1 −
ti−tk
tj−tk

) + x2(tktja4 + tja5 + t2ka4

+ tk(a5 + a7)) + x3(tktia4 + tia5 + t2ka4 + tk(a5 + a7))).

Ao considerarmos as notações

γ = (1 −
ti − tk
tj − tk

)(t2ka1 + a2 + a3).

δ = t2ka4 + tk(tja4 + a5 + a7) + (tja5 + a6).

ε = t2ka4 + tk(tia4 + a5 + a7) + (tia5 + a6).

6Desde que ti ≠ tj (cf. Proposição 4.1), nós temos que A é não singular.
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segue-se que AL1,k =V(x0 +
ti−tk
tj−tk

x1, γx1 + δx2 + εx3).

Como mencionado na prova da Proposição 4.3, tem-se que ti ≠ tj ≠ tk, assim
ti−tk
tj−tk

é

um número complexo diferente de 0 e 1. Observe que se δ = 0, então ACj e AL1,k se

intersectam em [0 ∶ 0 ∶ 1 ∶ 0], contradizendo o fato dessas duas retas serem disjuntas,

assim δ ≠ 0. De maneira análoga, se ε = 0, ACi e AL1,k se intersectam no ponto

[0 ∶ 0 ∶ 0 ∶ 1], o que é um absurdo, logo ε ≠ 0.

Tendo em vista que ACi =V(x0, x2), ACj =V(x1, x2) e AL1,k =V(x0+
ti−tk
tj−tk

x1, γx1+

δx2 + εx3), ao considerarmos a MCP

B−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0

0 −
tj − tk
ti − tk

0 0

0 0
1

δ
0

0
γ(tj − tk)

ε(ti − tk)
0 −

1

ε

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

tem-se que

BACi = V(x0,
x2
δ ) =V(x0, x2)

BACj = V (−x1 (
tj−tk
ti−tk

) , x1δε (
tj−tk
ti−tk

) − x3
ε
) =V(x1, x3).

BAL1,k = V (x0 − (
tj−tk
ti−tk

) ( ti−tktj−tk
)x1,−δx1 (

tj−tk
ti−tk

) + x2 + δx1 (
tj−tk
ti−tk

) − x3)

= V(x0 − x1, x2 − x3).

Observe que essas três retas disjuntas (BACi,BACj e BAL1,k) estão na família de

retas L da superfície quádrica Q =V(x0x3 − x1x2).

O próximo passo será intersectar BAL2,k com Q. Pelo Teorema de Bézout está

intersecção consiste de dois pontos, que irão determinar duas retas na família N . Ditas

retas serão denotadas por BALi,j e BAEk. Observe que

AL2,k = AV(x2 − tkx3, (tka1 + a10)x0 + (t2ka1 + tk(a10 + a2) + a11)x1 + (t2ka4 + tka7

+ a8)x3)

= V(tjx2 + tix3 − tk(x2 + x3), (x0tj + x1ti)(tka1 + a10) + (t2ka1 + tk(a10 + a2)

+ a11)(x0 + x1) + (t2ka4 + tka7 + a8)(x2 + x3))

= V(x2(tj − tk) + x3(ti − tk), x0(t2ka1 + tk(tja1 + a10 + a2) + tja10 + a11)

+ x1(t2ka1 + tk(tia1 + a10 + a2) + tia10 + a11)) + (x2 + x3)(t2ka4 + tka7 + a8).
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Considerando as notações

π = t2ka1 + tk(tja1 + a10 + a2) + tja10 + a11

ρ = t2ka1 + tk(tia1 + a10 + a2) + tia10 + a11

σ = t2ka4 + tka7 + a8

concluímos que AL2,k =V((tj − tk)x2 +(ti − tk)x3, πx0 +ρx1 +σ(x2 +x3)). Agora vamos

calcular BAL2,k, assim

BAL2,k = V ((tj − tk)
x2
δ + (ti − tk) (

x1γ
ε

(
tj−tk
ti−tk

) − x3
ε
) , πx0 + ρ (−x1 (

tj−tk
ti−tk

))

+ σ (x2
δ +

x1γ
ε

(
tj−tk
ti−tk

) − x3
ε
))

= V (γδε x1 + x2 −
δ
ε (

ti−tk
tj−tk

)x3, πx0 +
σγ(tj−tk)−ερ(tj−tk)

ε(ti−tk)
x1

+ σ
δ (−

γδ
ε x1 +

δ
ε (

ti−tk
tj−tk

)x3) −
σ
ε x3)

= V (γδε x1 + x2 −
δ
ε (

ti−tk
tj−tk

)x3, πx0 + x1 (
σγ(tj−tk−ti+tk)−ερ(tj−tk)

ε(ti−tk)
)

+ σ
ε (

ti−tk−tj+tk
tj−tk

)x3)

= V (γδε x1 + x2 −
δ
ε (

ti−tk
tj−tk

)x3, πx0 + x1 (
σγ(tj−ti)−ερ(tj−tk)

ε(ti−tk)
) + σ

ε (
ti−tj
tj−tk

)x3) .

Proposição 4.9. Tem-se que π ≠ 0.

Demonstração. Suponha que π = 0, então

AL2,k =V((tj − tk)x2 + (ti − tk)x3, ρx1 + σ(x2 + x3)).

Tendo em vista que ACj =V(x1, x3), segue que as retas ACj e AL2,k tem como ponto

em comum [1 ∶ 0 ∶ 0 ∶ 0], assim essas retas não são disjuntas, o que é uma contradição,

visto que L2,k e Cj são disjuntas. Portanto, π ≠ 0.

Tendo em vista que já determinamos geradores para o ideal da reta BAL2,k, vamos

determinar a intersecção Q ∩ BAL2,k. Assim, substituindo x2 = −
γδ
ε x1 +

δ
ε (

ti−tk
tj−tk

)x3 e

x0 = −x1 (
σγ(tj−ti)−ερ(tj−tk)

πε(ti−tk)
) − σ

επ (
ti−tj
tj−tk

)x3 em Q, obtemos que

Q ∩BAL2,k ≡ V (γδε x
2
1 −

δ
ε (

ti−tk
tj−tk

)x1x3 + (
σγ(tj−ti)−ερ(tj−tk)

πε(ti−tk)
)x1x3 −

σ
επ (

ti−tj
tj−tk

)x2
3)

≡ V (γδx2
1 + (

σγ(tj−ti)−ερ(tj−tk)

π(ti−tk)
− δ(ti−tk)

tj−tk
)x1x3 − (

σ(ti−tj)

π(tj−tk)
)x2

3) .

Note que os pontos na intersecção Q∩BAL2,k cuja coordenada x3 ≠ 0 são determinadas

pelas soluções da equação

γδx2 + (
σγ(tj − ti) − ερ(tj − tk)

π(ti − tk)
−
δ(ti − tk)

tj − tk
)x − (

σ(ti − tj)

π(tj − tk)
) = 0. (4.12)

Pelo Teorema de Bézout Q∩BAL2,k consiste de dois pontos, que são distintos e são

soluções da equação (4.12). Em particular −4γδ (
σ(ti−tj)

π(tj−tk)
) ≠ (

σγ(tj−ti)−ερ(tj−tk)

π(ti−tk)
− δ(ti−tk)

tj−tk
)

2
.
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Se γδ ≠ 0 então

x =
1

2γδ
(w ±

√
w1)

são soluções de (4.12) com

w = −
σγ(ti − tj)(tj − tk) + ρε(tj − tk)2 − δπ(ti − tk)2

π(ti − tk)(tj − tk)

w1 = (−
σγ(ti − tj)(tj − tk) + ρε(tj − tk)2 − δπ(ti − tk)2

π(ti − tk)(tj − tk)
)

2

+
4γδσ(ti − tj)

π(tj − tk)
.

Se γδ = 0 obtemos as soluções [1 ∶ 0] (x3 = 0) e a única solução da equação linear

em (4.12).

Notação 4.3. Note que γ, δ, ε e π, ρ, σ dependem de i, j, k (ou seja, de ti,tj e tk).

Sejam γi,j,k, δi,j,k, εi,j,k e πi,j,k, ρi,j,k, σi,j,k os valores de γ, δ, ε e π, ρ, σ como funções de

i, j, k. Além disso q+i,j,k =
1

2γδ(w+
√
w1) e q−i,j,k =

1
2γδ(w−

√
w1). Assim , obtemos as retas

Mqi,j,k =V(x0 − q±i,j,kx2, x1 − q±i,j,kx3) em N .

Proposição 4.10. Se Q1 é a quádrica não singular contendo Ci,Cj e L1,k com {i, j, k} =

{4,5,6}. Então os pontos na intersecção Q1 ∩L2,k determinam as retas disjuntas

Ek = V(x0 − tix1 − δi,j,kq+i,j,k(x2 − tix3),

( ti−tktj−tk
− γi,j,kq+i,j,k) (x0 − tjx1) − εi,j,kq+i,j,k(x2 − tjx3))

e

Li,j = V(x0 − tix1 − δi,j,kq−i,j,k(x2 − tix3),

( ti−tktj−tk
− γi,j,kq−i,j,k) (x0 − tjx1) − εi,j,kq−i,j,k(x2 − tjx3))

que interceptam as retas Ci,Cj e Li,k.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos assumir que BAEk = V(x0 −

q+i,j,kx2, x1 − q+i,j,kx3) e BALi,j = V(x0 − q−i,j,kx2, x1 − q−i,j,kx3). Assim, tem-se que Ek =

(BA)−1V(x0 − q+i,j,kx2, x1 − q+i,j,kx3) e Li,j = (BA)−1V(x0 − q−i,j,kx2, x1 − q−i,j,kx3).

Agora, observe que

A−1 =
1

tj − ti

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −ti 0 0

−1 tj 0 0

0 0 1 −ti

0 0 −1 tj

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

e B−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0

0 −
ti − tk
tj − tk

0 0

0 0 δi,j,k 0

0 −γi,j,k 0 −εi,j,k

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Daí,

Ek = A−1B−1V(x0 − q+i,j,kx2, x1 − q+i,j,kx3)

= A−1V (x0 − q+i,j,kδi,j,kx2,−
ti−tk
tj−tk

x1 − q+i,j,k(−γi,j,kx1 − εi,j,kx3))

= V (x0 − x1ti − x2q+i,j,kδi,j,k + x3tiq+i,j,kδi,j,k, x0 (
ti−tk
tj−tk

− q+i,j,kγi,j,k)

+ x1 (−
tj(ti−tk)

tj−tk
+ q+i,j,kγi,j,ktj) − x2q+i,j,kεi,j,k + x3tjq+i,j,kεi,j,k)

= V (x0 − x1ti − (x2 − tix3)q+i,j,kδi,j,k, (x0 − tjx1) (−
ti−tk
tj−tk

+ q+i,j,kγi,j,k)

− (x2 − tjx3)q+i,j,kεi,j,k)

e

Li,j = A−1B−1V(x0 − q−i,j,kx2, x1 − q−i,j,kx3)

= A−1V (x0 − q−i,j,kδi,j,kx2,−
ti−tk
tj−tk

x1 − q−i,j,k(−γi,j,kx1 − εi,j,kx3))

= V (x0 − x1ti − x2q−i,j,kδi,j,k + x3tiq−i,j,kδi,j,k, x0 (
ti−tk
tj−tk

− q−i,j,kγi,j,k)

+ x1 (−
tj(ti−tk)

tj−tk
+ q−i,j,kγi,j,ktj) − x2q−i,j,kεi,j,k + x3tjq−i,j,kεi,j,k)

= V (x0 − x1ti − (x2 − tix3)q−i,j,kδi,j,k, (x0 − tjx1) (−
ti−tk
tj−tk

+ q−i,j,kγi,j,k)

− (x2 − tjx3)q−i,j,kεi,j,k) .

4.3 Caso geral

Seja S1 =V(F1) uma superfície cúbica não singular, sendo

F1(x0, x1, x2, x3) = ∑
i+j+k+l=3

βi,j,k,lxi0x
j
1x

k
2x

l
3.

Considere Λ1,Λ2 e Λ3 retas na superfície S1 duas a duas disjuntas. Nosso objetivo

é mostrar que as 27 retas na superfície S1 admitem geradores cujos coe�cientes são

determinados por fórmulas que envolvem os coe�cientes de F1 e das equações que

de�nem as retas Λ1,Λ2 e Λ3 e seus radicais.

Com esse objetivo em mente vamos exibir uma MCP que leva as retas Λi em Ei

determinada a partir dos coe�cientes das retas Λ1,Λ2 e Λ3.

Assuma que

Λ1 =V(
3

∑
i=0

aixi,
3

∑
i=0

a′ixi) e Λ2 =V(
3

∑
i=0

bixi,
3

∑
i=0

b′ixi) .

Observe que

B−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a0 a1 a2 a3

a′0 a′1 a′2 a′3

b0 b1 b2 b3

b′0 b′1 b′2 b′3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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4. Retas em uma superfície cúbica não singular em termos de três retas disjuntas

de�ne uma MCP7 tal que BE1 = BV(x0, x1) = V(
3

∑
i=0
aixi,

3

∑
i=0
a′ixi) = Λ1 e BE2 =

BV(x2, x3) =V(
3

∑
i=0
bixi,

3

∑
i=0
b′ixi) = Λ2.

A seguir, daremos uma mudança de coordenadas projetiva C que �xa E1 e E2 e

leva B−1Λ3 para E3. A composta CB−1 será então a mudança de coordenadas desejada

A.

Assuma que B−1Λ3 = V(
3

∑
i=0
cixi,

3

∑
i=0
c′ixi). Sendo B uma MCP, as retas E1,E2 e

B−1Λ3 são disjuntas. Desse modo B−1Λ3 não está contida nos planos {x0 = 0} ou

{x3 = 0}, assim B−1Λ3 é determinada pelos pontos na intersecção B−1Λ3 ∩ {x0 = 0} =

{[0 ∶ a ∶ b ∶ c]} e B−1Λ3 ∩ {x3 = 0} = {[d ∶ e ∶ f ∶ 0]}.

Como também podemos assumir que B−1Λ3 ∩ {x0 = 0} = {[0 ∶ 1 ∶ b ∶ c]} e B−1Λ3 ∩

{x3 = 0} = {[d ∶ e ∶ 1 ∶ 0]}. Em termos das equações de�nidas para B−1Λ3, nós temos

b =
c′1c3 − c′3c1

c′3c2 − c3c′2
, c =

c′2c1 − c2c′1
c′3c2 − c3c′2

,

d =
c′2c1 − c2c′1
c′1c0 − c1c′0

, e =
c′0c2 − c0c′2
c′1c0 − c1c′0

.

Observe que as igualdades acima nos permitem concluir que: d = b = 0 ou db ≠ 0. A

seguir vamos analisar essas possibildades.

Se c = d = 0, então c1c′2 − c
′
1c2 = 0. Note que B−1(Λ3) ∩V(xi) para i = 1,2 também

consiste de um único ponto.

B−1(Λ3)

V(x1)

B−1(Λ3)

V(x2)

De fato, podemos assumir que B−1Λ3 ∩V(x1) = {[1 ∶ 0 ∶ α ∶ β]} e B−1Λ3 ∩V(x2) =

{[γ ∶ δ ∶ 0 ∶ 1]}.

Assim,

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

c0 + αc2 + βc3 = 0

c′0 + αc
′
2 + βc

′
3 = 0

e

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

γc0 + δc1 + c3 = 0

γc′0 + δc
′
1 + c

′
3 = 0

o que nos permite concluir que α = −
c0c′3 − c

′
0c3

c2c′3 − c
′
2c3

, β =
c0c′2 − c

′
0c2

c2c′3 − c
′
2c3

, γ =
c1c′3 − c

′
1c3

c0c′1 − c
′
0c1

e

δ = −
c0c′3 − c

′
0c3

c0c′1 − c
′
0c1

.

Se α ≠ 0 e δ ≠ 0, então a mudança de coordendas projetiva

7B é não singular visto que Λ1 e Λ2 são disjuntas.
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E =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −γδ 0 0

0 1 0 0

0 0 1
α 0

0 0 −βα 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

satisfaz E([1 ∶ 0 ∶ α ∶ β]) = [1 ∶ 0 ∶ 1 ∶ 0] e E([γ ∶ δ ∶ 0 ∶ 1]) = [0 ∶ 1 ∶ 0 ∶ 1].

Agora, se α = δ = 0, tem-se que c0c′3 − c
′
0c3 = 0. Lembre que d = c = 0 implica

em c1c′2 − c
′
1c2 = 0. Assim, existem λ,µ ∈ C não nulos tais que (c1, c′1) = µ(c2, c′2) e

(c3, c′3) = λ(c0, c′0). Neste caso as equações de B−1(Λ3) são dadas por

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

c0(x0 + λx3) + c2(x2 + µx1) = 0

c′0(x0 + λx3) + c′2(x2 + µx1) = 0

Portanto B−1(Λ3) = V(x0 + λx3, x2 + µx1) com λµ ≠ 0, visto que B−1(Λ3) ∩E1 = ∅

(se x0 = x1 = x2 = 0 = λx3, logo λ ≠ 0) e B−1(Λ3) ∩ E2 = ∅ (se x2 = x3 = x0 = 0 = µx1,

logo µ ≠ 0).

Assim podemos considerar a MCP

D =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

− 1
λ 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 − 1
µ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

que satisfaz D([−λ ∶ 0 ∶ 0 ∶ 1]) = [1 ∶ 0 ∶ 1 ∶ 0] e D([0 ∶ 1 ∶ −µ ∶ 0]) = [0 ∶ 1 ∶ 0 ∶ 1]. Daí,

D(B−1(Λ3)) = E3 e, ainda tem-se que

DB−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−a0λ −a1λ −a2λ −a3λ

a′0 a′1 a′2 a′3

b′0 b′1 b′2 b′3

− b0µ − b1µ − b2µ − b3µ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

o que nos leva a concluir que (DB−1)−1E3 = Λ3. De fato, observe- que

(DB−1)−1E3 =V(DB−1
● (x0 − x2),DB−1

● (x1 − x3)) =

V(
3

∑
i=0

(λbi + a′i)xi,
3

∑
i=0

(µa′i + bi)xi) = Λ3,

sendo ci = λbi + a′i e c
′
i = µa

′
i + bi.

Agora, se c, d são ambos não nulos, então a mudança de coordendas projetiva de-

terminada por

C =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
d 0 0 0

−1
d 1 0 0

0 0 1 − bc

0 0 0 1
c

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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satisfaz C([0 ∶ 1 ∶ b ∶ c]) = [0 ∶ 1 ∶ 0 ∶ 1] e C([d ∶ e ∶ 1 ∶ 0]) = [1 ∶ 0 ∶ 1 ∶ 0]. E ainda, temos

que

CB−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a0
d

a1
d

a2
d

a3
d

a′0 −
a0e
d a′1 −

a1e
d a′2 −

a2e
d a′3 −

a3e
d

b0 −
b′0b
c b1 −

b′1b
c b2 −

b′2b
c b3 −

b′3b
c

b′0
c

b′1
c

b′2
c

b′3
c

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Dessa forma, temos que

(CB−1)−1E3 =V(CB−1
● (x0 − x2),CB−1

● (x1 − x3)) =

V(
3

∑
i=0

(aid − bi +
b′ib
c )xi,

3

∑
i=0

(a′i −
aie
d −

b′i
c )xi) = Λ3,

sendo ci =
ai
d − bi +

b′ib
c e c′i = a

′
i −

aie
d −

b′i
c . Além disso, CE1 = E1 e CE2 = E2, então a

mudança de coordendas projetiva A = CB−1 leva as retas Λ1,Λ2,Λ3 nas retas E1,E2,E3

respectivamente. Assim, podemos aplicar o processo de determinação das retas feito

na seção anterior à superfície CB−1S1.

4.4 Retas em S a partir de duas retas concorrentes

Observe que toda superfície cúbica não singular S ⊂ P3 contendo as retas E1 =

V (x0, x1) e C6 = V (x0, x2) é determinada pelos zeros de um polinômio F ∈ C[x0, x1, x2, x3]3

da forma

F = x0G + x1x2L com G e L representados por:

G =
3

∑
i=0
aix0xi + a4x2

1 + a5x1x2 + a6x1x3 + a7x2
2 + a8x2x3 + a9x2

3,

L = b1x1 + b2x2 + b3x3.

(4.13)

A seguir considere a família de planos Ha = V (x1 − ax0) com a ∈ C e H∞ = V (x0)

contendo a reta E1. Observe que

H∞ ∩ S = E1 ∪ C∞ sendo C∞ = C6 ∪L1,6 com L1,6 = V (x0, L).

Assim, no plano H∞ = V (x0) a cônica residual é união das retas C6 e L1,6. A seguir,

vamos determinar a cônica residual nos planos Ha com a ∈ C.

Proposição 4.11. Com as notações acima. Veri�ca-se que Ha ∩ S = E1 ∪ Ca sendo Ca

a cônica residual à reta E1 determinada pela matriz

Ma =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a4a2 + a1a + a0 b1a2 + a5a + a2 a6a + a3

b1a2 + a5a + a2 b2a + a7 b3a + a8

a6a + a3 b3a + a8 a9

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (4.14)
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Demostração: De fato, a partir de (4.13) segue que Ha ∩ S é determinado por

V (x1 − ax0, F ) = V (x1 − ax0, x0(G(x0, ax0, x2, x3) + ax2(ab1x0 + b2x2 + b3x3))).

Portanto, Ca = V (x1 − ax0,Ga) com

Ga = G(x0, ax0, x2, x3) + ax2(ab1x0 + b2x2 + b3x3). (4.15)

Além disso, utilizando a de�nição de G em (4.13), após alguns cálculos, apuramos que

Ma é a matriz associada à cônica Ca no plano Ha.

Corolário 4.12. Com as notações acima. Se g(t) = det(Mt) ∈ C[t] então

(i) g(t) é um polinômio de grau 4 cujas raízes são duas a duas distintas.

(ii) se t2, ..., t5 são as raízes de g(t) então a cônica residual Ci no planoHi = V (x1−tix0)

é união de retas (necessariamente distintas). De fato, considere Ci = Ci ∪ L1,j de

modo que

Hi ∩ S = E1 ∪Ci ∪L1,j i = 2,3,4,5.

Demostração: (i) Segue de (4.14) que g(t) = det(Mt) ∈ C[t] é um polinômio de grau

4. Além disso essas raízes são distinta (cf. a demonstração da Proposição 7.3, p. 112

em [21]).

(ii) Sendo S uma superfície não singular de grau 3 a Proposição 1.7 (p. 25 em [20])

nos permite concluir que Ci é reduzida. Ou seja, uma união de retas distintas no plano

Hi = V (x1 − tix0).

Sobre o procedimento para obter as retas em S

Para cada raiz ti de g(t) com i = 2,3,4,5, vale que a cônica residual Ci = V (Gti) no

plano Hi = V (x1 − tix0) é união de retas. Assim,

Gti = (αx0 + βx2 + γx3)(α1x0 + β1x2 + γ1x3).

De onde concluímos que
αα1 = a4t2i + a1ti + a0

ββ1 = b2ti + a7

γγ1 = a9

αβ1 + α1β = b1t2i + a5ti + a2

αγ1 + α1γ = a6ti + a3

βγ1 + β1γ = b3ti + a8

(4.16)
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Após a resolução do sistema em (4.16) (para cada i) obtemos as retas

C2, L1,2,C3, L1,3,C4, L1,4,C5, L1,5.

Lembre que E1 = V (x0, x1) e C6 = V (x0, x2) (já foram pre�xadas). Além disso, no

plano H∞ = V (x0) obtivemos a reta residual L1,6 = V (x0, L) com L de�nido em (4.13).

Determinação de C1

Note que E1 e C1 são as únicas retas na superfície S que encontram as retas (disjun-

tas) L1,2, L1,3, L1,4 e L1,5 (cf. Proposição B.10 no Apêndice B). Assim, ao considerarmos

a quádrica não singular Q contendo L1,2, L1,3 e L1,4. A interseção Q∩L1,5 irá determinar

as retas E1 e C1.

Determinação de E6

Note que E1 e E6 são as únicas retas na superfície S que encontram as retas (dis-

juntas) C2,C3,C4 e C5 (cf. Proposição B.10 no Apêndice B). Assim, ao considerarmos

a quádrica não singular Q contendo C2,C3 e C4 A interseção Q ∩C5 irá determinar as

retas E1 e E6.

Determinação de Ei para i = 2,3,4,5

Basta observar que a reta Ei é residual à cônica C1 ∪L1,i no plano ⟨C1 ∪L1,i⟩.

Determinação de Li,j para i = 2,3,4,5 e i < j

Basta observar que a reta Li,j é residual à cônica Ei ∪Cj no plano ⟨Ei ∪Cj⟩.
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Apêndice A

Conceitos Básicos de Geometria

Algébrica

Nesta parte do trabalho relataremos os conceitos e resultados básicos, que propor-

cionarão uma base para o desenvolvimento do texto, assim como uma melhor compre-

ensão da dissertação para o leitor que ainda não teve contato com a área de geometria

algébrica.

Espaço A�m

Sejam K um corpo e n um inteiro positivo.

O n−espaço a�m AnK como conjunto é igual a Kn. Entretanto o que torna este

conjunto numa variedade a�m, será o conceito de conjunto algébrico que por sua vez

determina a topologia de Zariski em AnK.

De�nição A.1. Considere f ∈ K[x] = K[x1, ..., xn]. De�nimos o conjunto dos zeros de

f em AnK por

Z(f) = {a ∈ AnK ∣ f(a) = 0}.

De�nição A.2. Considere S ⊆ K[x] não vazio. O conjunto dos zeros de S em AnK é

dado por

Z(S) = {a ∈ AnK ∣ f(a) = 0 ∀ f ∈ S}.

De�nição A.3. Conjunto algébrico a�m.

Um subcobjunto Y de AnK é denominado conjunto algébrico a�m (ou simplesmente

conjunto algébrico em AnK) se, existe um ideal I do anel K[x] tal que Z(I) = Y .

Proposição A.1. Seja I ⊆ K[x] um ideal gerado por f1, ..., fk. Então Z(I) =
k

⋂
n=1
Z(fi).

71



A. Conceitos Básicos de Geometria Algébrica

Demonstração. Lembremos que: Z(I) = {a ∈ AnK∣f(a) = 0,∀ f ∈ I}. Queremos mostrar

que Z(I) =
k

⋂
n=1
Z(fi), sendo f1,⋯, fk um conjunto de geradores de I.

� Z(I) ⊆
k

⋂
n=1
Z(fi)

Seja a ∈ Z(I), temos que

f(a) = 0 ∀ f ∈ I
fi∈I
Ô⇒ fi(a) = 0 ∀ iÔ⇒ a ∈ Z(fi),∀ iÔ⇒ a ∈

k

⋂
n=1
Z(fi).

� Z(I) ⊇
k

⋂
n=1
Z(fi)

Seja a ∈
k

⋂
n=1
Z(fi) então a ∈ Z(fi) ∀ i ∈ {1, ..., k}. Logo, fi(a) = 0,∀i ∈ {1, ..., k}.

Considere h ∈ I, neste caso, existem p1, ..., pk ∈ K[x] tal que h =
k

∑
n=1

fipi. Logo

h(a) =
k

∑
n=1

fi(a)pi(a)
fi(a)=0
Ô⇒ h(a) = 0Ô⇒ a ∈ Z(I).

Observação A.1. Sendo K[x] um anel noetheriano, todo ideal admite um conjunto

�nito de geradores. Assim,

Y é um conjunto algébrico em AnK⇐⇒ ∃ f1, ..., fk ∈ K[x] tais que Y = Z(f1, ..., fk)

sendo Z(f1, ..., fk) = Z(f1) ∩ ... ∩ Z(fk).

De�nição A.4. Seja Calg = {Y ∣ Y é um conjunto algébrico em AnK}, tem-se que Calg

induz uma topologia em AnK, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algé-

bricos em AnK. Essa topologia é denominada de Topologia de Zariski em AnK.

Observação A.2. Sejam X um espaço topológico e Y um subconjunto de X. A

topologia induzida por X em Y é de�nida da seguinte forma:

U ⊆ Y é aberto ⇐⇒ ∃ U1 ⊆X aberto tal que U = U1 ∩ Y .

De fato, se Σ de�ne a topologia de X então

ΣY = {V ∩ Y ∣ V ∈ Σ}

de�ne a topologia induzida por X em Y .

De�nição A.5. Conjunto irredutível.

Sejam X um espaço topológico e Y um subconjunto de X. Considere a topologia

induzida por X em Y .
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Y é dito irredutível ⇐⇒ ∀ F1, F2 fechados em Y tais que Y = F1 ∪ F2 tem-se que

F1 = Y ou F2 = Y .

Ou seja, Y é irredutível se não pode ser escrito como uma união de dois subconjuntos

fechados próprios de Y . Do contrário, Y é denominado redutível.

De�nição A.6. Variedade A�m.

Seja Y ⊆ AnK um conjunto algébrico a�m. Y será denominada variedade a�m se, Y

for irredutível com a topologia induzida da topologia de Zariski em AnK.

De�nição A.7. Considere Y ⊆ AnK. O ideal associado a Y em K[x] é dado por

I(Y ) = {f ∈ K[x] ∣ f(a) = 0 ∀ a ∈ Y }.

Proposição A.2. Sejam Y1, Y2 subconjunto de AnK e T1, T2 subconjuntos de K[x].

Veri�ca-se que

i) Se T1 ⊆ T2, então Z(T2) ⊆ Z(T1).

ii) Se Y1 ⊆ Y2, então I(Y2) ⊆ I(Y1).

iii) I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2).

iv) Z(I(Y1)) = Y 1.

Demonstração. Veja Proposição 1.2. p. 3 em [11].

Espaço Projetivo

Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo K de dimensão �nita. Em V − {0V }

de�na a seguinte relação de equivalência

u ∼ v⇐⇒ u = λv para algum λ ≠ 0 em K.

A projetivização de V , P(V ) é de�nida pelo conjunto quociente V − {0V }/ ∼, ou seja,

P(V ) = V −{0V }/ ∼. Se v ∈ V for um vetor não nulo, a classe de equivalência associada

ao vetor v é dada por

v = {u ∈ V − {0V } ∣ u ∼ v} = {λv ∣λ ∈ K, λ ≠ 0} = [v] − {0V }

sendo [v] o subespaço 1-dimensional de V gerado por v. Tendo em consideração que

v Ð→ [v] de�ne uma bijeção de P(V ) em {subespaços de dimensão 1 de V }, usaremos

a notação v ou [v] para indicar os pontos de P(V ).
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Observação A.3. Seja v = (v0, ..., vn) em Kn+1 não nulo. As coordenadas v0, ..., vn do

vetor v são denominadas coordenadas homogêneas do ponto [v] ∈ PnK ∶= P(Kn+1). Neste

caso, também usaremos a notação [v0 ∶ v1 ∶ ... ∶ vn] = [v]. Como também a notação Pn

se K = C.

Observação A.4. Sendo [u] e [v] pontos no espaço projetivo, temos que [u] = [v] se,

e somente se u e v são linearmente dependentes.

De�nição A.8. Um subconjunto Y de PnK é denominado conjunto algébrico projetivo

se, e somente se existe I ⊆ K[x0, ..., xn] ideal homogêneo tal que Y = V(I), sendo

V(I) = {[v] ∈ PnK ∣ F (v) = 0 ∀ F ∈ I}.

De fato, de�ni-se o conjunto dos zeros de um polinômio homogêneo 1 f ∈ K[x0, ..., xn]

em PnK por

V(f) = {[u] ∈ PnK ∣ f(u) = 0}.

De�nição A.9. Seja Calg = {Y ∣ Y é um conjunto algébrico em PnK}, tem-se que Calg

induz uma topologia em PnK, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algé-

bricos em PnK. Essa topologia é denominada de Topologia de Zariski em PnK.

De�nição A.10. Uma variedade algébrica projetiva é um conjunto algébrico projetivo

irredutível.

De�nição A.11. Um subconjunto Y de PnK é denominado conjunto algébrico quase

projetivo (respectivamente variedade quase projetiva) se for um subconjunto aberto

de um conjunto algébrico projetivo (respectivamente, se for um subconjunto aberto de

uma variedade projetiva) com a topologia induzida da topologia de Zariski em PnK

De�nição A.12. Considere Y ⊆ PnK. O ideal associado a Y em K[x0, ..., xn] é dado

por

J (Y ) = {f ∈ K[x0, ..., xn] ∣ f(a) = 0 ∀ a ∈ Y }.

De�nição A.13. Seja S = K[x0, x1, ..., xn] o anel dos polinômios nas variáveis x0, x1, ..., xn

com coe�cientes em K, sendo K um corpo.

Se J = (j0, j1, ..., jn) sendo j0, j1, ..., jn inteiros não negativos, então xJ = x
j0
0 x

j1
1 ⋯x

jn
n

será denominado monômio de grau j0 + j1 +⋯ + jn.

Para cada d inteiro d ≥ 0 denotaremos por Sd o subespaço vetorial de S gerado

pelos monômios de grau d.

1Considere f ∈ K[x0, ..., xn] não nulo e d ≥ 0 inteiro, dizemos que f é homogêneo de grau d se, e
somente se, f(λx0, ..., λxn) = λ

d(x0, ..., xn) para todo λ ∈ C.
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Assim,

S0 = [1] = K consiste dos polinômios constantes,

S1 = [x0, x1, ..., xn] = {a0x0 +⋯ + anxn ∣ a0, ..., an ∈ K}

⋮

Sd = [{xj00 x
j1
1 ⋯x

jn
n ∣ j0 + j1 +⋯ + jn = d}].

Veri�ca-se que dimSd = (d+n
n
) = (d+n

d
).

De�nição A.14. Sendo Y ⊂ Pn um conjunto algébrico, temos que Y é denominado

hipersuperfície se, existe F ∈ Sd não nulo de grau d ≥ 1 tal que Y =V(F ).

Utilizamos as seguintes nomenclaturas conforme seja o grau d da hipersuperfície

reduzida 2 V(F ):

● Em Pn
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

d = 1 Hiperplano

d = 2,3,4,5, ... Hipersuperfície quádrica, cúbica, quártica, quíntica, ...

● Em P2 é denominada curva de grau d.
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

d = 1 Reta

d = 2,3,4,5, ... cônica, cúbica, quártica, quíntica, ...

● Em P3 é denominada superfície de grau d.
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

d = 1 Plano

d = 2,3,4,5, ... Superfície quádrica, cúbica, quártica, quíntica, ...

Exemplo A.1. Y = {[w0 ∶ w1 ∶ w2] ∈ P2
R ∣ w0w1 = 0} é uma curva de grau 2, visto que

Y =V(x0x1) e ⟨x0x1⟩ é um ideal homogêneo radical do anel R[x0, x1, x2].

Sejam F ∈ K[x0, ..., xn] homogêneo de grau d ≥ 1 e [v] um ponto em Pn. Dizemos

que [v] é ponto singular de V(F ) se, ∂iF (v) = 0 com i ∈ {0, ..., n}, sendo ∂i a derivada

parcial de F com relação à variável xi.

Observação A.5. Se V(F ) não possui pontos singulares, dizemos que V(F ) é não

singular.

Exemplo A.2. Considere F ∈ C[y0, y1, ..., yn] dado por F = y0y5 − y1y4 + y2y3.

● V(F ) é uma hipersuperfície não singular em P5.

Note que, para qualquer p = (y0, y1, y2, y3, y4, y5) ∈ C6 temos:

∂F

∂y0

(p) = y5 ;
∂F

∂y1

(p) = −y4 ;
∂F

∂y2

(p) = y3 ;
∂F

∂y3

(p) = y2 ;
∂F

∂y4

(p) = −y1 ;
∂F

∂y5

(p) = y0

2
V(F ) é reduzida se F for livre de quadrados.
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e vemos que
∂F

∂yi
(p) = 0 se p = (0,0,0,0,0,0) que por sua vez, não determina

ponto em P5. Portanto, Sing(V(F )) = ∅ em P5. Donde concluímos que V(F ) é

uma hipersuperfície não singular em P5.

Teorema A.3. Sejam X e Y ⊂ Pn subvariedades de dimensões k e k1 com k + k1 ≥ n,

e suponha que elas se intersectam transversalmente. Então

grau(X ∩ Y ) = grau(X) ⋅ grau(Y ).

Em particular, se k + k1 = n então dizemos que X ∩ Y coniste de grau(X) ⋅ grau(Y )

pontos.

Demonstração. Veja Teorema 18.3 , p. 227 em [9].

Retas e planos

Retas e planos são variedades que podemos de�nir tanto pelas suas equações quanto

pela projetivização dos anuladores de um conjunto minimal de geradores (cf. p. 58-59

em [24]).

Se V é um espaço vetorial sobre K, então para cada d ≥ 1 inteiro, considere

Gd(V ) = {W ∣ W é um subespaço vetorial de V de dimensão d}

denominada d-grassmanniana de V .

O conjunto algébrico ` ⊂ Pn é uma reta, se ` = P(W ) para algum W ∈ G2(Cn+1).

Analogamente, um conjunto algébrico h ⊆ Pn é um plano, se h = P(W ) para algum

W ∈ G3(Cn+1).

De fato, se Λ ⊆ P3, então veri�ca-se que:

i) Λ = {p} é um ponto ⇐⇒ Λ =V(L1, L2, L3) com L1, L2, L3 ∈ S1 L.I.

ii) Λ é uma reta ⇐⇒ J(Λ) = ⟨L1, L2⟩, L1, L2 L.I em S1.

iii) Λ é um plano ⇐⇒ J(Λ) = ⟨L⟩, com L ≠ 0 ∈ S1.

Proposição A.4. Sejam p e q pontos distintos em Pn. Então existe uma única reta

passando por p e q. A qual será denotada por `p,q.

Demonstração. Existência. Sejam p = u e q = v pontos em Pn tal que p ≠ q, então

u e v são L.I.. Assim, obtemos W = [u, v] ∈ G2(Cn+1), ou sejam W é um subespaço

vetorial de Cn+1 de dimensão 2. Portanto, P(W ) = `p,q é uma reta em Pn contendo os

pontos p e q.
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Unicidade. Considere P(W1) com W1 ∈ G2(Cn+1) passsando pelos pontos p e q.

Como p ∈ P(W1) segue que u = w1 para algum w1 ∈ W1. Assim, u = λw1 para algum

λ ∈ C não nulo. Logo, u ∈W1. De maneira análoga, mostra-se que v ∈W1. Portanto,

W = [u, v] ⊂W1 Ô⇒W =W1 (visto que dimW = 2 = dim[u, v]).

Assim, P(W ) = P(W1). Portanto, existe uma única reta passando por p e q. Sendo

u = (u0, ..., un) e v = (v0, ..., vn) e como [u, v] = {[αu + βv] ∣ α,β ∈ C}, segue que

`p,q = {[αu0 + βv0 ∶ ⋯ ∶ αun + βvn] ∣ [α ∶ β] ∈ P1}.

Lema A.5. Se H1 e H2 são planos distintos em P3, então H1 ∩H2 é uma reta em P3.

Demonstração. Sejam H1 e H2, planos distintos de P3. Então H1 = P(W1) e H2 =

P(W2), para algum W1,W2 ∈ G3(C4).

Como W1 ∩W2 ⊂Wi, i = 1,2, temos dim(W1 ∩W2) ≤ 3. (I)

Além disso, dim(W1 +W2) ≤ dimC4 = 4. Assim,

dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2) ≤ 4⇒ 2 ≤ dim(W1 ∩W2) ≤ 3. (II)

De (I) e (II) obtemos 2 ≤ dim(W1 ∩W2) ≤ 3.

Se dim(W1 ∩W2) = 3⇒W1 =W2 ⇒H1 = P(W1) = P(W2) =H2 (Absurdo!).

Logo, dim(W1 ∩W2) = 2. Seja W = W1 ∩W2, logo W ∈ G2(C4). Portanto, a reta

` = P(W ) ⊆ H1 ∩H2, Agora, seja P ∈ H1 ∩H2. Dai P ∈ H1 e P ∈ H2. Assim, P = [w1],

w1 ∈W1 e P = [w2], com w2 ∈W2. Então [w1] = P = [w2].

Logo, existe λ ∈ C − {0} tal que

w1 = λw2 ⇒ w1 ∈ w2 ⇒ w1 ∈W1 ∩W2 =W.

Portanto, P ∈ ` = P(W ) e consequentemente H1 ∩H2 = `.

Proposição A.6. Sejam ` ⊂ P3 uma reta e H ⊂ P3 um plano. Então,

` ⊂H ou ` ∩H consiste de um único ponto.

Demonstração. Suponha ` ⊄ H. Assim, existe [w] ∈ ` −H. E podemos assumir que

` = P(W ) com w ∈W ∈ G2(C4) e H = P(U) com U ∈ G3(C4) tal que w ∉ U . Note que

` ∩H = P(W ∩U) e

dimW +U = dimW + dimU − dimW ∩U. (A.1)

Com w ∉ U e w ∈W , segue que dimW +U = 4. Portanto segue de (A.1) que dimW ∩U =

1. De onde concluímos que ` ∩H consiste de um único ponto.
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Lema A.7. Seja `1 = P(W1) e `2 = P(W2) (Wi ∈ G2(C4)) retas distintas em P3. Então,

`1 e `2 são retas disjuntas se, e somente se W1 ⊕W2 = C4.

Demonstração. Suponha que l1 ∩ l2 = ∅.

A�rmação: W1 ∩W2 = {0}.

Suponha que não. Então existe p ≠ 0, p ∈W1∩W2. Dai [p] ∈ P(W1) = l1 e [p] ∈ P(W2) =

l2. Logo [p] ∈ l1 ∩ l2. (Absurdo)

Como W1 ∩W2 = {0} ⇒ W1 ⊕W2 =W1 +W2, e portanto,

dim(W1 ⊕W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2)

= 2 + 2 − 0

= 4.

Logo W1⊕W2 é um subespaço de C4 de dimensão 4. Portanto, W1⊕W2 = C4. Recipro-

camente, se C4 =W1⊕W2, então C4 =W1+W2 eW1∩W2 = {0}, dai P(W1)∩P(W2) = ∅,

e portanto, l1 e l2 são disjuntas.

Sobre a curva residual

Seja ` ⊆ P3 uma reta. De�na Ω(`) = {H ∣ H é plano em P3 contendo `}.

Lema A.8. Suponhamos que a reta ` está contida na superfície irredutível V(F ) onde

grau F ≥ 2, e H ∈ Ω(`) um plano contendo `. Então H ∩ S = ` ∪ CH , sendo CH uma

curva plana de grau d − 1.

Demonstração. Veja Lema 1.2, p. 23 em [20].

Teorema A.9. Seja V(F ) uma superfície não singular de grau d ≥ 2 e ` uma reta

contida em V(F ). Então ` não é componente irredutível de CH , onde H ∩V(F ) =

` ∪CH , para todo H ∈ Ω(`).

Demonstração. Veja Teorema 1.5, p. 24 em [20].

Proposição A.10. Seja S = V(F ) ⊂ P3 uma superfície, onde F ∈ C[x0, ..., xn] é

irredutível de grau d ≥ 3. Seja ` uma reta coontida em S. Suponhamos que m é outra

reta distinta de ` contida em S tal que ` ∩m = {p}. Nessas condições temos que

1. Existe um único plano contendo ` e m. Denotaremos tal plano por ⟨`,m⟩.

2. Se π = ⟨`,m⟩, então π∩S = `∪Cπ = `∪m∪C ′
π. Ou seja, Cπ possui a reta m como

uma de suas componentes.

Demonstração. Veja Proposição 1.6, p. 25 em [20].
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Mudanças de Coordenadas Projetivas (MCP)

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K, denotamos por

Aut(V ) = {T ∶ V Ð→ V ∣ T é um isomor�smo K − linear}

o conjunto dos automor�smos de V .

A função f ∶ PnK Ð→ PnK é denomidada de mudança de coordenadas projetivas (MCP)

se, existe T ∈ Aut(Kn+1) tal que f([v]) = T ([v]) para todo [v] ∈ PnK.

Exemplo A.3. A função f ∶ P3 Ð→ P3 dada por

[a0 ∶ a1 ∶ a2 ∶ a3] z→ [a0 + a1 + a2 − 3a3 ∶ a0 + a2 − 2a1 ∶ a0 − a1 ∶ a3]

é uma MCP, pois existe T ∈ Aut(C4) dada por

T (x, y, z,w) = (x + y + z − 3w,x + y − 2y, x − y,w)

tal que f([v]) = T ([v]) para todo [v] ∈ P3.

Lema A.11. Sejam `1, `2 e `3 retas em P3 duas a duas disjuntas. Então existe uma

única superfície quádrica não singular contendo `1, `2 e `3.

Demonstração. Escolha T ∶ P3 Ð→ P3 uma MCP tal que T (`1) = V(x0, x1) e T (`2) =

V(x2, x3). Considere mi = T (`i), i = 1,2,3.

A�rmação 1. m3 =V(x0 + αx2 + βx3, x1 + γx2 + δx3) com
RRRRRRRRRRRR

α β

γ δ

RRRRRRRRRRRR

≠ 0.

De fato, assuma que m3 = V(L,M), sendo L = a0x0 + a1x1 + a2x2 + a3x3 e M =

b0x0 + b1x1 + b2x2 + b3x3.

Note que m1 ∩m3 = V(x0, x1, a2x2 + a3x3, b2x2 + b3x3) e m2 ∩m3 = V(x2, x3, a0x0 +

a1x1, b0x0 + b1x1).

Observe que p = [α0 ∶ α1 ∶ α2 ∶ α3] ∈m1∩m3 se, e somente se α0 = α1 = 0, a2α2+a3α3 =

0 e b2α2 + b3α3 = 0. Assim, m1 ∩m3 ≠ ∅ se, e somente se a2b3 − a3b2 ≠ 0. Como as MCP

preservam intersecções, segue que mi ∩m3 = ∅ para i = 1,2.

Agora a condição mi ∩m3 = ∅ i = 1,2 nos permite concluir que
RRRRRRRRRRRR

a0 a1

b0 b1

RRRRRRRRRRRR

≠ 0 e
RRRRRRRRRRRR

a2 a3

b2 b3

RRRRRRRRRRRR

≠ 0.

Assim, a partir da matriz
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a0 a1 a2 a3

b0 b1 b2 b3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

obtemos via operações elementais, a

matriz equivalente
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 α β

0 1 γ δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

com αδ − βγ ≠ 0.
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Logo, m3 =V(x0 + αx2 + βx3, x1 + γx2 + δx3).

A�rmação 2. Existe uma quádrica não singular contendo mi, i = 1,2,3.

Seja Q =V(G) quádrica em P3.

● m1 ⊆ QÔ⇒ G = x0(α0x0 + α1x1 + α2x2 + α3x3) + x1(α4x1 + α5x2 + α6x3).

● m2 ⊆ Q Ô⇒ G(s, t,0,0) = 0 ∀ (s, t) ∈ C2, daí s(α0s + α1t) + t(α4t) = 0, o que

implica α0s2 + α1st + α4t2 = 0, assim α0 = α1 = α4 = 0. Logo, Q = V(G) com

G = x0(α2x2 + α3x3) + x1(α5x2 + α6x3).

● m3 ⊆ Q Ô⇒ −(αx2 + βx3)(α2x2 + α3x3) − (γx2 + δx3)(α5x2 + α6x3) = 0 ∀ [x2 ∶

x3] Ô⇒ −(αα2 − γα5) = 0 = −(βα3 − δα6).

Assim podemos considerar G = x0(γx2 + δx3) − α1(αx2 + βx3).

A seguir veri�caremos que Q é não singular. De fato, temos que

(i)
∂G

∂x0

= γx2 + δx3 = 0, (ii)
∂G

∂x1

= −(αx2 + βx3) = 0, (iii)
∂G

∂x2

= x0γ − x1α,

(iv)
∂G

∂x3

= x0δ − x1β = 0.

Assim de (i) e (ii), temos que
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α β

γ δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x2

x3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, o que implica que x2 = x3 = 0 e de

(iii) e (iv) segue que
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

γ −α

δ −β

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x0

x1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, o que implica que x0 = x1 = 0. (Absurdo!).

Logo, Q não possuí pontos singulares.

A�rmação 3. Existe uma única quádrica não singular contendo 3 retas duas a duas

disjuntas.

Como MCP preservam variedades não singulares e seu grau, segue-se que T −1(Q)

é um superfície quádrica não singular em P3 contendo as retas `1, `2 e `3

P3 T
Ð→ P3

`1 z→ m1

`2 z→ m2

`3 z→ m3.

Por exemplo as retas E1 = V(x0, x1),E2 = V(x2, x3) e E3 = V(x0 − x2, x1 − x3)

estão contidas na superfície quádrica Q = V(x0x3 − x1x2). De fato, E1 ⊆ Q, pois

x0x3−x1x2 ∈ I(E1) = ⟨x2, x3⟩, E2 ⊆ Q, pois x0x3−x1x2 ∈ I(E2) = ⟨x0, x1⟩ e E3 ⊆ Q, pois

x0x3 − x1x2 ∈ I(E2) = ⟨x0 − x2,−(x1 − x3)⟩.
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Lema A.12. Sejam `1, `2 e `3 retas duas a duas disjuntas em P3. Então existe uma

MCP T ∶ P3 Ð→ P3 tal que T (`i) = Ei sendo E1 = V(x0, x1),E2 = V(x2, x3) e E3 =

V(x0 − x2, x1 − x3).

Demonstração. Se `1 =V(f1, f2) e `2 =V(g1, g2) sendo f1, f2, g1, g2 ∈ S1, segue que

`1 ∩ `2 = ∅ ⇐⇒ {f1, f2, g1, g2} é base de S1.

Sabemos que existe T1 ∶ P3 Ð→ P3 MCP tal que T1(`1) = Ei i = 1,2 e T1(`3) = V(x0 +

αx2 + βx3, x1 + γx2 + δx3) com
RRRRRRRRRRRR

α β

γ δ

RRRRRRRRRRRR

≠ 0.

Observe que V = (αx2 + βx3, γx2 + δx3) =V(x2, x3) = E2.

Além disso {x0, x1, αx2 + βx3, γx2 + δx3} é base de S1. Logo, existe T2 ∶ P3 Ð→ P3

MCP tal que (T2)●(x0) = x0, (T2)●(x1) = x1, (T2)●(αx2 + βx3) = −x2, (T2)●(γx2 + δx3) =

−x3.

Assim, T2(E1) = E1, T2(E2) = V((T2)●(x2), (T2)●(x3)) = V(x2, x3) = E2 e

T2(V(x0+αx2+βx3, x1+γx2+δx3)) =V((T2)●(x0+αx2+βx3), (T2)●(x1+γx2+δx3)) =

V(x0 − x2, x1 − x3) = E3. Portanto, basta considerar T = T2 ○ T1.

Observação A.6. As mudanças de coordenadas projetivas são isomor�smos.

Observação A.7. As mudanças de coordenadas projetivas preservam variedades pro-

jetivas lineares.

Quádricas não singulares

Segue do Teorema de classi�cação das hipersuperfícies quádricas em Pn (Teorema 4,

p. 411 em [5]) que toda superfície quádrica não singular em P3 é projetivemante equi-

valente à superfícieV(x2
0+x

2
1+x

2
2+x

2
3). Entretanto, V(x2

0+x
2
1+x

2
2+x

2
3) é projetivamente

equivalente à superfície V(x0x3 − x1x2)3

Lembremos que Q possuí as famílias de retas L = {Lp}p∈P1 e N = {Np}p∈P1 com

p = [a ∶ b] dadas por

Lp = {[au ∶ bu ∶ av ∶ bv] ∈ P3 ∣ [u ∶ v] ∈ P1} e Np = {[au ∶ av ∶ bu ∶ bv] ∈ P3 ∣ [u ∶ v] ∈ P1}.

Observe que E1 =V(x0, x1) = N[0∶1], E2 =V(x2, x3) = N[1∶0] e E3 =V(x0 −x2, x1 −x3) =

N[1∶1].

Vamos agora determinar equações para as retas Lp e Np, p = [a ∶ b] ∈ P1.

3Basta considerar ϕ ∈ Aut(P3) dada por [a0 ∶ a1 ∶ a2 ∶ a3] z→ [a0+ ia1 ∶ −a2− ia3 ∶ a2− ia3 ∶ a0− ia1].
Note que ϕ(V(x20 + x

2
1 + x

2
2 + x

2
3)) =V(x0x3 − x1x2).

81



A. Conceitos Básicos de Geometria Algébrica

Seja [au ∶ bu ∶ av ∶ bv] ∈ Lp. Observe que x0 = au, x1 = bu, x2 = av e x3 = bv,

daí bx0 = abu = ax1 o que implica que bx0 − ax1 = 0 e bx2 = abv = ax3 o que implica

bx2 − ax3 = 0.

A�rmação. Lp =V(bx0 − ax1, bx2 − ax3) com p = [a ∶ b].

Note que bx0 − ax1 e bx2 − ax3 são L.I.. Logo V(bx0 − ax1, bx2 − ax3) é uma reta em

P3. Agora observe que

Lp ∋ [au ∶ bu ∶ av ∶ bv] Ô⇒

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

b(au) − a(bu) = 0

b(av) − a(bv) = 0
.

Logo, Lp ⊆V(bx0 − ax1, bx2 − ax3). Portanto, Lp =V(bx0 − ax1, bx2 − ax3).

Agora seja [au ∶ av ∶ bu ∶ bv] ∈ Np. Observe que x0 = au, x1 = av, x2 = bu e x3 = bv,

daí bx0 = abu = ax2 e bx1 = abv = ax3, o que implica que bx0 − ax2 = 0 e bx1 − ax3 = 0.

A�rmação. Np =V(bx0 − ax2, bx1 − ax3) com p = [a ∶ b].

Note que bx0 − ax2 e bx1 − ax3 são L.I.. Logo V(bx0 − ax2, bx1 − ax3) é uma reta em

P3. Agora observe que

Np ∋ [au ∶ av ∶ bu ∶ bv] Ô⇒

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

b(au) − a(bu) = 0

b(av) − a(bv) = 0
.

Logo, Np ⊆V(bx0 − ax2, bx1 − ax3. Portanto, Np =V(bx0 − ax2, bx1 − ax3).

Corpo de funções de uma variedade

De�nição A.15. Funções regulares (caso a�m).

Seja Y ⊆ AnK um conjunto algébrico quase a�m e p ∈ Y . Uma função ϕ ∶ Y Ð→ K é dita

regular em p, se existe Up ⊆ Y vizinhança aberta de p, f, g ∈ K[x1, ..., xn] tais que

Z(g) ∩Up = ∅ e ϕ(u) =
f(u)

g(u)
∀ u ∈ Up.

Neste caso, usamos a notação ϕ∣Up
= f
g .

A função ϕ ∶ Y Ð→ K é dita regular se for regular em todos os pontos de seu

domínio.

De�nição A.16. Funções regulares (caso projetivo).

Seja Y ⊆ PnK um conjunto algébrico quase projetivo e p ∈ Y . Uma função ϕ ∶ Y Ð→ K
é dita regular em p, se existe Up ⊆ Y vizinhança aberta de p, F,G ∈ K[x0, ..., xn]

homogêneos do mesmo grau tais que

V(G) ∩Up = ∅ e ϕ(u) =
F (u)

G(u)
∀ u ∈ Up.

Neste caso, usamos a notação ϕ∣Up
= F

G . Em essência as funções regulares são

localmente de�nidas por um quociente polinomial homogêneo do mesmo grau.
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A função ϕ ∶ Y Ð→ K é dita regular se for regular em todos os pontos de seu

domínio.

Lema A.13. Seja f ∶ X Ð→ Y uma aplicação regular sobrejetiva entre conjuntos

algébricos. Assuma que Y é irredutível e todas as �bras de f são irredutíveis e da

mesma dimensão n. Então X é irredutível.

Demonstração. Ver Lema 12.7, p. 111 em [6].

Lema A.14. Sejam Y ⊆ PnK um conjunto algébrico quase projetivo e ϕ ∶ Y Ð→ K
uma função regular. Então ϕ é uma função contínua (ao considerarmos a topologia de

Zariski em Y e em K = A1
K).

Demonstração. Veja Lema 3.1, p. 15 em [11].

Seja X uma variedade (a�m/projetiva). Para todo U ⊆X aberto, considere

O(U) = {f ∶ U Ð→ K ∣ f é regular}.

Proposição A.15. Se X é uma variedade e U é um aberto não vazio em X, então

O(U) é um anel comutativo com unidade.

Demonstração. Basta observar que
f

g
+
f1

g1

=
fg1 + f1g

gg1

e
f

g
⋅
f1

g1

=
ff1

gg1

determinam

funções regulares em X − Z(gg1) no caso a�m (respectivamente em X −V(gg1), no

caso projetivo). Deixamos a cargo do leitor as veri�cações.

De�nição A.17. Sejam X e Y conjuntos algébricos quase a�ns ou quase projetivos.

Uma função f ∶ X Ð→ Y é denominada mor�smo se as seguintes condições forem

satisfeitas:

1) f é contínua.

2) Para todo V
ab
⊆ Y , ϕ ∈ O(V ) veri�ca-se que (ϕ ○ f)∣V ∈ O(f−1(V )).

Se f for uma bijeção tal que f−1 ∶ Y Ð→ X também é um mor�smo, então f será

denominada isomor�smo. Neste caso, X e Y são ditas isomorfas e usamos a notação

X ≅ Y .

De�nição A.18. Seja X uma variedade quase (a�m ou projetiva). Considere

Σ = {(U,ϕ) ∣ U ⊂X aberto não vazio e ϕ ∈ O(U)}.

De�na a seguinte relação em Σ

(U,ϕ) ∼ (V,ψ) ⇐⇒ ϕ∣U∩V = ψ∣U∩V .
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Observe que:

� ∼ de�ne uma relação de equivalência em Σ;

� Denotamos a classe de equivalência de (U,ϕ) por (U,ϕ);

� O conjunto quociente é denotado por K(X) , ou seja,

K(X) = {(U,ϕ) ∣ (U,ϕ) ∈ Σ}.

Lema A.16. Se X é uma variedade quase (projetiva ou a�m) então K(X) é um corpo

com as seguintes operações:

(U, f) + (V, g) ∶= (U ∩ V, f∣U∩V + g∣U∩V )

(U, f) ⋅ (V, g) ∶= (U ∩ V, f∣U∩V ⋅ g∣U∩V )

Demonstração. Sendo X uma variedade quase (projetiva ou a�m), para mostrar que

K(X) é um corpo com as operações acima, basta veri�car que K(X) é um anel comu-

tativo com unidade e que todo elemento não nulo é invertível.

Deixamos a cargo do leitor a veri�cação de que essas operações estão bem de�nidas.

� (K(X),+) é um grupo abeliano.

Sejam α = (U, f), β = (V, g) e γ = (W,h) ∈ K(X) e 0̂ a função constante igual a

0. Temos que,

i)

[α + β] + γ = (U ∩ V, f∣U∩V + g∣U∩V ) + (W,h)

= (U ∩ V ∩W,f∣U∩V ∩W + g∣U∩V ∩W + h∣U∩V ∩W ))

= (U, f) + (V ∩W,g∣U∩V + h∣U∩V ))

= α + [β + γ]

ii)

(U, f) + (X, 0̂) = (U ∩X,f∣U∩X + 0̂∣U∩X)

= (U, f∣U + 0̂∣U )

= (U, f∣U )

= (X ∩U, 0̂∣U∩X + f∣U∩X)

= (X, 0̂) + (U, f)

iii) Se α = (U, f) ∈K(X) então α1 = (U,−f) ∈K(X) e satisfaz α+α1 = α1 +α =

(X, 0̂)
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� (α ⋅ β) ⋅ γ = α ⋅ (β ⋅ γ).

[(U, f) ⋅ (V, g)] ⋅ (W,h) = (U ∩ V, f∣U∩V ⋅ g∣U∩V ) ⋅ (W,h)

= (U ∩ V ∩W,f∣U∩V ∩W ⋅ g∣U∩V ∩W ⋅ h∣U∩V ∩W ))

= (U, f) ⋅ (V ∩W,g∣U∩V ⋅ h∣U∩V ))

= (U, f) ⋅ [(V, g) ⋅ (W,h)]

� α ⋅ (β + γ) = α ⋅ β + α ⋅ γ e (α + β) ⋅ γ = α ⋅ γ + β ⋅ γ.

[(U, f) ⋅ (V, g)] + (W,h) = (U, f) ⋅ [(V ∩W,g∣V ∩W ⋅ h∣V ∩W )]

= (U ∩ V ∩W,f∣U∩V ∩W ⋅ [g∣U∩V ∩W + h∣U∩V ∩W ])

= (U ∩ V ∩W,f∣U∩V ∩W ⋅ g∣U∩V ∩W + f∣U∩V ∩W ⋅ h∣U∩V ∩W )

= (U ∩ V ∩U ∩W,f∣U∩V ∩W ⋅ g∣U∩V ∩W + f∣U∩V ∩W ⋅ h∣U∩V ∩W )

= (U ∩ V, f∣U∩V ⋅ g∣U∩V + (U ∩W,f∣U∩W ⋅ h∣U∩W )

= (U, f) ⋅ (V, g) + (U, f) ⋅ (W,h)

� α ⋅ β = β ⋅ α.

(U, f) ⋅ (V, g) = (U ∩ V, f∣U∩V ⋅ g∣U∩V )

= (V ∩U, g∣V ∩U ⋅ f∣V ∩U )

= (V, g) ⋅ (U, f)

visto que f(a)g(a) = g(a)f(a) ∀ a ∈ U ∩ V .

� Existe w = (X, 1̂) ∈K(X) tal que w ⋅ α = α ⋅w = α, para todo α ∈K(X).

(U, f) ⋅ (X, 1̂) = (U ∩X,f∣U∩X ⋅ 1̂∣U∩X) = (U, f ⋅ 1̂∣U ) = (U, f) = (X, 1̂) ⋅ (U, f).

� Para todo α = (U, f) ∈K(X) − {(X, 0̂)}, existe β ∈K(X) tal que α ⋅ β = (X, 1̂).

Observe que (U, f) = (X, 0̂) se, e somente se (U, f) ∼ (X, 0̂). Como U ∩X = U ,

segue que f∣U = 0̂∣U , o que implica que f(a) = 0 para todo a ∈ U .

Agora, temos que (U, f) ≠ (X, 0̂) se, e somente se existe a ∈ U , tal que f(a) ≠ 0.

Note que f é regular o que implica que f é contínua. Assim, M = {u ∈ U ∣ f(u) ≠

0}
ab
⊆ U é um aberto de X contendo a e

1

f
∶M Ð→ K dada por az→

1

f(a)
está bem de�nida.

A�rmação A.1.
1

f
é uma função regular.
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f é regular em cada ponto de M , ou seja, f ∈ O(M), então para cada a ∈ M ,

existe Ua
ab
⊆ M, p1, q1 ∈ K[x1, ..., xn] tais que

f∣Ua =
p1

q1

e Z(q1) ∩Ua = ∅ (A.2)

Observe que p1(a) ≠ 0 ∀ a ∈ Ua. Assim, segue de (A.2)

(
1

f
)
∣Ua

=
q1

p1

e Z(p1) ∩Ua = ∅.

Sendo assim, temos que

(U, f) ⋅ (M,
1

f
) = (U ∩M,f∣U∩M ⋅ (

1

f
)
∣U∩M

) = (M, 1̂) = (X, 1̂).

Lema A.17. Se X é uma variedade quase (projetiva ou a�m) e U um aberto não vazio

de X, então K(U) ≃K(X).

Demonstração. De�na ψ ∶K(U) Ð→K(X) por (W,g)
U
z→ (W,g).

� ψ está bem de�nida.

Se (W,g)
U
= (W1, g1)

U
então W = U ∩A, W1 = U ∩A1 sendo A,A1 abertos de X

e g∣W∩W1
= g1∣W∩W1

. Assim, W e W1 são abertos de X tais que g∣W∩W1
= g1∣W∩W1

.

Portanto, (W,g) = (W1, g1).

� ψ é homomor�smo de anéis.

Sejam (W,g)
U
, (W1, g1)

U
∈K(U), temos que

ψ(((W,g)
U
+ (W1, g1)

U
)) = ψ((W ∩W1, g∣W∩W1

+ g1∣W∩W1
)
U
)

= (W ∩W1, g∣W∩W1
+ g1∣W∩W1

)

= (W,g) + (W1, g1)

= ψ((W,g)
U
) + ψ((W1, g1)

U
)

ψ(((W,g)
U
⋅ (W1, g1)

U
)) = ψ((W ∩W1, g∣W∩W1

⋅ g1∣W∩W1
)
U
)

= (W ∩W1, g∣W∩W1
⋅ g1∣W∩W1

)

= (W,g) ⋅ (W1, g1)

= ψ((W,g)
U
) ⋅ ψ((W1, g1)

U
)

Observe que ψ((U, 1̂)
U

) = (U, 1̂)4.

4Note que, (U, 1̂) = (X, 1̂) se, e somente se (U, 1̂) ∼ (X, 1̂) se, e somente se 1̂∣U∩X = 1̂∣U∩X .
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� ψ é injetora.

N(ψ) = {(W,g)
U
∈K(U) ∣ ψ((W,g)

U
) = (X, 0̂)}

= {(W,g)
U
∈K(U) ∣ ((W,g)) = (X, 0̂)}

= {(W,g)
U
∈K(U) ∣ (W,g) ∼ (X, 0̂)}

= {(U, g)
U
∈K(U) ∣ g∣W∩X = 0̂∣W∩X}

= {(W,g)
U
∈K(U) ∣g(u) = 0 ∀ u ∈W ⊂ U}

= {(X, 0̂)
U

}

� ψ é sobrejetora.

Seja (W,g) ∈ K(X), então W ⊆ X é um aberto não vazio e g ∶ W Ð→ K é uma

função regular. Como W
ab
⊆ X, U

ab
⊆ X, e X é irredutível, segue que W ∩ U ≠ ∅,

assim

ψ(U ∩W,g
U
) = (U ∩W,g) = (W,g).

Proposição A.18. Seja X uma variedade quase (projetiva ou a�m) e K corpo alge-

bricamente fechado. Então,

1) se X é a�m, então K(X) é isomorfo ao corpo de frações de A(X) =
K[x1, ..., xn]

I(X)
.

2) se X é projetiva, então K(X) é isomorfo a S(X)(<0>), sendo

S(X)(<0>) = {
α

β
∈ Frac(S(X)) ∣ α,β homogêneos grau(α) = grau(β)} sendo S(X) =

K[x0, ..., xn]

J (X)
o anel de coordendas homogêneo de X.

Demonstração. Prova de 1)

De�na ψ ∶ Frac(A(X)) Ð→ K(X) por
f

g
z→ (U,ϕ) com f, g ∈ A(X), sendo

U =X − Z(g) e ϕ ∶ U Ð→ K dada por az→
f(a)

g(a)
.

� ψ está bem de�nida.

i) U ≠ ∅ e ϕ ∈ O(U) = {h ∶ U Ð→ K ∣ h é regular }.

Suponha que U = ∅, assim X ⊆ Z(g), daí I(Z(g)) ⊆ I(X), o que implica

que g ∈
√

⟨g⟩ ⊆ I(X), logo g = 0 em A(X) =
K[x]

I(X)
(Absurdo!). Portanto,

U ≠ ∅.
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ii) Considere
f

g
,
f1

g1

∈ Frac(A(X)) e U =X − Z(g), U1 =X − Z(g1). Note que

f

g
=
f1

g1

⇐⇒ f ⋅ g1 = f1 ⋅ f1 ⇐⇒ fg1 = gf1 em A(X). Daí,

fg1 − f1g ∈ I(X) ⇐⇒ (fg1 − f1g)(a) = 0 ∀ a ∈X

⇐⇒ f(a)g1(a) − f1(a)g(a) = 0 ∀ a ∈X

⇐⇒
f(a)

g(a)
=
f1(a)

g1(a)
∀ a ∈ U ∩U1

⇐⇒ ϕ∣U∩U1
= ϕ1∣U∩U1

com ϕ = (
f

g
)
∣U

e ϕ1 = (
f1

g1

)
∣U

⇐⇒ (U,ϕ) = (U1, ϕ1)

⇐⇒ ψ (
f

g
) = ψ (

f1

g1

)

� ψ é homomor�smo de anéis.

Sejam α =
f

g
, β =

f1

g1

∈ Frac(A(X)). Considere as funções regulares ϕ = (
f

g
)
∣V

com V =X − Z(g) e ϕ1 = (
f1

g1

)
∣V1

com V1 =X − Z(g1).

i) Sejam α =
f

g
, β =

f1

g1

∈ Frac(A(X)). Temos que,

ψ (
f

g
+
f1

g1

) = ψ (
fg1 + f1g

gg1

) = (X − Z(gg1), ψ1) = (V2, ϕ3)

onde

ϕ3 = (
fg(a) + f1g

gg1(a)
)
∣V2

, V2 =X − Z(gg1).

Temos que ϕ(α) + ϕ(β) = (V,ϕ1) + (V1, ϕ2) = (V ∩ V1, ϕ∣V ∩V1 + ϕ1∣V ∩V1
).

Observe agora que para todo a ∈ V ∩V1∩V2, temos que ϕ3(a) = ϕ1(a)+ϕ2(a).

Logo, ϕ3∣V ∩V1∩V2
= (ϕ1 + ϕ2)∣V ∩V1∩V2

. Daí, (V2, ϕ3) ∼ (V ∩ V1, ϕ∣V ∩V1 + ϕ1∣V ∩V1
),

o que implica que (V2, ϕ3) = (V ∩ V1, ϕ∣V ∩V1 + ϕ1∣V ∩V1
). Portanto, ψ(α + β) =

ψ(α) + ψ(β).

ii) Sejam α =
f

g
, β =

f1

g1

∈ Frac(A(X)). Temos que,

ψ (
f

g
⋅
f1

g1

) = ψ (
f ⋅ f1

g ⋅ g1

) = (X − Z(gg1), ϕ3)

onde

ϕ3 = (
f ⋅ f1

g ⋅ g1

)
∣V

com V =X − Z(gg1).
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Temos que ϕ(α)⋅ϕ(β) = (V,ϕ1)⋅(V1, ϕ2) = (V ∩ V1, ϕ∣V ∩V1 ⋅ ϕ1∣V ∩V1
) e ϕ3∣V ∩V1∩V2

=

(ϕ1 ⋅ ϕ2)∣V ∩V1∩V2
. Daí, (V2, ϕ3) ∼ (V ∩ V1, ϕ∣V ∩V1 ⋅ ϕ1∣V ∩V1

), o que implica que

(V2, ϕ3) =
←ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ
(V ∩ V1, ϕ∣V ∩V1 ⋅ ϕ1∣V ∩V1

). Portanto, ψ(α ⋅ β) = ψ(α) ⋅ ψ(β).

iii) Note que ψ (
1

1
) = (X, 1̂), visto que Z(1) = ∅.

� ψ é injetora.

Considere α =
f

g
∈ Frac(A(X)). Note que:

α ∈ N(ψ) ⇐⇒ ψ(α) = (X, 0̂)

⇐⇒ (X − Z(g),
f

g
) = (X, 0̂)

⇐⇒ (
f

g
)
∣X−Z(g)

= 0̂∣X−Z(g)

⇐⇒ f(a) = 0 ∀ a ∈X − Z(g)

⇐⇒ (X − Z(g)) ⊆ Z(f)

⇐⇒ X = (X − Z(g)) ⊆ Z(f)

⇐⇒ f ∈ I(X)

⇐⇒ f = 0

⇐⇒ α =
0

1
.

Portanto, N(ψ) = {
0

1
}.

� ψ é sobrejetora.

Dado (V,ϕ) ∈ K(X) sendo ϕ regular existem W
ab
⊆ V, f, g polinômios tais que

ϕ∣W =
f

g
. Assim,

(V,ϕ) = (W,
f

g
) = (X − Z(g),

f

g
) = ψ (

f

g
).

Prova do item 2). Segue de maneira análoga ao item 1), considerando no caso projetivo

e quocientes determinados por polinômios homegêneos de mesmo grau.

Fato A.19. Sejam A e B aneis comutativos com unidade isomorfos. Se A e B forem

domínios de integridade D.I., então seus corpos de frações são isomorfos.

Fato A.20. Se X,Y são variedades quase (a�ns ou projetivas) isomorfas. Então

K(X) ≃K(Y ).
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De�nição A.19. Sejam X e Y conjuntos algébricos (a�ns ou projetivos). Considere

ΣX,Y = {(U,ϕ) ∣ U ⊂X aberto não vazio e ϕ ∶ U Ð→ Y é um mor�smo }.

De�na a seguinte relação

(U,ϕ) ∼ (V,ψ) ⇐⇒ ϕ∣U∩V = ψ∣U∩V .

Observe que:

� ∼ de�ne uma relação de equivalência em ΣX,Y ;

� Se (U,ϕ) ∈ ΣX,Y , então a classe de equivalência do par (U,ϕ) será denotada por

ϕ ∶X⋯ Ð→ Y e denominada função racional sobre U .

Exemplo A.4. Sendo X = A2, Y = P1 e ϕ ∶ A2⋯ Ð→ P1 dada por (a, b) z→ [a ∶ b] é a

classe de equivalência de (A2 − {(0,0)}, ϕ).

Observação A.8. Se ϕ ∶X Ð→ Y for um mor�smo entre variedades (a�ns ou projeti-

vas) então ϕ determina a função racional associada ao par (X,ϕ).

Exemplo A.5. Seja X uma variedade quase-projetiva em PmK . Então, ϕ ∶ X⋯ Ð→ PnK
é uma função racional de�nida em U se, e somente se existem V ⊂X aberto não vazio

e G0, ...,Gn ∈ K[x0, ..., xm] homogêneos do mesmo grau tais que

V ∩V(G0, ...,Gn) = ∅ e ϕ(a) = [G0(a) ∶ ... ∶ Gm(a)] ∀ a ∈ V .

Demonstração. Ô⇒ Temos que ϕ ∶ X⋯ Ð→ PnK é uma função racional de�nida em U ,

ou seja, ϕ ∶ U Ð→ PnK é um mor�smo com U
ab
⊂ X não vazio.

Como U ≠ ∅, então considere p ∈ U . Daí existe Up
ab
⊆ U não vazio e G0, ...,Gn

homogêneos do mesmo grau em K[x0, ..., xn] tais que

Up ∩V(G0, ...,Gn) = ∅ e ϕ(a) = [G0(a) ∶ ... ∶ Gm(a)] ∀ a ∈ Up.

Assim, obtemos V = Up ⊂ U ⊂X tal que ϕ(a) = [G0(a) ∶ ... ∶ Gm(a)] ∀ a ∈ V .

⇐Ô Seja V ⊂ X aberto não vazio e G0, ...,Gn ∈ K[x0, ..., xm] homogêneos do mesmo

grau tais que

V ∩V(G0, ...,Gn) = ∅ e ϕ(a) = [G0(a) ∶ ... ∶ Gm(a)] ∀ a ∈ V .

Segue que ϕ ∶ X Ð→ PnK é um mor�smo, em particular temos ϕ ∶ U Ð→ PnK é um

mor�smo. Portanto, ϕ ∶X⋯ Ð→ PnK é uma função racional de�nida em U .

De�nição A.20. Funções racionais dominantes

Sejam X e Y variedades quase (a�ns ou projetivas). Considere ϕ ∶ X⋯ Ð→ Y uma

função racional de�nida em U . Dizemos que ϕ é dominante se ϕ(U) = Y .
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Lema A.21. Se (V,ψ) ∈ [(U,ϕ)] e ϕ(U) = Y então ψ(V ) = Y .

Demonstração. Sejam ϕ ∶ U Ð→ Y uma função regular e ψ(U) = Y . Sendo V
ab
⊂ X não

vazio, temos que U ∩ V ≠ ∅ e U ∩ V
ab
⊂ U , o que implica que U ∩ V

U
= U . Assim,

Y = ϕ(U) = ϕ(U ∩ V
U
)

(∗)
= ψ(U ∩ V ) = ψ(U ∩ V

V
) = ψ(V ).

(*) ϕ(U) = ϕ(U)5.

Proposição A.22. Sejam X e Y variedades quase (a�ns ou projetivas). Se ϕ ∶X⋯ Ð→

Y for uma função racional dominante de�nida em U . Então ϕ induz um homomor�smo

injetivo ϕ∗ ∶K(Y ) Ð→K(X).

Demonstração. De�na ϕ∗ ∶K(Y ) Ð→K(X) dada por (V, g) z→ (ϕ−1(V ), g ○ ϕ∣ϕ−1(V )).

� ϕ∗ está bem de�nida.

Deixamos a cargo do leitor.

� ϕ∗ é homomor�smo de anéis.

Sejam (V, g), (V1, g1) ∈ K(Y ), ou seja, V e V1 são abertos não vazios de Y tais

que V ∩ V1 ≠ ∅ e g, g1 ∶ V Ð→ K funções regulares. Considere os abertos não

vazios em U , tais que W = ϕ−1(V ) e W1 = ϕ−1(V1). Assim,

ϕ∗((V, g) + (V1, g1)) = ϕ∗((V ∩ V1, g∣V ∩V1 + g1∣V ∩V1
))

= (ϕ−1(V ∩ V1), (g + g1) ○ ϕ∣ϕ−1(V ∩V1)
)

= (W ∩W1, (g + g1) ○ ϕ∣W∩W1
)

= (W ∩W1, g ○ ϕ∣W∩W1
+ g1 ○ ϕ∣W∩W1

)

= (W,g ○ ϕ∣W ) + (W1, g1 ○ ϕ∣W1
)

= (ϕ−1(V ), g ○ ϕ∣ϕ−1(V )) + (ϕ−1(V1), g1 ○ ϕ∣ϕ−1(V1)
)

= (V, g) + (V1, g1).

5Temos que U
ab
⊂ X não vazio e ϕ ∶ U Ð→ Y é uma função regular, logo contínua. Daí, segue que

para todo subconjunto U de X ϕ(U) ⊂ ϕ(U) (ver Teorema 2.1, p. 45 em [30]).

Por outro lado, temos que U ⊆ U , o que implica que ϕ(U) ⊆ ϕ(U), assim ϕ(U) ⊆ ϕ(U). Portanto,

ϕ(U) = ϕ(U).
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ϕ∗((V, g) ⋅ (V1, g1)) = ϕ∗((V ∩ V1, g∣V ∩V1 ⋅ g1∣V ∩V1
))

= (ϕ−1(V ∩ V1), (g ⋅ g1) ○ ϕ∣ϕ−1(V ∩V1)
)

= (W ∩W1, (g ⋅ g1) ○ ϕ∣W∩W1
)

= (W ∩W1, g ○ ϕ∣W∩W1
⋅ g1 ○ ϕ∣W∩W1

)

= (W,g ○ ϕ∣W ) ⋅ (W1, g1 ○ ϕ∣W1
)

= (ϕ−1(V ), g ○ ϕ∣ϕ−1(V )) + (ϕ−1(V1), g1 ○ ϕ∣ϕ−1(V1)
)

= (V, g) ⋅ (V1, g1).

ϕ∗((X, 1̂)) = (ϕ−1(X), 1̂ ○ ϕ∣ϕ−1(X)) = (ϕ−1(X), 1̂)
W
ab
⊆Y
= (W, 1̂).

� ϕ∗ é injetora.

Seja (V, g) ∈ K(Y ), com V
ab
⊂ Y não vazio e g ∶ V Ð→ K função regular. Su-

ponha que (V, g) ∈ N(ϕ∗), assim ϕ∗((V, g)) = (X, 0̂), com 0̂ ∶ X Ð→ K dada

por x z→ 0. Logo, (ϕ−1(V ), g ○ ϕ∣ϕ−1(V )) = (X, 0̂). De onde concluímos que

(ϕ−1(V ), g ○ ϕ∣ϕ−1(V )) ∼ (X, 0̂) assim, g ○ ϕ∣ϕ−1(V ) = 0̂∣ϕ−1(V ) o que implica que

g(ϕ(a)) = 0 ∀ a ∈ ϕ−1(V ).

Assim, note que

i) g ∈ O(V ), o que implica que existem W
ab
⊆ V não vazio e F,G homogêneos

de mesmo grau tais que

W ∩V(G) = ∅ e g(b) =
F (b)

G(b)
∀ b ∈W .

ii) Assim, ϕ−1(W ) ⊆ ϕ−1(V ), o que implica que

g(ϕ(a)) = 0 ∀ ∈ ϕ−1(W ) Ô⇒
F (ϕ(a))

G(ϕ(a))
= 0 ∀ a ∈ ϕ−1(W )

Ô⇒ F (ϕ(a)) = 0 ∀ a ∈ ϕ−1(W )

Ô⇒ ϕ(ϕ−1(W )) ⊆V(F )

Ô⇒ ϕ(ϕ−1(W )) ⊆V(F )

Ô⇒ ϕ(ϕ−1(W )
U
) ⊆V(F )

Ô⇒ ϕ(U) ⊆V(F )
ϕ é dom.

Ô⇒ Y ⊆V(F )

Ô⇒ F (b) = 0 ∀ b ∈ Y

Ô⇒ F (b) = 0 ∀ b ∈W

Ô⇒ g(b) = 0 ∀ b ∈W

Ô⇒ (W,g) = (X, 0̂) ∈K(Y )
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Teorema A.23. Sejam X e Y variedades. Então

{ϕ ∶X⋯ Ð→ Y ∣ ϕ é racional dominante } Ð→ HomK−alg(K(Y ),K(X))

ϕ z→ ϕ∗

Demonstração. Veja Teorema 4.4, p. 25 em [11].

O grau de uma função racional dominante

Sejam X e Y variedades quase (a�ns ou projetivas) e ϕ ∶ X⋯ Ð→ Y uma função

racional de�nida em U. Segue da Proposição A.15 que ϕ∗ ∶ K(Y ) Ð→ K(X) é um

homomor�smo injetivo.

Note que

K(Y ) ≃
K(Y )

{(Y, 0̂)}
=
K(Y )

N(ϕ∗)
≃ Im(ϕ∗) = ϕ∗(K(Y )).

Assim, temos a extensão de corpos ϕ∗(K(Y )) ↪K(X).

De�nição A.21. De�nimos o grau da função racional dominante ϕ ∶ X⋯ Ð→ Y por

grau(ϕ) = [K(X) ∶ ϕ∗(K(Y ))].

Função racional genericamente �nita

Sejam X e Y variedades quase (a�ns ou projetivas) e ϕ ∶ X⋯ Ð→ Y uma função

racional dominante de�nida em U .

Um mor�smo f ∶ X Ð→ Y entre variedades (a�ns ou projetivas) é denominado

genericamente �nito (ou que a �bra geral de f é �nita) se existe V aberto não vazio

em Y tal que #f−1(y) é �nita e igual a d para todo y em V .

Proposição A.24. A função racional f ∶X Ð→ Y de�nida em U é genericamente �nita

se, e somente se, a extensão de corpos ϕ∗(K(Y )) ↪K(X) é �nita. Se a característica

do corpo K é nula, então #ϕ−1(y) = d = [K(X) ∶ ϕ∗(K(Y ))] com y ∈ V .

Demonstração. Veja Proposição 7.16, p. 80 em [9].
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Apêndice B

Retas em superfícies cúbicas

Neste apêndice vamos estabelecer que toda superfície cúbica não singular em P3

contém exatamente 27 retas. Além disso é estudada a incidência entre tais retas. Este

apêndice foi extraído das aulas dedicadas a contagem de retas em superfícies durante o

curso de Tópicos Especiais de Álgebra 2020.1 lecionado pela Profa. Jacqueline Rojas.

Contando retas em superfícies cúbicas não singulares

Toda superfície cúbica não singular contém pelo menos uma reta (cf. Proposição

7.2, p. 110 em [21]).

Teorema B.1. Seja S ⊂ P3 uma superfície cúbica não singular contendo a reta `.

Então existem exatamente cinco planos H1,..., H5 contendo a reta ` tais que a curva

residual Ci à reta ` no plano Hi é uma cônica singular, isto é,

Hi ∩ S = ` ∪Ci com Ci = `i ∪ `
′
i (`i ≠ `

′
i).

Demostração: A menos de uma MCP podemos assumir que ` = V(x2, x3). Como

` ∈ Φ(S), podemos escrever F na forma

F = A1 ⋅ x
2
0 +B1 ⋅ x0x1 +C1 ⋅ x

2
1 +A2 ⋅ x0 +B2 ⋅ x1 +A3

com Ai,Bi e Ci ∈ C[x2, x3] homogêneos de grau i.

Agora, como o plano H contém a reta `, então existe [α ∶ β] ∈ P1 tal que H =

V(αx2 + βx3). Assim,

H =V(x3 − µx2) ou H =V(x2),

sendo µ = −αβ se β ≠ 0.
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● β ≠ 0. Neste caso, H =V(x3 − µx2) com µ = −αβ .

Observe que

Ai(x2, µx2) = x
i
2Ai(1, µ), Bi(x2, µx2) = x

i
2Bi(1, µ) e C1(x2, µx2) = x2C1(1, µ).

Assim,

H ∩ S =V(x3 − µx2, x2 ⋅ Fµ) Ô⇒ CH =V(x3 − µx2, Fµ)

sendo

Fµ = a1 ⋅ x
2
0 + b1 ⋅ x0x1 + c1 ⋅ x

2
1 + a2 ⋅ x0x2 + b2 ⋅ x1x2 + a3x

3
2

com ai = Ai(1, µ) para i = 1,2,3; bi = Bi(1, µ) para i = 1,2 e c1 = C1(1, µ).

● β = 0. Neste caso, H =V(x2). Assim, CH =V(x2, F∞) sendo

F∞ = a1 ⋅ x
2
0 + b1 ⋅ x0x1 + c1 ⋅ x

2
1 + a2 ⋅ x0x2 + b2 ⋅ x1x2 + a3x

3
2

com ai = Ai(0,1) para i = 1,2,3; bi = Bi(0,1) para i = 1,2 e c1 = C1(0,1).

Agora, segue da questão 3 da lista 111 (em ambos dos casos: β ≠ 0 ou β = 0) que:

CH é singular ⇐⇒

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

2a1 b1 a2

b1 2c1 b2

a2 b2 2a3

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 0 = 4a1c1a3 − b
2
1a3 − a1b

2
2 + b1a2b2 − a

2
2c1. (B.1)

A�rmação 1: Considere o polinômio

P = 4A1C1A3 −B
2
1A3 −A1B

2
2 +B1A2B2 −A

2
2C1 ∈ C[x2, x3].

Veri�ca-se que P é um polinômio não nulo, homogêneo de grau 5 tal que CH é singular

sendo H =V(αx2 + βx3) se, P (β,−α) = 0.

De fato, observe que:

(i) Se β ≠ 0 veri�ca-se que Ai(β,−α) = βiai(1, µ) para i = 1,2,3; Bi(β,−α) =

βibi(1, µ) para i = 1,2 e C1(β,−α) = βc1(1, µ). Portanto.

P (β,−α) = β5 ⋅ (4a1c1a3 − b
2
1a3 − a1b

2
2 + b1a2b2 − a

2
2c1).

1Nessa questão considera-se a matriz Hessiana Hf associada à cônica C = V(f) em P2 e pede-se
para mostrar que: (I) C é singular se, e somente se detHf = 0 (ii) C é um cone se, e somente se posto
Hf = 2.

95



B. Retas em superfícies cúbicas

Assim, no caso β ≠ 0 segue de (B.1) que

P (β,−α) = 0⇐⇒ CH é singular .

(ii) Se β = 0 veri�ca-se que [β ∶ −α] = [0 ∶ 1]. Assim, neste caso

P (β,−α) = P (0,1) = 4a1c1a3 − b
2
1a3 − a1b

2
2 + b1a2b2 − a

2
2c1.

E também segue de (B.1) que

P (0,1) = 0⇐⇒ CH é singular .

Suponha, por absurdo que P = 0, então o conjunto Σ formado pelas curvas residuais

CH singulares seria in�nito (Absurdo!2).

Assim, P é um polinômio não nulo, homogêneo de grau 5 em C[x2, x3], visto que

Ai, Bi são homogêneos de grau i e C1 é homogêneo de grau 1.

[Fim da prova da A�rmação 1]

Assim, segue da a�rmação 1 que cada zero de P (em P1), determina um plano

contendo a reta ` cuja curva residual é singular. Como tal curva é uma cônica reduzida

singular, então tal curva é uma união de retas.

�
�
�
�

�
�
�
�
H

A
A
AA

��
��

��CH

�
�
�
�

`

A�rmação 2: O polinômio P da a�rmação 1 só possui raízes simples.

Suponha que [0 ∶ 1] ∈ P1 é um zero de P , ou seja x2 ∣ P . Observe que, [0 ∶ 1] é uma

raiz simples de P se, e somente se, x2
2 ∤ P .

Sendo [0 ∶ 1] uma raiz de P , segue que no plano H = V(x2) a curva residual CH

é singular. De fato, CH = V(x2, L1L2) sendo L1, L2 ∈ C[x0, x1, x2, x3] formas lineares

LI. Deste modo, sendo ` = V(x2, x3) ⊂ S = V(F ), podemos representar F da seguinte

forma:

F = L1 ⋅L2 ⋅ x3 +B ⋅ x2 com Li ∈ C[x0, x1, x2, x3] e B ∈ C[x0, x1, x2]

2Visto que numa família de planos contendo uma reta dada, a quantidade de curvas resíduais na
interseção de um desses planos com a superfície S que são singulares é �nita (cf. Proposicao 1.4 p. 29
em [20])
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Temos duas possibilidades para analisar: CH ∩ ` = ∅ ou CH ∩ ` = {p}.

�
�
�
�

�
�
�
�

CH ∩ ` = ∅

H

A
A
AA

��
��

��CH

�
�
�
�

` �
�
�
�

�
�
�
�

CH ∩ ` = {p}

H

A
A
AA

��
��

��CH

�
�
�
�

`

●p

♡ Caso 1: CH ∩ ` = ∅.

Neste caso, {L1, L2, x2, x3} é LI. Assim, podemos escolher T ∈ Aut(C4) tal que

T●L1 = x0, T●L2 = x1 e T●xi = xi para i = 2,3. Logo,

T●F = x0x1x3 + B̃ ⋅ x2 com B̃ = T●B,

dado por B̃ = γ0x2
0+γ1x0x1+γ2x2

1+x0(γ3x2+γ4x3)+x1(γ5x2+γ6x3)+R(x2, x3). Portanto,

G = T●F = A1 ⋅ x
2
0 +B1 ⋅ x0x1 +C1 ⋅ x

2
1 +A2 ⋅ x0 +B2 ⋅ x1 +A3 (B.2)

com A1 = γ0x2, B1 = x3 + γ1x2, C1 = γ2x2, A2 = (γ3x2 + γ4x3)x2, B2 = (γ5x2 + γ6x3)x2 e

A3 = x2 ⋅R(x2, x3). Observe que:

x3
2 ∣ A1C1A3, x

3
2 ∣ A1B

2
2 , x

3
2 ∣ A2

2C1 e x2
2 ∣ B1A2B2.

Logo,

P = 4A1C1A3 −B
2
1A3 −A1B

2
2 +B1A2B2 −A

2
2C1 = x

2
2 ⋅ P1 − x2 ⋅R ⋅ (x3 + γ1x2)

2.

Suponha, por absurdo que x2
2 ∣ P . Como x2 ∤ (x3+γ1x2), segue da última igualdade

acima que x2 ∣ R(x2, x3). Logo R(x2, x3) = x2 ⋅ R1(x2, x3). De onde concluímos que

A3 = x2
2R1(x2, x3).

Entretanto a partir de (B.2) temos que:

∂0G = 2A1 ⋅ x0 +B1 ⋅ x1 +A2

∂1G = 2C1 ⋅ x1 +B1 ⋅ x0 +B2

∂2G = ∂2A1 ⋅ x2
0 + ∂2B1 ⋅ x0x1 + ∂2C1 ⋅ x2

1 + ∂2A2 ⋅ x0 + ∂2B2 ⋅ x1 + ∂2A3

∂3G = ∂3A1 ⋅ x2
0 + ∂3B1 ⋅ x0x1 + ∂3C1 ⋅ x2

1 + ∂3A2 ⋅ x0 + ∂3B2 ⋅ x1 + ∂3A3.

Note que x2 divide A2 = (γ3x2 + γ4x3)x2, B2 = (γ5x2 + γ6x3)x2 e ∂3A3 (visto que

A3 = x2
2R1(x2, x3)). Logo, [0 ∶ 0 ∶ 0 ∶ 1] ∈ Sing(G), o que implica S singular (Absurdo!).3

Portanto, [0 ∶ 1] é uma raiz simples de P , se CH ∩ ` = ∅.

3Lembre que MCP preservam pontos singulares.
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♡ Caso 2: CH ∩ ` = {p} sendo CH =V(x2, L1 ⋅L2).

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�H =V(x2)

A
A
A
A
A

��
��

��
��
�

●p CH

�
�
�
�
��

`

Neste caso, p = V(x3, x2, L1) e L2 = ax3 + bL1

com a ≠ 0 e b ≠ 0.

Assim, ao trocar L1 por M1 =
b
aL1 e L2 por M2 =

1
aL2. Tem-se que

CH =V(x2,M1 ⋅M2), p =V(x3, x2,M1) e M2 = x3 +M1.

Sabemos que existe T ∈ Aut(C4) tal que T●M1 = x1 e T●xi = xi para i = 2,3. Logo,

T●M2 = x3 + x1 e

T●F = x1(x3 + x1)x3 + B̃ ⋅ x2 com B̃ = T●B

dado por B̃ = γ0x2
0+γ1x0x1+γ2x2

1+x0(γ3x2+γ4x3)+x1(γ5x2+γ6x3)+R(x2, x3). Portanto,

G = T●F = A1 ⋅ x
2
0 +B1 ⋅ x0x1 +C1 ⋅ x

2
1 +A2 ⋅ x0 +B2 ⋅ x1 +A3 (B.3)

com A1 = γ0x2, B1 = γ1x2, C1 = x3 + γ2x2, A2 = (γ3x2 + γ4x3)x2,

B2 = x2
3 + (γ5x2 + γ6x3)x2 e A3 = x2 ⋅R(x2, x3). Observe que:

x2
2 ∣ A1C1A3, x

3
2 ∣ B2

1A3, x
2
2 ∣ B1A2B2 e x2

2 ∣ A2
2C1.

Logo,

P = 4A1C1A3 −B
2
1A3 −A1B

2
2 +B1A2B2 −A

2
2C1 = x

2
2 ⋅Q1 − γ0x2 ⋅ (x

2
3 + (γ5x2 + γ6x3)x2)

2.

Suponha, por absurdo que x2
2 ∣ P . Como x2 ∤ B2, segue da última igualdade acima que

γ0 = 0. Logo A1 = 0 e de (B.3) temos que:

∂0G = B1 ⋅ x1 +A2

∂1G = 2C1 ⋅ x1 +B1 ⋅ x0 +B2

∂2G = γ1x0x1 + γ2x2
1 + ∂2A2 ⋅ x0 + ∂2B2 ⋅ x1 + ∂2A3

∂3G = x2
1 + ∂3A2 ⋅ x0 + ∂3B2 ⋅ x1 + ∂3A3.

Note que x2 divide A2 = (γ3x2 + γ4x3)x2, B1 = γ1x2. Além disso, A2, B2 e A3 ∈

C[x2, x3] são homogêneos de grau maior ou igual que 2, logo suas derivadas parciais

pertencem ao anel C[x2, x3]. Logo, [1 ∶ 0 ∶ 0 ∶ 0] ∈ Sing(G), o que implica S singular

(Absurdo!).
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B. Retas em superfícies cúbicas

Portanto, [0 ∶ 1] é uma raiz simples de P , se CH ∩ ` = {p}.

[Fim da prova da A�rmação 2]

Para concluir, observe que a a�rmação 1 nos garante que cada raiz [β ∶ −α] de P

determina exatamente um plano contendo a reta ` (a saber, V(αx2 + βx3)), cuja curva

residual é união de duas retas distintas. Por outro lado, a a�rmação 2 estabelece que

P ∈ C[x2, x3] só possui raízes simples. Assim, concluímos que existem exatamente cinco

planos H1,..., H5 contendo a reta ` e cuja curva residual Ci (à reta ` no plano Hi) é uma

cônica singular, isto é,

Hi ∩ S = ` ∪Ci com Ci = `i ∪ `
′
i (`i ≠ `

′
i).

Observações: Seja S ⊂ P3 uma superfície cúbica não singular contendo a reta `. Sejam

H1,..., H5 os cinco planos contendo a reta ` tais que a curva residual Ci à reta ` no plano

Hi é uma cônica singular. Assim,

Hi ∩ S = ` ∪Ci com Ci = `i ∪ `
′
i (`i ≠ `

′
i) i = 1,2,3,4,5.

(i) Segue que ` não é componente irredutível de Ci4), ou seja, ` ≠ `i e ` ≠ `′i para todo

i ∈ {1, ...,5}. Assim, para cada i temos as seguintes possibilidades:

�
�
�
�

�
�
�
�
Hi

A
A
AA

`1
��

��
�� `′1
Ci

�
�
�
�

` �
�
�
�

�
�
�
�
Hi

A
A
AA

`1
��

��
�� `′1
Ci

�
�
�
�

`

(ii) Hi = ⟨`, `i⟩ = ⟨`, `′i⟩ = ⟨`i, `′i⟩ para todo i = 1,2,3,4,5..

Lema B.2. Com as notações do Teorema B.1. Veri�ca-se que:

1. As retas `, `1, `′1, `2, `′2, `3, `′3 `4, `′4, `5, `′5 são duas a duas distintas.

2. Φ`(S) − {`} = {`1, `′1, `2, `′2, `3, `′3, `4, `′4, `5, `′5}.

Demostração: 1. Basta observar que as retas `, `i, `′i são duas a duas distintas e estão

contidas no plano Hi, para cada i. Agora, como Hi = ⟨`i, `′i⟩ ≠ Hj = ⟨`j, `′j⟩ e Hi ∩Hj = `

se, i ≠ j (sendo ` ≠ `i e ` ≠ `′i para todo i), segue que `i ≠ `j e `i ≠ `′j para todo i ≠ j.5

2. Se m ∈ Φ`(S) e m ≠ ` então existe um único plano contendo ` e m. Assim, ⟨m,`⟩ =Hi

4Visto que numa família de planos contendo uma reta L, a curva residual na interseção de um
desses planos com a superfície S não contém a reta L como componente irredutível. (cf. Proposição
1.6 p. 25 em [20]

5Suponha que `i = `j com i ≠ j, então `i ⊂Hi ∩Hj = `. Logo, `i = ` (Absurdo!).
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B. Retas em superfícies cúbicas

para algum i. Logo, m ⊂Hi∩S = `∪`i∪`′i, sendo m ≠ ` segue (por conta da irredutibilidade

de m) que m = `i ou m = `′i.

Lema B.3. Com as notações supracitadas. Veri�ca-se que `i ∩ `j = `′i ∩ `
′
j = `i ∩ `

′
j = ∅

para todo i ≠ j com i, j ∈ {1,2,3,4,5}.

Demostração: Suponha, pelo absurdo que, i ≠ j e `i ∩ `j ≠ ∅. Como as retas `i e

`j são distintas, segue que `i ∩ `j = {p}. Agora, como `k ⊂ Hk para todo k, segue que

{p} = `i∩`j ⊂Hi∩Hj = `. Assim, as retas `, `i e `j estão contidas na superfície S e passam

pelo ponto p. Neste caso, segue que as retas `, `i e `j são coplanares6, isto é, elas estão

contidas no mesmo plano. Se tal plano é H, então H = ⟨`, `i⟩ = ⟨`, `j⟩. Logo, H =Hi =Hj

(Absurdo!).

Analogamente, prova-se que `′i ∩ `
′
j = `i ∩ `

′
j = ∅ se, i ≠ j. Fica como Exercício.

Assim, em geral as retas em nos planos Hi e Hj estão

distribuídas conforme a �gura ao lado. Salientamos

que pode acontecer que `∩`i∩`′i ≠ ∅ e/ou `∩`j∩`′j ≠ ∅.

Proposição B.4. Seja S ⊂ P3 é uma superfície cúbica não singular. S contém pelo

menos 27 retas distintas.

Demostração: Observe que a superfície cúbica S contém pelo menos uma reta (cf.

Proposição 7.2, p. 110 em [21]). Assim, ao considerar a reta ` contida em S, a partir do

Teorema B.1 obtemos 5 planos Hi tais que Hi ∩ S = ` ∪ `i ∪ `′i. Assim, segundo o Lema

B.2, obtemos as 11 retas distintas (listadas na tabela a seguir).

Plano Retas no plano e S

H1 `, `1 e `′1
H2 `, `2 e `′2
H3 `, `3 e `′3
H4 `, `4 e `′4
H5 `, `5 e `′5

O próximo passo será aplicar o Teorema B.1 para determinar os 5 planos que contêm

retas `1 e `′1, respectivamente, cuja curva residual é uma união de retas distintas (ou seja,

uma cônica singular reduzida).

6Visto que retas concorrentes contidas numa superfície não singular são coplanares (cf. Lema 2.1,
p. 83 em [22]).

100



B. Retas em superfícies cúbicas

Lembre que H1 é um dos planos que contém

a reta `1. Logo o Teorema B.1 garante a

existência dos 5 planos H1, H ′
1, H

′
2, H

′
3 e H ′

4

tais queH1∩S = `∪`1∪`′1 eH
′
i∩S = `∪mi∪m′

i.

Assim, obtemos as 11 retas incidentes à reta

`1, listadas na tabela ao lado.

Plano Retas no plano e S

H1 `, `1 e `′1

H ′
1 m1, `1 e m′

1

H ′
2 m2, `1 e m′

2

H ′
3 m3, `1 e m′

3

H ′
4 m4, `1 e m′

4

Novamente, segue-se do lema B.2 que as retas `, `1, `′1,m1,m′
1, m2,m′

2,m3,m′
3,m4,m′

4

são distintas.

Considere

Σ = {`, `1, `′1, `2, `′2, `3, `′3, `4, `′4, `5, `′5} e Σ1 = {m1,m′
1,m2,m′

2,m3,m′
3,m4,m′

4}.

A�rmação 1: Σ ∩Σ1 = ∅. Logo, #Φ(S) ≥ 11 + 8 = 19.

Sabemos que Σ1 ∩ {`, `1, `′1} = ∅. Assim, basta mostrar que: mi e m′
i não pertencem

ao conjunto {`2, `′2, `3, `′3, `4, `′4, `5, `′5} para cada i ∈ {1,2,3,4}.

Suponha, por absurdo, que existe i tal que mi = `j para algum j ∈ {2,3,4,5}. Logo,

`j ⊂H
′
i = ⟨mi, `1⟩ Ô⇒ `j ∩ `1 ≠ ∅

Lema1
Ô⇒ j = 1Ô⇒mi = `1 (Absurdo!)

De forma análoga, suponha que existe i tal que mi = `′j para algum j ∈ {2,3,4,5}. Logo,

`′j ⊂H
′
i = ⟨mi, `1⟩ Ô⇒ `′j ∩ `1 ≠ ∅

Lema1
Ô⇒ j = 1Ô⇒mi = `

′
1 (Absurdo!)

O mesmo raciocínio pode ser usado para concluir que m′
i /∈ {`2, `′2, `3, `′3, `4, `′4, `5, `′5} para

cada i ∈ {1,2,3,4}, lembrando que H ′
i = ⟨m′

i, `1⟩.

[Fim da prova da A�rmação 1]

Lembre que H1 também é um dos planos que

contém a reta `′1. Assim, a partir do Teorema

B.1 obtemos os 5 planos H1, H ′′
1 , H

′′
2 , H

′′
3 e

H ′′
4 tais que H1∩S = `∪ `1∪ `′1 e H ′′

i ∩S = `∪

ni∪n′i. Assim, obtemos as 11 retas incidentes

à reta `′1, listadas na tabela ao lado.

Plano Retas no plano e S

H1 `, `1 e `′1

H ′′
1 n1, `1 e n′1

H ′′
2 n2, `1 e n′2

H ′′
3 n3, `1 e n′3

H ′′
4 n4, `1 e n′4

Observe que as retas `, `1, `′1,m1,m′
1, m2,m′

2,m3,m′
3,m4,m′

4 são distintas (cf. Lema

B.2).

Considere Σ2 = {n1, n′1, n2, n′2, n3, n′3, n4, n′4}.
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A�rmação 2: (Σ ∪Σ1) ∩Σ2 = ∅. Logo, #Φ(S) ≥ 11 + 8 + 8 = 27.

De fato,

● Σ ∩Σ2 = ∅.

Sabemos que Σ2 ∩{`, `1, `′1} = ∅. Assim, basta mostrar que: ni e n′i não pertencem ao

conjunto {`2, `′2, `3, `′3, `4, `′4, `5, `′5} para cada i ∈ {1,2,3,4}.7

● Σ1 ∩Σ2 = ∅.

Suponha que Σ1∩Σ2 ≠ ∅. Logo. existem i, j ∈ {1,2,3,4} tais que mi = nj (ou mi = n′j,

m′
i = nj, m

′
i = n

′
j).

Vamos analisar o caso em que mi = nj, os outros casos �cam como Exercício para o

leitor interessado.

mi = nj. Neste caso, mi ⊂H ′′
j = ⟨nj, `′1⟩ e nj ⊂H ′

i = ⟨mi, `1⟩. Assim,

mi ∩ `
′
1 ≠ ∅, mi ∩ `1 ≠ ∅ e nj ∩ `

′
1 ≠ ∅, nj ∩ `1 ≠ ∅.

Nestas condições concluímos quemi ⊂H1 e nj ⊂H1.8 O que implica emmi, nj ∈ {`, `1, `′1},

visto que mi ∪ nj ⊂H1 ∩ S = ` ∪ `1 ∪ `′1 (Absurdo!).

[Fim da prova da A�rmação 2]

Assim, Σ∪Σ1 ∪Σ2 ⊂ Φ(S) com #(Σ∪Σ1 ∪Σ2) = 27. Portanto, S contém pelo menos

27 retas distintas.

Teorema B.5. Seja S ⊂ P3 uma superfície cúbica não singular. Então S contém

exatamente 27 retas.

Demonstração. Segue do Lema B.2 aplicado às retas `, `1 e `′1, e das tabelas na de-

monstração da Proposição B.4 que:

Φ`(S) = {`, `1, `′1, `2, `′2, `3, `′3, `4, `′4, `5, `′5},

Φ`1(S) = {`, `1, `′1,m2,m′
2,m3,m′

3,m4,m′
4,m5,m′

5},

Φ`′1(S) = {`, `1, `′1, n2, n′2, n3, n′3, n4, n′4, n5, n′5}.

7Suponha que existe i tal que ni = `j para algum j ∈ {2,3,4,5}. Logo,

`j ⊂H
′′
i = ⟨ni, `

′
1⟩ Ô⇒ `j ∩ `

′
1 ≠ ∅

Lema1
Ô⇒ j = 1Ô⇒ ni = `

′
1 (Absurdo!)

De forma análoga, suponha que existe i tal que ni = `
′
j para algum j ∈ {2,3,4,5}. Logo, `′j ⊂ H

′′
i =

⟨ni, `
′
1⟩ Ô⇒ `′j ∩ `

′
1 ≠ ∅

Lema1
Ô⇒ j = 1Ô⇒ ni = `

′
1 (Absurdo!)

O mesmo raciocínio pode ser usado para concluir que n′i /∈ {`2, `
′
2, `3, `

′
3, `4, `

′
4, `5, `

′
5} para cada

i ∈ {1,2,3,4}, lembrando que H ′′
i = ⟨n′i, `

′
1⟩.

8Note que a hipótese mi∩ `
′
1 ≠ ∅, mi∩ `1 ≠ ∅ implica em mi∩ `1 = {p1} e mi∩ `

′
1 = {p2}. Se p1 ≠ p2

então a reta mi tem dois pontos distintos em comum com o plano H1 = ⟨`1, `
′
1⟩, logo mi ⊂ H1. Caso,

contrário, ou seja, se p1 = p2 então mi ∩ `1 ∩ `
′
1 = {p1} então essas 3 retas são coplanares(cf. Lema 2.1,

p. 83 em [22]), logo mi ⊂H1.
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Por ouro lado, temos que

Φ(S) = Φ`(S) ∪Φ`1(S) ∪Φ`′1(S).
9

Assim,

Φ(S) = Σ ∪Σ1 ∪Σ2,

visto que Σ = Φ`(S), Σ1 = Φ`1(S) − {`, `1, `′1} e Σ2 = Φ`′1(S) − {`, `1, `′1}. Portanto,

#Φ(S) = #(Σ ∪Σ1 ∪Σ2) = 27.

Uma das questões que vamos abordar é a seguinte:

Qual é a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas que uma superfície

cúbica não singular em P3 contém?

Denotemos tal número por r3.

Uma cota inferior para r3. Ao �xar a reta ` na superfície cúbica não singular S, o Teorema

B.1 nos garante que existem exatamente 5 planos H1,..., H5 contendo ` tais que Hi ∩ S =

` ∪ Ci com Ci = `i ∪ `′i para i = 1, ...,5.. Além disso, `i ∩ `j = `′i ∩ `
′
j = `i ∩ `

′
j = ∅ para

todo i ≠ j com i, j ∈ {1,2,3,4,5} (cf Lema B.3). Assim, as retas `1, ..., `5 são duas a duas

disjuntas.10 Portanto, r3 ≥ 5.

Determinação das retas em superfícies cúbicas não singulares a partir de duas retas

disjuntas

Denotamos o conjunto Φ(S) como o conjunto de todas as retas contidas na superfície

S ⊂ P3.

Para cada reta l em P3,

Φl(S) = {m ∈ Φ(S) ∣ l ∩m ≠ ∅ e m ≠ l}.

Em reiteradas oportunidades iremos apelar para o seguinte resultado.

Lema B.6. Seja S ⊂ P3 é uma superfície cúbica não singular. Considere `,m ∈ Φ(S)

distintas e concorrentes. Se l ∈ Φ`(S) ∩Φm(S) então l ⊂ ⟨`,m⟩.

Demonstração. Como ` e m são retas concorrentes, segue que ` ∩m = {p} e, sendo

retas distintas existe um único plano que as contém, a saber, ⟨`,m⟩.

9Visto que se uma superfície não singular de grau n ≥ 2 contém retas concorrentes, então toda reta
na superfície S deve interceptar pelo menos uma dessas retas (cf. Lema 2.2, p. 83 em [22]).

10Como também as retas `′1, ..., `
′
5 são duas a duas disjuntas.
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Observe que, temos duas possibilidades: p ∈ l ou p /∈ l.

● p ∈ lÔ⇒ l, ` e m são concorrentes.

Neste caso, como as retas l, ` e m ∈ Φ(S), segue que as mesmas são coplanares

(cf. Lema 2.1, p. 83 em [22]). Assim, l ⊂ ⟨`,m⟩ (visto que ⟨`,m⟩ é o único plano

contendo as retas ` e m).

● p /∈ lÔ⇒ l ∩ ` = {p1} e l ∩m = {p2} com p1 ≠ p2, visto que l ∈ Φ`(S) ∩Φm(S).

Agora, como as retas ` e m estão contidas no plano ⟨`,m⟩, segue que

p1,p2 ∈ l ∩ ⟨`,m⟩ Ô⇒
p1≠p2

l ⊂ ⟨`,m⟩ .

Proposição B.7. Se S ⊂ P3 é uma superfície cúbica não singular. Então

1. #Φ`(S) = 10 para toda reta ` ∈ Φ(S).

2. #(Φ`(S) ∩Φm(S)) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1 ` ∩m ≠ ∅

5 ` ∩m = ∅
, se `,m ∈ Φ(S) são distintas.

Demonstração. 1. Segue do Lema B.2 que

Φ`(S) = {`1, `
′
1, `2, `

′
2, `3, `

′
3, `4, `

′
4, `5, `

′
5} (B.4)

e que essas retas são duas a duas distintas. Portanto, #Φ`(S) = 10 ∀ ` ∈ Φ(S).

2. Sendo ` e m retas distintas temos duas possibilidades: ` ∩m = {p} ou ` ∩m = ∅.

● Se ` ∩ m = {p} e l ∈ Φ`(S) ∩ Φm(S), segue do Lema B.6 que l ⊂ ⟨`,m⟩. Assim,

se H = ⟨`,m⟩ tem-se que H é um dos planos que contém a reta ` e m é uma das

componentes irredutíveis da curva residual CH à reta ` no plano H, ou seja,

H ∩ S = ` ∪CH com CH =m ∪ n.
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Agora, como a reta l ⊂ H ∩ S e l ≠ `, segue que l também é componente irredutível da

curva residual CH =m ∪ n. Entretanto, l ≠m. Logo l = n. Portanto,

Φ`(S) ∩Φm(S) = {n} e #(Φ`(S) ∩Φm(S)) = 1.

● Se ` ∩m = ∅ então considere Hi = ⟨`i, `′i⟩ com i = 1,2,3,4,5 os cinco planos contendo

a reta ` tais que Hi ∩ S = ` ∪Ci com Ci = `i ∪ `′i.

Daí temos que

Φ(S) = Φ`(S) ∪Φ`i(S) ∪Φ`′i(S) i = 1,2,3,4,5.11

Assim, m ∩ `i ≠ ∅ ou m ∩ `′i ≠ ∅, visto que ` ∩m = ∅. Observe que, só uma dessas

possibilidades (m∩`i ≠ ∅ oum∩`′i ≠ ∅) acontece
12 para cada i. Assim, `i ∈ Φ`(S)∩Φm(S)

ou `′i ∈ Φ`(S) ∩Φm(S) para cada i ∈ {1,2,3,4,5}. Portanto, #(Φ`(S) ∩Φm(S)) ≥ 5.

Agora, considere l ∈ Φ`(S) ∩ Φm(S). Como l ∈ Φ`(S) e l ≠ ` então π = ⟨l, `⟩ é um

plano contendo a reta ` tal que l ⊂ π ∩ S = ` ∪ Cπ sendo l componente irredutível da

cônica residual Cπ. Assim, π é um dos planos que contém à reta ` tal que a cônica

residual é singular. Assim, π = ⟨l, `⟩ =Hi = ⟨`i, `′i⟩ para algum i ∈ {1,2,3,4,5}. De onde

concluímos que l = `i ou l = `′i.
13 Portanto, #(Φ`(S) ∩Φm(S)) = 5.

A seguir considere as retas disjuntas L1,L2 ∈ Φ(S). Segue da Proposição B.7 que

#(ΦL1(S) ∩ΦL2(S)) = 5 e #(ΦLi(S)) = 10 para i = 1,2. Assim, vamos assumir que

ΦL1(S) ∩ΦL2(S) = {c1, c2, c3, c4, c5},

ΦL1(S) = {a1, c1, a2, c2, a3, c3, a4, c4, a5, c5} e Hi = ⟨ai, ci⟩ ,

ΦL2(S) = {b1, c1, b2, c2, b3, c3, b4, c4, b5, c5} e H̃i = ⟨bi, ci⟩ ,

(B.5)

para i = 1,2,3,4,5.

Proposição B.8. Com as notações em (B.5). Se i, j ∈ {1,2,3,4,5} tem-se que

1. ai ∩ aj = ∅, ci ∩ cj = ∅ e ai ∩ cj = ∅ para todo i ≠ j.

2. bi ∩ bj = ∅ e bi ∩ cj = ∅ para todo i ≠ j.

3. L1 ∩ bi = ∅ e L2 ∩ ai = ∅ para todo i.
11(cf. Lema 2.2, p. 83 em [22]).
12Suponha que m∩ `i ≠ ∅ e m∩ `′i ≠ ∅ então m ⊂ ⟨`i, `

′
i⟩ = ⟨`, `i⟩ =Hi, logo ` e m seriam coplanares.

O que implica em ` ∩m ≠ ∅ (Absurdo!).
13Visto que, l ⊂ ⟨l, `⟩ =Hi. Logo, l ⊂Hi ∩ S = ` ∪ `i ∪ `

′
i, l ≠ ` e l é irredutível.
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Demonstração. Lembre que se ` ∈ Φ(S) então

Φ`(S) = {`1, `
′
1, `2, `

′
2, `3, `

′
3, `4, `

′
4, `5, `

′
5} com Hi = ⟨`i, `

′
i⟩ ∈ Ω(`)

satisfazendo Hi ∩ S = ` ∪ `i ∪ `′i e `i ∩ `j = `
′
i ∩ `

′
j = `i ∩ `

′
j = ∅ para todo i ≠ j (cf Lema

B.3).

Assim, os itens 1. e 2. seguem ao considerar ` = Li para i = 1,2.

Para a a�rmação no item 3., suponhamos que L1∩bi ≠ ∅ para algum i ∈ {1,2, ...,5}.

Tendo em consideração que cj ∈ ΦL1(S) ∩ ΦL2(S) para todo j, segue que L1 ∩ bi ≠ ∅ e

L1 ∩ ci ≠ ∅. Assim, L1 ⊂ ⟨bi, ci⟩ = H̃i. Entretanto, ci ∈ ΦL2(S) e H̃i = ⟨L2, ci⟩. De onde

concluímos que L1 ⊂ H̃i = ⟨L2, ci⟩. Assim, L1 e L2 são coplanares, logo concorrentes

(Absurdo!). Analogamente veri�ca-se que L2 ∩ ai = ∅, para todo i.

Corolário B.9. Com as notações acima. Considere as retas

a1, a2, a3, a4, a5, a6 = L2,

b1, b2, b3, b4, b5, b6 = L1.

Veri�ca-se que:

1. {a1, a2, a3, a4, a5, a6} ⊂ Φ(S) são duas a duas disjuntas.

2. {b1, b2, b3, b4, b5, b6} ⊂ Φ(S) são duas a duas disjuntas.

3. r3 ≥ 6

4. ai ∩ bi = ∅ para todo i ∈ {1,2, ...,6}.

5. ai ∩ bj ≠ ∅ para todo i ≠ j, i, j ∈ {1,2, ...,6}.

Demonstração. As a�rmações 1. e 2. seguem da Proposição 2.

3. Sendo r3 a quantidade máxima de retas em S que são duas a duas disjuntas, segue

de 1. (com também de 2.) que r3 ≥ 6.

4. Observe que o item 4. é satisfeito para i = 6 (visto que L1 e L2 são disjuntas).

Agora de (B.5) temos que

H̃i = ⟨bi, ci⟩ Ô⇒ bi ∩ ci ≠ ∅ ∀ i ∈ {1,2, ...,5}.

Suponha que ai ∩ bi ≠ ∅ para algum i ∈ {1,2, ...,5}. Neste caso, sendo ai e ci retas

distintas e concorrentes (pois são coplanares), segue do Lema B.6 que bi ⊂Hi = ⟨ai, ci⟩.

Entretanto, Hi = ⟨ai, ci⟩ = ⟨L1, ai⟩ ⊃ L1. Portanto, L1 e bi são coplanares, o que implica

em L1 ∩ bi ≠ ∅ (Absurdo! segundo o item 3. da proposição B.8).
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5. Observe que se i = 6 então a6 = L2 e j ≠ 6. Neste caso, bj ∈ ΦL2(S) para todo

j ∈ {1,2,3,4,5}, logo a6 ∩ bj ≠ ∅ para todo j ∈ {1,2,3,4,5}. Analogamente, se j = 6

prova-se que ai ∩ b6 ≠ ∅ para todo i ∈ {1,2,3,4,5}.

Assim, a seguir vamos considerar i ≠ j com i, j ∈ {1,2,3,4,5}.Segue de (B.5) que

Hi ∩ S = L1 ∪ ai ∪ ci para cada i ∈ {1, ...,5}. Por outro lado, temos que

Φ(S) = ΦL1(S) ∪Φai(S) ∪Φci(S) para cada i ∈ {1, ...,5}.14

Ou seja, a reta bj deve encontrar pelo menos uma dentre as retas L1, ai, ci. Como

bj ∩ L1 = ∅ e bj ∩ ci = ∅ se i ≠ j, segue que ai ∩ bj ≠ ∅ se i ≠ j.

Double - six

Um duplo-seis é um par de subconjuntos A =

{a1, ..., a6} e B = {b1, ..., b6} de Φ(S) forma-

dos por 6 retas duas a duas disjuntas, satisfa-

zendo as relações de incidência:

ai ∩ bi = ∅ para todo i ∈ {1,2, ...,6} e

ai ∩ bj ≠ ∅ para todo i ≠ j, i, j ∈ {1,2, ...,6}.

Exemplo 1: Vamos encontrar um duplo-seis na cúbica de Fermat

F =V(x3
0 + x

3
1 + x

3
2 + x

3
3) ⊂ P3.

As 27 retas na superfície são dadas por:

`i,j =V(x0 + ξix1, x2 + ξjx3) ⊂ S ∀ i, j ∈ {1,2,3} (9 retas ao todo),

mi,j =V(x0 + ξix2, x1 + ξjx3) ⊂ S ∀ i, j ∈ {1,2,3} (9 retas ao todo),

ni,j =V(x0 + ξix3, x1 + ξjx2) ⊂ S ∀ i, j ∈ {1,2,3} (9 retas ao todo).

(B.6)

sendo ξ ∈ C uma raiz primitiva cúbica da unidade (ou seja, ξ3 = 1 e ξ ≠ 1).

Observe que as retas `3,3 e `2,2 são disjuntas.15 A seguir vamos descrever os conjuntos

Φ`(F) para ` = `i,i se, i = 2,3.

14(cf. Lema 2.2, p. 83 em [22]).
15Considere a = [a0 ∶ a1 ∶ a2 ∶ a3] ∈ P3. Note que a ∈ `3,3 ∩ `2,2 se, e só se, a0 + a1 = 0, a2 + a3 =

0, a0 + ξ
2a1 = 0 e a2 + ξ

2a3 = 0. O que implica em a1(1 − ξ
2) = 0 e a3(1 − ξ

2) = 0. Como ξ ≠ 1 e ξ3 = 1,
segue que ai = 0 para todo i. Portanto, `3,3 ∩ `2,2 = ∅.
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No que segue do exemplo, vamos escolher ξ = −
1 +

√
3i

2
.

● Determinação de Φ`(F) para ` = `3,3 =V(x0 + x1, x2 + x3).

Os planos que contêm a reta `3,3 são

H∞ =V(x0 + x1) e Hλ =V(x2 + x3 − λ(x0 + x1)) com λ ∈ C.

Temos que os cinco planos onde a cônica residual à reta `3,3 é união de retas (ou seja,

singular) são:

H∞ =V(x0 + x1) e Hλ =V(x2 + x3 − λ(x0 + x1)) com λ ∈ {0,−1,−ξ,−ξ2}

Veri�ca-se que as retas em cada plano são dadas por:

Plano Hλ retas em Hλ ∩ F

λ = ∞ `3,3, `3,2, `3,1

λ = 0 `3,3, `2,3, `1,3

λ = −1 `3,3, m3,3, n3,3

λ = −ξ `3,3, m2,2, n2,2

λ = −ξ2 `3,3, m1,1, n1,1

`=`3,3
Ô⇒ Φ`(F) = {`3,2, `3,1, `2,3, `1,3,mi,i, ni,i}

3

i=1

● Determinação de Φ`(F) para ` = `2,2 =V(x0 + ξ2x1, x2 + ξ2x3).

Os planos que contêm a reta `2,2 são

H ′
∞ =V(x0 + ξ2x1) e H ′

λ =V(x2 + ξ2x3 − λ(x0 + ξ2x1)) com λ ∈ C.

Neste caso, os cinco planos onde a cônica residual à reta `2,2 é união de retas são dados

por:

H ′
∞ =V(x0 + ξ

2x1) e H ′
λ =V(x2 + ξ

2x3 − λ(x0 + ξ
2x1)) com λ ∈ {0,−1,−ξ,−ξ2}

Veri�ca-se, as retas em cada plano são dadas por:

Plano H ′
λ retas em H ′

λ ∩ F

λ = ∞ `2,2, `2,3, `2,1

λ = 0 `2,2, `3,2, `1,2

λ = −1 `2,2, m3,3, n2,1

λ = −ξ `2,2, m2,2, n1,3

λ = −ξ2 `2,2, m1,1, n3,2

`=`2,2
Ô⇒ Φ`(F) = {`2,3, `2,1, `3,2, `1,2, n2,1, n1,3, n3,2,mi,i}

3

i=1
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● Retas que encontram `3,3 e `2,2 são dadas por {`3,2, `2,3, m1,1, m2,2, m3,3}.

● Duplo-seis

O Corolário B.9 nos garante que as retas

a1 = `2,1, a2 = `1,2, a3 = n2,1, a4 = n1,3, a5 = n3,2, a6 = `3,3,

b1 = `3,1, b2 = `1,3, b3 = n1,1, b4 = n2,2, b5 = n33, b6 = `2,2.

formam um Double-six.

Retas residuais às cônicas ai ∪ bj

Recapitulando. A partir de duas retas disjuntas (quaisquer) numa superfície cúbica não

singular S somos capazes de determinar um duplo-seis (como acabamos de fazer no exemplo

1). Ou seja, temos retas em S

a1, a2, a3, a4, a5, a6,

b1, b2, b3, b4, b5, b6,

tais que: ai ∩ aj = ∅, bi ∩ bj = ∅ para todo i ≠ j. Além

disso,

ai ∩ bi = ∅ para todo i e

ai ∩ bj ≠ ∅ para todo i ≠ j..

Como as retas ai e bj são concorrentes para todo i ≠ j, podemos considerar o plano

Hij = ⟨ai, bj⟩. Neste caso,

Hij ∩ S = ai ∪ bj ∪ `ij

sendo a curva residual à reta ai no plano Hij dada por Cij = bj ∪ `ij.

A seguir considere

∆ = {`ij ∣ i ≠ j, 1 ≤ i, j ≤ 6}. (B.7)

Assim, Hij = ⟨ai, bj⟩ = ⟨ai, `ij⟩ = ⟨bj, `ij⟩.

Proposição B.10. Com as notações acima. Veri�ca-se que:

1. ∆ ∩ {a1, ..., a6, b1, ..., b6} = ∅.

2. `ij ∩ ak ≠ ∅ se, e somente se, k ∈ {i, j}.

3. `ij ∩ bk ≠ ∅ se, e somente se, k ∈ {i, j}.

4. `ij = `ji para todo i ≠ j.

5. `ij = `rs se, e somente se, i = r e j = s, sendo i < j e r < s.
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6. Se `ij ≠ `rs então `ij ∩ `rs ≠ ∅ se, e somente se, {i, j} ∩ {r, s} = ∅.

Demonstração. 1. Considere `ij ∈ ∆. Assim, Hij ∩ S = ai ∪ bj ∪ `ij. Logo, `ij ≠ ai e

`ij ≠ bj. Suponha, por absurdo que `ij = ak sendo k ≠ i. Neste caso,

ak ⊂Hij = ⟨`ij, ai⟩ Ô⇒ ak ∩ ai ≠ ∅ comk ≠ i (Absurdo!)

Analogamente, ao supormos que `ij = bk sendo k ≠ j, chegamos no absurdo bk ∩ bj ≠ ∅

com k ≠ j.

2.Ô⇒ Considere ak tal que ak ∩ `ij ≠ ∅. Suponha, por absurdo, que k /∈ {i, j}. Neste

caso, ak ∩ bj ≠ ∅ pois k ≠ j e ak ∩ `ij ≠ ∅. Assim, segue do Lema B.6 que

ak ⊂Hij = ⟨`ij, bj⟩ = ⟨`ij, ai⟩ Ô⇒ ak ∩ ai ≠ ∅ comk ≠ i (Absurdo!)

2.⇐Ô Se k = i então ak ∩ `ij ≠ ∅, visto que ai ⊂ Hij ⊃ `ij. No caso, k = j, lembre que

a reta aj encontra alguma das retas do conjunto {ai, bj, `ij} (cf. Lema 2,1, p. 83 em

[22]). Entretanto, aj ∩ ai = ∅ para j ≠ i e aj ∩ bj = ∅. Portanto, aj ∩ `ij ≠ ∅.

3. Exercício.

4. Observe que Hji ∩ S = aj ∪ bi ∪ `ji. De fato, Hji = ⟨aj, bi⟩ = ⟨aj, `ji⟩ = ⟨bi, `ji⟩. Além

disso, segue dos itens 2. e 3. que `ij ∩ aj ≠ ∅ e `ij ∩ bi ≠ ∅. Assim, o Lema B.6 nos

garante que `ij ⊂ Hji. Agora, como `ij é irredutível, e `ij ⊂ Hji ∩ S = aj ∪ bi ∪ `ji com

`ij ≠ aj e `ij ≠ bi por conta do item 1., segue que `ij = `ji.

5.Ô⇒ Considere i < j e r < s tais que `ij = `rs. Assim,

`rs ∩ ai ≠ ∅ e `rs ∩ bj ≠ ∅ Ô⇒ i ∈ {r, s} e j ∈ {r, s} Ô⇒ i = r e j = s.

6.Ô⇒ Considere `ij ≠ `rs.

Suponha, pelo absurdo, que {i, j} ∩ {r, s} ≠ ∅. Desse modo temos as seguintes

possibilidades:

● i ∈ {r, s} e j ∈ {r, s}. Logo, `ij = `rs (Absurdo!).

● i ∈ {r, s} ou j /∈ {r, s}. Neste caso, `r,s ∩ ai ≠ ∅ e `r,s ∩ bj = ∅. De onde concluímos que

`ij ∩ `rs = ∅ (Absurdo!).16

● i /∈ {r, s} ou j ∈ {r, s}. Neste caso, `r,s ∩ ai = ∅ e `r,s ∩ bj ≠ ∅. De onde concluímos que

`ij ∩ `rs = ∅ (Absurdo!).

6.⇐Ô Suponha, pelo absurdo, que `ij ∩ `rs = ∅. Observe que a reta `rs encontra pelo

menos uma das retas do conjunto {ai, bj, `ij} (cf. Lema 2,1, p. 83 em [22]). Como

16Se `ij ∩`rs ≠ ∅, tendo em consideração que `r,s∩ai ≠ ∅, segue do Lema 1 que `rs ⊂Hij = ⟨ai, `ij⟩ =
⟨ai, bj⟩, o que implica em `r,s ∩ bj ≠ ∅.
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estamos supondo que `ij ∩ `rs = ∅, então necessariamente `rs ∩ ai ≠ ∅ ou `rs ∩ bj ≠ ∅.

Logo, i ∈ {r, s} ou j ∈ {r, s}. De onde concluímos que {i, j} ∩ {r, s} ≠ ∅ (Absurdo!).

Observação: Para todo i, j ∈ {1, ...,6} tais que i ≠ j tem-se que os planos Hij =

⟨ai, bj⟩ e Hji = ⟨aj, bi⟩ são distintos (visto que ai ∩aj = ∅ se i ≠ j) e sua reta de interseção

é `ij = `ji.

Corolário B.11. Com as notações acima. Veri�ca-se que #∆ = 15 e

Φ(S) = {a1, ..., a6} ⊍ {b1, ..., b6} ⊍ ∆.

Demonstração. Segue do item 4. na Proposição B.10 que ∆ = {`ij ∣ 1 ≤ i < j ≤ 6}.

Além disso, o item 5. na Proposição B.10 nos garante que cada par (i, j) com i < j,

i, j ∈ {1, ...6} determina uma única reta `ij ∈ ∆. Portanto, #∆ = 15.

Sejam A = {a1, ..., a6} e B = {b1, ..., b6}. Sabemos que A ∩ B = ∅ e #A = 6 = #B.

Assim, o item 1. na Proposição B.10 nos garante que A∪ B ∪∆ é um subconjunto de

Φ(S) constituído de 6+6+15 = 27 retas (distintas). Por outro lado, o Teorema B.5 nos

garante que #(Φ(S)) = 27. Portanto, Φ(S) = A ⊍ B ⊍ ∆.

Agora vamos estudar a incidência entre as 15 retas na família ∆ da superfície cúbica

não singular S em P3.

Lembremos que. A partir de duas retas disjuntas (quaisquer) numa superfície cúbica não

singular S somos capazes de determinar um duplo-seis. Ou seja, obtivemos as famílias de

retas A = {a1, ....a6} e B = {b1, ....b6} em S.

a1, a2, a3, a4, a5, a6,

b1, b2, b3, b4, b5, b6,

tais que: ai ∩ aj = ∅, bi ∩ bj = ∅ para todo i ≠ j. Além

disso,

ai ∩ bi = ∅ para todo i e

ai ∩ bj ≠ ∅ para todo i ≠ j..
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Sendo as retas ai e bj concorrentes para todo i ≠ j, obtemos os planos Hij = ⟨ai, bj⟩

tais que Hij ∩ S = ai ∪ bj ∪ `ij, sendo a curva residual à reta ai no plano Hij dada por

Cij = bj ∪ `ij.

Além disso, para todo i, j ∈ {1, ...,6} tais que i ≠ j, os planos Hij = ⟨ai, bj⟩ e Hji =

⟨aj, bi⟩ são distintos e sua reta de interseção é `ij = `ji.

De fato, no Corolário B.11 provamos que

Φ(S) = {a1, ..., a6} ⊍ {b1, ..., b6} ⊍ ∆ sendo ∆ = {`ij ∣ 1 ≤ i < j ≤ 6}.

Incidência das retas na família ∆

Proposição B.12. Com as notações acima. Considere as retas m1, ...,mk em ∆ e

I6 = {1,2,3,4,5,6}.

(i) m1 ∩m2 = ∅ ⇐⇒ ∃{α,β1, β2} ⊂ I6 tal que #{α,β1, β2} = 3 e mi = `αβi i = 1,2.

(ii)

m1,m2 e m3 são

duas a duas

disjuntas

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∃ {α,β1, β2, β3} ⊂ I6 tal que #{α,βi}3
i=1 = 4 e

mi = `αβi ∀ i.

ou

∃ {α,β1, β2} ⊂ I6 tal que #{α,β1, β2} = 3 e

m1 = `αβ1 , m2 = `αβ2 , m3 = `β1β2 .

(iii)
m1,m2,m3 e m4 são

duas a duas disjuntas
⇐⇒

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

∃ {α,β1, β2, β3, β4} ⊂ I6 tal que #{α,βi}4
i=1 = 5

e mi = `αβi ∀ i.

(iv)
m1,m2,m3,m4 e m5 são

duas a duas disjuntas
⇐⇒

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

∃ {α,β1, β2, β3, β4, β5} ⊂ I6 tal que

{α,βi}5
i=1 = I6 e mi = `αβi ∀ i.

(v) Não existem 6 retas duas a duas disjuntas em ∆.

Demonstração. A recíproca das implicações nos itens (i), (ii), (iii) e (iv), segue do item

6. da Proposição B.10.

(i) Ô⇒ Considere m1 = `ij e m2 = `rs em ∆ tais que m1 ∩m2 = ∅. Segue do item 6.

da Proposição B.10 que: `ij ∩ `rs = ∅ ⇐⇒ {i, j} ∩ {r, s} ≠ ∅. Visto que, m1 ∩m2 = ∅

segue que as retas são distintas, logo #({i, j} ∩ {r, s}) = 1. Assim, podemos escrever

{i, j} ∩ {r, s} = {α}, {i, j} = {α,β1} e {r, s} = {α,β2} com β1 ≠ β2. Ou seja, m1 = `αβi e
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m2 = `αβ2 .

(ii) Ô⇒ Considere as retas m1, m2 e m3 ∈ ∆. Assuma que mi ∩mj = ∅ ∀ i ≠ j.

Como m1 ∩ m2 = ∅, segue do item (i) que existem α,β1, β2 ∈ I6 distintos e tais

que m1 = `αβ1 e m2 = `αβ2 . Agora, assuma que m3 = `ij. Como m1 ∩ m3 = ∅ e

m2 ∩m3 = ∅, segue que {α,β1} ∩ {i, j} ≠ ∅ e {α,β2} ∩ {i, j} ≠ ∅. Lembre que tais

interseções tem cardinalidade 1, pois as retas são distintas. Assim, temos as seguintes

duas possibilidades:

● {α,β1} ∩ {i, j} = {α} = {α,β2} ∩ {i, j}.

Neste caso, m3 = `αβ3 com β3 ≠ βi para i = 1,2. De fato, #{α,βi}3
i=1 = 4.

● {α,β1} ∩ {i, j} = {β1} e {α,β2} ∩ {i, j} = {β2}.

Neste caso, {i, j} = {β1, β2}. Logo, m3 = `β1β2 e #{α,β1, β2} = 3.

(iii) Ô⇒ Considere as retas duas a duas disjuntas m1,..., m4 em ∆. Como mi∩mj = ∅

para todo i ≠ j, i, j ∈ {1,2,3}, segue de (ii) que existem duas possibilidades para os

índices dessas retas:

● m1 = `αβ1 , m2 = `αβ2 e m3 = `αβ3 com #{α,β1, β2, β3} = 4.

Agora, se m4 = `ij então a condição mk ∩m4 = ∅ para todo k ∈ {1,2,3}, implica em

{α,βk} ∩ {i, j} ≠ ∅ para todo k ∈ {1,2,3}.

A�rmação 1: {α,βk} ∩ {i, j} = {α} para todo k ∈ {1,2,3}.

Suponha, por absurdo, que existe k ∈ {1,2,3} tal que {α,βk} ∩ {i, j} ≠ {α}. Neste

caso, {α,βk} ∩ {i, j} = {βk}.

Observe que, se {α,βr}∩{i, j} = {α} para algum r ∈ {1,2,3}, r ≠ k então necessaria-

mente {i, j} = {α,βk}. Logo m4 =mk para algum k ∈ {1,2,3} (Absurdo!). Do contrário,

isto é, {α,βr} ∩ {i, j} ≠ {α} para todo r ∈ {1,2,3}, r ≠ k então {i, j} = {β1, β2} =

{β1, β3} = {β2, β3} (Absurdo!).
[Fim da prova da A�rmação 1]

Assim, segue da a�rmação 1 que m4 = `αβ4 com β4 ≠ βk para todo k ∈ {1,2,3}.

● m1 = `αβ1 , m2 = `αβ2 e m3 = `β1β2 com #{α,β1, β2} = 3.

Se m4 = `ij então a condição mk ∩ m4 = ∅ para todo k ∈ {1,2,3}, implica em

{α,βk} ∩ {i, j} ≠ ∅ para k = 1,2 e {β1, β2} ∩ {i, j} ≠ ∅.

Observe que, se {β1, β2} ∩ {i, j} = {β1} então {α,β1} ∩ {i, j} = {β1} e

{α,β2} ∩ {i, j} = {β2}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ô⇒m4=m3 Absurdo!

ou {α,β2} ∩ {i, j} = {α}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ô⇒m4=m1 Absurdo!

Analogamente, ao supormos que {β1, β2} ∩ {i, j} = {β2}, chegamos na conclusão que

m4 =m3 ou m4 =m2 (o que é um Absurdo!).
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(iv) Ô⇒ Considere as retas duas a duas disjuntas m1,..., m5 em ∆. Como mi∩mj = ∅

para todo i ≠ j, i, j ∈ {1,2,3,4}, segue de (iii) que mi = `α,βi para i = 1, ...,4 com

#{α,β1, ..., β4} = 5.

Se m5 = `ij então a condição m5 ∩mi = ∅ para todo k ∈ {1,2,3,4}, implica em

{α,βk} ∩ {i, j} ≠ ∅ para todo k ∈ {1,2,3,4}. Observe que por conta de #{i, j} = 2

existe k ∈ {1,2,3,4} tal que {α,βk} ∩ {i, j} = {α}. Entretanto, se existir r ∈ {1,2,3,4}

tal que {α,βr} ∩ {i, j} = {βr} então m5 =mr ( Absurdo!). Assim, {α,βk} ∩ {i, j} = {α}

para todo k ∈ {1,2,3,4}. Logo, m5 = `α,β5 com β5 ≠ βk para todo k ∈ {1,2,3,4}. Assim,

mi = `α,βi para todo i, com {α,β1, ..., β5} = I6.

(v) Do item (iv) segue que, se m1, ...,m5 são 5 retas duas a duas disjuntas em ∆,

então mi = `α,βi para todo i, com {α,β1, ..., β5} = I6. Portanto, para qualquer reta

m6 = `ij ∈ ∆ segue que α ∈ {i, j} ou α /∈ {i, j}.

● Se α ∈ {i, j} então m6 =mi para algum i ∈ {1, ...,5}, visto que I6 − {α} = {β1, ..., β5}.

● Se α /∈ {i, j} então m6 = `βiβj para algum i ≠ j, i, j ∈ {1, ...,5}. Neste caso, {α,βk} ∩

{βi, βj} = ∅ se, k /∈ {i, j}. Assim, segue do item 6. da proposição B.10, quemk∩m6 ≠ ∅.

Portanto, não existem 6 retas duas a duas disjuntas em ∆.

No que segue do texto, considere o duplo-seis A = {a1, ..., a6}, B = {b1, ..., b6}.

Lema B.13. Seja C ⊂ Φ(S) não vazio formado por retas duas a duas disjuntas tal que

C ⊆ A ⊍ B. Então exatamente uma das seguintes possibilidades acontece: C ⊆ A ou

C ⊆ B ou C = {ai, bi} para algum i ∈ {1, ...,6}.

Demonstração. Como C ⊆ A ⊍ B segue que C = (C ∩A) ⊍ (C ∩B). Temos exatamente

três possibilidades, a saber:

● C ∩A = ∅ Ô⇒ C ⊆ B.

● C ∩ B = ∅ Ô⇒ C ⊆ A.

● C ∩A ≠ ∅ e C ∩ B ≠ ∅.

Neste caso. existe ai ∈ C e bj ∈ C. Como ai ∩ bj = ∅ segue que i = j. Logo,

{ai, bi} ⊆ C. Suponha que {ai, bi} ≠ C. Neste caso existe ` ∈ C −{ai, bi}. Como as retas

em C são duas a duas disjuntas, segue que `∩ai = ∅ e `∩ bi = ∅. Se ` = ak para alguma

k ∈ I6 = {1, ...,6} então k ≠ i (visto que ak ∩ ai = ∅) e k = i (visto que ak ∩ bi = ∅) o que

é um absurdo. Analogamente, se ` = bk para alguma k ∈ I6 chegamos num absurdo.

Teorema B.14. Se

Γ = {C ⊂ Φ(S) ∣ C é formado por retas duas a duas disjuntas e #C = 6},

então #Γ = 72.
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Demonstração. Segue do Corolário B.11 que Φ(S) = A ⊍ B ⊍ ∆. sendo A = {a1, ..., a6},

B = {b1, ..., b6} e ∆ = {`ij ∣ 1 ≤ i < j ≤ 6}.

Observe que Γ ≠ ∅ visto que A (como também B) pertence a Γ. Para determinar a

cardinalidade de Γ, faremos uso da seguinte partição: Se C ∈ Γ então, veri�ca-se que

C = (C ∩A) ⊍ (C ∩ B) ⊍ (C ∩∆).

De fato, #C = 6 implica em 0 ≤ #(C ∩ ∆) ≤ 6. A seguir analisaremos cada uma das

possibilidades para #(C ∩∆).17 Ou equivalentemente, para #(Γi) sendo

Γi = {C ∈ Γ ∣ #(C ∩∆) = i} com i ∈ {0,1,2,3,4,5,6}.

Assuma que C = {m1,m2,m3,m4,m5,m6}.

1o) #(C ∩∆) = 6.

Neste caso, C ∩ ∆ é um subconjunto de ∆ constituído por 6 retas duas a duas

disjuntos. Entretanto, não existem tais subconjuntos em ∆ (conforme o item (v)

da Proposição B.12). Assim, Γ6 = ∅.

2o) #(C ∩∆) = 5.

Neste caso, assuma que C ∩ ∆ = {m1, ...,m5}. Assim, segue do item (iv) da

Proposição B.12 quemi = `αβi para i ∈ {1, ...,5} com {α,β1, ..., β5} = I6 = {1, ...,6}.

Além disso,m6 ∈ A⊍B. Logom6 = ai oum6 = bi para algum i ∈ I6 = {α,β1, ..., β5}.

Assim, existe j ∈ {1, ...,5} tal que m6 ∩mj ≠ ∅, visto que: `rs ∩ ak ≠ ∅ ⇐⇒ k ∈

{r, s} ⇐⇒ `rs ∩ bk ≠ ∅.18 Portanto, Γ5 = ∅.

3o) #(C ∩∆) = 4.

Neste caso, assuma que C ∩ ∆ = {m1, ...,m4}. Assim, segue do item (iii) da

Proposição B.12 que mi = `αβi para i ∈ {1, ...,4} com #{α,β1, ..., β4} = 5. Além

disso, m5 e m6 ∈ A ⊍ B. Agora, segue do Lema B.13 que

{m5,m6} ⊂ A ou {m5,m6} ⊂ B ou {m5,m6} = {aγ, bγ} para algum γ ∈ I6.

Observe que:

● Se mi ∈ A então mi = aγ com γ ∈ I6 − {α,β1, ..., β4} visto que m5 ∩mk = ∅ para

todo k ∈ {1, ...,4}. Assim, I6 = {α,β1, ..., β4, γ}. Logo, {m5,m6} ⊂ A nos leva a

17Ou seja, estamos particionando o conjunto Γ da seguinte forma: Γ =
6

⊍
i=0

Γi sendo Γi = {C ∈ Γ ∣

#(C ∩∆) = i}.
18Conforme o item 2. e 3. da Proposição B.10.
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concluir que e m5 = aγ = a6 (Absurdo!).

● Analogamente, se {m5,m6} ⊂ B chegamos no absurdo m5 = bγ = a6 com γ ∈ I6-

− {α,β1, ..., β4}.

Assim, {m5,m6} = {aγ, bγ} com γ ∈ I6 − {α,β1, ..., β4}.

Portanto, C = {`αβ1 , `αβ2 , `αβ3 , `αβ4 , aγ, bγ} com I6 = {α,β1, ..., β4, γ}. Logo, os

índices das retas em C são determinados pelas 6 ⋅ 5 = 30 possibilidades para

escolher α ∈ I6 e {β1, ..., β4} ⊂ I6 − {α}. Portanto, #(Γ4) = 30.

4o) #(C ∩∆) = 3.

Neste caso, assuma que C ∩ ∆ = {m1,m2,m3}. Assim, segue do item (ii) da

Proposição 1 que:

mi = `αβi para i = 1,2,3
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(i)

ou m1 = `αβ1 , m2 = `αβ2 e m3 = `β1β2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(ii)

com #{α,β1, β2, β3} = 4.

Além disso, m4,m5 e m6 ∈ A ⊍ B.

(i) Se mi ∈ A para algum i ∈ {4,5,6} então mi = aγ com γ ∈ I6 − {α,β1, β2, β3}.

Como #(I6 − {α,β1, β2, β3}) = 2, segue que #(A ∩ {m4,m5,m6}) ≤ 2 (visto que

ai∩aj = ∅ se e só se, i ≠ j). Analogamente, mostra-se que #(B∩{m4,m5,m6}) ≤ 2.

Assim, concluímos que

{m4,m5,m6} /⊂ A e {m4,m5,m6} /⊂ B

Assim, segue do Lema B.13 que {m4,m5,m6} = {ai, bi} para algum i ∈ I6 (Ab-

surdo!). Portanto, não existe C ∈ Γ tal que C ∩∆ = {m1,m2,m3} satisfazendo a

condição (i).

(ii) Se mi ∈ A para algum i ∈ {4,5,6} então mi = aγ com γ ∈ I6−{α,β1, β2}. Como

#(I6 − {α,β1, β2}) = 3, segue que #(A ∩ {m4,m5,m6}) ≤ 3 (visto que ai ∩ aj = ∅

se e só se, i ≠ j). Analogamente, mostra-se que #(B ∩ {m4,m5,m6}) ≤ 3. Do

Lema B.13, ao considerar C1 = {m4,m5,m6}, segue que:

C1 ⊂ A ou C1 ⊂ A ou C1 = {ai, bi} para algum i.

Observe que a ultima possibilidade não acontece, pois #C1 = 3. Assim, só vamos

analisar as primeiras duas possibilidades:

● Se A ∩ {m4,m5,m6} = {m4,m5,m6} então m3+i = aγi para i = 1,2,3 sendo

I6 = {α,β1, β2, γ1, γ2, γ3}.
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Neste caso, C = {`αβ1 , `αβ2 , `β1β2 , aγ1 , aγ2 , aγ3} com I6 = {α,β1, β2, γ1, γ2, γ3}. Logo,

os índices das retas em C são determinados pelas 20 possibilidades que temos para

escolher um subconjunto de três elementos {α,β1, β2} em I6.19

● Analogamente, se B ∩ {m4,m5,m6} = {m4,m5,m6} então m3+i = bγi para i =

1,2,3 sendo I6 = {α,β1, β2, γ1, γ2, γ3}.

Neste caso, C = {`αβ1 , `αβ2 , `β1β2 , bγ1 , bγ2 , bγ3} com I6 = {α,β1, β2, γ1, γ2, γ3}. No-

vamente, os índices das retas em C são determinados pelas 20 possibilidades que

temos para escolher um subconjunto de três elementos {α,β1, β2} em I6.

Portanto, #(Γ3) = 20 + 20 = 40.

5o) #(C ∩∆) = 2.

Neste caso, assuma que C ∩ ∆ = {m1,m2}. Assim, segue do item (i) da Pro-

posição B.12 que mi = `αβi para i = 1,2 com #{α,β1, β2} = 3. Além disso,

C1 = {m3,m4,m5,m6} ⊂ A ⊍ B. Observe que:

#(A ∩C1) ≤ 3 e #(B ∩C1) ≤ 3.20

Logo, C1 /⊂ A e C1 /⊂ B, por conseguinte o Lema 1 nos leva a concluir que C1 =

{ai, bi} para algum i ∈ I6 (Absurdo!).

Assim, não existe C ∈ Γ tal que #(C ∩∆) = 2. Portanto, Γ2 = ∅.

6o) #(C ∩∆) = 1.

De forma análoga ao caso anterior, mostra-se que não existe C ∈ Γ tal que #(C ∩

∆) = 1. Portanto, Γ1 = ∅. Exercício

7o) #(C ∩∆) = 0.

Neste caso, C ⊂ A ⊍ B com #C = 6. Assum, segue do lema 1 que C ⊆ A ou C ⊆ B.

Como #A = #B = 6, segue que C = A ou C = B. Portanto, #Γ0 = 2.

Resumo: #Γ =
6

∑
i=0

#Γi = 2 + 0 + 0 + 40 + 30 + 0 + 0 = 72.

Teorema B.15. Superfícies cúbicas não singulares em P3 possuem no máximo 6 retas

duas a duas disjuntas. Ou seja, r3 = 6.
19Observe que se {i, j, k} ⊂ I6 com i < j < k, então ao escolher α = i obtemos as retas `ij , `ik e

`jk. Entretanto, ao escolher α = j obtemos as retas `ji = `ij , `jk e `ik. Para α = k obtemos as retas
`ki = `ik, `kj = `jk e `ij . Portanto, uma escolha de três índices em I6 determina um único subconjunto
de três retas duas a duas disjuntas em ∆.

20Visto que, ak ∩mi = ∅ para i = 1,2 se, k ∈ I6 −{α,β1, β2}. Como também, bk ∩mi = ∅ para i = 1,2
se, k ∈ I6 − {α,β1, β2}
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Demonstração. Sabemos que existem 6 retas duas a duas disjuntas em S, por exemplo

as retas em A. Suponha, por absurdo, que r3 ≥ 7, assim existem m1, ...,m7 retas em

S duas a duas disjuntas. Seja C = {m1, ...,m6}. Desse modo, C ∈ Γ (Γ de�nido no

Teorema B.14). Além disso, a partir da demonstração do Teorema B.14, temos que:

C ∈ Γi para algum i ∈ {0,3,4}. De fato,

(i) Se C ∈ Γ0 então C = A ou C = B.

Vamos supor que C = A. Neste caso, m7 ∈ B ⊍∆. Agora, se m7 ∈ B então m7 = bi

para algum i ∈ I6 = {1, ...,6} e m7∩aj ≠ ∅ para todo j ≠ i (Absurdo! visto que m1, ...,m7

são duas a duas disjuntas). Entretanto, se m7 ∈ ∆ então m7 = `ij para algum i ≠ j em

I6, e neste caso, m7 ∩ ai ≠ ∅ (Absurdo!).

De forma análoga, se C = B chegamos num absurdo.

(ii) Se C ∈ Γ3 então

C = {`αβ1 , `αβ2 , `β1β2 , aγ1 , aγ2 , aγ3} ou C = {`αβ1 , `αβ2 , `β1β2 , bγ1 , bγ2 , bγ3}

com I6 = {α,β1, β2, γ1, γ2, γ3}

Vamos supor que C = {`αβ1 , `αβ2 , `β1β2 , aγ1 , aγ2 , aγ3}. A seguir vamos analisar as

possibilidades para a escolha de m7.

● Se m7 = ai ∈ A então i /∈ {α,β1, β2} pois m7 ∩ `ij = ∅ se, i, j ∈ {α,β1, β2}. Logo

i ∈ {γ1, γ2, γ3}. Neste caso, m7 = aγj e m7 ∩ bγk ≠ ∅ para todo k ∈ {1,2,3} tal que k ≠ j

(Absurdo! visto que m1, ...,m7 são duas a duas disjuntas).

● Se m7 = bi ∈ B então i /∈ {α,β1, β2} pois m7 ∩ `ij = ∅ se, i, j ∈ {α,β1, β2}. Logo

i ∈ {γ1, γ2, γ3}. Neste caso, m7 = bγj e m7 ∩ aγk ≠ ∅ para todo k ∈ {1,2,3} tal que k ≠ j

(Absurdo! visto que m1, ...,m7 são duas a duas disjuntas).

● Se m7 = `ij ∈ ∆ então i, j /∈ {γ1, γ2, γ3} pois m7 ∩ aγk = ∅ se, k ∈ {1,2,3}. Logo i, j ∈

{α,β1, β2}. Portanto, `ij = ` com ` ∈ {`αβ1 , `αβ2 , `β1β2} (Absurdo! visto que m1, ...,m7

são duas a duas disjuntas)

Uma análise semelhante segue no caso em que C = {`αβ1 , `αβ2 , `β1β2 , bγ1 , bγ2 , bγ3}.

Deixamos como Exercício.

(iii) Se C ∈ Γ4 então C = {`αβ1 , `αβ2 , `αβ3 , `αβ4 , aγ, bγ} com I6 = {α,β1, β2, β3, β4, γ}.

A seguir vamos analisar as possibilidades para a escolha de m7, neste caso.

● Se m7 = ai ∈ A então i /∈ {α,β1, ..., β4} pois m7 ∩ `ij = ∅ se, i, j ∈ {α,β1, ..., β4}. Logo

m7 = aγ (Absurdo! visto que m1, ...,m7 são duas a duas disjuntas).

● Se m7 ∈ B então de forma análoga ao caso anterior, concluímos que m7 = bγ (Absurdo!

visto que m1, ...,m7 são duas a duas disjuntas).

● Se m7 = `ij ∈ ∆ então i, j ∈ {α,β1, β2, β3, β4} pois m7 ∩ aγ = ∅. Assim, podemos

escolher {r, s} ⊂ {α,β1, β2, β3, β4} − {i, j} com r ≠ s. Logo, {r, s} ∩ {i, j} = ∅ o que

implica em m7 ∩ `rs ≠ ∅ (Absurdo! visto que m1, ...,m7 são duas a duas disjuntas).
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Portanto, toda superfície cúbica não singular em P3 possui no máximo 6 retas duas

a duas disjuntas.

Vamos concluir mostrando que existem 45 planos em P3, cuja interseção com uma

superfície cúbica não singular em P3 consiste de exatamente 3 retas (duas a duas distintas).

Teorema B.16. Sejam S uma superfície cúbica não singular em P3 e

Ω = {H
plano
⊂ P3 ∣H ∩ S consiste de três retas distintas },

então #Ω = 45.

Demonstração. lembremos que o Corolário B.11 nos garante que

Φ(S) = A ⊍ B ⊍ ∆ sendo ∆ = {`ij ∣ 1 ≤ i < j ≤ 6}.

sendo A = {a1, ..., a6}, B = {b1, ..., b6} um duplo seis, e `i,j ∈ ∆ a reta residual à cônica

ai ∪ bj no plano Hij = ⟨ai, bj⟩, isto é,

Hij ∩ S = ai ∪ bj ∪ `ij ∀ 1 ≤ i, j ≤ 6 com i ≠ j. (B.8)

Lembre que `ij = `ji e Hij ≠ Hji para todo i ≠ j, i, j ∈ {1, ...,6} (veja �gura na página

1).

A�rmação 1: #Ω ≥ 45.

Segue de (B.8) que Hij ∈ Ω para todo i ≠ j, i, j ∈ {1, ...,6}. Assim, obtemos 30

planos que pertencem a Ω.

Por outro lado, se escolhermos um subconjunto com 4 elementos {α,β, γ, δ} ⊂ I6 =

{1,2, ...,6}, obteremos as retas concorrentes `αβ e `γδ ∈ ∆. De fato, tais retas determi-

nam o plano Hαβγδ = ⟨`αβ, `γδ⟩. Observe que:

● Se ` ∈ Φ(S) é tal que ` ∩ `αβ ≠ ∅ e ` ∩ `γδ ≠ ∅, então ` = `rs sendo I6 = {α,β, γ, δ, r, s}.

Basta observar que tal reta ` /∈ A ⊍ B, visto que

ai ∩ `αβ ≠ ∅ e ai ∩ `γδ ≠ ∅ ⇐⇒ i ∈ {α,β} e i ∈ {γ, δ},

bi ∩ `αβ ≠ ∅ e bi ∩ `γδ ≠ ∅ ⇐⇒ i ∈ {α,β} e i ∈ {γ, δ}.

Logo, ` = `ij ∈ ∆ e neste caso,

`ij ∩ `αβ ≠ ∅ e `ij ∩ `γδ ≠ ∅ ⇐⇒ {i, j} ∩ {α,β} = ∅ e {i, j} ∩ {γ, δ} = ∅.

O que determina tal reta ` de forma única.

● Hαβγδ ∩ S = `αβ ∪ `γδ ∪ `rs de modo que I6 = {α,β, γ, δ, r, s}.
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B. Retas em superfícies cúbicas

Note que `αβ ∪ `γδ ⊂Hαβγδ ∩S. Assim, a curva residual à reta `αβ no plano Hαβγδ é

da forma `γδ ∪`, sendo ` uma reta contida em S tal que Hαβγδ ∩S = `αβ ∪`γδ ∪`. Como `

está contida no plano Hαβγδ = ⟨`αβ, `γδ⟩, segue que ` encontra as retas `αβ e `γδ. Assim,

segue do item anterior que ` = `rs com r, s tais que I6 = {α,β, γ, δ, r, s}.

Assim obtemos 15 planos da forma Hαβγδ ∈ Ω, pois temos 15 = (6
4
) escolhas para

α,β, γ, δ ∈ I6.

Portanto, temos 30 +15 =45 planos distintos em Ω.

[Fim da prova da A�rmação 1]

A�rmação 2: Se H ∈ Ω então H = ⟨ai, bj⟩ com i ≠ j, i, j ∈ I6 ou H = ⟨`αβ, `γδ⟩ com

{α,β, γ, δ} ⊂ I6 de cardinalidade 4.

Considere H ∈ Ω e suponha que H ≠ ⟨ai, bj⟩ para todo i, j ∈ I6 com i ≠ j. Assuma

que

H ∩ S =m1 ∪m2 ∪m3.

Note que:

● Se m3 = ai ∈ A (a menos de uma reordenação nos índices 1, 2 e 3) então m1,m2 ∈ ∆

e são concorrentes. Assim, m1 = `αβ e m2 = `γδ com {α,β} ∩ {γ, δ} = ∅. Entretanto,

ai ∩ `αβ ≠ ∅ e ai ∩ `γδ ≠ ∅ ⇐⇒ i ∈ {α,β} e i ∈ {γ, δ}. ( Absurdo!)

● Se m3 = bi ∈ A (a menos de uma reordenação nos índices 1, 2 e 3) então m1,m2 ∈ ∆

e são concorrentes. Assim, m1 = `αβ e m2 = `γδ com {α,β} ∩ {γ, δ} = ∅. Entretanto,

bi ∩ `αβ ≠ ∅ e bi ∩ `γδ ≠ ∅ ⇐⇒ i ∈ {α,β} e i ∈ {γ, δ}. ( Absurdo!)

Portanto,m1,m2 em3 ∈ ∆. Comomi∩mj para todo i ≠ j (pois são retas coplanares),

segue que m1 = `αβ, m2 = `γδ e m3 = `rs sendo seus índices tais que I6 = {α,β, γ, δ, r, s}.

Assim, H = ⟨`αβ, `γδ⟩ com {α,β, γ, δ} ⊂ I6 de cardinalidade 4.

120



Referências Bibliográ�cas

[1] Apostol, T. M., Modular functions and Dirichlet series in number theory, Gra-

duate texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, vol. 41, 2ª Ed., 1990.

[2] Campo, A. M., Sottile, F. & Williams, R. L., Classi�cation of Schubert

Galois groups in Gr (4, 9), arXiv preprint arXiv:1902.06809, 2020.

[3] Cayley, A., A memoir on cubic surfaces, Philosophical Transactions of the Royal

Society of London, The Royal Society, n. 159: p. 231-326, 1869.

[4] Cayley, A., On the triple tangent planes of surfaces of the third order, Cambridge

and Dublin Math. J., vol. 4: p. 118-138, 1849.

[5] Cox, D. A., Little, J. & O'shea, D., Ideals, Varieties and Algorithms, Sprin-

ger, New York, 3ª Ed., 2006.

[6] Dolgachev, I. V., Introduction to Algebraic Geometry, April 30, 2010. Dis-

ponível em: <http://www.math.lsa.umich.edu/ idolga/631.pdf>. Acessando em:

Junho/2021.

[7] Fulton, W., Algebraic Curves: An Introduction to Algebraic Geometry, ISBN

10:0201510103; January 28, 3ª Ed., 2008.

[8] Gonçalves, A., Introdução à Álgebra. Rio de Janeiro, IMPA, 5ª Ed., 2008.

[9] Harris, J., Algebraic Geometry:a �rst course. Graduate Texts in Mathematics,

New York: Spring-Verlag, vol. 133, 1992.

[10] Harris, J., Galois groups of enumerative problems. Duke Mathematical Journal,

vol. 46, n. 4, p. 685-724 (1979).

[11] Hartshorne, R., Algebraic Geometry, New York: Springer-Verlag. 1977.

[12] Hermite, C., Sur les fonctions algébriques, CR Acad. Sci. (Paris) 32, p. 458-461

(1851).

121



Referências Bibliográ�cas

[13] Hulik, k., Elementary algebraic geometry , First Edition, American Mathemati-

cal Society, 2003.

[14] Jordan, C., Traité des substitutions et des équations algébriques, Gauthier-

Villars, Paris, vol. 1, 1870.

[15] Kirwan, F. C., Complex algebraic curves, Cambridge University Press, 1992.

[16] Mckean, S., Minahan, D. & Zhang, T., All lines on a cubic surface in terms

of three skew lines, arXiv preprint arXiv: 2002.10367, Julho 2020.

[17] Milne, J. S., Fields and Galois Theory, v3.01 Augustu 31, 2021. Disponível

em: <https://www.jmilne.org/math/CourseNotes/FT.pdf>. Acesssando em: Ju-

nho/2021.

[18] Munkres, J. R., Topology; Second Edition, Princiton Hall, Upper Saddle River,

New Delhi, 2000.

[19] Öner, B. C., Galois theory, monodromy groups and �exes of plane

cubic curves, July 2012. Disponível em: <http://www.math.uni-

bonn.de/people/huybrech/Oener�nal.pdf>. Acesssando em: Junho/2021.

[20] Rêgo, T. L. O., Sobre o número máximo de retas em superfícies não singular de

grau 4 em P3, João Pessoa, UFPB, 2016.

[21] Reid, M., Undergraduate algebraic geometry, London Mathematical Society Texts

12, Cambridge University Press, Cambridge, 1988.

[22] Rojas, J. & Lira, D., The maximal number of skew lines on Schur's quartic,

Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova, vol. 142, p. 81-

91, 2019.

[23] Rojas, J. & R. Mendoza, R., A note the Fiber Dimension Theorem, Chile, vol.

28, n. 1, p. 57-73, May 2009.

[24] Rojas, J. & Mendoza, R., Álgebra Linear e o problema das quatro retas do

cálculo de Schubert, Revista Matemática Universitária, n. 45, p. 55-69, 2009.

[25] Shafarevich, I. R., Basic Algebraic Geometry 1: Varieties in Projective Space,

3ª Ed., Springer, 2013.

[26] Silverman, J. H., The Arithmetic of Elliptic Curves, 2ª Ed., Springer, 2009.

122



Referências Bibliográ�cas

[27] Sottile, F., Et al. Galois group in Enumerative Geome-

try and Applications. NASO seminar, 30 April 2020. Disponível

em:<https://www.math.tamu.edu/ frank.sottile/talks/20/NASO.pdf>. Acessado

em: Julho/2021.

[28] Sottile, F. & White, J., Double transitivity of Galois groups in Schubert cal-

culus of Grassmannians,. Algebr. Geom. 2, n. 4, p. 422-445, arXiv preprint ar-

Xiv:1312.5987, 2015.

[29] Vainsencher, I., Introdução às Curvas Algébricas, Rio de Janeiro, IMPA, 2005.

[30] Vilches, M. A., Topologia geral, Departamento de Análise-IME-UFRJ, 2012.

Disponível em:<https://www.academia.edu/20311655/TOPOLOGIA _GERAL

_Mauricio_A_Vilches>, Acessado em: Julho/2021.

123


