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Resumo

Em 1851 o matematico francés Charles Hermite mostrou que o grupo de Galois e
monodromia coincidem no contexto de geometria algébrica. Entretanto, foi Joe Har-
ris (em 1979) que apresentou esse resultado e aplica¢oes numa linguagem moderna.
Neste trabalho inicialmente introduzimos o grupo de Galois e monodromia no contexto
de geometria algébrica seguindo as linhas do artigo "Galois groups of enumerative
problems"([10]). A seguir determinamos o grupo de monodromia dos pontos de in-
flexdo de uma cubica plana nao singular. Sendo esse grupo solavel, determinamos as
coordenadas desses pontos a partir da equacao de Weierstrass de tal cibica. Con-
cluimos revisando os resultados de Harris sobre o grupo de monodromia de retas em
superficies ctibicas nao singulares, dando énfase ao calculo dessas retas a partir da
equacao que define uma superficie ctibica nao singular contendo trés retas duas a duas
disjuntas prefixadas (conforme Mckean-Minaham-Zhang, 2020 (|16])).

Palavras-chave: Grupo de Galois/monodromia. Pontos de inflexdo. Superficie cu-

bica.



Abstract

In 1851 the french mathematician Charles Hermite showed that the Galois group
and monodromy coincide in the context of algebraic geometry. However, it was Joe
Harris (in 1979) that presented this result and applications in a modern language.
In this work initially we introduce the Galois group and monodromy in the context
of algebraic geometry following the lines of the article "Galois groups of enumera-
tive problems"[10]. Next we determine the monodromy group of the inflection points
of a non-singular plane cubic. Since this group is soluble, we determine the coordi-
nates of these points from the Weierstrass equation of such cubic. We conclude by
reviewing Harris’results about the monodromy group of lines in non-singular cubic
surfaces, emphasizing the calculation of these lines from the equation that defines a
non-singular cubic surface containing three lines two by two prefixed disjoint (according
Mckean-Minaham-Zhang, 2020 ([16])).

Keywords: Galois/monodromy group. Inflection points. Cubic surface.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e Pk denota o n-espaco projetivo sobre o corpo K.

e [P denota o n-espacgo projetivo complexo.

o P2={/ |/ éuma reta em P2}.

e /,, denota a reta passando por p e gq.

e (¢, m) denota o plano determinado pelas retas concorrentes ¢ e m.

o Wy = P(Clxg,x1,72]4) € a projetivizagdo do subespago C[xo,21,22]q formado

pelos polinomios homogéneos de grau d.
e B;;(I') denota o grupo das bijecoes no conjunto I'.
e Sing(S) denota o conjunto dos pontos singulares da superficie S.
o Aut(Pg) ={f:Pg — Pg| f é uma mudanca de coordenadas projetivas (MCP)}.

e K(X) ou Frac(A(X)) denota o corpo de fun¢oes de uma variedade afim X.

ix



Introducao

Os grupos de Galois (Monodromia) associados a problemas de geometria enume-
rativa foram inicialmente abordados por volta de 1870 pelo matemaético francés Marie
Ennemond Camille Jordan (1838 — 1922) [14], que constatou que em varios dos pro-
blemas estudados por ele, o grupo de Galois era um subgrupo proprio do grupo das
permutacoes.

Contudo, anteriormente em 1851 o matematico francés Charles Hermite (1822 —
1901), ja tinha demonstrado que o grupo de Galois e monodromia coincidem no con-
texto de geometria algébrica [12]. E importante ressaltar que uma consequéncia desse
resultado ¢é o fato do grupo de monodromia nao depender da escolha do aberto no qual
a funcao racional vira um recobrimento.

Podemos dizer que uma abordagem moderna deste tépico foi iniciada por Harris
(em 1979) em [10], que determinou o grupo de Galois de varios problemas enumerativos
classicos, entre estes podemos citar: pontos de inflexao de curvas planas de grau d > 3,
sendo que para d > 3 mostrou que o grupo de monodromia M ¢& exatamente Ssq(q-2)
(sendo 3d(d - 2) a quantidade de pontos de inflexdo) e no caso d = 3 um subgrupo
de Sy (que sera apresentado no capitulo 2 deste texto). Também tratou do problema
das retas contidas numa hipersuperficie em P" e retas em superficies ctibicas (do qual
trataremos no capitulo 3 deste texto) entre outros.

Apesar disso, existem poucos problemas enumerativos para os quais os grupos de
Galois sao conhecidos. Neste sentido, Frank Sottile e colaboradores tem-se proposto
estudar os grupos de Galois associados a problemas do célculo de Schubert (cf. [2], [27]
e [28]).

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos e consta de dois apéndices, sendo
assim distribuidos. O Capitulo 1 retine alguns resultados sobre recobrimentos e grupos
de homotopia, tendo como referéncia principal o livro "Topology"de James Raymond
Munkres [18] e, ainda neste capitulo revisamos a estrutura de grupo abeliano que as
ctubicas planas nao singulares possuem entre outros resultados afins

No Capitulo 2 exploramos a relacao entre o grupo de monodromia e o grupo de Ga-

lois num exemplo concreto. E introduzimos o grupo de Galois e monodromia associados



a uma funcao racional dominante entre variedades da mesma dimensao.

No Capitulo 3 determinamos o grupo de Galois/monodromia dos pontos de inflexao
de cibicas planas nao singulares. Apos mostrar que esse grupo é soliuvel, determinamos
os pontos de inflexdao de uma cibica nao singular a partir da sua forma de Weierstrass,
em funcao dos coeficientes de sua equacao.

No Capitulo 4 descrevemos o grupo de Galois/Monodromia associado ao problema
das 27 retas em superficies cibicas nao singulares seguindo as linhas do artigo de
Harris [10]. Entretanto, nosso foco foi determinar as formulas para as 24 retas numa
superficie ctibica nao singular que contém as retas Fy = V(xg,21), F2 = V(29,23) €
E3 = V(CL’O —T92,T1 — %3).

A seguir abordando o caso geral, onde consideramos uma superficie ctibica nao
singular S; e determinamos uma mudanca de coordenadas projetivas que leva a reta
A; para E; com 7 = 1,2, 3, sendo Als retas duas a duas disjuntas em S;, dessa forma
podemos aplicar o processo realizado para determinar as equacoes das 27 retas numa
superficie contendo as retas Fi, Fs, F5. Finalizamos o capitulo 4 dando um esboco
do procedimento para determinar as retas no caso em que sao prefixadas duas retas
concorrentes.

Foram introduzidos dois apéndices para auxiliar ao leitor nao familiarizado com es-
ses conceitos. O Apéndice A é dedicado aos conceitos basicos de Geometria Algébrica,
tendo como principais referéncias [6], [9], [11] e [20]. E, no Apéndice B estabelecemos
que toda superficie ciibica ndo singular em P3 contém exatamente 27 retas. Conjunta-

mente sao apresentadas suas relagoes de interseccao.



Capitulo 1
Resultados preliminares

Neste capitulo relatamos os conceitos e resultados basicos de topologia que serao
utilizados no desenvolvimento do capitulo 2 e revisamos a estrutura de grupo abeliano

que as cubicas planas nao singulares possuem entre outros resultados afins.

1.1 Conceitos Basicos de Topologia

Definicao 1.1. Sejam E e B espacos topoldgicos. Uma fungao continua e sobrejetiva
p: F — B ¢é dita uma aplicacao de recobrimento ou apenas um recobrimento, quando
para todo b em B, existe um aberto V' de B contendo b tal que p~1(V) = U U, é uma
uniao de abertos dois a dois disjuntos tal que p, : U, — V & um hOI?leeIOHlOI“ﬁSHIO

para todo a.

Corolario 1.1. Se E e B forem conexos entao todas as fibras (isto é p~1(b)) tem a

mesma cardinalidade.

Demonstragao. Considere b e B. Assuma que #p~1(b) = k. Seja A={ye B |#p(y) =
k}. Note que B = AlJ(B - A). Basta mostrar que A é aberto nao vazio e que B- A é
aberto em B. Sendo B conexo, segue que B- A=¢g. Logo A=B. [

Definicao 1.2. Caminhos homotépicos

Seja X um espaco topologico e I =[0,1]. Uma funcao f:[0,1] — X é denominado
um caminho em X se f for continua. Se f(0) = f(1) entdo f é denominado caminho
fechado.

Dois caminhos f e g em X, sao considerados caminhos homotopicos se eles tém o
mesmo ponto inicial o € o mesmo ponto final x; e se existe uma aplicagao continua
F:1Ix]— X tal que

F(s,0)=f(s) e F(s,1)=g(s)
F(0,t) =z e F(1,t)=x

3



1. Resultados preliminares

para cada s € [ e para cada t € I. F' é denominado caminho homotopico entre f e g.

Teorema 1.2. Sejam p: E — B uma aplicagio de recobrimento tal que p(eg) = by, f
e g dois caminhos em B de by para by, sejam f e g os seus respectivos levantamentos
para caminhos em E comegando em eq. Se f e g sao caminhos homotdpicos, entao f

e g terminam no mesmo ponto de E e sao caminhos homotopicos.
Demonstragao. Veja teorema 54.3, p. 344 em [18§]. n

Definicao 1.3. Se f é um caminho em X de xy para x1, e se g ¢ um caminho em X

de z; para x,, definimos o produto f * g de f e g sendo o caminho h de xy para xs

dada por:
f(2s) para s € [0, %]
h(s) =
g(2s-1) para s € [%, 1]
Ty
M/\/‘$2
f g
[0,1]

A funcdo h é bem definida e continua, pelo lema de "colagem", é um caminho em
X de xg para x5. Pensamos em A como o caminho cuja primeira metade é o caminho

f e cuja segunda metade é o caminho g.

Seja X um espaco topologico; seja xg um ponto de X. Um caminho em X que

comeca e termina em xy é chamado caminho fechado em x.

Definicao 1.4. O grupo fundamental.

O conjunto de classes de caminhos homotépicos fechados em x,, ¢ denotado por
(X, x9) e seus elementos po [7], se v é um caminho fechado em .

A operacao do produto em caminhos induz uma operacao bem definida nas classes

de caminhos homotopicos. Assim, definimos,

[f1®[g]=1[f~g]
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O conjunto (X, z¢) com a operacdo *, é chamado de grupo fundamental de X

em relacao ao ponto base xg.
Teorema 1.3. Seja p: E — B uma aplicagao de recobrimento; seja p(eq) = bo.

(a) O homomorfismo p. : m(E,eq) — m(B,by) dado por [y] —> [poy] € um

monomorfismo.

(b) Seja H =p.(m(E,e)). A fungdo ®:m(B,by) — p~t(by) dada por [y] — F(1)

sendo 5 um levantamento de v com inicio em by induz uma aplica¢ao injetora

. 7T1(B,b0)

o
H

— p7'(bo)

do quociente em p~1(by), que € bijetora se E é conexo por caminhos.

7T1(B7 bO)
H

(¢) Se f é um caminho fechado em B tal que f(0) =z, entao [f] € H se, e somente
se [ admite um levantamento em E com base em e.

Demonstragao. Ver Teorema 54.6, p. 346 em [18]. n

Corolario 1.4. Se h: (X,z9) — (Y, yo) é um homeomorfismo de X com Y, entao h,

¢ um isomorfismo de 71 (X, zg) com (Y, ).
Demonstragao. Ver Corolario 52.5; p. 334 em [18]. n

Teorema 1.5. A aplicacao de inclusao j: S™ — R — {0} induz um isomorfismo de

grupos fundamentais.

Demonstra¢ao. Ver Teorema 58.2, p. 360 em [18]. [
Teorema 1.6. O grupo fundamental de S é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros.
Demonstragao. Ver Teorema 54.5, p. 345 em [18§]. n

Lema 1.7. Seja p : £ — B uma aplicagdo de recobrimento tal que p(eg) = by.

Qualquer caminho f : [0,1] — B comecamdo em by tem um tnico levantamento

f:[0,1] — E comecando em eq.
Demonstra¢ao. Ver Lema 54.1, p. 342 em [18]. n

Lema 1.8. 7(C - {0},29) 2 Z para todo 2o # 0, 2 € C.
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Demonstracao. Note que

fR2={(0,0)} — C-{0}

(a,b) +— a+bi

¢ um homeomorfismo. Assim, segue do Coroléario 1.4 que
m1(R%2-{(0,0)}, (a,b)) 2 m(C-{0},a + bi).

Segue do Teorema 1.5 para n =1, que j: S - R?-{(0,0)} induz o isomorfismo

2 _ a > L))
m(E - (0.0, 00 2 (51,72

(a,b) \
’ |<a,b>||) =L

Por outro lado, segue do Teorema 1.6 que my (51

Portanto,

71 (C = {0}, a+bi) = m (R2 - {(0,0)}, (a,0)) = ™ (51, HEZ’Z;!) ~7

e tomando 2 = a + bi, segue que 7(C - {0},2y) = Z. n

1.2 Cbicas nao singulares como grupos abelianos
Considere U, = {C € P(C[zg,z1,22]q) | C é nado singular}.

Definigao 1.5. Seja C = V(f) c P? uma curva projetiva reduzida de grau d com

f € Clzg, 1, 22]. Seja p um ponto nao singular de C. Definimos a reta tangente a C em

p por
T,C = V(0o f(p)xo+ 01f(p)z1 + Do f(p)x2)
onde 0, f denota Of/dz;.

Lema 1.9. Seja C = V(f) c P? uma curva e ¢ uma reta contida em C. Se p € £ & um

ponto nao singular de C. Entao ¢ =T,C.
Demonstragao. Ver Lema A.1, p. 51 em [20]. n

Definigao 1.6. A multiplicidade de intersec¢ao da reta ¢ com uma curva C = V(f) no
ponto p € P? & definida por
o0, sepelcC
(C,0), = 0, sep¢l

m, se £ ¢ C e se (|, possui um zero de ordem m em p.
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Lema 1.10. Se Cely e (C,0), > 2, entao £ =T,C.
Demonstracao. A menos de uma mudanca de coordenadas projetivas podemos assumir
que p=[0:0:1] e £=V(xg).
Se C = [f] € Uy entdo escreva
[ =aqxd + (axg + Bry)adt + Loxd ™2+ + Ly
sendo L; um polinomio geral em C[zg,z;]; para cada i > 2.

Como (C,?), > 2 segue que p € C. Logo, f(p) =0 = ag.
Portanto, f = (axg + fz1)zd ! + -+ + Lg. Note que:
fi = Brixd ™t + Ly(0,1)a32d™2 + - + Ly(0, 1)t

Neste caso, (C, ), > 2 se, e somente se [ = 0.

Por outro lado T,C = V(L) sendo L = 0y f(p)xo + 01 f(p)x1 + Oof (p)x2.

Como p e T,C, segue que L(p) =0=0sf(p). Assim,

L= 60f(p)x0 + 81f(p)ZE1

Entretanto, dof = azd ! + (d - 2)xd3 + (d - 2)z1233 + -+, 0 que implica dyf(p) = a e
Of =pPxdt+(d-2)z¢3 + -+, o que implica 9, f(p) = B.

Portanto, (como £ =0) T,C = V(axg) = V(x¢) = (a # 0, pois Sing(C) = @). =
Definigao 1.7. Seja C = V(f) c P2 com f € C[xg,z1,22]4(d > 1) uma curva e p e C um

ponto nao singular. Diremos que o ponto p é um ponto de inflexao de C, se (7,C,C), > 3.

Caso, (T,C,C), = d, onde d = grau(f), diremos que p é ponto de inflexao total.

Teorema 1.11. (De Bézout). Duas curvas planas projetivas F,G sem componentes

em comum, tem (graul)(grauG) pontos em comum contados com multiplicidade.

Demonstragao. Ver Teorema 11, p. 62 em [29]. n

Fato 1.12. (Corolario Bézout). Se O € C sendo C uma ctibica ndo singular tal que
(C,ToC)o =3 (isto & O & ponto de inflexao) entao CnTpC = {O}.

Exemplo 1.1. Sejam C = V(F) e C; = V(F}) com F,F; € C[xg, 1, x2]s irredutiveis.
Assim, o Teorema de Bézout nos garante que essas curvas tem as seguintes possibili-

dades de interseccao

(a) (0) (c) (d)




1. Resultados preliminares

Exemplo 1.2. Seja ¢ uma reta e C = V(f) com f € Clxzg, z1,22]3.
Neste exemplo temos as seguintes possibilidades para a interseccao da reta com a

cubica, segundo o Teorema de Bézout.

(a)
(Cvg)P =3
C P
(c)
(C?E)Pi =1
NI
Py 7,

A funcio P— P

Considere C ¢ P? uma curva nao singular de grau 3. Fixe O € C um ponto de
inflexdo. Se P €C considere P € C definido da seguinte forma:

Se P # O, considere a reta ¢ = {po que passa pelos pontos P e O. Observe que
temos duas possibilidades (C,¢)p =1 ou (C,¢)p =2, podendo ser representadas geome-

tricamente da seguinte forma

(Cvg)P =1

/ (C,0)p=2

By
o

Conforme ilustram as figuras, definimos P como o terceiro ponto na interseccio £ nC,
caso contrario P = P.
Agora, se P = O, entdo definimos P = O.



1. Resultados preliminares

(=ToC

Cibicas nao singulares como grupos abelianos

Considere C uma ctbica nao singular e fixe O € C ponto de inflexao.
Defina a operacdo ” +” em C por P+ @ = R, sendo R descrito a seguir
Caso 1: P+ Q.

Considere a reta {p¢ determinada por P e ). Neste caso temos duas possibilidades

(i) #(lpgnC) =3 (ii) #(lpgnC) =2

P+Q=P

No caso (i){R} =lponC—-{P,Q} e no caso (ii)R = P.
Caso 2: P=Q.

Considere ¢ = TpC. Neste caso temos duas possibilidades
(a) #(TpCAC) =2 (b) #(TpCNC) =1

(=TpC

Neste caso (a){R} =TpCnC - {P} e no caso (b)R = P.

Exemplo 1.3. Temos que P+ O = P. Agora, observe que se

P-0—0+0%0-0
P0O=P+0=R=P (se #({lponC)=3)ou P+O=P=P (se #({ponC) =2).

Teorema 1.13. (C,+) € um grupo abeliano com elemento neutro O.

9



1. Resultados preliminares

Demonstragao. Ver Proposigao 4, p. 63 em [7].

10



Capitulo 2

Grupos de Galois e monodromia em

geometria enumerativa

Neste capitulo vamos introduzir o grupo de Galois e o grupo de monodromia asso-
ciados a uma fungao racional dominante entre variedades (afins/projetivas) da mesma
dimensao. As referéncias que norteiam este capitulo sao [10] e [19].

Serao utilizados alguns conceitos de topologia geral, tais como: recobrimento, ca-
minhos homoto6picos, grupo fundamental entre outros, os quais podem ser encontrados

no Capitulo 1 e também no texto Topology de James R. Munkres (|18]).

2.1 Explorando a relacao entre o grupo fundamental

e o grupo de Galois.

Considere a funcao p : C — C dada por w — w?. A seguir vamos mostrar que
embora p nao seja um recobrimento podemos escolher um aberto no qual a restricao
de p serd um recobrimento. Esse fato, como veremos na Subsegao 2.1.2 é valido para

funcgoes racionais dominantes entre variedades da mesma dimensao.
Proposigao 2.1. Seja p: C — C dada por w — w?. Entao,

1. p nao é um recobrimento.

2. A fungdo p; : C- {0} — C - {0} induzida por p é um recobrimento.

3. Se H = p1.(m(C - {0},20)), entdo [m(C-{0},22) : H] =2 e H = 27, com
pre i m(C = {0}, 20) — m(C - {0}, 25) dada por [y] — [p1o].

Demonstra¢ao. Prova do item 1. Temos p: C — C dada por w —> w?. Assim,
p~1(0) ={0} e p'({a}) ={z € C | p(2) = 2* = a} = {Va,~/a}.

11



2.

Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Como #p~1(0) =1 # #p~1(1) = 2. Segue que p ndo é um recobrimento.

b1

Prova do item 2. Considere p restrita ao aberto C - {0},
:C-{0} — C-{0} dada por w — w?.

Observe que p; é sobrejetora e p~t(a) = {\/a,—/a}.

Considere o conjunto fechado

D = {2zeC-{0} ]| Im(z)=0e Re(z)<0}.

Para cada z € C - D considere

Ve rEED o2 2]
[z +7]
Observe que (/z)? = z. Além disso,
se zeU={z¢eC|Im(z)>0e Re(z) >0}, entdo \/z € U.

Defina Uy ={\/2 | zeU} e Uy ={-\/z | z€ U}. Considere

¢ :U— U, e q-:U— U,
z|—>\/z Zl—>—\/g

Note que Uy nUs = @. Além disso,

p (U) = U0U;, e p1y, Ui —> U & um homeomorfismo.

Agora, iremos mostrar que p; ¢ um recobrimento. Considere z € C - {0}.

Caso 1: z€eU.

ou seja,

(2.1)

(2.2)

Segue de (2.2) que p;'(U) = U;0U; e p1y, Ui — U & um homeomorfismo.

Caso 2: z¢ U.

Escolha zj € C tal que z5%2z e U L.

Observe que a multiplicagao por £ € C— {0}, m¢ : C — C dada por z — £z é um

homeomorfismo (que leva 0 — 0).

Assim, obtemos os abertos V' =m.2(U) contendo z e V; =m7/(U;) i = 1,2, de modo

que p; : V; — V' é um homeomorfismo conforme ilustra o diagrama

1Se zg € C—D considere /z de acordo com (2.1). Caso contrario, considere «/zg = «/Toi € To = | 20|
b)

12



2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

m;ol
Vv, —— U

homeomorfismo
P1jy, P1yy, homeomorfismo

m.,2
20

_
homeomorfismo

Prova do item 3. Lembre que #p;!(z) = 2 para todo z € C - {0}. Além disso,
C-{0} zR?2-{(0,0)} é conexo por caminhos. Assim, o item (b) do Teorema 54.6 em

[18] nos garante que

m(C-{0},%)

¢ i — pi(2)
C - {0}, 22
é uma Dbijecao, logo # i h{f}’ZO)) = #pit(z2) = 2 Portanto,

[71(C - {0}, 23) : H] =2
Segue do Lema 1.8 (no Capitulo 1) que 71 (C - {0},20) 2 Z dai, [Z: H] =2. Agora
sendo 27 o tnico subgrupo de Z de indice 2 segue que H = 27Z. [

2.1.1 O grupo de monodromia associado a um recobrimento

Sejam X,Y e Z espagos topologicos. Considere as fungoes continuas f: X — Y e

g:Z —Y. Uma funcao continua g: Z — X é um levantamento de g se fog=g.
X

/> f
Z : Y

Exemplo 2.1. Sejam f:R — S! dada por x —> (cos2mx, sen2wx) e g : [0,3] — S*
t

dada por t — (cost, sent). Observe que g : [0,3] — R dada por ¢ — Py é um
T

levantamento de g.
De fato, § & continua e (f o §)(t) = £(i(t)) = f (zi) ~ (cost, sent) = g(t).
e

Exemplo 2.2. Sejam p; : C-{0} — C-{0} dada por z— 22 e v:[0,1] — C-{0}
dada por t — rge2™(0+)i com 0 < 0y < 1 e 29 = rpe? i e C - {0}.

Considere os caminhos 7, e 4~ ilustrados na imagem abaixo

13



2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

T

[0,1] 7 , c- {0} 320 C-{0}

Em que, para todo t € [0, 1]

’%(t) = \/%ew(Goﬁ—t)i e ’Y—(t) - _\/ﬁew(emt)i.

Observe que

Py o ’ﬁ(t) =m (\/%671'(904—15)1') — (\/ﬁeﬁ(9o+t)i)2 _ roe%(ewt)z‘ _ ’y(t) Vte [O, 1].

Assim 4, é um levantamento de « tal que

”71(0) = \/T_Oeﬂ(Go)i = \/% e fﬁ(1) = \/f,,—oew(eon)i — \/T_Oem%iem’ _ _\/%.
De maneira anéloga, temos que p; o () = v(t), logo 4 também é um levantamento
de 7, tal que 72(0) = -\/z0 ¢ 72(1) = /%0.

Observacao 2.1. Considere um recobrimento p : E — B cujas fibras sao finitas e
tém cardinalidade d.

Fixebe BeT'=p1(b) ={q1,..-,q4}-

Seja v : [0,1] — B um caminho fechado em b (isto é, v é uma funcdo continua tal
que v(0) = y(1) = b). Assim, segue do Lema 1.7 (no Capitulo 1) que ao fixar ¢; € I'.

Existe um tnico levantamento 7; : [0,1] — E de 7 com inicio em g;.

7i(1)

l 2(0) = 4(1) = b
b

14



2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Lema 2.2. Com as notacoes acima, a funcao

¢, :I' — T
g — (1)
¢ uma bijecao.
Demonstracao. 1. @, estd bem definida.

O Lema 1.7 (no Capitulo 1) nos garante que existe um tnico levantamento 7; de
~ com inicio em ¢;. Assim, po#; =~ o que implica que p(5;(t)) = v(¢) para todo
t €[0,1]. Logo, p(7:(1)) =~v(1) = b, portanto 7;(1) € p~1(b).

2. ®, ¢ uma bijecao.
Como I' = p~1(b) = {q1, ..., qa} € finito, basta mostrar que . :I' — I" é injetora.
Considere ¢;,q; € I" com i # j. Vamos mostrar que ®,(¢;) # ®,(g;), ou seja,
7:(1) # 4;(1). Suponha (por absurdo) que (1) = 4;(1) = ¢, como mostra a

imagem a seguir

com po7;(t) =v(t) e po7;(t) =~(t) para todo t € [0,1].

Note que 7;(1 —t) é um levantamento de v com ponto inicial 4;(1) = ¢ (¢t = 0)
e ponto final 4;(0) = ¢; (¢ = 1). De maneira andloga, temos que 7;(1 —t) é um
levantamento de y com ponto inicial 4;(1) = ¢ (¢ = 0) e ponto final 7;(0) = ¢; (¢ =
1) (Absurdo!)2.

]
Seja e a operacao em B;;(I") dada por o e 7 =700 sendo o a composta de fungoes.
Proposicao 2.3. Considere
CI):m(B,b) —_—> BZ](F)
] — @,

sendo I' = p~*(b) = {q1, ..., qa} e ©, definida no Lema 2.2. Entao ® é um homomorfismo
de grupos.

2Pois, existe um tnico levantamento de v comecando em q € I' = p~*(b) (cf. Lema 1.7 no Capitulo

1).
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Demonstragao. 1) ® esta bem definida.

Sejam [f],[g] € m1(B,b), tais que [f] = [¢]. Se f; e §; forem levantamentos de f

e g comecando em ¢;, respectivamente, entao segue do Teorema 1.2 (no Capitulo
1) que fi(1) = §i(1) visto que [f] = [g]. Dai, ®;(¢;) = ®,(¢;) V 4. Portanto,
([f]) = @([9])-

1) ® ¢ um homomorfismo de grupos.

Observe que se [f],[g] € m1(B,b), entao

O([f]@[g]) = D([f #g]) = Prug ¢ D([f]) ¢ ©([g]) = Py o ;.

Assim, ¢ é homomorfismo de grupos se

q)f*g = (I)goq)fv [f],[g]éﬁl(B,b).

Logo precisamos mostrar que D . (q;) = @,(Pr(q;)) V g el
—_—  —
(1) (1)

(1) (I)f*g(q@') = (f:;])z(l)

(I1) @g(Ps(q:1)) = Py(ar) = Gr(1), se @y(qi) = qr-
Afirmacio 1. f; » Gp é um levantamento de f % ¢ com inicio em ¢; e ponto final em

Dy (ar)-
Segue da definigao 1.3 (no Capitulo 1) que
f(2s) para s € [0, %]
fxg(s)=
g(2s-1) para s € [1,1]

Observe que:

1. Para todo t € [O, %],

p(F:*3(®)) = p(Fi(2)) 2 (2.
(%) f; & um levantamento de f, ou seja, para todo ¢ € [0, 1], p(fi(t)) = f(b).

2. Para todo t € [%, 1],

p(Fi + (1) = p(@u(2t - 1)) =) g2t - 1).

(x*) Gx € um levantamento de g, ou seja, para todo t € [0,1], p(gx(t)) = f(¢).
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Portanto, f; * G ¢ um levantamento de f * g. Além disso, f; * §x(0) = f;(0) = ¢.
E ainda, segue do Lema 1.7 (no Capitulo 1) que esse levantamento é unico. Logo,

ﬁ*@'k = (f * 9)i, e sendo @,(gx) o ponto final de ﬁ*f]’k, segue que D (q;) = Py(Pr(qs))-

Observacao 2.2. Seja C um conjunto finito com d elementos e S; o conjunto das

permutacoes de d elementos. Ao considerarmos as operacoes
feg=gofem Bj;(C) e ocer=7To0o0em Sy,

verifica-se que
(Bi(C).9) > (Su9)
J o— Wy

com Ys(1) = j se f(¢;) =c; ¢ um isomorfismo de grupos.

O grupo de monodromia associado ao recobrimento p: £ — B ser4 denotado por

M e é igual a imagem de 71(B,b) via 1) o ® em Sy. Ou seja,

i) (0

m(B,b)) — B;(I') —— S,

\_/

Yod

M =1Im(y o @) =(¢(mi(B,Db))) < Sa.

Lema 2.4. Se E é conexo por caminhos e p: E — B é um recobrimento, entao o

grupo de monodromia de p age transitivamente nas fibras de todo ponto b€ B.

Demonstragao. Dados ¢1,¢2 € p71(b), queremos mostrar que existe ®., € &(m;(B,b)) tal

que &, (q1) = ¢a-
Sendo E conexo por caminhos existe o : [0: 1] — E continua tal que (0) = ¢; e

(1) = go.
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Q2§
q1

E

[0,1] N S

Considere 7 : [0,1] — B dada por t — po o(t). Observe que 7 é um caminho
fechado em B tal que v(0) = p(¢1) = b e v(1) = p(q2) = b. Assim, ®, € &(m(B,D))
satisfaz @, (q1) = o n

Calculo do grupo de monodromia de p;

Consideremos mais uma vez

p1:C-{0} — C-{0}

w o — w
Lembre que #p7'(z) =2 para todo z € C—{0}. Assim, B;;(I') 2 S, se I' = py!(2).

Afirmacgao 2.1. A aplicacao ® : 1 (C - {0}, z) — B;;(I") definida na Proposicao 2.3
é sobrejetora.

De fato, considere z = re2™ com 0 < # <1 e r>0. Entao,
v(t) =re? (@i com 0 <t <1

é um caminho fechado em C - {0} tal que v(0) = re?™ = ~(1).

Agora, observe que segue do Exemplo 2.2 que

i) v4(t) = /rem@i ¢ um levantamento de v tal que v,(0) = \/z e 7,.(1) = —/z.

Assim, ,(\/2) = 75(1) = /5.

it) y_(t) = —/re™ @i ¢ um levantamento de v tal que v_(0) = —\/z e 7_(1) = /2.
Assim, O, (—v/z) =7.(1) =/z.
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Os itens i) e ii) nos permitem concluir que

¢ um elemento de ordem 2 em B;;(I"). Assim, B;;(I") = (®,), visto que |B;;(I")| = 2.
Portanto, @ : m;(C - {0}, 2) — B;;(I") é sobrejetora.

Assim, temos que,

n(C-{0},2) —2 & B,(T) % S,
sSom.
Im(¢o®) =295, M=S,

Grupo de Galois associado a p;

Vamos comecar mostrando que as extensoes de corpos determinadas por p* e pj

sendo

piC—C e  p:C-{0}—C-{0}
w — w2 w —> w2

sao iguais. De fato, tem-se que
Lema 2.5. Com as notagoes acima p e p; induzem a extensao de corpos C(t2) = C(t).

Demonstracao. Observe que p : C — C é um morfismo, visto que ¢ uma funcao
polinomial.

Sendo p uma funcao sobrejetora, segue que p é uma funcao racional dominante,
dessa forma a Proposicao A.17 (no apéndice A) nos permite concluir que p induz o

homomorfismo injetivo

px: K(C) — K(C)
(U.F) +— ' (U).fonm)

Por outro lado, ao considerarmos C como uma variedade afim (com a topologia
de Zariski), C - {0} é um aberto de C e segue do Lema A.13 (no apéndice A) que
K(C) 2 K(C-{0}). Assim, p; = p*. Além disso, p*(C,id) = (C,p) e A(C) = C[t] de
onde concluimos que K(C) 2 C(t). A partir do diagrama
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

K(@©) —2 Kk(©) (Cid) —L— T

Clu) ——— C(1) u P ¢

conclui-se que as extensoes de corpos determinadas por p* e pj se correspondem
com C(t) = C(#?).

O grupo de Galois de uma extensao galoisiana

A seguir vamos lembrar as noc¢oes de polinomio separavel e corpo de decomposicao
de um polindémio com o intuito de definir extensao galoisiana.

O polinémio f € F[z] sendo F' um corpo é dito separavel se suas raizes na clau-
sura algébrica de F sdo distintas. Ou seja, se f tem grau n > 0 e f = u(x - ay)
(v —ay)...(x —ay,) em F[z] com ue F e o, € F tal que o, # o para todo i # j.

Por exemplo, f = 22 -2 ¢ Q[x] é separavel, pois f = (z—v/2)(z +2) em Q[z] com
V2 £ /2.

Se fe F[z] tem grau n > 1 e L ¢ uma extensao de F' tal que
f=u(x-a1)(x-ag)...(x — ) com q; € L para todo i e u € F.

Entao dizemos que L é um corpo onde f se decompode ou fatora.

O corpo de decomposicao de f € F[z] é dado por
F(ai,as,...,a,)=NL,com L corpoe F—>L>a; V1.

Assim F'(aq,qo,...,qp) é a menor extensao de F' contendo aq, s, ..., q, e também é

chamada extensao de F' gerada por aq,as, ..., a,. Assim,
o F(ay,as,...,a,) é uma extensdao de F onde f se fatora;
e se ' L e f sefatora em Ly, entdo F(aq,qs,...,0p) = L.

Defini¢ao 2.1. (Extensao galoisiana.) Considere a extensao de corpos F < L.
Dizemos que F' = L é uma extensao galoisiana se existe f € F[x] tal que f é separavel

e L é o corpo de decomposicao de f.
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Exemplo 2.3. C(#?) - C(¢) é uma extensao galoisiana.

Note que f = 22 -2 € F[z], sendo F = C(t?), possui raizes t e -t em L = C(t).
De fato, f = (x —t)(x +t). Assim, concluimos que f é separavel em L. Além disso,
F(t,-t) = F(t) = L. Portanto L & o corpo de decomposicao de f.

Seja F' = L uma extensao galoisiana. Neste caso, existe P(x) € F[x] separavel tal
que L é o corpo de decomposigao de P(x).

Assim, P(z) =u(z - o) (x—az)...(r —a,) com o; € L e a; # a; para todo i # j. De
fato, L = F'(au,...,aq). Seja R={aq,...,aq} o conjunto das raizes de P(z) em L.

Defina

AutpL={pecAut(L) | p(a)=a ¥V a€ F}.

Proposicao 2.6. Com as notagoes acima, se « € R e ¢ € AutpL, entdo ¢(a) € R (ou

seja, ¢ permuta as raizes de P(x)).

Demonstragao. Assuma que P(x) = ag + a1x + -+ aqz?, ag,ay,...,aq € F.
Assim, se o € R c L, segue-se que

@ & um isom. d

d . @ d . .
P(a)=0— Faiaf =05 p( £ aa) = p(0) T2 $ p(a)(al) =0

i=0
o(ai)=a; 4 i
— %ai(p(a )=0=P(p(a)).
Dai, ¢|, : R— R € B;;(R) para todo p € AutpL. "

Proposicao 2.7. A aplicacao

AlltFL —> B”(R)
Y QR

¢ um homomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Sejam ¢, 1 € AutpL. Observe que (¢ o 1), = ¢, 0 w1, A tltima
igualdade segue da Proposicao 2.4 uma vez que ¢ e 1 € AutpL.

Portanto, ¢ — ¢, ¢ um homomorfismo de grupos. ]

A aplicacao
Y:Bij(R) — S
fo—
com ¢s(i) = j se f(o;) = é um isomorfismo de grupos.

Assim, temos
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

[ vy
) (0

AUtFL _— BZ](R) _— Sd

Y P ¥l

O grupo de Galois associado & extensao galoisiana F' < L = F(ay,...,aq) é o sub-
grupo Gal(L/F') de Sy dado pela imagem de ¢ o ®. Ou seja,

Gal(L/F) = ¢(®(AutrL)) < S,

Por exemplo, sabemos que L = F(t) é o corpo de decomposicdo de
P(x) = 2?2 -1t? € F[x] sendo F = C(t?). Assim, R = {t,—t}. Portanto, Gal(L/F) < S,.
Logo, Gal(L/F) = {id} ou Gal(L/F) = Ss.

Note que

p:F(t) — F(1)
t — -t

Fsa — a

é um elemento de AutpL que tem ordem 2. Portanto, o grupo de Galois da extensao
F=C(t?) > C(t) = L = F(t) ¢ S, ou seja, Gal(C(t)/C(t?)) = Ss.

2.1.2 Grupo de Galois e grupo de monodromia

Sejam X e Y variedades projetivas da mesma dimensao. Considere p: X — Y
uma func¢ao racional dominante de grau d > 0.
Sabemos que p induz o homomorfismo injetivo p* : K(Y) — K(X) (cf. Proposicao

A.22). Assim, p induz a extensao de corpos
p*: K(Y) — K(X) ou a extensao p*(K(Y)) - K(X). (2.3)

Além disso, sendo p genericamente finita, segue da Proposicao A.19 (no Apén-
dice A) que a extensdao em (2.3) ¢ finita e como charc(C) = 0, entdo #p~'(y) =d =
[K(X):p*(K(Y))] com yeV, VEY.

Portanto, I' = p~1(b) = {q1, ...,qa} se be Y é geral (ou seja, b varia num aberto V' de
Y onde p é genericamente finita).

Sendo charc(C) = 0, temos que charc(p*(K(Y))) = 0 eaindase [K(X) : p*(K(Y))] =
d finita, segue que existe a € K(X) tal que K(X) = F(a) com F =p*(K(Y)) (cf. Te-
orema 5.1, p. 59 em [17]).
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Tendo em consideracao que a extensao em (2.3) pode nao ser galoisiana, considere
L o fecho de Galois da extensao (2.3). Ou seja

p(K(Y)) > K(X)— L égaloisiana (2.4)

ese K(X)— Ly ep(K(Y))~ L; é galoisiana. Entao L ¢ L.

Ao considerarmos P(z) = irr(«, F) € F[x] o polinomio moénico de menor grau tal
que P(a) =0, segue que [F(«): F]=d=grau(P(z)) (cf. Proposigao 3, p. 98 em [§].).
Ainda verifica-se que L é o corpo de decomposi¢ao de P(x) (cf. p. 688 em [10], p. 4-6
em [19]).

Se R={a=ayq,...,a4} sa0 as raizes de P(x) € F[z] em L, temos de maneira anéloga

a0 que fizemos na secao anterior

[ iy
P (0

AutpL ———— By(R) ———— S,

F, b 9

E definimos o grupo de Galois associado a extensao
F=p(K(Y))> K(X)=F(a)>L=F(ay,...,aq)
por Gal(L/F) =1 o®(AutpL) ¢S, sendo L o fecho de Galois da extensao F — K (X).

Grupo de monodromia associado a uma funcao racional

Recordemos que o grupo de monodromia definido na Subsecao 2.1.1 foi construido
meramente a partir de um recobrimento entre espacos topologicos e a acao do grupo
fundamental da base na fibra deste recobrimento.

Assim, o que faremos agora é a partir de p: X — Y obter um recobrimento.

Proposigao 2.8. Existe U c Y aberto nao vazio tal que p : p"'(U) — U é um

recobrimento.

Demonstragao. Ver Teorema 2.5, p. 6 em [19]. n

Tendo em consideracao a Subsecao 2.1.1, definimos o grupo de monodromia as-
sociado a p por M = (®(m(U,b))) com 71 (U,b) 2, B;;(T) ~, Sqgel =p1(b) =
{a1, -, qa}

Concluimos o capitulo salientando que o fato do grupo de Galois e o grupo de
monodromia de p; : C- {0} — C - {0} dado por w — w? serem iguais (a S;) nado ¢é

uma mera coincidéncia, de acordo com o seguinte Teorema.
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2. Grupos de Galois e monodromia em geometria enumerativa

Teorema 2.9. O grupo de Galois e grupo de monodromia associados ao mapa racional

dominante p: X — Y com dim X =dimY sao iguais.
Demonstra¢ao. Ver Proposigao, p. 689 em [10]. [

Uma consequéncia desse teorema ¢ o fato do grupo de monodromia ser independente

da escolha do aberto no qual a funcao racional vira um recobrimento.
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Capitulo 3

Grupo de Galois/monodromia dos
pontos de inflexao de cubicas planas

nao singulares

A proposta deste capitulo é apresentar um morfismo cujas fibras se identifiquem
com os pontos de inflexdo de uma ctbica plana nao singular. Mostrar que o grupo de
monodromia associado a tal morfismo é um grupo soltivel e concluir com a determinagao
dos nove pontos de inflexao de uma cubica nao singular a partir de férmulas que

envolvem seus coeficientes. O roteiro deste capitulo tem como base [10] e [19].

3.1 A construcao do morfismo 7:1; — Wy
Observe que P2 pode ser identificado como P? via a bijecio

L:P2 — P2
[bo : bl : bg] — V(bo(lfo + bllL‘l + ngg).

De fato, usaremos £ para induzir a topologia de Zariski em P2. A seguir considere
Io={(p,0) | pet} cP2xP2.

Lema 3.1. Verifica-se que Iy é um fechado irredutivel de dimensao 3.

Demonstragdo. Considere p = [ag: a; : ag] € P2. Defina I = {£ e P2 | pe (}.

Afirmagao 1. T, é um fechado irredutivel de dimensao 1 para todo p € P2.
Considere a reta £ = V(byxg + byxy + baxs). Note que,

le Fp <~ bo(lo + b1a1 + bQCLQ =0<b= [bo : b1 : bz] € E‘l(Fp).

®
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3. Grupo de Galois/monodromia dos pontos de inflexdo de cibicas planas nao
singulares

Portanto, b € L71(I',) se, e somente se b € V(apzo + a1x1 + asxa) € P2, ou seja,
LY(T,) = V(apxo + ayz1 + aswa) € P? que é um fechado irredutivel de dimenséao 1.
Afirmacao 2. Iy é irredutivel de dimensao 3.

Considere a proje¢ao na 12 coordenada 7 : [y — P? ((p,{) — p).

Tem-se que m; é sobrejetiva e as fribras 77 (p) = {(¢,¢) | ¢ € {,q = p} Z r,
((p,0) V> () sdo irredutiveis da mesma dimensdo para todo p € P2, Assim, segue
do Lema A.13 (no apéndice A) que I é irredutivel. Além disso o teorema da dimensao
das fibras (cf. Teorema 1.1, p. 58 em [23]) nos garante que dim I, = dimP?+dimI", = 3.

Seja C[xg,x1,x2]q 0 subespaco vetorial de C[xg,x1,x2] gerado pelos monomios de
grau d', com d > 1 inteiro.
Seja Wy = P(Clzg,z1,22]q4) a projetivizacao de Clzo,x1,22]q 2. Os elementos de

Wy sao da forma [ f] com f € Clzg, 21, 22]4 ndo nulo, sendo

[f1={g€Clzo,x1,32]a | [~ g} ={Af | A e C-{0}].

Note que [f] € W, determina a curva plana V(f) c P2,
Ao fixarmos uma base de C[zg, 21, 2]q (por exemplo 28, xd ey, ... 2, ..., x¢  ay, 2d)

e considerarmos Ny + 1 = dim C[xg, x1, 224 obtemos a bije¢ao

El Z]PNd —> Wd

[bo:...:bn,] — [f] com f=bozd+-+by,z8.

Assim, £ torna Wy uma variedade projetiva tal que X € W, é fechado (irredutivel)

de dimensao n se L71(X) c PN« é fechado (irredutivel) de dimensao n.
Observacao 3.1. Considere pe P2, e P2 e C = [f] € W,. Assim,
1. peC se, e somente se f(p)=0.

2. se pe {nC, entao (C,/), a multiplicidade de intersec¢do da reta ¢ com a curva C

no ponto p é dado por

oo, selcC.
(Cvg)p:

m, se C, possui um zero de ordem m em p.

A seguir considere I; = {(C,p,¢) | (C,0), >3} € Wyx Iy e my: Iy — I, dada por
(€,p,0) — (p, ).

1,.%0 .21 .02 ; : s
xyx xy tal que ig + 41 + 12 = d.

21/, é denominado espaco de parametros de curvas planas de grau d
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3. Grupo de Galois/monodromia dos pontos de inflexdo de cibicas planas nao
singulares

Proposigao 3.2. Considere a reta £ = V(L) P2, {p} =V (L, L) cleC=[f]eWy

com d > 3. Verifica-se que:

(i) A:Clxzg,x1,29]a-1xC[x0, 21, 22]a-3 —> Clxo, 21, 22]q dada por (¢,7) —> qLy+rL3

¢ uma transformacao linear cuja imagem ¢é igual a (L, L3), e tem dimensao igual
d(d+3) N
5 .

(17) (C,0), >3 <= fe(Ly,L3),

a

Demonstra¢ao. Prova do item (7). Vamos comecar mostrando que A é linear.

Sejam (q,r) e (q1,71) pertencentes a Clzg,z1,22]4-1 x Clzo,21,22]4-3 € o € C, dai
temos que
Li(q+aq) + L (r + ar)

A((q+aq,r+ar))

Liqg+aLiq + Lo®r + aLy’ry
A((q, 7)) +aA((q1,71))-

A seguir vamos determinar o nicleo de A.

Note que (¢q,7) € N(A) < qL+7L3 =0 < qL, = -rL3 ®. Tendo em consideragao
que {Ly, Ly} & L.I. segue de ® que r=0=¢gsed=3. E que r=rL; e ¢=-rL3 com

r1 € Clxo, x1,22]q-4 se d > 4. Portanto,

N(A)
N(A)

{(0,0)} se d =3,
{(—Tng,TlLl) | € C[l’o,$1,$2]d_4} se d >4.

Assim, segue do Teorema do niicleo e da imagem que
dim Im(A) = dim Clzg, z1,22]4-1 xC=6+1="7se d = 3.

Para d > 4, dim Im(A) = dim C[xg, x1, 22]q-1 x C[zg, 21, 22]4-3 — dim N(A). Como
N(A) 2 Clag, 21, 22)s. segue que

(5 )+ (57 - ()
d(d+1) | (d=2)(d=1)  (d-3)(d-2)
2

dim I'm(A)

2 2
d*+3d-4 _d(d+3)

2.
2 2

Prova do item (i1). Assuma que (C, (), > 3.

Se L, divide f entao f € (Ly,L3),. Assuma que L; nao divide f. Neste caso,
f =qLy +rLs, sendo que L; ndo divide r, visto que f(p) =0 e Z(p) = (L1, Ls).

A condigao (C,£), > 3 nos leva a concluir que L2 divide r. Logo, r =1 L3. Portanto,
f=qLy+7rL3 o que implica que f € (L, L3),.

Por outro lado, se f € (Ly, L3), entdo f =qLy +rL3.
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3. Grupo de Galois/monodromia dos pontos de inflexdo de cibicas planas nao
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Se r = 0, segue que (C,f), = co. Se r # 0, segue que p e Cn/{ é tal que (C,¢), >3
(visto que C |, é determinada por rL3).

Corolario 3.3. Considere m, : Iy — Iy dada por (C,p,¢) — (p,£). Verifica-se que

d(d+3
todas as fibras de m tem a mesma dimensao e é igual a T) - 3.

Demonstracao. Note que

m (@, 0) = {(C.p.0) | (C.0),2d}

{C1(C.0p2d}x{(p,O)}.

Segue do item (i) da Proposi¢io 3.2 que {C | (C,£), >3} =P ({L1,L3),) se Z(£) = (L)
e Z(p) = (L1, L).

d(d
Como dim (Ly, L), = % — 2, concluimos que as fibras de m, tem dimensao
d
d(d+3) .
2

Proposicao 3.4. Com as notacoes acima e d > 3, verifica-se que I é fechado irredutivel

de dimensao Ny = @.

Demonstragao. Considere p = [ag : ay : ag] € P2, £ = V(boxo+ b1z +boxs) e C=[f] € Wy
com [ =coxd + crad ey + cond
Afirmacao 1. 1; é fechado.

Note que se (C,¢), >3, entdo pe {nC.

Yo+ + ey, 28,

Assuma que by #0 e ag #0. Assim, p=[1:a1: ], a; = %, i1=1,2.

Observe que {p} = V(Lq, Ly) com Ly =21 — 129 e Ly = 19 — aaxg. Lembremos que,
se m é uma reta em P? tem-se que p € m se, e somente se m = V(B Ly + f2Ly) para
algum [[;: o] e P13

Assim, ¢ = V(B1Ly + BaLy) com [B : B2] € P, vamos supor que (31 # 0, assim
0=V (L +BLy) com f3 = %

Observe que {p} = V(L; + Ly, Ly) e L =Ly + Ly = x1 - (01 + Pag)xg + fre. Além

disso, f pode ser escrito na forma:
f=uol? +uy(xg, 22) L + -+ ug_ 1 (0, 22) L + ug,

com u; € Clxg, z2];.

Analogamente, considere g(xg,x2) =ug € Ly = 23 — g, entdo

3De fato, se m = V(L) com L = byzg + bixy + baxo € p € m, segue que L(p) = 0, o que implica que
bo = —(b1a1 + bQOéQ), dai L = xo(—bl()q - bQOéQ) + bll‘l + bgl‘g. Assim, L= bl(l‘l - 041330) + bQ(.’IJz - 05231‘0).
Portanto m = V(b1 Ly + byLo) para algum [by : bo] € P, Por outro lado, sendo m = V(B1L; + B2Lo)
para algum [B; : B2] € P, temos que p € m. Visto que Biag + Bacg + (—a1 81 — ) = 0.
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3. Grupo de Galois/monodromia dos pontos de inflexdo de cibicas planas nao
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-1 _
g(xg,x9) = voLo® + viwoLo® ™t + -+ + V123 Ly + vgad, v; € C.

Lembre que p = [1: oy : as] € Li(p) = La(p) = f(p) = 0, o que implica que g(1,as) =

O:Ud.

Observe que?
d-1 . d L
f= Y ui(wo, x2) L + Y vgw ' L.
i=0 i=1
Os pontos da interseccao £ NC sao determinados pelas solucoes de f =0, L =0. Ou
seja, L=0e g=voLd+v12oLd™ + -+ + vg12d Ly = 0.

Uma vez que p = [1: a; : az] se corresponde com [1:az] e V(g) c Pl e (C,0), >3,

dessa forma temos que vy =v4_o = 0. Isto é,
_73 d-3 d-3
g(x()?x?) = L2(UOL2 + -+ U437 )

Observe que ¢ = V(byxg + bz + bora) = V(L) com L = x1 + fry — (a1 + Bag)xg.
Assim, by = —(a1 + Baz )by e by = Bby. Portanto,

(C f) 53 s b0+061b1+062b230,
yY)p £

Vg-1 = Vg—2 = 0.

Sendo as equacoes do lado direito expressoes polinomiais em 3, aq,as e também nos
coeficientes de f = coxd + -+ + e, 2.

Portanto, definem um fechado em Wy x Ij.
Afirmacgao 2. Sendo

mo:ly — Iy
Cp,0) — (p,0)

verifica-se que m;1(p, () é irredutivel e todas as fibras de T, tem a mesma dimensdo.

Assim, segue do Corolario 3.3 que dim ;' (p,¢) = @ - 3.

Logo 7y : I; —> I é sobrejetora e todas suas fibras sao irredutiveis e da mesma
dimensao. Dessa forma, I, ¢ irredutivel (cf. Lema 12.7 em [6]).
Afirmacao 3. dimI; = Ny.

Aplicando o Teorema da dimensao das fibras ao morfismo sobrejetivo my : [; —> I,

temos que

dim I, - dim [y = dim w5 (p, £).

4Basta considerar A = C[zg,22], f € A[x1], e aplicar o algoritmo da divisio em A[z;]. Assim
existem @ € A[x1], R € A tais que f = QL + R. Dai aplica-se o mesmo procedimento a @, obtendo
Q1 € Alx1] e Ry € A tais que Q = Q1L+ Ry. Dai, f =Q1L?>+ RiL+ R, sendo Q; = Q2L + Ry, temos
que f=QsL?+ RyL? + RiL + R. Repetindo o mesmo procedimento, obtemos

d-1 . d o
f= 'Zo i (o, o) L + > Va-ixd LY.
i=

i=1
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3. Grupo de Galois/monodromia dos pontos de inflexdo de cibicas planas nao
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d(d+3) 3_d(d+3)
2 T2

Teorema 3.5. 7 : I; — Wy dado por (C,p,{) —> C € um morfismo entre variedades

Portanto, dim I; =3 + =Ny [

projetivas da mesma dimensao.

Demonstragao. Visto que Wy = P(C[xzg, 1, x2]q) segue que Wy é uma variedade proje-
tiva de dimensao N,.
Agora segue do Proposicao 23.4 que I; é uma variedade projetiva de dimensao N,
Por outro lado, sendo 7 definido pela projecao na primeira coordenada, segue que

m é um morfismo. n

Curvas nao singulares constituem um aberto em W,
Seja Uy = {C € W, | C & ndo singular}.
Proposicao 3.6. Considere 7 : I; — W, dada por (C,¢,p) — C.
(1) Uy é um aberto nao vazio de W.
(2) Para toda C €Uy, m1(C) esta em bijecdo com {p e C | p é ponto de inflexao}.

Demonstragao. Prova do item (1). Lembre que C = [f] € W, é singular se, e somente
se V(fo, f1,[2) #+ @ sendo f; = 0f[0x;. Assim, se a = [agoo : ... : agoq] € PNe define a

curva [ f] e Wy com
_ d d-1 d
/= Adooy + @d-110Ty " T1 + -+ ApodTs-

Ao considerarmos o sistema

887]6 = dageor®! + (d = 1)ag_1107% 221 + - + agpg 24t = 0
o . d-1 d-1 _

O, Ga-10fo e F oty C = 0

oF ag101 75" + - + dagogrd™' = 0

015

i=0,1,2.

tem-se que b= [by: by : bs]

of
Observe que —(b) i =0,1,2 sao polinomios bi- homogeneos de bi-grau (1,d-1)

oz;

nas coordendas (a”k) e [bo : by : by] respectivamente.

Assim, V;={(C,b) | beSing(C)} ¢ Wy xP? ¢ um fechado.

Além disso, P : Vy — W, dada por (C,b) —> C é um morfismo com imagem
P(Vy) ={C | C é singular}. Assim, P(V;) ¢é fechado em W, (cf. Teorema 1.10, p. 57
em [25]).
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Portanto, Uy é um aberto em W,. Visto que [f] € Uy com f = zd + 29 + 24, segue

que U, * @.
Prova do item (2). Considere C € U,.

De fato, como C é nao singular e (C,¢), > 3, segue que ¢ =T,C. Logo,

m(C)

{(Capag) ‘ (Cag)p 2 3}
{(C,p, ) | p é ponto de inflexao C}

Assim,
A : {pontos de inflexdo de C} — 7 1(C)

q — (Ca Q7 ch)
é uma bijecao. [

Assim, se C € U, entao 71(C) se identifica com os pontos de inflexao de C. De fato,

tem-se que
Proposicao 3.7. Com as notacoes acima.
(1) mY(C)+a V Cel,.

(2) Uma ciibica nao singular tem 9 pontos de inflexao e todos sdo distintos.
Demonstragao. Confira o Corolario, p. 59 em [7]. [

A partir deste ponto nosso foco serao as cubicas planas nao singulares. FEspeci-
ficamente, iremos determinar o grupo de monodromia associado ao mapa 7 (d = 3).
Para depois nos concentrar na prova de que esse grupo é soluvel e consequentemente
poder exprimir os nove pontos de inflexdo de uma ctbica plana nao singular a partir

de formulas envolvendo os coeficientes do polinomio que define uma tal curva.

3.2 Cubicas nao singulares via reticulados

Sejam go, g3 € C e Fy, ,, € C[zg, x1,22] dado por
F,

_ 2 3 2 3
go.05 = LoT5 — 4T] + Gox1 X5 + g3xy.

O discrimante A, 4, associado a F,

92,93 ¢ dado por Ag2793 = 93 - 279%‘

Proposicdo 3.8. Com as notacgoes acima. Considere Cy, 4, = V(F,, 4,) € P2 Verifica-se

que
Cgy.gs € ndo singular se, e somente se Ay, o, # 0.
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Demonstragao. Veja Proposicao 4.22, p. 129 em [13]. n

Proposicao 3.9. Seja C ¢ P? uma ctbica nao singular. Existem g¢o, g3 € C tais que C é
= V(F92,93 )

projetivamente equivalente a curva Cgy, 4,

Demonstragao. Veja Proposi¢ao 4.23, p. 131 em [13]. [

Assim toda ctbica plana nao singular C a menos de uma MCP ¢é definida a partir

de um polinémio da forma
_ 2 3 2 3 3 2
Fyy g5 = Tox5 — 427 + gom 15 + g3z com gy — 27g;5 # 0.
Temos que Fy, 4, =0 é denominada equagao de Weierstrass de C.

Lema 3.10. Se C = V(F|

inflexao de C.

».95) S P2 € ndo singular, entdo [0 : 0 : 1] & um ponto de

Demonstragao. Temos Fy, 5, = rox3 — 413 + gox1 22 + g3,

Assim, observe que

oF,, F, OF,,

—a;(’)‘% = 15 + 29211 + 39373, —a‘;l’g‘?’ =-1222 + o1} e —8‘;2’93 = 2x0T2.
OF, OF, OF,

](;onsidfere O=[0:0:1]. Dai, #0793(0) =1, #1793(0) =0e #2’93(0) =0.
essa forma,
OF, OF, OF,
ToC = V(L) com L =—2%(0)xg+—22(0)x; + —2£(0)w3 = 0.
0o 0, 019

Os pontos na reta ToC = V(x¢) sao da forma [0: a: 5] com [a: ] € PL. Assim
[0:a:]€CygNToC <= F,, 4,(0,0,5) =0 <= —4a3 = 0.

De onde concluimos que [0 : 1] € V(G) ¢ P! é uma raiz de multiplicidade 3 de
G(u7v) = F92793(07 u7 U)

Portanto, (Cy,.45,70C)o = 3, 0 que implica que O é ponto de inflexdo de C. n

Proposigao 3.11. Seja C uma cubica nao singular e O um ponto de inflexdo de C. Ao

considerarmos C como grupo abeliano com elemento neutro O. Verifica-se que
P é ponto de inflexao de C se, e somente se P+ P+ P = 0.

Demonstra¢ao. Usaremos as notagoes e definicao da operagao em C dada no Capitulo
1 na secao 1.2.
Seja P € C ponto de inflexao.

Se P =0, o resultado segue visto que O é o elemento neutro de C.
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Se P # O entdo segue do Teorema de Bézout que CnTpC = {P}. Assim P+ P = P.
Agora, resta mostrar que P+ P =0. Como P # O, temos que analisar dois casos,
(i) bpo +#TpC e (C.lpo)p = 1.

Neste caso P # P, dai #({p5nC) =3, o que implica que P +P=0=0.

(it) lpo=TpC e (C,lpo)p = 2.

Nao ocorre. Pois, P ¢ ponto de inflexao isto ¢, (C,TpC)p = 3.

Portanto se P € C é ponto de inflexao varifica-se que P+ P+ P = O.

Agora suponha que P+ P+ P=0. Se P=0, entao O+ 0O+ 0O =0 e O & ponto de
inflexao.

Assuma que P # O. Nosso objetivo é mostrar que (C,TpC)p = 3. Ou equivalente-

mente que CNTpC = {P}. Note que temos duas possibilidades

P
P é ponto de inflexao.

ou C P
Q
TPC NnC = {P}
TPC nC = {P,Q}
Suponha que (C,TpC)p = 2. Assim, P+ P aef- Q. Dai, lembre que P+P+P =0 que
implica P+@Q =0 = 0. Note que P # Q (visto que P=Q = P+ P =0 = O = P).

) SeQ=0=0=0""5°P1+0=0= P =0 (Absurdo!).

i1) Se @ # O, temos duas possibilidades #(fg.oNC) =3 ou #(lgonC) =2.

Se #({g.0nC) = 3, entdo #{0,Q,Q} = 3. Por outro lado, temos que P+ Q =
O = 0, o que implica que O ¢ lpg- Assim, P el,5 (Absurdo!), visto que P # Q)
e PQ).

Agorase #(£g.0nC) =2, entdo Q = Q. Assim, P+Q = O implicaem P+Q = O = O.
Logo, O € {pg (Absurdo!).

Corolario 3.12. Seja I' = {pontos de inflexdo de C}. Entao I'<C e I' 2 Z3 x Zs.

Demonstracao. Considere O € C ponto de inflexao, como elemento neutro do grupo

(C,+).
i) Oel.
1) Sejam P, Q €T, assim 3P =0 e 3Q = O. Logo,
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O=3P+3Q=3(P+Q)=—=P+Qel.
i11) Seja P el dai
3P=0=— -3P=3(-P)=0 = -Pel.
Como |I'| = 32 e todo elemento de I' tem ordem 3, segue que I' = Z3 x Zs.

Lema 3.13. Sejam P, () e R pontos de inflexdao da ctibica nao singular C. Assuma que

o ponto de inflexdo O € C é o elemento neutro do grupo (C,+). Verifica-se que
P+Q+R=0<«<= P,() e R sao colineares.

Demonstracao. Suponha que P+ @ + R =O.

Seja ¢ = {pg a reta que passa por P e (). Note que
#({nC) =2 implica que

L] ngpC e (C,g)PZQ.

ou

« (=TyCe (C,0)g=2.

O que é absurdo, visto que P e () sao pontos de
inflexao.
Dessa forma #({nC)=3e{nC={P,Q,A}.
Nosso objetivo é mostrar que A = R. Suponha por absurdo que A # R. Temos que
P+Q=A.
Caso 1: A=0.
Neste caso P+Q = A=0 = 0. Logo,

P+Q+R=0=—>0+R=0=— R=0=— R=A (Absurdo!).
Caso 2: A+ 0.

Considere a reta m = f40. Temos duas possibilidades #(m nC) = 3 ou

#(mnC)=2.

° #(mﬂC)=3

Assim, P+Q = A. Logo, P+Q+R=0 —
Z+R:O:6:>O€€R,Z:£O,Z:m:>
Reﬁogzm:RemﬁC:{A,O,Z}.
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Se R=0, entdo P+Q =0 = A (Absurdo!), pois A # O.
Se R=A, entdo P+ Q = R. Logo,

P+Q+R=0=—=R+R=0=3R=0=R=A (Absurdo!).

° #(mﬂC):2

Sendo m = {p 4 e O ponto de inflexao entao
m = TAC

Neste caso A= A. Logo, P+Q=A=A (e P+Q+ R=0) o que implica

A+R=0=0=0c¢€lsp=0p1>R= R=0 (visto que R # A)
— A+0 =0 = A=0 (Absurdo!).

Portanto, P +Q = R, o que implica que P,Q e R sao colineares.
Agora, assuma que P, e R sao pontos de inflexao (distintos) colineares. Considere
{={po>R. Assim, P+Q = R. Dai,

i) se R=0, tem-se que P+Q =R =0 =0 o que implica que P+ Q + R = O.

it) se R # O, considere m = lro. Temos duas possibilidades #(m nC) = 3 ou
#(mnC) =2.

Se #(mnC) =3, entdo #{R,O,R}=3e R+R=0. Logo, P+Q+R=R+R =
0=0.

Se #(mnC) =2, entao (C,TrC)r =2 ou (C,ToC)o = 2, 0 que nao ocorre visto

que R e O sao pontos de inflexao de C.

Portanto P+ Q + R=O. [

Curvas elipticas e Reticulados

Uma curva cubica nao singular em P? é denominada curva eliptica.

Reticulado complexo. Sejam wy, w, nimeros complexos linearmente independentes
sobre R.

(wy,w2), = {aw; +bwy € C | a,beZ}
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¢ denominado Reticulado complexo gerado por w; e ws. Por exemplo,

Observe que um reticulado complexo A = (wy,ws), é um subgrupo de (C, +).

De forma mais geral, se n > 1 é um inteiro, entao defina

{lweC\weA}.

lA:
n

n
Proposicao 3.14. Com as notagoes acima. Verifica-se que
1
(i) —A é subgrupo de C.
n
(i1) A é subgrupo de —A.
n
1

(i71) ord(a) é finita e divide n V @ € 2—.

1A
(iv) se n é primo entao ”T & Lo X Ly,
1

e

T

(v) sen é primo e H = {a | ord(a) =n} u {0}, entdo H =

n

Demonstragao. Os itens (i), (ii) e (4ii) deixamos a cargo do leitor.
1
1 _ 1
Para o item (iv) defina ¢ : Z,, x Z,, — i por (@,b) — —(aw + bwy).
n

e ) estd bem definida.
Sejam (@,b), (¢,d) € Z, x Z, tal que (@,b) = (¢,d), assim a —c=na e b—d =nf3

para algum «, 3 € Z.

De onde concluimos que
1 1

—(a-c)wy + —(b-d)wy = aw; + fw; € A.

n

Portanto, 1((@,b)) = ¢¥((c,d)).
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e ) & homomorfismo de grupos.

Sejam (@,b), (¢,d) € Z,, x Z,,, assim

¥((@,b) +(c,d)) = y((@+c,b+d))
_ %((a+c)w1+(b+d)w2)

1
= E(awl + bws + cwy + dws)

= %(awl_Jr bwsy) + %_(6101 + dws)
= ¥((@@ b)) +((c d)).
e 1 é injetora.

- 1 1 1
Seja (@, b) € N(v), dai —(aw; +bwsy) € A o que implica que —a € Z e —b € Z, logo
n' n n

nla e n|b. Dessa forma, @ =0 = 0.

e ) é sobrejetora.
IA T

. - . 1
Seja m € “—, entdo existe w = aw; + bwy € A com a,b € Z tal que m = —w. Dali,
n

_ A _
(a,b) € Z, x Ly, € ¥((a,1)) = m.

Para o item (v) basta observar que sendo n primo o item (3) nos garante que
1

”T c H. Para mostrarmos a outra inclusdo, considere @ € H — {0}. Assim,

_ 1 1
ord(a) = n o que implica em a@" = 0, ou seja, na € A. Logo, a = —(na) € —A.
n n

1

Portanto, a € *—.
A

Reticulados complexos e a fungcao P de Weierstrass

Dado um reticulado complexo A = (wq,ws),, definimos a funcao P de Weierstrass,

associada ao reticulado A Py : C — Cu {oo}, por

PrA()= 5+ 3 (—(Z_lw)Q—i) (3.)

we, w0

com a derivada dada por

PL()= Y 2(#) 52)

weA

A série de Eisenstein de peso 2k, Gor(A) associada ao reticulado A, é dada por

Gor(A) = Gop = 3 ﬁ (3.3)

we, w0
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Algumas propriedades da fungao P de Weierstrass podem ser encontradas em [15].

Proposicao 3.15. Seja P,(z) a derivada da funcao Pa(z) de Weierstrass associada

ao reticulado complexo A. Verifica-se que
Pi(2)” = 4Px(2)° - 60G 4Py (2) - 140G,
Demonstragao. Veja Teorema 3.5, p. 169 em [26]. [

Corolario 3.16. Com as notagoes supracitadas, se go = 60G4(A), g3 = 140G¢(A) e
C={[1:Pa(2):Py(2)]eP?| 2eC-A}u{[0:0:1]}, entao C CCy, 4, = V(F)y,.g, COM
F,

_ 2 3 2 3
92,05 = LT3 — 4T] + Gox1 X5 + g3xyy.

Demonstragao. Se p=1[0:0: 1], temos que F,, ,.(p) = 0. Considere q € C - {p} dado
por g = [1:Pa(2) : Pi(2)], segue da Proposicao 3.15 que

Fpgs(q) = PR(2) —4P3(2) + g2Pa(2) + g3
= 4AP3(z) - 60G4Pr(z) — 140G — 4Pa(2) + 60G4PA(2) + 140G = 0.
Portanto, C ¢ Cy, 4. n

Teorema 3.17. Seja Pa(z) € a funcao de Weierstrass associada ao reticulado complezxo

A. Considere g, = 60G4(A), g3 = 140Gg(A) e
C={[1:Pa(2):Py(2)]eP?2 | ze C-A}u{[0:0:1]}.
Verifica-se que
(1) C=Cyygs = V(Fyy4s)-

2,93

(2) A funcgao ®: % — C definida por

[1:Pa(2):Pi(2)] sez+0,
[0:0:1] seZz=0
¢ um isomorfismo de grupos.
Demonstragao. Veja Proposi¢ao 3.6, p. 170 em [26]. [

Observacao 3.2. Sejam « e [ sdo numeros complexos tais que o3 — 2752 # 0. Entdo
existe um reticulado complexo A tal que a = 60G4(A) e 8 = 140Gg(A) (veja o Teorema
2.2, p. 42 em [1]).
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Observacao 3.3. Sabemos que toda curva eliptica C € IP? é projetivamente equivalente
a curva C,, 4, para algum go, g3 € C tais que g3 — 2792 # 0.
Por outro lado, existe um reticulado A tal que g = 60G4(A) e g3 = 140G6(A). Logo

o Teorema 3.17 nos garante que C é isomorfa a %

Lema 3.18. Seja I' c C o conjunto dos pontos de inflexao na ciibica nao singular C.
1

A
Entao, ®-1(T") = 3T, sendo @ : T C o isomorfismo de grupos em (2) do Teorema
2.17.

Demonstracao. Como I' <C de ordem 9 cujos elementos P # O tem ordem 3 e & é um
isomorfismo de grupos, segue que ®~1(T") < X é um subgrupo de ordem 9 contido em
1A
3
e
A _ A (. C _ _

Entretanto e Z3 x 3. Assim, & 1(T") = N {a €% | ord(a) = 3} u{0}. "
Observacao 3.4. ' @ Z3 x Z3 é um espaco vetorial de dimensao 2 sobre o corpo Zs.
Observacao 3.5. Lembremos que se P, () e R pertencem a I' verifica-se que

P+Q+R=0<= P (Q e R sao colineraes. 3

Assim, no espaco vetorial I" vale ®.

Observacao 3.6. Tendo em consideracao que I' ¢ Z3 x Z3, podemos representar os 9
pontos em I' da forma (zy) com x,y € {0,1,2}. Assim, (xy) —> (Z,7) € Z3 x Zs.
Além disso, (zy), (z191), (z2y2) s@o colineares se, e somente se T +Z; + T3 = 0 =

Y+yite

3.2.1 Calculo do grupo de monodromia

Considere 73 : I3 — W3 dada por (C,p,¢) — C. Temos

LoV =mY(U)>T=7m371C)

|

W3 5 U = {C nao singular} > C.
Lembremos que o grupo de monodromia associado a 73, M é um subgrupo de B;;(I").

Lema 3.19. Trés pontos colineares em I' continuam colineares sob a acao do grupo de

monodromia M.
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Demonstracao. Considere C e U e Py, Py, P; € I" colineares.

Lembremos que M é o subgrupo de Sy determinado pela imagem do homomorfismo

(I)37T1(U,C) — BZJ(F)
(V] — D,

definido na Proposi¢ao 2.3 (no capitulo 2).
Considere 7 : [0 : 1] — U um caminho fechado com ponto base C (isto é v(0) =

7(1)=C).

A seguir vamos mostrar que: ¢, (F;) para ¢ =1,2,3 sdo colineares.

Seja Q; = ©,(FP;) i =1,2,3. Lembremos que Q; = 7;(1) sendo %; : [0,1] — V um
levantamento de v com inicio em P;.

Assuma que y(t) = C(t) € U e 7;(t) = P,(t) sendo Pi(t),P(t) e Ps(t) pontos de
inflexdo da ctibica nao singular C(t). De fato, 7;(t) = (C(t), P;(t), Tr,1)C(1)).

Considere a curva a(t) = (C(t), P(t),Tpw)C(t)) sendo P(t) € C(t) tal que

Cpy(), Pty N C (1) = {P1(1), Po(2), P(1)}-
Observe que
e (0) = (C,P(0), Tp©)C), com P(0) = Ps.
e a(1)=(C,P(1), Tpu)C).
e m3oa(t) =C(t) = (1).

Por conta da unicidade dos levantamentos de v com inicio em Pj, segue que 73 = a.
Logo, 73(1) = Q3 = P(1). Portanto, Q1,2 e @3 sdo colineares. n

Estrutura do Grupo de Monodromia

Para cada [vy] € m (U, C) considere ®., € B;;(I') com I' ¢ C pontos de inflexao.

Seja v, = ®,(0), com O €I elemento neutro. Considere

py: I — T
P +— O, (P)-uv,

Lema 3.20. Com as notagoes acima, verifica-se que 1, é Zs — linear.

Demonstracao. Lembremos que I' é um espago vetorial sobre Zs. De fato, a adicao de
vetores em [' dar-se-a pela adi¢dao no grupo abeliano I' com elemento neutro O.

E o produto por escalares em Zs é dado por: 0-P=0; 1-P=Pe2-P=P+P.
Além disso, observe que 9, (0) = O 5.

®Note que 1, (0) = @ (0) = v, = v, — v, = O.
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o Uy(\P) = A0, (P) NeZy, ¥ P,
Se A =0, temos que ¢, (0- P) = ,(0) =0-4,(P).
Se A =1, temos que ¥, (1- P) =1, (P) =1-1,(P).
Se A = 2, temos que verificar que 1, (2 P) = 2-¢(P). Ou seja, ¢, (P + P) =
Uy (P) + 1, (P).

Vamos analisar os casos: P=0 ¢ P+ O.

* P =0. O resultado segue visto que ¢, (0) = O.

» P+ O. Note que P+P + Pe (P+P)+0O+ P =0, o que implica que
P+ P,0 e P sdo colinears. Assim, ®,(P + P)+ ®.,(0) +®,(P) =0. O que
implica ®. (P + P) = -®.(P) - v,, assim ¢, (P + P) — v, = 20, (P) - 2v,.
Por outro lado ¢, (P) + 1, (P) = ®,(P) - v, + ®,(P) — v, = 20, (P) - 2v,.

° lﬂ,y(Pl-f-Pg):wW(Pl)-i"QDv(Pg) Y Pl,PQEF.

Basta considerar o caso em que P; # P».
Caso 1: P,+0, i=1,2.
(1) Existe I' > Py # P, i = 1,2 tal

gzgpp queP1+P2+P3=O70que
1,172

P C implica que Ps € {p, p,.

1

(2) P1+P2:F3.

A seguir vamos analisar os casos: P3=0 ¢ P+ O.

Assuma que P3=0e ®,(F;) =Q;, i=1,2.

Lema 2.18
Py =
Py
O

Logo Q1 + Q2 +v, = O, o que implica em Q1 + Q2 = —v, ®. Assim,
¢7(P1) +¢7(P2) = Ql — Vo + Q2 — Vo g _3Uo = O

Por outro lado, P, + Py =0 = O. Assim, ¢ (P, + P,) =,(0) = O.

Agora se P3 + O, tem-se que



3. Grupo de Galois/monodromia dos pontos de inflexdo de cibicas planas nao
singulares

P +Py%0.

Temos que P+ P>+ P3; = O, o que implica
que Q1+ Q2+ Q3 =0 (*).

E ainda (P, + P») + O + P; = O. Logo,

P+ P5,0 e P5 sao colineares.

Assim, @, (P, + P,),9.,(0) = v, e ,(P5) = Q3 sdo colineares. Dai,

—Vo

q),Y(Pl-i'P2)+UO+Q3:O:>¢.Y(P1+P2):—UO—Q3:>
Uy (Pr+ Py) = =Q3 - 2v,,.

Entretanto ¢, (Py) + 1, (FP2) = Q1 - v, + Q2 — v, - -Q3 — 20,.
Caso 2: PL=0e P, +O.
Neste caso, 1, (Py + Py) =, (Py) =, (Py) + 9, (P,). Visto que ,(0) = O. "

Observagao 3.7. Fixada a base a = {(1 0),(0 1)} do Zz—espaco vetorial I, podemos

associar a matriz A, ao operador linear ., (cf. Lema 3.20).
De fato, se 1, ((10)) = (ab) e 1,((01)) = (¢d) com a,b,c,d € {0,1,2}, entao

a ¢

A <[] - E ‘|z

Considere os grupos K = GLy(Z3) e H =73 x Z3. Seja

0:GLy(Z3) — Aut(H)
A — o(4)

induzido pela agao natural de K em H, isto é, 0(A)(vy,v9) = A Y

V2
Observe que o é homomorfismo de grupos.

No proximo Lema considere o grupo (K x H, x,) sendo
(A, h) Xg (Al, hl) = (AlA, hl + O'(Al)(h))
Lema 3.21. Com as notacoes acima. Verifica-se que

Q:o(m((U,C)) — Kx, H
CI)V — (A’W(Eovgo))’

com ©.(0) = (zo yo) ¢ um homomorfismo de grupos injetivo.
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Demonstragao. Considere ®;, &, € &(m(U,C)) < B;;(I'). Queremos mostrar que
UCIAL HESUCHEIRUCHE
Lembremos que ®; e &, = &, .. Assim,
Q _
Drody=Crgr— (Apeg, (T2,75)) com Ppeg(O) = (22 y2).
(1) Ageg = AgAs.
Lembremos que: Ay = [¢r]5, Ag[tg]a € Apag = [trag]a. Logo, AgAr = [¢g]a[vr]a =

[thg 0 r]a.
Note que:

bgody(P) = V(P (P) - 24(0))
POy (@4(P)) - 1y(@4(0))
= Dy (24 (P)) - 24(0) = (24(24(0)) - 24(0))
= Dy (21(P)) - Py(24(0))
= Dyodp(P)-P,0P4(0)
= Droed,(P)-Dsed,(0)
= q)f*g(P)_q)f*g(O)
= 1/)f*g(P) V Pel.

Assim, Ap.g = [thpag] = [Ug 0 ¥r]a = AgAy.

(#i) Sejam hg = (To,7y,) com P¢(0) = (¢ Yo), b1 = (T1,7;) com ®,(O) = (z1 11) e
hy = (T2,75) com ®.5(0) = (22 2).

Afirmagao 1. hy = hy +0(Ay)(ho), ou seja, he = hy + Ay(ho).

Note que ;e ®, =D, . Assim, &, 0 P;(O) = P,,(0). De onde concluimos

By((20 1)) = (22 1) =25

U, ((zo ¥0)) = (22 ¥2) = (21 y1) = ha = hy + Ay(ho).

(ii7) Agora vamos verificar a injetividade de 2. Considere ®; tal que Q(®y) =
(Ap, (7.7)) = (1,(0,0)) com D4(0) = (& y).

Assim Ay = I. Logo, ¢y = idp. Além disso, (7,7) = (0,0), o que implica que
r=y=0, pois z,y € {0,1,2}. Assim, ®;(0) = (0 0). Portanto, 1)y = ®; = idr. n

Considere SLy(Z3) = {A € GLy(Z3) | detA = 1}. Note que SLy(Z3) x Z2 ¢ um
subgrupo de (GL2(Z3) x Z3,%,) com (A, h) x, (A1,h1) = (A1 4, hy + 0(A1)(R)) e

o GLQ(Z?,) —> Aut(Zg)
A — o(A):72:— 72

v — Av.
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a
g

Observagao 3.8. (1) Se A = € SLy(Z3) isto é, a, 3,y e d € Zz e ad—y3 =1.

=A.

~ . ) —a b a b
Entao existem a,b,c e d € Z tais que p e SLy(Z) e | y
c c

(2) Verifica-se que a imagem do homomorfismo no Lema 3.21 é um subgrupo de
ASLy(Z3) (ct. p. 693-694 em [10]).

Teorema 3.22. Com as notagées acima e do Lema 3.21, verifica-se que Q(P(m1(U,C))) =
ASLy(Z3).

Demonstragao. Considere M = Q(P(7m(U,C))). Segue do item (2) da Observagao 3.8
que M < ASLy(Z3). A seguir considere o = (A,v) € ASLy(Z3). Segue do Lema 2.4
(no capitulo 2) que existe ®., € &(m(U,C)) tal que ©,((0 0)) = (v1 v2) se v = (T1,72),
visto que m3*(U) é conexo por caminhos (cf. Lema 3.64, p. 32 em [19]).
Seja B = (A,,v) =Q(P,) e M, com v =D, (0).
Assim, ax, 871 = (A, 0)x, (A1, -0 (A1 )v) = (AF1A, -0 (A7 ) e+o (A )v) = (A71A,(0,0)) €
SLy(Z3) x {(0,0)}
Logo, a x, B~ € M. Como (3 € M segue que o € M. Portanto M = ASLy(Z3). =

——
eM

Proposicao 3.23. O grupo ASLs(Zs3) é solavel. Consequentemente, o grupo de mo-

nodromia de ms : Is —> W3 é soluvel.

Demonstracao. Observe que

fiASLy(Z3) — SLa(Zs3)
(A,U) — A

é um homomorfismo de grupos sobrejetivo, cujo nacleo N(f) = {I} x Z2 é um grupo
abeliano (logo solavel 9).

Assim, s6 precisamos mostrar que SLo(Z3) é solavel.

Considere

9:5La(Zs) — By(Pz,) =5
A — g(4)
com
g(A): P}, — P,

a

[6:5] — A ;

6Seja G um grupo, tem-se que G é soltivel se, e somente se existem Gy, G1,..., Gy subgrupos de
Gi .
G tais que Gy = {e} £ G1 £ -+ £ G, = G. De modo que G;_1 4 G, e e é abeliano para todo
i1
ie{l,..,k}.
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Observe que {I,-I} ¢ N(g). Por outro lado, seja A € N(g), assim g(A) = idp o
3

que implica Av=v ¥ velP} . Daf, se A= |:§ ?] e
l Y

(i) v=[1:0], temos Av =[a@:5]=[1:0]

ol 9

(iii) se v=[1:1], temos Av=[a:5]=[1:1] = a=4.

a 0

Como A € SLy(Z3), temos que detA =1 e sendo A =

«

] tem-se que ol = 1,

assim @ =1 ou @ = —1. Portanto, A€ {I,-I}.
SLy(Zs)
N(g)
temos [Sy:Im(g)] =2, portanto Im(g) = A,.

Logo, ~ Im(g) < Bij(Py,) = S, o que implica que [Im(g)| = 12. Dai,

Assim, é suficiente mostrar que Ay é solivel. Observe que {(1)} £ K £ Ay e
A 12 A
K 9 A,. Assim, ‘?4 1

= — =3 o que implica que |—| ¢ abeliano. [

4

Observacao 3.9. O fato do grupo de Galois associado a extensao de corpos mj :

K(W3) — K(I3) ser soluvel implica em que o polindémio minimal P(z) = irred(a, F')
é soltuvel por radicais. Entretanto, as raizes de P(x) correspondem-se com 0s ponto
numa fibra geral m31(C) que esta em bijegdo com os pontos de inflexdo de C. Assim,
cada ponto de inflexao pode ser exprimido em funcao do corpo de fungoes racionais
K(Ws).

Teorema 3.24. Considere uma cibica nao singular C na sua forma de Weierstrass.
Isto €, C = V(Fy, ) com

_ 2 3 2 3
Fy, g5 = Toxs — 427 + G211 75 + 3T

Entao os pontos de inflexao de C sao [0:0:1] e [1:ay : as] sendo a; € C solugao

da equagao

92 93
a%_ga%—ggal BT =0 e a3=4a} - goas - gs.

Demonstra¢ao. Segue do Lema 3.10 que [0:0:1] é um ponto de inflexdo de C.

Como [0:0: 1] é o unico ponto de inflexdo na reta no infinito V(xy) c P2. Os
outros pontos de inflexdo podem ser representados na forma [1: a; : as].

Considere F = wxoxi — 4a? + goxyxd + gsxy.  Por outro lado, sabemos que
Q) =[1:a1 :as] é ponto de inflexdo de C se, e somente se, F'(Q) =0 e Hrp(Q) = O sendo

Hpr a hessiana associada a F.
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A seguir vamos calcular Hr. Note que

Frozo = 29271 + 69320
Fyy = $§ +2g27170 + 393$3 =\ Fhoz = 29270

Fazomz = 21’2

Fxlxo = 2921'0
Fyy = 1223 + goxf = { F, , = —24x,

Frpn, =0

F$2:E0 =219
Fz2 = 200T9 = F:B2€E1 =0

Fxg:pg =21y

Sendo
Frorg Frozy  Froxs
Hp =\Fp2o Fxior Fria|
Frowy Fxpuy Flrpa,
Verificamos que Hp = 8(12z123 - 12g22320 — g3a3 — 36g32321).

Portanto @ = [1:aq: as] € V(F, Hf) se, e somente se

2

2 _ 4.3 4_92 o 93 _
az=4aj —gea1 —g3 e a;——aji—gza; —-—==0.
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Capitulo 4

Retas em uma superficie ciibica nao
singular em termos de trés retas

disjuntas

Em [10] Harris estabeleceu que o grupo de monodromia associado a 7 : L — S5 que
serd introduzido a seguir, ¢ um grupo nao solivel. Entretanto, ao restringir o estudo
para familias de superficies cibicas nao singulares nos casos em que sao fixadas trés
retas duas a duas disjuntas ou duas retas concorrentes, Harris mostra que ditos grupos
sdo solaveis (p. 719 em [10]).

O foco deste capitulo é determinar as féormulas para as 24 retas numa superficie
cubica nao singular que contém trés retas duas a duas disjuntas fixadas em termos dos
coeficientes que definem tal superficie e os coeficientes das equacoes que definem as retas
disjuntas previamente fixadas, seguindo as linhas do artido de Mckean-Minahan-Zhang
[16].

4.1 Grupo de monodromia das 27 retas

Considere 83 = P(C[xg,x1, %9, 73]3), G = {¢ | £ ¢ uma reta em P2}, ¢ L € S3x G
dada por £ ={([F],0) | (< V(F)}.
Seja
7L — &
((F,0) — [F]

a projecao na 12 coordenada.

Proposicao 4.1. Com as notagoes acima 7 é uma fungao racional dominante generi-

camente finita entre variedades da mesma dimensao.
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

Demonstracao. Tendo em consideragao o Mergulho de Pliicker w : G — P® dado por
0 — [woy : ...t wa3] sendo wy; = w;v; — u;v; para 0 <@ < j <3, se u = (ug,up, Uz, us)
e v = (vg,v1,v2,v3) sdo L.I. tais que ¢ = P([u,v]) conclui-se que G é uma variedade
projetiva de dimensao 4.

Por outro lado, a projecao ¢ : L — G dada por ([F'],{) — ¢ é um morfismo

sobrejetor tal que
g (¢)

{(IFLO [ e V(F);
= {[FleSs | FeZ()} = {(}
= P(Z(0)s) x{}

P(Z(£)3).-

Assim, todas as fibras de ¢ sdo irredutiveis e da mesma dimensao 15 visto que
dimZ(0); = 23 DG+5) e

Portanto, segue6d0 Lema 12.7 (p. 111 em [6]) que L é irredutivel e do Teorema da
dimensao das fibras que dim £ = dim G + dim¢~'(¢) =4 + 15 = 19.

Finalmente ao considerarmos o aberto U = {[F'] € S3 | F' & nao singular} tem-se que
7 1([F]) ={([F],¢) | £ c V(F)} é um conjunto finito de cardinalidade 27 se [F] e U
(cf. [3] e [4]). u

O grupo de monodromia associado a 7

Seja S ¢ P? uma superficie cibica nao singular. Escolha Li,..., Lg retas em S
duas a duas disjuntas. Em [10] Harris considera o Zs-espago vetorial V' = P2(S,Z,) <
H?(S,Zs) cujas classes tem nimero de interseccao zero !. A seguir mostra que Ly, ..., Lg

formam uma base de V e considera a forma quadratica

q:V — 7o

6
=1 i<J

A partir da forma quadrica ¢, define o grupo
Og(Z2) = {p e Aut(V) | q(v) = q(p(v)) V veV}

sendo Aut(V') = {p:V — V| p é isomorfismo Zy—linear}. De fato, Harris estabelece

que
Proposicao 4.2. Com as notacoes acima. Verifica-se que:

(1) O grupo de monodromia M associado a 7w : L — S; é isomorfo a Og(Zs).

YH?(S,Z3) ¢ o segundo grupo de cohomologia H?(.S,Zy) modulo 2.
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

(2) Og(Zs) nao é solavel.
Demonstragao. Veja p. 715-718 no artigo de Harris [10]. "

Vale salientar que o fato do grupo de monodromia M (associado a ) ndo ser solavel
implica que se F = Y ajx! € C[xg, x1, 9, 23] define uma superficie cibica nao singular
S em P3. Entao nao podemos encontrar equagoes/formulas para as 27 retas em S a
partir dos coeficientes a}s e/ou radicais envolvendo os a}s.

Entretanto, Harris mostra que o grupo de monodromia associado ao morfismo
Saskew x G 2{([F],[ L1, Lo, Ls3]; L) | LS V(F)} — S3 gews
determinado pela projecao na primeira coordenada, sendo
Ssskew = {([F],[L1, Lo, L3]) | Lic V(F),LinL; =@ V i # j} € S35 x G5(S1)

com G3(S1) ={W < S | dimW =3} e Sy = C[zog, x1,x2,x3]1 ¢ solavel (cf. p. 718-719
em [10]).

4.2 Retas em superficies ctbicas nao singulares con-
tendo Fi, Es e Fjy

No que segue do texto deste capitulo utilizaremos a notacao de Harris (que tam-
bém ¢é utilizada por Mckean-Minahan-Zhang em [16]) para denotar as 27 retas numa
superficie cubica nao singular em P23, a saber:

O duplo-seis

E, Ey B3 By E5 Eg
Cy Cy O3 Cy Cy Cy

e as 15 retas residuais L; ; nos planos (E;,C;) com i < j.
Salientamos que o estudo da interseccao entre estas 27 retas encontra-se no apéndice
B (cf. Proposicao B.10 e B.12).2
Nesta secdo vamos fixar as retas Ey = V(zg,71), Ey = V(29,23) ¢ E3 = V(2 -
T, 1 —x3) e considerar uma superficie ctibica nao singular S = V(F') c P? contendo as
retas E1, Es e Es.
k

_ i g 1 . . _ ~
Observe que se I’ = . Zklai,j,k,l%xﬁzxa: i+j+k+1=3, entao tem-se que
Sl?]? bl

o F1=V(xg,21) S <= F(0,0,5,t) =0V [s:t] e Pl. Assim E; €S se, e somente

se

2Nesse apéndice o leitor devera considerar a; = E; e b; = C;.
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

(1/07073’083 + 01070727182t + 0z07071723t2 + a070,073t3 =0V [S : t] eP!

o que implica que agp,;; =0V i,5€{0,1,2,3},i+j=3.

o Fy=V(xe,23) S < F(5,6,0,0) =0V [s:t] e PL. Assim Fy C S se, e somente

se
(1/370707083 + 0127170708225 + (117270708752 + (](0737070253 =0V [8 : t] eP!

o que implica que a30,0,0 = ¥2,1,00 = 1,2,0,0 = ®0,3,0,0 = 0.

o F3=V(xg—x9,x1 —x3) €S < F(s,t,5,t)=0V [s:t] e PL. Assim E3C S se, e

somente se

2
53(042,0,1,0 + 041,0,2,0) +S t(a270,0,1 + Q101,10 T 1110+ ao,l,z,o)"'

st?(o 1,010 + 1002+ 0210+ 00111) + 13 (201 +X102) =0V [s:t] e PL.
Dali,

010+ a1020=0, Qopo1+ai101,1+Q111,0+Q0120=0,

20,1+ a0102=0, a1101+a1002+ Q0210+ Q01,1,1=0

1454 It ikl

Por simplicidade, no que segue do texto vamos usar a seguinte notagao.

ap = (20,1,0,02 = X111

It Rt

0,03 = Qp21,0,a4 = 10,2,0,35 = &p,1,2,0, 36 = C0,1,1,15

a7 =01,0,1,1,a8 = @1,0,0,2, 49 = &p,1,0,2, @10 = ¢2,0,0,1, 11 = ¢1,1,0,1, 412 = &p,2,0,1-
Assim,

F= I'QZEQ(CLL"I)O + CL4ZL‘2) + l‘ol‘g(alol‘g +agrs +a11r1 + (1,7I2)+

r1T2(a3xry + agTy + agrs + asxg) + r1x3(a121 + agrs) (4.1
e seus coeficientes satisfazem (4.2)
a;+ay =0
as +as+ay+ajpn=0 (4.2)

a3+a6+a8+a11=0

CL9+G12=0
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

A superficie quadrica nao singular Q = V(zgzr3 — x122) determinada pelas retas
E1, Es e E3 serd uma pega chave para determinarmos as 24 retas restantes na superficie
S. De fato, tais retas farao parte de uma das familias de retas da quadrica (). Por esse
motivo, vamos introduzir essas familias de retas a seguir.

Considere as familias de retas £ = {L,}, e N = {N,}, da superficie Q = V(zozs -

r1x3) dadas por

L, {law:bu:av:bv] € P3| [u:v] e P'} = V(bxg — axy, brs — ax3)
N, {lav:av:bu:bv] e P3| [u:v] e P} = V(bxg — axg, bxy — axs)

se p=[a:b]ePl

Observe que Ey, Fy e E3 pertencem a familia A'. Além disso, se p = [¢: 1] entao

L, = {[t:1:th:b]eP3|beC}u{[0:0:¢:1]}.

Ly

E verifica-se que
L,cS«=L;cS< F(t,1,th,b) =0V beC.

De forma anéloga tem-se que

N, = {[t:th:1:b]eP3|beC}u{[0:¢:0:1]}.

Ny

e Ny S <= N, CS < F(t,th,1,b) =0V beC.

Proposicao 4.3. Sejam ty,ts5,ts as raizes de

g(t) = a1t + (ag + ayo)t* + (az + a1 )t + arg (4.3)
= —(a4t® + (a5 + a7)t* + (ag + ag)t + ag). '

Entéo 04 = V(l’o—t4$1,.’ll'2—t4l'3), 05 = V(l’g—tg)l’l, xg—t5x3) (& 06 = V(.To—t6$1,$2—t6$3)

sao retas da familia £ contidas em S.

Demonstracao. A seguir determinaremos as retas da familia £ que estao contidas em
S. Note que, Ly = {[t:1:thb:b] € P3| be C} c S se, e somente se F'(¢,1,tb,b) =0V beC.
Assim, segue de (4.1) que

F(t,1,tb,b) bt2(ayt + asbt) + tb(aiot + aghb + ayy + abt)
+ th(as + asbt + agh + ast) + b(ai2 + agh)
= b2(a4t3 + agt + a7t2 + agt + a5t2 + Cbg)

+ b(a1t3 + a10t2 +a;t+ (lgt&th + alg).
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

Entretanto, verifica-se que F(¢,1,tb,b) = (b—b%)g(t) com g(t) descrito em (4.3).

Logo, L; € S se, e somente se g(t) = 0. Como grau(g(t)) = 3 obtemos as raizes t4,t5
e tg € C. De modo que cada uma dessas raizes determina a reta L,, € £ com p; = [t;: 1],
L, ={[tiv:u:tw:v]|[u:v]eP} =V(xg—tizy,xe —tixs) com i =4,56. Dai, vamos
chamar L,,, L,, e L,, por Cy,Cs e Cg, respectivamente. Observe que ¢; # t; para i # j,
caso contrario, teriamos que C; = C}.

Observacao 4.1. As raizes t4,t5 e tg podem ser determinadas a partir de férmulas
que envolvem os coeficientes de g(t) e seus radicais. Portanto, t4,t5 e tg admitem
formulas que envolvem os coeficientes e radicais dos coeficientes de F'. Assim, ja temos
as equagoes para as retas Cy,C5 e (g na superficie S = V(F), cujos coeficientes sao

obtidos a partir dos coeficientes de F' e seus radicais.

Cy C5 Cg
£y
Es
Es

Falta determinar 21 retas em S.

A seguir considere os planos H, ; = (E;,C;) com 1<i<3e4<j<6.

Cj Hi

A interseccao H;; NS determina uma nova reta em S, que denotaremos por Lj ;.
Isto ¢, H;;nS = FE;uC;ul,;. Assim, obtemos 9 retas, a saber L, j, Lo e L3; com
j=4,5,6.

Cj Hi C; Hj; C; Hs ;
Ly Lo ; L3,

Ey Es E3

A seguir vamos determinar as equacoes dos planos H, ;, Hy; e Hs; com j=4,5,6.
Seja Hy; = V(L). Temos que Ey c Hy ; se, e somente se L € (zg, 1) se, e somente

se existem o, 8 € C tais que L = ax + Bxy. Por outro lado temos que C; c Hy ; se, e

52



4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

somente se L = a(xo—t;z1)+b(z2—t;z3). Igualando as ultimas duas equagoes, obtemos
que Hl,j = V(.I'o - tj.iEl).
De maneira analoga, encontramos que Hs; = V(z2 —tjz3) e Hy; = V((zg — 2) -

tj(x1 - x3)).

Proposigao 4.4. Verifica-se que Li; = V(2o — tjz1,615), Laj = V(22 — tja3,00;) e
L3J = V((mO - x2) - tj(1‘1 - $3),€3,j), sendo

gl,j = xl(t§a1 +tja2 +a3) +:E2(a4+a5) +x3(t?a4+tj(a5 +a6+a7)).
820‘ = l’o(tjal + alo) + xl(t?al + tj(ag + a9+ CLH)) + Ig(t?(@ + tja7 + ag).
637]‘ = IL‘l(t?(ll +tjCL2 +CL3) +x2(tja1 + ao +CL5) +ZL’3(tjCL10 —ag).

Demonstragao. Note que Hy; = V(zg —tjx1), Haj = V(xo —tjxs) € Hy; = V((g -
xg) —t;(x1 —x3)). Observe que a interseccdo S n H; ; é dada pelos zeros do polinomio

F(tjz1, 21,29, 23). Assim, de (4.1) tem-se que

F(thL'l,Zlfl,Ig,.Ig) xlxg(xl(alt? + agt]‘ + CL3) + ZL’Q(CL4tj + a5) + a6x3)

1'1.733(.1'1(((17 + ay + a5)t? + (ag + ag + ag)t]’j + ag)

+ SCQ((CLlO + ay + CL5)t]') + SCg((CLH +as+ 0,6) + CL12)).

Adicionando —x%xgalt? + x%xgalt;)? - $1x2x3a4t§ + x1x2x3a4t§ - i+ a4t§? +xad+ a4t? -

x123t5 (a5 + ar) + x125t5 (a5 + ar) na equagdo acima, obtemos que

F(tjzy,x1,29,23) = x122l1; —tjx12301
3 43 2 2 . A
I1[E3(ZL’1( altj + Cl7tj + CL5tj + agtj + a6t] + Cbg)
. . . . 3 _ 42 )
+ xa(aiot; + astj + ast; + art;) + :)33(0,4tj tj(a5 +ar) + ant;

+ thj + alg)).

Sendo assim, de (4.2) temos que ajot; + ast; + ast; + azt; = 0 e de (4.3) segue que
aﬁ? + (ao + ag)t? + (ag + ay1)t + a;2 = 0. Portanto, obtemos que F(t;x1,21,%2,23) =
x1(z2 — tjxs)ly .
Assim, L, ; é dada pelos zeros de xg —t;z1 e {1 ;. Logo, Ly ; = V(zo —t;x1,01;).
Analogamente a interseccao SnH, ; é dada pelos zeros do polinémio F'(xg, z1,t;x3,x3).

Assim, de (4.1) tem-se que

F(xzg,21,tjx3,23) zoxs(zo(tjar + ar) + xra1; + acg(t?cu +tjar +asg))
+ xyws(xo(tjaz) + x1(tjas + ag) + xg(t§a5 +1tja6 + ag))
= xors(xo(tjar + ag) + xram; + $3(t§a4 +tjar +ag))
- zxs(wotj(as + ap +ar) + x1(t;(as + as + ain) + arz)

+ l’g(t?(alo + a7+ a2) + tj(au +ag + (Zg) + a12)).
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

Adicionando {B()l‘ll'g(t?al + tj(a,lo + ag)) — Ilfol‘ll'g(t?al + tj(a,lo + ag)) — x0x1x3t§a1 +
x0$1x3t§a1 - l‘%l’g(t?al + t?(alo +ag)) + .ﬁE%.’L’g(t?&l + t?(alo +ag)) - xlxgt?cu + x1w§t§a4

na equacao F(xo,x1,t;xs,3), obtemos que

F(xg,x1,tx3,23) (zoxs +tjx123)la,

2123(wot;(ar + arp + az + as) + 21 (~t3ay — 5 (aio + az)

+

tj(CLG + ag) + CL12) + Ig(-t?(hl + t?((llo + CLQ) + tj(an + CL3) + CL12)).

Sendo assim, de (4.2) e (4.3), segue que F(zo,x1,t;x3,23) = x3(x0 + t;21)l2,;.
Assim, LQJ‘ = V(JZQ - tjxg, EQJ‘).
Agora temos que a interseccao S n Hsz; é dada pelos zeros do polindmio

F(zo+t;(x1 —23), 21,22, 23). Assim, de (4.1) tem-se que

(ZEQ + tj(l'l — l’g))l‘g(&l(l‘g + tj(fL'l - £L'3) + CL4.I’2))
+ (.CEQ + tj(iL'l — .1'3)).1'3(@10(132 + tj(.’El - .Tg) + agxs

+ ap1r1 + arra)) + x1xe(azxy + asre + agrs + as(we

F(fL’Q + tj(xl - ZL‘3), ZL’l,{EQ,ZEg)

+

+tj($1 - ZE3))) + :leg(auxl + (lg(lfg)

fL’lfL‘Q(ZL‘l(t? + tjag + a3) + ZEQ(tjal + a9 + a5)

z3(t3ay +tj(as + as + ai) + ag)) — vaxs(z1(ta
ti(ag +as +ar) +as + ag + ag) + w2(tja1 + az + as)
w3(t3ay +tjar +az + ag + an)) — v103(21 (¢ (a2 + as
ar) +tij(as + ag + ag) + ag) + xot;(as + as) + m(t?alo
+tj(ag +ag +ayr) +ap)) + x%(xl(tg(az +as+ar)
ti(as +ag+as)) + wat;(ag +as) + :@(t?aw

ti(as +ag+ai))).

+ + + 4+ 4+ o+ o+

Adicionando —z17923(as + ayp) + r12073(az + ay) — CE%Z’gt?CLl + CE%Z’gt?CLl - Cl?ll'gl'gtjz-a,l +
2 2. 43 2. 43 2, 42 2. 42 ~
T1ToT3t a1+ 331 )~ 1371t a1 + a3t a1~ 2379t a) na equagao F(zo+tj(z1-13), 21, T2, 73),

obtemos que

F(xg+t;(x1 —x3), 21,29, 23) (r129 — ;123 — To3 + tja3 )5

+ wwgws(tiay +ti(ar +as) —ti(as + ar) + ar — az — ag
— ag—an) - rivz(~tiay + 3 (ag + as) + t;(ag + ag) + ag)
- xlxg(alt;’?—ti(ag,+a7)—tj(a6+a8)+a12)

- xgxg(t§a4 + t?al).

Sendo assim, de (4.2) e (4.3), segue que F'(x2 +t;(21 - x3), 21,22, 23) = (21 - v3) (22 -
tjl’g)gg,j.
Assim, Lg; = V((xo — x2) — tj(x1 — x3),l3;). "
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

Mais duas retas na superficie cibica S

A seguir vamos determinar mais duas retas em S que denominaremos de Cs e Ly 5

tais que C5n Lyo =@ e C3 e L5 encontram? as quatro retas Ey, Ey, Ly 4 e Ly s.
C4 Lo
// // .
Ey

|

Para isto, vamos estabelecer as seguintes notagoes: f34 = c121 + ca2 + c3x3 sendo

c1 = tial + 1409 + ag
Co = t4a1 + as5 + a9
c3 = laa10—ag

Analogamente, {35 = dyz1 + doxo + d3xs com

d1 = t%al +t5a9 + ag
dQ = tg,&l + a5 + a9
d3 = tsaip—as

conforme a descri¢ao de ¢34 e {35 na Proposicao 3.4.
Proposicao 4.5. Com as notacoes acima, tem-se que c¢; # 0, d; # 0 e ¢c3 +t4c9 # 0.

Demonstragao. Suponha que c3 + tgco = 0. Entdo l34 = cjz1 + co(xe — t423). Logo,
L3y = V(x2 —taxy — (x2 — tyws,l34)) contém o ponto [0:0: ¢y : 1] que também esta
contido em £;. O que é uma contradicao, visto que EynLs 4 = @. Portanto, cg+t4cy # 0.

De maneira analoga prova-se que ¢; #0 e dy # 0 *. [

Determinacao das retas C3 e L9

Vale salientar que C5 e L; 5 sao as tnicas retas na superficie S que encontram as

retas disjuntas Ei, By, L34 e L35 (cf. Proposi¢do B.10 no Apéndice B).

3De fato, Cs e L 2 530 as Gnicas retas em S que encontram E, s, L3 4 € L3 5 conforme a Proposigao
B.10 no Apéndice B.
“Se c; #0entdo [t4:1:0:0] € EanL3y. Ese dy #0 segue que [t5:1:0:0]€ Ean Ly 5.
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

Segue do Lema A.8 que existe A :[P3 — P3 MCP tal que A(E)) = Ey, A(E») = Es
e A(Ls4) = E5 sendo Ey = V(zo,21), Ea = V(22,23) € E5 =V (29— 22,21 — 3).

De fato, se
(1 4, 0 0]
0 0 0
A= @
0 —ty4
_0 0 —C2 —03_

entdo detA = —cq(c3 + catyg) # 0. Logo A determina uma MCP A : P3 — P3 tal que
® (A_I)El = V(Aoﬂfo, Aol’l) = V(«%o —tyxy, 0196’1) 0 V(ﬂfo, 951) = Ey.
[} (A—I)E2 = V(A..TQ, A.ng) = V(.I’Q — t4$3, Colo + 031’3) C3+C%t4¢0 V(l’g, ng) = EQ.

o (A Y)E5=V(xg—tyx) — T2+ x3ts, T1C1 + ToCo + T3C3)
= V((zo—x2) —ts(x1 — 23), 2101 + TaCo + T3¢3) = L3 4.

A seguir mostraremos que ALs 5 = V(o +uy &y + Uy + U3x3, T1 + VaZo + v3x3) sendo

ty — 15
U = —
&I
c3 + Cots
Uy = ————
C3 + Cgt4
4~ 15
Us = ——————
c3 + Coty
c1 dacg —dscy
1)2 = i —
d1 Cdg + 6212?
c1 datg +ds
fUS = -

_d_l C3 + 02t4
De fato, observe que se T' = V(g + U1y + UsXo + U3X3, T1 + Voo + U3x3) €ntao
(A_I)T = V(IO - t4.§C1 + ULT1C1 + UsXy — UQI3t4 — U3T9Cy — U3X3C3,
T1C1 — Va2l — t4(II3U2 — V3x2Co — U32E303).
Dali, substituindo os valores de wuq, us,us3, v2 € v3 nas equagoes do sistema abaixo
To — taZ1 + ULT1CL + U Ty — UQI3t4 — U3T9Co — U3XL3C3 = 0

T1C1 — V29 — t4$31}2 — V3XL2Cy —V3I3C3 = 0

obtemos que (A_l)T = V((JZO - ZEQ) - t5(ZE1 - 1'3), dll'l + dQIQ + d3$3) = L375.
Agora, intersectando a superficie ) = V(xozs — z122) em P? com a reta ALssp,

obtemos que

Q n AL3’5

V((L’(}’Eg = Z‘ll’g) n V(Z‘o +UIT1 + UT9 + U3T3, T + Voo + Ugl’g)

V (0223 + xox3(urve + v3 — ug) + x2(uyvs — uz)) na reta ALgs.
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Dessa forma, obtemos a equacio vex3 + roxs(uive + v3 — uz) + x2(uyvs —u3) = 0. Note
que as solucoes dessa equacao, cuja coordenada x3 # 0, sao determinadas pelas raizes
da equacao

027? + (Uvy + V3 — Up)x + (uv3 —u3) = 0. (4.4)

Pelo Teorema de Bézout (Q n AL3 5 consiste de dois pontos, que sao distintos e sao

solugbes da equagao (4.4). Em particular, 4vy(ujvs —ug) # (ujvg + vz —ug)?. Se vy # 0,

entao °
. —(upvg + v3 —ug) + \/(ulvg + U3 — u2)? — dvg(urv3 — ug)
! 2?]2
e
G = —(U1U2 + v3 — UQ) — \/(Uﬂ)g + v3 — UQ)2 — 4U2(U11)3 - Ug)
5 =

2’02
sao as solugoes da equagao (4.4).
Se vy = 0, entdo a equacao (4.4)nos fornece a solugao [ug—uqvs : v3—uy]. Entretanto

neste caso também temos a solucdo [1:0].

Proposigao 4.6. Sejam (A1)C5 e (A™1)L; as retas da familia £ determinadas pelos

pontos na intersecgao () N AL3 5. Verifica-se que

Cs
Ly

V(2o + (=s101 = ta)1, (1 + s1¢2) w9 + (103 — ta)x3)

V(o + (=821 = ta)wr, (1 + 52¢2) T2 + (S2¢3 — ta)x3).

Demonstragao. Observe que a reta {[t:1:bt:0] | be C} da familia L; ¢ determinada
pelo raio j—z = % =t. Assim, Ly, = {[s;: 1:8b:0] | beC} =V(xg- siw1, 29 — 5T3)

contém pontos de () N ALs 5. Dai, temos que

(A)V(xg - siz1, 29 — 5;w3) = V(xg - tgx) — 80101, Tg — t4T3 + 8;ToCo + $;T3C3)

= V(g + (=sic1 —ta)wr, (1 + co8i) o + (8503 — ta)xs).

Dessa forma, para i = 1 obtemos a reta C's e para i = 2 obtemos a reta L 5. [

Determinacao das retas Cy e L3

Lembre que Cj é residual ao plano (Ey, L 2) e Ly 3 é residual ao plano (Ey, Cs).

A seguir dentre os planos contendo a reta Ey = V(xg,21), vamos considerar os que
contém uma reta L da superficie S. De fato, ao considerarmos L = C3 vamos obter a
reta residual L; 3 em S e ao considerarmos L = L; o vamos obter a reta residual Cs em

S.

5Se (uqvz + v — ug)? - dvy(uqvs —ug) = T_ei

denotamos Vet = \/re% e —\/rel® = —\/re* .

% com 7 >0e0<6 <27 éum nimero complexo, entdo
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4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

Considere o plano H = V(xg + ax;) com a € C e L = V(¢ + axy,bxs + cr3) com

[b:c] € P! uma reta na superficie S = V(F') diferente da reta £y = V(xg, z1).

L HZV(LE0+CL£L’1)

Ey

Assim Sn H = Fyu Lu/ sendo ¢ uma reta residual distinta de E; e L. Note que,
p=[x:y:z:w]eSnH se, e somente se F(-ay,y,z,w) =0.

Dessa forma, de (4.1), tem-se que

F(-ay,y, z,w) = —ayz(—a1ay + a42) — ayw(-ajpay + agw + a1y + azz)+ (45)

yz(asy + asz + agw — azay) + yw(ay + agw) =0

Por outro lado tem-se que, F(-ay,y, z,w) = y(bz + cw)(my + nz + pw).

Assim a partir de (4.5) concluimos que

bm = a%a; —aay+as
cm = alapg— aap; + ap
bn = —aaq+as
cp = —aag+ ag
bp+cn = —aar+ ag.

Desde que L é uma reta, tem-se que (b,c) # (0,0), assim |b|?> + |c[> > 0. Entao,

multiplicando a 12 equacio por b e a 2% equaciio por ¢, obtemos que

b]2m = b(a2a; — aay + as) e |c2m = €(a2ay — aay; + ara).

Assim, ~
b(a’ay — aaz + az) + ¢(a?ayg — aar; + ao)
- 4.6
" o + P o
Por outro lado, observe que
c*n = (cbp + cn) - b(ep) = c(~aay + ag) — b(—aag + ay). (4.7)
e

b?p = b(pb + cn) — c(bn) = b(-aay + ag) — c(~aay + as). (4.8)

Multiplicando (4.8) por b e cp = —aag + ag por ¢, obtemos
|b|*p = 52(b(—aa7 +ag) — c(—aay + as)) e |c|?p = ¢(—aag + ag).
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Visto que [b|* + |c[? > 0, obtemos

~ 52(6(—aa7 +ag) — c(—aay + as)) + ¢(—aag + ag)
) bl + |cf? ’

p (4.9)

Agora vamos determinar n, para isto multipliquemos (4.7) por ¢ e bn = —aay + as por

b, e tendo em consideragao que |b|? + |¢|* > 0, obtemos

& (c(~aar + ag) - b(—aas + ag)) + b(—aay + as)
b1 + |cf* '

(4.10)

Como F(-ay,y,z,w) =y(bz+cw)(my+nz+pw), segue que a reta residual £ no plano
H =V (x¢+ax,) é dada por V(zg + axy, mzy + nxy + prs) com m,p e n determinados
em (4.6), (4.9) e (4.10).

Notacgao 4.1. Sendo m,n e p fungdes de a, b, c. Considere (mq,n1,p1) = (m,n,p)(-s1c1-

ty, 1+ 8109,8103 —t4) e (Mo, na,p2) = (M, n,p)(=s2¢1 — L4, 1 + s2C9, 5203 — t4).
Proposicao 4.7. Considere o plano H = V(xq + axy). Verifica-se que

HnS - E1U03UL173, se a=-81c1— 1ty

El U CQ U LLQ, se a=-81Cy — t4
sendo L1’3 = V(x0+(—3101—t4)x1,m1x1+n1x2+p1x3) e 02 = V($0+(—3201—t4)$1, MmoXo+

NoXg + pzxs)-

Demonstragao. Se a = —sjc1 — ty entao as retas Fy = V(zg,11) e C3 = V(g + (=811 —
ty)x1, (L+s100)xe+(S103—14)T3) estao contidas no plano H. Assim, podemos considerar
(a,b,c) = (=s1c1-t4, 1+51¢a, 51¢3—14) consequentemente obtemos a reta residual £ = Ly 5.
Analogamente se a = —sqcq — 4 entdo as retas Ey = V(xg,21) € L1o = V(xg + (—s201 —
ty)x1, (1+ 89¢o)xe + (Soc3 — t4)x3) estdo contidas no plano H. Assim, ao considerarmos

(a,b,c) = (=s9cy —tg, 1 + S9¢9, Soc3 — t4) Obtemos a reta residual ¢ = Cy. n

Determinacao das retas C} e Lo

Neste caso C ¢ residual ao plano (Es, Ly 2) e La3 é residual ao plano (Es, Cs).
Para determinar as equacoes de mais duas retas na superficie S que chamaremos
de C4 e Los. Considere (b,c) #(0,0) e L = V(zg + axy,bxs + cxs) uma reta contida no

plano V(zg + axy). Assim,
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S ]
0 0
1371 = 5
00 ——
R+ €
C
0 -
RERNTEIER

define uma MCP tal que BL = V(g + ax1,22) e BE; = Es.

Considere o plano H = V(x3) contendo as retas Es e BL, temos que a intersecc¢ao
-1 _

da superficie cibica BS = V(F o B~!) com o plano H, é dada pelos zeros de Fo B

‘IQ:O
F(xg,x1, cxy, —bxsg). Assim, segue de (4.1) que

F(xg, 1,20, -bx3) = zow3c(aixg + agrsc) — brsro(aioxo + ag(—bxs) + ajixi+ (4.11)
azcxs) + r1r3c(asxy + asrse — aghts + asxg) — r1x3b(a12x; — aghxs). .

Entretanto, F'(xg,x1,xac, —bxs) = x3(xo +axy)(hxo+jr1 + kx3), logo (4.11) nos permite

concluir que

h = aic — alob,
J+ah = asc—anb,
k = a4c®—azbe + agh?,
aj = asc—ab,
ak = asc®— ageh+ agh?.

Subtraindo ah de j + ah, n6s temos que j = asc — a;1b — aaic — aph).
Agora observe que BS n H contém as retas Fo, BL e A = V(hxg + joq + kxsz, x2).
Assim, aplicando B~! nos temos que
ck bk

“1(A) = ; _
B ( ) V(hSUO +J)x + |b|2 N |C|2ﬂf2 |b|2 N |C|2

x3,bro + C13).

Notacao 4.2. Considere h,j e k como funcgoes de a,b,c. Sejam (hq,j1,k1) = (h, j, k)

(=s1c1—ta, 1+ 5109, 5103 — t4) € (ha, Ja, k2) = (h, 7, k) (—=s2c1 — ta, 1 + Saca, Sac3 — 14).

Proposicao 4.8. Sejam «; = 1+ s;¢c9 e B; = s;¢3 —t4 para i = 1,2. Considere o plano
H; = V(a;xe + fiz3), i = 1,2. Verifica-se que

HimS: EQUC3UL2’3, set=1

EQUOlLJLLQ, se =2

_ . Bik1 alk
sendo L273 =V (hll'() + 121 + X2 i P+BE T3 \a1|21+\%1|2 , Q1o + f1x3) €

- ; Baks sk
¢y =V <h2370 + JaT1 + T L e (2l + P2ts ).

Demonstra¢ao. Ao considerarmos o plano Hy = V(o129 + f123) tem-se que Ey ¢ Hy e
C3c Hy. Assim, HynS = E,uC5 U/l e verifica-se que £ = Lo 5.
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De forma analoga, checamos que se Hy = V(s + fa23) as retas Ey e Ly 5 estdo
contidas em Hy. De fato, HynS = Eyu L0l com ¢ = (. n

As seis retas finais

Agora iremos determinar as equagoes das tdltimas seis retas Ey, Es, Eg, Lys, Lyg
L5’6.

De fato, as retas L;; e Ey com i < j, {i,7,k} = {4,5,6} sdo as unicas retas na
superficie S que encontram as retas C;, Cj, Ly i € Loy (cf. Proposi¢ao B.10 no Apéndice
B).

Para determinar essas retas consideremos a mundanca de coordendas projetiva 6,

[t t; 0 0]
|t ooof

0 0 ¢ ¢

- 11_

O fato de C;,C; e ALy i, serem disjuntas implica que AC;, AC; e Ly, com 1, j, k tais

que {i,j,k} = {4,5,6} sdo disjuntas. Além disso, nés temos que

AC;

AV(I’O - tiilll,ﬂfg - tzl’g)
= V(tjflf() +t,x1 —t;x9 — til’l, tjxg +t;x3 —t;x9 — tzl’g)
= V((tj—ti)Io,(tj—ti)fL‘g) ZV((L'Q,ZL‘Q).

AC]' = AV(Z’O - tj$1,$2 - tj$3)
= V((ti—tj)z1, (ti — tj)x3) = V(21, 73).

ALl,kz = AV(.’EO - thlagl,k’)
= V(tjmo + tiwy — tyan — tyxo, (traq + tras + az) (zo + 21) + (tgag + as) (ot
+ $3ti)+ (tia4+tk(a5+a7)+a6)(x2+x3))

_ ti—tg 2 ti—tg ) . 2
= V(xg+ el (tiar +tras + ag)xq (1 - tj_tk) + o (tptjaq + tjas + tiay

+ tk(a5 + CL7)) + $3(tktia4 +t;a5 + tia4 + tk(a5 + CL7))).

Ao considerarmos as notagoes

ti—t
(1— k)(t%a1+a2+a3).

T = t—tr
o = tza4+t;€(t]~a4+a5+a7) + (tja5+a6).
€ = tia4 + tk(ti&4 + as + a7) + (tia5 + ag).

Desde que t; # t; (cf. Proposigio 4.1), nés temos que A é nio singular.
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segue-se que ALy =V (zg + ; bi x1,7x1 + 0o + €X3).

Como mencionado na prova da Proposi¢ao 4.3, tem-se que t; # t; # ty, assi

um ntmero complexo diferente de 0 e 1. Observe que se § = 0, entao AC; e ALy, se
intersectam em [0: 0 : 1: 0], contradizendo o fato dessas duas retas serem disjuntas,
assim 0 # 0. De maneira anéloga, se € = 0, AC; e AL, se intersectam no ponto
[0:0:0:1], o que é um absurdo, logo € # 0.

Tendo em vista que AC; = V(zg,22), ACj = V(z1,22) € ALy = V(z0+3

dxg + €x3), ao considerarmos a MCP

YT+

[1 0 0 0]
ti—t
——t” t’“ 0 0
371: ) k 1
0 0 5 0
7(t5 - tk) 1
0 LK o =
L e(t - ty) €|

tem-se que

BAC’Z = V(ZL‘(), 5) V([Eo,l'Q)

BAC;

V(en (#5). 2 () - 2) - Vi)

BALy,

V(Jfo - (%) (;_iz>l‘1,—5$1 (
= V(l’o —T1,T9 —1’3).

)+x2+5:v1( 7t:)—x3)

Observe que essas trés retas disjuntas (BAC;, BAC; e BAL, ) estao na familia de
retas £ da superficie quadrica @ = V(zor3 — x112).

O proximo passo serd intersectar BAL,j com ). Pelo Teorema de Bézout esta
interseccao consiste de dois pontos, que irao determinar duas retas na familia A/. Ditas

retas serao denotadas por BAL;; e BAE). Observe que

ALsy, AV (x5 = tyxs, (tgar + aro)xo + (t2ar + ty(aio + az) + ar1) 1 + (t2aq + trag
+ ag)Ts3)

= V(tjwg + tiws — ti(z2 + x3), (xotj + 21t;) (tkar + aro) + (t2ay + tx(aro + az)
+ an)(xo + 1) + (t2aqg + tpar + as) (v2 + 23))

= V(l’g(t] - tk) + Ig(tz - tk), .To(tial + tk(tjal + a9+ (lg) + tjalo + CLH)

+ I‘l(tial + tk(tial + a1+ CLQ) +t;a10 + CLH)) + (ZEQ + xg)(ticu +trar + ag).
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Considerando as notagoes

3
1

tial + tk(tjal +appt a2) +tja10 + a11

tial + tk(tial + a9 + 0,2) + tialo + a1

2
tka4 +trar + ag

concluimos que ALy = V((tj —ty)xe+ (ti —tr)xs, T2 + pr1 + 0 (T2 +23)). Agora vamos

calcular BALs , assim

BAL2,k =

(tj—te) 2 + (i — t) (22 (F52) - 2) ,7wo + p (-2 (332))
: —”(ifiﬁ’;)—%))

5t tk oy (tj—tr)—ep(tj—tx)
o €1

e(ti—ty)

oy (tj—ti—ti+te)—ep(t;—tr) )

e (t]—tk e(ti—tg)
o [Li-te—tj+ty
+ € ti—tg ) xg)
— ’Y_5 _ é ti—tg O"y(tj—tz‘)—€p(tj—tk) a ti—t;
= V(Lx+x0-2 (trtk)xg,ﬁxo + 27 ( Coin) +e o= ) 7s)-

Proposicao 4.9. Tem-se que 7 # 0.

Demonstracao. Suponha que 7 =0, entao
ALgy =V ((t; - tr)ze + (ti — tx) 3, pr1 + 0 (T2 + 73)).

Tendo em vista que AC; = V(z1,23), segue que as retas AC; e AL, tem como ponto
em comum [1:0:0:0], assim essas retas nao sao disjuntas, o que é uma contradigao,

visto que Loy e C; sao disjuntas. Portanto, m # 0. [

Tendo em vista que ja determinamos geradores para o ideal da reta BALs j, vamos

determinar a interseccao () N BALs . Assim, substituindo zy = —ﬁml + g (ﬂ) ZT3 €

ti—tg
_ _ oy(tj—ti)—ep(ti—te) \ _ o [ ti=t
Lo = ~T1 ( me(ti—ty) ti—tg

):Bg em (), obtemos que

QnBALy = V(=2 (i) may ¢ (PG s - 2 (55) )
=V (753:1 - (m(t’;t("gi__iz()tj_tk) - 6%1'__5:) ) T3 - (:((;:Z)) ) x%) .

Note que os pontos na interseccao QN BALs j, cuja coordenada xs # 0 sao determinadas

pelas solucoes da equacao

75x2+(O-'V(tj_ti)_ep(tj_tk)_5(ti_tkz))$ (a(t )) 0.

W(ti—tk) tj—tk 7T(t —tk)

(4.12)

Pelo Teorema de Bézout Q n BALy, consiste de dois pontos, que sao distintos e sao
solucses d . cular —dng ((CGmt) ) o (it -ept=t) _ d(timt) )?
¢oes da equacao (4.12). Em particular —4-~0 + )

W(tj—tk) W(ti—tk) tj—tk
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Se v #+ 0 entao

1
T = m (w £ | /U)l)
sao solugoes de (4.12) com

Coy(ti = 1) (= k) + ety — ) = om (L — 1)?
7T(tz' - tk)(tj - tk)
ot =)t — ) + pelty — )2 = om (i~ )2 Aydo(t; — 1)
s (_ 7t —to) (& — L) ) TR -t

Se 79 = 0 obtemos as solugoes [1:0] (z3 =0) e a tnica solugao da equagao linear
em (4.12).

Notacao 4.3. Note que 7,d,e e 7, p,0 dependem de 4,7,k (ou seja, de t;,t; e tx).
Sejam v; jx, 0i .k €ijk € Tijks Pijk, Oijk 05 valores de «,0,€ e m,p,0 como funcoes de
i,J, k. Além disso ¢/, = Wla(wJ“ /wy) e G = Wla(w_‘ /wy). Assim , obtemos as retas

_ _ _ A~
My, ., = V(zo q;j T2, T1 qu’kl'g) em N.

Proposicdo 4.10. Se (); é a quadrica nao singular contendo C;, C; e Ly com {i, j, k} =

{4,5,6}. Entao os pontos na intersec¢ao 1 N Ly, determinam as retas disjuntas

Ey

V(o = tixy = 0 x4y ; (T2 — izs),

(;:?Z - %’,j,quj’k> (5130 - tjxl) - 6i7j7k;qi+’j’k(l'2 — tjCCg))

LiJ = V(l’o - til'l - (Si,j,kq;j7k(x2 - til'g),

(f]:ii - %’,j,kq;j,k) (w0 —tja1) — €414y (T2 — tj23))

que interceptam as retas C;,C; e L; .

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade podemos assumir que BAE, = V(xy —
G 12, 01— qu,ka) e BAL;; = V(x¢ - G kT2 1~ qi"j7kx3). Assim, tem-se que Ej, =
(BA) 'V (zo - qi T2, T1 — qzmxg) eL;,;=(BA)V(xy- i j T2s T1 — q;jka:g).

Agora, observe que

1 & 0 0] (10 0o 0 ]
Z ti — ti
_ 0 - 0
IR S = R —
ti =t 0 1 0 0 bk O
[0 0 —1 4] 0 =gk 0 —€ijk]
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Dali,

Ey = AT'B'WV(xo- g, 71— ¢, T3)

— -1 + ti—tL +

= ATV (330 =40 kT2~ T = 4 (= Vi = Em‘,kIS))

— + + Li—tg +

=V <$0 = Tl = Taq] ;1.0 5k + T3tid] 101k, To (t;_tk - qi,j,k%‘,j,k:)

ty(ti—ti) + + +
+ o (— totr T Qg Vigkti ) — T2 ik + T35 5 gk

— + ti—tk +
= Vxg-x1t; - (332 - tixiﬂ)qz',j,k‘si,j,kv (ZUO - 253‘5171) (‘t;_tk + qz‘,j,k'Ymk)

- (x2- tjx3)Q;:j7k€i,j,k)

_ -1p-1 - -
Li,j = A'B V(Io—q¢7j7k$2,$1—C]%kf:%)

J
_ - - ti—t,
=V (96’0 = T1t; = X2q; ;1.0 gk + T3t 101,k To (t;—tk - qu’k’Yi,j,k)

ti(ti=tg) - - -
+ I (_—tj—tk + 1Ykt ) = Tag; j p€igk + T3t gk

- o _t. -5 y _ izl - .
=V Zo _xltz (xQ tzx3)qi7j7k51,],k7 ($0 tj'rl)( ti—t, + qi,j,k'yz,j,k)

= (w2 tws) gy 1€ k) -

_ -1 - ti—t -
= AV ($o = G5 100g kT2 — 7T = G (=i — Ez‘,j,kiﬂz%))

4.3 Caso geral

Seja S1 = V(F1) uma superficie ctibica nao singular, sendo
Py (zg, 71,29, 03) = % 5%]k1x6x{x§xé
i+j+k+1=3

Considere A1, Ay e A3z retas na superficie S; duas a duas disjuntas. Nosso objetivo
é mostrar que as 27 retas na superficie S; admitem geradores cujos coeficientes sao
determinados por formulas que envolvem os coeficientes de F; e das equacgoes que
definem as retas Ay, Ay e A3 e seus radicais.

Com esse objetivo em mente vamos exibir uma MCP que leva as retas A; em E;
determinada a partir dos coeficientes das retas A, Ay e As.

Assuma que
3 3 3
/ /
A1 =V Z a; Ty, Z a,r;| € AQ =V Z bil'i, Z blxl
i=0 i=0 i =0

Observe que

B =
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3 3
define uma MCP7 tal que BE; = BV(xg,21) = V(Z a;r;, Zagxi) = A e BE, =
i=0 i=0

BV(z3,23) =V (% bix;, i b;xz) = As.

A seguir, daré;gos urzrzlg mudanca de coordenadas projetiva C' que fixa F, e Es e
leva B~'A3 para E3. A composta C'B~! sera entao a mudanca de coordenadas desejada
A.

Assuma que B1Aj = V(% CiTy, i cgml) Sendo B uma MCP, as retas F1, Es e
B-'A3 sdo disjuntas. Desse Zn:rloodo EglAg nao estd contida nos planos {xg = 0} ou
{x3 = 0}, assim B~'A3 é determinada pelos pontos na intersecgao B~'A3n {zg =0} =
{[0:a:b:c]} e B Agn{as =0} ={[d:e: f:0]}.

Como também podemos assumir que B1Az3n{zg =0} ={[0:1:b:¢]} e B1A3n
{z3=0} ={[d:e:1:0]}. Em termos das equagoes definidas para B~'A3, nés temos

/ / / /
cheg —csch’  cheg —csch

7 7 7 /

d= CyC1 — C2C _ CoC2 — CpCy
o R, /e
CiCy — C1C C1Cy — C1C

Observe que as igualdades acima nos permitem concluir que: d=b=0ou db+0. A
seguir vamos analisar essas possibildades.
Se ¢ =d =0, entdo ¢,¢h — cfca = 0. Note que B 1(A3) n'V(x;) para i = 1,2 também

consiste de um tdnico ponto.

B~ (As) B™'(A3)
V(1) V(z2)

7 7
’ ’
’

7 7

/

De fato, podemos assumir que B'AsnV(zy) ={[1:0:a:0]} e B1A3nV(xq) =
{[y:6:0:1]).

Assim,
co+acy+ ez =0 veg +0cy +c3=0
e
/ / !/ _ / / !/ _
ch+oachy + Bch =0 yeh +0cy +ch =0
coCy — ¢l C3 CoCH — C(Ca cich —cies

0 que nos permite concluir que a = —— .0 = =y = 2
CoCq — CyC3 C2C3 — CyC3 CoCy — 1

5 CoClh — C(C3
CQC’l - C6€1 ‘
Se a#0 e #0, entao a mudanga de coordendas projetiva

"B ¢é nio singular visto que A; e A, sdo disjuntas.

66



4. Retas em uma superficie ctibica nao singular em termos de trés retas disjuntas

1 -2 0 0]
01 0 0
E= .
00 X 0
0 0 -2 1

satisfaz E([1:0:a:5])=[1:0:1:0] e E([y:0:0:1])=[0:1:0:1].
Agora, se o = § = 0, tem-se que coci — cyez = 0. Lembre que d = ¢ = 0 implica
em cich — cjcp = 0. Assim, existem A, € C ndo nulos tais que (c1,¢)) = pu(c,chy) e

(cs3,¢5) = Mo, cfy). Neste caso as equacoes de B~1(A3) sdo dadas por

co(o + Ax3) + ca(we + 1) =0
co(xo+ Awg) + ch(xo + pwy) =0

Portanto B='(A3) = V(xg + Az3, xe + p1) com Ap # 0, visto que B-Y(A3)n E; =@
(se zg=x1 =29=0=Axg, logo A #0) e BYA3)nEy =3 (se xg = 23 = 29 = 0 = pay,
logo 1 #0).

Assim podemos considerar a MCP

_1
A

o O O
— = O O

o O = O

0
0
0 -1
L 1% B
que satisfaz D([-A:0:0:1])=[1:0:1:0] e D([0:1:-p:0])=[0:1:0:1]. Dai,
D(B71(A3)) = E3 e, ainda tem-se que

_% _&1 _42 _a

A A ) hy

14 ! ! 14
g a1 Gy Qg

! 7 A !
by b by 0§

—bo b b2 _bs
L n 1 0 p

DB =

o que nos leva a concluir que (DB~1)~1FE3 = A3. De fato, observe- que
(DBY)"'E3=V(DB;(xg—x2), DB;(x1 — 23)) =
3 3
v ( > (Abi + aj)xi, ¥ (pag + bz)xz) = A3,
i=0 i=0
sendo ¢; = A\b; +a; e ¢, = pa; +b;.

Agora, se ¢,d sao ambos nao nulos, entdao a mudanca de coordendas projetiva de-

terminada por

|
o O ale Q-
o O = O
o = O O
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satisfaz C([0:1:b:¢])=[0:1:0:1] e C([d:e:1:0])=[1:0:1:0]. E ainda, temos

que

ag a1 az as
d d d d
/_age 1 _aie s _ agze ./ _ age
OB = Ay~ G~ G-~ A3— 7,
= b b b bLb bLb
by — 2% p—a p,o R0 p, %
0 C 1 C 2 C 3 C
% Y b b3
| c c c c |

Dessa forma, temos que
(CB) By = V(CB? (- ), CB: (11 - 25) =
3 / 3 /
V(50 - o, - % - ) -

=0 1=

. b e b ) . .
sendo ¢; = % = b+ = e ¢ = a; - “F — *+. Além disso, CF, = By e CE, = Ej, entao a
c 7 1 d c ’ ’
mudanca de coordendas projetiva A = C'B~! leva as retas A1, Ay, A3 nas retas £y, Fy, Es
respectivamente. Assim, podemos aplicar o processo de determinacao das retas feito

na se¢ao anterior a superficie C B~15;.

4.4 Retas em S a partir de duas retas concorrentes

Observe que toda superficie ctbica nao singular S c P3 contendo as retas E; =
V(zo, 1) e Cs = V (g, x2) é determinada pelos zeros de um polindémio F' € C[xg, 1, T2, T3]3

da forma

F =20G+x125L com G e L representados por:
2 2 2 2

G = Zail’ofi +a4r7 +a5T1T2 + AgT1X03 + A7y + AgX2X3 + A9y, (413)
i=0

L= bll’l + bQZEQ + bgl’g.

A seguir considere a familia de planos H, = V(z1 — axg) com a € C e Ho = V()

contendo a reta ;. Observe que
Hon S = E1 U Coo sendo Coo = 06 U Ll’ﬁ com L1,6 = V(Z[‘(), L)

Assim, no plano He, = V() a conica residual é unidao das retas Cs e L1 . A seguir,

vamos determinar a conica residual nos planos H, com a € C.

Proposicao 4.11. Com as notacoes acima. Verifica-se que H,n S = F; u(, sendo C,

a conica residual a reta E; determinada pela matriz

a,a? +a1a+ag ba’+asa+as aga+ as
Mg =] b1a®+asa+asg baa + az bsa +ag |- (4.14)

aga + as bsa + ag Qg
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Demostragao: De fato, a partir de (4.13) segue que H, NS é determinado por
V(zy —axg, F) = V(x1 — axg, 2o(G (0, azo, T2, x3) + axs(abizg + bazo + b3xs3))).
Portanto, C, = V(x1 - azo, G,) com
Go = G(xg,axg, T2, 23) + axs(abixg + baxs + b3x3). (4.15)

Além disso, utilizando a definicao de G em (4.13), apds alguns célculos, apuramos que

M, é a matriz associada a conica C, no plano H,. n
Corolario 4.12. Com as notagoes acima. Se g(t) = det(M;) € C[t] entao

(i) ¢g(t) é um polinomio de grau 4 cujas raizes sdo duas a duas distintas.

(ii) seta, ..., t5 sd0 as raizes de g(t) entdo a conica residual C; no plano H; = V (z1—-t;x¢)
¢ unido de retas (necessariamente distintas). De fato, considere C; = C; U Ly ; de
modo que

HinS=EuCuL,; 1=2,34,5.

Demostragao: (i) Segue de (4.14) que g(t) = det(M;) € C[¢] é um polindomio de grau
4. Além disso essas raizes sao distinta (cf. a demonstracdo da Proposigdo 7.3, p. 112
em [21]).

(ii) Sendo S uma superficie nao singular de grau 3 a Proposi¢do 1.7 (p. 25 em [20])

nos permite concluir que C; é reduzida. Ou seja, uma uniao de retas distintas no plano
HZ' =V(:B1—ti3:0). |

Sobre o procedimento para obter as retas em S

Para cada raiz t; de g(t) com i = 2,3,4,5, vale que a conica residual C; = V(Gy,) no

plano H; = V(x1 —t;z9) é unido de retas. Assim,

Gy, = (owco + PBxg + 7333)(@1% + Brxg + 715153)-

De onde concluimos que

oo = CL4tZ2 +aqt; + ag

BB = bat; + az
Y71 = Qg

(4.16)
afy + a1 = bit? + ast; + ay

QY + a1y = agt; + as

By + By = bst; + ag
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Apos a resolucao do sistema em (4.16) (para cada i) obtemos as retas
027 Ll,?) 037 L1,37 047 L1,47 057 L1,5'

Lembre que E; = V(xg,21) e Cs = V(g,22) (ja foram prefixadas). Além disso, no

plano H, = V(z0) obtivemos a reta residual Ly 6 = V (2o, L) com L definido em (4.13).

Determinacao de C;

Note que F; e C} sao as tnicas retas na superficie S que encontram as retas (disjun-
tas) Lya, L13, L1 e Ly 5 (cf. Proposicao B.10 no Apéndice B). Assim, ao considerarmos
a quadrica nao singular ) contendo Ly 2, Ly 3 e Ly 4. A intersecao (QNL; 5 ird determinar

as retas E; e (.

Determinacao de Ej

Note que F; e Eg sdo as tnicas retas na superficie S que encontram as retas (dis-
juntas) Cy, C3,Cy e Cs (cf. Proposi¢ao B.10 no Apéndice B). Assim, ao considerarmos
a quadrica nao singular @) contendo Cy,C5 e Cy A intersecao Q) n C5 ird determinar as

retas F; e Eg.

Determinacao de E; para 1 =2,3,4,5

Basta observar que a reta E; é residual a conica Cy U Ly ; no plano (Cy U Ly ;).

Determinacao de L;; para i=2,3,4,5e i<

Basta observar que a reta L, ; é residual & conica E; u C; no plano (E; uCj).
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Apéndice A

Conceltos Basicos de Geometria

Algébrica

Nesta parte do trabalho relataremos os conceitos e resultados basicos, que propor-
cionarao uma base para o desenvolvimento do texto, assim como uma melhor compre-
ensao da dissertacao para o leitor que ainda nao teve contato com a area de geometria

algébrica.

Espaco Afim

Sejam K um corpo e n um inteiro positivo.
O n-espago afim A como conjunto é igual a K". Entretanto o que torna este
conjunto numa variedade afim, serd o conceito de conjunto algébrico que por sua vez

determina a topologia de Zariski em Af.

Definicao A.1. Considere f € K[z] = K[y, ..., 2,]. Definimos o conjunto dos zeros de

f em AR por

Z(f) ={acAg | f(a)=0}.

Definicao A.2. Considere S ¢ K[z] nao vazio. O conjunto dos zeros de S em A% é

dado por
Z(S)={aecAL| f(a)=0V feS}.

Definicao A.3. Conjunto algébrico afim.
Um subcobjunto Y de A% é denominado conjunto algébrico afim (ou simplesmente

conjunto algébrico em AZ) se, existe um ideal I do anel K[z] tal que Z(I) =Y.
k
Proposicao A.1. Seja I € K[z] um ideal gerado por fi,..., fr. Entdo Z(I) = N Z(f;).
n=1
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Demonstra¢do. Lembremos que: Z(I) = {a € A%|f(a) =0,V feI}. Queremos mostrar
k
que Z(I) =N Z(f;), sendo fi,, fr um conjunto de geradores de I.
n=1

e Z(I)e N 2(f)

Seja a € Z(1), temos que

F(@) =0V feTZL f(@)=0Vi—aeZ(f),Vi—ac r]i]lz(fi).

« 2()2 N 2(f)

n=1

k
Sejaae N Z(f;) entdo ae Z(f;) Vie{l,....k}. Logo, fi(a)=0,Yie{l,....k}.
n=1

k
Considere h € I, neste caso, existem py, ..., pr, € K[z] tal que h= Y fip;. Logo
n=1

k fi(a)=0
h(a) = n; fi(a)pi(a) "= h(a)=0=ac Z(I).

Observagao A.1l. Sendo K[z] um anel noetheriano, todo ideal admite um conjunto

finito de geradores. Assim,

Y é um conjunto algébrico em AL < 3 fi,..., fr e K[z] tais que Y = Z(fi, ..., fx)
sendo Z(f1,.., fr) = Z(f1) n...0n Z(fr)-

Definicdo A.4. Seja Cyy = {Y | Y & um conjunto algébrico em AL}, tem-se que Cy
induz uma topologia em A%, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algé-

bricos em Ag. Essa topologia é denominada de Topologia de Zariski em Ag.

Observagao A.2. Sejam X um espago topologico e Y um subconjunto de X. A

topologia induzida por X em Y é definida da seguinte forma:
UcY éaberto < 3 U; € X aberto tal que U =U;nY.
De fato, se X define a topologia de X entao
Yy ={VnY |VeX}
define a topologia induzida por X em Y.

Definicao A.5. Conjunto irredutivel.
Sejam X um espaco topologico e Y um subconjunto de X. Considere a topologia

induzida por X em Y.
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Y é dito irredutivel < V I}, F; fechados em Y tais que Y = F} U F5 tem-se que
Fl =Y ou F2 =Y.

Ou seja, Y é irredutivel se nao pode ser escrito como uma uniao de dois subconjuntos

fechados proprios de Y. Do contrario, Y é denominado redutivel.

Definicao A.6. Variedade Afim.
Seja Y ¢ AR um conjunto algébrico afim. Y serd denominada variedade afim se, ¥’

for irredutivel com a topologia induzida da topologia de Zariski em A}.
Definigao A.7. Considere Y ¢ AZ. O ideal associado a Y em K[z] é dado por
I(V) = {f €Klz] | f(a)=0¥ aeY},

Proposicao A.2. Sejam Yi,Y> subconjunto de A} e 73,75 subconjuntos de K[z].

Verifica-se que
i) Se Ty € Ty, entao Z(T) ¢ Z(T1).
ii) Se Y; € Ys, entdo Z(Y3) € Z(YY).
iii) Z(V; UY3) = (Y1) nZ(Y2).
i) Z(Z(Y1)) =Y.

Demonstragao. Veja Proposi¢ao 1.2. p. 3 em [11]. n

Espaco Projetivo

Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K de dimensao finita. Em V - {0y}

defina a seguinte relagdo de equivaléncia
u~v <= u=\v para algum A # 0 em K.

A projetivizagao de V, P(V) é definida pelo conjunto quociente V' — {0y }/ ~, ou seja,
P(V)=V—-{0y}/ ~. Se v eV for um vetor ndo nulo, a classe de equivaléncia associada

ao vetor v é dada por
v=AueV {0y} |u~v}={ M [Ne K X%0}=[v] -{0y}

sendo [v] o subespago 1-dimensional de V' gerado por v. Tendo em consideragao que
U —> [v] define uma bijegao de P(V') em {subespacos de dimensao 1 de V'}, usaremos

a nota¢do U ou [v] para indicar os pontos de P(V).
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Observagao A.3. Seja v = (vg, ..., v,) em K™ nao nulo. As coordenadas vy, ..., v, do
vetor v sdo denominadas coordenadas homogéneas do ponto [v] € P% := P(K"*!). Neste
caso, também usaremos a notagao [vg:vq :...:v,] = [v]. Como também a notagdo P
se K=C.

Observacao A.4. Sendo [u] e [v] pontos no espago projetivo, temos que [u] = [v] se,

e somente se u e v sao linearmente dependentes.

Definicao A.8. Um subconjunto Y de P} ¢ denominado conjunto algébrico projetivo
se, e somente se existe I ¢ K[z, ...,2z,] ideal homogéneo tal que Y = V(I), sendo
V(I)={[v]ePt | F(v)=0V Felj}.

De fato, defini-se o conjunto dos zeros de um polinémio homogéneo ! f € K[z, ..., 7, ]

em Py por

V(f) = {lu] e Pg | f(u) =0}

Definicao A.9. Seja Cqy = {Y | Y € um conjunto algébrico em Pi}, tem-se que Cqy
induz uma topologia em Py, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algé-

bricos em P}. Essa topologia ¢ denominada de Topologia de Zariski em P.

Definicao A.10. Uma variedade algébrica projetiva é um conjunto algébrico projetivo

irredutivel.

Definicao A.11. Um subconjunto Y de P} é denominado conjunto algébrico quase
projetivo (respectivamente variedade quase projetiva) se for um subconjunto aberto
de um conjunto algébrico projetivo (respectivamente, se for um subconjunto aberto de

uma variedade projetiva) com a topologia induzida da topologia de Zariski em P}

Definicao A.12. Considere Y ¢ P%. O ideal associado a Y em K[zy,...,x,] é dado

por
JY)={feK[zg,...,xs] | f(a)=0V aeY}.

Defini¢ao A.13. Seja S = K[xzg, 21, ..., 2, ] 0 anel dos polindmios nas variaveis zg, 1, ..., Tp,
com coeficientes em K, sendo K um corpo.

Se J = (Jo, J1s -+, Jn) sendo jo, j1, ---, jn inteiros nao negativos, entao x’ = xé%{ln-x%"
serd denominado monoémio de grau jo + ji1 + - + Jn.

Para cada d inteiro d > 0 denotaremos por S; o subespaco vetorial de S gerado

pelos mondmios de grau d.

!Considere f € K[z, ...,2,] ndo nulo e d > 0 inteiro, dizemos que f ¢ homogéneo de grau d se, e
somente se, f(\xg, ..., A\z,) = A4(xg,...,z,) para todo X € C.
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Assim,

So = [1] =K consiste dos polinomios constantes,
S1 = [wo, 1,20 ] = {aoxo + - + apxy, | ag,...,a, € K}
Sa = [{536037]11552{1 | Jo+j1+-+jn=d}].

Verifica-se que dim Sy = (d;”) = (d;").

Definicao A.14. Sendo Y c P* um conjunto algébrico, temos que Y é denominado
hipersuperficie se, existe F' € .Sy ndo nulo de grau d > 1 tal que Y = V(F).

Utilizamos as seguintes nomenclaturas conforme seja o grau d da hipersuperficie
reduzida 2 V(F):

e Em P

d =1 Hiperplano

d=2,3,4,5,... Hipersuperficie quadrica, cibica, quartica, quintica, ...
e Em P2 ¢ denominada curva de grau d.

d =1 Reta

d=2,3,4,5,... conica, cubica, quartica, quintica, ...
e Em P3 é denominada superficie de grau d.

d =1 Plano

d=2,3,4,5,... Superficie quadrica, ctubica, quértica, quintica, ...

Exemplo A.1. Y = {[wg : wy : we] € P4 | wow; =0} ¢ uma curva de grau 2, visto que

Y =V (zoz1) e (xoz1) € um ideal homogéneo radical do anel R[xg,x7, x2].

Sejam F' € K[z, ..., z,] homogéneo de grau d > 1 e [v] um ponto em P". Dizemos
que [v] é ponto singular de V(F) se, 0;F(v) =0 com i € {0,...,n}, sendo 0; a derivada

parcial de F' com relagao a variavel x;.

Observagao A.5. Se V(F') nao possui pontos singulares, dizemos que V(F') é nao

singular.
Exemplo A.2. Considere F' € C[yo, 41, -..,yn] dado por F = yoys — y1ys + Yoys-

e V(F) é uma hipersuperficie nao singular em P>.

Note que, para qualquer p = (Yo, Y1, Y2, Y3, Y4, Ys) € C° temos:

oF oF oF oF oF oF
Do (P) =Ys; a0 (P) =—Ya, 9y (P) =Y3; Dys (P) =Y2; EM (p) =—-U1; Dys (P) = Yo

2V (F) é reduzida se F for livre de quadrados.
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OF

ponto em P°. Portanto, Sing(V(F')) = @ em P°. Donde concluimos que V(F') é

uma hipersuperficie nao singular em P°.

e vemos que (p) = 0se p =1(0,0,0,0,0,0) que por sua vez, ndao determina

Teorema A.3. Sejam X e Y c P* subvariedades de dimensoes k e ki com k+ky >n,

e suponha que elas se intersectam transversalmente. Entao
grau(X nY) = grau(X) - grau(Y’).

Em particular, se k+k; =n entdo dizemos que X nY coniste de grau(X) - grau(Y)

pontos.

Demonstracao. Veja Teorema 18.3 , p. 227 em [9]. n

Retas e planos

Retas e planos sao variedades que podemos definir tanto pelas suas equacgoes quanto
pela projetivizagao dos anuladores de um conjunto minimal de geradores (cf. p. 58-59
em [24]).

Se V' é um espaco vetorial sobre K, entao para cada d > 1 inteiro, considere
Gqa(V) ={W | W é um subespago vetorial de V' de dimensao d}

denominada d-grassmanniana de V.

O conjunto algébrico ¢ c P* é uma reta, se £ = P(WW) para algum W e Go(Cr*1).
Analogamente, um conjunto algébrico h € P* é um plano, se h = P(W) para algum
W e G3(Cr+t).

De fato, se A ¢ IP3, entdo verifica-se que:

i) A={p} é um ponto <= A =V(Ly, Ly, L3) com Ly, Lo, L3€S; L.I
i) A é uma reta <= J(A) = (L1, Ly), L1, Ly L.I em S.
i1i) A é um plano <= J(A) = (L), com L #0¢€ 5.

Proposicao A.4. Sejam p e g pontos distintos em P". Entao existe uma tnica reta

passando por p e g. A qual serd denotada por ¢, .

Demonstracao. Existéncia. Sejam p = u e ¢ = v pontos em P" tal que p # ¢, entao
u e v sao L.I.. Assim, obtemos W = [u,v] € Go(C™*1), ou sejam W é um subespago
vetorial de C"*! de dimensao 2. Portanto, P(W) = ¢, , ¢ uma reta em P" contendo os

pontos p e q.
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Unicidade. Considere P(W;) com W; € Go(C*1) passsando pelos pontos p e g.
Como p € P(W;) segue que u = w; para algum w; € Wi. Assim, u = A\w; para algum
A € C nao nulo. Logo, u € W;. De maneira andloga, mostra-se que v € W;. Portanto,

W =[u,v] c Wy == W =W (visto que dim W =2 = dim[u, v]).
Assim, P(W) = P(W;). Portanto, existe uma tnica reta passando por p e ¢. Sendo
u = (Ug, ..., up) € v =(vg,...,v,) € como [u,v] = {[au+ pv] | a, B € C}, segue que

Cpq = {[aug + Bvg -+ auy, + Po, ] | [a: ] e PL}.

| ]
Lema A.5. Se H, e H, sao planos distintos em P3, entao H; n Hy é uma reta em P3.

Demonstra¢ao. Sejam Hy e H,, planos distintos de P3. Entao H, = P(W;) e Hy =
P(W53), para algum Wi, Wy € G3(C*).

Como Wy nWy c W, i=1,2, temos dim(W; n W) < 3. (I)

Além disso, dim(W; + Ws) < dim C* = 4. Assim,

dim Wy +dim Wy = dim(Wy nW3) <4 = 2 <dim(WynWs) <3. (1)

De (I) e (IT) obtemos 2 < dim(W; n W) < 3.

Se dim(W; nWy) =3 = W, =Wy = Hy = P(W;) = P(W,) = Hy (Absurdo!).
Logo, dim(Wy nWsy) = 2. Seja W = Wy n Wy, logo W e G(C*). Portanto, a reta
¢=P(W)c Hyn Hy, Agora, seja P € H nHy. Dai Pe Hy e P e Hy. Assim, P =[w,],
wy € Wy e P =[ws], com wy € Wy, Entao [w] = P = [ws].
Logo, existe A € C— {0} tal que

Wy = AWs = Wy Ewg = wy E Wi nWy=W.

Portanto, P € { = P(W) e consequentemente Hy N Hy = /. n
Proposi¢ao A.6. Sejam ¢ c P2 uma reta e H c P2 um plano. Entéo,
¢c H ou {n H consiste de um tnico ponto.

Demonstragao. Suponha ¢ ¢ H. Assim, existe [w] € £ — H. E podemos assumir que
(=P(W) com weW eGy(C*) e H=P(U) com U € G3(C*) tal que w ¢ U. Note que
(nH=P(WnU)e

dimW +U =dimW +dim U - dim W n U. (A1)

Comw ¢ U e we W, segue que dim W+U = 4. Portanto segue de (A.1) que dimWnU =

1. De onde concluimos que £ n H consiste de um tnico ponto. [
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Lema A.7. Seja (1, = P(W)) e ly = P(W3) (W; € Go(C*)) retas distintas em P3. Entao,
{1 e {5 sdo retas disjuntas se, e somente se Wi @ Wy = C4.

Demonstracao. Suponha que [; Nly = @.

Afirmacao: Wy n W, = {0}.

Suponha que ndo. Entao existe p #0, p e WinWjy. Dai [p] e P(W7) =11 e [p] e P(W3) =

l. Logo [p] € Iy nly. (Absurdo)
Como Wi nWy ={0} = Wy e Wy =W;+Ws, e portanto,

dim(Wy @ Wy) = dim W; + dim Wy — dim (W, n Ws)
= 2+2-0
= 4.

Logo Wi @ W3 é um subespaco de C* de dimenséao 4. Portanto, W; & Wy = C*. Recipro-
camente, se C* = Wy Wy, entao C* = Wi+ Wy e WinW, = {0}, dai P(W7)nP(Ws) = @,

e portanto, [, e [, sao disjuntas. [

Sobre a curva residual
Seja ¢ € P3 uma reta. Defina Q(¢) = {H | H ¢ plano em P2 contendo ¢}.

Lema A.8. Suponhamos que a reta ¢ esta contida na superficie irredutivel V(F') onde
grau F' > 2 e H € Q(¢) um plano contendo ¢. Entdo Hn S ={u Cy, sendo Cy uma

curva plana de grau d - 1.
Demonstragao. Veja Lema 1.2, p. 23 em [20]. n

Teorema A.9. Seja V(F) uma superficie nao singular de grau d > 2 e ¢ uma reta
contida em V(F). Entdo { ndo é componente irredutivel de Cy, onde Hn V(F) =
¢uCy, para todo H € Q({).

Demonstragao. Veja Teorema 1.5, p. 24 em [20]. n

Proposicao A.10. Seja S = V(F) c P3 uma superficie, onde F € C[x,...,z,] é
irredutivel de grau d > 3. Seja ¢ uma reta coontida em S. Suponhamos que m é outra

reta distinta de ¢ contida em S tal que {nm = {p}. Nessas condigbes temos que

1. Existe um tunico plano contendo ¢ e m. Denotaremos tal plano por (¢, m).

2. Se = {l,m), entdao tnS =LuC, =LumuC’. Ou seja, C; possui a reta m como

uma de suas componentes.

Demonstragao. Veja Proposi¢ao 1.6, p. 25 em [20]. n
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Mudangas de Coordenadas Projetivas (MCP)

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K, denotamos por
Aut(V)={T:V — V| T é um isomorfismo K — linear}

o conjunto dos automorfismos de V.
A funcéo f : P — P é denomidada de mudanca de coordenadas projetivas (MCP)

se, existe T' € Aut(K"*!) tal que f([v]) = T([v]) para todo [v] € Pg.

Exemplo A.3. A funcao f:P? — P? dada por
[ag:ay:ag:az]— [ag+ai+ay—3ag:ag+as—2ay:ag—ay:as)

¢ uma MCP, pois existe T' € Aut(C*) dada por
T(x,y,z,w)=(x+y+z-3w,x+y—-2y,x—1y,w)

tal que f([v]) = T([v]) para todo [v] € P3.

Lema A.11. Sejam (q,{y e {5 retas em P2 duas a duas disjuntas. Entao existe uma

unica superficie quadrica nao singular contendo ¢, ¢5 e /3.

Demonstrag¢ao. Escolha T : P32 — P3 uma MCP tal que T'(f1) = V(xg,21) e T'(ls) =
V(z9,23). Considere m; =T(¢;),i=1,2,3.

Afirmagao 1. m3 =V (xg + axe + B3, 1 + Y22 + 0x3) cOm i +0.
Y

De fato, assuma que mz = V(L, M), sendo L = agxg + a1x1 + asxs + agrs € M =

bQQZO + blxl + bQZL’Q + bgl’3.

Note que mi; Nmsg = V(l‘o,xl, a9X9 + G313, le’Q + b3$3) € Mo NMg = V(IQ,ZL‘g, apTo +
a1y, bol’o + blflfl).

Observe que p = [ : a1 : gt 3] € mynmg se, e somente se ag = a1 = 0, asan+azag =
0 e by + bzas = 0. Assim, mq Nnms # @ se, e somente se asbs —asby # 0. Como as MCP
preservam interseccoes, segue que m; Nms =@ para ¢ = 1, 2.

Agora a condicao m; N ms =@ i = 1,2 nos permite concluir que

ap a1

by by

G a3

by b

#0e #0.

Gy a3 as ag

obtemos via operacoes elementais, a
bo b1 by b3

Assim, a partir da matriz [

matriz equivalente

10
a P com ad — By £ 0.
01 v 0
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Logo, m3 = V(xg + axs + B3, x1 + yTo + 0x3).
Afirmacgao 2. Existe uma quédrica nao singular contendo m;,i=1,2,3.
Seja @ = V(G) quadrica em P3.

e my CQ = G =xo(prg+ a1 + Qoo + a3x3) + X1 (41 + A5T2 + AET3).

e my CQ = G(s,t,0,0) =0V (s,t) € C?, dai s(aps + ast) + t(ayt) = 0, 0 que
implica aps? + agst + aut? = 0, assim ag = a1 = a4 = 0. Logo, @ = V(G) com

G = xo(oms + azws) + 21 (s + apr3).

e m3 € Q = —(axy + fr3)(ows + agws) — (Yo + 0x3) (529 + gx3) = 0V [29 :

r3] = —(aag —yas) =0 = —(Saz — dag).

Assim podemos considerar G = xq(yxs + 0x3) — a1 (s + fx3).
A segg;ir verificaremos que () é nao singular. De fato, temos que

(7) pr yxo + dx3 =0, (”)6_951 = —(amwq + frg) =0, (uz)g—z =Ty — T10,

(’w)ﬁ =100 —x10 = 0.
81'3

0
Assim de (i) e (it), temos que @ 0| =| |, o que implica que x5 = 23 =0 e de
v 0 ||xs 0

- 0
(i11) e (iv) segue que [z Z] [%] = [0], o que implica que xo = z; = 0. (Absurdo!).

Logo, @ nao possuf pontos singulares.

Afirmacao 3. Existe uma tnica quéadrica nao singular contendo 3 retas duas a duas
disjuntas.

Como MCP preservam variedades ndo singulares e seu grau, segue-se que 771(Q)

¢ um superficie quadrica nao singular em P3 contendo as retas £, /(5 e {3

IP)3 LIEDB

b — oy
ly — my

{3 — ms.

Por exemplo as retas Ey = V(xg,21), 2 = V(x2,23) € E3 = V(z¢ — 22,71 — 73)
estao contidas na superficie quadrica Q = V(zors — r122). De fato, E; € @, pois
ToT3 —T1T2 € I(El) = <.CL’2,133>, E5c Q, pOiS ToX3 —T1T2 GI(E2) = (LIZ'(),LL’1> e B3¢ Q, pOiS

Loy — T1T2 EI(EQ) = (CL’O — X9, —(5(71 — l’g))
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Lema A.12. Sejam (q,( e (3 retas duas a duas disjuntas em P3. Entao existe uma
MCP T : P2 — P3 tal que T'(¢;) = E; sendo Ey = V(xg,21), Fs = V(x9,23) € E3 =

V(SUO —T2,T1 — xs)-
Demonstracao. Se {1 =V (fi1, f2) e o=V (g1,92) sendo f1, f2, g1, g2 € S1, segue que

U0ty =3 <= {f1, f2,91,92} € base de S;.

Sabemos que existe T} : P3 — P3 MCP tal que T1(¢1) = E; i = 1,2 e T1(¢3) = V(xo +

«

~
Observe que V = (axy + 3, Y22 + 0x3) = V(22,23) = E.

axy + fr3, 11 + Y9 + 0x3) com i +0.

Além disso {xg,r1, s + B3, yre + d23} € base de S;. Logo, existe Ty : P3 — P3
MCP tal que (T3)e(20) = zo, (T2)e(x1) = 21, (T2)e(xs + Bx3) = =22, (T2)e (Y2 + d23) =
—13.

Assim, Ty(FEy) = E1,To(Fy) = V((Th)e(x2),(T)e(23)) = V(z9,23) = Ey e
To(V(xo+axs+ frs, x1+yra+0x3)) = V((T2)e (10 + o + Sx3), (To)e (11 + yr2 +023)) =

V(xg - xo,x1 — x3) = E3. Portanto, basta considerar T' =T o T}. n
Observacao A.6. As mudancas de coordenadas projetivas sao isomorfismos.

Observacao A.7. As mudancas de coordenadas projetivas preservam variedades pro-

jetivas lineares.

Quadricas nao singulares

Segue do Teorema de classificagao das hipersuperficies quadricas em P* (Teorema 4,
p. 411 em [5]) que toda superficie quadrica nao singular em P3 é projetivemante equi-
valente a superficie V(z2+z2+a2+22). Entretanto, V(a2 +23+23+12) é projetivamente
equivalente a superficie V(zors — x122)3

Lembremos que @) possui as familias de retas £ = {L,},ep1 € N = {N,},ep1 com

p =[a:b] dadas por
L,={[au:bu:av:bv]eP3 | [u:v]ePl} e Ny={[au:av:bu:bv]eP3 | [u:v]eP!}.

Observe que Ey = V(xg,21) = Njoa], E2 = V(22,23) = Nj1.o) € B3 = V(29— 2,71 - 13) =
Npa-

Vamos agora determinar equagoes para as retas L, e N, p=[a:b] e PL,

3Basta considerar p € Aut(P3) dada por [ag : ay : as : ag] — [ag+iay : —az—iaz : ag—ias : ag—iay]-
Note que p(V (2 + 23 + 23 + 22)) = V(zox3 — 172).

81



A. Conceitos Basicos de Geometria Algébrica

Seja [au : bu : av : bv] € L,. Observe que zg = au, =1 = bu, 2 = av e x3 = b,
dai bxy = abu = axy o que implica que bxy —axy = 0 e bry = abv = axz o que implica
bxy —axs = 0.

Afirmagao. L, =V (bro—axy,bry —axs) com p =[a:b].

Note que bxg—axy e bxs —axg sdao L.I.. Logo V(bzg—axi,brs —ars) é uma reta em
P3. Agora observe que

b(au) —a(bu) =0
b(av) —a(bv) =0
Logo, L, € V(bxo — axy,bxs — axs). Portanto, L, = V(bxg — axy, brs — axs).

L,>[au:bu:av:bv] =

Agora seja [au : av:bu: bv] € N,. Observe que xp = au, T3 = av, T3 = bu e x3 = bv,
dai bxy = abu = axs e bxy = abv = axs3, o que implica que bxg—axs =0 e bxry —axz = 0.
Afirmagao. N, =V (bxo—axs,bry —axs) com p =[a:b].
Note que bxg—azy e bxry — axs sao L.1.. Logo V(bxg—axs,bry —axs) é uma reta em
P3. Agora observe que
b(au) —a(bu) =0
Ny lau:av:bu:bv] =
b(av) —a(bv) =0
Logo, N, € V(bzg — axs,bxy — axs. Portanto, N, = V(bzo — azs, bry — axs).

Corpo de funcoes de uma variedade

Definicao A.15. Func¢oes regulares (caso afim).
Seja Y € A} um conjunto algébrico quase afim e p € Y. Uma fungao ¢:Y — K é dita

regular em p, se existe U, €Y vizinhanca aberta de p, f,g € K[z, ..., x,] tais que

Z(g)mUngew(u):MVueUp.

g(u)

I
7"

A funcao ¢ : Y — K é dita regular se for regular em todos os pontos de seu

Neste caso, usamos a notagao Ply, =

dominio.

Definigao A.16. Funcoes regulares (caso projetivo).

Seja Y € Pf um conjunto algébrico quase projetivo e p € Y. Uma funcao ¢ : Y — K
¢ dita regular em p, se existe U, € Y vizinhanca aberta de p, F,G € K[z, ...,7,]
homogéneos do mesmo grau tais que

V(G)ﬂUpzzegp(u)z%VueUp.

Neste caso, usamos a notacao Py, = g Em esséncia as funcoes regulares sao

localmente definidas por um quociente polinomial homogéneo do mesmo grau.
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A funcao ¢ : Y — K é dita regular se for regular em todos os pontos de seu

dominio.

Lema A.13. Seja f : X — Y uma aplicacao regular sobrejetiva entre conjuntos
algébricos. Assuma que Y ¢ irredutivel e todas as fibras de f sdo irredutiveis e da

mesma dimensao n. Entao X é irredutivel.
Demonstra¢ao. Ver Lema 12.7, p. 111 em [6]. n

Lema A.14. Sejam Y ¢ P} um conjunto algébrico quase projetivo e ¢ : ¥ — K
uma fungao regular. Entdo ¢ é uma fungao continua (ao considerarmos a topologia de
Zariski em Y e em K =Al).

Demonstragao. Veja Lema 3.1, p. 15 em [11]. n
Seja X uma variedade (afim/projetiva). Para todo U € X aberto, considere
OU)={f:U—K| f éregular}.

Proposicao A.15. Se X é uma variedade e U é um aberto nao vazio em X, entao

O(U) é um anel comutativo com unidade.

Foh _tavhe f K _Th

g N ggr 9 91 94
fungoes regulares em X — Z(gg;) no caso afim (respectivamente em X — V(gg;), no

Demonstracao. Basta observar que determinam

caso projetivo). Deixamos a cargo do leitor as verificagoes. [

Definicao A.17. Sejam X e Y conjuntos algébricos quase afins ou quase projetivos.
Uma funcao f : X — Y ¢é denominada morfismo se as seguintes condigoes forem

satisfeitas:
1) f é continua.
2) Para todo V € Y, p e O(V) verifica-se que (po f), € O(f(V)).

Se f for uma bijecao tal que f~': Y — X também ¢é um morfismo, entao [ sera
denominada isomorfismo. Neste caso, X e Y sao ditas isomorfas e usamos a notagao
XzY.

Definigdo A.18. Seja X uma variedade quase (afim ou projetiva). Considere
Y ={(U,p) | Uc X aberto nao vazio e o € O(U)}.

Defina a seguinte relacao em X

(U,QO) ~ (V>¢) = Pluny = ¢|Unv‘
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Observe que:
e ~ define uma relacao de equivaléncia em 3:;
e Denotamos a classe de equivaléncia de (U, ¢) por (U, ¢);

e O conjunto quociente é denotado por K(X) , ou seja,

K(X) ={(U ) | (U)X}

Lema A.16. Se X é uma variedade quase (projetiva ou afim) entdo K(X) é um corpo

com as seguintes operagoes:

(U, 1) +(V,g9)=UnV, fiyny + Gger)
(U7f) : (‘/79) = (Um‘/?fbnv .g|UnV)

Demonstra¢ao. Sendo X uma variedade quase (projetiva ou afim), para mostrar que
K(X) é um corpo com as operagoes acima, basta verificar que K (X) é um anel comu-
tativo com unidade e que todo elemento nao nulo é invertivel.

Deixamos a cargo do leitor a verificacao de que essas operagoes estao bem definidas.

e (K(X),+) é um grupo abeliano.

Sejam a = (U, f),5 = (V,g) e v = (W,h) e K(X) e 0 a funcio constante igual a

0. Temos que,

i)

[a+Bl+y = UV, fiyny + Gom ) + (W 1)
= (U nVaWw, flUﬁVﬁW T vavew T h\UmVnW))
= (va)+(vmmg|Umv+h\Unv))
a+[B+7]

i)

U NH+(X0) = (UnX, flpoy +00y)
(U. fis +0y)

(U, fiv)

(X Uy + fion)
(X,0)+ (U, f)

i) Se a= (U, f)e K(X) entdo ag = (U,-f) € K(X) e satisfaz a+ a3 = a1 +a =
(X,0)
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o (a-f)-y=a-(B-7).

[(U,f)(V,g)](W,h) (Um‘/af\Unv'mUnv)'(VVah)
= (U nVnW, f|UnVnW “uavew h|UnVnW))
= (Uaf)'(VﬁVV?g\UnV'han))

(U, f)-[(V,g) - (W, h)]

a-(B+y)=a-Bra-ye(a+f)-vy=a-y+5-7.

(U, f)-(V,g)]+ (W, h) )LV aW, gy by )]

UnVnW, f\UnVnW [g|UnVnW + h’|UnVnW])

UnVnUnW, f|UﬁVnW Jvavew T
UmV f|UﬁV Jvev T (UﬂW f|UnW 'h\UnW)
£)-(V,g)+ U, f)- (W, h)

f|UmVr1W ’ h|Umew)

(U,
(
(UnVaW, fivavaw  Doavaw * flvovaw * Ploavow)
(
(
(U,

e a-B=0-q.
(Uaf) Vag) = (Uﬁv,fbnv'g‘[]ﬂv)
= (VﬁU’g|VnU'f|VnU)

visto que f(a)g(a) =g(a)f(a) YVaeUnV.

e Existe w = (X,T) e K(X) tal que w-a = a-w = a, para todo o € K(X).

(U>f)'(X7T):(U0X7f\UnX'T\UmX):(Uﬂf'T|U) f ’) Uf)

e Para todo o= (U, f) € K(X) - {(X,0)}, existe § € K(X) tal que -8 = (X, 1).

Observe que (U, f) = (X,0) se, e somente se (U, f) ~ (X,0). Como UnX =U,
segue que fj, =6|U, o que implica que f(a) =0 para todo a € U.

Agora, temos que (U, f) # (X,0) se, e somente se existe a € U, tal que f(a) # 0.

Note que f é regular o que implica que f é continua. Assim, M ={ueU | f(u) #

b
0} C U & um aberto de X contendo a e

%:M—>Kdadaporm—>

esta bem definida.

1
f(a)

1
Afirmagao A.1. ? é uma funcao regular.
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f é regular em cada ponto de M, ou seja, f € O(M), entdo para cada a € M,
b
existe U, c M, p1,q1 e K[z, ..., x,] tais que

fiva =% e Z(p)nlU.=92 (A.2)
1
Observe que pi(a) #0 V a € U,. Assim, segue de (A.2)

(%) 8 z(p)nU, =

lug 1

Sendo assim, temos que

@ (m

)

Lema A.17. Se X & uma variedade quase (projetiva ou afim) e U um aberto nao vazio
de X, entao K(U) ~ K(X).

|

= (U O M, fipon - (%) ) =(M,1) = (X,71).

|UnM

Demonstrag¢ao. Defina ¢ : K(U) — K(X) por (W, g)U — (W, g).

e ) estd bem definida.
U U

Se (W,g) =(Wi,g1) entao W=UnA, Wy =Un A; sendo A, A; abertos de X

Assim, W e W, sao abertos de X tais que g, .,

e g\anl = gl\mel' - gl\wmxvl‘

Portanto, (W, ¢g) = (W1, ¢1).

e 1) é¢ homomorfismo de anéis.

Sejam (W.g) , (Whig1). € K(U), temos que

S(Wog) +Wrg) ) = (W AWr, G * T ). )
= (Wn Whg\vvmwl +gl|WnW1)
= (W,g)+(W1,q1)

= W((Wg) )+ e (Wrg1) )

U

S((Wog) - WiogD) D) = (W AW G, Giim) )
= (W N leg\vvmwl 'gl\anl)
= (W,g)- (Wi, q1)

—)U

= W((Wg) ) - (W g0) )

U =
Observe que ¥((U,1) ) = (U, 1)*

*Note que, (U,T) = (X,T) se, e somente se (U, T) ~ (X, T) se, e somente se 1), .

= 1|UmX‘
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e ) é injetora.

N@w) = ((Wg) eKU)|6(Wg) )= (X.0)}
- {(Wg9) eK(U)|((W.g))=(X.0)}
= {(W9) ¢K(U)|(W.g)~(X.0))
- {(U.9) € K(U) | gy = Opox}
- ((W,9) eK(U) |g(u)=0Y ueW cU}
- (X))

e 1) é sobrejetora.
Seja (W, g) € K(X), entao W ¢ X & um aberto ndo vazio e g : W — K é uma
ab ab
funcao regular. Como W ¢ X, U ¢ X, e X é irredutivel, segue que W nU # @,

assim

WO AW,g ) =(TnW,g) = (W.g).

Proposicao A.18. Seja X uma variedade quase (projetiva ou afim) e K corpo alge-
bricamente fechado. Entao,

K[x1, ..., 2, ]

1) se X é afim, entao K (X) é isomorfo ao corpo de fragdes de A(X) = 7(X)

2) se X & projetiva, entdo K(X) ¢ isomorfo a S(X) ), sendo

S(X) (<05 = {% € Frac(S(X)) | a, 8 homogéneos grau(a) = grau(ﬁ)} sendo S(X) =
K[z, ..., Ty ] .
———————= 0 anel de coordendas homogéneo de X.

7(X) 8

Demonstrag¢ao. Prova de 1)

Defina ¢ : Frac(A(X)) — K(X) por % —> (U, ) com f,g € A(X), sendo
U:X—Z(g)ego:U—>Kdadaporav—>M.
g(a)

e 1 estd bem definida.

) U+@epeOU)={h:U— K| héregular }.
Suponha que U = @, assim X ¢ Z(g), dai Z(Z(g)) € Z(X), o que implica

que g € \/(g) € Z(X), logo g = 0 em A(X) = f([)@(]
U+ .

(Absurdo!). Portanto,

~—
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i1) Considere g,ﬁ € Frac(A(X))eU=X-2(g),U; =X - Z(g1). Note que
g1

— f-gi=fi-fi = fg1=gfi em A(X). Dai,

<l [~
S| =|

for - fige I(X) (fg1 - frg)(a) =0V aeX
f(a)gi(a) - fi(a)g(a) =0V ae X

f(a)_fl(a) VaelUnl,
(£
6901—(91)|

g9(a) ~ gi(a) ;
Plunu, = Pllyay, COM @ = (E)

(Uaf) = (Uliol)

(5) ()

Sejam « = é,ﬁ = é € Frac(A(X)). Considere as func¢oes regulares ¢ = (i)
9 g1 |

| U

[ A

e 1) é homomorfismo de anéis.

9

v

comV=X-2(g) e = (ﬂ) com Vi =X -Z(q).

9171,

B = é € Frac(A(X)). Temos que,
g1

¥ (i + é) —y (@) - (X Z(99),91) = Vo 3)
g gag1

onde

- (fg(a) + fig

991(a) )V2 V=X -Z(gq1).

Temos que () +(B) = (Vi) + (Vi 02) = (V Vi o + @110, )-
Observe agora que para todo a € VnVinVs,, temos que ¢3(a) = ¢1(a)+pa(a).

Logo, @3,y v, = (L1 +@2), . Dal, (Va, ) ~ (V0 Vi, @1y + 9110 )s
o que implica que (V3,p3) = (V n Vi, Oy, + Py, ). Portanto, ¢ (a+ () =

P(a) +1/}(6_)-

it) Sejam « =

Qf |~

0= é € Frac(A(X)). Temos que,
g1

¢(£'é)Z?ﬂ(f.fl):(X—Z(ggl)a@S)
g g g-g1

onde

~~

gpgz( .fl) com V =X -Z(gg1).
g-q/y,
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Temos que SD(O‘)'SD(B) = (V, 901)'(‘/17 902) = (V nVi, Plvav, (p1|VﬁV1) € P3|y vy vy
(p1- (’02)|anan2' Dai, (Va,3) ~ (V n V1, Plvavy '901\va1)’ o que implica que

(Va,03) = (V Vi, @)y, - 011y, )- Portanto, ¢(ar- ) = ¢() - ().

T e~
i1i) Note que v (T) = (X, 1), visto que Z(1) = @.
e ) é injetora.

Considere o = = € Frac(A(X)). Note que:

Q||

¥(@) = (X,0)
(X - Z(9), g) - (X,0)
(g) :6|X—Z(g)

‘X—Z(g)

fla)=0V ae X -2(g)
(X-2(9)) < 2(f)
X=(X-2(g9) < 2(f)
feI(X)

f=0

o=

a e N(Y)

PIreeer o

= O

=l 3l

Portanto, N () = {

!

- ab
Dado (V,¢) € K(X) sendo ¢ regular existem W c V| f g polindomios tais que

e ) é sobrejetora.

Pl = 5 Assim,

YETaY f f !
Voo =(wd)=(x-20.2) v (%)
g g g
Prova do item 2). Segue de maneira analoga ao item 1), considerando no caso projetivo

e quocientes determinados por polindmios homegéneos de mesmo grau. [

Fato A.19. Sejam A e B aneis comutativos com unidade isomorfos. Se A e B forem

dominios de integridade D.I., entao seus corpos de fragdes sao isomorfos.

Fato A.20. Se X,Y sdo variedades quase (afins ou projetivas) isomorfas. Entao
K(X)~K(Y).
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Definigao A.19. Sejam X e Y conjuntos algébricos (afins ou projetivos). Considere
Yxy ={(U,¢) | Uc X aberto ndo vazio e ¢ : U — Y é um morfismo }.

Defina a seguinte relagao

(U,QO) ~ (V>¢)  Pluav = w|UnV‘
Observe que:
e ~ define uma relacao de equivaléncia em Yy y;

e Se (U,p) € Xxy, entdo a classe de equivaléncia do par (U, ¢) sera denotada por

¢: X+ — Y e denominada fun¢ao racional sobre U.

Exemplo A.4. Sendo X =A% Y =Pl e p: A%.. — P! dada por (a,b) —> [a:b] é a
classe de equivaléncia de (A2 -{(0,0)},¢).

Observacao A.8. Se ¢ : X — Y for um morfismo entre variedades (afins ou projeti-

vas) entao ¢ determina a funcao racional associada ao par (X, p).

Exemplo A.5. Seja X uma variedade quase-projetiva em P}?. Entao, ¢ : X--- — Pg
é uma funcao racional definida em U se, e somente se existem V' c X aberto nao vazio

e Go,...,G, € K[xg, ...,z ]| homogéneos do mesmo grau tais que
VnV(Gy,....,G,) =@ e p(a) =[Go(a):...:Gp(a)] Y aeV.

Demonstragao. = Temos que ¢ : X--- — P} é uma funcao racional definida em U,
. , ab ~ .
ou seja, ¢ : U — P € um morfismo com U c X nao vazio.
ab
Como U # @, entao considere p € U. Dai existe U, € U nao vazio e Gy, ...,G,

homogéneos do mesmo grau em K[z, ..., 2, ] tais que
U,nV(Gy,....Gn) =@ e p(a) =[Go(a) :...: Gp(a)] ¥V aeU,.
Assim, obtemos V = U, c U c X tal que ¢(a) = [Go(a):...: Gy (a)] YV aeV.

<= Seja V c X aberto nao vazio e Gy, ..., G, € K[z, ..., %,,] homogéneos do mesmo

grau tais que
VnV(Gy,..,G,) =@ e pla) =[Gola):...: Gp(a)] VaeV.
Segue que ¢ : X — Pg é um morfismo, em particular temos ¢ : U — Pg é um

morfismo. Portanto, ¢ : X--- — P} é uma funcao racional definida em U. ]

Definicao A.20. Funcoes racionais dominantes
Sejam X e Y variedades quase (afins ou projetivas). Considere ¢ : X+ — Y uma

fungao racional definida em U. Dizemos que ¢ é dominante se p(U) =Y.
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Lema A.21. Se (V,4)) € [(U,¢)] e o(U) =Y entdo (V) =Y.

Demonstragao. Sejam ¢ : U — Y uma fungao regular e ¢»(U) =Y. Sendo V' ® X nio
vazio, temos que UnV £ @e UnV ¢ U, o que implica que U n VU =U. Assim,

T U () ———— | ——V. ——
Y =o(U) =@V ) DR aV)=4@naV") = o(V).
(*) ¢(U) = p(U)*.
]
Proposicao A.22. Sejam X e Y variedades quase (afins ou projetivas). Se ¢ : X--- —

Y for uma funcao racional dominante definida em U. Entao ¢ induz um homomorfismo
injetivo p* : K(Y) — K(X).

Demonstracao. Defina ¢*: K(Y) — K(X) dada por (V,g) — (¢"(V),go go‘vfl(v)).

e ©* estd bem definida.

Deixamos a cargo do leitor.

e ©* é homomorfismo de anéis.

Sejam (V. g),(V1,91) € K(Y'), ou seja, V e V; sdo abertos nao vazios de Y tais
que VnVy #@e g,g : V — K funcoes regulares. Considere os abertos nao
vazios em U, tais que W =@ 1(V) e Wy = p~1 (V7). Assim,

e (Vog)+ (Vi,91)) = ¢ (VaVi g, +911p0,))
= (' (VaW),(g+g1) e @ 1)
= (WnWi,(g+91)°paw,)
= (WnWi,go Plwaw, T91° 90|an1)
= (Wgowy)+(Wi,g109, )
= (@' (V)gow )+ (@t (V)giow )
= (V,g)+(V1,91).

5Temos que U € X nio vazio e ¢ : U — Y é uma fungao regular, logo continua. Dai, segue que
para todo subconjunto U de X ¢(U) c ¢(U) (ver Teorema 2.1, p. 45 em [30]).
Por outro lado, temos que U € U, o que implica que ¢(U) € ¢(U), assim ¢(U) € ¢(U). Portanto,

o(U) = o(0).
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e ((V,g9)-(Vi,91)) = o ((VoVi, gy, 911pm,)
= (" (VoV1).(9-91) 29 pmny,)
= (WnoWi,(9-91) °Plwaw,)
= (WﬂngO@\anl "0 °S0|WQW1)
= (W.gowy ) (Wi,g109,)
= (@' (V),g09 ) + (@ (V) 100 )
= (Vag)’(vl,g1)~

in%.

P (XD) = (7 1(X),Tog ) = (¢ 1(X),D "= (WD),

e (" é injetora.
Seja (V,g) € K(Y), com V 2 Y nio vazio e g : V. — K funcao regular. Su-

ponha que (V,g) € N(¢*), assim ¢*((V,g)) = (X,0), com 0 : X — K dada
por x — 0. Logo, (¢"%(V),go0 90|¢—1(v>) = (X,0). De onde concluimos que

—_

(o1 (V),g o 90|¢71(V)) ~ (X,0) assim, g o Pl = U1y, © que implica que
9(p(a)) =0V aep (V).

Assim, note que

i) g€ O(V), o que implica que existem W ((l;b V nao vazio e F,G homogéneos
de mesmo grau tais que
£(b)
WnV(G)=0 b)=——~Vbell.
"V(G) =2 e g(b) = G Y be
it) Assim, o1 (W) c o71(V), o que implica que

9(p(a)) =0 Y €1 (W) % S0V aepl(W)
F(p(a)) =0V aep (W)
Pl (W) € V(F)

Pl (V) € V(F)

P 1)) < V(F)
o(U) < V(F)

Y € V(F)
Fb)=0VbeY
F(b)=0VY beW

g(b) =0V beW

(W,g) = (X,0) € K(Y)

.

@ é dom.

e
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Teorema A.23. Sejam X e Y wvariedades. Entao

{¢: X — Y | ¢ € racional dominante } — Homg_q (K (Y), K(X))
g — ¢

Demonstracao. Veja Teorema 4.4, p. 25 em [11]. n

O grau de uma funcao racional dominante

Sejam X e Y variedades quase (afins ou projetivas) e ¢ : X--- — Y uma funcio
racional definida em U. Segue da Proposicao A.15 que ¢* : K(Y) — K(X) é um
homomorfismo injetivo.

Note que

KY) K)o
{(Y,E)‘)}‘N(W)—f (¢*) = o (K (Y)).

Assim, temos a extensao de corpos ¢*(K(Y)) - K(X).

K(Y) =~

Definicao A.21. Definimos o grau da funcao racional dominante ¢ : X--- — Y por
grau(e) = [K(X): ¢*(K(Y))].

Funcao racional genericamente finita

Sejam X e Y variedades quase (afins ou projetivas) e ¢ : X--- — Y uma funcao
racional dominante definida em U.

Um morfismo f : X — Y entre variedades (afins ou projetivas) ¢ denominado
genericamente finito (ou que a fibra geral de f é finita) se existe V' aberto nao vazio

em Y tal que #f~!(y) é finita e igual a d para todo y em V.

Proposicao A.24. A fungao racional f: X — Y definida em U é genericamente finita
se, e somente se, a extensao de corpos p*(K(Y)) = K(X) ¢é finita. Se a caracteristica
do corpo K é nula, entdo #¢~'(y) =d=[K(X): p*(K(Y))] com y e V.

Demonstragao. Veja Proposi¢ao 7.16, p. 80 em [9]. n
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Apéndice B

Retas em superficies cabicas

Neste apéndice vamos estabelecer que toda superficie cubica nao singular em P3
contém exatamente 27 retas. Além disso é estudada a incidéncia entre tais retas. Este
apéndice foi extraido das aulas dedicadas a contagem de retas em superficies durante o

curso de Topicos Especiais de Algebra 2020.1 lecionado pela Profa. Jacqueline Rojas.
Contando retas em superficies cibicas ndo singulares

Toda superficie ciibica ndo singular contém pelo menos uma reta (cf. Proposigao
7.2, p. 110 em [21]).

Teorema B.1. Seja S ¢ P? wma superficie cibica nao singular contendo a reta (.
Entao existem exatamente cinco planos Hy,..., Hs contendo a reta { tais que a curva

residual C; a reta £ no plano H; € uma cénica singular, isto €,
H,nS=0uC; com C;=0;ull ({;+10).

Demostragao: A menos de uma MCP podemos assumir que ¢ = V(z3,23). Como

(e ®(S), podemos escrever F' na forma
F:A1'$3+Bl'iU()fL'l+Cl'$%+A2'x0+BQ'l‘1+A3

com A;, B; e C; € C[zy, 23] homogéneos de grau .

Agora, como o plano H contém a reta ¢, entdo existe [« : f] € P! tal que H =
V(axy + frz). Assim,

H =V(x3—-pxy) ou H=V(x),

sendo p=-5 se §#0.
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e 3+0. Neste caso, H =V (x5 - puxy) com p= _%,

Observe que

Ai(2g, pa) = 25 Ai(1, 1), Bi(wa, pvs) = w5 B;(1, 1) e Cr (w2, pa) = 22C1 (1, ).
Assim,
HﬂS:V(ﬂfg—ﬂSL’Q,ZEQ'Fu) — CH =V(.§L’3—,U/232,Fu)

sendo

F,=ay-af+by-zor1 + ¢ - 27 + ag - ToTa + by - 1112 + azx
com a; = A;(1, ) parai=1,2,3; b; = B;(1,) parai=1,2 e ¢; = C1(1, ).
e 3=0. Neste caso, H = V(x3). Assim, Cy = V(x, F\,) sendo

Fo=ay 22 +by 2001 +C1- T3+ ag - 20Ty + by - 2179 + a37

com a; = A;(0,1) parai=1,2,3; b; = B;(0,1) parai=1,2 e ¢; = C1(0,1).

Agora, segue da questao 3 da lista 11! (em ambos dos casos: 5+ 0 ou §=0) que:

2@1 bl [25)
Cy ésingular <= | b, 2¢; by | =0=4aicia3 - biaz — a1bi + biasby — ade;.  (B.1)

a9 bQ 2&3

Afirmacdo 1: Considere o polinémio
P= 414101143 - B%Ag - AIBS + BlAQBQ - AgC’l € C[QZQ,.’E:g].

Verifica-se que P é um polinémio nao nulo, homogéneo de grau 5 tal que C'y é singular
sendo H = V(axy + fz3) se, P(3,-«a) = 0.

De fato, observe que:

(i) Se B # 0 verifica-se que A;(8,-a) = fla;(1,u) para i = 1,2,3; B;(8,-«a) =
Bibi(1, ) parai=1,2 e C1(5,-a) = Bei(1, ). Portanto.

P(B, —Oé) = 65 . (4@101&3 - b%ag - alb% + b1a2b2 - CL%Cl).

Nessa questdo considera-se a matriz Hessiana H; associada a conica C = V(f) em P? e pede-se
para mostrar que: (I) C é singular se, e somente se detH; =0 (ii) C é um cone se, e somente se posto
Hy=2.
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Assim, no caso f # 0 segue de (B.1) que

P(5,-a) =0 <= Cy é singular .

(i) Se 8 =0 verifica-se que [ :—a] =[0:1]. Assim, neste caso
P(ﬁ, —Oé) = P(O, ].) = 4&161&3 - b%ag - alb% + bl(lgbg - a%cl.
E também segue de (B.1) que

P(0,1) =0 <= Cy é singular .

Suponha, por absurdo que P = 0, entao o conjunto X formado pelas curvas residuais
Cy singulares seria infinito (Absurdo!?).
Assim, P é um polinémio nao nulo, homogéneo de grau 5 em C[xq, 23], visto que

A;, B; sao homogéneos de grau ¢ e '} é homogéneo de grau 1.

[Fim da prova da Afirmacdo 1]

Assim, segue da afirmacdo 1 que cada zero de P (em P!'), determina um plano
contendo a reta ¢ cuja curva residual é singular. Como tal curva é uma conica reduzida

singular, entao tal curva é uma uniao de retas.

14

Afirmacdo 2: O polinémio P da afirmacao 1 s6 possui raizes simples.

Suponha que [0:1] e P! é um zero de P, ou seja xo | P. Observe que, [0: 1] é uma
raiz simples de P se, e somente se, 23 + P.

Sendo [0 : 1] uma raiz de P, segue que no plano H = V(x3) a curva residual Cy
é singular. De fato, Cy = V (&9, L1Ls) sendo Ly, Ly € Clxg, z1, 22, 23] formas lineares
LI. Deste modo, sendo ¢ = V(xq,23) ¢ S = V(F'), podemos representar I’ da seguinte

forma:

F = L1 'L2 XT3+ B ) com Lz € C[I’Q,ZL‘l,ZEQ,Ig] e Be C[IEO,ZEhﬁg]

2Visto que numa familia de planos contendo uma reta dada, a quantidade de curvas residuais na
intersegdo de um desses planos com a superficie S que so singulares é finita (cf. Proposicao 1.4 p. 29
em [20])
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Temos duas possibilidades para analisar: Cynl=@ ou Cyxnl={p}.

Cuynl=0 Cunt={p}
%@H f %@H H
J4 /

Neste caso, {L1, Ly, xo,x3} & LI. Assim, podemos escolher T € Aut(C*) tal que

O Caso l: Cgnit=w.

ToLy =xg, TyLy =21 € Tyx; = x; para ¢ = 2,3. Logo,
TF =zoxi23 + B-xy com B= T,B,
dado por B = Yor+1ox1 +Y2x i+ 20 (V322 +7a23) + 21 (Y522 +Y6x3) + R(29, 23). Portanto,
G=T,F=A, 23+ By -20x1+C1 27+ Ay -9 + By - 11 + A3 (B.2)

com Ay = Y2, By = 23+ 122, C1 = yam2, Ay = (Y302 + Ya%3) T2, By = (1572 + Y673) T2 €

Az =9 R(x9,23). Observe que:
x| AjC1As, 23| A1B3, 25| A2C, e 23| B1AyBs.
Logo,
P=4A,C1A3 - B3A3 - A1 B2 + BiAyBy — A2C) = 2%+ Py — w9 - R+ (w3 + 7122)°.

Suponha, por absurdo que z3 | P. Como x5 + (23+7122), segue da ultima igualdade
acima que Ty | R(x2,23). Logo R(xe,x3) = 22+ Ri(22,23). De onde concluimos que
Ag = x%Rl(xg, 1'3).

Entretanto a partir de (B.2) temos que:

00G =2A,-xo+ By -1+ As
0,G=2C, 21+ B 29+ B>
0oG = Do Ay - a2 + 2By - kox1 + 02Cy - 22 + 09 Ag - 1 + 0By - 11 + Do A
035G = 03A; - 2% + 03By - xox1 + 03C1 - 23 + D3 A - 19 + 03B - 11 + 03 A3.

Note que zy divide As = (7322 + Y423) T, By = (1522 + Y6x3)T2 € O3A3 (visto que
Az = 22R1(22,23)). Logo, [0:0:0:1] € Sing(G), o que implica S singular (Absurdo!).?

Portanto, [0: 1] & uma raiz simples de P, se Cyn/ = @.

3Lembre que MCP preservam pontos singulares.
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© Caso 2: Cynt={p}sendo Cy =V (29, L1-Ly).

HIV(.%'Q)
Neste caso, p = V(z3,72,L1) e Ly = axs + bL, p Cu
coma#0eb%0. 7

Assim, ao trocar L, por M; = ng e Ly por M, = éLQ. Tem-se que
CH = V(ZEQ, M1 . Mg), p= V(I’g,IL‘Q,Ml) e MQ =T3+ Ml.

Sabemos que existe T' € Aut(C*) tal que T,M; = 21 e Tyx; = x; para i = 2,3. Logo,
T.M2 =T33+ €
T.F =x1(x3+21)23 + B-zy com B=T,B

dado por B = VoL +120T1 +Y2ks +Xo(Y3T2+7yaxs) + 21 (V52 +Y623) + R(x2, x3). Portanto,
G=T.F:A1‘ZE(Q)+B1'$0[E1+Cl'$%+A2‘ZE0+Bg'I1 +A3 (B?))

com A; = Yoxr2, Bi = mza, C, = w3 + Y22, Ay = (73$2 +741‘3)$2,

By = 22 + (502 + Y623)xa € Az = 19+ R(wa,23). Observe que:
w3 | A1C1As, 23| BiAs, 23| BiAyBy e 23| A3C).
Logo,
P =4A,C\ Ay - B{ Ay = A1 B3 + BiAy By — A3C) = 25 - Q1 = Yom - (23 + (Y522 + 763) 2) .

Suponha, por absurdo que 22 | P. Como x5 + Bs, segue da dltima igualdade acima que

7 =0. Logo A; =0 e de (B.3) temos que:

00G = By -x1 + Ay

0.G=2C, 21+ By -z + By

O02G = y10x1 + Yox3 + OgAg - kg + 2 By - 11 + Do A3
03G = 22 + 03 Ay - 1o + O3By - 11 + O3 As.

Note que x5 divide Ay = (y3x2 + Y4x3)Te, By = 7172. Além disso, Ay, By e Az €
Clxg, 23] sdo homogéneos de grau maior ou igual que 2, logo suas derivadas parciais
pertencem ao anel C[zy,z3]. Logo, [1:0:0: 0] e Sing(G), o que implica S singular
(Absurdo!).
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Portanto, [0: 1] é uma raiz simples de P, se Cy n{={p}.

[Fim da prova da Afirmacdo 2]

Para concluir, observe que a afirmacdo 1 nos garante que cada raiz [§ : —a] de P
determina exatamente um plano contendo a reta ¢ (a saber, V(axq + Sx3)), cuja curva
residual & unifo de duas retas distintas. Por outro lado, a afirmacio 2 estabelece que
P € C[xy, 3] s6 possui raizes simples. Assim, concluimos que existem exatamente cinco
planos Hy,..., Hs contendo a reta ¢ e cuja curva residual C; (a reta ¢ no plano H;) é uma

conica singular, isto &,
H,nS=0uC; com C;=0;ull ({;+L]).
]

Observagoes: Seja S c P3 uma superficie cibica ndo singular contendo a reta £. Sejam
H,,..., H5 os cinco planos contendo a reta ¢ tais que a curva residual C; a reta ¢ no plano

H; é uma cénica singular. Assim,
HiﬂSZEUCi com CZ‘:&'U@ (Eligi) i:1,2,3,4,5.

1) Segue que ¢ n3o & componente irredutivel de C;*), ou seja, £ # ¢; e £ # ¢/ para todo
(i) Seg i

i€{l,...,5}. Assim, para cada i temos as seguintes possibilidades:

b 4 b

(ii) H;=(0,6;) = (L, 0) =(€;,0;) para todo i =1,2,3,4,5..

7

Lema B.2. Com as notagoes do Teorema B.1. Verifica-se que:
1. Asretas (, 0y, U}, Uy, U, Us, U} Ly, U}, U5, 0L sao duas a duas distintas.
2. (I)K(S)_{g} = {glv ,17527 év€37 éy€47 276576/5}

Demostracao: Basta observar que as retas ¢, ¢;, ¢ sdo duas a duas distintas e estdo
contidas no plano H;, para cada i. Agora, como H; = ({;,(}) + H; = (@,E}) e H,nH; =/

se, i # j (sendo  # {; e { # (] para todo i), segue que ¢; # (; e {; # () para todo i # j.°

Se m € ®,(S) e m # ¢ entdo existe um Gnico plano contendo ¢ e m. Assim, (m, () = H;

4Visto que numa familia de planos contendo uma reta L, a curva residual na intersecio de um
desses planos com a superficie S ndo contém a reta L como componente irredutivel. (cf. Proposicao
1.6 p. 25 em [20]

®Suponha que ¢; = ¢; com i # j, entdo ¢; ¢ H; n H; = {. Logo, ¢; = ¢ (Absurdo!).
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para algum 7. Logo, m c H;nS = {ul;ul!, sendo m # ¢ segue (por conta da irredutibilidade

de m) que m ={; ou m = (.. "

Lema B.3. Com as notagoes supracitadas. Verifica-se que {; nl; =linl;=6;nl; =@

para todo i # j com i,j € {1,2,3,4,5}.

Demostragao: Suponha, pelo absurdo que, i # j e {;n{; # . Como as retas {; e
¢; sdo distintas, segue que ¢; n¢; = {p}. Agora, como () c Hj para todo k, segue que
{p}=4;inl;c HinH; ={. Assim, as retas (, {; e {; estdo contidas na superficie S e passam
pelo ponto p. Neste caso, segue que as retas ¢, ¢; e {; sdo coplanares®, isto ¢, elas estdo
contidas no mesmo plano. Se tal plano é H, entdo H = (¢,(;) = (¢, {;). Logo, H = H, = H;
(Absurdo!).

Analogamente, prova-se que ;¢ ={;nl}; =@ se, i+ j. Fica como Exercicio.

. ~ 7 H; u
Assim, em geral as retas em nos planos H; e H; estdo { /
distribuidas conforme a figura ao lado. Salientamos (- HH,

que pode acontecer que {n¢;Nl; + Ze/ou nt;nl} + @.

Proposigao B.4. Seja S ¢ P3 é uma superficie ctibica ndo singular. S contém pelo

menos 27 retas distintas.

Demostragao: Observe que a superficie cibica S contém pelo menos uma reta (cf.
Proposicdo 7.2, p. 110 em [21]). Assim, ao considerar a reta ¢ contida em S, a partir do
Teorema B.1 obtemos 5 planos H; tais que H; n'S = ¢ u{; ul,. Assim, segundo o Lema

B.2, obtemos as 11 retas distintas (listadas na tabela a seguir).

Plano || Retas no plano e S
H, l, 0 el
H, l, 0y e U
Hj l, s e 1
Hy by el
Hs l,ls e UL

O préximo passo sera aplicar o Teorema B.1 para determinar os 5 planos que contém
retas ¢; e (), respectivamente, cuja curva residual & uma unido de retas distintas (ou seja,

uma conica singular reduzida).

Visto que retas concorrentes contidas numa superficie ndo singular sio coplanares (cf. Lema 2.1,
p. 83 em [22]).
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Plano || Retas no plano e S

Lembre que H; & um dos planos que contém

4

a reta /1. Logo o Teorema B.1 garante a A (e
existéncia dos 5 planos Hy, H{, H), H, e H} H] my, {1 e m]

H — A 4 — A
tais que H NS = ful,ul] e H]NS = lum;um). H, mo, b e m)
Assim, obtemos as 11 retas incidentes a reta , )
_ H ms, {1 e mj
/4, listadas na tabela ao lado.

H‘i my, 61 [S] mﬁl

Novamente, segue-se do lema B.2 que as retas ¢, {1, ¢}, my, m/, ma, m}, ms, mj, mg, m}

sdo distintas.

Considere

= {67617€,17€2765763765764762765763} € Z:1 = {mlvmllam%mévm?lvméamllamil}-
Afirmacdo 1: ¥ n¥; =@. Logo, #P(S) >11+8=19.

Sabemos que ¥y n {¢,¢1,0]} = @. Assim, basta mostrar que: m; e m} ndo pertencem
ao conjunto {ly, 0} U3, 05, 0y, 0, U5, 0L} para cada i€ {1,2,3,4}.

Suponha, por absurdo, que existe i tal que m; = ¢; para algum j € {2,3,4,5}. Logo,

Lemal .

ngH{=<mi,€1>:>€jﬂ£1¢@ - j=1:>mi=€1 (AbSUI’dO!)

De forma analoga, suponha que existe ¢ tal que m; = ¢’ para algum j € {2,3,4,5}. Logo,

Lemal

;e H=(m, 1) = {;nl1#@ = j=1==m;={; (Absurdo!)

O mesmo raciocinio pode ser usado para concluir que m/ ¢ {ls, 0}, 03,05, 0y, 0}, 5, (L} para
cada i€ {1,2,3,4}, lembrando que H] = (m/, {,).

[Fim da prova da Afirmacgio 1]

Plano || Retas no plano e S
Lembre que H; também é um dos planos que

contém a reta ¢}. Assim, a partir do Teorema H, (e ]
B.1 obtemos os 5 planos Hy, H{', H), H] e HY ny, (1 e nf
144 H — A 144 —_

H} tais que HinS=/(ul,ull e H'nS=/(u HY na, 01 e nl
n;un;. Assim, obtemos as 11 retas incidentes

H? ns, {1 e n}
R Y 3 3y t1 3
a reta /', listadas na tabela ao lado.

Hi’ Ny, 51 [S] TLZL

Observe que as retas £, (1,0}, my,m}, mq, mb, ms, mjs, my, m) sdo distintas (cf. Lema
B.2).

Considere Xy = {ny,n}, ne, nb, ng, nj, ny,n)}.
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Afirmacdo 2: (X uX;)nXy=g. Logo, #P(S) >11+8+8=27.

De fato,
e Y NYy=0.

Sabemos que Yy {¢, (4,0} } = @. Assim, basta mostrar que: n; e n; ndo pertencem ao
conjunto {ly, 0}, U, 0, 04,0}, U5, (L} para cada i€ {1,2,3,4}.7
e NYy=0.

Suponha que ¥;nYy # . Logo. existem i, j € {1,2,3,4} tais que m; =n; (oum; = n’,
m; = nj, m;=mn}).

Vamos analisar o caso em que m; = n;, os outros casos ficam como Exercicio para o

leitor interessado.

m; = n;. Neste caso, m; ¢ Hf = (n;, (1) e nj c Hj = (m;,{1). Assim,
miﬂé’ﬁt@, miﬂ&#@ e 7’Ljﬂ€’1¢®, njm€1¢®.

Nestas condi¢des concluimos que m; ¢ Hy e n; ¢ H;.® O que implica em m;,n; € {, (4,0} },
visto que m; un; c HynS=/¢ul; ul] (Absurdo!).

[Fim da prova da Afirmacdo 2]

Assim, XU X UX, c ®(S) com #(X U uds) =27, Portanto, S contém pelo menos

27 retas distintas. |

Teorema B.5. Seja S ¢ P3 uma superficie cibica nao singular. Entdo S contém

exatamente 27 retas.

Demonstragao. Segue do Lema B.2 aplicado as retas ¢, {1 e (], e das tabelas na de-

monstragao da Proposicao B.4 que:
(DK(S) = {67617£,17€27657637637647627657615}7
CD&(S) = {éaglvgllvm%méam3amé7m4amgam5am,5}7

_ l4 ! / ! !
<I>€'1(S) - {67617£17n27n27n37n3an47n47n5an5}'

"Suponha que existe ¢ tal que n; = ¢; para algum j € {2,3,4,5}. Logo,
ljcH!' =(n;, l]) = {;nl} +2 femg !t j=1=mn;=¢{ (Absurdo!)

De forma anéloga, suponha que existe i tal que n; = £; para algum j € {2,3,4,5}. Logo, ¢; c H]' =

(ni, 01y = linl} + & femg j=1=mn; =¥, (Absurdo!)

O mesmo raciocinio pode ser usado para concluir que n} ¢ {l,05, 03,05, 04,0}, 05,05} para cada
i€{1,2,3,4}, lembrando que H] = (n},¢}).

8Note que a hipotese m; n¢} # @, m; Nl # @ implica em m;N¢; = {p1} e m;n¥} = {p2}. Se p1 # p2
entdo a reta m; tem dois pontos distintos em comum com o plano H; = (¢1,¢}), logo m; c Hy. Caso,
contrario, ou seja, se p; = pa entdo m; Nl N¢ = {p1} entdo essas 3 retas sdo coplanares(cf. Lema 2.1,
p. 83 em [22]), logo m; c H;.

102



B. Retas em superficies ctbicas

Por ouro lado, temos que
D(S) = ©p(S) U Py, (S) U P (S).°

Assim,
O(S) =2 uX; U,

visto que ¥ = ®4(S), X1 = @4, (S) - {{, 01,01} e ¥y = Oy (S) - {{,£1,1}. Portanto,
#@(S):#(EU21U22)227 |

Uma das questdes que vamos abordar & a seguinte:

Qual ¢ a quantidade mdrima de retas duas a duas disjuntas que uma superficie

cibica nao singular em P3 contém?
Denotemos tal namero por 3.

Uma cota inferior para r3. Ao fixar a reta ¢ na superficie ctbica n3o singular S, o Teorema
B.1 nos garante que existem exatamente 5 planos Hi,..., Hs contendo / tais que H;nS =
tuC;com C; =4; Ul para i =1,..,5. Aléem disso, {;n{; = ;nl; ={;nl; =& para
todo i+ j com 4,5 € {1,2,3,4,5} (cf Lema B.3). Assim, as retas /1, ..., {5 sdo duas a duas

disjuntas.'® Portanto, r3 > 5.

Determinacdo das retas em superficies cibicas ndo singulares a partir de duas retas

disjuntas

Denotamos o conjunto ®(S) como o conjunto de todas as retas contidas na superficie
S c P3.

Para cada reta [ em P3,

O (S)={med(S)[Inm+o e m=l}.

Em reiteradas oportunidades iremos apelar para o seguinte resultado.

Lema B.6. Seja S c P? é uma superficie cabica nao singular. Considere ¢,m € ®(S)

distintas e concorrentes. Se [ € ®,(S) n®,,(S) entao [ c (¢, m).

Demonstra¢ao. Como ¢ e m sdo retas concorrentes, segue que £ nm = {p} e, sendo

retas distintas existe um tnico plano que as contém, a saber, (¢, m).

9Visto que se uma superficie no singular de grau n > 2 contém retas concorrentes, entio toda reta
na superficie S deve interceptar pelo menos uma dessas retas (cf. Lema 2.2, p. 83 em [22]).
0Como também as retas ¢}, ..., £5 sdo duas a duas disjuntas.
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Observe que, temos duas possibilidades: p el ou p ¢ 1.

e pel =1, e m sao concorrentes.

Neste caso, como as retas [, £ e m € ®(S), segue que as mesmas sdo coplanares

(cf. Lema 2.1, p. 83 em [22]). Assim, [ c (¢,m) (visto que (£, m) & o tnico plano
contendo as retas £ e m).

[ = [

e p¢l=1Inl={p1} elnm={pa} com p; # pa, visto que [ € Py(S) n P,,(S).

Agora, como as retas £ e m estao contidas no plano (¢,m), segue que

p17p2€lm<€’m>p1:¢>p2lc (¢,m).

]
Proposigao B.7. Se S c P? é uma superficie cibica nao singular. Entao
1. #P,(S) = 10 para toda reta £ € ®(S).
2. #(Dy(S)nP,,(S)) = { b tamzo , se £, m e ®(S) sao distintas.
5 fnm=¢g
Demonstracao. Segue do Lema B.2 que
D(S) = {1, 01, 2,05, b3, 05, L4, 03, U5, U5} (B.4)

e que essas retas sao duas a duas distintas. Portanto, #®,(S) =10 Ve O(S).

Sendo ¢ e m retas distintas temos duas possibilidades: £nm = {p} ou fnm = @.
e Se {nm = {p} el e ®(S)nP,(S), segue do Lema B.6 que [ c (¢, m). Assim,

se H = (¢,m) tem-se que H é um dos planos que contém a reta ¢ e m é uma das

componentes irredutiveis da curva residual C'y a reta ¢ no plano H, ou seja,

HnS=/uCy com Cyg=mun.
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Agora, como a reta lc HnS el #{, segue que [ também é componente irredutivel da

curva residual C'y = m un. Entretanto, [ # m. Logo [ = n. Portanto,

Do(S) N B(S) = {n}  #(@(S) N Dyu(S)) = 1.

e Se {nm = & entao considere H; = (¢;,¢!) com ¢ =1,2,3,4,5 os cinco planos contendo
a reta ¢ tais que H;nS=¢uC; com C; = {; Ul

Dai temos que
O(S) =Py(S)u Py, (S)U @g;(S) i=1,2,3,4,5.11

Assim, mn{; #+ @ ou mn{; # @, visto que £ nm = @. Observe que, s6 uma dessas
possibilidades (mn¥; # @ ou mnl + @) acontece'? para cada i. Assim, ¢; € ®,(S)nd,,(S)
ou U} € ®,(S) n®,,(S) para cada i € {1,2,3,4,5}. Portanto, #(P¢(S) n ®,,(S)) > 5.
Agora, considere | € ®,(S) n ®,,(S). Como l € ®y(S) el # ¢ entdo 7 = ([,£) é um
plano contendo a reta ¢ tal que [ c mnS = f u C;; sendo [ componente irredutivel da
conica residual C. Assim, m é um dos planos que contém a reta ¢ tal que a conica
residual ¢ singular. Assim, 7 = (,¢) = H; = ({;, () para algum i € {1,2,3,4,5}. De onde
concluimos que [ = ¢; ou [ = ¢/.13 Portanto, #(®¢(S) n ®,,(S)) = 5. "

A seguir considere as retas disjuntas L;,Ly € ®(S). Segue da Proposicdo B.7 que
#H(Pr, (S) NP, (S)) =5 e #(P,(S)) =10 para i =1,2. Assim, vamos assumir que

q)Ll(S) ﬁ(DLQ(S) = {61762763764765}a
q)Ll(S)
CDL2(S)

{G1701,a27027@3703,CL4’C4,G5,C5} e H;= (aiaci)a (B~5)

{bl,Cl,bg,CQ,bg,Cg,b4,C4,b5,C5} e ﬁl = (bi,CZ‘>,

para i =1,2,3,4,5.

Proposicao B.8. Com as notagoes em (B.5). Se 4,5 € {1,2,3,4,5} tem-se que
1. a;naj=9,¢cNcj=@ea;Ncj = para todo ¢ # j.
2. bjnbj = e b;Nnc; = para todo ¢ # j.

3. Linb; =@ e Lyna; =@ para todo 1.

H(cf. Lema 2.2, p. 83 em [22]).

12Suponha que mn¥; # @ e mnl; + @ entdo m c (¢;,£}) = (¢,4;) = H;, logo ¢ e m seriam coplanares.
O que implica em £nm # @ (Absurdo!).

13Visto que, I ¢ (I,¢) = H;. Logo, | c H;nS=/¢ul; ull, 1+ (el éirredutivel.

77
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Demonstracao. Lembre que se £ € &(S) entao
©€(S) = {Elv '1,«@27«%,53,%,54,52,55,52} com HZ = <£H€:> € Q(E)

satisfazendo H, nS=0ul;ull e {;nl; =L N f} =/;n E;. = @ para todo i # j (cf Lema
B.3).

Assim, os itens 1. e 2. seguem ao considerar ¢ = L; para i =1,2.

Para a afirmagao no item 8., suponhamos que L; nb; # @ para algum i € {1,2,....5}.
Tendo em consideracao que ¢; € @, (S) N P, (S) para todo j, segue que Lynb;, # & e
Line #@. Assim, Ly c (b, ¢;) = H;. Entretanto, ¢; € dr,(S) e H, = (Lo, c;). De onde
concluimos que L; c Fli = (Lg,¢;). Assim, L; e Ly sdo coplanares, logo concorrentes

(Absurdo!). Analogamente verifica-se que Ly n a; = @, para todo i. n

Corolario B.9. Com as notagoes acima. Considere as retas

ai, G2, a3, G4, G5, Qg = L27

b1, ba, b3, by, b5, bg = L.
Verifica-se que:
1. {a1,a9,a3,a4,as,a6} c (S) sdo duas a duas disjuntas.
2. {b1,by,b3,b4,b5,b6} ¢ D(S) sao duas a duas disjuntas.
3. 1r3>6
4. a;nb; =@ para todo i € {1,2,...,6}.
5. a;nb; # @ para todo i # j, 1,5 € {1,2,...,6}.

Demonstracao. As afirmacoes 1. e 2. seguem da Proposicao 2.

Sendo r3 a quantidade maxima de retas em S que sao duas a duas disjuntas, segue
de 1. (com também de 2.) que r3 > 6.

Observe que o item 4. é satisfeito para ¢ = 6 (visto que L; e Ly sdo disjuntas).
Agora de (B.5) temos que

Hi=(bi,ci):bimci¢® \V/ZE{]_,2,75}

Suponha que a; Nb; #+ @ para algum i € {1,2,...,5}. Neste caso, sendo a; e ¢; retas
distintas e concorrentes (pois sdo coplanares), segue do Lema B.6 que b; ¢ H; = (a;, ¢;).
Entretanto, H; = (a;, ¢;) = (L1,a;) 2 Ly. Portanto, L; e b; sdo coplanares, o que implica

em L; nb; #+ @ (Absurdo! segundo o item 3. da proposi¢ao B.8).
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Observe que se i = 6 entdo ag = Ly e j # 6. Neste caso, b; € ®p,(S) para todo
j€{1,2,3,4,5}, logo agnb; #+ @ para todo j € {1,2,3,4,5}. Analogamente, se j = 6
prova-se que a; Nbg + @ para todo i € {1,2,3,4,5}.

Assim, a seguir vamos considerar i # j com i,j € {1,2,3,4,5}.Segue de (B.5) que

H;nS=L;uaqa;Uc; para cada i€ {1,...,5}. Por outro lado, temos que
O(S) =P, (S)ud,, (S)ud.(S) paracadaie{l,..,5}.14

Ou seja, a reta b; deve encontrar pelo menos uma dentre as retas L;, a;, ¢;, Como

bjnLi=@ebjnc,=aset1+j,segue que a;Nb; + & se i # j. [
Double - six
Um duplo-seis & um par de subconjuntos A = @ Gz @3 a4 a5 dg
{ay,...,a6} € B ={by,...,bs} de ®(S) forma- N R by
dos por 6 retas duas a duas disjuntas, satisfa- - - by

zendo as relacdes de incidéncia: - by

. I
a; Nb; =@ paratodo i € {1,2,....6} e .
b

a;Nb;j # @ para todoi#j,i,j€{l,2,..,6}

fJg 3

Exemplo 1: Vamos encontrar um duplo-seis na clbica de Fermat
F=V(ad+a}+a3+23) cP>
As 27 retas na superficie sdo dadas por:

Uij=V(xg+E&xy,x0+&x3)cS Vi, je{l,2,3} (9retasaotodo),
mij = V(xo+E&xe, 11 +&x3)cS Vi,je{l,2,3} (9retasaotodo), (B.6)
nij=V(zg+E&as,x1+&x)cS Vi,je{l,2,3} (9retasaotodo).

sendo ¢ € C uma raiz primitiva cibica da unidade (ou seja, 3 =1e £ #1).

Observe que as retas {53 e (55 sdo disjuntas.!® A seguir vamos descrever os conjuntos
Oy(F) para b =¥;; se, i =2,3.

H(cf. Lema 2.2, p. 83 em [22]).

15Considere a = [ag : a1 : ag : az] € P2. Note que a € £33N {22 se, e 86 se, ag +ay = 0,as + az =
0,a0 +&%a1 =0 e az +E%a3 = 0. O que implica em a;(1-£2)=0e az(1-£2)=0. Como £ #1e &3 =1,
segue que a; = 0 para todo i. Portanto, €33 n/{2 2 = @.
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No que segue do exemplo, vamos escolher £ = —

1+\/§z’
—

e Determinacdo de ®y(F) para { = {35 =V (xg+ 1,72+ x3).

Os planos que contém a reta /5 5 sdo
Hoo=V(xg+21) e Hy=V(22+23- (70 +71)) com AeC.

Temos que os cinco planos onde a conica residual a reta {53 é unido de retas (ou seja,

singular) sdo:
H, = V(ZIJO + ZEl) e H)\ = V(IQ + X3 — )\(1}0 + 131)) com A e€ {0, —]., —57 —62}

Verifica-se que as retas em cada plano sdo dadas por:

Plano H) || retas em H\nF

A =00 63,37 53,27 53,1

/\ = O 63 3 62 f L= 3
3 L23, l13 33
= Oy(F) = {£3,2, l31,023, l13, M4, n“} )
A=-1 l33, M33, N33 =
A=-¢ 53,37 ma2, N2 2
_ _¢2
A=-¢ 63,37 mi1, N1

e Determinacdo de ®y(F) para { = {5 = V(xg + 221, 22 + £223).

Os planos que contém a reta /55 sdo
Hl, =V (xg+&%1) e H{ = V(xg +&%x3 - Mo +&%21)) com A e C.

Neste caso, os cinco planos onde a cénica residual a reta (55 é unido de retas sdo dados

por:
H! =V (xg+&x1) e H\=V(xg+&ax3-Nwo+E%21)) com Ne {0, -1,-¢, —52}

Verifica-se, as retas em cada plano s3o dadas por:

Plano H | retas em H{nF

A=o00 €2727 62,37 62,1

A=0 loo, L 14 =t 3
2y £3,25 £1,2 2,2
= Oy(F) = {52,3, la1,032, €12, N21, N1 3, 713,2,"7%,1'}‘ )
A=-1 U2, M3 3, Na 1 =
A=-¢ 52,27 ma2, 11,3
_ _¢2
A=-¢ €2,2> mi1, N32
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e Retas que encontram /53 e (55 sdo dadas por {63,2, U3, M11, Mao, mg,g}.

e Duplo-seis

O Corolario B.9 nos garante que as retas

a; = 52,1, Qg = 51,2, az =mng1, @4=MN13, A5 =N32, 4= 53,3,

by = 53,17 by = €1,3, b3 = ni1, by = N2, bs =ns3, b= 62,2-

formam um Double-six.

Retas residuais as conicas a; U b;

Recapitulando. A partir de duas retas disjuntas (quaisquer) numa superficie cibica n&o
singular S somos capazes de determinar um duplo-seis (como acabamos de fazer no exemplo

1). Ou seja, temos retas em S

a1, G2, a3, G4, 05, Gg,

bla b27 b37 b47 b57 b67

@] dz g ay on dg

tais que: a;na; =@, b;nb; = & para todo i # j. Além

disso,

a;Nb; = @ para todo i e | . by

a;Nb; + @ para todo i # j..

Como as retas a; e b; sdo concorrentes para todo ¢ # j, podemos considerar o plano
H;; =(a;,b;). Neste caso,
HijﬂS=aiUbjU€ij

sendo a curva residual a reta a; no plano H;; dada por C;; = b; U l;;.
A seguir considere
A:{&j|z’¢j,1§i,js6}. (B.7)

Assim, H;; = (a;,b;) = (@i, lij) = (b;, lij)-

Proposicao B.10. Com as notacoes acima. Verifica-se que:
1. An{ay,...,a6,b1,....,b6} = @.

l;j Nay # S se, e somente se, k€ {i,7}.

l;j by # @ se, e somente se, k€ {i,5}.

l;; = U;; para todo i # j.

lij =L, se, e somente se, i =7 e j=35,sendoi<jer<s.
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6. Se l;; # U,s entao (;; N 4.5 + & se, e somente se, {7,7} n{r, s} =2.

Demonstracao. Considere ¢;; € A. Assim, H;; nS = a; ub; ul;;. Logo, {;; # a; e

l;; # bj. Suponha, por absurdo que ¢;; = aj sendo k # i. Neste caso,
ap € Hij = (lij,a;) = apna; #+ @ comk #i (Absurdo!)

Analogamente, ao supormos que ¢;; = b, sendo k # j, chegamos no absurdo b, nb; + &

com k # j.
Considere a;, tal que aj, N ¥¢;; + @. Suponha, por absurdo, que k ¢ {7,7}. Neste

caso, ap Nbj # @ pois k # j e apn{;; #+ @. Assim, segue do Lema B.6 que
ay C Hz'j = (‘gija bj> = (éij,ai) == q,Nna; + & comk #1 (AbSUTdO!)

Se k =1 entao a, N {;; # @, visto que a; ¢ H;; o {;;. No caso, k = j, lembre que
a reta a; encontra alguma das retas do conjunto {a;,b;,¢;;} (cf. Lema 2,1, p. 83 em
|22]). Entretanto, a; na; = @ para j #i e a; nb; = @. Portanto, a; n{;; + @.

Exercicio.

Observe que Hj; NS =a; ub; ul;;. De fato, Hj; = (a;,b;) = (a;, ;i) = (b;,{;;). Além
disso, segue dos itens 2. e 3. que {;;na; # @ e £;; nb; #+ @. Assim, o Lema B.6 nos
garante que {;; ¢ Hj;. Agora, como ¢;; é irredutivel, e {;; c H;; nS = a; ub; U {j; com

li; # aj e {;; # b; por conta do item 1., segue que £;; = £;;.

Considere 7 < j e r < s tais que {;; = {,;. Assim,

bsna;#Belsnbjrd=—ic{r,sfeje{r,s}=i=rej=s.

Considere ¢;; # (.

Suponha, pelo absurdo, que {i,j} n{r,s} # @. Desse modo temos as seguintes

possibilidades:

eic{rs}eje{r s} Logo, {;; =L.s (Absurdo!).

eic{r,s}ouj¢{r s} Nestecaso, {,,na;+ el ,nbj=a. Deonde concluimos que
l;jnl.s =2 (Absurdo!).16

o i¢{r,s}ouje{r, s} Nestecaso, {,;na; =2 el.,nb;+@. De onde concluimos que
l;jnl,.s =2 (Absurdo!).

Suponha, pelo absurdo, que ¢;; n/,; = @. Observe que a reta /,, encontra pelo

menos uma das retas do conjunto {a;,b;,¢;;} (cf. Lema 2,1, p. 83 em [22]). Como

16Se ¢;;nl,s + @, tendo em consideragio que ¢, s Na; # @, segue do Lema 1 que £,.s ¢ H;j = (a;,li;) =
(@i, b;), o que implica em ¢, s Nb; # @.
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estamos supondo que ¢;; N {,; = &, entao necessariamente {,; Na; # & ou £, Nb; + .

Logo, i € {r,s} ou j € {r,s}. De onde concluimos que {i,j} n{r,s} # @ (Absurdo!).

Observagao: Para todo 4,5 € {1,...,6} tais que ¢ # j tem-se que os planos H;; =
(a;,b;) e Hj; = (a;,b;) sdo distintos (visto que a;Na; = @ se i # j) e sua reta de intersecdo

é &'j = Eﬂ

Corolario B.11. Com as notacoes acima. Verifica-se que #A =15 e
(I)(S) = {&1, ...,a6} U] {bl, ---7b6} w A.

Demonstragao. Segue do item 4. na Proposigdo B.10 que A = {/;; | 1 <7 < j < 6}.
Além disso, o item 5. na Proposigao B.10 nos garante que cada par (i,5) com i < j,
i,j €{1,...6} determina uma tnica reta ¢;; € A. Portanto, #A = 15.

Sejam A = {ay,...,ag} e B ={by,...,bg}. Sabemos que AnB =2 e #A =06 = #B.
Assim, o item 1. na Proposicao B.10 nos garante que AuBu A é um subconjunto de
®(S) constituido de 6+ 6+ 15 = 27 retas (distintas). Por outro lado, o Teorema B.5 nos
garante que #(®(S)) =27. Portanto, ®(S)=A uw B u A. "

Agora vamos estudar a incidéncia entre as 15 retas na familia A da superficie ciabica

ndo singular S em P3.

Lembremos que. A partir de duas retas disjuntas (quaisquer) numa superficie cibica no
singular S somos capazes de determinar um duplo-seis. Ou seja, obtivemos as familias de
retas A = {ay,....ag} e B={by,....bs} em S.

a1, Az, a3, a4, 05, g,

bl; b27 b37 b4> b57 b67

)] dz kg ay Oy g

R 4 t fJ|

tais que: a;Na; =@, b;Nb; = & para todo i # j. Além

disso, [

a;Nb; =& paratodo i e

a;Nb; # @ para todo i # j..
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Sendo as retas a; e b; concorrentes para todo i # j, obtemos os planos H;; = (a;, b;)
tais que H;; NS = a; ub; U/, sendo a curva residual a reta a; no plano H;; dada por
Cij = bj uly;.

Além disso, para todo 4,5 € {1,...,6} tais que i # j, os planos H;; = (a;,b;) e Hj; =

(a;,b;) sdo distintos e sua reta de intersecdo é (;; = {;;.

De fato, no Corolario B.11 provamos que
CI)(S) = {al, ...7(16} Y {bl, ...,bﬁ} U A sendo A= {EU | 1<q <j < 6}

Incidéncia das retas na familia A

Proposicao B.12. Com as notagoes acima. Considere as retas mq,...,m, em A e
Is={1,2,3,4,5,6}.

(i) minmy =@ <= 3F{a,b1,Pa2} c Is tal que #{a,f1,52} =3 e m;=L,s i=1,2.
3 {&7B17B27ﬁ3} c [6 tal que #{04761' ?:1 =4 €

M1, My € M3 SA0 m; =Lap, V1.
(i)  duasaduas <=1 ou
disjuntas 3 {a, B1, 8} c I tal que #{a, B, B2} =3 e

my = gOéﬁl? ma = gaﬁz? ms3 = €6152'

my, Mg, M3 € Ty sao 3 {a7/817/827/837/84} c ]6 tal que #{aw@i ?:1 =9
<
duas a duas disjuntas

(iii)

e m; = Eaﬁi V.

(iv)

my, Mo, M3, My € M5 SAO 3 {a, B1, B2, B3, B4, B5} c I tal que
duas a duas disjuntas {a, B}, =T e m;="Lap, Vi.

(v) Nao existem 6 retas duas a duas disjuntas em A.

Demonstragao. A reciproca das implicagoes nos itens (i), (ii), (iii) e (iv), segue do item
6. da Proposicao B.10.

(i) = | Considere my = {;; € my = {,; em A tais que my N my = &. Segue do item 6.

da Proposicao B.10 que: ¢;; n{,s = @ <= {i,j} n{r,s} #+ @. Visto que, m; nmy = @
segue que as retas sao distintas, logo #({i,j} n{r,s}) = 1. Assim, podemos escrever

{i,7yn{r,s} ={a}, {i,7} ={a, 51} e {r,s} ={a, B2} com B; # fs. Ou seja, my = l,p, €
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mo = Eaﬁz .

(i) = | Considere as retas my, ms e ms € A. Assuma que m; nm; =@ Yi#j.

Como m; Nnmy = @, segue do item (i) que existem «, (1,32 € I distintos e tais
que my = Loz, € mo = Lop,. Agora, assuma que mg = {;;. Como my Nmz = @ e
me N3 = @, segue que {a, 51} n{i,j} + @ e {a, [/} n{i,j} #+ @. Lembre que tais
intersecoes tem cardinalidade 1, pois as retas sao distintas. Assim, temos as seguintes

duas possibilidades:
o {a, 1} n{i,j} ={a} ={a, B} n{i,j}.

Neste caso, ms = log, com Bs % 3; para i = 1,2. De fato, #{a, B;}%, = 4.
o {a, B} n{i,j} ={B} e {a, B2} n{i, j} = {Ba}.

Neste caso, {4, 7} = {B1, B2}. Logo, mz ={g,5, e #{av, 51, fa} = 3.

(iii) = | Considere as retas duas a duas disjuntas ms,..., my em A. Como m;nm; = &

para todo i # j, i,j € {1,2,3}, segue de (ii) que existem duas possibilidades para os
indices dessas retas:
o my =lop,, Mo =Lyop, € M3 =Lyp, com #{a, b1, P2, B3} = 4.

Agora, se my = {;; entdo a condi¢do my Nnmy = @ para todo k € {1,2,3}, implica em
{a, Br} n{i,j} # @ para todo k € {1,2,3}.
Afirmac¢do 1: {«, Br} n{i,7} = {a} para todo k€ {1,2,3}.

Suponha, por absurdo, que existe k € {1,2,3} tal que {«, 8} n{i,j} # {a}. Neste
caso, {a, B} N {i, 5} = {Bk}-

Observe que, se {a, 5.} n{i,j} = {a} para algum r € {1,2,3}, r # k ent@o necessaria-
mente {7,7} = {«, B }. Logo my = my para algum k € {1,2,3} (Absurdo!). Do contrario,
isto &, {«,53.} n{i,j} # {a} para todo r € {1,2,3}, r + k entdo {i,j} = {f1,52} =
{B1, B3} = {B2, 5} (Absurdo!).

[Fim da prova da Afirmacdo 1]

Assim, segue da afirmagao 1 que my = {,5, com (4 # 5y para todo k€ {1,2,3}.
o my =Lyp,, Mo =lp, € M3 =1Lg 5, com #{a, p1, B2} =3.

Se my = {;; entdo a condicdo my Nnmy = @ para todo k € {1,2,3}, implica em
{a, B} n{i,j} # @ para k=1,2 ¢ {B1, 5o} n{i,j} #+ .
Observe que, se {1, 62} {7, j} = {61} entao {a, b1} n{i,j} = {Ai} e

{a, oy n{i, 7y ={B2} ou {e,Ba}n{i,j} = {a}

== my=m3 Absurdo! == my=m1 Absurdo!

Analogamente, ao supormos que {51, 52} n{i,7} = {H2}, chegamos na conclusdo que

my =msz ou my =ms (0 que é um Absurdo!).
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(iv) == | Considere as retas duas a duas disjuntas my,..., ms em A. Como m;Nnm; = &

para todo @ # j, i,j € {1,2,3,4}, segue de (iii) que m; = £, 3, para i = 1,....,4 com
#{a, b1, ..., Ba} = 5.

Se ms = {;; entdo a condicdo ms; N m; = & para todo k € {1,2,3,4}, implica em
{a, Bk} n{i,j} + @ para todo k € {1,2,3,4}. Observe que por conta de #{i,j} = 2
existe k € {1,2,3,4} tal que {a, Br} n{i,j} = {a}. Entretanto, se existir r € {1,2,3,4}
tal que {«, B} n{i,j} = {B.} entdo ms =m, ( Absurdo!). Assim, {a, B} n{i,j} = {a}
para todo k € {1,2,3,4}. Logo, ms = {4 p, com (5 # B para todo k € {1,2,3,4}. Assim,
m; =Lap, para todo i, com {«, By, ..., B5} = Ig.

(v)| Do item (iv) segue que, se myq,...,ms5 sao b retas duas a duas disjuntas em A,

entao m; = (o5, para todo i, com {«,f,...,05} = Is. Portanto, para qualquer reta
me = {;j € A segue que a€ {i,5} ou a ¢ {4, 7}.

e Se € {i,j} entdo mg =m; para algum i € {1,....,5}, visto que Is — {a} = {041, ..., O5}
o Se a ¢ {i,j} entdo mg = {5,p; para algum ¢ # j, i,j € {1,...,5}. Neste caso, {a, Bx} N
{Bi,87} =@ se, k ¢ {i,j}. Assim, segue do item 6. da proposi¢ao B.10, que mynmg + @.

Portanto, nao existem 6 retas duas a duas disjuntas em A. [
No que segue do texto, considere o duplo-seis A = {ay,...,ag}, B={b1,...,bs}.

Lema B.13. Seja C' c ®(S) nao vazio formado por retas duas a duas disjuntas tal que
C c A u B. Entao exatamente uma das seguintes possibilidades acontece: C' € A ou
C cBou C ={a;b;} para algum i € {1,...,6}.

Demonstra¢ao. Como C ¢ A u B segue que C = (CnA)u (CnB). Temos exatamente

trés possibilidades, a saber:
eCnA=g=—CCcB.
e(UnB=g=—=CcA.
eCnA+xze(CnB+wo.

Neste caso. existe a; € C e b; € C. Como a; nb; = @ segue que ¢ = j. Logo,
{a;,b;} € C. Suponha que {a;,b;} # C. Neste caso existe { € C' - {a;,b;}. Como as retas
em C' sao duas a duas disjuntas, segue que £na; =@ e {nb; = @. Se { = a; para alguma
kelg={1,..,6} entao k #1 (visto que ax na; = @) e k =1 (visto que a, N b; = J) o que

¢ um absurdo. Analogamente, se ¢ = b, para alguma k € I chegamos num absurdo. m

Teorema B.14. Se
I'= {C c®(S) | C é formado por retas duas a duas disjuntas e #C' = 6},

entao #1"=72.
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Demonstragao. Segue do Corolario B.11 que ®(S) = A u B u A. sendo A = {ay,...,as},
Bz{bl,...,bﬁ} e AZ{&‘]’ | 1SZ<jS6}

Observe que I' # @ visto que A (como também B) pertence a I'. Para determinar a

cardinalidade de I', faremos uso da seguinte particao: Se C' € I' entao, verifica-se que

C=(CnA)u(CnB)u (CnA).

De fato, #C = 6 implica em 0 < #(C' n A) < 6. A seguir analisaremos cada uma das

possibilidades para #(C' n A).17 Ou equivalentemente, para #(T';) sendo

Fi:{C’eF|#(CmA):z’} com i€{0,1,2,3,4,5,6}.

Assuma que C' = {my, mgy, ms3, my, ms, Mg}

1°)

29)

30)

#(CnA)=6.

Neste caso, C'n A é um subconjunto de A constituido por 6 retas duas a duas
disjuntos. Entretanto, ndo existem tais subconjuntos em A (conforme o item (v)

da Proposigao B.12). Assim, ' = @.

#(CnA)=5.

Neste caso, assuma que C n A = {my,...,ms}. Assim, segue do item (iv) da
Proposi¢ao B.12 que m; = {,p, parai e {1,...,5} com {e, f1,.... 05} = Is = {1, ..., 6}.
Além disso, mg € Au B. Logo mg = a; ou mg = b; para algum ¢ € Is = {cv, 1, ..., b5}
Assim, existe j € {1,...,5} tal que mgnm; # @, visto que: l,sNa, * T <k €

{r,s} < l,snb, + @.1® Portanto, I's = @.

#(CnA)=4.

Neste caso, assuma que C' N A = {my,...,my}. Assim, segue do item (iii) da
Proposigao B.12 que m; = (.5, para i € {1,....,4} com #{«, f1,..., 04} = 5. Além

disso, ms e mg € A w B. Agora, segue do Lema B.13 que
{ms,me} c A ou {ms,me} c B ou {ms,ms} ={a,,b,} para algum ~ € I;.

Observe que:

e Se m; € A entdao m; = a, com vy € Is — {e, (1, ..., B} Visto que ms nmy, = F para
todo k € {1,...,4}. Assim, Is = {«, (1, ..., 01,7}. Logo, {ms,me} c A nos leva a

6
70u seja, estamos particionando o conjunto I' da seguinte forma: T' = (JT; sendo T'; = {CeT|

#(CnA) =i}

18Conforme o item 2. e 8. da Proposi¢ao B.10.

=0
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4°)

concluir que e mj; = a, = ag (Absurdo!).

¢ Analogamente, se {ms, mg} c B chegamos no absurdo ms = b, = ag com 7 € I4-

_{&7617"'754}'
Assim, {ms,m¢} = {a, by} com v e Is—{a,B1,..., Ba}.

Portanto, C = {£a51,6052,€a53,€a54,av,bv} com Ig = {a, By, ..., 81,7} Logo, os
indices das retas em C' sao determinados pelas 6 -5 = 30 possibilidades para
escolher ave I e {f3, ..., B4} c Is — {a}. Portanto, #(I'y) = 30.

#(CnA)=3.

Neste caso, assuma que C'n A = {m;,mo, m3}. Assim, segue do item (ii) da

Proposicao 1 que:

m; =Llap, Parai=1,2,3 ou my=Llyg,, Mo =Llss, € m3=1L33,

() (i)
com #{a, B1, B2, B3} = 4.
Além disso, my,ms € mge A U B.
(i) Se m; € A para algum i € {4,5,6} entdo m; = a, com v € Is — {c, f1, B2, B3}
Como #(Ig - {«, b1, B2, B3}) = 2, segue que #(An {my,ms,mg}) < 2 (visto que
a;na; = @ seesose, i+ j). Analogamente, mostra-se que #(Bn{my4, ms, mg}) < 2.

Assim, concluimos que
{my,ms,mey ¢ A e {my,ms,me} ¢ B

Assim, segue do Lema B.13 que {my, ms,mg} = {a;,b;} para algum i € I5 (Ab-
surdo!). Portanto, nao existe C' € I" tal que C'n A = {my, ms, m3} satisfazendo a
condigao (i).

(ii) Se m; € A para algum ¢ € {4,5,6} entao m; = a, com v € Is—{«, b1, f2}. Como
#(Is — {a, b1, B2}) = 3, segue que #(An{my,ms,me}) <3 (visto que a; na; =@
se e sO se, i # j). Analogamente, mostra-se que #(B n {my, ms,mg}) < 3. Do

Lema B.13, ao considerar C} = {my, ms, mg}, segue que:
CicAouCicAouC={a;b;} para algum i.

Observe que a ultima possibilidade nao acontece, pois #C; = 3. Assim, s6 vamos

analisar as primeiras duas possibilidades:
o Se An {my,ms,me} = {my,ms,mg} entdo ms,; = a,, para ¢ = 1,2,3 sendo

16 = {a7ﬂl7ﬁ27’71a 72?73}'
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5)

6)

70)

Neste €aso, C= {gaﬁﬁ ’ gaﬁy 65152 3 Qryg y Qryg s a’y3} com -[6 = {Oé, 517 627 Y1572, ’73} LOgO,
os indices das retas em C' sao determinados pelas 20 possibilidades que temos para

escolher um subconjunto de trés elementos {«, 51, B2} em 5.1

o Analogamente, se B n {my4, ms,mg} = {mq,ms,mg} entdo mg,; = b,, para i =
17273 sendo [6 = {a761762771772773}‘

Neste €aso, C = {gaﬁl ) gaﬁz ) ‘651ﬁ27 b'ylu b'yz7 b'y3} com [6 = {Oé, 517 627 V15725 73} No-
vamente, os indices das retas em C sao determinados pelas 20 possibilidades que

temos para escolher um subconjunto de trés elementos {«, 81, B2} em Ig.

Portanto, #(I'3) = 20 + 20 = 40.

#(CnA)=2.

Neste caso, assuma que C'n A = {my,my}. Assim, segue do item (i) da Pro-
posicao B.12 que m; = l,5, para i = 1,2 com #{«, (1,52} = 3. Além disso,

C1 = {ms, myg,ms,me} ¢ A w B. Observe que:

#ANC) <3 e #(Bn(Cy)<3.2

Logo, C; ¢ A e C; ¢ B, por conseguinte o Lema 1 nos leva a concluir que C; =

{a;,b;} para algum i € I5 (Absurdo!).
Assim, nao existe C' € T" tal que #(C' n A) = 2. Portanto, I'y = @.
#(CnA)=1.

De forma analoga ao caso anterior, mostra-se que nao existe C' € I" tal que #(C'n

A) = 1. Portanto, I'; = @. Exercicio

#(C'AA) =0.

Neste caso, C'c A u B com #C = 6. Assum, segue do lema 1 que C' ¢ Aou C' c B.
Como #A = #B =6, segue que C' = A ou C' = B. Portanto, #I'¢ = 2.

6
Resumo: #I'= > #1,=2+0+0+40+30+0+0="72. [

=0

Teorema B.15. Superficies cibicas nao singulares em P3 possuem no mdzimo 6 retas

duas a duas disjuntas. Ou seja, r3 = 6.

Y90Observe que se {i,j,k} c I com i < j < k, entdo ao escolher a = i obtemos as retas £;;, i, e
¢ji. Entretanto, ao escolher o = j obtemos as retas ¢;; = ;5,4 e {;,. Para a = k obtemos as retas
lri = Uik, L5 = L1, e €;;. Portanto, uma escolha de trés indices em I determina um tnico subconjunto
de trés retas duas a duas disjuntas em A.

20Visto que, arnm; = @ parai=1,2se, k € Is - {a, B1,32}. Como também, b, nm; = @ para i=1,2
se, ke IG - {O[,Bl,ﬁg}
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Demonstracao. Sabemos que existem 6 retas duas a duas disjuntas em S, por exemplo
as retas em A. Suponha, por absurdo, que r3 > 7, assim existem my, ..., m7 retas em
S duas a duas disjuntas. Seja C' = {my,...,mg}. Desse modo, C' € I" (I" definido no
Teorema B.14). Além disso, a partir da demonstracao do Teorema B.14, temos que:
C eT; para algum i € {0,3,4}. De fato,

(i) Se C' €Ty entao C'= A ou C = 5.

Vamos supor que C' = A. Neste caso, m; € BuA. Agora, se m; € B entao my; = b;
para algum i € I = {1,...,6} e myna; # & para todo j # i (Absurdo! visto que my, ..., mz
sao duas a duas disjuntas). Entretanto, se my € A entdo my = {;; para algum i # j em
Is, e neste caso, myNa; # @ (Absurdo!).

De forma anéloga, se C' = B chegamos num absurdo.

(ii) Se C' e I's entdo

C' = {as: Lanr 03101 Oy s g | 00 C = { L, Ly 03,5, b3 by b |
com I = {c, B1, B2, V1,72, 73}

Vamos supor que C' = {Eaﬁl,fa[gQ,EﬂlBQ,a%,aw,a%}. A seguir vamos analisar as
possibilidades para a escolha de ms.

e Se my = a; € Aentdo i ¢ {a,B1,02} pois mrnl;; = @ se, i,j € {e, 1,52} Logo
i € {71,72,73}. Neste caso, m; = a,, e mynb,, # @ para todo k € {1,2,3} tal que k # j
(Absurdo! visto que my, ..., m; sao duas a duas disjuntas).

o Se mr = b; € Bentao i ¢ {«, 1,52} pois mynl;; = @ se, 1,7 € {a,P1,02}. Logo
i € {71,72,73}. Neste caso, m7 = b,, e mrna,, # @ para todo k € {1,2,3} tal que k # j
(Absurdo! visto que my, ..., m; sdo duas a duas disjuntas).

o Se m7 ={;; € A entdo i,j ¢ {71,72,73} pois mrna,, =2 se, ke {1,2,3}. Logo i,j €
{a, 51, Ba}. Portanto, £;; = £ com € € {{np,,lap,, 58, } (Absurdo! visto que my,...,m7
sao duas a duas disjuntas)

Uma andlise semelhante segue no caso em que C = {éagl,éagz,églm,bw,bw,b%}.
Deixamos como Exercicio.

(iii) Se C eI’y entdo C = {€a51,6a52,£a53,£a54,ay,bv} com Ig = {a, b1, 52, B3, Ba, 7V}

A seguir vamos analisar as possibilidades para a escolha de my, neste caso.

o Se mr =a; € Aentao i ¢ {a,[1,..., 04} pois mynl;; =D se, i,j€{c,f,...,01}. Logo
my = a, (Absurdo! visto que my, ..., m7 sao duas a duas disjuntas).
o Se my € B entdo de forma analoga ao caso anterior, concluimos que my = b, (Absurdo!

visto que my,...,m7 sdo duas a duas disjuntas).
o Se my = {;; € A entdo i,j € {«a, 1,52, 83,04} pois mz na, = &. Assim, podemos

escolher {r,s} c {a, p1, P2, 03,04} — {i,j} com r # s. Logo, {r,s} n{i,j} = @ o que
implica em my N {,.s + @ (Absurdo! visto que my,...,m7 sdo duas a duas disjuntas).

118
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Portanto, toda superficie cubica nao singular em P3 possui no maximo 6 retas duas

a duas disjuntas. [

Vamos concluir mostrando que existem 45 planos em 3, cuja intersecido com uma

superficie cabica ndo singular em P? consiste de exatamente 3 retas (duas a duas distintas).

Teorema B.16. Sejam S uma superficie cibica nao singular em P3 e

plano

Q= {H c P3| HnS consiste de trés retas distintas },

entao #€ = 45.

Demonstracao. lembremos que o Corolario B.11 nos garante que
O(S)=AuBuA sendo A={l;|1<i<j<6}.

sendo A = {ay,...,as}, B ={b1,....,b} um duplo seis, e ¢; ; € A a reta residual a conica

a; Ubj no plano H;; = (a;, b;), isto &,

Lembre que ¢;; = {;; e H;; #+ H;; para todo i # j, i,j € {1,...,6} (veja figura na pagina
1).
Afirmacgao 1: #Q > 45.

Segue de (B.8) que H;; € Q para todo ¢ # j, 1,7 € {1,...,6}. Assim, obtemos 30
planos que pertencem a ).

Por outro lado, se escolhermos um subconjunto com 4 elementos {«, 3,7,0} c I =
{1,2,...,6}, obteremos as retas concorrentes (,5 e {5 € A. De fato, tais retas determi-
nam o plano Hypys = (Cap, {1s). Observe que:
eSeled(S)étalque nlypg+Telnlys+d, entdo £ =1, sendo Ig = {a, 3,7,0,r,s}.

Basta observar que tal reta ¢ ¢ Auw B, visto que

ainlys+#@ e anlystr@<=ic{a,f} e ie{y,d},
binluyg#@ e binlys+rd<—=ic{a,B} e ie{y,d}.

Logo, ¢ = {;; € A e neste caso,
gijmgaﬁ#:@ € Eijmgyﬁigﬁ{imj}m{oﬁﬂ}:@ e {Zvj}m{’%(s}:@

O que determina tal reta ¢ de forma tnica.

® Hyps NS =Lz Ulys Ul de modo que Ig = {a, 3,7,0,r,s}.
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Note que lop U £,5 ¢ Hypy5NS. Assim, a curva residual a reta £,5 no plano H,g,s €
da forma £,5 U/, sendo ¢ uma reta contida em S tal que Hng,sNS = Lol sUl. Como £
esta contida no plano Hugys = (ap, {4s), segue que ¢ encontra as retas (s e £,5. Assim,

segue do item anterior que ¢ = {,; com r, s tais que Is = {a, 3,7,0,7,5}.

6

4) escolhas para

Assim obtemos 15 planos da forma H,g.s € €2, pois temos 15 = (

Q, 67 Y, (5 € I6-
Portanto, temos 30 +15 =45 planos distintos em €.

[Fim da prova da Afirmacdo 1]

Afirmacgao 2: Se H € Q entao H = (a;,b;) com @ # j, i,j € Is ou H = ({n3,0,5) com
{o, B,7,0} c Ig de cardinalidade 4.

Considere H € () e suponha que H # (a;,b;) para todo i,j € Is com i # j. Assuma
que

HﬂSzmlumgumg.

Note que:

e Se m3 =a; € A (a menos de uma reordenagao nos indices 1, 2 e 3) entdo my,my € A
e sdo concorrentes. Assim, my = lo5 € mg = £,5 com {a, } n{7,0} = &. Entretanto,
ainlysz+#2 e anlystrd<=iec{a,f} e ie{y,d}. ( Absurdo!)

e Se m3 =b; € A (a menos de uma reordenacdo nos indices 1, 2 e 3) entdo my,me € A
e sdo concorrentes. Assim, my = {o3 € my = £,5 com {o, f} n{7,6} = @. Entretanto,

binlyg+2 ¢ binlys+ad<=ic{a,f} e ie{y,d}. (Absurdo!)

Portanto, my, my e m3 € A. Como m;nm; para todo ¢ # j (pois sao retas coplanares),
segue que my = Lo, Mo = Ly € m3 = £, sendo seus indices tais que I = {«a, 3,7,0,7,s}.
Assim, H = (ln3,0,s) com {a, 3,7,d} c I de cardinalidade 4. n
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