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Resumo

Neste trabalho buscamos explorar e estudar a teoria de lineabilidade e espacabilidade
no contexto dos espagos de sequéncias. Como preliminares, estudamos a teoria basica
necessaria, com atencao especial aos espacos de sequéncias envolvidos. Apresentamos o
conceito de espagos invariantes de sequéncias sobre um espaco de Banach X, que abstrai
diversos espacos de sequéncias ja conhecidos. Com este conceito e com as técnicas ade-
quadas, apresentamos resultados de lineabilidade e espacabilidade em conjuntos, quando
nao-vazios, formados por sequéncias com propriedades especiais. Ainda neste ambi-
ente de estudo, apresentamos resultados de espacabilidade envolvendo algumas fungoes e
sequeéncias de funcoes com propriedades especiais que, sob certas restricoes, implicam em

espagabilidade maximal dos conjuntos estudados.

Palavras-chave: Lineabilidade, espacabilidade, espacos invariantes de sequéncias, funcoes

nao-contrativas, funcoes fortemente nao-contrativas.



Abstract

In this work we study the theory of lineability and spaceability in the context of sequence
spaces. As a background, we study the necessary basic theory, with special attention to
the involved sequence spaces. We present the concept of invariant sequence spaces over
some Banach space X, which abstracts several well known sequence spaces. With this
concept and the appropriate techniques, we present lineability and spaceability results
in sets, when these are not empty, formed by sequences with special properties. Also in
this environment, we present spaceability results involving some functions and sequen-
ces of functions with special properties that, under certain restrictions, imply maximal

spaceability of the studied sets.

Keywords: Lineability, spaceability, invariant sequence spaces, noncontractive functions,

strongly noncontractive functions.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho:

N denota o conjunto dos niimeros naturais {1,2,3,...};

K denota o corpo dos niimeros reais R ou o corpo dos nimeros complexos C;

E, F, G, X eY denotam espacos vetoriais normados;

S(X) denota um espago invariante de sequéncias sobre o espa¢o X;

L(E, F) denota o conjunto de todos os operadores lineares e continuos de E em F}
B[6; a] denota a bola fechada de centro a e raio 9;

Bpg e Sg denotam, respectivamente, a bola unitaria fechada no espago E e a esfera

unitaria no espaco E;

E e E' denotam o fecho e o dual topolégico do espaco E, respectivamente;

dim £ denota a dimensao do espacgo E;

Im(7) e ker(T") denotam, respectivamente, a imagem e o nicleo da aplicagao T}
int A denota o interior do conjunto A;

Idg denota a aplicacao identidade em E;

en denota a sequéncia (0,...,0,1,0,...) que, com exce¢ao do n-ésimo termo, todos

0s outros sao iguais a zero;
Graf (T") denota o grafico do operador T
Jg : E— E” denota o mergulho canonico de E em E”;

||-|l; denota a norma da soma ||-||, : £ x F' — [0,00) dada por ||(z,y)||, = =]z +

191l

[x] denota o espago vetorial gerado pelo vetor z.



Introducao

A teoria de lineabilidade e espacabilidade tem se tornado, nas ultimas décadas, alvo
de estudos de muitos pesquisadores. Falando de modo simples, esta area busca encontrar
estruturas lineares em conjuntos que, a primeira vista, nao apresentam qualquer indicio
de linearidade.

A titulo de exemplo do que estamos falando, descrevemos uma parte importante desse
contexto. Uma questao de destaque que remonta aos primérdios da analise era assim

enunciada:
Existe alguma funcao real continua cuja derivada nao exista em nenhum ponto?

Em 1872, K. Weierstrass apresenta um exemplo concreto de uma fungao com essa propri-
edade, que logo seria conhecida como “monstro de Weierstrass”. Apesar de surpreendente
para a época, esse resultado nao dimensionava o quao “grande” era o conjunto formado
por funcoes desta natureza. O matematico S. Banach mostrou em seu trabalho [7] de
1931, como consequéncia do Teorema da Categoria de Baire, que o conjunto das fungoes
continuas em [0, 1] que ndo possuem derivada em nenhum ponto do intervalo [0, 1] contém
uma interse¢do enumeravel de abertos densos em C[0,1] e que também é denso. Em
contrapartida, neste sentido da categoria de Baire, ele conseguiu mostrar que o conjunto
dessas fungoes é muito maior que o conjunto das fungoes que possuem derivada em pelo
menos algum ponto de [0, 1]. Foi entao que V. I. Gurariy, em [20] no ano de 1966, provou
que o conjunto das fungoes reais que sao continuas e nao possuem derivada em nenhum
ponto, possui, a menos da funcao identicamente nula, um espaco vetorial de dimensao
infinita.

O resultado apresentado por Gurariy foi o primeiro no sentido de definir e estabelecer
os conceitos de lineabilidade e espacabilidade, embora a terminologia sé tenha se conso-
lidado a partir de seu trabalho [21], de 2004. Mais precisamente, ele definiu: Sendo X
um espaco vetorial e g um nimero cardinal, um subconjunto A de X serd p-linedvel, se
AU{0} contém um espago vetorial de dimensao p. Caso X seja munido de uma topologia
e, o espago vetorial de dimensao p encontrado em AU {0} for fechado, dizemos que A é

p-espagavel.



Desde entao, a teoria passou a ser cada vez mais explorada e passou a ser aplicada
em diversos contextos e dreas, sempre na busca de estruturas lineares onde imaginava-
se nao existir sequer uns poucos elementos. A exemplo desse contexto e dessa busca
por lineabilidade e espacabilidade, podemos citar trabalhos sobre espacos de sequéncias,
espaco de operadores que atingem norma, subconjuntos de fungoes reais sobrejetivas em
todo ponto, curvas de Peano, além de muitas outros. Os trabalhos [1, 3, 8] e [33], e as
referéncias que estes contém, sao alguns 6timos exemplos para os temas citados.

Os conceitos originais de Gurariy, com o passar do tempo, foram sendo trabalhados e
novas variagoes e generalizagoes, para dar conta de novas estruturas, foram sendo desen-
volvidas. Algumas delas, ja bem estabelecidas e exploradas, tratam-se de Lineabilidade
mazimal (espagabilidade maximal) e Algebrabilidade, as quais podem ser vistas com mais
detalhes em [4, 5] e [9]. Mais recentemente, nos tltimos cinco anos, outras vertentes in-
teressantes surgiram, abrindo mais um leque de possibilidades a serem estudadas. E o
caso do conceito de («, 5)-lineabilidade, apresentado por V. V. Favaro, D. Pellegrino e D.
Tomaz em seu trabalho [18].

O leitor interessado em um texto referéncia para o estudo da teoria de lineabilidade e
espagabilidade, em diversos contextos, encontrara no livro [6] um verdadeiro compéndio
sobre o assunto.

Neste trabalho, nosso foco esté voltado para a teoria de lineabilidade e espacabilidade
em ambientes de espacos de sequéncias, tendo os trabalhos [13] e [15] como referéncias
fundamentais.

Um dos primeiros resultados, nesse contexto da teoria, da conta de que se p > ¢ > 1,
entao o conjunto ¢, — {, é c¢-linedvel (ver [27]). Num sentido bem mais abrangente, D.
Kitson e R. M. Timoney mostraram, em seu trabalho [23] de 2011, ainda mais: que
Cp—Up< a<p ¢, ¢é espacavel. Na verdade, o resultado Kitson e Timoney ¢ muito generalista
e pode ser aplicado em varios contextos. Contudo, por estar restrito apenas a espacos de
Fréchet, nao contempla o caso nao-localmente convexo, 0 < p < 1.

Estudaremos um resultado que prova o caso de espacabilidade para o conjunto £,(X ) —
qur l,(X), p > 0, sobre um espaco X de Banach, onde I' é um subconjunto qualquer
de (0,00]. Ou seja, um resultado que contempla agora o caso nao-localmente convexo.
A esséncia desse estudo, presente em [13], estd na definicdo de uma classe abstrata de
espacos de sequéncias, chamada espacos invariantes de sequéncias, que também expande
o contexto para outros espacos de sequéncias além de £,(X). A técnica estudada também
pode ser utilizada no contexto dos operadores lineares que atingem norma, o qual também
apresentaremos.

Nessa mesma linha, apresentaremos também um estudo que considera situacoes ainda

mais gerais sobre espacos de sequéncias. Neste ambiente, definido em [15], consideram-se



agora dois espagos de Banach X e Y e uma funcdo f : X — Y pertencente a clas-
ses abstratas de fungoes, chamadas nao-contrativas e fortemente nao-contrativas. Serao
estudados, entao, conjuntos formados por sequéncias (:z:n)]‘";l em espacos invariantes de

sequéncias S(X) sobre X, de modo que (f(z;))32; ndo pertence a um dos espagos

Ue)., Jwr) on a).

qel’ qel’
Sera possivel perceber o quao mais gerais sao esses resultados mediante os exemplos de
objetos que sao obtidos.

Por fim, serdao apresentadas, para um ambiente com hipdteses um pouco mais res-
tritivas, condigoes de espacabilidade maximal para conjuntos de sequéncias, trabalhando
agora com uma sequéncia de fungoes em vez de apenas uma funcao. Para este caso, é
apresentado um resultado de espacabilidade maximal nos espacos de sequéncias de Na-

kano.

Estrutura dos tépicos apresentados no texto

No Capitulo 1, comecaremos apresentando alguns dos resultados que sao base para
qualquer estudo em Anadlise Funcional. Daremos énfase aos espacos de sequéncias, que
sao as principais estruturas que buscaremos lineabilidade e espacabilidade nos capitulos
seguintes. Apenas observamos que, apesar dessas preliminares, utilizaremos muitos re-
sultados classicos e bem conhecidos de Andlise e de Anélise Funcional sem maiores re-
feréncias.

No Capitulo 2, vamos apresentar os conceitos formais da teoria de lineabilidade e
espacabilidade, comecando com algumas consideragoes sobre cardinalidade. Apresentare-
mos a classe dos espagos invariantes de sequéncias, com a finalidade de generalizar alguns
resultados de lineabilidade sobre espacos de sequéncias. No final do capitulo, iremos apli-
car a mesma técnica para explorar um resultado no contexto dos operadores lineares que
atingem norma.

O Capitulo 3 comegara com a apresentacao das fungoes nao-contrativas e fortemente
nao-contrativas, que serao responsaveis, junto com um refinamento das técnicas do capitulo
anterior, por generalizar ainda mais os resultados ja vistos no capitulo anterior. Essas
técnicas envolvem mais contextos como, por exemplo, aplicacoes lineares, polinémios
homogéneos, aplicagoes r-regulares e muitos outros. Sao apresentados resultados de

espacabilidade maximal e uma aplicacao para os espacos de Nakano.



Capitulo 1

Preliminares

Vamos apresentar neste capitulo as defini¢oes e resultados que serao fundamentais para
o entendimento e desenvolvimento do assunto estudado no texto. Uma boa parte desses
resultados terao suas demonstracoes omitidas para que possamos ter uma melhor fluidez
na apresentacao do trabalho. Poderemos encontrar a maioria dessas demonstracoes nas
principais referéncias usadas na construgao deste capitulo, como nos livros [14] e [25],
além de trabalhos como [16, 17] e [29]. Sempre que necessario faremos mencao a devida

referéncia ao longo do texto.

1.1 Resultados de Analise Funcional

Nesta secao, serao apresentadas algumas defini¢oes e resultados cldssicos da Andlise

Funcional, os quais serao utilizados de forma direta ou indireta ao longo do texto.

Definicao 1.1.1. Seja E um espaco vetorial sobre K. Se 0 < p < 1, uma p-norma em E

é uma aplicacao || - || : £ — [0, 00) que satisfaz as seguintes condicoes:

N1) ||z||z >0, para todo = € E, e ||z|z = 0 se, e somente se, z = 0.
N2) || Az||z = |A - ||z]| 5. para todos A e Ke z € E.

N3) ||z +yll% < |lz|% + lly||%. para todos = e y em E.

No caso em que p = 1, chamaremos a p-norma simplesmente de norma. O par (FE,
| - |l ;) é chamado de espago vetorial p-normado (espago vetorial normado, quando p = 1),
ou simplesmente, espaco p-normado (espago normado, quando p = 1). Quando nao houver
risco de ambiguidade, escreveremos || - || no lugar de || - || ;. Assim como no caso do corpo

dos escalares, um espaco p-normado é um espaco métrico com a métrica dada por

d(z,y) = |l = yl/".
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1. Preliminares

Neste caso dizemos que a métrica d é induzida pela p-norma || - ||. Um espago p-normado
pode ou nao ser completo com esta métrica e em caso afirmativo obtemos a seguinte

definicao:

Definicao 1.1.2. Sejam 0 < p < 1 e E um espaco p-normado. Dizemos que E é um
espago p-Banach (espago de Banach, caso p = 1) se for completo com a métrica induzida

pela p-norma (norma, caso p = 1).
Por outro lado, podemos também definir a seguinte funcao:

Definicao 1.1.3. Seja E' um espaco vetorial sobre K. Uma quasi-norma em E é uma

aplicacdo || - ||z : E — [0, 00) que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) |lz|lz > 0, para todo = € E, e ||z||; = 0 se, e somente se, z = 0.
(ii) ||Az|lz = |Al - ||z]| 5, para todos A€ Ke z € E.

(iii) Existe uma constante ¢ > 1 tal que ||z +y||; < c.(||z]|z + ||y]|z), para todos = e y

em F.

No caso em que ¢ = 1 a quasi-norma é simplesmente uma norma. O par (E, || -||5) é
chamado de espaco vetorial quasi-normado, ou simplesmente, espaco quasi-normado.
Assim como no caso dos espagos p-Banach, os espacos que sao completos com a métrica

induzida por uma quasi-norma recebem uma denominacao especial.

Definicao 1.1.4. Seja F um espaco quasi-normado. Dizemos que E é um espago quasi-

Banach se for completo com a métrica induzida pela quasi-norma.

O préximo resultado nos dd uma condicao suficiente e necessaria para que um su-

bespago de um espago de Banach também seja um espaco de Banach.

Proposicao 1.1.5. Sejam E um espa¢o de Banach e F um subespaco vetorial de F.
Entao F serd um espago de Banach com a norma induzida de E se, e somente se, F for
fechado em E.

Demonstrac¢ao: Suponhamos inicialmente que F' é um espaco de Banach e considere
(2,)22, uma sequéncia em F tal que z,, — = € E. Logo, (z,)32; é uma sequéncia de
Cauchy em F' e assim existe um elemento y € F' tal que x,, — y. Da unicidade do limite
temos © = y € F. Portanto, F' é fechado em F.

Reciprocamente, vamos supor agora que F é fechado em E. Seja (x,,)2° ; uma sequéncia
de Cauchy em F. Logo, (z,)22, é de Cauchy em E e, portanto, existe = € FE tal que
r, — x. Como F é fechado em FE, segue que x € F, provando que F' é completo e,

consequentemente, espaco de Banach. |



1. Preliminares

Observacao 1.1.6. O resultado da Proposicao 1.1.5 continua valido considerando E um
espaco p-Banach e F' um espaco p-normado, uma vez que a convexidade dos espacos nao

faz parte de sua demonstracao.

Vejamos agora a definicao de uma classe de espacos normados que sao muito iteis em

diversos contextos, gragas as suas caracteristicas especiais.

Definicao 1.1.7. Seja E' um espaco vetorial normado. Dizemos que o espaco E é separdvel
se ele contiver um subconjunto denso e enumeravel. De modo geral, espacos métricos com

essa propriedade também sao ditos separaveis.

Apresentamos a partir daqui um pouco sobre um dos principais objetos de estudos na

area de Analise Funcional: os operadores lineares.

Definicao 1.1.8. Sejam E e F espagos normados. Dizemos que um operador T : E — F

é linear se as seguintes propriedades forem satisfeitas:
(1) T(z+y) =T(x) + T(y):
(il) T(\z) = \T'(z).

Se para todos xy € E' e € > 0 existe 0 > 0 tal que ||T'(z) — T'(z0)|| < € sempre que = € E

e ||z — || < 6, entao diremos que 1" é continuo.

Denotaremos por L(FE, F') o conjunto de todos os operadores lineares continuos de
E e F. que é um espaco vetorial com as operacoes usuais de funcoes. Quando F = K,
escrevemos E’ no lugar de L(E,K). Esse espaco é chamado de dual topoldgico de E, e

seus elementos sao funcionais lineares continuos. Além disso,

Definicao 1.1.9. Dizemos que dois espacos normados E e F' sao isomorfos, se existir um
operador linear continuo bijetor 7 : E — F tal que seu operador inverso 7! : F — E

também é continuo. Quando isso ocorre, chamamos T de isomorfismo.

A proxima definicao fala sobre a classe dos operadores lineares que tem a propriedade

de preservar distancias.

Definicao 1.1.10. Um operador linear 7' : E — F tal que ||T(z)|| = ||z||, para todo

x € E, é chamado de isometria linear.
Veremos agora um resultado que caracteriza operadores lineares continuos.

Teorema 1.1.11. Sejam E e F espagos normados sobre K e T : E — F linear. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) T ¢€ lipschitziano.



1. Preliminares

(b) T ¢é uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T € continuo em algum ponto de E.
(e) T é continuo na origem.

(®) sup [T(x)] < .

r€EBE

(g) Existe uma constante C > 0 tal que ||T(x)| < C||z||, para todo x € E.

Demonstragao: As implicagoes (a)=(b)=-(c)=-(d) ja sao validas num contexto geral
dos espacos métricos, sem depender da linearidade de T

(d)=-(e) Suponha que T" é continuo no ponto =y € E. Logo, dado € > 0, existe § > 0 tal
que ||T'(z) — T(zo)|| < € sempre que ||z — x¢|| < 0. Tomemos = € E tal que ||z — 0 =
||lz|]| < d. Entao ||(z + zo) — 20| = ||z]| < J e portanto,

17 (z) = TO)| = 1T (x) - 0]

provando que T é continuo na origem.

(e)=(f) Por (e), existe 6 > 0 tal que ||T'(z)| < 1 sempre que [[z| < d. Se ||z| < 1,
teremos [|2z]| < & e entdo ||T ()| = |T(3z)|| < 1. Dai, |T(z)|| < 2 e pela defini¢ao de
supremo, concluimos que

2
sup [[T(@)] < 2 < oo.
r€EBE

(f)=(g) Para cada 0 # = € E, temos

IT@) HT (W) H <sup{|ITW) : Iyl < 1}

]

e portanto
1T ()]l < sup{lIT()I| : llyll < 1} |||

para todo x # 0. O caso em que = = 0 segue trivialmente.

(g)=(a) Dados 21,25 € E, tem-se
1T (1) = T (o)l = [T (21 = z2)[| < Ol = ]

e portanto T é lipschitziano com constante C'. |

7
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Com esse teorema anterior, vemos que os operadores lineares continuos sao exatamente
os que transformam conjuntos limitados do dominio em conjuntos limitados no contra-
dominio. Gracgas a isso, muitas vezes os operadores lineares continuos sao chamados de
operadores lineares limitados.

Podemos caracterizar uma norma para o espago L(E, F') com o préximo resultado.
Proposicao 1.1.12. Sejam E e F espacos normados.

(a) A expressao
1T = sup{[[T(z)[| : = € Eellz] <1}

define uma norma em L(E,F).
(b) Para todos T' € L(E,F) ex € E, temos ||T(z)|| < ||T- ||«
(c) Se F é um espago de Banach, entao L(E, F) também o é.
Demonstragao: Veja [14, Proposicao 2.1.4]. [ |

Apresentaremos agora alguns dos principais teoremas classicos de Anédlise Funcional.
De inicio, para a demonstracao Teorema de Banach-Steinhaus, também conhecido como
Principio da Limitacao Uniforme, precisaremos do chamado Teorema de Baire, cuja de-

monstra¢ao pode ser encontrada em [14, Proposic¢ao 2.3.1].

Teorema 1.1.13 (Teorema de Baire). Sejam (M, d) um espago métrico completo e (F,)>2

oo
uma sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que M = U F,,. Entao, existe ng € N

n=1
tal que F,, tem interior nao-vazio.

Tendo em vista este importante resultado de Topologia Geral, vejamos o Teorema da

Limitacao Uniforme:

Teorema 1.1.14 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E um espago de Banach, F' um
espago normado e (T;);cr uma familia de operadores em L(E, F') satisfazendo a condi¢ao

de que para cada x € E existe C, < oo tal que

sup | T3(2)| < C-. (L.1)

i€l
Entao sup;¢; || T3] < oo.

Demonstracao: Como cada T; é continuo, segue que o conjunto

{zeE: |Ti(x)| <n} = (- o T)~"([0.n])
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é fechado para cadan € Ne cada i € I. Sendo A, :={z € E: sup, ||Ti(x)|| < n} para
todo n € N, veja que

v € A, & sup |Ti@) < n
i€l

& ||[Ti(x)| <n,Viel
&z e {zeE:sup|Tix)] <n}

el il

Logo A, = sup,¢; ||Ti(z)|| < n}, donde segue que, para todo n € N, o conjunto A,, é
fechado por ser a intersegao de fechados. Agora note que F = (J°2, A,. De fato, por
definicao, (J22, A, C E. Além disso, dado = € E, de (1.1), existe C, < oo tal que
sup || Ti(x)|| < Cy. Como C, € R, existe ng € N tal que ny > C, e assim

i€l

sup | T3(@)]| < no.
i€l

donde concluimos que = € A,; C |J77 | A,.. Dai, pelo Teorema de Baire, algum A,, possui
interior nao-vazio. Seja ng € N tal que Int (A,,) # 0 e sejam a € Int (4,,) e r > 0 tais
que {x € E: ||z —al <r} Clnt(A4,,).

Sendo y € E com |ly|| <1, se x = a + ry, entao segue que

lz —all = [lryll = rllyll <r
e portanto x € A,,. Assim,
ITi(z - )l < IT@) + I Ti@)| < o+ no, Vi € I
e temos

) 2n .
IT:69)l = 1T = )l < 2no, Vi €1 = L)l < =2, Vi€l
2
= sup |Tix)|| = T < =2, Viel
r€EBE r

2n

= sup||Ti[| < — < oc.
T

i€l
]

Diferentemente do que estamos habituados a ver em Anélise na Reta, a simples pre-
senc¢a da linearidade faz com que o limite pontual de operadores lineares continuos seja

também um operador linear e continuo. E o que diz o
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Corolario 1.1.15. Sejam E um espago de Banach, F' um espago normado e {T,,}°° | uma
sequéncia de operadores em L(E, F') tal que para todo x € E tem-se sup,, |T,(x)| < oo.

Entao, o operador T : E — F dado por T(x) = lim T,,(x) é linear e continuo.
n—o0
Demonstragao: Veja [14, Corolario 2.3.3]. [ |

Lembremos que se T : E — F é um operador entre espacos de Banach, dizemos que
T é aberto se T(A) é aberto em F sempre que A for aberto em E. O préximo teorema
nos trara as condigoes para que um operador entre espacos de Banach seja aberto. Sua

demonstracao pode ser encontrada em [14, Teorema 2.4.2].

Teorema 1.1.16 (Teorema da Aplicagao Aberta). Sejam E e F espagos de Banach e
T : E — F linear, continuo e sobrejetor. Entaol’ é uma aplicagao aberta. Em particular,

todo operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach é um isomorfismo.

Sejam E e F' espagos normados e 7' : E — F um operador linear. O grdfico de T é

definido como o conjunto
Graf(T)={(z.y): v€ Eey=T(x)} ={(2,T(z)): 1€ E} CExF.

Note que Graf (7') é um subespago vetorial de E' x F. O Teorema do Gréfico fechado,
o qual estamos prestes a apresentar, nos garante que a continuidade de T é equivalente
ao fato de Graf(7T') ser fechado em E x F.

Teorema 1.1.17 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F espagos de Banach e
T : E — F um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se, Graf(T) é fechado
em E X F.

Demonstracao: Supondo T continuo, a func¢ao
[AEXF =R, f(z,y) =|T(z) -yl

é continua e portanto Graf (T') = f~!({0}) é fechado, por ser a imagem inversa do conjunto
fechado {0} pela funcao continua f.

Reciprocamente, suponha Graf (T") fechado.
Afirmacao: O espago E x F' é Banach com a norma da soma ||-||;.

De fato, seja ((zn, yn))o>, uma sequéncia de Cauchy em E x F. Logo, dado £ > 0,

existe ng € N tal que para m,n > ny tem-se

1@, Yn) = (@, ym) 11 < e (1.2)

10
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Como [|(zn,Yn) = (Tms Ym)l1 = |20 — Tl + [[Yn — Y|, segue de (1.2) que
n,m > nyg = ||z, —xn| <ce |y, —ynl <e

e (2,)22 e (yn)22 sao sequéncias de Cauchy em E e F, respectivamente. Como estes sao
espagos de Banach, existem = € E e y € F tais que x, — x e y, — y. Resta-nos mostrar
que (Tn, Yn) — (z,y).

Com efeito, do que vimos acima, dado € > 0, existe ng € N tal que
€ €
n> o=l — ol < 5 el -yl < 5.
Dai,

€
2

€
n2no == (|2, yn) = (@)l = llon =2l +llyn —yll < 5+ 5 =¢

e assim F X F' é um espaco de Banach.

Agora, definamos a func¢ao
m:Graf(T) — E, 7n((z,T(x))) = .
E facil ver que 7 é linear, pois dados (x,T(z)), (y,T(y)) € Ex F e X €K, temos

m((z, T(2)) + My, T(y))) = n((z + Ay, T'(z) + AT'(y)))
=z+\y
=7((z,T(x))) + A7 ((y, T(y))).

Além disso, o operador 7 é bijetor. De fato, a sobrejetividade de 7 é imediata e conside-
rando pontos (z,T(z)), (y,T(y)) € Graf (T) tais que 7((z,T(z))) = 7((y, T(y))), temos
x =y e como T é fungao, segue que T'(x) = T(y). Assim (z,T(z)) = (y,T(y)), donde
concluimos a injetividade de 7.

Mais ainda, 7 é continua, pois para todo x € E tem-se
I (e, Tl = llzll < [l + 1T @) = [I(z, T(x))]]1-

Assim, como 7w é um operador linear continuo e bijetor, o Teorema da Aplicagao Aberta

1 ¢ continua e, portanto, existe C' > 0 tal que ||(z,T(x))|: < C||z||

nos garante que m—

para todo x € E. Assim, para todo z € F, temos

1T < IT@@)] + [l = Iz, T(@)) ]l < Cll]l

11
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e concluimos que 1" é continuo. |

Observacao 1.1.18. Apesar de trabalharmos com espacos de Banach no Teorema do
Grafico Fechado, o resultado também é vélido ao trabalharmos com espacos p-Banach

quaisquer, ja que a demonstracao acima da convexidade desses espacos.

O Teorema de Hahn-Banach e seus coroldrios (também conhecidos como Teoremas
de Hahn-Banach) sao, sem divida, alguns dos mais importantes resultados da Andlise
Funcional. Eles possuem aplicacoes tanto na propria Andlise Funcional como em outras

areas afins da matemaética.
Teorema 1.1.19 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial sobre o corpo
K=R ouC ep: E— R uma fungio que satisfaz

p(ax) = |a|p(z), para todo a € K e todo z € E, e

p(z+y) < p(x) + p(y), para quaisquer z,y € E.

Se G C E é um subespago vetorial e ¢ : G — K é um funcional linear tal que |o(x)| < p(zx)
para todo v € G, entao existe um funcional linear ¢ : E — K que estende ¢ a E e que

satisfaz |p(z)| < |p(x)| para todo x € E.
Demonstragao: Veja [14, Proposicao 3.1.2]. ]

Vejamos agora algumas das principais consequéncias deste teorema. Quando estiver-
mos nos referindo ao Teorema de Hahn-Banach, estaremos nos referindo ao préprio ou a

algum desses corolérios.

Corolario 1.1.20 (Teorema de Hahn-Banach para espacos normados). Seja G um su-
bespaco de um espaco normado E sobre K = R ou C e seja ¢ : G — K um funcional
linear continuo. Entao eziste um funcional linear continuo ¢ : E — K cuja restricio a G

coincide com ¢ e [|@|| = ||¢]|-

Demonstragao: Inicialmente, definamos p : E — R pondo p(z) = ||¢/[|z||. Veja que
paraa € Ke x,y € E, tem-se

plaz) = |[ellllaz| = llelllallz]l = lalllelll]] = |alp(z)

Pz +y) = llelllz +yll < llell(lell + 1yl = llellizl+ lelliyl = plz) + py)-

Como ¢ : G — K é um funcional linear, para todo = € G, segue que

(@) < llelllzll = p(z).

12
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Do Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear continuo ¢ : E — K que estende
¢ a E, ou seja, p(x) = p(x) para todo z € G, e que |p(z)| < p(z) = ||¢||||z] para todo
v € E. Disso, segue aue |3 > || e de [3(z)] < p(z) = llplllz] e 13]] = inf{e : [3(z)] <
cllz||, Yz € E} concluimos que ||@|| < ||¢||. Portanto, ||¢]| = ||¢l- [ |

Corolario 1.1.21. Seja E um espago normado. Para todo xg € E, xog # 0, existe um

funcional linear p € E' tal que ||¢|| =1 e ¢(xq) = ||zo]|-

Demonstragao: Considere G = [zo] C E. Nesse caso, podemos escrever cada elemento
de G de maneira unica como azxy, com « € R, e com isso definimos o funcional linear
¢ : G — R, pondo ¢(axy) = af|zgl|. Obviamente, @(xg) = ||zo|. Veja que, para todo

z € (G tem-se

|P(x)] = |p(azo)| = [all[zoll = llazoll =[],
donde
|P(@)] = =]
Desta forma, temos ||¢]| < 1 e como ||z|| = |¢(z)] < ||@]|||x] para todo x € G, segue que
1 > ||@|l, ou seja ||@|| = 1. Pelo corolario anterior, existe um funcional linear continuo
¢ E — R tal que ¢(y) = ¢(y), Yy € [zo] e ||¢]| = |l¢||. Portanto, concluimos que
(o) = @(xo) = [lo]l e[| = llell = 1. u

Corolario 1.1.22. Sejam E um espago normado, E # {0} e xz € E. Entao,

[z]l = sup{lp(2)| : ¢ € B} = max{|p(2)] : ¢ € Bpr}.

Demonstragio: E 6bvio que para todo ¢ € E' com ||| < 1, tem-se

(@) < llellllzll < Il

donde segue que

sup{l¢(z)] : ¢ € B} < |-

Por outro lado, assim como no coroldrio anterior, defina ¢, : [z] — R pondo py(Az) =
Al|z||. Desta forma, existe um funcional linear continuo ¢; : E — R que estende ¢q e é

tal que [|¢o|| = ||¢1]| = 1. Dai, fazendo A = 1 obtemos

po(x) = [lz]| = lpr(2)] < sup{lp(z)] - ¢ € Bir}.

Logo, ||z|| = sup{|e(x)| : ¢ € Bg/}. Além disso, como |p1]| = 1 e |pi(z)] = ||z

13
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concluimos que

[z]l = sup{lp(2)| : ¢ € B} = max{|p(2)] : ¢ € Bpr}.

1.2 Espacos de sequéncias

Nessa secao apresentaremos alguns espacos de sequéncias que farao parte do estudo
realizado por este trabalho. Ao longo desta se¢ao, quando nao estiver indicado, estaremos

tomando sempre E um espago normado e 0 < p < o0.

1.2.1 Sequéncias limitadas

O primeiro espaco de sequéncias a ser estudado serd o das sequéncias limitadas.

Definicao 1.2.1. Seja E um espaco normado. Dizemos que uma sequéncia (xj)]?'il em F
é limitada se existe uma constante M > 0 tal que ||z;|| < M, para todo j € N. Denotamos
po Uso(E) o conjunto de todas as sequéncias limitadas em E. Quando E = K, escrevemos

apenas (o, 20 invés de (oo (E).

A préxima proposicao define uma norma, muito usual, nao sé para este espaco, mas

também para outros espacos de sequéncias que veremos adiante.
Proposicao 1.2.2. Seja E um espago normado. FEntao ((E) é um espago vetorial

normado, onde a fun¢do || - ||loo : loo(E) — R dada por

1(25)721 lloo = sup [|;]]
J

define uma norma em (oo (E).

Demonstragao: Obviamente a sequéncia nula é um elemento de /. (E). Dadas duas
sequéncias (7;)32, (¥j)72, € lo(E) e um escalar A € K, existem constantes K; e K

positivas tais que ||z;]| < K e |ly;|| < K para todo j € N. Assim, para todo j € N temos
1Az g5l < A5l + Nyl < IAE + K
e assim a sequéncia A\(7;)22, + (y;)32, = (A\r; + ;)32 € limitada, ou seja, ((E) é um

espago vetorial. Agora, note que || - ||« estd bem definida pela prépria defini¢ao de £ (E).

Resta apenas verificar os axiomas de norma.

14
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N1) Pela definicao de norma, sabemos que ||z;|| > 0 para todo j € N. Logo,

1(25)721lloo = sup [|z;[| > 0.
J

Além disso,

1(z)721 llo = 0 < sup [|lz;]| = 0
J

& |z =0, Vi eN
Sz, =0, VjeN

& (75)72, ¢ a sequéncia nula.
N2) Dados A € Ke (7;)%2, € (o(E), temos

IAGz) 521 lloo = 1[(A2) 71 [loo = sup [[ Az
J

= sup([Alllz; ) = [Alsup [|z]]
J J

= [AM1(5) 721 [loo-
N3) Dados (2;)52;, (4j)21 € {eo(F), temos

()52 + ()52 llee = (25 + y5)521]le0 = sup [z + y;|
J
< sup([|z; | + [ly;])
J
< sup ||z + sup ||y
J J

= ()71 lloo + 11 (53) 521 lloo-

Encontramos em [24, Proposi¢ao 2.1] a demonstragao do préximo resultado, que nos
fornece as condigoes necessarias e suficientes para que o espaco (o (E) seja completo
com sua norma usual. Embora essa demonstracao tenha sido omitida, por sua relativa

simplicidade, a completude de alguns outros espacos serao apresentadas mais adiante.

Proposicao 1.2.3. O espaco (lo(E), || |le) € Banach se, e somente se, E € um espago
de Banach.

15
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1.2.2 Sequéncias nulas e eventualmente nulas

Os dois espagos apresentados agora sao subespacos de (o (E). Veremos que se pode
munir ambos com a norma |- ||, induzida de {(E), e que um deles serd completo com
essa norma.

A maioria das demonstracoes dessa subsecao foram omitidas por sua simplicidade.

Definicao 1.2.4. Seja E um espaco normado. Definimos o espaco das sequéncias nulas
em F pelo conjunto
00 J
co(E) = {(2;);21 € B |lz;] = 0}

Defini¢ao 1.2.5. Sejam E um espago normado e (7;)32; € (o(E). Se existe um indice
Jjo € N tal que z; = 0 para todo 7 > jy, entao dizemos que a sequencia (%‘)j’il é
eventualmente nula. Denotamos por coo(E) o espago das sequéncias eventualmente nulas

em E.

Os espacos definidos anteriormente estao relacionados numa cadeia de inclusoes. A

proposicao seguinte, de demonstragao imediata (e assim omitida) estabelece esse fato.

Proposicao 1.2.6. Seja E um espago normado. Entao coo(E) € um subespago vetorial

de co(E), que por sua vez é um subespaco vetorial de lo(E).

Podemos explorar o espaco das sequeéncias nulas em busca de separabilidade. Algo
muito conhecido é que o espago ¢(K) = ¢ é separavel (ver [14, Exemplo 1.6.4.]). Vamos

entao a um resultado mais geral.

Proposicao 1.2.7. Se E é um espago normado e separdvel, entao co(E) também € se-

pardvel.

Demonstracao: Sendo E separavel, sabemos que E possui um subconjunto A que é
denso e enumerdvel. Assim, dada qualquer sequéncia y = (y,)%, € co(E) C EN e

qualquer € > 0, para todo n existe z,, € A de tal modo que
[Yn — 2| <.
Tomando entdo = = (x,)%; € AN, é claro que
ly = 2lloc = sup [lgn — 2zl <e.

Segue que y — x € ¢o(E) e assim, como ||y, — || = 0 e [|y,|| — 0, vemos que ||z, | — 0,
pois x, = Yn — (Yn — xn), para todo n, ou seja x € c¢y(A). Com isso, mostramos que

co(A) é denso em co(E). Além disso, como todo subconjunto de um conjunto enumeravel
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¢ também enumerdvel, segue que ¢y(A) é enumeravel, ja que co(A) C AN. Portanto co(E)

é um espaco separavel. |

Em co(E) e ¢o(E) podemos considerar a norma induzida de (o (F). Porém, como
estabelece o préximo resultado, ¢y(E) é um espago de Banach com essa norma, enquanto
que coo(E) é um espago normado incompleto. Uma prova disto pode ser encontrada em
[29, Teorema 2.2.4].

Teorema 1.2.8. Se E ¢ um espag¢o de Banach, entao (co(E),| - |lw) € um espago de

Banach. Contudo, coo(E) nao é completo com a norma induzida de (o (E).

1.2.3 Sequéncias absolutamente p-somaveis

O espaco das sequéncias absolutamente p-somaveis é um dos espagos mais estudados

em Andlise Funcional.

Definicao 1.2.9. Uma sequéncia (a:j);?‘;l € EN é absolutamente p-somdvel (ou apenas

p-somavel) se
oo
> llallP < oo
j=1

Denotamos por £,(E) o espaco das sequéncias absolutamente p-somaveis com valores em
E.

Quando E = K, denotaremos /,(K) apenas por £,. Além disso, é facil perceber que
(zj)22, € L,(E) se, e somente se, (||2;]))%2, € £,.

Em [14, Proposigao 1.4.1 e Proposi¢ao 1.4.2] pode-se encontrar a demonstragao das
classicas Desigualdades de Holder e Minkowski para o caso escalar. De forma simples pode-
se adaptar as demonstragoes para o caso vetorial que veremos abaixo. Estas desigualdade
sao usadas no contexto do estudo desses espacos, dentre outras coisas, para garantir-lhe

uma norma.

Teorema 1.2.10 (Desigualdade de Hélder). Sejam 1 < p,q < oo, com %+% =1. Se
()52, € 6p(E) € (y;)521 € Ly(E), entao (z;y;)72, € (1(E) e

1 1
o] [e9) D [e9) q
E 2951 < (E :||17j||p) <§ H%‘Hq> :
=1 =1 =1

Teorema 1.2.11 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 <p < oo e ()52, (y;)52, €
(p(E). Entao (x; + y;)52, € (,(E) e

1 1 1

0o D [ee) D [e%e) D

<§ :|\$j+yj|\p) < (E :||17j||p> + <§ H%‘Hp> :
j=1 j=1 j=1
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A préxima proposicao nos oferece uma expressao de uma norma para o espaco £,(E) e

sua demonstracao pode ser encontrada em [29, Proposicao 2.3.2] e [29, Proposigao 2.3.3].

Proposicao 1.2.12. Se 1 < p < oo, entdo a fungdo || - ||, : {,(E) = R dada por

=

1(z5)52l, = (ZII%IIP>

define uma norma em (,(E). Caso 0 < p < 1, a expressao acima define uma p-norma

em (y(E).

Com demonstracao semelhante a da Proposicao 1.2.7, também vale o seguinte resul-

tado:

Proposicao 1.2.13. Sejam E um espago normado e 0 < p < co. Se E é separdvel, entao

(,(E) também é separdvel.

Como de costume, a completude de E é algo fundamental para a completude dos

espacos de sequéncias, o que nao é diferente com £,(E).

Proposicao 1.2.14. Considere 0 < p < oo e E um espago normado. Entao ((,(E), |-|,)
¢ um espago de Banach (p-Banach, caso 0 < p < 1) se, e somente se, E for um espago
de Banach.

Demonstracao: Vejamos o caso 1 < p < oco. Suponhamos inicialmente que £ é um
espaco de Banach. Considere (2™)72; uma sequéncia de Cauchy em ¢,(E) e denotaremos
o = (2%)32, € {,(E) para todo n € N. Entdo, dado ¢ > 0, existe nyg € N tal que para

n,m > ngy, tem-se

1
00 P
n m n m €
(}juxj—xj ||p) = fla" — 2", < <. (13)
j=1

Em particular, para todo 7 € N e para todos n,m > ng, temos

e\P
o 7P < (5) -

Logo, para cada j € N, a sequéncia (a: )2, é de Cauchy em E e portanto é convergente.

Podemos assim definir = = ($j)j:1 onde z; = lim 2, para cada j € N. Resta provar
n—oo

que z € (,(E) e 2" — x na norma || - ||,. De fato, por (1.3), para todo k& € N e todos

m,n > ngy, temos

k
E\P
>l =yl < (3)
Jj=1
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e fazendo m — 0o, obtemos
k
E\P
Solley =l < (5)"
=1 2

para todo k € N e todo n > ngy. Dai, podemos fazer k — oo, donde segue que
[ . ) e\D
>l =il < (5) (1.4)
j=1

e assim, para todo n > ng, tem-se 2" — x € {,(E). Portanto, z = 2™ — (2™ —x) € (,(E).
Além disso, segue diretamente de (1.4) que 2™ — x na norma || - ||,, ou seja £,(E) é um
espaco de Banach.

Reciprocamente, suponhamos que ¢,(E) é espaco de Banach e considere a aplicacao
it E— (,(F), comi(x) = (x,0,0,...). Notemos que |i(z)|, = ||(z,0,0,...)|, = ||z
para todo = € FE, e facilmente pode-se verificar que 7 : E — Im (i) é um isomorfismo
isométrico. Para concluirmos a demonstracao basta provar que Im (7) é fechado em £,(E).
De fato, seja y = (y,)°%, € Im(i). Logo, existe uma sequéncia (r,)>, em E tal que

i(z,) — y. Isto é, para todo € > 0 dado, existe um indice ny € N tal que

[i(zn) = yllp <€

sempre que n > nyg. E claro que para todo k > 1 tem-se

1
00 P
lywll < (Z 195117 + llzn = yll\) = [l(zn =y, =42, =Y llp = lli(zn) = yllp.

Jj=2

Além disso,

lzn =l < [l(zn =91, =y2,- s =Yns - )lp = [li(2n) = yllp-

Assim, vemos que y, = 0 para todo k > 1 e x,, — y;. Sendo i um operador continuo, de-
vemos ter i(x,) — i(y1) e da unicidade do limite obtemos y = i(y;) € Im (7). Desse modo,
o conjunto Im (7) é fechado em ¢,(E) e portanto completo. Como ¢ é um isomorfismo
isométrico, segue que E é um espaco de Banach.

O caso em que 0 < p < 1, a demonstracao segue-se de maneira analoga, trabalhando
com a p-norma ao invés de norma, uma vez que a convexidade dos espacos nao esta

envolvida em nenhum dos passos utilizados. |

A relacao entre os espacgos (,(E) e (,(E) com p # q é estabelecida pela seguinte

proposicao.
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Proposicao 1.2.15. Seja E um espago normado. Se 0 < g < p < oo, entio {,(E) C
lp(E) e, para todo (x;)32, € {,(E), tem-se

1Cz5) 7l < M1(25)7%1 M-

Demonstragdo: Dada qualquer sequéncia (7;)52, € {,(E), se [[(z;)32,[|; = 0, entao o
resultado segue de forma trivial, pois ||z;|| = 0, para todo j € N. Suponha entao, que
[ (5)521]l¢ = 1. Logo, para todo j € N temos ||z;]| < 1 e consequentemente ||z;{|” < [|a;]|7.
Dai,

oo oo
Dol <D llasllt =1
j=1 j=1

donde segue que (2;)72; € £,(E) e [[(z)524]l, < 1= ()52 [lq- Agora, se 0 7 ||[(z;)524[l #
1, entao, tomando y; = :Ijj/H(:I:j);?‘;lHq para todo j € N, segue do que provamos anterior-
mente que [|(y;)52; [, < 1, uma vez que [|(y;)52;[lg = 1. Assim, [|(2;)52 ([, < [[(27)52 14 €
(25)521 € Lp(E). u

Se refletirmos um pouco a respeito do resultado acima, naturalmente poderiamos
pensar que ao retiramos todos os espagos (,(E), com ¢ < p, de {,(E) nada restaria em
(,(E). Entretanto, isso nao acontece como mostra o seguinte resultado que sera de grande

importancia para proximo capitulo:
Proposicao 1.2.16. O conjunto ¢, — U0<q<p {, é nao vazio, para todo p > 0.

Demonstragdo: J4 sabemos que (1/y/n);, € (> (a série harmonica diverge), porém
(1/+/n);", € {5 sempre que s > 2. Note que dado qualquer (y,)>; € £,, com 0 < ¢ < 2,
sendo ¢’ o conjugado de ¢, segue que (1/f) _, € ly, uma vez que

q':L>2.

I1—gq

Dessa forma, da desigualdade de Holder, temos

<|(%)...

Pela proposicao anterior, sabemos que ¢, 2 |J, <g<2 lq- Suponha por absurdo que (, =

oo

D

n=1

1

Wi N (yn)aZallqg < oo (1.5)

!

q

Uo<qea lo- Entdo, dada qualquer sequéncia y = (y,);2; € 2, existe 0 < r < 2 tal que
(yn)22, € {,. Para cada k € N, definamos um operador 7}, : ¢ — K dado por

G
yn n—= 1 Z nyn

n:l
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Claramente, para todo k € N, temos T}, linear e (1.5) nos garante a continuidade desses

operadores, ja que

1T ((Yn) et | = ()22 || < o0

Além disso, para todo (y,)5, € {5 tem-se

k

Zyn

1

E KD

n=1

SUp [ Ti((yn)nzr )| = sup

Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus (na forma do Corolério 1.1.15) podemos cons-

truir um funcional linear continuo 7" : ¢, — K dado por T'(y) = klim Tk (y) e entao
—00

k 00
oo . e . 1 1
T((yn)pe) = Jim To((ga)ie) = Him D =g =D =
n=1 n=1

Como (f3) = ly (ver [14, Secdo 4.2]), segue da expressio acima que (1/y/n).—, € ly, 0

que é um absurdo! Assim, existe (z,)p2; € fo — Uy s lo-
oo

2
Agora, com este mesmo (x,,)% ; acima, defina a sequéncia (\xn|P>
n=1

Afirmacgao. Tem-se <|:1:n| > U l,.
0<g<p
De fato, uma vez que (z,,)2°, € (o, temos

p o0
Plo= E |z, | < 00
n=1

donde vemos que <|mn|%> € {,. Agora, perceba que 0 < ]%q < 2 e assim
n=1

> 2
= Z |[L’n‘;q = 007
n=1

oo
pois (2)521 & Ugeyen lg- Dessa forma, <|xn|%> & Uoeyep lq € segue o resultado. W
n=1

Observacao 1.2.17. Note que a proposi¢ao acima pode ser estendida para £,(X) —
Uocqep ba(X) # 0, onde X é um espaco de Banach qualquer. Isso porque dada uma
sequencia (a;)22, € £, — Uyyep lg € qualquer x € X — {0}, teremos (za;)22, € £,(X) —
Uo<gep ta(X)-

Uma boa caracterizacao para espacos p-Banach, pode ser dada através de convergéncias

de determinadas séries. Este resultado é muito 1til para abordar os espagos ¢,(E) com
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O<p<l1.

Teorema 1.2.18. Sejam 0 < p < 1 e X um espagco p-normado. Entao X é um espaco
p-Banach se, e somente se, para toda sequéncia (v;)32, em X tal que Z;; [|lz;|? < o0,

tem-se Y 22| x; convergente em X.

Demonstrag¢ao: Suponha inicialmente que X é um espaco p-Banach, e consideremos

uma sequéncia (x,)2; C X tal que

o0
> flwnll? < oo
n=1

Do critério de Cauchy, dados N, M € N, com N > M temos

N N M
D el = > llaall” =Y llaall?| = 0
n=M+1 n=1 n=1

N
quando N, M — oo. Assim, seja Sy = an a N-ésima soma parcial de (z,,)52 ;. Desse

n=1
modo, se N, M — oo, entao
N p N
IS5 =Sl = || 32w < 0 falle o0,
n=M+1 n=M+1

Logo, (Sy)¥—; é uma sequéncia de Cauchy em X com respeito a métrica induzida pela p-
norma. Como X é um espago p-Banach, (Sy)3_; é convergente em X, e consequentemente
> o> &, também é.

o0

Reciprocamente, suponha que toda sequéncia (x;) 22, em X satisfaz

oo oo
Z lz;l% < oo = ij converge em X.
j=1 J=1

Seja (z,)2°, uma sequéncia de Cauchy em X (com relagdo a métrica induzida pela p-
norma). Como essa sequéncia é de Cauchy, existe uma subsequéncia (z,, )7, de (z,)22,

tal que
1

HxnkJrl - x”k” < W

para todo k € N. Defina y;. := z,,,,, — ,,, e note que

) oo o 1
Do llgll? =D Mz —wa P < ohrT < 0
k=1 k=1 k=1

Assim, por hipdtese, Y - | i, é convergente(com relagao a métrica induzida pela p-norma),
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isto é, S;,, =y1+---+ym — y € X. Por outro lado, podemos escrever

Sm = (‘Tng — T, ) + (xnf; — Tny) + o+ (T, — Tnpy) (xnm+1 - Tp,,)

= Tnpi — Tny-
Logo,
xnm+1 = Sm + xnl — y + ‘Tnl'

Portanto, (z,,,)%_, é convergente (com relacao a métrica induzida pela p-norma). Como
o s L - < A
(2,)5°, é uma sequéncia de Cauchy com uma subsequéncia convergente, entao ela prépria

converge na métrica induzida pela p-norma, ou seja, X é um espago p-Banach. |
Como consequéncia imediata do resultado anterior, temos o seguinte corolario:

Corolario 1.2.19. Um espagco normado X €é de Banach se, e somente se, toda série

absolutamente convergente € convergente.
Vejamos mais algumas relagoes dos espagos apresentados com o espaco £,(E).
Proposicao 1.2.20. Sejam E um espago normado e 0 < p < co. Entdo:
(a) coo(E) C 6(E).
(b) (,(E) C ¢(E) e ainclusao i : {,(E) — co(E) € continua com ||i|| = 1.

Demonstracao: (a) Se (x,)7°, € coo(E), entdo existe um indice ny € N tal que z,, =0

sempre que n > ng. Logo,

no—1

0
D laall? =Y el < oo
n=1 n=1

donde segue que (x,,)%°, € (,(E).
(b) Se (z,)22, € (,(E), temos > 7 ||z,||P < oo e assim lim, o ||2,| = 0, ou seja,
(2,)22, € co(E). Agora, dada qualquer sequéncia (z,)5, € (,(E), para todo n € N

temos ||z,||? < sup ||z, ||”, donde
n

1

P
sup ||| < (SUPH%HP)
n n
Dai,

[i((zn)aZ)lloo = [[(zn)7lilloo = sup |zl
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b g
< (supnxnnp) < (Z !I:cnllp)
n n=1

= [I(@n)n [lp-
Logo, i é continua com ||i]| < 1. Por outro lado, se x € E e ||z|| = 1, temos (2,0,0,...) €
By, p) €
[2((x, 0,0, Dlloo = [I(2,0,0,. Yoo =[]} = 1.
Portanto, [|i|| = sup li((2,)22 )|l > 1, donde segue o resultado. [ |

oo

(xn)nZ1€Bey,(B)

Do item (b) do tltimo resultado, vemos que £,(E) C {(E) e assim, convergéncia em
(,(E) implica sempre na convergéncia de cada coordenada.
A relagao de coo(E) com os espagos ¢o(E) e £,(E) vai além das inclusoes que ja vimos.

Eles também “conversam” no ponto de vista topoldgico da seguinte forma:

Observacao 1.2.21. Nao é dificil mostrar que se E' é um espaco de Banach e 0 < p < o0,

entao coo(E) é denso nos espagos co(E) e (,(E).

1.2.4 Sequéncias fracamente p-somaveis

Como veremos ao longo do texto, o espago de sequéncia do qual falaremos agora
contém o espaco das sequéncias absolutamente p-somaveis. De inicio poderemos ver, com
a presenca de funcionais lineares na definicao do conjunto, uma das razodes para o nome

“fracamente” no titulo da subsecao.

Definicao 1.2.22. Sejam E um espago normado e 0 < p < oo. Dizemos que uma

sequeéncia ()22, em E é fracamente p-somdvel se
oo
DIl < oo,
j=1
para todo ¢ € E’. Indicamos por éj‘:(E) o espaco de todas as sequéncias fracamente

p-somaveis de E.

Observe que uma sequéncia (:L“j);?‘;l em F serd dita fracamente p-somavel se, e somente
se, para todo funcional linear continuo ¢ € E’ a sequéncia de escalares (¢(7;))52, estiver
em /,,. Com isso, ndo ¢ dificil mostrar que £,/(£) é um espago vetorial.

Vejamos uma expressao que define uma norma neste espaco.

Proposicao 1.2.23. Sejam E um espagco normado e 0 < p < oo. FEntao, a func¢ao
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| llwp : € (E) = R dada por

H(xj)?iluw,p = Slllgp (Z ‘99(17]‘)‘1)> : .

weBEr
exprime wma norma (p-norma, caso 0 < p < 1) para o espago (})(E).

Demonstracao: O passo mais delicado da proposicao é mostrar a boa definicao da
norma.
Dado z = (z; );";1 € fj‘:(E), pela propria definicao do espago, sabemos que a aplicacao
T, : E"— {, dada por
To(p) = (p(25))721

estd bem definida. Se T, for linear e continua teremos

P

sup (Zl@o(%’)l”) = sup |[(p(z;)5illp = sup [ T(@)llp = [Tell < oo,

wEBgr - YEBE wEBE

o que provaria a boa defini¢ao de || - ||,,. A linearidade de T, é dada pelas propriedades
de soma e produto por escalar de sequéncias.

Para provar a continuidade, note inicialmente que E’ e £, sdo espacos de Banach (p-
Banach, caso 0 < p < 1). Para cada k € N, considere (¢, T, (pr)) € Graf(7T,) tal que
(o1 Tulipr)) = (p,y) em E' x £, Dai, g — ¢ em E' e To(r) = (pn(17)32, — y 1=
(y;)32, em £,. Como convergéncia em £, implica na convergéncia em cada coordenada
(ver Proposicao 1.2.20), da ultima convergéncia segue que, i (z;) LN y; em K para todo
J € N. Por outro lado, ja que ¢, — ¢ em E’, podemos concluir que ¢ (z;) LN o(x;) em
K para todo j € N. Assim, a unicidade do limite nos garante que ¢(z;) = y; para todo
J € N. Ou seja,

y = (y5)521 = (p(z5))52, = T (p).

Logo, (¢,y) € Graf (T,), donde vemos que Graf (7)) é fechado em E’ x £, e a continuidade
de T, segue do Teorema do Gréfico Fechado (podemos usa-lo no caso 0 < p < 1 conforme
a Observacao 1.1.18).

Por fim, calculos convencionais e o uso da Desigualdade de Minkowski mostram que
os axiomas de norma sao todos satisfeitos para o caso em que 1 < p < co. Para o caso
0 < p < 1, os dois primeiros axiomas de p-norma seguem da mesma forma e, para o

terceiro, a desigualdade vem de modo direto ao usarmos as propriedades do supremo. M
A completude de f;:(E) ¢é demonstrada pela seguinte proposigao.

Proposicao 1.2.24. Se E for um espago de Banach e 0 < p < oo, entdo (£} (E), || - |lwp)
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também ¢ espago de Banach (p-Banach, no caso 0 <p <1).

Demonstracao: Por simplicidade, iremos abordar apenas a demonstracao do caso 1 <
p < 0o. Seja (2");2; uma sequencia de Cauchy em £)/(E), onde para cada n € N vamos
denotar " = (27)22, € (/(F). Assim, para todo ¢ > 0 existe um ng € N tal que para

n,m > ny tem-se

1

P
n m n €
2" = 2™ [lwp = (=} = 27")Z1lwp = sup <§ lp(af — )I) <3

@wEBgr =1

Dessa forma, dado qualquer ¢ € Bgr e qualquer i € N, sempre que n, m > ng teremos

o (a fj (af =2yl < sup (Z\w - >|)<(§)”

wEBE/ j=1

e, portanto,
€
[l — i) < 3.

Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach, temos

€

n,m > mno = ||of =il = sup [p(zf =) < 5

@wEBE 2
donde (z%)52, é de Cauchy em E para todo n € N, e portanto convergente. Assim, para
cada j € N considere y; € I tal que (x]) s y; em E. Para concluirmos a demonstracao
devemos provar que y = (y;)52, € (})(E) e que [z" — yl|,, — 0. Claramente, para todo

keNetOdOSDGBE/

k o)
n g\*
m,n>ng =Y |p(a] — SZ PP <@ — 27" llwp < (2) :

=1

ou seja,
k

m,n2n0:>2|<p(xj -z’ < (5) .

Jj=1

Dai, fazendo m — oo, vem

£\P
n>n0:>Z|<p —x]\§<§).
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Como isso vale para todo k € N, fazemos agora k — oo e sempre que n > ng, teremos

EO_O: n )l < (;)p (1.6)

€ Bpgr, e assim

<(3)

:»Zm )l < el (5)" < oo

Note agora que para qualquer & € E', &

p
(2 — )

Assim, (2" —y)p2, € £;/(E) sempre que n > ng. Logo, y = 2" — (2™ —y) € ()(E). Além

disso, usando a defini¢ao de supremo e (1.6), segue que

s =

< €.

DO ™

" = yllup = sup (ZI@ -y \) <
® /

sempre que n > ng. Portanto, ||2" —y/||,, — 0 e assim E;f’(E) é um espaco de Banach. W

O proéximo resultado, cuja demonstragao (muito simples, por sinal) pode ser vista em
[24, Proposigao 2.10], nos mostra porque nao levamos em conta o caso p = oo na defini¢ao

do espago £)(E).
Proposicao 1.2.25. Os espacos (Y (E) e lo(E) sao isometricamente isomorfos.

No que segue, estamos em busca de relacoes de inclusao envolvendo os espagos estu-

dados e o espaco () (E).

Definicao 1.2.26. Dizemos que um subconjunto A C E é fracamente limitado se p(A)

é limitado em K para todo funcional ¢ € E’.
Acontece que os conceitos de limitacao e de limitacao fraca, acima definido, coincidem:

Lema 1.2.27. Seja E um espaco de Banach. Um subconjunto A C E ¢é limitado se, e

somente se, A é fracamente limitado.

Demonstrac¢ao: Suponhamos inicialmente que A é limitado. Entao, existe K > 0 tal

que ||z|| < K para todo z € A. Assim, para todo ¢ € E’, temos

lo() < llell- llzll < [lell- K
para todo x € A, isto é, A é fracamente limitado.
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Reciprocamente, suponha que A é fracamente limitado, ou seja, vamos supor agora que
©(A) seja limitado para todo funcional ¢ € E’. Para cada ¢ € E’, existe uma constante
K, > 0 dependendo de ¢ tal que |p(z)| < K, para todo z € A. Se considerarmos o
mergulho canénico Jg : E — E”, entdo, para todo = € A, teremos |Jg(x)(¢)| = |p(z)| <
K. Dessa forma, (Jg(x))zca serd pontualmente limitada em E” e segue do Teorema de

Banach-Steinhaus que essa familia é uniformemente limitada, ou seja,
sup ||z|| = sup || Je(z)|| < occ.
€A z€A
Portanto, concluimos que A é limitado. |

Agora vejamos algumas relagoes de inclusao.

Proposicao 1.2.28. Sejam E um espago normado e 0 < p < co. Sao verdadeiras as

sentengas:
(a) 6,(E) C L) (E) e ainclusao i : {,(E) — ()(E) € continua com norma 1.

(b) GJ(E) Clo(E) e ainclusio i: () (E) — ((E) € continua com norma 1.

Demonstragdo: (a) Sabemos que se (7;)%2, € (,(F), entao Z |lz;|l% < oo. Assim,
j=1
sendo ¢ € E', teremos |p(x;)[P < ||lz;]|%- ||¢]|? para todo j € N e daf

oo oo o0
D e <Y gl lell” = llelP- Y llagl < oo,
=1 j=1 j=1

ou seja, (:Ej);"’:l S (E). Além disso, o operador inclusao é claramente linear, e como

=

P

[i((2;)5Z ) lwp = sup ZI@(%)V’)

@YEBE

o »
< sup (Y ||¢||p||$jll%)
j=1

@pEBg
B 1
0 P
< sup | |l (Z IISUjII%)
@pEBg =1

S =

IN

(ZII%II%) - sup ol = [I(z5)521 [l
j=1 24

peB

para qualquer (z;)%2, € (,(F), i é continuo com |[[7]] < 1. Agora, se tomarmos r € E

com ||z||g = 1, o Teorema de Hahn-Banach nos assegura que existe um funcional linear
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continuo § € ' tal que [[£]| = 1 e {(x) = [[z[|r = 1. Tomando a sequéncia (y;)52, € £,(E)

onde y; = z e y; = 0, para todo j > 1, temos

il = supdlli((z)7Z) lwp = (25)720 € G(E) e [[(2)72 ], <1}

> [1(y5)52 1w

= sup (Z |<P(yj)|”)

=

P

> (Z IE(yj)l”) p
> €(x)| = 1.

donde segue o resultado.
(b) Seja ()52, € £;(E). Entao (p(z;));2, € {, para todo ¢ € E’. Obviamente ()32,
é fracamente limitada e, pelo Lema 1.2.27, (z;)%, ¢ limitada, donde vem que (7;)%2, €

l(E). Agora, para todo j € N, temos

3 =

o=

l2jl = sup [o(z;)] = sup (Jp(z;)]")» < sup <Z\¢(l’k)\p> = [[(@k)i s llwp

wEBgr YEBE wEBE k=

e dail

[i((zr)eZ)loo = ll(2)71 lloo = sup [l 1] < [[(28)iZ1 llwps
J

donde concluimos que a inclusao é continua com ||i|| < 1. Por outro lado, tomando = € E

tal que ||z]| = 1, é claro que (,0,0,---) € £;/(E) e entdo
[i((2, 0,0, - )lloo = [I(,0,0,- - )loo = [lz[| = 1.

O préximo resultado, conhecido como Teorema Fraco de Dvoretzky-Rogers, nos diz
qual a condi¢ao suficiente e necessaria para que tenhamos a igualdade no item (a) da

proposigao anterior. Uma prova completa pode ser encontrada em [32, Teorema 3.3].

Teorema 1.2.29 (Teorema Fraco de Dvoretzky-Rogers). O espaco E possui dimensaio

finita se, e somente se [;)(E) = (,(E).

29



1. Preliminares

1.2.5 Sequéncias incondicionalmente p-somaveis

Sejam E um espaco normado e 0 < p < oo. Sabemos que se (z;)52, € (,(E), entdo

> ey |ljlI? < co. Dessa forma,

Tim ([(2;)]l, = lim. (Z ||xj||P) =0

Jj=n

Veremos por meio de um exemplo que isso nem sempre ocorre no espago £, (E). Mo-
tivados por isso, levaremos em conta as sequéncias que satisfazem esta propriedade para

obtermos o espaco a ser estudado nesta subsecao.

Exemplo 1.2.30. Vamos mostrar que (e;)32; € £;(co), para todop > 1 e

Tim [[()32 g # 0.

De fato, uma vez que (¢p)’ = ¢;, entdao dado qualquer ¢, € (¢g)’, existe uma sequéncia

y = (y;)2, € {1 tal que

ijyw )52, € co.

Dessa forma, como ¢; C ¢, para todo p > 1, temos

D leulenl” = lyl” < oo
j=1 J=1

Assim, concluimos que (ej);'il € f;f(co), para p > 1. Por outro lado, veja que

1) llwp = (Z [¥(e)) ) > [(en)]

para quaisquer n € N e ¢ € B(. Do Teorema de Hahn-Banach, para cada e, € c,

existe um funcional 1, € (¢p)" tal que

Assim, [|(e;)52, lwp > [¥n(en)| = 1, para todo n € N, e portanto

i (e)52 lup # 0-
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Vejamos agora, a definicao do espaco formado pelas sequéncias que satisfazem a pro-

priedade citada acima.

Definicao 1.2.31. Sejam E um espago normado e 0 < p < oco. O conjunto formado

oo

pelas sequéncias (7;)32, € £;(E) tais que lim, o [|(2;)52,, [lw, = 0 é chamado espago das

sequéncias incondicionalmente p-somdveis de E e é denotado por E;(E). Isto é,

0(E) = {(x,)321 € G(E) : lim || ()3l = 0.

A proposicao seguinte nos diz que podemos considerar em KZ(E) a norma herdada de
(E).

Proposigao 1.2.32. Se E ¢ um espago de Banach e 0 < p < 0o, entdo (;(E) € um espago

de Banach (p-Banach, no caso 0 < p < 1) com a norma (p-norma, no caso 0 < p < 1)

1 Ml

Demonstragdo: Vamos mostrar que £, (£) é um subespaco fechado do espago £ (E).
Vamos, primeiro, verificar que, de fato, £;;(E) é um subespago vetorial de £;(£). Dados

(25)j=1, (y;)j=1 € EZ(E) e A € K, temos

T [+ M)l = T [1G25)32 + M)l

< B [1(25)32 g+ N B0 [(5)50 = 01

ou seja, (5 + Ay;)32; = (75)52, + A(y;)52, € £,(E). Logo, £3(E) é um subespaco vetorial
de K;J(E) no caso em que 1 < p < co. Analisando agora o caso em que 0 < p < 1, observe

que dados ()52, (y;)32, € (;(E) e A € K, temos

Tim ([(z; + M)l = i )3, + Mug)alE,

< B (|2 18, + AP tim (1503218, = 0.

i que 5 it oo 123)32 = 0, €080 Tt oo 123818, = (100s0 125)32 ) =
0. Pelos mesmos motivos, temos lim, o [|(2; + Ay;)52,[|wp = 0 €, assim, (z; + \y;)32, =
(27)52, + AMy;)52, € 45(E), mostrando que £;(E) é um subespago vetorial de £}(E).
Agora, para provar que £, (E) ¢é fechado em (}/(E) com 0 < p < oo, considere uma
sequéncia (2')7°, em (4(E) tal que z* = (z;)52, € £} (E). Para cada i € N, temos

rt = (1’;);”:1 < E;(E) e assim dado £ > 0, existe ng € N tal que

3

: (1.7)

1(25)52 0l <
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sempre que n # ng. Por outro lado, ja que s 7 em E;f’(E), existe ig € N tal que

o=

1(25)32 = (#7)32nllwp = sup <Z (a5 — ;)] )

YEBE _
1
0 P
< sup Z :z: —z;)|
@pEBgr 1
= lI(a5 - fcj)?‘;lllw.,p
A , €
= @521 = (@5)Z1lwp = 12" = @llwp < 5

sempre que i > ig. Dessa forma, quando n > ng, segue do cédlculo acima e de (1.7) que

1) Enllp < 120 = @ lly + 1) e < = 5 +§ =

Em outras palavras, lim [|(z;)72,[l., = 0 e, portanto, = € £;(E). Ou seja, ((E) é
n—o0
fechado em E;J(E). Logo, o resultado segue da Proposicao 1.1.5 parao caso 1 <p<ooe

da Observagao 1.1.6 para o caso 0 < p < 1. |

Vejamos agora alguns resultados de inclusao envolvendo os espacos estudados. As
demonstragoes, que serao omitidas, seguem caminhos analogos as da Proposigao 1.2.28,

com as devidas adaptacoes.

Proposicao 1.2.33. Sejam E um espaco normado e 0 < p < 0o. As sequintes sentencas

sao verdadeiras:
(a) 4,(E) C L (E) e ainclusdo i : l,(E) — (;(E) € continua com norma 1.
(b) £;(E) Cco(E) e ainclusao i : (y(E) — co(E) € continua com norma 1.
O préximo resultado nos traz uma consequéncia que nos sera 1til no préximo capitulo.

Proposicao 1.2.34. Se E é um espaco de dimensao infinita, entio as normas || - ||, e

| - [lwp nao sao equivalentes em coo(E). Como consequéncia, (,(E) nao é fechado em

((E).

Demonstragao: Para a demonstragao do resultado, observe que co(E) é denso em
(Ly(E), || - [lwp) pela propria defini¢ao do espaco £ (E).
Vamos supor por absurdo, que as normas || - ||, e || - ||, s@0 equivalentes em co(E).

Logo, como ¢y (E) é denso em (¢,(E), || - ||,), obtemos

0,(E) = COO(E)MP _ COO(E)Mw’p _ KZ(E>'
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o que é um absurdo, jd que pela Observacao 1.3.4, temos £, (E) # (,(E) quando E possui
dimensao infinita. Por fim, se supormos que £,(E) é fechado em ()(E), entao (,(E) serd
também completo com a norma || - [[,,,, além de ja ser com a norma || -||,. Dal, o operador
identidade i : ((,(E), || - ||,) = (¢p(E). | - ||wp) € uma bije¢do que é linear e continua, pois

como vimos na Proposicao 1.2.28, dada qualquer sequéncia (z;)52, € £,(E), temos

1((25)72) lwp = (@) 521wy < 11(25) 724 lp-

Dessa forma, o Teorema da Aplicagao Aberta nos garante que o operador 7 é um isomor-

fismo, ou seja, para toda sequéncia ()32, € £,(E)

1)52ally = 17 (@520l < 1(@5)52 lws-

Assim, temos
1(25) 521 oy < 11(25)720 11y < 11(25)721 o ps

para toda sequéncia ({Ej)?il € (,(E). Em particular, as desigualdades acima, valem para
toda sequéncia (7;)32, em coo(E), uma vez que coo(E) C (,(E). Ou seja, || - ||, e || - [[wyp
sao equivalentes em coo(E), o que é um absurdo. Portanto, concluimos que ¢,(E) nao é
fechado em £ (E). [ |

1.2.6 Sequéncias mix (s, q)-somaveis

Veremos agora um espaco de sequéncia que envolve em sua definicao outros dois
espacos que ja foram vistos. A partir de agora, quando tomarmos 0 < ¢ < s < 00,
denotaremos por p o nimero que satisfaz 1/p+1/s =1/q.

Neste contexto, dizemos que s e p sao g-conjugados. Se ¢ = 1, entao teremos o caso

em que s e p sao conjugados, com a definicao que ja conhecemos.

Definicao 1.2.35. Sejam 0 < ¢ < s < 0o e F um espac¢o normado. Dizemos que uma
sequéncia (z;)52, de elementos de £ é miz (s; g)-somdvel se pudermos escrever z; = a;y;,
para todo j € N, onde (a;)%2, € {, e (y;)32, € £Y(E). O espago formado por todas as

sequéncias mix (s; ¢)-somaveis em E serd denotado por £, (s.q)(E).

Considere, para cada (7;)32; € () (E), 0 niimero

1(25)521 sy := f [ (a5) 72 llpll (45) 721 [,

onde o infimo estd sendo tomado sobre todas as possiveis representacoes =; = a,;y;, para

todo j € N, com (a;)52, € 4, e (y;)%2, € (L(E).
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Como vemos em [30, Corolario 2.4.11], a expressdao acima exprime uma norma (g-
norma caso 0 < ¢ < 1) em £y 5,9 (E) e o torna um espaco métrico completo. Além
disso, com condicoes sobre os parametros, podemos estabelecer relacoes de inclusao e

coincidéncia envolvendo outros espacos ja apresentados.

Proposicao 1.2.36. Sejam E um espago normado e 0 < q < s < oco. Entdo:

(@) (bnigia) (B [| - b)) = (B I - [luq)-

(B) (o) (E)s || - llm(ooia) = (Ca(E), - [la)-

Demonstragao: (a) Nesse caso, como s = ¢, temos p = oco. Assim, se (xj)‘]?‘;l €
Cm(g:q) (E) existem sequéncias (a;)%2, € (o € (y;)52, € £y (E) tais que x; = a;y;, para todo

j € N. Note que para todo ¢ € E’ tem-se

Do le@)l? = lelay)l” =Y lasp(y)l < 1@l D le(ys)l? < oo.
J=1 j=1 j=1 j=1
Dessa forma, (7;)32, € (;(E).

Por outro lado, considere (7;)22, € ¢(E). Note que ao tomarmos a sequéncia
(a;)2, = (1,1,...) € ly podemos escrever z; = ajr;, Vj € N, ou seja, (1;)%2, €
Ui (E)-

(b) Nesse caso, como s = 0o, temos p = ¢. Assim, se (7;)32; € lin(coq)(E) existem
sequencias (a;)%2, € ly e (y;)32, € (2 (F) tais que z; = a,y;, para todo j € N, e sabendo

que (3 (E) e lo(E) sdo iguais a menos de um isomorfismo, temos (y;)52, € loo(E). Dai,

ZH%Hq Z llajysll* < 11(y5)7% 1% Z\a " < oo

Portanto, (z;)52, € {,(E).
Para provarmos a inclusao contraria, note que se considerarmos (z;)52, € £,(E), entao

<L)Oo c goo(E) = f&(E), uma vez que sup;
=1

il ) ;-

¢, e podemos escrever

”i—J“H = 1. Além disso, temos (||z;]|)52, €
J
ll','j 3
zj = |lz;ll, Vi €N,
T flall Y
com (lli—j”)j:l € LL(E) e ([Jo;])52, € €4 Segue que ()52, € Lr(ooiq) (). [ ]

Proposicao 1.2.37. Sejam E um espago normado e p o q-conjugado de s.
(a) Se0<q< sy <s1<00, entao ly(sysq)(E) C lnsaig)(E) €, além disso,

1G5) 52 lm(ssia) < N(@25)721 llmsisas
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para todo (:Ej);”:l € ln(sizq) (E)-

(b) Se0 < q<s <00, ento ly(sq)(E) C,(E) e, além disso,

1(z3)572 e < 11(25) 724 lm(ssa)

para todo ('Tj)?ozl € fm(s;q)(E)'

Demonstragao: Veja [30, Proposicao 2.4.15]. ]
Observagao 1.2.38. Note que através da Proposi¢ao 1.2.36 e do item (a) da Proposigao
1.2.37, obtemos (4(E) C lp(siq)(E). De fato, ja que s < 0o, temos l4(E) = lr(00iq)(E) €
Um(siq) (E)-

O proximo resultado funciona, de certa forma, como uma versao do Teorema de

Dvoretzky-Rogers para o espago £y,(s.q)(E).

Proposicao 1.2.39. Sejam E um espago de Banach e 0 < ¢ < s < 00. Entao E possui

dimensao finita se, e somente se, s (E) = £4(E).

Demonstrag¢ao: Suponha inicialmente que E possui dimensao finita. Pelo Teorema de

Dvoretzky-Rogers e das duas proposicoes anteriores, temos
gq(E) - gm(S;q)(E) - gm(q;q)(E) = K;U(E) = Kq(E)-

Ou seja, lyy(s.)(E) = ly(E).

Reciprocamente, se supormos que E tem dimensao infinita, entdo devemos provar que
Um(s:q)(E) # Lg(E). No caso em que ¢ = s o resultado vale, uma vez que £y, (q.q)(E) = £ (E)
e l;(E) # (,(E) em dimensao infinita, por Dvoretzky-Rogers. Resta agora o caso em que
g <s.

Note que sendo p o g-conjugado de s, temos

1 1 1
p s q

e assim p/q é o conjugado de s/q. Como E tem dimensao infinita, existe uma sequéncia

1 1 q
—+— =14
p/q  s/q P

» [

(y;)32, € LY (E) — (4(E). Suponha que toda sequéncia (b;)32, € (e satisfaz

D bslllysll” < oe.
j=1

Assim, como o dual de £z ¢ (s, segue que (ly;l19)32, € (s. Dai, temos (ly;l)52, € 45 e
q

entao (y;)32; € £s(E), o que é uma contradigio. Ou seja, existe uma sequéncia (a;)32,; €
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lz tal que
q

o0

> laglllysl1* = oo.

=1

Agora, para todo j € N, considere «o; = |aj|§ e r; = a;y;. Com isso, temos ()2, € 4,
e como (y;)32, € (Y (E), segue que (1;)32; € l(siq)(E).
Afirmacao: Temos (7;)32, € {,(E).

De fato,

oo oo ) o0
D sl =D Magl eyl lasllly; )1 = oo
j=1 j=1 j=1

Logo, fica provada a afirmacao e segue o resultado, pois exibimos uma sequéncia (%‘)j’il €
Uin(si) (E) — {g(E). |

1.2.7 Sequéncias de Orlicz

Apresentaremos agora o espaco de sequéncias de Orlicz. Seu estudo foi inicialmente
inspirado pelo papel que a fungao ¢ — t” desempenha na definicao dos espagos £,. Um
passo natural a partir dai seria estudar o que acontece ao considerarmos uma funcao M

mais geral que esta e sequéncias de escalares (aj)?‘;l para os quais a série

S M(Jay)

é convergente. Com os estudos de W. Orlicz foram determinadas quais as condigoes
necessarias para esse tipo de convergéncia e a definicao de um espaco de sequéncias asso-
ciado.

O conceito central dessa construcao, as chamadas fungoes de Orlicz, serd apresentado

na seguinte defini¢ao:

Definigao 1.2.40. Chamaremos de func¢ao de Orlicz, uma fun¢ao M : [0,00) — [0,00)
que é convexa, nao-decrescente, onde M (0) = 0 e tal que lim;_,o, M (%) = co. Além disso,

se existir ¢ # 0 tal que M(t) = 0, entao a chamaremos de fun¢ao de Orlicz degenerada.

Iremos associar a cada funcao de Orlicz M, um conjunto ¢,; formado por todas as

las

sequéncias de escalares (a;)52; tais que > 22 M < .

) < 00, para algum 7 > 0.

Observacao 1.2.41. Dada uma func¢ao de Orlicz M e uma constante K > 0, o espago

de sequéncias de Orlicz £y, associado a M é exatamente o mesmo associado a fungao
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M’ = KM, uma vez que

> M (M> <coe KY M (M) < 0.
j=1 K J=1 m
Proposicao 1.2.42. Seja M uma fungdo de Orlicz. O conjunto £y é um espaco vetorial.

Demonstragdo: Com efeito, consideremos (a;)%2,, (b;)52, € fy e A € K. Vamos
mostrar que (a;)%2; + A(b;)32; € €. Obviamente, se A = 0 ndo hd nada o que mostrar.

Logo, consideraremos A # 0. Uma vez que (a;)52;, (b;)52; € {ar, existem 71,12 > 0 tais

o , ad b
ZM (M> <ooe ZM (M) < 0.
= n T2

=1

que

Pelas propriedades de soma e produto por escalar de sequéncias, temos (%)}'L‘H\(bj)j'il =

(aj + Abj)32, e fazendo 3 = max{2ny, 2|A[n2 }, segue que

S () < § (10l DAL
j=1

"3 | "3 "3
SZ]M (1 ] 1 M)
— 2m 2 m
‘77
1, (gl 1 (1]
< M (== —M |
72 2 (771)+2 ( 2
j=1
<)+ S (M) <
= m = T2

pois M é uma fungao nio-decrescente e convexa. Em outras palavras (a;)52, +A(b;)32, €

lyy, ou seja, £y é um espaco vetorial. |

Podemos atribuir aos espacgos de sequéncias de Orlicz uma norma dada pela expressao

apresentada no préximo resultado.
Proposicao 1.2.43. Dada uma funcdo de Orlicz M, a expressao
. - a;
()32 ey, = inf {77 ~0:3 M (%) < 1} (1.8)
j=1
exprime uma norma para o espago L.

Demonstracao: Observe que essa expressao de norma estd sempre bem definida para

qualquer sequéncia (a;);2; em £y. De fato, existe n > 0 para o qual Z]oil M (k:?—”) <
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K < oo e tomando, sem perda de generalidade, a fungao M’ = M /K, que gera o mesmo

espago de sequéncias £y (ver Observacao 1.2.41) vemos que

ZM(Wg i%(ﬁg ZMCM)Q

Jj=1

Logo, o conjunto definido em (1.8), para o espago 5, é ndo-vazio e limitado inferiormente
pelo zero.

Vejamos entdo as propriedades de norma. Se (a;)52;, (b;)%2, € {ar e A € K, temos:

j=1

N1) Pela prépria definigio da expressao acima, é 6bvio que ||(a;)%2,l¢,, > 0, para todo

(a;)32, € Ly Se (a;)32, = 0, temos

. - a; )
a2l = 001y, = mf{n -0: 3o (1) < 1} —inf{y>0:0<1} =0,

J=1

jaque M(0) = 0. Por outro lado, suponha que |[(a;)32,||¢,, = 0, mas que (a;)2, # 0,
isto é, existe um conjunto de indices I C N tal que a; # 0, para todo ¢ € I. Além

disso, ja que estamos supondo que 0 = inf {77 > 0; Z]oil M (%) < 1}, existe uma
sequéncia (n;)52,, onde Z] M <|a]|> < 1, para todo k € N, e 1, — 0, quando

. ; . ., , o~
k — oco. Assim, —— LA oo, para todo i € I, e j4 que M é nao-decrescente, tem-se
Mk

M (M) — 00
Nk

quando k — oo e para todo i € I. Por outro lado, pelo fato de que 1, — 0, e por
M ser uma fungao de Orlicz, segue que (pensando no truncamento da série, caso

necessario)

lim Mcﬂ> lim MCM): hmM<@>=w
k—o0 1 77k k—oo el 77k el k—o0 77k

=

e isto significa que partir de um 7y, suficientemente pequeno,

ZMC”)M

=1 Mk

o que é uma contradigao! Portanto, devemos ter obrigatoriamente (a;)32, = 0.
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N2) O caso A = 0 é imediato. Tomando A # 0, temos

= A
H/\(aj)?ilHeM = inf {77 > O;ij (' a]\) < 1}

j=1 g

. n S |9,
= inf < |A[—= > 0; ]V[( )<1
{ o~ 42 G
|/\|1nf{| (RO (n‘ /(A“) < 1} — A3 ey

N3) Dados (a;)32,, (b;)32, € {y, vamos denotar

S ) P o s S

j=1 j=1

Considerando 177 € A e 179 € B, uma vez que M é uma funcao nao-decrescente,

temos

IN

iM(|aj+bj|> EOO:M< |a;] |, )
T+ 12 , m + 12 771+772

Jj=1 Jj=1

b , b
ZM <4771 .M+ 2 M) .
e+ 12

— mo Mmoot T2

<

Agora, por M ser uma fungao convexa e por termos

Uit cle l— Uit _ 72
+ 12 m+n Nt

segue que
iM(laﬁbjI) Z ( m ‘aj‘+ 2 M)
= N+ 12 — m+n m o mtn N
\a]\) BN (ijl)
M LV Al
771+772j§_: (771 771+772j§_: M2

1
< m 2

< + =1.
m+n NN

Assim, jd que [[(a;)32; + (b;)52,]le,, = inf {77 > 0,30 M <|a1+b |> < 1}7 Vemos
da expressao acima que [[(a;)52; + (0;)721[le,, < 11 + 12, para quaisquer 7; € A
e 1y € B. Em outras palavras, [|(a;)32; + (b;)32[l¢,, € uma cota inferior para
o conjunto A+ B = {m +ne;m € A e n € B}. Além disso, como estamos
falando de niimeros reais, inf(A+ B) = inf(A) +inf(B) = [[(a;)52, ey, + [ (0;) 321 [les-
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Portanto, como inf(A + B) é a maior das cotas inferiores de A + B, concluimos que

1(a;)521 =+ (05)52 lear < [1€a)52s llear + 11(05)521 [leas-
Portanto, como as condi¢oes foram satisfeitas, segue o resultado. |

Utilizaremos alguns fatos conhecidos de Anélise Real para provar que a norma definida

acima, torna completo o espaco de sequéncias de Orlicz.
Proposicao 1.2.44. Se M € uma func¢ao de Orlicz, entao £y € um espaco de Banach.

Demonstragdo: Vamos primeiro mostrar o seguinte fato: se (a;)%2, € £y, entdo |a;| <
[(a;)521 lley,» para todo j € N.
Com efeito, podemos supor, sem perda de generalidade, que M (1) = 1. Isto porque

caso M(1) # 1, poderiamos tomar a fungao que gera exatamente o mesmo espacgo

M
M)
de sequéncias que M (ver Observacao 1.2.41). Dai, se n > 0 é tal que

ZM (M) <1
=1 n

temos

M (M) <1=M(1), Vj €N,
"

e ja que M é uma fungao nao-decrescente, segue que |a;| <7, Vj € N. Assim, para todo

Jj €N, |a;| é uma cota inferior para o conjunto

{n> o;gM (%) < 1}

e entao |a;| < [[(a;)52,]le,,, para todo j € N.
Voltemos agora a completude de £;;. Considere uma sequéncia de Cauchy ()%, em
(s, onde ¥ = (:E;“);";l, para cada k € N. Dessa forma, pelo fato acima, dado € > 0 existe

um indice ky € N tal que, para cada j € N, temos

k r k r
|25 — x| < ]2 —a"[|ey, <e
sempre que k,r > kg. Ou seja, (x;“)gozl é uma sequéncia de Cauchy em K, para cada
j € K, e portanto convergente. Sendo limy,_,, :r:é€ = xj, j € N, considere x = (%‘)j’il a
A o & k
sequéncia formada por esses limites. Devemos provar que = € ¢); e que ||z* —x||;,, — 0.

Consideremos para todo k& € N os conjuntos

Ar {n>OZM< J|)<1} eBk_{n>o;M<%><1}
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Veja que, dado n > 0 tal que

temos, para todo n € N,

Fazendo » — oo obtemos

n k..
ZM<M><1

Jj=1 "

e como isso vale para todo n € N, temos

> ok —
> M <M> <1. (1.9)
j=1 n

Logo, para todo k € N, temos ¥

x = aF — (2% — x) € £3;. Por outro lado, de (1.9), vemos que A, C By, e como estamos

—x € Ly e, como £y é um espaco vetorial, segue que

tratando de nimeros reais, temos inf(By) < inf(Ay), para todo k£ € N. Dai temos

k

125 — 2oy < [l25 — 25 lley, <&,

k ,
quando k,r > ko, e segue que ||z* —z||,,, — 0. Portanto, £;; é um espaco de Banach. W

Um subespago de £); de muito interesse é o espago formado por todas as sequéncias

_ oo :
de escalares v = (a;)%2, tais que

ZM (M) < 00
=1 n

para todo 7 > 0. Denotaremos esse subespago por hy; e uma prova de que este espaco
também é completo com a norma induzida de £;;, pode ser encontrado em [25, Proposition

4.a.2]. Mais especificamente, o resultado diz que:
Proposicao 1.2.45. O espago hys € fechado em £y e, consequentemente, hyy € um espaco

de Banach com a norma induzida de ;.

1.2.8 Sequéncias mid p-somaveis

Apresentamos agora um pouco sobre o espaco das sequéncias mid p-somaveis, definido

inicialmente por A. K. Karn e D. P. Sinha em [22]. Veremos uma norma, definida por G.
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Botelho, J. R. Campos e J. Santos em [16], que torna este um espago de Banach, além de

algumas de suas principais propriedades.

Definicao 1.2.46. Seja F um espaco normado e 1 < p < co. Dizemos que uma sequéncia

oo 4 N ’
(:Ej)j:1 em E é mid p-somdvel se

YD lenlz;)lP < oo

n=1 j=1

para qualquer ()2, € &(E'), isto &, se ((on(x;))721)721 € £p(£p) sempre que (pn)72, €

£ (E"). O espaco de todas as sequéncias mid p-somdveis de £ sera denotado por Eg‘id (E).

Teorema 1.2.47. A funcio || - ||pmia : €4"(E) = R dada por

()52l p,mia = sup (Z Z ‘(fgn(x],)‘p) ’

(pr)pl €08 (E) \ ;=1 j=1

caracteriza uma norma em fg“d(E). Além disso, se E é um espago de Banach, entao
K;md(E) € um espago de Banach com a norma apresentada acima.

Demonstragao: Veja [16, Proposition 1.4]. ]

Veremos agora alguns resultados que associam o espago em questao com outros espagos
ja vistos nas subsegoes anteriores. O espaco IL,(E, F') da préxima proposi¢ao sera explo-

rado na proxima secao.

Teorema 1.2.48. Se E ¢ um espaco de Banach e 1 < p < o0, entao as sequintes

sentencas sao verdadeiras:

(a) (Y(E) = (¥(E) se, e somente se, I,(E.(,) = L(E,(,).

p

(b) OM(E) = (,(E) se, e somente se, E € um subespago de Ly(j1), onde p € wma medida

de Borel qualquer.

Demonstragao: Veja [22, Proposition 3.1 e Theorem 4.5]. ]

As igualdades do teorema anterior nao sao verdadeiras em geral. Contudo, o seguinte
resultado nos fornece inclusoes que sempre acontecem. A demonstragao desses fatos po-

dem ser vistas em [16, Proposition 1.4].

Proposicao 1.2.49. Se E € um espago de Banach e 1 < p < oo, entdo:
(a) 6(E) S GM(E) e |l lpmia < - [lp-

(b) GH(E) CG(E) el llpaw < - Ilpmia-
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1.3 Os operadores absolutamente (p; g)-somantes

Apresentamos uma classe muito especial de operadores lineares continuos, no contexto
de operadores que melhoram convergéncia de séries em espacos de Banach: os operadores

(p; ¢)-somantes.

Definicao 1.3.1. Sejam E e F espagos de Banach, T € L(E,F)e 0 < g <p<oo. Um
operador T" é dito absolutamente (p; q)-somante, ou apenas (p; ¢)-somante, se o operador

induzido 7 : (i (E) — £,(F), dado por f((x])oo ) = (T'(z;))32, estiver bem definido.

J=1

O conjunto formado por todos os operadores absolutamente (p;¢)-somantes de E e
F serd denotado por IL, ,(E, F) e, no caso em que p = ¢, escreveremos IL,(E, F). Na
definicao acima, a boa definicao desses operadores é o que garante a melhora na con-
vergéncia que citamos antes, visto que £,(F') ¢ um subespaco de £;(E), diferentes quando
a dimensao de E ¢ infinita. De modo geral, isso torna o estudo dessa classe de operadores

tao interessante.

Exemplo 1.3.2. Sejam E um espago de Banach e 0 < p < co. Se E possui dimensao
infinita, entao o operador identidade 7 nao é p-somante.

De fato, para o caso 1 < p < oo, seja i )(E) — £,(E) o operador induzido da
identidade 4. Do Teorema de Dvoretzky-Rogers, existe uma sequéncia ()22, € (}/(E) —
(,(E). Assim,

W(25)520) = (@(23)320 = (2,)321 ¢ L(E).
Consequentemente, ¢ nao é p-somante, uma vez que seu operador induzido i nio estd
bem definido. O caso em que 0 < p < 1, segue do caso anterior e do fato de que sendo

0 < p < g < o0, todo operador que é p-somante serd também g-somante (ver [35, Teorema
2.3.23]).

A seguir apresentaremos uma caracterizagao para os operadores (p, ¢)-somantes, im-

portante para entender um pouco da relaciao entre os espacos £ (E) e £,(E).

Proposicao 1.3.3. Sejam E e F espacos de Banach, T € L(E,F) e 0 < q < p < oo.

Entdo, T € 1,,(E, F') se, e somente se, para toda sequéncia (x;)32, € (y(E) tivermos
(T'(x5))521 € L(E).
Demonstragao: Veja [19, Proposicao 2.2.13]. ]

Observacao 1.3.4. Do exemplo anterior sabemos que se E for um espago de Banach
de dimensao infinita, entao o operador identidade falha em ser absolutamente p-somante,
com 0 < p < co. Assim, de acordo com a proposicao anterior, segue que (;(E) # £,(E),

sempre que 0 < p < oo e E for um espaco de Banach com dimensao infinita.
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A funcao
Toa: g B, F) = [0,00), com m,(T) = |17]).

define uma norma completa em I, ,(E, F), 1 < ¢ < p < o0.

Proposicao 1.3.5. Sejam E e F espacos de Banach e 1 < q < p < oo. FEntao
(I, ,(E, F),mp4(-)) € um espago de Banach.

Demonstragao: Veja [17, Proposicao 2.18]. ]

1.4 Aplicacoes multilineares e Polindmios

homogéneos

Nesta secao, apresentamos as aplicagdoes multilineares, alguns resultados classicos li-
gados a elas e um pouco da teoria de polindmios homogéneos, necessaria no decorrer do
Capitulo 3. Aqui, em geral, as defini¢oes serao o suficiente para darmos sentido ao texto
do terceiro capitulo. Contudo, as demonstragoes dos resultados dessa se¢ao poderao ser
consultadas no trabalho [11].

Comecemos, entao, com a definicao de operador multilinear.

Definicao 1.4.1. Sejam n € Ne F, Ey, Es, ..., E,, espacos vetoriais sobre K. Se uma

aplicacao A : E; x --- X E, — F é linear em cada coordenada, entao dizemos que ela é

n-linear (multilinear). Em outras palavras, um operador A sera n-linear se os operadores

A(ml7---7$i717'7zi+17---7zn) : EZ - F7 A(l'l7---71'7;—1-,‘-,55i+1-,----,-rn)(y) - A(wlv e T 1, Y Ty - - 71'71)

sao lineares para todos 1 € Ey,...,x, € E,ei=1,... n.

O conjunto formado por todas as aplicagoes multilineares de Fy X --- X E,, em F sera

denotado por L(Ey,...,E,; F) (caso F' = K, escreveremos L(Ey, ..., E,)). Se tivermos

E, = ---E, = E, entao este conjunto sera denotado por L("E;F). O caso n = 1 sera
denotado L(*E; F) = L(E; F) e, além disso, L("E; F) = F. Se considerarmos as operacoes
usuais de fungoes, entao o conjunto L(Ey, ..., E,; F') é um espago espago vetorial.

Assim como no caso das aplicagoes lineares, podemos obter caracterizacoes e uma
norma para um operador multilinear continuo. A demonstracao dos dois resultados,

andlogas ao caso n = 1, podem ser encontrada em [11, Teorema 1.2.2 e Proposigao 1.2.4].

Teorema 1.4.2. Sejamn € N, Ey, ..., E,, F espagos normados sobre K e A : E} X -+ X

E, — F uma aplicacdo multilinear. Os sequintes itens sao equivalentes:
(a) A aplicagao A é continua;
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(b) Existe uma constante KK > 0 tal que

[A(z, - zn) || < Kl ] - [[zn]]
para todo (x1,...,x,) € By X -+ X E,.
Para cada n € N, o conjunto das aplica¢oes multilineares continuas de F; X --- X E,
em F' serd denotado por L(Ey,...,E,;F). Caso Ey = --- = E,, = E, denotaremos por

L("E; F). Além disso, se F' = K, denotaremos L(E, ..., E,;K) e L("E;K) simplesmente
por L(Ey,...,E,) e L("E), respectivamente. Por fim, iremos representar L(*E; F) por
L(E;F).

Proposicao 1.4.3. Sejamn € N, Ey, ..., E, e F espagos normados sobre o corpo K. A
fungao || - || : L(Ey,...,E,; F) — R dada por

IA|l = sup{[|A(z)[|; z € Ex x -+ x Ep, ||zl < 1}

¢ uma norma para o espaco L(Ey, ..., Ey; F).

Vejamos um tipo importante de operadores multilineares. Considere, para cadan € N,
o conjunto S,, de todas as permutagoes de {1,...,n}. Ou seja, o conjunto de todas as
bijegoes o : {1,...,n} — {1,...,n}.
Definicao 1.4.4. Sejam n € N, E e F espacos normados sobre K. Uma aplicagao

multilinear A: E X --- x E — F é dita simétrica se tivermos para todo o € S,,,
A({L'l, . ,:L'n) = A(lllo.(l), R 7$a(n))

para quaisquer xi,...,T, € E.

Vamos denotar, para cada n € N, o subespaco de L("E; F) formado por todos os
operadores n-lineares de E™ em F' que sao simétricos por Ly("E; F') e os que sao simétricos
e continuos por L,("E; F).

Vejamos agora a defini¢ao de polinomio homogéneo.

Definicao 1.4.5. Sejam E e F' espacos vetoriais sobre o corpo K. Dizemos que uma
aplicagao P : E — F é um polinémio homogéneo de grau n (polindbmio n-homogéneo) se
existir A € L("E; F) tal que P(z) = Az™ = A(z,z,...,x), para todo z € E. Neste caso,

diz-se que P é o polindomio n-homogéneo associado a A.

Vamos denotar por P("E; F') o espago de todos os polinémios n-homogéneos de E em
F (caso F = K, escrevemos apenas P("E)). O conjunto de todos os polindmios constantes
de F em F serd denotado por P(°E; F).
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Observacao 1.4.6. Uma vez que a definicao de polinomio homogéneo é dada em funcao
de uma aplicacao multilinear, dados E e F' espacos normados sobre K, A € K, P €
P("E; F) esendo A € L("E; F) a aplicacao associada a P, temos

P(A\x) = A(Az)" = \"Aa™ = \"P(x),

para todo x € E.

Podemos definir um polindmio a partir de polindmios homogéneos como veremos a

Seguir.

Definicao 1.4.7. Considere E e F' espacos normados sobre K. A funcao P : £ — F
¢ dito um polinémio se puder ser escrito como uma soma P = Py + P; + --- + P,, com
P; € PUE;F) para cada j = 1,...,n. Se P, # 0, entdo dizemos que o polinomio P tem

grau n. Por P(E; F) denotamos o espaco de todos os polinoémios de E em F.

O préximo resultado associa a definicao de polinomios n-homogéneos com aplicagoes

multilineares simétricas.

Proposicao 1.4.8. Sejam E e F' espacgos vetoriais sobre K en € N. Se P € P("E; F),
entdo existe uma unica aplicagdo n-linear simétrica T € Ly("E; F) tal que P(x) = Ta"

para todo v € E.
Demonstragao: Veja [11, Proposicao 1.3.4]. ]

Vamos denotar por Ao polinémio homogéneo associado a A e P a aplicacdo multilinear
associada ao polinémio P.

O espago formado por todos os polinomios n-homogeneos de E em F' que sao continuos
serd denotado por P("E; F) (caso F' = K, escrevemos apenas P("E)). O espaco dos
polinémios continuos de E em F' é denotado por P(E; F).

Assim, como a definicao de polindmios homogéneos esta diretamente atrelada com
aplicacoes multilineares, é natural o estudo da continuidade e a definicao de uma norma
neste contexto. As demonstragoes desses resultados encontram-se em [11, Teorema 1.3.7

e Proposigao 1.3.8].

Teorema 1.4.9. Sejam n € N, E e F espagos normados sobre K, P € P("E;F) e
A€ L,("E;F), com A= P. Sio equivalentes:

(a) A€ Ly("E; F);

(b) P eP("E; F);

46



1. Preliminares

(¢) Existe uma constante X > 0 tal que
[P < Kllz]"

para todo v € E.

Ap6s vermos algumas equivaléncias envolvendo a continuidade de polindmios n-homogéneos,

vamos agora a uma caracterizacao para norma desses polinémios.

Proposicao 1.4.10. Seja P € P("E; F). Entao, a aplicagio || - || : P("E; F) — [0,00)
dada por
|1P|| = sup [[P(z)]

define uma norma em P("E; F).
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Capitulo 2

Lineabilidade e espacabilidade sobre

espacos invariantes de sequéncias

Neste capitulo, além de apresentar a teoria de lineabilidade e espacabilidade, apresen-
taremos a definicao dos espacos invariantes de sequéncias, abordando diversos exemplos.
Logo apds veremos uma técnica, através de um resultado, que nos possibilitara explorar
o estudo de espagabilidade em conjuntos envolvendo espacos de sequéncias. Por fim, apli-
caremos a técnica estudada para o contexto de espacabilidade no espaco dos operadores
que atingem norma em determinado vetor. O trabalho [13] foi a principal referéncia para

este capitulo.

2.1 Lineabilidade e espacabilidade

Veremos aqui as principais definicoes que nortearao nosso trabalho, que sao as de
lineabilidade e espagabilidade. Antes disso, alguns conceitos envolvendo cardinalidade,
que nos possibilitarao entender com mais clareza os conceitos que veremos, serao expostos.

Dado um conjunto A, denotaremos por card (A), a cardinalidade de A. Considerando

A e B dois conjuntos nao-vazios quaisquer, dizemos que:

e Se existir uma aplicagao injetora de A em B, entao card (A) < card (B);
e Se existir uma aplicagao sobrejetora de A em B, entao card (A) > card (B);
e Se existir uma aplicagao bijetora de A em B, entao card (A) = card (B);

e Se card (A) < card (B) e nao existir uma bijecao entre A e B, entao card (A) <
card (B);
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e Se card (A) > card (B) e nao existir uma bijecao entre A e B, entao card (A) >
card (B).

Apesar de nao termos definido de maneira direta o que é card (A), este “ntimero” se
comporta como uma extensao da no¢ao de niimero natural (contegem) e assim os simbolos
<, >, <, > e = fazem sentido neste caso. Pode-se pensar em um nimero cardinal como

sendo uma classe de equivaléncia de conjuntos. Além disso, dizemos que card (A) é

e finito, se A for um conjunto finito;
e infinito, se A for um conjunto infinito;
e enumerdvel, se card (A) = card (N).

Em um conjunto finito A, consideramos card (A) como a quantidade de elementos

deste conjunto. Também denotamos
card (N) = Rg e card (R) = ¢,

onde costumeiramente chamamos de “aleph-zero” a cardinalidade de N e cardinalidade do
“continuum”, para a cardinalidade de R. Por outro lado, como é de se esperar, considera-
se por convencao a cardinalidade de um conjunto vazio como sendo zero.

Em certo sentido, podemos sempre “comparar” a cardinalidade dos naturais com qual-

quer outro cardinal infinito, como veremos no proximo resultado.
Proposicao 2.1.1. Se o é um numero cardinal infinito, entao o > V.

Demonstragao: Considere um conjunto M tal que card (M) = a e tome z; € M. Sendo

M infinito, podemos tomar agora xo € M — {x;} e ir repetindo este processo sucessivas

o0

vezes. Conseguimos assim uma sequéncia (z;) em M tal que z,, # x, sempre que

j=1
m # n. Assim, a funcao f : N — M que associa cada n a um valor z, é injetora, e
portanto, segue que a > Xy, uma vez que f(N) C M e card (f(N)) = R,. |

A definicao de lineabilidade, que veremos agora, nos possibilita “medir o tamanho li-
. . . . , . -
near” de um determinado subconjunto de um espaco vetorial topolégico, onde as operagoes

de soma e produto por escalar sao continuas.

Definicao 2.1.2. Sejam X um espaco vetorial topolégico, M um subconjunto de X e pu

um ndimero cardinal.
(1) Dizemos que M é p-linedvel se M U{0} contém um espaco vetorial de dimensao .

(2) Dizemos que M é p-espagavel se M U {0} contém um espago vetorial fechado de

dimensao .
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(3) Dizemos que M é p-denso-linedvel se M U {0} contém um espago vetorial denso de

dimensao .

Por conveniéncia, sempre que p for um cardinal infinito, isto é, sempre que pu > Vo,
vamos nos referir a M apenas como linedvel, espacdvel ou denso-linedvel. E claro que se
considerarmos um espago vetorial, sem a presenca de topologia, a defini¢ao de lineabilidade
ainda é preservada.

Um subconjunto M de um espaco vetorial topoldgico X é dito mazimal linedvel ou
mazimal espagdvel se o espago vetorial encontrado em M U {0} possui dimensao igual a
de X.

2.2 Espacos invariantes de sequéncias

Vamos apresentar a definicaio de uma classe de espagos de sequéncias determinadas
por certas propriedades, que vao nos auxiliar no estudo de lineabilidade e espacabilidade

em espacos de sequéncias com um certo grau de generalidade.
Definigao 2.2.1. Seja X # {0} um espago de Banach.

(a) Sendo z € XN, por 2¥ denotaremos a versio “zero-livre” de x, ou seja: se T pos-

suir apenas uma quantidade finita de coordenadas niao-nulas, entao z° = 0; caso

oo

contrario, 2° = (;);2,, onde cada z; é a j-ésima coordenada nao nula de z.

(b) Vamos definir como espaco invariante de sequéncias sobre X, um espaco de Banach
ou quasi-Banach S(X) de sequéncias a valores em X, de dimensao infinita, que

satisfaz as seguintes condigoes:

(b)) Para z € XN tal que 2° # 0, teremos z € S(X) se, e somente se, 2° € S(X), e neste

caso
HxHS(X) < KH"TOHS(X)?

onde K é uma constante dependendo apenas de S(X).
(b2) Dado z = (z;)32; € S(X), tem-se ||z;|[x < ||z gx). para todo j € N.

Por simplicidade, diremos que um espaco invariante de sequéncias é um espaco inva-

riante de sequéncias sobre algum espaco de Banach X.

Como veremos agora por meio de alguns exemplos, varios espacos de sequéncias

cldssicos sao espacos invariantes de sequéncias:

50



2. Lineabilidade e espacabilidade sobre espacos invariantes de sequéncias

Exemplo 2.2.2.

(a) Se X é um espago de Banach e 0 < p < oo, entdo, os espacos de sequéncias
(p(X), £5(X), co(X) e £;(X) sdo espagos invariantes de sequéncias sobre X, com suas
respectivas normas (p-normas, caso 0 < p < 1). Como as verifica¢oes desses fatos sao
feitas de maneira andloga, faremos apenas as verificagoes para os espagos £,(X) e £;(X).
Comegando com o espaco £,(X), analisaremos dois casos. Para o caso 0 < p < 0o, consi-
dere z = (z;)32, € X" tal que 2% = (y;) # 0, e y; é a i-ésima coordenada nao nula de .

Assim, como os termos nao nulos de x sao exatamente os de 2°, para todo ¢ € X’ temos
o0 o0
Do llwilly =Dl
i=1 Jj=1
donde vemos que z € £,(X) se, e somente se, 2° € £,(X) e, além disso,
1 1
oo D [e¢) P
lll, = <Z Hflfjll’?g) = (Z ||in|§<> = [|2°],-
=1 i=1
Também temos, para qualquer i € N,

0 »
lyillx < <Z ||in|?<) = [12°llp = ll=l,-
=1

No caso em que p = oo, considere novamente r = (:Uj)?‘;l € XN, tal que 2° = (y;) # 0.

pelos mesmos motivos expostos acima, segue que

2 llee = ll(@5)521llo0 = (@) iZ1lloo = [12°lo,
ou seja, T € loo(X) se, e somente se, 20 € (oo (X), com ||z]|o = [|2°||co. Além disso, para
todo 7 € N, tem-se
lyillx < 1(@)E 1o = 2°llo0 = ll]lc-

Para o espaco f;jj(X), suponha primeiro que 0 < p < 00, e considere r = (%‘)j’il c XN,
tal que 2° = (y;) # 0, e y; é a i-ésima coordenada nao nula de z. Assim, como os termos

nao nulos de z sdo exatamente os de 2°, para todo ¢ € X’ temos

D lellr = Z o))",

i=1
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donde vemos que x € (/(X) se, e somente se, 2’ e £7(X) e, além disso

2]}y = sup <Z|99 )

wEBx
1
o0 P
= sup (Zho(yi)lp) = [|2°|u.p-
wEBx i=1

Como, para cada i € N, temos y; # 0 segue do Teorema de Hahn-Banach, na forma do

Corolario 1.1.22, que para todo ¢ € By e todo 7 € N
1
lyillx = sup |p(yi)| < sup (ZI@ Yi) ) = 12wy = ll2llwp-
wEBxr @wEBx1 i—1
O caso em que p = oo ja foi mostrado ja que £ (X) é um espago invariante de sequéncias

sobre X e sabemos que (% (X) = (o (X).

(b) Sejam 0 < ¢ < s < 0o e X um espago de Banach. O espaco das sequéncias mix (s; q)-

somaveis é um espaco invariante sequéncias em X. De fato, considere x = (%‘)j’il c XN

tal que 2° = (27)2, # 0. Se & € lp(sq)(X), entdo existem sequéncias (a;)%, € £,
e (y;)32, € €(X) tais que x; = a;y; para todo j € N e assim 2% pode ser escrita
por z¥ = a%y?, onde (a?)®, e ()2, sdao as versoes “zero-livres” de (a;)°; e (y;)y,

respectivamente. Logo, como /,, e £(X) sao espacos invariantes de sequéncias, segue que
20 e Crn(s:q) (X).

Reciprocamente, se 2% = (29)%2; € lp(5,)(X), entdo existem sequéncias (;)2; € ¢, e
(y:)22, € £¥(X) tais que 2? = a;b; para todo i € N. Obviamente, a; # 0 e y; # 0, para todo

i € N. Agora, basta reparar que se tomarmos sequéncias (b;)>

21 (wy)2, € XN tais que

(ai)2 e (y;)2, sejam as versoes “zero-livres” de (b;)32, e (w;)52,, respectivamente, entao

j=01
podemos escrever x; = b;y; para todo j € N. Além disso, como £, e (X)) sao espagos
invariantes de sequéncias, temos (b;)2, € £, e (w;)32; € (Y (X) e portanto x € lyy(s,q)(X).

. . ~ _ 0
Agora, considere as decomposicoes z; = a;y; e x;

e a?y? para todos 7,7 € N, sendo
(a;)32) € Ly, (y;)52) € LY(X) e (a7)2) e (y))2, suas respectivas versdes “zero-livres”.
Como ¢, e (¥(X) sao espacos invariantes de sequéncias, do que obtivemos no item (a),
temos

1€a3)32 o 1 ()52 s = 11?2 M 1 ()21 s

e tomando o infimo sobre as decomposicoes de x obtemos

I llm(siq) = inf ()52l (@7)52 lws < 11(a3) 241l 1 (4 lw,s-
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Logo, [|#/(s;q) ¢ uma cota inferior para o conjunto formado por todas as decomposicoes

de 2% e sendo ||2°||m(s;q) 0 Infimo desse conjunto, obtemos a desigualdade

2y < 12°llmsse)

Por fim, novamente utilizando o fato de £, e £ (X) serem espacos invariantes de sequéncias,
dada qualquer decomposicao z; = a;y;, com (a;)32, € £, e (y;)52, € £<(X), para todo

1 € N, temos

12711 x = laz Iy lx < 11(ad)2alloll ()2 s = 11(a3)52 o1 (5521 s

Como a desigualdade acima independe da decomposicao, segue que

1271l x < inf [[(a;)52 ol (43)521 lhos = 1% llmisia):

para todo i € N. Portanto, £,,(s) (X) é um espaco invariante sequéncias em X.

(c) Sendo M uma funcao de Orlicz, o espago de sequéncias de Orlicz £); é um espago
invariante de sequéncias. De fato, considere x = (a;)%2, € KN tal que 2° = (b;)2, # 0.

Uma vez que M(0) = 0 e os termos de z° sio exatamente os termos nao nulos de x, tem-se

Eu(3)-£0(%).

para algum 7 > 0, donde vemos que x € ) se, e somente se, 2° € £, e, além disso,

bi - :
|2°||¢,, = inf {77 > 0; Z]V[ (|77|> < 1} = inf {77 >O;ZM <%) < 1} = ||z]le,, -
=1 =

j=1

Por outro lado, vimos na demonstracao da Proposicao 1.2.44 que, se (%‘)}'L € lyy, tem-se
o _ . . ,
laj| < [[(a;)51]len, = |7 le,» Para todo j € N. Com tudo isso, mostramos que £3; é um
espaco invariante de sequéncias.
De maneira semelhante, mostra-se que seu subespaco hj; também é um espaco inva-

riante de sequéncias.
(d) O espago das sequéncias mid p-somantes, 1 < p < 00, é um espago invariante de

sequéncias sobre X. De fato, considere = = (z;)52, € X", tal que 2° = (y;) # 0. Uma vez

que os termos de z° sao justamente os termos nao nulos de x, para todo (p,)%, € y(E)
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temos,

DD el =" lealys)?

n=1 j=1 n=1 i=1

donde x € £"4(X) se, e somente se 20 € £37(X) e, além disso,

[2llpmia = sup (ZZ \%(Ij)\p) p

(Pn)oZ €3 (B) \ =1 =1

1
oo 0o D
= sw ( Z\%(yz)\) — 114

(pn)p €8 (E) \ ;=1 =1

g

Por fim, lembremos que (24(X) C (¥(X), com [ [[p < || lpmias € assim, sendo £%(X)

um espaco invariante de sequéncias, temos
1251 < Nl llpw < ll]lp.mia

para todo 57 € N. Portanto, f;md(X ) é um espacgo invariante de sequéncias.

2.3 Espacabilidade em espacos invariantes de
sequéncias
Tendo em vista a definicao e todos os exemplos apresentados na secao anterior, inici-
aremos esta secao, apresentando o principal resultado do capitulo.

Teorema 2.3.1. Seja S(X) um espago invariante de sequéncias sobre o espaco de Banach

X. As sequintes sentencas sao verdadeiras:

(a) S(X U (,(X) € vazio ou espagavel, para todo I' C (0, o0].
qel’
(b) S(X) —co(X) € vazio ou espagdvel.
l,(X) em (a) e A= ¢o(X) em (b). Suponha

que S(X) — A é nao-vazio e tome x € S(X) — A. Por S(X) ser um espaco invariante de

Demonstragao: Consideremos A = (J,p
sequéncias, é claro que 2° € S(X).
Afirmagao 1. Temos 2° € S(X) — A.

De fato, no caso (a), se tivéssemos 2° € A =, - £,(X), entdo terfamos z° € £,(X),

qel’
para algum ¢ € I'. Assim, ja que £,(X) é um espaco invariante de sequéncias, deveriamos
ter x € (y(X) C U,er le(X) = A, o que é absurdo pela escolha de z. No caso (b), ocorre
o mesmo: se tivéssemos ¥ € A = ¢y(X), entao deverfamos ter z € c¢o(X) = A, j4 que

co(X) é um espago invariante de sequéncias. Absurdo.
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Vamos tomar N = [ J7° N; como uniao infinita de subconjuntos infinitos de N dois a

dois disjuntos, com N; = {i,;; n € N e i, <i,+1}, e definamos
o0
N
Yi = Z $j€ij eX
j=1

para cada ¢ € N.

Note que para todo ¢ € N, os termos nao nulos de y; sao exatamente os termos de
= (:Ej)]?"’:l e sempre temos 2, < 4,11 para todo n € N. Logo, para todo ¢ € N,
yd = 2% £ 0 ey? € S(X). Dai, como S(X) é um espago invariante de sequéncias,
y; € S(X), para todo i € N.

Afirmacao 2. Para todo i € N, tem-se y; ¢ A.

Com efeito, no caso (a), se tivéssemos y; € A = (J,or £4(X), entao terfamos y; €
(,(X), para algum ¢ € T e, assim, ja que /,(X) é um espago invariante de sequéncias,
20 =y € Ly(X) C Uyer £o(X) = A, 0 que nao ocorre. Para o caso (b) o racioctnio é
analogo.

Definamos agora § = 1, se S(X) for um espa¢o de Banach e § = s, se S(X) for um

espago s-Banach, 0 < s < 1. Assim, dada qualquer sequéncia (a;)°, € {5 tem-se

Z HaiyiH?(X) = Z |ai|§||yi||§(x)
i=1 i=1

< KO il 1] 150

i=1

o0
= K¥[|2°l5 ) D lail® = K¥ )12 G [1(a)24 15 < oo,
i=1
onde K é a constante no item (b;) da Definigao 2.2.1. Com isso, no caso em que S(X) é
um espago de Banach, teremos 5 = 1, donde Y7, ||a;yi|[s(x) < o0, e assim, do Corolario
1.2.19, a série Y :°, a;y; converge. No caso quem que S(X) é um espago s-Banach, com
0<s<1, temosy o, HaiyiH‘g(X) < 00, donde segue que > ° | a;y; converge pelo Teorema

1.2.18. Dai, a aplicacao

T:l; — S(X), T((a;)2,) = Zaiyi

=1

estd bem definida e é linear pois, dados (a;)%2, (b;)2, € lz e A € K, tem-se

T((a:i)2y + A(:)21) = T((a; + Abi)2y)
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Il
H'Mg

2

1
= zyz+)‘zbyz
1

8

= (( i)iz1) +AT((b:)24)-

Além disso, T é injetor: dada (a;)2, € {3, temos
T((a:)2)) =0« Zaiyi = (0,0,...)

Z001 oo
<:>ZZQ$J€’J: 0,...)

i=1 j=1

& a; =0, Vi,j €N

pois, N; NN, = 0 se i # k. Como z; # 0 para todo j € N, segue que a; = 0 para todo
i €N, ou seja (a;)2, =0.
Uma vez que {; é um espago de dimensao infinita e T é injetora, segue que T'({;) e,

consequentemente, T'(¢z) sdo subespagos vetoriais de dimensao infinita do espago S(X).

Logo, se mostrarmos que 7(f;) — {0} C S(X) — A, estaremos provando que T'(f5) C
(S(X) — A) U{0} e, nesse caso, que S(X) — A é espagavel.

Considere uma sequéncia z = (z,)52, € T'(f;) — {0}. Assim, existe uma sequéncia

(a®)® | em f;, com k € N, tal que 2z = hm T(( )_ ) em S(X). Veja também, que

para todo k € N, ocorre

Ek) Z a(k)yz Z Z xje;; = i i agk)xjeij.
i=1 7j=1

i=1 j=1

Fixemos r € N tal que 2z, # 0. Como N = U]oil N, é uma uniao disjunta, existem tnicos

m, t € N tais que e,,, = ¢, e assim, para todo k € N, a r-ésima coordenada de T'((a ﬁk))l 1)

é 0 elemento a\¥'z,. Pela desigualdade |lz;]|x < [|=]/s(x) apresentada da condi¢ao (by) da
Definigao 2.2.1, vemos que convergéncia em S(X ) implica na convergéncia coordenada a

coordenada. Assim, podemos obter a r-ésima coordenada de z fazendo

= lim a(k)xt = x; lim a(k)
k—oo k—o0

e como z. # 0 e x; # 0 para todo t € N, sucede-se que

21l x
(B2

2 llx = ||z klim a®|ly = lim [aW] =
—00 k—o0

£0.
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Para j, k € N, sabemos que a mj-ésima coordenada de T'((a Ek))z 1) é aﬁ,’f)xj. Definindo

entao «,, = kh_)rglo lal®)| = ”ZTHX # 0, temos
lim [la®z;|x = lim |aP|]|z;]x = [lz;]x lim [al®] = @z x
k—o0 k—o0 k—o0

para todo 7 € N. Por outro lado, da convergéncia coordenada a coordenada, ja que aﬁn) Tj

(%)

. - o
é a m;-ésima coordenada de T'((a; ')$2,), vemos que

lim [laly ;| x = [z,
k—o0
ou seja,

[z, l|x = comllz;lx

para todo j € N. Observe que m, que depende de r, estd fixado, entao os nimeros (m;)>° 21

sao dois a dois distintos, ja que N,,, = {m; < mgy < ---}. Vejamos separadamente os casos

em (a) e (b):
(a) Sendo 2° ¢ A = (J,p £y(X), temos [|2°]|, = oo para todo ¢ € I'. Disso, se q # oo,
temos

12117 = Z zall% > Z 2m; I% = Z(amll%‘llx )* = af, Z ;1% = a7 ll2°l1§ = oo.

j=1

Se ¢ = 0o, como «,, # 0, temos

12llo0 = sup [[zullx > sup [|2m, [lx = am sup [|z;]lx = ||z’ = oo
. J .
n J J

De qualquer forma ||z]|, = oo, para todo g € ', ou seja, 2 ¢ A= U l,(X)
qel’
(b) Como 2% ¢ A = ¢y(X), entao ||z;||x 4 0 e como ([|zy,[|x)32; é uma subsequéncia de

(Iznllx)7Zy € am # 0, segue de ||z, [|x = cmll2;llx, que [|zm;|lx # 0. Assim, ||z,[x # 0
e isso implica em z ¢ A = ¢o(X).

Portanto, mostramos em ambos os casos que z € S(X) — A, donde concluimos que
T(l5) — {0} C S(X) — A, ou seja, S(X) — A é espacavel. |

Observacao 2.3.2. Um argumento que utilizamos na demonstragao acima e que usa-
remos outras vezes, é escrever N = Ny UNy; U---N,, U--- como uma uniao infinita de
subconjuntos infinitos, dois a dois disjuntos. Isso pode ser facilmente justificado.

De fato, podemos, por exemplo, construir os subconjuntos da seguinte maneira: Nj
serd formado pelo conjunto de todos os niimeros primos unido com {1}; N, sera formado

por todos os ntimeros que sao formados pelo produto de dois nimeros primos; N3 serd
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formado por todos os nimeros que sao formados pelo produto de trés nimeros primos, e
assim sucessivamente para todos os outros subconjuntos. Uma vez que existem infinitos
nameros primos, cada subconjunto construido é infinito. Por outro lado, do Teorema
Fundamental da Algebra, ja sabemos que todo ntimero natural diferente de um, pode ser
decomposto de maneira tnica como produto de ntmeros primos. Portanto, tais subcon-

juntos, tomados deste modo, serao dois a dois disjuntos.
Com o resultado visto acima, obtemos de forma direta o seguinte corolario:

Corolario 2.3.3. Seja S(K) um espaco invariante de sequéncias sobre o corpo K. Sao

verdadeiras as sentencas:
(a) Se0<p<ooel,& SK), entao S(K) — ¢, é espagdvel.
(b) Se co € S(K), entdao S(K) — ¢y € espagdvel.

No ano de 2010, Kitson e Timoney (ver [23]) apresentaram um resultado generalista
que é muito util em diversos contextos envolvendo espacabilidade em complementos de

espagos de Fréchet (em particular, de Banach), ndo necessariamente de sequéncias.

Teorema 2.3.4 (Kitson-Timoney). Sejam {Z,}nen espagos de Banach e X um espago
de Fréchet. Considere para cada n € N, operadores lineares continuos T,, : Z, — X e
o espa¢o Y = Span {UneN Tn(Zn)}, Se Y nao é fechado em X, entao o complemento
X =Y € espacdvel.

Este importante resultado determina a espacabilidade nos conjuntos

l, — U by, comp>1 e (H(X)—{,(X), comp>1.

0<g<p

Vamos ao primeiro caso. Tome uma sequéncia nao-decrescente (¢, )nen, tal que ¢, — p.

Dessa forma, da Proposicao 1.2.15 segue que {,, C £, .., £, < {, para todon € N e

U %=U%.

0<g<p neN

também

Além disso, ainda da Proposicao 1.2.15, vemos que para cada n € N o operador inclusao

in i Ly, — €, estd bem definido, ¢ linear, continuo e ocorre

U by, = U in(lg,)-

neN neN

Por outro lado, sabemos que se V' é um espaco vetorial, entao Span{V'} = V. Como
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lq, € {g,., para todo n € N sucede-se que | J, £, ¢ um espago vetorial e daf
Span { U an} = U Ly,
neN neN

Também sabemos que (e;);en € uma base de Schauder em ¢, e é também de /,, , para

todo n € N. Dessa forma,

lI-ll»

Ut =t

neN

Assim, se J,,cy lq, fosse fechado com ||- [|,, deveriamos ter

)

Uéq:UEqn:UEqn =4

0<g<p neN neN

0 que ndo pode acontecer, uma vez que £, — Uy, ly # () (ver Proposicao 1.2.16).
Portanto, como ¢, é espaco de Banach (n € N), £, é um espaco de Fréchet (p > 1), os

operadores lineares i, : {;,, — £, sao continuos, para todo n e

Span { U in(ﬁqn)} = U gy,

neN neN

nao ¢ fechado em /,, concluimos do Teorema de Kitson e Timoney que o conjunto

¢, — Span { U z’n(eqn)} -6—- U 4
neN 0<g<p
¢é espacavel.

O segundo caso é demonstrado com o mesmo raciocinio e a parte mais, digamos,
diferente é aquela em que se deve mostrar que £,(X) ndo é fechado em £;;(X): a Proposigao
1.2.34 nos diz que £,(X) nao é fechado em £/ (X) e assim, se £,(X) fosse fechado em £;;(X),
entao deveria ser fechado também em E;jj(X ), j& que ambos espagos sao completos com a

norma ||- ||, 0 que ndo pode ocorrer, como vimos.

As possibilidades de aplicacoes do Teorema 2.3.4, apesar de muitas, estao restritas
ao caso em que X é um espaco de Fréchet (espagos cuja topologia é induzida por uma
métrica completa e que sao localmente convexos). O Teorema 2.3.1 estende esse tipo de
resultado apresentado acima para o caso nao localmente convexo, isto é, o caso 0 < p < 1.

Dois resultados desse tipo sao apresentados nos corolarios abaixo.

Coroldrio 2.3.5 (do Teorema 2.3.1). Sejam X um espago de Banach de dimensao infinita

e0<p<s<oo. Os conjuntos lysy)(X) — €,(X) e ((X) — £,(X) sio espagdveis. Em
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particular, o mesmo ocorre com £;)(X) — £,(X).

Demonstragdo: Pelo que vimos na Observacao 1.2.38, temos £,(X) C L) (X) €, ja
que estamos supondo que X é um espaco de Banach de dimensao infinita, temos £,(X) #
Cinsip) (X)) (Proposicao 1.2.39). Usando novamente o fato de X possuir dimensao infinita,
do que vimos na Observagao 1.3.4 (operador identidade nao ser absolutamente p-somante),
temos £,(X) # £;(X). Dessa forma, como os conjuntos £, (X) —£,(X) € £y (s (X) — £,(X)
a0 nao vazios e sendo ly,(s)(X) e £, (X) espacos invariantes de sequéncias, do Teorema
2.3.1 segue o resultado. Em particular, sendo £;;(X) C £;)(X) e £;(X) — £,(X) espacavel,

concluimos que £(X) — £,(X) também serd espacdvel. [ |

Coroldrio 2.3.6 (do Teorema 2.3.1). Para todo p > 0 e todo espago de Banach X, o
congunto £,(X) — U (,(X) € espagavel.

0<g<p
Demonstragdo: Como ja visto na Observacao 1.2.17, o conjunto £,(X) — Uy <, £4(X)
é nao vazio. Assim, sendo (,(X) um espaco invariante sequéncias, do Teorema 2.3.1

conclui-se o resultado. [ ]

O Teorema 2.3.1 pode ser aplicado em varios exemplos, dada a quantidade de espacos
invariantes que ja fomos apresentados. Para sermos econémicos, vejamos apenas mais um

exemplo de aplicagao do resultado.

Exemplo 2.3.7. Dado X um espaco de Banach, o conjunto K;}“id(X) —0,(X), com 1 <
p < 00, é espacavel. De fato, f;md (X) é um espago invariante de sequéncias e além disso
temos £,(E) C (3"(E) em geral. Dessa forma, sendo o conjunto £34(X) — £,(X) nao

vazio, concluimos que ele é espacavel.

Até o momento, estivemos provando espacabilidade para complementos de subespacos
vetoriais envolvendo espacos de sequéncias. Porém, reescrevendo partes da demonstracao
do Teorema 2.3.1, podemos encontrar espagabilidade em complementos de conjuntos que

nao sao necessariamente subespacos vetoriais.

Proposicao 2.3.8. Sejam S(X) um espago invariante de sequéncias sobre um espago de

Banach X e A um subconjunto qualquer de S(X) tal que
(i) Sendo x € S(X), entio x € A se, e somente se, 2° € A;

(i) Sex = ()32, € A ey = (y;)%2, € S(X) € tal que (||y;]|);2, € um muiltiplo de uma

subsequéncia de (||z;|)32,, entao y € A;
(iii) Eziste uma sequéncia v € S(X) — A tal que 2° # 0.
Entao S(X) — A € espagavel.
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Demonstracao: Inicialmente, considere z € S(X) — A tal que 2° # 0, cuja existéncia
¢ garantida pelo item (iii). Veja que 2° € S(X) — A pois, como = ¢ A, temos também
2% ¢ A, pelo item (i). Por outro lado, como x pertence a S(X), que por sua vez é um
espaco invariante de sequéncias, entdo temos obrigatoriamente 2° € S(X). Escrevamos
20 = ()32, e vamos exprimir o conjunto dos niimeros naturais N = (J;2; N; como sendo
a uniao infinita de subconjuntos infinitos e disjuntos dois a dois. Para cada 7 € N, vamos

considerar N; = {i; < iy < ---} e definir
oo
N
Yi = ijeij e X
j=1

A partir de agora, repetindo os mesmos argumentos da demonstragao do Teorema 2.3.1

sao obtidos os seguintes fatos:
e Para todo i € N, temos ¢? = 2° € S(X) — A. Assim, como S(X) é um espago
invariante de sequéncia e da condigao (i), segue que y; € S(X)— A, para todo i € N;

e Definindo § como no Teorema 2.3.1, o operador 7" : ¢z — S(X), dado por T'((a;)$2,) =

oo
g a;y; estd bem definido, é linear e injetivo;
i=1

e T'(¢5) é um subespago vetorial de dimensao infinita do espago S(X).

e Dado z = (z,)02, € T(¢;) — {0}, existe um r € N para o qual a coordenada
z, € diferente de zero e assim, como N = U]oil N, é uma uniao disjunta, existem
Unicos m, t € N tais que e,, = e,. Dai, sendo este m associado ao conjunto
N,, = {m1 < may < ---}, com os mesmos argumentos da demonstra¢ao do Teorema
2.3.1, obtemos uma subsequéncia (zn,);2; de z e garantimos a existéncia de uma

sequéncia de termos «;,, # 0 de tal modo que

1 .

— [[2m, lx = [lz;llx, VjeN.

A

Com todos estes fatos vistos acima, resta provar que temos z € S(X) — A.

Da expressdo acima, (||7;]/x)32; é um miiltiplo de uma subsequéncia de (||2,[/x)n;-

Agora veja que a contrapositiva do item (ii) é a seguinte sentenga:

(ii) (Contrapositiva) Se y = (y;)2; ¢ A e ([|ly;]])52, ¢ um miltiplo de uma subsequéncia
de ([lz;][)72,, entdo & = (z;)72, & A ouy = (y;)72, & 5(X).

Uma vez que 2° ¢ A, aplicando essa contrapositiva com z = z e y = 2°

z ¢ A. [ |

, segue que
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2.4 Lineabilidade num conjunto de operadores que

atingem norma

Nesta secao, veremos a definicao de operadores que atingem norma em determinado
ponto e em seguida, utilizando técnicas e resultados da se¢ao anterior, apresentaremos um
estudo de lineabilidade relacionado a conjuntos desses tipos de operadores. O resultado

que serd apresentado generaliza um outro de D. Pellegrino e E. Teixeira, em [31].

Definigao 2.4.1. Sejam X e Y espagos de Banach e zy € Sy, isto é, ||zg]|x = 1. Dizemos
que um operador linear e continuo u : X — Y atinge norma em xy se ||u(zg)|ly = ||ul|. O
conjunto formado por todos os operadores lineares e continuos de X em Y que atingem

norma em z, é denotado por NA™(X;Y).

Exemplo 2.4.2. Um exemplo simples de operador que atinge norma: seja X um espaco
de Banach e o operador inclusao i : £,(X) — ¢o(X), o qual ja vimos ser linear, continuo e
tal que ||i]| = 1 (Proposicao 1.2.20). Assim, se considerarmos = € S, entao (z,0,0,...) €
B, x) €

1i((,0,0,.. )lloo = I(,0,0,.. oo = llzllx =1 = [l

Portanto, o operador identidade i : £,(X) — ¢o(X) atinge norma em (z,0,0,...).

Em 2009, Pellegrino e Teixeira provaram em [31] que se Y contém um cépia isométrica
de ¢, para algum 1 < p < oo, entao o conjunto N A™(X;Y) é Ry-linedvel. O resultado
que apresentaremos ird melhorar o que foi obtido em [31], provando que na realidade,

NA™(X;Y) é c-linedvel. Para isto, precisaremos primeiro apresentar o seguinte lema.

Lema 2.4.3. Se X ¢é um espago de Banach e o € Sx, entao NA™(X;(,) # 0, com
1<p<oo.

Demonstracao: Como xg # 0, do Teorema de Hahn-Banach, na forma do Corolario
1.1.21, existe um funcional linear ¢ € X’ tal que ||¢|| = 1 = ||zo|| = |¢(zo)|. Assim,
defina o operador u : X — /¢, por u(z) = (¢(x),0,0,...), que claramente estd bem

definido e é linear, e temos

[u(zo)llp = I (o)l = lloll = sup o ()]

= sup |[(p(x),0,0,...)|,

Jall <1
= sup [[u(z)[, = [Jull,
Jall<1

donde u € NA™(X;(,). [ |
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Proposicao 2.4.4. Sejam X e Y espagos de Banach tais que Y possui uma copia

isométrica de {,, para algum 1 < p < oo, e xy € Sx. Entao, NA™(X;Y) € c-linedvel.

Demonstragcao: Uma vez que Y possui uma cépia isométrica de ¢, para algum 1 <
p < 00, serd suficiente mostrar o caso em que Y = £,. Assim, como na demonstragao
do Teorema 2.3.1, vamos escrever N = [ J;2 | Ay como uma unido infinita de subconjuntos

infinitos, disjuntos dois a dois, com
Ap={d" <d <---}
para cada k € N. Além disso, vamos definir
by ={(z))2 €4y 25 =0, se j ¢ A}

para todo k € N. Agora, considere um operador u € N A™(X;/,), com sua existéncia
assegurada pelo lema anterior, e para cada k € N tome u;, : X — ¢ dado por (uk(gn))a;c =
(u(x)); e (u(x)); = 0, se i & Ay, isto é, a al-ésima coordenada de u(x) é igual a j-ésima
coordenada de u(x), para todo j € N, e todas as outras coordenadas sao iguais a zero.
Além disso, considere para todo k € N os operadores vy, : X — ¢, dados por vi, = iy o uy,
onde i : (% — £, é inclusdo candnica. Disso, segue que ||ux(z)||, = [[u(z)],, para todo

k € Netodo xz € X, pois

3 =

[ur (), = (Zl(uk(ﬂi))nl”) - (Z \(uk(fc))ag\p>

- (Zl(um»aflp) - (Zuu(x»zwp)p = u@Il,

Além disso, também temos

[or(2)llp = [lik(un(@))|lp = [lue()llp
para todo k € N e para todo = € N e, dessa forma,
[ox(@o)llp = llur(zo)llp = llulzo)llp = llull = [lurll = [lvgl

para todo k € N isto é, v, atinge norma em xy para todo k € N. Por outro lado, considere
x € X — {0} tal que v;(z) # 0, para algum ¢ € N. Logo, existe algum indice n € N tal
que

(vi())n # 0O
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2. Lineabilidade e espacabilidade sobre espacos invariantes de sequéncias

o que significa que n € A;. Assim , como os conjuntos sao todos disjuntos dois a dois,
temos n ¢ A;, para todo j # i. Dessa forma, (v;(z)), = 0 para todo j # i e isto significa
que se a n-ésima coordenada de algum v;(z) é diferente de zero, as n-ésimas coordenadas
de todos os outros operadores aplicados a este ponto x serao iguais a zero, para qualquer
i € N. Logo, o conjunto {vy, vg, ...} é formado por operadores linearmente independentes.

Considere o operador T : {1 — L(X,/,) dado por T((ar)321) = D pey akVk, que estd
bem definido j& que,

Iaklllvkll

Z |arvrll =

|ak[[ox (o)l

M]3 uMg

o~
I

1
e

= [[u(zo)llp Y lax| < oo.
k=1
Pela prépria definigao 7" é linear e, como {vy, va, ...} é L.I., segue que T também é injetivo.
Dado (ay)?2, € (i, chamemos v = Y 7 a,v € como » o avi(z) é uma sequéncia,

continuaremos usando a notagao (Y-, ayvk ()); para indicar o seu j-ésimo termo. Dal,

0o p oo oo P
[v]|” = sup Zakvk(l“) = sup Z Zakvk(x)
r€Bx =1 r€BXx =1 —1 )
p J
0o 0o p 0o 0o
= sup [ 1> (au ] < sup ZZMW(@)AP]
r€Bx | =1 k=1 TE€BX | jo1 k=1

z€Bx

o
= > ol el
k=1

— <|ak|p§j |<vk<x>>j|”)] S [\aw sup (Z |<vk<x>>j|p)]

onde em (%) estamos utilizando o fato que sup(f+g¢g) < sup(f)+sup(g) e em () estamos
utilizando o mesmo argumento que serviu para provarmos que {vy, vs,...} é L.L.: se a j-
ésima coordenada de vg(z) é nao nula, entao todas as outras j-ésimas coordenadas dos

outros operadores em x serao iguais a zero e assim, para todo k£ € N, tem-se

0o P

g ak'Uk

k=1

= [0+ (apn(o)y + 0+

=0+ -+ |(akvk($))j|p +0+---= Z |(akvk(x>> b
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Uma vez que v atinge norma em xy para cada k € N, retomando a conta anterior,

temos

00
E AUk 1’0

k=1

oo oo oo
lol” < kav’ |ok(@o) I = ZZ arvr(wo)) =
oo oo
= <Z akvk(ﬂfo))
j=1 j

k=1

p p

= [lv(zo)ll3

p

o0
E ARV 170
k=1

e segue que ||v|| < ||v(zo)||,- A desigualdade contraria segue imediatamente da continui-

dade de v e por x( ser unitdrio e assim ||v|| = ||v(xo)],, ou seja, v atinge norma em .
Portanto, T'(¢;) C NA*(X;Y), donde segue o resultado, uma vez que dim(¢;) =ce T é
injetivo. |
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Capitulo 3

Obtendo espacos de Banach sobre

certos espacos de sequéncias

Iremos apresentar as definicoes das classes das funcoes nao-contrativas e fortemente
nao-contrativas e com estas se obtem resultados mais gerais de espacabilidade sobre
espacos de sequéncias, onde permaneceremos fazendo uso dos espacos invariantes de
sequéncias.

Na ultima secao, exploraremos alguns espacos de sequéncias com um olhar voltado a
espacabilidade maximal e encerraremos com uma aplicacao aos espacos de sequéncia de
Nakano.

Temos como referéncia base para o capitulo o artigo [15], de 2015.

3.1 Funcoes nao-contrativas e fortemente

nao-contrativas

Nesta secao, veremos a definicao e alguns exemplos relacionados as fung¢oes nao-
contrativas e fortemente nao-contrativos, algumas das ferramentas fundamentais para

o desenvolvimento de restante do texto.

Definicao 3.1.1. Sejam Y e X espagos de Banach, S(X) um espaco invariante de
sequéncias sobre X, I' C (0,00] e f : X — Y uma fun¢do. Definimos os seguintes

conjuntos:

e C(S(X),f,T) = {(ﬂfj)?‘il € 5(X): (f(x))2 ¢ U%(Y)};

qel’

o CU(S(X), f,T) = {(fﬂj)?‘il € 5(X): (f(z))i2 ¢ UEZ”(Y)};

qel’
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3. Obtendo espagos de Banach sobre certos espacos de sequéncias

o C(S(X), [,0) ={(z;)52, € S(X) = (f())721 & oY)}

Pode-se notar que ao considerarmos X = Y e f como sendo a funcao identidade em
X, estaremos retornando ao caso do Teorema 2.3.1 apresentado no capitulo anterior, pois,

neste caso,

C(S(X),idx.T) = S(X) = [ J 6(X) e C(S(X),idx,0) = S(X) — co(X).

qel’
Apresentaremos agora os objetos de interesse para os resultados do capitulo.

Definicao 3.1.2. Seja f : X — Y uma funcao entre os espacos normados X e Y. Dizemos

que f é

(a) Nao-contrativa se f(0) = 0 e, para todo escalar « # 0, existe uma constante K («) > 0

tal que
If(az)lly = K(a)||f(z)]ly (3.1)
para todo x € X.
(b) Fortemente ndo-contrativa se f(0) = 0 e, para todo escalar o # 0, existe uma
constante K (a) > 0 tal que
|o(f(ax))| = K(a)|p(f(2))] (3-2)

para todo x € X e todo ¢ € Y.

Aqui vemos um fato curioso: geralmente quando estudamos objetos que de algum
modo envolvem em sua lei de formacao funcionais lineares continuos, utiliza-se o pré-fixo
“fracamente”, como por exemplo o espaco das sequéncias fracamente p-soméaveis. Ao
contrério disso, o item (b) da defini¢ao anterior apresenta a palavra “fortemente” e isso se
deve ao fato de que toda funcao que é fortemente nao-contrativa é também nao-contrativa.
De fato, se f : X — Y é fortemente nao-contrativa, dado qualquer z € X, se f(z) =0
entao a desigualdade em (3.1) é satisfeita. Vamos supor entao que f(z) # 0. Para todo

a # 0, temos
lo(f(ax))] = K(a)|p(f(x))]

e assim devemos ter f(ax) # 0 pois do contrario terfamos ¢(f(x)) = 0, para todo ¢ € Y7,

o que implicaria f(z) = 0 e seria uma contradi¢ao! Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe
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3. Obtendo espagos de Banach sobre certos espacos de sequéncias

¢ € By tal que |¢o(f(z))] = || f(z)|ly e novamente pelo Teorema de Hahn-Banach segue
que, para todo a # 0,

[f(ex)[ly = sup{le(f(ax))] - ¢ € Byr}

> @(f ()]
> K(a)|p(f(azx))l
= K(@)[[f()]ly-

Como z é qualquer, concluimos que f é nao-contrativa.

Com respeito a Definigao 3.1.2, apenas para que fique registrado: uma funcao que nao

¢ nao-contrativa nao necessariamente € contrativa. Vejamos um exemplo disso:

Exemplo 3.1.3. A funcao f: R — R dada por

f(a:):{ 0, sexz € Q;

72, ser ¢ Q.

nao é ndo-contrativa. De fato, supondo o contrario, tome z = v/2 e @ = /2. Logo, existe

uma constante K (v/2) > 0 tal que
[f(V2v2)| > K(V2)- f(V2)

e daf, como f(v/2v2) = f(2) = 0e f(v/2) = 2, devemos ter 0 > 2K (v/2) > 0, o que é um
absurdo.
Por outro lado, lembremos que uma funcao g : X — Y é uma contracao se existe uma

constante 0 < ¢ < 1 tal que
d(g(x),9(y)) < c-d(z,y)

para quaisquer x, y € X. A funcao f nao é uma contragao ja que para qualquer constante

0 <ec<1, tem-se

V2 <2=f(V2).
Vejamos alguns exemplos de fungoes contempladas pela Definicao 3.1.2.

Exemplo 3.1.4. a) As fungoes subhomogéneas, pela prépria defini¢ao, sdo nao-contrativas:
uma fungao f : X — Y é dita subhomogénea se f(0) = 0 e, para todo escalar o # 0,

existe uma constante A\, > 0 tal que

|f ()]l > o ]| /()] para todo z € X.
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b) Uma fungao f : X — Y tal que f(0) = 0 e, para todo escalar o # 0, existe uma

constante A, > 0 tal que
lo(f(ax))] > Ja* [o(f(2))], para todos z € X e p €Y

¢é fortemente nao-contrativa.
¢) Qualquer operador linear, f : X — Y entre espagos de Banach, continuo ou nao, é

fortemente nao-contrativo, pois dado « # 0, temos

lo(f(ax))| = lallp(f(z))], para todos z € X e p €Y.

d) Dado n € N, qualquer polinomio n-homogéneo P : X — Y entre espagos de Banach,

continuo ou nao, é fortemente nao-contrativo, pois dado o # 0, da Observacao 1.4.6 temos

|p(P(ax))| = |a|"|¢(P(x))|, para todos z € X e p € Y.

3.2 Espacabilidade em espacos invariantes

envolvendo funcgoes nao-contrativas

Com todas as defini¢oes e exemplos vistos, temos ferramentas suficientes para apre-
sentar agora um resultado mais geral em relacao ao Teorema 2.3.1 e que nos possibilita

um numero maior de aplicagoes.

Teorema 3.2.1. Sejam X e Y espagos de Banach, S(X) um espago invariante de
sequéncias sobre X, f: X —Y uma funcao, e I' C (0, c0].

(a) Se f € nao-contrativa, entao C(S(X), f,T') e C(S(X), f,0) sao vazios ou espagdaveis.
(b) Se f € fortemente ndo-contrativa, entao C(S(X), f,I') € vazio ou espagdvel.

Demonstracao: Antes de iniciarmos a demonstracao, fixemos uma notacao que também
sera utilizada em outra ocasido na préxima segao. Para a = (a;)2, € KN e w € X, vamos
denotar

WRa=aQw:= (ajw)?‘;leXN.

Como veremos, muitas das etapas e argumentos que serao utilizados aqui serao os
mesmos que utilizamos na demonstracao do Teorema 2.3.1 e assim omitiremos alguns
deles.

(a) Primeiramente, suponha que C(S(X), f,I') é nao-vazio e considere = = (z],)22, €

C(S(X), f.I).
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Afirmagao 1. Temos 2° = (z;)32, € C(S(X), f,T).
De fato, sendo S(X) um espago invariante de sequéncias, temos 2 € S(X). Por outro

lado, ja que f(0) = 0, a versao zero-livre de (f(x},))p2, ¢é igual a (f(z;))52, e assim, se

n=1
tivéssemos (f(7))%2; € Uyer lo(Y), existiria 7 € T tal que (f(z;))52; € £,(Y). Con-
tudo, ja que £,(Y) é um espago invariante de sequéncias, temos (f(x]))>, € £,.(Y) C

Uger €4(Y), 0 que é uma contradicao, pois x € C(S(X), f,I'). A afirmacio esta demons-

trada.

0 = (0 nao pode ocorrer, pois caso

A afirmacao acima também nos diz que o caso x
contrario, como f(0) = 0, terfamos (f(z;))52; € U,ep £4(Y), 0 que jd provamos nao acon-
tecer. Vamos agora exprimir N = [J7°, N; como unido infinita de subconjuntos infinitos
de N dois a dois disjuntos. Para cada i € N, vamos considerar N; = {i; < iy < ---} e
definir

oo
N
yi:ij@)eij e X
j=1
Note que para todo i € N, os termos nao nulos de ; sao exatamente os de 2°. Dai, segue

que yY = 2° € S(X) para todo i € N.

Afirmacao 2. Para todo i € N, tem-se y; € C(S(X), f,T).
Com efeito, sendo S(X) um espaco invariante de sequéncias, temos y; € S(X) para
todo ¢ € N. Lembre que f(0) = 0 e que, para todo i € N, os termos nao nulos de y; sao

exatamente os de 2°. Como 2° € C(S(X), f,T'), para q € T, com ¢ < oo, temos

S IR = DN f )] = oo, VieN

j=1
e se ¢ = 00, temos
sup [|f((gi)e)ll = sup [ f(z;)]| = o0, Vi €N,
J
donde segue a afirmacao.

Seja K a constante no item (b;) da Definigao 2.2.1, e defina § = 1 se S(X) é um espago
de Banach e § = s se S(X) é um espago s-Banach, 0 < s < 1. Assim, dada qualquer
sequéncia (a;)2, € 5 tem-se

D llaswillsee < K5 all3e0 (@) 15 < oo
i=1
e em ambos os casos Y-, a;y; ¢ convergente e a aplicagao
T:ls— S(X), T((a:)2,) = aiy;
i=1
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estd bem definida. Da mesma forma que vimos no Teorema 2.3.1, resta provar que se

2= (2n)521 € T(ls) — {0}, entao (f(2n))521 & Uger £a(Y)-

Sabemos que existem sequéncias (a (k ))z L €45, k€N, tais que z = hm T((a (k))l 1)

Z ’L

em S(X) e também que, para todo k € N,

oo oo
T(( Ek) Z Z agk)xjeij.
i=1 j=1
Fixemos r € N tal que 2z, # 0. Como N = U]oil N, é uma uniao disjunta, existem tnicos
m, t € N tais que e,,, = e, e, assim, para todo k € N, a r-ésima coordenada de T'((a ﬁk))l 1)
é 0 elemento a\¥'z,. Pela desigualdade |lz;]|x < ||z[|scx) apresentada da condicao (b,) da

Definigao 2.2.1, vemos que convergéncia em S(X ) implica na convergéncia coordenada a

coordenada e assim podemos obter a r-ésima coordenada de z fazendo

= lim a'* )xt = a2 hm a(k)
k—oo

Uma vez que z. # 0 e x; # 0 para todo t € N, é claro que
Q= lim a(k) # 0.

Por outro lado,

QT = kh_)rglo agf)xj, VjeN

e, além disso, para j,k € N, a m;-ésima coordenada de T((agk))fil) é aﬁ,’f)xj. Assim da

convergeéncia coordenada a coordenada e da unicidade do limite temos limy_, o, aﬁ,’f) Tj= Zm;
e entao
Zm; = Ty, V] € N.
Observe que m, que depende de 7, esta fixado e entao os nimeros (m;)%2,; sao dois a dois
distintos, pois N,,, = {m; <mg < ---}.
J& que Z;ozl |z;||? = oo para todo ¢ € T', com ¢ < oo, da definigdo de funcao
fortemente nao-contrativa, temos

o0

DI =D 1 )l = lef am;) [y
n=1

3 ) =
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Se oo € T, entao temos (f(x;))52; ¢ lso(Y), pois 2% € C(S(X), f,T') e assim

sup [|f(zn)lly 2 sup [[f (zm, ) [y = sup [[f(am;)lly

> K(am)-sup || f(z;)[ly = oo.

Em ambos os casos mostramos que (f(z,))52; € Uyer £4(Y) o que garante que 2 €
C(S(X)7 f7 F)v ou Seja T(€§) C C(S(X)J f7 F) U {0}
Suponha agora que C'(S(X), f,0) é nao-vazio e considere x = ()2, € C'(S(X), f,0)

e, sendo S(X) um espaco invariante de sequéncias, temos z° = (x;);2, € S(X). Usando

0 mesmo argumento do caso anterior, temos z° = (x;)52, € C(S(X), f,0), onde z; # 0
para todo 7 € N.

Ainda seguindo os mesmos passos do caso anterior, defina da mesma forma os vetores
y; € S(X) e temos y! = 2° para todo i € N. Sabemos que || f(z;)|y % 0, j& que
20 € C(S(X), f,0), e dai, como os termos niao nulos de y; sio exatamente os de z° e
f£(0) =0, temos y; € C(S(X), f,0) para todo i € N. Defina o mesmo operador (que serd

bem definido, linear e injetivo)

o0

T:ls— S(X), T((a)2) = > aws

=1

e resta provar que se z = (2,)02, € T(l5) — {0}, entao (f(2,))5, ¢ co(Y). Da mesma
maneira que no caso anterior, construimos uma subsequéncia (zm]. )]‘?‘;1, onde 2, = QT

para todo j € N e o, # 0. Como || f(z;)|ly # 0 e f é ndo-contrativa, temos

limsup |[f (zn)[ly = limsup || f(zm,)[ly = limsup || f (om;) ||y
n J J

> K () limsup || f(z;)[ly >0,
J

o que prova que || f(z,)|ly 7 0, ouseja, (f(2,))22, & co(Y) e segue o resultado.

(b) Inicialmente, lembremos que £,(Y) C ((Y), (7(Y) C L (Y) = ((Y), para todo

0 < p < oo. Assim, se co € I', temos

() =te(v) =t2(v) =)
qel’ qer
e dai C(S(X), f,I') = C(S(X), f,I'), caso que ja foi provado em (a) com uma hipétese
mais fraca sobre f. Logo, vamos considerar, sem perda de generalidade, que oo ¢ I'.
Suponha que C*(S(X), f,T') é nao-vazio e tome x = ()22, € C*(S(X), f,T). Temos

20 = (z;)52, € S(X), pois S(X) é espaco invariante de sequéncias, e usando as hipdteses
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e os mesmos argumentos usados em (a), segue que z° € C*(S(X), f,T'), com z; # 0 para
todo j € N.

Ainda do mesmo modo que em (a), defina os vetores y; € S(X) e temos ¢y = 29,
para todo i € N. Para ¢ € I', existe ¢, € Y’ tal que Z?‘;l\goq(f(xj))|q = 00, pois
2% € C¥(S(X), f,T). Logo, como ¢,(f(0)) = 0 e y? = 2° para todo i € N, segue que
y; € C*(S(X), f,I') para todo i € N.

Novamente prosseguindo como no item anterior, definamos o operador linear injetivo

o0

T:l; — S(X), T((a;)2,) = Zaiyi

=1

e novamente devemos provar que se z = (2,)°%, € T({5) — {0}, entdo (f(z,))>2, ¢ (YY)
para todo ¢ € I'. Da mesma maneira que no caso anterior, construimos uma subsequéncia
(2m;)321, onde z,,; = a,z; para todo j € N e a,,, # 0. Logo, dado qualquer ¢ € T', como

f é fortemente nao-contrativa, temos

Z ll0q(f (2n Z g (f (zm )Y = Z g (f (tm;))]|%
]q_z g (f(2)))]]§ = o0

Cv(S(X), f,I)u{o}. |

provando que (f(z,))p2, ¢ (/(Y). Portanto, z € C*(S(X), f,I), ou seja, T'(¢5) C

O Teorema 3.2.1 generaliza o Teorema 2.3.1, isto é, este é obtido daquele tomando-se
f como sendo a identidade Idy : X — X. Assim, todas as consequéncias do primeiro
teorema, sao também do segundo. Vejamos agora algumas consequéncias do Teorema
3.2.1 que nao decorrem do primeiro.

Antes, vejamos a seguinte defini¢ao envolvendo os polinomios n-homogéneos:

Definicao 3.2.2. Dizemos que um polinomio n-homogéneo P : X — Y é p-dominado se
(P(75))52) € £p/n(Y) para cada (z;)2, € £)(X).

O espaco formado por todos os polindomios n-homogéneos de X em Y que sao continuos
e p-dominados sera denotado por Py, ("X:;Y)(caso Y = K, escrevemos apenas P, ("X)).

Com esta definicao, vejamos uma primeira aplicacao para o Teorema anterior.
Corolario 3.2.3. Sejam X e Y espacos de Banach.

(a) Sel <p<g<ooeu:X —Y éun operador linear que nao é absolutamente
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:p)-somante, entao o conjunto
q,p s ]

{(2;)521 € G (X); (ul@)))52, & 6(Y)} (3-3)

€ espacavel.

(b) Se0<p<ooeP:X =Y éunm polinomio n-homogéneo que nao é p-dominado,

entao o conjunto

{(2)521 € 6 (X); (P(27))721 ¢ by/n(Y)} (3-4)

€ espacavel.

Demonstracao: Pelo que ja vimos, operadores lineares e polindmios homogéneos sao
fungdes fortemente nao-contrativos. Além disso, ja sabemos que £’(X) é um espaco

invariante de sequéncias. Assim, basta aplicar o Teorema 3.2.1 nos conjuntos

C(6y (X),uA{q}) e C (6(X), P {p/n})
que representam os conjuntos em (3.3) e (3.4), respectivamente. Ambos sdo nao-vazios,
pois u nao é absolutamente (¢; p)-somante e P nao é p-dominado. |

Em seu trabalho [12] de 2010, Botelho, Pellegrino e P. Rueda, apresentaram diversos
resultados envolvendo existéncia de polinomios homogéneos p-dominados. Um deles, que

nos sera util, é o seguinte:

Teorema 3.2.4 (Botelho-Pellegrino-Rueda). Sejam n > 3, p > 1 ¢ X um espago de

Banach de dimensao infinita. Entao
Pap("X) # P("X.)

Disso, temos o corolario a seguir.

Coroldrio 3.2.5 (do Teorema 3.2.1). Sejam X um espa¢o de Banach de dimensao infi-

nita, n >3 ep > 1. O conjunto

{(2)521 € G(X); (P(7))721 & by}

€ espacdvel para algum polinémio n-homogéneo continuo com valores escalares em X.

Demonstracao: Do Teorema 3.2.4 vemos que existe algum polindmio n-homogéneo
continuo P, com valores escalares em X, que nao é p-dominado. Logo, o resultado segue

imediatamente do item (b) do Coroldrio 3.2.3. [ |
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Vejamos a proxima definicao, que nos levard a mais aplicagoes do Teorema 3.2.1.
Definicao 3.2.6. Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que

(a) Um operador linear v : X — Y é completamente continuo se u(x;) — u(z) em Y

w
sempre que x; — x em X.

(b) Um polinémio n-homogéneo P : X — Y é fracamente sequencialmente continuo na

origem se P(x;) — 0 em Y sempre que z; —3 0 em X.

Vamos denotar por ¢ (X) o espago formado por todas as sequéncias fracamente nulas,
isto é,
o (X) = {(z;)521 € X" p(a;) =0, Vo € X'}
= {(.1']);).;1 < XN/ 117]‘ i) O}

Em [29, Proposicao 2.8.2] é mostrado que o espago ¢ (X) é fechado em /o (X) e assim é
um espago de Banach, com a norma || - ||, sempre que X é um espago de Banach. Além
disso, com os mesmos procedimentos ja utilizados no Capitulo 1, nao é dificil provar que
cy(X) é um espago invariante de sequéncias.

Segue entao, da definicao acima, que u é completamente continuo se, e somente se,
tivermos (u(z;))32; € co(Y) sempre que (z;)52, € ¢g(X). De fato, se u é completamente

o

continuo e ()22, € ¢’ (X), segue que

u(z;) = u(0) = u(z; —0)=u(r;) =0 = (u(z;))52, € co(Y).

Reciprocamente, se tomarmos ()32, € XN tal que 7; — z, entdo (z; — ) — 0, isto
é, (z; — 2)2, € cf(X). Dal temos (u(x; — 7)), € co(Y) e assim (u(r;) — u(zr)) =
u(z; —x) = 0, ou seja, u(x;) = u(z) e portanto u é completamente continuo.

Também da definicdo acima, mas neste caso de forma imediata, se P é fracamente
sequencialmente continuo na origem, entao (P(x;))%2; € co(Y) sempre que (7;)52, €
e (X).

Vamos entao a mais uma aplicagao.
Corolario 3.2.7. Sejam X e Y espacos de Banach.

(a) Seja u: X — Y um operador linear que ndo é completamente continuo na origem.

Entao, o conjunto

{(2)521 € &6/ (X); (u(@)52s € co(Y)} (3-5)
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s , . ~ . . w

€ espagdvel. Em particular, se X nao possui a propriedade de Schur (v; — v =
x; — x), entdo existe um espago de Banach de dimensdo infinita formado, a menos
da origem, por sequéncias em X que sao fracamente nulas, mas que nao sao nulas

em norma.

(b) Seja P : X —'Y um polinomio n-homogéneo que falha em ser fracamente sequenci-

almente continuo na origem. Entao o conjunto

{(2;)2) € §(X); (P(x))2, € o(Y)} (3.6)

€ espacavel.

Demonstragao: (a) Como o operador u nao é completamente continuo, o conjunto
C(cy(X),u,0) (representado em (3.5)) é nao-vazio e, como ¢fj(X) é um espago invari-
ante de sequéncias e u é nao-contrativo, concluimos que C(cf(X),u,0) é espagavel pelo
Teorema 3.2.1.

Em particular, se X nao possui a propriedade de Schur, neste espago a convergéncia
fraca nao implica na convergéncia em norma e, dessa forma, o operador identidade Idy :

X — X falha em ser completamente continuo. Assim, o conjunto
Cleg(X),u,0) = {(25)2 € g/ (X); (27)321 & co(X) } = i’ (X) — co(X)

é espagavel. Dessa forma, (cf(X) —co(X)) U {0} contém um subespago vetorial A(X)
fechado. Como ¢f(X) é um espaco de Banach, entdao A(X) serd um espago de Banach

com a norma induzida || - ||, formado por sequéncias dessa natureza, a menos da origem.
(b) Sabendo que P falha em ser fracamente sequencialmente continuo na origem, existe

uma sequéncia (z;)52, € XN tal que x; — 0, mas P(z;) 4 0. Assim, o conjunto

C(cy(X), P,0) (representado em (3.6)) é nao-vazio. Como ¢ (X) é um espaco invari-
ante de sequéncias e P é nao-contrativo, concluimos que C(cf(X), P,0) é espagavel pelo

Teorema 3.2.1. |
O Teorema 3.2.1 pode ser usado até em contextos nao lineares, como veremos a seguir.

Definicao 3.2.8. Uma funcao f : X — Y entre espagos de Banach é dita:

(a) limitada se f leva subconjuntos limitados de X em subconjuntos limitados de Y.

(b) linearmente fortemente nao-contrativa proximo a origem se é fortemente nao-contrativa
e se existem 0 < e < 1 et > 0 tais que no item (b) da Definicao 3.1.2 podemos

escolher K (a) = t|a|, sempre que 0 < || < €.

Proposicao 3.2.9. Sejam X e Y espacos de Banach e f : X — Y uma funcao.
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(a) Se f ¢ descontinua na origem e nao-contrativa, entao o conjunto

{(25)721 € co(X); (f(;))721 € co(Y)} (3.7)
€ espacavel.

(b) Se f éilimitada e fortemente nao-contrativa préximo a origem, entio o conjunto

{(2;)521 € G(X); (f()))521 € 65(Y)} (3.8)
€ espacdvel para cada p > 0.

Demonstragdo: (a) Se (7;)32, € co(X), para todo 0 > 0 existe jo € N tal que j > jo =
lzj||x < 0. Por outro lado, como f é descontinua na origem, para todo ¢ > 0, existe

0 > 0 de tal modo que, para x € X,

lzllx <0 =[lf(z) = FO)lly = [f(2)lly = e

Dai, segue que

J=Jo= llasllx <= |[f(zj)lly > ¢,

ou seja (f(z;))32; ¢ co(Y). Mostramos assim, que C(co(X), f,0), que (representado em
(3.7)), é ndo-vazio e como f é nao-contrativo e ¢o(X) é um espaco invariante de sequéncias

sobre X, podemos utilizar o Teorema 3.2.1 para concluir o resultado.

(b) Como £,(X), com p > 0, é um espaco invariante de sequéncias sobre X, devemos
mostrar que C"((,(X), f.{p}) (representado em (3.8)), é ndo-vazio e assim, podemos
concluir a espacgabilidade desejada através do Teorema 3.2.1.

Sabendo que f é ilimitada, existe uma sequéncia limitada (%‘)}'L em X tal que
(f(zj))32) & €eo(Y). Vimos no Lema 1.2.27 que subconjuntos fracamente limitados em
espagos de Banach sao limitados em norma. Dai, o conjunto {f(z;); j € N} nao é fraca-
mente limitado em Y e existe um funcional ¢ € Y tal que (|¢(f(2;))[P);Z; ¢ loo. Disso,

como o dual do espaco f1 é (., existe uma sequéncia (Ozj)?‘;l € (, tal que

> agle(f )

=1

:OO7

(eI, (a))| =

isto é, a série Y 22| a;|p(f(z;))[P diverge. Em particular,
oo

> laglle(f ()P = oo,

Jj=1
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Sejam 0 < ¢ < 1 et > 0 assim como na Definicio 3.2.8 e j, € N tal que |a;|"? < ¢,
sempre que j > jo. Tomando K (|a;|'/?) = t|a;|*/P, para j > j, temos

ZI@ Flag|" 7)) |”>Z ()] 1o (f () P

Jj=Jo Jj=Jjo

—t”ZI%IMD I =

J=Jjo

e se considerarmos z; = |a;|YPx;, entdo (z;)52, € (,(X), pois (2;)52; ¢ limitado e
()32, € 1. Além disso, como vimos acima (f(z;))52, ¢ ¢, (Y). Portanto, concluimos
que C*(0,(X), f,{p}) # 0, donde segue o resultado do item (b) do Teorema 3.2.1. |

O préximo resultado nos trard, como caso particular, uma condigao para que certos
conjuntos que ja sao espacaveis, sejam também denso-linedveis maximais. Para tanto,
faremos uso do seguinte resultado apresentado por L. Bernal-Gonzalez e M. O. Cabrera

em [10] no ano de 2014, que usaremos na demonstragao do resultado desejado.

Teorema 3.2.10 (Bernal-Gonzélez-Cabrera). Sejam Y um espago vetorial topoldgico e
A CY. Suponha que existe B CY tal que A+ B C A e B ¢ denso-linedvel. Se'Y ¢é
metrizdvel e separdvel e o é um niimero cardinal infinito onde A é a-linedvel e ANB =0,

entdo AU{0} contém um espago vetorial denso D com dim(D) = a.
Tendo este resultado em vista, vamos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.11. Sejam X e Y espacos de Banach, e p > 0. Entao os conjuntos

{(2))721 € co(X); (u(2))72 € co(Y)} (3.9)

{(z))721 € 6(X); (u(ey)ies & 6, (Y)} (3.10)

sao espacdveis para todo operador linear ilimitado u : X — Y. Além disso, se X €

separdvel e p < 0o, entdo estes sao denso-linedveis maxrimais.

Demonstracao: Veja que a primeira afirmagao segue diretamente da Proposicao 3.2.9,
pois como u ¢é ilimitado, o Teorema 1.1.11 nos garante que u é descontinuo na origem.
Além disso u é fortemente nao-contrativo pois € linear e dados 0 <e < 1,t>0ea #0

tais que 0 < |a < ¢, tem-se

[u(p(ax))] = |aflu(p(x))] = tlallu(p(z))],
ou seja, u é linearmente fortemente nao-contrativo préximo a origem.
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Para a segunda parte, assuma que X é separavel. Assim, temos os seguintes fatos:

e Os espacos ¢o(X) e £,(X) sao separaveis (Proposigao 1.2.7 e Proposicao 1.2.13).

O espagos ¢o(X) e £,(X) sao metrizdveis, uma vez que admitem a métrica induzida

por suas respectivas normas (p-norma caso 0 < p < 1).

e O espaco co(X) é denso em ¢o(X) e £,(X), com 0 < p < oo (Observagao 1.2.21).

O espaco ¢oo(X), enquanto conjunto, é denso-lineavel. Com efeito, a lineabilidade é
imediata pois ele préprio ja é um espago vetorial de dimensao infinita. A densidade

segue do fato anterior.

Com isto, considere A = C(cp(X),u,0) ou A = C({,(X),u,{p}), que representam
os conjuntos em (3.9) e (3.10), respectivamente. Da espacabilidade destes conjuntos,
sabemos que AU{0} contém um subespago de dimensao ¢. Também temos A+co(X) C A
e ANcoo(X) = 0 e assim, como co(X) é denso-linedvel, pelo Teorema 3.2.10 segue que
AU{0} contém um subespago denso de dimensao ¢. O resultado segue uma vez que cy(X)

e £,(X) possuem dimensao c. [ |

Para a nossa proxima aplicagdo, vamos nos atentar ao fato de que dado um espaco
normado X, podem existir diversas normas nao-equivalentes que tornam este espaco com-
pleto, conforme podemos ver no trabalho [2] de W. Arendt e R. Nittka. Com isto em vista,
considerando ||-||; e ||-||2 duas normas nao-equivalentes que tornam X completo, o proximo

resultado estabelece a espacabilidade de conjuntos sob este contexto.

Corolério 3.2.12. Sejamp >0 e |- |1 e | |2 duas normas nao-equivalentes que tornam

completo o espago de dimensao infinita X. Entdo os conjuntos
Co(X, [ - [l) — co(X, Ml - ll2) e €o(X [ - l2) = 6/ (X, ][ - [l2)

sao espacdaveis. Além disso, se X € separdvel e p < oo, entao estes conjuntos serdao

denso-linedveis maximais.

Demonstracao: Como a demonstragoes para ambos os conjuntos sao semelhantes, fa-
remos apenas o primeiro caso. Suponha que c¢o(X, || - ||1) — co(X, || - [|2) seja vazio, isto é,
para toda sequéncia (7;)?2, em X tal que ||z, — 0 tem-se também ||z — 0. Assim,
a inclusao i : (X, | - |l1) = (X,| - [l2), que ja sabemos ser linear e bijetora, é também

continua na origem, pois

[zl = 0= [li(z;)[]2 = [lz;]l2 = O.
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Do Teorema 1.1.11, segue que ¢ é continuo e, do Teorema da Aplicacao Aberta, que 7 é
um isomorfismo. Assim, as normas || - ||; e || - ||2 s@o equivalentes, o que é um absurdo.
Dessa forma, temos co(X, || - ||1) — co(X, || - [|2) # 0.

Desta forma, o operador 7 é ilimitado e o resultado segue diretamente da Proposicao
3.2.11, pois

Co(X, || - 1) = (X, 1 - ll2) = {(2)721 € co(X, || - 1) (i(25))720 & co(X - [2)}-

Pode-se adaptar o corolario acima, mudando o que for necessario, para o caso em que
tivermos quaisquer dois espacos de Banach com dimensao infinita separaveis, por exemplo.

Ao contrario do que se pode imaginar pelo que vimos até o momento, o Teorema
3.2.1 pode ser aplicado em outros contextos que nao envolvem polinomios homogéneos ou
operadores lineares. M. Matos em seu trabalho [26] de 2003, definiu uma classe de fungoes
que podem ser aplicadas em nosso contexto. Para nos auxiliar, vejamos duas definigoes,
seguidas de um teorema, que foram apresentados por Matos.

Em ambas as defini¢oes denotaremos por A, um subconjunto aberto qualquer de X.

Definigao 3.2.13. Sejam p,q € (0,00) e f : A — Y uma fungao. Dizemos que f é
reqularmente (p, q)-somante no ponto a € A, se para toda sequéncia (z;)52, € £,(X), com

a+x; € A para todo j € N, tivermos (f(a + x;) — f(a))2, € £,(Y).

Definicao 3.2.14. Sejam r > 0 um numero real e f : A — Y uma fungao. Dizemos que
f € r-reqular no ponto a € A se existem M > 0 e o > 0 tais que a bola fechada de raio ¢
e centro a contém A e [[f(a + z) — f(a)||” < M|z, para todo = € B[0; a]. Dizemos que

f é apenas r-regular se for r-regular em todo ponto de A.

Teorema 3.2.15 (Theorem 2.5, [26]). Para p,q € (0,00), uma fung¢io f : A — Y ¢é

reqularmente (p, q)-somante em a € A se, e somente se, f é <§) -regular em a.

Vamos agora a aplicagao envolvendo as fungoes apresentadas nessas defini¢oes.

Proposicao 3.2.16. Sejam p,q > 0, X e Y espacos de Banach e f : X — Y uma func¢ao

nao-contrativa que falha em ser <§> -reqular na origem. Entao o conjunto

{(2))721 € 4(X); (f(25))52, € 6,(Y)} (3.11)

€ espacavel.

Demonstracao: Uma vez que f nao é <§>—regular na origem, o Teorema 3.2.15 nos

garante que f também nao pode ser regularmente (p,q)-somante na origem. Isto é, o
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conjunto C'(¢,(X), f,{p}) (representado em (3.11)) é nao-vazio. Portanto, como f é nao-
contrativa e £,(X) é um espago invariante de sequéncias, a espacabilidade desejada segue

do item (a) do Teorema 3.2.1. [ |

3.3 Espacabilidade maximal sobre espacos de
sequéncias

Nesta secao estaremos apresentando alguns resultados de espacabilidade maximal em
certos espacos de sequéncias com valores vetoriais. E claro que para obtermos algo mais
forte, as restrigoes também sao maiores. Os autores de [15], trabalho base para essa se¢ao
(na verdade, para todo o capitulo), atribuem um pouco mais de generalidade ao trabalhar,

neste novo contexto, com sequéncias de funcoes ao invés de apenas uma funcao.
Definicao 3.3.1. Uma sequéncia de fungdes (f; : K — K)$52, é dita ser

(a) Nao-contrativa se f;(0) = 0, para todo j € N, e para todo escalar a # 0 existe
uma constante K (a) > 0 tal que |f;j(af)| > K(a)|f;(€)], V€ € Ke j € N com
inf{K(a);|a] =1} > 0.

(b) Nao-decrescente prozimo a origem se existem C' > 0 e ¢ > 0 tais que |f,(&)] >

Clfm(&)| sempre que n > m e |£| < e.
Vamos também definir, para p > 0 e I' C (0, 00|, 0 conjunto
C(ly, (fi)521,1) = {(fj)}”il €l (N ¢ U fq}-
qel’

Vejamos entao um teorema que nos trard as condi¢oes de espacavel maximalidade para

um conjunto associado ao conjunto acima definido.

Teorema 3.3.2. Sejam (f; : K — K)32, uma sequéncia, de fungoes ndo-contrativas,
ndo-decrescente prorimo a origem, p > 0 e I' C (0,00]. Se C(£, (f;)32,,T) € nao-vazio,

entao o conjunto
Clp(X), (fioll- D7, T) = {(ﬂfj)?‘il € 6,(X); (f(ll=511)720 & U%}

€ maximal espagdvel, para qualquer espaco de Banach com dimensdo infinita X .

Demonstragao: Seja § = (§;)52, € {, tal que (f;(£5))721 & Uger fq- Como jd fizemos

outras vezes, vamos tomar N = | J;°; N; como unido infinita de subconjuntos infinitos de
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N dois a dois disjuntos, com N; = {i; < iy <---} e definir

yz = Zg‘]ez] E KN
j=1

Note que ||y, = [|¢]|; para todo i € N e todo r > 0 e, além disso, como f;(0) = 0
para todo j € N, temos ||(f;(£))32l; = [|(f5((vi);))32: ]l para todo ¢ € T'. Assim, temos
yi € C(Ly, (f;)52,,T) para todo i € N, uma vez que £ € C(£y, (f;)52,,T). Como na prova
do Teorema 3.2.1, para A = (/\j);?‘;l € KN e w € X, denotaremos

wOA=AQ@w:=(\w)2, € X"

e tomaremos s =1sep>1les=pse0<p<1 Para(w;)32; € {5(X), temos

oo ) 0o 5 oo oo ;é;
>y @ wlli = Z kawjejk => <Z ka%‘“%)
j=1 =1 |l k=1 » =1 \k=1
-y (Z &l Ny ) oYyl (Z |5k|f’) p
j=1 \k= j=1 k=1

1(w;)52 13- [I€l; < o0

donde segue que a série Z;’;l y; ® w; converge. Dai, o operador
T: (X)) = 6(X), T((w))2) =Yy @wj,
=1

estd bem definido e nao é dificil mostrar que ele é linear e injetivo (este tltimo, usando
técnica semelhante a na demonstra¢ao do Teorema 3.2.1).
Uma vez que (3(X) é um espago de dimensao infinita e 7" é injetor, entao T'(¢5(X)) e,

consequentemente, T'(¢5(X)) é um subespaco fechado de dimensao infinita de £,(X), com
dim /,(X) > dim T'(43(X)) > dim T'(¢5(X)) = dim £3(X) = dim £,(X),

isto ¢, dim £,(X) = dim T(/;(X)). Devemos provar que se z = (z,)%2, € T({:(X)) — {0},
entdo (fu(l[2nl]))321 & Uyer fg- Tomando tal z, existe uma sequéncia (wl(k))izl € l:(X),
(k)

tal que z = limg_,0o T'((w;

)2°,) em £,(X) e que, para cada k € N,

((w) Z y ®w = f: i gue;,.

i=1 j=1
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Como z # 0, fixemos r € N tal que 2. # 0 e, como N = U]"il N; é uma uniao disjunta,
existem tunicos m, t € N tais que e,,, = e,. Assim, para todo k£ € N, a r-ésima coor-

(k)

denada de T((wg )22,) é o elemento &wy,’ e como a convergéncia em £,(X) implica em

convergencia coordenada a coordenada, temos

2 = hm w(k)ft & hm w(k)

lim w(k) _ # 0.
&

k—o00

Para j, k € N, a m;-ésima coordenada de T((wgk))fil) é wﬁ,’f)g]» e definindo u,, = z,/& # 0,
temos

lim w(k)§ =& hm w(k =&,
k—o0 —00

para cada j € N. Por outro lado, a convergéncia em cada coordenada nos fornece
lim w®¢; = 2, Vj €N
k—o0 J
e entao, pela unicidade do limite, temos
Zm; = &jUm, Vj € N.

Sejam C' > 0 e € > 0 como vistos na Defini¢ao 3.3.1 item (b). Como & € £, sabemos que
existe jo € N tal que |£,| < e sempre que j > jy. Disso e do fato de que, por construcao,

temos m; > j para cada j € N, segue que

Z | fomy ([, DI Z[ (et D11 fm; (1€ DI

J=Jjo J=Jjo

> C-[K ([luml)]* D 1f5(1€1)

)
5 (e

> O [K (llunlD)* Y I (E1/€014 ()1

> - [K([jun])]7] inf, K (o S )

Jj=jo

= [ (D[ inf K (@660l = 00

para todo g € I', provando que (fu([|za )51 & Uyer Co- [ |
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Vejamos agora, uma aplicacao para o Teorema 3.3.2.
Iremos considerar A como sendo [1,00) ou (0,1] e para uma sequéncia (p;)52; € A
e um espaco de Banach X, denotaremos por /¢ ((pj)?‘;l,X) 0 espaco de sequéncias de

Nakano com valores em X, definido por

C((p)720, X) = {(:cj);?il € XM |yl < oo} .

J=1

No caso em que X = K escrevemos apenas / ((p])]“;l)

O espaco de sequéncias de Nakano, foi apresentado pela primeira vez em 1951 pelo
préprio H. Nakano em seu trabalho [28], considerando A = [1,00) e no caso escalar. A
partir dai, estes espacos passaram a ser trabalhados em outros contextos, como no caso
A = (0,1] ou o caso a valores vetoriais. Em 2014, C. Ruiz e V. M. Sdnchez em seu trabalho
[34] exploraram os espagos de sequéncias de Nakano em busca de espagabilidade.

O préximo corolério, que provém de Teorema 3.3.2, envolve a busca da espagabilidade
(maximal) nos espagos de sequéncias de Nakano com valores vetoriais. Os autores de
[15] afirmam que, até entao, nao haviam trabalhos sobre a espagabilidade em espagos de

sequéncias de Nakano a valores vetoriais.

Corolario 3.3.3. Seja (Pj)?; C A uma sequéncia limitada ndo-crescente e p > 0. Se
l,—1 ((pj);'il) € nao-vazio, entdo este conjunto € espagdvel maximal, para qualquer espago

de Banach de dimensdo infinita X.

Demonstracao: Para cada j € N, considere a funcao

fi K=K fi(§) = [¢”

que satisfaz f;(0) = 0 para todo j € N. Seja L <1 tal que p; > L para todo j € N. Para
a € K—{0}, tomemos

K(0) :{ m?n {|a|,|a|il} se A = [1,00)
min {|a|, |a|*} se A = (0,1]

e a condicao (a) na Defini¢ao 3.3.1 é satisfeita para f, pois

fi(ag) = [ag] = |af[¢[" = |af f(§) > K(a)f(£)-

Por outro lado, da monotonicidade da sequéncia (p;)$2,, a condicao (b) da Definigao 3.3.1

é satisfeita para C' = ¢ = 1, pois se n > m, entao p, < p,, e assim,

|fu(O] = € = [§]Pm = | fin (O],
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para || < 1 =c¢e. Ao fazermos I' = {1}, temos

C(gpv (fj)?ip F) = gp —4 ((pj)]o’il)

e
Clp(X), (fioll- N30, T) = 6,(X) — € ((p))521, X) -

Portanto, como a sequéncia (f; : K — K)$2, é ndo-contrativa e nao-decrescente

préximo a origem, o resultado segue-se imediatamente do Teorema 3.3.2. [ ]

Por fim, faremos algumas observagoes sobre os dois ltimos resultados dessa secao:

Observacao 3.3.4. Foi necessério realizarmos algumas alteragoes em relagao ao trabalho
original [15], para que os resultados se apresentassem corretamente redigidos. Acontece
que detectamos alguns pequenos erros que nao comprometem os resultados, mas que
demandaram essas alteragoes. Modificamos o primeiro item da Defini¢ao 3.3.1, alterando-
o de “nao-crescente” para “nao-decrescente” e ao final da demonstragao do Teorema 3.3.2
alteramos “j > m;” para “m; > j7 e “0 < ¢ < p” para “¢g € I'". Por fim, de modo
esperado, precisamos substituir nesse tultimo corolario a monotonicidade da sequéncia
(pj)32, de “ndo-decrescente” para “nao-crescente” e, é claro, fazer os devidos ajustes no

restante da demonstracao.
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