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RESUMO

Neste trabalho abordaremos os niimeros construtiveis e a famosa espiral de Theodorus, uma
figura de desenho em formato de espiral construida com régua e compasso em um plano e
constituida por tridngulos retangulos sobrepostos, onde a hipotenusa de um triangulos é
também um dos catetos de um outro triangulo. Uma das leituras desta figura ¢ ilustrar o
fato que os ntimeros irracionais do tipo /n sdo nimeros construtiveis, seja qual for n € N.
Introduzimos a definicdo do conceito de nimero construtivel, damos exemplos, estudamos
os principios basicos das construgdes com régua e compasso, e apresentamos um sintese
historica sobre estes assuntos, em particular, a espiral de Theodorus. Aproveitamos a
oportunidade para compartilhar conjuntos de comandos ETEXcapazes de produzir figuras

sobre estes assuntos.

Palavras-chave: Numeros construtiveis. Espiral de Theodorus. Régua e compasso.



ABSTRACT

In this work we will address the constructible numbers and the famous spiral of Theodorus,
a drawing figure in the shape of a spiral built with a ruler and compass in one plane and
the result of overlapping right triangles, where the hypotenuse of an overlapping triangle,
where the hypotenuse of a triangle superimposed is also one of the legs of another triangle,
and one of the readings of this figure is to illustrate the fact that irrational numbers of
type y/n are constructable numbers, whatever n € N. We introduce the definition of the
concept of constructible number, we give examples, we study the basic principles of ruler
and compass constructions, we present a historical synt on these subjects, in particular,
the Theodorus spiral. We take the opportunity to share KXTpXcommand sets capable of

producing figures on these subjects.

Key-words: Constructible numbers. Theodorus spiral. Ruler and bar.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos os niimeros construtiveis; a saber, um ntmero real po-
sitivo é chamado de construtivel se conseguirmos,usando apenas um compasso e uma
régua nao graduada, construir com um nimero finito de passos um segmento de reta
cujo comprimento seja igual a este nimero, a partir de um segmento cujo comprimento

tomamos como a unidade.

Além disso, neste trabalho damos atencao a espiral de Theodorus. Esta é uma
figura em formato de espiral construida com um compasso e uma régua nao graduada
em um plano e constituida por tridngulos retangulos justapostos, onde a hipotenusa de
um triangulo é também um dos catetos de um outro tridngulo. Uma das leituras desta
ilustracao é que ela ilustra o fato de que raizes quadradas de niimeros naturais sao, além
de ntimeros irracionais, nimeros construtiveis. Aproveitamos também para disponibilizar
conjuntos de comandos KTEXcapazes de construir ilustracoes associadas a espiral de
Theodorus.

Este trabalho de conclusao de curso esta organizado da seguinte forma:

o O Capitulo 1, intitulado “ Construtibilidade de Numeros", é dedicado aos niimeros
construtiveis, apresentamos os principais conceitos da teoria e nele estudamos os

principios béasicos das construgoes com régua e compasso.

« O Capitulo 2, intitulado “ Ntuimeros construtiveis e o KTEX", é dedicado a construcao

de figuras relacionadas a teoria dos niimeros construtiveis usando comandos ETRX.

o O Capitulo 3, intitulado “ Atividades Propostas", é dedicado a uma proposta de
como a teoria dos niimeros construtiveis pode ser levada a sala de aula nos primeiros

anos do Ensino Béasico de Matematica.

Finalmente, listamos as principais referéncias bibliograficas consultadas para a

elaboracao deste trabalho.
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2 CONSTRUTIBILIDADE DE NUMEROS

2.1 Numeros Construtiveis

Neste capitulo daremos atencao a definicaio de um ntimero construtivel, e apresen-
taremos exemplos sobre o tema. Aqui, ndo temos nenhuma pretencdo com a originidade
das ideias apresentadas, estamos seguindo de perto a referéncia [1]. Para facilitar a

compreensao dos argumentos apresentados produzimos algumas ilustragoes.

Definicao 2.1.1. Um niumero real positivo a é chamado de construtivel se consequirmos,
usando apenas um compasso e uma régua nao graduada, construir com um numero finito
de passos um segmento de reta cujo comprimento seja a, a partir de um segmento cujo

comprimento tomamos como a unidade.

Exemplo 2.1.1. Todo nimero inteiro positivo € construtivel.

Demonstracao. De fato, se k € Z e k > 0, entao reproduzimos os desenhos fixando um
comprimento de unidade igual a 1 (ou unitario), definindo assim um segmento de k

unidades.

Figura 1 — Segmento de comprimento 1

k vezes

Fonte: Elaborada pelo autor.

E definimos assim, a abertura do compasso de tamanho igual a k£ unidades.
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Figura 2 — Segmento de comprimento &

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, um inteiro positivo k£ qualquer ¢ construtivel.

2.1.1 Por que a régua e o compasso?

O fato de nos Elementos de Fuclides as construcoes serem realizadas por meio da
régua e do compasso deu origem a lenda de que essa seria uma restricao da geometria
imposta pelos padrdes da época. Como ja dito, para explicar o motivo dessa restri¢ao
é comum apelar para a filosofia platonica. Por valorizar a matematica teodrica, Platao
(Atenas, 428 a.C. — Atenas, 347 a.C.) teria desinteresse pelas construgoes mecénicas,
realizadas com ferramentas de verdade. Para maiores detalhes sobre os contextos historicos

consulte a referéncia [8].

A régua e o compasso, apesar de serem instrumentos de construcao, podem ser
representados, respectivamente, pela linha reta e pelo circulo, figuras geométricas com alto
grau de perfeicao. Na realidade, nos Elementos, as construgoes realizaveis com régua e
compasso sao executadas por meio de retas e circulos definidos de modo abstrato. Essas
explicagoes sao imprecisas, no entanto, por diversos pressupostos implicitos. Para mais

informagoes consulte a referéncia [8].

Euclides (nasceu por volta de 300a.C.) ndo afirma explicitamente, em lugar ne-
nhum de sua obra, que as construcoes tenham de ser efetuadas com retas e circulos.
Simplesmente elas sao, de fato, realizadas desse modo. No caso de Platao, é coerente dizer
que sua filosofia considerava a reta e o circulo como figuras geométricas superiores, mas
também nao ha, em seus escritos, indicagoes explicitas de imposicao dessas figuras como
protétipos para toda a geometria, nem de proibicao do uso de outras construcgoes. Para

mais informagoes consulte a referéncia [7].
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De acordo com [8], o responsavel por creditar a Platao a restrigdo a régua e ao
compasso ¢ o matematico alemao Hermann Hankel (Halle an der Saale, 14 de fevereiro
de 1839 — Schramberg, 29 de agosto de 1873), que atuou na segunda metade do século
X1X e trabalhou com matematicos como Weierstrass (Ostenfelde, proximo de Ennigerloh,
31 de outubro de 1815 — Berlim, 19 de fevereiro de 1897) e Kronecker (Legnica, 7 de
dezembro de 1823 — Berlim, 29 de dezembro de 1891), conhecidos pela preocupagao com
os fundamentos da matematica. Em 1874, Hankel publicou um texto histérico sobre a
geometria euclidiana — (Sobre a historia da matemdtica na Idade Média e na Antiguidade)

— contendo exaltacdes com base em trechos da obra de Platao.

Ao analisarmos as reflexdes da autora [8] sobre o porque da tese de Hankel ser falsa,
nos é fornecida algumas hipdteses sobre as razoes do uso exclusivo desses instrumentos nos
Elementos de Euclides. Vamos nos referir especificamente aos Elementos, pois a restri¢ao

a régua e a0 compasso nao parece ser importante nem mesmo em outros escritos de Euclides.

Essas regras de construcao sao enunciadas nos postulados do livro I dos Elementos
— que tratam das construgoes permitidas — e constituem uma particularidade dessa obra.
Em outros escritos importantes da geometria grega, como os de Arquimedes (Siracusa,
287 a.C. — 212a.C.) ou Apolénio (Tiana, 15d.C. — Efeso, por volta de 100d.C.), além
de serem usados outros meios de construgao, a régua e o compasso nao sao enunciados
explicitamente nos preambulos. Veremos que, apesar do destaque desses postulados na
organizacao dos Elementos, seu sentido seria de ordem pratica, mais do que metafisica ou

formalista.

Como ja dito, uma das explicagoes para o uso da régua e do compasso nessa obra
pode ter sido de ordem pedagdgica. As construgoes feitas desse modo sao mais simples
e nao exigem nenhuma teoria adicional (como seria o caso das construgoes por meio de
conicas, por exemplo). Desse ponto de vista, a restrigdo nao seria consequéncia de uma
proibicao, mas de uma otimizacao: deve-se usar a régua e o compasso sempre que possivel

para simplificar a solugdo dos problemas de construcao.

O papel dos postulados 1,2 e 3 do livro I dos Elementos — que consistem na
proposicao das construgoes realizadas com régua e compasso — decorreria da praticidade
que esses meios permitem obter. Na verdade, essas nao sao as construgoes permitidas, mas
as realmente utilizadas, ou seja, as que bastam para fazer funcionar as outras construgoes

necessarias. Para mais informacoes sobre os postulados consulte as referéncias [7] e [9]

Uma segunda explicacao para o uso exclusivo da régua e do compasso seria a
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necessidade de uma ordenagao e de uma sistematizagao da geometria com vistas a uma
melhor arquitetura da matematica. Na época de Euclides, o conjunto dos conhecimentos
dos gedmetras ja estava bastante desenvolvido e era necessario ordena-lo. Essa ordem
implicaria num desenvolvimento da matematica, do nivel mais elementar em direcao ao
superior. E Euclides se teria proposto, nos Elementos, a expor a matematica elementar da

época, aquela que demanda somente o emprego da régua e do compasso.

Quer optemos pela motivacao pedagodgica ou por essa segunda razao, parece mais
adequado entender a exclusividade da régua e do compasso nos Elementos como uma
restricdo pragmatica cujo objetivo poderia ser apresentar um uso 6timo dos instrumentos
mais simples possiveis. Nesse caso, a mensagem implicita nessa obra seria: tudo o que é

possivel se fazer em geometria com o uso somente da régua e do compasso.

A fim de compreender melhor a definicdo de niimeros construtiveis, vamos inicial-

mente apresentar nogoes gerais sobre construgoes geométricas.

2.2 Construcoes Geométricas

Exibiremos o passo-a-passo na construgao por régua e compasso, consideramos
uma régua nao graduada. Afim de tornar a construgdo mais didatica com o auxilio do
software Geogebra ilustraremos nosso passo-a-passo. As construgoes geométricas devem

seguir algumas regras basicas:

Regra 1: Conhecendo-se dois pontos distintos, é possivel tracar uma reta utili-

zando a régua.

Regra 2: Com o compasso, é possivel tracar uma circunferéncia com centro em

um ponto conhecido e que passa por um outro ponto distinto determinado.

E permitido obtermos pontos que podem ser construidos através de uma sequéncia
finita de operacoes: interseccoes de retas, intersecgoes de circunferéncias e intersecgoes de
retas com circunferéncias. Com esses pontos obtidos, podemos tragar novas retas e novas

circunferéncias e assim sucessivamente.

Os matematicos da Grécia Antiga ja tinham um grande interesse por estas cons-
trugoes, com o uso da régua e compasso, os gregos realizaram uma grande quantidade
de construcoes geométricas e solucionaram diversos problemas geométricos, tais como:

construcao de retas paralelas conhecida uma das retas, a bisseccao de um angulo, a
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bisseccao de um segmento, a construcao de circunferéncia e arco, a construgao de uma reta

perpendicular a uma reta dada passando por um ponto dado, entre outras. Veja em [6].

Segundo [1], o tragado de construgoes era conhecido como um jogo, que tinha suas

regras, e era considerado como um dos jogos mais fascinantes e absorventes daquela época.

2.2.1 Construcoes Elementares

Exibiremos nesta parte, algumas construgoes elementares utilizando régua e com-

passo. Estas construgoes sao importantes para compreensao dos nimeros construtiveis.

Construcao da Mediatriz de um Segmento de Reta

Consideremos um segmento de reta AB. Chamamos de mediatriz do segmento AB
a reta perpendicular a AB que passa pelo seu ponto médio. Para construi-la utilizamos os

seguintes procedimentos:

(i) Com centros em A e B, tragamos dois circulos de mesmo raio, sendo este raio maior
que a medida do comprimento do segmento que vai de A e B até o ponto médio
do segmento AB. Chamaremos de C' e D os pontos de interseccao destes os dois

circulos.

Figura 3 — Circulos centrados em A e B

Prtae S~o_ _emTT ‘~\\\
pr- X ~
~ ~
z 4 ~ N
4 4 N N
’ ’ N N
! 7 \ \

’ ’ \ \
’ ‘ 3 Y
' 4 \ \
1 I \ \
i [ 1 ]
{ ——————o |

I
i A ' B )
\ 1 ! !
\ \ 1 ’
\ \ ’ ’
\ \ ’ 4
\ \ 4 4
N N 4 7’
A N 7’ 7’
\\ \\ ,/ ,/
Seo O, g

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

(ii) Tragamos a reta que passa pelo ponto C' e D. Essa reta é a mediatriz do segmento
AB.
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Figura 4 — Mediatriz C'D do segmento AB

- S~

oy}

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

A justificativa é que por construgao, ABCD forma um losango, e com isso, suas
diagonais sao perpendiculares e cortam-se ao meio.
Construcao de uma Reta Paralela
Considere uma reta r e um ponto P nao pertencente a reta r. Podemos tracar uma
reta paralela a r passando por P utilizando os seguintes procedimentos:
(i) Utilizando o compasso centrado em P tracamos um arco de circunferéncia que

intersecte a reta r e obtemos com isso o ponto que chamaremos de B.

Figura 5 — Arco de circunferéncia centrado em P e de raio PB

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

(ii) Com centro em B e raio igual ao do arco anterior, tragemos um arco que intersecta

r num ponto que chamaremos de C, interior ao arco tracado em (i).
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Figura 6 — Arco de circunferéncia centrado em B e de raio BP

r VB

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

(iii) Com centro em B e raio PC' tracamos um arco que intersecte o arco de circunferéncia

de raio PB inicial. Chamaremos de D este ponto.

Figura 7 — Arco de circunferéncia centrado em B e de raio PC

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

(iv) Tragemos a reta s que passa por P e D, ela serd a paralela a reta r.
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Figura 8 — Reta s paralela a r. (s || r)

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

A justificativa é simples, pois da forma como foi feita a construcao, pois PC = BD

e BC = DP. Portanto seus lados PD e CB sao paralelos e congruentes.

Construcao de uma Reta Perpendicular

Considere uma reta r e um ponto P nao pertencente a r. Podemos tracar uma

perpendicular a r que passe por P utilizando os seguintes procedimentos:

(i) Com centro em P, tracamos um arco de circunferéncia que corte a reta r em dois

pontos A e B.

Figura 9 — Arco de circunferéncia centrado em P

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

(ii) Com centros em A e B, tracamos arcos de circunferéncia que intersectem em um

ponto C'.
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Figura 10 — Arcos de circunferéncia centrados em A e B

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

(iii) Tragamos a reta s, que passa por P e C, que é perpendicular a reta r.

Figura 11 — Reta s perpendicular a r. e que passa por P. (s L r)

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

A justificativa é simples: como PA = PB e CA = CB, entao a reta s é a mediatriz

de AB, e portanto, é perpendicular a r.

Em particular, podemos ter o seguinte caso, um reta perpendicular a uma reta

dada tal que o ponto P pertenca a reta dada. Neste caso teremos

(i) Com centro em P, tracamos um arco de circunferéncia que corte a reta r em dois

pontos A e B. Note que, neste caso, por construcao, o ponto P € r é ponto médio

de AB.
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Figura 12 — Arco de circunferéncia centrado em P

Fonte: Elaborada pelo autor.

(ii) Com centros em A e B, tracamos duas circunferéncias que se intersectam nos pontos
CeD.

Figura 13 — Arcos de circunferéncia centrados em A e B

. mmmmae Cammmmal .
’ p\ ~
’ ~
’ ’, . >
’, 4 . A Y
’ ’ - \ .
’ 1,emTTNND \
’ ’ \ \
1 [X4 A \
] ” [}
r 1 ‘ 1
T < T
1 A P B '
1 . " 1
v DN .1 ’
1y AREN Ry 7
. VN Sme=T ’
A} S 4 4
A A 4 4
\~ \\ ’
\\ P ’ /’
~‘n---——‘ D~‘—_--—‘

Fonte: Elaborada pelo autor.

(iii

) Tracamos a reta s, que passa por C' e D, que é perpendicular a reta r e P € s.
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Figura 14 — Reta s perpendicular & r. e que passa por P. (s L r)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A justificativa é simples: por construcao o quadrilatero ACBD é um losango, logo
suas diagonais AB e C'D sao perpendiculares e intersectando no ponto médio P. Portanto,

a reta s é perpendicular a r.

A seguir veremos alguns exemplos de ntimeros construtiveis,

Exemplo 2.2.1. Vamos comegar, construindo a v/2.

(i) Queremos mostrar que V2 é construtivel, para provarmos isso vamos construir um
quadrado de lado unitario. Primeiramente desenhamos uma reta e, nela, fixamos o
segmento AB como sendo a unidade, consequentemente, definimos o primeiro lado

do quadrado.
(ii) Agora, pelo ponto A tragcamos uma perpendicular a reta AB.

(iii) Pegamos um compasso e, com uma abertura igual ao tamanho do lado do quadrado,
faca centro no ponto A e desenhe um arco que intersecte a perpendicular, no ponto
D.

Figura 15 — Arco BD centrada em A

15

Fonte: Elaborada pelo autor.
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(iv) O ponto D ja é o terceiro vértice do nosso quadrado, determinando assim o lado
AD. Com o compasso ainda com a abertura igual ao tamanho do lado, e com centro

nos pontos D e B, faremos dois arcos que se intersectam no ponto C.

Figura 16 — Arcos centrados em D e B

Fonte: Elaborada pelo autor.

(v) O ponto C é o quarto vértice do quadrado, determinando os outros dois lados, DC'
e BC.

Figura 17 — Quadrado de lado AB

VAR

Fonte: Elaborada pelo autor.

(vi) Por fim, tracamos uma das diagonais, concluimos, por meio do Teorema de Pitdgoras,

que essa diagonal mede v/2.
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Figura 18 — Tridngulo retangulo ABC'

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2.2. Agora construiremos \/3, a partir da raiz quadrada de dois /2 vista no

exemplo anterior.

(i) A partir do tridngulo retdngulo obtido no exemplo anterior, construiremos um

retangulo sob a hipotenusa, de largura b = v/2 e altura h = 1.

(ii) Pelas extremidades A e C, levantamos retas perpendiculares a AC. Em seguida,
transportamos, com auxilio do compasso, os comprimentos |AF| = |[CE| = 1 a partir
dos pontos A e C, através de arcos centrados em A e C de aberturas AB e OB,

respectivamente, definindo assim, os pontos E e F.

Figura 19 — Arco BD centrada em A

Fonte: Elaborada pelo autor.

(iii) Teremos a solugdo unindo os pontos F e F.



Capitulo 2. Construtibilidade de nimeros 24

Figura 20 — Arcos centrados em D e B

Fonte: Elaborada pelo autor.

(iv) Por fim, ao obtermos o retdngulo, tracamos a diagonal AE. Novamente usando o
teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo AACFE, e consequentemente, nossa

diagonal medira, vejamos a ilustragdo abaixo:

AEP = (V2)*+ (1)
— 241=3

ou seja,

|AE|? = V3.

Figura 21 — Triangulo retangulo ACE

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2.3. Construiremos agora o nimero irracional \/5.
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Figura 22 — Construciao geométrica da /5

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [5].

Basta repetimos os passos vistos no exemplo anterior, ao comecarmos da v/3, e

com uma sequéncia finita de passos, obteremos o retdngulo, cuja diagonal medird /5.

Entenderemos mais sobre essa construcao, e sua histéria, a partir da préximo

capitulo.
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3 NUMEROS CONSTRUTIVEIS E O
IATEX

3.1 Espiral de Teodoro

Estudaremos neste capitulo, a construgao da espiral, de forma manual, e assim,
com base em seu contexto histérico do qual falaremos a seguir, observar seus aspectos
geométricos principais como tridngulos, angulos. Usaremos como fontes de informagao

para essa segao, as referéncias [2], [7], [8], [9].

Definicao 3.1.1. Espirais sao curvas planas, geradas por um ponto movel que gira em
torno de um ou dois pontos fixos chamados polos, afastando-se ou aprorimando-se deste,

de forma reqular e progressiva, sequndo uma lei determinada.

3.1.1 Contexto Histdrico

O mundo helénico se estruturava em cidades, ou pélis, com “status'de pequenos Es-
tados autonomos. Nelas, a partir do final do século VI a.C., surgiu o sistema democratico,
no qual o poder se apoiava na comunidade dos cidadaes — homens livres, nao escravos —
que participavam diretamente das decisoes. No século V' a.C., Atenas consolidou-se como
o principal centro econémico e cultural do mundo helénico, transformando-se também
no principal exemplo de democracia. O debate publico inerente ao sistema democratico
estimulou o compartilhamento de conhecimentos e sistemas de pensamento, criando um

incentivo para a formagao filoséfica e cultural de seus cidadaos.

A primeira grande escola filoséfica ateniense foi a dos sofistas, professores ambulantes
que vendiam seus conhecimentos e treinavam cidadaos para os debates que aconteciam

nas assembleias publicas. Para maiores informagoes consulte [7].

Atenas, seria assim, palco da mais decisiva contribuicdo para estruturacao da
matematica na Grécia Antiga, dada por Platao. Por volta de 377 a.C., Platao fundou em
Atenas uma escola, a Academia, que durante um século dominaria a vida filoséfica da
cidade. A Academia era um espaco destinado ao estudo, pesquisa e ensino da filosofia e
da ciéncia, e talvez tenha sido o primeiro exemplo de instituicao de ensino e pesquisa de

alto nivel.

Segundo [9], Platao atribufa uma importancia especial & matemética e a incluiu no

rol das disciplinas indispensaveis para a formagcao intelectual do cidadao. Apesar de nao
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haver evidéncias de contribuicoes técnicas de Platao a matematica, no entanto, ele fez de
sua Academia o centro de atividade mateméatica mais importante de seu tempo, contando
com matematicos de destaque entre seus alunos e colaboradores. Platao herdou do filésofo
e matemadtico Pitdgoras (por volta de 570 a.C. — por volta de 495a.C.) a ideia de que a
matematica estruturava o universo. No entanto, tinha uma concepc¢ao mais geométrica,

que entrava em contraste com a concep¢ao mais aritmétrica pitagoricas.

Relata-se que a frase
“ Que ndao entre aqui aquele que ndo é geometral "

estava incrita sobre o patio de sua escola, sendo assim, um retrato do lugar de destaque

reservado a mateméatica em seu pensamento.

No tempo de Platao, a reta e o circulo eram figuras geométricas basicas para os
geometras gregos, por isso, criou-se a lenda de que somente eram permitidas solugoes que
pudessem ser construidas usando exclusivamente a régua e o compasso. O didlogo, que
Platao compds em memoria de seu amigo, Theaetetus (em portugués (Brasil): Teeteto,
Cirene, por volta de 500 a.C'), contém informagoes sobre outro matematico a quem Platao
admirava e que contribuiu para o desenvolvimento inicial da teoria das grandezas inco-
mensuraveis. Para maiores detalhes sobre a relagao de Platao com Teeteto, consulte as
referéncias [7], [8], [9].

Falando da entéo recente descoberta do que chamamos irracionalidade de /2, no
didlogo Teeteto diz que seu mestre, Theodorus de Cirene (em portugués (Brasil): Teodoro,
Cirene, por volta de 530 a.C.) — de quem Teeteto também foi aluno —, tinha sido o primeiro
a provar a irracionalidade das raizes quadradas dos inteiros nao-quadrados de 3 a 17
inclusive. N&o se tem relatos de como ele o fez, nem por que parou na v/17. Antes de
tentarmos responder a tal pergunta vamos formalizar tanto a constru¢ao computacional

quanto a construcao manual, da Espiral de Teodoro, de acordo com o autor e a referéncia
[3].
3.1.2 Construcoes
Vamos formalizar agora a constru¢ao manual da Espiral de Teodoro.
(i) Sobre uma reta r qualquer, construa o segmento de comprimento 1 (unitario) e

marque suas extremidades como os pontos A e B, como sendo uma abertura fixa do

compasso.
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(ii) Pelo ponto A tragamos uma perpendicular a reta AB.

(iii) Pegamos um compasso e, com uma abertura igual ao tamanho fixado, centrado no

ponto B e desenhe um arco que intersecte a perpendicular, no ponto C.

Figura 23 — Espiral de Theodorus com 1 tridngulo retangulo

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [5].

O segmento AC tem comprimento v/2, como vimos no Exemplo 2.2.1. Podemos

continuar a construcao e encontrar outros triangulos da sequéncia a partir do anterior.

(iv) Basta repetirmos os mesmos passos vistos no Exemplo 2.2.2.; de forma que, ao
generalizarmos, como Teodoro o fazera, obtendo assim: (devido a grande extensao

do desenho, exibiremos a espiral na préxima pagina,)
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Figura 24 — Espiral de Theodorus com 16 triangulos retangulos

1 V6 V2 1
- VT ] -
V17
1 vE V16
! Vo V15 1

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Para compartilhamento de informacoes, divulgaremos na proxima secao desse
trabalho os comandos ETEXnecessarios para a construgao de espirais, como a que vemos
acima. Reforcamos ainda, que nosso intuito nao esta em criar um manual, mas apenas

repartir esses comandos para auxiliar outros trabalhos futuros.

3.1.3 Codigos TikZ

Pergunta: Como criar uma ilustracao da espiral usando Tikz no IXTEX?

A pergunta acima motiva a existéncia desta se¢do. Para responder a pergunta em

questao consultamos a referéncia [5].

Para produzir as figuras que vemos acima o leitor devera inserir os comandos no

preambulo do seu arquivo ITEX.

\usepackage{tikz,ifthen}
\usetikzlibrary{calc}
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\newcommand*{\sqrtspiral}[2] [scale=3]{
\begin{tikzpicture} [#1]
\def\sqrtlast{#2}
\coordinate (A) at (0,0);
\coordinate (B) at (1cm,0);
\draw (A) edge nodel[auto, swap] {1} (B);

\foreach \n in {1,...,\sqrtlast}{
\ifthenelse{\equal{\n}{\sqrtlast - 1}}
{
\def\currentcolor{black}
\def\currentsqrt{\n}
}
{
\def\currentcolor{black}
\pgfmathtruncatemacro{\currentsqrt}{\n+1}
}

\coordinate (C) at ($(B)'1cm!-90:(A)$);
\draw[\currentcolor] (A) edge node[fill=white] {$\sqrt{\currentsqrt}$}
\draw[\currentcolor] (C) edge nodel[auto] {1} (B);
\coordinate (w) at ($(B)!4pt!-90:(A)$);
\coordinate (z) at ($(B)!'4pt!0:(A)$);
\coordinate (t) at ($(w)!4pt!-90:(B)$);
\draw (w) -- (t) -- (2);
\coordinate (B) at (C);
}
\end{tikzpicture}

Em seguida, o leitor deve inserir os comandos abaixo, ao longo do documento:

\sqrtspiral{1}
\sqrtspiral{2}
\sqrtspiral{3}

\sqrtspiral [scale=2]{9}
Perceba que neste conjunto de comandos acima, o comando

\sqrtspiral [scale=2]{9}
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é o responsavel por gerar a espiral de Teodoro até a +/10. Bem como, o comando

entre colchetes
[scale=2]

sera o responsavel por gerar a espiral em uma escala 2 vezes maior que a original,
proporcionando assim, uma efeito estético mais didatico. Isso significa que variagoes deste
comando podem gerar a espiral que diferentes niimeros de tridngulos retangulares. Veja

alguns exemplos abaixo:

Figura 25 — Espiral de Theodorus com 5 triangulos retangulos

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [5].

A figura acima foi gerada usando o comando:
\sqrtspiral [scale=2]{5}
Ou ainda,

Figura 26 — Espiral de Theodorus com 6 triangulos retangulos

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [5].

Esta figura acima foi gerada usando o comando:
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\sqrtspiral [scale=2]{6}

Seguindo esse comportamento podemos obter 6timas ilutragoes relacionadas a espiral
de Teodoro. Vejamos mais um exemplo: (novamente devido a extensao da ilustracao, a

mesma se encontrard na préxima pagina.)

Figura 27 — Espiral de Theodorus com 15 triangulos retangulos

! Vo
[
- VT
1 Ve V16
\/g

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [5].

Por fim, vemos que a figura acima foi gerada usando o comando:

\sqrtspiral [scale=2]{15}

E importante ressaltar que devido ao algoritmo utilizado para tal construgao sempre
que quisermos construir uma espiral com n triangulos, deveremos colocar como argumento
no comando sqrtspiral(n-1), ou seja, construirmos a espiral com 16 tridngulos, é necessario

colocarmos como argumento o seu antecessor, ou seja, o numero 15.
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Agora que revisarmos a sua construcao mais afundo, retornemos a pergunta, “ Por
) )
que Teodoro parou na v 177"

Na tentativa de responder a tal pergunta, iniciamos um estudo sobre essa espiral,

que nos permite obter algumas conclusdes muito interessantes.

(i) A primeira, de Paul Nahim (Berkeley, Califérnia, 26 de novembro de 1940 — ), que
defendia a ideia de que nao havia necessidade, porque, haveria apenas mais voltas

obedecendo a mesma estrutura com elementos bem definidos.

(ii) A segunda ideia defendida por Van Der Waerden (Amsterda, 2 de fevereiro de 1903
— Zurique, 12 de janeiro de 1996), afirma que Teodoro haveria demonstrado de forma
geométrica, cada caso separadamente, o primeiro caso até a /17, e o segundo caso

da raiz de v/18, onde percebemos pelo Teorema de Pitagéras que
(V18)* = (VIT)* + (V1)

Assim, nao saberemos ao certo qual seria a real intencao de Teodoro. Mas uma
curiosidade dessa “ lenda", é a sua inspiracao, que deu a um filésofo grego Proclus
(Constantinopla, 8 de fevereiro de 412 — Constantinopla, 17 de abril de 485):

“ ... tudo que € irracional serd privado de forma e deve ser mantido escondido."

Ou seja, uma vez que Theodorus parou na /17, criou uma espécie de senso comum, de
) ) )
que certos irracionais nao poderiam ser construtiveis, e portanto nao valeria o esforco

de um estudo mais aprofundado, a respeito da construtibilidade dos irracionais.

(iii) De acordo com [2], quatro pesquisadores encontraram uma terceira resposta, de que
Teodoro nao teria condi¢des de encontrar uma espiral perfeita, ou seja, a espiral nao

fecharia na primeira volta.

Demonstracao. Para tal conclusao, vejamos que, de fato, as tangentes dos angulos
internos (6,,), referentes aos vértices comum ao polo da espiral, para cada tridngulo,

podem ser obtidas como !

f,, = arctan L

) — é a funcdo inversa da tangente, ou seja, arctan( ﬁ) é o arco cuja tangente igual

L arctan(

S

0,%.
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Figura 28 — Triangulo Retangulo qualquer pertencente a espiral

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [2].

Agora perceba que ao somarmos os angulos internos dos primeiros 16 triangulos da

espiral, obtermos

Or+ s+ +0 L arctan () + arctan [ = ) 4+ + arct (1)
= Z 4 arctan | — arctan ...+ arctan | —
! 2 16 4 \/§ \/g 4

Q

6,13 rad.

Por outro lado, sabemos que uma volta completa possui exatamente 27 rad, que é
aproximadamente 6, 28 rad. Assim, a diferenca entre uma volta completa e a soma

dos angulos internos seré de aproximadamente 0, 15 rad ou 27°.

Portanto, o préximo triangulo terd a unidade como cateto oposto ao angulo 63, e

V17 como cateto adjacente, que resultara em,

1
01s = arctan | —= | = 0,23 rad > 0,15 rad.
18 <3 \/5)

Deste fato, vemos que a hipotenusa do tridngulo 18, nao coincide com o cateto

unitario do primeiro triangulo. O]

De certo modo, é razoéavel, os gregos da daquela época, nao demonstrassem interesse
por estudo mais geral a respeito da construtibilidade dos irracionais, pois adoravam usar a
geometria em demonstr¢oes matematicas, por que possuiam uma atracao pelo belo, pela
perfeicao, assim, reforca a ideia de Proclus, que de fato o irracional é privado de forma, ou

seja, os irracionais deveriam ser niimeros puramente abstratos.
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Por outro lado, poderiamos interessar-nos em saber, se no desenvolvimento da
espiral, ha a chance de fecha-se em alguma volta completa, exceto a primeira, ou seja, ja
que na primeira volta as hipotenusas nao se coincidem, sera que este fato continua valido

para mais voltas?

Essa pergunta, foi entdo conjecturada, e em 1958, o também matematico Erich
Teuffel, provou que por mais voltas que se dé na Espiral de Teodoro, as hipotenusas jamais

irao se intersectar.

Assim, percebemos que essa espiral nos permite construir todas as raizes quadradas
de inteiros positivo (y/n). Veremos na préxima se¢do quais conjuntos nimericos, além dos

naturais, possuem todos os seus elementos construtiveis.

3.2 Construtibilidade de Nimeros e Pontos no Plano

Nesta secao daremos atengao as quatro operagoes fundamentais e veremos que,
desde que ambos sejam construtiveis entao, a soma, subtracao, produto e a razao entre
numeros construtiveis sao, de fato, construtiveis. Além disso, introduziremos o conceito

de ponto construtivel no plano.

3.2.1 Operacoes com Numeros Construtiveis

Ampliaremos o conceito de nimero construtivel para o plano e mostraremos critérios

de construtibilidade e de nao-construtibilidade.

Numeros construtiveis utilizando régua nao graduada e compasso nada mais sao do
que numeros que podem ser obtidos apenas com as quatro operagoes fundamentais e a

extracao da raiz quadrada. Para isto temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1. Se a e b sao numeros reais e positivos construtiveis, entdio a +b, a — b
(a>b),a-b, ¢ sio construtiveis.
Demonstracao. Tomemos um segmento de reta cujo comprimento é considerado a unidade

e considere dois segmentos de reta de comprimentos construtiveis a e b.

Considere agora um segmento AB tal que |AB| = a e tracemos sobre a reta AB,

um segmento C'D tal que |C'D| = b de modo que C' coincida com B e esteja entre A e D.



Capitulo 8. Nuameros Construtiveis e o BTEX 36

Figura 29 — Segmentos AB e CD da reta AB

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Construimos agora uma circunferéncia com centro no ponto B e raio b. Chamamos o
ponto diferente de D, da intersecgdo da reta com a circunferéncia de E. Entao, |AD| = a+b

e |AE| = a—b, o que mostra que a + b e a — b sdo nlimeros construtiveis.

Figura 30 — Circunferéncia centrada em B de raio b

a+b

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Agora, sobre uma reta r tracemos um segmento AB, de comprimento |AB| = a.
Por A tracemos uma outra reta s concorrente em A com r onde marcaremos o segmento
unitério |[AC| = 1.

Figura 31 — Retas concorrentes r e s

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Em seguida, sob a reta s, marcaremos o segmento AD, de comprimento |AD| = b,
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com c entre A e B. Supomos b > 1 (se b < 1 a construgao serd analoga).

Tracemos agora a reta que passa por C' e B e tracemos uma paralela a essa reta

passando por D e que intersecta r num ponto P.

Figura 32 — Reta paralela a C'B

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Usando a semelhanga entre os triangulos AABC e AAPD teremos que:

40| _ 3]
[ [ar]
ou seja,
L
4P|
Logo,
‘ﬁ‘ =a-b,

o que mostra que a - b é construtivel.

Agora, utilizando as mesmas condigoes do caso anterior, construimos uma reta que
passa por D e B e construimos uma paralela a reta DB passando por C' e intersectando a

reta r. A esse ponto de intersec¢do chamaremos de Q).
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Figura 33 — Reta paralela a DB

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Usando a semelhanca entre os tridngulos AACQ e AADB teremos que:

[4c] _ |9
|
ou seja,
1|49
b a
Logo,
‘m‘ = g, com b > 1,
b
(para a < b, a demonstragio é andloga) o que mostra que % é construtivel. ]

Definicao 3.2.1. Um numero real é construtivel se for zero ou se seu modulo for um

nimero real construtivel, isto é a € R € construtivel quando |a| é construtivel.

Exemplo 3.2.1. Seja x € Z um inteiro positivo construtivel, entdo o seu oposto (—x) € Z

¢ construtivel. Portanto, todos os numeros inteiros sao construtiveis.

De fato, por hipétese, x é um inteiro positivo (z > 0) construtivel logo,
| — x| =, x > 0 é construtivel.
Assim, o seu oposto (—z) é construtivel.

Exemplo 3.2.2. Seja x € Q um racional positivo. Entao, x e seu oposto (—x) € Q sdo

construtiveis. Portanto, todos os nimeros racionais sao construtiveis.

De fato, por definicao, —x = —%, com p, q inteiros positivos e ¢ # 0. Portanto,
| b} _ P
q q

Pelo Teorema 3.2.1, p/q é construtivel. Assim, pela Defini¢ao 3.2.1, —p/q é construtivel.
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Teorema 3.2.2. Se a um nimero real positivo construtivel, entao v/a é construtivel.

Demonstracio. Consideremos uma reta r e um segmento AB unitdrio, sobre esta reta.
Consideremos também o ponto C, tal que a medida do segmento ‘@‘ =a.

Tragamos agora a semicircunferéncia com centro no ponto médio M de AC'

Figura 34 — Semicircunferéncia centrada em M

A

e

M

c
Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Passando por B, tracemos um segmento de reta AD, sobre a reta perpendicular s
intersectando a semicircunferéncia no ponto D e construimos o tridngulo AADC.

Figura 35 — Triangulo Retangulo ADC'

C

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Considerando que o dngulo determinado pelo vértice D do tridangulo AADC é reto,
retangulo AADC e ANABD temos que:

pois esta inscrito numa semicircunferéncia, e utilizando a semelhanca entre o tridangulo

EE
I
-
&l

=

Q
o
S
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ou seja,

Logo,

4] = V&

o que mostra que y/a é construtivel, e com o auxilio do compasso podemos transportar o
segmento AD para um novo segmento AD’ = y/a de mesmo tamanho, agora sobre a reta
T. =

Percebemos que a construgao, para obtemos /n, feita anteriormente é uma alter-
nativa a construcao da espiral de Theodorus, uma vez que nesta construcao torna-se mais

didética a construgao de y/n.

Exemplo 3.2.3. Entdo podemos dizer também que os numeros irracionais do tipo

7 2
5+ V15, 8+\/9—|—\/11, \/5—7—1—\/13,---
também sdo construtiveis.

3.2.2 Pontos Construtiveis no Plano

Podemos estender a nogao de nimeros construtiveis para o sistema de coordenadas
cartesianas, expressando a construtibilidade de um ponto P em termos de suas coordenadas

(a, b), onde a e b sao construtiveis.

Definigao 3.2.2. Um ponto P = (a, b) serd construtivel se, os nimeros a e b forem

construtiveis.

Uma vez que sabemos quando um ponto é construtivel, ¢ natural nos perguntarmos
se as curvas elementares, como retas e circunferéncias, sao construtiveis. Disso, segue as

seguintes definig¢oes:

Definicao 3.2.3. Seja r uma reta cuja equacao geral é dada por ax + by + c = 0, diremos

que r € construtivel quando os coeficientes a,b e ¢ forem construtiveis.

Defini¢ao 3.2.4. Seja ¢ uma circunferéncia centrada no ponto (a,b), e de raio r, ambos
construtiveis, cuja equagio geral é dada por (x — a)® + (y — b)*> = r?, diremos que c
é construtivel quando todos os pontos (x,y), que satisfazem sua equagao geral, forem

construtiveis.
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Reta que passa por Dois Pontos

Teorema 3.2.3. Dados dois pontos construtiveis, entdo a reta que passa por eles €

construtiveis.

Demonstragio. De fato que uma reta r que passe por dois pontos P = (a, ) e @ = (7, 9)
de coordenadas racionais, pois como vimos no Exemplo 3.2.2 todo niimero racional é
construtivel, assim sempre que tomarmos coordenadas com nimeros racionais estaremos

lidando com pontos construtiveis do plano. Sabemos que a equagao da reta é dada por:

ar+by+c=0,

onde a, b, ¢ também sdo construtiveis. O coeficiente angular de reta qualquer que passa

por dois pontos P, = (z1, y1) e P» = (x9, y2) é dado por:

Y2 —
m =

Ty — 1
entao o coeficiente angular da reta r sera,
0—p
m = .
V-«

y—p8 = (z—a)

(v—a)-(y—8) =

V—a)y—(v—a)B = (-Bz—(0-p)a
—0=-Br+t(y—a)y—(y—a)f+ (0 —-Pa =
=Br-—(—-a)y+t(v—a)B—-(0-Fla =

Ao desenvolvermos obtemos,
(=B z+(a=7)y+(By—ad)=0.

Tomando a = (6 — ), b= (a— ) e c = (B — ad), concluimos que a,b e ¢ sao
resultados de operagoes elementares dos niimeros construtiveis «, 3,7 e . Portanto, a,b e

¢ sdo construtiveis. O que torna a reta r construtivel.
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Retas Concorrentes

Teorema 3.2.4. Dadas duas retas concorrentes construtiveis, entdo o ponto de intersecdao

entre elas € construtivel.

Demonstracao. De fato, dadas duas retas r e s concorrentes, o ponto de intersecdo P sera
a solucao do sistema:

r:ar+by+c=0 (I)

s:drx+bVy+d=0. (I1)

Isolando o termo az em na equagao (/) temos:

ar = —(by + c).

Multiplicando a equagao (I1) por a e substituindo nessa expressao o termo az,

obtemos
d (ax)+ab'y+ad = 0
d[—=0by+c)]+aly+ad = 0
—aby—dc+aby+ad = 0
(ab' —ad'b)y + (ad —d'c) = 0
B ac —d'c
4= abl — a'b
Substituindo o valor de y em ax = —(by + ¢), vem:
ac —ad'c
— A L
ax (by +¢) (ab’ — a’b) c
~la(db) —d'(cb) — a(cb') + a'(cb)
N abl — a'b
~a(bd =) o (bd —¥'c)
“T T — b T —ab
Logo, = e y sdo construtiveis, ja que a,a’, b, V', c e ¢ sdo construtiveis. Assim o ponto de
intersegdo P = (x, y) é construtivel. ]
Circunferéncias

Teorema 3.2.5. Dados dois pontos construtiveis, entao a circunferéncia, centrada em um

dos pontos e que passa pelo outro, serd construtivel.
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Demonstragio. De fato, dados os pontos C' = (o, 3) e P = (7,4), a circunferéncia de

centro C' e raio r = |CP|, terd equacio da forma:
(z—a)+(y—pB)°"=r"

Como r = |CP| temos,

r=y(—aP+ (@B = "= (y—a)’+ (-5
Entao, desenvolvendo a equagao da circunferéncia obteremos:

2?4+ y? + (—2a)z + (—28)y + 2y + 268 — 7% — %) = 0.

Tomando —2a = a, —28 = b e (2ay + 203 — v* — §?) = ¢, obteremos:

2+ +ar+by+c=0,

onde a,b e ¢ sdo construtiveis. Logo, a circunferéncia é construtivel. O

Intersecoes entre Circunferéncia e Reta

Teorema 3.2.6. Dada uma circunferéncia e uma reta intersectando essa circunferéncia,

ambas construtiveis, entdo as possiveis intersegcoes serao construtiveis.
Demonstracao. De fato, determinando a intersec¢do entre uma reta e uma circunferéncia

destes tipos apresentados, devemos obter a solucao de um sistema do tipo:

2?4y’ +ar+by+c=0
adr+by+d=0.

Se este sistema possuir solucao, entao esta podera ser um ou dois pontos, com
ambas as coordenadas da forma
p+qVt,

onde p, q e t s@o construtiveis e t > 0. De fato, pois, se isolarmos y na segunda equacao do
sistema auferimos que:

a’ c

y=—pr— seb’ # 0.

Substituindo y na primeira equagao temos para a abscissa x uma equacao da forma:

A2+ B*+C =0,
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A= (@) + W)

onde  B=2dc +a(b)*—bld,

C=([)P-bVd+c

e cuja solugao é:
_ —BE£vVB*-4AC
B 2A '

X

Analogamente, a coordenada y tera uma formula semelhante, onde foram utilizadas
apenas adicdo, subtragao, multiplicacao, divisao e extracao de raizes quadradas dos
ntmeros construtiveis a,a’,b,b',c e .

Portanto x e y sao construtiveis, ou seja, os possiveis pontos de intersecao serao construtiveis.

]

Intersecoes entre Duas Circunferéncias

Para obtermos um ponto de interse¢ao de duas circunferéncias cujas equagoes

possuem coeficientes racionais recaimos em um sistema do tipo,

2+ y*+ar+by+c=0
224+l rdr+Vy+cd =0,

equivalente ao seguinte sistema,

P+’ +ar+by+c=0
(a—ad)yz+O—-V)y+(c—)=0.

Notando que este sistema é da mesma forma que o anterior, chegamos a conclusao
de que se existir solucao, entao esta também serda um ou dois pontos, com ambas as

coordenadas na forma p + ¢ v/t onde p, g e t sdo construtiveis e ¢ > 0.

Se construirmos novas retas e novas circuferéncias com os pontos obtidos das inter-
secoes e procurarmos novos pontos de intersegoes estes serao construtiveis ou da forma

a + b/, onde d,b e ¢ sdo da forma a + b+/c dos pontos de intersecao anteriores.

Exemplo 3.2.4. Ao realizarmos a primeira etapa obtivemos, por exemplo, 1 + /2, na

seqgunda etapa iremos construir, por exemplo,

4(1+V2) +5(/3(1 + V2).
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3.3 Numeros Nao Construtivels e os Problemas Classicos da

(Geometria

Para o leitor que queira se aprofundar no conteido, indicamos as referéncias [1]
para as demonstragoes dos resultados a seuir e a [11] para a teoria de extensao dos corpos,

na qual iremos definir apenas o conceito de niimero algébrico.

Definigao 3.3.1 ( Namero Algébrico). Em matemdtica, um nimero algébrico é qual-
quer numero real ou complexo que é solucao de alguma equacao polinomial com coeficientes

inteiros.

Em um sentido mais amplo, dizemos que um niumero é algébrico sobre um corpo

quando ele € raiz de um polindmio com coeficientes neste corpo.

Agora, ao observamos que um niimero construtivel serd sempre da forma a + b+/c,
concluimos entao que todo niimero construtivel ¢ um nimero algébrico sobre os racionais.
Enunciaremos um teorema, cuja a demonstragao se encontra em [1], que reforga a afirmagao

acima.

Teorema 3.3.1. Se um numero real a é construtivel, entdo a € algébrico e o polinomio

monico ? p cujo menor grau que satisfaz pla) =0 € igual a 2.

Pelo Teorema acima, podemos dizer que v/2 é construtivel, pois

a) /2 é algébrico, ou seja, pois satisfaz a Definicio 3.3.1.

b) E o menor grau do polinémio ménico p que satisfaz p(y/2) = 0 é igual 2.

J& o ntmero /2, que também é algébrico, ndo é construtivel, pois o menor grau do
polinémio ménico p que satisfaz p(v/2) = 0 é igual a 3, ou seja, ndo existe um polindmio

monico de grau igual a 2 tal que p({/2) = 0.

Como por este caminho usamos uma Matematica muito avancada e fugiria do
objetivo deste trabalho, mostraremos de maneira mais simples a inconstrutibilidade de
alguns nimeros. Para dar idéia de que /2 ndo é construtivel, vamos mostrar que ela néo

pode ser da forma a + b+/c, com a,b e ¢ construtiveis.

Inicialmente vamos supor que r = /2 seja construtivel. Entdo r = /2 é da forma

a+b+/c, com a,b e ¢ construtiveis. Sendo r irracional, devemos ter \/c irracional.

2 Polinémio ménico - é o polindmio p = ¢,z™ + - - - + ¢y cujo coeficiente do termo dominante é

igual a 1, ou seja, ¢, = 1.
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Se r = a + b+/c, com a,b e ¢ construtiveis, entdo elevando-se ambos os lados ao
cubo obteremos:

r=a*+3a’b\c+3bc+ b cy/e
Como 7? = 2, temos:

2 = a®+3a®b\c+3bc+ b ey,

2 = (a®+3b%c)+ (3a®b+b°c) e, (1)
ou seja,

ad+30%c=2

3a*b+ b c=0. (2)

Se r = a + b+/c é raiz da equacao r* — 2 = 0, entdo r; = a — b+/c também ¢é raiz

pois:
r’ = (a=bye)

= a® —3a’bc+3bc—b ey,
= (a®+3b¢c)— (3a*b+b’c) e =2,

ja que (2) é satisfeita.

Logo r,®> = r® e consequentemente r; = r, ocorrendo assim, que b=0e r = a, o

que é um absurdo, poisa € Qe r € (R — Q).

Portanto v/2 néo é construtivel, e o problema da duplicacio do cubo é impossivel
de ser resolvido com régua e compasso, pois o problema da duplicacao do cubo consiste
em construimos, apenas com régua e compasso, a aresta b de um cubo cujo o volume seja

o dobro de um cubo de aresta a dado inicialmente. Em outras palavras,

b =2a3

ou seja, b = v/2a, como /2 ndo é construtivel, logo a aresta b nao é construtivel.

Verificaremos agora que é impossivel solucionar o problema de triseccionar um

angulo genérico com régua e compasso.

Definiremos um dangulo construtivel como um angulo que pode ser construido por

régua e compasso. Mostraremos que um angulo é construtivel se, e somente se, seu cosseno
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(ou seu seno) for construtivel.

Considere um angulo « e o ponto P, onde OP é o segmento unitério. Tracando uma
reta perpendicular a r que passa por P obtemos o ponto ) que intersecta r. O segmento

OQ representa o cos(a) e o segmento P(Q representa o sen(a), conforme a Figura 36 :

Figura 36 — Angulo construtivel

L

sen(a)

[0} cos(a) Q

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [1].

Tomando por exemplo o angulo de 60°. Temos que cos(60°) = 5, que é racional, e

1
2
portanto é construtivel.

Alguns angulos podem ser trisseccionados por régua e compasso, ou seja, dado um
angulo qualquer, construimos um outro com um terco de sua amplitude. Mas, se fosse
possivel a trisseccao de qualquer angulo, entao poderiamos construir um angulo de 20°, e

consequentemente o cos(20°).

Para mostrar que é impossivel construir o angulo de 20° facamos o seguinte. Tome

a = 20° na férmula trigonométrica,

cos(3a) = 4 cos’(a) — 3 cos(a).

Como cos(60°) = 5 e 3 = 60° obtemos:

cos(60°) = 4 cos®(20°) — 3 cos(20°),
1
5 = 4 cos®(20°) — 3 cos(20°),

Multiplicando por 2 e fazendo y = cos(20°) obtemos:

1=8y>—6y.
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Substituindo 2y = x obtemos:

22 —3r—1=0.

A referéncia [1] nos auxilia, com o seguinte fato:

Fato 3.3.1. Uma equagao do terceiro grau com coeficientes racionais so tem raizes

construtiveis se ao menos uma delas for racional.

Se apenas uma delas for racional, as duas outras serao raizes de uma equagao do
segundo grau também construtiveis. Em outras palavras, ou as trés raizes sao construtiveis

e, nesse caso, pelo menos uma é racional, ou nenhuma é construtivel.

De acordo com o resultado acima, as raizes da equacao 2 — 3z — 1 = 0 somente
serdo construtiveis se pelo menos uma delas for racional. Suponhamos entdao que = = a/b,

com b # 0, racional, seja uma raiz. Entao,

G)-s(@)-1-0

b3
a? =3 —— =0
a
b3
E = a2—3b2

Por esta tultima expressao, a divide b, ja que divide o seu cubo. Como a e b nao

possuem fatores em comum as tnicas alternativas para a sao 1 ou —1.

Reescrevendo a expressao obtemos

G @) -0

a>—30a—-0 = 0
@ = B+3b0a
a> = b*(b+3a),
— = b+3a
ou seja, o quadrado de b divide o cubo de a, logo b divide a. Da mesma forma, como a e b

nao possuem fatores em comum as Unicas alternativas para b sdo 1 ou —1. Uma simples

verificacdo mostra que 1 ou —1. ndo sao raizes.
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Portanto nao é possivel construir o cos(20°), e com isso, impossivel de construir o

angulo de 20°.

Além disso, a quadratura do circulo é um problema que consiste em construir um
quadrado com a mesma area de um dado circulo servindo-se somente de uma régua nao
graduada e um compasso em um numero finito de etapas. Em outras palavras, devemos

construir o lado do quadrado tal que

1?2 = 72

ou seja, [ = /mr

Por volta do século XIX provou que 7 é um ntmero transcendente, isto é, nao
existe um polinémio com coeficientes racionais nao todos nulos dos quais 7 seja uma raiz.

Como resultado disso, m nao é construtivel.

A transcendéncia de 7w estabelece a impossibilidade de se resolver o problema
da quadratura do circulo, ou seja, é impossivel construir, somente com uma régua nao
graduada e um compasso, um quadrado cuja drea seja rigorosamente igual a area de um

determinado circulo.
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4 ATIVIDADES PROPOSTAS

Este capitulo propoe atividades para que os professores possam realizar com alunos.
Estas atividades tém o intuito de contribuir para a aprendizagem de Geometria e apresentar
as construcdes bésicas com o uso do compasso e régua sem escala. E de grande importancia
no processo de construgao geométrica que o professor deixe claro aos alunos que a régua
sera utilizada somente para tracar retas e que nao poderd ser utilizada como instrumento
de medicao de comprimento, o que desenvolvera nos alunos as habilidades para as quais

este capitulo é proposto.

Espera-se que antes da aplicacdo das atividades aos alunos, todas as construcoes
sejam devidamente exemplificadas e realizadas com o acompanhamento do professor e, se

necessario, que os alunos tenham em maos as descrigdoes do Capitulo 2.

Sao propostas algumas atividades a respeito de cada construgao, sendo que os
alunos ja tenham noc¢ado dos conceitos introdutorios de geometria plana e das construgoes
elementares usando régua e compasso, onde o professor ja deve ter separado no minimo 2

aulas de 45 minutos para esta introducao.

4.1 Atividades para o 6° ano do Ensino Fundamental

No 6° ano do Ensino Fundamental introduzimos as nogoes basicas de contagem
apenas com numeros naturais. Ainda nao podemos fazer demonstracoes porque eles
nao possuem base matematica adequada. Trabalharemos apenas com a nocao de que os
numeros naturais sao construtiveis. Mostraremos atividades relacionadas a construcao de
retas paralelas e perpendiculares e também sobre fracoes. Ilustraremos os exercicios na

préoxima pagina.
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Exercicio 1: Desenhe a reta r e o ponto A nas posic¢oes indicadas. Depois, usando

régua e compasso, trace a reta s, paralela a reta r, passando pelo ponto A.

Figura 37 — Exercicio sobre retas paralelas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exercicio 2: Trace a reta m e marque o ponto B exterior a ela, como na figura
abaixo. Depois, usando régua e compasso, trace a reta n, que passa por B e é perpendicular

am.

Figura 38 — Exercicio sobre retas perpendiculares

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exercicio 3: Trace as mediatrizes dos segmentos abaixo.

Figura 39 — Exercicio sobre mediatrizes

NP
e

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exercicio 4: Considere um segmento u. Trace uma reta r e sobre ela trace um
segmento AB com medida de comprimento 3 u, usando agora régua e compasso, obtenha

um retangulo ABCD de base 3u e altura wu.

Figura 40 — Exercicio sobre construgao de retangulos

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Comentario: Na atividade, o aluno usara as construgoes geométricas para deter-
minar as retas perpendiculares e a reta paralela a reta r que formarao o retdngulo ABCD,
e a nogao de numeros construtiveis para determinar os segmentos de comprimentos 3u

e u formadores da figura. Esta atividade poderia ser estendida para obtencao de quadrados.

Exercicio 5: Construa geometricamente a localizagdo do nimero misto 4% na reta

r dada utilizando apenas régua e compasso. Indique o ponto com sua fragao correspondente.

Comentario: Para realizar esta atividade o aluno deve ter conhecimentos prévios

sobre fragoes, niimeros mistos e as construgoes elementares. Ele deve verificar que:

1 1 13
d-=4+> ==,
3747373

Como o segmento unitario foi dado na reta r, é facil verificar que para localizar
o numero na reta basta construimos, apenas com o auxilio da régua e do compasso,
um segmento de reta AB cujo comprimento seja 1/3, em seguida, adicionamos & AB
o segmento BC de comprimento igual & 4 unidades. Portanto, o novo segmento AC
medird exatamente 1—;’ O professor podera ampliar o nivel da questao, onde o aluno tera

dificuldades em dividir o segmento unitario em mais de duas ou trés partes.

4.2 Atividades para o 72 ano do Ensino Fundamental

Os alunos do 7° ano do Ensino Fundamental devem conhecem os niimeros inteiros,
por isso, podemos considerar pontos a esquerda do zero a partir de agora. A reta dos
naturais sera ampliada para o lado esquerdo. Exibiremos a seguir atividades relacionadas

com numeros inteiros e construgoes geométricas.

4.2.1 Numeros Inteiros

Quando se explora a definicdo dos niimeros inteiros, a grande maioria dos livros

didaticos apresentam atividades simples, como por exemplo:

Exercicio 6: Copie em ordem decrescente os niimeros que aperecem abaixo.

-3, —4, 9, 0, —10, 15.
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Exercicio 7: Construa uma reta de niimeros inteiros contendo os niimeros abaixo.

a) 0e —10. e) 14 e0.
b) 10 e —5. f) —5eb.
c) —12e —18. g) 3e—T.
d) 23 e —17. h) —9 ¢ -8.

Agora, use os sinais de >, < ou = para fazer a comparacao entre os nimeros

indicados.

Comentario: Tomando um segmento de reta como unidade padrao, o aluno
construira uma reta de nimeros inteiros e sabendo que essa reta r é ordenada, assim
facilmente ird comparar cada item. Para tal ele ja deve ter a noc¢ao prévia do contetdo, e

a construcao da reta é para fixar o melhor entendimento.

4.2.2 Construcoes Geométricas

Como o aluno ja tem estudado as construgoes utilizando régua e compasso, vamos
repetir as construgdes com uso destes materiais. Sugerimos entao que as atividades sejam

da seguinte maneira:

Exercicio 8:

a) Construa duas retas perpendiculares utilizando régua e compasso.

b) Trace uma reta r e marque um ponto P sobre ela. Agora, usando régua e

compasso, tracamos a reta s passando por P e perpendicular a 7.

c) Trace uma reta r e marque um ponto A fora dela. Use régua e compasso para

tracar uma reta s que passe por A e é paralela a r.

Comentario: As atividades sugeridas iram reforcar o aprendizado de paralelismo
e de perpendicularismo entre retas e dard mais pratica nas construcoes elementares, que

servirao para atividades mais avancadas.
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4.3 Atividades para o 82 ano do Ensino Fundamental

Nesta atividade, daremos énfase aos niimeros racionais e reais que nao sao inteiros,
uma vez que os inteiros ja foram revisados. Em seguida, podemos também sugerir outra
atividade com areas de figuras planas. Ainda deixamos como sugestao, que seja construida
a reta dos reais através da construgao geométrica por régua e compasso, onde teremos

com exatidao um ponto para \/5, e outro ponto V.

4.3.1 Numeros Reais

Seria bom comentar que nunca conseguiremos obter um segmento de medida m, por
isso o niimero 7 é marcado na reta com um valor aproximado. Vejamos agora algumas
atividades que podem ser incluidas construgoes com régua e compasso para o 8° ano do

Ensino Fundamental:

Exercicio 9: Escolhendo um segmento unitério, vamos construir a reta numérica
localizando os seguintes nimeros: —7, —3, —1, 0, 1, v/2, 2, v/5 e 5 usando construcoes

geométricas por régua e compasso.

Comentario: Com o auxilio das construgdes geométricas por régua e compasso
o aluno vai fixar mais a idéia sobre ntimeros irracionais e vai aprender a localizar com
exatiddo o niimero y/n, com n € N, verificando que nem sempre serd um niimero racional,

mas que podemos construir um segmento com sua medida.

Seria bom fazer comentéarios de que existem nimeros que nao sao marcaveis na reta
numérica, dando a definicdo de niimeros construtiveis e dando exemplos, sem demonstra-

¢oes, de niimeros nao construtiveis.

O professor pode optar também em mostrar a espiral pitagorica, que é um processo
préatico para localizar irracionais na forma /n, com n € N. Alguns livros j4 mostram de

maneira bem mais simples esse processo.

4.3.2 Area de Regioes Planas

Muitas atividades sobre areas de regioes planas sao apresentadas nos livros de 8°
ano do Ensino Fundamental. A maioria sdo de forma simples e necessita apenas do calculo

algébrico. Vejamos a proxima atividade:
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Exercicio 10: Determine a medida e desenhe:

a) do lado de uma regiao quadrada com 90 cm? de drea.
b) da altura de uma regiao triangular com 5 cm de base e area 9,5 cm? de érea.

c) da altura de uma regido determinada por um trapezio na qual a area é de 55
dm?, a base maior maior mede 15 e a base menor é 5 dm a menos do que a base

maior.

Comentario: Para resolver esta atividade o aluno devera resolver algebricamente
usando a féormula que calcula a area quadrangular e acharda como resposta que a medida

do lado é um numero irracional.

Para desenhar entdo, no item (a) o quadrado cujo lado mede 3+/10, ele deve
tomar como segmento unitario um segmento cuja medida seja 1 cm e através da construcao
geométrica por régua e compasso determinar um segmento de medida 3+/10 cm. Por fim,
usando as construgoes elementares, deverd tragar retas perpendiculares e paralelas até
desenhar um quadrado de lado 3 /10 cm.

4.4 Atividades para o 92 ano do Ensino Fundamental

Ao chegar no ultimo ano do Ensino Fundamental o aluno ja tem muita base em

construcoes geométricas, isso considerando que ele veio trabalhando com elas desde o 6° ano.

O professor tem um amplo leque de contetidos que permitem aplicar as construgoes

geométricas. Exibiremos atividades de localizacao de ntimeros irracionais na reta.

Exercicio 11: Construa os seguintes ntimeros:

a) v2.
b) /3.

c) v2.

Vamos agora construir nimeros da forma a + by/c, com a,b,c € Q. J4 sabemos

como construir a soma, o produto, o quociente e também raizes quadradas, quartas, oitavas
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e assim por diante, de niimeros construtiveis. Vamos agora usar essas operagdes para
construir nimeros da forma a + by/c, com a, b, c € Q ( Consequentemente, /c também é

costrutivel).

Tais construgoes nos levam a entender a construcao de nimeros dessa forma, onde
a,b, ¢ sdo também da forma p + ¢v/t, com p, ¢t € Q. Note que se continuarmos, esse pro-
cesso se repete indefinidamente. Como as construgoes desses nimeros envolvem construgoes
anteriormente realizadas, ou seja, os procedimentos sao praticamente os mesmos, vamos

apenas apresentar a atividade resolvendo um deles e sugerindo outros como atividades.

Porém, lembremos que para construir 21/5, por exemplo, basta construir os dois
ntmeros, 2 e /5, separadamente e depois multiplica-los ou simplesmente, somar /5 duas

vezes.

Exercicio 12: Construa os seguintes ntimeros:

a) \/2++5

Inicialmente vamos construir a \/5, com o auxilio do software GeoGebra.

Descrigao:

« Fixando o segmento de comprimento |[AB| = 1 unitdrio, através desse

segmento tragamos a reta AB.
« Sobre a reta AB, tragamos o segmento BC tal que |BC| = 5.

» Fixando o segmento AM, como ponto do médio do segmento AC', com o
compasso tracamos uma semi-circunferéncia centrada em M de abertura

igual ao comprimento do segmento MC'.

o Agora, construimos uma reta perpendicular a reta AB, em seguida, con-
sidere o ponto D, como sendo a intersecao entre a reta perpendicular e
a semi-circunferéncia. Perceba que, o tridngulo AADC' é retdngulo no
vértice D, por outro lado, o tridngulo AABD também é retangulo no

vértice B, decorre da semelhanga entre os tridngulos AADC e AABD que

AD 4B
BC ~ AD
(@)2215

AD = /5.

e Por fim, com o auxilio do compasso, transferimos para a reta AB um
segmento AD’ cujo o comprimento é o mesmo de AD. Observe a ilustracao

abaixo:
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Figura 41 — Exercicio sobre a construcao de v/5

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [3].

Notamos que uma vez o comprimento do segmento AD’ medindo /5, podemos
facilmente construir 2 + \/5, basta fixamos o compasso no ponto D’ e com uma
abertura de comprimento igual a 2 unidades, determinamos o ponto £ tal que

D'E| = 2, portanto o segmento AE mede 2 + /5, vejamos a ilustracio abaixo:
g

Figura 42 — Exercicio sobre a construcao de 2 + /5

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [3].

Finalmente, vamos construir a /2 + /5.

Descricao:

« Sobre a reta AB, tragamos o segmento BF tal que |BF| =2 + /5.
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« Fixando o segmento AM’, como ponto do médio do segmento AF', com o
compasso tracamos uma semi-circunferéncia centrada em M’ de abertura

igual ao comprimento do segmento M F'.

o Agora, construimos uma reta perpendicular a reta AB, em seguida, con-
sidere o ponto GG, como sendo a intersecao entre a reta perpendicular e
a semi-circunferéncia. Perceba que, o triangulo AAGF ¢é retangulo no
vértice (G, por outro lado, o tridngulo AABG também é retangulo no

vértice B, decorre da semelhanga entre os tridngulos AAGF e AABG que

ic _ ap

BF  AG
(AG)" = 1-(2+V5)
AG = 2+ 5

e Por fim, com o auxilio do compasso, transferimos para a reta AB um
segmento AG’ cujo o comprimento é o mesmo de AG. Observe a ilustracao

abaixo:

Figura 43 — Exercicio sobre a construcao de /2 4+ v/5

Fonte: Elaborada pelo autor com base na Referéncia [3].

Com base no exemplo acima, construa os nimeros irracionais abaixo:
b) 1+ 2.
c) 5+/3+ V.
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