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Resumo

Na segunda metade do século XX, um conjunto de avancos em diversas areas da ciéncia,
catalisados pela invencdo do computador moderno, resultou no surgimento da Teoria
do Caos. O grande marco para esse desenvolvimento foi o trabalho de Edward Lorenz,
desenvolvido a partir de seus estudos em modelagem atmosférica, e que tinha com uma

das bases o método geométrico de andlise desenvolvido por Poincaré.

Pouco tempos depois, ainda no inicio na década de 1970, Gutzwiller, resolveu a questao da
quantizacao de sistemas cadticos por meio de sua féormula do traco, e na década seguinte,

foi introduzido o formalismo das Matrizes Aleatérias a abordagem do Caos Quantico.

Apesar de hoje compor uma area de estudo interdisciplinar, tanto o Caos quanto o proprio

estudo de sistemas dindmicos e a nao linearidade, tem suas origens mais remotas na fisica.

Por meio desse trabalho iremos discutir como sao representados os sistemas dinamicos
na fisica por meio do formalismo da mecanica classica, que fornece espaco para a analise
geométrica de sistemas dindmicos em gerais. E verificaremos como surge Caos deterministico
a partir de um sistema de péndulo forcado e amortecido, e introduzir brevemente o Caos

Quéantico por meio da teoria das Matrizes Aleatorias.

Palavras Chaves: Sistema Dindmicos. Nao-Linearidade. Caos Cléassico. Caos Quéantico.



Abstract

In the second half of the 20th century, a set of advances in various areas of science, catalyzed
by the invention of the modern computer, resulted in the emergence of Chaos Theory. The
great milestone for this development was the work of Edward Lorenz, developed from his
studies in atmospheric modeling, and which he had with one of the bases the geometric

method of analysis developed by Poincaré.

Shortly thereafter, in the early 1970s, Gutzwiller resolved the issue of quantization in
chaotic systems through his trace formula, and in the following decade, the Random

Matrices formalism was introduced to the Quantum Chaos approach.

Despite being part of an interdisciplinary field of study today, both Chaos and the study

of dynamical systems and nonlinearity have their earliest origins in physics.

Through this work, we will discuss how dynamical systems are represented in physics
through the formalism of classical mechanics, which provides space for the geometric
analysis of dynamical systems in general. And we will see how deterministic Chaos arises
from a forced and dampened pendulum system, and briefly introduce Quantum Chaos
through the Random Matrix Theory.

Key-words: Dynamical Systems. Nonlinearity. Classical Chaos. Quantum Chaos.
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1 Introducao

O ser humano sempre esteve fascinado com a capacidade de se fazer predigoes,
sejam elas através de supostos meios misticos ou seja por meio de sua habilidade nata de
reconhecer padroes, e prever fendmenos a partir deles. Esse capacidade esteve no cerne do
homem que desenvolveu a sociedade por meio da observagao dos céus, e assim construiu,
em muitas culturas, a no¢ao de um universo estavel, perfeito e regular. E o desejo de se
conhecer esse universo no presente, para entao se ter acesso ao passado e futuro foi grande
motivador do esforco cientifico de um grande parte dos cientistas e sabios que contribuiram

para o surgimento da ciéncia moderna, desde suas bases antigas até hoje.

No entanto, hoje as nocoes de previsibilidade e determinismo ja foram atacadas e
vencidas por diferentes areas emergentes da fisica, das quais se destacam o Caos e a Mecanica
Quantica - e a partir de premissas bem distintas. Apesar disso, o determinismo encontrou
grande sucesso durante bastante tempo desde sua fundacao, ainda que eventualmente

também tenha assim lancado fundamento para o seu proprio fim.

A segunda metade do segundo milénio foi marcante por uma série de descobertas
e reformas de paradigmas responsaveis por revolucionar e langar os fundamentos da
ciéncia moderna. Nesse periodo de intensa producao, diversos o pensamento predominante
dos antigos quanto a producao de conhecimento e quanto a natureza do universo foram
superados. O racionalismo aristotélico, o modelo heliocéntrico de Copérnico que substituiu
o modelo geocéntrico ptolomaico, os trabalhos de Galileo, as precisas observagoes de
Tycho Brahe, e a descricao de leis dos movimentos celestiais sao exemplos de marcos desse

momento.

Foi esse contexto de florescimento do saber e de rompimento com os padroes e
cosmovisoes antigos que serviu de base para que, na segunda metade do século XVII, Isaac
Newton viesse a realizar inimeros estudos e publicagoes que sdo hoje referéncia para o
todo o estudo da fisica. Muitas foram as contribui¢des de Newton: Otica, Séries Numéricas,
Célculo. Mas, pode se argumentar, sua contribuicdo mais importante foi a generalizacao
das leis que regem os movimentos, para limites apropriados, tanto dos corpos terrestres

quando dos celestes, e sua lei da gravitagao universal.

Todo seu trabalho, assim como de seus predecessores e de muitos dos que dariam
prosseguimento aos seus estudos, ainda carregava o pressuposto deterministico dos sabios
do passado. A tentativa de se compreender e organizar o funcionamento do universo a
partir de principios basicos e de simples descricao matematica, teve sucesso em algumas

areas o que motivou ainda mais a persistente base deterministica das ciéncias naturais.

As bem sucedidas leis de Newton lancaram as bases do que seria posteriormente
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conhecido como o modelo mecanicista do Universo. Visao comum aos primeiros cientistas
de que o universo era uma maquina em perfeito andamento, um relégio bem ajustado
em funcionamento, com regras predeterminadas e que, com a capacidade de calculo
e informagao sobre a posicao e velocidades de cada objeto, seria possivel determinar
nao somente o seu futuro, mas conhecer o passado de todo o cosmos. Concepgao que é

intrinsecamente deterministica.

Esse modelo encontrou bastante sucesso em seus momentos iniciais. A partir dele
Newton conseguiu, matematicamente, retomar as leis de movimento planetario que Kepler
havia descoberto anteriormente a partir das observacoes astronémicas de Tycho Brahe,
e calcular com relativa precisao a distancia da terra até a lua, por meio de estimativas
da massa da lua da época. A orbita dos cometas, pelo qual Edmond Halley foi capaz de
prever a chegada do cometa que hoje carrega seu nome, e também as 6rbitas dos demais
planetas em torno do sol foram facilmente obtidas a partir da lei da gravitacdo universal e
das leis do movimento de Newton, esse tltimo que veio a ser conhecido como o problema

dos dois corpos.

No entanto, nao tardou para que limitagdes fossem encontradas. O proprio Newton,
apos descrever o movimento do sistema Sol-Terra com sucesso, tentou a mesma aplicagao
para uma configuracao celeste quase idéntica, apenas com a adi¢ao da influéncia de mais
um corpo celeste, mas nao conseguiu encontrar solugoes exatas. Essa mesma configuragao
também veio a ser alvo da investigacao de outros grandes nomes da fisica da época, como
a familia Bernoulli, Euler, D’Alembert, Lagrange,e de muitos outros cientistas até hoje.

Esse é o conhecido Problema de Trés Corpos.

Com o desenvolvimento da mecanica classica, muitas abordagens foram desenvolvi-
das para facilitar a analise de sistemas dindmicos, e em especial muitos foram os métodos
para tentar se atacar esse problema. Uma dificuldade que se podia apontar na forma como
Newton desenvolveu sua mecanica é que esta possui descricao geométrica, e é expressa em
termos de vetores, cujas componentes de direcao devem ser consideradas a cada instante
de tempo nos calculos realizados. E assim o principal método de obtencao das equagoes
de movimento, devido a Bernoulli, era por meio de integrais, que nao possuem solugoes

gerais conhecidas. [6]

Para superar essa dificuldade, alguns nomes como Euler, Lagrange e Hamilton se
destacaram, em momentos distintos, por suas contribuicoes para a formulacdo da mecanica
classica utilizando escalares, variaveis independentes da dire¢ao do vetor posi¢ao num
sistema de coordenadas, desenvolvendo assim na fisica conceitos como o de potencial e
energia, e os utilizando para descricao matematica bem mais simples do que o modelo

vetorial anterior.

No entanto, mesmo com essa nova formulacdo o problema dos trés corpos per-

maneceu sem solucao, a parte de alguns casos especificos, um deles o problema de trés
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corpos restritos, onde um corpo de massa desprezivel orbita em torno de outros 2 de
massa consideravel. Os préprios Euler, através de um modelo onde os corpos permanecem
colineares em todos os instantes do tempo, e Lagrange, considerando o caso onde as massas
formam um tridngulo equilatero, se propuseram a solugao desse problema, mas com éxito

limitado.

No final do século XIX, o matematico e fisico francés Henri Poincaré em uma
competicao matematica financiada pelo Rei da Suécia, falhou em obter uma solugao
exata para o sistema de trés corpos, na verdade ele provou que ele nao possuia solugao
em forma fechada. Ainda que sem conseguir solucionar o problema proposto, Poincaré
recebeu o prémio por sua imensa contribuicdo para a mecanica celeste. Nesse trabalho,
Poincaré foi capaz desenvolver métodos geométricos de grande importancia no estudo de
sistemas dindmicos em geral: a importancia do fluxo no espago de estado, o papel das
orbitas periddicas e se¢ao reta, assim como de o uso de pontos homoclinicos. Mais do que
isso, demonstrou que para alguns sistemas deterministicos pode nao haver previsibilidade,

plantando a semente do que mais tarde viria a ser chamado de Caos. [6]

Intimeras contribui¢oes de areas distintas da fisica foram relevantes para o desen-
volvimento da teoria do Caos . Se destacam o trabalho de Lord Rayleigh em osciladores
nao lineares, num projeto de se tentar compreender como instrumentos musicais geram
sons, e que foi desenvolvido posteriormente por van der Pol, Duffing e Hayashi, em outro

sistemas fisicos em que os osciladores nao lineares desempenhavam um papel importante.

Semelhantemente importante foi o desenvolvimento da Hipdtese Ergddica de Boltz-
mann, que implica que sistemas dinamicos acessam todas as partes do espago de fase,
permitidas pelas leis de conservacao, com igual frequéncia. As tentativas de provas desse
Teorema foram de grande importancia para o estudo de sistema dindmicos, em especial o
trabalho de Koopman ,que ao tentar usar métodos do espago de Hilbert para reformular o
problema da Hipétese Ergodica, foi capaz de demonstrar que um sistema nao linear finito
pode ser transformado em um sistema linear infinito. E assim introduziu um conjunto de

técnicas diferentes para a abordagem desse problema.[6]

Muitos outros avancgos no estudo de sistemas nao lineares se deram no século
XX, com participagao memoravel da ciéncia soviética, mas com énfase principalmente na
matematica aplicada. Sua consolidagdo como um campo de estudos distintos s6 se deu
na segunda metade do século XX, com as publicagoes de Edward Lorenz na tentativa de
modelagem da atmosfera, que encadeou e suscitou uma série de trabalhos posteriores em

diversos campos de estudo sobre equagoes nao lineares e Caos. [9]

O trabalho de Lorenz "Deterministic Nonperiodic Flow'[13] tem como marca o a
exposicao clara de uma das principais propriedades do movimento cadtico: dependéncia
sensivel as condigoes iniciais, ou Efeito Borboleta. Esse efeito foi visto por Lorenz ao se

retomar uma rotina de simulagdo numérica de previsdo de tempo, onde ele, ao introduzir



Capitulo 1. Introdugao 15

acidentalmente, numa nova rotina os valores da rotina anterior mas com valores iniciais
diferentes em até 6 casas decimais, os resultados na previsao em pouco tempo tiveram
efeitos catastroficos previstos. Essa dependéncia sensivel as condigOes iniciais gera no
espaco de fase para as equacoes que Lorenz utilizou para modelar o sistema, o chamado
atrator estranho, que em trabalhos posteriores descobriu-se ter como caracteristica uma

geometria fractal.

Cerca de uma década apos esse trabalho, houve um florescimento nas pesquisas
relacionadas a Teoria do Caos, e uma enorme gama de aplicagoes principalmente na fisica
e matematica, assim como também na biologia. Dentre esses, destacam-se os trabalhos de
Mandelbrot com fractais, e de Fengenbaum ao se estudar propriedades universais do Caos,
na rota ao Caos por meio de duplicacao de periodo, e a grande gama de comprovagoes

experimentais. [9]

Grande desenvolvimento também se deu no estudo de sistema quanticos que
possuem analogos classicos cadticos, o Caos Quantico. Ou Caologia Quantica, termo
preferido por Michael Berry, um dos fundadores da area. Essa area encontrou sucesso
principalmente por meio da abordagem semiclassica, introduzida por Gutzwiller através
de sua formula do Trago, e do formalismo da Teoria das Matrizes Aleatorias de Wigner,
formulada no contexto da fisica nuclear e introduzida no Caos Quantico por meio da

conjectura de Bohigas. [15]

Tendo isso em mente, buscamos com esse trabalho compreender a relagao da fisica,
em seu formalismo classico, com o estudo interdisciplinar moderno de sistemas dinamicos.
Buscaremos compreender como caracterizar um sistema dindmico, e realizar distingoes
bésicas entre os casos lineares e nao lineares, no capitulo 1. No capitulo 2, entenderemos
como o surgimento de novos formalismos na mecanica classica introduzem novas maneiras
de estudar um sistema dinamico na fisica, por meio de um espaco e conjunto de variaveis
distintos, e como o movimento nesses sistemas sao representados através de equagoes de
movimento, a maneira em que sao obtidas e em especial, como surge o espaco de fase na
mecanica analitica. No capitulo 3 introduziremos alguns métodos de analise para sistemas
dindmicos nao lineares de primeira e segunda ordem. No capitulo 4 aplicaremos esses
métodos, em conjuntos aos tradicionais da fisica para analisar alguns sistemas nao lineares
fisicos, e entao ver como surge o comportamento cadtico nesses sistemas, e algumas de
suas principais caracteristicas. No capitulo 5, discutiremos brevemente sobre a relagao
mecéanica quantica e Caos, e introduziremos um dos seus formalismos: a teoria das Matrizes

Aleatérios, e obteremos alguns resultados basicos dele.
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?2 Sistemas Dinamicos

'O livro da Natureza é escrito em linguagem matematica'é uma citacao atribuida a
Galileu Galilei. Um dos principais esforgos da ciéncia moderna foi a de utilizar a matematica
como nao somente uma ferramenta capaz de descrever fendbmenos naturais, mas sim como
uma prépria expressao da natureza. E por isso grande parte do esfor¢o dos cientistas
da época eram de expressar a ciéncia através de uma formulacao que se assemelhasse a
realidade, como por exemplo o préprio trabalho de Galileu, que é marcadamente geométrico,
e as contribuicoes de Rene Descartes para conciliar a dlgebra com a geometria euclidiana,

o que deu origem a geometria analitica.

E nesse esforco de expressar a natureza em linguagem matemaética que Newton,
paralelamente a Leibniz, desenvolve o calculo diferencial e integral, utilizando métodos
infinitesimais, como descricao cientifica para seus trabalhos em otica, gravitacao e de
modo mais geral nas leis do movimento. Nesse contexto a area da dinamica surge como
parte da mecanica classica de Newton, uma parte da fisica. No entanto, devido ao seu
desenvolvimentos em multiplas areas, principalmente no século passado, a Dinamica surge
nos dias atuais também como Teoria dos Sistemas Dindmicos, uma area interdisciplinar
que utiliza de equacgoes diferenciais, ou suas versdes em tempo discreto, para descrever o
movimento de um sistema a partir de taxas de variacoes, aplicada em multiplos sistemas
que podem ser desde o movimento interplanetario até o o crescimento populacional na

biologia. Aplicagdo que se aproxima mais do sentido geral proposto pelo calculo de Leibniz.

Por defini¢do, um sistema dinamico ¢ uma série de estados possiveis em um espago,
caracterizados por uma regra que define os estados presentes em termos dos passados, isto
é, a partir de uma condicao inicial. De maneira simples, pode-se dizer que é um sistema

que se ha uma mudancgas com o tempo.

Podemos classificar sistemas dinamicos em 2 tipos principais: equagoes diferenciais
ou mapas iterados. Equagoes diferenciais sao utilizados para descrever a evolugao temporal
dos estados de um sistema em tempo continuo. Assim, ha um intervalo de tempo desprezivel
entre cada estado, e essa variaveis sao descritas em termos de ntimeros reais. Equagoes
diferenciais podem ser parciaiS, o caso onde a equacgao apresenta relagoes entre uma funcgao
de miultiplas variaveis independentes e suas derivadas parciais, como o nome sugere. Um

exemplo de equagao diferencial parcial [EDP] é a equagao da continuidade:

0 .
a—f+v-J:o. (2.1)
Onde V= (6%1, 8%2, ey %) é o operador nabla. ¢ é uma densidade volumétrica de

alguma quantidade, e j é o fluxo de q. E 0 ¢ nos informa quanto a geracao da quantidade



Capitulo 2. Sistemas Dinamicos 17

g nesse sistema, podendo ser uma fonte no caso de ¢ > 0 ou um "escoadouro"quando
stgma < 0. Em especial, essa é uma equacao de conservagao para a quantidade q quando
o = 0, e estd presente em diversas dreas da fisica: eletromagnetismo(q é a corrente elétrica),
dindmica dos fluidos ( q é a densidade de fluido, mecénica quéntica(q é a corrente de

probabilidade), dentre outros.

No entanto, apesar de sua notada importancia, esse se trata de um caso especial
de fécil solucdo. Em geral sistemas nao lineares de EDP’S geram um comportamento bem
mais complexos, e por isso para o exercicio proposto nesse trabalho nos concentraremos
em equagoes diferencias ordinarias(EDO’s). Isto é, o caso onde as equagoes diferenciais sao
em termos de fungoes de apenas uma variavel independente. Esse tipo de equagao possui

uma forma geral:
F(zyy.y", . y™) =0 (22)

Que conforme Strogatz[2.4] aponta, pode ser escrito na forma:

i‘l : fl(acl,...,xn) (23)

= fulwn,. 1) (2.4)

Antes de seguirmos a discussao, vale a pena a introduzir as equagdes de movimento
em tempo discreto.Esse é o caso de mapas iterados. Podemos considerar de modo simples
mapas como uma relagao de recursao, a exemplo da programacao computacional onde
uma regra é aplicada continuamente a uma variavel, ou a um sistema de varidaveis. A forma

geral para uma mapa é a equacgao matricial de diferenca:
Xni1 = Axy + b, (2.5)

Onde z,, e x, + 1 sdo vetores m-dimensionais, e portanto A é uma matriz de transformacao

mxm. O caso unidimensional pode ser escrito simplesmente como:

Tni1 = f(2n) (2.6)

Nesse caso, a sequéncia iniciando em xq, até o nimero de iteragoes x;: xg, . .., r; € chamado
de drbita.

O estudo dos mapas ainda esta em estégio inicial, mas ja possui um sucesso relativo
em descrever alguns fendmenos onde um tempo discretizado, ou um periédico, é mais
natural. Esse é o caso da dindmicas das populagoes na biologia, da eletronica digital e da
teoria financeira. Além, disso possui como vantagem o fato de que esses sistemas possuem
uma analise facilitada, e de ser possivel, a partir de modelos unidimensionais simples, gerar

Caos. Devido ao seu comportamento inerentemente discreto, os mapas sao os modelos
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naturais para se realizar computacao numérica. Isso pois como ja estao na forma natural
utilizadas pelos computadores, seu calculo é realizado através de expressoes simples e
de custo computacional bem inferior a resolucao de equacoes diferencias por meio de
integracao numérica. E devido a esse fato, podemos utilizar alguns artificios de modo a
representar equacoes diferenciais por meio de mapas, sejam elas periddicas ou cadticas.
Como veremos mais adiante, é possivel utilizar o ciclo de um periodo no espacgo de fase ou
de configuracao, para discretizar o tempo. E é o que da origem as se¢des de Poincaré. Um

exemplo bem conhecido de mapa é o mapa logistico:

Ty = rx,(1 —x,/N) (2.7)

Onde N é uma constante positiva e de valor consideravel, chamada capacidade
de carga, e o parametro r é a taxa de crescimento. Essa fungdo é uma modificagdo do
modelo de crescimento populacional Malthusiano, x,, = rx,, de modo que o crescimento,
antes irrestrito, possua um valor limite, a capacidade de carga e foi proposta por Verhulst.
Essa funcao simples fornece aos ecologistas um modelo, em que para baixas populagoes
ha um alta taxa de crescimento, em niveis populacionais medianos o crescimento tende a
zero, e proximo ao valor méximo, devido ao fator (1 — z,,/N) h& um contrabalanceamento
da populacao crescente em termos de N a capacidade de carga. Esse fator descreve a
mortalidade da populacao de maneira simples, seja devido a escassez de alimento ou
predacao, que contrabalanceia a taxa de crescimento r, que pode descreve as condigoes
de crescimento populacional, seja devido a altos niveis de fecundidade ou abundéancia de
alimentos. E importante notar que quando z,, — N a equacdo naturalmente resulta num
zero, e caso aconteca de x,, > N, entao o valor da populacao sera negativo. Entdo, vemos

de maneira simples que N é um valor limite.

O grande trunfo do mapa logistico, estd em apesar de sua simplicidade, ser nao
somente capaz de descrever a dinamica regular de intimeros sistemas de populagoes
biolégicas: peixes, bactérias, dentre outros, onde a populacao apds tempo suficiente se
estabiliza em um valor fixo, ou oscila entre dois valores. Mas também, apresentar uma rota
suficientemente simples para o Caos através de duplicagdo de periodos, ao se aumentar o
valor do parametro r. E que conforme veremos mais adiante, é compartilhado por mais

outros diversos sistemas.

Ha de se notar também, pela forma apresentada para sistemas dindmicos anterior-
mente, que eles sao representados por equacgoes diferenciais autonomas. Isto €, a equacao
ou o sistema de equagoes composto por f; = (z1,...,2n) ndo dependem da variavel inde-
pendente t, somente x;. Para o caso considerado, onde t é o tempo, chamamos o sistema de
invariante temporal. Essa condigdo exige por tanto, que quando f(t) é a solu¢do para para
x;(t) num tempo t, entao f(t+9) deve ser a solugao para x;(t + ¢ quando o tempo for ¢+ 0.
Que em geral, geram sistemas fisicos conservativos. Apesar disso, caos nao autéonomos

também sao perfeitamente possiveis.
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O aspecto mais importante a ser observado em equacoes diferenciais, e em sistemas
dindmicos em sua totalidade, é a sua linearidade. A condi¢do para que um sistema seja

linear é que a fungdo que o descreve deve atender a duas propriedades:

1. aditividade

fle+y) = fz)+ fz) (2.8)
e7
2. homogeneidade:
flaz) = af(z) (2.9)
Que podem ser resumidas em:
fla(z +y)) = af(z) +af(y) (2.10)

Ou de, modo simplificado, uma equacao diferencial ¢é linear quando os coeficientes
dos termos sao constantes ou fungoes apenas das variaveis independentes. Um exemplo ¢é a

equacao do movimento de um bloco de massa m numa mola de forca resistiva k:

mi + kx =0 (2.11)

que descreve a posicao do bloco de massa x, em relacdo ao ponto onde a forga resistiva é

nula. Submetendo o bloco a uma for¢a motriz F(t), a equagao se torna:

mi + kx = F(t) (2.12)

A equagdo para esse movimento ainda é linear, pois F'(t) nao depende de x. No
entanto, o primeiro caso é homogéneo, o segundo caso nao-homogéneo. Em contraste, a
equagao do péndulo

mL*p = —mgLsin ¢, (2.13)

uma equacao nao linear em ¢ uma vez que o termo ¢ é nao linear. Da mesma forma,
a equacao do movimento de um planeta em torno do sol (o problema de 2 corpos/problema
de Kepler):

mit = —GmM — (2.14)
é nao linear para 7 = (x,y, 2)

Em geral, as equacoes lineares sao as mais estudadas em cursos de ciéncias exatas.
Isso se deve ao fato de que, além de produzirem modelos simples que descrevem fenémenos

e principios bastantes gerais, sao também mais faceis de serem resolvidos. De fato, o campo
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de estudo de equagoes diferenciais lineares esta bem desenvolvido, e assim é possivel obter
solugoes e realizar analise para casos gerais, enquanto para o caso nao linear somente
alguns pouquissimos casos podem ser avaliados com algumas técnicas de aproximacao

especificas.

Foi essa indefinicao no modo de solucao das equacoes nao lineares que as levaram
a ser consideradas durante um longo periodo da histéria como sendo imperfeigoes, e que
com um analise e modelacao precisa de sistemas reais, e uma teoria fisica adequada,
seria possivel obter um sistema de equagoes diferenciais com solugao analitica exata. No
entanto, é justamente a partir delas que surgirdao uma gama de fendmenos impossiveis de

acontecerem no caso linear.

Essa discrepancia entre sistemas lineares e nao lineares quanto a obtencao de
solugOes gerais e exatas, se da ao fato de que sistemas nao-lineares nao satisfazem o

principio da superposicao:
Consideremos a uma EDO de segunda ordem na forma:

p(t)(t) + q(t)x(t) + r(t)x(t) =0 (2.15)

Onde p(t),q(t), e r(t) possuem forma fixas, e z(t) é desconhecido. Como a equagao
é linear em termos de z(t), considerando que z(t) é uma solugdo da equagao, podemos
multiplicd-lo por uma constante a de modo que ax(t), também uma solugao do sistema. E

de modo semelhante, se z1(t) e x2(t) sdo solugoes da equagdo, entdo podemos somar:
p(t)21(t) + q(t)21(t) +r(t)wi(t) + p(t) + 22(t) + q(t)@2(t) +7(t)z2(t) = 0
p(t)(@1(t) + 2a(t)) + q(t) (1) + 22(t)) + r(t)(1(t) + 22(t)) =0

E portanto,z(t) + z2(t) também sdo uma solu¢ao do sistema. Em suma, qualquer

combinagao linear de duas solugoes:

z(t) = a121(t) + agaa(t) (2.16)

E também uma solucio para a EDO.

Esse é o principio da superposicao, que nos garante que em equagoes lineares todas
as solugoes poderao ser expressas em termos de uma combinacao linear de duas solucoes
particulares. Resultado que pode ser generalizado para uma EDO de ordem n, caso em
que ¢é necessario somente encontrar n solugoes independentes para a equagao, e todas as

demais serao expressas por meio de combinacao linear:
z(t) = a1x1(t) + ... + apx,(t) (2.17)
Principio que também ¢é valido até mesmo quando a EDO ¢ nao homogénea,

precisando apenas que as solucoes sejam descritas a partir de uma combinacao linear da

solugao para o caso homogéneo e as solugoes para o caso particular.
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Para o equacdes nao lineares, tal resultado nio é possivel. E daf surge a dificuldade
de se obter soluc¢oes de forma exata que, somada a auséncia do principio da superposicao,
possibilitarao a existéncia do Caos. A nao linearidade, apesar de nao ser suficiente, é
condicdo necessdria para que ocorra Caos num sistema. E uma combinacdo de multiplas
variaveis (graus de liberdade), junto a nao-linearidade, que ocasionardo em fenémenos
cadticos num sistema dindmico. Segundo Taylor [17], sistemas dissipativos precisam de um
numero de variaveis N > 3 para que ocorra Caos. Ja sistemas nao dissipativos precisam
N > 4 variaveis. Somente alguns raros casos podem ser resolvidos exatamente, como o

problema de 2 corpos.
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3 Formalismos Mecanicos

A descrigao da evolugao do movimento de um sistema dindmico é mais comumente
realizado por meio do chamado espaco de estado, que pode ser considerado uma generaliza-
¢ao para sistemas dinamicos quaisquer do espaco de fases utilizados na fisica, desenvolvidos
no contexto da mecanica classica, mas também presente em muitos outros campos, como

na mecanica quantica e na termodinamica.

No entanto, a visualizagdo do movimento de um sistema por meio desse formalismo
pode nao ser tao intuitivo, em contraste a descricao da mecanica newtoniana de um objeto
num espaco euclidiano tridimensional, facilmente assimilavel com a compreensao comum

da realidade observavel.

Assim, ainda que, como pudemos ver rapidamente, sistemas dindmicos nao se
restrinjam a fisica, nem mesmo ao movimento espacial de algum objeto, é valido analisar
os modelos matematicos da realidade observavel desenvolvidos na mecanica classica, em
especial providos pelo formalismo Lagrangiano e Hamiltoniano, afim de se compreender as
vantagens do espago de fase como um modelo para descricao de sistemas dinamicos, em

especial quando surgem fenémenos cadticos.

Como vimos, sistemas dinamicos lidam essencialmente com varidveis/estados do sis-
tema e a maneira como ocorre a evolucao dessas variaveis, segundo uma regra deterministica.

Desejamos extrair informacao sobre um sistema real, e expressa-la matematicamente.

Na fisica, pertence a mecanica o objetivo de descrever sistemas dinamicos, que
sdo, nesse contexto, essencialmente corpos em movimento. Para fazer isso, a mecanica
classica possui 3 formalismos matematicos: a mecanica newtoniana, a mecanica lagrangiana
e a mecanica hamiltoniana. Cada qual com suas vantagens e desvantagens, e que sao
equivalentes nos chamados limites classicos da fisica em especifico, ainda que os formalismos
lagrangianos e hamiltonianos possam ser expandidos para o contexto da relatividade e da

mecanica quantica.

Essencialmente, esses formalismos possuem 2 formas distintas de descreverem a
evolucao de um sistema. No formalismo lagrangiano, ¢ utilizado a descricao em um espago
de configuracao. Ja no hamiltoniano, o espacgo de fase. Na mecéanica newtoniana, o espaco

serd o euclidiano, que pode ser considerado um caso especifico no espago de configuracao.

Essencialmente, em todos esses formalismos haverao trés elementos principais: ob-
servaveis, estados e leis, que sdo abordadas de diferentes maneiras dadas as particularidades

de cada um.

Observaveis sao quaisquer quantidades que possam ser, a principio, mensuradas.
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O estado de um sistema é determinado pela resultado obtidos através da medicao dos
observaveis em um dado tempo, e como veremos mais adiante, é representado por um
ponto no espaco de fase. Para que o estado de um sistema mude, devera haver variagao
no observavel. Assim, dependendo do sistema de interesse, uma quantidade que pode ser
observavel, como por exemplo a particula de uma massa, pode nao variar entre diferentes
estados de um sistema, e por isso, no sentido adotado, nao é um observavel. Nesse exemplo

em especifico, parametro é um nome mais adequado para essa quantidade.

Por fim, ha as leis, que para teorias dindmicas, sao a descricao do modo como
ocorre uma mudanca de estado no sistema. Isto ¢, no contexto abordado por esse trabalho,
as equagoes de movimento. E cada formalismo possui seu modo proprio de obter equagoes
de movimento. No newtoniano, através das leis de Newton, no lagrangiano, por meio das

equacoes de Euler Lagrange e no hamiltoniano através das equagoes canonicas.

Uma boa discussao para esse contetdo é fornecido pelas notas de aula de Charles

Torres [18], que foram utilizadas de referéncia para as discussoes de capitulo.

3.1 Formalismo de Newton

Como ja discutimos extensivamente, a mecanica de Newton é precursora nao
somente no estudo de sistemas dindmicos, mas em todo o campo da fisica e do calculo.
Ela é formulada em termos de forca e relagdo causa e consequéncia, através das 3 leis de

Newton, que podem ser escritas como:

1 Todo o corpo permanece em estado de repouso, ou em movimento uniforme em uma

linha reta a menos que uma forca aja sobre ele.

2 Uma forga resultante agindo sobre um corpo ird produzir uma variacao na quantidade
de movimento, na mesma dire¢do da forga aplicada, com intensidade:
dp

F=2£ 1
o (3.1)

Onde no contexto da mecanica newtoniana, o momento é simplesmente p'= md.

3 Todas as forcas entre dois objetos existem em igual magnitude e em direcao opostas.
Se um objeto A exerce uma forca F4 em um objeto B, entdo B ird ao mesmo tempo

exercer uma forga Fg em A.

Em muitos casos, a fisica desenvolvida por Newton, é descrita a partir de um
modelo de particulas pontuais. Esse ¢ um dos modelos dindmico mais simples, e é capaz
de representar uma série de outros sistemas fisicos, desde que sejam ignorados algumas

estruturas internas.
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E a partir desse sistema que conceitos fundamentais da fisica sao apresentados a
nivel basico. E possivel, por exemplo, considerar um carro, ou um bloco de massa, como
um ponto localizado em seus respectivos centro de massa, e calcular seus respectivos

movimentos com base nas forgas atuantes nesse ponto.

Na mecanica newtoniana, o movimento de um sistema é descrito no espaco de
configuragao euclidiano. Um espaco de configuracao é o conjunto de variaveis capaz de
descrever o comportamento do sistema em um dado instante de tempo. Normalmente é
tratado como o espaco de todas as posigdes possiveis, mas também pode ser expandindo
de modo a englobar as velocidades. Em geral, esse espago é continuo (uma variedade

diferenciavel) e suas dimensoes sdo chamadas de graus de liberdade do sistema.

Podemos definir particula, portanto, como um sistema cujo espaco de configuragao
é o conjunto de posig¢oes permitidas. Para uma unica particula, se movendo em trés
dimensdes, esse é o espaco euclidiano E?, com 3 graus de liberdade. Se fixarmos um ponto

de origem em E3, entdo o espaco de configuracio pode ser visto como R®.

Assim, uma configuracdo do sistema é uma posicao, isto é, um ponto no R3,
representado por qualquer sistema de coordenadas, cartesianas (z, y, z), esféricas (r, 0, ¢), ou
qualquer outro. Devemos notar que o nimero de coordenadas necessarias para caracterizar
um sistema, ¢ o mesmo que o nimero de dimensoes do espago de configuracao, e portanto,

dos graus de liberdade.

Uma vez que estamos trabalhando no espaco das posicoes, é conveniente definir

um vetor posicdo r € R3. Em coordenas cartesianas, temos:

7= x4 y) + 2k, (3.2)

onde 7 é um vetor unitario, na direcao da coordenada x, com y e z constantes. E

de modo analogo j e k, respectivamente, nas direcoes de y e z.

Assim, a evolucao temporal do sistemas sera a variacao continua do vetor de posicao
pelo espago. Isto é, uma curva i = 7(t). Onde adoto um abuso de nota¢ao em que no lado
esquerdo da igualdade, temos o vetor r como um ponto, e no direito como uma funcao

que varia no R? em funcio de t.

Um modo de descrever essa curva no espago, usando o mesmo abuso de notagao, ¢

através das coordenadas:

x = a(t), y=y(t), 2= (1) (3.3)

E a partir, da trajetéria descrita pelo vetor posigao no espago de configuragao, 7(t),

podemos calcular também um vetor tangente a cada posicao 7 ao longo da curva, por meio
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de diferenciacao.

ar - de(t), dy(t)~  dz(t) -
v(t) = — =7(t) = 1 k 3.4
W= ="W="g " I (3:4)

O vetor tangente, como ja bem conhecido do calculo diferencial, representa uma

taxa de variagao no ponto, e portanto no contexto de movimento espacial, a velocidade.

Da mesma forma, podemos continuar derivando de modo a obter a aceleragao:

aw:d;?

(3.5)

Para obter as equagoes de movimento nesse sistema, tudo o que devemos fazer entao
é obter o conjunto de forcas atuantes numa particula numa posicao 7 usamos simplesmente
a segunda lei de Newton, que estabelece uma relagdo de causa (atuagdo de um conjunto

de forgas sobre o sistema) e consequéncia (movimento do sistema).

Quando a forga resultante sobre a particula é uma funcao somente de 7 e ¢, detonado

por F (7(t),t), a segunda lei de newton pode ser escrita como:

d*7(t)

s — F(F(t),t) =0 (3.6)

m

F representa aqui um campo vetorial com duas dependéncias em relagao ao tempo, uma
explicita que indica que o sistema estd variando em forca ao longo do tempo. E o caso
por exemplo de osciladores forcados, onde hd uma fonte de energia, imprimindo forca
no sistema. E ha também uma dependéncia implicita, proveniente da dependéncia da
curva 7 que descreve o movimento do sistema ao longo do tempo, e assim por meio dessa

localizacao.

Da mesma forma, pode-se considerar um sistema cujas forgas possuem uma depen-

déncia na velocidade v

dr(t)
dt

F = F(7(t), 1) (3.7)

De modo que uma particula, prosseguindo o exemplo, passa a se tornar um sistema
cujo campo vetorial da forca é definido por sete variaveis - 3 para a posi¢ao, 3 para a

velocidade e o tempo. E as equagdes de movimento passarao a ter a formas:

d*7(t)
dt2

—ﬁﬁﬁ%%ﬁ%ﬂzo (3.8)

m

Do qual o exemplo mais significativo é o da forga de Lorentz, em unidades gaussianas:

F(77t) = 17 x B(7,1).
C
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Em que q é a carga elétrica da particula, ¢ é a velocidade da luz e B é o campo magnética

numa posicao 7 num instante t.

Essencialmente, é assim que sistemas dinadmicos sdo descritos na teoria mecanica
de Newton. No entanto, ainda que se desconsidere as evidentes limitacoes newtonianas
em sistemas de natureza quantica e/ou relativistica, essa formulac¢ao é bastante limitada

quanto aos problemas capazes de serem solucionados através dela.

Essencialmente, sistemas simples como o péndulo simples sao bem descritos pelo
mecanica de Newton. No entanto, tomando apenas um passo adiante e considerando um
péndulo duplo, somos capazes de compreender as limitagdes desse formalismo. No péndulo
duplo atuam 5 forgas no total: 2 no péndulo de baixo, a atragdo gravitacional e a forca de
tragdo com o péndulo de cima, e no corpo de cima, a atracao gravitacional e as forgas de
tracao, com o péndulo de baixo e com a base do sistema. O problema de se tratar esse
sistema em termos de forcas é que as forgas de tragao sao forgas de interacao que variam

no tempo e dependem da configuracao de ambos os corpos em cada instante.

De modo mais geral, um caso comum de dificuldade para mecanica newtoniana é
o de vinculos. Muitos problemas apresentam um conjunto de forgas que fazem com que
o movimento do sistema fiquem restritos a subconjuntos do espaco de configuracao. Do
qual faz parte, nao somente o péndulo duplo, mas qualquer péndulo. Outro exemplo é do
péndulo esférico que é comumente modelada como uma massa pontual presa a ponto fixo

através de uma corda incompressivel, cujas quantidades fisicas nao interferem no problema.

Assim, por meio dessa corda a massa pontual que inicialmente realiza um movimento
no espaco E3, estd sujeito ao vinculo de que sua distancia em relacao ao ponto fixo é

constante. Em coordenadas cartesianas:

=24y 422 =1 (3.9)

onde 1 é um comprimento do fio. E assim, a o espaco de configuragdo dessa massa
pontual ndo é mais o £3, mas estd limitado ao de uma superficie esférica bidimensional

S? ¢ E3. E o movimento serd um curva contida nesse subconjunto.

Dada essa informacao, ha duas formas de se analisar o sistema. Podemos tanto

trabalhar o movimento em E?, levando em conta os efeitos do vinculo. Para esse caso:

d(r?)  d(x® +y? + 2%) d(1?)
= =0 3.10
dt dt dt (3.10)

Logo:

Ti 4y + 25 =7 =0 (3.11)

O que significa portanto, que a velocidade é sempre tangente a esfera.
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No entanto uma forma mais facil de considerar esse problema é o abordando
em coordenadas esféricas polares (r, 6, ¢) . De modo que, podemos diretamente impor a
condicao r = [, e as configuracgoes possiveis do sistema serao determinadas por 6 e ¢. Por
meio das trajetérias:

0=0(t)
¢ = o(t)

E podemos definir um vetor velocidade, como no caso cartesiano, com as compo-

nentes em 0 e ¢, dadas por (6, ¢), onde:

. dot) .
0 =——-, ==, 3.12

- ¢ (312

Assim, ainda que o movimento seja realizado em 3 coordenadas espaciais, e ocupe
portanto um espaco de dimensao 3. Somos capazes de descrever todo o movimento do
sistema utilizando somente 2 coordenadas. No caso de um movimento livre no espago

euclidiano temos 3 graus de liberdades associados ao movimento, mas somente 2 graus de

liberdade quando consideramos um vinculo.

Essa conclusao pode ser generalizada, para um sistema com N graus de liberdades.
Se temos M particulas, cada qual com 3 graus de liberdade relativos a posicao, e possuimos
m equagoes de vinculo. Entao teremos 3M - m graus de liberdade no sistema. Dessa forma,
somos capazes de representar o movimento do sistema em um espaco de configuracao
verdadeiro, com uma quantidade reduzida de variaveis, que serao chamadas coordenadas

generalizadas.

E importante, notar que no decorrer da discussdo, as equacdes do movimento
nao foram resolvidas explicitamente. Mas, considerando as leis de Newton, mas podemos
ver facilmente as falhas ja mencionadas. A primeira é que, a segunda lei de Newton é
expressa em coordenadas cartesianas, e portanto é necessario realizar uma mudancga de
coordenadas para essa equacao, que em geral ndao se mantém invariante, devido a aceleracao
em coordenas cartesianas é:

F=3if+ i)+ 22

e em coordenadas polares, por exemplo, é:

=y
I

PP 4 Thb + TS + 0

= (#=1¢*) # + (ré +2i¢) & (3.13)

Outro problema, é que é necessario resolver adicionalmente as equacoes de vinculo
para solucionar o problema. No entanto, em muitas situagoes esses vinculos sao desconheci-

dos. Em conclusao, existe uma gama de situagao onde nao se é adequado usar formalismo
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newtoniano. Diante disso, outras formula¢oes mecanicas surgiram capazes de melhor lidar

com esses problemas, e situados para o melhor desenvolvimento da teoria dinamica.

3.2 Formalismo Lagrangiano

Como op¢ao para os problemas enfrentados pela mecanica newtoniana, Joseph-
Louis Lagrange desenvolve no Mécanique Analytique, publicado em 1978, um formalismo
que segundo o préprio autor tinha como objetivo prover um método analitico de solucionar
problemas mecanicos sem o uso de diagramas ou qualquer construgao geométrica. Tudo

isso, ele alcancou a partir de uma tunica equacao.

O formalismo lagrangiano é capaz de escrever, de maneira simples, equacoes de
movimento para a maior parte dos sistemas fisicos relevantes, sem necessidade de levar em
conta, em sua forma explicita, qualquer vinculo. Para isso, trabalhando somente com o

espaco de configuracao verdadeiro, cuja dimensao corresponde aos graus de liberdade.

A essa formulagao foram essenciais os avangos técnicos e conceituais dos principios
e teoremas de conservacao, ja discutidos e desenvolvidos anteriormente por intimeros fisicos
anteriormente. Dentre esses teoremas, se destaca o Teorema da Conservacao de Energia
Mecanica. Que informa que as energias cinéticas e potenciais de um sistema mecanica sao

intercambidveis.

De maneira direta, esse o teorema que pode ser obtido, por exemplo, considerando
o trabalho necessario para levar um sistema de particulas de uma configuracao A para uma

configuracao B, pela forga resultante atuando no sistema. Definido para for¢as newtonianas

como: 5
Wap =3 /A (F + F,)dr. (3.14)
Considerando que a energia cinética total de um sistema definida por:
1 2
T= iﬁmivi, (3.15)

e que a segunda lei de Newton para um sistema de particulas, dividindo forcas entre

externas e internas pode ser escrita como:

dp X dr;
— = — 3.16
dt Z_:l t (3.16)
J_
i
onde: dF
T
0 = mi—, 3.17
pi=mi— (3.17)

entao, pode-se mostrar que:
Wag =Tg — Thy. (3.18)
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E que quando as forgas sdo conservativas e ,portanto, podem ser escritas a partir de

fungoes potenciais escalares:

F =-vve, (3.19)

Entao, obteremos:
(T+V)a=(T+V)p. (3.20)

A soma das energias cinéticas e mecanicas na configuracao A ¢é igual a soma na

configuragao B. Este é o teorema da conservagao de energia mecanica.

Um trabalho continuo foi realizado em se utilizar esses conceitos na tentativa de se
lidar com o problema dos vinculos. Um trabalho intermediario foi de D’Alembert, através
de um método que permite escrever as equagoes do movimento em termos apenas das
forcas aplicadas, utilizando somente as coordenadas mutuamente independentes. Para
isso utiliza-se o principio de D’Alembert, considerando o trabalho virtual realizado no
deslocamento virtual de um sistema de particulas, considerando que o trabalho virtual

das forcas de vinculo é nulo e o equilibrio do sistema.

A partir desse método é possivel exprimir as condi¢oes de equilibrio de um sis-
tema por meio somente das forgas aplicadas, no entanto ainda sera necessario o uso de

coordenadas redundantes.

Mas o trabalho de Lagrange é mais completo, ao expressar somente as coordenadas
necessarias ao movimento do sistema, as coordenadas generalizadas, a partir das equagoes

de Euler-Lagrange.

E possivel obté-las a partir do Principio de D’Alembert, uma vez considerada as
coordenadas generalizadas. No entanto, mais elegante ¢ a dedugao de Lagrange a partir
do célculo das variagoes, considerando o Principio de Hamilton, também chamado de

Principio da Minima Acgao.

Pierre de Fermat na 6tica linear, no século XVII, propos que a trajetoria percorrida
pela luz ao se propagar de um ponto para outro é aquela cujo tempo necessario ¢ o minimo.
Ou numa formulagdo mais geral e moderna, o tempo gasto para percorrer uma trajetoria
¢é estacionario a respeito da possiveis variagoes de trajetoria. Inspirado nesse trabalho,
Lagrange formulou a ideia de que um sistema dinamico evoluindo no tempo de um ponto
A no espaco de configuracao para um ponto B, deveria minimizar outra quantidade fisica:
um nimero associado a cada caminho que pode levar de A até a B. Essa quantidade fisica

foi chamada acao, e é definida como o funcional:

S:/Lﬁ (3.21)

E L= L(q(t),q(t),t é a fungdo escalar lagrangiana, que resume todo o movimento

do sistema, e é escrita para a mecanica classica como:
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L=T-V (3.22)

Forma que pode variar para alguns sistemas.

O principio de Hamilton entao nos diz que, dentre todos os caminhos possiveis
para se realizar um movimento, do instante ¢; ao instante ¢y, que leva o sistema de um
ponto A para um ponto B, a trajetéria escolhida é aquela em que a a¢do é minimizada (
Ou de modo mais geral, estacionaria). Isto é, a equacdo Lagrangiana dentro da integral

deve obedecer a condicao de que o caminho percorrido seja estacionario:

to
5S = [ 6L(q,q,t)dt (3.23)

t1

Considerando entao que ocorre uma variagao na curva de modo que:
q'(t) — q'(t) + dq'(t)

e que as variagoes (5qi(t) sdo arbitrarias exceto no ponto A, no instante de tempo 1, e no

ponto B, instante de tempo %5 :

Assim, resolvendo a equagao[3.23] para as condigoes acima é possivel obter as

equagoes de Euler-Lagrange:

oL d (0L
am'_dt<a¢>'_0 (3.24)

Ou ainda, Equacoes de Euler-Lagrange do segundo tipo. Sendo as de primeiro
tipo aquelas que levam em consideracio os vinculos do sistema, obtidas por formulacao

semelhante também através do Principio de Hamilton:

oL d oL & . of;
T SE

=1

0 (3.25)

em que \; sao os multiplicadores de Lagrange para cada equagao de vinculo f;.

Apesar de parecerem a primeira vista, equagoes diferenciais para L, se trata de
uma equacao de segunda ordem que permite, a partir de um L conhecido, escrever as
equacoes de movimento para ¢' e ¢* Pode-se facilmente demonstrar que as equacoes de
segundo tipo sao equivalentes as leis de Newton, no caso em que nao existem vinculos.
Mas ressaltando, que as equacoes de Lagrange sao mais gerais, e representam também

sistemas com vinculos holonimos, onde as coordenadas generalizadas sao reduzidas.

E podem ser utilizadas para o caso em que desejamos expressar as coordenadas no

espaco de configuragao original e as equagoes de vinculo explicitamente.



Capitulo 3. Formalismos Mecanicos 31

3.2.1 Espaco de Fase das Velocidades

A priori, podemos ver que L é uma funcao tanto das coordenadas generalizadas ¢,
quanto das velocidades generalizadas ji, para i = 1,..., N. As equacoes de Euler Lagrange
irao produzir sistemas dinamicos descritas por N equacoes diferenciais de segunda ordem,
e portanto, pelo teorema da existéncia e unicidade, cada trajetoria fisica aceitavel é
unicamente determinada a partir de duas condigoes iniciais, uma posi¢ao e uma velocidade.
Dessa forma, temos um sistema que a principio pode ser descrito no espaco de configuragao
a partir de suas N coordenadas generalizadas ¢*. Que descrevem um trajetéria no espaco
q" = ¢'(t), com ¢'(t) determinado pelas equacoes de Euler-Lagrange. Em referéncia ao
modelo de particulas no formalismo de Newton, deixamos de ter um sistema descrito pelas
trajetorias de n particulas num espaco de tridimensional, e passamos a ter uma tnica

particula percorrendo uma trajetéria num espago N = 3n dimensional.

Alternativamente, podemos dizer que cada estado do sistema é determinado especi-
ficando velocidade e posicao em um determinado instante, e assim o conjunto de todas
as posigoes, e de todos as velocidades possiveis (vetores tangentes a posi¢ao) é chamado
espaco de fase da velocidade. Um espaco 2N dimensional, com coordenas ¢, ¢*. Que pode
ser visto também como o espaco das condigOes iniciais possiveis para as equagoes de

movimento.

Aqui, retomamos ao conceito do espaco de fase. E importante destacar que, um
espago de fase é, a principio, um espaco cujos pontos sao determinados por um conjunto
qualquer de varidveis (¢, qz) com i = 1,..., N onde qZ é apenas um vetor, sem qualquer
restricdo. Nao se trata da derivada de nada. E mais um abuso de notacdo, ao consideramos
¢ =q'(t) e g = q’(t) como a curva que descreve a trajetoria do movimento. E para o caso
especifico do espaco das velocidades, os vetores qZ é a curva tangente a ¢, qz = %i. De
modo que, apesar de haver inimeras curvas possiveis, somente essa esta relacionada com

uma curva no espago de configuracao.

Ha ainda a possibilidade de se definir o espago de fase estendido das velocidades, que
consiste simplesmente de se adicionar um eixo temporal ao espago de fase das velocidades.
A utilidade ao fazé-lo, é que muitas quantidades fisicas de interesse sao funcgoes nesse
espago, inclusive a propria Lagrangiana. O uso dos espagos de fase podem variar de acordo
com o sistema trabalhado. Na determinacdo de muitas equagoes de movimento é ttil o
emprego de leis de conservagao, que diminuem a quantidade de graus de liberdade no

sistema e possibilitam, se nao a solucao, uma melhor andlise do sistema.

A partir da formulacao analitica da mecénica quantica, tanto a Lagrangiana quanto
a hamiltoniana, é possivel se escrever leis de conservacao em termos de simetrias do sistema.
Uma delas é conservagao da energia (ndo necessariamente mecéanica), em que temos a

simetria de translagdo no tempo. Ela ocorre quando a lagrangiana nao possui dependéncia
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explicita do tempo:
: oL
L = L(q(t), 4(t)) 5 =0

De modo que a derivada temporal total da Lagrangiana em relagdo ao tempo, pela regra

da cadeia, é:
dL. 0L ; 0L

At~ ¢ T gt

E, dado que a curva ¢'(t) satisfazem as equacoes de Euler-Lagrange, pode se mostrar que

’ (3.26)

a seguinte relacao ¢ valida:

d (0L
— ' — L) =0 3.27
dt (aqlq ) (3:27)
E o termo entre paréntesis é definido como a Energia Candnica:
oL |
E(q,q,t) — =—q¢" — L. 3.28
(¢,4,1) 95 (3.28)

Assim, podemos classificar imediatamente dois tipos de sistemas mecanicos. Um que
possui dependéncia temporal explicita na fungao Lagrangiana, e por isso ¢é representado com
uma fungao no espaco de fase estendido das velocidades e que nao apresenta conservacao
de energia. E outro, em que nao essa dependéncia temporal, e portanto sao melhor

representados no espaco de fase das velocidade, denominados sistemas conservativos.

Para esse tipo de sistema existe ainda uma formulagdo mais adequada da fisica, e

ainda mais poderosa do que a Lagrangiana, o formalismo de Hamilton.

3.3 Formalismo Hamiltoniano

Apesar de sua imensa utilidade, e de sua clara superioridade em relagao a formulagao
de Newton. A mecanica Lagrangiana assim como sua antecessora nao é adequada em alguns
situacoes, e nesse caso uma formulacao posterior é mais poderosa, a Hamiltoniana. Podemos
apontar como um problema no formalismo de Lagrange o fato de que, essencialmente é

formulado em termos de N coordenadas, ainda que no espaco de fase das velocidades.

O formalismo de Lagrange fornece um maneira natural de descrever curvas no
espaco, que é a partir dos vetores tangentes definidos em cada instante. Como s6 ha uma
curva que atende as equagoes de Euler-Lagrange no espacgo de fase das velocidades €2, o
conjunto de curvas fisicamente possiveis pode ser caracterizada por um campo vetorial.
E uma maneira geometricamente natural de se fazer curvas num espaco é por meio de

vetores tangentes, associados aos pontos da curva num instante t.

Mas como o espaco das lagrangiana é definido pelo conjunto (g¢’, ql), uma curva

dg* ddi)
> dt /)

(¢'(t), ¢’(t)) possui vetor tangente V num tempo t dado pelas componentes (

Assim, é facil ver que
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dg
dt

, que é implicitamente definido pelas equagoes de Euler

-1

=4q

gt
dt

Lagrange no espaco de fase das velocidades, a partir da expressao:

doL &L . 0L . L
e i 2
oG  0gog * (3:29)

mas precisamos determinar

ogog T " oot

Para obter um expressao para ', o isolamos na equacao de Euler Lagrange, assumindo
2L
DG 07
equacao, e isolando os termos. Assim, obtemos uma expressao do tipo:

que existe uma matriz inversa para e multiplicando nos dois lados da igualdade da

q'= f'(q.4,t) (3.30)

E entao teremos que um campo vetorial que define a dindmica em {2 possui

componentes dadas por :
V=(q. ) (3.31)

No entanto, ainda que seja uma forma possivel, ha uma dificuldade de se lidar com
essa campo vetorial devido ao fato de que eles nao esta explicito. E suas componentes nao
sao simétricas no espaco de fase. Dai surge a ideia de realizar a descricdo do movimento
em espaco de fase dos momentos, e portanto, a formulacao do formalismo Hamiltoniano.
Nesse formalismo, as equagoes de movimento sdo apenas a especificacdo do campo vetorial
no espago de fase de momento, e por sua vez a campo vetorial é determinado pela funcao

hamiltoniana.

A principio essa formulagao também pode ser derivada do célculo variacional par-
tindo do principio de Hamilton, seguindo um caminho bem parecido que o do Lagrangiano.
Mas, uma forma ainda mais simples, partindo de uma func¢éo lagrangiana ja definida é

utilizar uma transformacao de Legendre, para partir de um formalismo para o outro.

Para definir o espaco de fase dos momentos I', estabelecemos que esse é o espaco das
coordenadas e momentos canonicos (¢*, p;). No formalismo lagrangiano é possivel identificar
por meio da definicdio do momento na mecanica newtoniana, o momento canoénico como

funcao em €Q:

oL
7 9 '7 t — A 332
pi(q,4,1) i (3.32)
e assim as equagoes de Euler-Lagrange podem ser reescritas:
dqi . dp; oL
=’ == 3.33
ar it~ O (3.33)

Que sao fundamentalmente tangentes a curvas existentes no espaco de fase dos

momentos. Mas, no entanto, ainda nao pode-se definir dessa forma pois o Lagrangiano
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é uma funcao no espacgo de configuracao, ou no espaco de fase das velocidades. Assim é
necessario portanto, sair de uma fungdo das variaveis (¢, ¢¢,t) para uma com varidveis

(¢, p', 1), cujas as curvas no espaco de fase

q =q); pi = pi(t)

sao definidas especificando, suas tangentes

dgq’ 4 dp;
= I t =G; D, 1),
o (¢,p:1), = (¢,p,1)

isto é, suas equagoes de movimentos. Que assim como no formalismo lagrangiano, sao

obtidas a partir de uma tnica funcao.

Para especificarmos essa nova funcdo com o momento canonico no lugar das
velocidades generalizadas, e assim irmos de um espago de fase para o outro basta, como ja
foi dito, realizar a transformagao de Legendre. Assumindo que p;(q, ¢,t) = g—qﬁ- pode ser

resolvido de modo a expressar as velocidades em termos das varidveis (g, p):
' =4'(¢,p,1)

definimos a partir da Transformada de Legendre o Hamiltoniano:

H(q,p.t) = pid'(q,p,t) — L(q,4(q,p, t),t) (3.34)

E considerando a derivada total da fungdo Lagrangiana:

oL , . OL . 0L
dL = —dq' -dq" + —dt 3.35
o™ T g™ Tt B (3:35)
e, a derivada do Hamiltoniano a partir da transformada de Legendre supracitada,
dH = ¢'dp; + pidq' — (afqi)q,tdq - (@)q,tdq + (E)q,th

ol Y (3.36)

= ¢'dp; — ((qui)q,tdqz + (E)q,qd@

e identificando com a derivada total, a partir da regra da cadeia

H . L . H
?} ~dq" + a—dql + 8—dt
q'L

dH = .
g’ ot

temos

(aH. )q}t =, (3.37)
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De modo que as equagoes de movimento no espaco de fase do momento, sao

simplesmente:

§'(t) = ZZ (3.38)
pi(t) = — gg (3.39)

E como podemos, ver a menos de um sinal negativo, as coordenadas canonicas e os
momentos candnicos sdo definidos de maneira simétrico. Outra caracteristica das curvas
em I' que satisfazem as equagoes de Hamilton, é que o valor numérico do Hamiltoniano
serd equivalente a energia canonica das curvas correspondentes em (). E as condigoes de

conservagao de Energia dadas por %—f =0e %—Ij = 0, sao equivalentes.

As equacgoes de Hamilton geram, para um sistemas de N graus de liberdade, 2N
equagoes diferenciais de primeira ordem, enquanto as Equagoes de Euler-Lagrange geram
N equacoes diferenciais de segunda ordem. Isso acontece pois, diferentemente do caso

lagrangiano, nao ha qualquer conexao a priori entre as variaveis canonicas, p; e ¢*

E portanto, o formalismo Hamiltoniano serve, também de método na fisica para se
escrever equagoes diferenciais de ordem superior como equagoes diferenciais de primeira
ordem. E assim, podemos utilizar naturalmente da definicdo para sistemas dindmicos
definidos por equacoes diferenciais no inicio do trabalho, e nos beneficiar da facilidade

analise geométrica para esse tipo de EDO.

Muitos resultados incriveis surgem do formalismo Hamiltoniano, além dos ja citados,
como por exemplo a mutabilidade do funcional do Hamiltoniano ao se modificarem as
variaveis candnicas, que permitem ampliar a quantidade de transformacoes possiveis num
sistema, inclusive de modo a simplificar a solucao de equagoes de movimento. E também,
por servir de base a diferentes areas da fisica, como a mecanica quantica e a mecanica

estatistica.

No entanto, iremos nos limitar nesse trabalho a essa breve discussao, tendo como
enfoque as possiveis maneiras de se expressar um sistema dindmico, algumas de suas
diferencas topoldgicas e ferramentas que nos permitam escrever equac¢oes de movimento.
Essa analise se da porque a teoria Cadtica é uma teoria fundamentalmente topolégica, e se
expressa com algumas caracteristicas e fendmenos préprios dependendo do tipo de sistema

em que surge.
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4 Analise de Sistemas Dinamicos

Como ja abordado brevemente, o Caos surge como uma consequéncia direta da nao
linearidade de sistemas dinamicos, ou de maneira mais especifica, da nao integrabilidade.
Todo o conjunto de métodos de solugao analitico sdo insuficientes para se chegar a uma
solucao exata nesse tipo de sistemas, de modo que para se obter informagoes a respeito

deles, é preferivel o uso de métodos geométricos.

Para isso, o espago de estados, uma expansao do espago de fase estudados na
mecanica analitica, € o melhor espago para se descrever esse tipo de sistema. Aqui a estrutura
do espaco pode ser visto, sem levar em conta especificidades de defini¢oes especificas.
Matematicamente, é uma variedade diferenciavel dotada de func¢oes suficientemente suaves
que descrevem a evolucao temporal do sistema em termos de sua variaveis, que podem ser

finitas ou nao.

No entanto, é suficiente considerar o espago de fase das velocidades para os pro-
blemas que serdao apresentados nesse trabalho, com o adendo de que as variaveis nao
necessitam ser as coordenadas espaciais de um sistema mecanico, nem atender as equagoes

de Euler Lagrange.

A ideia de se definir sistemas a partir do espaco de fase possui uma grande gama
de aplicagoes na fisica, principalmente na mecanica estatistica e na mecanica quantica.
E 1til, principalmente devido a sua generalidade podendo se aplicar a varidveis dos mais

diversos tipos de sistemas, e fornece uma forma mais holistica de se abordar um problema.

Em contraste ao caso comum onde se busca solugoes fechadas para as equagoes do
sistema e, entdo, sao delimitadas as trajetérias no espaco. E preferivel uma abordagem
geométrica para o caso de sistemas complexos, para lidar com nao linearidade. Nela ¢é
realizado a operagao reversa a usual: desenhar as trajetéria por argumentos geométricos
e estudar o comportamento do sistema a partir de seu desenho no espaco de fase. Essa
abordagem também ¢ facilitada pro caso onde apesar de nao se obter solugoes analiticas,

¢é possivel uma solugao de ordem numérica.

E nesse sentido que é enfatizado o papel do computador moderno para a consolidacio
da Teoria Cadtica. Somente com a capacidade de calculo - e mais recentemente a capacidade
grafica - que as teorias do inicio do século XX puderam ser melhor contempladas e
aprimoradas. E a solucao de equagoes diferencias ordinarias através de métodos numéricos

fornece um método de andlise ainda mais facilitado.

Uma abordagem geral para essa andlise de sistemas nao lineares, sugerida em [12],

[©N
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1. Encontrar pontos fixos do sistema;
2. Identificar estabilidade do sistema;

3. Usar condicoes iniciais proximo aos pontos fixos para identificar possiveis trajetorias

do sistema;
4. Identificar outras estruturas nao lineares como o Atrator Estranho e Ciclos Limites;

5. Identificar bifurcagoes.

E a partir dessa estrutura, auxiliada pelo calculo numérico de equagoes diferenciais
e construgoes de grafico, é possivel tragar uma ideia basica sobre sistemas nao lineares, e

um vislumbre na origem do Caos pode ser feito.

4.1 Equacoes Diferenciais e Pontos Fixos

O ponto de partida, para se estudar um sistema dindmico, onde emerge Caos
deterministico, é a partir de suas equac¢oes de movimento. Considerando o caso das

equagoes diferenciais [2.4], temos:

.jl'l : f1($1, e ,l’n)

i‘n = fn(xla o 7xn)

Por propésito de simplicidade, realizaremos essa discussao para sistemas autonomos,
em que nao ha dependéncia explicita da varidvel independente. Apesar disso, sistemas
nao-autonomos podem ser abordados de forma semelhante considerando para uma variavel

independente temporal z,,1 =1, e:

dxn—i—l o

a7

(4.1)
de modo que um grau de liberdade a mais é levado em conta no espago de fase, e uma
trajetoria estacionaria é obtida.

Um exemplo ¢ a equacao do péndulo simples unidimensional:

d*0

Essas equagoes podem ser melhor visualizadas como um campo vetorial, uma

fungao que varia no espaco de fase em termos das coordenadas, para o caso unidimensional:

&= f(z).
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E em uma analogia fisica, pode ser enxergado também como um fluxo de alguma particula
imaginaria.

Nesse sentido, é importante definir pontos onde o fluxo é estacionario, z* =
f(z*) = 0, em todos os instantes de tempo . Esses pontos, chamados de pontos fixos,
representam, em um grafico, os pontos onde ha uma mudanca de dire¢dao no fluxo. E, assim,
representam solugoes de equilibrio para equagao de movimento, pois para um sistema que
parte da posigao inicial x = x*, o sistema ird permanecer em x(t) = x* todo o tempo,

desconsiderando-se eventuais pertubacoes.

Os pontos fixos sao classificados em termos do comportamento do sistema em sua
vizinhanga. Uma definicao inicial é entre estaveis e instaveis. Considerando um ponto de
fase, como aquele que caminha ao longo da direcao do fluxo. O ponto fixo sera estavel se
em sua vizinhancas, o ponto de fase caminhar em sua dire¢ao, e instavel, se caminhar na

direcao oposta.

Outra terminologia adotado para esses pontos é: atratores, ou escoadouros quando
sao estaveis, e fontes ou repelentes, quando sao instaveis . A melhor maneira de visualizar
tal configuracao é num retrato de fase, um grafico no espaco de fase contendo informacoes

quanto aos pontos fixos e as dire¢oes do fluxo no espago do sistema

Figura 1 — Retrato de fase de f(z) = sinx. Fonte: [16].

Os pontos fixos sao um dos elementos mais importante do retrato de fase, e a partir
deles propriedades basicas de um sistema podem ser aferidas. E um ponto de partida para
classifica-los, é por meio da analise da estabilidade linear que para o caso unidimensional
que consiste, como o nome sugere, simplesmente de se linearizar o sistema a partir de
expansao em série de poténcias. Para o caso unidimensional, escrevemos uma pertubacao
a(t) em torno de z*:

a(t) = z(t) — x7,

uma expansao em séries de Taylor, em torno dessa pertubacao nos da:

f@) = f(@" +a) = f(2") + af (z") + O(n) (4.3)
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E ao se desprezar os termos de ordem superior, e levando em conta que o ponto fixo
f(z*) = 0. Entao
i =nf'(z"). (4.4)

Que nos diz que se f'(z*) > 0 entdo a pertubagdo cresce com o tempo e o ponto
de fixo é instéavel e se f/'(z*) < 0 a pertubagao decresce, e o ponto fixo é estavel, o que é
equivalente a definir se * é um ponto de minimo ou méaximo. No entanto, vale salientar que
a linearizagao s6 é véalida para quando f'(z*) # 0, e quando os termos de ordem superior
sao pequenos. Isto é, a estabilidade de um sistema é, a priori, um conceito local. De maneira
quantitativa, a quantidade de tempo necessaria para que z(t) varie significantemente em

torno de x* é 1/f'(z*), o tempo caracteristico de escala.

No entanto, o comportamento num sistema unidimensional é essencialmente mo-
notdnico: ou o fluxo seguira uma trajetéria em que o ponto de fase alcance um ponto fixo
estavel ou dependendo das condic¢oes iniciais, ird se afastar e explodir para os infinitos.

Por causa disso, ha pouco a se introduzir num caso unidimensional.

A excecao é o campo vetorial num circulo, em que ainda surge periodicidade, mas
devido a topologia do sistema. Nele a variavel é 6, e assim seu movimento esta restrito a

um circulo com equacao de movimento:
6= f(6) (45)

Para se definir um campo vetorial num circulo, deve-se limitar ao caso em que a
condigao de periodicidade f(6) = f(0+ 27) ¢é satisfeita. Caso contrario, surgird o problema
de que as velocidades nao estarao unicamente definidas. Por exemplo para o campo vetorial
6 =0, a posicao € = 0 , tem uma velocidade 0, ja em 6 = 27, a velocidade é 27. No
entanto, essas posi¢oes sao a mesma num circulo, e devido a essa ambiguidade, esse nao é

um campo vetorial valido.

A importancia desse tipo de sistema, esta no fato de que osciladores nao lineares,
um dos alvos de estudos precursores do desenvolvimento em sistemas nao lineares, podem

ser entendidos como campos vetoriais num circulo.

O sistema mais simples a se pensar nesse caso, ¢ aquele em que a velocidade angular
0 = w é constante, com solugao 0(t) = wt + Oy . Cujas solugoes possuem periodo T' = %’r

No entanto, um pouco mais interessante é o caso do oscilador nao uniforme

0 =w—asinb

Cujo comportamento ¢é definido em termos do parametro a. Quando a = 0 o oscilador
retorna para o caso uniforme, quando a # 0 o parametro gera uma nao uniformidade: a

velocidade do fluxo serd maximo em = —7 /2 e minimo em 6 = 7/2. Esse comportamento
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Figura 2 — Retrato de fase do oscilador néo linear, f(z) = w — asinx. Fonte: [16].

pode ser definido com uma bifurcacgao sela-né. Isto pois um ponto fixo é criado ou alterado

ao redor desse ponto ao se variar o parametro a.

Quando, a < w nao ha pontos fixos no sistema, o movimento muito mais rapido ao
redor de # = 7/2 do que no resto do sistema a = w, surge um ponto fixo em § = 7/2, por
meio de bifurcacao sela-nod, e o sistema deixa de ser oscilatorio. J& em a > w, o ponto fixo
anterior se divide em 2, e agora temos um ponto fixo instavel e um ponto fixo estavel, cuja

posicao depende do valor de a.

A andlise linear desse sistema nos mostra que o ponto fixo é satisfeito quando:
sinf* = w/a e cosf* = £,/1 — (w/a)?, e sua estabilidade linear é determinada por
1(0%) = —acos0* = F,/1 — (w/a)?. E portanto cos0* = /1 — (w/a)? > 0 é o ponto fixo

estavel, e cos* = —/1 — (w/a)? > 0 é o ponto fixo instavel.

O periodo desse sistema pode ser obtido simplesmente a partir da integracao de dt

no intervalo 0 até 2.

27 21
T:/dt:/ :/ L_
0 0 w—asind

27
b
/2 — 2

e se reduz para o caso uniforme quando a = 0. A medida que o pardmetro vai diminuindo

Cuja solucao é
T —

e o ponto fixo vai diminuindo, e um pouco apds desaparecer completo sua presenca no
sistema pode ser sentida por meio da desaceleragao percebida pelo sistema em volta do

ponto fixo.

4.1.1 Sistemas Bidimensionais

O caso unidimensional ¢ um bom ponto de partida para o estudo de sistemas

dinamicos, no entanto sistemas bidimensionais sao mais apropriados para a apresentacao
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de conceitos basicos da nao linearidade. A equacao de movimento para pode ser escrita por

equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem, ou duas equacoes de primeira ordem:

iy = fi(wy, x2)

:tZ - fn(xla x2)

Devido ao aumento de complexidade do sistema, uma abordagem interessante a fim
de se desenvolver métodos que nos permitam estudar sistemas nao-lineares, é considerar o

comportamento de sistemas lineares, em que uma solucao analitica é possivel.

Sua forma geral é:

T=ar+b
Y (4.6)
y=cr+dy
onde a,b,c,d sdo parametros. Que pode ser colocado na forma matricial:
x = Ax (4.7)
onde
b
A="") x=(" (4.8)
c d Y

Pelo principio da superposicao, qualquer solucao do sistema pode ser escrita em

termo de duas solugoes particulares x; e X , por meio de combinagao linear x5 + c9Xa.

Essas solugoes podem ser enxergadas como trajetdrias se movendo num plano (x,y),

o de plano de fase.

Um dos exemplos mais fundamentais de sistema linear é o Oscilador Harmonico
Simples:
mi + kx =0 (4.9)

que pode ser definido no espaco de fase das variedades como:

(4.10)

Esse sistema leva um vetor (#,v) = (v, —w?x) para cada ponto (z,v) do plano, e é
portanto um campo vetorial nesse plano. E importante notar, como apesar de descrever
um sistema em uma dimensao fisica, ja que s6 existe movimento na dire¢ao x no espacgo

euclidiano, esse é um sistema bidimensional no espago de fase.

Para analise bidimensional, se coloca um ponto de fase em algum lugar do sistema

e entao busca-se a descricao dos campo vetorial ao redor dele. Que sera determinado com
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Figura 3 — Retrato de Fase e Campo Vetorial do Oscilador Harmoénico Simples. Fonte: Autor

base na posicao, e no comportamento da vizinhanca dos pontos fixos, assim como no caso

unidimensional.

No caso do oscilador harmonico ha um ponto fixo na origem, e ao redor dele, 6rbitas
fechadas que podem ser observadas através de um retrato de fase, através da seguinte
equagao:

w’r? +y* = C,

em que C' > 0 é uma constante.

O ponto fixo corresponde ao equilibrio estatico do sistema, ja as érbitas fechadas

correspondem a movimentos periddicos no sistema.

Uma possibilidade que existe em sistemas lineares é a de se escrever equagoes
desacopladas, como o realizado na equacao do oscilador, onde cada equagao s6 possui
dependéncia funcional de uma varidavel , e que esta diretamente ligado ao principio da

superposicao.

Por exemplo:

T =ax
' (4.11)
Yy=-vy
Cujas solugoes sao
x(t) = zpe™
(t) = o (4.12)

y(t) = yoe ™,

dao origem a 5 casos distintos do ponto fixo x*. Os graficos para esses casos estao postos a

seguir:
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Figura 4 — Tipos de ponto fixos para um sistema linear as trajetérias ao redor desses pontos.
Podemos identificar o tipo de estabilidade em cada ponto fixo, analisando apenas a direcdao de
cada trajetéria. Fonte: Autor

1. (a<-1) : x(t) decai mais rapidamente do que y(t), e todas as trajetdrias se aproximam
da origem através da direcao mais lenta. Nesse caso, o ponto fixo x*= 0 é chamado

de né estavel.

2. (a=-1) : % = 2 = cte. E portanto, todas as trajetérias sao linhas retas até a
0

origem. Nesse caso o ponto fixo é um no simétrico, ou estrela.

3. (-1<a<0) : As trajetérias vao para a origem, de modo mais aproximado do eixo x

do que do de eixo y.

4. (a=0) :z(t) = x ¢é constante. Assim, ao longo do eixo-x haverd uma linha de pontos

fixos. Todas as trajetérias chegam a esse ponto através de linhas verticais.

5. (a>0) : x* é um ponto instavel. Todas as trajetorias vao para o infinito, a ndo ser

que o sistema se inicie no eixo y. Nesse caso, x*=0 é chamado ponto de sela. O eixo
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y é chamada variedade estavel do ponto de sela x*. E o conjunto de condi¢des inicias

para o qual z(t) — z* a medida que t — o0
E assim podemos, enumerar as seguintes terminologias, em termos de estabilidade:

1. Quando todas as trajetérias que comecam préximo do ponto x* se aproximam dele

a medida que t — oo, entdo x* é chamado ponto fixo atrativo.

2. Se z(t) — z* , quando t — oo para todas as trajetérias do plano de fase, ele é

chamado de globalmente atrativo.

3. J& levando em consideracao todos os tempos, um ponto fixo é chamado de estavel
de Lyapunov quando todas as trajetérias que se iniciam suficientemente proximas de

x*, permanecem préximas do sistema em todos os momentos.

Quando o ponto fixo é estavel de Lyapunov mas nao é atrativo, entao é chamado de
neutralmente estavel. Trajetorias proximas nao sao atraidas nem repelidas. E encontrado

em sistemas fisicos sem fricc¢ao.

Vale ressaltar que esses conceitos de estabilidade sao independentes, entre si,
podendo ocorrer ou nao intercambiavelmente. Para o caso especifico no qual as duas
estabilidades ocorrem, o ponto é chamado de assintoticamente estavel, ou simplesmente,
estavel. J4 para o caso onde ndao ha nenhuma das estabilidades, o ponto é chamado de

instavel.

Uma formulacao geral pode ser feito para a andlise do comportamento do sistema,
tendo como base o caso de sistemas lineares. Para isso devemos levar em consideragao
que surgem determinadas diregoes, no caso bidimensional, que podem ser tratadas como
referéncia para o movimento. Em especial, podemos definir trajetéria em linha retas, que
sao trajetoria estaveis, isto é uma vez que iniciado o movimento numa dessas trajetoria, o
sistema nao ird a abandonar a menos de uma grande pertubacao. Essas trajetorias possuem

a forma:
x(t) = eMv (4.13)

onde v # 0 é um vetor fixo a ser determinado, e A é uma taxa de crescimento a ser
determinada.

Se existir uma trajetoria nessa forma, ela ird corresponder ao movimento exponencial

ao longo da linha gerada por v

Para encontrar as condicoes para A e v. Basta substituir x(¢) = e’V em x = Ax.

Assim obtemos Ae*v = e Av. De modo que temos:

Av = v, (4.14)
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uma equacao de autovalores. Isto é, se existir, a linha que buscamos é um autovetor
de A com autovalores correspondentes \. Para solucionar essa equacao, devemos solucionar

a equagao caracteristica det(A — AI') = 0. Que no nos da

()

de modo que a equacgao caracteristica é :

A b
det [ ) (4.15)
c d— A

Cuja solucao é:

N—TA+A=0 (4.16)

onde T =tr(A) =a+d=-e A =det(A) = ad — be. E assim as solugoes sio:

VT IA

)\172:7':*: 9

(4.17)

Portanto os autovalores s6 dependem do trago e do determinante da matriz. Para
o caso onde os autovalores sao A\; # A9 entdo o teorema da existéncia e da unicidade da
algebra linear nos garante que v e vy sao linearmente independentes e portanto geram
todo o plano. De modo que qualquer condicao inicial pode ser escrito em termos dos

autovetores, como X, = ¢1Vy + CaVa.

E assim x(t) tem solugao geral da forma:

X(t) = M 4 gyt (4.18)

que é tnica para x(0) = xq.

No entanto, estamos mais interessados em classificar o tipo de ponto fixo do sistema,
isso é feito por meio dos autovalores do sistema, que pode ser sumarizado através equagao

de autovalores como:

1
Mz = 5=V —4A), A=Ay, =M+ (4.19)

Dessa equagdo, temos a equacio caracteristica (A — A )(A —Xo) = A2+ 7A+A =0

Quando A < 0, os autovalores sdo reais e tem sinais opostos. E por isso, o ponto
fixo é um ponto de sela. Se A > 0 os autovalores pode ser reais com o mesmo sinal: os

pontos fixos sdo nds, ou conjugados complexos: os pontos fixos serdo ou espirais ou centros.
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Os nés satisfazem a condicao de que 72 — 4A > 0, e os espirais satisfazem 72 — 4A < 0.
Na fronteira desses dois tipos de pontos fixos 72 — 4A = 0, estdo os nds estrelas e os nés

degenerados.

Em termos de estabilidade. Quando 7 < 0, ambos os autovalores possuem parte
real negativa, e o ponto fixo e estavel. Espirais instaveis e nés possuem 7 > 0, e para o
causa 7 = 0 estdo os centros neutralmente estaveis. Ainda, se 6 = 0 pelo menos um dos
autovalores é nulo, e entdo a origem nao é um ponto fixo isolado. Pode haver, nesse caso,
uma linha de pontos fixos, ou um plano de pontos fixos. Em geral, centros, estrelas, nos

degenerados e pontos fixos nao isolados constituem casos limites.

Uma maneira de melhor representar essa classificacdo, é por meio do seguinte

diagrama:
2
T - 'T - -4 & = D
noés instaveis -
' . espirais instaveis
Pontos de Sela centros A
nos estaveis
pontos fixos

ndo isolados estrelas, nés degenerados

Figura 5 — Classificagdo de pontos fixos num sistema dindmico. Fonte: [16]

A importancia de se considerar e classificar esse tipo de movimento, esté justamente
no fato de que uma vez que atendamos certos limites, esse tipo classificagao é suficiente
e serve de norte para as possiveis evolugoes temporais que o sistema pode descrever. E
de modo ainda mais geral, a técnica de linearizacao permite-nos aplicar tais conceitos ao

comportamento local dos pontos fixos em sistemas nao lineares.

Para isso, vemos que, dado o sistema:
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(4.20)

E supondo que (z*,y*) é um ponto fixo:

flz*x,yx) = 0, g(z*, y*x) =0

e que

U= —TkV=1Y— Y

sdo pertubacoes do sistema, pode-se mostrar facilmente, expandindo em séries de

poténcias em torno de u e v, que :

U= ugi(x*, y*) + vgjyr(x*, y*) + O(u?, v*, uv) (4.21)
e
0= ugg(x*, yx) + vgg(a:*, y*) + O(u?, v, uw) (4.22)

E considerando o caso onde os termos lineares sao nao nulos, e portanto dominam

sobre os termos quadraticos temos:

. of of

== o ! (4.23)

o) \% 2 v '
Oz Y/ (zxyx)

Onde
of of
ox O
A ( o 8;;) (4.24)
ox Oy (z*,y*)

¢ a matriz Jacobiana calculada no ponto fixo (x*y*).

E assim, podemos usar a equacgao de autovalores 4.19 para a matriz A, para a

analise do ponto fixo localmente.

No entanto, essa classificagao s6 é valida, em sistemas nao lineares, quando o pontos
fixo for uma sela, um né ou um espiral, os casos que nao estdo na fronteira. J& os outros

termos sao afetados pelos termos de ordem superior, negligenciados para essa analise.
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4.2 Bifurcacoes

Parametros, como ja discutimos, sao constantes de movimentos, invariantes perante
toda a dinamica do sistema. E por isso, mesmo quando sao mensuraveis, nao sao considera-
das como observéveis/varidveis do sistema. Apesar disso, a dindmica global de um sistema
pode mudar completamente ao se variar um parametro, e fendomenos completamente

diferentes podem surgir.

Possivelmente o exemplo mais notavel, observado na fisica ,6 o do Nimero de
Reynolds Re na Mecanica do Fluidos, que define a razao entre forcas inerciais e forga
viscosas atuando num fluido. Sua importancia estda em delimitar uma regiao, ou condigoes,
para o tipo de fluxo no fluido. Para Re baixos, o fluxo é laminar e suas propriedades
basicas podem ser bem delimitadas, mas quando Re é suficientemente alto, o fluxo passa

a ser turbulento e nenhum método exato é suficiente pra soluciona-lo.

Apesar da dindmica em sistemas unidimensionais ser limitada na 6tica das suas
coordenadas, ele é suficiente para que surjam comportamentos interessantes. E de fato,

um dos modelos cadticos mais simples, o ja citado mala logistico, é unidimensional.

Para verificar quando surge esse comportamento, é preciso que olhemos para o

espacgo dos parametros. Onde as equagoes passarao a descrever curvas de bifurcacao.

Quando os parametros variam numa equacgao, mudancas qualitativas podem ser
observadas em valores especificos, chamados de pontos de bifurcagao. Surgimento ou

destruicao de pontos fixos sdo observados, mudancas de estabilidades.

Apesar de nao ocorrerem no caso unidimensional, a variacdo na quantidade de
orbitas fechadas também sao bifurcagées. E assim, uma definicao mais especifica para

bifurcacao ¢ a de uma mudanga na estrutura topologica no retrato de fase.

Existem varios de tipos de bifurcacoes, de acordo com tipo de comportamento dos
pontos fixos. Essas bifurcagoes, nos casos unidimensionais, podem ser identificadas por
meio de suas formas normais. Mas o tipo de comportamento basico é geral para mais

dimensoes, ainda que existam mais tipos de bifurcagoes nessa tltima hipdtese.

Essas equagoes a priori podem ser colocadas na forma normal para o tipo de
bifurcagao. Isso pode acontecer través de alguns processos, uma mudancga de variaveis
adequada e reorganizagao dos coeficientes, e para algumas circunstancias, seja para a

equagao normal ou para alguma aproximacoes especificas,

Uma equacao de movimento nao linear de expressao simples pode, a priori, ser
colocada em forma adimensional e entdo comparada a forma normal para se obter o tipo
de bifurcacao e até mesmo informacoes quantitativas sobre sua dinamica. No entanto, em
geral isso nao pode ser feito, a forma exata de uma equacao do movimento nao é conhecida

e por isso, as nogoes qualitativas podem ser mais relevantes.
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Podemos definir 3 tipos de bifurcacao no caso unidimensional. A bifurcacao de
no-sela, a bifurcagao transcritica, e a bifurcacao forquilha. Esta tltima, que é simétrica

por definicao, e que possui uma forma assimétrica, chamada de bifurcacao imperfeita.

O modo como pontos fixos sdo criados ou destruidos ¢é através de bifurcacao de

no-sela, que possui a forma normal, ou, exemplo prototipico:

& =7+ 2 (4.25)

r ¢ um parametro que pode ser positivo, negativo ou zero. De acordo com seu valor

surgem os pontos fixos.
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Figura 6 — Bifurcagio Sela-n6 no espago de pardmetros. Fonte: [16]

- Os diagramas podem ser visualizados em termos dos pontos fixos e da linearizacao.
Caso @ = f(x) =r —2? , onde f'(x*) = —2zx. Cujos pontos fixos sio r* = +/r. Para
r > 0, dois pontos fixos na linha dos reais. Para r < 0 nenhum. E para r = 0 a indica que

f'(xx) = 0, que indica que a linearizagdo some quando os pontos fixos se juntam.

Em geral esse tipo de diagrama é 1til pois, suficientemente préximo do ponto de

bifurcacao sela-né pode se aproximar a forma do sistema por

Bifurcacao Transcritica: Ocorre em situagoes onde nao ha variacdo na quantidade
de pontos fixos no sistema. Sé modifica o tipo de estabilidade dos pontos fixos, chamado

troca de estabilidades.



Capitulo 4. Andlise de Sistemas Dindamicos 50

X estivel

estive] m—— - - - - instavel

’
instavel
Figura 7 — Bifurcagdo Transcritica no espago de pardmetros. Fonte: [16]

Forma Normal
i =rr— 2 (4.26)

Bifurcacao Forquilha: Dois tipos Supercritico e Subcritico Comum em problemas
que possuem simetrias. Nesse caso pontos fixos aparecem e desaparecem em pare simétricos.
Forma normal :

i =rr+ a2’ (4.27)

Para o caso, onde o termo cubico é positivo temos um bifurcagao supercritica, para o
termo cubico negativo, temos uma bifurcacdo subcritica. Dizemos que no primeiro caso
o termo cubico é estabilizante e no segundo e desestabilizante . Podemos ver a simetria

dessa equacgao através da invariancia sobre mudanca de variaveis xr — —x.

Supercritico: r<0. Ponto fixo estavel somente na origem, r=0 ponto fixo estavel
ainda na origem, mas menos estavel pois o decaimento é devagar. Para r>0, pontos fixos

localizados simetricamente em x* = +4/r. O nome forquilha se deve a forma do gréfico.

Subcritico: S6 ha pontos fixos em r<0, em z* = £+/—7r, nesse caso os pontos fixos
sao instaveis. A origem é estavel para r<0 e instavel para r>0 é instavel. Quando r>0, o
termo cubico e o termo linear contribuem de modo que o sistema explode rapidamente
para o infinito. No entanto, em modelos fisicos reais essa instabilidade é suprimida por

termos de ordem o maior.

Assim, o exemplo candnico para o caso subcritico é:

i=rz+a®—a° (4.28)
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estivel instavel =

(a) Caso Supercritico (b) Caso Subcritico

Figura 8 — Bifurcagdo Forquilha no espago de pardmetros. Fonte:[16]

A instabilidade devido ao termo ciibico, é suprimida pelo termo quintuplo num
ponto r = r,, onde surgem ramos de longa amplitude. Assim, para r, < r < 0 existem
dois estados estaveis coexistindo: a origem e os pontos fixos de larga amplitude. Assim, o

ponto de estabilidade para o qual o sistema héa de evoluir é dado pela condigao inicial xg.

Podemos perceber duas caracteristica dos sistemas devido dessa coexisténcia de

pontos estaveis:

O sistema possui estabilidade local na origem. Mas estabilidade global nos demais

pontos fixos. De modo que, a origem s6 permanece estavel sob pequenas pertubacgoes.

E devido a isso, hé a possibilidade de histerese quando o r é variado. Se o sistema
incia no estado x*=0, e e nao o pardmetro r é acrescentado aos poucos. Nesse caso o
sistema permanecera na origem até r=0, onde o sistema se tornard instavel e qualquer
perturbacgao fara o sistema ir para uma dos ramos. No entanto, se agora decrescermos
r até r=0, o sistema nao retornara para a origem, é necessario decrescer até que r < r,.

Essa inconsisténcia na reversibilidade é chamada de histerese.

4.3 Ciclos Limites

Como é possivel perceber pelo retrato de fase do Oscilador Harmonico Simples,
alguns sistemas possuem solucao com orbita fechada, o que implica movimento periddico.
Se ¢ realizado uma alteracao nas condicgoes iniciais, ou nos parametros do sistema, entao
a trajetoria descrita serd outras orbitas fechadas, com um periodo diferente. Para esse
caso uma solugdo periddica x(t) estd rodeada por uma familia de orbitas fechadas de um

parametro,

Ja para de sistemas nao lineares, surgem ciclos limites: 6rbitas fechadas isoladas,
no sentido de que nenhuma outra trajetoria ao redor dela serd fechada. As trajetérias
vizinhas descrevem espirais se distanciando, ou afastando do ciclo limite. A importancia

dos ciclos limites estd em delimitar uma amplitude preferivel ao sistema, que ao sofrer
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pertubagoes retorna a trajetéria padrao. De modo que s6 ha uma oscilacao determinada

pela estrutura do sistema. Diferente do caso linear, onde um pertubagao ira cair em outra
trajetoria fechada, e assim, persistir pra sempre.

Um exemplo classico de ciclo limite é apresentado pelo oscilador de Van der Pol:
i+ pa?—1)i+2=0

(4.29)
um circuito nao linear, onde o amortecimento u(x? — 1) atua de modo que quando
|z] > 1 o amortecimento é positivo, e quando |z| < 1 o amortecimento é negativo, e o
movimento do sistema ¢ restrito a uma tinica oscilagao estavel, determinada pelo parametro

# > 0. Um método geral para se encontrar ciclos limites ainda é objeto de pesquisa. No

(b) Campo Vetorial do Oscilador de Van de Pol
(a) Retrato de Fase do Oscilador de Van der Pol

Autor

Figura 9 — Oscilador de Van der Pol = 1. A partir do campo vetorial, é possivel ver que as trajetérias
no espaco de fase tendem a ir para o Ciclo Limite, representado no retrato de fase. Fonte:

entanto, alguns métodos e teoremas podem ser utilizados de modo a definir se existe ou nao
um ciclo limite para uma equacao diferencial. Um caso especifico, que pode ser utilizado

para a equacao de Van der Pol é o do Teorema de Lienard, que define as condigoes de
existéncia para uma equacao na forma:

T+ f(x)t+g(x)=0

(4.30)
No entanto, a principal ferramenta para definir se ha um ciclo limite em um sistema

é o teorema de Poincaré-Bendixson, que diz que dado uma regiao finita R do plano entre
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duas curvas simples fechadas D; e D,, em que F' é o campo vetorial do sistema, entao o

sistema possuira um 6rbita fechada em R, se:

1. Em cada ponto de Dy e D5, o campo F aponta em direcao ao interior de R, e

2. R nao possui pontos criticos

Outro teorema existente para sistemas n-dimensionais nao lineares que daremos
sem prova é o Teorema da Unicidade e Existéncia que determina que para uma funcao
continua e continuamente diferencial ¢ garantido haver uma solugdo tinica num periodo

em torno do tempo inicial.

Esse teorema possui a consequéncia direta de que nao pode haver trajetérias que
se intersectam no plano de fase, pois assim poderia ser possivel construir duas solugoes
distintas partindo do mesmo ponto, e assim a solu¢ao nao seria mais tnica.[ Deve se ter
cuidado para nao se confundir uma solucdo de um sistema que evolui acessa um mesmo

estado do sistema em diferentes momentos, com diferentes solugoes que se intersectam.]

Assim para o espaco de duas dimensoes surge uma consequéncia topoldgica direta:
Se ha uma orbita fechada no espaco de fase, qualquer trajetéria que se inicie dentro dessa
orbita estara confinada 14 para sempre. Nesse caso o teorema de Poincaré-Bendixson,
em adicao ao teorema da existéncia e da unicidade, nos diz que a trajetéria podera,
ou se aproximar de um ponto fixo se houver algum dentro da orbita, ou se aproximar

eventualmente da 6rbita fechada.

Do teorema de Poincaré-Bendixson nao somente surgem formas de se definir a
existéncia de ciclos limites num plano bidimensional. Mas de modo ainda mais importante,
estabelece que numa regiao fechada todas as trajetorias se aproximarao de periodicidade, e
portanto, nao ha possibilidade de movimento mais complicado em sistemas bidimensionais.
Assim, para que exista Caos num sistema é necessario que ele possua uma dimensao n > 3,
onde o teorema nao mais se aplica. Nesse caso, o as trajetérias podem se mover livremente

dentro de uma regiao confinada do espago e dao origem ao chamado atrator estranho.

Uma definicdo de um sistema de técnicas para lidar com a dindmica nao linear, e o
fendmeno cadtico seria um processo exaustivo. De modo que as propriedades apresentadas,
tém mais funcao de construir intuicdo do que permitir uma analise completa, de modo
que podemos utilizar o método de Range-Kutta implementado em softwares como Matlab,
Wolfram Mathematica, e também em bibliotecas livres de linguagem de programacao,

como o Scipy do Python.
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5 Caos Deterministico

Nao ha um consenso quanto a definicdo de Caos, e suas classificagoes. Uma quan-
tidade de propriedades diferentes podem caracterizar o movimento cadtico, quando sao
consideradas equacoes diferenciais ordinarias, ou equagoes diferenciais parciais. O mesmo
entre sistemas hamiltonianos e sistemas dissipativos. Strogatz [16] nos d4 a defini¢ao
simples de que Caos é um comportamento aperidédico de longo termo em um sistema
deterministico, que exibe dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais. E esse fendmeno,
segundo Gutzwiller [11], pode ser classificado de modo simples em 2 tipos: Soft Chaos
ou Caos leve, quando ha um conjunto de condi¢oes no sistema que levam o sistema de
um movimento regular para um estado de Caos, e , Hard Chaos ou Caos duro, onde cada

trajetoria é isolada e aperiddica desde o para qualquer conjunto de parametros.

Historicamente, osciladores sempre foram os objetos mais basicos no estudo fisico e
de multiplas finalidades. E o estudo de osciladores nao-lineares foi de grande importancia
para o desenvolvimento da Teoria Caotica. Principalmente por serem os péndulos alguns
dos casos mais basicos de surgimento de fendmeno cadtico: Em especial, destacam-se o
péndulo duplo, um sistema conservativo e o péndulo for¢cado e amortecido, um sistema

dissipativo.

Iremos abordar o péndulo for¢ado, que apresenta Soft Chaos, e verificar como
ocorre a evolugao desse sistema, e enxergar o surgimento do estado de caos em abordagem
semelhante a de Taylor [17], assim como verificar o surgimento dos atratores estranhos
conforme um dos primeiros sistemas dindmicos publicados a respeito, nas equacoes de
Lorenz [13].

5.1 Péndulo Forcado e Amortecido

A partir do péndulo forcado e amortecido, é possivel a partir de uma escolha de
parametros apropriada, observar caracteristicas fundamentais de sistemas nao lineares

discutidos no capitulo passado. Além de uma rota simples para o Caos.

Para o péndulo normal, as equagdes de movimento sao dadas por [ qb =1I,ondelé
o momento de inércia e I' é o torque resultante atuando pra girar o sistema. No caso do
péndulo I = mL?, e o torque ¢ resultado de trés forcas que atuam no sistema. Uma forca,
resistiva Sv que exerce o torque —Lbv = —bL2¢p. E o torque devido a atracio gravitacional,

—mgL sin ¢

E possivel se construir a equagao de movimento para o péndulo forcado e amortecido

a partir do diagrama de forcas newtoniano. Nele atuam trés forgas sobre o sistema: uma
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F(t) =Fo cos(mt)

Figura 10 — Diagrama de forgas para o péndulo for¢cado e amortecido. Nele atuam trés forcas, a
atracdo gravitacional constante, a forca de amortecimento proporcional & velocidade e uma
forga motriz, com dependéncia explicita no tempo.

forca resistiva de amortecimento que se opoe ao movimento, uma forga motriz a principio
desconhecida, impulsionando-o, e a atracao gravitacional, na direcao negativa do eixo
y. Considerando que o corpo do péndulo é incompressivel de comprimento invariante,
podemos escrever a equagao para esse movimento em coordenadas polares somente em

termos do angulo ¢.

mL?¢ = —mgLsin ¢ — bL2¢ + F(t) (5.1)

Essa equagao é nao auténoma uma vez que ha um termoF'(t) # 0. Muitas forgas
motrizes se aproximam de uma forma sinusoidal, e em experimentos com Caos ja foram
reproduzidos forgas sinusoidais com precisao suficientemente boa, de modo que um caso

interessante é o da forma:
F(t) = Fycos(wt) (5.2)

Onde Fj é chamado de amplitude de movimento ou amplitude da forga motriz, e w
é a frequéncia de condugao.

A forma tipica para essa equagao é:

o+ EQH— T sin ¢ = p— cos wt (5.3)

Onde os coeficientes sao, % = 23 a constante de amortecimento,? = w2 onde
wy ¢ a frequéncia natural do sistema. E a partir dela podemos introduzir parametros
adimensionais, de modo a facilitar a andlise do sistema, assim como sua manipulacao

numérica.
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Assim, vemos que % possui dimensao de [tempo] 72, isto ¢, as mesmas unidades que
wa. Portanto é conveniente escrever Fy/mL = yw?. De modo que o pardmetro adimensional,
que chamaremos de parametro de forcamento, é definido como:
Fa FO
N = _

- mLwi  mg’

(5.4)

-

E o pardametro v que atuarda como parametro de controle desse sistema, e ira
determinar seu comportamento em termos de bifurcacao. Quando v < 1 a for¢a motriz é
menor do que a forga peso, e é esperado que o movimento seja relativamente pequeno, e
bem comportado. Ja para v > 1 a for¢ca motriz ird superar o peso do péndulo, de modo

que ¢é esperado que hajam movimentos em maior escala.

Introduzindo esse parametro, temos que a equacgao diferencial para o pendulo

amortecido e forcado é:

¢+ 2B¢ + wisin ¢ = ywd cos wt. (5.5)

Para algumas condigoes, somos capazes de recuperar osciladores lineares a partir

dessa equacao.

Um primeira caso, é o de quando ¢ é suficientemente pequeno, langado proximo da
posicao de equilibrio a baixa velocidade e o parametro de forcamento é baixo, v << 1, de

modo que sin ¢ = ¢.

Nesse caso, a equagao se torna:

b+ 260 + wid = Yw? cos wt (5.6)

Que é uma EDO linear de segunda ordem nao autéonoma, cuja solucao ¢ = ¢, + ¢,

¢ a combinacao linear entre uma solu¢ao homogénea ¢, e uma solugao particularg,, onde

Ty — C’le“t + Cge’"2t (57)

A solugao particular pode ser obtida, considerando que a equagao [5.6] também
deve possuir uma solucao para sinwt, ja que esse pode ser considerado como cos como

uma diferenca de fase na origem. Logo, temos
Y+ 2B + wih = yw?sin wt (5.8)

E assim, podemos escrever a partir dessas duas equagoes, para z(t) = ¢(t) + i (t):

54282 +wiz = ywie™. (5.9)

que possui solugdo z(t) = Ce™t = Aeiwt=?
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Onde temos uma amplitude A

2

A= Gy T (5.10)

0 = arctan <QBW>

2 _ 2
Wi —w

e uma fase

E a partir dessa solugao podemos escrever a solugao para a EDO original:

o(t) = Acos(wt — 0)+ (5.11)

Assim, para pequenas oscila¢oes o comportamento do sistema é de que o péndulo
depende das condig¢oes iniciais, mas as diferencas devido a elas rapidamente somem e
o movimento do sistema pode ser dito como o de um atrator, em que o péndulo oscila

sinusoidalmente com uma frequéncia igual a da for¢a motriz:

P(t) = Acos(wt — &) + Cre™" + Coe™ (5.12)

Essa equagao ird dar origem a fatores transientes. Que diferenciam o tipo de sistema,
devido as condigoes iniciais antes de entrarem no fase periddica. De modo que pode ser

escrita também na forma:

d(t) = Acos(wt — &) + Ape P cos(wit — 6;,) (5.13)

Onde A;, e d0;, sao constantes arbitrarias determinadas pelas condicoes iniciais.

(a) Solugdo para a aproximagdo linear [eq.5.6] (b) Solugéo para a equagdo néo linear [5.5

Figura 11 — Grafico da evolucao temporal do dngulo ¢. A parte de um transiente quase imperceptivel
no comego, o grafico produzido é o mesmo. Fonte: Autor

Podemos ver que para v =~ 0.2 essa aproximacao é valida.

Afim de analisar o movimento do péndulo em termos discretos, podemos escolher a

frequéncia da forca motriz para ser igual a w = 27, e assim temos entao que o periodo de

2

chute serd 7 = =% =1 e assim conseguimos plotar num grafico o tempo como unidades do

periodo da for¢a motriz.
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De igual modo, afim de se observar melhor o comportamento desse péndulo,
podemos escolher uma frequéncia natural préximo a ressonancia, por exemplo wy = 1.5w
de modo que a amplitude pela equacao 5.10, e assim também é mais facil de encontrar,

para v maiores, Caos.

Assim, vemos que o péndulo amortecido e forcado em baixas amplitudes possui
um comportamento de um oscilador linear amortecido, com forcamento sinusoidal: inde-
pendentemente das condi¢oes iniciais, o movimento do sistema ird se aproximar, apos de

um atrator periddico com frequéncia igual a da for¢a motriz.

A medida que a forca motriz do sistema aumenta, e consequentemente o fator
também, essa aproximagao deixa de ser valida. E termos maiores da série de poténcias do
cosseno comecgam a afetar a solu¢do. Quando a forgca motriz é suficientemente alta de modo
que a amplitude de oscilacado nao mais pode ser aproximada por sin ¢ = ¢. Mas, baixa o
suficiente para que possamos corrigir utilizando o segundo termo da série expandida do

seno, isto é:
3

sinqﬁz(ﬁ—E

Obtermos uma equacao de movimento descrita por:

b+ 2B+ wh <¢ — égbg’) = ywi cos wt (5.14)

A solucao dessa equacao pode ainda ser aproximada, quando ¢* é pequeno, para

uma equacao semelhante a obtida no caso linear:

o(t) = Acos(wt — 0)

Que ao ser colocado na equacao de movimento implicard que o termo ¢* ird

contribuir com um termo proporcional a cos*(wt — ). E usando a propriedade :

3 1
cos® x = Z(cos 3z + 3cosx)

Surgird na equagao de movimento um termo proporcional a cos3(wt — ). Como
nao ha um termo semelhante no membro direito da equacdo, no da forca motriz, devera
haver portanto em algum dos termos da esquerda essa dependéncia temporal. Podemos

expressar portanto, que a solucao geral deve ter forma:

o(t) = Acos(wt — 6) + B cos 3(wt — §) (5.15)

onde B << A

Esse argumento pode ser repetido de modo a produzir solu¢des melhoradas. E
assim ao se introduzir a solucao repetidamente nas equagoes de movimento, o termo ctibico

ird gerar termos cada vez menores da forma cos(nwt), com n inteiro maior que 3.
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Da mesma forma surgirado corre¢oes na solugaop(t) com termos cada vez menores
de nw. Esses termos que oscilam numa frequéncia igual a um multiplo inteiro de w sao

chamadas de harmonicos da frequéncia de chute.

Figura 12 — Grafico da evolugao temporal da posi¢ao ¢ para o pardmetro v = 0.9. A aproximacao
fornecida pela a equagéo [5.15] apesar de ajudar a compreender o comportamento do sistema
nao é suficiente para produzir grafico semelhante para esse coeficiente.

Assim uma caracteristica da nao linearidade desse sistema é gerar oscilagoes de
periodo menor, a medida que a for¢ca motriz cresce, sendo o de n = 3 o mais relevante.
Para o n-ésimo harmonico vemos que seu periodo é:

2r T

Tnziz
nw

De modo que para cada oscilagao da for¢a motriz com periodo 7 ocorrem n oscilagoes

dos harmonicos.

Esses harmonicos contribuem de modo a alterar a forma do movimento do sistema,
e afasta-lo de um movimento puramente sinusoidal, apesar de que no caso considerado os

coeficientes dos harmonicos sao pequenos.

No entanto, ainda que haja alteracao do movimento para o caso linear, o movimento
do péndulo continua sendo periédico, e ainda ira produzir um atrator periédico apds a
fase transiente, com o tinico porém de que agora o movimento ¢é afetado pelo surgimento

dos harmonicos.

5.1.1 Rota para o Caos: Cascada de Duplicacdo de Periodo

Uma coisa notavel da diferenca entre os casos lineares e aproximadamente lineares,
¢é que no segundo a fase transiente do sistema é bem mais prolongada. Isso é caracteristico
de sistemas nao lineares. Para muitos conjuntos de valores paramétricos em especial
aqueles que se aproximam da ressonancia, essas fases transientes sao de longa duracao
e remetem pouco a periodicidade. Um problema simétrico que também pode ocorrer é
o do sistema demonstrar haver uma dinamica aperiédica, mas que em estagios iniciais a

evolucao temporal se assemelhe a um periodo. E assim, um intervalo inadequado de analise
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t o)
33 6.03656
34 6.03667
35 6.03659
36 6.03665
37 6.03660

Tabela 1 — Valores numéricos para os ciclos do péndulo com ~ = 1.06. E perceptivel a convergéncia
dos valores, a parte de algumas casas decimais.

pode gerar conclusoes equivocadas. Nesses casos um grafico contendo toda a evolugao
temporal do sistema poderia ser insuficiente para contemplar todo a dinamica do sistema.
Ou mesmo a sequéncia numérica poderia exaustiva de igual forma. E assim, incorreriamos
num problema, de um intervalo mais curto nao ser capaz de delinear o comportamento
global de um sistema, e de um intervalo muito longo conter um excesso de informagoes

nao relacionadas, que de igual modo dificultam sua analise.

Em especial, ao se lidar com periodicidade, é mais conveniente resumir a comparagao
de termos nao a segmentos completos de um ciclo, mas apenas um ponto, em geral os vales
ou as cristas. Podemos usar esse método a nossa favor de modo a discretizar a variavel
tempo no sistemas. Para isso , ao invés de verificar as solugoes da EDO para todos os
instantes de tempo, basta selecionar um tempo inicial ¢y, de preferéncia suficientemente
longo para que as fases transientes tenha desvanecido, e a partir de entao contar cada
instante de tempo discreto com um ciclo a mais desse tempo inicial. No caso, considerando
que os parametros estdo determinados de modo que o ciclo possui valor 7 = 1 . Entao ¢(t)

estard plota num grafico em intervalos de um ciclo t = tg,to + 1,%o + 2....

Esse procedimento em especial, é especialmente importante quando se deseja montar
diagramas de bifurcacao, onde os valores da variavel a serem inseridos do grafico é somente

aqueles dos ponto de estabilidade.

Considerando essa analise podemos ver que para o caso de v = 1.06 o péndulo
evolui para uma dindmica periddica, figura [13a, e nesse sentido ndo é muito diferente da
dindmica para v = 0.9. Sao necessérios 33 ciclos para que o movimento do péndulo para
~v = 1.06 se torne periddico, para até 4 digitos significativos, iniciando a contagem a partir
de ¢(0) = 0. Que pode ser visto na tabela [1]:

No entanto, a partir daqui a dinamica do péndulo evolui bem mais rapidamente,
com a variacdo do parametro 7, do que anteriormente. De ja também, pode-se notar
o surgimento de outro atrator. Considerando o caso das condicOes iniciais alteradas de
$(0) = 0 para ¢(0) = —7, temos:

Quando se considera o parametro y1.073, novamente se encontra uma fase transiente
que rapidamente da lugar a uma dindmica periddica. As diferentes condic¢oes inciais variam

além da fase transiente, os valores em que ocorre a periodicidade. No entanto, é visivel
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(a) Solugdo para v = 1.06, e condigdes iniciais ¢(0) = 0 e (b) Solugéo para vy = 1.06, e condigdes iniciais ¢(0) = 5~
4(0) = 0 e §(0) =0

Figura 13 — Evolugdo temporal de ¢(t) para v = 1.06. A fase transiente parecer acabar no décimo
ciclo, somente ap0s cerca de 30 ciclos o movimento se torna periédico. Fonte: Autor

pelos graficos, mais notadamente para ¢(t) = —% que hd uma alternancia entre diferentes
picos e vales. E pela analise de ciclos é possivel perceber que ha uma alternancia entre

dois maximos e minimos distintos nesse caso.

Para verificar que esse nao é apenas mais um comportamento transiente, pode-se
facilmente solucionar numericamente ¢(t) para intervalos distintos, e para uma quantidade

suficiente de ciclos, e notar que nao é o caso, como podemos ver na tabela[|.

Vemos aqui que o movimento possui periodo dois, e que o periodo desse movimento
é 0 dobro do perfodo do caso linear. E importante notar que esse caso difere dos harménicos,
no sentido que os harmoénicos possuem frequéncia igual a um miltiplo da frequéncia da
forga motriz. J& nesse caso, temos sub harménicos onde a frequéncia é w/n, um submltiplo
das frequéncias de chutes. Nesse caso, no entanto, a contribui¢do do sub harmoénico nao é

significante para o sistema.

~
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(a) Solucéo para vy = 1.073, e condigdes iniciais ¢(0) = 0(b) Solucdo para y = 1.073, e condigGes iniciais ¢(0) = Z*
e $(0)=0 e ¢(0) =0

Figura 14 — Evolugdo temporal de ¢(t) para v = 1.077. Apds a fase transiente, o sistema chegard num
estado estdvel, com periodo duplo. Melhor observado no atrator que evolui ao longo do eixo x.
Fonte: Autor

Podemos mais uma vez variar o parametro para v = 1.077, e encontraremos
agora um sistema de periodo trés, mas dessa vez com sub harmoénicos que contribuem

significantemente, de fato é o termo dominante.

Outro caso interessante que surge aqui. Para v = 1.077, e as condig¢bes iniciais
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(0) = ¢(O) — 0 a curva gerada possui perfodo trés. J& aquelas com ¢ = 0, »(0)=—-7m/20
movimento é completamente diferente, nesse caso possui um periodo dois. Diferentemente
dos atratores anteriores, que apesar de oscilarem entre valores diferentes, possuiam a

mesma quantidade de periodos.

Iul I||I \f Inl ||T I.II I|II I'.I || rulln ||I { I|I I'ul IIIF Iul II|I I'I Ep T f I 'I / v I | I
T .I ; 10 12 20
(a) Solugdo para v = 1.077, e condigdes iniciais ¢(0) = 0 (b) Solugao para vy = 1.077, e condigdes iniciais ¢(0) = =~
e ¢(0)=0 e ¢(0)=0

Figura 15 — Evolucao temporal de ¢(t) para v = 1.077. Diferentemente dos casos anteriores onde o
sistema possuia atratores com o mesmo periodo, nesse caso temos atratores com diferente
quantidade de periodos. Fonte: Autor

Vemos aqui atuando duas caracteristicas ja citadas. Os ciclos limites, que garantem
a permanéncia de érbitas em atratores proprios desde que nao hajam pertubagoes muito
grandes, e as bifurcacoes, que nesse caso geraram 2 ciclos limites. Que mais uma vez

diferem sistemas nao lineares dos sistemas lineares, que possuem atratores nicos.

O comportamento que se segue ao se aumentar progressivamente o parametro de
forcamento v, agora a partir do segundo conjunto de condigoes iniciais, =0, »(0) = —7/2

, € que o sistema evolui de modo a dar origem ao que é chamado cascada de duplicagao de

periodo.
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(a) Solugao para a aproximagcéo linear (b) Solugédo para a v =

A diferenca quantitativa entre cada novo conjunto de periodo que surge, para
o sistema de péndulo forcado, é relativamente pequeno, e por isso para se verificar
experimentalmente/empiricamente esse fendmeno é necessario um arranjo bem arrojado

do experimento, no entanto isso ja foi feito. [3]

No entanto, o mais relevante quanto a cascata de duplicagao de periodos ¢é que

iniimeros sistemas, de inimeras naturezas, possuem um parametro de controle que ao ser
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variado permite se observar o surgimento de periodos. Um dos casos mais simples é o
mapa logistico. Cuja cascata de duplicagdo de periodos esta representada por meio de um
diagrama de bifurcagdo na figura [17]. Da mesma forma, pode ser obtido o diagrama de

bifurcac¢ao para o péndulo for¢ado e amortecido, figura [18]

0.9 r

04T

0.3r

Figura 17 — Diagrama de Bifurcacdo do Mapa Logistico. O mapa logistico é um dos sistemas
dindmicos mais simples a exibir Caos, e cascata de duplicagdo de periodos. Fonte: Autor

A caracteristica mais marcante desse fendmeno, além de sua enorme game de
naturezas/aplicagoes é que em todos os sistemas ele ocorre da mesma maneira, ou seja,
é uma propriedade universal. As duplicagoes dos periodos ocorrer em valores especificos
do parametro de controle do sistema, que sao chamados de valores de limiar, os pontos
de bifurcacao ja discutidos. Denotando v, o valor em que haverd uma duplicacao de 27!
para 2" periodos , e considerarmos as distancias ~,, — vy, — 1 é possivel mostrar que ocorre

um decaimento geométrico , isto é:

1
(anJrl - 7n) ~ 5(7n - ’anl) (516)

No entanto, mas surpreendente é o fato de que essa progressao possui uma "aceleracao

geométrica'igual para inimeros sistemas isto é, o mesmo valor de d:
0 = 4.669201 (5.17)

chamado de nimero de Feigenbaum, o responsavel por demonstrar que muitos sistemas
nao lineares possuem casca de duplicacao de periodo semelhante, e responsavel por achar

essa constante.

Estritamente falando, somente alguns sistemas apresentam essa relagdo para todos

os valores n e em geral ela é valida para o limite n — 0o, mas ainda assim é devido a essa
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propriedade e sua generalidade, que a duplicacao de periodos é tido como um fenémeno

universal.

A relagao de Feigenbaum, devido ao seu decaimento geométrico, implica que o
intervalo entre pontos de bifurcacao sucessivos vai rapidamente para 0, e portanto v, deve

convergir para um valor limite finito: v, — 7., a medida que n — oo.

Para o péndulo amortecido e for¢cado, o valor limite é
. = 1.0829, (5.18)

e uma vez que esse valor é alcancado, o sistema alcanca o Caos. E assim, podemos enxergar
um sistema alcancar desde seus limites lineares passar por uma duplicagoes de periodo

sucessivas até chegar ao Caos.
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Figura 18 — Diagrama de Bifurcacao do Péndulo Forgado e Amortecido no intervalo 1.06 < v <
1.90 Podemos ver claramente a rapida evolucdo de um sistema de estado estavel e periddico,
para um sistema cadtico. Retirado de [17]

5.1.2 Expoente de Lyapunov e Sensibilidade as Condicdes Iniciais

Existem duas marcas principais que definem o Caos, além de que ¢é claro é um
fendomeno que surge de nao linearidade. Sao elas a aperiodicidade, uma vez que o sistema
alcance um estado ele nunca se repetira exatamente, e a outra é a dependéncia sensivel as
condicOes iniciais.

A dependéncia sensivel implica que se o sistema é lancado a partir das mesmas
configuracoes de pardmetro, alternando apenas as condicoes iniciais ¢(0)ed(0), ainda que

seja um diferenca minima ird gerar um movimento completamente distinto.
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185 1an 185 =00

b -35 |

(a) Solugdo da equagdo para v = 1.105 e com ¢(0) = == (b) S_Oifg_i% 3303(:1111&@&0 para v = 1.105 e com $(0) =
3 .

Figura 19 — Duas trajetdrias temporais de ¢(¢), com uma diferenca de 0.00001rad Mesmo com
uma diferenca pifia nos valores das condig¢Oes iniciais, o sistema rapidamente da origem a
duas trajetérias completamente diferentes.

Uma maneira de se analisar isso é verificando a evolucao da diferenca entre a

posicao de dois péndulos que satisfazem as mesma equacoes de movimento:
Ag(t) = da(t) — ¢ (2). (5.19)

Para sistemas lineares essa diferenca ira se aproximar de zero exponencialmente,
isso pois em t — inf os sistemas se aproximam do mesmo atrator. Por exemplo, o sistemas

em baixas oscilagoes, que atua como um oscilador linear possui solugoes na forma:

B(t) = Acos(wt — §) + Cre™" + Coe™ (5.20)

O coeficiente A é o mesmo para todas as solugoes, ja C; e Cy dependem das
condi¢Oes iniciais. Portanto, ao se realizar a diferenca entre os duas solugoes, o termo

cosseno se anulara e teremos:

A¢(t) = Bie™" + Bye™ (5.21)

Onde B; e By dependem das condigoes iniciais, e a evolugao total ird depender do
coeficiente de amortecimento 8 e da frequéncia natural wy. Para o caso onde 8 < wy, os

termos rq e ry serao complexos da forma — [ =+ iw;.:

A(t) = De ! cos(wit — ) (5.22)

E portanto, A¢(t) que ird possuir decaimento exponencial multiplicado por um
termo oscilatério. No entanto, o decaimento é bem mais rapido que a oscilagdo. Exemplo:
Para 8 = 0.25wy = 0.75m = 2.356 resultar ap6s um ciclo t=1 haverd um decaimento de

e Pt = 72356 (.09, e a diferenca entre posicoes reduziu numa ordem de magnitude.

Devido a esse rapido decaimento é necessario portanto um plot logaritmico de
|A¢(t)|, para expressar adequadamente o crescimento exponencial de A¢(t), mas que

também pode ser negativo, contra t. Assim, temos:
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In|A¢(t)| = InD = Bt + In | cos(wit — J)]. (5.23)
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(a) Gréafico |A¢(t)| pelo tempo (b) Gréfico in|A¢(t)| pelo tempo
Figura 20 — Evolugado temporal da diferenca entre dois sistemas com uma diferenca de
0.00001rad na posigao inicial. As trajetérias do sistema rapidamente divergem entre
Sl1.

A importéancia de que a diferenca A¢(t) decaia para zero, é que do ponto de vista
experimental, é impossivel obter condigoes iniciais exatas de um sistema. Um decaimento
nessa diferenca, nos garante que ainda que haja imprecisao ao serem realizadas medidas de
um sistema, essas imprecisoes nao serao significantes para a determinacao do movimento,
uma vez que irao desaparecer a medida que o movimento se desenrola. E assim, é possivel
apesar das imprecisoes, prever o futuro de um sistema. Nesse sentido, podemos dizer que

sistemas lineares sao insensiveis as condi¢oes iniciais.

Ja para o caso de osciladores nao-lineares, e qualquer outro linear que exiba
comportamento cadtico, nao é possivel se fazer essa afirmacao. No caso especifico do
péndulo forcado e amortecido, verificamos que que ha decaimento exponencial para todos

o valores de v menores que .. Isto é até que o sistema demonstre Caos.

No entanto, uma que o sistema entre no regime cadtico, A¢(t) nao ird diminuir,

mas pelo contrario, ird crescer exponencialmente.

Incerteza de £10~* radianos cresce para =+, isto é, para o péndulo nao hé certeza
alguma da predicao nesse caso. Esse comportamento nao ¢é limitado a esse caso em especifico.

A chamada dependéncia sensivel as condic¢oes iniciais, é marca de todo sistema cadtico.

Aqui, portanto é valido ressaltar que a dependéncia a condic¢des iniciais é uma
caracteristica especifica do Caos, nao de todos os sistemas nao lineares. Afinal, existem
regimes em sistemas nao lineares onde o comportamento gera uma orbita periddica, e o

péndulo

A partir dessa nocao, é possivel construir uma noc¢ao quantitativa capaz de deter-
minar o grau de estabilidade de um sistema. E determinar, até certa medida, se surgira
ou nao Caos. O Expoente de Lyapunov, que possui muitas diferentes defini¢oes. Aqui,
consideraremos simplesmente que hd um comportamento exponencial na diferenga entre

as solucoes de sistemas lancados em diferentes condi¢oes iniciais:
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Ap(t) KeM (5.24)

e ainda que nao seja uma descri¢ao exata, pois nao leva em consideracao termos
oscilatorios ou outros quaisquer, ¢é suficiente para dizer se a diferenca entre condigoes

iniciais cresce ou decresce.

O coeficiente A\, que determina o crescimento do sistema, ¢ chamado de expoente
de Lyapunov. Para um movimento de longo termo nao cadtico A deve ser negativo, e para

um movimento erratico A € positivo.

Outra coisa a se ressaltar no entanto, é que se o parametro de controle de um
sistema supera o o termo critico determinado pela constante de Feigenbaum, isso nao é

condicao suficiente para que nesse estado o comportamento do sistema seja cadtico.

Ainda que isso seja verdade para a maior parte do sistema um vez que essa condi¢ao
seja atendida, surgem apos o termo critico intervalos de caos e de movimento periédicos,

alternando entre si.

5.1.3 Diagrama de Bifurcacao

A medida que os valores do parametro de controle 7 vai aumentando, o sistema
pode se comportar de maneira diferentes. Isso, pois o termo da for¢a matriz passa a super o
termo do amortecimento, de modo que um movimento possivel serd o de rotagdo completa

em torno do eixo do péndulo. E assim, podem surgir diferentes tipos de Caos no sistema.

Para se analisar a cascata de duplicagao de periodo anteriormente utilizamos um
diagrama de bifurcacao, que consiste basicamente do grafico do parametro do sistemas por
uma das variaveis. Esse mesmo diagrama também pode ser tragado de modo a se observar
que surgem diferentes intervalos de periodicidade, e de Caos, com a variacao do parametro

de controle do sistema.

Para se fazer um diagrama de bifurcagao, é necessario primeiro estabelecer um
intervalo para o parametro de controle, em que se deseja analisar o comportamento do
sistema. Como o comportamento de sistemas podem variar drasticamente para pequenas
variagoes, em consequéncia do decaimento geométrico do intervalo de valores para periodos
¢é necessario selecionar também um grande quantidade de valores igualmente espacados

nesse intervalo desejado.

Além disso, nao desejamos colocar no gréafico informagao sobre a fase transiente
do sistema, somente a informacao a longo termo, para isso entao devemos solucionar
numericamente a equagao diferencial para ¢(t) e entdao deixar que o sistema evolua de um

t = 0 até um t suficientemente grande para que os termos transientes sumam. A partir
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desse instante de tempo entao, calculamos uma quantidade de pontos solucionando a

equacao diferencial.

Inicialmente, cada valor de parametro ira corresponder a um sé valor da posicao,
isto €, serao gerados 100 pontos, todos com o mesmo valor, e assim sera gerado somente
um ponto no grafico, sdo os valores correspondentes a periodo um no sistema. Assim,
cada duplicagdo de periodo irda dobrar a quantidade de pontos com valor diferentes no
grafico, de modo que é muito mais facil visualizar tanto a cascata de duplicagao de periodo,
quanto sua "aceleracao geométrica'. Devido a esta ultima, somente os primeiros periodos

duplicados sao distinguiveis, os demais evoluem rapidamente para o Caos.

No entanto, deve-se atentar que a escolha do intervalo de parametros a ser plotado
¢ uma mera limitacao a capacidade computacional. Para cada valor de parametro no
diagrama de bifurcacao, é necessario soluciona uma quantidade de equacoes diferenciais
nao-lineares proporcional a quantidade de pontos a se colocar no grafico. Assim, gerar um
diagrama com alta resolu¢ao pode demandar bastante tempo devido ao custo computacional

dessas operagoes.

Devido a essas limitacoes, deve-se escolher intervalos que apresentem um com-
portamento de interesse para ser estudado. Para o péndulo amortecido e for¢ado, por
exemplo, ao se alcancar um ~ suficientemente alto, o péndulo comegara a rotacionar e

realizar muitas revolugdes completas, além dos movimentos usuais.

Outra coisa a se levar em conta com esse nova possibilidade de movimento ¢é a
ambiguidade das posigoes ¢(t). O sistema poderd por meio dessas rotagoes descrever
movimentos peridodicos para valores altos de 7, no entanto o valor de ¢ nao esta limitado,

a priori, ao intervalo —7m < ¢ < 7.

Assim, ocorre de que o sistema para um evolugao temporal é completamente
periédico, e a cada ciclo ocupa a mesma posicao do que o ciclo anterior, no entanto em
termos das posigoes ¢(tg), phi(to + 1), phi(to + 2), ..., nunca se repetirem pois multiplos

de 27 ocupam posig¢oes diferentes no diagrama.

Para resolver esse problema, dois caminhos sao possiveis. Redefinir o sistema para
—m < ¢ < ¢,0 que implicaria que para cada solu¢do ¢(t), uma translacao deveria ser

realizada por meio de uma subtragdao de um termo 2k, onde k é um ntimero inteiro.

Uma alternativa mais simples, no entanto, é simplesmente considerar e plotar o

valor para a velocidade angular ¢ e assim considerar no diagrama os pontos

o(to), o(to + 1), p(to +2), . .. (5.25)

Essa abordagem possui a vantagem de que para a velocidade angular, ndo ha
ambiguidade nos valores, e assim a periodicidade devido a rotacao do pendulo pode ser

contemplada no diagrama de bifurcagao:
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(1)

Figura 21 — Diagram de Bifurcacio completo para o Péndulo Forcado e Amortecido E possivel
notal que o sistema possui intervalos de Caos e estabilidade distintos daqueles ja apresentados
no diagrama anterior.

5.1.4 Espaco de Fase e Secdo de Poincaré

Um método de andlise bastante 1til para andlise de sistemas dindmicos em geral,
e que encontra sucesso quando Caos ¢é visualizado ¢ das se¢oes de Poincaré, e como
sugere o nome, foi introduzido por Poincaré, em seu trabalho sobre o problema dos Trés
Corpos. Esse método consiste basicamente de uma simplificacdo de uma érbita no espago
de estado, ou do espaco de fase. E possui aplicacao principal para o estudo de sistemas

multidimensionais.

Consiste como ja vimos antes nos formalismos da mecanica analitica, do plot de
ambas as posicoes e velocidades num grafico. Uma alternativa, seria a de considerar o
espaco de fase das velocidades estendido.Mas, necessariamente esse sistema ird possuir 3
dimensodes. Assim, um procedimento usual é o de simplesmente se considerar o espago de
fase das velocidades, isto é tracar os pontos determinado pelo conjunto ¢(t), ¢(t), tendo
o tempo como variavel implicita. Isto é, uma o6rbita no espaco de fase, conforme vimos
anteriormente, que possui como vantagem definir para cada estado do sistema apenas uma
orbita, devido as condigoes de unicidade discutidas anteriormente. ja que cada conjunto

de condigoes iniciais sdo suficiente para definir uma solugdo tinica.

Por exemplo podemos considerar o espaco de fase das solugoes periddicas obtidas

anteriormente:

Cada orbita corresponde a um ciclo do sistema. Normalmente, a fase transiente
seria mais visivel do que no caso do grafico da posicao pelo tempo, por isso foi omitido em

cada um dos graficos. E assim, podemos ver que cada periodo possui uma érbita distinta
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(a) Espaco de fase de (4(t), $(t) para v = 1.077 (b) Espaco de fase de (¢(t), ¢(t) para v = 1.082

Figura 22 — Descri¢do da evolugdo temporal do Sistema por meio do espago de Fase. Apesar
do espaco de fase nao mostrar explicitamente a variavel temporal, a andlise nesse espaco é
simplificado devido ao surgimento de figuras ordenadas e contidas numa s6 regiao.

no espaco de fase. Os diferentes tipos de Caos, também produzem diferentes érbitas no

espaco de fase.

) (b) Espaco de fase de (4(t), ¢(t) para v = 1.5 e com o
(a) Espaco de fase de (¢(t), ¢(t) para v = 1.105 termo 8 modificado para § = wo/8 de modo a permitir
rotagbes mais facilmente.

Figura 23 — Espago de Fase do sistema com diferentes tipos de Caos. Uma caracteristica que
marcante no Caos é fato de que tende a ocupar todo o espago de uma regido a medida que o
sistema evolui.

Outro fato a ser levado em consideragao é que para o caso de rotagao conforme
visto anteriormente o problema da ambiguidade para as posigoes ¢(t) retornara no sistema
de fase.E assim, duas possibilidades surgem: de se considerar todos os valores possiveis
dentre os reais para ¢(t) e assim obter um gréfico semelhante & um obtido no espago de
configuragao. Ou, novamente, limitar os valores possiveis para —m < ¢(t) < 7 e assim

obter um grafico com uma descontinuidade, mas que exibe o comportamento peridédico e
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de andlise mais simples. Cada grafico possui vantagens, o entanto, a descontinuidade ao se

pular de —7 pra 7 continua.

E possivel ver também a partir da érbita no espaco de estados, que a o Caos produ-
zido para valores grande de « é consideravelmente diferente daqueles obtido anteriormente.

No entanto, além disso, pouco informacao pode ser adicionada.

E visivel as vantagens de se visualizar a evolucio do sistema em um espaco de
configuracao para um espaco de fase, e as vantagens que esse ultimo traz. Mas ainda assim,
o movimento cadtico permanece poluido de informacao de modo que vale entao utilizarmos
a técnica chamada de Secao de Poincaré, que consiste simplesmente de se realizar um

grafico no espago de fase considerando os estados em intervalos de um ciclo:

t=to,to+1,to+2,... (5.26)
Da mesma forma que realizamos anteriormente, mas agora considerando um outro espaco.

Na secao de Poincaré, a fim de se condensar as informagoes, nao mais plotamos
a oOrbita completa para um movimento, mas sim, representamos esse movimento por um

ponto dessa érbita no espacgo de fase. De modo que assim obtemos: A se¢ao de Poincaré

e il

e il

.
P
L 15 N

(b) Secdo de poincaré para v = 1.5. Restringindo as posi-
¢Oes ¢(t) para o intervalo [—m, 7] o padrdo de pontos
resulta numa forma regular.

(a) O espaco de fase com um periodo duplo é representado
como dois pontos, somente.

Figura 24 — Se¢oes de Poincaré para o movimento periédico e cadtico no péndulo forgado e
amortecido. Por meio das se¢oes de Poincaré é possivel, identificar propriedades globais do
sistema que nao seria possivel de outra forma.

revela figura completamente diferentes para sistemas cadticos. Como o movimento do
sistema é completamente aperiddico, é natural dizer que o conjunto de pontos gerados

para a secao de Poincaré sera infinito, e ird compor um subconjunto do espaco de estado.

De primeira vista, somos capazes de identificar uma padrao para o sistema cadtico na
secao de Poincaré. A figura representa um fractal, que possui como principal caracteristica
o fato de que ao se realizar uma mudanga de escala, em alguma parte da figura, surgem
novas estruturas que sao semelhantes a figura original. Essa propriedade dos fractais
é chamada de auto similaridade. E o surgimento de uma estrutura fractal da segao de
Poincaré esta diretamente ligada a outra caracteristica do Caos. Um atrator estranho

como movimento de longo termo do sistema.
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5.2 Equacoes de Lorenz

Em 1963, o matematico meteorologista Edward Lorenz publicou o artigo "Determi-
nistic Non Periodic Flow"[13], que veio a ser reconhecido posteriormente como marco na
Teoria do Caos Nele ele apresentou as suas observagoes do trabalho com um modelo mate-
matico pra predi¢ao meteorologica da atmosfera baseado em um sistema termodindmico de
células de convecgao em um fluido, e discutiu pela primeira vez algumas caracteristicas do

Caos discutidas na sessao passada: a sensibilidade a condigoes iniciais e o atrator estranho.

O sistema que Lorenz se baseou consiste de um fluido entre duas placas: a placa
inferior mantida a uma temperatura fixa e a placa inferior sendo progressivamente aquecida.

De modo que sao observados 3 estagios para esse sistema.

Inicialmente, quando a diferenca de temperatura é baixa, ha transporte de calor
somente devido & conducao térmica. Quando ha um aumento suficiente, acontece o
movimento de conveccao. ou seja, além do efeito anterior hé transporte de calor devido
ao movimento do fluido que segue na dire¢ao da placa de menor temperatura, gerando
um movimento circular em torno de um cilindro com eixo de rotacao paralelo ao eixo de
profundidade das placas. Por fim, quando essa diferenca de temperatura se torna muito
elevada, o movimento perde sua estabilidade deixando de ser circular e evoluindo para um

estado de turbuléncia, isto é, Caos.

A principio, para descrever esse sistema dindmico matematicamente Lorenz tomou
como base as equagdes de Navier-Stokes que descrevem de modo geral o condigoes de
contorno. No entanto, essa primeiro sistema de equagoes continha cerca de 12 equagoes
e nao era muito convidativo para a andlise de dados de uma simulacdo numérica em
computador, ainda que ja fosse impressionante a modelagem da atmosfera em tao poucas

equagoes.

De modo a simplificar o sistema sem perca de suas caracteristicas principais, Lorenz
realizou uma expansao em série de Fourier das equacoes originais e manteve os trés
primeiros modos, e assim obteve a forma mais conhecida das trés equagoes de Lorenz,
presentes em [12] conseguindo assim com satisfagdo tanto manter o cardter nao linear

inicial, quanto predizer com satisfacao condigdes atmostéricas:

d
2/ = —aW + aU

dU

e =—WZ W —U (5.27)
dz

= — _e7

o cZ +WU

Onde W ¢ a amplitude do movimento de convecgao, U é a diferenca de temperatura

entres as correntes descendentes e ascendentes e Z ¢é o gradiente de variagao da temperatura
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linearmente no eixo normal as placas. Ja os parametros que se mantém fixos no sistemas
e que dependem da viscosidade do fluido, do coeficiente de expansao térmica, diferencas
de temperatura entre as placas. Em suma, da montagem e composicao do sistema: a é o
numero de Prandtl, a razao da difusao de momento pela difusao térmica do sistema, ¢
¢ o niumero de Rayleigh e determina o tipo de fluxo do fluido, para valores baixos sera

laminar, para valores altos sera turbulento.Ja o b é um parametro de controle do sistema.

Foi estudando essas equagoes que Lorenz obteve os 2 resultados que vieram a dar
inicio a uma revolugao conceitual na fisica. O primeiro desses resultados foi obtido quase
que acidentalmente, se trata do Efeito Borboleta, ou a dependéncia sensivel as condi¢oes

iniciais que Poincaré vislumbrou cerca de meio século antes.

Essa propriedade do Caos foi observado quando entre um intervalo entre sessoes da
simula¢ao do modelo atmosférico, para poupar tempo Lorenz utilizou os nimeros obtidos na
sessao anterior como entrada para a nova sessao. No entanto, devido a um arredondamento
os calculos eram realizados utilizando nimeros com 6 casas decimais, enquanto os niimeros
impressos possuiam somente 3 casas decimais. Ao serem introduzidos no modelo, essa
diferenca de poucas casas decimais geraram diferencas climaticas catastroficas, altas
historicas na temperatura de alguns estado americanos, frio nunca antes visto em outras,
ainda que o clima real ndo correspondesse nenhum pouco com o previsto. A conclusao
obtida foi que mesmo mudancgas infinitesimais nas condi¢oes iniciais se desenvolvem de
modo que num futuro nao muito distante, o sistema evolui para estados completamente

diferentes.

Ainda mais importante, foi a analise do espaco de fase desse sistema. Mantendo-se
constantes as condic¢oes iniciais do sistemas e os parametros a e ¢, Lorenz observou 3 tipos

de trajetéria:

Quando 0<b<1, a origem é um ponto fixo e estavel. Um atrator simples:

Lorenz attractor Lorenz attractor

Figura 25 — Espaco de fase das varidves W,U,Z das equagoes de Lorentz. b=0

Quando 1<b<24.7 | a origem é um ponto fixo instavel, pois existem dois pontos

fixos instéaveis:

Quando b>24.7: Os dois pontos fixos se tornam instaveis , e surge um atrator mais
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Lorenz attractor Lorenz attractor

Figura 26 — Espaco de fase das varidves W,U,Z das equagoes de Lorentz. (b=10)

complicado, o atrator estranho.

Lorenz attractor Lorenz attractor

Figura 27 — Espaco de fase das varidves W,U,Z das equagoes de Lorentz. (b=15)

E assim, como o caso do péndulo, esse atrator possui propriedades que se mostraram

caracteristicos dentre os sistemas cadticos [7]:

1 Dimensao Fraciondria: A trajetéria do espaco de fase nao pode ser contida num
plano, mas ¢é incapaz de preencher o volume. E a dimensao fracionaria que déa origem

a geometria fractal.

2 Movimento aperiodico: As linhas de trajetoria ndo formam um circulo, descrevendo
um movimento peridédico, nem colapsam em um ponto. Todo os estados desse sistema
estao contidos nessa regiao do atrator, que nao se cruza nem se repete em nenhum

momento.

3 Sensibilidade as condigoes iniciais: O efeito borboleta, ja mencionado anteriormente.
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6 Caologia Quantica

Na década de 1970, a teoria do Caos explodiu nos grupos de pesquisa de diversas
areas ao redor do mundo. Intensos desenvolvimentos foram feitos, principalmente devido
a sua multidisciplinaridade, e ao teor geométrico novo que figuras como os atratores

estranhos e os fractais traziam.

No entanto, uma questao surge. Qual a relagao entre a Teoria do Caos e a Mecanica
Quéantica? A priori pode uma propriedade conciliatéria entre essas duas disciplinas podo
ser levantada no sentido de que lancam fora mao do conceito de Determinismo. A mecanica
quantica de maneira inerente, através da nao-localidade e de sistemas verdadeiramente
aleatorios. O principio da incerteza de Heinsenberg institui que dois observaveis canonica
mente conjugados nao podem ser observados ao mesmo tempo. Ja a teoria do Caos, ainda
que deterministica em seu cerne, lanca fora a possibilidade de previsdo em decorréncia de

sua dependéncia sensivel a condigoes iniciais.

Esses pontos de convergéncia, no entanto levantam mais margem para questi-
onamento do que .... Deve-se notar que o desenvolvimento da fisica quantica ocorre
principalmente através de de analogias e formulacoes ad hoc, através das regras de quan-
tizacdo. No entanto, podemos enxergar que, por exemplo, um condi¢cdo necessaria a
existéncia de Caos ¢é a de sistemas nao lineares, enquanto que a formulagao de Schrodinger
da Mecéanica Quantica, propoe uma equagao necessariamente linear. De maneira ainda
mais contundente, observou Einstein que a abordagem semiclassica para a fisica quantica

nao é valida para sistemas nao-integraveis, que sao necessariamente cadticos.[1].

Esse problema ja havia sido apontado por Einstein em 1917, nos primérdios de
ambas as Teorias E ainda que com uma regra de quantizagdo para sistemas integraveis no
limite semiclassico, a solucao para sistemas nao integraveis s6 veio em meados da década
de 70 com a féormula do Trago de Gutzwiller, que mostrou que a densidade de energia,
no limite semiclassico desse tipo de sistema, esta relacionada com o conjunto das orbitas

periddicas do sistema classico andlogo. [1, 11].

Aplicagbes empiricas a teoria da Caologia Quantica tém sido implementadas
principalmente em estudos de trasporte eletronicos. Sao pioneiros os estudos sobre o
comportamento de elétrons em pontos quanticos, particulas de semicondutores nanomé-
tricos, que estao no chamado regime mesoscopico: grande o suficiente para apresentar
propriedades classicas, e pequeno para preservar propriedades quanticas. Um sistema de
grande relevancia tecnoldgica devido a suas aplicagoes na industria da computacao. Dado
que os transistores presentes nas unidades basicas de processamentos, sao semicondutores

que ja estao alcancando as unidades nanométricas. E se destaca no estudo desses sistemas,
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a abordagem das Matrizes Aleatoérias.

Na década de 80 foi proposto por alguns trabalhos a abordagem do formalismo
da Teoria das Matrizes Aleatérias de Wigner para a fisica atémica, na abordagem do
problema do Caos Quéantico. Isso pois a dindmica Cadtica permitia utilizar o argumento
da imprevisibilidade usada por Wigner para o tratamento de sistemas de muitos corpos.
Essa ficou conhecida como conjectura de Bohigas, Giannoni e Schimt, de modo que
os operadores fisicos utilizados no contexto da mecanica quantica sao substituidos por

operadores representados por matrizes aleatérias, para o problema do Caos Quéntico. [15]

6.1 Teoria das Matrizes Aleatérias

A Teoria de Matrizes Aleatoérias foi desenvolvida por Eugene Wigner e proposta
inicialmente para descrever algumas propriedades de estados excitados do niicleo atémico
em sistemas de multiplos corpos, em 1951. Para isso, ele considerou o problema do
espalhamento de néutrons em nucleos, descrito em um artigo escrito por N. Bohr em 1936,
onde sao observadas algumas ressonancias, que correspondem a estados compostos de
sistemas de néutrons e prétons que interagem fortemente, e cuja formacao e decaimento

acreditava-se se tratar de processos quase independentes [4].

Na falta de uma teoria dinamica nuclear, e uma vez que os hamiltonianos que descre-
vem esses sistemas sao muito complicados, Wigner recorreu ao estudo do espectro nuclear,
revelado pelos dados do espalhamento de néutrons, através de uma abordagem estatistica.
Nela, diferentemente do modo cléassico, ele considera um ensemble com hamiltonianos

diferentes, mas com algumas propriedades de simetria em comum.

Esses hamiltonianos sao definidos de modo que para cada matriz que faz parte
do ensemble sistema, todas as matrizes geradas através de uma transformacao unitaria
adequada do espaco de Hilbert também sao parte do ensemble, o que garante que nao
haja uma base preferencial no espago de Hilbert. No contexto da teoria de Schrodinger

existem 3 ensembles genéricos definidos nesses termos, conformes descritos por Dyson:

1 Ensemble Gaussiano Ortogonal(GOE) : Para sistemas invariantes sobre reversao

temporal com simetria rotacional. Suas matrizes sao reais e simétricas:

Hpp = Hyo = H? . (6.1)

2 Ensemble Gaussiano Unitario(GUE): Para sistemas cuja invaridncia sobre reversao

temporal ¢é violada. Suas matrizes sao hermitianas:

Hypro = [Hoim (6.2)
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3 Ensemble Gaussiano Simplético(GSE): Para sistemas invariantes a reversao temporal
com spin meio inteiro e simetria rotacional quebrada. Suas matrizes podem ser escritas

em termos de quatérnions.

Onde H ¢ a matriz hamiltoniana que descreve o sistema. Uma caracteristica importante de

todas essas matrizes é que seus autovalores sao reais, e portanto sao medidas mensuraveis.

A probabilidade de se encontrar um elemento da matriz nos 3 casos é encontrada
ao se multiplicar uma fun¢ao peso Py 3 pelos infinitesimais dos elementos independentes
da matriz. Um ansatz, sugerido pelo Wigner, para a forma de Pyg, para os ensembles
gaussianos, de um modo que as integrais realizadas a partir dele nao divirjam, também

possui a forma gaussiana:

PyB(H) exp(ﬂ)\];[trH2), (6.3)

onde A é um parametro que depende do nivel de espacamento médio do sistema
em estudo. J é o indice de Dyson e identifica o tipo de ensemble, dentre os que vimos
acima: § = 1 se refere ao GOE, f =2 ao GUE, e § = 4 ao GSE. O fator N na exponencial,

garante que a probabilidade seja um valor finito, e que, portanto, pode ser normalizado.

Um problema central para a TMA, é derivar a distribuicao para autovalores e
autovetores, devido a grande quantidade de teorias que fazem o uso dessas variaveis. Para
isso consideramos que os autovalores e autovetores da matriz considerada também sejam

variaveis aleatérias independentes.

Nos momentos iniciais da TMA , devido a complexidade matemaética dos calculos
necessarios para se obter uma informacao a partir do espectro de autovalores, Wigner
propos uma caso simples capaz de sumarizar algumas propriedades de sistema estocésticos.
Utilizando o caso onde N=2 no ensemble GOE, ele apresenta a distribui¢ao p(s) do
espacamento de autovalores, conhecido como conjectura de Wigner. No mesmo artigo, ele
também apresenta a chamada lei do semicirculo, que prediz o formato da distribuicao

espectral.

6.1.1 Conjectura de Wigner

Uma etapa inicial é produzir matrizes que se adequem as propriedades descritas por
Dyson. Partindo de uma matriz cujos elementos sao partes de uma distribuicao gaussiana,

de média p e varidncia o ( Também denotada N(u, o)) :

1 —1 z—py2
p(z) = We 2 (50 (6.4)

A fim de garantir que matrizes produzidas a partir dessas facam parte dos ensembles

supracitados devemos torna-las: simétricas, hermitiana ou auto-duais, respectivamente.
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Para isso, dado que suas variaveis sao reais, complexas ou quaternionicas, podemos aplicar
(6.5)

um simples processo de simetrizagao:
H,=(H+H")/2

O modo mais simples de se obter a conjectura de Wigner é através de uma matriz GOE
(6.6)

2x2, e que tera N=2 autovalores. Seja H uma matriz:
T l’3>

(6.7)

Onde 1,29 ~ N(0,1) e 3 ~ N(0,1/2).
Seus autovalores A\; e Ay sdo:
Mo = (x1+ 22+ \/(xl —29)2 + 23)/2

Seja s = A\ - Ay 0 espacamento entre os dois autovalores, com A; > Ay. Através de
(6.8)

s = \/(xl — 19)? + 423

6.7, temos que
A funcao densidade de probabilidade(f.d.p) do espagamento, p(s), é por definigdo
(6.9)

(3 - \/($1 —x2)% + 4$§>

_l,2 1.2
e 2% g7 272 723

p(S):/dI1d$2dl’3m o ﬁ5

Usando a mudanga de variaveis:

T, — Ty = rcosl
2x3 = rsint
Tyt x=
De modo que a equacgao se torna:
1 /00 drrd(s — 1) /27r 40 /oo dl/)e_%(r00329+¢)2+(—rco;@+¢)2+(r2sén20) (6.10)
0 0 —o0
(6.11)

5) = —
p(s) P
E, seu resultado é portanto:

S =s

E conveniente realizar uma mudanca de escala nesse resultado, definido p(s)
(6.12)

(s)p({s)s), onde (s) é o valor esperado da varidvel s :
o o2
5—6_32/40[5 =7

()= [ spls)ds = [
0 0
Dessa forma, obtemos:
p(s) = %ef (6.13)

Essa é a conjectura de Wigner.
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6.1.2 Lei do Semicirculo

J4 uma 6tima maneira de se obter a lei do semicirculo é utilizando a técnica do

Géas de Coulumb, atribuida a Dyson.

Considerando a f.d.p dos autovalores de uma matriz gaussiana NxN:

1 N
pla, o ay) = e 2 2w |y — a)? (6.14)
N.B j<k
onde :
I(1+j3/2)
Zng = 2m)N2 ] =—— 2 6.15
o= o) [ 5 (619

Fazemos a reescala, x; — x;+/SN Com isso, temos que a constante de normalizacao

sera:

N
Zns = Cns /R L daje v (6.16)
j=1

Onde os novos termos escritos sao:

1
Vx| = ﬁ 3 2N2 ;lnmz : (6.17)

Através dessa mudanca de escala, podemos identificar Z3 5 como a fungao de
particdo canonica da mecanica estatistica, e podemos interpretar essa equagao como a de
um fluido termodindmico bidimensional contido numa linha. Para se obter informagoes
termodinamicas desse sistema entao, devemos encontrar a energia livre F' = —%an N85
considerando o limite N — co. Normalmente o passo adequado seria somar a funcao de
particao sobre todos os microestados. Mas, podemos usar uma técnica de modo a modelar
as configuragoes de autovalores utilizando uma fungao n(x), que também nos permitira

transforma os somatoérios da eq.6.17 em integrais:

| N
=N ;5(36 — ;) (6.18)

Uma funcao aleatoria, normalizada e ndo negativa sobre toda sua extensao, que nos permite
contar os picos correspondentes ao autovalores, e que no limite de N — oo nos da a forma
do histograma. Utilizando essa funcao para representar a unidade, através de uma integral

funcional:

1= /D[n(m)]é [n(x) . >0 — )| (6.19)

Ao inserir essa defini¢do em Zy g, temos:
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Ing = C’Nﬁ/D[n(x)] /RN Hldxje_ﬂsz[x](S ln(x) — ]1[25@ — ;) (6.20)

Que pode ser reescrita, utilizando a definigdo de n(z) e da func¢ao delta:

Zivs = Cnp [ Dlnfa)e ™V [y [n(a) (6.21)
Onde Vin(z)] é

Q/dxx n(x —7// drdz'n(x)n(z")in|x— x|+ /dmn )inA(x) (6.22)

Infnta)) = [ TLde ln(w) _ ;] S (e a:i)] (6.23)

i=1

O fator A(x) surge naturalmente, e impede que a integral seja divergente. Utilizando
uma integral analoga a eq. 6.19, é facil calcular, utilizando aproximacao de Laplace, o

termo Iy(n(z)) para N grande:

IN[’N,(ZU)] ~ e[—Nfda:n(J:)lnn(:c)} (624)

E considerando o nivel de espagamento médio sobre uma distancia de ~ O(1),

temos:
c
Ax) =~ 6.25
@ o) (6.25)
E a equagao de particao pode ser escrita, portanto, como:
Inp o CNB/D[n(x)]e[—,3N2FO[n(x)]+§N1nN+(§—1)NF1[n(x)}—gNlnc+0(N)] (6.26)

Onde:
/dxx n(zx) — f//dxdx n(z)n(z")n|x — 2| (6.27)

Fi[n(z)] = / dzn(z)lnn(z) (6.28)

Utilizaremos outra funcao delta de modo a limitar os resultados a fungdes n(x) normalizadas,

5 {/ dzn(x) — 1] = dk ek </ dxn(z) — 1) (6.29)

novamente:
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Fazendo a reescala ik — BN?k, ficamos com:

Znp~ Cug / Dln(x)] /]R dkexp[— N2 A[n(z), k] + O(N)] (6.30)

Onde a acao é:

Aln(z), K] = Fyln(z) — k( / drn(z) — 1) (6.31)

Utilizando a técnica de ponto de sela, temos:

Znp ~ exp(—BN*Aln*, k* ()] (6.32)
Podemos ver que a energia livre intensiva para o gas de coulomb é:

~1
AN?

f= InZypg = An*(x), k] = Fy[n*(z)] (6.33)

Portanto, afim de calcular a agao, devemos achar os pontos que minimizam a eq

[6.31]. Para fé) = 0 temos:

— - / de'n* (2" )n|lz — /| = k* =0 (6.34)

e de 2 (%

/Rn*(a:) ~1 (6.35)

A equacao integral em 6.34] pode ser resolvida através de uma derivada fraca e um
teorema por Tricomi [19], uma solu¢do com pardmetros a e b:
1
(x—a)(b—=z

é(b _ a)? (6.36)

1
n* = 1—2*+ ~(a+b)z +

2

Para calcular o valor de n*(z) devemos definir os valores 6timos para a e b. Para

isso calculamos a energia livre, de modo a obter:

f = Fyn* /d:m r)z? +——7/ dxn*(x)Iin(z — a) (6.37)

Inserindo [6.36] em [6.37] e calculando a integral, obtemos:

f=flab) = ! ( — 9a* + 4a’b + 2a*(5b + 48)
o12 (6.38)
+ 5ab(b? + 16 — 2561b(b — a) — 9b* + 96b* + 512ln(2)>
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Minimizando com a relacdo aos pardmetros a e b, obtemos a = —v/2 e b = /2.

Assim para a eq. 6.36, temos:

n*(z) = pse = %\/2 — z? (6.39)

Que ¢é a conhecida lei do semicirculo de Wigner.

6.2 Discussoes

Espacamento entre autovalores

Conjectura de Wigner

(a) Plot em linha do formato previsto na conjectura de
Wigner considerando um ensemble de N=10000 ma-
trizes.

(b) Histograma do espacamento entre autovalores em en-
semble de N=10000 matrizes.

Figura 28 — Comparacao entre o formato previsto por Wigner e a distribuicao real de espacamentos.

Apesar de um resultado simples, ele é bastante profundo. Através do grafico
apresentado podemos ver que a p(s) — 0 quando s — 0. O que nos diz que a probabilidade
de que 2 autovalores estejam muito proximos, quando estas sao variaveis aleatorias e seguem
uma distribuicao gaussiana, é muito pequena. Como se houvesse uma repulsao entre eles.
De modo a melhor apreciar a relevancia desse resultado, nés podemos compara-lo com o
obtido para o caso de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas(i.i.d)
que fazem parte de um conjunto Xj, ..., X , descritas por uma f.d.p p,(z), organizadas de
um modo qualquer num espago sigma e que possui como fungao densidade acumulada F(x).
Podemos calcular a probabilidade de haver um espacamento s através da probabilidade
condicional de que. dado que uma varidvel qualquer X; assuma um valor x, uma outra

variavel X (k # j) assuma um valor s.

Py(s| Xj =) = Po(z + s)[1+ F(z) — F(z + s)V 2 (6.40)

Onde,F(x) corresponde a probabilidade da variavel estar antes do valor x, enquanto 1-F(x)
corresponde a probabilidade de estar apds o valor x+s. A soma equivale a probabilidade
das varidveis nao estarem entre x e x+s, e a a poténcia avalia essa probabilidade para todas
as outras N-2 nao fixas. Pode-se mostrar que ao se ampliar essa probabilidade, de modo

a levar em conta todas as variaveis do conjunto, utilizando a propriedades de fatoracao
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de probabilidades independes e considerando um limite, onde a quantidade de varidveis
N — 00, obteremos que a probabilidade de que exista um espagamento s é:

5 ds .
e’ (6.41)

A Pw(8) = Jim pv(s) = s g =

Que é a distribuicao de Poisson. Esse resultado é o exato oposto do obtido para
variaveis aleatorias pertencentes ao ensemble de Wigner. Aqui, conforme podemos ver na
figura[29] , em oposi¢do ao caso anterior p(s) possui um valor bem significativo quando

s — 0, de modo que o comportamento dos autovalores ¢é se atrair.

] Poisson
i , . X .
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Figura 29 — Distribuic¢do de Poisson, a configuracido de espagamentos para variaveis i.i.d.

Por meio dessa comparacao, podemos ver que no caso onde as variaveis aleatorias
podem ser descritas através de um distribuicao gaussiana, elas apresentam um comporta-
mento oposto ao de variaveis aleatoérias, e , em fato, estao fortemente correlacionadas umas
com as outras. Essa caracteristica ¢ bastante visivel, por exemplo, no termo [;x|2; — 24|
da funcao densidade de probabilidade conjunta dos elementos do ensemble gaussiano des-
critos na equagao [6.14], que enfatiza o fato de que essa fungdo nao pode ser fatorada, em
contraste as varidveis aleatorias. Isso pode ser explicado fato de que Ensembles Gaussianos,

apesar de terem valores de entrada independentes, também possuem invariancia rotacional.

De fato, esse comportamento previsto pode ser comprovado em diversos sistemas
fisicos como é o caso do espectro de espacamento de niveis de energia estudado por
Bohigas[[4]], do espectro de auto-frequéncias elastomecanicas de blocos de quartzo com

formato irregular| [8]] e da taxa de tunelamento em pontos quanticos|[10]]:

E que demonstram a validade da Teoria da Matrizes Aleatérias no estudo de
sistemas complexos na fisica. Outro caracteristica importante na equagao [6.14] é descrito
pelo termo e_% SN | ;. Esse fator gaussiano faz com que as configuracdes de autovalores
no ensemble de Wigner estejam situados majoritariamente em torno da origem. Assim a

funcao densidade de probabilidade para o elementos do ensemble gaussiano demonstra um
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Figura 30 — Histograma normalizado do espaga- Figura 31 — Distribuigdo de espagamento do vi-
mento médio de vizinho mais pré- zinho mais préximo para os mo-
ximo para um ensemble de dados dos elastomecanicos num cristal de
nucleares com 1726 espagamentos. Quartzo de formato irregular. Reti-
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Figura 32 — Distribuicdo estatistica do niimero n de elétrons entrando num Ponto Quantico num intervalo
de tempo to. Retirado de [[10]].

carater de repulsao e de confinamento, que esta no cerne de muitos resultados da Teoria

de Matrizes Aleatorias.

Através da mudanca de escalas dessa funcgao, fomos capazes de interpretar essa
funcao densidade de probabilidade, com a que descreve a distribuicao de particulas de
um fluido termodinamico, o gas de Coulumb, ao longo de uma linha em duas dimensoes,
isso devido ao termo logaritmico. Dessa forma a constante de normalizacdo pdde ser
interpretada com a funcao de particdo candnica, e ao se introduzir a funcao de contagem
n(x) e utilizar o principio da minimizagao da energia para calcular a lei do fomos capazes
de calcular a densidade espetral para o ensemble de matrizes aleatéria gaussiana, a lei do

semicirculo de Wigner.

Isso foi possivel, pois devido as propriedades da fungao delta contida em n(z),

pode-se facilmente mostrar que

(n(z)) = plz) :/~~~/p(X1,...,XN)dx1~~ dz,, (6.42)
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Onde p(z) é a fungao densidade de probabilidade marginal de um f.d.p p(xy,--- ,zn)
simétrica sobre a troca x; — x; ( esse é o caso da distribui¢do gaussiana), e (n(x)) é a média
da fungdo contagem sobre um conjunto de autovalores aleatérios { X, -, Xy}, mais
conhecida como densidade espectral (média). E através da relacio contida na equacio 6.42
que podemos afirmar que, o resultado obtido em 6.39 reproduz o formato da distribuicao

de autovalores, equacao 6.14.

Utilizando a o software Matlab de modo a gerar matrizes aleatorias a partir de
uma distribuicdo gaussiana, e executar o processo de simetrizacao , equacao 6.5, e gerar o
histograma dos autovalores dessas matrizes pudemos verificar que a o formato previsto é

recuperado, conforme a figura:

Semicirculo de Wigner Densidade Espectral (GOE)
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(a) Densidade espectral dos ensemble gaussianos de (b) Histograma normalizado da distribui¢do de au-
Wigner, conforme previsto pela lei do semicirculo tovalores de um conjunto de N= 10000 matrizes
aleatorias simétricas 50X 50 gerados a partir de

Densidade Espectral (GUE)
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(¢) Histograma normalizado da distribui¢do de au- (d) Histograma normalizado da distribui¢do de au-
tovalores de um conjunto de N= 10000 matrizes tovalores de um conjunto de N= 10000 matrizes
aleatérias hermitianas 50X 50 gerados a partir aleatorias quartenionicas 50X 50 gerados a par-
de uma distribuicdo gaussiana. tir de uma distribuigdo gaussiana.

Figura 33 — Comparacdo entre o formato previsto por Wigner na lei do semicirculo com a densidade
espectral dos ensembles GOE, GUE e GSE.

Esse resultado ainda que obtido de uma maneira especifica para o perfil termo-
dindmico de um gas bidimensional, é de validade geral e é essencial pra demonstrar a

universalidade local do espectro, i.e, que a distribuicao dos espacgos entre autovalores
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dependem de propriedades de simetrias das matrizes, mas nao dos detalhes das entradas

matrizes especificas.

O formato de semicirculo corresponde naturalmente a distribuicdo de muitos
sistemas fisicos , como ¢é o caso do estudo de redes complexas (a internet, rotas de entregas
postais, etc), e muitos outros poderem ser acoplados a matrizes aleatérias de modo a
resultar nesse formato. Entretanto, um aspecto mais importante e geral desse resultado

esta nas singularidades nos extremos da distribuicao, que possuem o formato de raiz.

Esse é o caso da densidade espectral das ressonancias em reacoes nucleares, a
primeira aplicacao do método por Wigner, e também em sistemas fisicos que possuem um
gap de banda (semicondutores, supercondutores, etc), onde apesar da forma geral ndo ser
obtida, a densidade de estados possui comportamento do semicirculo nos limites espectrais.
Isso permite estudar propriedades de flutuagoes no sistema, como fungoes de correlagao,
que irao possuir a mesma distribui¢cao universal do ensemble gaussiano de Wigner. Isso
é possivel porque o nivel médio de espagamento que é de ordem 1/N vai a zero, quando
N — 00, de modo que nesse limite as propriedades de flutuacgoes se tornam independentes
da forma do espectro global do sistema e até mesmo do fator gaussiano definido, conforme

mostra Balian [[5]].

No entanto, os ensembles de matrizes de espalhamentos utilizados em sistemas
mesoscopicos compreendem também as utilizadas por Wigner [[14]], uma vez que as
propriedades de espalhamento quantico cadtico que configuram o sistema sao dependentes
em sua vasta maiorias de simetrias fundamentais da natureza, a progressao dos resultados

aqui encontrados para o estudo desses sistemas se da de maneira direta.
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7 Conclusao

A partir desse trabalho pudemos abordar de maneira breve a drea emergente e
crescente de sistemas dinamicos nao lineares, parte de suas origens classicas, estruturas e

propriedades, o surgimento de Caos e sua relagdo com a Mecanica Quantica.

Apesar de sua enorme gama de aplicagoes na atualidade, tal como grande niimero
de influéncias em seu surgimento, é possivel tracar a origem comum para o estudo de
sistemas nao lineares até a Mecanica Classica, formulada majoritariamente por Newton e
rebuscada por Hamilton e Lagrange, que fornecem diferentes formas de se descrever um
sistema dinamico e que também tiveram suas aplicagoes expandidas para outros ramos da
fisica. Particularmente, pode-se destacar o surgimento de espacos diferentes do Euclidiano
em trés dimensoes, o que facilitou a analise de sistemas de muito corpos e que abriu espago

geométrico

No entanto, a insolubilidade de sistemas nao lineares pelos formalismos supracitados,
em especial do problema dos trés corpos, que data os primeiros séculos da ciéncia moderna,
levou ao trabalho de Henri Poincaré que introduziu métodos geométricos mais sofisticados
para a andlise de sistemas fisicos, e que é uma das primeiras mengoes ao que viria ser

conhecida como teoria do Caos.

Pudemos, compreender de modo parcial algumas técnicas e estruturas da analise
geométrica para sistemas unidimensionais e bidimensionais: o comportamento de pontos
fixos e o surgimento de bifurcagoes, com a variacao de parametros de controle no sistema

e a existéncia de ciclos limite.

Para compreendermos o surgimento do Caos deterministico, o sistema utilizado foi
do Péndulo Forcado e Amortecido, que é descrito por uma equacao de segunda ordem nao
autonoma, e que ,portanto, possui a quantidade minima de coordenadas para o surgimento

de Caos: a posicao ¢(t), a velocidade phi(t), e o préprio tempo t.

Esse sistema d& origem a um fenémeno comum a muitos sistemas cadticos: a
cascata de duplicacao de periodos, também chamada de rota para o Caos. Além disso,
pudemos identificar, por meio do espaco de fase, o surgimento de um atrator cadtico e por
meio das se¢oes de Poincaré, o surgimento da geometria do Caos, os fractais, que possui
a importante propriedade de simetria sob mudanga de escala. Pudemos também ver o
surgimento do atrator estranho nas equacoes de Lorenz, cuja relevancia esta em ter sido o

primeiro trabalho a apresentar tal estrutura.

Em especial, a dependéncia sensivel a condic¢oes iniciais presente em sistemas cadti-

cos emerge, assim como a mecanica quantica, como outro impossibilitador do determinismo,
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devido a impossibilidade de se realizar experimentos com medigoes exatas. Isso, pois nao é
possivel serem realizados experimentos com precisao perfeito. Sempre haverao incertezas,
decorrentes do instrumentos ou de possiveis falhas do experimentador, que em sistemas

nao lineares irdo dominar o sistema, devido ao efeito borboleta.

Assim, de modo a tentar responder duas questoes que surgem naturalmente: "Qual a
aplicacao de tais sistemas? E qual a relagdo entre Caos e Mecanica Quantica?". Abordamos
a caologia quéantica, e introduzimos a Teoria das Matrizes Aleatorias, obtemos as conjectura
de Wigner e a Lei do Semicirculo e vimos alguns trabalhos recentes que apresentavam

essas estruturas.

Desse modo, pudemos entender que apesar da natureza dos sistemas fisicos, ser em
sua maior parte imprevisivel e aleatoria, ainda surgem propriedades regulares, e ordem,

até mesmo nos sistemas mais complexos.

E o estudo dessas propriedades esta na area de fronteira da pesquisa cientifica e

tecnoldgica, sendo o transporte eletrénico em nanoestruturas um exemplo disso. [17] [2]
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