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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos os espaços de Orlicz, de Zygmund e de Lorentz com

o intuito de mostrar que certos espaços de Sobolev reduzidos podem ser imersos, de

maneira ótima, nestes espaços. O trabalho passa por uma revisão das imersões clássicas

dos espaços de Sobolev tradicionais em espaços de Orlicz exponenciais (imersões de-

vido à famosa desigualdade de Trudinger-Moser) e finaliza com generalizações destas

imersões para espaços de Sobolev reduzidos com dados em L1.

Palavras-chave: Imersões de Sobolev, Espaços de Sobolev reduzidos.



Abstract

In this work, we will present the spaces of Orlicz, Zygmund and Lorentz in order to

show that certain reduced Sobolev spaces can be optimally immersed in these spaces.

The work reviews the classical embeddings of traditional Sobolev spaces in exponential

Orlicz spaces (embeddings due to the famous Trudinger-Moser inequality) and ends

with generalizations of these embeddings to reduced Sobolev spaces with L1 data.

Keywords: Embeddings for Sobolev Spaces, Reduced Sobolev Spaces.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• Ω ⊂ RN denota um conjunto aberto e limitado (domı́nio);

• C denota um cone;

• Cx denota um cone finito com vértice x;

• Cx,r = {y ∈ Cx; ||x− y|| ≤ r};

• | · | ou m denotam a medida de Lebesgue;

• ↪→ denota uma imersão cont́ınua;

• (Wm,p(Ω), || · ||m,p) denota o espaço normado de Sobolev de ordem m;

• L1
loc(Ω) = {f : Ω −→ R mensurável; |f | ∈ L1(K), ∀ K ⊂ Ω compacto};

• (LΦ(Ω), || · ||Φ) denota o espaço normado de Orlicz;

• ωN denota o volume da esfera de raio unitário em RN ;

• µφ é conhecida como distribuição da função φ;

• φ∗ representa o rearranjo da função φ;

• φ∗∗ denota a função maximal de φ∗;

• (Lexp(Ω), || · ||Z) e (LlogL(Ω), || · ||LlogL) são os espaços normados de Zygmund;

• (Lexp(Ω), || · ||Lexp) representa o espaço quase normado de Zygmund;

x



• (Lp,q(Ω), || · ||Lp,q) indica o espaço normado de Lorentz;

• (Lp,q(Ω), || · ||p,q) representa o espaço quase normado de Lorentz;

• W 2,p
∆ (Ω) denota o completamento do subespaço de C∞(Ω) ∩ C0(Ω);

• W 2,1
∆,rad(BR) = {u ∈ W 2,1

∆ (BR); u é radialmente simétrica};

• δx0 denota o delta de Dirac;

• (Lp, || · ||p) indica o espaço normado de Lebesgue, com 1 ≤ p ≤ ∞.
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Introdução

Sejam Ω ⊂ RN , com N ≥ 2, um domı́nio limitado e p ≥ 1. As imersões cont́ınuas

(a) W 2,p(Ω) ↪→ LNp/(N−2)(Ω), onde 1 ≤ p < N/2;

(b) W 2,p(Ω) ↪→ LΦ(Ω), onde p = N/2, p > 1 e Φ(t) = et
p
p−1 − 1;

(c) W 2,p(Ω) ↪→ L∞(Ω), onde N = 2 e p = 1,

onde Wm,p(Ω) denota o espaço de Sobolev de funções m-diferenciáveis no sentido fraco,

com derivadas até ordem m em Lp(Ω), são de fundamental importância, pois estão

extremamente relacionadas com o problema de regularidade de soluções das EDP’s de

segunda ordem.

Nesta perspectiva, ao estudar o problema de Dirichlet{
−∆u = f, em Ω

u = 0, em ∂Ω,

com f ∈ L1(Ω), é importante conhecer o trabalho “Some estimates for solutions of

elliptic second-order equations” (ver [12]) do matemático V. G. Maz’ya em 1961, que

para N ≥ 3, sob as condições acima, mostrou que

sup
||∆u||1=1

∫
Ω

|u(x)|qdx

{
<∞, se 1 ≤ q ≤ N/(N − 2)

=∞, se q = N/(N − 2),
(1)

onde || · ||1 indica a norma do espaço L1(Ω).

Outro resultado, não menos importante, publicado no artigo “Uniform estimates

and blow-up behavior for solutions of −∆u = V (x)eu in two dimensions” (ver [6]) pelos

pesquisadores H. Brezis e F. Merle em 1991, provaram que para N = 2 vale

sup
||∆u||1=1

∫
Ω

eβ|u(x)|dx

{
<∞, se β < 4π

=∞, se β = 4π,
(2)

para toda u solução do problema de Dirichlet, com p = 1.
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Nestas condições, os pesquisadores D. Cassani, B. Ruf e C. Tarsi em 2010, no

trabalho “Best constants in a borderline case of second-order Moser type inequalities”

(ver [8]), adicionaram novas condições sobre as hipóteses dos resultados anteriores para

obter estimativas similares a (1) e (2), onde q = N/(N − 2) e β = 4π, respectivamente,

de tal modo que o supremo seja finito. Este trabalho de dissertação tem como principal

foco o estudo das imersões exploradas neste artigo.

Dessa forma, o primeiro caṕıtulo dessa produção tem como objetivo passear pela

história e provar a imersão clássica

W 2,p(Ω) ↪→ LΦ(Ω),

onde p = N/2, p > 1, Φ(t) = et
p
p−1 − 1 e LΦ(Ω) é o espaço de Orlicz, além de trazer a

definição formal e os principais resultados que envolvem estes espaços.

No segundo caṕıtulo, trabalharemos alguns espaços de funções que serão essenciais

para o desenvolvimento da teoria. Iniciaremos falando sobre as distribuições, rear-

ranjos e funções Maximais. Nas seções seguintes, definiremos a teoria abstrata dos

espaços invariantes por rearranjos e dos espaços de Zygmund e Lorentz, enfatizando

suas principais caracterizações e propriedades.

Depois disso, no terceiro e último caṕıtulo, definiremos o espaço reduzido de Sobolev

W 2,1
∆ (Ω) e mostraremos que ele está imerso continuamente nos espaços de Zygmund

Lexp(Ω) e de Lorentz L
N
N−2

,∞(Ω), quando N = 2 e N > 2, respectivamente. Além disso,

pelas constantes ótimas de imersão encontradas, verifica-se que

(a) Sendo Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado e φ : R+ −→ R+ uma função cont́ınua tal

que e4πtφ(t) ↑ +∞, então existe uma constante C = C(φ) > 0 tal que

sup
u∈W2,1

∆
(Ω)

||∆u||1=1

∫
Ω

e4π|u|φ(|u|)dx ≤ C|Ω|

se, e somente se, φ(t) é integrável quando t se aproxima do infinito.

(b) Sendo Ω ⊂ RN um domı́nio limitado, com N ≥ 3 e φ : R+ −→ R+ uma função

cont́ınua tal que tN/(N−2)φ(t) ↑ +∞, então existe uma constante C = C(φ) > 0

tal que

sup
u∈W2,1

∆
(Ω)

||∆u||1=1

∫
Ω

|u|N/(N−2)φ(|u|)dx ≤ C|Ω|

se, e somente se, φ(t)/t é integrável quando t se aproxima do infinito.

Por fim, faremos um apêndice que apresentará algumas definições e resultados

clássicos ao que se diz respeito à Teoria da Medida.
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Caṕıtulo 1

Imersão de Espaços de Sobolev em

Espaços de Orlicz

Neste caṕıtulo, iremos abordar alguns conceitos básicos de Análise Funcional para

fixar a ideia do que exibiremos mais à frente. Logo depois, estudaremos os espaços

de Sobolev e Orlicz, trazendo alguns resultados interessantes que serão de extrema

importância para mostrar uma imersão entre tais espaços sobre a N-função Φ(t) =

et
p
p−1 − 1.

1.1 Noções de Análise Funcional

Definição 1.1.1. Seja X um espaço vetorial sobre R. Uma função || · || : X −→ R que

satisfaz as propriedades

(a) ||x|| ≥ 0, para todo x ∈ X;

(b) ||x|| = 0 se, e só se, x = 0;

(c) ||λx|| = |λ|||x||, para todo λ ∈ R e todo x ∈ X;

(d) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||, para quaisquer x, y ∈ X,

é chamada norma de X e, em particular, (X, || · ||) é um espaço normado. Além disso,

se X satisfaz apenas as condições (a), (b) e (c), dizemos que (X, || · ||) é um espaço

quase normado.

Nosso interesse é estudar espaços de funções mensuráveis onde as normas em geral

são integrais que envolvem estas funções. Estes espaços possuem estruturas algébricas

que cumprem comportamentos similares aos que já conhecemos em ambientes clássicos.

Tendo isso em vista, definiremos

3



1. Imersão de Espaços de Sobolev em Espaços de Orlicz

Definição 1.1.2. Uma função T : X −→ Y entre espaços vetoriais normados é dita

operador linear cont́ınuo se para todo x, y ∈ X e λ ∈ R temos

T (x+ λy) = T (x) + λT (y),

e para todo z ∈ X e ε > 0, existe δ > 0 tal que sempre que x ∈ X e ||x− z|| < δ temos

||T (x)− T (z)|| < ε.

Nestas condições, tendo tais definições em vista, podemos enunciar um resultado

que relaciona os prinćıpios de limitação e continuidade.

Teorema 1.1.3. Sejam (X, ||·||X) e (Y, ||·||Y ) espaço vetoriais normados e T : X −→ Y

um operador linear. É equivalente afirmar que:

(a) T é cont́ınuo;

(b) Existe M > 0 tal que ||Tx||Y ≤M ||x||X , para todo x ∈ X.

Demonstração. Vejamos,

(a)⇒ (b) Suponha que T é um operador cont́ınuo em um ponto z ∈ X. Em śımbolos,

para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que sempre que x ∈ X e ||x− z||X < δ temos

||T (x)− T (z)||Y < ε.

Agora, escrevendo

xy = z +
δ

2
· y

||y||X
,

para todo y ∈ X \ {0}, encontramos

||T (xy)− T (z)||Y =

∥∥∥∥ δ

2||y||X
T (y)

∥∥∥∥ < ε,

pois ||xy − z|| < δ. Logo, para todo y ∈ X, temos

||T (y)||Y ≤
2ε

δ
||y||X = M ||y||X ,

onde M = 2ε/δ.

(b)⇒ (a) Reciprocamente, se existe M > 0 tal que satisfaz o item (b), então

||T (x)− T (y)||Y = ||T (x− y)||Y ≤M ||x− y||X ,

4



1. Imersão de Espaços de Sobolev em Espaços de Orlicz

para todo x, y ∈ X. Logo, para todo y ∈ X e ε > 0, existe δ = ε/M > 0 tal que

sempre que x ∈ X e ||x− y|| < δ tem-se

||T (x)− T (y)||Y ≤M ||x− y||X < M · δ = M · ε
M

= ε,

o que mostra que T é cont́ınuo.

Agora, iremos definir um conceito que é de fundamental importância para o que

será desenvolvido daqui por diante.

Definição 1.1.4. Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Dizemos que X está

imerso continuamente em Y quando

(a) X é subespaço vetorial de Y ;

(b) O operador identidade I : X −→ Y dado por I(x) = x, para todo x ∈ X, é

cont́ınuo.

Em śımbolos, representaremos esta imersão por X ↪→ Y .

É bom ressaltar que o Teorema 1.1.3 permite escrever o segundo item da definição

de imersão cont́ınua através da desigualdade

||x||Y = ||Ix||Y ≤M ||x||X ,

para todo x ∈ X e algum M > 0.

1.2 Espaços de Sobolev

Inicialmente, considere C∞0 (Ω) o espaço das funções φ ∈ C∞(Ω) tal que seu suporte

supp(φ) = {x ∈ Ω; φ(x) 6= 0}

seja compacto, onde Ω ⊂ RN é aberto e limitado. Um conceito muito importante para

entender os espaços de Sobolev é saber o que é uma derivada fraca. Como motivação

para introdução dessa definição, sejam u ∈ C1(Ω) e φ ∈ C∞0 (Ω). Usando integração

por partes, temos ∫
Ω

u
∂φ

∂xj
dx = −

∫
Ω

φ
∂u

∂xj
dx, ∀ j ∈ {1, 2, . . . , N}.

Isto nos leva a definir:

5



1. Imersão de Espaços de Sobolev em Espaços de Orlicz

Definição 1.2.1. Seja L1
loc(Ω) o espaço das funções reais de domı́nio Ω ⊂ RN local-

mente integráveis. Se u, v ∈ L1
loc(Ω), então dizemos que v é derivada parcial fraca de u

na direção xj, com j ∈ {1, 2, . . . , N}, no caso de∫
Ω

u
∂φ

∂xj
dx = −

∫
Ω

vφdx,

para cada φ ∈ C∞0 (Ω). Simbolicamente, costumamos representar por v =
∂u

∂xj
, pois se

u ∈ L1
loc(Ω) e u ∈ C1(Ω), então a derivada usual ∂u/∂xj coincide com v.

Agora, considere a seguinte notação

α = (α1, . . . , αN), |α| =
N∑
i=1

αi e Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αN
N

,

onde αi é inteiro e não negativo, para cada i ∈ {1, . . . , N}. De maneira geral, é comum

generalizar a definição acima da seguinte maneira:

Definição 1.2.2. Se u, v ∈ L1
loc(Ω), então dizemos que v é a α-ésima derivada parcial

fraca de u se ∫
Ω

uDαφdx = (−1)|α|
∫

Ω

vφdx,

para cada φ ∈ C∞0 (Ω). Simbolicamente, costumamos representar por v = Dαu.

Definição 1.2.3. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω), com 1 ≤ m <∞, é definido por

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); ∃ Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ m}.

A norma usual do espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é dada por

||u||m,p =



∑
|α|≤m

||Dαu||pp

1/p

, se 1 ≤ p <∞

max
|α|≤m

||Dαu||∞, se p =∞

para cada u ∈ Wm,p(Ω).

Definição 1.2.4. O conjunto Wm,p
0 (Ω) é denotado como sendo o fecho de C∞0 (Ω) no

espaço Wm,p(Ω), isto é, Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

||·||m,p
.

Uma outra descrição deste espaço se dá através do seguinte conjunto

Wm,p
0 = {u ∈ Wm,p(Ω); Dαu = 0 em ∂Ω, ∀ |α| ≤ m− 1},

6



1. Imersão de Espaços de Sobolev em Espaços de Orlicz

como pode ser visto em [7]. Agora, mostraremos que o espaço de Sobolev é completo

com a norma || · ||m,p:

Teorema 1.2.5. O espaço normado (Wm,p(Ω), || · ||m,p) é de Banach.

Demonstração. Seja (un) uma sequência de Cauchy em Wm,p(Ω) ⊂ Lp(Ω). É ńıtido

que (Dαun) é uma sequência de Cauchy em Lp(Ω), para cada |α| ≤ m. Uma vez que

Lp(Ω) é completo, existe uα ∈ Lp(Ω) tal que

||Dαun − uα||p → 0,

para cada |α| ≤ m. Em particular, para α′ = (0, 0, . . . , 0), temos

||un − u||p → 0,

onde uα′ = u. Agora, fixando φ ∈ C∞0 (Ω) arbitrário, temos∫
Ω

uDαφdx = lim
n→∞

∫
Ω

un(Dαφ)dx = lim
n→∞

(−1)|α|
∫

Ω

(Dαun)φdx = (−1)|α|
∫

Ω

uαφdx.

Logo, temos Dαu = uα e, consequentemente, sucede-se que u ∈ Wm,p(Ω). Nestas

condições, analisaremos dois casos:

1° caso: Se 1 ≤ p <∞, então

lim
n→∞

||un − u||m,p = lim
n→∞

∑
|α|≤m

||Dα(un − u)||pp

1/p

= lim
n→∞

∑
|α|≤m

||Dαun − uα||pp

1/p

= 0,

garantindo-nos que Wm,p(Ω) é completo.

2° caso: Se p =∞, então

lim
n→∞

||un − u||m,p = lim
n→∞

max
|α|≤m

||Dα(un − u)||∞ = lim
n→∞

max
|α|≤m

||Dαun − uα||∞ = 0.

que também nos garante que Wm,p(Ω) é completo.
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1. Imersão de Espaços de Sobolev em Espaços de Orlicz

Os próximos teoremas serão apresentados sem demonstração, mas encontramos suas

provas em [2]:

Teorema 1.2.6. Se Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado, m ∈ N e 1 ≤ p < ∞, então

C∞0 (Ω) = Wm,p(Ω).

Demonstração. Ver Teorema 3.22, página 68.

Teorema 1.2.7. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado. Se mp = N e 1 ≤ q <∞, então

W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω) e Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω).

Demonstração. Ver Teorema 4.12, página 85.

1.3 Espaços de Orlicz

Para definirmos os espaços de Orlicz, iremos utilizar uma classe de funções es-

pećıficas que admitem certas propriedades.

Definição 1.3.1. Seja a : [0,∞) −→ R uma função não decrescente que satisfaz:

(a) a(0) = 0;

(b) Se t > 0, então a(t) > 0;

(c) lim
t→∞

a(t) =∞;

(d) Se t ≥ 0, então lim
s→t+

a(s) = a(t).

Dizemos que Φ : [0,∞) −→ R definida por

Φ(t) =

∫ t

0

a(τ)dτ

é uma N-função.

Agora, vejamos alguns exemplos que serão importantes adiante:

Exemplo 1.3.2. A aplicação Φ : R −→ R, definida por

Φ(t) = et
p − 1,

com 1 < p <∞, é uma N-função. De fato, seja a função

a : [0,∞) −→ R
t 7→ ptp−1et

p

.

8
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Uma vez que a função a é não decrescente e satisfaz as condições (a)-(d) da Definição

1.3.1, temos

Φ(t) =

∫ t

0

a(s)ds =

∫ t

0

psp−1es
p

ds = et
p − 1

uma N-função.

Exemplo 1.3.3. Seja a : [0,∞) −→ R uma função não decrescente que satisfaz as

condições (a)-(d) da Definição 1.3.1. Note que, a aplicação a : [0,∞) −→ R dada por

a(s) = sup
a(t)≤s

t

é não decrescente. De fato, tomando s e t reais em [0,∞) tal que s > t, temos

a(s) ≥ a(t) já que vale a inclusão

{l ∈ [0,∞); a(l) ≤ s} ⊂ {l ∈ [0,∞); a(l) ≤ t}.

Além disso, a também satisfaz as propriedades (a)-(d) da Definição 1.3.1:

(a) a(0) = 0, pois a é não decrescente, a(0) = 0 e a(t) > 0 para t > 0.

(b) Se s > 0, então a(s) > 0, pois a é uma função cont́ınua à direita.

(c) Note que

lim
s→∞

a(s) = lim
s→∞

sup
a(r)≤s

r =∞,

pois a é não decrescente, cont́ınua à direita e lim
t→∞

a(t) =∞.

(d) Se s ≥ 0, então

lim
s→t+

a(s) = lim
s→t+

sup
a(r)≤s

r = sup
a(r)≤t

r = a(t),

pois a é não decrescente e cont́ınua à direita.

Proposição 1.3.4. Seja Φ : [0,∞) −→ R uma N-função. Valem as seguintes proprie-

dades:

(a) Φ é cont́ınua, convexa e estritamente crescente;

(b) lim
t→0+

Φ(t)/t = 0 e lim
t→∞

Φ(t)/t =∞;

(c) Se s > t > 0, então Φ(s)/s > Φ(t)/t.

Demonstração. Ver prova na página 262 em [2].
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Definição 1.3.5. Seja Φ : [0,∞) −→ R uma N-função dada por

Φ(t) =

∫ t

0

a(τ)dτ,

onde a satisfaz as condições (a)-(d) da Definição 1.3.1. Tomando a(s) = sup
a(t)≤s

t, deno-

tamos a função N-função complementar em relação a Φ por

Ψ(s) =

∫ s

0

a(σ)dσ.

Em particular, quando isto ocorrer, dizemos que Φ e Ψ são N-funções complementares

e, geometricamente, podemos representar como

Figura 1.1: N-funções complementares

Exemplo 1.3.6. Seja a função a : [0,∞) −→ R definida por a(t) = t2. Uma vez que

essa função satisfaz as condições (a)-(d) da Definição 1.3.1, temos

Φ(t) =

∫ t

0

τ 2dτ =
t3

3

uma N-função. Nestas condições, perceba que se tomarmos a(s) = sup
a(t)≤s

t, temos

a(t) ≤ s ⇒ t ≤
√
s ⇒ sup

a(t)≤s
t ≤
√
s,

10
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pois o supremo é a menor das cotas superiores. No entanto, tomando t =
√
s, temos

t2 = s, o que nos garante que a(s) =
√
s. Portanto, a função

Ψ(s) =

∫ s

0

√
σdσ =

2s3/2

3

é N-função complementar de Φ.

Definição 1.3.7. Sejam Ω um domı́nio em RN e Φ uma N-função. O conjunto

LΦ(Ω) =

{
u : Ω −→ R mensurável;

∫
Ω

Φ(|u(x)|)dx <∞
}

é denominado classe de Orlicz da função Φ.

Definição 1.3.8. Uma N-função Φ satisfaz a condição ∆2 se existe uma constante

k > 0 tal que

Φ(2t) ≤ kΦ(t),

para cada t ≥ 0.

A definição acima nos proporciona uma condição interessante dada no próximo

teorema:

Teorema 1.3.9. A classe de Orlicz LΦ(Ω) é um espaço vetorial se, e só se, a N-função

Φ satisfaz a condição ∆2.

Demonstração. Ver Lema 8.8, página 267 em [2].

Nestas condições, iremos generalizar os espaços Lp(Ω):

Definição 1.3.10. Sejam Φ e Ψ N-funções complementares. O espaço de Orlicz com

respeito à Φ é denotado por

L(Φ)(Ω) =

{
u : Ω −→ R mensurável;

∫
Ω

u(x)v(x)dx <∞, ∀ v ∈ LΨ(Ω)

}
.

Agora, seja || · ||(Φ) : L(Φ)(Ω) −→ R dada por

||u||(Φ) = sup

{∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ; ∫
Ω

Ψ(|v(x)|)dx ≤ 1

}
,

para cada u ∈ L(Φ)(Ω). Denominaremos tal função como norma de L(Φ)(Ω). Além

disso, é provado em [2] um resultado de caracterização dos espaços de Orlicz:

11
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Proposição 1.3.11. Seja o conjunto

LΦ(Ω) =

{
u : Ω −→ R mensurável; ∃ λ > 0 com

∫
Ω

Φ

(
|u(x)|
λ

)
dx <∞

}
.

Então, vale a igualdade

LΦ(Ω) = L(Φ)(Ω) = 〈LΦ(Ω)〉,

onde 〈LΦ(Ω)〉 indica o espaço vetorial gerado por LΦ(Ω).

O Teorema 1.3.9 e a Proposição 1.3.11 nos levam ao seguinte resultado

Corolário 1.3.12. O espaço de Orlicz LΦ(Ω) é igual à classe de Orlicz LΦ(Ω) se, e

somente se, Φ ∈ ∆2.

É importante ressaltar que a norma no espaço LΦ(Ω) será dada por

||u||Φ = inf

{
λ > 0;

∫
Ω

Φ

(
|u(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
,

para todo u ∈ LΦ(Ω) (veja mais detalhes em [15]). Além disso, vale enfatizar que

Proposição 1.3.13. As normas || · ||(Φ) e || · ||Φ são equivalentes. Em particular,

||u||Φ ≤ ||u||(Φ) ≤ 2||u||Φ.

Demonstração. Ver Lema 2.5, página 33 em [15].

Portanto, ao decorrer do nossos estudos, iremos trabalhar com o Espaço de Orlicz

com a norma de Luxemburgo || · ||Φ.

1.4 O Caso Limite de um Teorema de Imersão de

Sobolev

Nesta seção, iremos enunciar e provar dois lemas técnicos que são essenciais para a

demonstração de uma imersão cont́ınua entre certos espaços de Sobolev e Orlicz sob a

N-função Φ(t) = et
p
p−1 −1. A prinćıpio, sabemos que muitas propriedades para espaços

mais gerais dependem das condições anaĺıticas ou geométricas do domı́nio que estão

definidos. Vejamos algumas dessas condições.

Definição 1.4.1. Seja v um vetor não nulo de RN . Para cada x 6= 0, considere ∠(x, v)

o ângulo entre os vetores x e v. Para quaisquer ρ > 0 e 0 < κ ≤ π, o conjunto

C = {x ∈ RN ; x = 0 ou 0 < ||x|| ≤ ρ, ∠(x, v) ≤ κ/2}

12
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é chamado cone finito de altura ρ, direção v e ângulo κ, com vértice na origem. Em

particular, o conjunto

Cx = x+ C = {x+ y; y ∈ C}

é um cone finito com vértice em x.

Levando em consideração a definição anterior,

Definição 1.4.2. Dizemos que um domı́nio Ω ⊂ RN satisfaz a propriedade do cone se

existe um cone finito C tal que cada x ∈ Ω é o vértice de um cone finito Cx contido em

Ω e congruente a C.

Agora, provaremos dois lemas essenciais para a demonstração do Teorema de Tru-

dinger. O primeiro deles nos contemplará com uma estimativa local de uma função

cont́ınua em um domı́nio sob as condições do cone, enquanto o segundo garante uma

desigualdade importante envolvendo a integral de uma certa função.

Lema 1.4.3. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio que satisfaz a condição de um cone C, com

dimensões ρ e κ. Então, existe uma constante K = K(m,N) tal que para cada u ∈
C∞(Ω), x ∈ Ω e r ∈ (0, ρ], tem-se

|u(x)| ≤ K

 ∑
|α|≤m−1

r|α|−N
∫
Cx,r
|Dαu(y)|dy +

∑
|α|=m

∫
Cx,r
|Dαu(y)||x− y|m−Ndy

 ,

onde Cx,r = {y ∈ Cx; ||x − y|| ≤ r} e Cx ⊂ Ω é um cone congruente a C, com vértice

em x.

Demonstração. Primeiramente, usando a Fórmula de Taylor, com resto integral, temos

f(1) =
m−1∑
j=0

1

j!
f (j)(0) +

1

(m− 1)!

∫ 1

0

(1− t)m−1f (m)(t)dt

onde f(t) = u(tx+ (1− t)y), com x ∈ Ω e y ∈ Cx,r. Tendo em vista que

f (j)(t) =
∑
|α|=j

j!

α!
Dαu(tx+ (1− t)y)(x− y)α,

com α! = α1! · . . . · αN ! e (x− y)α = (x1 − y1)α1 · . . . · (xN − yN)αN , temos

|u(x)| ≤
∑

|α|≤m−1

1

α!
|Dαu(y)||x−y||α|+

∑
|α|=m

m

α!
|x−y|m

∫ 1

0

(1−t)m−1|Dαu(tx+(1−t)y)|dt.
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Dessa forma, integrando sobre Cx,r, temos∫
Cx,r
|u(x)|dy ≤

∑
|α|≤m−1

r|α|

α!

∫
Cx,r
|Dαu(y)|dy

+
∑
|α|=m

m

α!

∫
Cx,r
|x− y|m

∫ 1

0

(1− t)m−1|Dαu(tx+ (1− t)y)|dtdy.

Tomando z = tx+ (1− t)(y − x), com 0 ≤ t ≤ 1, segue-se

z − x = tx+ (1− t)y − x = (1− t)(−x) + (1− t)y = (1− t)(y − x).

Além disso, usando a matriz jacobiana, temos dz = (1− t)Ndy. Dáı, pelo Teorema da

Mudança de Variáveis∫
Cx,r
|x− y|m

∫ 1

0

(1− t)m−1|Dαu(tx+ (1− t)y)|dtdy

=

∫ 1

0

∫
Cx,r

(1− t)m−1|x− y|m|Dαu(tx+ (1− t)y)|dydt

=

∫ 1

0

∫
Cx,(1−t)r

(1− t)m−1 |z − x|m

(1− t)m
|Dαu(z)|
(1− t)N

dzdt

=

∫ 1

0

∫
Cx,(1−t)r

(1− t)−N−1|z − x|m|Dαu(z)|dzdt

=

∫
Cx,r

∫ 1−|z−x|/r

0

(1− t)−N−1|z − x|m|Dαu(z)|dtdz. (1.1)

Agora, note que∫ 1−|z−x|/r

0

(1− t)−N−1dt =
−rN + |z − x|N

N |z − x|N
≤ rN

N |z − x|N
. (1.2)

Sendo assim, por (1.1) e (1.2), temos∫
Cx,r
|x− y|m

∫ 1

0

(1− t)m−1|Dαu(tx+ (1− t)y)|dtdy ≤ rN

N

∫
Cx,r
|z − x|m−N |Dαu(z)|dz.

Dessa forma, supondo que C tem volume cρN , então o volume de Cx,r é crN . Logo,

para t = 0, segue

crN |u(x)| ≤
∑

|α|≤m−1

r|α|

α!

∫
Cx,r
|Dαu(y)||x−y||α|dy+

∑
|α|=m

m

α!

rN

N

∫
Cx,r
|Dαu(y)||x−y|m−Ndy.
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Portanto, conclúımos que

|u(x)| ≤ K

 ∑
|α|≤m−1

r|α|−N
∫
Cx,r
|Dαu(y)|dy +

∑
|α|=m

∫
Cx,r
|Dαu(y)||x− y|m−Ndy

 ,

com K = max

{
1

α!c
,
m

α!cN

}
.

Lema 1.4.4. Sejam z ∈ RN e Ω ⊂ RN um subconjunto tal que |Ω| <∞. Se 0 ≤ t < N ,

então ∫
Ω

|x− z|−tdx ≤ K

N − t
|Ω|1−t/N ,

onde K é uma constante que depende apenas de N e t.

Demonstração. Inicialmente, considere BR(z) uma bola aberta de centro z e raio R tal

que |Ω| = |BR(z)|. Note que,∫
Ω

|x− z|−tdx =

∫
Ω∩BR(z)

|x− z|−tdx+

∫
Ω∩(Rn\BR(z))

|x− z|−tdx

≤
∫

Ω∩BR(z)

|x− z|−tdx+

∫
Ω∩(Rn\BR(z))

R−tdx

=

∫
Ω∩BR(z)

|x− z|−tdx+

∫
BR(z)∩(Rn\Ω)

R−tdx

≤
∫
Br(z)

|x− z|−tdx.

Dessa forma, sejam 0 ≤ r ≤ R e k =
x− z
r

. É decorrente dos Teoremas das Cascas

Esféricas e da Mudança de Variáveis que∫
Br(z)

|x− z|−tdx =

∫ R

0

∫
∂Br(z)

1

|x− z|t
dSxdr

=

∫ R

0

∫
∂B1(0)

1

|k|trt
rN−1dSkdr

=

∫ R

0

rN−1−t
∫
∂B1(0)

1

|k|t
dSkdr

=

∫ R

0

NωNr
N−1−tdr

= NωN
RN−t

N − t
.

Portanto, como vale

ω
t/N
N |BR(z)|1−t/N = ω

t/N
N (RNωN)1−t/N = ωNR

N−t,
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já que |BR(z)| = RNωN , onde ωN é o volume da esfera unitária em RN , conclúımos

para K = Nω
t/N
N que

∫
Ω

|x− z|−tdx ≤ ω
t/N
N N

N − t
|BR(z)|1−t/N =

K

N − t
|Ω|1−t/N .

Agora, iremos enunciar e provar o Teorema de Trudinger que garante uma imersão

entre os espaços de Sobolev e Orlicz, onde p = N/2 > 1 e Φ(t) = et
p
p−1 − 1.

Teorema 1.4.5. (Trudinger) Sejam Ω ⊂ RN um domı́nio limitado que satisfaz a

condição de cone, mp = N , p > 1 e Φ(t) = et
p
p−1 − 1. Então, existe uma imersão

cont́ınua

Wm,p(Ω) ↪→ LΦ(Ω).

Demonstração. Vamos mostrar dois casos:

1° caso: Suponha que m = 1. Iremos mostrar que W 1,p(Ω) ↪→ LΦ(Ω), ou seja, para

todo u ∈ W 1,p(Ω), existe C > 0 tal que

||u||Φ ≤ C||u||1,n.

Nestas condições, seja u ∈ W 1,p(Ω). Pelo Lema 1.4.3, vale a estimativa

|u(x)| ≤ K1

(
||u||L1(C) +

N∑
j=1

∫
C
|Dju(x)||x− y|1−Ndy

)

≤ K1

(
||u||L1(Ω) +

N∑
j=1

∫
Ω

|Dju(x)||x− y|1−Ndy

)
.

Agora, sejam v ∈ Ls(Ω) e ||u||L1(Ω) = ||u||1. Considerando s > 1 e

1

s
+

1

s′
= 1,

podemos multiplicar a desigualdade anterior por |v(x)| e integrar em Ω para obtermos

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ K1

(
||u||1

∫
Ω

|v(x)|dx+
N∑
j=1

∫
Ω

∫
Ω

|Dju(x)||v(x)|
|x− y|N−1

dydx

)
. (1.3)

Uma vez que

∫
Ω

|v(x)|dx =

∫
Ω

|(XΩv)(x)|dx ≤ ||v||s′
(∫

Ω

XΩ(x)dx

)1/s

= ||v||s′ |Ω|1/s, (1.4)
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considere também as seguintes igualdades

1

s
=
N − 1

N
= 1− 1

N
e

1

s′
=

1

N
.

Dáı, temos

|v(x)| = |v(x)|1/s · |v(x)|1/s′ e |x− y|N−1 = |x− y|N/s−1/s2|x− y|(N−1)/ss′ .

e, consequentemente, sucede-se pela desigualdade de Hölder e pelo Teorema de Fubini

que ∫
Ω

∫
Ω

|Dju(x)||v(x)|
|x− y|N−1

dydx

≤
(∫

Ω

∫
Ω

(
|v(x)|1/s

|x− y|N/s−1/s2

)s
dydx

)1/s
(∫

Ω

∫
Ω

(
|Dju(y)||v(x)|1/s′

|x− y|(N−1)/ss′

)s′
dydx

)1/s′

=

(∫
Ω

∫
Ω

|v(x)|
|x− y|N−1/s

dydx

)1/s(∫
Ω

∫
Ω

|Dju(y)|s′|v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dydx

)1/s′

=

(∫
Ω

∫
Ω

|v(x)|
|x− y|N−1/s

dydx

)1−1/N (∫
Ω

∫
Ω

|Dju(y)|N |v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dydx

)1/N

. (1.5)

Assim, por (1.3), (1.4) e (1.5) tem-se

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ K1||u||1||v||s′ |Ω|
1
s +

N∑
j=1

(∫
Ω

∫
Ω

|v(x)|
|x− y|N−1/s

dydx

)N−1
N

×
(∫

Ω

∫
Ω

|Dju(y))|N |v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dydx

) 1
N

.

(1.6)

Afirmação 1: Vale a desigualdade∫
Ω

∫
Ω

|v(x)|
|x− y|N−(1/s)

dydx ≤ sK2 · |Ω|
1
sN

+ 1
s ||v||s′ ,

para algum K2 > 0. De fato, pelo Lema 1.4.4, temos∫
Ω

dy

|x− y|N−(1/s)
≤ K2

N − [N − (1/s)]
· |Ω|1−[N−(1/s)]/N = sK2 · |Ω|

1
sN

já que N − (1/s) < N . Desta forma, multiplicando por |v(x)| e integrando em Ω com

relação a x em ambos os membros, temos∫
Ω

∫
Ω

|v(x)|
|x− y|N−(1/s)

dydx ≤
∫

Ω

sK2 · |Ω|
1
sN |v(x)|dx = sK2 · |Ω|

1
sN

∫
Ω

|v(x)|dx.
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Por fim, como

∫
Ω

|v(x)|dx ≤
(∫

Ω

|v(x)|s′dx
)1/s′

·
(∫

Ω

[XΩ(x)]sdx

)1/s

= ||v||s′ · |Ω|
1
s ,

constatamos a estimativa proposta.

Afirmação 2: Vale a estimativa∫
Ω

∫
Ω

|Dju(y)|N |v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dydx ≤ K3||v||s′|Ω|
1
sN ||Dju||NN ,

para alguma constante K3 > 0. De fato, note que∫
Ω

∫
Ω

|Dju(y)|N |v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dydx =

∫
Ω

∫
Ω

|Dju(y)|N |v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dxdy

=

∫
Ω

|Dju(y)|N
(∫

Ω

|v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dx

)
dy.

Perceba que pelo Lema 1.4.4 e pela desigualdade de Hölder, temos

∫
Ω

|v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dx ≤
(∫

Ω

|v(x)|s′dx
)1/s′

·
(∫

Ω

1

|x− y|N−1
dx

)1/s

≤ ||v||s′ ·
(

K2

N − (N − 1)
|Ω|1−(N−1)/N

)1/s

≤ K3 · ||v||s′ · |Ω|1/Ns.

Logo, segue que∫
Ω

∫
Ω

|Dju(y)|N |v(x)|
|x− y|(N−1)/s

dydx ≤
∫

Ω

|Dju(y)|N(K3 · ||v||s′ · |Ω|1/Ns)dy

= K3 · ||v||s′ · |Ω|
1
sN ||Dju||NN .

Nestas condições, temos pelas afirmações 1 e 2 e por (1.6) que

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ K1||u||1||v||s′ |Ω|
1
s +K4s

N−1
N ||v||s′|Ω|

1
s

N∑
j=1

||Dju||N . (1.7)

Afirmação 3: Agora, iremos mostrar que

||u||s ≤ K5s
N−1
N ||u||1,N |Ω|

1
s .

De fato, pelo Teorema 1.2.7 temos a imersão cont́ınua Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q

é conjugado de p. Além disso, sabemos que Lq(Ω) ↪→ L1(Ω), pela desigualdade de

18
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Hölder. Desta maneira, temos

||u||1 ≤ C1||u||1,N

para algum C1 > 0. Além disso, pelo Lema A.4.3, tem-se

||u||s = sup
v∈Ls′ (Ω)

||v||s′≤1

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx,

já que s′ é conjugado de s. Logo, conclúımos a afirmação por (1.7) pois sN−1/N > 1.

Agora, seja s = Nk/(N − 1). Pela afirmação 3, segue-se que∫
Ω

|u(x)|sdx ≤ Ks
5s

s(N−1)
N ||u||s1,N |Ω|

= |Ω|
(

Nk

N − 1

)N−1
N
· Nk
N−1

· (K5||u||1,N)
Nk
N−1

= |Ω|
(

Nk

N − 1

)k
· (K5||u||1,N)

Nk
N−1

Já que vale a igualdade

(
Nk

N − 1

)k
=

(
k

eN/(N−1)

)k [(
N

N − 1

)N−1
N

· e

] Nk
N−1

,

conclúımos que

∫
Ω

|u(x)|
Nk
N−1dx ≤ |Ω|

(
k

eN/(N−1)

)k [
K5||u||1,N ·

(
N

N − 1

)N−1
N

· e

] Nk
N−1

.

Afirmação 4: A série
∞∑
k=1

[
1

k!

(
k

eN/(N−1)

)k]
é convergente. De fato, perceba que a série tem valores positivos para todo k ∈ N.

Além disso, seja

A =

[
1

(k + 1)!

(
k + 1

eN/(N−1)

)k+1
]
·

[
1

k!

(
k

eN/(N−1)

)k]−1

.
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Dáı, temos

A =
k!

(k + 1)!
· (k + 1)k+1

kk
· (eN/(N−1))k+1

(eN/(N−1))k
=

(
1 +

1

k

)k
· 1

eN/(N−1)

k→∞−→ e

eN/(N−1)
< 1.

Logo, conclúımos que a série converge e seu limite será denotado como sendo a constante

real K6.

Agora, considere K7 = max{1, K6|Ω|} e

K8 = eK5K7 ·
(

N

N − 1

)N−1
N

||u||1,N = C||u||1,N .

Desta forma,

∫
Ω

(
|u(x)|
K8

) Nk
N−1

dx ≤
|Ω|
(

k

eN/(N−1)

)k [
eK5

(
N

N − 1

)N−1
N

||u||1,N

] Nk
N−1

[
eK5K7

(
N

N − 1

)N−1
N

||u||1,N

] Nk
N−1

=
|Ω|

K
Nk/(N−1)
7

·
(

k

eN/(N−1)

)k
<
|Ω|
K7

·
(

k

eN/(N−1)

)k
,

pois K7 ≥ 1 e Nk/(N − 1) > 1. Pela série de MacLaurin, temos

Φ(t) =
∞∑
k=0

tNk/(N−1)

k!

e, consequentemente

∫
Ω

Φ

(
|u(x)|
K8

)
dx =

∫
Ω

∞∑
k=1

(
|u(x)|
K8

) Nk
N−1

(k!)−1dx.

Dáı, como a função no interior do somatório é mensurável e não negativa para cada

k ∈ N, temos pelo Teorema A.3.3 que

∫
Ω

∞∑
k=1

(
|u(x)|
K8

) Nk
N−1

(k!)−1dx =
∞∑
k=1

1

k!

∫
Ω

(
|u(x)|
K8

) Nk
N−1

dx <

∞∑
k=1

1

k!

|Ω|
K7

·
(

k

eN/(N−1)

)k
=
|Ω|
K7

∞∑
k=1

1

k!

(
k

eN/(N−1)

)k
=
|Ω|
K7

·K6 ≤ 1.
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Portanto, pelo Exemplo 1.3.2, temos Φ uma N-função e segue da norma de Luxemburgo

que

||u||Φ ≤ K8 = C||u||1,N ,

para todo u ∈ LΦ(Ω), o que prova o primeiro caso.

2° caso: Suponha que m > 1 e mp = N . Pelo Teorema 1.2.7, temos Wm,p(Ω) ↪→
W 1,p(Ω) e, pelo caso anterior, advém W 1,p(Ω) ↪→ LΦ(Ω). Portanto, conclúımos que

Wm,p(Ω) ↪→ W 1,p(Ω) ↪→ LΦ(Ω).
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Caṕıtulo 2

Generalizações dos Espaços de

Lebesgue

Este caṕıtulo tem como objetivo apresentar o conceito das distribuições, dos rear-

ranjos e das funções maximais que são muito importantes para desenvolver os espaços

de Zygmund e Lorentz. Depois, trabalharemos a definição destes espaços e suas prin-

cipais propriedades.

2.1 Distribuições, Rearranjos e Funções Maximais

Inicialmente, seja φ : Ω −→ R uma função mensurável. A aplicação µφ : [0,+∞) −→
[0,+∞] dada por

µφ(t) = |{x ∈ Ω; |φ(x)| > t}|,

é denominada distribuição de φ, onde | · | denota a medida de Lebesgue. Também é

importante salientar que neste caso, mesmo possuindo a mesma simbologia, a expressão

|φ(x)| representa o módulo do número real φ(x).

Exemplo 2.1.1. Seja a função caracteŕıstica X[a,b] : R+ −→ R dada por

X[a,b](x) =

{
1, se x ∈ [a, b]

0, se x 6∈ [a, b].

A função distribuição em relação a X[a,b] é dada por

µX[a,b]
(t) =

{
b− a, se t ∈ [0, 1)

0, se t 6∈ [0, 1),

para todo t ∈ [0,+∞), ou seja, µX[a,b]
= |[a, b]| · X[0,1).
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2. Generalizações dos Espaços de Lebesgue

Agora, definiremos uma função e exibiremos uma aplicação que será importante

para nossos propósitos a seguir:

Definição 2.1.2. A função φ∗ : [0, |Ω|] −→ R definida por

φ∗(s) = |{t ∈ [0,+∞); µφ(t) > s}|

é chamada rearranjo de φ em relação a µφ.

Observação: É comum escrever o rearranjo da forma

φ∗(s) = sup{t > 0; µφ(t) > s}, ∀ s ∈ [0, |Ω|]. (2.1)

De fato, tomando r = sup{t > 0; µφ(t) > s} e sabendo que a distribuição µφ é

decrescente, temos s < µφ(r) ≤ µφ(t), para todo 0 ≤ t < r. Logo,

φ∗(s) = |{t ∈ [0,+∞); µφ(t) > s}| = r = sup{t > 0; µφ(t) > s},

o que garante (2.1).

Exemplo 2.1.3. Seja ϕ : Ω −→ R uma função simples dada por

ϕ(x) =
n∑
i=1

aiXEi(x),

onde a1 > a2 > . . . > an > 0 e Ei são subconjuntos de Ω mensuráveis e disjuntos.

Além disso, considere

Fk =
k⋃
i=1

Ei e |Fk| = |E1|+ . . .+ |Ek|.

Note que Ek = {x ∈ Ω; ϕ(x) = ak}, onde k ∈ {1, . . . , n}. É fácil ver que

ϕ(x) =
n∑
i=1

(ai − ai+1)XFi(x),

com an+1 = 0, é uma outra forma de representar a mesma função. Agora, iremos exibir

a forma da distribuição

µϕ(t) =

∣∣∣∣∣
{
x ∈ Ω;

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aiXEi

∣∣∣∣∣ > t

}∣∣∣∣∣
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2. Generalizações dos Espaços de Lebesgue

através de uma construção. Note que se t ∈ [a2, a1), temos

µϕ(t) = |E1|.

Da mesma forma, se tivermos t ∈ [a3, a2), adquirimos

µϕ(t) = |E1 ∪ E2| = |E1|+ |E2|.

Prosseguindo de maneira análoga, para t ∈ [aj+1, aj), segue-se

µϕ(t) = |E1 ∪ . . . ∪ Ej| = |E1|+ . . .+ |Ej|,

onde j ∈ {1, . . . , n}. Em śımbolos, temos geralmente que

µϕ(t) =

j∑
i=1

|Ei|X[ai+1,ai)(t),

para cada t ∈ [aj+1, aj). Para finalizar, pela definição de rearranjo, temos

ϕ∗(s) = sup{t ≥ 0; µϕ(t) > s} = ak, ∀ s ∈ [|Fk−1|, |Fk|).

Nestas condições, se s ∈ [0, |F1|), então

ϕ∗(s) = (a1 − a2)X[0,|F1|) + (a2 − a3)X[0,|F2|) + . . .+ (an − an+1)X[0,|Fn|) = a1,

pois [0, |F1|) ⊂ . . . ⊂ [0, |Fn|). Da mesma maneira, tomando s ∈ [0, |F2|) \ [0, |F1|),
segue-se

ϕ∗(s) = (a1 − a2)X[0,|F1|) + (a2 − a3)X[0,|F2|) + . . .+ (an − an+1)X[0,|Fn|) = a2,

já que (a1 − a2)X[0,|F1|) = 0 e [0, |F2|) ⊂ . . . ⊂ [0, |Fn|). Portanto, prosseguindo de

maneira análoga, chegamos a conclusão que

ϕ∗(s) =
n∑
i=1

(ai+1 − ai)X[0,|Fi|)(s).

Vejamos alguns atributos que tal função possui:

Proposição 2.1.4. Sejam u∗, v∗ : [0, |Ω|] −→ R rearranjos decrescentes de funções

mensuráveis u, v : Ω −→ R e α ∈ R. Valem as seguintes propriedades:

(a) u∗ é não negativa e não crescente;
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(b) u∗ é cont́ınua à direita em [0,+∞);

(c) (αu)∗(t) = |α|u∗(t);

(d) (u+ v)∗(t+ s) ≤ u∗(t) + v∗(s);

(e) Se |u(x)| ≤ |v(x)| q.t.p., então u∗(t) ≤ v∗(t);

(f) Se |fn| ↑ |f | q.t.p. em Ω, então f ∗n ↑ f ∗,

para todo s, t ∈ [0, |Ω|].

Demonstração. Provaremos as propriedades:

(a) Primeiramente, note que u∗ é não negativa, pois para todo s ∈ [0, |Ω|] temos

u∗(s) = sup{t > 0; µφ(t) > s} ≥ t ≥ 0.

Além disso, é fácil ver que u∗ é não crescente, já que tomando s1, s2 ∈ [0, |Ω|] tal

que s1 < s2, temos

{t > 0; µu(t) > s2} ⊂ {t > 0; µu(t) > s1}.

Desse modo, segue

|{t > 0; µu(t) > s2}| ≤ |{t > 0; µu(t) > s1}| ⇒ u∗(s2) ≤ u∗(s1),

o que garante a prova do item.

(b) De fato, fixe s ≥ 0 e considere os conjuntos

A = {t ∈ [0,+∞); µu(t) > s} e An = {t ∈ [0,+∞); µu(t) > s+ 1/n}.

Note que são satisfeitas as condições:

An ⊂ An+1 e A =
∞⋃
n=1

An,

ou seja, An ↑ A. Pelo item (a) da Proposição A.2.4, temos

limu∗(s+ 1/n) = lim |An| = |A| = u∗(s),

resolvendo o problema.
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(c) É fácil ver que, para todo s ∈ [0, |Ω|], temos

µαu(s) = |{x ∈ Ω; |αu(x)| ≥ s}| = |{x ∈ Ω; |u(x)| ≥ s/|α|}| = µu(s/|α|).

Logo, sucede-se

{s > 0; µαu(s) > t} =

{
s|α|
|α|

> 0; µu

(
s

|α|

)
> t

}
.

Dáı, para todo t ∈ [0, |Ω|], segue-se através de algumas manipulações que

{s > 0; µαu(s) > t} = |α|
{
s

|α|
> 0; µu

(
s

|α|

)
> t

}
⇒ sup{s > 0; µαu(s) > t} = |α| sup

{
s

|α|
> 0; µu

(
s

|α|

)
> t

}
⇒ (αu)∗(t) = |α|u∗(t).

(d) Inicialmente, note que vale a inclusão

{x ∈ Ω; |(u+ v)(x)| > a+ b} ⊂ {x ∈ Ω; |u(x)| > a} ∪ {x ∈ Ω; |v(x)| > b}.

Dessa forma, temos pelo item (a) da Proposição A.2.2 que

µu+v(a+ b) = |{x ∈ Ω; |(u+ v)(x)| > a+ b}|

≤ |{x ∈ Ω; |u(x)| > a}|+ |{x ∈ Ω; |v(x)| > b}|

= µu(a) + µv(b).

Agora, sejam os conjuntos

A = {k ∈ [0,+∞); µu(k) > t} e B = {k ∈ [0,+∞); µv(k) > s}.

Assim, por um argumento completamente análogo ao da primeira parte deste

item, temos

{k ∈ [0,+∞); µu+v(k) > t+ s} ⊂ A ∪B.

Portanto, ainda pelo item (a) da Proposição A.2.2, conclúımos que

(u+ v)∗(t+ s) = |{k ∈ [0,+∞); µu+v(k) > t+ s}|

≤ |{k ∈ [0,+∞); µu(k) > t}|+ |{k ∈ [0,+∞); µv(k) > s}|

= u∗(t) + v∗(s),

para todo s, t ∈ [0,+∞).
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(e) Se |u(x)| ≤ |v(x)| q.t.p., então existe um conjunto A ⊂ Ω tal que

|Ac| = 0 e |u(x)| ≤ |v(x)|, ∀ x ∈ A.

Nesta perspectiva, perceba que

µu(t) = |{x ∈ Ω; |u(x)| ≥ t}|

= |{x ∈ A; |u(x)| ≥ t}|+ |{x ∈ Ac; |u(x)| ≥ t}|

≤ |{x ∈ A; |v(x)| ≥ t}|

≤ µv(t),

para cada t ∈ [0,+∞), pois {x ∈ Ac; |u(x)| ≥ t} é subconjunto de um conjunto

com medida nula e

{x ∈ A; |u(x)| ≥ t} ⊂ {x ∈ A; |v(x)| ≥ t}.

Dáı, temos

{s ∈ [0,+∞); µu(s) > t} ⊂ {s ∈ [0,+∞); µv(s) > t}.

Portanto, pelo item (a) da Proposição A.2.2, conclúımos que

u∗(t) = |{s ∈ [0,+∞); µu(s) > t}| ≤ |{s ∈ [0,+∞); µv(s) > t}| = v∗(t),

para todo t ∈ [0,+∞).

(f) Para mostrar que f ∗n ↑ f ∗ em [0, |Ω|], basta verificar que se |fn| ↑ |f | q.t.p. em Ω,

então µfn ↑ µf . De fato, fixando λ ≥ 0, sejam os conjuntos

A = {x ∈ Ω; |f(x)| > λ} e An = {x ∈ Ω; |fn(x)| > λ}.

Note que temos A ⊂
∞⋃
m=1

(⋂
n>m

An

)
. Além disso, perceba que para cada m ∈ N,

segue ∣∣∣∣∣ ⋂
n>m

An

∣∣∣∣∣ ≤ inf
n>m
|An| ≤ sup

m
inf
n>m
|An| = lim inf |An|.

Portanto,

µf (λ) = |A| ≤

∣∣∣∣∣
∞⋃
m=1

(⋂
n>m

An

)∣∣∣∣∣ = lim
mß∞

∣∣∣∣∣ ⋂
n>m

An

∣∣∣∣∣ ≤ lim inf |An| = lim inf µfn(λ).
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Por fim, iremos mostrar que lim inf µfn(λ) ≤ µf (λ). Note que se |fn| ≤ |f | q.t.p.

em Ω, então µfn(λ) ≤ µf (λ) para qualquer λ ≥ 0. Assim, segue-se que

lim inf µfn(λ) = sup inf µf (λ) ≤ µf (λ),

para todo λ ≥ 0. Portanto, segue a afirmação.

Agora, definiremos o conceito de equimensurabilidade. Além disso, faremos uma

aplicação que será importante para a demonstração de alguns resultados a seguir.

Definição 2.1.5. Dizemos que duas funções com valores reais são equimensuráveis

quando elas possuem a mesma função distribuição.

Exemplo 2.1.6. As funções u : Ω −→ R e u∗ : [0, |Ω|] −→ R são equimensuráveis. De

fato, seja t ≥ 0 um número real arbitrário. Se u∗(s) > t, então

sup{k > 0; µu(k) > s}| ≥ t

e, consequentemente, segue-se µu(t) > s. Dessa maneira, temos

{s > 0; u∗(s) > t} ⊂ {s > 0; µu(t) ≥ s}.

Logo, conclúımos que

µu∗(t) = |{s > 0; u∗(s) > t}| ≤ |{s > 0; µu(t) ≥ s}| = µu(t).

Por outro lado, seja

µu∗(t) = |{k > 0; u∗(k) ≥ t}| = s.

Uma vez que u∗ é cont́ınua à direita e não crescente pelos itens (a) e (b) da Proposição

2.1.4, temos u∗(s) = t. Logo, pela definição de rearranjo decrescente, sucede-se

µu(t) = |{x ∈ Ω; |u(x)| > t}| ≤ s.

Portanto, segue que µu(t) ≤ µu∗(t) e, consequentemente, segue a igualdade.

Sabendo disso, conseguimos então provar a seguinte proposição:

Proposição 2.1.7. Seja A : R −→ R uma função mensurável e não negativa. Se

u : Ω −→ R é mensurável, então∫
Ω

A(|u(x)|)dx =

∫ |Ω|
0

A(u∗(s))ds.
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Demonstração. Inicialmente, provaremos o resultado para A sendo uma função simples.

Suponha que E = [t,∞], onde t é um número real arbitrário, e A = XE. Note que,∫
Ω

A(|u(x)|)dx =

∫
Ω

XB(x)dx,

onde B = {x ∈ Ω; |u(x)| ≥ t}. Dáı, como∫
Ω

XB(x)dx = |{x ∈ Ω; |u(x)| ≥ t}|,

além de u e u∗ serem equimensuráveis, temos∫
Ω

A(|u(x)|)dx =

∫ |Ω|
0

A(u∗(s))ds,

pois ∫ |Ω|
0

A(u∗(s))ds = |{s ∈ [0, |Ω|]; u∗(s) ≥ t}|.

Agora, se E é um intervalo aberto, o resultado também é provado de forma análoga.

Dessa maneira, pela definição da σ-álgebra de Borel, vale para qualquer boreliano E em

Ω. Por fim, suponha que A é uma função mensurável e não negativa. Pelo Lema A.1.6,

existe uma sequência (An) de funções mensuráveis, não negativas, simples e crescentes

tal que limAn(x) = A(x). Portanto, para cada n ∈ N, tem-se

∫
Ω

An(|u(x)|)dx =

∫ |Ω|
0

An(u∗(s))ds

e, pelo Teorema A.3.3, conclúımos o resultado.

Teorema 2.1.8. (Hardy-Littlewood) Seja (Ω,Σ,m) espaço de medida. Se u, v : Ω −→
R são funções mensuráveis, então∫

Ω

|u(x)v(x)|dx ≤
∫ |Ω|

0

u∗(s)v∗(s)ds.

Demonstração. Inicialmente, provaremos que o resultado é válido para funções simples

positivas. Seja ϕ tal função, dada por

ϕ(x) =
n∑
i=1

(ai − ai+1)XFi(x),

assim como no Exemplo 2.1.3. Agora, seja f uma função mensurável qualquer.
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Afirmação: Vale a desigualdade

(fXM)∗(s) ≤ f ∗X[0,|M |)(s),

para qualquer M ⊂ Ω mensurável. De fato, note que

µfXM (t) = |{x ∈ Ω; |fXM | > t}| ≤ |{x ∈ Ω; |f | > t}| = µf (t).

Nestas condições, analisaremos dois casos:

1° caso: Se s < |M |, então

(fXM)∗(s) = |{t; µfXM (t) ≥ s}| ≤ |{t; µf (t) ≥ s}| = (f ∗X[0,|M |))(s).

2° caso: Seja s ≥ |M |. Primeiramente, note que

µfXM (t) = |{x ∈ Ω; |(fXM)(x)| > t}| ≤ |M |.

Desse modo, temos

(fXM)∗(s) = |{t; µfXM (t) ≥ s}| = 0,

pois {t; µfXA(t) ≥ s} = ∅. Além disso, temos também

(f ∗X[0,|M |))(s) = 0,

quando s ≥ |M |. Logo, (fXM)∗(s) = (f ∗X[0,|M |))(s).

Usando a Afirmação 1 e a Proposição 2.1.7, conclúımos que∫
M

|f |dµ =

∫ |Ω|
0

(fXM)∗(t)dt ≤
∫ |Ω|

0

(f ∗X[0,|M |))(t)dt =

∫ |M |
0

f ∗(t)dt, (2.2)

para todo M ⊂ Ω mensurável. Dessa maneira, como a desigualdade em (2.2) vale para

os conjuntos F1, . . . , Fn, obtemos:∫
Ω

|ϕ(x)f(x)|dx =
n∑
i=1

(ai − ai+1)

∫
Fi

|f(x)|dx ≤
n∑
i=1

(ai − ai+1)

∫ |Fi|
0

f ∗(s)ds

=

∫ |Ω|
0

n∑
i=1

(ai − ai+1)X[0,|Fi|)(s)f
∗(s)ds =

∫ |Ω|
0

ϕ∗(s)f ∗(s)ds.

Para finalizar, provaremos o resultado para funções mensuráveis quaisquer. Seja |u| ∈
M+(Ω,Σ). Pelo Lema A.1.6 existe uma sequência de funções mensuráveis (un) simples
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tais que 0 ≤ un ≤ un+1, com limun(x) = |u(x)|, temos pelo Teorema A.3.3 que∫
Ω

|u(x)v(x)|dx = lim

∫
Ω

un(x)|f(x)|dx

≤ lim

∫ |Ω|
0

u∗n(t)f ∗(t)dt

=

∫ |Ω|
0

limu∗n(t)f ∗(t)dt

=

∫ |Ω|
0

u∗(t)f ∗(t)dt,

o que conclui a demonstração do resultado.

Agora, considere A = [0, 1] e B = [1/2, 2] intervalos fechados em R. Tomando

funções caracteŕısticas XA,XB : R −→ R, note que pelo Exemplo 2.1.1, temos

µXA = |A| · X[0,1) e µXB = |B| · X[0,1)

e consequentemente

X ∗A(t) + X ∗B(t) = 0,

para todo t > 3/2, pois para estas hipóteses temos

{s > 0; µXA(s) > t} = {s > 0; µXB(s) > t} = ∅.

No entanto, temos de maneira similar que

(XA + XB)∗(t) = 1,

para todo t ∈ (3/2, 2). Esta simples aplicação nos motiva a buscar outras formas de

buscar a condição

(u+ v)∗(t) ≤ u∗(t) + v∗(t),

que não ocorre em geral para rearranjos u∗ e v∗, onde t ∈ [0, |Ω|]. Para isto, iremos

propor uma nova definição:

Definição 2.1.9. Seja φ : Ω −→ R uma função mensurável. A aplicação φ∗∗ :

(0,+∞) −→ R dada por

φ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

φ∗(s)ds,

é chamada função maximal de φ∗.

Por estar intimamente relacionada com os rearranjos decrescentes, muitos resultados

são prolongados para as funções maximais. Averiguemos o resultado a seguir.

31



2. Generalizações dos Espaços de Lebesgue

Proposição 2.1.10. Sejam u∗∗, v∗∗ : (0,+∞) −→ R funções maximais. Valem as

seguintes propriedades:

(a) u∗∗ é decrescente e cont́ınua;

(b) (αu)∗∗(t) = |α|(u)∗∗(t), para todo t ∈ (0,+∞) e α ∈ R;

(c) u∗(t) ≤ u∗∗(t), para todo t ∈ (0, |Ω|);

(d) Se |u(x)| ≤ |v(x)| q.t.p., então u∗∗(t) ≤ v∗∗(t), para todo t ∈ (0,+∞);

(e) u∗∗ ≡ 0 se, somente se, u = 0 q.t.p;

(f) Se |fn| ↑ |f | q.t.p. em Ω, então f ∗∗n ↑ f ∗∗.

Demonstração. Vejamos,

(a) Note que u∗∗ é cont́ınua pela continuidade da integral. Por fim, note que tomando

t1, t2 ∈ (0,+∞) tal que t1 < t2, temos

u∗∗(t2) =
1

t2

(∫ t1

0

u∗(s)ds+

∫ t2

t1

u∗(s)ds

)
≤ 1

t2

∫ t1

0

u∗(s)ds+
1

t2
u∗(t1)(t2 − t1)

=
1

t2

∫ t1

0

u∗(s)ds+

(
1

t1
− 1

t2

)
u∗(t1)t1

≤ 1

t2

∫ t1

0

u∗(s)ds+

(
1

t1
− 1

t2

)∫ t1

0

u∗(s)ds

=
1

t1

∫ t1

0

u∗(s)ds

= u∗∗(t1),

o que mostra que u∗∗ é decrescente.

(b) É trivial, pois pelo item (c) da Proposição 2.1.4 temos

(αu)∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

(αu)∗(s)ds =
1

t

∫ t

0

|α|u∗(s)ds =
|α|
t

∫ t

0

u∗(s)ds = |α|(u)∗∗(t),

para todo t ∈ (0,+∞).

(c) Uma vez que u∗ é não crescente pela Proposição 2.1.4, segue que

u∗(t) =
1

t

∫ t

0

u∗(t)ds ≤ 1

t

∫ t

0

u∗(s)ds = u∗∗(t),

para todo t ∈ (0,+∞).
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(d) Usando os itens (a) e (d) da Proposição 2.1.4, temos pelas propriedades de integral

que

u∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

u∗(s)ds ≤ 1

t

∫ t

0

v∗(s)ds = v∗∗(t),

para todo t ∈ (0,+∞).

(e) É imediato, pois se supormos u∗∗ ≡ 0, temos u∗ = 0 em quase toda parte pelo

item (c) da Proposição A.3.2. Logo, u = 0 q.t.p. em Ω. Reciprocamente, supondo

que u = 0 q.t.p. o resultado é imediato pelos itens (c) e (e) da Proposição 2.1.4.

(f) É trivial pela definição de função maximal e pelo item (f) da Proposição 2.1.4.

Antes de prosseguirmos com um resultado muito importante para o propósito das

próximas seções, é necessário utilizar o seguinte lema:

Lema 2.1.11. Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida. Se µ é não atômica (ver Definição

A.2.1) e 0 ≤ a ≤ µ(Ω), então∫ a

0

f ∗(t)dt = sup
µ(A)=a

∫
A

|f(x)|dµ.

Demonstração. Ver Teorema 1.10, página 37 em [14].

Tendo em vista tais circunstâncias, provaremos a seguinte propriedade:

Proposição 2.1.12. Se u∗∗, v∗∗ : (0,+∞) −→ R são funções maximais, então

(u+ v)∗∗(t) ≤ u∗∗(t) + v∗∗(t),

para todo t ∈ (0,+∞).

Demonstração. Uma vez que medida de Lebesgue em um espaço euclidiano RN é não

atômica, para cada N ∈ N, temos pelo Lema 2.1.11 que

(u+ v)∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

(u+ v)∗(s)ds =
1

t
sup
|E|=t

∫
E

|(u+ v)(s)|dm.

Dessa forma, usando a desigualdade triangular, temos

(u+ v)∗∗(t) =
1

t
sup
|E|=t

∫
E

|(u+ v)(s)|dm ≤ 1

t
sup
|E|=t

(∫
E

|u(s)|dm+

∫
E

|v(s)|dm
)

≤ 1

t
sup
|E|=t

∫
E

|u(s)|dm+
1

t
sup
|E|=t

∫
E

|v(s)|dm ≤ u∗∗(t) + v∗∗(t),

para todo t ∈ (0,+∞).
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2.2 Espaços Invariantes por Rearranjos

Nesta seção, iremos trabalhar com a teoria abstrata dos espaços de Banach de

funções. Dessa forma, considere (Ω,Σ, |·|) o espaço de medida de Lebesgue e M+(Ω,Σ)

o espaço das funções mensuráveis e não negativas.

Definição 2.2.1. A aplicação ρ : M+(Ω,Σ) −→ [0,∞] é chamado função norma de

Banach se para cada f, g, fn ∈M+(Ω,Σ) vale

(a) ρ(f) = 0 ⇔ f = 0 q.t.p. em Ω, ρ(af) = aρ(f) e ρ(f + g) ≤ ρ(f) + ρ(g), para

todo a ≥ 0;

(b) 0 ≤ g ≤ f q.t.p. em Ω ⇒ ρ(g) ≤ ρ(f);

(c) 0 ≤ fn ↑ fq.t.p.⇒ ρ(g) ≤ ρ(f);

(d) SeE ⊂ Ω é um conjunto mensurável, com |E| <∞, então ρ(XE) <∞ e

∫
E

fdm ≤

Cρ(f),

Definição 2.2.2. Seja ρ uma função norma de Banach. A coleção X = X(ρ) de todas

as funções mensuráveis f : Ω −→ R, onde ρ(|f |) < ∞, é chamada espaço das funções

de Banach. Além disso, para todo f ∈ X, denotaremos

||f ||X = ρ(|f |).

Agora, iremos definir um conceito para o estudo dos espaços das funções de Banach.

Inicialmente, lembre-se que ao tomar f ∈ Lp e g ∈ Lp′ , onde p′ é conjugado de p, temos

pela desigualdade de Hölder que∫
Ω

fgdµ ≤ ||f ||p||g||p′ .

Utilizando as condições anteriores, é bem conhecido pelo Lema A.4.3 que

||g||p′ = sup

{∫
Ω

|fg|dµ; f ∈ Lp, ||f ||p ≤ 1

}
,

para cada g ∈ Lp′ . Isto nos motiva a estabelecer:

Definição 2.2.3. Seja ρ uma função norma de Banach. Definiremos a norma associada

ρ′ em M+(Ω,Σ) por

ρ′(g) = sup

{∫
Ω

fgdµ; f ∈M+(Ω,Σ), ρ(f) ≤ 1

}
.

34



2. Generalizações dos Espaços de Lebesgue

A caracterização de norma associada nos permite definir os espaços associados.

Vejamos a definição formal abaixo:

Definição 2.2.4. Sejam ρ uma função norma de Banach, X = X(ρ) um espaço das

funções de Banach e ρ′ a norma associada de ρ. Denominaremos X ′ = X(ρ′), determi-

nado por ρ′, como espaço associado de X.

É importante ressaltar que a norma de uma função g ∈ X ′ será dada por:

||g||X′ = sup

{∫
Ω

|fg|dµ; f ∈ X, ||f ||X ≤ 1

}
.

Teorema 2.2.5. Seja X ′ um espaço associado a X. Se f ∈ X e g ∈ X ′, então fg é

integrável e ∫
Ω

|fg|dµ ≤ ||f ||X ||g||X′ .

Demonstração. Iremos analisar dois casos:

1° caso: Suponha que ||f ||X = 0. Logo, temos f = 0 em quase toda parte de Ω. Logo,

a desigualdade é trivial.

2° caso: Suponha que ||f ||X > 0. Dessa maneira, tomando a normalização de f ,

adquirimos ∫
Ω

∣∣∣∣( f

||f ||X

)
g

∣∣∣∣ dµ ≤ ||g||X′ ,
uma vez que f/||f ||X = 1. Portanto, conclúımos a desigualdade.

Os espaços de Lebesgue Lp(Ω) desempenham um papel muito valioso para o de-

senvolvimento da Análise. No entanto, existem outros espaços cujas classes de funções

mensuráveis admitem normas diferentes, são completos e que são de grande interesse

para a pesquisa cient́ıfica. Assim, buscaremos mostrar de modo mais geral algumas

similaridades entre essas classes de funções, iniciando com um conceito que já é bem

familiar em um domı́nio limitado Ω ⊂ RN , com medida de Lebesgue m, além de uma

aplicação bem interessante.

Definição 2.2.6. Dizemos que um espaço (X, ||·||X) de funções mensuráveis é chamado

espaço invariante por rearranjo, se as seguintes propriedades forem satisfeitas:

(a) Se 0 ≤ f ≤ g q.t.p. em Ω e g ∈ X, então f ∈ X e ||f ||X ≤ ||g||X ;

(b) 0 ≤ fn ↑ f q.t.p. em Ω ⇒ ||fn||X ↑ ||f ||X ;

(c) |E| <∞ ⇒ ||XE||X <∞ e

∫
E

fdm ≤ C||f ||X ;

(d) Se u ∈ X e u∗ = v∗, então v ∈ X e ||u||X = ||v||X ,
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para todo f, g, fn ∈M(Ω,Σ), com n ∈ N, todo α ≥ 0 e cada E subconjunto mensurável

de Ω.

Vejamos agora um resultado interessante sobre espaços invariantes por rearranjo no

que diz respeito as imersões:

Proposição 2.2.7. Se X(Ω) é um espaço invariante por rearranjos, onde |Ω| < ∞,

então

L∞(Ω) ↪→ X(Ω) ↪→ L1(Ω).

Demonstração. Inicialmente, provaremos que L∞(Ω) ↪→ X(Ω). De fato, uma vez que

||u||∞ = inf{c ∈ R; |u(x)| < c q.t.p. em Ω},

para cada u ∈ L∞(Ω), então para todo ε > 0, existe C ∈ {c ∈ R; |u(x)| < c q.t.p. em Ω}
tal que ||u||∞ + ε > C. Além disso, pelos itens (a) e (c) da Definição 2.2.6 e pela desi-

gualdade |u(x)| ≤ C q.t.p. em Ω, temos

u ∈ X(Ω) e ||u||X ≤ C||XΩ||X <∞,

já que |Ω| <∞ e CXΩ ∈ X(Ω), para todo ε > 0. Dessa forma, tomando ||XΩ||X = K,

segue

||u||X ≤ K(||u||∞ + ε) ⇒ ||u||X ≤ K||u||∞,

quando ε → 0. Por fim, mostraremos que X(Ω) ↪→ L1(Ω). Seja v ∈ X(Ω). Uma vez

que o espaço invariante por rearranjos, temos pelo item (c) da definição 2.2.6 que

||v||L1 =

∫
Ω

|v|dm ≤ K||v||X <∞,

o que mostra a segunda imersão.

Exemplo 2.2.8. São exemplos de espaços Invariante por Rearranjos:

(a) Espaços Lp, com 1 ≤ p ≤ ∞; (b) Espaços de Orlicz.

Para outros detalhes importantes, ver [4].

Nas próximas seções, vamos estudar mais dois importantes espaços invariantes por

rearranjos: Espaços de Zygmund e Lorentz.

2.3 Espaços de Zygmund

O matemático Antoni Szczepan Zygmund nasceu na Polônia, em 25 de dezembro de

1900. Ele obteve o t́ıtulo de doutor pela Universidade de Varsóvia em 1923 e tornou-se
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pesquisador na Academia de Vilnius, na década de 1930. Durante a segunda guerra

mundial, o analista emigrou para os Estados Unidos, onde trabalhou e desenvolveu

pesquisas nas Universidades de Pensilvânia e Chicago. Dentre suas descobertas, Zyg-

mund desenvolveu um espaço com propriedades interessantes para a obter regularidade

de problemas envolvendo equações diferenciais parciais o qual será abordado com mais

detalhes nesta seção.

Definição 2.3.1. O espaço de Zygmund LlogL(Ω) consiste na classe de todas as

funções mensuráveis f : Ω ⊂ RN −→ R tal que∫
Ω

|f(x)| log+ |f(x)|dx <∞,

onde log+ |f(x)| = max{log |f(x)|, 0}. Além disso, também definimos o espaço Lexp(Ω)

como sendo o conjunto de todas as classes de funções mensuráveis g : Ω −→ R onde

∃ λ > 0 tal que satisfaz ∫
Ω

exp(λ|g(x)|)dx <∞.

Alguns resultados serão provados com a condição de Ω ter medida finita. Em

particular, iremos trabalhar para o caso em que |Ω| = 1 com o qual podemos estender

de forma natural para outros valores positivos. Além disso, pela Proposição 2.1.7,

temos uma observação muito importante para o decorrer deste caṕıtulo:

Observação: Valem as seguintes igualdades:

∫
Ω

|f(x)| log+ |f(x)|dx =

∫ 1

0

f ∗(t) log+ f ∗(t)dt e

∫
Ω

exp(λ|f(x)|)dx =

∫ 1

0

exp(λf ∗(t))dt.

Os dois lemas que veremos a seguir são primordiais para mostrar que as normas,

que veremos na próxima seção, implementadas nos espaços denotados anteriormente

estão bem definidas.

Lema 2.3.2. Sejam Ω ⊂ RN um subconjunto com medida finita e f : Ω ⊂ RN −→ R
uma função mensurável. Então,

(a)

∫
Ω

|f(x)| log+ |f(x)|dx <∞⇔
∫ 1

0

f ∗(t) log(1/t)dt <∞

(b)

∫
Ω

exp(λ|f(x)|)dx < ∞ para algum λ ∈ R se, e só se, f ∗(t) ≤ c

(
1 + log

(
1

t

))
para algum c > 0.

Demonstração. Vejamos,
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(a) Pela observação anterior, temos∫
Ω

|f(x)| log+ |f(x)|dx =

∫ 1

0

f ∗(t) log+ f ∗(t)dt.

Logo, é suficiente mostrar a equivalência para a integral do lado direito.

(⇒) Primeiramente, suponha que a função f ∗(t) log+ f ∗(t) é integrável no inter-

valo [0, 1] e considere os conjuntos E = {t ∈ [0, 1]; f ∗(t) > t−1/2} e F = [0, 1]\E.

Temos facilmente que:∫ 1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt ≤

∫
E

f ∗(t) log(f ∗(t))2dt+

∫
F

t−1/2 log(1/t)dt

≤ 2

∫ 1

0

f ∗(t) log+ f ∗(t)dt+

∫ 1

0

t−1/2 log(1/t)dt <∞.

(⇐) Suponha que a função f ∗(t) log

(
1

t

)
é integrável no intervalo [0, 1]. É evi-

dente que f ∈ L1(Ω), pois pela Proposição 2.1.7 segue que∫
Ω

|f(x)|dx =

∫ 1

0

f ∗(t)dt <∞.

Além disso, temos novamente pela Proposição 2.1.7 e pelo item (c) da Proposição

2.1.10 que

f ∗ ≤ f ∗∗ ≤ ||f ||1
t

.

Dessa forma, como∫ 1

0

f ∗(t) log+ f ∗(t)dt ≤
∫ 1

0

f ∗(t) log+

(
||f ||1
t

)
dt =

∫ s

0

f ∗(t) log

(
||f ||1
t

)
dt,

onde s = min{||f ||1, 1}, podemos analisar dois casos:

1° caso: Suponha que min{||f ||1, 1} = ||f ||1. Dáı, temos

∫ min{||f ||1,1}

0

f ∗(t) log

(
||f ||1
t

)
dt

≤
∫ ||f ||1

0

f ∗(t) log

(
||f ||1
t

)
dt+

∫ 1

||f ||1
f ∗(t) log

(
1

t

)
dt

≤
∫ ||f ||1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt+

∫ 1

||f ||1
f ∗(t) log

(
1

t

)
dt

=

∫ 1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt <∞.
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2° caso: Suponha que min{||f ||1, 1} = 1. Dáı, temos

∫ min{||f ||1,1}

0

f ∗(t) log

(
||f ||1
t

)
dt =

∫ 1

0

f ∗(t) log

(
||f ||1
t

)
dt

=

∫ 1

0

f ∗(t)

(
log

(
1

t

)
+ log ||f ||1

)
dt

=

∫ 1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt+ | log ||f ||1|

∫ 1

0

f ∗(t)dt

=

∫ 1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt+ | log ||f ||1|

∫
Ω

|f(t)|dt

=

∫ 1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt+ ||f ||1| log ||f ||1| <∞.

(b) Por resultados anteriores, temos∫
Ω

exp(λ|f(x)|)dx =

∫ 1

0

exp(λf ∗(t))dt.

Logo, é suficiente mostrar a equivalência para a integral do lado direito. Vejamos,

(⇒) Seja K =

∫ 1

0

exp(λf ∗(t))dt <∞. Pela Proposição A.3.4 temos

exp(λf ∗(t)) ≤ exp(λf ∗∗(t)) = exp

(
1

t

∫ t

0

λf ∗(s)ds

)
≤ 1

t

∫ t

0

exp(λf ∗(s))ds ≤ K

t
.

Portanto,

f ∗(t) ≤ 1

λ
log

(
K

t

)
≤ 1

λ

(
1 + log

(
1

t

))
·max{logK, 1}.

(⇐) Temos facilmente,∫ 1

0

exp(λf ∗(t))dt ≤
∫ 1

0

exp(cλ(1 + log

(
1

t

)
)) = etλ

∫ 1

0

t−cλdt <∞.

O lema anterior é muito importante para garantir a linearidade dos espaços LlogL(Ω)

e Lexp(Ω). De fato, tomando h, p ∈ LlogL(Ω) e λ ∈ R, temos∫
Ω

|h(x)| log+ |h(x)|dx <∞ e

∫
Ω

|p(x)| log+ |p(x)|dx <∞
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e, consequentemente, segue que∫
Ω

h∗(t) log(1/t)dt <∞ e

∫
Ω

p∗(t) log(1/t)dt <∞.

Agora, note que∫
Ω

(h+ λp)∗(t) log(1/t)dt ≤
∫ 1

0

h∗(x) log(1/t)dt+ λ

∫ 1

0

p∗(x) log(1/t)dt <∞,

o que nos garante h+λp ∈ LlogL(Ω). Agora, tomando f, g ∈ Lexp(Ω) e α ∈ R, existem

λ1 e λ2 reais positivos tais que∫
Ω

exp(λ1|f |)dx <∞ e

∫
Ω

exp(λ1|αg|)dx <∞,

ou seja, existem C1 e C2 que satisfazem

f ∗(t) ≤ C1

(
1 + log

1

t

)
e (αg)∗(t) ≤ C2

(
1 + log

1

t

)
.

Dessa forma, como temos

(f + αg)∗(t) ≤ f ∗(t) + αg∗(t) ≤ (C1 + C2)

(
1 + log

1

t

)
,

conclúımos que f + αg ∈ Lexp(Ω).

Lema 2.3.3. A estimativa pontual f ∗(t) ≤ c

(
1 + log

1

t

)
é válida para algum c ∈ R

se, e somente se, f ∗∗(t) ≤ k

(
1 + log

(
1

t

))
para algum k > 0.

Demonstração. Provaremos as implicações:

(⇒) Seja t ∈ (0,∞). Perceba que,

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds ≤ 1

t

∫ t

0

c

(
1 + log

1

s

)
ds =

c

t
lim
k→0+

∫ t

k

(
1 + log

1

s

)
ds,

mas note que

lim
k→0+

∫ t

k

(
1 + log

1

s

)
ds = lim

k→0+
(2s− s log s)|tk

= lim
k→0+

[2(t− k)− (t log t− k log k)]

= 2t+ t log
1

t
,
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e portanto

f ∗∗(t) ≤ 2c

(
1 + log

1

t

)
.

(⇐) É trivial, pois pelo item (c) da Proposição 2.1.10 temos f ∗(t) ≤ f ∗∗(t), para todo

t ∈ (0, 1).

Agora, seja a função || · ||Lexp : Lexp(Ω) −→ R dada por

||u||Lexp = sup
t∈(0,1)

u∗(t)

1 + log

(
1

t

) ,
para cada u ∈ Lexp(Ω). Temos,

Proposição 2.3.4. O espaço (Lexp(Ω), || · ||Lexp) é quase normado.

Demonstração. Antes de analisarmos todos os itens da definição de norma, exceto a

desigualdade triangular, precisamos verificar que

sup
t∈(0,1)

u∗(t)

1 + log

(
1

t

) ,
para todo u ∈ Lexp(Ω), está bem definido em R. De fato, pelas equivalências do Lema

2.3.2, existe c ∈ R+
∗ satisfazendo

u∗(t) ≤ c

(
1 + log

(
1

t

))
,

para todo t ∈ (0, 1). Uma vez que

1 + log

(
1

t

)
6= 0,

para cada t ∈ (0, 1), conclúımos que

u∗(t)

1 + log

(
1

t

) ≤ c ⇒ sup
t∈(0,1)

u∗(t)

1 + log

(
1

t

) <∞.

Agora, verificaremos as condições (a), (b) e (c) da definição de norma:

(a) Note que para todo u ∈ Lexp(Ω), temos ||u||Lexp ≥ 0, pois u∗ é não negativa e

1 + log

(
1

t

)
> 0,
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para todo t ∈ (0, 1).

(b) Vejamos,

(⇒) Admita que ||u||Lexp = 0. Logo, segue-se que

sup
t∈(0,1)

u∗(t)

1 + log

(
1

t

) = 0.

Nestas condições, u∗(t) = 0 para todo t ∈ (0, 1), pois

1 + log

(
1

t

)
> 0,

e, pelo item (a) da Proposição 2.1.4, sabemos que u∗ é não negativa. Assim,

u = 0 trivialmente pelo item (c) da Proposição 2.1.4.

(⇐) Agora, suponha que u = 0. Dessa forma, temos para todo t ∈ (0,+∞)

que µu(t) = |∅| = 0. Logo, para todo t ∈ (0, 1), tem-se u∗(t) = 0. Portanto,

||u||Lexp = 0.

(c) Também é trivial, pois pelo item da Proposição 2.1.4, temos

||αu||Lexp = sup
t∈(0,1)

|α|u∗(t)

1 + log

(
1

t

) = |α| sup
t∈(0,1)

u∗(t)

1 + log

(
1

t

) = |α|||u||Lexp ,

para todo u ∈ Lexp(Ω).

Agora, podemos mostrar que

||u||Z = sup
t∈(0,1)

u∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) ,
para todo u ∈ Lexp(Ω), é uma norma para o Espaço de Zygmund. Vejamos o resultado

abaixo:

Proposição 2.3.5. O espaço (Lexp, || · ||Z) é normado.

Demonstração. Antes de analisarmos todos os itens da definição de norma, note que

sup
t∈(0,1)

u∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) ,
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está bem definido em R, para todo u ∈ Lexp(Ω), pois usando as equivalências dos

Lemas 2.3.2 e 2.3.3, além de um argumento análogo ao da Proposição 2.3.4, conclúımos

imediatamente. Agora, verificaremos as condições da definição norma:

(a) Note que para todo u ∈ Lexp(Ω), temos ||u||Z ≥ 0, pois u∗∗ é não negativa e

1 + log

(
1

t

)
> 0,

para todo t ∈ (0, 1).

(b) Vejamos,

(⇒) Admita que ||u||Z = 0. Logo, temos

sup
t∈(0,1)

u∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) = 0.

Uma vez que vale o item (a) da Proposição 2.1.4 e o item (c) da Proposição 2.1.10,

temos u∗∗(t) = 0 para todo t ∈ [0, 1]. Dessa forma, pelo item (e) da Proposição

2.1.10, temos u = 0 q.t.p.

(⇐) Supondo que u = 0 q.t.p., temos pelo item (e) da Proposição 2.1.10 que

u∗∗ ≡ 0. Portanto, é imediato que ||u||Z = 0.

(c) Também é trivial, pois pelo item da Proposição 2.1.10, temos

||αu||Z = sup
t∈(0,1)

|α|u∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) = |α| sup
t∈(0,1)

u∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) = |α|||u||Z ,

para todo u ∈ Lexp(Ω).

(d) Usando a Proposição 2.1.12, temos

(u+ v)∗∗(t) ≤ u∗∗(t) + v∗∗(t),

para todo t ∈ (0, 1). Dessa forma, temos facilmente que

(u+ v)∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) ≤ u∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) +
v∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) .
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Aplicando o supremo, temos

||u+ v||Z = sup
t∈(0,1)

(u+ v)∗∗(t)

1 + log

(
1

t

)
≤ sup

t∈(0,1)

u∗∗(t)

1 + log

(
1

t

) + sup
t∈(0,1)

v∗∗(t)

1 + log

(
1

t

)
= ||u||Z + ||v||Z .

Corolário 2.3.6. Se u ∈ Lexp(Ω), então ||u||Lexp ≤ ||u||Z .

Demonstração. É imediato pelas definições de quase norma e norma do espaço de

Zygmund.

Observação: Desconsiderando o fato de que |Ω| = 1, podemos também considerar a

norma do espaço de Zygmund como sendo

||u||Z = sup
t∈(0,|Ω|)

u∗∗(t)

1 + log
|Ω|
t

,

para todo u ∈ Lexp.

Agora, seja a função || · ||LlogL : LlogL −→ R dada por

||u||LlogL =

∫ 1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt,

para cada u ∈ LlogL. Perceba que usando integração por partes, temos

∫ 1

0

f ∗(t) log

(
1

t

)
dt =

[
log

(
1

t

)∫ t

0

f ∗(s)ds

]1

0

+

∫ 1

0

1

t

∫ t

0

f ∗(s)dsdt

=

∫ 1

0

f ∗∗(t)dt,

pois tomando F (k)− F (0) =

∫ k

0

f ∗(s)ds, onde F ′ = f ∗, segue-se

lim
k→0+

log(k)

∫ k

0

f ∗(s)ds = lim
k→0+

F (k)− F (0)

[log(k)]−1
= lim

k→0+

f ∗(k)k

− log(k)
.

Uma vez que f ∗ é não crescente, podemos limitar tal função superiormente por uma
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constante positiva Cte. Dáı, temos

0 < lim
k→0+

f ∗(k)k

− log(k)
≤ Cte lim

k→0+

k

− log(k)
= Cte lim

k→0+
−k = 0,

o que conclui nosso problema. Esta caracterização torna simples a demonstração do

fato a seguir:

Proposição 2.3.7. O espaço (LlogL(Ω), || · ||LlogL) é normado.

Demonstração. É imediato pelas propriedades básicas de funções maximais.

Observação: Desconsiderando o fato de que |Ω| = 1, podemos também considerar a

norma do espaço de Zygmund como sendo

||u||LlogL =

∫ |Ω|
0

u∗(t) log

(
|Ω|
t

)
dt =

∫ |Ω|
0

u∗∗(t)dt,

para todo u ∈ LlogL.

Agora, buscaremos a verificação de que os espaços de Zygmund, sob certas condições

do conjunto Ω ⊂ RN , são invariantes por rearranjos. Desse fato, ao tomar duas funções

quaisquer que pertençam a este espaço tal que possuem o mesmo rearranjo, consegui-

mos garantir que as suas respectivas normas são iguais.

Teorema 2.3.8. Se Ω ⊂ RN é um conjunto com medida finita, então os espaços

(LlogL(Ω), || · ||LlogL) e (Lexp(Ω), || · ||Z)

são invariantes por rearranjo.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha que |Ω| = 1. Provaremos o resul-

tado através das afirmações abaixo:

Afirmação 1: O espaço (Lexp(Ω), || · ||Z) é invariante por rearranjo;

(a) Seja u ∈ Lexp, onde 0 ≤ v ≤ u q.t.p. em Ω. Dáı, existe λ > 0 tal que∫
Ω

exp(λ|u(x)|)dx =

∫ 1

0

exp(λu∗(t))dt <∞.

Dessa forma, pelo item (e) da Proposição 2.1.4 e pelo Lema 2.3.2, temos

v∗ ≤ u∗ ≤ c

(
1 + log

(
1

t

))
.
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Logo, sucede-se que∫
Ω

exp(λ|v(x)|)dx =

∫ 1

0

exp(λv∗(t))dt

≤
∫ 1

0

exp

(
cλ+ cλ log

(
1

t

))
dt

= ecλ
∫ 1

0

t−cλdt <∞,

Assim, conclúımos que v ∈ Lexp(Ω). Além disso, pelo item (d) Proposição 2.1.10,

temos u∗∗ ≤ v∗∗, o que faz garantir

||v||Lexp ≤ ||u||Lexp ,

pela definição de norma.

(b) Suponha que 0 ≤ un ↑ u ∈ Lexp(Ω) q.t.p.. Dáı, pelo item (f) da Proposição

2.1.10, temos

u∗∗n ↑ u∗∗.

Logo, pela definição de norma, é imediato que ||un||Z ↑ ||u||Z .

(c) Sejam A ⊂ Ω e u = XA. Logo, |A| ≤ 1, além de

u = XA ⇒ u∗ = X[0,|A|) ⇒ u∗∗(t) =

 1, t ≤ |A|;
|A|
t
, t > |A|.

Vamos analisar os casos:

1° caso: Suponha que |A| = 1. Dáı, temos para todo t ∈ (0, 1) que

1

1 + log
1

t

=
1

1− log t
< 1.

Uma vez que o supremo é a menor das cotas superiores, conclúımos que

||u||Z = sup
0<t<1

u∗∗(t)

1 + log
1

t

= sup
0<t<1

1

1 + log
1

t

≤ 1 <∞.

2° caso: Suponha que |A| < 1. Dessa forma, como temos

t ∈ (0, 1) = (0, |A|] ∪ (|A|, 1),
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é fácil ver que
1

1 + log
1

t

=
1

1− log t
≤ 1,

para todo t ∈ (0, |A|], e também que

|A|

t+ t log
1

t

=
|A|

t− t log t
≤ 1,

para todo t ∈ (|A|, 1). Logo, por ser limitada, temos

||u||Z = sup
0<t<1

u∗∗(t)

1 + log
1

t

<∞.

Logo, pelos casos 1 e 2, conclúımos que ||XA||Z <∞.

Agora, para finalizar, seja v : Ω −→ R uma função mensurável e não integrável

arbitrária em Lexp(Ω). A função λ|v| também não é integrável para toda constante

real λ. Uma vez que λ|v(x)| ≤ exp(λ|v(x)|), para todo x ∈ Ω, temos∫
Ω

exp(λ|v(x)|)dx =∞,

para cada λ > 0, o que é um absurdo, pois v ∈ Lexp(Ω). Logo, para todo

subconjunto A ⊂ Ω, temos ∫
A

udm <∞.

Portanto, podemos tomar C suficientemente grande tal que∫
A

udm ≤ C||u||Z .

(d) Seja u ∈ Lexp(Ω), com u∗ = v∗. Pela Proposição 2.1.7, temos∫
Ω

exp(λ|u(x)|)dx =

∫ 1

0

exp(λu∗(t))dt =

∫ 1

0

exp(λv∗(t))dt =

∫
Ω

exp(λ|v(x)|)dx.

Para algum λ > 0, temos ∫
Ω

exp(λ|u(x)|)dx <∞.

Logo, conclúımos que v ∈ Lexp(Ω). Além disso,

u∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

u∗(s)ds =
1

t

∫ t

0

v∗(s)ds = v∗∗(t),
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para todo t ∈ (0,∞). Portanto, pela definição da norma || · ||Z , conclúımos que

||u||Z = ||v||Z .

Afirmação 2: O espaço (LlogL(Ω), || · ||LlogL) é invariante por rearranjo;

(a) Seja v ∈ LlogL(Ω) tal que 0 ≤ u ≤ v q.t.p.. Lembre-se que pelo item (d) da

Proposição 2.1.10, temos f ∗∗ ≤ g∗∗. Dessa forma, temos∫
Ω

|u(x)| log+ |u(x)|dx ≤
∫

Ω

|v(x)| log+ |v(x)|dx <∞,

ou seja, u ∈ LlogL(Ω). Por fim, conclúımos também que

||u||LlogL =

∫ 1

0

u∗∗(t)dt ≤
∫ 1

0

v∗∗(t)dt = ||v||LlogL.

(b) Suponha que 0 ≤ un ↑ u ∈ Lexp(Ω) q.t.p.. Dáı, pelo item (f) da Proposição 2.1.10

temos

u∗∗n ↑ u∗∗.

Logo, pela definição de norma, é imediato que ||un||LlogL ↑ ||u||LlogL.

(c) Sejam A ⊂ Ω e u = XA. Nestas condições,

||XA||LlogL =

∫ 1

0

(XA)∗∗(t)dt =

∫ 1

0

1

t

∫ t

0

(XA)∗(s)dsdt.

Uma vez que,

(XA)∗(s) =

{
1, se 0 ≤ t < |A|
0, se t ≥ |A|

é evidente que temos ||XA||LlogL < ∞. Por fim, combinando o item (c) da Pro-

posição 2.1.10 com a Proposição 2.1.7, temos∫
A

udm ≤
∫ |A|

0

u∗(t)dt ≤
∫ |A|

0

u∗∗(t)dt ≤
∫ 1

0

u∗∗(t)dt = ||u||LlogL,

pois |Ω| = 1.

(d) Seja u ∈ LlogL(Ω), com u∗ = v∗. Temos∫
Ω

|v(x)| log+ |v(x)|dx =

∫ 1

0

v∗(t) log+ v∗(t)dt =

∫ 1

0

u∗(t) log+ u∗(t)dt

=

∫
Ω

|u(x)| log+ |u(x)|dx <∞,
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o que nos garante que v ∈ LlogL(Ω). Por fim, é imediato que

||u||LlogL =

∫ 1

0

u∗∗(t)dt =

∫ 1

0

v∗∗(t)dt = ||v||LlogL.

Agora, mostraremos um encadeamento de imersões pelos quais os espaços de Zyg-

mund fazem parte. O resultado anterior é fundamental para garantir parte dessas

inclusões cont́ınuas. Vejamos,

Teorema 2.3.9. Seja Ω ⊂ RN um conjunto de medida finita. Valem as imersões:

L∞(Ω) ↪→ Lexp(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ LlogL(Ω) ↪→ L1(Ω),

para todo p ∈ (1,∞).

Demonstração. Sem perda de generalidade, assim como nos resultados anteriores, ire-

mos supor que |Ω| = 1. Desse modo, note que pela Proposição 2.2.7 e pelo Teorema

2.3.8, temos imediatamente que:

L∞(Ω) ↪→ Lexp(Ω) e LlogL(Ω) ↪→ L1(Ω).

Agora, resta mostrar que

Lp(Ω) ↪→ LlogL(Ω) e Lexp(Ω) ↪→ Lp(Ω).

Afirmação 1: Lp(Ω) ↪→ LlogL(Ω);

Seja u ∈ Lp(Ω). Devido ao item (a) do Lema 2.3.2, é suficiente verificar que∫ 1

0

[log(1/t)]p
′
dt <∞

para concluir que u ∈ LlogL(Ω), pois sabendo que p′ é o conjugado de p, temos pela

desigualdade de Hölder e pelo Teorema 2.1.7 que

∫ 1

0

u∗(t) log(1/t)dt ≤
(∫ 1

0

[u∗(t)]pdt

)1/p(∫ 1

0

[log(1/t)]p
′
)1/p′

=

(∫
Ω

|u(x)|pdx
)1/p(∫ 1

0

[log(1/t)]p
′
)1/p′

<∞.

Dessa forma, note que a função auxiliar g : (0, 1] −→ R definida por g(t) = −t1/(p′)2

log(t)
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admite valor máximo para t = e−(p′)2

, com p′ > 1 qualquer. Portanto,

∫ 1

0

[log(1/t)]p
′
dt ≤

(
max
t∈(0,1]

[log(1/t)]

)p′ ∫ 1

0

1

t1/p′
dt =

(
max
t∈(0,1]

[log(1/t)]

)p′
· 1

1− (p′)−1
<∞.

Agora, mostraremos que Lp(Ω) está imerso em LlogL(Ω). De fato, observe que pela

desigualdade de Hölder tem-se

||u||LlogL(Ω) =

∫ 1

0

u∗∗(t)dt ≤
(∫ 1

0

u∗∗(t)pdt

)1/p

=

(∫ 1

0

(
1

t

∫ t

0

u∗(s)ds

)p
dt

)1/p

,

para cada u ∈ LlogL(Ω). Escrevendo u∗(s) = s−λ/p
′
sλ/p

′
u∗(s), com λ−1 = −p, temos

1

t

∫ t

0

u∗(s)ds ≤
(

1

t

∫ t

0

s−λds

)1/p′ (
1

t

∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)1/p

=

(
1

t

[
s1−λ

1− λ

]t
0

)1/p′ (
1

t

∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)1/p

= (1− λ)−1/p′tλ/p
′−1/p

(∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)1/p

.

Nestas condições, temos

1

t

∫ t

0

u∗(s)ds ≤
(

1

t

∫ t

0

s−λds

)1/p′ (
1

t

∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)1/p

=

(
1

t

[
s1−λ

1− λ

]t
0

)1/p′ (
1

t

∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)1/p

= (1− λ)−1/p′tλ/p
′−1/p

(∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)1/p

.

Desta maneira,∫ 1

0

(
1

t

∫ t

0

u∗(s)ds

)p
dt =

∫ 1

0

(
tλ

1

t

∫ t

0

u∗(s)ds

)p
dt

t

≤
∫ 1

0

(
(1− λ)−1/p′tλ/p

′−1/p

(∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)1/p
)p

dt

t

=

∫ 1

0

(1− λ)−p/p
′
(tλ/p

′−1/p)p
(∫ t

0

sλp/p
′
u∗(s)pds

)
dt

t

= (1− λ)1−p
∫ 1

0

tλ−2

(∫ t

0

sλ(p−1)u∗(s)pds

)
dt

= (1− λ)1−p
∫ 1

0

sλ(p−1)u∗(s)p
(∫ 1

s

tλ−2dt

)
ds.
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Uma vez que

∫ 1

s

tλ−2dt =
sλ−1 − 1

1− λ
, segue

(1− λ)1−p
∫ 1

0

sλ(p−1)u∗(s)p
(∫ 1

s

tλ−2dt

)
ds = (1− λ)−p

∫ 1

0

(sλp)(s−1 − s−λ)u∗(s)pds.

Portanto, como p > 1 e s−1 − s−λ ≤ s−1, conclúımos que∫ 1

0

(
1

t

∫ t

0

u∗(s)ds

)p
dt ≤ (1− λ)−1

∫ 1

0

(sλp)u∗(s)p
ds

s

=
p

p− 1

∫ 1

0

u∗(s)pds

e, consequentemente,

||u||LlogL ≤ p′||u||p.

Afirmação 2: Lexp(Ω) ↪→ Lp(Ω);

Inicialmente, seja u ∈ Lexp(Ω). Logo, existe λ > 0 tal que∫
Ω

exp(λ|u(x)|)dx <∞.

Logo, pela Proposição 2.1.7 e pelo Lema 2.3.2, segue-se que∫
Ω

|u(x)|pdx =

∫ 1

0

[u∗(t)]pdt ≤ Cp

∫ 1

0

(
1 + log

1

t

)
dt <∞,

nos garantindo que Lexp(Ω) ⊂ Lp(Ω). Ainda considere u ∈ Lexp(Ω) e tome v ∈
LlogL(Ω), com ||v||LlogL ≤ 1. Fazendo∫ 1

0

u∗(t)v∗(t)dt ≤
∫ 1

0

v∗(t)

(
1 + log

1

t

)
u∗∗(t)(

1 + log
1

t

)dt
≤ ||u||Z

∫ 1

0

v∗(t)

(
1 + log

1

t

)
dt,

onde ∫ 1

0

v∗∗(t)dt+

∫ 1

0

v∗(t) log

(
1

t

)
dt = 2

∫ 1

0

v∗∗(t)dt = 2||v||LlogL,

segue que ∫ 1

0

u∗(t)v∗(t)dt ≤ 2||u||Z ||v||LlogL.
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Logo, pela desigualdade de Hardy-Littlewood, temos∫
Ω

u(x)v(x) dm ≤
∫ 1

0

u∗(s)v∗(s)ds.

Assim, segue-se facilmente que

||u||(LlogL)′ = sup
v∈LlogL(Ω)

||v||LlogL≤1

∫
Ω

u(x)v(x)dm ≤ 2||u||Z .

Note também que tomando p′ o expoente conjugado de p, temos

||u||p = sup

{∫
Ω

|u(x)v(x)|dx; ||v||p′ ≤ 1

}
≤ C sup

{∫
Ω

|u(x)v(x)|dx; ||v||LlogL ≤ 1

}
= C||u||(LlogL)′

já que Lp
′
(Ω) ↪→ LlogL(Ω) pela afirmação anterior e (Lp)′ = Lp

′
. Portanto,

||u||p ≤ C||u||(LlogL)′ ≤ 2C||u||Z .

Observação: É importante destacar que em [4] encontramos outras informações inte-

ressantes sobre estes espaços. Como por exemplo, é posśıvel verificar que

LlogL′(Ω) = Lexp(Ω),

onde |Ω| <∞ (veja Teorema 6.5). Além disso, também podemos generalizar os espaços

de Zygmund para um espaço de medida (Ω,Σ, µ), com µ(Ω) < ∞. Nesta abordagem,

o espaço [Lp(logL)α](Ω) consiste de todas funções mensuráveis f : Ω −→ R onde∫
Ω

[|f(x)| logα(2 + |f(x)|)]pdµ <∞

e o espaço Lαexp(Ω) consiste em todas as funções mensuráveis f : Ω −→ R para o qual

existe λ(f) > 0 tal que ∫
Ω

(exp[λ|f(x)|])1/αdµ <∞.
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2.4 Espaços de Lorentz

Nesta seção, iremos abordar uma outra generalização dos espaços de medida, que

são os espaços de Lorentz. Para o desenvolvimento desta teoria, utilizaremos as de-

finições e propriedades abordadas nas duas primeiras seções deste caṕıtulo. Vejamos

sua definição formal:

Definição 2.4.1. O espaço de Lorentz Lp,q(Ω) é determinado pelo conjunto de todas

as funções f : Ω −→ R mensuráveis tal que a quantidade

||f ||p,q =


(∫ ∞

0

(t1/pf ∗(t))q
dt

t

)1/q

, se 1 ≤ p ≤ ∞ e 1 ≤ q <∞

sup
t>0

t1/pf ∗(t), se 1 ≤ p ≤ ∞ e q =∞

é finita. Observe que estamos convencionando 1/p = 0, caso p =∞.

Iremos nos concentrar em abordar o caso em que o espaço de Lorentz possui os

parâmetros 1 < p <∞ e q =∞, além de Ω ⊂ RN um domı́nio limitado. Para os casos

mais gerais, veja [14].

Teorema 2.4.2. O espaço de Lorentz Lp,∞(Ω) é linear e a quantidade || · ||p,∞ é uma

quase norma deste espaço, com 1 < p <∞.

Demonstração. Vejamos,

Afirmação 1: O espaço de Lorentz Lp,∞(Ω) é linear;

De fato, sejam u, v ∈ Lp,∞(Ω) e α ∈ R, temos pelo item (d) da Proposição 2.1.4 que

||u+ αv||p,∞ = sup
t>0

t1/p(u+ αv)∗(t) ≤ sup
t>0

t1/p[u∗(t/2) + (αv)∗(t/2)].

Tomando k = t/2, temos

sup
t>0

t1/p[u∗(t/2) + (αv)∗(t/2)] = sup
k>0

(2k)1/p(u∗(k) + |α|v∗(k))

≤ 21/p sup
k>0

k1/pu∗(k) + |α|21/p sup
k>0

k1/pv∗(k)

= 21/p(||u||p,∞ + |α|||v||p,∞) <∞.

Logo, u+ αv ∈ Lp,∞(Ω).

Afirmação 2: O espaço (Lp,∞(Ω), || · ||p,∞) é quase normado;

Antes de analisarmos todos os itens da definição de norma, exceto a desigualdade
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triangular, é fácil ver que

sup
t>0

t1/pu∗(t),

para todo u ∈ Lp,∞(Ω), está bem definido em R pela definição dos espaços de Lorentz.

Agora, verificaremos as condições (a), (b) e (c) da definição de norma:

(a) Note que, para todo u ∈ Lp,∞(Ω), temos ||u||p,∞ ≥ 0, pois u∗ é não negativa e

t1/p > 0, para todo t > 0.

(b) Vejamos,

(⇒) Admita que ||u||p,∞ = 0. Logo, segue-se que

sup
t>0

t1/pu∗(t) = 0.

Assim, u∗(t) = 0 para todo t > 0, pois t1/p > 0 e, pelo item (a) da Proposição

2.1.4, sabemos que u∗ é não negativa. Logo, u = 0 trivialmente pelo item (c) da

Proposição 2.1.4.

(⇐) Agora, suponha que u = 0. Dessa forma, temos para todo t ∈ (0,+∞)

que µu(t) = |∅| = 0. Logo, para todo t ∈ (0, 1), tem-se u∗(t) = 0. Portanto,

||u||p,∞ = 0.

(c) Também é trivial, pois pelo item da Proposição 2.1.4, temos

||αu||p,∞ = sup
t>0

t1/p|α|u∗(t) = |α| sup
t>0

t1/pu∗(t) = |α|||u||p,∞,

para todo u ∈ Lp,∞(Ω).

Assim como nos espaços de Zygmund, não valer a subaditividade do rearranjo é

o grande problema para não conseguir a desigualdade triangular. Desse modo, para

contornar o problema, verificaremos que a função || · ||Lp,∞ : Lp,∞(Ω) −→ R dada por

||u||Lp,∞ = sup
t>0

t1/pu∗∗(t),

com u ∈ Lp,∞(Ω), é uma norma. Vejamos o resultado abaixo:

Teorema 2.4.3. O espaço (Lp,∞(Ω), || · ||Lp,∞) é normado, com 1 < p < ∞. Além

disso, vale a estimativa

||u||p,∞ ≤ ||u||Lp,∞ ≤
p

p− 1
||u||p,∞, ∀ u ∈ Lp,∞(Ω).
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Demonstração. Vejamos,

Afirmação 1: Valem as estimativas

||u||p,∞ ≤ ||u||Lp,∞ ≤
p

p− 1
||u||p,∞,

para cada u ∈ Lp,∞(Ω). De fato, note que a desigualdade

||u||p,∞ ≤ ||u||Lp,∞

é claramente válida para cada u ∈ Lp,∞(Ω) o item (c) da Proposição 2.1.10 e pela

definição das quantidades || · ||p,∞ e || · ||Lp,∞ . Por fim, note que

||u||Lp,∞ = sup
t>0

t1/pu∗∗(t)

= sup
t>0

t1/p−1

∫ t

0

u∗(s)ds

≤ ||u||p,∞ sup
t>0

t1/p−1

∫ t

0

s−1/pds

=
p

p− 1
||u||p,∞,

para cada u ∈ Lp,∞(Ω), o que nos garante a conclusão da afirmação.

Afirmação 2: O espaço (Lp,∞(Ω), || · ||Lp,∞) é normado. De fato, antes de analisarmos

todos os itens da definição de norma, note que

sup
t>0

t1/pu∗∗(t),

está bem definido em R, para todo u ∈ Lp,∞(Ω), pois pela afirmação anterior, temos

p− 1

p
||u||Lp,∞ ≤ ||u||p,∞ <∞.

Agora, verificaremos as condições da definição norma:

(a) Note que para todo u ∈ Lp,∞(Ω), temos ||u||Lp,∞ ≥ 0, pois u∗∗ é não negativa e

t1/p > 0, para todo t > 0.

(b) Vejamos, (⇒) Admita que ||u||Lp,∞ = 0. Logo, temos

sup
t>0

t1/pu∗∗(t) = 0.

Uma vez que vale o item (a) da Proposição 2.1.4 e o item (c) da Proposição 2.1.10,
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temos u∗∗(t) = 0 para todo t > 0. Dessa forma, pelo item (e) da Proposição

2.1.10, temos u = 0 q.t.p.

(⇐) Supondo que u = 0 q.t.p., temos pelo item (e) da Proposição 2.1.10 que

u∗∗ ≡ 0. Portanto, é imediato que ||u||Lp,∞ = 0.

(c) Também é trivial, pois pelo item (b) da Proposição 2.1.10, temos

||αu||Lp,∞ = sup
t>0

t1/p(αu)∗∗(t) = sup
t>0

t1/p|α|u∗∗(t) = |α| sup
t>0

t1/pu∗∗(t) = |α|||u||Lp,∞ .

para todo u ∈ Lp,∞(Ω).

(d) Usando a Proposição 2.1.12, temos

(u+ v)∗∗(t) ≤ u∗∗(t) + v∗∗(t),

para todo t > 0. Dessa forma, temos facilmente que

||u+ v||Lp,∞ = sup
t>0

t1/p(u+ v)∗∗(t)

≤ sup
t>0

t1/p[u∗∗(t) + v∗∗(t)]

≤ sup
t>0

t1/pu∗∗(t) + sup
t>0

t1/pv∗∗(t)

= ||u||Lp,∞ + ||v||Lp,∞ .

Teorema 2.4.4. Se Ω ⊂ RN é um conjunto com medida finita, com 1 < p <∞, então

o espaço (Lp,∞(Ω), || · ||Lp,∞) é invariante por rearranjo. Em particular, vale as imersões

Lp(Ω) ↪→ Lp,∞(Ω) ↪→ L1(Ω).

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha que |Ω| = 1. Provaremos o resul-

tado através das afirmações abaixo:

Afirmação 1: O espaço (Lp,∞(Ω), || · ||Lp,∞) é invariante por rearranjo;

(a) Seja u ∈ Lp,∞(Ω), onde 0 ≤ v ≤ u q.t.p. em Ω. Nestas condições,

||u||p,∞ <∞.

Utilizando o item (e) da Proposição 2.1.4, temos ||v||p,∞ ≤ ||u||p,∞ < ∞. Logo,

conclúımos que v ∈ Lp,∞(Ω). Além disso, pelo item (d) Proposição 2.1.10, temos

u∗∗ ≤ v∗∗, o que faz garantir

||v||Lp,∞ ≤ ||u||Lp,∞ ,
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pela definição de norma.

(b) Suponha que 0 ≤ un ↑ u ∈ Lp,∞(Ω) q.t.p.. Dáı, pelo item (f) da Proposição

2.1.10, temos

u∗∗n ↑ u∗∗.

Logo, pela definição de norma, é imediato que ||un||Lp,∞ ↑ ||u||Lp,∞ .

(c) Sejam A ⊂ Ω e u = XA. Logo, sucede-se que |A| ≤ 1, além de

u = XA ⇒ u∗ = X[0,|A|) ⇒ u∗∗(t) =

 1, t ≤ |A|;
|A|
t
, t > |A|.

Dessa forma, note que para todo t > 0, temos

t1/pu∗∗(t) =

 t1/p, t ≤ |A|;
|A|
t1−1/p

, t > |A|.

Uma vez que t1/p cresce para todo p > 1, temos pela igualdade anterior que

t1/pu∗∗(t) ≤ |A|1/p,

para todo t > 0. Logo,

||u||Lp,∞ = sup
t>0

t1/pu∗∗(t) ≤ |A|1/p <∞.

(d) Seja u ∈ Lp,∞(Ω), com u∗ = v∗. Por definição, temos

||v||p,∞ = sup
t>0

t1/pv∗(t) = sup
t>0

t1/pu∗(t) = ||u||p,∞ <∞,

o que nos garante que v ∈ Lp,∞(Ω). Além disso,

u∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

u∗(s)ds =
1

t

∫ t

0

v∗(s)ds = v∗∗(t),

para todo t ∈ (0,∞). Portanto, pela definição da norma || · ||Lp,∞ , conclúımos

que

||u||Lp,∞ = ||v||Lp,∞ .

Afirmação 2: Valem as imersões Lp(Ω) ↪→ Lp,∞(Ω) ↪→ L1(Ω);

Primeiramente, note que para todo v ∈ Lp,∞(Ω) tem-se ||v||p,∞ ≤ ||v||Lp,∞ . Dessa
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forma, tomando u ∈ Lp(Ω), bastar provar que existe C > 0 tal que

||u||p,∞ ≤ c||u||p,

para mostrar que Lp(Ω) ↪→ Lp,∞(Ω), para cada 1 < p <∞. De fato, observe que

t1/pu∗(t) =

{∫ t

0

(
s1/pu∗(t)

)p ds
s

}1/p

≤
(∫ t

0

|u∗(s)|pds
)1/p

=

(∫ t

0

|u(s)|pds
)1/p

= ||u||p.

Assim, aplicando o supremo, garantimos tal imersão. Por fim, pela Proposição 2.2.7,

temos Lp,∞(Ω) ↪→ L1(Ω), já que tal espaço é invariante por rearranjo.
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Caṕıtulo 3

Imersões Ótimas do Espaço W
2,1
∆ (Ω)

Neste caṕıtulo, trataremos da definição e de algumas propriedades no que diz res-

peito aos espaços reduzidos de Sobolev. Em sequência, mostraremos duas imersões,

com constantes de imersão ótimas, que envolvem este espaço e suas principais con-

sequências para a regularidade de funções.

3.1 Espaço Reduzido de Sobolev

Nesta seção estudaremos a respeito de um espaço que vai ser importante para todo

a sequência desta produção. Vejamos a seguinte definição:

W 2,p
∆ (Ω) = cl{u ∈ C∞(Ω) ∩ C0(Ω), u|∂Ω = 0; ||∆u||p <∞},

ou seja, W 2,p
∆ (Ω) é o completamento do subespaço de C∞(Ω) ∩ C0(Ω) das funções que

se anulam na fronteira de Ω tal que seu laplaciano possuem norma em Lp(Ω).

Proposição 3.1.1. Sejam Ω um domı́nio limitado, com 1 ≤ p <∞. Valem as seguintes

propriedades:

(a) W 2,1(Ω) ∩W 1,1
0 (Ω) ( W 2,1

∆ (Ω);

(b) W 2,p
∆ (Ω) = W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω), desde que p > 1.

Demonstração. Vejamos,

(a) Seja u ∈ W 2,1(Ω) ∩W 1,1
0 (Ω). Dessa forma, existe (un) ⊂ C∞(Ω) ∩ C0(Ω), com

||un − u||2,1 → 0. Logo, temos

||∆un −∆u||1 → 0,
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concluindo que u ∈ W 2,1
∆ (Ω). No entanto, esta continência não é estrita devido ao

trabalho de Ornstein (ver [13]) que mostra que é imposśıvel, neste caso, controlar

a norma L1 das derivadas mistas a partir das derivadas não mistas que ocorrem

no operador ∆.

(b) Iremos mostrar as inclusões:

(⊆) Sendo u ∈ W 2,p
∆ (Ω), temos ||∆u||p < ∞. Usando o Lema 9.17 do Gilbarg-

Trudinger (ver [10]), segue que ||u||2,p ≤ C||∆u||p, para algum C > 0. Além

disso, como u se anula na fronteira de Ω, conclúımos que u ∈ W 2,p(Ω)∩W 2,p
0 (Ω).

(⊇) Seja u ∈ W 2,p(Ω)∩W 1,p(Ω), com p > 1. Dessa forma, existe (un) ⊂ C∞(Ω)∩
C0(Ω), com ||un − u||2,p → 0. Logo, temos

||∆un −∆u||p → 0.

Portanto, conclúımos que u ∈ W 2,p
∆ (Ω).

Observação: Um conjunto muito importante que será trabalhado na próxima seção é

W 2,1
∆,rad(BR) = {u ∈ W 2,1

∆ (BR); u é radialmente simétrica},

onde BR ⊂ RN é uma bola aberta de raio R e centro na origem.

Antes de prosseguirmos, buscaremos mostrar uma nova caracterização de W 2,1
∆ (Ω),

Ω ⊂ RN um domı́nio limitado. Nestas condições, seja o conjunto

E2,1(Ω) = {u ∈ W 1,1
0 (Ω); ∆u ∈ L1(Ω)}.

Vale o seguinte resultado:

Proposição 3.1.2. O espaço (E2,1(Ω), ||∆ · ||1) é Banach, além de E2,1(Ω) = W 2,1
∆ (Ω).

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que E2,1(Ω) é um espaço de Banach. De

fato, tomando (un) ⊂ E2,1(Ω) uma sequência de Cauchy, existe g ∈ L1(Ω) tal que

||∆un − g||1 −→ 0.

Através dos artigos [8] e [5], sabemos que o problema{
−∆u = g, em Ω

u = 0, em ∂Ω

60
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possui solução fraca u ∈ W 1,1
0 (Ω), onde g ∈ L1(Ω), além de ∆u ∈ L1(Ω). Portanto,

conclúımos que E2,1(Ω) é Banach.

Agora, vamos mostrar que W 2,1
∆ (Ω) ⊂ E2,1(Ω). Ao considerar u ∈ W 2,1

∆ (Ω), existe

(un) ⊂ C∞(Ω) ∩ C0(Ω) tal que

||∆un||1 <∞ e ||∆un −∆u||1 → 0,

onde ∆u ∈ L1(Ω). Considerando gn = −∆un ∈ L1(Ω), temos{
−∆un = gn, em Ω

un = 0, em ∂Ω,

para cada n ∈ N. Por fim, supondo g = −∆u, temos pela teoria de regularidade

eĺıptica que

||un − u||W 1,1
0 (Ω) ≤ C||gn − g||1

n 7→∞→ 0,

o que nos garante u ∈ W 1,1
0 (Ω) e, consequentemente, a inclusão.

Por fim, provaremos que E2,1(Ω) ⊂ W 2,1
∆ (Ω). Supondo que v ∈ E2,1(Ω), temos por

definição que

v ∈ W 1,1
0 (Ω) e h = ∆v ∈ L1(Ω).

Uma vez que L1(Ω) = C∞0 (Ω)
||·||1

, existe (hn) ⊂ C∞0 (Ω) tal que hn → h em L1(Ω).

Além disso, para cada n ∈ N, considere o problema de Dirichlet{
−∆vn = hn, em Ω

vn = 0, em ∂Ω.

Pela teoria de regularidade eĺıptica, conclúımos que vn ∈ C∞(Ω) ∩ C0(Ω). Portanto,

||∆(vn − v)||1 → 0, concluindo que v ∈ W 2,1
∆ (Ω).

3.2 Um resultado de Imersão para N = 2

Antes de provarmos o resultado principal desta seção e seu respectivo corolário,

iremos abordar três lemas que serão de extrema importância para solucionarmos as

problemáticas. No primeiro lema, iremos considerar BR ⊂ R2 a bola aberta de raio

R e centro na origem, além de W 2,1
∆,rad(BR) subespaço de W 2,1

∆ (BR) de funções radiais,

no qual a imersão que buscamos é válida. O segundo lema, presente na produção

[6], é importante para garantir a inclusão entre os espaços W 2,1(Ω) e Lexp(Ω). Já no

terceiro lema, resultado presente no artigo [16] do matemático G. Talenti, conseguimos

certa estimativa pontual sob às condições do problema de Dirichlet. Sequencialmente,
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provaremos a imersão entre os espaços W 2,1
∆ (Ω) e Lexp(Ω), onde a constante 1/4π ligada

à esta estimativa é sharp. Por fim, exibiremos um corolário que busca atribuir novas

condições para responder um problema similar ao que foi proposto por H. Brezis e F.

Merle em [6]. Sendo assim, começaremos com o primeiro lema:

Lema 3.2.1. Se v ∈ W 2,1
∆,rad(BR) tal que ∆v ≤ 0 e v ≥ 0, então

||v||Lexp(BR) ≤
1

4π
||v||W 2,1

∆,rad(BR).

Demonstração. Seja v ∈ W 2,1
∆,rad(BR). Tome a função auxiliar

w(t) = 4πv(r) ∈ C2(0,∞),

com r = |x| = Re−t/2 ∈ (0, R]. Uma vez que v(x) = v(|x|), temos

w(0) = 4πv(R) = 0.

Além disso, perceba que

w′(t) = 4πvr(Re
−t/2) · (−R/2)e−t/2 = −2πvr(Re

−t/2)Re−t/2,

onde

lim
k→∞

w′(k) = lim
k→∞
−2πvr(Re

−k/2)Re−k/2 = 0,

já que vr pode ser estendida continuamente até o fecho da bola, nos garantido que tal

função garante máximo e mı́nimo. Note também que

w′′(t) = −2πvrr(Re
−t/2) · (−R/2)e−t/2 · (Re−t/2)− 2πvr(Re

−t/2) · (−R/2)e−t/2

= πvrr(Re
−t/2)R2e−t + πvr(Re

−t/2)Re−t/2.

Afirmação: ∆v = vrr(Re
−t/2) +

vr(Re
−t/2)

Re−t/2
, onde r = Re−t/2;

Primeiramente, sejam x = (x1, x2) e |x| = r. Temos,

vxi(|x|) = vr(|x|) ·
xi
|x|
,

onde i ∈ 1, 2. Dáı, segue-se também que

vxixi(|x|) = vrr(|x|) ·
x2
i

|x|2
+vr(|x|) ·

|x| − x2
i /|x|

|x|2
= vrr(|x|) ·

x2
i

|x|2
+vr(|x|) ·

(
1

|x|
− x2

i

|x|3

)
.

62
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Logo, temos

∆v = vx1x1(|x|) + vx2x2(|x|) = vrr(|x|) + vr(|x|)
1

|x|
= vrr(Re

−t/2) +
vr(Re

−t/2)

Re−t/2
.

Dessa forma, temos pela afirmação 1 e por hipótese que

w′′(t) = πR2e−t
[
vrr(Re

−t/2) +
vr(Re

−t/2)

Re−t/2

]
= πR2e−t ·∆v||x|=r ≤ 0.

Agora, perceba que

||∆v||1 =

∫
BR

−∆v dx =

∫ R

0

∫
∂BR

−∆v dSxdr = 2π

∫ R

0

−
(
vrr(r) +

vr(r)

r

)
rdr.

Uma vez que r = Re−t/2, temos dr = −R
2
e−t/2dt. Dáı, fazendo uma mudança de

variável, sucede-se que:

2π

∫ R

0

−
(
vrr(r) +

vr(r)

r

)
dr = π

∫ ∞
0

−[R2e−tvrr(Re
−t/2) +Re−t/2vr(Re

−t/2)]dt

=

∫ ∞
0

−w′′(t)dt.

Além disso, perceba também que

w(t) =

∫ t

0

w′(s)ds

=

∫ t

0

(
−
∫ ∞
s

w′′(z)dz

)
ds

= −t
∫ ∞
t

w′′(z)dz −
∫ t

0

zw′′(z)dz

= t

∫ ∞
0

−w′′(z)dz +

∫ t

0

(t− z)w′′(z)dz ≤ t||∆v||1,

já que 0 < z < t e w′′(z) ≤ 0. Dáı, como v(r) =
1

4π
w(t) e

r = Re−t/2 ⇒ r

R
= e−t/2 ⇒ log

r

R
= −t/2⇒ t = −2 log

r

R
⇒ t = 2 log

R

r
,

é imediato que

v(r) =
1

4π
w

(
2 log

R

r

)
≤ 1

4π
· 2 log

(
R

r

)
||∆v||1 =

1

2π
log

(
R

r

)
||∆v||1.
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Por fim, usando o item (e) da Proposição 2.1.4, sucede-se que

v∗(s) ≤ ||∆v||1
2π

[
log

(
R

r

)]∗
(s)

=
||∆v||1

4π
log

(
πR2

s

)
,

o que nos garante pelo item (a) do Lema 2.3.2 que u ∈ Lexp(BR). Portanto, dividindo

ambos os membros por 1 + log

(
πr2

t

)
e depois aplicando o supremo, temos

||v||Lexp(BR) ≤
1

4π
||v||W 2,1

∆,rad(BR),

o que conclui a demonstração.

Lema 3.2.2. (Brezis-Merle) Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado e u solução da

equação {
−∆u = f, em Ω

u = 0, em ∂Ω,

com f ∈ L1(Ω). Se δ ∈ (0, 4π), então∫
Ω

exp

[
4π − δ
||f ||1

|u(x)|
]
dx <∞.

Demonstração. Sejam 2R = diam(Ω) tal que Ω ⊂ BR, onde BR é uma bola aberta em

R2 e f uma função que se anula fora de Ω. Tomando a solução da equação de Laplace

Γ(|x− y|) =
1

2π
log

(
2R

|x− y|

)
,

temos que o potencial Newtoniano

u(x) = (Γ ∗ |f |)(x) =
1

2π

∫
BR

log

(
2R

|x− y|

)
|f(y)|dy

satisfaz −∆u = |f | em R2. Pelo prinćıpio de máximo, sucede-se que |u| ≤ u em Ω.

Nestas condições,∫
Ω

exp

(
(4π − δ)|u(x)|
||f ||1

)
dx ≤

∫
BR

exp

(
(4π − δ)u(x)

||f ||1

)
dx
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e, consequentemente, sucede-se pela desigualdade de Jensen que

∫
BR

exp

(
(4π − δ)u(x)

||f ||1

)
dx ≤

∫
BR

∫
BR

|f(y)|
||f ||1

(
2R

|x− y|

)2−δ/2π

dydx

=
1

||f ||1

∫
BR

|f(y)|

[∫
BR

(
2R

|x− y|

)2−δ/2π

dx

]
dy

=

∫
BR

(
2R

|x− y|

)2−δ/2π

dx

= (2R)2−δ/2π
∫
BR

(
1

|x− y|

)2−δ/2π

dx,

já que f ≡ 0 em Ωc. Portanto, usando o Lema 1.4.4, conclúımos o resultado.

Antes de apresentarmos o próximo lema, sejam o conjunto

Ω# =
{
x ∈ RN ;

ωN−1

N
|x|N ∈ [0, |Ω|]

}
.

e o rearranjo decrescente φ∗ : [0, |Ω|] −→ R. A função φ# : Ω# −→ R dada por

φ#(x) = φ∗
(ωN−1

N
|x|N

)
,

é chamada rearranjo esfericamente simétrico. É importante notar que Ω# é exatamente

a bola aberta BR(0), com R =

(
|Ω|N
ωN−1

)1/N

, pois

ωN−1

N
|x|N ≤ |Ω| ⇔ |x| ≤

(
|Ω|N
ωN−1

)1/N

.

Além disso, é importante destacar que |Ω| = |Ω#|, já que

|Ω#| = |BR(0)| =
∫

Ω

XBR(0)(x)dx = |Ω|.

Lema 3.2.3. (Critério de Comparação de Talenti) Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado.

Se u, v são soluções fracas dos respectivos problemas{
−∆u = f, em Ω

u = 0, em ∂Ω
e

{
−∆v = f#, em Ω#

v = 0, em ∂Ω#

onde f ∈ Lp(Ω), com p > 1, então v(x) ≥ u#(x), para todo x ∈ Ω#.

Demonstração. Ver Teorema 1, página 702 em [16].

Agora, buscaremos mostrar o caso geral do Lema 3.2.1.
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Teorema 3.2.4. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado. Então, para cada u ∈ W 2,1
∆ (Ω),

temos

||u||Lexp ≤
1

4π
||∆u||1.

Em particular, vale a imersão

W 2,1
∆ (Ω) ↪→ Lexp(Ω).

Demonstração. Inicialmente, seja u ∈ W 2,1
∆ (Ω). Pela Proposição 3.1.2, temos u ∈

W 1,1
0 (Ω) tal que ∆u ∈ L1(Ω). Nestas condições, pelo Lema 3.2.2, conclúımos que

u ∈ Lexp(Ω) e, consequentemente, W 2,1
∆ (Ω) ⊂ Lexp(Ω).

Agora, considere u e v soluções fracas dos problemas{
−∆u = f, em Ω

u = 0, em ∂Ω,
e

{
−∆v = f#, em Ω#

v = 0, em ∂Ω#,

com f ∈ Lp(Ω), para p > 1. Dessa forma, temos pelo Lema 3.2.3 que

v(x) ≥ u#(x) ≥ 0

para cada x ∈ Ω# e, pelo item (e) da Proposição 2.1.4, sucede-se

v∗(t) ≥ u∗(t), ∀ t ∈ [0, |Ω|],

já que |Ω#| = |Ω|. Agora, seja u ∈ C∞(Ω)∩C0(Ω) tal que u|∂Ω = 0 e f := −∆u. Uma

vez que L1(Ω) é um espaço invariante por rearranjo, segue-se

||∆u||1 = ||f ||1 = ||f#||1 = ||∆v||1.

Portanto, como v ∈ W 2,1
∆,rad(Ω

#) e ∆v ≤ 0, já que f# é uma função não negativa, temos

pelo Lema 3.2.1 que

||u||Lexp ≤ ||v||Lexp ≤
1

4π
||∆v||1 =

1

4π
||∆u||1,

o que conclui a prova do teorema.

A constante 1/4π do teorema anterior é a menor que satisfaz tal estimativa acima.

De fato, se supormos o contrário, então existe 0 < ε < 1 tal que

||v||Lexp ≤
1− ε

4π
||∆v||1, (3.1)
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para cada v ∈ W 2,1
∆,rad(Ω). Agora, fixe α ∈

(
4π,

4π

1− ε

)
e tome u ∈ W 2,1

∆ , com ||∆u|| ≤

1. Pela Proposição 2.1.7, temos∫
Ω

eα|u|dx =

∫ |Ω|
0

eαu
∗
dx

e, por (3.1), segue que

u∗(t) ≤ 1− ε
4π

(
1 + log

(
|Ω|
t

))
.

Dessa maneira,∫ |Ω|
0

eαu
∗
dt ≤

∫ |Ω|
0

exp

(
α

1− ε
4π

(
1 + log

(
|Ω|
t

)))
dt

=

∫ |Ω|
0

exp

(
α

1− ε
4π

+ log

(
|Ω|
t

)α(1−ε)/4π
)
dx

=

∫ |Ω|
0

exp

(
α

1− ε
4π

)
· exp

(
log

(
|Ω|
t

)α(1−ε)/4π
)
dt

= (|Ω|e)α(1−ε)/4π
∫ |Ω|

0

t−α(1−ε)/4πdt < C,

onde C é uma constante que não depende da função u. No entanto, isso é uma con-

tradição, pois

sup
u∈W2,1

∆,rad
(Ω)

||∆u||1≤1

∫
Ω

(e4πβ|u| − 1)dx = +∞

para β ≥ 1 qualquer. Vejamos, através de um exemplo, que de fato isto ocorre:

Exemplo 3.2.5. Seja Ω = BR uma bola aberta de raio R e centro na origem. Além

disso, considere a sequência

wn(t) =


t, se 0 ≤ t ≤ 2n

−2e2n−t + 2en−t/2 + 2n, se 2n ≤ t ≤ 2 log 2

2n+ 1/2, se t ≥ 2n+ 2 log 2.

Note que a primeira derivada de wn é dada por

w′n(t) =


1, se 0 ≤ t ≤ 2n

2e2n−t − en−t/2, se 2n ≤ t ≤ 2 log 2

0, se t ≥ 2n+ 2 log 2
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e a segunda derivada de wn é dada por

w′′n(t) =


0, se 0 ≤ t ≤ 2n

−2e2n−t +
1

2
en−t/2, se 2n ≤ t ≤ 2 log 2

0, se t ≥ 2n+ 2 log 2.

Agora, seja r = |x| e tome a sequência de funções

un(r) =
1

4π
wn

(
2 log

R

r

)
.

Nestas condições, temos

u′n(r) = − 1

2πr
w′n

(
2 log

R

r

)
e ∆un(r) =

1

πr2
w′′n

(
2 log

R

r

)
.

Dessa forma, perceba que∫
BR

|∆un|dx =

∫ R

0

∫
∂BR

|∆un|dSxdr = 2π

∫ R

0

|∆un|rdr.

Agora, tomando t = 2 log
R

r
, temos r = Re−t/2 e dr = −R

2
e−t/2dt. Logo,

∫
BR

|∆un|dx = 2π

∫ R

0

|∆un|rdr

=

∫ R

0

2

r

∣∣∣∣w′′n(2 log
R

r

)∣∣∣∣ dr
=

∫ ∞
0

|w′′n(t)|dt

=

∫ 2n+log 2

2n

∣∣∣∣−2e2n−t +
1

2
en−t/2

∣∣∣∣ dt. (3.2)

Fazendo u = 2n− t, temos∫ 2n+log 2

2n

∣∣∣∣−2e2n−t +
1

2
en−t/2

∣∣∣∣ dt =

∫ 0

−2 log 2

∣∣∣∣−2eu +
1

2
eu/2

∣∣∣∣ du
=

∫ 0

−2 log 2

(
−2eu +

1

2
eu/2

)
du

= −2

∫ 0

−2 log 2

eudu+
1

2

∫ 0

−2 log 2

eu/2du

= 1 (3.3)

o que nos garante por (3.2) e (3.3) que ||∆un||1 = 1.

68
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Por outro lado, note que ∫
BR

e4πβ|un|dx = 2π

∫ R

0

e4πβ|un|rdr.

Além disso, tomando novamente t = 2 log
R

r
, temos como anteriormente que

r = Re−t/2 e dr = −R
2
e−t/2dt.

Desse modo, ∫
BR

e4πβ|un|dx = πR2

∫ +∞

0

eβwn−tdt.

Portanto, para concluirmos, iremos analisar dois casos:

1° caso: Se β > 1, então∫
BR

e4πβ|un|dx ≥ πR2

∫ 2n

0

e(β−1)tdt =
π

β − 1
(e2(β−1)n − 1)

n→+∞−→ +∞.

2° caso: Se β = 1, então∫
BR

e4π|un|dx ≥ πR2

∫ 2n

0

dt = 2nπ
n→+∞−→ +∞.

Observação: Por fim, para estabelecer

sup
u∈W2,1

∆,rad
(Ω)

||∆u||1≤1

∫
Ω

(e4πβ|u| − 1)dx = +∞

para qualquer domı́nio limitado Ω ⊂ R2, pode-se proceder por aproximação, como em

[6], considerando os seguintes problemas,{
∆un = fn, em Ω

un = 0, em ∂Ω,

onde ||fn|| ≤ 1 tal que lim fn = δx0 , para cada n ∈ N. Dessa forma, limun = u, onde

u =
1

2π
log

(
1

|x− x0|

)
,

para x→ x0.

Agora, provaremos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.6. Sejam Ω ⊂ R2 e φ : R+ −→ R+ uma função cont́ınua tal que
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e4πtφ(t) ↑ +∞. Então, existe uma constante C = C(φ) > 0 tal que

sup
u∈W2,1

∆
(Ω)

||∆u||1=1

∫
Ω

e4π|u|φ(|u|)dx ≤ C|Ω|

se, e somente se, φ(t) é integrável quando t se aproxima do infinito.

Demonstração. Vejamos,

(⇒) Inicialmente, suponha que φ(t) não é integrável quando se aproxima do infinito.

Assim como no Exemplo 3.2.5, sejam Ω = BR e (un) uma sequência de funções definida

por

un(r) =
1

4π
wn

(
2 log

R

r

)
,

para cada n ∈ N, onde r = |x| e

wn(t) =


t, se 0 ≤ t ≤ 2n

−2e2n−t + 2en−t/2 + 2n, se 2n ≤ t ≤ 2 log 2

2n+ 1/2, se t ≥ 2n+ 2 log 2.

Seja t = 2 log
R

r
. Logo, temos

r = Re−t/2 e dr = −R
2
e−t/2dt

e, consequentemente, sucede-se∫
BR

e4π|un|φ(|un|)dx =

∫
BR

ewn(2 logR/r)φ

(
1

4π
wn

(
2 log

R

r

))
dx

=

∫ R

0

∫
∂BR

ewn(2 logR/r)φ

(
1

4π
wn

(
2 log

R

r

))
dSxdr

= 2π

∫ R

0

ewn(2 logR/r)φ

(
1

4π
wn

(
2 log

R

r

))
rdr

= πR2

∫ +∞

0

ewn(t)−tφ

(
1

4π
wn(t)

)
dt

≥ πR2

∫ 2n

0

φ

(
t

4π

)
dt.

Fazendo outra mudança de variáveis, tomando u = t/4π, temos 4πdu = dt e também

∫
BR

e4π|un|φ(|un|)dx ≥ πR2

∫ 2n

0

φ

(
t

4π

)
dt = 4π2R2

∫ n/2π

0

φ(u)du
n→∞−→ +∞.

Para o caso em que Ω não é uma bola, basta utilizar a técnica de aproximação como
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no Exemplo 3.2.5.

(⇐) Agora, sejam u ∈ W 2,1
∆ (Ω), ||∆u||1 = 1 e φ(s) : R+ −→ R+ uma função cont́ınua

quando t se aproxima do infinito tal que e4πsφ(s) é monótona crescente para cada

s ≥ s0. Pela Proposição 2.1.7, temos∫
Ω

e4π|u|φ(|u|)dx =

∫ |Ω|
0

e4πu∗(t)φ(u∗(t))dt

≤ |Ω|e4πs0 max
s∈[0,s0]

φ(s) +

∫ t0

0

e4πu∗(t)φ(u∗(t))dt,

onde t0 = inf{t; u∗(t) ≤ s0}, pois pelo Teorema do Valor Médio podemos supor, sem

perda de generalidade, que existe s0 ∈ [t0, |Ω|] tal que

∫ |Ω|
t0

e4πu∗(t)φ(u∗(t))dt ≤ e4πu∗(s0)φ(u∗(s0))|Ω|.

Agora, observe que no intervalo [0, t0] tem-se u∗(t) > s0, onde o mapa t 7→ e4πu∗(t)φ(u∗(t))

é crescente. Dessa forma, como

u∗(t) ≤ 1

4π
[1 + log(|Ω|/t)], ∀ t ∈ [0, |Ω|]

devido a definição da quase norma de Zygmund, sucede-se que∫
Ω

e4π|u|φ(|u|)dx ≤ C0|Ω|+
∫ t0

0

e1+log(|Ω|)−log tφ

(
1

4π
log

(
|Ω|
t

)
+

1

4π

)
dt

= C0|Ω|+ e|Ω|
∫ t0

0

1

t
φ

(
1

4π
log

(
|Ω|
t

)
+

1

4π

)
dt.

Agora, tomando s =
1

4π
log

(
|Ω|
t

)
+

1

4π
, temos ds = − 1

4πt
dt. Dáı, segue-se que

∫ t0

0

1

t
φ

(
1

4π
log

(
|Ω|
t

)
+

1

4π

)
dt =

∫ +∞

1
4π

log
(
|Ω|
t0

)
+ 1

4π

φ(s)ds.

Uma vez que φ(s) : R+ −→ R+ é uma função cont́ınua tal que e4πtφ(t) ↑ +∞, con-

clúımos que ∫ +∞

1
4π

log
(
|Ω|
t0

)
+ 1

4π

φ(s)ds ≤ K,

para algum K ∈ R. Portanto, conclúımos que∫
Ω

e4π|u|φ(|u|)dx ≤ (C0 +Ke)|Ω| = C(φ)|Ω|,
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onde C(φ) = C0 +Ke, nos garantindo que

sup
u∈W2,1

∆
(Ω)

||∆u||1=1

∫
Ω

e4π|u|φ(|u|)dx ≤ C|Ω|.

3.3 Um resultado de Imersão para o caso N > 2

Antes de provarmos o resultado principal e seu respectivo corolário, iremos seguir

os passos semelhantes da seção anterior. Inicialmente, mostraremos que o resultado é

válido para o caso particular das funções serem radialmente simétricas, onde o conjunto

base é uma bola aberta. Logo depois, provaremos a imersão entre os espaços W 2,1
∆ (Ω)

e L
N
N−2

,∞(Ω), onde a constante (ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N )−1 ligada à esta estimativa é sharp

utilizando o critério de comparação de Talenti. Por fim, exibiremos um corolário que

busca atribuir novas condições para responder um problema similar ao que foi proposto

por V. G. Maz’ya em [12].

Lema 3.3.1. Se v ∈ W 2,1
∆,rad(BR) tal que ∆v ≤ 0 e v ≥ 0, então

||v|| N
N−2

,∞ ≤
1

2ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N

||v||W 2,1
∆,rad(BR).

Demonstração. Seja v ∈ W 2,1
∆,rad(BR). Tomaremos a função auxiliar

w(t) = ωN−1(N − 2)RN−2v(r),

com r = |x| = Rt
−1
N−2 e t ≥ 1. Uma vez que v(x) = v(|x|), temos

w(1) = ωN−1(N − 2)RN−2v(R) = 0.

Além disso, perceba que

w′(t) = ωN−1(N − 2)RN−2vr(Rt
−1
N−2 ) ·

(
−R
N − 2

)
t(1−n)/(n−2)

= ωN−1R
N−1vr(Rt

−1
N−2 ) · (−1)t(1−n)/(n−2),

onde

lim
k→∞

w′(k) = lim
k→∞

ωN−1R
N−1vr(Rk

−1
N−2 ) · (−1)k(1−n)/(n−2) = 0,

já que vr pode ser estendida continuamente até o fecho da bola, nos garantido que tal
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função garante máximo e mı́nimo. Note também que

w′′(t) = ωN−1R
N−1vrr(Rt

− 1
N−2 ) ·

(
−R
N − 2

)
t

1−N
N−2 · (−1)t

1−N
N−2

+ ωN−1R
N−1vr(Rt

− 1
N−2 ) ·

(
N − 1

N − 2

)
t

1−N
N−2

−1

= ωN−1 ·
RN

(N − 2)t2
N−1
N−2

[
vrr(Rt

−1
N−2 ) +

vr(Rt
−1
N−2 )

Rt
−1
N−2

(N − 1)

]
.

Afirmação: ∆v = vrr(Rt
−1
N−2 ) +

vr(Rt
−1
N−2 )

Rt
−1
N−2

(N − 1), onde r = Rt
−1
N−2 ;

Primeiramente, sejam x = (x1, x2, . . . , xN) e |x| = r. Temos,

vxi(|x|) = vr(|x|) ·
xi
|x|
,

onde i ∈ {1, 2, . . . , N}. Dáı, segue-se também que

vxixi(|x|) = vrr(|x|) ·
x2
i

|x|2
+vr(|x|) ·

|x| − x2
i /|x|

|x|2
= vrr(|x|) ·

x2
i

|x|2
+vr(|x|) ·

(
1

|x|
− x2

i

|x|3

)
.

Logo, temos

∆v =
N∑
i=1

[
vrr(|x|) ·

x2
i

|x|2
+ vr(|x|) ·

(
1

|x|
− x2

i

|x|3

)]
= vrr(|x|) +

vr(|x|)
|x|

(N − 1)

= vrr(Rt
−1
N−2 ) +

vr(Rt
−1
N−2 )

Rt
−1
N−2

(N − 1).

Dessa forma, temos pela afirmação e por hipótese que

w′′(t) =
ωN−1 ·RN

(N − 2)t2
N−1
N−2

[
vrr(Rt

−1
N−2 ) +

vr(Rt
−1
N−2 )

Rt
−1
N−2

(N − 1)

]

=
ωN−1 ·RN

(N − 2)t2
N−1
N−2

·∆v||x|=r ≤ 0.

Agora, perceba que

||∆v||1 =

∫
BR

−∆v dx = −
∫ R

0

(
vrr(r) +

vr(r)

r
(N − 1)

)
ωN−1r

N−1dr.

Uma vez que r = Rt
−1
N−2 , temos t = RN−2/rN−2 e, consequentemente, sucede-se dt =
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RN−2(2−N)r1−Ndr. Dáı, fazendo uma mudança de variável, temos:

||∆v||1 = −
∫ R

0

(
vrr(r) +

vr(r)

r
(N − 1)

)
ωN−1r

N−1dr =

∫ ∞
1

−w′′(t)dt.

Além disso, perceba também que

w(t) =

∫ t

1

w′(s)ds

=

∫ t

1

(
−
∫ ∞
s

w′′(z)dz

)
ds

= (1− t)
∫ ∞
t

w′′(z)dz −
∫ t

1

zw′′(z)dz

= (t− 1)

∫ ∞
1

−w′′(z)dz +

∫ t

1

(t− z)w′′(z)dz ≤ (t− 1)||∆v||1,

já que 1 < z < t e w′′(z) ≤ 0. Dáı, como v(r) =
w(t)

ωN−1(N − 2)RN−2
, é imediato que

v(r) =
w(t)

ωN−1(N − 2)RN−2
≤ ||∆v||1
ωN−1(N − 2)RN−2

(
RN−2

rN−2
− 1

)
.

Por fim, usando o item (e) da Proposição 2.1.4, vejamos que

v∗(s) ≤ ||∆v||1
ωN−1(N − 2)RN−2

(
RN−2

rN−2
− 1

)∗
(s)

=
||∆v||1

ωN−1(N − 2)RN−2

[(ωN−1

N

)N−2
N RN−2

s
N−2
N

− 1

]
,

com s ∈
(

0,
ωN−1

N
RN
)

. Portanto, conclúımos que

||v|| N
N−2

,∞ = sup
s∈(0,|Ω|)

v∗(s)s
N−2
N ≤ 1

ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N

||∆v||1.

Agora, buscaremos mostrar o caso geral:

Teorema 3.3.2. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado, com N > 2. Então, para cada

u ∈ W 2,1
∆ (Ω), temos

||u|| N
N−2

,∞ ≤
1

ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N

||∆u||1.
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Em particular, vale a imersão

W 2,1
∆ (Ω) ↪→ L

N
N−2

,∞(Ω).

Demonstração. Analogamente ao Teorema 3.2.4, para provarmos a estimativa proposta

neste resultado, basta utilizar o critério de comparação de Talenti (ver Lema 3.2.3) e o

Lema 3.3.1 que prova o resultado para o caso particular desta desigualdade para bolas,

com funções radialmente simétricas. Por fim, pela definição dos espaços de Lorentz, é

imediato que W 2,1
∆ (Ω) ↪→ L

N
N−2

,∞(Ω).

A constante (ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N )−1 do teorema anterior é a menor que satisfaz tal

estimativa acima. De fato, tomando a sequência de funções em Ω = BR, temos

un(r) =
1

ωN−1(N − 2)RN−2
wn

((
R

r

)N−2

− 1

)
, ∀ n ∈ N

onde wn está definida no Exemplo 3.2.5. Note que,

u′n(r) =
1

ωN−1rN−1
w′n

((
R

r

)N−2

− 1

)
e ∆un(r) =

(N − 2)RN−2

ωN−1r2N−2
w′′n

((
R

r

)N−2

− 1

)
,

onde un ∈ W 2,1
∆ (BR). Fazendo mais alguns cálculos análogos ao do Exemplo 3.2.5,

tem-se

||∆un||1 =

∫ ∞
0

|w′′(t)|dt = 1.

Uma vez que a sequência un é um rearranjo esfericamente simétrico, temos

u∗n(s) = un

((
sN

ωN−1

)1/N
)

=
1

ωN−1(N − 2)RN−2
wn

((
ωN−1R

N

Ns

)N−2
N

− 1

)
.

Nestas condições, sucede-se que

||un|| N
N−2

,∞ = sup
s∈(0,

ωN−1
N

RN)
u∗n(s)s

N−2
N

=
1

ωN−1(N − 2)RN−2
sup

s∈(0,
ωN−1
N

RN )

wn

((
ωN−1R

N

Ns

)N−2
N

− 1

)
s
N−2
N

=
1

ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N

sup
t∈(0,∞)

wn(t)

t+ 1

n7→∞−→ 1

ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N

.

Corolário 3.3.3. Sendo Ω ⊂ RN um domı́nio limitado, com N > 2 e φ : R+ −→ R+

uma função cont́ınua tal que t
N
N−2φ(t) ↑ +∞, então existe uma constante C = C(φ) > 0
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tal que

sup
u∈W2,1

∆
(Ω)

||∆u||1=1

∫
Ω

|u|
N
N−2φ(|u|)dx ≤ C|Ω|

se, e somente se, φ(t)/t é integrável quando t se aproxima do infinito.

Demonstração. Vejamos,

(⇒) Inicialmente, suponha que φ(t)/t não é integrável quando se aproxima do infinito.

Assim como no Exemplo 3.2.5, sejam Ω = BR e (un) uma sequência de funções definida

por

un(r) =
1

ωN−1(N − 2)RN−2
wn

((
R

r

)N−2

− 1

)
,

para cada n ∈ N, onde r = |x|. Sendo t =

(
R

r
− 1

)N−2

− 1, temos

r = R/(t+ 1)1/(N−2) e dt = RN−2(2−N)r1−Ndr

e, consequentemente, sucede-se

∫
BR

|un|
N
N−2φ(|un|)dx =

∫
BR

kN
ωN−1

[
wn

((
R

r

)N−2

− 1

)] N
N−2

φ (|un|) dx

=

∫ R

0

∫
∂BR

kN
ωN−1

[
wn

((
R

r

)N−2

− 1

)] N
N−2

φ (|un|) dSxdr

= kN

∫ R

0

rN−1

[
wn

((
R

r

)N−2

− 1

)] N
N−2

φ (|un|) dr

=
kNR

N

N − 2

∫ +∞

0

[wn(t)]
N
N−2φ (Awn(t))

(t+ 1)2N−1
N−2

dt

≥ kNR
N

N − 2

∫ 2n

1

(
t

t+ 1

)2N−1
N−2 φ (At)

t
dt

≥ kNR
N

N − 2
· C1

∫ 2n

1

φ (At)

t
dt,

onde A =
1

ωN−1(N − 2)RN−2
, kN = A

N
N−2ωN−1 e C1 = C1(n,N). Fazendo outra

mudança de variáveis, tomando u = At, temos du = Adt e também∫
BR

|un|
N
N−2φ(|un|)dx ≥

kNR
N

N − 2
· C1

∫ 2n

1

φ (At)

t
dt = C

∫ 2An

A

φ(u)

u
du

n→∞−→ +∞,

onde C é uma constante que depende de C1 e do quociente
kNR

N

N − 2
.
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(⇐) Agora, sejam u ∈ W 2,1
∆ (Ω), ||∆u||1 = 1 e φ(s) : R+ −→ R+ uma função cont́ınua

quando t se aproxima do infinito tal que s
N
N−2φ(s) é monótona crescente para cada

s ≥ s0. Pela Proposição 2.1.7, temos∫
Ω

|u|
N
N−2φ(|u|)dx =

∫ |Ω|
0

(u∗(t))
N
N−2φ(u∗(t))dt

≤ |Ω|(s0)
N
N−2 max

s∈[0,s0]
φ(s) +

∫ t0

0

(u∗(t))
N
N−2φ(u∗(t))dt,

onde t0 = inf{t; u∗(t) ≤ s0}, pois pelo Teorema do Valor Médio podemos supor, sem

perda de generalidade, que existe m ∈ [t0, |Ω|] tal que

∫ |Ω|
t0

(u∗(t))
N
N−2φ(u∗(t))dt ≤ (u∗(m))

N
N−2φ(u∗(m))|Ω|,

com u∗(m) = s0. Agora, observe que no intervalo [0, t0] tem-se u∗(t) > s0, onde o mapa

t 7→ t
N
N−2φ(t) é crescente. Dessa forma, como

u∗(t) ≤ 1

At
N
N−2

, ∀ t ∈ [0, |Ω|]

devido a definição da quase norma de Lorentz, sucede-se que

∫
Ω

|u|
N
N−2φ(|u|)dx ≤ C0|Ω|+

∫ t0

0

(
1

Bt
N
N−2

) N
N−2

φ

(
1

Bt
N
N−2

)
dt

= C0|Ω|+
(

1

B

) N
N−2

∫ t0

0

t
− N2

(N−2)2 φ

(
1

Bt
N
N−2

)
dt,

onde B =
1

ω
2/N
N−1(N − 2)N

N−2
N

. Agora, tomando s = 1/Bt
N
N−2 , temos

ds = − BN

N − 2
t

2(1−N)
N−2 dt.

Dáı, segue-se que∫ t0

0

t
− N2

(N−2)2 φ

(
1

Bt
N
N−2

)
dt =

N − 2

BN

∫ +∞

L

1

s
φ(s)ds,

onde L = 1/Bt
N
N−2

0 . Uma vez que φ(s) : R+ −→ R+ é uma função cont́ınua tal que

t
N
N−2φ(t) ↑ +∞, conclúımos que ∫ +∞

L

1

s
φ(s)ds ≤ K,
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para algum K ∈ R. Portanto, conclúımos que

sup
u∈W2,1

∆
(Ω)

||∆u||1=1

∫
Ω

|u|
N
N−2φ(|u|)dx ≤ C|Ω|.
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Apêndice A

Noções de Medida e Integração

Os espaços de Lebesgue é um conjunto de classes de funções que são muito impor-

tantes para a resolução de problemas mais gerais no contexto da Análise. Um exemplo

que enaltece este fato é que através dos espaços de medida podemos obter subespaços

vetoriais, com certas propriedades, para obtermos soluções fracas de equações diferen-

ciais.

A.1 Funções Mensuráveis

Definição A.1.1. Uma σ-álgebra no conjunto Ω é uma famı́lia Σ de subconjuntos de

Ω que satisfaz:

(a) ∅,Ω ∈ Σ;

(b) Se A ∈ Σ, então Ω \ A ∈ Σ;

(c) Se An ∈ Σ, para todo n ∈ N, então
⋃
n∈N

An ∈ Σ.

Em particular, denotaremos (Ω,Σ) de espaço mensurável, onde cada elemento de Σ é

um conjunto mensurável.

Definição A.1.2. Seja C uma coleção de subconjuntos de Ω. A interseção de todas as

σ-álgebras que contêm C também é uma σ-álgebra e é chamada σ-álgebra gerada por

C. Simbolicamente, representamos por Σ(C).

Observação: Ainda nas condições da definição anterior, Σ(C) é a menor σ-álgebra em

Ω que contém C.

Exemplo A.1.3. Seja (X, τ) um espaço topológico. A σ-álgebra no conjunto X gerada

por τ é denotada por Σ(τ) = B(X) e chamada como σ-álgebra de Borel.
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A reta estendida é o conjunto

R = R ∪ {−∞,+∞} = [−∞,+∞]

que possui uma topologia induzida pela topologia usual de R, onde seus respectivos

abertos admitem uma (ou até mais de uma) das seguintes formas:

(a) A ⊂ R é aberto em R;

(b) A = [−∞, a), com a ∈ R;

(c) A = (a,+∞], com a ∈ R;

(d) A é uma união de conjuntos como os de (a), (b) ou (c).

Observação: Iremos considerar a reta estendida R como sendo um espaço mensurável

com a σ-álgebra de Borel relativa a topologia citada anteriormente.

Definição A.1.4. Seja (Ω,Σ) um espaço mensurável. Dizemos que uma função f :

Ω −→ R é mensurável se f−1(A) ∈ Σ para cada A ∈ B(R). Além disso, definimos o

conjunto

M(Ω,Σ) = {f : Ω −→ R; f é mensurável}.

Exemplo A.1.5. Seja (Ω,Σ) um espaço mensurável. A função XA : Ω −→ R definida

por

XA =

{
1, se x ∈ A
0, se x 6∈ A

é mensurável. Em particular, chamamos XA como sendo a função caracteŕıstica de A.

Lema A.1.6. Se f ∈ M(Ω,Σ) é não negativa, então existe uma sequência (fn) em

M(Ω,Σ) tais que

(a) 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x), para todo x ∈ Ω e todo n ∈ N;

(b) f(x) = lim fn(x), para todo x ∈ Ω;

(c) fn é uma função que admite um número finito de valores, para cada n ∈ N.

Demonstração. Ver Lema 2.11, página 13 em [3].

A.2 Medidas

Nesta seção, estudaremos funções definidas numa σ-álgebra que assumem valores

reais estendidos. Estas aplicações são sugeridas intuitivamente pelos prinćıpios de

comprimento, área e volume.
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Definição A.2.1. Uma medida no espaço mensurável (Ω,Σ) é uma função µ : Σ −→
[0,∞] que satisfaz:

(a) µ(∅) = 0;

(b) Se (An)n∈N é uma sequência de conjuntos em Σ, disjuntos 2-a-2, então

µ

(⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An).

Em particular, dizemos que µ é uma medida não atômica quando para cada A ∈ Σ tal

que µ(A) > 0, existe um conjunto mensurável B ⊂ A que satisfaz

0 < µ(B) < µ(A).

O terno (Ω,Σ, µ) será comumente denotado para descrever um espaço de medida.

Vejamos a seguir algumas propriedades gerais:

Proposição A.2.2. Seja o espaço de medida (Ω,Σ, µ). Então:

(a) Se A,B ∈ Σ e A ⊂ B, então µ(A) ≤ µ(B).

(b) Se A,B ∈ Σ, A ⊂ B e µ(A) <∞, então µ(B − A) = µ(B)− µ(A).

Demonstração. Ver Lema 3.3, página 21 em [3].

Definição A.2.3. Sejam (An)n∈N e (Bn)n∈N sequências de conjuntos que satisfazem

A =
⋃
n∈N

An e B =
⋂
n∈N

Bn,

com An ⊆ An+1 e Bn ⊇ Bn+1, para todo n ∈ N. Dizemos que (An)n∈N cresce para A e

(Bn)n∈N decresce para B. Em śımbolos, representamos por An ↑ A e Bn ↓ B.

Proposição A.2.4. Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida. Valem as seguintes proprie-

dades:

(a) Se (An)n∈N é uma sequência de conjuntos em Σ tal que An ↑ A, então µ(A) =

lim
n
µ(An).

(b) Se (Bn)n∈N é uma sequência de conjuntos em Σ tal que Bn ↓ B e µ(B) < ∞,

então µ(B) = lim
n
µ(Bn).

Demonstração. Ver Lema 3.4, página em [3].

Definição A.2.5. Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida. Uma propriedade vale q.t.p.

em Ω (ou seja, quase toda parte em Ω) se existe um subconjunto A ⊂ Ω que satisfaz

µ(A) = 0 tal que a propriedade vale para todo x ∈ Ω \ A.
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A.3 Integral de Lebesgue

Inicialmente, considere o espaço de medida (Ω,Σ, µ) e o conjunto

M+(Ω,Σ) = {f ∈M(Ω,Σ); f é não negativa}.

Sendo ϕ ∈M+(Ω,Σ) uma função simples, i.e., que admite um número finito de valores,

temos que sua representação canônica é da forma

ϕ =
m∑
j=1

ajXAj .

Além disso, definiremos sua integral em relação a µ como sendo∫
Ω

ϕdµ =
m∑
j=1

ajµ(Aj).

Definição A.3.1. Sejam (Ω,Σ, µ) um espaço de medida e f ∈ M+(Ω,Σ) qualquer.

Indicaremos∫
Ω

fdµ = sup

{∫
Ω

ϕdµ; ϕ ∈M+(Ω,Σ) é simples e 0 ≤ ϕ ≤ f

}
como sendo a integral de Lebesgue de f com respeito à µ. Em particular, denota-se∫

A

fdµ =

∫
Ω

fXAdµ,

para todo f ∈M+(Ω,Σ) e todo A ∈ Σ.

Proposição A.3.2. Sejam f, g ∈ M+(Ω,Σ) e A,B ∈ Σ. Valem as seguintes proprie-

dades:

(a) Se f ≤ g, então

∫
Ω

fdµ ≤
∫

Ω

gdµ;

(b) Se A ⊂ B, então

∫
A

fdµ ≤
∫
B

fdµ;

(c) f = 0 q.t.p. em Ω se, e só se,

∫
Ω

fdµ = 0.

Demonstração. Ver Lema 4.5 e Corolário 4.10 em [3].

Teorema A.3.3. (Convergência Monótona) Seja (fn) uma sequência de funções em

M+(Ω,Σ) tal que

0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x), ∀ n ∈ N e ∀ x ∈ Ω.
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Se fn(x) −→ f(x) para cada x ∈ Ω, então f ∈M+(Ω,Σ) e∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Demonstração. Ver Teorema 4.6, página 31 em [3].

Teorema A.3.4. (Desigualdade de Jensen) Seja (Ω, µ,Σ) um espaço de medida. Se a

função g : (a, b) −→ R é convexa e f : Ω −→ R é mensurável, com f(x) ∈ (a, b), para

todo x ∈ Ω, então

g

(
1

b− a

∫ b

a

fdµ

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

(g ◦ f)dµ.

Demonstração. Ver Teorema 2, página 621 em [9].

A.4 Espaços de Lebesgue

Seja (Ω,Σ, µ) um espaço de medida e considere a seguinte relação de equivalência

f = g q.t.p. ⇔ f ∼ g,

para toda função f e g bem definida neste espaço. Tendo em vista as operações

[f ] + [g] = [f + g] e λ[f ] = [λf ],

onde [f ] = {g : Ω −→ R; f = g q.t.p. em Ω}, além de considerar o conjunto

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R; f é mensurável e

(∫
Ω

|f |pdµ
)1/p

<∞

}
,

para 1 ≤ p <∞, sucede-se que o espaço

Lp(Ω) = Lp(Ω)/ ∼ = {[f ]; f ∈ Lp(Ω)}.

é vetorial. Analogamente, tomando o conjunto

L∞(Ω) = {g : Ω −→ R; g é mensurável e limitada q.t.p}

teremos o espaço vetorial quociente

L∞(Ω) = L∞(Ω)/ ∼ = {[g]; g ∈ L∞(Ω)}.
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A. Noções de Medida e Integração

Proposição A.4.1. Os espaços (Lp, || · ||p) e (L∞, || · ||∞), onde

||[f ]||p =

(∫
Ω

|f |pdµ
)1/p

e ||[g]||∞ = inf{c ∈ R; |g(x)| < c q.t.p. em Ω}

para todo [f ] ∈ Lp e todo [g] ∈ L∞, são normados.

Demonstração. Ver Teoremas 6.7 e 6.16 em [3].

Para facilitar a notação é comum denotar os elementos de Lp, com p ∈ [1,∞],

apenas como f ao invés de escrever a classe de equivalência [f ]. No entanto, é bom

lembrar que estes espaços constitui de elementos que são classes de funções.

Agora, iremos enunciar uma desigualdade proposta por Hölder:

Teorema A.4.2. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq, onde p > 1. Se

1/p+ 1/q = 1, então fg ∈ L1 e

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q.

Demonstração. Ver Teorema 6.9, página 56 em [3].

Lema A.4.3. Seja p′ o expoente conjugado de p. Então, uma função mensurável

u ∈ Lp(Ω) se, e somente se,

sup

{∫
Ω

|u(x)v(x)|dx; ||v||p′ ≤ 1

}
.

Em particular, este supremo é igual a ||u||p.

Demonstração. Ver Lema 2.7, página 25 em [2].
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Aplicações, Dissertação, Universidade Federal da Paráıba, 2019.
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