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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos os espacos de Orlicz, de Zygmund e de Lorentz com
o intuito de mostrar que certos espacos de Sobolev reduzidos podem ser imersos, de
maneira 6tima, nestes espacos. O trabalho passa por uma revisao das imersoes classicas
dos espagos de Sobolev tradicionais em espagos de Orlicz exponenciais (imersoes de-
vido & famosa desigualdade de Trudinger-Moser) e finaliza com generalizagoes destas

imersdes para espacos de Sobolev reduzidos com dados em L'.

Palavras-chave: Imersoes de Sobolev, Espacos de Sobolev reduzidos.



Abstract

In this work, we will present the spaces of Orlicz, Zygmund and Lorentz in order to
show that certain reduced Sobolev spaces can be optimally immersed in these spaces.
The work reviews the classical embeddings of traditional Sobolev spaces in exponential
Orlicz spaces (embeddings due to the famous Trudinger-Moser inequality) and ends

with generalizations of these embeddings to reduced Sobolev spaces with L' data.

Keywords: Embeddings for Sobolev Spaces, Reduced Sobolev Spaces.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e QO C RY denota um conjunto aberto e limitado (dominio);

e C denota um cone;

e C, denota um cone finito com vértice x;

¢ Cor={yeCy llz—yll <7}

e |- | ou m denotam a medida de Lebesgue;

e —> denota uma imersao continua;

o (W™P(Q), || ||lmyp) denota o espaco normado de Sobolev de ordem m;

o[}

loc

(Q) = {f : Q — R mensurével; |f| € L'(K), V K C © compacto};

o (Lo(Q),]] - ||o) denota o espago normado de Orlicz;

e wy denota o volume da esfera de raio unitério em R”;

® /15 ¢ conhecida como distribuicao da funcao ¢;

e ¢" representa o rearranjo da funcao ¢;

e 9" denota a funcao maximal de ¢*;

® (Lexp(2), ]| - l2) € (LlogL(£2), || - ||Liogr) 80 0s espagos normados de Zygmund;

® (Lexp(2),]] - || 2ex,) T€Presenta o espaco quase normado de Zygmund;



o (LP1(Q),|| - ||zra) indica o espago normado de Lorentz;

o (LP1(Q),]| - ||p.q) representa o espago quase normado de Lorentz;

o WXP(Q) denota o completamento do subespaco de C*(Q) N C°(Q);
) i’}md(BR) = {u € W2'(Bg); u é radialmente simétrica};

® 4., denota o delta de Dirac;

o (LP.|| - ||,) indica o espago normado de Lebesgue, com 1 < p < co.

X1



Introducao

Sejam € RY, com N > 2, um dominio limitado e p > 1. As imersoes continuas

(a) W2P(Q) — LNP/N=2(Q) onde 1 < p < N/2;

p
p—1

(b) W?P(Q) < Ly(Q),onde p=N/2,p>1le ®(t) =e"" —1;

(c) W*P(Q) — L®(Q),onde N =2ep=1,

onde W™P(2) denota o espago de Sobolev de fung¢oes m-diferenciaveis no sentido fraco,
com derivadas até ordem m em LP(f2), sdo de fundamental importancia, pois estao
extremamente relacionadas com o problema de regularidade de solugoes das EDP’s de
segunda ordem.

Nesta perspectiva, ao estudar o problema de Dirichlet

—Au = f, em Q)
u = 0, em 0,

com f € L'(Q), é importante conhecer o trabalho “Some estimates for solutions of
elliptic second-order equations” (ver [12]) do matemédtico V. G. Maz'ya em 1961, que

para N > 3, sob as condigoes acima, mostrou que

o | <00 se1<a < N/(N =2)
|Asu1|l|l1)—1/Q|U(x)‘ d { = 00, Se(]:N/(N—Q)’ (1)

onde || - ||; indica a norma do espaco L'(€2).
Outro resultado, nao menos importante, publicado no artigo “Uniform estimates
and blow-up behavior for solutions of —Au = V' (z)e" in two dimensions” (ver [6]) pelos

pesquisadores H. Brezis e F. Merle em 1991, provaram que para N = 2 vale

< oo, seff<4
sup / Pl@l g { b <dm (2)
Q

[|Aull;=1 =00, se [ =d4m,

para toda u solucao do problema de Dirichlet, com p = 1.



Nestas condigoes, os pesquisadores D. Cassani, B. Ruf e C. Tarsi em 2010, no
trabalho “Best constants in a borderline case of second-order Moser type inequalities”
(ver [8]), adicionaram novas condigdes sobre as hipdteses dos resultados anteriores para
obter estimativas similares a (1) e (2), onde ¢ = N/(N —2) e § = 47, respectivamente,
de tal modo que o supremo seja finito. Este trabalho de dissertagao tem como principal
foco o estudo das imersoes exploradas neste artigo.

Dessa forma, o primeiro capitulo dessa producao tem como objetivo passear pela

histéria e provar a imersao classica

W2P(Q) — Lg(Q),
onde p=N/2,p>1, O(t) = etp% —1e Le(R2) é o espago de Orlicz, além de trazer a
definicao formal e os principais resultados que envolvem estes espacos.

No segundo capitulo, trabalharemos alguns espagos de fungoes que serao essenciais
para o desenvolvimento da teoria. Iniciaremos falando sobre as distribuicoes, rear-
ranjos e funcoes Maximais. Nas secoes seguintes, definiremos a teoria abstrata dos
espacos invariantes por rearranjos e dos espacos de Zygmund e Lorentz, enfatizando
suas principais caracterizagoes e propriedades.

Depois disso, no terceiro e iltimo capitulo, definiremos o espaco reduzido de Sobolev
WX’I(Q) e mostraremos que ele estda imerso continuamente nos espacos de Zygmund
Lexy(§2) € de Lorentz L%’C’O(Q), quando N =2 e N > 2, respectivamente. Além disso,

pelas constantes étimas de imersao encontradas, verifica-se que

(a) Sendo 2 C R* um domfnio limitado e ¢ : R — RT uma funcio continua tal

que e*™¢(t) T +o0, entdo existe uma constante C' = C(¢) > 0 tal que

sup / g (|uf)dx < C1Q
Q

uew ! (9)
[[Aull1=1

se, e somente se, ¢(t) é integravel quando ¢ se aproxima do infinito.

(b) Sendo 2 € RY um dominio limitado, com N > 3 e ¢ : R" — R* uma funcio
continua tal que /W2 p(t) + +o0, entdo existe uma constante C' = C(¢) > 0

tal que
sup / ] VN2 () < O

uew (@)
[|Auf|1=1
se, e somente se, ¢(t)/t é integravel quando ¢ se aproxima do infinito.

Por fim, faremos um apéndice que apresentara algumas defini¢oes e resultados

classicos ao que se diz respeito a Teoria da Medida.



Capitulo 1

Imersao de Espacos de Sobolev em

Espacos de Orlicz

Neste capitulo, iremos abordar alguns conceitos basicos de Andlise Funcional para
fixar a ideia do que exibiremos mais a frente. Logo depois, estudaremos os espagos
de Sobolev e Orlicz, trazendo alguns resultados interessantes que serao de extrema
importancia para mostrar uma imersao entre tais espagos sobre a N-funcao ®(t) =

pl
2
et — 1.

1.1 Nocoes de Analise Funcional

Defini¢ao 1.1.1. Seja X um espaco vetorial sobre R. Uma fungao ||-|| : X — R que

satisfaz as propriedades
(a) ||z|| > 0, para todo z € X;
(b) ||z|| = 0 se, e s6 se, x = 0;
(c) ||Az|] = |Al||z||, para todo A € R e todo z € X;
(d) [lz +yll < [lz][ + [lyll, para quaisquer z,y € X,

é chamada norma de X e, em particular, (X, ||-]||) é um espago normado. Além disso,
se X satisfaz apenas as condigoes (a), (b) e (c), dizemos que (X, || -||) é um espago

quase normado.

Nosso interesse ¢é estudar espacos de fungoes mensuraveis onde as normas em geral
sao integrais que envolvem estas funcoes. Estes espagos possuem estruturas algébricas
que cumprem comportamentos similares aos que ja conhecemos em ambientes classicos.

Tendo isso em vista, definiremos



1. Imersao de Espacos de Sobolev em Espagos de Orlicz

Definigao 1.1.2. Uma funcao 7' : X — Y entre espacos vetoriais normados é dita

operador linear continuo se para todo z,y € X e A € R temos
T(x+ \y) =T(x)+ \T(y),
e para todo z € X e e > 0, existe § > 0 tal que sempre que = € X e ||z — z|| < J temos
1T (z) =T (2)]| <e.

Nestas condigoes, tendo tais definicoes em vista, podemos enunciar um resultado

que relaciona os principios de limitacao e continuidade.

Teorema 1.1.3. Sejam (X, ||||x) e (Y, ||-||v) espago vetoriais normadose T : X — Y

um operador linear. E equivalente afirmar que:
(a) T é continuo;
(b) Existe M > 0 tal que ||Tz|ly < M]||z||x, para todo z € X.

Demonstra¢ao. Vejamos,
(a) = (b) Suponha que T' é um operador continuo em um ponto z € X. Em simbolos,

para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que sempre que x € X e ||z — z||x < J temos
IT(x) = T()lly <e.

Agora, escrevendo

para todo y € X \ {0}, encontramos
7))~ Ty = | o7 <
) —TGE)|ly =||=—T(y :
! 2|yl x
pois ||z, — z|| < d. Logo, para todo y € X, temos

2e
T (y)|ly < g\lny = Mly||x,

onde M = 2¢/6.

(b) = (a) Reciprocamente, se existe M > 0 tal que satisfaz o item (b), entao

T (x) = T()lly = [T(x = y)lly < Mllx—yllx,



1. Imersao de Espacos de Sobolev em Espagos de Orlicz

para todo z,y € X. Logo, para todo y € X e ¢ > 0, existe 6 = ¢/M > 0 tal que

sempre que x € X e ||z —y|| < I tem-se

€

| T(x) —TW)|ly <Mz —yllx <M-5§=M- = -,

o que mostra que 1" é continuo. O

Agora, iremos definir um conceito que é de fundamental importancia para o que

sera desenvolvido daqui por diante.

Definicao 1.1.4. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Dizemos que X esta

imerso continuamente em Y quando
(a) X é subespago vetorial de Y

(b) O operador identidade I : X — Y dado por I(x) = z, para todo z € X, é

continuo.
Em simbolos, representaremos esta imersao por X < Y.

E bom ressaltar que o Teorema 1.1.3 permite escrever o segundo item da definigao

de imersao continua através da desigualdade
lzlly = [[Tz[ly < Ml[z]|x,

para todo z € X e algum M > 0.

1.2 Espacos de Sobolev

Inicialmente, considere C5°(€2) o espago das fungoes ¢ € C*°(£2) tal que seu suporte

supp(¢) = {zx € Q; o(x) # 0}

seja compacto, onde  C RY é aberto e limitado. Um conceito muito importante para
entender os espacos de Sobolev é saber o que é uma derivada fraca. Como motivagao
para introdugdo dessa definicdo, sejam u € C*(Q) e ¢ € C5°(Q). Usando integracio

por partes, temos

%da::—/¢%dx, vje{l,2,. .. N}
Q 8.1’]'

U
Q 8@-

Isto nos leva a definir:
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Definigao 1.2.1. Seja L},.(Q) o espaco das fungdes reais de dominio Q ¢ R” local-
mente integraveis. Se u,v € L,,(Q), entdo dizemos que v é derivada parcial fraca de u

na diregao z;, com j € {1,2,..., N}, no caso de

ou

para cada ¢ € C5°(Q2). Simbolicamente, costumamos representar por v = Et pois se
L
u € L, (Q) eue CY(Q), entdo a derivada usual du/dx; coincide com v.

Agora, considere a seguinte notagao

dlely,
(5] a9 an ?
0x]" 0x3? - - - 0y

N
a=(ag,...,ay), |a|:Zai e D% =
i=1

onde «; é inteiro e nao negativo, para cadai € {1,..., N}. De maneira geral, é comum

generalizar a definicao acima da seguinte maneira:

Definigao 1.2.2. Se u,v € L;,(Q2), entdao dizemos que v é a a-ésima derivada parcial

/Q uD®¢pdx = (—1)1 /Q vodr,

para cada ¢ € C5°(Q2). Simbolicamente, costumamos representar por v = D%u.

fraca de u se

Definigao 1.2.3. O espago de Sobolev W™?(Q), com 1 < m < oo, é definido por
WmP(Q) ={u e LP(Q); I D € LP(Q), V |a| < m}.

A norma usual do espago de Sobolev W™P(2) é dada por

1/p

O IDullp] . sel<p<oo

HuHm,p = ‘a|§m
max || D], sep= o0
laj<m

para cada u € W™P(Q).

Definicao 1.2.4. O conjunto W;""(€Q) é denotado como sendo o fecho de C5°(Q2) no
espaco W™P(Q), isto ¢, WI"P(Q) = WII-IIm,p.

Uma outra descricao deste espaco se da através do seguinte conjunto
WP ={u e W™P(Q); D =0em 09, V |a] <m — 1},

6
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como pode ser visto em [7]. Agora, mostraremos que o espago de Sobolev é completo

com a norma || - ||m,p:
Teorema 1.2.5. O espago normado (W™P(Q),|| - ||m,) ¢ de Banach.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em W™P(Q) C LP(Q). E nitido
que (D%uy,) é uma sequéncia de Cauchy em LP(f2), para cada |a| < m. Uma vez que

LP(2) é completo, existe u, € LP(2) tal que
|| D%y, — uallp, — 0,
para cada || < m. Em particular, para o’ = (0,0,...,0), temos
||un - u||p — 0,

onde uy = u. Agora, fixando ¢ € C5°(Q2) arbitrario, temos

uD%@pdr = lim *@)dr = lim (—1)°! = (—1)k T.
[ uprode = tim [ w,(D70)iz = lim (<071 [ (D*u)ods = (<17 [ u,oa

n—oo 0] n—oo

Logo, temos D% = wu, e, consequentemente, sucede-se que u € W™P(Q). Nestas

condigoes, analisaremos dois casos:

1° caso: Se 1 < p < oo, entao

1/p
B [ =y = i (371D~ w)l
|a|<m
1/p
S DO LA
la|<m
= (),
garantindo-nos que W"P(Q2) é completo.
2° caso: Se p = 0o, entao
lim ||Ju, — u||myp = Im max ||[D*(u, — u)||ee = lim max || D%, — ua||sc = 0.
n— 00 n—00 |a|<m n—00 |a|<m
que também nos garante que W™(Q) é completo. ]
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Os proximos teoremas serao apresentados sem demonstracao, mas encontramos suas

provas em [2]:

Teorema 1.2.6. Se Q C RY é um dominio limitado, m € Ne 1 < p < oo, entdo

Cee(Q) = WMP(Q).
Demonstracao. Ver Teorema 3.22, pagina 68. O

Teorema 1.2.7. Seja Q € RY um dominio limitado. Se mp = N e 1 < ¢ < 00, entdo
WIHmP(Q) — WH(Q) e W™P(Q) — LI(Q).

Demonstracao. Ver Teorema 4.12, pagina 85. O]

1.3 Espacos de Orlicz

Para definirmos os espagos de Orlicz, iremos utilizar uma classe de fungoes es-

pecificas que admitem certas propriedades.

Definigao 1.3.1. Seja a : [0,00) — R uma funcdo nao decrescente que satisfaz:

(b) Se t > 0, entdo a(t) > 0;
(c) tlim a(t) = oo;

(d) Set >0, entao lim a(s) = a(t).

s—tt

Dizemos que  : [0,00) — R definida por

¢ uma N-funcao.
Agora, vejamos alguns exemplos que serao importantes adiante:

Exemplo 1.3.2. A aplicacao ® : R — R, definida por
d(t) =" — 1,
com 1 < p < oo, é uma N-fungao. De fato, seja a fungao

a: [0,00) — R
t —  ptP e

8
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Uma vez que a func¢do a é ndo decrescente e satisfaz as condigoes (a)-(d) da Defini¢ao

1.3.1, temos
t t
O(t) = / a(s)ds = / psPleds = e’ — 1
0 0
uma N-funcao.

Exemplo 1.3.3. Seja a : [0,00) — R uma fun¢do ndo decrescente que satisfaz as

condigoes (a)-(d) da Definigao 1.3.1. Note que, a aplicagao @ : [0,00) — R dada por

a(s) = sup t
a(t)<s

¢ nao decrescente. De fato, tomando s e t reais em [0,00) tal que s > ¢, temos

a(s) > a(t) ja que vale a inclusao
{l €10,00); a(l) < s} C{l€[0,00); a(l) <t}

Além disso, @ também satisfaz as propriedades (a)-(d) da Defini¢ao 1.3.1:
(a) @a(0) =0, pois a é ndo decrescente, a(0) =0 ¢ a(t) > 0 para t > 0.
(b) Se s > 0, entao a(s) > 0, pois a é uma fungao continua a direita.

(c¢) Note que

lim a(s) = lim sup r = oo,
§—00 §—00 a(T)SS

pois a é nao decrescente, continua a direita e lim a(t) = oc.
t—00

(d) Se s >0, entao

lim a(s) = li = =a(t
Sy ) =l = s =0

pois a é nao decrescente e continua a direita.

Proposicao 1.3.4. Seja ¢ : [0,00) — R uma N-fun¢do. Valem as seguintes proprie-
dades:

(a) ® é continua, convexa e estritamente crescente;
(b) lim ®(¢t)/t =0e lim ®(t)/t = oo;
t—0t t—o0

(c) Se s >t>0,entao ®(s)/s > O(t)/t.

Demonstragao. Ver prova na pagina 262 em [2]. ]
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Definigao 1.3.5. Seja @ : [0,00) — R uma N-funcao dada por

onde a satisfaz as condigoes (a)-(d) da Definigao 1.3.1. Tomando a(s) = sup t, deno-
a(t)<s

tamos a funcao N-funcao complementar em relacao a ® por

U(s) = /0 (o) do.

Em particular, quando isto ocorrer, dizemos que ® e ¥ sao N-fungoes complementares

e, geometricamente, podemos representar como

Figura 1.1: N-funcoes complementares

Exemplo 1.3.6. Seja a fungdo a : [0,00) — R definida por a(t) = t*. Uma vez que

essa fungao satisfaz as condigoes (a)-(d) da Defini¢ao 1.3.1, temos

t t3
O(t) = / dr = —
0 3

uma N-funcado. Nestas condigdes, perceba que se tomarmos a(s) = sup t, temos
a(t)<s

at)<s = t<+y/s = supt<+/s,
a(t)<s

10



1. Imersao de Espacos de Sobolev em Espagos de Orlicz

pois o supremo é a menor das cotas superiores. No entanto, tomando t = /s, temos

t? = s, 0 que nos garante que a(s) = \/s. Portanto, a funcao

283/2

\I/(s):/os\/Eda:

é N-funcao complementar de ®.

Definicdo 1.3.7. Sejam € um dominio em RY e ® uma N-funcdo. O conjunto

Lo(2) = {u :  — R mensuravel; / O(Ju(x)|)de < oo}
Q

¢ denominado classe de Orlicz da funcao ®.

Definicao 1.3.8. Uma N-funcao ® satisfaz a condicao Aj se existe uma constante
k > 0 tal que
O(2t) < kd(1),

para cada t > 0.

A definicdo acima nos proporciona uma condicao interessante dada no préximo

teoremas:

Teorema 1.3.9. A classe de Orlicz L4(£2) é um espago vetorial se, e sé se, a N-funcéo

® satisfaz a condicao A,.
Demonstracao. Ver Lema 8.8, pagina 267 em [2]. O
Nestas condigoes, iremos generalizar os espagos LP(€2):

Definicao 1.3.10. Sejam ® e U N-fungoes complementares. O espaco de Orlicz com

respeito a ® é denotado por
L)(Q2) = {u : 2 — R mensurével; / u(z)v(z)dr < oo, Y v e E\p(Q)} :
Q
Agora, seja || - ||@) : L) (2) — R dada por

o =suo{| [ wtoporis|: [ wotepas <1},

para cada u € L)(£2). Denominaremos tal funcao como norma de Lg)(£2). Além

disso, é provado em [2] um resultado de caracterizagao dos espagos de Orlicz:

11
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Proposigao 1.3.11. Seja o conjunto

Le(Q2) = {u : @ — R mensuravel; 3 A > 0 com /<I> (]u(m)|> dx < oo}.
Q

Entao, vale a igualdade
Lo () = L(2)(2) = (La(€2)),

onde (L4(£2)) indica o espago vetorial gerado por Lg(2).
O Teorema 1.3.9 e a Proposicao 1.3.11 nos levam ao seguinte resultado

Corolario 1.3.12. O espago de Orlicz Lg(2) é igual a classe de Orlicz Lg(€2) se, e

somente se, ® € A,.

E importante ressaltar que a norma no espago Lg(€2) serd dada por

ol =t 30 [ & () e 1)

para todo u € Lg(2) (veja mais detalhes em [15]). Além disso, vale enfatizar que

Proposigao 1.3.13. As normas || - [|(a) € || - ||¢ sdo equivalentes. Em particular,
[lulle < [lull@) < 2[lulle-

Demonstragao. Ver Lema 2.5, pagina 33 em [15]. ]

Portanto, ao decorrer do nossos estudos, iremos trabalhar com o Espaco de Orlicz

com a norma de Luxemburgo || - ||¢.

1.4 O Caso Limite de um Teorema de Imersao de

Sobolev

Nesta se¢ao, iremos enunciar e provar dois lemas técnicos que sao essenciais para a
demonstracao de uma imersao continua entre certos espacos de Sobolev e Orlicz sob a
P
~ —1 . ’. . .
N-fungao ®(t) = €' —1. A principio, sabemos que muitas propriedades para espagos
mais gerais dependem das condigoes analiticas ou geométricas do dominio que estao

definidos. Vejamos algumas dessas condicoes.

Definigao 1.4.1. Seja v um vetor nao nulo de RY. Para cada z # 0, considere /(z,v)

o angulo entre os vetores z e v. Para quaisquer p > 0e 0 < k < 7, 0 conjunto

C={zcRY; 2=00ul<|z|]|<p, Llz,v)<r/2}

12
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é chamado cone finito de altura p, direcao v e angulo k, com vértice na origem. Em
particular, o conjunto

Co=x+C={x+y; yeC}
é um cone finito com vértice em .
Levando em consideracao a defini¢ao anterior,

Definicao 1.4.2. Dizemos que um dominio Q C R” satisfaz a propriedade do cone se
existe um cone finito C tal que cada x € 2 é o vértice de um cone finito C, contido em

Q2 e congruente a C.

Agora, provaremos dois lemas essenciais para a demonstracao do Teorema de Tru-
dinger. O primeiro deles nos contemplarda com uma estimativa local de uma fungao
continua em um dominio sob as condigoes do cone, enquanto o segundo garante uma

desigualdade importante envolvendo a integral de uma certa funcao.

Lema 1.4.3. Seja © € RY um dominio que satisfaz a condicdo de um cone C, com
dimensoes p e k. Entdo, existe uma constante KX = K(m, N) tal que para cada u €
C*(Q), z € Qere(0,p], tem-se

@] <K | 3 rlelN / Douy)ldy + Y / D*u(y)||z — y|™Vdy | |

laj<m—1 laj=m

onde C,, = {y € Cy; ||z —y|| <r} e Cy C Qéum cone congruente a C, com vértice

em .

Demonstracao. Primeiramente, usando a Férmula de Taylor, com resto integral, temos

Z OO0+ =5 [a=om

onde f(t) =u(tx + (1 —t)y), com z € Q e y € C,,. Tendo em vista que

F90) = Y LDmutee + (- 09) e ),

laf=j

comal=aq!..canle(x—y)* = (r1 —y)™ ... - (xy — yn)*V, temos

@l < 3 il X Sle—yl” [ -0 D ultr+ (10t

la|<m—1 " la|=m

13
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Dessa forma, integrando sobre C, .., temos

plo
[ el < X T [ Dty

Ca,r || <m—1

1
m " I
+ > g/c |z =y /D (1 — )™ | Du(tz + (1 — t)y)|dtdy.

laj=m

Tomando z =tz + (1 —t)(y — x), com 0 <t < 1, segue-se
z—r=tr+(1-ty—z=01-t)(—2)+ (1 —-t)y=(1—-1t)(y — x).

Além disso, usando a matriz jacobiana, temos dz = (1 — t)Ndy. Dali, pelo Teorema da

Mudanca de Variaveis
1
/ 7 — yym/ (1= ™| Dotz + (1 — £)y)|dtdy
Ca,r 0
1
_ / / (1= )™z — y|™ [ Du(tz + (1 — £)y)|dydt
0 z,r
1 _ m @
0 Czy(lft)r (]‘ - t)m (1 - t)

1
= / / (1 —t)™N" 2 — 2|™|Du(2)|dzdt
0 Cz,(l—t)r

1—|z—z|/r
_ / / (1= )51z — ™| D*u(2)|dtd=. (1.1)
Cor JO

Agora, note que

1—|z—z|/r __..N N N
/ () Ngp o = ol (12)
0 N|z —z|N N|z —z|N

Sendo assim, por (1.1) e (1.2), temos

1 N

| e [ oDt -ty < T [ = el DruCe)
x,r 0 cz,'r

Dessa forma, supondo que C tem volume cp”, entdo o volume de Cor € er™. Logo,

para t = 0, segue

Tlal « « mrN a m—
@< Y T [ Dt 55 [ Do lle—y

lo|<m—1 la|=m

14



1. Imersao de Espacos de Sobolev em Espagos de Orlicz

Portanto, concluimos que

@) <K 3 pely / Dou(y)ldy + 3 / D*uly)||e — y"Ndy |,

jal<m—1 Ca, la|=m

1
comK:maX{— l} O

ale” aleN

Lema 1.4.4. Sejam z € RY ¢ Q ¢ RY um subconjunto tal que || < co. Se 0 <t < N,

entao

/ |z — 2| 'dx <% \Q|1 YN,
onde K é uma constante que depende apenas de N e t.

Demonstragao. Inicialmente, considere Br(z) uma bola aberta de centro z e raio R tal

que |Q2] = |Bgr(z)|. Note que,

/ |z — 2| "dx = / ]:U—z\tdx+/ |z — 2| 'dx
Q QﬂBR(z) Qﬂ(Rn\BR(Z))
< / |z — 2| 'dx + / R~ 'dx
QNBRr(z) QN(R™\Br(z))

— / |z — 2| tdx + / R tdz
QNBg(2) Br(z)NR™\Q)

< / |z — 2| "dx.
r(2)

€T — ,
. E decorrente dos Teoremas das Cascas

Dessa forma, sejam 0 < r < Re k =
,

Esféricas e da Mudancga de Variaveis que

R 1
/ |z — 2| 'dr = / / —tdSsz
By(z) dB( |$ -
= rNdSyd
[ e ™05
= / N1 t/ tdSkdr
0 0B1(0 |k:|

R
= / NwNTN_l_tdr
0

}%JV' t
N —t

= j\fcd]v
Portanto, como vale
t/N’B ( )‘1—t/N _ w%N(RNwN)l_t/N _ wNRN_t,

15
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j& que |Bg(z )| = R"wy, onde wy é o volume da esfera unitaria em RY, concluimos

para K = N wN que

/|x—z\ tda:<

L‘Q‘lft/N_

B 1-t/N _
N Bao)- =

]

Agora, iremos enunciar e provar o Teorema de Trudinger que garante uma imersao
entre os espagos de Sobolev e Orlicz, onde p = N/2 > 1 e ®(t) = “' E—

Teorema 1.4.5. (Trudinger) Sejam Q C RY um dominio limitado que satisfaz a

p
condi¢ao de cone, mp = N, p > 1 e ®(t) = e’ -1 Entao, existe uma imersao

continua

W™(Q) — Lo ().

Demonstracao. Vamos mostrar dois casos:
1° caso: Suponha que m = 1. Iremos mostrar que W?(Q) < Lg(£2), ou seja, para
todo u € W'P(Q), existe C' > 0 tal que

lulle < Cllulf1n-

Nestas condigoes, seja u € WHP(Q). Pelo Lema 1.4.3, vale a estimativa

N
(@)l = K (HuHD(C) +Z/\DjU($)I\:v—y\l‘Ndy>
j=17¢
N
< K <||U||L1(Q) +Z/ |D3u(x)||x—y|1_Ndy> ,
j=1"9
Agora, sejam v € L*(Q2) e ||u|[1(q) = ||u||:. Considerando s > 1 e
1 1
4o =1,
s &

podemos multiplicar a desigualdade anterior por |v(x)| e integrar em 2 para obtermos

/|u 2)|de < K, <||u||1/|v |dx+2// |D]“ H@’ 1)|dydx>. (1.3)

Uma vez que

o(@)|de = [ [(Xov)(z)|dz < |Jv]|s | | Xolz)d 1/SZHvHsIIQIUS, (1.4)
J o= |, ()

16
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considere também as seguintes igualdades

1 N-—-1 ] 1 1 1
e
s N N s N
Dali, temos
s s — s— 32 _ ss’
|U(SL‘)| = |U($)|1/ . |U(I)’1/ e |$ _ y|N 1_ |I - y|N/ 1/ |$ . y|(N 1)/ss"

e, consequentemente, sucede-se pela desigualdade de Holder e pelo Teorema de Fubini

| D7 u(w)||v(z
// iz — |V dyda:
$ NG 1/s
|1/s |D3u ) ( )|1/s
: Q//(#*WW“VQ dwx u—lews dydz
1/s'
| Diu(y) )|
N dyd dyd
(//\w—y\N ”sy"T) (// iz — y] ydx
1-1/N \D]u(y)]N|v(x)| 1/N
- <// va—le l/sdydx> (/Q 0 |z —y|&-D/s dydx) : (1.5)

Assim, por (1.3), (1.4) e (1.5) tem-se

que

(L ’7;1“_91 ) 49

Afirmagao 1: Vale a desigualdade

[ eta@its < Kb ol

2|~

E]

//|$—y|N D) ydyde < sKj - |5 T

para algum Ky > 0. De fato, pelo Lema 1.4.4, temos

||s’7

QEINEON = sE, Q)

J &
|z = IN 79 = N =[N - (1/s)

jd que N — (1/s) < N. Desta forma, multiplicando por |v(z)| e integrando em 2 com

& /Q lv(z)|dz.

relacao a x em ambos os membros, temos

dydr < | sK,-|Q|~
//w—yvv e < [ k-0

17
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1. Imersao de Espacos de Sobolev em Espagos de Orlicz

Por fim, como

e < ([ @ra) ([ =l
fetwrar < (ferar) - ( [ )

constatamos a estimativa proposta.

1

s

Afirmacao 2: Vale a estimativa

Diu(y) |V |u(x
[ [ 2 e < ol 12

para alguma constante K3 > 0. De fato, note que

A A Py gy T o

|z — y|(N=1/s |z —y|&Y

- [t (] o

Perceba que pelo Lema 1.4.4 e pela desigualdade de Hoélder, temos

1/s 1/s
/ 1

d{[‘ < vNxr Sdl’ . —dl’
/|a:—y|N1 = (/Q'”' ) (/ch—yvv-l )

K, Y
< |plfs - (mlﬁll /N>
< K- [folls - Q7

Logo, segue que

Diy NU 4
| [ e < [ o) s - )y

u—m

= K- |||y - Q%] DX

Nestas condigoes, temos pelas afirmagoes 1 e 2 e por (1.6) que

/ht z)ldr < KMMHMIMI+KﬁNIMIMI§:WWMM-(LU

7=1

Afirmacao 3: Agora, iremos mostrar que

De fato, pelo Teorema 1.2.7 temos a imersao continua W™P(Q) — L7(Q2), onde ¢

é conjugado de p. Além disso, sabemos que L?(Q) — L*(Q), pela desigualdade de

18
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Holder. Desta maneira, temos
[lully < Chllulfrv

para algum C7 > 0. Além disso, pelo Lema A .4.3, tem-se
lul. = sup [ fula)ota)lde.

veLs’ (Q)

lvll <1

N—1/N

ja que s" é conjugado de s. Logo, concluimos a afirmagao por (1.7) pois s > 1.

Agora, seja s = Nk/(N — 1). Pela afirmagao 3, segue-se que

s(N—-1)
L|u<x>|8dx < Kis o |[ull; 9
N—1 Nk

- () T Gl

NE \* e
= 100 () - (el ¥

J& que vale a igualdade

NENY 0k N[ N T O]
v-1) \evov) |\v=1) ¢ =

concluimos que

k N1 -1
Nk k N N
[l #ae < 191 (s ) [K5\ru|\1,N- (v=1) ] .

Afirmagao 4: A série

5[t ()

k=1

é convergente. De fato, perceba que a série tem valores positivos para todo k£ € N.

1 E+1 \* 1 k k
(k+1)! \ eN/(N=1) k! \ eN/(V-1)

Além disso, seja

A:

19
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Dali, temos

_ KL (R DE (VOO 1l b e
IR R ) R G B e e R

N/ (N

—1)

< 1.

Logo, concluimos que a série converge e seu limite serd denotado como sendo a constante

real K.
Agora, considere K7; = max{1, Kg|Q|} e

N

N-1
N
K= ekiakiy (g ) Nl = Clluls,

Desta forma,

Eo N O\F v
N 2] (m) [€K5 (ﬁ) Hqu,N]
<

N\ w1
[eK5K7 (m) Hqu,N]

B [¢] oo\’
- KNV eN/N-T)

o] Eoo\"
< — |\ v
K, eN/(N-1)

pois K7 > 1e Nk/(N — 1) > 1. Pela série de MacLaurin, temos

o0 yNk/(N-1)
a =y

k=0

e, consequentemente

fr(5e) e 2 (5

T
) (k) da.

Dai, como a funcao no interior do somatério é mensuravel e nao negativa para cada

k € N, temos pelo Teorema A.3.3 que

L5 (S e = S0 f () S (ke

8

20
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Portanto, pelo Exemplo 1.3.2, temos ® uma N-funcao e segue da norma de Luxemburgo

que
Julle < Ks = Cl|ul|1,n,

para todo u € Lg(£2), 0 que prova o primeiro caso.

2° caso: Suponha que m > 1 e mp = N. Pelo Teorema 1.2.7, temos W™?(Q) —

W'P(Q) e, pelo caso anterior, advém W?(Q) < Lg(2). Portanto, concluimos que

W™P(Q) — WHP(Q) < Lg(9).

21



Capitulo 2

Generalizacoes dos Espacos de

Lebesgue

Este capitulo tem como objetivo apresentar o conceito das distribuicoes, dos rear-
ranjos e das fungdes maximais que sao muito importantes para desenvolver os espagos
de Zygmund e Lorentz. Depois, trabalharemos a definicao destes espacos e suas prin-

cipais propriedades.

2.1 Distribuicoes, Rearranjos e Funcoes Maximais

Inicialmente, seja ¢ : @ — R uma fun¢do mensuravel. A aplicacao p : [0, +00) —
[0, +00] dada por
pe(t) = {z € Q; |o(z)] > t}],

¢ denominada distribuicio de ¢, onde | - | denota a medida de Lebesgue. Também é
importante salientar que neste caso, mesmo possuindo a mesma simbologia, a expressao

|¢(x)| representa o médulo do nimero real ¢(z).

Exemplo 2.1.1. Seja a funcao caracteristica X, 4 : R¥ — R dada por

X () 1, sex € |a,b]
a,b]\T) =
@ 0, sex ¢ la,b].

A funcao distribuicao em relagao a Xj,p ¢ dada por

(t) = b—a, setel0,1)
Hoio 0, set¢g][0,1),

para todo t € [0, +00), ou seja, fix, , = |[a,b]] - Xjo,1)-

22
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Agora, definiremos uma funcao e exibiremos uma aplicagdo que sera importante

para nossos propositos a seguir:

Definicao 2.1.2. A fungao ¢* : [0, |2]] — R definida por

¢"(s) = [{t € [0,+00); pe(t) > s}
¢ chamada rearranjo de ¢ em relagao a fie.

Observagio: E comum escrever o rearranjo da forma
¢ (s) = sup{t > 0; pys(t) > s}, Vsel0,Q. (2.1)

De fato, tomando r = sup{t > 0; us(f) > s} e sabendo que a distribuigdo pu, ¢é
decrescente, temos s < f145(1) < uy(t), para todo 0 < ¢ < r. Logo,

" (s) = [{t € [0,400); pe(t) > s} =r =sup{t > 0; py(t) > s},

o que garante (2.1).

Exemplo 2.1.3. Seja ¢ : 2 — R uma funcao simples dada por

¢<I> = Z a‘i‘XEi (.T),

onde a; > ay > ... > a, > 0 e E; sao subconjuntos de {2 mensuraveis e disjuntos.
Além disso, considere
k
Fe=|JE e |F=|E|+...+|El

i=1

Note que Ej, = {z € Q; o(x) = az}, onde k € {1,...,n}. E facil ver que
p(z) = Z(a@- — i1) X, (),

i=1

com a,.1 = 0, é uma outra forma de representar a mesma fungao. Agora, iremos exibir

{xEQ; >t}
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através de uma construgao. Note que se t € [ag, a1), temos
po(t) = | Enl.
Da mesma forma, se tivermos ¢ € [ag, as), adquirimos
po(t) = |Ey U Ey| = |Ey| + | Eyl.
Prosseguindo de maneira analoga, para t € [a;41,a;), segue-se
po(t) = |E1U...UE;| =|Ei| +...+ |Ejl,

onde j € {1,...,n}. Em simbolos, temos geralmente que
J
y'so(t) - Z ‘Ei‘X[ai+17ai)(t)?

i=1

para cada t € [a;41,a;). Para finalizar, pela defini¢do de rearranjo, temos
©*(s) =sup{t > 0; p,(t) > s} =ar, Vs € [|[Fr1l|,|Frl)-
Nestas condigoes, se s € [0, |F1]), entao
©*(s) = (a1 — a2)Xjo, ) + (a2 — a3)Xjo,m|) + - - - + (an — @ni1) X0, 7)) = Q1,5

pois [0, |Fi]) € ... C [0,]|F,|). Da mesma maneira, tomando s € [0, |Fy|) \ [0, |F1]),

Segue—se
©*(s) = (a1 — a2) X)) + (a2 — a3)Xjo |k, + - - - + (@0 — @ny1) X, 7)) = a2,

ja que (a1 — a2)Xjo ;) = 0 e [0,|F3]) C ... C [0,|F,]). Portanto, prosseguindo de

maneira analoga, chegamos a conclusao que

©*(s) = Z(ai—H — a;)Xjo k()

Vejamos alguns atributos que tal fungao possui:

Proposigao 2.1.4. Sejam u*,v" : [0,]€2|]] — R rearranjos decrescentes de fungoes

mensuraveis u, v : {2 — R e a € R. Valem as seguintes propriedades:

(a) u* é nao negativa e nao crescente;

24
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(b) u* é continua & direita em [0, +00);
(©) (aw)™(t) = |afu™(t);
(d) (u+v)"(t+s) <u*(t) +v(s);
(e) Se |u(z)| < |v(x)| q.t.p., entao u*(t) < v*(¢);
(f) Se |fal T [f] a-t.p. em €, entdo f 1 f7,
para todo s,t € [0, |€2]].
Demonstracdao. Provaremos as propriedades:

(a) Primeiramente, note que u* é nao negativa, pois para todo s € [0, |2|] temos
u*(s) = sup{t > 0; py(t) > s} >t>0.

Além disso, é facil ver que u* é ndo crescente, ja que tomando s1, so € [0, |2|] tal

que s1 < S92, temos
{t > 0; py(t) > s2} CH{t>0; py(t) > 51}
Desse modo, segue
{t > 05 pu(t) > s2} < [{t > 05 pult) > 513 = u'(s2) < u’(s1),

0 que garante a prova do item.

(b) De fato, fixe s > 0 e considere os conjuntos
A={te€0,+0); u,(t)>s} e A, ={t €0,+00); u,(t) >s+1/n}.

Note que sao satisfeitas as condigoes:

AnCAn+1 € AZEOJAm

n=1

ou seja, A, T A. Pelo item (a) da Proposigao A.2.4, temos
limu*(s+1/n) =lim |A,| = |A] = u*(s),

resolvendo o problema.
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(¢) E facil ver que, para todo s € [0,]€2]], temos
pou(s) = {z € & Jau(z)| = s} = [{z € @ |u(z)] = s/|al}] = pu(s/|al).

Logo, sucede-se

{s>0; uau(8)>t}={M>0; o (ﬁ) >t}-

o]
Dai, para todo t € [0, |2|], segue-se através de algumas manipulagoes que
(5> 0; fou(s) >t} ||{3>0 (S)>t}
§ y MaulS = | — y Mo | T
] |al

= sup{s > 0; fau(s) >t} = |a|sup = >0; fy | 7— ) >t
a

= (au)*(t) = laju’(t).
(d) Inicialmente, note que vale a inclusao
{r e Q; |[(u+v)(x)] >a+b} C{re; |u(x)| >a}lU{ze€Q; |v(x) > b}
Dessa forma, temos pelo item (a) da Proposi¢ao A.2.2 que

furo(@a+b) = [{z € |(u+v)(z)] > a+ b}
{2 € fu(z)] > a}| + {z € Q; |v(z)| > b}|
= (@) + f1u(b).

IN

Agora, sejam os conjuntos
A={ke[0,+00); pu(k) >t} e B={kel0,+00); py(k) > s}.

Assim, por um argumento completamente andlogo ao da primeira parte deste
item, temos

{k €[0,4+0); puso(k) >t+ s} C AUB.

Portanto, ainda pelo item (a) da Proposi¢ao A.2.2, concluimos que

(u+v)"(t+s)

[{k € [0, +00); puto(k) >t + s}
[{k €[0,+00); pu(k) >t} + [{k € [0,4+00); (k) > s}
u(t) +v*(s),

IN

para todo s,t € [0, +00).
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(e) Se |u(z)| < |v(x)| q.t.p., entdo existe um conjunto A C € tal que

A7 =0 e [u(z)] < |v(z)], VzeA

Nesta perspectiva, perceba que

pa(t) = Hz € |u(x)] >t}
= Hz e lu@)| =t} + {z € A% |u(z)] = t}]
< Hze A fu(a)] >t}
< (D),

para cada t € [0,400), pois {z € A% |u(z)| >t} é subconjunto de um conjunto

com medida nula e
{z e A |u(z)] =t} C{z € A; |u(z)] = t}.
Dali, temos
{s €10,+00); pu(s) >t} C {s €[0,+00); po(s) >t}
Portanto, pelo item (a) da Proposicao A.2.2; concluimos que
u*(t) = [{s € [0,+00); pu(s) >t} < |{s €[0,400); pmv(s) >t} = v*(1),

para todo t € [0, +00).

Para mostrar que f; 1 f* em [0, |©2]], basta verificar que se |f,| T |f] q.t.p. em Q,

entao py, T py. De fato, fixando A > 0, sejam os conjuntos

A={re® [f@)] > A} e Ay={z e [fu() > ).

Note que temos A C U ( ﬂ An> . Além disso, perceba que para cada m € N,

m=1 \n>m
segue
m A,| < inf |A,| <sup inf |A4,| = liminf |A,].
n>m n>m m n>m
Portanto,
_ < 1 < T T ‘
pr(A) = |A] < gl (nDnAn> 7%20 nOnAn <liminf |A,| = liminf p, (A)
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Por fim, iremos mostrar que liminf ps, (A) < pr(A). Note que se |f,| < |f| q.t.p.
em €, entao py, (A) < pup(N) para qualquer A > 0. Assim, segue-se que

liminf iz, (A) = supinf i (A) < (M),

para todo A > 0. Portanto, segue a afirmacao. O]

Agora, definiremos o conceito de equimensurabilidade. Além disso, faremos uma

aplicagao que sera importante para a demonstragao de alguns resultados a seguir.

Definicao 2.1.5. Dizemos que duas fungoes com valores reais sao equimensurdveis

quando elas possuem a mesma funcao distribuicao.

Exemplo 2.1.6. As funcoes u : 2 — R e u* : [0, ]€2|] — R sdo equimensuraveis. De

fato, seja t > 0 um nimero real arbitrario. Se u*(s) > ¢, entao
sup{k > 0; pu(k) > s} >t
e, consequentemente, segue-se [, (t) > s. Dessa maneira, temos
{s>0; u*(s) >t} C{s>0; p,(t) > s}
Logo, concluimos que
f(t) = {5 > 0; u™(s) > t}] < {5 > 0; pu(t) > s} = pu(t).

Por outro lado, seja
pos(t) = [{k > 0; u*(k) > t}| = s.

Uma vez que u* é continua a direita e nao crescente pelos itens (a) e (b) da Proposigao

2.1.4, temos u*(s) = t. Logo, pela definigdo de rearranjo decrescente, sucede-se
p(t) = Ho € & Ju(z)] > i} < s.

Portanto, segue que g, (t) < p,+(t) e, consequentemente, segue a igualdade.
Sabendo disso, conseguimos entao provar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.7. Seja A : R — R uma fungao mensuravel e nao negativa. Se

u : 2 — R é mensuravel, entao

[ A= [ aw s
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Demonstracao. Inicialmente, provaremos o resultado para A sendo uma funcao simples.

Suponha que E = [t, 00|, onde ¢t é um numero real arbitrario, e A = X. Note que,

[ Attt = [ xo(wyis

onde B = {z € Q; |u(x)| > t}. Dai, como

/Qchc)dx = [z € O Julx)| > 1},

além de u e u* serem equimensuraveis, temos

| Alutapar = | " A (s))ds,

pois
o]
| A snds = s € [o190) v (s) = 1)
0
Agora, se E é um intervalo aberto, o resultado também é provado de forma analoga.
Dessa maneira, pela definicao da o-algebra de Borel, vale para qualquer boreliano £ em
Q2. Por fim, suponha que A é uma fungdo mensurdvel e nao negativa. Pelo Lema A.1.6,

existe uma sequéncia (A,,) de fungdes mensuréaveis, nao negativas, simples e crescentes

tal que lim A, (z) = A(z). Portanto, para cada n € N, tem-se
12
/ An(lu@)dz = [ A (s))ds
Q 0

e, pelo Teorema A.3.3, concluimos o resultado. O

Teorema 2.1.8. (Hardy-Littlewood) Seja (2,3, m) espago de medida. Se u,v : 2 —

R sao fungdes mensurédveis, entao

[ i< [ e

Demonstracao. Inicialmente, provaremos que o resultado é valido para fungoes simples
positivas. Seja ¢ tal funcao, dada por
n
p(z) = Z(ai — aip1) Xr, (2),

i=1

assim como no Exemplo 2.1.3. Agora, seja f uma fung¢ao mensuravel qualquer.
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Afirmacao: Vale a desigualdade
(fXn)"(s) < [ Xioaa) (5),
para qualquer M C €2 mensuravel. De fato, note que
piay (t) = {o € @ [fXu] > 1} < [{z € @ [f] > 1} = ps(0).

Nestas condigoes, analisaremos dois casos:

1° caso: Se s < |M|, entdo

(fX)"(s) = [{t; prxy, (t) = s} < {t; pr(t) > s} = (f* Xo, ) (5)-

2° caso: Seja s > |M|. Primeiramente, note que
pray (t) = {z € @ [(f X)) (2)] > t}] < [M].

Desse modo, temos
(fXu)"(s) = {E; pra (t) = s} =0,

pois {t; psx,(t) > s} = 0. Além disso, temos também

(f* Xo,jarp)(s) =0,

quando s > |M|. Logo, (f&Xu)"(s) = (f*Xjo,ar)(s)-
Usando a Afirmacao 1 e a Proposicao 2.1.7, concluimos que
| M|

2] 2]
/M fldu = / (f )" (£)dt < / X)Wt = [ f @y,

0

(2.2)

para todo M C ) mensuravel. Dessa maneira, como a desigualdade em (2.2) vale para

os conjuntos Fi, ..., F,, obtemos:

| F|

[ le@s@ite = =) [ 1@l < 3= [ £

Q] n 12
- / S (05 — 1r41) Xy (5) 17 (5)ds = / o ()£ (5)ds.

i=1

Para finalizar, provaremos o resultado para fungdes mensuraveis quaisquer. Seja |u| €

M*(Q,%). Pelo Lema A.1.6 existe uma sequéncia de funcdes mensuraveis (u,,) simples
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tais que 0 < u,, < Upy1, com limu,(x) = |u(x)|, temos pelo Teorema A.3.3 que

/|u x)|de = llm/un ) f(z)|dx
12
< llm/ )dt

_ / lmlimu;(t)f*(t)dt
0|Q|
- [ wwro

o que conclui a demonstracao do resultado. O]

Agora, considere A = [0,1] ¢ B = [1/2,2] intervalos fechados em R. Tomando

funcoes caracteristicas X, X's : R — R, note que pelo Exemplo 2.1.1, temos
= [A]- Xony e pay = [Bl- Koy

e consequentemente

A1) + Xp(t) =0,

para todo ¢ > 3/2, pois para estas hipdteses temos
{s>0; pay(s) >t} ={s>0; px,(s) >t} =0.
No entanto, temos de maneira similar que
(Xa+ Xp)'(t) =1,

para todo t € (3/2,2). Esta simples aplicacdo nos motiva a buscar outras formas de

buscar a condigao
(u+0)"(t) <’ (t) +0"(2),
que nao ocorre em geral para rearranjos u* e v*, onde ¢t € [0, |Q|]. Para isto, iremos

propor uma nova definicao:

Definicao 2.1.9. Seja ¢ : 0 — R uma fungao mensuravel. A aplicagao ¢

(0, +00) — R dada por
1 t
= —/ ¢*(s)ds
tJo

Por estar intimamente relacionada com os rearranjos decrescentes, muitos resultados

é chamada funcao mazimal de ¢*.

sao prolongados para as funcoes maximais. Averiguemos o resultado a seguir.
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Proposicao 2.1.10. Sejam u**,v™ : (0,+00) — R fungoes maximais. Valem as

seguintes propriedades:

(a) u™ é decrescente e continua;
(b) (au)™(t) = |a|(u)**(t), para todo t € (0,+00) e a € R;
(c) u*(t) < u™(t), para todo t € (0,]9]);
(d) Se |u(z)| < |v(x)| q.t.p., entdo u**(t) < v™*(t), para todo t € (0, +0o0);
(e) u™ =0 se, somente se, u = 0 q.t.p;
(f) Se |ful T1f] a.t-p. em Q, entdo fr* 1 f**.
Demonstracao. Vejamos,

(a) Note que u™* é continua pela continuidade da integral. Por fim, note que tomando

t1,ty € (0,400) tal que t; < t9, temos

W) = %( /0 " i (s)ds + /:u*(s)ds>

1M 1

S — U*(S)dS + —U*(tl)(tg — tl)
ta Jo to
1M 1 1

= = “(s)ds+ | — — = ) u(t1)t
5 u*(s) S+(t1 t2)u(1)1
1 m 11\ [

< —/ u*(s)ds + (— - —)/ u*(s)ds
ta Jo th ta) Jo
1 [h

= — u*(s)ds
t1 Jo

o que mostra que u** é decrescente.
(b) E trivial, pois pelo item (c) da Proposicdo 2.1.4 temos

1 |

oy (t) = 5 [ ouy (s = 1 [ fafu (s = S [ u s = o))

t
para todo t € (0, 400).

(¢) Uma vez que u* é nao crescente pela Proposigao 2.1.4, segue que

1 [ 1
u*(t) = —/ u*(t)ds < —/ u*(s)ds = u**(t),
t )y t )y
para todo t € (0, 400).
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(d) Usando ositens (a) e (d) da Proposi¢ao 2.1.4, temos pelas propriedades de integral

que

I I

u(t) = —/ u*(s)ds < —/ v*(s)ds = v™*(t),
t Jo t Jo

para todo t € (0, +00).

(e) E imediato, pois se supormos u** = 0, temos u* = 0 em quase toda parte pelo
item (c) da Proposicao A.3.2. Logo, u = 0 q.t.p. em 2. Reciprocamente, supondo
que u = 0 q.t.p. o resultado é imediato pelos itens (c) e (e) da Proposi¢ao 2.1.4.

(f) E trivial pela defini¢ao de funcao maximal e pelo item (f) da Proposicio 2.1.4.

]

Antes de prosseguirmos com um resultado muito importante para o propdsito das

proximas secoes, ¢ necessario utilizar o seguinte lema:

Lema 2.1.11. Seja (2, %, 1) um espago de medida. Se u é nao atomica (ver Definigao
A21)e0<a<p),entdo

| rwd= sw [ (1@l
0 w(A)=aJ A

Demonstragao. Ver Teorema 1.10, pagina 37 em [14]. O

Tendo em vista tais circunstancias, provaremos a seguinte propriedade:

Proposigao 2.1.12. Se u™*,v™ : (0, +00) — R sdo fun¢oes maximais, entao
(u+0)™(t) < u™(t) + 0™ (1),

para todo t € (0, 4+00).

Demonstracdo. Uma vez que medida de Lebesgue em um espaco euclidiano RY é nao

atomica, para cada N € N, temos pelo Lema 2.1.11 que

(u+v)™(t) = %/Ot(u—i-v)*( =- sup/ |(w+v)(s)|dm.

t )=

Dessa forma, usando a desigualdade triangular, temos

(u4v)™(t) = —sup/|u+v |dm<—sup (/ lu(s |dm+/|v |dm)
|El=t U E|=t

< ;sup/|u |dm—|——sup/| )dm < u™(t) + v™(t),
|B|=t

para todo t € (0, +00). O
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2.2 Espacos Invariantes por Rearranjos

Nesta secao, iremos trabalhar com a teoria abstrata dos espacos de Banach de
fungoes. Dessa forma, considere (£, |-]) o espaco de medida de Lebesgue e M (2, X))

o espaco das fungdes mensuraveis e nao negativas.

Definigao 2.2.1. A aplicagao p : M*(Q, %) — [0, 00] é chamado func¢do norma de
Banach se para cada f, g, f, € MT(Q,X) vale

(a) p(f) =0« f=0gqtp. emQ, plaf)=ap(f) e p(f+g) <p(f)+ plg), para
todo a > 0;

(b) 0<g< fqtp.emQ = plg) <p(f);
(c) 0< fu? fatp. = plg) < p(f);

(d) Se E C €2 é um conjunto mensuravel, com |E| < 0o, entao p(Xg) < oo e / fdm <
B

Cp(f),

Definigao 2.2.2. Seja p uma fungao norma de Banach. A colegdo X = X (p) de todas
as fungoes mensuraveis f : Q@ — R, onde p(|f|) < oo, é chamada espago das fung¢oes

de Banach. Além disso, para todo f € X, denotaremos

[ fllx = (LS.

Agora, iremos definir um conceito para o estudo dos espacos das funcoes de Banach.
Inicialmente, lembre-se que ao tomar f € LP e g € L” , onde p' é conjugado de p, temos

pela desigualdade de Holder que

/Q Fadu < 1f1 gl

Utilizando as condigoes anteriores, é bem conhecido pelo Lema A.4.3 que

||g||p'=sup{/ﬂlfg\du; ferr ifll < 1},

para cada ¢ € L¥ . Isto nos motiva a estabelecer:

Definicao 2.2.3. Seja p uma fungao norma de Banach. Definiremos a norma associada
P em MT(Q,Y) por

p'(g) = Sup{/gfgdu; feM (%), p(f) < 1}.
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A caracterizacao de norma associada nos permite definir os espagos associados.

Vejamos a definicao formal abaixo:

Definigao 2.2.4. Sejam p uma func¢ao norma de Banach, X = X(p) um espaco das
fungoes de Banach e p’ a norma associada de p. Denominaremos X' = X (p'), determi-

nado por p/, como espaco associado de X.

E importante ressaltar que a norma de uma funcao g € X’ serd dada por:

lgllx =sup{/9|fg|du; Fex, Ifllx < 1}.

Teorema 2.2.5. Seja X' um espaco associado a X. Se f € X e g € X', entao fg é

integravel e

| Vrslae< 111xllgl

Demonstracdo. Iremos analisar dois casos:
1° caso: Suponha que ||f||x = 0. Logo, temos f = 0 em quase toda parte de €. Logo,
a desigualdade ¢é trivial.

2° caso: Suponha que ||f||x > 0. Dessa maneira, tomando a normalizacao de f,

/( / )g‘duéHngu
Q

1£1lx

uma vez que f/||f||x = 1. Portanto, concluimos a desigualdade. O

adquirimos

Os espagos de Lebesgue LP(2) desempenham um papel muito valioso para o de-
senvolvimento da Andlise. No entanto, existem outros espacos cujas classes de funcoes
mensuraveis admitem normas diferentes, sao completos e que sao de grande interesse
para a pesquisa cientifica. Assim, buscaremos mostrar de modo mais geral algumas
similaridades entre essas classes de fungoes, iniciando com um conceito que ja é bem
familiar em um dominio limitado Q C RY, com medida de Lebesgue m, além de uma

aplicagao bem interessante.

Definigao 2.2.6. Dizemos que um espaco (X, ||-||x) de fun¢oes mensuréveis é chamado

espaco invariante por rearranjo, se as seguintes propriedades forem satisfeitas:
(a) Se0< f<gqtp.emQegeX, entdao f € X ellfllx <lgllx:
(b) 0< fut fatp-emQ = ||fallx T[f]lx;
(c) |[EF]<oo = ||Xp|lx <oce /Efdm < C||fllx;
(d) Seue X eu =v",entaov € X e ||lul|lx = ||v||x,
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para todo f, g, f, € M(€,%), comn € N, todo o > 0 e cada F subconjunto mensurédvel
de €.

Vejamos agora um resultado interessante sobre espacos invariantes por rearranjo no

que diz respeito as imersoes:

Proposicao 2.2.7. Se X(2) é um espacgo invariante por rearranjos, onde [€)| < oo,
entao

L2(Q) = X(Q) < LY(Q).

Demonstragao. Inicialmente, provaremos que L>(2) < X (). De fato, uma vez que
||u]|oo = inf{c € R; |u(z)| < ¢ q.t.p. em Q},

para cada u € L*(€2), entdo para todo € > 0, existe C' € {c € R; |u(z)| < cq.t.p. em Q}
tal que ||ul|o +& > C. Além disso, pelos itens (a) e (c¢) da Defini¢ao 2.2.6 e pela desi-
gualdade |u(z)| < C q.t.p. em €, temos

weX(Q) e [Jullx < CllXallx < oo

jéd que Q] < 00 e CXy € X(Q), para todo € > 0. Dessa forma, tomando ||Xg||x = K,
segue
lullx < K(l[ulloc +¢) = lullx < Klul|,

quando ¢ — 0. Por fim, mostraremos que X (Q) < L'(Q). Seja v € X (). Uma vez

que o espago invariante por rearranjos, temos pelo item (c) da definigao 2.2.6 que
lellos = [ Jeldm < Klje]lx < oc,
Q
0 que mostra a segunda imersao. 0
Exemplo 2.2.8. Sao exemplos de espacos Invariante por Rearranjos:
(a) Espagos L?, com 1 < p < o0; (b) Espagos de Orlicz.

Para outros detalhes importantes, ver [4].

Nas proximas secoes, vamos estudar mais dois importantes espagos invariantes por

rearranjos: Espacos de Zygmund e Lorentz.

2.3 Espacos de Zygmund

O matematico Antoni Szczepan Zygmund nasceu na Polonia, em 25 de dezembro de

1900. Ele obteve o titulo de doutor pela Universidade de Varsévia em 1923 e tornou-se
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pesquisador na Academia de Vilnius, na década de 1930. Durante a segunda guerra
mundial, o analista emigrou para os Estados Unidos, onde trabalhou e desenvolveu
pesquisas nas Universidades de Pensilvania e Chicago. Dentre suas descobertas, Zyg-
mund desenvolveu um espaco com propriedades interessantes para a obter regularidade
de problemas envolvendo equagoes diferenciais parciais o qual serd abordado com mais

detalhes nesta secao.

Definigao 2.3.1. O espago de Zygmund LlogL()) consiste na classe de todas as

funcoes mensuraveis f : Q € RY — R tal que
[ 1@ og" £ (@)lds < o
Q

onde log™ | f(z)] = max{log |f(x)|,0}. Além disso, também definimos o espago Ly, (€2)
como sendo o conjunto de todas as classes de fungoes mensuraveis g : 2 — R onde

3 A > 0 tal que satisfaz
/exp()\|g(x)|)d:p < 00.
Q

Alguns resultados serao provados com a condicao de €2 ter medida finita. Em
particular, iremos trabalhar para o caso em que |Q2| = 1 com o qual podemos estender
de forma natural para outros valores positivos. Além disso, pela Proposicao 2.1.7,
temos uma observacao muito importante para o decorrer deste capitulo:

Observacao: Valem as seguintes igualdades:

| r@los rlae = [ p@ios e [ expf@ar = [ e

0

Os dois lemas que veremos a seguir sao primordiais para mostrar que as normas,
que veremos na proxima secao, implementadas nos espacos denotados anteriormente

estao bem definidas.

Lema 2.3.2. Sejam ©Q € RY um subconjunto com medida finita e f: Q ¢ RY — R

uma fung¢ao mensuravel. Entao,

(a) / (@) log" | f(2)|dz < 00 / J(6) log(1/8)dt < oc

(b) /Qexp()\|f(x)|)dx < oo para algum A € R se, e s6 se, f*(t) <c (1 + log <%>)

para algum ¢ > 0.

Demonstracao. Vejamos,
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(a) Pela observagao anterior, temos

/ (@) log* | f(2)|dx = / £(6) log* f*(8)dt
Q 0

Logo, é suficiente mostrar a equivaléncia para a integral do lado direito.

(=) Primeiramente, suponha que a funcao f*(t)log® f*(t) é integravel no inter-
valo [0, 1] e considere os conjuntos £ = {t € [0,1]; f*(t) >t"/*} e F =[0,1]\ E.

Temos facilmente que:

/olf*(t)log (%) dt < /f ) log(f*(t)) dt+/ 2 1og(1/t)dt

< 2/0 f*(t)log™ f*(t)dt+/0 t=Y2log(1/t)dt < oc.

1 .
(<) Suponha que a fungao f*(t)log (;) é integrdvel no intervalo [0,1]. E evi-
dente que f € L'(2), pois pela Proposicio 2.1.7 segue que

[ 1@z = | byt < oo,

Além disso, temos novamente pela Proposi¢ao 2.1.7 e pelo item (c) da Proposicao

2.1.10 que
|11
.

AN RS

Dessa forma, como

/f Vog™ f(H)dt < /f ) log* (I|f||1)dt /f (||f||1) |

onde s = min{||f||1, 1}, podemos analisar dois casos:

1° caso: Suponha que min{||f||1,1} = ||f||1. Dai, temos

min{]|f|[1,1}

[1£1]1
/f *(t)log ||ft||1>dt+ 1 () log (%) dt
0

1£11x

e [ roes(§)
) dt+ *()log | = | dt
t> ||f\|1f (£)log t

IN

VAN
S~

=

\

*

=

=}

o

N—— — N /
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2° caso: Suponha que min{||f||;,1} = 1. Dai, temos

/Omin{'fh” s (U8 gy~ /f o (1214 a
- [rofe() an)s
= [ s () s postis [ o
/f yiog (7 ) dt-+ 1os 111 [ 170

= [ oo (3) e+ sihog 5111 < o

(b) Por resultados anteriores, temos

/Q exp(Af(z)|)dz = / exp(Af*(1))dt

Logo, é suficiente mostrar a equivaléncia para a integral do lado direito. Vejamos,

1
(=) Seja K = / exp(Af*(t))dt < co. Pela Proposigao A.3.4 temos
0

0 (1) < e (0) = e (7 [ Ar)as) < 7 [ expOrr (s < .
Portanto,
@) < %10{% (g) < % (1 + log (%)) - max{log K, 1}.
(<) Temos facilmente,
/0 exp(Af*(t))dt < /0 exp(cA(1 + log <%>)) = et’\/o t Mt < oo.
[

O lema anterior é muito importante para garantir a linearidade dos espagos LlogL(£?)
e Lexp(€2). De fato, tomando h,p € LlogL(2) e A € R, temos

/Q |h(z)|log™ |h(z)|dr < 00 e /Q Ip(z)|log™ |p(x)|dr < co
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e, consequentemente, segue que

/h*(t) log(1/£)dt < 00 /p*(t)log(l/t)dt<oo.

Q

Agora, note que

/Q(h + Ap)*(t) log(1/t)dt < /01 h*(z)log(1/t)dt + )\/Olp*(as) log(1/t)dt < o0,

o que nos garante h+Ap € LlogL(§?). Agora, tomando f,g € Lex,(§2) e a € R, existem

A1 e Ay reais positivos tais que

/exp()\1|f|)d:z: <00 e /exp(/\1|ag|)dx < 00,
Q Q

ou seja, existem C e Cy que satisfazem

fH () < G (1 + log %) e (ag)'(t) < Cy (1 + log %) :

Dessa forma, como temos

(4 00)"(0) < £70) + ag(0) < o+ ) (14108 7).
concluimos que f + ag € L., ().

1
Lema 2.3.3. A estimativa pontual f*(t) < ¢ |1+ log n ¢ vélida para algum ¢ € R

1
se, e somente se, f**(t) < k (1 + log (;)) para algum £k > 0.

Demonstracao. Provaremos as implicagoes:

(=) Seja t € (0,00). Perceba que,

(@) 1/tf*( )d <1/t 1 4+log 2 ) ds = € i t | 4log L) d
= — S)as — & og — S = — 11m og — S
t 0 _t 0 gS tk—)0+ k gS ’

mas note que

! 1
I 1+log=)ds = lim (25 —slogs)l;
i [ (1o )i = i o5 —stog
—  lim [2(t — k) — (tlogt — klogk
Jim [2(t — k) — (tlog ogk)]
1
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e portanto

[ () <2 (1 + log %) .

(<) E trivial, pois pelo item (c¢) da Proposicao 2.1.10 temos f*(t) < f**(t), para todo
t € (0,1). O

Agora, seja a fungao || - ||z.., : Lexp(£2) — R dada por
u*(t)
[lullLew = Sup o~
S
141 -
+ log (t)
para cada u € Le,(€2). Temos,
Proposigao 2.3.4. O espaco (Lexp(€2), || - [|1ey,) € quase normado.

Demonstracao. Antes de analisarmos todos os itens da definicdo de norma, exceto a

desigualdade triangular, precisamos verificar que

“(t
sup )

te(0,1) 1+ log (1) )
t

para todo u € Lex,(§2), estd bem definido em R. De fato, pelas equivaléncias do Lema

2.3.2, existe ¢ € R satisfazendo

W) < e <1+10g G))

para todo ¢t € (0,1). Uma vez que

1
1+ log (;) #0,

para cada t € (0,1), concluimos que

*(t *(t
1+ log (;) t€(01) 1 4 log (;)

Agora, verificaremos as condigdes (a), (b) e (c¢) da definigdo de norma:

< Q.

(a) Note que para todo u € Ley,(£2), temos ||u||L,,, > 0, pois u* é ndo negativa e

1
1+ log (;) > 0,
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para todo t € (0,1).

(b) Vejamos,

(=) Admita que ||u]

Lexy = 0. Logo, segue-se que

“(t
sup )

e 1 4 log <1)
t

Nestas condigoes, u*(t) = 0 para todo t € (0,1), pois

1
1+10g (z) > 0,

e, pelo item (a) da Proposi¢ao 2.1.4, sabemos que u* é nao negativa. Assim,

=0.

u = 0 trivialmente pelo item (c) da Proposigao 2.1.4.

(<) Agora, suponha que u = 0. Dessa forma, temos para todo t € (0,+00)
que p,(t) = 0] = 0. Logo, para todo t € (0,1), tem-se u*(t) = 0. Portanto,
= 0.

[l Loy

(¢) Também é trivial, pois pelo item da Proposigao 2.1.4, temos

*(t *(t
||au||Lexp = sup |CV|U ( _ |a| sup u ( )

)
t(01)—1 t(01)—1:|a|”u||Lexpa
€ €
141 - A | i

para todo u € Lex,(€2).

Agora, podemos mostrar que

Jullz = sup
te(0,1
' 1+1log | -
«(5)
para todo u € Le,(§2), ¢ uma norma para o Espago de Zygmund. Vejamos o resultado
abaixo:

Proposicao 2.3.5. O espaco (Lexp, || - ||z) ¢ normado.

Demonstracdao. Antes de analisarmos todos os itens da definicao de norma, note que

**t
sup ")

te(0,1) 1 4 log (1) 9
t
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estd bem definido em R, para todo u € Lep(£2), pois usando as equivaléncias dos
Lemas 2.3.2 e 2.3.3, além de um argumento anélogo ao da Proposicao 2.3.4, concluimos

imediatamente. Agora, verificaremos as condi¢oes da definicdo norma:

(a) Note que para todo u € Lex,(€2), temos ||ul|z > 0, pois u™ é nao negativa e

1
1+10g (E) > O,

para todo t € (0, 1).

(b) Vejamos,

(=) Admita que ||u||z = 0. Logo, temos

**t
sup v (t) = 0.

te(0,1) 1+ log (1)
t

Uma vez que vale o item (a) da Proposigao 2.1.4 e o item (c) da Proposicao 2.1.10,
temos u**(t) = 0 para todo t € [0, 1]. Dessa forma, pelo item (e) da Proposicao

2.1.10, temos u = 0 q.t.p.

(<) Supondo que u = 0 q.t.p., temos pelo item (e) da Proposi¢ao 2.1.10 que

u™* = 0. Portanto, é imediato que ||ul|z = 0.

(¢) Também é trivial, pois pelo item da Proposi¢ao 2.1.10, temos

alu™(t) w™(t)
o = swp LB ol sup O~ faul
€ €
141 - | -
+og(t) —|—og(t)

para todo u € Lex,(€2).

(d) Usando a Proposicao 2.1.12, temos
(u+0)™ () < u™(t) + 0™ (1),

para todo t € (0,1). Dessa forma, temos facilmente que

(o)) . ) ()

1\ — 1 1\’
1+ log (;) 1+ log (?) 1+ log <¥)
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Aplicando o supremo, temos

**t

te(0,1) 14+ log (l)
t

S S R W SR
te(0,1) 141 -+ te(0,1) 141 +
+ log (t) + log ;

= |z +lv]lz.

Coroldrio 2.3.6. Se u € Ly (Q2), entao ||ul

Lexp S HU’HZ

Demonstracgao. E imediato pelas definicoes de quase norma e norma do espaco de

Zygmund. O]

Observagao: Desconsiderando o fato de que |2] = 1, podemos também considerar a

norma do espaco de Zygmund como sendo

S
T 4 log —
+ log ;
para todo u € Lexp.
Agora, seja a funcao || - || Ligz : LlogL — R dada por

! 1
lullame = [ (0)10g (7) .
0

para cada u € LlogL. Perceba que usando integracao por partes, temos

/01 f*(t)log (%) dt = [log (%) /Otf*(‘s’)ds}:*‘/ol%/Otf*(s)dsdt
= [

pois tomando F(k) — F(0) = / f*(s)ds, onde F' = f*, segue-se
0

| b PR -F0) [k
Jm log() / Jls)ds = lim = T~ A T oa (k)

Uma vez que f* é nao crescente, podemos limitar tal fungdao superiormente por uma
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constante positiva C*. Dai, temos

0 < lim MSCL& lim L:the lim —k =0,
k—0+ — log(k) k—0+ — log(k) k—0+

o que conclui nosso problema. Esta caracterizacao torna simples a demonstragao do

fato a seguir:
Proposicao 2.3.7. O espaco (LlogL(2), || - || i0gr) € normado.
Demonstracao. E imediato pelas propriedades bésicas de fungoes maximais. O

Observagao: Desconsiderando o fato de que |Q2] = 1, podemos também considerar a

norma do espaco de Zygmund como sendo

2] Q) 2]
[lu||Liogr, = / u*(t) log (_t ) dt = / u**(t)dt,
0 0

para todo u € LlogL.

Agora, buscaremos a verificacao de que os espacos de Zygmund, sob certas condi¢oes
do conjunto  C R, sdo invariantes por rearranjos. Desse fato, ao tomar duas funcoes
quaisquer que pertencam a este espaco tal que possuem o mesmo rearranjo, consegui-

mos garantir que as suas respectivas normas sao iguais.

Teorema 2.3.8. Se  C RY é um conjunto com medida finita, entdo os espacos

(LlogL(2), || - llztogr) € (Lexp($2), 1] - I]2)

sao invariantes por rearranjo.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, suponha que |2] = 1. Provaremos o resul-

tado através das afirmagoes abaixo:

Afirmagao 1: O espago (Lexp(€2), ]| - ||z) é invariante por rearranjo;

(a) Seja u € Lexp, onde 0 < v < wu q.t.p. em Q. Dai, existe A > 0 tal que

/Qexp(/\|u(:1c)|)dx :/0 exp(Au*(t))dt < oo.

Dessa forma, pelo item (e) da Proposigao 2.1.4 e pelo Lema 2.3.2, temos
* * 1
vt <wu §c<1+log(¥)>.
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Logo, sucede-se que

/Qexp()\\v(x)\)dx = /Oexp()\v*(t))dt

! 1
< / exp (c)\ + cAlog (;)) dt
0

1
= GCA/ t=Adt < o0,
0

Assim, concluimos que v € Ley,(£2). Além disso, pelo item (d) Proposigao 2.1.10,

temos u™* < v™*, o que faz garantir

< ful

Hv| Lezp Lezp?

pela definicao de norma.

(b) Suponha que 0 < wu,, T u € Lexp(2) g.t.p.. Dai, pelo item (f) da Proposicao
2.1.10, temos

Logo, pela defini¢ao de norma, é imediato que ||u,||z T ||u||z-

(c) Sejam A C 2 e u = X4. Logo, |A| <1, além de

L, t<|Af
u=X4 = u*:X[OJAD = u**(t): |A|
R t > |A]

Vamos analisar os casos:

1° caso: Suponha que |A| = 1. Dai, temos para todo ¢ € (0,1) que

1 1 -
1 —logt

1 1.

Uma vez que o supremo ¢é a menor das cotas superiores, concluimos que

||U||z= sup L7 (®) = sup —— <1< o0.

0<t<11+10g% 0<t<11+10gz

2° caso: Suponha que |A| < 1. Dessa forma, como temos

t e (0,1) = (0, |AT U (|A], 1),
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é facil ver que
1 1

<1,
1—1logt —

141 !
O f—
51
para todo t € (0, |A]], e também que

A AL
t—tlogt —

1
t—i—tlog;

para todo t € (JA[,1). Logo, por ser limitada, temos

fulls = sup O <o
0<t<1 1_’_10g¥

Logo, pelos casos 1 e 2, concluimos que ||X4]|z < oo.

Agora, para finalizar, seja v : ) — R uma funcao mensuravel e nao integravel
arbitraria em Ley,(€2). A func@o A|v| também nao é integravel para toda constante

real A\. Uma vez que A|v(z)| < exp(A|v(z)|), para todo z € €2, temos

/ exp(Alv(z)|)dzr = oo,
Q

para cada A > 0, o que é um absurdo, pois v € Leop(€2). Logo, para todo

/udm< 00.
A

Portanto, podemos tomar C' suficientemente grande tal que

subconjunto A C €, temos

/udm < Cllul|z.
A

Seja U € Lexp(§2), com u* = v*. Pela Proposigao 2.1.7, temos

/Qexp()\|u(x)\)dx:/0 exp()\u*(t))dt:/O exp()\v*(t))dt:/Qexp()\\v(a;)\)dx.

Para algum A\ > 0, temos

/exp(/\|u(x)|)dx < 00.
Q

Logo, concluimos que v € Ley,(£2). Além disso,

w0 =3 [wids =1 [vos =)
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(a)

()

para todo t € (0,00). Portanto, pela definicdo da norma || - ||z, concluimos que
lullz = [vllz.
Afirmagao 2: O espago (LlogL(2), || - || Liogr) é invariante por rearranjo;

Seja v € LlogL(Q) tal que 0 < u < v q.t.p.. Lembre-se que pelo item (d) da

Proposicao 2.1.10, temos f** < ¢**. Dessa forma, temos
| futa)tog” uta)lde < [ fo(o)]1og" fo(w)ld < o
Q Q

ou seja, u € LlogL(f2). Por fim, concluimos também que

1 1
[0l gz, = / (1)t < / o (8)dt = [[o] Liog.
0 0

Suponha que 0 < u, T u € Lexp(2) q.t.p.. Dai, pelo item (f) da Proposicao 2.1.10
temos

uy T ut
Logo, pela definicao de norma, é imediato que ||un||Liogr, T ||2|] LiogL -

Sejam A C 2 e u = X4. Nestas condigoes,

llios = [ = [ 3 [ oy spasar

Uma vez que,
1, se 0 <t < |A]
0, set >|A|

(Xa)"(s) = {

é evidente que temos ||X4||Liogr, < 00. Por fim, combinando o item (c) da Pro-

posicao 2.1.10 com a Proposigao 2.1.7, temos

|A] |Al 1
/ udm < / W ()t < / w(1)dt < / W ()t = |ull oot
A 0 0 0

pois Q] = 1.

Seja u € LlogL(f)), com u* = v*. Temos

/0 o (1) log™ v* ()t = /0 (1) log ™ (1)t

= /Q lu(z)|log™ |u(x)|dr < oo,

/Q jo(a)] log™ [v(z)|da
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o que nos garante que v € LlogL(2). Por fim, é imediato que

1 1
[l 09z, = / w(t)dt = / o™ (8)dt = |[0]|togs
0 0 ]

Agora, mostraremos um encadeamento de imersoes pelos quais os espacos de Zyg-
mund fazem parte. O resultado anterior é fundamental para garantir parte dessas

inclusoes continuas. Vejamos,

Teorema 2.3.9. Seja © C RY um conjunto de medida finita. Valem as imersoes:
L®°(Q) = Leyp(Q) = LP(Q) = LlogL(Q2) — L*(Q),

para todo p € (1, 00).

Demonstracao. Sem perda de generalidade, assim como nos resultados anteriores, ire-
mos supor que 2| = 1. Desse modo, note que pela Proposi¢ao 2.2.7 e pelo Teorema

2.3.8, temos imediatamente que:
L®(Q) = Lexp(Q) e LlogL(2) — L'(Q).
Agora, resta mostrar que
LP(Q) — LlogL(S)) € Lexp(S2) — LP(Q2).
Afirmagao 1: LP(Q)) — LlogL(2);
Seja u € LP(Q). Devido ao item (a) do Lema 2.3.2, é suficiente verificar que

/Ol[log(l/t)]p/dt < 00

para concluir que u € LlogL(2), pois sabendo que p’ é o conjugado de p, temos pela

desigualdade de Holder e pelo Teorema 2.1.7 que

[ wonestnar < ([ opa) ” (/ 1[10g(1/t)]p,)1/p'
_ ( /Q |u(x)]pdx>1/p < /0 1[log(1/t)}p/)1/p, < oo.

Dessa forma, note que a fun¢ao auxiliar g : (0, 1] — R definida por g(t) = —tl/(p/)2log(t)
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admite valor méaximo para t = e’(”/)Q, com p’ > 1 qualquer. Portanto,

/Ol[bg(l/t)]?“'dt < <max [10g(1/t)]>p/ /01 tl%dt = (max [log(1/t)]>p/.;_ < 0.

te(01] te(0,1] 1—(p)!

Agora, mostraremos que LP(2) estd imerso em LlogL(2). De fato, observe que pela

desigualdade de Holder tem-se

1 1 1/p L/ ot P 1/p
||w|| LiogL(2) :/ u(t)dt < (/ u**(t)pdt) = </ (—/ u*(s)ds) dt) ,
0 0 o \tJo

para cada u € LlogL(Q). Escrevendo u*(s) = s™»? s"P'u*(s), com A~ = —p, temos

1 rt 1 [t 1/p' 1t / 1/p
—/ u*(s)ds < (—/ sAd5> (—/ sAp/pu*(s)pds>
t Jo t Jo t Jo
1-x 10\ MY t 1/p
= 1 5 1/ s)‘p/p/u*(s)pds
t11—x], t Jo

t 1/p
= (1= )"Vl (/ SAp/p/U*(S)pdS>
0

Nestas condigoes, temos

1 t
- / u*(s)ds
tJo

IN

1 [t 1/p’ 1t / 1/p
(—/ skds> (—/ PRy u*(s)pds>
tJo t Jo
_ /v 1/
127" 1t P
— Z [ 5 ] (_/ g P/p u*(s)pds)
t|1—A\ 0 t Jo

t 1/p
= (1- )\)—l/p’t/\/p’—l/p (/ skp/p/u*(s)pds)
0

Desta maneira,
1 1 t p 1 1 t p
/ —/ u*(s)ds | dt = / t)‘—/ u*(s)ds dt
o \tJo 0 t Jo t
1 t 1/p pdt
/ (1— A)—l/p’t/\/p’—l/p (/ sAp/p/u*(s)pds) -
0 0 t
1 t
= / (1— )\)—p/p’(t/\/p’—l/p)p (/ s’\p/”/u*(s)pds) %
0 0

1 t
= (1- )\)1_”/ A2 (/ SA(p_l)u*(s)pds> dt
0 0
1 1
= (1- )\)1_”/ SOy (5)P (/ t’\_th) ds.
0 s
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A—1

1

s

Uma vez que / N 2dt = , segue
S

1—A

(1— M) /0 PRI ( / 1 #—%u) ds = (1— \)" /0 () (57— s ut(s)Pds.

1

Portanto, como p > 1e s ' —s* < s7!, concluimos que

/01 (%/Otu*(s)ds)pdt < (1—A)1/01<8Ap)u*(8)p%

1
p * P
= — u*(s)Pds
p—1Jp (5)

e, consequentemente,

[l Liogr < P'llully.

Afirmagao 2: Lex,(§2) — LP(Q);

Inicialmente, seja u € Lex,(€2). Logo, existe A > 0 tal que

/Qexp(/\|u(x)|)dx < 00.

Logo, pela Proposicao 2.1.7 e pelo Lema 2.3.2, segue-se que

/Q u(z)Pd = /Ol[u*(t)]pdt < op/ol (1 +log %) dt < o,

nos garantindo que Lep,(2) C LP(£2). Ainda considere u € Legy(S2) e tome v €
LiogL(£Y), com ||v||Liogr, < 1. Fazendo

/Olu*(t)v*(t)dt < /Olv*(t) (1+log%) (“**—(t)ldt

1+ log ;)

! 1
HUHZ/ v*(t) (1 + log ;) dt,
0

1 1 1 !
/ v**(t)dt+/ v* () log (?) "= 2/ v (t)dt = 2||v]|Liogr,
0 0 0

1
/ (O ()t < 2ol 210 iog.
0

IN

onde

segue que
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Logo, pela desigualdade de Hardy-Littlewood, temos

/Qu(x)v(x) dm < /01 u*(s)v*(s)ds.

Assim, segue-se facilmente que

lillasony = sup [ ulwpola)dm < 2ljul
vELlogL(2) 9]
[lv]|Liogr <1

Note também que tomando p’ o expoente conjugado de p, temos

lull, = p{/ ue)o(@)|dzs [foll, s1}
< csup{/|u o)\ ||v||uogL<1}

= Cllull(ziogry
ja que Lp'(Q) — LlogL(Q) pela afirmagao anterior e (L?)" = L*". Portanto,
[lull, < Cllull(ziogry < 2C]Jul|z.

]

Observacao: E importante destacar que em [4] encontramos outras informagoes inte-

ressantes sobre estes espacos. Como por exemplo, é possivel verificar que
LlogL'(Q) = Lexp(2),

onde |Q] < oo (veja Teorema 6.5). Além disso, também podemos generalizar os espagos
de Zygmund para um espago de medida (€2, 3, i), com p(§2) < co. Nesta abordagem,

o espago [LP(logL)*](2) consiste de todas fungdes mensuraveis f : 2 — R onde

/Q /()] 10g®(2 + | () Pdys < o0

e o espago L2 () consiste em todas as fungoes mensuraveis f : 0 — R para o qual

exp(
existe A(f) > 0 tal que

[ ol d < oo
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2.4 Espacos de Lorentz

Nesta secao, iremos abordar uma outra generalizacao dos espacos de medida, que
sao os espacos de Lorentz. Para o desenvolvimento desta teoria, utilizaremos as de-
finicoes e propriedades abordadas nas duas primeiras secoes deste capitulo. Vejamos

sua definicao formal:

Definigao 2.4.1. O espaco de Lorentz LP9(2) é determinado pelo conjunto de todas

as fungoes f : 2 — R mensuraveis tal que a quantidade

> AN
(/ (tl/”f*(t))q7) , sel<p<ocel<g<oo
0

supt/Pf*(t), sel<p<ooeq=o00
£>0

1S

Pq —

é finita. Observe que estamos convencionando 1/p = 0, caso p = oc.

Iremos nos concentrar em abordar o caso em que o espaco de Lorentz possui os
parametros 1 < p < oo e ¢ = 0o, além de  C RY um dominio limitado. Para os casos

mais gerais, veja [14].

Teorema 2.4.2. O espago de Lorentz LP**°(2) é linear e a quantidade || - ||y, ¢ uma

quase norma deste espaco, com 1 < p < o0.

Demonstracao. Vejamos,

Afirmacdo 1: O espago de Lorentz LP*°(£2) é linear;

De fato, sejam u,v € LP*(Q) e a € R, temos pelo item (d) da Proposi¢ao 2.1.4 que

llu 4+ avl|peo = sup tYP(u + aw)*(t) < supt/Plu*(t/2) + (av)*(t/2)].

t>0

Tomando k = t/2, temos

sup tY/7[u*(¢/2) + (aw)*(t/2)] = sup(2k)"/(u" (k) + |afv* (k)
t>0 k>0
< 2YPsup KYPur (k) + || 217 sup kYPu* (k)
k>0 k>0

= 2Y7(|[ullpoo + laf[[v]lpec) < o0

Logo, u + av € LP>°(Q).
Afirmagao 2: O espago (LP*°(Q), || - ||p.0) € quase normado;

Antes de analisarmos todos os itens da definicao de norma, exceto a desigualdade
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2. Generalizacoes dos Espacgos de Lebesgue

triangular, é facil ver que

sup tY/Pu*(t),
>0

para todo u € LP*°(£2), estd bem definido em R pela defini¢do dos espagos de Lorentz.

Agora, verificaremos as condigdes (a), (b) e (c¢) da definigdo de norma:

(a)

(b)

Note que, para todo v € LP*°(Q), temos ||u||po > 0, pois u* é ndo negativa e

/7 > 0, para todo t > 0.
Vejamos,

(=) Admita que ||ul|po0 = 0. Logo, segue-se que

sup t'/Pu*(t) = 0.
>0

Assim, u*(t) = 0 para todo t > 0, pois t'/? > 0 e, pelo item (a) da Proposicao
2.1.4, sabemos que u* é nao negativa. Logo, u = 0 trivialmente pelo item (c) da

Proposicao 2.1.4.

(<) Agora, suponha que u = 0. Dessa forma, temos para todo t € (0,+0o0)
que p,(t) = 0] = 0. Logo, para todo t € (0,1), tem-se u*(¢t) = 0. Portanto,

||U||p,oo =0.

Também ¢é trivial, pois pelo item da Proposicao 2.1.4, temos
el [poe = sup t/7]alu’(t) = |af sup t/7u* (t) = |a|[ul[p,0o,
t>0 >0

para todo u € LP>°(2).

]

Assim como nos espacos de Zygmund, nao valer a subaditividade do rearranjo é

o grande problema para nao conseguir a desigualdade triangular. Desse modo, para

contornar o problema, verificaremos que a fungao || - ||pp. : LP*°(Q2) — R dada por

[l |pree = supt/Pu(2),
t>0

com u € LP*°(Q), é uma norma. Vejamos o resultado abaixo:

Teorema 2.4.3. O espaco (LP*°(Q), || - ||re) é normado, com 1 < p < co. Além

disso, vale a estimativa

p
p—1

lullp.oo < |ullre < |ullpoo, ¥V u € LP=(6).
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2. Generalizacoes dos Espacgos de Lebesgue

Demonstragcao. Vejamos,

Afirmacao 1: Valem as estimativas

lullpoo < llullzre < [[ullp,00:

p—1

para cada u € LP*°(Q). De fato, note que a desigualdade
[lullpoo < llullzre

é claramente vélida para cada u € LP*(Q) o item (c¢) da Proposigao 2.1.10 e pela

defini¢ao das quantidades || - ||, € || - ||zr.o. Por fim, note que

[t [poe = sup tY/Pu(t)
>0

t
= suptl/p_l/ u*(s)ds
0

t>0

t
< Hqu,oosuptl/pl/ s~ VP
>0 0

L ullpoes
p_l D,

para cada u € LP*°(2), o que nos garante a conclusao da afirmacao.

Afirmagao 2: O espago (LP>°(Q), || - ||Lr.) é normado. De fato, antes de analisarmos

todos os itens da definicao de norma, note que

sup tY/Pu**(t),
>0

estd bem definido em R, para todo u € LP*°(Q2), pois pela afirmacao anterior, temos

p—1

[Jul|pee < [uf]p00 < 0.

Agora, verificaremos as condicoes da definicao norma:

(a) Note que para todo u € LP*°(Q), temos ||u||rr.c > 0, pois u™ é nao negativa e

/7 > 0, para todo t > 0.

(b) Vejamos, (=) Admita que ||u||pr. = 0. Logo, temos

sup t'/Pu**(t) = 0.
>0

Uma vez que vale o item (a) da Proposigao 2.1.4 e o item (c) da Proposigao 2.1.10,
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2. Generalizacoes dos Espacgos de Lebesgue

temos u**(t) = 0 para todo ¢ > 0. Dessa forma, pelo item (e) da Proposigao
2.1.10, temos u = 0 q.t.p.
(<) Supondo que u = 0 q.t.p., temos pelo item (e) da Proposi¢ao 2.1.10 que

u** = 0. Portanto, é imediato que ||u||pr~ = 0.

(¢) Também é trivial, pois pelo item (b) da Proposi¢ao 2.1.10, temos

||| | oo = sup tY/P (o)™ (t) = sup t/P|a|u™ (t) = |o| sup tY/Pu** (t) = |of||u| oo
>0 >0 >0

para todo u € LP*(Q).

(d) Usando a Proposicao 2.1.12, temos
(u+0)"(t) < u™(t) + 0™ (1),
para todo t > 0. Dessa forma, temos facilmente que

llu+v||fpe = sup tl/p(u +v)™(t)
>0

sup tYP[u™ (t) + v** (t)]
>0

sup tY/Pu* (t) + sup t'/Pv* (t)
£>0 >0
[lul| oo + [[0]]Lros.

IN

IN

]

Teorema 2.4.4. Se Q C RY é um conjunto com medida finita, com 1 < p < oo, entao

o espago (LP*°(Q), ||+ ||r.) é invariante por rearranjo. Em particular, vale as imersoes
LP(Q) — LP>®(Q) — LY(Q).

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, suponha que |Q2] = 1. Provaremos o resul-
tado através das afirmagcoes abaixo:

Afirmagao 1: O espago (LP*°(R2), || - ||zre) é invariante por rearranjo;

(a) Seja u e LP*°(Q), onde 0 < v < wu q.t.p. em Q. Nestas condigdes,
[lul[p00 < 00

Utilizando o item (e) da Proposi¢ao 2.1.4, temos ||v||p.0o < ||u||p oo < 00. Logo,
concluimos que v € LP*°(£2). Além disso, pelo item (d) Proposigao 2.1.10, temos

u™* < v™, o que faz garantir

[0l zpee < Jul| oo,
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2. Generalizacoes dos Espacgos de Lebesgue

pela definicao de norma.

(b) Suponha que 0 < u, 1 u € LP*(Q) q.t.p.. Dai, pelo item (f) da Proposi¢ao
2.1.10, temos

u Tt
Logo, pela definicao de norma, é imediato que ||u,||ppee T ||u||pro.

(c) Sejam A C Q e u = X4. Logo, sucede-se que |A| < 1, além de

1, t<|Af

u=X4 = u ==X = ur(t)= A
[0,]Al) % F> 1AL

Dessa forma, note que para todo t > 0, temos

tr < |Af;
tl/pu**<t) _ ‘ ’

Uma vez que t'/? cresce para todo p > 1, temos pela igualdade anterior que
t/Pu(t) < AP,
para todo t > 0. Logo,
|| oo = sup tY/Pu(t) < |AJMYP < 0.
>0
(d) Seja u € LP*(€), com u* = v*. Por defini¢do, temos
|[0]|poe = sup t1/P0*(t) = sup tY/Pu*(t) = [|ul|p00 < 00,
>0 >0

0 que nos garante que v € LP*°(Q). Além disso,

1 [ 1 [
u™(t) = —/ u*(s)ds = —/ v*(s)ds = v™*(t),
tJo tJo
para todo t € (0,00). Portanto, pela definicao da norma || - ||zr.=, concluimos
que
[lullpee = [[0]]Lres

Afirmagdo 2: Valem as imersdes LP(Q) — LP>°(Q) — L'(Q);
Primeiramente, note que para todo v € LP'*(Q) tem-se ||[v]|poo < ||v]|pe. Dessa
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2. Generalizacoes dos Espacgos de Lebesgue

forma, tomando u € LP(2), bastar provar que existe C' > 0 tal que
[ullpos < cllullp,

para mostrar que LP(Q) — LP>°(Q), para cada 1 < p < co. De fato, observe que

trur(t) = {/t (Sl/pu*(t))pg}l/p

S

0
t 1/p
< ([ W)

0

= ([ wtoras) ”

= full,.

Assim, aplicando o supremo, garantimos tal imersao. Por fim, pela Proposicao 2.2.7,

temos LP™°(Q) — L'(€2), j& que tal espaco é invariante por rearranjo. ]
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Capitulo 3
Imersées Otimas do Espaco Wi’l(ﬂ)

Neste capitulo, trataremos da definicao e de algumas propriedades no que diz res-
peito aos espacos reduzidos de Sobolev. Em sequéncia, mostraremos duas imersoes,
com constantes de imersao Otimas, que envolvem este espaco e suas principais con-

sequéncias para a regularidade de funcoes.

3.1 Espaco Reduzido de Sobolev

Nesta secao estudaremos a respeito de um espago que vai ser importante para todo

a sequéncia desta producao. Vejamos a seguinte definicao:
WiP(Q) = c{u € C®(Q) N C%Q), ulpg =0; ||Aul], < oo},

ou seja, WaP(Q) é o completamento do subespaco de C*(€2) N C°(Q) das funcoes que

se anulam na fronteira de 2 tal que seu laplaciano possuem norma em LP(€2).

Proposigao 3.1.1. Sejam 2 um dominio limitado, com 1 < p < co. Valem as seguintes

propriedades:

(a) WHQ) N Wy (Q) © WRH(9);

(b) WRP(Q) = W(Q) N Wy (), desde que p > 1.
Demonstracao. Vejamos,

(a) Seja u € W>1(Q) N W, (Q). Dessa forma, existe (u,) € C=(Q) N C°(Q), com

||y, — ul|21 — 0. Logo, temos

|| Au, — Aul|; — 0,
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

: 2,1 o : .
concluindo que u € W (£2). No entanto, esta continéncia nao ¢ estrita devido ao
trabalho de Ornstein (ver [13]) que mostra que é impossivel, neste caso, controlar
a norma L' das derivadas mistas a partir das derivadas nao mistas que ocorrem

no operador A.

(b) Iremos mostrar as inclusoes:

(C) Sendo u € WXP(Q), temos ||Aul|, < co. Usando o Lema 9.17 do Gilbarg-
2p < Cl|Aul|,, para algum C' > 0. Além

Trudinger (ver [10]), segue que ||u

disso, como u se anula na fronteira de 2, concluimos que u € W2P(Q) N WP ().

(D) Sejau € W2P(Q)NWP(Q), com p > 1. Dessa forma, existe (u,,) C C*°(Q)N

C°(Q), com ||u, — ul|2, — 0. Logo, temos
| Au,, — Aul], — 0.

Portanto, concluimos que u € Wi’p (Q). O
Observagao: Um conjunto muito importante que sera trabalhado na préoxima secao é
Wi’;ad(BR) = {u € WX'(Bg); u é radialmente simétrica},

onde B € RY é uma bola aberta de raio R e centro na origem.

. . 2,1
Antes de prosseguirmos, buscaremos mostrar uma nova caracterizacao de Wy (),

Q c RY um dominio limitado. Nestas condicoes, seja o conjunto
E*N Q) = {u e W''(Q); Aue L)}

Vale o seguinte resultado:
Proposigao 3.1.2. O espaco (E*1(Q), ||A-||;) é Banach, além de E>1(Q) = WX'(Q).

Demonstrac¢do. Primeiramente, mostraremos que E*'(€2) é um espaco de Banach. De

fato, tomando (u,) C E*'(2) uma sequéncia de Cauchy, existe g € L*(Q2) tal que
|| Au, — g|[s — 0.

Através dos artigos [8] e [5], sabemos que o problema

—Au = g, em
u = 0, em 0N
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

possui solugio fraca u € W, (), onde g € LY(Q), além de Au € L'(Q). Portanto,
concluimos que £**(€) é Banach.

Agora, vamos mostrar que Wx'(Q) ¢ E*'(Q). Ao considerar u € WX'(Q), existe
(u,) C C™(2) N C%Q) tal que

[|Aup|ly <00 e ||Au, — Aull; — 0,
onde Au € L'(Q). Considerando g, = —Au, € L*(Q), temos

—Au, = g, em§}
u, = 0, em 09,

para cada n € N. Por fim, supondo ¢ = —Au, temos pela teoria de regularidade
eliptica que

n—oo

0 que nos garante u € W, (Q) e, consequentemente, a incluséo.
Por fim, provaremos que E*'(Q) C Wi’l(Q). Supondo que v € E*'(2), temos por
definicao que
veWyH(Q) e h=Ave LY(Q).

Uma vez que L'(Q) = CSO(Q)Ml, existe (h,) C C3°(2) tal que h, — h em L'(Q).

Além disso, para cada n € N, considere o problema de Dirichlet

—Av, = h,, em )
v, = 0, em 0.

Pela teoria de regularidade eliptica, concluimos que v, € C*(Q) N C°(Q). Portanto,
|A(v, — v)|]1 = 0, concluindo que v € W' (). O

3.2 Um resultado de Imersao para N =2

Antes de provarmos o resultado principal desta secao e seu respectivo corolario,
iremos abordar trés lemas que serao de extrema importancia para solucionarmos as
problemdticas. No primeiro lema, iremos considerar By C R? a bola aberta de raio

. . 2,1 2,1 - ..
R e centro na origem, além de Wy, ,,(Br) subespago de Wy (Bg) de fungoes radiais,
no qual a imersao que buscamos é valida. O segundo lema, presente na produgao

, . . . ~ 2.1 ,
[6], é importante para garantir a inclusdo entre os espagos W=7 (£2) e Leyp(€2). Jé no
terceiro lema, resultado presente no artigo [16] do matemético G. Talenti, conseguimos

certa estimativa pontual sob as condigoes do problema de Dirichlet. Sequencialmente,
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. ~ 2,1 :

provaremos a imersao entre os espacos Wy (€2) e Lex, (€2), onde a constante 1/47 ligada
a esta estimativa é sharp. Por fim, exibiremos um corolario que busca atribuir novas
condigoes para responder um problema similar ao que foi proposto por H. Brezis e F.

Merle em [6]. Sendo assim, comegaremos com o primeiro lema:
Lema 3.2.1. Sewv &€ Wi’iad(BR) tal que Av <0 e v >0, entao

1
Lewn(Br) S - lVllwze mp)-

[l

Demonstragao. Seja v € Wi’;ad(BR). Tome a fungao auxiliar

w(t) = 4mv(r) € C*(0, 00),
com r = |z| = Re™"/? € (0, R]. Uma vez que v(z) = v(|z]), temos
w(0) = 4mv(R) = 0.
Além disso, perceba que
w'(t) = dmv.(Re™?) - (=R/2)e”'/? = —27v,(Re~"/?)Re™"/?,

onde
lim w'(k) = lim —27v,(Re™*?)Re™*/? = 0,

k—o00 k—o00
ja que v, pode ser estendida continuamente até o fecho da bola, nos garantido que tal

funcao garante maximo e minimo. Note também que

w'(t) = —21v,(Re™?)- (=R/2)e”? . (Re”"?) — 2rv.(Re™"?) . (~R/2)e '/?
= 71 (Re V)R + v, (Re V?)Re ™2,

v, (Re™/?)

Too /2 onde r = Re
e

Afirmagio: Av = v,,(Re™"?) +

Primeiramente, sejam x = (z1,x2) e |z| = r. Temos,

) = v (fxl) - Tl

Vg, (

onde ¢ € 1,2. Dai, segue-se também que

; x| — /|| ;

23 x; 1 %2
o) = vl g+ (ol) - = () g o) (m - \:c|3> |

Vg, (
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Logo, temos

v, (Re™/?)

1 _
Ay = Uw1x1(|$|) + Ua:2acz(|m|) = U,,,,(|:L‘|) + UT(|"E|)_ = Urr(Re t/2) + Re—t/2

]

Dessa forma, temos pela afirmacao 1 e por hipdtese que

v, (Re™/?)

" _ 2 —t —t/2
w"(t) = TR’ {vrr(Re ) + o i/

] = rR% . AU‘M:T < 0.

Agora, perceba que

R R Ur(T)
[|Av||; = / —Av dr = / / —Av dSdr = 27?/ - (vrr(r) + ) rdr.
Br 0 JoBg 0 r

R
Uma vez que r = Re ¥2, temos dr = —Ee’t/th. Dai, fazendo uma mudanga de

variavel, sucede-se que:

R 0o
27?/ - (Urr(r) 4+ UT(T)) dr = 7r/ —[R%e v, (Re™"?) + Re~"*v,(Re™"?))dt
0 0

.
= / —w" (t)dt.
0

Além disso, perceba também que
t
w(t) = /w’(s)ds
Ot 00
= /(—/ w"(z)dz) ds
0 s

00 t
= —t/ w”(z)dz—/ zw” (2)dz
¢ 0

o0 t
= t/ —w"(2)dz + / (t — 2)w"(2)dz < t]|Av]|q,
0 0

1
jadque 0 <z <tew’(z) <0. Dai, como v(r) = 4—w(t) e
m

_pt/2 " 2 r__ _ r _9] R
r = Re :>R e :>logR t/2 =1 210gR2>t 0g

é imediato que

1 R 1 R 1 R
v(r) = Ew (210g 7) < . 2log (?) [|Avl|; = %log (?) [|Av]|;.
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Por fim, usando o item (e) da Proposicao 2.1.4, sucede-se que

o) < 150 o (5)] 0

|| Av|[; (WRQ)
- log I B}
47 S

o que nos garante pelo item (a) do Lema 2.3.2 que u € Ley,(Bg). Portanto, dividindo
2

r
ambos os membros por 1 + log <T> e depois aplicando o supremo, temos

1

HUHLexp(BR) S EHU‘ |Wzﬁ»ad(BR)’

o que conclui a demonstracao. O

Lema 3.2.2. (Brezis-Merle) Sejam Q C R? um dominio limitado e u solugdo da
equacao
—Au = f, em ()
{ u = 0, em O0f),

com f € L*(Q). Se 6 € (0,4n), entdo

4T — ¢
xp | ———|u(z)|| dx < 0.
few o] <

Demonstragao. Sejam 2R = diam(2) tal que Q2 C Bg, onde Bg é uma bola aberta em

R? e f uma funcdo que se anula fora de Q. Tomando a solucdo da equacio de Laplace

1 2R
I(lz —y]) = glog(‘x_y‘),

temos que o potencial Newtoniano

i) = (M o) = 5 [ tow (2 ) (ol

|z —yl

satisfaz —Au = |f| em R?. Pelo principio de maximo, sucede-se que |u| < u em 2.

Nestas condigoes,

oo () o= [ e (B o
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e, consequentemente, sucede-se pela desigualdade de Jensen que

. (47—5)%(1:)) ( )“/2”
/Bﬁep( A //B 7 \Jz =l dyd
R 2-6/2m
= _ dx| d
T Jo 0 [/BR(|x—y|> ] /
_ / ( R )2—6/27rdx
Br |x—y|
2-4/2m
— 2—46/2m 1
(2£) /BR(\x—y\) o

ja que f =0 em Q°. Portanto, usando o Lema 1.4.4, concluimos o resultado. [

Antes de apresentarmos o préximo lema, sejam o conjunto
WN_
O = {x e RY; DXLV ¢ o, |Q|]}.
N
e o rearranjo decrescente ¢* : [0,]Q|] — R. A funcao ¢* : O — R dada por

o* (@) = 0" (D alY),

é chamada rearranjo esfericamente simétrico. E importante notar que Q7 é exatamente

a bola aberta Bg(0), com R = (L) , pois

WN-1

~ QIN\ YN
Wl <o o LM(L)

WN-1

Além disso, é importante destacar que || = |Q2%], j& que
9%] = Ba(0) = | Xy (e)da =10

Lema 3.2.3. (Critério de Comparacio de Talenti) Seja 2 C R* um dominio limitado.

Se u, v sao solugoes fracas dos respectivos problemas

—Au = f, em —Av = f* em QF
e
u = 0, em O v = 0, em 0OF

onde f € LP(2), com p > 1, entdo v(x) > u*(x), para todo = € Q7.

Demonstragao. Ver Teorema 1, pagina 702 em [16]. O

Agora, buscaremos mostrar o caso geral do Lema 3.2.1.
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Teorema 3.2.4. Seja Q C R? um dominio limitado. Entao, para cada u € Wi’l(Q),
temos

1
[l e < Ml Aullr.
Em particular, vale a imersao

W3HQ) < Lexp(Q).

Demonstracao. Inicialmente, seja u € Wi’l(Q). Pela Proposicao 3.1.2, temos u €
WOI’I(Q) tal que Au € L'(Q). Nestas condices, pelo Lema 3.2.2, concluimos que
U € Lexp(Q) e, consequentemente, W' (Q) C Lexp(Q).

Agora, considere u e v solugoes fracas dos problemas

—Au = f, em () —Av = f* em QF
e
u = 0, em 09, v = 0, em 0O,

com f € LP(Q), para p > 1. Dessa forma, temos pelo Lema 3.2.3 que

v(x) > u¥(x) >0

para cada z € Q e, pelo item (e) da Proposicao 2.1.4, sucede-se
vi(t) = ur(t), Viel0 Q]

ja que |Q%| = |Q. Agora, seja u € C(Q)NC°(Q) tal que ulsq =0 e f := —Au. Uma

vez que L'(2) é um espaco invariante por rearranjo, segue-se
AUy = [|f]l: = |/l = [|Av]]s.

Portanto, como v € Wi’iad(Q#) e Av <0, j4 que f# é uma funcdo nao negativa, temos

pelo Lema 3.2.1 que

1 1
< —||Av|[; = —||A

[ul| ey < [I0]

o que conclui a prova do teorema. O

A constante 1/47 do teorema anterior é a menor que satisfaz tal estimativa acima.

De fato, se supormos o contrario, entao existe 0 < ¢ < 1 tal que

1—¢
47

1AV, (3.1)

0] Loy <

66



3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

4
para cada v € VVA md(Q). Agora, fixe a € (47r, . T

) e tome u € W', com ||Aul| <
-

1. Pela Proposicao 2.1.7, temos

o
/e‘“”dx :/ e dx
0 0

e, por (3.1), segue que

Dessa maneira,

e 19] 1 — 0
/ e dt < / exp(a (1+lg<| |)>>dt
0 0 t
Q| 0 a(l—e)/4m
= / exp a— + log (u> dx
0 t
| 0O a(l—e)/4n
= / exp( )-exp (10g(| |) >dt
0

1€
_ (|Q|e)o¢(1—a)/47r/ t—oa(l—a)/47rdt<cv7
0

onde C' é uma constante que nao depende da funcao u. No entanto, isso é uma con-
tradicao, pois
sup /(64“’3|u| — 1)dx = 400

CIEAY

uEWA
HAu||1<1

para 8 > 1 qualquer. Vejamos, através de um exemplo, que de fato isto ocorre:

Exemplo 3.2.5. Seja () = Bi uma bola aberta de raio R e centro na origem. Além

disso, considere a sequéncia

t, se0<t<2n
wy(t) =< =22t 4+ 2" 2 L 2n, se 2n <t < 2log?2
2n+1/2, set>2n+ 2log?2.

Note que a primeira derivada de w,, é dada por

1, se0<t<2n
wh(t) =q 227t — "2 se 2n <t < 2log?2
0, set>2n+ 2log?2
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

e a segunda derivada de w,, é dada por

0, se0<t<2n

w!(t) = =224 Ze" M2 ge 2n <t < 2log?2

DN | —

0, set>2n+ 2log?2.

Agora, seja r = |z| e tome a sequéncia de fungoes

1
up(r) = 1 Wn <2 log §> :

Nestas condigoes, temos

1 1
uy (r) = —Q—w; (2 log g) e Au,(r) = —2wg (2 log %) )

r r

Dessa forma, perceba que

R R
/ | Auy,|de = / / |Au,|dS dr = 27?/ | Ay, |rdr.
Bgr 0 OBRr 0

R R
Agora, tomando ¢ = 2log —, temos r = Re /% e dr = —Ee_mdt. Logo,
r

R
/ |Auy,|de = 27T/ | Aw,|rdr
Br 0
B9 R
= / —wg(Qlog—)
0o T r
= [ i
0
2n+log 2
-/,

dr

—2e2t 4 Zen 2 gt

DO | —

Fazendo u = 2n — ¢, temos

/2n+10g 2
2n

1 1
_2€2n7t+§en7t/2 _2eu+§€u/2 du

0
it — /
—2log2
0 1
— / (—26“+—6“/2> du
—2log2 2

0 1 0
= —2/ e“du+—/ e du
—2log2 2 —2log 2

=1

o que nos garante por (3.2) e (3.3) que ||Au,||; = 1.
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

Por outro lado, note que

R
/ e Blunl gy = 27T/ et Blunlp .
Br 0

. R .
Além disso, tomando novamente ¢t = 2log —, temos como anteriormente que
r

R
r=Re? e dr = —Ee*t/th.

oo
/ edmBlunl g — 7TR2/ ePon=tdt.
Br 0

Portanto, para concluirmos, iremos analisar dois casos:

Desse modo,

1° caso: Se 8 > 1, entao

2n
/ eAmBlunl gy > 7rR2/ eVt = L(eQ(B’U” - 1) "2 oo,
Br 0 1
2° caso: Se f =1, entao
2n
/ e*rlunl gy > WRQ/ dt = 2nm "25° 1.
Br 0

Observacao: Por fim, para estabelecer

sup /(e‘”ﬁ'“' —1)dz = +o0
@792

2,1
uGWA,ra

|Au|l1<1

para qualquer dominio limitado Q C R?, pode-se proceder por aproximacdo, como em

[6], considerando os seguintes problemas,

Au, = f,, em )
u, = 0, em 09,

onde || f,|] <1 tal que lim f,, = d,,, para cada n € N. Dessa forma, limu,, = u, onde
1 | 1
u=—log | ——
or 8 lo — xo] )’

Agora, provaremos o seguinte coroldrio:

para r — xo.

Corolario 3.2.6. Sejam Q C R? ¢ ¢ : Rt — RT uma funcdo continua tal que
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

'™ @(t) T +o0. Entdo, existe uma constante C' = C(¢) > 0 tal que

sup /64”“|¢(|u|)dx§C|Q|
WAL

uEW
HAUIll 1

se, e somente se, ¢(t) é integravel quando ¢ se aproxima do infinito.

Demonstrag¢ao. Vejamos,
(=) Inicialmente, suponha que ¢(t) nao é integravel quando se aproxima do infinito.

Assim como no Exemplo 3.2.5; sejam {2 = By e (u,) uma sequéncia de fungoes definida

1
Un(r) = Ewn (2 log g) ,

para cada n € N, onde r = |z| e

por

t, se0<t<2n
w,(t) =< =227t 4+ 2" 2 4 2n, se 2n <t < 2log?2
2n+1/2, set > 2n+ 2log?2.

R
Seja t = 2log —. Logo, temos
r

R
r=Re? e dr = —Ee_t/zdt

e, consequentemente, sucede-se

/e47r|“"gz5(|un|)dx :/ (QIOgR/T)gb(iwn (QIOgR))dx
Br 4

n(2log R/7) R

SRR —wn 210g dsS,dr

6BR
= 27 e" QIOgR/T)ng( <2log )) rdr

0
= 7TR2 e’ (—wn )

7TR2/0 ¢<47r) dt.

Fazendo outra mudanga de varidveis, tomando u = t/47, temos 4wdu = dt e também

v

2n n/2m
/ el (|, ) da > 7TR2/ o) (i> dt = 47r2R2/ d(u)du =5 +oo0.
Br 0 dm 0

Para o caso em que €2 nao é uma bola, basta utilizar a técnica de aproximagao como
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

no Exemplo 3.2.5.
(<) Agora, sejam u € W' (Q), ||Aull; = 1 e ¢(s) : Rt — RT uma funcdo continua
quando ¢ se aproxima do infinito tal que e*™¢(s) é mondtona crescente para cada

s > sg. Pela Proposicao 2.1.7, temos

12|
[eounar = [ em oo
Q 0

to
< [0l max o)+ [ e O (0)de,
0

s€[0,s0]

onde to = inf{t; u*(t) < so}, pois pelo Teorema do Valor Médio podemos supor, sem

perda de generalidade, que existe sg € [to, |€2|] tal que

9
/ e O p(ur (1)) dt < ™) g (u” (50))] €.

to

Agora, observe que no intervalo [0, to] tem-se u*(t) > 5o, onde o mapa t — e*™ D (v (1))

é crescente. Dessa forma, como

u(t) < ﬁ[l +log(|Q/1)], V1 el0,|9]

devido a definicao da quase norma de Zygmund, sucede-se que

Q
[ vatupar < cojon+ / ervos(o-tosig (Log (1) L LY
Q 4 t 47
1€
C’0|Q|+e|Q| —log +— dt.
t 4

Q 1
Agora, tomando s = — log | | + —, temos ds = ———dt. Dali, segue-se que
AT t 47T Art

/Oto %cb (Elog ('?’) 47r) dt = /+:g<m> igb(s)ds.

4

Uma vez que ¢(s) : RY — RT é uma funcio continua tal que e*™¢(t) 1 400, con-

+oo
/ log(‘fl\)Jr47r gb(s}ds =

para algum K € R. Portanto, concluimos que

cluimos que

/Q AT Jul)d < (Co + Ke)|Q = C(&)]],
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

onde C(¢) = Cy + Ke, nos garantindo que

sup /64”|“|gz§(|u|)dx < CQ].
Q

2,1
wEWR ()
[[Aul[1=1

3.3 Um resultado de Imersao para o caso N > 2

Antes de provarmos o resultado principal e seu respectivo corolario, iremos seguir
os passos semelhantes da secao anterior. Inicialmente, mostraremos que o resultado é
valido para o caso particular das funcoes serem radialmente simétricas, onde o conjunto
base é uma bola aberta. Logo depois, provaremos a imersao entre os espacos Wi’l(Q)
e L%’OO(Q), onde a constante (wjg\,/ivl(]\f — 2)N¥)_1 ligada a esta estimativa é sharp
utilizando o critério de comparagao de Talenti. Por fim, exibiremos um coroldrio que
busca atribuir novas condigoes para responder um problema similar ao que foi proposto
por V. G. Maz'ya em [12].

Lema 3.3.1. Sev € WZ’;ad(BR) tal que Av <0 e v >0, entao

1
10l &, o0 < = llollwzr (e
N2 T 9 N (N —2)N'F T arealBR)

Demonstragao. Seja v € Wi’;ad(B r). Tomaremos a fungao auxiliar
w(t) = wy_1(N — 2)RN2u(r),
com r = |z| = Rtv2 ¢t > 1. Uma vez que v(z) = v(|z|), temos
w(l) = wy_1 (N —2)RV2y(R) = 0.
Além disso, perceba que

W(t) = wyi(N —2)RY 20, (Rt¥2) (N__RQ) 1=/ (n=2)

= wy RN o (Rt72) - (= 1)t-m/ (=),

onde
lim w'(k) = lim (JJN_lRN_IUT(Rk’N;—lZ) S(=1)EAm/(=2) —

k—o00 k—o00

ja que v, pode ser estendida continuamente até o fecho da bola, nos garantido que tal
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

funcao garante maximo e minimo. Note também que

"R _ _
W'(t) = wy BN o, (RF) [ ——— ) ¢8E . (— 1)t
N —2
1 N — _
+ wy 1 RY o, (Rt v=2) (— e
N —
RN _ o (Rt¥3
= WhN-1 N_1 U?‘T(Rtﬁ) + at =) )(N_ 1)
(N — 2)t*~=2 Rt~—2
(Rtv-2)
Afirmagio: Av = v, (RE%2) + UT—,I(N — 1), onde r = Rtv2;
- Rt~N—2
Primeiramente, sejam x = (21, %2,...,xy) € |z| = r. Temos,
Z;

ve; (|2]) = v (J) Tl

onde i € {1,2,...,N}. Dai, segue-se também que

o (lal) (o B m Ly (L
o) = ) 2+ () ol el (- 25 ).

|z [ R

Vg, (

Logo, temos

2 (1
a0 = 32 [l g - (3 15 )
= onol) + = v
v = UT(Rt i2) _
o (REF) + s (N—-1)

Dessa forma, temos pela afirmacao e por hipétese que

o L 8
w”(t) _ wy-1- R 7 Urr(Rt _2>+U7~(Rt1\’1 2)(]\7_1)
g N—1
(N — 2)25 Rt~
WN=-1" RN
BT

Agora, perceba que

| Av]]; = /BR Avde = — /OR <Um~(7‘) Lol oy 1)) w1 Ldr.

r

=1 _ _
Uma vez que r = RtV-2, temos t = R 2 /rN 2 e, consequentemente, sucede-se dt =
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

RN72(2 — N)r*Ndr. Dai, fazendo uma mudanca de varigvel, temos:

1A = — /0 ’ <Urr(r) G 1)) WV ldr = /1 "

r

Além disso, perceba também que

w) = [ wis
_ /j (—/:ow”(z)dz) ds
_ -1 /toow”(z)dz—/ltzw”(z)dz
= -0 [T+ [ - e < - Dl

w(t)
wal(N — 2)RN72’

jdque 1 < z<tew'(z) <0. Dai, como v(r) = ¢ imediato que

v(r) =

wt) (R
WNfl(N - 2>RN72 o wal(N — Q)RN*Q rN-2 )

Por fim, usando o item (e) da Proposicao 2.1.4, vejamos que

\ |[Avl}y RN? ’
< —1
) e e (¢)
_ [1A]]s (Wl)W R
" wy_1(N —2)RN-2 N s ’
com s € (0, ij\(f-l RN > Portanto, concluimos que
ol (s)s™ < : 1Av]
V|| n_ = sup v (s)s < — v||1.
N e WA (N = 2) N

Agora, buscaremos mostrar o caso geral:

Teorema 3.3.2. Seja Q C RY um dominio limitado, com N > 2. Entéo, para cada
u e WiH(Q), temos

1
vz |[Aul]s.

<
N WJ2V/J—V1<N —2)N'w

|Jul| ~_
N—2"®
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

Em particular, vale a imersao
W2H(Q) — L¥2(Q).

Demonstracao. Analogamente ao Teorema 3.2.4, para provarmos a estimativa proposta
neste resultado, basta utilizar o critério de comparagao de Talenti (ver Lema 3.2.3) e o
Lema 3.3.1 que prova o resultado para o caso particular desta desigualdade para bolas,
com fungoes radialmente simétricas. Por fim, pela definicao dos espacos de Lorentz, é

imediato que W2'(Q) — L¥2(Q). 0

A constante (w]?v/ivl(N —2)N "¥)71 do teorema anterior é a menor que satisfaz tal

estimativa acima. De fato, tomando a sequéncia de fungoes em 2 = Bp, temos

1 R\ 2
tn(r) = wy_1(N — 2)RN_2wn ((?> - 1) Vel

onde w, esta definida no Exemplo 3.2.5. Note que,

, 1 (B (N—2)RN-2 [ (R\"?
“n“)—mwn((?) ‘1) camin =St (7)),

onde u, € Wi’l(B r). Fazendo mais alguns cédlculos andlogos ao do Exemplo 3.2.5,

tem-se

|me:/|M@W:L
0

Uma vez que a sequéncia u,, ¢ um rearranjo esfericamente simétrico, temos

o= ((22)") - e ((525) 7 )

Nestas condigoes, sucede-se que

lunl| x o = sup  wi(s)s'™
M se(0,“NL RY)

- 1 WN—IRN % 1 %
T v (N —2)RN—2 5P Ns °
. 1

s€(0,“B=LRN)
1 “ Wy (t)
WA (N = 2)NF deooe) THL W (N —2) N

ll

Corolario 3.3.3. Sendo Q € RY um dominio limitado, com N > 2 e ¢ : Rt — R

uma funcao continua tal que e o(t) T 400, entdo existe uma constante C' = C'(¢) > 0
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

tal que
sup / | %2 §(Jul)dz < C|Q)
(Q)

ueW
I\Aulh 1

se, e somente se, ¢(t)/t é integravel quando ¢ se aproxima do infinito.

Demonstra¢ao. Vejamos,
(=) Inicialmente, suponha que ¢(t)/t nao é integravel quando se aproxima do infinito.

Assim como no Exemplo 3.2.5, sejam 2 = By e (u,) uma sequéncia de fungoes definida

un(r) = on (N 1— 2)RN2 " ((g) - 1) |

R N-2
para cada n € N, onde r = |z|. Sendo t = (— — 1) — 1, temos
r

por

r=R/(t+ 1YV o dt = RN 22 - N)r'* Nar

e, consequentemente, sucede-se

/BRlun|NN-z¢(lun|)da: = /BRw’ij_l [wn((g)Mq)] 72¢(|un|)dx
- [ /OBBlelwn«? ) oS

N -2 (t 4 1)2%
kxRN /2” £ \2N2 g (AY)

> — dt
N —2 t+1 t
]CNRN 2n ( )

> . dt

el N —_ 2 Cl . t 9

1
onde A = ky = A%WN_l e C1 = Cy(n,N). Fazendo outra

wal(N — 2)RN72’
mudanca de varidveis, tomando u = At, temos du = Adt e também

N k N 2n At 2An oo
/ |tn| N2 O ([un|)dz = vl -G S - C/ Mdu % oo,
Br N - 2 1 t A U

N

N -2

onde C' é uma constante que depende de C; e do quociente
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3. Imersoes Otimas do Espaco Wa'(Q)

(<) Agora, sejam u € W' (Q), ||Aul|; = 1 e ¢(s) : Rt — RT uma funcao continua

N
quando ¢ se aproxima do infinito tal que s¥-2¢(s) é mondtona crescente para cada

s > sg. Pela Proposicao 2.1.7, temos

Awﬁwwwx=14%u

< [€2f(s0) ¥ max cb(S)+/Oo(u*(t))m¢(u*(t))dt,

s€[0,s0]

*

(1))~ =2 p(u*(1))dt

onde ty = inf{t; u*(t) < so}, pois pelo Teorema do Valor Médio podemos supor, sem

perda de generalidade, que existe m € [tg, |€2|] tal que

12
/ (u™(£)) "2 p(u*(t))dt < (u”(m))¥=2 g (u”(m)) €,
to

com u*(m) = sg. Agora, observe que no intervalo [0, o] tem-se u*(t) > so, onde o mapa

N
t— tN-2¢(t) é crescente. Dessa forma, como

1

wit)s 8

, Ve [0,]9]

devido a definicao da quase norma de Lorentz, sucede-se que

N

. b1 \F 1
Lo < cool+ [ ( N) ¢( N)w
Q 0 Btv—=2 Bty—2
1\~ (o w2 1
— CO‘Q‘ + (_) / t (N2)2¢( ~ )dt,
B 0 Bt~z

1 N
onde B = — . Agora, tomando s = 1/Bt~¥-2 temos
WM (N = 2)N'F
BN 20a-n
ds = ———t ~-2 dt.
TTTN 2

Dai, segue-se que

o __ N2 _ 1 N—-2 [*t>°1
t N-2? dt = —— —¢(s)ds,
I = EEb i E

N
onde L = 1/BtJ>. Uma vez que ¢(s) : Rt — R" é uma fungao continua tal que

s ¢(t) T 400, concluimos que

+00 1
/ -p(s)ds < K,
L
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para algum K € R. Portanto, concluimos que

sup / | %2 p(Jul)de < C9.
Q

uew (@)
[[Aul1=1
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Apeéendice A
Nocoes de Medida e Integracao

Os espacos de Lebesgue é um conjunto de classes de fungoes que sao muito impor-
tantes para a resolucao de problemas mais gerais no contexto da Analise. Um exemplo
que enaltece este fato é que através dos espagos de medida podemos obter subespacos
vetoriais, com certas propriedades, para obtermos solucoes fracas de equagoes diferen-

clais.

A.1 Funcoes Mensuraveis

Definigao A.1.1. Uma o-dlgebra no conjunto {2 é uma familia > de subconjuntos de

Q) que satisfaz:
(a) 0,Q e X;
(b) Se A € X, entao Q\ A € 3;

(c) Se A, € 3, para todo n € N, entao U A, eX.

neN

Em particular, denotaremos (€2, X) de espago mensurdvel, onde cada elemento de ¥ é

um conjunto mensuravel.

Definigao A.1.2. Seja C uma colegao de subconjuntos de 2. A interse¢ao de todas as
o-algebras que contém C também é uma o-algebra e é chamada o-dlgebra gerada por

C. Simbolicamente, representamos por 3(C).

Observagao: Ainda nas condigdes da definigdo anterior, ¥(C) é a menor o-algebra em

Q) que contém C.

Exemplo A.1.3. Seja (X, 7) um espago topolégico. A o-algebra no conjunto X gerada
por 7 é denotada por ¥(7) = B(X) e chamada como o-dlgebra de Borel.
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A. Nocoes de Medida e Integracao

A reta estendida é o conjunto
R=RU{-o0,+o0} = [~00, +X]

que possui uma topologia induzida pela topologia usual de R, onde seus respectivos

abertos admitem uma (ou até mais de uma) das seguintes formas:

(a) A CR éaberto em R;

(b) A=[—00,a), com a € R;

(¢) A= (a,+o0], com a € R;

(d) A é uma uniao de conjuntos como os de (a), (b) ou (c).

Observacao: Iremos considerar a reta estendida R como sendo um espaco mensuravel

com a o-algebra de Borel relativa a topologia citada anteriormente.

Definicao A.1.4. Seja (€2,%) um espaco mensuravel. Dizemos que uma fungao f :
Q — R é mensurdvel se f~*(A) € ¥ para cada A € B(R). Além disso, definimos o

conjunto

M(Q, %) ={f:Q— R; fémensurdvel}.

Exemplo A.1.5. Seja (€2, %) um espaco mensuravel. A fungao X4 : @ — R definida

XA:{ 1, sexe A

por

0, sex g A
é mensuravel. Em particular, chamamos X4 como sendo a funcao caracteristica de A.

Lema A.1.6. Se f € M(2,X) é ndo negativa, entdo existe uma sequéncia (f,) em
M(Q,¥) tais que

(a) 0 < fu(z) < furi(x), para todo x € Q e todo n € N;
(b) f(x) =lim f,(x), para todo x € §);
(¢) fn é uma funcao que admite um numero finito de valores, para cada n € N.

Demonstragao. Ver Lema 2.11, pagina 13 em [3]. ]

A.2 Medidas

Nesta secao, estudaremos fungoes definidas numa o-algebra que assumem valores
reais estendidos. Estas aplicacoes sao sugeridas intuitivamente pelos principios de

comprimento, drea e volume.
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Definigao A.2.1. Uma medida no espago mensuravel (€2,%) é uma funcao p: ¥ —

[0, 00] que satisfaz:
(a) (D) =0;

(b) Se (A )nen é uma sequéncia de conjuntos em Y, disjuntos 2-a-2, entao

§ (U An> =) u(Ay).

neN neN

Em particular, dizemos que p é uma medida ndo atomica quando para cada A € ¥ tal

que p(A) > 0, existe um conjunto mensurdavel B C A que satisfaz
0 < pu(B) < pu(A).

O terno (2, %, 1) serd comumente denotado para descrever um espaco de medida.

Vejamos a seguir algumas propriedades gerais:
Proposicao A.2.2. Seja o espago de medida (2, %, u). Entao:
(a) Se A,Be€XeAC B, entao u(A) < u(B).

(b) Se A,Be ¥, AC Be u(A) < oo, entao (B — A) = p(B) — p(A).
Demonstragao. Ver Lema 3.3, pagina 21 em [3]. ]
Definigao A.2.3. Sejam (A,)nen € (Bp)nen sequéncias de conjuntos que satisfazem

A=|JA, e B=()Bn,

neN neN
com A, C A,41 e B, 2 By41, para todo n € N. Dizemos que (A, )nen cresce para A e
(Bn)nen decresce para B. Em simbolos, representamos por A, T Ae B, | B.

Proposicao A.2.4. Seja (€2, %, 1) um espago de medida. Valem as seguintes proprie-
dades:

(a) Se (A,)nen é uma sequéncia de conjuntos em 3 tal que A, 1T A, entao pu(A) =
lim p(A,).
(b) Se (B,)nen ¢ uma sequéncia de conjuntos em 3 tal que B, | B e u(B) < oo,
entdao u(B) = lim u(B,).
Demonstragao. Ver Lema 3.4, pagina em [3]. ]

Definigao A.2.5. Seja (€2, %, 1) um espago de medida. Uma propriedade vale q.t.p.
em ) (ou seja, quase toda parte em (1) se existe um subconjunto A C 2 que satisfaz

1(A) = 0 tal que a propriedade vale para todo = € Q \ A.
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A.3 Integral de Lebesgue
Inicialmente, considere o espago de medida (£2, %, ;1) e o conjunto
MY Q%) ={f € M(Q,X); f énao negativa}.

Sendo ¢ € M1 (€, ¥) uma funcao simples, i.e., que admite um ntimero finito de valores,

temos que sua representacao canonica é da forma

Y= Z a; X,
j=1

Além disso, definiremos sua integral em relagao a p como sendo

/ pdp =) a;p(A).
Q =

Definicao A.3.1. Sejam (2,3, 1) um espaco de medida e f € M1(Q, %) qualquer.

Indicaremos
/ fdp =sup {/ odu; © € MT(Q,%) é simples e 0 < p < f}
Q Q

como sendo a integral de Lebesgue de f com respeito a . Em particular, denota-se

/A fu = /Q fXadp,

para todo f € MT(,%) e todo A € X.

Proposigao A.3.2. Sejam f,g € M (,X) e A, B € ¥. Valem as seguintes proprie-
dades:

(a) Se f <y, entéO/fdué/gdu;
Q Q

(b) Se A C B, entéo/fdug / fdu;
A B

(¢) f=0q.t.p. em Q se, e sé se, / fdu = 0.
Q
Demonstragao. Ver Lema 4.5 e Corolario 4.10 em [3]. O

Teorema A.3.3. (Convergéncia Mondtona) Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes em
M*(Q,Y) tal que

Oéfn(x)gfn—i-l(x)? VneN e Vzell
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Se fn(x) — f(z) para cada x € Q, entdo f € MT(Q,X) e

/ fdy = lim / fm

Demonstragao. Ver Teorema 4.6, pdgina 31 em [3]. O

Teorema A.3.4. (Desigualdade de Jensen) Seja (€2, u, ¥) um espago de medida. Se a
funcao g : (a,b) — R é convexa e f : 2 — R é mensuravel, com f(z) € (a,b), para

todo x € 2, entao

1 b 1 b
g(m/afdu)ém a(QOf)du-

Demonstragao. Ver Teorema 2, pagina 621 em [9]. O

A.4 Espacos de Lebesgue

Seja (€2, %, u) um espaco de medida e considere a seguinte rela¢ao de equivaléncia

f=9 atp. & [~y
para toda fungao f e g bem definida neste espago. Tendo em vista as operagoes

[T+ 19l = [f + 9l e Alf] = [Af],

onde [f]={g: Q2 —R; f=gqt.p. em Q}, além de considerar o conjunto

L,(02) = {f : QQ — R; f é mensuravel e (/Q |f\pd,u> v < oo} :
para 1 < p < 0o, sucede-se que 0 espago
L) = L,(Q)) ~ =A{[f]; | e Lp()}.
é vetorial. Analogamente, tomando o conjunto
L) ={g:Q— R; g é mensuravel e limitada q.t.p}

teremos o espago vetorial quociente
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Proposicao A.4.1. Os espagos (Ly, || - ||p) € (Loo, || - ||s), onde

1/p
LAl = (/Q |f|pdu) e |l[g)lloc = inf{c € R; [g(2)] < ¢ q.t.p. em 0}

para todo [f] € L, e todo [g] € L, sdo normados.
Demonstragao. Ver Teoremas 6.7 e 6.16 em [3]. O

Para facilitar a notagdo ¢ comum denotar os elementos de L,, com p € [1,00],
apenas como f ao invés de escrever a classe de equivaléncia [f]. No entanto, é bom
lembrar que estes espacos constitui de elementos que sao classes de funcoes.

Agora, iremos enunciar uma desigualdade proposta por Holder:

Teorema A.4.2. (Desigualdade de Holder) Sejam f € L, e g € L,, onde p > 1. Se
1/p+1/g=1,entdo fg € Ly e

7l < [1£1lpllgllq-

Demonstragao. Ver Teorema 6.9, pagina 56 em [3]. O

Lema A.4.3. Seja p' o expoente conjugado de p. Entao, uma funcao mensurdvel

u € LP(Q) se, e somente se,

sup { [ uteyp(o)lass 1l <1}

Em particular, este supremo ¢ igual a ||ul],.

Demonstragao. Ver Lema 2.7, pdgina 25 em [2]. O
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