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Resumo

Neste trabalho estudaremos a controlabilidade nula pontual para a equacao do calor
unidimensional. Primeiramente, serd mostrado que a controlabilidade nula pontual
esta diretamente relacionada com a convergéncia de uma série de nimeros reais que
depende apenas do ponto, do tempo de controlabilidade e dos autovalores e autofuncoes
do operador de Laplace unidimensional. Como consequéncia, veremos que existe um
tempo minimo de controle, o qual pode ser estritamente positivo, fenémeno este que
nao existe no caso de controles aplicados em conjunto abertos. Além disso, usando
argumentos de aproximagao diofantina, verificamos que o conjunto dos pontos para os
quais a equacao é pontualmente controlavel para todo tempo forma um conjunto denso
no dominio. Por fim, tentando entender o fenémeno de tempo minimo, foi analisado o
que acontece com as propriedades de controlabilidade quando o controle esta aplicado

em um intervalo aberto que se degenera a um ponto.

Palavras-chave: Equacao do calor unidimensional, Controlabilidade nula pontual,

Tempo minimo de controle, Aproximacao diofantina.



Abstract

In this work we’ll study the pointwise null controllability problem for the one-
dimensional heat equation. First, will be shown that the pointwise controllability is
equivalent to the convergence of an appropriate series depending only on the point,
the controllability time and the eigenvalues and eigenfunctions of the one-dimensional
Laplace operator. As a consequence, there exists a minimum time of controllability,
which may be strictly positive. This phenomenon of positive minimum time of control-
lability doesn’t occur in the case of controls applied on open sets. Furthermore, using
arguments from diophantine approximation theory, we show that the set of points for
which the equation is pointwise controllable for all time is a dense subset of the do-
main. Finally, with the aim of understanding the phenomenon of minimum time, it
was analyzed what happens when the control is applied to an open set that degenerates

to a point.

Keywords: One-dimensional heat equation, Pointwise null controllability, Minimal

time control, Diophantine approximation.
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Introducao

Com a necessidade de manipular fenémenos presentes no nosso cotidiano, Teoria
do Controle busca garantir que um sistema se comporte de uma maneira desejada.
De fato, controlar o comportamento de um dado sistema é uma pratica comum em
organismos vivos, sendo até mesmo indispensavel em processos evolutivos, como por
exemplo a regulacao da glicose no sangue, regulacao da temperatura corporal, cresci-
mento populacional, controle da pressao arterial, controle do nivel de colesterol, etc.

Nesta dissertacao, estudamos diversos resultados acerca da controlabilidade da
equacao do calor, uma das equacOes classicas da Fisica Matematica. Assim, sejam
T >0, 2 C R” um aberto com fronteira 02 suave e w C {2 um subconjunto nao-vazio.

Em Q x (0,7), considere a equagao do calor com controle aplicado em w

yt_Ay:flwa Q:QX(07T>
y(x,t) + oz(x)%(x,t) =0, X=00x(0,T) (1)
y(fL‘,O) = yO(x)v T € (),

em que y = y(x,t) é o estado do sistema, yy é o estado inicial, f é o controle que atua

em w, 1, é a fungao caracteristica do conjunto w, a« € L>(Q2) e a% é a derivada normal.

Figura 1: Regiao de controle



Uma pergunta basica que podemos fazer diz respeito a controlabilidade nula do
sistema no tempo 7. Mais precisamente:
Dados T > 0 e um estado inicial yo, existe f (pertencente a algum espago apropri-

ado) de modo que a solugao do sistema (1)) satisfaz
y(x,T)=0, V2e?

Este é o chamado problema de controlabilidade nula para o sistema ({1)).

A resposta para a pergunta acima depende essencialmente do tempo T e do conjunto
w. De fato:

— Quando w é um conjunto aberto, o sistema é controlavel a zero em qualquer
tempo 17" > 0. Para obter este resultado, é necessario provar desigualdades de observa-
bilidade para o sistema adjunto da equacao , o que ¢é feito, por exemplo, por meio
das chamadas desigualdades de Carleman. Em particular, podemos construir contro-
les através da minimizacao de funcionais adequados. Isto pode ser encontrado, por
exemplo em [4] e [5].

— Quando o conjunto w é um ponto, o sistema é controlavel a zero em todo
tempo T' > Ty, no qual Ty é o tempo minimo de controle (que depende do ponto, dos
autovalores e das autofungoes do operador de Laplace). Mais uma vez, este resultado
é obtido provando desigualdades de observabilidade adequadas para o sistema adjunto
da equagdo ([1]). Resultados deste tipo podem ser encontrados em [6], [13] e [17].

A controlabilidade nula para o sistema no caso em que w ¢ um aberto nao-vazio
é, de certo modo, um problema classico em Teoria do Controle. Por isso, nosso objetivo
serd estudar a controlabilidade nula da equacgao (/1) no caso em que o conjunto w é um
ponto.

Dividimos este trabalho da seguinte maneira:

— No Capitulo 1, com base no artigo [6], estudamos a controlabilidade nula pontual
para a equacao do calor unidimensional.

Em um primeiro momento, dados ¥ € (0,1) e T > 0, consideramos a equagao
(unidimensional) do calor (1) com controle aplicado em {9} x (0,T") e construimos um
operador, denominado operador de observabilidade, que associa a cada |9} x(0,1), com
u solucao do sistema adjunto de , o seu valor no tempo 7T, i.e., u(-,T). Se este
operador for continuo entao a equacgao do calor é controlavel a zero no tempo T,
com controle aplicado em 7.

Em seguida, mostramos que a continuidade do operador de observabilidade é equi-
valente a convergéncia de uma série de niimeros reais adequada. Por meio desta série,

podemos definir a nogao de tempo minimo de controle, o qual pode ser estritamente
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positivo. Também, provamos que o conjunto dos pontos para o qual a equacao é
controlavel a zero em qualquer tempo 7" > 0, com controle aplicado no ponto, é um
conjunto de medida total. Por outro lado, vemos que o conjunto dos pontos para o
qual o sistema nao e controlavel a zero em nenhum tempo é um conjunto denso, apesar
de ser um conjunto de medida nula.

Finalizamos o Capitulo 1 apresentando alguns outros casos de controlabilidade
nula pontual, como por exemplo o problema do observador movel e o caso em que
as condigoes de fronteira do sistema sao periddicas.

— No Capitulo 2, seguindo o exposto em [12], buscamos entender o fenémeno de
tempo minimo, explicitado no Capitulo 1. Para isto, consideramos o controle aplicado
em um intervalo aberto w.(zo) = (g — &,20 + &) C (0,1), com & > 0, e vemos o
que acontece quando este intervalo se degenera ao ponto xg, i.e., analisaremos o que
acontece com as propriedades de controlabilidade quando ¢ — 0.

Primeiramente, observamos que se a equacao do calor unidimensional é controlavel
a zero com controle aplicado no ponto xy € (0,1) entao para todo T' > Ty(xg), no qual
To(xo) é o tempo minimo de controle no ponto g, existe uma sequéncia de controles f.,
aplicado em w,(xg), que converge, em um sentido apropriado, a um controle pontual
f = f(t) aplicado no ponto xy. Tal controle leva a solu¢ao do sistema a Zero no
tempo T

No caso em que T' < Ty(zp), mostramos que nao é possivel obter a controlabilidade
nula pontual em z( para o sistema (1) como limite da controlabilidade nula no aberto
we(xp).

— No Apéndice [A] apresentamos alguns resultados de Andlise Funcional, Apro-
ximagoes do tipo Miintz-Szarz, Aproximagcoes diofantinas e Teoria da Medida, que
foram utilizados durante o trabalho.

— No Apéndice[B, por meio de séries de Fourier, mostramos que o problema da con-
trolabilidade nula para a equacgao do calor unidimensional é equivalente a um problema
de momentos envolvendo uma sequéncia de exponenciais reais. Em seguida, provamos
que se existe uma familia biortogonal a sequéncia de exponenciais reais, o problema de
momentos tem solucao e portanto a equacao do calor unidimensional é controlavel a

Zero.
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Capitulo 1

Controle pontual para a equacao do

calor unidimensional

Neste capitulo, estudaremos a controlabilidade pontual para a equacao do calor
unidimensional. Mais precisamente, provaremos diversos resultados qualitativos relaci-
onados a este tipo de controle. Por exemplo, dados Ty > 0 e ¥ € (0,1), construiremos

uma série dependendo somente de Tj, 9 e dos autovalores e autofungoes do operador

d2
T da?

equagao sera controlavel para cada 17" > Tj, com controle aplicado em ¢. Também,

(com a condigao de fronteira adequada) de modo que, se a série convergir, a

mostraremos que o conjunto dos pontos ¥ € (0,1) tais que a equagao é controldvel
para todo 7' > 0 tem medida total em [0,1]. Por outro lado, o conjunto dos pontos
v € (0,1) para os quais a equacao nao é controldvel para todo T' > 0 é denso em [0, 1],
apesar de ser um conjunto de medida nula.

Neste capitulo seguimos o exposto em [6].

1.1 Introducao

Seja a equagao do calor unidimensional:

Yt — Yoz = flo (z,t) € (0,1) x (0,T)
y(0,1) — ay.(0,t) 0
y(1,t) + By.(1,) =0, T € (0,
y(@,0) = yo(x), z € (0,

I
~
M

—~

(1.1)

em que «,f > 0, yo é o dado inicial, f é uma forca externa (ou controle) que esté

aplicado no conjunto nao-vazio w C (0, 1).

Definigao 1.1. Seja T > 0. Dizemos que o sistema[1.1] é controldvel a zero no tempo

12



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

T se, para cada yo € L*(0,1), existir f € L*(w x (0,T)) tal que
y(x, T) =0, Ve (0,1).

Este é o chamado problema de controlabilidade nula para a equagao do calor ([1.1)).

Distinguiremos os seguintes casos:
e w C (0,1) aberto e nao-vazio;
e w = {V}, para algum ¥ € (0,1).

Observagao 1.1. No caso em que w = {9}, para algum 9 € (0, 1), na equagao (1.1,

devemos escrever fly = foy, em que dy € o delta de Dirac no ponto 0.

E bem conhecido que a controlabilidade nula de ([1.1)) é equivalente a obtengao de

uma desigualdade apropriada (desigualdade de observabilidade) para o sistema

e — s = 0 ( t) € (0,1) x (0,T)
u(l,t) + Bug(1, ) (OaT)
u(z,0) = ug(x), €(0,1).

O sistema ((1.2)) é chamado de sistema adjunto da equagao do calor (|1.1)).

Observacao 1.2. Na literatura, podemos encontrar o sequinte sistema como sendo o

adjunto da equacao do calor (1.1)):

—Up — Upy = 0 (z,t) € (0,1) x (0,T)

u(0,t) — au, (0, )—0 tE(O,T) (1.3)
U(Lt)"‘ﬁua:( ) ) (07T)

u(z,T) = ur(x), € (0,1).

Entretanto, € fdcil ver que a mudanga de varidvel t — T —t transforma o sistema ((1.3)

no sistema (1.2]). Assim, sem perda de generalidade, trabalharemos diretamente com o
sistema (|[1.2]).

A equivaléncia entre observabilidade e controlabilidade nula para a equagao (1.1)) é

dada pelos seguintes resultados.

Teorema 1.1 (Observabilidade em um aberto). Sejam T > 0 e w C (0,1) um aberto
ndo-vazio. A equagdo do calor unidimensional (1.1)) é controldvel a zero no tempo T

com controle f € L*(w x (0,T)) se, e somente se, existir uma contante C > 0 tal que

T
(- T) 220, < C / / (e, £)Pdadt, (1.4)



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

para toda solugio u = u(z,t) do sistema adjunto (1.2) com uy € L*(0,1).

Teorema 1.2 (Observabilidade em um ponto). Sejam T > 0 e w = {9}, com I €
(0,1). A equagao do calor unidimensional (1.1)) é controldvel a zero no tempo T com

controle f € L*({9} x (0,T)) se, e somente se, existir uma contante C' > 0 tal que

T
- T) sy < C / (9, ¢) [, (1.5)

para toda solugio u = u(z,t) do sistema adjunto (1.2) com uy € L*(0,1).

As demonstragoes desses resultados podem ser encontradas em [4].
Provar desigualdades de observabilidade nao é, em geral, uma tarefa facil. Aqui,
para estudar as desigualdades ([1.4]) e (1.5]), introduziremos dois operadores que serdo

uteis no nosso estudo.

Defini¢ao 1.2 (Operador de observabilidade em um aberto). Seja T' > 0. Definimos

o operador de observabilidade em um aberto w C (0,1) como a aplicagdo

Aot D(A,r) C L*(w x (0,T)) — L*(0,1)

)

u|w><(0,T) = U(',T),

que associa a cada u(x,t) solu¢io de (1.2), com ug € L*(0,1), seu valor u(-,T) €
L?(0,1).

Temos que o operador A, r é continuo se, e somente se, existe C' > 0 tal que

lu(, T 20,1y = I|MAw,r(wlwxom) ] 2200,1) < Cllull L2 @wx 0,1))5

para toda u = u(x,t) solucao de (1.2) com uy € L?(0,1). Portanto, a continuidade de
A, 1 é equivalente a desigualdade de observabilidade ([1.4]).
De modo andalogo, temos o mesmo resultado para o caso em que w se reduz a um

ponto.

Defini¢ao 1.3 (Operador de observabilidade em um ponto). Seja T" > 0. Definimos

o operador de observabilidade em um ponto ¥ € (0,1) como sendo a aplica¢ao

Aﬂ,T : 'D(.Aﬂ,T> - L2<O,T) — L2(0, 1)

u|19><(0,T) = U(', T)7

que associa a cada u(x,t) solugio de (1.2), com ug € L*(0,1), seu valor u(-,T) €
L%(0,1).
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Observacao 1.3. Podemos escrever a solugao de como a sequinte série absoluta-
mente convergente

D=3 ezl (16)

n=1

s ~ . 2
em que ¥, = ¥,(z) € a autofung¢ao associada ao autovalor X\, para o operador —dd?

com sua respectiva condi¢ao de fronteira.

Observagao 1.4. Se |¢, (V)| # 0 para todo n, entao o operador Ay r estd bem definido
para todo T' > 0. Isto se deve ao sequinte argumento de continuagao unica. Pelo Lema
A4 .

Cn u ,

| | d, W}n( )| || ( )HLQ(O,T)

em que d,, € a distancia entre e~ e span{e=*t; k # n} na norma L*(0,T).

Uma vez que d,, > 0, se ||u(1, )| r200,7) = 0 entao c, = 0, para todo n e, consequen-
temente, o operador Ayr estd bem definido. Se existir n € N tal que 1, () = 0 entdo
o operador Ay nao estd bem definido para todo T > 0.

Por outro lado, o operador A, r, comw C (0,1) aberto, estd bem definido para todo

T > 0. De fato, isto seque do resultado de continuagao unica:
u=0, enwx(0,7) = wu=0 em(0,1)x(0,7).

Este resultado de continuagao unica é consequéncia do Teorema da unicidade de

Holmgren, e pode ser encontrado em [4)].

Por definicao, o operador Ay é continuo se, e somente se, existe C' > 0 tal que

lu(, Tl z20,0) = A7 (ulioy<0,m) | 22000 < Cllu(d, )] z20,7)5

para toda u = u(x,t) solucao de (1.2)) com uy € L*(0,1). Portanto, a continuidade de
Ay 1 é equivalente a desigualdade de observabilidade ({1.5]).
Do exposto, podemos conectar trés importantes conceitos que serao a base para

este capitulo:

Continuidade do operador de Observabilidade

0

Desigualdade de Observabilidade

0

Controlabilidade nula.

E importante notar a diferenca entre controlar a equacao (|1.1) em um conjunto

aberto e em um ponto. No primeiro caso, ao olhar para o sistema adjunto, conhecemos

15



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

a solucao sobre um conjunto aberto de R?. J4 no caso do controle aplicado em um
ponto, conhecemos a solucao do sistema adjunto sobre uma reta, que ¢ um conjunto
de medida nula em R?. Assim, naturalmente, é mais dificil estudar a controlabilidade
da equacao do calor quando o controle atua em um ponto. As figuras a seguir

ilustram a regiao de controle nos dois casos citados.

—>
X

=
1

Figura 1.1: Regiao de controle como um conjunto aberto.

t A

——»
»
X

0 9 1

Figura 1.2: Regiao de controle como um ponto.

E bem sabido que a controlabilidade nula para a equagao do calor (|1.1)) é vélida
para todo 7' > 0 no caso em que a regiao de controle w é um aberto nao vazio de (0, 1),
ver [4]. Assim, neste capitulo nos concentraremos apenas no caso em que w = {¢} com
v e (0,1).

O seguinte lema, que tera um papel importante mais adiante, caracteriza as auto-

~ d2
fungoes do operador — .

16



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Lema 1.3. As autofuncoes 1, do operador —% (com sua respectiva condigao de fron-

teira), podem ser expressas por

Up(x) = cos(\/)\_nx — Bn), (1.7)
para algum B, € [0, 7].

Demonstragdo. Conhecendo as autofungoes, basta notar que cos(y — 5) = sin(y) e que

a fungao arccos(y) € [0, 7). O

Observacao 1.5. Por simplicidade da apresentagdo, consideramos os operadores A, r
e Ay definidos nos espagos L*(w x (0,T)), L*(0,T) e L*(0,1). Entretanto, com as
devidas adaptacgoes, poderiamos considerar também estes operadores em outros espacos,

por exemplo:

-'4197T : 'D(.A&T) cX —Y

ulﬂX(O,T) = U(', T)J

com X = LP(0,T)(1 < p < o0)ouX =C[0,T] eY = L%0,1) (1 < g < o) ou
Y =CJ0,1].

1.2 Controlabilidade nula pontual

Nesta secao, estudaremos a controlabilidade nula pontual da equagao do calor
com controle aplicado em ¢ € (0,1) em termos da convergéncia de uma série que
depende das autofungoes no ponto 1. Também, conseguiremos estabelecer uma nocao
de tempo minimo de controlabilidade.

Nosso primeiro resultado é o seguinte.

Teorema 1.4. Seja T >0, ¥ € (0,1) e considere a série:

0 e—)\nT
2 i@ (18)

a) Se a série (1.8)) convergir, o operador Ay € bem definido e limitado para T" > T.

b) Se a série (1.8) divergir, entdo Ay € nao limitado para T' < T.

Observagao 1.6. Se existe n € N tal que 1, (9) = 0, entao o operador Ay ndo estd

bem definido para todo T > 0. Neste caso, escrevemos Ty(¥) = oo.

17



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

De acordo com o Teorema , no caso da equacgao do calor com condicao de
fronteira de Dirichlet, temos:
e Se ¥ for um numero racional entao Ty () = oo.

De fato, se 9 = § com p,q € 7Z, entao ¢, (V) = sin(mrg) = 0 sempre que n for
multiplo de ¢q. Deste modo, pela observacao acima, a equacao do calor com

condicoes de fronteira Dirichlet nao é controlavel a zero para todo T > 0 no ponto .

e Se ¢ for um ndmero irracional bem aproximado por racionais entdo Ty (1) = oo.

. . ~ . . . _ 3
Por exemplo, se existir sequéncias de inteiros py e ny tal que [ — 2—2] < e %%, como
; ; Pk _ De
| sin(nd) — sin(nw22)[ < [nw (9 — £,
podemos construir uma sequéncia n, — oo tal que
Cn?

| sin(n,md)| < nyme™ "M,

Assim, uma vez que

eng(nquWQT) efnﬁﬂ'zT
X T )
oy | sin(n,md)|
—n?m2T

temos que a série » diverge em todo T" > 0.

| sin(nmd)|
e Se ¥ é um irracional algébrico de grau m, i.e., ¥ é raiz de um polinémio irredutivel
nao-nulo de grau m > 2, entao Tp(d) = 0.

Pelo Teorema de em aproximagoes diofantinas, existe uma constante ¢(v) >
0 tal que

0
)ﬁ—£‘>@, VpneZen>0
n nm
e, em particular, temos
9
|nv — p| > d >1, VpneZen>0. (1.9)
nm-
Pelo Lema [A 12
| sin(nmd)| = 2||nd||p
e como

I p = inf [nd —
[ p Il;gzln |,

por (1.9)), segue que
c(¥)

Indllp > S

(1.10)

18



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Logo, de ((1.10)), concluimos que

2¢(19)

nm—1 )

| sin(nmd)| >

Deste modo,

67n27r2T 1 2 2
< m-legmn T < VT >0.
2. [sin(nad)] > 2¢(9) Qe o

Portanto, pelo item a) do Teorema [1.4] segue que Tp(9) = 0.

O Teorema [1.4] nos dé o seguinte critério de controlabilidade para a equacao do
calor (|1.1)).

Corolério 1.4.1. Sejam T >0 e ¥ € (0,1).
a) Se a série (1.8)) convergir, entio a equagdo do calor (L.1)) é controldvel a zero no
tempo T', para todo T' > T, com controle aplicado em w = {¥}.

b) Se a série (1.8) divergir, entdo a equacao do calor (1.1)) ndo é controlavel a zero no

tempo T" para todo T < T, com controle aplicado em w = {V}.

2
Para o que segue, lembramos que os autovalores do operador —dd? (com sua res-

pectiva condigao de fronteira), satisfazem:

1
— ; 1.11
Zn: ] < 095 (1.11)

2. Existe p > 0 satisfazendo

|An — Am| > o|n — m], m,n=1,2,..; (1.12)

3. Existe 0 > 0 tal que, para n suficientemente grande

Re(M) > 6 M- (1.13)

Para demonstrar o Teorema [1.4] usaremos um resultado que sera provado no caso
em que w é um conjunto discreto de pontos. Assim, seja w = {1, V2,33, ...}, 9 € (0, 1)
para todo k € N, e denote por X, = {(u(d1, ), u(ds,-),...)} € L*0,T)x L*0,T) x . ..,
em que u é solucao de . Veja que, se v € X, existe u solucao de tal que
v = (u(tq,-),u(?s,-),...).
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Lema 1.5. Suponha que a sequéncia {\,}nen de autovalores do operador —% (com a

respectiva condi¢ao de fronteira) satisfaz|1.11),|1.19 e|1.15

Seja w = {1, 09,93, ...}, com 9 € (0,1) para todo k € N. Assuma que:
i) Para cadan € N, existe B, > 0 e k € N tal que 1, é continuo em 9, e que

Buln(O)] 2 |n(2)], Vo e (0,1). (1.14)

it) Existe € > 0 tal que
D B O < oo (1.15)

Entao, o operador A, € bem definido e limitado.

Prova do Lema[1.5. Sejaw = {¥) € (0,1); k € N}. Mostremos que A, r estd bem
definida.
Observe que a primeira hip6tese nos diz que [, (J%)| > 0. Também, lembremos

que pelo Lema[A 4] para v, € w fixo, temos a seguinte desigualdade

-1
lenl® < (dnlton(0)1*)  lu(ds, ),

em que u é solucao do adjunto (1.2)) e d, é distancia entre e=*! e span{e=*!; k # n}
na norma de L?(0,7T).

Como d,, > 0, se ||u(J, -)||x, = 0, pela desigualdade acima, temos
cn =0, vn.

Logo, concluimos que

o0
u(p, ) =Y enthn(Pp)e " =0
n=1
e, consequentemente, o operador A, 1 estd bem definido.
Agora, para mostrar que o operador A, r é limitado, provemos que existe C' > 0,

tal que
[u( D)l z20,1) < Cllu(@, )l x., -
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Assim

Hu(-,T)H%Q(O’l) — ZW’QH%H%01)6_2R€(A")T
Z e B2 (15, (9 [P 2ReOT

Bnlqvbn( k)l —2Re(An)
) ( FITNCAE )”uwk’ i

1
= (Z d_2372Le2Re(/\n)T> (I, )Hg(w

Uma vez que, pelo Lema para todo € > 0 temos

/A

1
— < 2eRe(An)
d, ~°

, conforme n — oo,

segue que
lul-, T)Z20,0) < (CZB%QRE(*")(TQS)) lu(k, )%,

Pela hipdtese i)

ZBTQLe—QRe()\n)(T—%) < o0,

e, portanto, vemos que o operador A, r é limitado. O

Observacao 1.7. Note que, se as hipoteses do Lema sao validas quando w = {V},
com ¥ € (0,1), o operador Ay € bem definido e limitado.

Agora, provemos o Teorema [I.4]
Demonstragao do Teorema [1.]) Seja w = {J}, com ¥ € (0, 1).
1

" @)

T =T'— 2¢, podemos escrever

a) No Lema , tome B, Como para T > T existe ¢ > 0 tal que

* €_>\”T

— S Bn AT
Zl ()] Z ‘
_ - Bnef/\n(T/fQE).

Consequentemente, se a série (1.8) convergir, o operador Ay é bem definido e

limitado para todo 7" > T.
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

b) Caso a série (1.8)) seja divergente, existe uma sequéncia infinita {k, },en tal que

e Men T 1
— > 1.1
NI (1.16)

ou equivalentemente
e n TR

Tk, ()]

No resto da demonstracao, por simplicidade, escreveremos k,, = n.

2 k.

Dado € > 0 temos que e > n? para todo n > 1. Logo
>n, Vn> 1 (1.17)

Agora, lembrando que toda solugao de (1.2]) se escreve como

oo
= Z CnUn, (x)e_A”t,
n=0

e, em particular,
o0
— Z Cnthn (9)e
n=0

temos

Aﬁ T’ Z cnwn A19 T _)\nt)‘

Assim, o operador Ay 7/ : D(Ayp 1) C L*(0,T") — L*(0,1) ¢ limitado se, e somente

se, existe ¢ > 0 tal que
[ Ay (€™ 20,1y < clle™ | z2(077).
De fato, basta notar que se

u(0,t) = e Aot

CcOomo o
=S e (118
j=1
com
0, s 1
¢ = U, J Ny, Cny = y
’ ’ Vg (9)
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

temos

u(xz,t) = Z cabi(z)e ™Mt (1.19)

Jj=1

Portanto, Ay nao ser limitado implica que para todo n existe A, tal que
||A197T/(6_>\"t)”L2(0,1) > TLH@_)‘”tHLz(O,T/). (1.20)

Afirmacao 1.1. Se a série (1.8) divergir, para cada n eziste A, tal que a desigualdade
(1.20) € vdlida.

Prova: Definamos, para cada n, a seguinte aplicacao:

_ A ()220

le=* |2 0.27)

¢(n)

(1.21)

Temos que Ay 7 é ndo limitado se, e somente se, ¢(n) — oo, quando n — 0.

Por (1.19)), temos

e T |14l 220,1)

[¢n(9)]

| Ag e (€™ 12(0,0) = (1.22)

e, portanto,
_ e |4 |l L2 (0,0)
[Un ()] - le 2" 201y

No que segue, assumiremos que |[¢,|[2(01) = 1. Também, ¢ facil ver que

_ 1
e )\nt“L?(O,T’) Y oW <L

Para ver esta tltima estimativa, basta notar que

T/
Hei)thLQ(O,T’) — (/0 62)\ntdt>
1 6—2>\nT’ %
T o\2hn 2,
(1 1
o\ 2), 2)\,e2T

e que, para n suficientemente grande, temos ————— < 1.
que, p g I\, e T

¢(n) (1.23)

para n — 00.

NI

SIS
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Portanto, para n suficientemente grande, vale

e—/\nT’

[Un (D)

p(n) = C

Como T" < T, existe ¢ > 0 tal que T" =T — ¢, e entao

o) >
n) =z (C——-—.
|t ()]
Assim, por ((1.17))
o(n) — oo, n — 0o.
O
Portanto, Ay nao é limitada para 7" < T Isto prova o Teorema . O

Corolario 1.5.1. Seja w = {9} com ¥ € (0,1). O tempo minimo de controlabilidade
para a equagdo do calor (1.1) € dado por:

To(¥) = — liminf (ln%\ﬂ) . (1.24)

Em particular, a equagdo do calor (L.1)) é controldvel a zero mo tempo T para todo
T > To(’lg)

Observagao 1.8. No tempo Ty(¥), dado por (1.24), a equagdo do calor (1.1) pode ou

nao ser controldvel.

Demonstragao do Coroldrio [1.5.1]. Peloitem a) do Teorema, o operador Ay 1
é limitado para 7" > T se a série ([1.8]) convergir.
Vejamos agora que, para todo T < Tp(¥) a série (1.8) diverge e que para todo

T > Ty(Y) a série converge.
Afirmacao 1.2. Para todo T > Ty(9), a série (1.8)) converge.

Seja T > Ty(V), ou seja, —Tp(¥) > —T. Pela definigao de liminf, existe £ > 0 tal

que, para n grande

I(n@) o
An - '
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Portanto

00 (LD )

2@l S X o)

n=1

e eln(hpn("g)')_)‘"‘g

= (9]

a eln(l"pn(ﬁ)l)e*/\ns

= 2 [ (9)]
> n (0)|eAne
ZW )

Analogamente, temos a seguinte afirmagao.
Afirmagao 1.3. Para todo T' < To(19), a série (1.8)) diverge.
Finalmente, note que em T' = Ty(¥) temos

e AT \ 7
lim sup <W (19)|> =1 (1.25)

e o teste da raiz ¢ inconclusivo.
Pelo Teorema , a equacao do calor ([1.1)) é controldvel a zero no tempo T' para
todo T > Ty(v) e ndo é controlavel se T' < Ty(¥). Portanto, o tempo minimo de

controlabilidade para a equacao do calor (|1.1)) é dado por

10 = - iy (20

1.2.1 Custo da controlabilidade pontual

Controlar um sistema, como é o caso da equacao do calor, tem um custo. Este custo
pode ser maior ou menor dependendo do tempo T > 0, da regiao w no qual o controle
atua e dos espagos funcionais no quais estamos trabalhando. Aqui, quantificaremos o
custo da controlabilidade por ||.A, r|. Mais precisamente, sejam 7" > 0 e ¥ € (0,1) e
considere Cys(T') := || Ay |l 0 custo de controlabilidade para a equacao do calor ([L.1)
no tempo 7" no ponto .

Temos o seguinte resultado.
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Teorema 1.6. Seja ¥ € (0,1). Se I C R é um intervalo aberto tal que a fungdo

Cops(T') € limitada para todo T € I, entao a fungao Cyps € continua em 1.

Demonstracao: Comecamos notando que, se u € solucao da equacgao do calor e
conhecemos u(¥,t) para todo t € (0,7, conhecemos u(x,t) para todo (z,t) € (0,1) X
(0,7). E, em particular, conhecemos u(-,t) para todo t > T.

Sejam 11,15 € I e n > 0 arbitrario. Queremos encontrar 6 > 0 tal que

|T1 — T2| <d = | Cobs(Tl) — CObS(TQ) | <n. (126)
Tomando T' € I tal que T1,T5 < T, podemos escrever

| Cobs(T1) = Cons(T2) | = | Aoz | = [l o, |

< || Aﬂ,T1 - ‘A197T2 ||
(Ao — Agmy) ul?,-) [z2(0,)

= sup
u€D(Ay,T) ||u(197 ) ||L2(0’T)
Note que
| (Avry — Asz,) w(¥, )| 22000) < Z lenll[Pnll 20y le T — e T2 (1.27)
n=1

Como ||| 120,1) = 1, pelo Lema [A.4] temos

|en] < (da|tn (D)) lw(d, )l L2(0,1) -

Pela desigualdade segue que

oo

[Ju(? ||L2 _ _
(Ao — Aom,) u?,)lz201) < ; 4 Wn |€ ATy p=AnTz|

o0 1 o (T
= - ntl 1 _ n(d2 1 19 . ,
(nz: dnlwn(ﬁ)‘e | € | lw(@, )l z20.1)

. e AT (T
- Z dW—(f})\'l —er ) (@, ) z20,7)

(Sy + S)lu(, )llz202).

em que
N _)\nTl

e
Sy =3 -C |1 - T
= T '
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

) N f: e h An(T—T1)
SY = ——— |1 — e 2T
Wy ] (0)]

A seguir, estimamos SV e Sy.

e Estimativa de SN

Sem perda de generalidade, tomemos T3 > T}. Dai temos que |1 — e (T2=T)| < 1,
logo

e~ T
) Z ATAE]

=N+1

Como [ é aberto, seja € > 0 de modo que 177 — 2¢ € I e que vale a desigualdade

d-1 < e quando n — oo.

n Y

Seja Ty € I tal que T} — 2e > Ty. Como Cips(Tp) < 00, pelo item a) do Teorema
(1.4) a equac@o do calor (|1.1)) é controlavel para todo T' > Tj. Assim, concluimos que

—)\n(Tl—2€)

2 o <>

n

Dessa forma, podemos tomar N suficientemente grande de tal forma que S% < a2

No caso em que Ty < 17, vale a desigualdade

N & e—)\nTg
ST < ;
2 LT

e o argumento acima continua verdadeiro.
o Lstimativa de Sy
Mostremos que Sy < g se T} esta suficientemente préximo de T;. Comegamos com

a seguinte afirmacgao.

Afirmacgao 1.4. Sejat € R. Entao
|1 _ e—Ant| < |1 o 6—)\Nt ’

para todo 0 < A\, < Ay.

Prova da afirmagao: Vamos analisar os casos:
i)t > 0;
ii) t <O.
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Se t > 0, uma vez que \, < Ay, entdo e* < e e

e)vnt g 6)\Nt = _e—)\nt < _e—)\Nt

& 1—e™M Ll —e ™, (1.28)
Como 1 —e ™t >0el—e ! >0, a desigualdade
1o e < 1 - e

¢é vélida se t > 0.

No caso t < 0, temos
l—e™ <0 e 1—e™ <.
Em particular, como e’ < e, para t < 0 vale
M LMt = 1 — e WE ] — e

Assim, vemos que

|1 - ef)\nt| < ‘1 o e*)\Nt ’
se t < 0. Portanto, fica provado a afirmacao. O

Pela Afirmacao [1.4] acima, temos que

‘1 o e*)\n(TQ*Tl)| < ‘1 o e*)\N(T2*T1)|,

para todo T e 1. Portanto

Y e An(T2—T1) Y e An (To—T1)
|1_6_n 2—1|< |1_€_N 2—1|_
2 L) 2 LT

Desta forma, é suficiente mostrar que, se 15 é suficientemente préximo de 77, entao

N AT

e ntl _ .
E —|1—e AN(T2 Tl)’ <
n=1

dlon ()] (1.29)

N3
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Usaremos a seguinte equivaléncia:

Z e | AN (To=T1)| n | AN (To=T1)| n ﬁ: e |
——— |l -T2 s [T -V = _

= dn|n (V)] T2 T2 | dufia(9)]

N O LA
& [loew@T) ¢ (2 S
| | (n) 2 T

Assim, para mostrar a desigualdade ([1.29)), basta mostrar que para T3 suficiente-

mente proximo de T} vale

~1
7)\nT1
|1 —AN To— T1)| < [2Zd 7’]|¢ ( )|] . (130)

Separamos em dois casos.
o[y >1T)
Neste caso, temos que
0<1—e ™) <

e entao devemos mostrar que

AN (To—T1) An (T Z e nh o
‘1_6*N 2*1|:1 e*NQ ,
< dp1|thn (9

se Ty, > T estao suficientemente proximos.

E suficiente mostrar que

AN (T=T1) ~ [ e~ -
A (-Th) 5 25
ot dantn (@)

se Ty > T} estao suficientemente préximos.

Pelas propriedades de logaritmo, a desigualdade anterior fica

-1
f)\nTl
(T —T) > In IQZMW ] :

=1

ou

1 o Ti -1
T -1, < ——1 1—12
2 ! /\N " Z dnUan
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Agora, como Tp — Ty > 0, temos Ty — T} = |1y — T} |, e tomando
1 e—nTi B
Th—-Ti|l<——In|1- |2 , 1.31
T, - Tl < -1 ;dnmwn (1.31)

concluimos que vale a desigualdade ((1.30]).
[ ] T2 < T1

Neste caso, temos que

e_)\n(T2_Tl)

Ih<Th = > 1.

Assim
|1 - e—An(TQ—T1)| — e—An(TQ_Tl) _ 17

e a desigualdade (|1.30) fica

AN (To—T1) e T o
e AN (T2~ 1) )
Z dn|thn (¥

Logo, basta mostrar que

-1
—/\ T
(L= Ty) <In |1+ zzd N n (9 )I] ’

se Ty, < T} estao suficientemente proximos.
Uma vez que To — 17 < 0, temos |1y, — T | = —(Ty, — T1) e

-1
f)\nTl

T —T; \—1 1 2 : 1.32

T, =T < 5|1+ Zdnnwn ] (1.32)

Assim, concluimos que, se T, < T7 estao suficientemente proximos de modo que

vale (|1.32), entao a desigualdade ([1.30]) é satisfeita.

Dessa forma, provamos que S, < 7 se 11 e T3 estao suficientemente préximos.

Finalmente, provemos ([1.26)).

Sem perda de generalidade, considere T > T;. Tomando

1 _>\nT1 -1
T, — T < ——l 2
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e N suficientemente grande, temos

(Ao, — Agm,) w(@, )| 22(0,1) (Sn + SM)|u@, )l r20m)

non
(5 + 5) (9, ) 220,17

= nllu@ )2 0m)-

NN

Portanto

|(Asz — Asz) u(?, ) [l200,1)

| Cobs(T1> - Cobs<T2) ’ < sup

wedyr [, )| z20.1)
nllu(d, )l 201
< sup ’
= uedpr Ju(@, )2
= n,

se T1 e T, estao suficientemente proximos.
Isto prova a continuidade de C,,s em 1. |

Terminamos esta secao com o seguinte resultado.

Teorema 1.7. Sejam ¥ € (0,1) e I C R um intervalo aberto tal que Cops(T) seja

limitada para todo T' € I, entdo a fungdo Cops(T') = || Agr|| € decrescente em I.
Demonstragao: Sejam 13,7y € I com Ty > T7. Mostremos que Cops(Ts) < Cops(T1).
Seja u solu¢ao nao nula do sistema adjunto (1.2]). Assim

2
lu(-, To) 7200y =

12(0,1)

o
< Z|Cn|2||¢n‘|%2(0,1)6_2/\nT2
n=1

o0

_ Z ’cn‘2€72)\nTg
n=1
D

— E |Cn|26—2)\n(T2—T1)6—2)\nT1 .

n=1

22, (T—T")

Uma vez que e~ < 1, pois T; — T > 0, segue que

Ju(-, ) ||L201) Z|Cn|2 “d

= HU('7T1>”L2(0,1)-
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Dessa forma

2
Cobs(T2) = [ As|| = sup 5
u€D( Ay 1,) ”u ) ')HLQ(O,TQ)

(
(

Ju(, T1)|| 22 (0,1
(0, ) r20,m)

Como ||u(¥, )|l 20,10y < [[u(V, )|l 200,13, temos

(-, T1)[ 22 (0,1) ; lw(-, To) || 20,0
’U,ED(A@YTQ) ||U(19, ')||L2(0,T2) UE,D(.Aﬁ’Tl) ||U(’l9, ')||L2(0,T1)

e, consequentemente,

(-, T}
Cops(T2) < sup [, T1) || 22(0.1)
weD(yry) (@ )|z

= [Aoz|
= Cobs(T1)~

Isto prova que Cyps(+) é decrescente em 1. [ |

Observacao 1.9. Na prova acima, usamos que para toda solugcao nao nula do sistema
adjunto (1.2), se Ty < Ty, temos ||u(?,-)|| L2001y < [[u(,-)||2(0,m2)- De fato, se fosse

1w (D, ) 20,y = 1w, )| 22(0,m0), teriamos

Ts
/ lu(,t)]2dt = 0,

T

em que u(¥,t) =0 para todo t € (T1,Ts), o que implicaria em u = 0.

1.2.2 Alguns resultados de densidade

Nesta se¢ao, mostraremos que, para quase todo 9 € (0,1), a equacao do calor (1.1]) é
nulamente controlavel para todo 7" > 0. Também, mostraremos que, dado 0 < ¢ < oo,

o conjunto dos ¥ € (0, 1) tal que To(¥) = ¢ é denso em [0, 1].

Teorema 1.8. Para quase todo ¥ € (0,1), o operador Ayr € bem definido e limitado

para todo T' > 0. Mais precisamente
{9 € (0,1); To(¥) = 0} =1,

em que | - | € a medida de Lebesgue.

No que segue, dada uma sentenca P,, usaremos a seguinte notacgao:
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° /\ P, significa que para todo n, a sentenca P, é verdadeira;

n

° \/ P, significa que existe pelo menos um n, tal que a sentenca P, é verdadeira.

n

Demonstragao do Teorema [1.8: Seja
E={0€(0,1);T5(v) = 0}.

Mostraremos que |E| = 1.

Pelo Teorema [1.4] para ¢ € (0,1) e 7" > 0, temos

e vI>T'
<oo = |4,z < .
2 [¢hn (9)] ot

Assim, se ¥ € E, o operador Ay é bem definido e limitado para todo 7" > 0.

Considere {7}, }nen C R uma sequéncia decrescente com 7, — 0. E facil ver que
E=(}9e€(01); [Asrll <oo}:=()En

A demonstracao do teorema segue da seguinte afirmacao.

Afirmacgao 1.5. Para cada T > 0 fizo, o conjunto {9 € (0,1); [[Ayr| < oo} tem
medida total em (0,1).

De fato, pela afirmagao |E,| = 1 para todo n. Assim

UE

<) IEL =0,

o que implica |E| = 1.

Prova da afirmacgao. Sejam T" > 0 e
Ly = {0 € (0,1); [n(0)] < nPe T},

E facil ver que, se ¥ ¢ T, entdo

e~ AT’ 1
< —

[Pn(@)] 02

Tomando

T = {0 € (0,1); Aln()] # o},
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temos que

e—)\nT/
Tm{ﬁemﬂx\/Ay%mn>n%wm}c{ﬂe®J%}:WMW|<w}-

N n>N

Em particular, para todo T>T"

rn {e? € (0,0; \/ N\ [eu(0)] > n%—A“T’} c{we©1); |47 < oo}

N n>N

Também, é facil ver que

{19 €O VA (@) > "} = lmint{(0 € (0.1): [, (0)] > e T)

N n>N
= liminf(I",)®
= (limsupl,)°.
Assim, para todo T>T"
TﬂﬁmwpﬂfC{ﬁE@J%”AﬁH<m}. (1.33)

Agora, mostremos que 7" e (limsup, I',)® tem medida total em (0,1).

o 1 tem medida total em (0,1).
Note que

TE = U{ﬁ S (Oa 1>§ W}n(ﬁ)l = 0} = UZn-

n

~ 2 .~ . ~
Agora, como as autofuncoes do operador j? (com a resp. condigao de fronteira) sao
representadas em termos de seno e cosseno, para cada n, o conjunto Z, é enumeravel

e, consequentemente, tem medida nula em (0, 1). Portanto, 7" tem medida total.

e (limsup,, I',)¢ tem medida total em (0,1).
Lembremos que

T, ={9€(0,1); [u(¥)| <ne T}
Pelo Lema sabemos que 1,,(7) = cos(v A — B,) com B, € [0,7]. Assim,
usando o Lema[A.12] concluimos que

n’

T, C {19 € (0,1); 2“@

_ ’
< n2e T } =
D
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no qual || - ||p é a distancia diofantina (ver Definigao [A.4]).
Se ¢ € I' | entao

H Vo »3n n2e—nT'
D 2

E fAcil verificar que:

o \/;\_" n = 0(n?);

o Bn € [0, 1], para todo n.
m

2 ,— AT 1 ,
° — € (0, Z)’ pois para n > 1 temos n2e 7 < 1.

Aplicando o Lema de [Rolewicz, vemos que
IT*| < 8n2e 1", Vn € N.

Como I',, C I'y, temos
IT,| < 8n2e T
e, consequentemente,

Zyr | < 28712 et

Pelo Lema de [Borel-Cantelli, concluimos que

|limsupI',| =0,

do que segue que (limsup, I',)® tem medida total em (0,1).
Assim, provamos que 1" N (limsup,, I',)® tem medida total em (0,1) e, por (1.33),
o conjunto {19 € (0,1); Ay 7l < oo} tem medida total em (0, 1), para todo 7' > T".

Como T" é arbitrario, a afirmacao estd provada. n
Isto conclui a demonstracao do Teorema [1.8| O

Para o que segue, precisamos do seguinte lema.

Lema 1.9. Seja I C R. Dados A,B C I com A C B, se A € denso em I entio B é

denso em 1.

O préximo teorema nos da uma informacao bem interessante com respeito ao con-

junto de pontos ¥ € (0,1) para o qual o operador Ay é nao limitado para todo
T > 0.
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Teorema 1.10. O conjunto
A= {9 € (0,1);[[Agr[| = oo, VI'> 0}

¢ denso em [0, 1].

s . 2
Além disso, no caso em que todos os autovalores do operador —dd? (com sua

condi¢ao de fronteira) sao estritamente positivos, i.e.,
O<)\1<)\2<>\3<...,

temos que, para todo O ¢ A, o operador Ay : u(?,-) — Tlim u(-,T) tem norma zero.
— 00

Observagao 1.10. Se ¢ ¢ A, entao existe Ty > 0 tal que || Apr || < co. Assim, em
particular, para todo T > Ty temos || Ay | < co. Pelos Teoremas e seque que

| Ay || € continua e decrescente em (Ty,+00).

Demonstragao: Seja o conjunto
6 = {0 € (0.1); [ (®) = 0},
Assim, para todo ¥ € ©, temos
| Ay 1| = o0, VT > 0.

Em particular, © C A.
Afirmagao 1.6. © ¢ denso em [0, 1].

Prova da afirmagdo: Sabemos que ,(9) = sin(v/A\, 9 — 3,), para algum 3, € R.

Também, sabemos que o periodo da fungao 1, (¢) é dado por \;—;L e que

— 0, n — 00.

Assim, dados a,b € [0, 1], existe a < ¥ < ben € N tal que

b (9) = 0.

Isto prova que © é denso em |0, 1]. ]

Portanto, como © C A, pelo Lema , concluimos que A é denso em [0, 1].

Mostremos agora que se os autovalores sao positivos e ¥ ¢ A entao || Ay || = 0.
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Temos que

[Asooll = lim [[Ayrl].
T—o00

Por definigao

A v, - )
el = sup MAerlul)leon

u€D(Ag,T) ||U(197')||L2(0,T)

Escrevemos

o
= cntbn(x)e

n=1

e, para Ty > 0, é facil ver que

[u- T) [ r200) < € M7 u(-, T1)| 22(0,0), VT > Th.
Para toda u # 0 solugao de ((1.2) e todo T} > 0 fixo, temos
[u(?, )| 22012y > 0.
Em particular, para T > T7 :
(@, )220y Z 1w, -)llz20,11) > 0.

Assim, temos que

G Dz _ e ful, Tl
[u(, )l z2(0.7) [u(9, )l z20.1)

Com isso, concluimos que

[Ayool = lim [[Ayr]
T—00

< llm Sup e_Al(T—Tl)Hu(-’ T1>||L2(O71)
I Jrens uED(Ag, 1)) ||u<19, ) ||L2(0,T1)

= lim e M) Ay 1 ||
T—o00

= 0.

Nos casos em que a condicao de fronteira na equagao do calor (1.1]) é Dirichlet ou

Neumann, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.11. Seja 0 < ¢ < oo e suponha que a equacao do calor (1.1)) satisfaz a
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condi¢cao de Dirichlet ou Neumann. O conjunto
U= {9 € (0,1),9 irracional; || Ay .|| = oo, To(9) = ¢}

¢ denso em [0, 1].

A demonstracao sera feita considerando a condicao de fronteira Neumann. A prova
no caso em que a condicao de fronteira é Dirichlet é mais simples e segue de modo
analogo.

Demonstragao: Na equacao do calor com condi¢ao de fronteira Neumann, os

autovalores e as autofuncoes sao dados por
Ay =01 e ,(z) = cos(nmx),

respectivamente.

Todo 6 € [0, 1] pode ser representado em fragoes continuas. Escrevemos:
(9: [bo,bl,...,bn,anrl,...}. (134)

Agora, dado n construiremos g € U tal que

9 0 - 1
2 2 2n—1"
Seja © = [ag, a1, as, ..., Ay, Qpi1, Gpyio,...] € Roe ‘;ﬁ a melhor aproximacao de x de

ordem ¢,. Para mais detalhes, veja se¢ao no Apéndice [A]

Por (A.13)), qualquer que seja a sequéncia ag, ai, ..., a,_ 1, podemos modificar os
Gy, pa1, Anio de tal modo que p,io, pris sao impares. Assim, tomando 0s @, como
numeros pares, para k > 2, obtemos uma sequéncia de p, ., formada por numeros

impares. De fato:
e Se p, é impar e p,_; é par, escolhemos a,, impar, a,; par e a, s par;
e Se p, é par e p,_1 é impar, escolhemos a,, impar, a,; Impar e a, o par;
e Se p, é impar e p,_; é impar, escolhemos a,, par, a,,1 par e a,s par.

Note que, o caso em que p,, € p,_1 sao pares nao pode ocorrer por consequéncia do
Lema [A.7]
Dados ¢,_1 e ¢, para os quais p,_1 € p, sejam impares, tome o menor inteiro a,,
par tal que
Gn€™ ¢ < i1 = Ann + Gn1 < gu(€™ 5+ 2), (1.35)
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no qual 0 < ¢ < oo.
Assim, dado @ = [bg, by, ..., by, byt1,...] € [0, 1], seja ) = [bo, b1, ..., by_1,an, Qni1, Anra, ..
em que a,, anpi1, Anio, - - - 520 construidos como acima e de modo que p,, 12, Pris, . .. SA0
todos impares e vale (|1.35)).
Pelo Lema [A.10] temos

BN
ou seja
9 0 - 1
2 2 2n—1
Portanto, para terminarmos a prova, precisamos mostrar que o g construido per-
tence ao conjunto W. Isto é, precisamos mostrar que g é irracional
To()=c e HAQ = 00.
2¢
O fato de que g é irracional segue de que ¥ = [by, b1, ..., bp_1,Gpn, Apny1,...] € que a

sequencia a,, € infinita.

Dividiremos em duas partes.

< 0.
Z “ | cos( nm?

Portanto, para todo ¢+ 2¢ > ¢, a equacao do calor (|1.1]) é controlavel com controle

e Para todo € > 0 vale:

aplicado em w = {4},
Pelo Lema [A.13], sabemos que

OO efn w2 (c+2¢) —n?m2(c+2¢) o0 e " 272 (c+2¢)
C < <C —_— 1.36
22 Hn Z |COS n7r an:O ||n§_§||D ( )
As desigualdades (A.12)) e ((1.35) implicam
1
g9 p > (1.37)

> .
2QTL+1 2Qn(€7rzq’%c + 2)
Afirmacgao 1.7. Para todo € > 0 e n suficientemente grande, temos

1

—m2¢2(c
ey e

n

Prova da afirmacao: Basta mostrar que, para todo € > 0 e n suficientemente grande,

vale
2 (€7 ¢ 4 2)g2e” ™ It < 1,
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Note que

20 (€7 + 2)gre TR = (g™ o+ g )ghe T RO

2.2 _ 2,2 _ 72,2
— QQ?‘LGW qnce ™ qn(c+€) + 4q2€ ™ qn(c+€)

3 —m2q2e 3 —m2q2c_—n3q2e
pe It 4 4qre” " e I

B T (2T 0C 4 1),

n

Vejamos agora que

2P ™ (20 EmE 4 1) < 1.

n

Como 2™ ¢ + 1 < 2 para n suficientemente grande, para € > 0 fixo temos
Qe <1 = 2 < T he,

segue a afirmacao. O

Pela desigualdade ([1.37)) e pela Afirmagao para todo € > 0 e n suficientemente

grande, vale

lgn?|p > gre™ (49, (1.38)
Seja ¢ > 0 fixo. Usando que
lg.?]p < [lg?lp, se 0 < ¢ < np1,
€SCrevernos
i 6—7r2q2(c+25) q”i‘:l 6—71'2(1 (ct+e)e —7n2q%e q"i‘:z —7r2q2(c+5)e—7r2q25
B — +
2Tl T A el 2 Tl
qn+3 —72¢?(c+e) ,—m2q3%e
(& (&
+ + ...
2 Tl
an+1 *TFQQTQL(CJFE) 77r2q2€ qn+2 7ﬂ.2q2 (c+s) 77r2q25
€ (& € n+l €
S LT il Tl
h q=qn 9=qn+1
n+3 —7n2¢2_ (c+e) ,—72q2%e
(& n+2 (&
+ + ...
2 [@n+27 D

q=qn+2
Como para todo ¢ > 0 fixo e n > 1 temos

2 2 e " “a5 (c+e) 1
q 19 D > q2€_7r Q7L(C+5) _ < —,
l2:2ll> > 2 il <&
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vemos que

e.@) _7r2q2(c+2€) 1 o 1 o0 1 oo
S () (e ) L (s
a=qn ||q/l9HD qn 1 qn—l—l 1 qn+2 1

O resultado agora segue do fato que
D=0
1

1 1 1
—2+2—+2—+...<+OO.
4n  9ny1 n+2

Portanto, concluimos que para todo € > 0 fixo temos
Z e—7r2q2(c+26)
— < +00.
lq?|]

q

Para terminar basta usar que
lgdllp < 2llg5 — 5llp,  YgeN.
Esta ultima desigualdade segue diretamente de
lqdllp = llg0 = 1p e [kdlp <I[K[[[I]p,  keZ

Assim

€—7r2q2 (c+2¢) e—7r2q2(c+25)

<
2llg5 —3lo ~ llavllo

e, por ([1.36]), concluimos que

S~ e—n27r2 (c+2¢)

D

n=0

— <X Ve > 0.
| cos(nm2)| ’

° = 0

Ay
2:¢

Argumentando como na prova do item b) do Teorema mostrar que Ay nao é
2°

limitado é equivalente a mostrar que existe {x, },en tal que

e—x%wzc

= — 00, N —00.
| cos(@nm )| [le=4 20,0 ’

41



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Como He‘”ZW?tHLz(Q@ < 1, temos

6—x%ﬂ20

P2 Lozl

Vamos escolher z,, = ¢,. Por (A.11)) e (1.35)), vale

1 —n2q2c e—7r2q,%c

= ¢ < :
qn+1 an h ||Q7119||D

lgn?llp <

N

Por defini¢ao

2o —3ll, = 2infl(as —3) —=

= inf |g. 0 — (22 + 1)},
e como, por (A.8), temos ||g,¥|p = [¢x0 — pnl| € pn é fmpar, segue que

2[lans = 5llp = inf laa? — (22 + 1)
- ‘Qnﬁ_pn|

= [|gY D, para p, impar.

Esta ultima igualdade é a razdo de termos escolhido os p s impares.

Deste modo, obtemos

2,2 2,2 2,2
e~ T dne e~ T dnc e~ dnt

lgn?llp ~ llan’ = 510~ | cos(qur§)|

Isto mostra que

d(qn) — o0, n — oo

e, portanto, o operador Ay é nao limitado.
2
Do exposto acima, concluimos que T; o(g) =c. [ |

Teorema 1.12. Seja 0 < ¢ < 00 e suponha que a equagao do calor (1.1)) satisfaz a

condi¢ao de Dirichlet ou Neumann. O conjunto
¢ :={v€(0,1); To(¥) =c}

¢ denso em [0, 1].

Demonstragao: Dividiremos a demonstracao em trés partes.
Parte 1: c¢=0.
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Note que, neste caso, pelo Teorema [1.8] precisamos mostrar que o conjunto
E={0e(01); To(0)=0}
¢ denso em [0, 1], em que |E| = 1.

Suponhamos que E nao seja denso em [0, 1]. Assim, existe um intervalo I C [0, 1]

nao-degenerado, de tal modo que
ENnI=0.

Isto contradiz o fato que |E| = 1. Logo o conjunto E ¢é denso em [0, 1].

Parte 2: ¢ = oc.
Aqui, queremos mostrar que o conjunto {¢ € (0,1); To(¥) = oo} é denso em [0, 1].
Observe que, o conjunto A definido no Teorema [1.10] satisfaz
A C {9 e€(0,1); To() = oo}.
Uma vez que A é denso em [0, 1], pelo Lema segue que o conjunto
{0 € (0,1); To(W) = oo}

¢ denso em [0, 1].

Parte 3: 0 <c¢ < o0.
Neste caso, queremos mostrar que o conjunto {¢ € (0,1); To(?) =¢, 0 < ¢ < 0o}
¢ denso em [0, 1].
Notemos que, o conjunto ¥ definido no Teorema [1.11] satisfaz
U cC{de(0,1); To(¥) =¢, 0<c< o0}
Como VU é denso em [0, 1], pelo Lema , o conjunto

{9 €(0,1); To(¥) =¢, 0 <c < oo}

¢ denso em [0, 1].

Portanto, o Teorema esta provado. [ |
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1.2.3 Outros tipos de controle

Nesta secao, estudaremos outros tipos de controle para a equacao (1.1]). De fato,
isto serd feito considerando outros tipos de observabilidade.

Comecamos com o caso no qual o controle esta se movendo.

O problema do observador mével

Do exposto anteriormente, sabemos que controlar a equacao do calor em um tempo
T > 0 com controle aplicado em um ponto fixo ¥ € (0,1) é equivalente a provar uma
desigualdade de observabilidade adequada. Mais precisamente, precisamos recuperar a
solucao do sistema adjunto no tempo 7' conhecendo a solucao sobre a reta vertical
(9,t) com ¢ € (0,T) (ver Figura[L.2).

Nos perguntamos agora se é possivel recuperar a solucao do sistema adjunto (|1.2))
no tempo T conhecendo a solucao do sistema sobre uma reta inclinada nao vertical.
Isto nos leva ao problema da controlabilidade nula para a equacao do calor com controle
que esta se movendo, ou equivalentemente, ao problema do observador moével para o

sistema adjunto.

>

ol @ a+bl 1  «x

Figura 1.3: Regiao de controle como uma reta inclinada nao-vertical.

Provaremos o seguinte teorema.

Teorema 1.13. Sejam T > 0, a € (0,1) e 0 < b < oo tal que a + bT < 1. Entao, o
operador A : L*(0,T) — L*(0,1), dado por

Alu(a +bt, 1)) = u(-, T),

em que u € solugao do adjunto (1.2)), é bem definido e limitado.
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Demonstracao: Sabemos que

u(a +bt,t) = Z cnthn(a + bt)e Mt (1.39)

n=1

Também, para cada n, existe a,, € [0, 7] de tal modo que
Up(a+ bt) = cos(v/ A\p(a+ bt) — ay).

Logo, substituindo em [1.39, temos

[e.o]

u(a + bt t) = Z e cos(v/ An(a + bt) — a,)e . (1.40)

n=1

Uma vez que

cos(x) = cosh(ix) = g,
entao
COS(\/E(& N bt) B an) _ ei(m(a-i-bt)—an) + e—i(m(a+bt)—an)
eV Ana—ian eimbt2+ e~V Anatian o—iv/Anbt
= 5 _
Assim

e(iVAna—ian) givAnbt | e(—i\/)\na—f—ian)e—i\/)\nbt)) N

cos(v/ An(a+bt) — ay)e ™t = ( 5

e(ima—ian)e(imb—An)t + e(—ima+ian)e(—imb—An)t

2
e por [I.40] temos que
u(a +bt,t) = Z %n <e(ima_i“")e(imb_>‘")t + e(_im“““")e(_imb_)‘")t) . (1.41)
n=1

Tomando x,, = iv/Ab— A\, € ¥, = —1t/ b — Ay, entao

o0

ula+btt) = Y %" <e(i¢m—wn)exnt n e(—z‘\/mﬂ*an)eynt)

n=1

0o
_ zZnt
- E gnen?
n=1
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em que
%"e(ima*m”), se n é impar;
= %e(’im"’i“"), se n é par,
e

ZTp, Sen éimpar;
Zn =

Yn, Sen é par.

Como a sequeéncia z, satisfaz (1.11]), (1.12) e (L.13), pelo Lema [A.4] vale a seguinte
desigualdade:

Cn 1

Portanto, se ||u(a + bt,t)|| 120,y = 0 entdo g, = 0, para todo n, no qual segue que
o operador A estd bem definido.

Agora, note que

oo
lu( T)lZ200) < Z|Cnl26_2A"T

”U a+bt t)”LQ (0,T) _2/\
< Z T

= QZ ( 2>\nT> lu(a + 0t,t)| 20,7)-

1
dn

2eAn

Como -+ < e**"», para n suficientemente grande, entao

[, Tl z20,1) < 22 (7T Jlu(a + b, )| 20,1,
n=1

—An(T—2¢)

e, pela convergéncia da série e , segue que

lu(-, T z20,1) < Cllua + bt, )| L20,1)-

Portanto, o operador A é limitado. [ |
Na segdo anterior, vimos que, em geral, é possivel recuperar u(-,T) em L*(0,1) a
partir de uma observagao de u(4,-) em L?(0,T) com ¢ € (0,1). Assim, é natural nos

perguntar se é possivel recuperar u(-,7) em L*(0,1) a partir de uma observacao da
b
média / u(x,)dx em L*(0,T), com a,b € [0, 1].

Provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.14. Sejam a,b € [0,1] e A1 0 operador de L*(0,T) em L*(0,1) dado
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por

b
Agpr: / u(z,)dr — u(-,T),

em que u € solug¢ao do adjunto ((1.2)).
a) O congunto dos pontos {(a,b); a,b € [0,1]} tal que o operador A,pr € bem definido
e limitado para todo T > 0, tem medida total em [0,1] x [0,1].

b) O conjunto dos pontos {(a,b); a,b € [0,1]} tal que o operador A,pr ndo € bem

definido, € um conjunto denso em [0, 1] x [0, 1].

Demonstragao: Como

b b
/ u(z,t)dx :/ chwn(x)e_)‘"tdx
a @ n=1

e Yn(x) = cos(vV A\ — a,,) para algum a,, entdo

b b o0
/ u(z,t)de = / ch cos(V/ Az — ay)e Midx
a a n:l
00 b
— cheA”t/ cos(v/ Az — ay,)dx. (1.43)
n=1 a

Assim, tomando y = v/ \,x — a,, temos

b mb_an
/ cos(v/ Apx — ay)dr = / COS(y)dy

Vina—an V An

= \/l)\_n (sin(\/)\_nb — ap) — sin(v/Apa — an)) . (1.44)

Logo, substituindo em [1.43, obtemos

/b u(z,t)dr = i c e—)\ntsm(\//\_nb — ay,) — sin(v/ a — a,)
o ” Vi -

n=1

Pelo Lema [A.4
sin(v/Apnb — ay,) — sin(v/A,a — ay,) 1 b
al o <ol [t
n nll/a L2(0.1)

Para todo € > 0, vale
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Agora, escrevendo

_ vV
|sin(v/Anb — a,) — sin(v/Apa — ay,)|’

e lembrando que, para todo € > 0, temos

1
An
7 L e, quando n — oo,
n

concluimos que

1 o0 . b
/ lu(-, T +¢)|*dr < (Z Bfle_”"(T*i)) / u(z, -)dw
0 n=1 a

L2(0,T) .

Portanto, o operador A, ;4. ¢ bem definido e continuo se
/)\ )\n(T‘i' )
Z < 0. (1.45)
“ [sin(vAnb — a,) — sin(vAua — a,)|

a) Analogamente ao Teorema , é suficiente provar a seguinte afirmacao.

Afirmagao 1.8. Sejam T > 0 fizo e € > 0 dado. O conjunto definido por

= (a, Ve n(T+3) N
N { b); Z ’Sln Vb — an) — sll’l(\/_a a)| < } (1.46)

tem medida total em [0, 1] x [0, 1].

Para provar a afirmacao acima, usaremos o fato, cuja demonstracao é trivial, de

que a série ¢é convergente se existe N € N tal que

|sin(v/Anb — a,) — sin(v/A\ua — ay,)| = ne 7T, Vn > N (1.47)

e se para todon € N

sin(v/ b — an) # sin(v/Ana — ay). (1.48)

Assim, a afirmagao é verdade se mostrarmos que o conjunto dos pontos (a, b), com
a,b € [0,1], tal que existe N € N de forma que vale e , ¢ um conjunto de
medida total em [0, 1] x [0, 1].

Por identidades trigonométricas elementares, é facil ver que a desigualdade
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

pode ser escrita da seguinte forma

2sin (%\/Z(b - a)> sin (%\/E(b +a) — Bn) ‘ > n?e T (1.49)

em que 3, = a, + 3.

Defina o conjunto

S, = {(a, b); |2sin (%\/Z(b - a)> sin (%\/E(H a) — 5n> ‘ > nge_A"T} (1.50)

e denote S = liminf, S,,.

Prova da afirmacgao [1.8 No que segue, a,b € [0, 1].

Denotando por

6= {(a, b); \/sin(\/)\_nb —a,) = Sin(\/A_nG — Gn)} ;

entao

snetc A (1.51)

Assim, por para provar a Afirmagao [1.8] basta mostrar que

58| = |limsup SE| = 0 (1.52)
e
O] = 0. (1.53)
e Neste passo, veremos que | lim sup, S¢| = 0.
Observe que, se (a,b) satisfaz
1
1>\nT _§AnT

sin (%\/)\—n(b - a)> > ne

entao (a,b) € S.

Logo, escrevendo

A= {(a,b); sin (%\/A_n(b— a)) < e ;m} (1.54)

B = {(a,b); sin (%\//\_n(b+ a) — 5n) < negknT} | (L.55)

49



1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

temos que S¢ C AU B.
Pelo Lema [A.12] tomando

A= {(a,b);

B* = {(a,b);

< K} (1.56)

—inT
< } , (1.57)

é facil ver que A C A* e B C B*.
Assim
S c AUBC A*UB* :=E.

Agora, considere a transformagao linear L : [0,1] x [0,1] — [0,1] x [—1, 1], na qual
L(a,b) := (42,%%). Uma vez que os conjuntos A* e B* sao mensurdveis, £ é um
conjunto mensuravel e pelo Teorema da mudanca de varidveis, temos

|L(E)| = |det L'| - |E|. (1.58)
em que | - | é a medida de Lebesgue.

Como

11
r_ 2 2 _ 1
det L —det< 1 ) =3,
2 2
por [L.58] temos
|E] = 2[L(E)| = 2[L(A"U B[ < 2(]L(A")[ + [L(B")]). (1.59)

Pela transformacao linear L, temos

* —a )\nb__a ne éAnT a+b
L<A>={%e[—%,a;‘ el }{ 0.0)
D
€
* a >‘nb+_a - /Bn ne 2 T a—2>b
L(B):{%bE[()’l], ‘ j_‘_ . \/5 } X { 9 [_%aé]}

20
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E f4cil ver que

1
ne~ 2T
< —
V2
D

T
_ b—a 1 Va3 ne” M7
=245 €0,3); < .
T 5 V2

Assim

[L(A)] <2

T

{”‘T“ €0,1);

D

IL(BY)| <
™

)\anr_a_Bn
{GT—H) = [O’ 1]; " 2

=)

D V2

Lembramos que:

VAn
T

> 1 para n > 1, pois \, = O(n?);

o Bn € [0, 1], para todo n.
7r

\. T
° \/57 € (0, }1)7 para n > 1, pois para n > 1 temos ne s < 1.

Deste modo, pelo Lema de [Rolewicz], concluimos que

[L(A)] < 2

{l’_T“E [0, 3;

27

D

[L(B)| <

2T T

a )\nb—i-_a /Bn
(i |28 2

ne~ 2T
< —
V2
D

Logo, obtemos

Como SE C FE, segue que

N

18| < Cnen

T ~
Portanto, como Y 4ne *"2 < oo, entao

> IS5 < oo,
n

o1
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e, pelo Lema de [Borel-Cantellil concluimos

| limsup S| = 0. (1.60)

e |O|=0.

Temos

= {(a,b); \/sin(\/)\_nb —a,) = Sin(\//\_na - an)} :

Como f, = a, + 5, vale

cos(v/Anb — Bn) = sin(yv/Anb — ap)

Cos(\/)\_na — Bn) = sin(\/)\_na — ay),

no qual

U{ a,b); cos( \/)\_nb—ﬁn) :cos(\/)\_na—ﬂn)}
= [Je.

Para analisarmos o conjunto ©, precisamos saber o que acontece quando cos(v/A,b—
B,) = cos(v/Ana — B,), para cada n, com (a,b) € [0,1] x [0,1]. Podemos mostrar que
©,, tem medida nula em R?, para todo n e, consequentemente, |©| = 0.

Assim, fica provado que SNE° tem medida total em [0,1] x [0, 1], e por segue
que o conjunto /A tem medida total em [0, 1] x [0, 1]. O

b) Um argumento andlogo ao do Teorema aplicado ao conjunto © denotado por
o=J {(a, b) € [0,1] x [0,1]; sin(v/ b — an) = sin(v/Ana — an)} ,

prova esta parte do teorema. |

O préximo resultado nos diz que podemos recuperar toda u(-, T') em L?(0, 1), para
qualquer T > 0, conhecendo tanto u(,-) e u,(,-) em L?(0,T). Este resultado é
interessante pois sabemos que existem casos em que conhecendo somente u(#,-) nao é

possivel recuperar u(-,T').

Teorema 1.15. Qualquer que seja 6 € (0, 1), o operador definido por A : (u(,-),u.(6,-)) —
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

u(-,T) é bem definido e limitado de L*(0,T) x L*(0,T) em L?*(0,1), para todo T > 0.

Demonstragao: E sabido que

[eS)
= Z ann ($)6_Anta
n=1

em que u ¢ solucao do adjunto (|1.2)).
Uma vez que, pelo Lema , n(x) = cos(vV Az — B,), com 3, € [0, 7], temos

u(z,t) = Z Cn cos(\//\_nx — By)e Mt
n=1

e, em particular

— Z cn\//\_nsin(\//\—nx — Bn)e
n=1

Seja 6 € (0, 1) fixo.
e Se ¥,(0) # 0, pelo Lema [A.4] vale

1
|CTL| d W)n( )|||u< )||L2(0,T)7

em que d, é a distancia entre e~ e span{e=*!; k # n} na norma L?(0,T).
e Caso ¥, (0) = 0, temos que (1,).(6) # 0. Assim, pelo Lema |A.4] temos

|cn\/_| m”ux( s Mz2m)-

Deste modo, se |[u(8, )|l r2(0,r) + |ta(f,-)|l200,m) = 0 entao ¢, = 0 para todo n. Isto
nos garante que, para todo ponto 6 € (0, 1), o operador A estd bem definido.
Agora, mostremos que o operador A é limitado para todo T > 0, ou seja, existe

C > 0 tal que

||U('aT)||2L2(o,1) <O (HU(@: ')HQLQ(O,T) + [lu (6, ')||2L2(0,T)> )

para toda solucao do adjunto ([1.2)).
Note que

o0

”u(~,T)H%2(071) < Z |CTL|2Hwn||%2(071)672)\nT.

n=1
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Afirmagao 1.9. Seja 0 € (0,1) fizo. Entdo

Inlliz.n) < 201Wa(@)) + [(¥a)e(0)]*), Yz €(0,1).

Prova da afirmagao. Basta notar que, para 6 € (0,1) fixo, vale

2(|n (O + |(%n)a(O)]*)-

Assim, sabendo que [¢,(z)] < 1, para todo z € (0,1), temos

lnlZa00) = / (@) P < 2(Jn(O) + () (O)2).

Pela afirmacao, concluimos que

Ju(-, T HL2(01 Z|C”|2 ([0 (0)]2 + |(¥)2(0)]?)e 2T

Sabemos que vale

1
cathn()P < (0, ) 3oy
ou
1
enneOF < a0, ) 3oy
Portanto
2 p=22nT
Do) < 32 == (10 Mo + a0,
=1 77/
ou equivalentemente
2 — e T 2 2
s Doy < € (D | (1106, M.y + a0, ) 2o ) -
n=1 n
Uma vez que a série
o2 T
2
n=1 n

converge para todo T' > 0, concluimos que

i TR0y < € (10, ) Bagoiry + a0 ) Booir ) -
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O caso de condicoes de fronteira periddicas

Podemos também considerar o problema da controlabilidade para a equagao do

calor com condigoes de fronteira peridédicas. Mais precisamente, seja o sistema

Vi — Ypo = [ 1o, (x,t) € (0,2) x (0,T)

yO.0) =920, te(0.T) Lol
y.(0,t) = y.(2,t), t € (0,T)
y(fE,O) :yO(x)v T e (072)
Neste caso, temos o sistema adjunto
Up — Ugz = 0 (x,t) € (0,2) x (0,T)
0,t) =u(2,1), t e (0,
u(0,0) = u(2,t),  te( o2
uz(0,t) = uy(2,t), t€ (0,

u(z,0) = up(x), x € (0,

cuja solucao se escreve como

u(x,t) = Z(C” cos(nmz) + by sin(nrz))e .
n=1
Assim, pela expressao da solugao, vemos que o operador A, r nao esta bem definido
se w é apenas um ponto, i.e., w = {#} com 6 € (0, 2).

No caso em que w = {0, 7} com 0,7 € (0,2), temos o seguinte resultado.

Teorema 1.16. Considere a série

i 67n27r2T )
_ (1.63
— |In(6 — 7)[lp

a) Se série (1.63) convergir, entdo o operador Ag,1 € bem definido e limitado para
todo T" > T.
b) Se série (1.63)) divergir, entdo o operador Ay, € nao limitado para todo T" < T.

Demonstragao: A demonstracao deste teorema é bastante trabalhosa e técnica.

Para mais detalhes, ver [6, Teorema 9, pdg. 302] [ |

Corolario 1.16.1. Seja

To(0,7) = — lim inf 27O = )lp)

n n2m2

(1.64)
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1. Controle pontual para a equagao do calor unidimensional

Entao, o operador Ag . € bem definido e limitado para todo T > Ty e € nao limitado

para T < Tj.

Prova: Segue de modo analogo a demonstragao do Corolario [1.5.1 O
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Capitulo 2

Controlabilidade nula pontual como
o limite da controlabilidade nula

interna

Neste capitulo, consideramos a equacao do calor unidimensional com controle apli-
cado em um aberto nao-vazio do dominio e estudaremos o que acontece com as propri-
edades de controlabilidade da equacao quando a regiao de controle se degenera a um
ponto.

Aqui, seguiremos o exposto em [12].

2.1 Introducao

Sejam xg € (0,1), 0 < e < 1 e considere a equagao

Yt — Yz = fl(ro—s,xo+€)7 (x7t) € (07 1) X (07T)
y(x,t) =0, (xz,t) € {0,1} x (0,T) (2.1)
y(x,0) = yo(x), z € (0,1).

Sabemos que para todo (zg—e, zg+¢) C (0,1) existe f = f. € L*((zo—e, 1o+¢) x(0,T))
tal que a solugao y = y(e) de (2.1)), satisfaz

y(x, T) =0, Ve (0,1).

Motivados pelo estudo feito no capitulo anterior, nosso objetivo sera estudar o

seguinte problema:
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2. Controlabilidade nula pontual como o limite da controlabilidade nula interna

Questdo: Sejam T > 0, yo € L%(0,1) e o € (0,1). E verdade que, para cada
0 < & < 1, podemos construir um controle f. tal que a solugao y. de (2.1)) satisfaz

ye(z,T) =0, Ve (0,1)

e que f. converge (em algum sentido), quando € — 0T, para uma funcao f € L?(0,7T)

de modo que a solugao da equacao

yt_yxx:f(sxm (Z’,t) S (051) X (O7T)
y(x,t) =0, (x,t) € {0,1} x (0,T) , (2.2)
y(ZE, O) - yo($>7 LS (07 1)

satisfaz
y(x,T)=0 Vze(0,1)?

Aqui, e no restante deste capitulo, d,, é delta de Dirac aplicada em xj. Assim,
o controle em estd aplicado somente no ponto zg € (0,1). Portanto, queremos
saber se, para a equacao do calor, controlabilidade nula em conjuntos abertos implica
controlabilidade pontual.

Para estudar o problema acima, lembramos que, dada a equacao do calor

Yo = Yor = glu, (1) € (0,1) x (0,7)
y(x,t) =0, (x,t) €{0,1} x (0,7T) (2.3)
y(l’, 0) = yg(l’), YRS (07 1)

e seu sistema adjunto

—Up — Uy, =0, em (z,t) € (0,1) x (0,7)
u(x,t) =0, (xz,t) € {0,1} x (0,7T) (2.4)
w(z,T) =ur(x), xe€(0,1)

vale o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Sejam T > 0 e w C (0,1) aberto nao-vazio. Para cada yo € L*(0,1)
eziste g € L*(w x (0,T)) tal que a solu¢io da equagao (2.3)) satisfaz

y(x,T) =0, Vxe(0,1)

se, e somente se, existir C' > 0 tal que

T
2, 0) |20, < / / (e, £) Pdedt, (2.5)
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para toda v = u(z,t) solugio do sistema adjunto (2.4) com ur € L*(0,1).
Além disso, se vale a desigualdade (2.5)), entdo o controle de norma minima em
L*(w x (0,T)), denotado por g, satisfaz

1
w < —— . 2.6
||9HL2( x(0,7)) X (T, uj)||3/0||L2(0,1) (2.6)

A prova deste resultado pode ser encontrado em [4, Pég. 51].
A maior constante para o qual vale a desigualdade ([2.5)) serd denotada por Cops (7', w).
Esta constante é chamada de constante de observabilidade e terd um papel fundamental

no nosso estudo. De fato, usaremos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.

U [ ua, )P drdt)?

Cops(T, w) = inf
l|lu(-, 0)][z2(0,1

. u solucdo de [2.4) com 0 # up € L*(0,1)

2.7)
Da definicao acima, vemos que

1
(-, 0) | 20,1y < m”u\\m((m—a, zo+€)x (0,T))>

para toda u solucao do sistema adjunto ([2.4)).

Portanto, se 0 < Cus(T,w) < 0o entdo a equagao é controlavel a zero no
tempo 1" com controle aplicado em w.

No que segue, denotaremos w; := (xg—¢,zo+¢). O objetivo deste capitulo é provar

0 seguinte teorema.

Teorema 2.2. Sejam T >0, xo € (0,1) e d > 0 tal que (vg — 5,20+ 0) C (0,1). Para
0<e<d, seja f. € L*(w. x (0,T)) um controle que leva a equagdo do calor ([2.1)),
com dado inicial yo € L*(0,1), a zero no tempo T

Suponha que existe C' > 0 independente de € tal que

1
2 || fell L2 (e x o,my) < C.

Definindo
(pa(fb,t) =cfe (1'0 + %I,t) € L2((_5’ 5) X (07T))7

entao
p: — @ em L*((=0,0) x (0,T)).
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2. Controlabilidade nula pontual como o limite da controlabilidade nula interna

Mais ainda, a funcdo
1 (9
1) =5 [ elatide e 20.7)
-5

¢ um controle pontual que leva a equagio do calor (2.2)), com dado inicial yo € L*(0, 1),

a zero no tempo T' no ponto xy.

A demonstragao deste resultado sera feita na Segao [2.3]

Pelo Teorema da préxima segao, dado xg € (0, 1) cujo tempo minimo de controle
To(o) é finito, se T' > Ty(xp) entao o controle f. de norma minima em L?(w. x (0,7))
que leva a solucao de a zero no tempo 1 satisfaz 5%Hfs||L2(ws><(O,T)) < C, com C
independente de ¢. Isto nos d& uma resposta afirmativa ao nosso problema no caso em
que T > Ty(xo).

Por outro lado, pelo Teorema [2.6, a resposta ao nosso problema ¢é negativa no caso

em que T < To(x).

2.2 Sobre o limite da controlabilidade interna

Seja zg € (0,1). Do capitulo anterior, sabemos que existe um tempo minimo de
controle 0 < Ty := Tp(zg) < oo. Mais precisamente, quando Ty < oo a equagao do
calor é controlavel a zero no tempo 1" para todo T' > Ty. Por outro lado, quando
0 <T < Ty aequagao ([2.2) nao é controlavel a zero no tempo T

No que segue, adotaremos a convencgao que se Ty = 0o a desigualdade 7' > T nunca
é satisfeita (mesmo para 7' = o0). Ou seja, ao escrever T > Tj estaremos assumindo
que Ty < oo.

No restante deste capitulo, denotaremos por C(T,¢) := Cus(T,w:) a constante de
observabilidade para a equacao (2.4) no tempo T no intervalo w. = (zg — €,z + €).

Nosso primeiro resultado nos dd uma estimativa para C(7,¢).

Teorema 2.3. Sejam T > 0 e xy € (0,1) um ponto tal que seu tempo minimo de
controle satisfaz 0 < Ty < 0co. Entao:

a)Se T > Ty, existem constantes C1,Cq > 0, que dependem do tempo T, tal que

1 1
Cie2 < C(T,e) < Cher.

b) Se T < Ty, existe uma sequéncia e, — 0 e constantes ¢; > 0 e ¢y > %, que dependem
do tempo T, tal que
C(T,er) < c1632.
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Observacao 2.1. O teorema acima nos diz que, no caso em que T > Ty o controle de
norma minima étimo em L*(w. x (0,T)) da equagdo ([2.1) satisfaz

1 _1
erHL?(wEX(O,T)) < m”yOHLZ(O,l) < Ce2.

)

Veremos que esta ultima estimativa € suficiente para passar o limite no caso em

que T' > Tj.
Para provar o Teorema |2.3| precisamos dos seguintes resultados.

Lema 2.4. Para todo § > 0, existem C > 0 e uma sequéncia {¢;}jen satisfazendo

gj — 0, Jj — o0,
4 <egjpr <gj, VjeN
e
¢l > Ceje ™™, (2.8)
em que ¢, = infyez |e; — B|.
Prova: Ver Apéndice [C| O

Lema 2.5. Sejam {¢;}jen uma sequéncia que satisfaz as condi¢ées do Lema e
zo € (0,1) tal que 0 < To(xp) < o0.

Para 6 > 0 fixado, existe uma constante C' > 0 tal que

x0+6j
/ sin(nmrz)dx
x

0—¢€;

> Ce| sin(naa)|e ™™,

Prova: Ver Apéndice [C| O

Demonstragcao do Teorema [2.3.
Prova do item a) . Este item serd provado em duas partes.
Parte 1: C(T,¢) < Che2.
Considere o sistema adjunto (2.4)) com dado inicial uo(z) = v/2sin(7z), cuja solucio

é dada por
u(z,t) = V2e ™ T gin(rz). (2.9)

Como

1
- Oy = [ 267 sin?(ra)da
0

_ 6—27r2T

9
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pela definicao de C(T),¢), segue que

1 T xTo+€e 9 %
C(Tye) € —05 (/ / 2¢~ 2™ (T=1) sin%wx)dmdt) :
e" 0 xo—¢€

ou equivalentemente
2 T ro+e )
C(T,e)* < W/ / e~ I gin?(nx)dxdt. (2.10)
e~ " 0 To—€

—272¢

Como e < 1 para todo t > 0 e |sin(nmz)| < 1 para todo z € (0,1), vemos que

2 [Tt e 2
m/ / e~ T sin?(rx)dedt < KTe*™ Te,
0 To—€

que implica em

1
C(T,e) < Cyez.

Parte 2: Ciez < O(T,¢).
Dado € > 0 e yo € L*(0,1), construiremos um controle p. € L*(w. x (0,7T)) que
leva a solugao de (2.1)) a zero no tempo T e satisfaz

1
el L2 (e x0,m)) < Ce™2||yoll2(0,1)

na qual C' é independente de € e .
Logo, se f. = f.(x,t) é o controle de norma minima em L?(w. x (0,7")) que leva a
solucao de (2.1 a zero no tempo 7', devemos ter

1
| foll L2 x0.1)) < Ce™2yoll 22(0,1)

e, pelo Teorema [2.1] teremos a estimativa

1
2

C(T,e) > Cez.

Provaremos a existéncia do controle . usando o método de momentos. Mais preci-
samente, construiremos uma sequéncia {¢; } jey apropriada, com €; — 0 quando j — oo,

e Ve; = Ne;(t)X[wo—e;.z0+¢,]» tal que existe C' > 0, independente de € e g, de modo que

1
H%jHLz(wajx(o,T)) < C€j 2 HZ/O-HL2(0,1)-

62



2. Controlabilidade nula pontual como o limite da controlabilidade nula interna

Isto sera suficiente para provar a desigualdade desejada.

Dado €; > 0, pelo método de momentos, sabemos que existe um controle na forma
©e; = Ne; () Xwo—e;w0+e;) AUE leva a solugdo da equagao a zero no tempo 7. Assim,
se yo(x) = > yi sin(nmzx), temos

e —n272T, n

he, () =Y =g, (1),

=1 fxofsj sin(nmx)dz

Para mais detalhes, ver Apéndice [B]

Assim, calculando a norma L?(0,7'), temos

o —'rL w3T
Yo
h/ . t 2 n t
ey (Ollzto1 Z [rote &n(nmc)alycg Q
=l Jzo=e; L2(0,T)
—-n 7T2
yole
< EZ mﬂf' 160 (0)ll 202 (2.11)
7 sin(nmx)dx|
wo 6

Como T > Ty, pelo Teorema [1.4] podemos escolher § > 0 tal que

e, em particular, vale

— < 00. 2.12
| sin(nmz)|? > (2.12)
-1

Fixe § > 0 para o qual vale (2.12)) e considere uma sequéncia {¢;};ey nas condicoes
do Lema 2.4

Como a familia {&,} € L?(0,T) é biortogonal & familia {e=""*} € L*(0,T), pelo
Lema existe uma constante C* > 0 tal que

1nll 20y < e, VneN. (2.13)

Além disso, pelo Lema [2.5] existe C' > 0 tal que

a:o—f—aj
/ sin(nmx)dx
x

0—¢;j

> ('e;| sin(nmag)|e ™ ™2, Vo >0

e, em particular, temos

1 1

< : :
|f;°f€i] sin(nrz)dz|  C'ejlsin(nmag)|e—"

(2.14)
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Logo, usando (2.13)) e (2.14)):

o0 —7’L27T2T 2T

— |j;1;0 ;J SiIl(TM':I?)d:IT‘ " (© C’E‘J‘ sin nﬂ-xo)|€ n2n2§
J

C 1 |y0’6_n m(T- 6)

g;  |sin(nmzo)|

n=1

em que C' = 0/

Para n suficientemente grande podemos fazer C* < n7?d, i.e., existe ny € N tal que

C* < n’6, Y n > ng.
Assim, escrevemos
Zl|yo|enw:ﬁ5)c B Zl =T (T=8)C"n
“~¢e;  |sin(nm)| B — 5_ |sm nwxo)|
N i §|yo |T;;Zn;:;|60n (2.15)
n=no+1 7 0

Para estimar o primeiro termo do lado direito, reescrevemos

—n272(T— 5) —n272(T— 6) 2§e—n27r26ec’*n

1 Jygle
E; | sin(nmzy)|

1 lvole
5] | sin(nmwzy)|

n=1 n=1

_ f:ityglen w2 (T— 25) c* nefn27r25
e | sin(nmaxg)|

2.2 * *
Como e™ ™% < 1ee ™ <<e ™ obtemos

—n?72(T-6) ,C —n272(T—26)

1 lvole € CZ 1 [ygle
e 5] | sin(nmzy)| “¢;  |sin(nmzo)|

Por outro lado, como C* < nm2d para n suficientemente grande, a segunda série do
lado direito em b)) pode ser estimada como

— _ 2
i 1 |y0|€ n2n2(T— 5) C*n < i i|y6L|6 n?n2(T— 5) w25
W €J | sin(nmwxo)| n € | sin(nmzo)|
e 1 |y6L|67n 272(T—206)
B n:nzoﬂ g; | sin(nmag)]
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Portanto
—n2n2(T— *n —n2x2
Z 1 |ygle (T=0)ecn CZ 1 |ygle (=20
e i | sin(nmo)| ‘€5 | sin(nmag)|
Deste modo, concluimos que
00 |yn|6fn2ﬂ2T 1 |y |6 2(T-26)
> e l&n(®)ll220m) cz 0
n=1 |fa:0—5j Sln(n’/’(l’)dl’| 6] |SlIl TLT('.T())|
Logo, de (Z11) ¢ (Z.10).
—n2m2(T—26)

C o lyile
[he; )| 2200,7) < —Z i
Y

sin(nmxg)|

Como yo(z) = >y sin(nmzx), pela identidade de Parseval, temos que

||?/0||%2(0,1) = Z |y8|2.
n=1

Pela desigualdade de Holder,

’y0|e—n 72(T—26) , % [ gn2n?(1-25) \ ?
Z sin(nmxg Z v ; | sin(nmzy)|

Assim

2
|y0 2(T—296) —2n w2 (T—26)

< e

<Z sin(nmxg)| = HyOHL2 0,1) Z | sin(nmz)|?

e, portanto,

L
72n w2 (T—26)

|y0 —n?mw2(T—26)
Z sin(nmxg)| < lgollzz. Z | sin(nmxg)|?
De (2.17) e (2.19), obtemos

1
6—271 w2 (T—26)
e, ()| L200,7) < <Z [sin(nmzo)]? lvollz2(0,1)

e por (2.12)), temos

C
[he; (D)l L20m) < ;||?Jo||L2
J
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e, pela convergéncia da série em ([2.12)), a constante C' depende somente de T e xy.

Agora, como ¢, (,t) = he;(t)X[zg—e,a0+], €NLAO

HSDEJ' Hi%ngx(o,T) = €; X[zo aj,aco—&-sj]HH(Mg x(0,T))

[[he; (
xo-‘ra‘]
= // (t)|Pdxdt
zTo—E;
_ /0 (he, ()[22¢dt

= 2], ()13 201,

no qual
1
e, 122w, x07) < V22 ey (8) | 20,7 (2.21)

Portanto, de (2.20) e (2.21)):

Q

H%JHLME x(0,7) X —HyoHL2(0,1)-

[

J

™

Considerando f.; o controle de norma minima em L*(w., x (0,T)), segue que

Q

HijHLQ(wsj x(0,T H%JHL (we; % (0, ) < T HyoHL2 0,1) (2.22)
6]
Pela definigdo de C(T)¢;), segue que
1 o C
C(T7 5]‘) h 5%7
J
ou equivalentemente
1

Ce? < C(T, ). (2.23)

Agora, mostremos que, para todo € > 0, suficientemente pequeno, vale
1
C(T,e) > Cez.
Assim, dado € € (—4,9), tome ¢; de tal modo que
<eg; <5¢, (2.24)

o que ¢ possivel pela construcao da sequéncia ¢;.
O controle f.; de norma minima em L*(w., x (0,7)), se anula fora do intervalo

(w0 — g5, 20 +€5). Por (2.24)) tem-se que w., C w,, entdo f., também se anula fora do
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2. Controlabilidade nula pontual como o limite da controlabilidade nula interna

intervalo (zg — e,z + €).

Seja f. o controle de norma minima em L?(w, x (0,7")). Temos

ngEH%Q(WEX(O,T)) < 28j‘|f5j||%2(w5><(07T))
= 2€j‘|f€j||%2(wsj><(0,T))a (225)

na qual usamos que
€ < 2 < 2e.

l .
Uma vez que € | f; ||L2(w5]. «(0.1) < Cllyoll2(0,1), ou equivalentemente ;]| f-, ||%2(w€j <(0.7)) S

C||yo||%2(o,1)> segue que
2€j||f5j||%2(w€j><(0,T)) < C'||y0||%2(o,1)

e obtemos

el fellZz o x oy < Cllvolliz.): (2.26)

Finalmente, pela definigdo de C(T, ), concluimos que

(NI

Ce2 < O(Te). (2.27)

Portanto, fica provada a limitacao inferior e consequentemente o item a) do teorema.

Prova do item b).
Como T < Ty, pelo Teorema existem J > 0 e uma sequéncia crescente {ny }ren
com ny — 00, tal que

| sin(ngmao)| < e " T+, (2.28)

Considere 6, = inf, ez |xo— :#k|, a melhor aproximacao do ponto xy por fracoes com
denominador ny.

Para p’ = p/(ny) € Z atingindo o infimo em 6, , temos que

/

O = |0 — 2. (2.29)

Nk

Por conveniéncia, escrevemos p’ = p.

Como |xg — £ | = L |ngxe — pl, pela definicio de distancia diofantina, temos
0 Nk Tk 0 ) - )
L 1
[ngwo — p| < 3 e Ony < 3
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| sin(mz)| 51n(7r

E sabido que > |z|, para |z| < 1. Assim

| sin(ngmzo — mp)|

2

|nkxo — p| <

Logo, substituindo a estimativa acima em (2.29)) e usando que | sin(nymzg — 7p)| =

| sin(ngmzo)|, temos

On

1 1 .
L= n—k|nkx0 —p| < %| sin(ngmzo)|.

Por (2.28)), obtemos

_6_n%7r2(T+5) < e_nﬁﬂ(T—i-d)7 (230)

lim 0,, = 0.
k—o00

Aplicando as propriedades da funcao logaritmo natural em ambos os lados da de-

sigualdade (2.30)):

In(6,,) < In(e ™™ T+0)) — _p27(T — §),

em que
nim*(T + 6) = —1n(6,,,)
e, portanto,
—1In(6,,)
2k :
N EY)) (2:31)

Seja agora € = 6,,. Assim, €, — 0 quando k — oo.
No que segue, estimamos C(T, eg).
Considere u solucio do sistema adjunto (2.4)) com dado inicial ug(z) = v/2sin(ngmz),
cuja solucao é
w(z,t) = V2e T sin(nyra).

Como

1
lu(-, 0) 17201y = / 22T gin?(nyma)de = e 2T

entao

1
T To+eg b
C(T,er) < ng (/ / e~ 2T (T—1) Sin2(nk7ra:)dxdt) )
k
0 T

e ™
0—€k
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Assim ),
62nk7r T _ 1

To+Eg
C(T,e)? < / sin?(nymr)dz| .

0—¢€k

2.2
ngm

_ _ P =
Uma vez que ¢ = 0, = |z¢ — > |, entao

p
Top— — = :|:€k.
Nk

Temos:

oSean:xO—%zak.

To+EL x0+9nk
/ sin?(nmx)de = / sin®(nyma)dz.
Z

p
0—¢€k a

oSexo—%:—ak.
To+EL xo—@nk
/ sin?(nma)dr = —/ sin?(nymr)de.
TO—EL %

Logo, em ambos os casos vale a estimativa

To+EL foty) +9nk
/ sin®(ngma)da / sin®(ngyma)dz
€T

0—¢k n

<

Y

e, portanto, temos

2niﬂ'2T -1

xo +9nk
/ sin®(ngma)dz| .

P
"

y(E)=p e y(xo+bn,)=nk(zo+0y,)

e, substituindo na integral acima, obtemos

sin®(ngma)dr = — sin®(7y)dy.

/960-‘:-971,c 1 ng(20+0ny,)
P N
ng r

De modo analogo a andlise anterior:
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e Sed,, =xy— n%, entao nyro = ngb,, —p e

ng(xo+0n,, ) 214,00, +p 213,00,
/ sin®(ry)dy :/ sin®(ry)dy :/ sin®(my)dy.
p P 0

o Sel,, =—xy+ %, entdo ngro = p — Nyl ., €

ng (T0+0n,,) P—ngOny 1100, P
/ sin?(ry)dy = / sin?(my)dy = / sin?(my)dy = 0.
P p P

Logo, segue que

ng (To+0n,,)
/ sin?(ry)dy
P

e, consequentemente,

2’"«k‘9nk
< / sin®(my)dy,
0

To+Eg 1 2nk9”k
/ sin?(nmo)dr| < —/ sin?(7y)dy. (2.35)
To—Ek Nk Jo
Combinando ([2.35) e (2.32)), temos
) e2nimT _ 2n10n,, .
C(T, €k) é Tiﬂ'? A sSin (’ﬂ'y)dy (236)

Como |sin(z)| < |z| para todo x, entao

2ny0n,, 2n0n,, 2 2.0 3
/ sin?(my)dy < / |my|*dy = w
0 0

Substituindo em ([2.36]), obtemos

eQniﬂ2T -1 7T2 om en 3
C(T,e)” < < )( ( 3 ’“)>

3.2
2nym

4 2,2
< §(€2nk7r T@ik)’
pois 8,, = 0.
—1In(6y .
Por (2.31)), ni < W;(I;Jrg)). Assim
—1In(6n,)
o [ Z2W0ny)
~
—2T
= 0.
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Deste modo, temos a estimativa

4 2y g oT
C(T,ex)* < géianT,f‘s = 3% T

pois 0, = €. Equivalentemente

4 [ 3-2L\ 2 4 3T
C(T,er) < 3 | & o) = \/;5,3 o (2.37)

Agora, notando que

a desigualdade ([2.37)) implica

Por fim, tomando ¢; = \/% e Cco = % + TLH, na qual claramente cy > %, concluimos
que
C
C(T, €k) < 018k2.

Isto finaliza a prova do item b), e a prova do teorema estd completa. O]

O proximo teorema nos diz o que acontece com a norma do controle de norma
minima em L?*(w. X (0,7)) no caso em que T' < Ty(x). Em outras palavras, dado
yo € L*(0,1) para o qual a equagao nao é controldvel pontualmente no ponto
zo € (0,1) no tempo T', mostraremos que a norma do controle de norma minima em

L?(w. x (0,T)), que leva gy a zero no tempo 7', diverge na ordem de £°, com 3 < —%.

Teorema 2.6. Sejam T > 0, xy € (0,1) e T < Ty(zg). Suponha que a equagio do
calor (2.2) com dado inicial yo € L*(0,1) ndo é controldvel a zero no tempo T no ponto
xo. Entao, o controle f. de norma minima em L*(w. x (0,T)) que leva o dado inicial

Yo a zero no tempo T, satisfaz

1
g2 ||fa||L2(w5><(O,T)) — Q.
Demonstragao: Considere a equacao do calor unidimensional

Yt = Yoo = f(t>5:v07 ($>t> S (07 1) X <07 T)
y(07t) = y(17t) =0, t € (O7t) (238>
y(I’O) = Yo, YIS (O’1)7
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que por hipdtese nao é controlavel a zero no tempo T no ponto x.

Agora, seja
Ue = Yoo = felo,  (2,8) €(0,1) x (0,T)
50,0 = §(1,H) =0, ¢ € (0,1) (2.39)
g($,0> = Yo, LS <07 1)?

em que f. = f.(z,t) é o controle de norma minima em L*(w, x (0,7)) tal que

y(x, T) =0, Vz € (0,1).

Suponhamos por contradi¢ao que existe C' > 0 e uma sequéncia {¢; }jey come; — 0

que satisfaz
(2.40)

1
i llfellee <

Mostremos que, nessas condigoes, o sistema ([2.38)) é pontualmente controlavel com

controle f = f(t) € L*(0,T).
Por conveniéncia, omitiremos o indice j da sequéncia {¢;}.
Seja § > 0 tal que (g — 6,20+ 0) C (0,1) e 0 < & < §. Para x € (—6,0) e quase

todo t € (0,7") considere
pe(w,t) = efe(wo + 52, 1),

em que p. € L*((—4,8) x (0,T)).

Assim

/ / | fe(wo + Sz, t)*dadt. (2.41)

e (, t)Hm( (=8,8)%(0.T))

Fazendo a mudanga de varidvel z'(x) = x¢ + £z, temos que

To+e
/ / e[ f<( (w0 + 52 ) Pdedt = / / Se|fo(a',t)|Pda’dt
zo+a
= (55/ / | fo(a! 1) [P da dt,
0 To—€

na qual
H(:OEH%?((—(S,(S)X(O,T)) = 55\|fs”%2(wsx(o,T))-

Por (2.40)), voltando a ¢;, segue que

192, 172((—s.6)x (0,7 < C9, (2.42)
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em que C' e 0 nao dependem de ¢;.
Portanto, existe ¢ € L2((—4,8) x (0,7T)), tal que

Qe, — @ em L*((—6,6) x (0,7)).

Agora, para quase todo t € (0,7") defina

() = % /_ ol )i, (2.43)

que satisfaz f € L*(0,T).
Mostremos que f(t), definido em (2.43), é um controle aplicado no ponto zo que
leva a solucao do sistema a zero no tempo 7. O que é uma contradicao.
Multiplicando o sistema por u = u(x,t) solu¢do do sistema adjunto e

integrando por partes em (0, 1) x (0,7"), obtemos a seguinte condigao de optimalidade

<y('vT)auT>L2(0,1) - <y0au<'70)>L2(0,1) = /0 J(t)u(xo, t)dt, (2.44)

noa qual d,, é o delta de Dirac.
Por outro lado, multiplicando o sistema (2.39)) por v = u(x,t) solugao do sistema
adjunto ([2.4)) e integrando por partes em (0,1) x (0,7"), temos a seguinte condigao de

optimalidade

T ro+e
_<y07u('70)>L2(0,1):/0 /_ fe(z, t)u(z, t)dxdt. (2.45)

A demonstragao do teorema segue da seguinte afirmagao.

Afirmacgao 2.1. Quando € — 0, temos

T xro+e T
/ / fe(x, t)u(z, t)dvdt — / F(t)u(xo, t)dt.
0 To—E 0

De fato, se a Afirmacao for verdadeira, teremos que

T
(o ul-,0)) o) = / F(E)ulzo, £)dt.
0
Desta forma, pela condigao de optimalidade ([2.44]), concluimos que

(y(-,T),ur)r2001) = 0, Yur € L*(0,1)
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e consequentemente

y(x, T) =0, Vr € (0,1). (2.46)

Assim, se a Afirmacao for verdadeira, segue que f(t)d,, é um controle aplicado
no ponto xy que leva a solugao do sistema a zero no tempo 7. O que é uma con-
tradigcao, pois estamos assumindo que a equagao com dado inicial yy € L*(0,1)
nao é controlavel a zero no tempo 7T no ponto zy. A contradicao veio do fato de

1
considerarmos €2 || fz|| 12(w. x (0,r)) limitado.

Prova da afirmagao [2.1. Lembramos que 0 < £ < 4 e que

pe(w,t) = efe(wo + 52,1), V (x,t) € (—=9,0) x (0,T).

Assim, é facil ver que

xo-i—a To+€
/ / (z, t)u(z, t)dxdt = / / (x — m9),t) u(z, t)dzdt.

Agora, fazendo a mudanca de varidvel y(z) = (2 — 2), a integral do lado direito

fica

zo+e T §
/ / (x — x), t)u(x, t)dxdt = %/ / ©e(y, tu(zo + Sy, t)dydt. (2.47)
0o J-s

Escrevendo

1 T s 1 T )
5/0 /6905(y,t)u(xo+§y,t)dydt = —/ / e (y, t)u(xo, t)dydt

™ 5/ / p(y,t) [ulzo + Sy, t) — ulxo, t)] dydt

£) = %/T /(s @y, t)u(zo, t)dydt,

/ / 905 y7 xO + 5y7t) <x07 )} dydt7

e tomando

vemos que
/ / T o (8 — 2o, D, )dadt = A(2) + B(e). (2.48)

Por conveniéncia, nas integrais A(e) e B(e), usaremos a variavel z ao invés de y.

Para a integral de A(g), usamos que p. — ¢ em L?((—4,8) x (0,T)), quando € — 0,
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temos que

T
lim A(e) = hm%/ / e (x, t)u(zo, t)dxdt
0o J-s

e—0 e—0

1 (T 9
— —/ / o(x, t)yu(zo, t)dxdt
0Jo Jos
T 1 0

_ /0 u(mo,t)g/(sgp(x,t)dxdt
_ /OTf(t)u(:co,t)dt.

Agora, mostremos que B(g) — 0, quando & — 0.

Note que
1 (T o 2
B*(e) = <5/ / e-(2,t) [u(zo + S,t) — u(wo, t)] d:cdt) :
0o J-s
Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

B(e) < G /OT/_Z|<p€(x,t)|2dxdt> (% /OT/_Z\U(IO+§x,t)—u(xo,t)|2da;dt>.

Além disso, por (|2.42)):

L 2 1 )
5/0 /—(5 |905(;€,t>‘ dzxdt = SHSOEHL2((—575)><(O,T)) < C.

Logo
B*(e) < % (/OT /_z |u(zo + Sx,t) — u(:co,t)fdxdt) : (2.49)

Por fim, é suficiente mostrar que
T 5
2
/ / lu(zo + Sx,t) — u(xo,t)|” dadt — 0, quando e — 0. (2.50)
0 J-s

Antes disso, lembremos que podemos escrever a solugao do sistema adjunto (2.4)),

como uma série absolutamente convergente, dada por
u(z,t) = Z ay sin(nrz)e ™™ (70, (2.51)

Fazendo a mudanga de varidvel z = $x, a integral em (2.50)) fica
T 1) 9 ) T €
/ / |u(zo + 22, t) — u(zo, t)| dadt = —/ / u(zo + 2,t) — u(wo, t)|* dzdt.
0o J-s €Jo J-e
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Usando que

[u(zo + 2, 1) —u(zo, V)| < fulwo + 2,1)| + [u(wo, )]

= 2|lullLe(0,1)x 0.7

temos

T 1) 9 (52HUHL°° T 5
/ / lu(zo + Sx,t) — u(zo, )| dodt < ——"— / |u(zo + 2,t) — u(xo, t)| dzdt.
0o J-s € 0

—&
(2.52)
Agora, notando que

|u(zo + 2,t) — u(xg, )| < Z |a e ™ 70| sin(na (o + 2)) — sin(nrao),

e que

| sin(nm(xg + 2)) — sin(nwxg)| < |nw(xg + 2) — nway| = nwz,

temos

lu(xo + 2,t) — u(wo, t)] < Z |an|e ™™ T nmz. (2.53)

Estimando (2.52)) por (2.53)), obtemos
T é T €
02 s
/ / \u(zo + Sz, t) — u(wo, t) ‘2 dxdt < 02lufle / / Z |ap|nmze ™™ TD dzdt
0o J-s € 0 J-e

02| ul| e /T 2 272(T—t)
= e £ n —nem - dt
. i E la,|nme

e, portanto,

T 5 .
/ / ‘u($0 +57,t) — u(:vo,t)|2d;pdt < 265||u||Loo/ Z |an|nﬂe_n2ﬂ2(T_t)dt.
0 J-s 0
(2.54)
Assim, combinando (2.49)) e (2.54]), obtemos a seguinte estimativa para B?(¢):

T
B?(¢) < 2C¢||ul| 1= / > Jag|nwe TN, (2.55)
0

, . 2 2 . 2 2¢m_
A série Y |ay|nme ™™ (Tt converge, pois podemos fazer nr|a,| < e*™ T~ para

n suficientemente grande, logo o termo

T
20||u||Loo/ Z|an|mre_”2”2(T_t)dt
0

¢ limitado independentemente de ¢.
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Dessa forma, fazendo £ — 0, concluimos que
B(e) — 0.
Assim, de (2.48)), vemos que

T xo+e T
/ / felz, u(z, t)dxdt — / f(t)u(xg,t)dt, quando e — 0, (2.56)
0 xro—¢€ 0

0 que prova a afirmacao. 0
Isto conclui a demonstracao do Teorema |2.6] [

Observagao 2.2. Se existir uma sequéncia de controles h. € L*(w. x (0,T)) tal que
1
e2||hell 2 (. x(0,1)) = 0,

nao podemos concluir, a priori, que a sequéncia de controles de morma minima em
L*(w. x (0,T)) satisfaz

€2 HfaHL?(wsX(O,T)) — 00.

De fato, como

I fell 2o x 0.1 < [[Pell L2 (. x (0,7)5

somente podemos concluir que

1
€2 ||h6||L2(wE><(O,T)) — 0.

2.3 Demonstracao do Teorema

A demonstracao do Teorema usa argumentos semelhantes aos da demonstracao

do Teorema 2.6/ Por isso, daremos a ideia da prova.

Demonstracao do Teorema[2.3. Sejam 0 < ¢ < d e f. € L*(w. x (0,T)) um
controle que leva a solugao do sistema (2.1)), com dado inicial yy € L*(0,1), a zero no
tempo T (f. nao precisa ser um controle de norma minima em L*(w. x (0,7))).

Suponha que existe C' > 0, independente de ¢, tal que

1
52||f€||L2(w€><(O,T)) <C. (257)

Defina
ee(x,t) =efe (xo + S, t) € L*((—6,6) x (0,7)).
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2. Controlabilidade nula pontual como o limite da controlabilidade nula interna

Assim, por (2.57)), é facil ver que existe C' > 0 tal que

H%H;((_a,&x(oi)) < 0y,

na qual C' nao depende de € nem de x;.
Logo, existe p € L*((—4§,0) x (0,T)) tal que

Ve — ¢, quando £ — 0.

Considere

(1) = 5/ oz, t)dz € L0, T).

-5
Usando os mesmos argumentos do Teorema [2.6, vemos que f(¢) é um controle
pontual que leva a solucao do sistema ([2.2)), com dado inicial yo € L?(0, 1), a zero no

tempo 71" no ponto x. O]

Observacao 2.3. Pelo Teorema se T > To(xg), existem constantes Cy,Cy > 0
(que dependem apenas do tempo T') tal que

1 1
Cie2 < CO(T,e) < Cye.

Em particular
1
< Ce2. (2.58)

Lembrando que o controle f. = f.(x,t) de norma minima em L*(w. x (0,T)) satisfaz

1
| fell 22 (e x (0,7)) < m”yoﬂw(o,lw (2.59)

e combinando (2.58) e (2.59), obtemos
1
e2|| fell 2o x0,ry) < C

1
e, consequentemente, a quantidade €2 || fz | r2(w.x(0,r)) € uniformemente limitada.

Portanto, o Teorema |2.2 se aplica neste caso.
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados que foram utilizados na presente

dissertacao.

A.1 Analise Funcional

Definigao A.1 (Operador linear limitado). Sejam X e Y espagos normados e T :
D(T) — Y um operador linear, em que D(T) C X. Se existir um nimero real ¢ tal
que

[Tzlly < cllzlx, ¥ zeD), (A1)

dizemos que o operador T € limitado

Observacao A.1. Podemos nos perquntar qual € o menor valor que a constante ¢ pode
assumar para que seja vdlida para todo x # 0 com x € D(T).

Como
Ty

[E415N

<c, x #0

vemos que o menor valor da constante ¢ é dado pelo supremo da expressao do lado

esquerdo, calculado sobre D(T") — {0}. Este valor sera denotado por ||T].

Definigao A.2 (Norma de um Operador Linear). Sejam X e Y espag¢os normados e
T :D(T) —Y um operador linear, em que D(T) C X. A norma do operador linear T
¢ definido por

T
il = sup  AZElY

) (A.2)
z€D(T), z£0 ]| x

Da definicao, segue que
[Tz lly < [T/l x-
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Teorema A.l. Seja T : D(T) — Y um operador linear, com D(T) C X com X eY

espacos normados. Entao T € continuo se, e somente se, T' € limitado.
Demonstracao: Ver ([I1], pag. 97). |

Observacao A.2. No caso de um operador T : X —'Y com X um espaco de Hilbert,
se {e,} € uma base de X, entao o operador T' € limitado se, e somente se, existe ¢ > 0
tal que

IT(en)lly <cllenllx,  VneN.

A.2 Aproximacoes do tipo Miintz—Szarz

O Teorema de Miintz—Szarz é um resultado de teoria da aproximacao que pode
ser visto como uma generalizacao do Teorema da aproximacao de Weiertrass. Este
resultado relaciona a densidade de um certo subconjunto do espago C|a, b] ou LP(a,b)

com a divergéncia de uma série apropriada.

Teorema A.2 (Miintz—Szarz). Sejam 0 < a < b < 00 e {\; }nen uma sequéncia de

numeros complexos distintos satisfazendo
|Re(An)| > 6| Anl, para n > 1.

Entao
1 -
Z o =00 <= span{z’} = LP(a,b), 1 <p<oo.

A prova deste teorema pode ser encontrado em [13] pag. 30].

Seguindo o exposto em [13], consideremos o problema de determinar a distancia d,,

entre 2 e span{z*; k # n} no espaco LP(a,b). Sob hipéteses adequadas na sequéncia
{\n}, temos uma estimativa inferior assintética para d,.

Assuma que {\, },en € uma sequéncia distinta de nimeros complexos satisfazendo:

1.

1
< o0 (A.3)
v
2. Existe o > 0 satisfazendo
|An — Am| > o|n — m], m,n=1,2,..; (A.4)
3. Existe 0 > 0 tal que, para n suficientemente grande

|Re(An)| > 6| Al (A.5)
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Definigao A.3. Sejam 0 < a < b < 00 € {\, tnen uma sequéncia distinta de nimeros
complexos satisfazendo (A.3), (A.4) e (A.5). Em LP(a,b), definimos

d, = dist (z’\", span{zMe; k # n}) .

Temos a seguinte estimativa assintotica para a distancia d,.

Lema A.3. Seja {\,}nen uma sequéncia distinta de nimeros complexos, satisfazendo
(A.3), (A.4]) e (A.5).
Para todo € > 0, vale

1
— L FReOn) quando n — 0.

dn

O seguinte resultado nos dé uma estimativa para os coeficientes de um elemento

pertencente a span{z*+}.

Lema A.4. Seja {\,}nen uma sequéncia distinta de nimeros complexos satisfazendo
(A.3), (A.4]) e (A.5).
Considere p(z) € LP(a,b) (1 < p < o) uma soma finita dada por

p(z) = Z A2

Entao

1
|an| < d_Hp”Lp(a’b)’ n = 1,2,.... (A6)

Prova: Ver [13, pag. 34]. O

Observagao A.3. Caso a série p(z) = > a 2™ seja infinita e convirja em LP(a,b), a
desigualdade (A.6) ainda é satisfeita.

A.3 Aproximacoes diofantinas

A teoria de aproximacoes diofantinas é uma ferramenta poderosa no estudo da
aproximacao de nimeros reais por nimeros racionais.

A seguir, apresentamos alguns resultados basicos de aproximagoes diofantinas que
foram utilizados durante este trabalho. Para um bom entendimento desta teoria, re-

comendamos o livro [3].

Definigao A.4 (Distancia diofantina). Seja 0 € R. Definimos a distancia diofantina

como sendo

0||p = inf |0 — p|.
Jéllp = inf |0~
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Observacao A.4. A distancia diofantina calcula a distancia entre 6 e o inteiro mais

ProxIMO.
Listamos algumas propriedades a respeito da definicao acima.

L. |l0llp = 0 e ||0|lp = 0 se, e somente se, 0 € Z;
1-

2’

3. (|61 + b:2]lp < 1161l + [102]] b3

2. 6] <

4. ||nf||p < |nl|||0]|p, para todo n € Z;
5. 10llp = |0 — al|lp = ||@ + a||p, para todo a € Z.

Teorema A.5. Sejam 6 er € R com r > 1. Entao, existe q € Z tal que
1
lfllp <=, O<g<m (A.7)

Demonstragao: Ver [3], pdg. 01 | [
O Teorema acima garante que a desigualdade ¢||¢f||p < 1 tem infintas solugoes
¢ > 1 no caso em que # é um numero irracional.
Dado 6 € R, existe uma sequéncia 1 < ¢; < ¢ < ... de nimeros inteiros (que é finita
se, e somente se, # for racional) e uma sequéncia p; < ps < ... de nimeros inteiros, tal

que

1¢:0llp = lgnf — pul; (A.8)
[@n+10]l0 < [|¢a0][ p; (A.9)
1¢0llp = lgnfllp,  para 0 < g < gni1- (A.10)

As fracoes & sao ditas melhores aproximacoes de 6 de ordem n-
3 q S
n

Temos o seguinte resultado:

Lema A.6. Sejam p, e q, sequéncias de numeros inteiros satisfazendo (A.8]), (A.9) e
(A.10). Temos:
a) Se 0 ¢é racional, entdo 0 = Z—: para algum k € N.

b) Se 6 ¢é irracional, entao 2 — 0.

n

Prova: Ver [3, pag. 03]. O

Lema A.7. Sejam p, e q, satisfazendo as condigoes (A.g]), (A.9)) e (A.10)). Entdo

|@n1Pn — @uPns1| = 1, VneN.
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Prova: Ver [3, pag. 03]. O

As seguintes desigualdades sao validas

1

40| < (A.11)
n+1
e
lga0ll > — (A12)
An . .
QQn—l—l
Lema A.8. Paran > 2, existe um inteiro a, € 7Z tal que
Pn+1 = QpPn + Pn—-1; (A13)
Gn+1 = QnQn + Gn_1. (A.14)
Prova: Ver [3, pdg. 04]. O

Teorema A.9 (Liouville). Seja o € R um irracional algébrico de grau d, ou seja, o
¢ raiz de um polinomio irredutivel nao-nulo de grau d. Entao, existe uma constante

c(a) > 0 ndao-nula tal que

para todo p,q € Z com q > 0.
Demonstracao: Ver [17, pag. 118]. |

Definigao A.5 (Fragoes continuas). Sejam 6 € R e a, € N com a,, # 0 para todo
n > 1. Entao:

e Se O ¢ irracional

1
92: [ao;al,ag,...,am,_‘]:a0+ :
ay + i
a +
’ az + -+
o Se O € racional, existe k € N tal que
1
9:[a0;a1,a2,...,ak]:ao+ T
ay + 1
ag +
" .
ap—1 + —
Qg

83



A. Resultados Auxiliares

Observagao A.5. Se 0 € [0, 1], escrevemos
0 = lay,as,as, ..., a,,...].
Lema A.10. Dados 0,0 € R, com representacoes em fracoes continuas dadas por
0 = [ar,az,....an, anr1,...] € 0 =la1,az,....0,,byi1,bpya, -],

na qual ambas as expressoes podem ser finitas ou nao. Entao

1

on—2 :

10— 0| < (A.15)

Prova: Ver [3, pag. 07]. O
Provemos agora o Lema de Rolewicz, bastante 1til para esta dissertacgao.

Lema A.11 (Rolewicz). Sejama € [0,1], r>1e0<p < ;.

Dado o conjunto
I'={9€[0,1]; [|rd —allp < pu}

tem-se

1] < 8,
em que |I| € a medida de Lebesgque do conjunto I.

Prova: Construiremos um conjunto X, cuja medida de Lebesgue é mais facil de calcu-
lar, de modo que I C N e
IN| < 8.

Comegamos notando que
|lrY —allp < p <= irely(m? —a)—z|<p <= irelg\m? —(a+2)] < p. (A.16)
Note que, para cada ¢ € [0, 1] existe p = p(¢}) € Z tal que
i161£|m9 —(a+2)| =|rd — (a +p)|

Também, é imediato que

+p—p a+p+
-l oe (BEEIEIEY g

Vejamos agora para quais p € Z existe 9 € [0, 1] satisfazendo (A.17)).

Afirmacao A.1. Para todo p > r+ 1 nao existe ¥ € [0, 1] satisfazendo (A.17]).
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Prova da afirmacdo. De fato, se p > r + 1 entao

_ 1—
a+p—pu > 14 a+ e > 1
r r
no qual segue que nao existe 9 € [0, 1] satisfazendo (A.17)). ]

Afirmagao A.2. Para todo p < —2 ndao existe ¥ € [0,1] satisfazendo (A.17)).

Prova da afirmacao. De fato

a+p+p < a—24+p
r = r

< 0,

no qual segue que nao existe 9 € [0, 1] satisfazendo (A.17)). O

Deste modo, concluimos que
E,N[0,1]#0 <=pe(-2,r+1).

Vamos analisar dois casos.
12 Caso: a < p.
Neste caso, temos
E_1N[0,1] = 0.

Considerando A ={p€Z; 0<p<r+1}e

N:= | B,

pEA

temos que
ICX e <IN

Agora, note que

R =

U

pEA

SDPIA

pEA

= #(A)—, (A.18)

em que #(A) é a cardinalidade do conjunto A.
Também,
e Ser €Z, entdo #(A) =r+ 1.
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e Ser ¢ 7, entdao #A = |r]| + 2. Isto segue de
] +1<r+1,

em que |r] é a parte inteira de 7.

Assim, de ({A.18)), concluimos que

2 2
T
4
= 2u+ -2
r
< 6u
< 8.
22 Caso: a > p.
Neste caso
E_1nNJ0,1] # 0.

Assim, considerando A={p€Z; -1<p<r+1}e

N = UEP’

pEA

temos que
I CX e [I] <IN

E facil ver que #(A) < r + 3.

Assim
2 3
r
6
r
< 8u.
Portanto, em ambos casos
|I| < 8.

Lema A.12. Para todo z, 3 € R wvale
2|z = Bllp < [sinw(z — B)| < 7llz — Bllp.
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Prova: Comegamos lembrando que para todo |z| < % vale
|sinmx| > 2|x|.
Note também que

|sinm(z — B)] = |sin[(m(x — B —ng)) + mno)|

= |sin(m(x — B — ng)) cos(mng) + sin(mng) cos(m(x — B — ng))]|.

Como sin(mng) = 0 para todo ng € N e cos(mng) = %1, temos que

|sinw(x — )| = |sin(m(x — F —ng))|
> 2[(z — B) — no|
> 2inf[(z —5) —n|
= 2|z - Bp.

Por outro lado, a seguinte desigualdade é valida para todo x
|sinz| < |z|.
Logo, temos que

|sinw(x — )| = |sinw(z— 5 —n)|
< r(z =B —n)
= 7wl(x—pF—n)], VnelN

Portanto

sinn(z— )| < winf|(@—F-n)

= 7z - Blb.

Lema A.13. Para todo x, 3 € R vale
2|z — 3llp < [cos(nz)| < 7|z — 3]p-

Prova: Basta notar que |sin(r(z — 3))| = | cos(mz)| e usar o Lema
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A.4 Teoria da Medida

Definicao A.6. Sejam X C R" um conjunto nao-vazio e E C X um subconjunto
mensuravel. Dizemos que E tem medida total em X se o seu complementar é um

conjunto de medida nula em X.

A seguinte definigdo caracteriza o conceito de limite inferior e superior de uma

sequencia de conjuntos.

Definicao A.7. Sejam X C R™ um conjunto nao-vazio e uma sequéncia de conjuntos
(Ap)nen, com A, C X pata todo n € N.

e Seja B C X tal que cada x € B pertence a todos os A,, com excecao de um
numero finito deles.

FEscrevemos

+=0[Ne

O conjunto B € chamado de limite inferior da sequéncia de conjuntos A,, i.e.,

limniann = D ﬁ Al .
m=1 [Ln=m

e Seja C C X tal que cada x € C, x € A, para uma infinidade de n's.

Escrevemos
o

U 4.

o
m=1

O conjunto C' € chamado de limite superior da sequéncia de conjuntos A,, i.e.,

limsup A,, := ﬁ G Al .
n m=1 [n=m

Para mais detalhes, ver [9, pdg. 02].

Lema A.14 (Borel-Cantelli). Sejam X C R™ um conjunto nao-vazio e E, C X uma
sequéncia de conjuntos.
Se Y |E,| < oo, entdo
|lim sup E,| = 0.

Prova: Ver [9, pag. 321]. O

88



Apendice B

Método de momentos para a

equacao do calor unidimensional

Nesta secao, introduzimos o problema de momentos para a equagao do calor uni-
dimensional com condic¢oes de fronteira Dirichlet, considerando o controle como sendo

um controle escalar.

Método de momentos

Seja a equagao do calor

Yo — Yow = b(x) f(1),  (2,1) € (0,1) x (0,T)
y(0,t) =y(1,t) =0, t € (0,t) (B.1)
y(z,0) = yo, x € (0,1).

Dado b # 0 em L?(0, 1), temos por objetivo encontrar f € L?(0,T), tal que
y(x,T) =0, Vo e (0,1).

Vamos resolver este problema de controle nulo usando o chamado método de momentos.
Como b € L*(0,1), temos

b(x) = Z b, sin(nmrz), (B.2)

em que

bn:/o sin(nmx)b(x)dx. (B.3)
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Também, para o dado inicial yo € L?(0, 1), podemos escrever
yo(x) = Z Yo sin(nmzx).
n=1

Como yy € L*(0,1), a solugao y € L*((0,1) x (0,7")) do sistema (B.1)) se escreve na

forma

y(x,t) = Z Yn(t) sin(nmz). (B.4)

Substituindo na equagao do calor (B.1);:

Z(y;(t) sin(nmx) + n’my,(t)) sin(nrr) = Z b, f(t) sin(nmz). (B.5)

Uma vez que {sin(nmx)} é base ortogonal de L?(0,1), temos o seguinte sistema

{ U (1) + K22y (t) = b f(t) (B.6)
ye(0) = ylga

cuja solucao, pelo método de variagao dos parametros, ¢ dada por
2.2 t 2.2
yp(t) = e T iyk +/ e Fm=)p, f(s)ds. (B.7)
0
Note que y(z,T) = 0, para todo x € (0, 1), se

Assim, vemos que y(z,T) = 0, para todo = € (0, 1), se
2.2 T 2.2
0=e FmTyk +/ e FTT=)p, £(s)ds,
0

e se by # 0, para todo k, entao

—k2m2T, k
Y

T
. / e—k27r2(T—s)f(8)d8 _ ; 0
k

0

Fazendo a mudanca de varidvel f(t) = f(T —t), a identidade acima se reescreve

CcOo1mo

T
/ e F75 f(5)ds = Cy, (B.8)
0

e*kQﬂ'QTyk
na qual C}, = —
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Portanto, existe um controle f € L*(0,T) que leva a solugiao de (B.1]) a zero no
tempo T se, e somente se, [ satisfaz a identidade (B.8) para todo k € N. Este é o
chamado problema de momentos para o sistema (B.1]).

s

Definigao B.1 (Familia biortogonal). Dizemos que a familia {&,}neny € L*(0,T) €
biortogonal & familia {0y }nen € L*(0,T) quando

T
0

em que Oy, € o delta de Kronecker.

Da defini¢do acima, ¢ imediato que, se existir uma familia {&,},en € L2(0,7T)
biortogonal & familia {e= ™"}, € L2(0,T), o problema de momentos (B.§) tem

solucao dada por

— Z Créal(t), (B.10)

se esta série convergir em L*(0,T).

De fato, neste caso

/ —k272s (ZCnén )dt Z/ ”Sgn t)Cydt = C.

Portanto, no caso particular do sistema (B.1]), a solugao do problema de momentos

Se escreve como

0 e—n27r2Ty6z
n=1 n
ou equivalentemente
o —n272T, n
Yo
t) = n(t), B.12
) nz:; fol sm(mr:r;)b(:v)dac§ () (B.12)

se esta série convergir em L*(0,T).

Lema B.1. Eriste uma familia {£,}nen € L*(0,T) biortogonal a familia {e_”z”%}.
Além disso, existe C > 0 tal que

1€l 20y < €7, Vn € N. (B.13)

Suponha que existe uma familia {£, },en biortogonal & familia {e~*»!}, cy, no qual

{An}nen € uma sequéncia de nimeros reais positivos satisfazendo

A= K(n+a)? +o(n1), n — 0o, (B.14)
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com (3> 1.
Em [7, Lema 3.1, pdg. 278], prova-se que existem constantes Ps e @3, com Pz > @3,

de modo que, quando n — oo, vale

1 1
00 A\ (K_BP[;—Fo(l)) A2
11 (1 + A—”) =e (B.15)
; J

Jj=1

1 1
i~ 3 (KﬁQBJro(l)) AP
1T (1 — A—”) —c . (B.16)

j=1 J

Além disso, prova-se que vale a seguinte desigualdade

PO (- %)

J

(B.17)

1nll 20,y <

para alguma constante K € R (Ver [7, pag. 278, estimativa 3.9]).
Substituindo (B.15) e (B.16) em (B.17)), obtém-se a seguinte estimativa para a

norma da familia biortogonal

1r
BlKB (Ps— 1
MK An [K (Pg—Qg)+o( )}
16nllz20,m) < 5 Te , n> 1. (B.18)

Com respeito as constantes Pg e (Jg:
lim P,g - Qg =0
B—o00

llm Pg—Qﬁ :+OO

B—1t

PQ—QQITI'.

Prova do Lema [B.d. A existéncia de uma familia {&, },en biortogonal a {e=™" ™t}

¢ consequéncia do Teorema de Miintz, e pode ser encontrado em [I4, Segao 6.4, pag.
76].

Agora, escrevemos
A =P =712 (n+0)? + o(n® ') = n*1* + o(n), n — oo.

Seja {€ntnen a familia de norma minima em L2(0,7T) biortogonal a {e™"" ™'} ,cn.
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Pela desigualdade (B.18]), temos que

7127T22KT e [%(P27Q2)+0(1)] '

”§nHL2(O,T) <

2 .
Como P, — Qo = 7, tomando C(T) = © fT, reescrevemos a desigualdade como

1€l 20,y < C(T)nem™ o0, (B.19)
Note que
6’mr[l—i—o(l)} _ €n7r+o(n) (B20)
e
C(Tn*<e”, n>1. (B.21)
Substituindo (B.20) e (B.21)) em (B.19) obtemos o resultado. O
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Apéndice C

Provas dos Lemas 2.4 e 2.5

Este Apéndice estd dedicado a provar os Lemas [2.4) e 2.5 que foram utilizados na
demonstragao do Teorema ([2.3) do Capitulo 2.

Prova do Lema [2.4. Seja § > 0. Construiremos a sequéncia {¢;} por indugao, de
modo que para uma constante C' apropriada, vale a desigualdade (2.8)).

Para cada n € N, considere o conjunto
Eon={r€[0,1]|IpeZ; v -2 < C’e_”2”25},
na qual C' > 0 sera escolhido a posteriori. Seja também
EO = UEO,TL' (Cl)
n
Da definicao, segue que se z € [0,1] \ = entdo x ¢ =g ,,, para todo n € N, e
lz— 2] > C’e‘”2“25, Vp € Z.

Etapa 1: Construcao de .

A existéncia de gy segue diretamente da seguinte afirmagao, tomando gy € [0, 1]\ Z,.
Afirmacao C.1. Eziste C' > 0 tal que |=| < 1/2.

Assumindo que a afirmagao é verdadeira, provemos o Lema 2.4 A prova da
Afirmagao serd feita posteriormente.
Pela Afirmacao , existe C' > 0 tal que |Zy| < % Assim, podemos escolher

g0 € [0,1] \ Zo. Em particular, ¢y satisfaz

2.2
|€0_p >Cen7r5

n
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e além disso, ainda vale

. _m2.2
inf |9 — 2| > Ce™™ ™.
PEZ n

2,2 2,2
Uma vez que 0 < g9 < 1, temos que Ce ™™ ™9 > Cepe ™ ™ % e obtemos

. 2.2

inf |eg — 2| > Cepe™™ ™ °,
n

PEZ

Denotemos ¢° = inf |eg — 2|.

Observacgao C.1. Note que, na Etapa 1 acima, escolhemos |Zo| < % POT CONVENIENCILA.
De fato, basta que |Zg| < 1 para que exista g9 € [0,1] \ Zo. Entretanto, escolhemos

|Z0| < % para poder encontrar a constante C' de maneira explicita.

Etapa 2: Construcgao de ¢;.
-1
Sabemos que C = (4 dn+ 1)6_”2”25) . Seja gp escolhido anteriormente e para

cada n € N consideremos o seguinte conjunto
Ein={r€(2,6) | PEL; |z — 2| < Cepe™ ™7}
em que (%,&0) C [0,1] e definamos

El = UEL”Z' (02)

—_

De maneira semelhante a construgao do gg, provaremos que existe x € (£, 0) \ Z;

e para isso € suficiente mostrar a seguinte afirmacao.
Afirmagao C.2. |Z;] < .

Prova da afirmacdo: Uma vez que

2.2 2.2 2.2
lz — 2] < Cepe™™ ™ ' o g€ (E — Cepe™™T™ 5,84—0506’”” 5),
n n

2.2
tomando A, = Cepe™™ ™9, temos

r€Z, & xc (%,50) N <£ —An, B+ An) . (C.3)
n

Para cada n, considere I, = (£ — A,,, 2 + A,). Assim, ¢ facil ver que

(%’50) NL,#0 & pe <? —nAn,n€o+nAn> =T,.
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Logo, temos que se p € I',, entao I, N (2, g9) #0 e

Ein C | I

pely
Dessa forma

U7

p€ln

< #{p | p € Fnap € Z}|IP|7

|:1,n| <

em que #{-} é a cardinalidade do conjunto.
Considerando P = #{p | p € I';,,p € Z}, como |[,| = 24, = 2Ce0e ™™ con-

cluimos que
2 25

Ein| <2PCepe™™ " (C.4)

Como
P<LIT e Caln+1)e ™m0 L1,

temos

T, = ‘(% —nA,,ney + nA, >
= % + 2nCepe —n*m?h

ney | neo(C4(n +1e —n*m*8)
2 2(n+1)

neo €0

< — 4+ =
2 + 2

60(71 + 1)

— 5

Logo, por (C.4)), segue que

Z1.] < C(n+1)e2e ™™ (C.5)
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Por definicao =; = U =1, entao
n

|El‘ < Z |El,n‘
n
o Z QC —n2x28
= ggC(n+ e
n

52 Zn(n + 1)67712”26
15, [+ e

_ %
4
€0
ST
e, portanto, fica provado a afirmacao. O

Assim, como |Z;| < 2, podemos escolher €; € (%,¢0) \ ;. Consequentemente

€1 ¢ =1, para algum n, ou seja,
—n272§
ler = 2] = Cege™ "

e além disso, vale

. _ 2.2

inf [e; — 2| > Cege™ ™2,
n 0

PEZL

_ 12,2 2.2
Como para £ < g1 < g temos que Cege ™™ ™% > Cee ™ ™% tomando
2 0 0 )
1 _ - D
=infle; — &

segue que
2.2
oL > Ceye™™,

Para construir o resto da sequéncia {¢;}, na préxima etapa usaremos a mesma ideia

da construgao do £1, no qual omitiremos alguns passos intermediarios.

Etapa 3: Construgao de ;1.

-1
Sabendo que C' = (4 do(n+ 1)6_71271—26) . Para todo j > 1 considere o conjunto
Sipin ={r€(2.,6) | WEL; |x— 2| < Ceje™ ™7}

e defina

R e EjJrl’n. (C6)
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Aqui é suficiente mostrar que para todo j < 1 vale

- €j
5l < ZJ

A prova segue de modo andlogo aos passos feitos na etapa anterior. Portanto

—_ P _n2-25 P 2.2
Ziv1in C Z Qe L 4 Cee T
Jj+1, n J n J

pelh

e, consequentemente, notando que #{p | p € I',;p € Z} < |TY| em que
, ne;
IV = <—J — nCsje_”2”26, ne; + nCsje_”2”25> ,

" 2

segue que

Ejrial < &‘?C(n + 1)€*n27r26

Assim, temos que
&j

|Ej+1| < 4 )

e existe €;11 € (Z,&5) \ Zjq1-

Por fim, podemos mostrar que

+1 _n2 26
P> Oy e

para todo j > 1, na qual ¢/t = inf,cz |e,11 — 2| e isto prova o Lema [2.4] O
J n p J+ n

Provemos agora Afirmacao

Prova da afirmagao [C1: Se x € Zy,, entdo existe p € Z tal que

ve(B—A, 2+ A,)N[0,1],

n

em que A, := Ce ™0
Sejam I, := (% — A E+ An) e, = (—nd,,n+nA,).
Dado n € N, temos

I,N[0,1] #0 < peTl,. (C.7)

Para ver isto, notamos que

pél, <= p>n+nA, ou p<-—-nA,.
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De fato, como

p>n+nAn<:>£>1+An<:>£—An>1,
n n

temos que I, N[0,1] = 0 se p > n + nA,.

No segundo caso,
p<—nAn<:>§<—An<:>£+An<0
n

e o resultado segue de modo andlogo. Portanto, vale ((C.7]).

Seja pg 0 menor inteiro positivo tal que

o a4, > (C.8)

n

Seja também, gg 0 maior inteiro negativo tal que
Dy g, <0 (C.9)
n

Dessa forma, se p € Z é tal que p ¢ (qo, po) entao p ¢ T',,. Portanto, vemos que somente

os seguintes conjuntos tem interse¢do nao-vazia com [0, 1]:

1) (—An, An), (2= A, L r A, L, (e -4, el ),

n

11) (_% - An’ _% + An)7<_2 - Am _% + An)7 ey (% - Ana qo:Lrl + An)

Figura C.1: Interpretacao visual na reta.
Porém, ¢é facil ver que
I,N[0,1] C (-4, A), Ve (q0,0).
Desse modo, concluimos que os intervalos de i) sdo suficientes para cobrir o conjunto

0, 1].

po—1

g <% —An,%+An> > [0,1].

=0
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Assim, segue que
po—1

- J J
Zom C LA lvA,).
0 H(n n )

Em particular, obtemos

—
|:0,n| <

po—1 . .
) n n
(l - Ana l + An)
n n
po—1

= > 24,
j=0

= 2p0An
= 2pOC’e_"2”25.

(]

J=0

Agora, uma vez que n esta fixado, como py é o menor inteiro positivo satisfazendo
, é facil obter uma estimativa precisa para pg, de tal forma que a constante C seja
tomada positiva.

Mais precisamente, po = n + 1 é o menor inteiro satisfazendo de tal forma
que C' > 0 para todo p > pog.

De fato, seja k > 0 um ntmero inteiro. Mostremos que se ”T’k — A, > 1 entao
C < 0 para todo k > 0.
Note que
n—=k k
-A,>1 & 1———-A,>1
n n
k
& ———A,>0
n
k
&S A, < ——
n
o Cemnn o P
n
ken27r25
& O<—
n

Como ken:r% > 0, entao C' < 0 para todo k > 0.

Por outro lado, para todo inteiro maior do que n + 1 conseguimos garantir a
existéncia de um C' > 0 e, portanto, podemos garantir que n+ 1 é o menor inteiro com
esta propriedade.

Portanto, segue que

225

Z0n] <2(n+1)Ce™T™
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Por definigao, =y = U Z0.n- Assim
n

=
|\_‘0| =

U AO,n
< Z ‘AO,n’

< Y2+ 1Ce

n

= 2C Z(n +1)e 0,

. . , —_— _ 2.2
Como o objetivo ¢ provar que |Zp| < 3, uma vez que ) _(n+1)e™™ ™ ° < oo, tomamos

1

C= (4 Z(n + 1)6_”2”25>_ :

na qual
e segue a afirmagao. O]

Provemos agora o Lema [2.5]

Prova do Lema[2.5. Sejam 0, = Ii?relg |z — £ e ¢ = Ii)rel; le; — 2|, as melhores apro-
ximagoes de ordem n de xg e €, respectivamente.

Pela definigao de distancia diofantina, é facil notar que 0 < 6, < 5~ ¢ 0 < ¢/, < 5-.

Fixe j e n. Assim, para algum p € 7Z, temos

on=lei -2 = eg=lLg

Para o que segue, sera omitida a dependéncia de p em n e j.

Note que, como 0 < Ty(zg) < oo, em particular temos que sin(nwzg) # 0, para
todo n € N.

E necessério analisar dois casos.
Caso 1: ¢; < 0,.

Temos

(J?O —&5,%0 + €j) - («TO — Gn,xo + Gn)

®Sel,=mx9— 2 temosxg =0, +L2e

(Io_en)xo—'—en) - (%720n+%) g (2 Iil)j

n’ n

101



C. Provas dos Lemas e

pois 0, < 21
Observe que

sin(nm(2)) =0 e sin(nm(2H)) = 0.

p ptl

n’ n

Em particular, ndo existe z; € (£ ) tal que sin(nmz;) = 0. Assim, concluimos

que no intervalo (zo — €;, 29 + €;), a fungao sin(nmx) tem sinal constante.
e Se 0, = —x0+ L entdo xp = -0, + L e

(ZL‘() - Qm% +0n> g (;17 %) .

n

Portanto, a func¢ao sin(nmz) tem sinal constante no intervalo (zg — €5, xo + €;).

zo+e; zo+E;
/ sin(nmzx)dr| = / | sin(nmx)|dz.
xZ T

0—¢; 0—¢;

Assim

Agora, fazendo a mudanga de varidvel y = x — £, temos

P

Tot+E; rot+e;—
/ | sin(nmz)|dz :/ |sm(n7ry)|dy
T0—&j To—€j— Z
Como, para todo = € R tal que |z| < 3, vale
|sin(mz)| > 2|z,
entao
Totej—p zo+e;— L zo+e;— L
/ |sm(n7ry)|dy / |2ny|dy / 2nydy| . (C.10)
To—€;— Z To—E;— Z xofz-:jf%
De
m0+€]—%
/ ) 2nydy = 4dnej(zo — 2), (C.11)
To—Ej—
e de ((C.10)), obtemos
.’ZO“FEJ'*Z
/ ) |sin(nmy)|dy > 4nej|(xo — 2)I. (C.12)
$0—6j—5
Pelo Lema (A.12):
nlrg — B[ > —\ sin(nmzo)|. (C.13)
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Assim, combinando (C.12)) e (C.13)), concluimos que

zo+E; 4
/ sin(nwx)dz| > —¢;| sin(nmo)|,
T
x

0—¢€;
na qual

zo+E; 5 o
/ sin(nma)dr| > Cej|sin(nrag)|e ™ ™ °
To—E€j

e, portanto, fica provado que no Caso 1 o resultado é valido.

Caso 2: ¢; > 0,.

Considere a funcao

xro+e
fle) = / sin(nmz)dz.

0—¢&

f'(e) = 2sin(nmxg) cos(nme),

verificamos que:

i) Se sin(nmxo) > 0, entao f ¢ crescente em (0, 5-) e decrescente em (5, =).

i) Se sin(nmxo) < 0, entdo f ¢ decrescente em (0, 5-) e crescente em (5, +).

iii) f(2) = 0, para todo p € Z.

) j
Agora, uma vez que ¢; = £ £ ¢/ temos que

TotE; To+ % iqﬁ%
/ sin(nrx)dx| = / sin(nrz)dz| .
ZX €T

0—¢€;j 0*%?25%

A segunda integral acima pode ser descomposta da seguinte maneira:
$0+£i¢¥z xo—
/  sin(nmz)de = / sin(nmx)dx
wo—%:FQﬂL SBo—%ZFQ%

$0+%
+ / sin(nmx)dx

38

07y

w0+ Lo,
+ / sin(nmx)dz.
X

D
o+n

Dessas integrais temos as seguinte informagoes:
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o+,
L. / sin(nrz)dx =0

.7707%
2. / sm mm: / sm nmc dx
Jfo—%:Fqﬁj ToFPh
2o+ 2147, 2oL,
3. / sin(nmz) / sin(nmx)dx.
IoJr%

Assim, concluimos que

zo+e; zoEe},
/ sin(nrz)dx| = / ~ sin(nmx)dx| . (C.14)
To—E; IO:Fdﬂn
Mostremos que existe C' > 0 tal que
B0+ ]
/  sin(nmz)dz| > C¢l|sin(nmrxg)|. (C.15)
To—Ph

Mais uma vez, dividiremos em duas partes.
Parte 1: Se ¢/ < 6, podemos argumentar como no caso ¢; < 6, e a desigualdade

acima ¢é valida com a constante C' = =

Parte 2: 0, < ¢/.

Lembramos que 0 < 6, < ¢/ < % e suponha que sin(nmxg) > 0. Assim

SRS

7I0+¢>¥1 IO“FQSgL

o+ 2
/ ~ sin(nrz)dx :/ _ sin(mr:c)d:c—l—/ sin(nmrz)dz. (C.16)
x0 ¢] Zo ¢J

2P —zotoi,

Para a primeira integral do lado direito de (C.16)), tomando a = xzy — ¢’ e b =
28—z + ¢, temos

/ sin(nmz)dr = —% (cos(nmz))”
— —E(cos(mrb) — cos(nma))
= —n—lﬂ(cos(mr@ — 0+ @) — cos(nm(zg — ¢)))

= —E(cos(Qﬁp —nn(xg + ¢))) — cos(nmag — nwel)).

Como

cos(2mp — nm (o + @) = cos(2mp) cos(nm(zg + ¢7)) + sin(27p) sin(nw (v + ¢))
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e sin(nmp) = 0 e cos(nmp) = 1 para p € Z, vemos que

2P o+ ), 1 , :
/ sin(nmz)dr = ——/(cos(nm(xy + @) — cos(nmxy — nwel,))
z0— nm

= 0. (C.17)

Assim, por (C.16]) e (C.17]), obtemos

2o+,
/ sin(nmrx)dx
x

0—¢%

. (C.18)

zo+¢1,
/ sin(nmrx)dx
2

» .
ﬁ—$0+¢%

Na integral do lado direito de (C.18)), notamos que a fungao sin(nmx) é positiva no
intervalo (22 — o + ¢, z9 + ¢1).

Usaremos o seguinte fato.

Afirmacao C.3. Sejam a,b € R tais que sin(nmwa) > 0 esin(nmz) > 0 em (a—b,a+Db).

A sequinte desigualdade € verdadeira

a+b
/ sin(nmz)dx > bsin(nwa).
a—b

Prova da afirmagdo. A prova deste resultado segue do fato que a fungao sin(nwx) é
concava no intervalo (a — b, a + b) e que a area dada pela integral é maior ou igual do

que a area do triangulo de base de tamanho 2b e altura sin(nma). O

Tomando a = 2 + ¢} e b = 29 — 2, uma vez que sin(n7r) é nao negativo em

(28 —xp + & o+ Pl) e sin(nm(2 + ¢1,)) = 0, temos

To+¢%,
/ sin(nmz)dx
2

» .
E*IOerﬂz

> |20 — 2| sin(nm (2 + ¢,))|. (C.19)

Fato: Para todo x € R satisfazendo |v| < 5, vale a sequinte desigualdade

2
s 2l
[sina)| > =a]

Como |sin(nm(2 + ¢1))| = |sin(nw¢l)|, pelo Fato acima, segue que
_ R N ,
|sin(nmgy,)| = —|nmey| = 2ndy,
s

que implica

To+¢h ]
/ sin(nmr)dr| = 2n¢l |z — £|. (C.20)
2

D .
;—Jfo-ﬁ-qﬁ%
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Além disso, pelo Lema temos a seguinte desigualdade
1 .
nlrg — B > —|sin(nmwo)|
T

e, portanto, a desigualdade ((C.20)) fica

zo+¢h,
/ sin(nmrx)dx
2

§*$0+¢>¥1

> Z ¢l |sin(nrag)|.

2|0

Por fim, pelo Lema , temos que ¢/ > csje’”%z‘;, logo

B0+,
/ sin(nmrx)dx
2

» ,
T+ on

2

> Cej|sin(nmzg)|e™ ™0 (C.21)

em que C' = 2.

Deste modo, combinando ((C.14)), (C.18) e (C.21)), obtemos

1‘0+€j
/ sin(nrx)dx| > Cej]sin(nﬂxo)]e’”%z‘s. (C.22)
To—Ej
O caso em que sin(nmzy) < 0 segue de modo anélogo. ]

106



Referéncias Bibliograficas

[1]

[10]

[11]

J. Apraiz, L. Escauriaza, Null-control and measurable sets, ESAIM Control Optim.
Calc. Var., 19 (1)(2013), 239-254.

F'. Boyer, Controllability of linear parabolic equations and systems, M2 Lecture
Notes, 2020.

J. W.S. Cassels, An introduction to diophantine approzimation, Cambridge Tracts

in Mathematics and Mathematical Physics, No. 45, 1957.

F. W. Chaves-Silva, (Breve) Introdu¢ao a Teoria do Controle, Notas de Aula,
UFPB, 2020.

J. M. Coron, Control and Nonlinearity, Mathematical Surveys and Monographs,
136, American Mathematical Society, Providence, RI, 2007.

S. Dolecki, Observability for the one-dimensional heat equation, Studia Math., 48
(1973), 291-305.

H. O. Fattorini, D. L. Russel, FExact Controlability theorems for the linear parabolic
equations in one space dimension, Arch. Rational Mech. Anal., 43 (1971), 272-292.

E. Fernandez-Cara, E. Zuazua, Control Theory: History, mathematical achieve-

ments and perspectives, Bol. Soc. Esp. Mat. Aplic., 23 (2003), 1-62.

G. B. Folland, Real analysis: Modern techniques and their applications, Pure and
Applied Mathematics (New York), John Wiley & Sons, New York, 1999.

F. A. Khodja, A. Benabdallah, M. G. Burgos, L. Teresa, Minimal time for the
null controllability of parabolic systems: The effect of the condensation index of
complez sequences, Journal of Functional Analysis, 267 (7)(2014), 2077-2151.

E. Kreyszig, Introductory Functional Analysis with Applications, Wiley Classics
Library, John Wiley & Sons, New York, 1989.

107


https://arxiv.org/abs/1107.4132
https://arxiv.org/abs/1107.4132
https://www.math.univ-toulouse.fr/~fboyer/_media/enseignements/m2_lecture_notes_fboyer.pdf
https://www.math.univ-toulouse.fr/~fboyer/_media/enseignements/m2_lecture_notes_fboyer.pdf
https://projecteuclid.org/journals/bulletin-of-the-american-mathematical-society-new-series/volume-64/issue-2/Review--J-W-S-Cassels-An-introduction-to-Diophantine/bams/1183522285.full
https://projecteuclid.org/journals/bulletin-of-the-american-mathematical-society-new-series/volume-64/issue-2/Review--J-W-S-Cassels-An-introduction-to-Diophantine/bams/1183522285.full
https://www.ljll.math.upmc.fr/coron/Documents/Coron-book.pdf
https://www.ljll.math.upmc.fr/coron/Documents/Coron-book.pdf
http://eudml.org/doc/217824
http://eudml.org/doc/217824
https://www.scopus.com/record/display.uri?eid=2-s2.0-0001093686&origin=inward
https://www.scopus.com/record/display.uri?eid=2-s2.0-0001093686&origin=inward
https://www.sissa.it/fa/workshop_old/DCS2003/reading_mat/zuazuaDivSEMA.pdf
https://www.sissa.it/fa/workshop_old/DCS2003/reading_mat/zuazuaDivSEMA.pdf
https://www.wiley.com/en-ir/Real+Analysis:+Modern+Techniques+and+Their+Applications,+2nd+Edition-p-9780471317166
https://www.wiley.com/en-ir/Real+Analysis:+Modern+Techniques+and+Their+Applications,+2nd+Edition-p-9780471317166
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2014.07.024
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2014.07.024
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2014.07.024
https://www.wiley.com/en-us/Introductory+Functional+Analysis+with+Applications-p-9780471504597
https://www.wiley.com/en-us/Introductory+Functional+Analysis+with+Applications-p-9780471504597

Referéncias Bibliograficas

[12] C. Letrouit, From internal to pointwise control for the 1D heat equation and mi-
nimal control time, Systems & Control Letters, 133 (2019), 7 pp.

[13] 'W. A. J. Luxemburg, J. Korevaar, Entire functions and Mintz-Szasz type appro-
zimation, Trans. Am. Math. Soc., 57 (1971), 23-37.

[14] S. Micu, E. Zuazua, An Introduction to the Controllability of Partial Differential
Equations, Quelques questions de théorie du controle, T. Sari, ed., Collection
Travaux en Cours, Hermann, 2005, 67-150.

[15] V. J. Mizel, T. I. Seidman, Observation and prediction for the heat equation, J.
Math. Anal. Appl., 28 (1969), 303—-312.

[16] C. G. Moreira, Fragoes Continuas, Representacoes de Numeros e Aproximagoes
Diofantinas, 1° Coloquio da Regiao Sudeste, IMPA, 2011.

[17] P. M. Wong, Diophantine approximation and the theory of holomorphic curves,
Notre Dame Mathematical Lectures, 1990, 115-156.

108


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167691119301598
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167691119301598
https://doi.org/10.2307/1995828
https://doi.org/10.2307/1995828
https://www.researchgate.net/publication/228826922_An_introduction_to_the_controllability_of_partial_differential_equations
https://www.researchgate.net/publication/228826922_An_introduction_to_the_controllability_of_partial_differential_equations
https://www.researchgate.net/publication/228826922_An_introduction_to_the_controllability_of_partial_differential_equations
https://doi.org/10.1016/0022-247X(69)90029-8
https://doi.org/10.1016/0022-247X(69)90029-8
https://www.sbm.org.br/docs/coloquios/SE-1.06.pdf
https://www.sbm.org.br/docs/coloquios/SE-1.06.pdf
https://projecteuclid.org/ebooks/notre-dame-mathematical-lectures/Proceedings%20of%20the%20Symposium%20on%20Value%20Distribution%20Theory%20in%20Several%20Complex%20Variables/chapter/Diophantine%20Approximation%20and%20the%20Theory%20of%20Holomorphic%20Curves/ndml/1175197941?tab=ChapterArticleLink
https://projecteuclid.org/ebooks/notre-dame-mathematical-lectures/Proceedings%20of%20the%20Symposium%20on%20Value%20Distribution%20Theory%20in%20Several%20Complex%20Variables/chapter/Diophantine%20Approximation%20and%20the%20Theory%20of%20Holomorphic%20Curves/ndml/1175197941?tab=ChapterArticleLink

	Introdução
	Controle pontual para a equação do calor unidimensional
	Introdução
	Controlabilidade nula pontual
	Custo da controlabilidade pontual
	Alguns resultados de densidade
	Outros tipos de controle


	Controlabilidade nula pontual como o limite da controlabilidade nula interna
	Introdução
	Sobre o limite da controlabilidade interna
	Demonstração do Teorema 2.2

	Resultados Auxiliares
	Análise Funcional
	Aproximações do tipo Müntz–Szárz
	Aproximações diofantinas
	Teoria da Medida

	Método de momentos para a equação do calor unidimensional
	Provas dos Lemas 2.4 e 2.5
	Referências Bibliográficas

