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durante a minha trajetória. Sou eternamente grato por acreditar no meu potencial. Te

amo imensamente.
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Resumo

Neste trabalho estudaremos a controlabilidade nula pontual para a equação do calor

unidimensional. Primeiramente, será mostrado que a controlabilidade nula pontual

está diretamente relacionada com a convergência de uma série de números reais que

depende apenas do ponto, do tempo de controlabilidade e dos autovalores e autofunções

do operador de Laplace unidimensional. Como consequência, veremos que existe um

tempo mı́nimo de controle, o qual pode ser estritamente positivo, fenômeno este que

não existe no caso de controles aplicados em conjunto abertos. Além disso, usando

argumentos de aproximação diofantina, verificamos que o conjunto dos pontos para os

quais a equação é pontualmente controlável para todo tempo forma um conjunto denso

no domı́nio. Por fim, tentando entender o fenômeno de tempo mı́nimo, foi analisado o

que acontece com as propriedades de controlabilidade quando o controle está aplicado

em um intervalo aberto que se degenera a um ponto.

Palavras-chave: Equação do calor unidimensional, Controlabilidade nula pontual,

Tempo mı́nimo de controle, Aproximação diofantina.



Abstract

In this work we’ll study the pointwise null controllability problem for the one-

dimensional heat equation. First, will be shown that the pointwise controllability is

equivalent to the convergence of an appropriate series depending only on the point,

the controllability time and the eigenvalues and eigenfunctions of the one-dimensional

Laplace operator. As a consequence, there exists a minimum time of controllability,

which may be strictly positive. This phenomenon of positive minimum time of control-

lability doesn’t occur in the case of controls applied on open sets. Furthermore, using

arguments from diophantine approximation theory, we show that the set of points for

which the equation is pointwise controllable for all time is a dense subset of the do-

main. Finally, with the aim of understanding the phenomenon of minimum time, it

was analyzed what happens when the control is applied to an open set that degenerates

to a point.

Keywords: One-dimensional heat equation, Pointwise null controllability, Minimal

time control, Diophantine approximation.
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Introdução

Com a necessidade de manipular fenômenos presentes no nosso cotidiano, Teoria

do Controle busca garantir que um sistema se comporte de uma maneira desejada.

De fato, controlar o comportamento de um dado sistema é uma prática comum em

organismos vivos, sendo até mesmo indispensável em processos evolutivos, como por

exemplo a regulação da glicose no sangue, regulação da temperatura corporal, cresci-

mento populacional, controle da pressão arterial, controle do ńıvel de colesterol, etc.

Nesta dissertação, estudamos diversos resultados acerca da controlabilidade da

equação do calor, uma das equações clássicas da F́ısica Matemática. Assim, sejam

T > 0, Ω ⊂ Rn um aberto com fronteira ∂Ω suave e ω ⊂ Ω um subconjunto não-vazio.

Em Ω× (0, T ), considere a equação do calor com controle aplicado em ω
yt −∆y = f1ω, Q = Ω× (0, T )

y(x, t) + α(x)∂y
∂ν
(x, t) = 0, Σ = ∂Ω× (0, T )

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω,

(1)

em que y = y(x, t) é o estado do sistema, y0 é o estado inicial, f é o controle que atua

em ω, 1ω é a função caracteŕıstica do conjunto ω, α ∈ L∞(Ω) e ∂
∂ν

é a derivada normal.

Figura 1: Região de controle
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Uma pergunta básica que podemos fazer diz respeito à controlabilidade nula do

sistema (1) no tempo T . Mais precisamente:

Dados T > 0 e um estado inicial y0, existe f (pertencente a algum espaço apropri-

ado) de modo que a solução do sistema (1) satisfaz

y(x, T ) = 0, ∀ x ∈ Ω?

Este é o chamado problema de controlabilidade nula para o sistema (1).

A resposta para a pergunta acima depende essencialmente do tempo T e do conjunto

ω. De fato:

– Quando ω é um conjunto aberto, o sistema (1) é controlável a zero em qualquer

tempo T > 0. Para obter este resultado, é necessário provar desigualdades de observa-

bilidade para o sistema adjunto da equação (1), o que é feito, por exemplo, por meio

das chamadas desigualdades de Carleman. Em particular, podemos construir contro-

les através da minimização de funcionais adequados. Isto pode ser encontrado, por

exemplo em [4] e [5].

– Quando o conjunto ω é um ponto, o sistema (1) é controlável a zero em todo

tempo T > T0, no qual T0 é o tempo mı́nimo de controle (que depende do ponto, dos

autovalores e das autofunções do operador de Laplace). Mais uma vez, este resultado

é obtido provando desigualdades de observabilidade adequadas para o sistema adjunto

da equação (1). Resultados deste tipo podem ser encontrados em [6], [13] e [15].

A controlabilidade nula para o sistema (1) no caso em que ω é um aberto não-vazio

é, de certo modo, um problema clássico em Teoria do Controle. Por isso, nosso objetivo

será estudar a controlabilidade nula da equação (1) no caso em que o conjunto ω é um

ponto.

Dividimos este trabalho da seguinte maneira:

– No Caṕıtulo 1, com base no artigo [6], estudamos a controlabilidade nula pontual

para a equação do calor unidimensional.

Em um primeiro momento, dados ϑ ∈ (0, 1) e T > 0, consideramos a equação

(unidimensional) do calor (1) com controle aplicado em {ϑ}× (0, T ) e constrúımos um

operador, denominado operador de observabilidade, que associa a cada u|{ϑ}×(0,T ), com

u solução do sistema adjunto de (1), o seu valor no tempo T , i.e., u(·, T ). Se este

operador for cont́ınuo então a equação do calor (1) é controlável a zero no tempo T ,

com controle aplicado em ϑ.

Em seguida, mostramos que a continuidade do operador de observabilidade é equi-

valente à convergência de uma série de números reais adequada. Por meio desta série,

podemos definir a noção de tempo mı́nimo de controle, o qual pode ser estritamente
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positivo. Também, provamos que o conjunto dos pontos para o qual a equação é

controlável a zero em qualquer tempo T > 0, com controle aplicado no ponto, é um

conjunto de medida total. Por outro lado, vemos que o conjunto dos pontos para o

qual o sistema não e controlável a zero em nenhum tempo é um conjunto denso, apesar

de ser um conjunto de medida nula.

Finalizamos o Caṕıtulo 1 apresentando alguns outros casos de controlabilidade

nula pontual, como por exemplo o problema do observador móvel e o caso em que

as condições de fronteira do sistema são periódicas.

– No Caṕıtulo 2, seguindo o exposto em [12], buscamos entender o fenômeno de

tempo mı́nimo, explicitado no Caṕıtulo 1. Para isto, consideramos o controle aplicado

em um intervalo aberto ωε(x0) = (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (0, 1), com ε > 0, e vemos o

que acontece quando este intervalo se degenera ao ponto x0, i.e., analisaremos o que

acontece com as propriedades de controlabilidade quando ε→ 0.

Primeiramente, observamos que se a equação do calor unidimensional é controlável

a zero com controle aplicado no ponto x0 ∈ (0, 1) então para todo T > T0(x0), no qual

T0(x0) é o tempo mı́nimo de controle no ponto x0, existe uma sequência de controles fε,

aplicado em ωε(x0), que converge, em um sentido apropriado, a um controle pontual

f = f(t) aplicado no ponto x0. Tal controle leva a solução do sistema (1) a zero no

tempo T .

No caso em que T ⩽ T0(x0), mostramos que não é posśıvel obter a controlabilidade

nula pontual em x0 para o sistema (1) como limite da controlabilidade nula no aberto

ωε(x0).

– No Apêndice A apresentamos alguns resultados de Análise Funcional, Apro-

ximações do tipo Müntz-Szárz, Aproximações diofantinas e Teoria da Medida, que

foram utilizados durante o trabalho.

– No Apêndice B, por meio de séries de Fourier, mostramos que o problema da con-

trolabilidade nula para a equação do calor unidimensional é equivalente a um problema

de momentos envolvendo uma sequência de exponenciais reais. Em seguida, provamos

que se existe uma famı́lia biortogonal à sequência de exponenciais reais, o problema de

momentos tem solução e portanto a equação do calor unidimensional é controlável a

zero.
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Caṕıtulo 1

Controle pontual para a equação do

calor unidimensional

Neste capitulo, estudaremos a controlabilidade pontual para a equação do calor

unidimensional. Mais precisamente, provaremos diversos resultados qualitativos relaci-

onados a este tipo de controle. Por exemplo, dados T0 > 0 e ϑ ∈ (0, 1), construiremos

uma série dependendo somente de T0, ϑ e dos autovalores e autofunções do operador

− d2

dx2
(com a condição de fronteira adequada) de modo que, se a série convergir, a

equação será controlável para cada T > T0, com controle aplicado em ϑ. Também,

mostraremos que o conjunto dos pontos ϑ ∈ (0, 1) tais que a equação é controlável

para todo T > 0 tem medida total em [0, 1]. Por outro lado, o conjunto dos pontos

ϑ ∈ (0, 1) para os quais a equação não é controlável para todo T > 0 é denso em [0, 1],

apesar de ser um conjunto de medida nula.

Neste caṕıtulo seguimos o exposto em [6].

1.1 Introdução

Seja a equação do calor unidimensional:
yt − yxx = f1ω (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

y(0, t)− αyx(0, t) = 0, t ∈ (0, T )

y(1, t) + βyx(1, t) = 0, t ∈ (0, T )

y(x, 0) = y0(x), x ∈ (0, 1),

(1.1)

em que α, β ⩾ 0, y0 é o dado inicial, f é uma força externa (ou controle) que está

aplicado no conjunto não-vazio ω ⊂ (0, 1).

Definição 1.1. Seja T > 0. Dizemos que o sistema 1.1 é controlável a zero no tempo

12



1. Controle pontual para a equação do calor unidimensional

T se, para cada y0 ∈ L2(0, 1), existir f ∈ L2(ω × (0, T )) tal que

y(x, T ) = 0, ∀ x ∈ (0, 1).

Este é o chamado problema de controlabilidade nula para a equação do calor (1.1).

Distinguiremos os seguintes casos:

� ω ⊂ (0, 1) aberto e não-vazio;

� ω = {ϑ}, para algum ϑ ∈ (0, 1).

Observação 1.1. No caso em que ω = {ϑ}, para algum ϑ ∈ (0, 1), na equação (1.1),

devemos escrever f1ϑ = fδϑ, em que δϑ é o delta de Dirac no ponto ϑ.

É bem conhecido que a controlabilidade nula de (1.1) é equivalente à obtenção de

uma desigualdade apropriada (desigualdade de observabilidade) para o sistema
ut − uxx = 0 (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

u(0, t)− αux(0, t) = 0, t ∈ (0, T )

u(1, t) + βux(1, t) = 0, t ∈ (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1).

(1.2)

O sistema (1.2) é chamado de sistema adjunto da equação do calor (1.1).

Observação 1.2. Na literatura, podemos encontrar o seguinte sistema como sendo o

adjunto da equação do calor (1.1):
−ut − uxx = 0 (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

u(0, t)− αux(0, t) = 0, t ∈ (0, T )

u(1, t) + βux(1, t) = 0, t ∈ (0, T )

u(x, T ) = uT (x), x ∈ (0, 1).

(1.3)

Entretanto, é fácil ver que a mudança de variável t 7→ T − t transforma o sistema (1.3)

no sistema (1.2). Assim, sem perda de generalidade, trabalharemos diretamente com o

sistema (1.2).

A equivalência entre observabilidade e controlabilidade nula para a equação (1.1) é

dada pelos seguintes resultados.

Teorema 1.1 (Observabilidade em um aberto). Sejam T > 0 e ω ⊂ (0, 1) um aberto

não-vazio. A equação do calor unidimensional (1.1) é controlável a zero no tempo T

com controle f ∈ L2(ω × (0, T )) se, e somente se, existir uma contante C > 0 tal que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽ C

∫ T

0

∫
ω

|u(x, t)|2dxdt, (1.4)

13



1. Controle pontual para a equação do calor unidimensional

para toda solução u = u(x, t) do sistema adjunto (1.2) com u0 ∈ L2(0, 1).

Teorema 1.2 (Observabilidade em um ponto). Sejam T > 0 e ω = {ϑ}, com ϑ ∈
(0, 1). A equação do calor unidimensional (1.1) é controlável a zero no tempo T com

controle f ∈ L2({ϑ} × (0, T )) se, e somente se, existir uma contante C > 0 tal que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽ C

∫ T

0

|u(ϑ, t)|2dt, (1.5)

para toda solução u = u(x, t) do sistema adjunto (1.2) com u0 ∈ L2(0, 1).

As demonstrações desses resultados podem ser encontradas em [4].

Provar desigualdades de observabilidade não é, em geral, uma tarefa fácil. Aqui,

para estudar as desigualdades (1.4) e (1.5), introduziremos dois operadores que serão

úteis no nosso estudo.

Definição 1.2 (Operador de observabilidade em um aberto). Seja T > 0. Definimos

o operador de observabilidade em um aberto ω ⊂ (0, 1) como a aplicação

Aω,T : D(Aω,T ) ⊂ L2(ω × (0, T )) → L2(0, 1)

u|ω×(0,T ) 7→ u(·, T ),

que associa a cada u(x, t) solução de (1.2), com u0 ∈ L2(0, 1), seu valor u(·, T ) ∈
L2(0, 1).

Temos que o operador Aω,T é cont́ınuo se, e somente se, existe C > 0 tal que

∥u(·, T )∥L2(0,1) = ∥Aω,T (u|ω×(0,T ))∥L2(0,1) ⩽ C∥u∥L2(ω×(0,T )),

para toda u = u(x, t) solução de (1.2) com u0 ∈ L2(0, 1). Portanto, a continuidade de

Aω,T é equivalente à desigualdade de observabilidade (1.4).

De modo análogo, temos o mesmo resultado para o caso em que ω se reduz a um

ponto.

Definição 1.3 (Operador de observabilidade em um ponto). Seja T > 0. Definimos

o operador de observabilidade em um ponto ϑ ∈ (0, 1) como sendo a aplicação

Aϑ,T : D(Aϑ,T ) ⊂ L2(0, T ) −→ L2(0, 1)

u|ϑ×(0,T ) 7→ u(·, T ),

que associa a cada u(x, t) solução de (1.2), com u0 ∈ L2(0, 1), seu valor u(·, T ) ∈
L2(0, 1).

14



1. Controle pontual para a equação do calor unidimensional

Observação 1.3. Podemos escrever a solução de 1.2 como a seguinte série absoluta-

mente convergente

u(x, t) =
∞∑
n=1

cnψn(x)e
−λnt, (1.6)

em que ψn = ψn(x) é a autofunção associada ao autovalor λn, para o operador − d2

dx2

com sua respectiva condição de fronteira.

Observação 1.4. Se |ψn(ϑ)| ≠ 0 para todo n, então o operador Aϑ,T está bem definido

para todo T > 0. Isto se deve ao seguinte argumento de continuação única. Pelo Lema

A.4,

|cn| ⩽
1

dn|ψn(ϑ)|
∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T ),

em que dn é a distância entre e−λnt e span{e−λkt; k ̸= n} na norma L2(0, T ).

Uma vez que dn > 0, se ∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T ) = 0 então cn = 0, para todo n e, consequen-

temente, o operador Aϑ,T está bem definido. Se existir n ∈ N tal que ψn(ϑ) = 0 então

o operador Aϑ,T não está bem definido para todo T > 0.

Por outro lado, o operador Aω,T , com ω ⊂ (0, 1) aberto, está bem definido para todo

T > 0. De fato, isto segue do resultado de continuação única:

u = 0, em ω × (0, T ) =⇒ u ≡ 0 em (0, 1)× (0, T ).

Este resultado de continuação única é consequência do Teorema da unicidade de

Holmgren, e pode ser encontrado em [4].

Por definição, o operador Aϑ,T é cont́ınuo se, e somente se, existe C > 0 tal que

∥u(·, T )∥L2(0,1) = ∥Aϑ,T (u|{ϑ}×(0,T ))∥L2(0,1) ⩽ C∥u(ϑ, t)∥L2(0,T ),

para toda u = u(x, t) solução de (1.2) com u0 ∈ L2(0, 1). Portanto, a continuidade de

Aϑ,T é equivalente à desigualdade de observabilidade (1.5).

Do exposto, podemos conectar três importantes conceitos que serão a base para

este caṕıtulo:

Continuidade do operador de Observabilidade

⇕
Desigualdade de Observabilidade

⇕
Controlabilidade nula.

É importante notar a diferença entre controlar a equação (1.1) em um conjunto

aberto e em um ponto. No primeiro caso, ao olhar para o sistema adjunto, conhecemos
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a solução sobre um conjunto aberto de R2. Já no caso do controle aplicado em um

ponto, conhecemos a solução do sistema adjunto sobre uma reta, que é um conjunto

de medida nula em R2. Assim, naturalmente, é mais dif́ıcil estudar a controlabilidade

da equação do calor (1.1) quando o controle atua em um ponto. As figuras a seguir

ilustram a região de controle nos dois casos citados.

Figura 1.1: Região de controle como um conjunto aberto.

Figura 1.2: Região de controle como um ponto.

É bem sabido que a controlabilidade nula para a equação do calor (1.1) é válida

para todo T > 0 no caso em que a região de controle ω é um aberto não vazio de (0, 1),

ver [4]. Assim, neste caṕıtulo nos concentraremos apenas no caso em que ω = {ϑ} com

ϑ ∈ (0, 1).

O seguinte lema, que terá um papel importante mais adiante, caracteriza as auto-

funções do operador − d2

dx2
.
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Lema 1.3. As autofunções ψn do operador − d2

dx
(com sua respectiva condição de fron-

teira), podem ser expressas por

ψn(x) = cos(
√
λnx− βn), (1.7)

para algum βn ∈ [0, π].

Demonstração. Conhecendo as autofunções, basta notar que cos(y− π
2
) = sin(y) e que

a função arccos(y) ∈ [0, π].

Observação 1.5. Por simplicidade da apresentação, consideramos os operadores Aω,T

e Aϑ,T definidos nos espaços L2(ω × (0, T )), L2(0, T ) e L2(0, 1). Entretanto, com as

devidas adaptações, podeŕıamos considerar também estes operadores em outros espaços,

por exemplo:

Aϑ,T : D(Aϑ,T ) ⊂ X −→ Y

u|ϑ×(0,T ) 7→ u(·, T ),

com X = Lp(0, T )(1 ⩽ p < ∞) ou X = C[0, T ] e Y = Lq(0, 1) (1 ⩽ q < ∞) ou

Y = C[0, 1].

1.2 Controlabilidade nula pontual

Nesta seção, estudaremos a controlabilidade nula pontual da equação do calor (1.1)

com controle aplicado em ϑ ∈ (0, 1) em termos da convergência de uma série que

depende das autofunções no ponto ϑ. Também, conseguiremos estabelecer uma noção

de tempo mı́nimo de controlabilidade.

Nosso primeiro resultado é o seguinte.

Teorema 1.4. Seja T > 0, ϑ ∈ (0, 1) e considere a série:

∞∑
n=1

e−λnT

|ψn(ϑ)|
. (1.8)

a) Se a série (1.8) convergir, o operador Aϑ,T ′ é bem definido e limitado para T ′ > T .

b) Se a série (1.8) divergir, então Aϑ,T ′ é não limitado para T ′ < T .

Observação 1.6. Se existe n ∈ N tal que ψn(ϑ) = 0, então o operador Aϑ,T não está

bem definido para todo T > 0. Neste caso, escrevemos T0(ϑ) = ∞.
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De acordo com o Teorema 1.4, no caso da equação do calor (1.1) com condição de

fronteira de Dirichlet, temos:

• Se ϑ for um número racional então T0(ϑ) = ∞.

De fato, se ϑ = p
q
com p, q ∈ Z, então ψn(ϑ) = sin(nπ p

q
) = 0 sempre que n for

múltiplo de q. Deste modo, pela observação acima, a equação do calor (1.1) com

condições de fronteira Dirichlet não é controlável a zero para todo T > 0 no ponto ϑ.

• Se ϑ for um número irracional bem aproximado por racionais então T0(ϑ) = ∞.

Por exemplo, se existir sequências de inteiros pk e nk tal que |ϑ− pk
nk
| ⩽ e−Cn

3
k , como

| sin(nπϑ)− sin(nπ pk
nk
)| ⩽ |nπ(ϑ− pk

nk
)|,

podemos construir uma sequência nq → ∞ tal que

| sin(nqπϑ)| ⩽ nqπe
−Cn3

q .

Assim, uma vez que
en

2
q(nqC−π2T )

nqπ
⩽

e−n
2
qπ

2T

| sin(nqπϑ)|
,

temos que a série
∑ e−n

2π2T

| sin(nπϑ)|
diverge em todo T > 0.

• Se ϑ é um irracional algébrico de grau m, i.e., ϑ é raiz de um polinômio irredut́ıvel

não-nulo de grau m ⩾ 2, então T0(ϑ) = 0.

Pelo Teorema de Liouville em aproximações diofantinas, existe uma constante c(ϑ) >

0 tal que ∣∣∣ϑ− p

n

∣∣∣ > c(ϑ)

nm
, ∀ p, n ∈ Z e n > 0

e, em particular, temos

|nϑ− p| > c(ϑ)

nm−1
, ∀ p, n ∈ Z e n > 0. (1.9)

Pelo Lema A.12

| sin(nπϑ)| ⩾ 2∥nϑ∥D

e como

∥nϑ∥D = inf
p∈Z

|nϑ− p|,

por (1.9), segue que

∥nϑ∥D ⩾
c(ϑ)

nm−1
. (1.10)
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Logo, de (1.10), conclúımos que

| sin(nπϑ)| ⩾ 2c(ϑ)

nm−1
, ∀n > 0.

Deste modo,

∑ e−n
2π2T

| sin(nπϑ)|
⩽

1

2c(ϑ)

∑
nm−1e−n

2π2T <∞, ∀ T > 0.

Portanto, pelo item a) do Teorema 1.4, segue que T0(ϑ) = 0.

O Teorema 1.4 nos dá o seguinte critério de controlabilidade para a equação do

calor (1.1).

Corolário 1.4.1. Sejam T > 0 e ϑ ∈ (0, 1).

a) Se a série (1.8) convergir, então a equação do calor (1.1) é controlável a zero no

tempo T ′, para todo T ′ > T , com controle aplicado em ω = {ϑ}.

b) Se a série (1.8) divergir, então a equação do calor (1.1) não é controlável a zero no

tempo T ′ para todo T ′ < T , com controle aplicado em ω = {ϑ}.

Para o que segue, lembramos que os autovalores do operador − d2

dx2
(com sua res-

pectiva condição de fronteira), satisfazem:

1. ∑
n

1

|λn|
<∞; (1.11)

2. Existe ϱ > 0 satisfazendo

|λn − λm| > ϱ|n−m|, m, n = 1, 2, ...; (1.12)

3. Existe δ > 0 tal que, para n suficientemente grande

Re(λn) > δ|λn|. (1.13)

Para demonstrar o Teorema 1.4, usaremos um resultado que será provado no caso

em que ω é um conjunto discreto de pontos. Assim, seja ω = {ϑ1, ϑ2, ϑ3, ...}, ϑk ∈ (0, 1)

para todo k ∈ N, e denote por Xω = {⟨u(ϑ1, ·), u(ϑ2, ·), ...⟩} ⊂ L2(0, T )×L2(0, T )× . . .,
em que u é solução de (1.2). Veja que, se v ∈ Xω existe u solução de (1.2) tal que

v = ⟨u(ϑ1, ·), u(ϑ2, ·), ...⟩.
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Lema 1.5. Suponha que a sequência {λn}n∈N de autovalores do operador − d2

dx2
(com a

respectiva condição de fronteira) satisfaz 1.11, 1.12 e 1.13.

Seja ω = {ϑ1, ϑ2, ϑ3, ...}, com ϑk ∈ (0, 1) para todo k ∈ N. Assuma que:

i) Para cada n ∈ N, existe Bn > 0 e k ∈ N tal que ψn é cont́ınuo em ϑk e que

Bn|ψn(ϑk)| ⩾ |ψn(x)|, ∀x ∈ (0, 1). (1.14)

ii) Existe ε > 0 tal que ∑
n

Bne
−Re(λn)(T−2ε) <∞. (1.15)

Então, o operador Aω,T é bem definido e limitado.

Prova do Lema 1.5. Seja ω = {ϑk ∈ (0, 1); k ∈ N}. Mostremos que Aω,T está bem

definida.

Observe que a primeira hipótese nos diz que |ψn(ϑk)| > 0. Também, lembremos

que pelo Lema A.4, para ϑk ∈ ω fixo, temos a seguinte desigualdade

|cn|2 ⩽
(
d2n|ψn(ϑk)|2

)−1 ∥u(ϑk, ·)∥2Xω ,

em que u é solução do adjunto (1.2) e dn é distância entre e−λnt e span{e−λkt; k ̸= n}
na norma de L2(0, T ).

Como dn > 0, se ∥u(ϑk, ·)∥Xω = 0, pela desigualdade acima, temos

cn = 0, ∀n.

Logo, conclúımos que

u(ϑk, ·) =
∞∑
n=1

cnψn(ϑk)e
−λnt = 0

e, consequentemente, o operador Aω,T está bem definido.

Agora, para mostrar que o operador Aω,T é limitado, provemos que existe C > 0,

tal que

∥u(·, T )∥L2(0,1) ⩽ C∥u(ϑk, ·)∥Xω .
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Assim

∥u(·, T )∥2L2(0,1) =
∑
n

|cn|2∥ψn∥2L2(0,1)e
−2Re(λn)T

⩽
∑
n

|cn|2B2
n|ψn(ϑk)|2e−2Re(λn)T

⩽

(∑
n

B2
n|ψn(ϑk)|2

d2n|ψn(ϑk)|2
e−2Re(λn)T

)
∥u(ϑk, ·)∥2Xω

=

(∑
n

1

d2n
B2
ne

−2Re(λn)T

)
∥u(ϑk, ·)∥2Xω .

Uma vez que, pelo Lema A.3, para todo ε > 0 temos

1

dn
⩽ e2εRe(λn), conforme n→ ∞,

segue que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽

(
C
∑
n

B2
ne

−2Re(λn)(T−2ε)

)
∥u(ϑk, ·)∥2Xω .

Pela hipótese ii)

∑
n

B2
ne

−2Re(λn)(T−2ε) <∞,

e, portanto, vemos que o operador Aω,T é limitado.

Observação 1.7. Note que, se as hipóteses do Lema 1.5 são válidas quando ω = {ϑ},
com ϑ ∈ (0, 1), o operador Aϑ,T é bem definido e limitado.

Agora, provemos o Teorema 1.4.

Demonstração do Teorema 1.4. Seja ω = {ϑ}, com ϑ ∈ (0, 1).

a) No Lema 1.5, tome Bn =
1

|ψn(ϑ)|
. Como para T ′ > T existe ε > 0 tal que

T = T ′ − 2ε, podemos escrever

∞∑
n=1

e−λnT

|ψn(ϑ)|
=

∞∑
n=1

Bne
−λnT

=
∞∑
n=1

Bne
−λn(T ′−2ε).

Consequentemente, se a série (1.8) convergir, o operador Aϑ,T ′ é bem definido e

limitado para todo T ′ > T .

21



1. Controle pontual para a equação do calor unidimensional

b) Caso a série (1.8) seja divergente, existe uma sequência infinita {kn}n∈N tal que

e−λknT

|ψkn(ϑ)|
⩾

1

k2n
, (1.16)

ou equivalentemente
e−λknTk3n
|ψkn(ϑ)|

⩾ kn.

No resto da demonstração, por simplicidade, escreveremos kn = n.

Dado ε > 0 temos que eλnε ⩾ n3 para todo n≫ 1. Logo

e−λn(T−ε)

|ψn(ϑ)|
⩾ n, ∀ n≫ 1. (1.17)

Agora, lembrando que toda solução de (1.2) se escreve como

u(x, t) =
∞∑
n=0

cnψn(x)e
−λnt,

e, em particular,

u(ϑ, t) =
∞∑
n=0

cnψn(ϑ)e
−λnt,

temos

Aϑ,T ′(u(ϑ, ·)) =
∞∑
n=1

cnψn(ϑ)Aϑ,T (e
−λnt).

Assim, o operador Aϑ,T ′ : D(Aϑ,T ′) ⊂ L2(0, T ′) → L2(0, 1) é limitado se, e somente

se, existe c > 0 tal que

∥Aϑ,T ′(e−λnt)∥L2(0,1) ⩽ c∥e−λnt∥L2(0,T ′).

De fato, basta notar que se

ū(ϑ, t) = e−λn0 t,

como

e−λn0 t =
∞∑
j=1

cjψj(ϑ)e
−λjt (1.18)

com

cj = 0, j ̸= n0, cn0 =
1

ψn0(ϑ)
,
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temos

ū(x, t) =
∞∑
j=1

cjψj(x)e
−λjt. (1.19)

Portanto, Aϑ,T ′ não ser limitado implica que para todo n existe λn tal que

∥Aϑ,T ′(e−λnt)∥L2(0,1) > n∥e−λnt∥L2(0,T ′). (1.20)

Afirmação 1.1. Se a série (1.8) divergir, para cada n existe λn tal que a desigualdade

(1.20) é válida.

Prova: Definamos, para cada n, a seguinte aplicação:

ϕ(n) =
∥Aϑ,T ′(e−λnt)∥L2(0,1)

∥e−λnt∥L2(0,T ′)
. (1.21)

Temos que Aϑ,T ′ é não limitado se, e somente se, ϕ(n) → ∞, quando n→ ∞.

Por (1.19), temos

∥Aϑ,T ′(e−λnt)∥L2(0,1) =
e−λnT

′∥ψn∥L2(0,1)

|ψn(ϑ)|
(1.22)

e, portanto,

ϕ(n) =
e−λnT

′∥ψn∥L2(0,1)

|ψn(ϑ)| · ∥e−λnt∥L2(0,T ′)
. (1.23)

No que segue, assumiremos que ∥ψn∥L2(0,1) = 1. Também, é fácil ver que

∥e−λnt∥L2(0,T ′) ⩽

√
1

2λn
⩽ 1,

para n→ ∞.

Para ver esta última estimativa, basta notar que

∥e−λnt∥L2(0,T ′) =

(∫ T ′

0

e−2λntdt

) 1
2

=

(
1

2λn
− e−2λnT ′

2λn

) 1
2

=

(
1

2λn
− 1

2λne2λnT
′

) 1
2

e que, para n suficientemente grande, temos
1

2λne2λnT
′ ≪ 1.
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Portanto, para n suficientemente grande, vale

ϕ(n) ⩾ C
e−λnT

′

|ψn(ϑ)|
.

Como T ′ < T , existe ε > 0 tal que T ′ = T − ε, e então

ϕ(n) ⩾ C
e−λn(T−ε)

|ψn(ϑ)|
.

Assim, por (1.17)

ϕ(n) → ∞, n→ ∞.

Portanto, Aϑ,T ′ não é limitada para T ′ < T . Isto prova o Teorema 1.4.

Corolário 1.5.1. Seja ω = {ϑ} com ϑ ∈ (0, 1). O tempo mı́nimo de controlabilidade

para a equação do calor (1.1) é dado por:

T0(ϑ) = − lim inf

(
ln |ψn(ϑ)|

λn

)
. (1.24)

Em particular, a equação do calor (1.1) é controlável a zero no tempo T para todo

T > T0(ϑ).

Observação 1.8. No tempo T0(ϑ), dado por (1.24), a equação do calor (1.1) pode ou

não ser controlável.

Demonstração do Corolário 1.5.1. Pelo item a) do Teorema 1.4, o operadorAϑ,T ′

é limitado para T ′ > T se a série (1.8) convergir.

Vejamos agora que, para todo T < T0(ϑ) a série (1.8) diverge e que para todo

T > T0(ϑ) a série converge.

Afirmação 1.2. Para todo T > T0(ϑ), a série (1.8) converge.

Seja T > T0(ϑ), ou seja, −T0(ϑ) > −T . Pela definição de lim inf, existe ε > 0 tal

que, para n grande
ln(|ψn(ϑ)|)

λn
⩾ −T + ε.
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Portanto

∞∑
n=1

e−λnT

|ψn(ϑ)|
⩽

∞∑
n=1

eλn(
ln(|ψn(ϑ)|)

λn
−ε)

|ψn(ϑ)|

=
∞∑
n=1

eln(|ψn(ϑ)|)−λnε

|ψn(ϑ)|

=
∞∑
n=1

eln(|ψn(ϑ)|)e−λnε

|ψn(ϑ)|

=
∞∑
n=1

|ψn(ϑ)|e−λnε

|ψn(ϑ)|

=
∞∑
n=1

e−λnε <∞.

Analogamente, temos a seguinte afirmação.

Afirmação 1.3. Para todo T < T0(ϑ), a série (1.8) diverge.

Finalmente, note que em T = T0(ϑ) temos

lim sup
n

(
e−λnT

|ψn(ϑ)|

) 1
n

= 1 (1.25)

e o teste da raiz é inconclusivo.

Pelo Teorema 1.4, a equação do calor (1.1) é controlável a zero no tempo T para

todo T > T0(ϑ) e não é controlável se T < T0(ϑ). Portanto, o tempo mı́nimo de

controlabilidade para a equação do calor (1.1) é dado por

T0(ϑ) = − lim inf
n

(
ln(|ψn(ϑ)|)

λn

)
.

1.2.1 Custo da controlabilidade pontual

Controlar um sistema, como é o caso da equação do calor, tem um custo. Este custo

pode ser maior ou menor dependendo do tempo T > 0, da região ω no qual o controle

atua e dos espaços funcionais no quais estamos trabalhando. Aqui, quantificaremos o

custo da controlabilidade por ∥Aω,T∥. Mais precisamente, sejam T > 0 e ϑ ∈ (0, 1) e

considere Cobs(T ) := ∥Aϑ,T∥ o custo de controlabilidade para a equação do calor (1.1)

no tempo T no ponto ϑ.

Temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.6. Seja ϑ ∈ (0, 1). Se I ⊂ R é um intervalo aberto tal que a função

Cobs(T ) é limitada para todo T ∈ I, então a função Cobs é cont́ınua em I.

Demonstração: Começamos notando que, se u é solução da equação do calor (1.2) e

conhecemos u(ϑ, t) para todo t ∈ (0, T ), conhecemos u(x, t) para todo (x, t) ∈ (0, 1)×
(0, T ). E, em particular, conhecemos u(·, t) para todo t ⩾ T .

Sejam T1, T2 ∈ I e η > 0 arbitrário. Queremos encontrar δ > 0 tal que

|T1 − T2| < δ =⇒ | Cobs(T1)− Cobs(T2) | < η. (1.26)

Tomando T ∈ I tal que T1, T2 < T , podemos escrever

| Cobs(T1)− Cobs(T2) | = | ∥Aϑ,T1∥ − ∥Aϑ,T2∥ |

⩽ ∥ Aϑ,T1 −Aϑ,T2 ∥

= sup
u∈D(Aϑ,T )

∥(Aϑ,T1 −Aϑ,T2)u(ϑ, ·) ∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

.

Note que

∥(Aϑ,T1 −Aϑ,T2)u(ϑ, ·)∥L2(0,1) ⩽
∞∑
n=1

|cn|∥ψn∥L2(0,1)|e−λnT1 − e−λnT2|. (1.27)

Como ∥ψn∥L2(0,1) = 1, pelo Lema A.4, temos

|cn| ⩽ (dn|ψn(ϑ)|)−1∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T ).

Pela desigualdade A.6, segue que

∥(Aϑ,T1 −Aϑ,T2)u(ϑ, ·)∥L2(0,1) ⩽
∞∑
n=1

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

dn|ψn(ϑ)|
|e−λnT1 − e−λnT2|

=

(
∞∑
n=1

1

dn|ψn(ϑ)|
e−λnT1|1− e−λn(T2−T1)|

)
∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

=

(
∞∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
|1− e−λn(T2−T1)|

)
∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

= (SN + SN)∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T ),

em que

SN :=
N∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
|1− e−λn(T2−T1)|
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e

SN :=
∞∑

n=N+1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
|1− e−λn(T2−T1)|.

A seguir, estimamos SN e SN .

• Estimativa de SN

Sem perda de generalidade, tomemos T2 > T1. Dáı temos que |1− e−λn(T2−T1)| < 1,

logo

SN ⩽
∞∑

n=N+1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
.

Como I é aberto, seja ε > 0 de modo que T1 − 2ε ∈ I e que vale a desigualdade

d−1
n ⩽ e2ελn , quando n→ ∞.

Seja T0 ∈ I tal que T1 − 2ε > T0. Como Cobs(T0) < ∞, pelo item a) do Teorema

(1.4) a equação do calor (1.1) é controlável para todo T ⩾ T0. Assim, conclúımos que

∑
n

e−λn(T1−2ε)

|ψn(ϑ)|
<∞.

Dessa forma, podemos tomar N suficientemente grande de tal forma que SN ⩽ η
2
.

No caso em que T2 < T1, vale a desigualdade

SN ⩽
∞∑

n=N+1

e−λnT2

dn|ψn(ϑ)|
,

e o argumento acima continua verdadeiro.

• Estimativa de SN

Mostremos que SN ⩽ η
2
se T1 está suficientemente próximo de T2. Começamos com

a seguinte afirmação.

Afirmação 1.4. Seja t ∈ R. Então

|1− e−λnt| ⩽ |1− e−λN t|,

para todo 0 ⩽ λn ⩽ λN .

Prova da afirmação: Vamos analisar os casos:

i) t ⩾ 0;

ii) t < 0.
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Se t ⩾ 0, uma vez que λn ⩽ λN , então e
λn ⩽ eλN e

eλnt ⩽ eλN t ⇔ −e−λnt ⩽ −e−λN t

⇔ 1− e−λnt ⩽ 1− e−λN t. (1.28)

Como 1− e−λnt > 0 e 1− e−λnt > 0, a desigualdade

|1− e−λnt| ⩽ |1− e−λN t|

é válida se t ⩾ 0.

No caso t < 0, temos

1− e−λnt < 0 e 1− e−λN t < 0.

Em particular, como eλn ⩽ eλN , para t < 0 vale

eλN t ⩽ eλnt =⇒ 1− e−λN t ⩽ 1− e−λnt.

Assim, vemos que

|1− e−λnt| ⩽ |1− e−λN t|,

se t < 0. Portanto, fica provado a afirmação.

Pela Afirmação 1.4 acima, temos que

|1− e−λn(T2−T1)| ⩽ |1− e−λN (T2−T1)|,

para todo T1 e T2. Portanto

N∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
|1− e−λn(T2−T1)| ⩽

N∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
|1− e−λN (T2−T1)|.

Desta forma, é suficiente mostrar que, se T2 é suficientemente próximo de T1, então

N∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
|1− e−λN (T2−T1)| ⩽ η

2
. (1.29)
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Usaremos a seguinte equivalência:

N∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|
|1− e−λN (T2−T1)| ⩽ η

2
⇔ |1− e−λN (T2−T1)| ⩽ η

2

[
N∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|

]−1

⇔ |1− e−λN (T2−T1)| ⩽
(
2

η

)−1
[

N∑
n=1

e−λnT1

dn|ψn(ϑ)|

]−1

.

Assim, para mostrar a desigualdade (1.29), basta mostrar que para T2 suficiente-

mente próximo de T1 vale

|1− e−λN (T2−T1)| ⩽

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1

. (1.30)

Separamos em dois casos.

• T2 > T1

Neste caso, temos que

0 < 1− e−λn(T2−T1) < 1

e então devemos mostrar que

|1− e−λN (T2−T1)| = 1− e−λN (T2−T1) ⩽

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1

,

se T2 > T1 estão suficientemente próximos.

É suficiente mostrar que

e−λN (T2−T1) ⩾ 1−

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1

,

se T2 > T1 estão suficientemente próximos.

Pelas propriedades de logaritmo, a desigualdade anterior fica

−λN(T2 − T1) ⩾ ln

1−

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1
 ,

ou

T2 − T1 ⩽ − 1

λN
ln

1−

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1
 .
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Agora, como T2 − T1 > 0, temos T2 − T1 = |T2 − T1|, e tomando

|T2 − T1| < − 1

λN
ln

1−

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1
 , (1.31)

conclúımos que vale a desigualdade (1.30).

• T2 < T1

Neste caso, temos que

T2 < T1 ⇒ e−λn(T2−T1) > 1.

Assim

|1− e−λn(T2−T1)| = e−λn(T2−T1) − 1,

e a desigualdade (1.30) fica

e−λN (T2−T1) − 1 ⩽

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1

.

Logo, basta mostrar que

−λN(T2 − T1) ⩽ ln

1 +

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1
 ,

se T2 < T1 estão suficientemente próximos.

Uma vez que T2 − T1 < 0, temos |T2 − T1| = −(T2 − T1) e

|T2 − T1| ⩽
1

λN
ln

1 +

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1
 . (1.32)

Assim, conclúımos que, se T2 < T1 estão suficientemente próximos de modo que

vale (1.32), então a desigualdade (1.30) é satisfeita.

Dessa forma, provamos que Sn ⩽ η
2
se T1 e T2 estão suficientemente próximos.

Finalmente, provemos (1.26).

Sem perda de generalidade, considere T2 > T1. Tomando

|T2 − T1| < − 1

λN
ln

1−

[
2

N∑
n=1

e−λnT1

dnη|ψn(ϑ)|

]−1
 ,
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e N suficientemente grande, temos

∥(Aϑ,T1 −Aϑ,T2)u(ϑ, ·)∥L2(0,1) ⩽ (SN + SN)∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

⩽
(η
2
+
η

2

)
∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

= η∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T ).

Portanto

| Cobs(T1)− Cobs(T2) | ⩽ sup
u∈Aϑ,T

∥(Aϑ,T1 −Aϑ,T2)u(ϑ, ·) ∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

⩽ sup
u∈Aϑ,T

η∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

= η,

se T1 e T2 estão suficientemente próximos.

Isto prova a continuidade de Cobs em I. ■

Terminamos esta seção com o seguinte resultado.

Teorema 1.7. Sejam ϑ ∈ (0, 1) e I ⊂ R um intervalo aberto tal que Cobs(T ) seja

limitada para todo T ∈ I, então a função Cobs(T ) = ∥Aϑ,T∥ é decrescente em I.

Demonstração: Sejam T1, T2 ∈ I com T2 > T1. Mostremos que Cobs(T2) < Cobs(T1).

Seja u solução não nula do sistema adjunto (1.2). Assim

∥u(·, T2)∥2L2(0,1) =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

cnψn(·)e−λnT2
∥∥∥∥∥
2

L2(0,1)

⩽
∞∑
n=1

|cn|2∥ψn∥2L2(0,1)e
−2λnT2

=
∞∑
n=1

|cn|2e−2λnT2

=
∞∑
n=1

|cn|2e−2λn(T2−T1)e−2λnT1 .

Uma vez que e−2λn(T−T ′) ⩽ 1, pois T2 − T1 > 0, segue que

∥u(·, T2)∥2L2(0,1) ⩽
∞∑
n=1

|cn|2e−2λnT1

= ∥u(·, T1)∥2L2(0,1).
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Dessa forma

Cobs(T2) = ∥Aϑ,T2∥ = sup
u∈D(Aϑ,T2 )

∥u(·, T2)∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T2)

⩽ sup
u∈D(Aϑ,T2 )

∥u(·, T1)∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T2)

.

Como ∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1) < ∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T2), temos

sup
u∈D(Aϑ,T2 )

∥u(·, T1)∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T2)

< sup
u∈D(Aϑ,T1 )

∥u(·, T1)∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1)

e, consequentemente,

Cobs(T2) < sup
u∈D(Aϑ,T1 )

∥u(·, T1)∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1)

= ∥Aϑ,T1∥

= Cobs(T1).

Isto prova que Cobs(·) é decrescente em I. ■

Observação 1.9. Na prova acima, usamos que para toda solução não nula do sistema

adjunto (1.2), se T1 < T2, temos ∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1) < ∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T2). De fato, se fosse

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1) = ∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T2), teŕıamos

∫ T2

T1

|u(ϑ, t)|2dt = 0,

em que u(ϑ, t) = 0 para todo t ∈ (T1, T2), o que implicaria em u ≡ 0.

1.2.2 Alguns resultados de densidade

Nesta seção, mostraremos que, para quase todo ϑ ∈ (0, 1), a equação do calor (1.1) é

nulamente controlável para todo T > 0. Também, mostraremos que, dado 0 ⩽ c ⩽ ∞,

o conjunto dos ϑ ∈ (0, 1) tal que T0(ϑ) = c é denso em [0, 1].

Teorema 1.8. Para quase todo ϑ ∈ (0, 1), o operador Aϑ,T é bem definido e limitado

para todo T > 0. Mais precisamente

|{ϑ ∈ (0, 1);T0(ϑ) = 0}| = 1,

em que | · | é a medida de Lebesgue.

No que segue, dada uma sentença Pn, usaremos a seguinte notação:
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�

∧
n

Pn significa que para todo n, a sentença Pn é verdadeira;

�

∨
n

Pn significa que existe pelo menos um n, tal que a sentença Pn é verdadeira.

Demonstração do Teorema 1.8: Seja

E = {ϑ ∈ (0, 1);T0(ϑ) = 0}.

Mostraremos que |E| = 1.

Pelo Teorema 1.4, para ϑ ∈ (0, 1) e T ′ > 0, temos

∞∑
n=1

e−λnT
′

|ψn(ϑ)|
<∞ ∀T̂>T ′

=⇒ ∥Aϑ,T̂∥ <∞.

Assim, se ϑ ∈ E, o operador Aϑ,T é bem definido e limitado para todo T > 0.

Considere {Tn}n∈N ⊂ R uma sequência decrescente com Tn → 0. É fácil ver que

E =
⋂
n

{ϑ ∈ (0, 1); ∥Aϑ,Tn∥ <∞} :=
⋂
n

En.

A demonstração do teorema segue da seguinte afirmação.

Afirmação 1.5. Para cada T > 0 fixo, o conjunto {ϑ ∈ (0, 1); ∥Aϑ,T∥ < ∞} tem

medida total em (0, 1).

De fato, pela afirmação |En| = 1 para todo n. Assim∣∣∣∣∣⋃
n

E∁
n

∣∣∣∣∣ ⩽∑
n

|E∁
n| = 0,

o que implica |E| = 1.

Prova da afirmação. Sejam T ′ > 0 e

Γn := {ϑ ∈ (0, 1); |ψn(ϑ)| < n2e−λnT
′}.

É fácil ver que, se ϑ /∈ Γn, então

e−λnT
′

|ψn(ϑ)|
⩽

1

n2
.

Tomando

Υ :=

{
ϑ ∈ (0, 1);

∧
n

|ψn(ϑ)| ≠ 0

}
,
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temos que

Υ ∩

{
ϑ ∈ (0, 1);

∨
N

∧
n>N

|ψn(ϑ)| ⩾ n2e−λnT
′

}
⊂

{
ϑ ∈ (0, 1);

∑
n

e−λnT
′

|ψn(ϑ)|
<∞

}
.

Em particular, para todo T̂ > T ′:

Υ ∩

{
ϑ ∈ (0, 1);

∨
N

∧
n>N

|ψn(ϑ)| ⩾ n2e−λnT
′

}
⊂
{
ϑ ∈ (0, 1); ∥Aϑ,T̂∥ <∞

}
.

Também, é fácil ver que{
ϑ ∈ (0, 1);

∨
N

∧
n>N

|ψn(ϑ)| ⩾ n2e−λnT
′

}
= lim inf

n
{ϑ ∈ (0, 1); |ψn(ϑ)| ⩾ n2e−λnT

′}

= lim inf
n

(Γn)
∁

= (lim sup
n

Γn)
∁.

Assim, para todo T̂ > T ′:

Υ ∩ (lim sup
n

Γn)
∁ ⊂

{
ϑ ∈ (0, 1); ∥Aϑ,T̂∥ <∞

}
. (1.33)

Agora, mostremos que Υ e (lim supn Γn)
∁ tem medida total em (0, 1).

• Υ tem medida total em (0, 1).

Note que

Υ ∁ =
⋃
n

{ϑ ∈ (0, 1); |ψn(ϑ)| = 0} :=
⋃
n

Zn.

Agora, como as autofunções do operador d2

dx2
(com a resp. condição de fronteira) são

representadas em termos de seno e cosseno, para cada n, o conjunto Zn é enumerável

e, consequentemente, tem medida nula em (0, 1). Portanto, Υ tem medida total.

• (lim supn Γn)
∁ tem medida total em (0, 1).

Lembremos que

Γn = {ϑ ∈ (0, 1); |ψn(ϑ)| < n2e−λnT
′}.

Pelo Lema 1.3, sabemos que ψn(ϑ) = cos(
√
λnϑ − βn) com βn ∈ [0, π]. Assim,

usando o Lema A.12, conclúımos que

Γn ⊂
{
ϑ ∈ (0, 1); 2

∥∥∥∥√λnϑ− βn
π

∥∥∥∥
D

< n2e−λnT
′
}

:= Γ∗
n,
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no qual ∥ · ∥D é a distância diofantina (ver Definição A.4).

Se ϑ ∈ Γ∗
n, então ∥∥∥∥√λnπ ϑ− βn

π

∥∥∥∥
D

<
n2e−λnT

′

2
.

É fácil verificar que:

•
√
λn
π

> 1 para n≫ 1, pois λn = O(n2);

• βn
π

∈ [0, 1], para todo n.

• n2e−λnT
′

2
∈
(
0,

1

4

)
, pois para n≫ 1 temos n2e−λnT

′ ≪ 1.

Aplicando o Lema de Rolewicz, vemos que

|Γ∗
n| < 8n2e−λnT

′
, ∀n ∈ N.

Como Γn ⊂ Γ∗
n, temos

|Γn| < 8n2e−λnT
′

e, consequentemente, ∑
n

|Γn| <
∑
n

8n2e−λnT
′
<∞.

Pelo Lema de Borel-Cantelli, conclúımos que

| lim sup
n

Γn| = 0,

do que segue que (lim supn Γn)
∁ tem medida total em (0, 1).

Assim, provamos que Υ ∩ (lim supn Γn)
∁ tem medida total em (0, 1) e, por (1.33),

o conjunto
{
ϑ ∈ (0, 1); ∥Aϑ,T̂∥ <∞

}
tem medida total em (0, 1), para todo T̂ > T ′.

Como T ′ é arbitrário, a afirmação está provada.

Isto conclui a demonstração do Teorema 1.8.

Para o que segue, precisamos do seguinte lema.

Lema 1.9. Seja I ⊂ R. Dados A,B ⊂ I com A ⊂ B, se A é denso em I então B é

denso em I.

O próximo teorema nos dá uma informação bem interessante com respeito ao con-

junto de pontos ϑ ∈ (0, 1) para o qual o operador Aϑ,T é não limitado para todo

T > 0.
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Teorema 1.10. O conjunto

Λ := {ϑ ∈ (0, 1); ∥Aϑ,T∥ = ∞, ∀T > 0}

é denso em [0, 1].

Além disso, no caso em que todos os autovalores do operador − d2

dx2
(com sua

condição de fronteira) são estritamente positivos, i.e.,

0 < λ1 < λ2 < λ3 < . . . ,

temos que, para todo ϑ /∈ Λ, o operador Aϑ,∞ : u(ϑ, ·) 7→ lim
T→∞

u(·, T ) tem norma zero.

Observação 1.10. Se ϑ /∈ Λ, então existe T1 > 0 tal que ∥Aϑ,T1∥ < ∞. Assim, em

particular, para todo T > T1 temos ∥Aϑ,T∥ < ∞. Pelos Teoremas 1.6 e 1.7, segue que

∥Aϑ,T∥ é cont́ınua e decrescente em (T1,+∞).

Demonstração: Seja o conjunto

Θ =
⋃
n

{ϑ ∈ (0, 1); |ψn(ϑ)| = 0}.

Assim, para todo ϑ ∈ Θ, temos

∥Aϑ,T∥ = ∞, ∀T > 0.

Em particular, Θ ⊂ Λ.

Afirmação 1.6. Θ é denso em [0, 1].

Prova da afirmação: Sabemos que ψn(ϑ) = sin(
√
λnϑ − βn), para algum βn ∈ R.

Também, sabemos que o peŕıodo da função ψn(ϑ) é dado por 2π√
λn

e que

2π√
λn

→ 0, n→ ∞.

Assim, dados a, b ∈ [0, 1], existe a < ϑ < b e n ∈ N tal que

ψn(ϑ) = 0.

Isto prova que Θ é denso em [0, 1].

Portanto, como Θ ⊂ Λ, pelo Lema 1.9, conclúımos que Λ é denso em [0, 1].

Mostremos agora que se os autovalores são positivos e ϑ /∈ Λ então ∥Aϑ,∞∥ = 0.
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Temos que

∥Aϑ,∞∥ = lim
T→∞

∥Aϑ,T∥.

Por definição

∥Aϑ,T∥ = sup
u∈D(Aϑ,T)

∥Aϑ,T (u(ϑ, ·))∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

.

Escrevemos

u(x, t) =
∞∑
n=1

cnψn(x)e
−λnt

e, para T1 > 0, é fácil ver que

∥u(·, T )∥L2(0,1) ⩽ e−λ1(T−T1)∥u(·, T1)∥L2(0,1), ∀T > T1.

Para toda u ̸≡ 0 solução de (1.2) e todo T1 > 0 fixo, temos

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1) > 0.

Em particular, para T ≫ T1 :

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T ) ⩾ ∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1) > 0.

Assim, temos que

∥u(·, T )∥L2(0,T )

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T )

⩽
e−λ1(T−T1)∥u(·, T1)∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1)

.

Com isso, conclúımos que

∥Aϑ,∞∥ = lim
T→∞

∥Aϑ,T∥

⩽ lim
T→∞

sup
u∈D(Aϑ,T1 )

e−λ1(T−T1)∥u(·, T1)∥L2(0,1)

∥u(ϑ, ·)∥L2(0,T1)

= lim
T→∞

e−λ1(T−T1)∥Aϑ,T1∥

= 0.

■

Nos casos em que a condição de fronteira na equação do calor (1.1) é Dirichlet ou

Neumann, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.11. Seja 0 < c < ∞ e suponha que a equação do calor (1.1) satisfaz a
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condição de Dirichlet ou Neumann. O conjunto

Ψ := {ϑ ∈ (0, 1), ϑ irracional; ∥Aϑ,c∥ = ∞, T0(ϑ) = c}

é denso em [0, 1].

A demonstração será feita considerando a condição de fronteira Neumann. A prova

no caso em que a condição de fronteira é Dirichlet é mais simples e segue de modo

análogo.

Demonstração: Na equação do calor (1.1) com condição de fronteira Neumann, os

autovalores e as autofunções são dados por

λn = n2π2 e ψn(x) = cos(nπx),

respectivamente.

Todo θ ∈ [0, 1] pode ser representado em frações cont́ınuas. Escrevemos:

θ = [b0, b1, . . . , bn, bn+1, ...]. (1.34)

Agora, dado n construiremos ϑ
2
∈ Ψ tal que∣∣∣∣ϑ2 − θ

2

∣∣∣∣ < 1

2n−1
.

Seja x = [a0, a1, a2, . . . , an, an+1, an+2, ...] ∈ R e pn
qn

a melhor aproximação de x de

ordem qn. Para mais detalhes, veja seção A.3 no Apêndice A.

Por (A.13), qualquer que seja a sequência a0, a1, . . . , an−1, podemos modificar os

an, an+1, an+2 de tal modo que pn+2, pn+3 são ı́mpares. Assim, tomando os an+k como

números pares, para k ⩾ 2, obtemos uma sequência de pn+k formada por números

ı́mpares. De fato:

� Se pn é ı́mpar e pn−1 é par, escolhemos an ı́mpar, an+1 par e an+2 par;

� Se pn é par e pn−1 é ı́mpar, escolhemos an ı́mpar, an+1 ı́mpar e an+2 par;

� Se pn é ı́mpar e pn−1 é ı́mpar, escolhemos an par, an+1 par e an+2 par.

Note que, o caso em que pn e pn−1 são pares não pode ocorrer por consequência do

Lema A.7.

Dados qn−1 e qn para os quais pn−1 e pn sejam ı́mpares, tome o menor inteiro an

par tal que

qne
π2q2nc ⩽ qn+1 = anqn + qn−1 ⩽ qn(e

π2q2nc + 2), (1.35)
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no qual 0 < c <∞.

Assim, dado θ = [b0, b1, . . . , bn, bn+1, ...] ∈ [0, 1], seja ϑ = [b0, b1, . . . , bn−1, an, an+1, an+2, ...],

em que an, an+1, an+2, . . . são constrúıdos como acima e de modo que pn+2, pn+3, . . . são

todos ı́mpares e vale (1.35).

Pelo Lema A.10, temos

|ϑ− θ| < 1

2n−2
,

ou seja ∣∣∣∣ϑ2 − θ

2

∣∣∣∣ < 1

2n−1
.

Portanto, para terminarmos a prova, precisamos mostrar que o ϑ
2
constrúıdo per-

tence ao conjunto Ψ. Isto é, precisamos mostrar que ϑ
2
é irracional

T0(
ϑ
2
) = c e

∥∥∥∥Aϑ
2
,c

∥∥∥∥ = ∞.

O fato de que ϑ
2
é irracional segue de que ϑ = [b0, b1, . . . , bn−1, an, an+1, . . .] e que a

sequência an é infinita.

Dividiremos em duas partes.

• Para todo ε > 0 vale:
∞∑
n=0

e−n
2π2(c+2ε)

| cos(nπ ϑ
2
)|
<∞.

Portanto, para todo c+2ε > c, a equação do calor (1.1) é controlável com controle

aplicado em ω = {ϑ
2
}.

Pelo Lema A.13, sabemos que

C2

∞∑
n=0

e−n
2π2(c+2ε)

∥nϑ
2
− 1

2
∥D

⩽
∞∑
n=0

e−n
2π2(c+2ε)

| cos(nπ ϑ
2
)|

⩽ C1

∞∑
n=0

e−n
2π2(c+2ε)

∥nϑ
2
− 1

2
∥D

. (1.36)

As desigualdades (A.12) e (1.35) implicam

∥qnϑ∥D >
1

2qn+1

⩾
1

2qn(eπ
2q2nc + 2)

. (1.37)

Afirmação 1.7. Para todo ε > 0 e n suficientemente grande, temos

1

2qn(eπ
2q2nc + 2)

> q2ne
−π2q2n(c+ε).

Prova da afirmação: Basta mostrar que, para todo ε > 0 e n suficientemente grande,

vale

2qn(e
π2q2nc + 2)q2ne

−π2q2n(c+ε) < 1.
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Note que

2qn(e
π2q2nc + 2)q2ne

−π2q2n(c+ε) = (2qne
π2q2nc + 4qn)q

2
ne

−π2q2n(c+ε)

= 2q3ne
π2q2nce−π

2q2n(c+ε) + 4q3ne
−π2q2n(c+ε)

= 2q3ne
−π2q2nε + 4q3ne

−π2q2nce−π
2q2nε

= 2q3ne
−π2q2nε(2e−π

2q2nc + 1).

Vejamos agora que

2q3ne
−π2q2nε(2e−π

2q2nc + 1) < 1.

Como 2e−π
2q2nc + 1 ⩽ 2 para n suficientemente grande, para ε > 0 fixo temos

2q3ne
−π2q2nε < 1 =⇒ 2q3n < eπ

2q2nε,

segue a afirmação.

Pela desigualdade (1.37) e pela Afirmação 1.7, para todo ε > 0 e n suficientemente

grande, vale

∥qnϑ∥D ⩾ q2ne
−π2q2n(c+ε). (1.38)

Seja ε > 0 fixo. Usando que

∥qnϑ∥D ⩽ ∥qϑ∥D, se 0 < q < qn+1,

escrevemos

∞∑
q=qn

e−π
2q2(c+2ε)

∥qϑ∥D
=

qn+1∑
q=qn

e−π
2q2(c+ε)e−π

2q2ε

∥qϑ∥D
+

qn+2∑
q=qn+1

e−π
2q2(c+ε)e−π

2q2ε

∥qϑ∥D

+

qn+3∑
q=qn+2

e−π
2q2(c+ε)e−π

2q2ε

∥qϑ∥D
+ . . .

⩽
qn+1∑
q=qn

e−π
2q2n(c+ε)e−π

2q2ε

∥qnϑ∥D
+

qn+2∑
q=qn+1

e−π
2q2n+1(c+ε)e−π

2q2ε

∥qn+1ϑ∥D

+

qn+3∑
q=qn+2

e−π
2q2n+2(c+ε)e−π

2q2ε

∥qn+2ϑ∥D
+ . . . .

Como para todo ε > 0 fixo e n≫ 1 temos

∥qnϑ∥D ⩾ q2ne
−π2q2n(c+ε) =⇒ e−π

2q2n(c+ε)

∥qnϑ∥D
⩽

1

q2n
,
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vemos que

∞∑
q=qn

e−π
2q2(c+2ε)

∥qϑ∥D
⩽

1

q2n

(
∞∑
1

e−π
2q2ε

)
+

1

q2n+1

(
∞∑
1

e−π
2q2ε

)
+

1

q2n+2

(
∞∑
1

e−π
2q2ε

)
+ . . . .

O resultado agora segue do fato que

∞∑
1

e−π
2q2ε = C(ε)

e
1

q2n
+

1

q2n+1

+
1

q2n+2

+ . . . < +∞.

Portanto, conclúımos que para todo ε > 0 fixo temos

∑
q

e−π
2q2(c+2ε)

∥qϑ∥
< +∞.

Para terminar basta usar que

∥qϑ∥D ⩽ 2∥q ϑ
2
− 1

2
∥D, ∀q ∈ N.

Esta ultima desigualdade segue diretamente de

∥qϑ∥D = ∥qϑ− 1∥D e ∥kϑ∥D ⩽ |k|∥ϑ∥D, k ∈ Z.

Assim
e−π

2q2(c+2ε)

2∥q ϑ
2
− 1

2
∥D

⩽
e−π

2q2(c+2ε)

∥qϑ∥D

e, por (1.36), conclúımos que

∞∑
n=0

e−n
2π2(c+2ε)

| cos(nπ ϑ
2
)|
<∞, ∀ε > 0.

•
∥∥∥∥Aϑ

2
,c

∥∥∥∥ = ∞

Argumentando como na prova do item b) do Teorema 1.4, mostrar que Aϑ
2
,c
não é

limitado é equivalente a mostrar que existe {xn}n∈N tal que

ϕ(xn) =
e−x

2
nπ

2c

| cos(xnπ ϑ2 )|∥e−x
2
nπ

2t∥L2(0,c)

→ ∞, n → ∞.
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Como ∥e−n2π2t∥L2(0,c) ⩽ 1, temos

ϕ(xn) ⩾
e−x

2
nπ

2c

| cos(xnπ ϑ2 )|
.

Vamos escolher xn = qn. Por (A.11) e (1.35), vale

∥qnϑ∥D ⩽
1

qn+1

⩽
e−π

2q2nc

qn
=⇒ qn ⩽

e−π
2q2nc

∥qnϑ∥D
.

Por definição

2
∥∥qn ϑ2 − 1

2

∥∥
D

= 2 inf
z∈Z

|(qn ϑ2 − 1
2
)− z|

= inf
z∈Z

|qnϑ− (2z + 1)|,

e como, por (A.8), temos ∥qnϑ∥D = |qnϑ− pn| e pn é ı́mpar, segue que

2
∥∥qn ϑ2 − 1

2

∥∥
D
= inf

z∈Z
|qnϑ− (2z + 1)|

= |qnϑ− pn|

= ∥qnϑ∥D, para pn ı́mpar.

Esta última igualdade é a razão de termos escolhido os p′ns impares.

Deste modo, obtemos

e−π
2q2nc

∥qnϑ∥D
⩽

e−π
2q2nc

∥qn ϑ2 − 1
2
∥D

⩽
e−π

2q2nc

| cos(qnπ ϑ2 )|
.

Isto mostra que

ϕ(qn) → ∞, n → ∞

e, portanto, o operador Aϑ
2
,c
é não limitado.

Do exposto acima, conclúımos que T0(
ϑ
2
) = c. ■

Teorema 1.12. Seja 0 ⩽ c ⩽ ∞ e suponha que a equação do calor (1.1) satisfaz a

condição de Dirichlet ou Neumann. O conjunto

Φ := {ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = c}

é denso em [0, 1].

Demonstração: Dividiremos a demonstração em três partes.

Parte 1: c = 0.
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Note que, neste caso, pelo Teorema 1.8, precisamos mostrar que o conjunto

E = {ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = 0}

é denso em [0, 1], em que |E| = 1.

Suponhamos que E não seja denso em [0, 1]. Assim, existe um intervalo I ⊂ [0, 1]

não-degenerado, de tal modo que

E ∩ I = ∅.

Isto contradiz o fato que |E| = 1. Logo o conjunto E é denso em [0, 1].

Parte 2: c = ∞.

Aqui, queremos mostrar que o conjunto {ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = ∞} é denso em [0, 1].

Observe que, o conjunto Λ definido no Teorema 1.10 satisfaz

Λ ⊂ {ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = ∞}.

Uma vez que Λ é denso em [0, 1], pelo Lema 1.9, segue que o conjunto

{ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = ∞}

é denso em [0, 1].

Parte 3: 0 < c <∞.

Neste caso, queremos mostrar que o conjunto {ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = c, 0 < c < ∞}
é denso em [0, 1].

Notemos que, o conjunto Ψ definido no Teorema 1.11, satisfaz

Ψ ⊂ {ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = c, 0 < c <∞}.

Como Ψ é denso em [0, 1], pelo Lema 1.9, o conjunto

{ϑ ∈ (0, 1); T0(ϑ) = c, 0 < c <∞}

é denso em [0, 1].

Portanto, o Teorema está provado. ■
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1.2.3 Outros tipos de controle

Nesta seção, estudaremos outros tipos de controle para a equação (1.1). De fato,

isto será feito considerando outros tipos de observabilidade.

Começamos com o caso no qual o controle está se movendo.

O problema do observador móvel

Do exposto anteriormente, sabemos que controlar a equação do calor em um tempo

T > 0 com controle aplicado em um ponto fixo ϑ ∈ (0, 1) é equivalente a provar uma

desigualdade de observabilidade adequada. Mais precisamente, precisamos recuperar a

solução do sistema adjunto (1.2) no tempo T conhecendo a solução sobre a reta vertical

(ϑ, t) com t ∈ (0, T ) (ver Figura 1.2).

Nos perguntamos agora se é posśıvel recuperar a solução do sistema adjunto (1.2)

no tempo T conhecendo a solução do sistema sobre uma reta inclinada não vertical.

Isto nos leva ao problema da controlabilidade nula para a equação do calor com controle

que está se movendo, ou equivalentemente, ao problema do observador móvel para o

sistema adjunto.

Figura 1.3: Região de controle como uma reta inclinada não-vertical.

Provaremos o seguinte teorema.

Teorema 1.13. Sejam T > 0, a ∈ (0, 1) e 0 < b < ∞ tal que a + bT ⩽ 1. Então, o

operador A : L2(0, T ) −→ L2(0, 1), dado por

A(u(a+ bt, t)) = u(·, T ),

em que u é solução do adjunto (1.2), é bem definido e limitado.
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Demonstração: Sabemos que

u(a+ bt, t) =
∞∑
n=1

cnψn(a+ bt)e−λnt. (1.39)

Também, para cada n, existe an ∈ [0, π] de tal modo que

ψn(a+ bt) = cos(
√
λn(a+ bt)− an).

Logo, substituindo em 1.39, temos

u(a+ bt, t) =
∞∑
n=1

cn cos(
√
λn(a+ bt)− an)e

−λnt. (1.40)

Uma vez que

cos(x) = cosh(ix) =
eix + e−ix

2
,

então

cos(
√
λn(a+ bt)− an) =

ei(
√
λn(a+bt)−an) + e−i(

√
λn(a+bt)−an)

2

=
ei

√
λna−ianei

√
λnbt + e−i

√
λna+iane−i

√
λnbt

2
.

Assim

cos(
√
λn(a+ bt)− an)e

−λnt =

(
e(i

√
λna−ian)ei

√
λnbt + e(−i

√
λna+ian)e−i

√
λnbt)

2

)
e−λnt

=
e(i

√
λna−ian)e(i

√
λnb−λn)t + e(−i

√
λna+ian)e(−i

√
λnb−λn)t

2

e por 1.40, temos que

u(a+ bt, t) =
∞∑
n=1

cn
2

(
e(i

√
λna−ian)e(i

√
λnb−λn)t + e(−i

√
λna+ian)e(−i

√
λnb−λn)t

)
. (1.41)

Tomando xn = i
√
λnb− λn e yn = −i

√
λnb− λn, então

u(a+ bt, t) =
∞∑
n=1

cn
2

(
e(i

√
λna−ian)exnt + e(−i

√
λna+ian)eynt

)
=

∞∑
n=1

gne
znt,
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em que

gn =

{
cn
2
e(i

√
λna−ian), se n é impar;

cn
2
e(−i

√
λna−ian), se n é par,

e

zn =

{
xn, se n é impar;

yn, se n é par.

Como a sequência zn satisfaz (1.11), (1.12) e (1.13), pelo Lema A.4 vale a seguinte

desigualdade: ∣∣∣cn
2

∣∣∣ = |gn| ⩽
1

dn
∥u(a+ bt, t)∥L2(0,T ). (1.42)

Portanto, se ∥u(a + bt, t)∥L2(0,T ) = 0 então gn = 0, para todo n, no qual segue que

o operador A está bem definido.

Agora, note que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽
∞∑
n=1

|cn|2e−2λnT

⩽ 2
∞∑
n=1

∥u(a+ bt, t)∥L2(0,T )

dn
e−2λnT

= 2
∞∑
n=1

(
1

dn
e−2λnT

)
∥u(a+ bt, t)∥L2(0,T ).

Como 1
dn

⩽ e2ελn , para n suficientemente grande, então

∥u(·, T )∥L2(0,1) ⩽ 2
∞∑
n=1

(
e−2λn(T−ε)

)
∥u(a+ bt, t)∥L2(0,T ),

e, pela convergência da série
∑
e−λn(T−2ε), segue que

∥u(·, T )∥L2(0,1) ⩽ C∥u(a+ bt, t)∥L2(0,T ).

Portanto, o operador A é limitado. ■

Na seção anterior, vimos que, em geral, é posśıvel recuperar u(·, T ) em L2(0, 1) a

partir de uma observação de u(ϑ, ·) em L2(0, T ) com ϑ ∈ (0, 1). Assim, é natural nos

perguntar se é posśıvel recuperar u(·, T ) em L2(0, 1) a partir de uma observação da

média

∫ b

a

u(x, ·)dx em L2(0, T ), com a, b ∈ [0, 1].

Provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.14. Sejam a, b ∈ [0, 1] e Aa,b,T o operador de L2(0, T ) em L2(0, 1) dado
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por

Aa,b,T :

∫ b

a

u(x, ·)dx 7→ u(·, T ),

em que u é solução do adjunto (1.2).

a) O conjunto dos pontos {(a, b); a, b ∈ [0, 1]} tal que o operador Aa,b,T é bem definido

e limitado para todo T > 0, tem medida total em [0, 1]× [0, 1].

b) O conjunto dos pontos {(a, b); a, b ∈ [0, 1]} tal que o operador Aa,b,T não é bem

definido, é um conjunto denso em [0, 1]× [0, 1].

Demonstração: Como∫ b

a

u(x, t)dx =

∫ b

a

∞∑
n=1

cnψn(x)e
−λntdx

e ψn(x) = cos(
√
λnx− an) para algum an, então∫ b

a

u(x, t)dx =

∫ b

a

∞∑
n=1

cn cos(
√
λnx− an)e

−λntdx

=
∞∑
n=1

cne
−λnt

∫ b

a

cos(
√
λnx− an)dx. (1.43)

Assim, tomando y =
√
λnx− an, temos

∫ b

a

cos(
√
λnx− an)dx =

∫ √
λnb−an

√
λna−an

cos(y)√
λn

dy

=
1√
λn

(
sin(

√
λnb− an)− sin(

√
λna− an)

)
. (1.44)

Logo, substituindo 1.44 em 1.43, obtemos∫ b

a

u(x, t)dx =
∞∑
n=1

cne
−λnt sin(

√
λnb− an)− sin(

√
λna− an)√

λn
.

Pelo Lema A.4:

|cn|
∣∣∣∣sin(√λnb− an)− sin(

√
λna− an)√

λn

∣∣∣∣ ⩽ 1

dn

∥∥∥∥∫ b

a

u(x, ·)dx
∥∥∥∥
L2(0,T )

.

Para todo ε > 0, vale∫ 1

0

|u(·, T + ε)|2dx ⩽
∞∑
n=1

c2ne
−2λn(T+ε).
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Agora, escrevendo

Bn =

√
λn

| sin(
√
λnb− an)− sin(

√
λna− an)|

,

e lembrando que, para todo ε > 0, temos

1

d2n
⩽ eελn , quando n→ ∞,

conclúımos que

∫ 1

0

|u(·, T + ε)|2dx ⩽

(
∞∑
n=1

B2
ne

−2λn(T+
ε
2
)

)∥∥∥∥∫ b

a

u(x, ·)dx
∥∥∥∥
L2(0,T )

.

Portanto, o operador Aa,b,T+ε é bem definido e cont́ınuo se

∞∑
n=1

√
λne

−λn(T+ ε
2
)

| sin(
√
λnb− an)− sin(

√
λna− an)|

<∞. (1.45)

a) Analogamente ao Teorema 1.8, é suficiente provar a seguinte afirmação.

Afirmação 1.8. Sejam T > 0 fixo e ε > 0 dado. O conjunto definido por

Λ =

{
(a, b);

∞∑
n=1

√
λne

−λn(T+ ε
2
)

| sin(
√
λnb− an)− sin(

√
λna− an)|

<∞

}
(1.46)

tem medida total em [0, 1]× [0, 1].

Para provar a afirmação acima, usaremos o fato, cuja demonstração é trivial, de

que a série 1.45 é convergente se existe N ∈ N tal que

| sin(
√
λnb− an)− sin(

√
λna− an)| ⩾ n2e−λnT , ∀n ⩾ N (1.47)

e se para todo n ∈ N

sin(
√
λnb− an) ̸= sin(

√
λna− an). (1.48)

Assim, a afirmação é verdade se mostrarmos que o conjunto dos pontos (a, b), com

a, b ∈ [0, 1], tal que existe N ∈ N de forma que vale 1.47 e 1.48, é um conjunto de

medida total em [0, 1]× [0, 1].

Por identidades trigonométricas elementares, é fácil ver que a desigualdade (1.47)
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pode ser escrita da seguinte forma∣∣∣∣2 sin(1

2

√
λn(b− a)

)
sin

(
1

2

√
λn(b+ a)− βn

)∣∣∣∣ ⩾ n2e−λnT , (1.49)

em que βn = an +
π
2
.

Defina o conjunto

Sn =

{
(a, b);

∣∣∣∣2 sin(1

2

√
λn(b− a)

)
sin

(
1

2

√
λn(b+ a)− βn

)∣∣∣∣ ⩾ n2e−λnT
}

(1.50)

e denote S = lim infn Sn.

Prova da afirmação 1.8. No que segue, a, b ∈ [0, 1].

Denotando por

Θ =

{
(a, b);

∨
n

sin(
√
λnb− an) = sin(

√
λna− an)

}
,

então

S ∩Θ∁ ⊂ Λ. (1.51)

Assim, por A.6, para provar a Afirmação 1.8, basta mostrar que

|S∁| =
∣∣∣∣lim sup

n
S∁
n

∣∣∣∣ = 0 (1.52)

e

|Θ| = 0. (1.53)

• Neste passo, veremos que | lim supn S
∁
n| = 0.

Observe que, se (a, b) satisfaz

sin
(

1
2

√
λn(b− a)

)
⩾
ne−

1
2
λnT

√
2

e sin
(

1
2

√
λn(b+ a)− βn

)
⩾
ne−

1
2
λnT

√
2

então (a, b) ∈ S.

Logo, escrevendo

A =

{
(a, b); sin

(
1

2

√
λn(b− a)

)
<
ne−

1
2
λnT

√
2

}
(1.54)

e

B =

{
(a, b); sin

(
1

2

√
λn(b+ a)− βn

)
<
ne−

1
2
λnT

√
2

}
, (1.55)
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temos que S∁
n ⊂ A ∪B.

Pelo Lema A.12, tomando

A∗ =

{
(a, b);

∥∥∥∥∥ 1
2

√
λn(b− a)

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}
(1.56)

e

B∗ =

{
(a, b);

∥∥∥∥∥ 1
2

√
λn(b+ a)− βn

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}
, (1.57)

é fácil ver que A ⊂ A∗ e B ⊂ B∗.

Assim

S∁
n ⊂ A ∪B ⊂ A∗ ∪B∗ := E.

Agora, considere a transformação linear L : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1]× [−1
2
, 1
2
], na qual

L(a, b) := ( b+a
2
, b−a

2
). Uma vez que os conjuntos A∗ e B∗ são mensuráveis, E é um

conjunto mensurável e pelo Teorema da mudança de variáveis, temos

|L(E)| = | detL′| · |E|. (1.58)

em que | · | é a medida de Lebesgue.

Como

detL′ = det

(
1
2

−1
2

1
2

1
2

)
= 1

2
,

por 1.58, temos

|E| = 2|L(E)| = 2|L(A∗ ∪B∗)| ⩽ 2(|L(A∗)|+ |L(B∗)|). (1.59)

Pela transformação linear L, temos

L(A∗) =

{
b−a
2

∈ [−1
2
, 1
2
];

∥∥∥∥∥
√
λn

b−a
2

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}
×
{
a+ b

2
∈ [0, 1]

}
e

L(B∗) =

{
a+b
2

∈ [0, 1];

∥∥∥∥∥
√
λn

b+a
2

− βn

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}
×
{
a− b

2
∈ [−1

2
, 1
2
]

}
.
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É fácil ver que ∣∣∣∣∣
{
b−a
2

∈ [−1
2
, 1
2
];

∥∥∥∥∥
√
λn

b−a
2

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣
{
b−a
2

∈ [0, 1
2
];

∥∥∥∥∥
√
λn

b−a
2

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}∣∣∣∣∣ .
Assim

|L(A∗)| ⩽ 2

∣∣∣∣∣
{
b−a
2

∈ [0, 1
2
];

∥∥∥∥∥
√
λn

b−a
2

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}∣∣∣∣∣
e

|L(B∗)| ⩽

∣∣∣∣∣
{
a+b
2

∈ [0, 1];

∥∥∥∥∥
√
λn

b+a
2

− βn

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}∣∣∣∣∣ .
Lembramos que:

•
√
λn
π

> 1 para n≫ 1, pois λn = O(n2);

• βn
π

∈ [0, 1], para todo n.

• ne−λn
T
2√

2
∈
(
0, 1

4

)
, para n≫ 1, pois para n≫ 1 temos ne−λn

T
2 ≪ 1.

Deste modo, pelo Lema de Rolewicz, conclúımos que

|L(A∗)| ⩽ 2

∣∣∣∣∣
{
b−a
2

∈ [0, 1
2
];

∥∥∥∥∥
√
λn

b−a
2

2π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}∣∣∣∣∣ < 16ne−λn
T
2

√
2

e

|L(B∗)| ⩽

∣∣∣∣∣
{
b+a
2

∈ [0, 1];

∥∥∥∥∥
√
λn

b+a
2

2π
− βn

π

∥∥∥∥∥
D

<
ne−

1
2
λnT

√
2

}∣∣∣∣∣ < 8ne−λn
T
2

√
2

.

Logo, obtemos

|E| <
Cne−λn

T
2

√
2

.

Como S∁
n ⊂ E, segue que

|S∁
n| < Cne−λn

T
2 .

Portanto, como
∑

n 4ne
−λn T2 <∞, então

∑
n

|S∁
n| <∞,
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e, pelo Lema de Borel-Cantelli, conclúımos

| lim sup
n

S∁
n| = 0. (1.60)

• |Θ| = 0.

Temos

Θ =

{
(a, b);

∨
n

sin(
√
λnb− an) = sin(

√
λna− an)

}
.

Como βn = an +
π
2
, vale

cos(
√
λnb− βn) = sin(

√
λnb− an)

e

cos(
√
λna− βn) = sin(

√
λna− an),

no qual

Θ =
⋃
n

{
(a, b); cos(

√
λnb− βn) = cos(

√
λna− βn)

}
:=

⋃
n

Θn

Para analisarmos o conjunto Θ, precisamos saber o que acontece quando cos(
√
λnb−

βn) = cos(
√
λna − βn), para cada n, com (a, b) ∈ [0, 1] × [0, 1]. Podemos mostrar que

Θn tem medida nula em R2, para todo n e, consequentemente, |Θ| = 0.

Assim, fica provado que S∩Θ∁ tem medida total em [0, 1]× [0, 1], e por (1.51) segue

que o conjunto Λ tem medida total em [0, 1]× [0, 1].

b) Um argumento análogo ao do Teorema 1.10, aplicado ao conjunto Θ denotado por

Θ =
⋃
n

{
(a, b) ∈ [0, 1]× [0, 1]; sin(

√
λnb− an) = sin(

√
λna− an)

}
,

prova esta parte do teorema. ■

O próximo resultado nos diz que podemos recuperar toda u(·, T ) em L2(0, 1), para

qualquer T > 0, conhecendo tanto u(θ, ·) e ux(θ, ·) em L2(0, T ). Este resultado é

interessante pois sabemos que existem casos em que conhecendo somente u(θ, ·) não é

posśıvel recuperar u(·, T ).

Teorema 1.15. Qualquer que seja θ ∈ (0, 1), o operador definido por A : ⟨u(θ, ·), ux(θ, ·)⟩ →
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u(·, T ) é bem definido e limitado de L2(0, T )× L2(0, T ) em L2(0, 1), para todo T > 0.

Demonstração: É sabido que

u(x, t) =
∞∑
n=1

cnψn(x)e
−λnt,

em que u é solução do adjunto (1.2).

Uma vez que, pelo Lema 1.3, ψn(x) = cos(
√
λnx− βn), com βn ∈ [0, π], temos

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn cos(
√
λnx− βn)e

−λnt

e, em particular

ux(x, t) = −
∞∑
n=1

cn
√
λn sin(

√
λnx− βn)e

−λnt.

Seja θ ∈ (0, 1) fixo.

• Se ψn(θ) ̸= 0, pelo Lema A.4, vale

|cn| ⩽
1

dn|ψn(θ)|
∥u(θ, ·)∥L2(0,T ),

em que dn é a distância entre e−λnt e span{e−λkt; k ̸= n} na norma L2(0, T ).

• Caso ψn(θ) = 0, temos que (ψn)x(θ) ̸= 0. Assim, pelo Lema A.4, temos

|cn
√
λn| ⩽

1

dn|(ψn)x(θ)|
∥ux(θ, ·)∥L2(0,T ).

Deste modo, se ∥u(θ, ·)∥L2(0,T ) + ∥ux(θ, ·)∥L2(0,T ) = 0 então cn = 0 para todo n. Isto

nos garante que, para todo ponto θ ∈ (0, 1), o operador A está bem definido.

Agora, mostremos que o operador A é limitado para todo T > 0, ou seja, existe

C > 0 tal que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽ C
(
∥u(θ, ·)∥2L2(0,T ) + ∥ux(θ, ·)∥2L2(0,T )

)
,

para toda solução do adjunto (1.2).

Note que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽
∞∑
n=1

|cn|2∥ψn∥2L2(0,1)e
−2λnT .
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Afirmação 1.9. Seja θ ∈ (0, 1) fixo. Então

∥ψn∥2L2(0,1) ⩽ 2(|ψn(θ)|2 + |(ψn)x(θ)|2), ∀x ∈ (0, 1).

Prova da afirmação. Basta notar que, para θ ∈ (0, 1) fixo, vale

1 ⩽ 2(|ψn(θ)|2 + |(ψn)x(θ)|2).

Assim, sabendo que |ψn(x)| ⩽ 1, para todo x ∈ (0, 1), temos

∥ψn∥2L2(0,1) =

∫ 1

0

|ψn(x)|2dx ⩽ 2(|ψn(θ)|2 + |(ψn)x(θ)|2).

Pela afirmação, conclúımos que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽
∞∑
n=1

|cn|22(|ψn(θ)|2 + |(ψn)x(θ)|2)e−2λnT .

Sabemos que vale

|cnψn(θ)|2 ⩽
1

d2n
∥u(θ, ·)∥2L2(0,T )

ou

|cn(ψn)x(θ)|2 ⩽
1

d2nλn
∥ux(θ, ·)∥2L2(0,T ).

Portanto

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽ C

∞∑
n=1

e−2λnT

d2n

(
∥u(θ, ·)∥2L2(0,T ) + ∥ux(θ, ·)∥2L2(0,T )

)
,

ou equivalentemente

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽ C

(
∞∑
n=1

e−2λnT

d2n

)(
∥u(θ, ·)∥2L2(0,T ) + ∥ux(θ, ·)∥2L2(0,T )

)
.

Uma vez que a série
∞∑
n=1

e−2λnT

d2n

converge para todo T > 0, conclúımos que

∥u(·, T )∥2L2(0,1) ⩽ C
(
∥u(θ, ·)∥2L2(0,T ) + ∥ux(θ, ·)∥2L2(0,T )

)
.

■

54



1. Controle pontual para a equação do calor unidimensional

O caso de condições de fronteira periódicas

Podemos também considerar o problema da controlabilidade para a equação do

calor com condições de fronteira periódicas. Mais precisamente, seja o sistema
yt − yxx = f1ω (x, t) ∈ (0, 2)× (0, T )

y(0, t) = y(2, t), t ∈ (0, T )

yx(0, t) = yx(2, t), t ∈ (0, T )

y(x, 0) = y0(x), x ∈ (0, 2).

(1.61)

Neste caso, temos o sistema adjunto
ut − uxx = 0 (x, t) ∈ (0, 2)× (0, T )

u(0, t) = u(2, t), t ∈ (0, T )

ux(0, t) = ux(2, t), t ∈ (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 2),

(1.62)

cuja solução se escreve como

u(x, t) =
∞∑
n=1

(cn cos(nπx) + bn sin(nπx))e
−n2π2t.

Assim, pela expressão da solução, vemos que o operador Aω,T não está bem definido

se ω é apenas um ponto, i.e., ω = {θ} com θ ∈ (0, 2).

No caso em que ω = {θ, τ} com θ, τ ∈ (0, 2), temos o seguinte resultado.

Teorema 1.16. Considere a série

∞∑
n=1

e−n
2π2T

∥n(θ − τ)∥D
. (1.63)

a) Se série (1.63) convergir, então o operador Aθ,τ,T ′ é bem definido e limitado para

todo T ′ > T .

b) Se série (1.63) divergir, então o operador Aθ,τ,T ′ é não limitado para todo T ′ < T .

Demonstração: A demonstração deste teorema é bastante trabalhosa e técnica.

Para mais detalhes, ver [6, Teorema 9, pág. 302] ■

Corolário 1.16.1. Seja

T0(θ, τ) = − lim inf
n

ln(∥n(θ − τ)∥D)
n2π2

. (1.64)
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Então, o operador Aθ,τ,T é bem definido e limitado para todo T > T0 e é não limitado

para T < T0.

Prova: Segue de modo análogo à demonstração do Corolário 1.5.1. □
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Caṕıtulo 2

Controlabilidade nula pontual como

o limite da controlabilidade nula

interna

Neste caṕıtulo, consideramos a equação do calor unidimensional com controle apli-

cado em um aberto não-vazio do domı́nio e estudaremos o que acontece com as propri-

edades de controlabilidade da equação quando a região de controle se degenera a um

ponto.

Aqui, seguiremos o exposto em [12].

2.1 Introdução

Sejam x0 ∈ (0, 1), 0 < ε < 1 e considere a equação
yt − yxx = f1(x0−ε,x0+ε), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

y(x, t) = 0, (x, t) ∈ {0, 1} × (0, T )

y(x, 0) = y0(x), x ∈ (0, 1).

(2.1)

Sabemos que para todo (x0−ε, x0+ε) ⊂ (0, 1) existe f = fε ∈ L2((x0−ε, x0+ε)×(0, T ))

tal que a solução y = y(ε) de (2.1), satisfaz

y(x, T ) = 0, ∀ x ∈ (0, 1).

Motivados pelo estudo feito no caṕıtulo anterior, nosso objetivo será estudar o

seguinte problema:

57



2. Controlabilidade nula pontual como o limite da controlabilidade nula interna

Questão: Sejam T > 0, y0 ∈ L2(0, 1) e x0 ∈ (0, 1). É verdade que, para cada

0 < ε < 1, podemos construir um controle fε tal que a solução yε de (2.1) satisfaz

yε(x, T ) = 0, ∀ x ∈ (0, 1)

e que fε converge (em algum sentido), quando ε → 0+, para uma função f ∈ L2(0, T )

de modo que a solução da equação
yt − yxx = fδx0 , (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

y(x, t) = 0, (x, t) ∈ {0, 1} × (0, T )

y(x, 0) = y0(x), x ∈ (0, 1)

, (2.2)

satisfaz

y(x, T ) = 0 ∀ x ∈ (0, 1)?

Aqui, e no restante deste caṕıtulo, δx0 é delta de Dirac aplicada em x0. Assim,

o controle em (2.2) está aplicado somente no ponto x0 ∈ (0, 1). Portanto, queremos

saber se, para a equação do calor, controlabilidade nula em conjuntos abertos implica

controlabilidade pontual.

Para estudar o problema acima, lembramos que, dada a equação do calor
yt − yxx = g1ω, (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

y(x, t) = 0, (x, t) ∈ {0, 1} × (0, T )

y(x, 0) = y0(x), x ∈ (0, 1)

(2.3)

e seu sistema adjunto
−ut − uxx = 0, em (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ {0, 1} × (0, T )

u(x, T ) = uT (x), x ∈ (0, 1)

(2.4)

vale o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Sejam T > 0 e ω ⊂ (0, 1) aberto não-vazio. Para cada y0 ∈ L2(0, 1)

existe g ∈ L2(ω × (0, T )) tal que a solução da equação (2.3) satisfaz

y(x, T ) = 0, ∀ x ∈ (0, 1)

se, e somente se, existir C > 0 tal que

C2∥u(·, 0)∥2L2(0,1) ⩽
∫ T

0

∫
ω

|u(x, t)|2dxdt, (2.5)
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para toda u = u(x, t) solução do sistema adjunto (2.4) com uT ∈ L2(0, 1).

Além disso, se vale a desigualdade (2.5), então o controle de norma mı́nima em

L2(ω × (0, T )), denotado por g, satisfaz

∥g∥L2(ω×(0,T )) ⩽
1

C(T, ω)
∥y0∥L2(0,1). (2.6)

A prova deste resultado pode ser encontrado em [4, Pág. 51].

A maior constante para o qual vale a desigualdade (2.5) será denotada por Cobs(T, ω).

Esta constante é chamada de constante de observabilidade e terá um papel fundamental

no nosso estudo. De fato, usaremos a seguinte definição:

Definição 2.1.

Cobs(T, ω) = inf

(
∫ T
0

∫
ω
|u(x, t)|2dxdt)

1
2

∥u(·, 0)∥L2(0,1)

; u solução de (2.4) com 0 ̸= uT ∈ L2(0, 1)

 .

(2.7)

Da definição acima, vemos que

∥u(·, 0)∥L2(0,1) ⩽
1

Cobs(T, ω)
∥u∥L2((x0−ε, x0+ε)×(0,T )),

para toda u solução do sistema adjunto (2.4).

Portanto, se 0 < Cobs(T, ω) < ∞ então a equação (2.3) é controlável a zero no

tempo T com controle aplicado em ω.

No que segue, denotaremos ωε := (x0−ε, x0+ε). O objetivo deste caṕıtulo é provar

o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Sejam T > 0, x0 ∈ (0, 1) e δ > 0 tal que (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ (0, 1). Para

0 < ε < δ, seja fε ∈ L2(ωε × (0, T )) um controle que leva a equação do calor (2.1),

com dado inicial y0 ∈ L2(0, 1), a zero no tempo T .

Suponha que existe C > 0 independente de ε tal que

ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽ C.

Definindo

φε(x, t) = εfε
(
x0 +

ε
δ
x, t
)
∈ L2((−δ, δ)× (0, T )),

então

φε ⇀ φ em L2((−δ, δ)× (0, T )).
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Mais ainda, a função

f(t) =
1

δ

∫ δ

−δ
φ(x, t)dx ∈ L2(0, T )

é um controle pontual que leva a equação do calor (2.2), com dado inicial y0 ∈ L2(0, 1),

a zero no tempo T no ponto x0.

A demonstração deste resultado será feita na Seção 2.3.

Pelo Teorema 2.3 da próxima seção, dado x0 ∈ (0, 1) cujo tempo mı́nimo de controle

T0(x0) é finito, se T > T0(x0) então o controle fε de norma mı́nima em L2(ωε× (0, T ))

que leva a solução de (2.1) a zero no tempo T satisfaz ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽ C, com C

independente de ε. Isto nos dá uma resposta afirmativa ao nosso problema no caso em

que T > T0(x0).

Por outro lado, pelo Teorema 2.6, a resposta ao nosso problema é negativa no caso

em que T ⩽ T0(x0).

2.2 Sobre o limite da controlabilidade interna

Seja x0 ∈ (0, 1). Do caṕıtulo anterior, sabemos que existe um tempo mı́nimo de

controle 0 ⩽ T0 := T0(x0) ⩽ ∞. Mais precisamente, quando T0 < ∞ a equação do

calor (2.2) é controlável a zero no tempo T para todo T > T0. Por outro lado, quando

0 < T < T0 a equação (2.2) não é controlável a zero no tempo T .

No que segue, adotaremos a convenção que se T0 = ∞ a desigualdade T > T0 nunca

é satisfeita (mesmo para T = ∞). Ou seja, ao escrever T > T0 estaremos assumindo

que T0 <∞.

No restante deste caṕıtulo, denotaremos por C(T, ε) := Cobs(T, ωε) a constante de

observabilidade para a equação (2.4) no tempo T no intervalo ωε = (x0 − ε, x0 + ε).

Nosso primeiro resultado nos dá uma estimativa para C(T, ε).

Teorema 2.3. Sejam T > 0 e x0 ∈ (0, 1) um ponto tal que seu tempo mı́nimo de

controle satisfaz 0 ⩽ T0 <∞. Então:

a)Se T > T0, existem constantes C1, C2 > 0, que dependem do tempo T , tal que

C1ε
1
2 ⩽ C(T, ε) ⩽ C2ε

1
2 .

b) Se T < T0, existe uma sequência εk → 0 e constantes c1 > 0 e c2 >
1
2
, que dependem

do tempo T , tal que

C(T, εk) ⩽ c1ε
c2
k .
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Observação 2.1. O teorema acima nos diz que, no caso em que T > T0 o controle de

norma mı́nima ótimo em L2(ωε × (0, T )) da equação (2.1) satisfaz

∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽
1

C(T, ε)
∥y0∥L2(0,1) ⩽ Cε−

1
2 .

Veremos que esta última estimativa é suficiente para passar o limite no caso em

que T > T0.

Para provar o Teorema 2.3 precisamos dos seguintes resultados.

Lema 2.4. Para todo δ > 0, existem C > 0 e uma sequência {εj}j∈N satisfazendo

εj → 0, j → ∞,

εj
2
⩽ εj+1 ⩽ εj, ∀j ∈ N

e

ϕjn ⩾ Cεje
−n2π2δ, (2.8)

em que ϕjn = infp∈Z |εj − p
n
|.

Prova: Ver Apêndice C. □

Lema 2.5. Sejam {εj}j∈N uma sequência que satisfaz as condições do Lema 2.4 e

x0 ∈ (0, 1) tal que 0 ⩽ T0(x0) <∞.

Para δ > 0 fixado, existe uma constante C > 0 tal que∣∣∣∣∣
∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ Cεj| sin(nπx0)|e−n
2π2δ.

Prova: Ver Apêndice C. □

Demonstração do Teorema 2.3.

Prova do item a) . Este item será provado em duas partes.

Parte 1: C(T, ε) ⩽ C2ε
1
2 .

Considere o sistema adjunto (2.4) com dado inicial u0(x) =
√
2 sin(πx), cuja solução

é dada por

u(x, t) =
√
2e−π

2(T−t) sin(πx). (2.9)

Como

∥u(·, 0)∥2L2(0,1) =

∫ 1

0

2e−2π2T sin2(πx)dx

= e−2π2T ,
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pela definição de C(T, ε), segue que

C(T, ε) ⩽
1

e−π2T

(∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
2e−2π2(T−t) sin2(πx)dxdt

)1
2

,

ou equivalentemente

C(T, ε)2 ⩽
2

e−2π2T

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
e−2π2(T−t) sin2(πx)dxdt. (2.10)

Como e−2π2t ⩽ 1 para todo t ⩾ 0 e | sin(nπx)| ⩽ 1 para todo x ∈ (0, 1), vemos que

2

e−2π2T

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
e−2π2(T−t) sin2(πx)dxdt ⩽ KTe2π

2T ε,

que implica em

C(T, ε) ⩽ C2ε
1
2 .

Parte 2: C1ε
1
2 ⩽ C(T, ε).

Dado ε > 0 e y0 ∈ L2(0, 1), construiremos um controle φε ∈ L2(ωε × (0, T )) que

leva a solução de (2.1) a zero no tempo T e satisfaz

∥φε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽ Cε−
1
2∥y0∥L2(0,1),

na qual C é independente de ε e y0.

Logo, se fε = fε(x, t) é o controle de norma mı́nima em L2(ωε × (0, T )) que leva a

solução de (2.1) a zero no tempo T , devemos ter

∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽ Cε−
1
2∥y0∥L2(0,1)

e, pelo Teorema 2.1, teremos a estimativa

C(T, ε) ⩾ Cε
1
2 .

Provaremos a existência do controle φε usando o método de momentos. Mais preci-

samente, construiremos uma sequência {εj}j∈N apropriada, com εj → 0 quando j → ∞,

e φεj = hεj(t)χ[x0−εj ,x0+εj ], tal que existe C > 0, independente de ε e y0, de modo que

∥φεj∥L2(ωεj×(0,T )) ⩽ Cε
−1
2

j ∥y0.∥L2(0,1).
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Isto será suficiente para provar a desigualdade desejada.

Dado εj > 0, pelo método de momentos, sabemos que existe um controle na forma

φεj = hεj(t)χ[x0−εj ,x0+εj ] que leva a solução da equação (2.1) a zero no tempo T . Assim,

se y0(x) =
∑
yn0 sin(nπx), temos

hεj(t) =
∞∑
n=1

e−n
2π2Tyn0∫ x0+εj

x0−εj sin(nπx)dx
ξn(t).

Para mais detalhes, ver Apêndice B.

Assim, calculando a norma L2(0, T ), temos

∥hεj(t)∥L2(0,T ) =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

e−n
2π2Tyn0∫ x0+εj

x0−εj sin(nπx)dx
ξn(t)

∥∥∥∥∥
L2(0,T )

⩽
∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2T

|
∫ x0+εj
x0−εj sin(nπx)dx|

∥ξn(t)∥L2(0,T ). (2.11)

Como T > T0, pelo Teorema 1.4, podemos escolher δ > 0 tal que

∞∑
n=1

e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx)|
<∞

e, em particular, vale
∞∑
n=1

e−2n2π2(T−2δ)

| sin(nπx)|2
<∞. (2.12)

Fixe δ > 0 para o qual vale (2.12) e considere uma sequência {εj}j∈N nas condições

do Lema 2.4.

Como a famı́lia {ξn} ∈ L2(0, T ) é biortogonal à famı́lia {e−n2π2t} ∈ L2(0, T ), pelo

Lema B.1 existe uma constante C∗ > 0 tal que

∥ξn∥L2(0,T ) ⩽ eC
∗n, ∀ n ∈ N. (2.13)

Além disso, pelo Lema 2.5, existe C ′ > 0 tal que∣∣∣∣∣
∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ C ′εj| sin(nπx0)|e−n
2π2δ, ∀δ > 0

e, em particular, temos

1

|
∫ x0+εj
x0−εj sin(nπx)dx|

⩽
1

C ′εj| sin(nπx0)|e−n2π2δ
. (2.14)
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Logo, usando (2.13) e (2.14):

∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2T

|
∫ x0+εj
x0−εj sin(nπx)dx|

∥ξn(t)∥L2(0,T ) ⩽
∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2T

C ′εj| sin(nπx0)|e−n2π2δ
eC

∗n

= C

∞∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|
,

em que C = 1
C′ .

Para n suficientemente grande podemos fazer C∗ ⩽ nπ2δ, i.e., existe n0 ∈ N tal que

C∗ ⩽ nπ2δ, ∀ n ⩾ n0.

Assim, escrevemos

∞∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|
=

n0∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|

+
∞∑

n=n0+1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|
. (2.15)

Para estimar o primeiro termo do lado direito, reescrevemos

n0∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|
=

n0∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)en

2π2δe−n
2π2δeC

∗n

| sin(nπx0)|

=

n0∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)eC

∗ne−n
2π2δ

| sin(nπx0)|
.

Como e−n
2π2δ < 1 e eC

∗n ⩽ eC
∗n0 , obtemos

n0∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|
⩽ C

n0∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|
.

Por outro lado, como C∗ ⩽ nπ2δ para n suficientemente grande, a segunda série do

lado direito em (2.15) pode ser estimada como

∞∑
n=n0+1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|
⩽

∞∑
n=n0+1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)en

2π2δ

| sin(nπx0)|

=
∞∑

n=n0+1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|
.
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Portanto

∞∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−δ)eC

∗n

| sin(nπx0)|
⩽ C

∞∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|
.

Deste modo, conclúımos que

∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2T

|
∫ x0+εj
x0−εj sin(nπx)dx|

∥ξn(t)∥L2(0,T ) ⩽ C

∞∑
n=1

1

εj

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|
. (2.16)

Logo, de (2.11) e (2.16),

∥hεj(t)∥L2(0,T ) ⩽
C

εj

∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|
. (2.17)

Como y0(x) =
∑
yn0 sin(nπx), pela identidade de Parseval, temos que

∥y0∥2L2(0,1) =
∞∑
n=1

|yn0 |2. (2.18)

Pela desigualdade de Hölder,

∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|
⩽

(
∞∑
n=1

|yn0 |2
) 1

2

 ∞∑
n=1

(
e−n

2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|

)2
 1

2

.

Assim (
∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|

)2

⩽ ∥y0∥2L2(0,1)

∞∑
n=1

e−2n2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|2

e, portanto,

∞∑
n=1

|yn0 |e−n
2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|
⩽ ∥y0∥L2(0,1)

(
∞∑
n=1

e−2n2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|2

) 1
2

. (2.19)

De (2.17) e (2.19), obtemos

∥hεj(t)∥L2(0,T ) ⩽
C

εj

(
∞∑
n=1

e−2n2π2(T−2δ)

| sin(nπx0)|2

) 1
2

∥y0∥L2(0,1),

e por (2.12), temos

∥hεj(t)∥L2(0,T ) ⩽
C

εj
∥y0∥L2 (2.20)
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e, pela convergência da série em (2.12), a constante C depende somente de T e x0.

Agora, como φεj(x, t) = hεj(t)χ[x0−ε,x0+ε], então

∥φεj∥2L2(ωεj×(0,T ) = ∥hεj(t)χ[x0−εj ,x0+εj ]∥2L2(ωεj×(0,T ))

=

∫ T

0

∫ x0+εj

x0−εj
|hεj(t)|2dxdt

=

∫ T

0

|hεj(t)|22εjdt

= 2εj∥hεj(t)∥2L2(0,T ),

no qual

∥φεj∥L2(ωεj×(0,T ) ⩽
√
2ε

1
2
j ∥hεj(t)∥L2(0,T ). (2.21)

Portanto, de (2.20) e (2.21):

∥φεj∥L2(ωεj×(0,T ) ⩽
C

ε
1
2
j

∥y0∥L2(0,1).

Considerando fεj o controle de norma mı́nima em L2(ωεj × (0, T )), segue que

∥fεj∥L2(ωεj×(0,T )) ⩽ ∥φεj∥L2(ωεj×(0,T )) ⩽
C

ε
1
2
j

∥y0∥L2(0,1). (2.22)

Pela definição de C(T, εj), segue que

1

C(T, εj)
⩽

C

ε
1
2
j

,

ou equivalentemente

Cε
1
2
j ⩽ C(T, εj). (2.23)

Agora, mostremos que, para todo ε > 0, suficientemente pequeno, vale

C(T, ε) ⩾ Cε
1
2 .

Assim, dado ε ∈ (−δ, δ), tome εj de tal modo que

ε

2
⩽ εj ⩽ ε, (2.24)

o que é posśıvel pela construção da sequência εj.

O controle fεj de norma mı́nima em L2(ωεj × (0, T )), se anula fora do intervalo

(x0 − εj, x0 + εj). Por (2.24) tem-se que ωεj ⊂ ωε, então fεj também se anula fora do
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intervalo (x0 − ε, x0 + ε).

Seja fε o controle de norma mı́nima em L2(ωε × (0, T )). Temos

ε∥fε∥2L2(ωε×(0,T )) ⩽ 2εj∥fεj∥2L2(ωε×(0,T ))

= 2εj∥fεj∥2L2(ωεj×(0,T )), (2.25)

na qual usamos que

ε ⩽ 2εj ⩽ 2ε.

Uma vez que ε
1
2
j ∥fεj∥L2(ωεj×(0,T )) ⩽ C∥y0∥L2(0,1), ou equivalentemente εj∥fεj∥2L2(ωεj×(0,T )) ⩽

C∥y0∥2L2(0,1), segue que

2εj∥fεj∥2L2(ωεj×(0,T )) ⩽ C∥y0∥2L2(0,1)

e obtemos

ε∥fε∥2L2(ωε×(0,T )) ⩽ C∥y0∥2L2(0,1). (2.26)

Finalmente, pela definição de C(T, ε), conclúımos que

Cε
1
2 ⩽ C(T, ε). (2.27)

Portanto, fica provada a limitação inferior e consequentemente o item a) do teorema.

Prova do item b).

Como T < T0, pelo Teorema 1.4 existem δ > 0 e uma sequência crescente {nk}k∈N
com nk → ∞, tal que

| sin(nkπx0)| ⩽ e−n
2
kπ

2(T+δ). (2.28)

Considere θnk = infp∈Z |x0− p
nk
|, a melhor aproximação do ponto x0 por frações com

denominador nk.

Para p′ = p′(nk) ∈ Z atingindo o ı́nfimo em θnk , temos que

θnk = |x0 − p′

nk
|. (2.29)

Por conveniência, escrevemos p′ = p.

Como |x0 − p
nk
| = 1

nk
|nkx0 − p|, pela definição de distância diofantina, temos

|nkx0 − p| ⩽ 1

2
e θnk ⩽

1
2nk
.
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É sabido que | sin(πx)|
2

⩾ |x|, para |x| ⩽ 1
2
. Assim

|nkx0 − p| ⩽ | sin(nkπx0 − πp)|
2

.

Logo, substituindo a estimativa acima em (2.29) e usando que | sin(nkπx0 − πp)| =
| sin(nkπx0)|, temos

θnk =
1

nk
|nkx0 − p| ⩽ 1

2nk
| sin(nkπx0)|.

Por (2.28), obtemos

0 ⩽ θnk ⩽
1

2nk
e−n

2
kπ

2(T+δ) ⩽ e−n
2
kπ

2(T+δ), (2.30)

e

lim
k→∞

θnk = 0.

Aplicando as propriedades da função logaritmo natural em ambos os lados da de-

sigualdade (2.30):

ln(θnk) ⩽ ln(e−n
2
kπ

2(T+δ)) = −n2
kπ

2(T − δ),

em que

n2
kπ

2(T + δ) = − ln(θnk)

e, portanto,

n2
k ⩽

− ln(θnk)

π2(T + δ)
. (2.31)

Seja agora εk = θnk . Assim, εk → 0 quando k → ∞.

No que segue, estimamos C(T, εk).

Considere u solução do sistema adjunto (2.4) com dado inicial u0(x) =
√
2 sin(nkπx),

cuja solução é

u(x, t) =
√
2e−n

2
kπ

2(T−t) sin(nkπx).

Como

∥u(·, 0)∥2L2(0,1) =

∫ 1

0

2e−2n2
kπ

2T sin2(nkπx)dx = e−2n2
kπ

2T

então

C(T, εk) ⩽
√
2

e
−n2

k
π2T

(∫ T

0

∫ x0+εk

x0−εk
e−2n2

kπ
2(T−t) sin2(nkπx)dxdt

)1
2

.
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Assim

C(T, εk)
2 ⩽

e2n
2
kπ

2T − 1

n2
kπ

2

∣∣∣∣∫ x0+εk

x0−εk
sin2(nkπx)dx

∣∣∣∣ . (2.32)

Uma vez que εk = θnk = |x0 − p
nk
|, então

x0 −
p

nk
= ±εk.

Temos:

• Se θnk = x0 − p
nk

= εk.

∫ x0+εk

x0−εk
sin2(nkπx)dx =

∫ x0+θnk

p
nk

sin2(nkπx)dx.

• Se x0 − p
nk

= −εk.

∫ x0+εk

x0−εk
sin2(nkπx)dx = −

∫ x0−θnk

p
nk

sin2(nkπx)dx.

Logo, em ambos os casos vale a estimativa

∣∣∣∣∫ x0+εk

x0−εk
sin2(nkπx)dx

∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣
∫ x0+θnk

p
nk

sin2(nkπx)dx

∣∣∣∣∣ ,
e, portanto, temos

C(T, εk)
2 ⩽

e2n
2
kπ

2T − 1

2n2
kπ

2

∣∣∣∣∣
∫ x0+θnk

p
nk

sin2(nkπx)dx

∣∣∣∣∣ . (2.33)

Fazendo y(x) = nkx, temos dx = 1
nk
dy e

y( p
nk
) = p e y(x0 + θnk) = nk(x0 + θnk)

e, substituindo na integral acima, obtemos∫ x0+θnk

p
nk

sin2(nkπx)dx =
1

nk

∫ nk(x0+θnk )

p

sin2(πy)dy. (2.34)

De modo análogo à análise anterior:
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• Se θnk = x0 − p
nk
, então nkx0 = nkθnk − p e

∫ nk(x0+θnk )

p

sin2(πy)dy =

∫ 2nkθnk+p

p

sin2(πy)dy =

∫ 2nkθnk

0

sin2(πy)dy.

• Se θnk = −x0 + p
nk
, então nkx0 = p− nkθnk , e∫ nk(x0+θnk )

p

sin2(πy)dy =

∫ p−nkθnk+nkθnk

p

sin2(πy)dy =

∫ p

p

sin2(πy)dy = 0.

Logo, segue que ∣∣∣∣∣
∫ nk(x0+θnk )

p

sin2(πy)dy

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ 2nkθnk

0

sin2(πy)dy,

e, consequentemente,∣∣∣∣∫ x0+εk

x0−εk
sin2(nkπx)dx

∣∣∣∣ ⩽ 1

nk

∫ 2nkθnk

0

sin2(πy)dy. (2.35)

Combinando (2.35) e (2.32), temos

C(T, εk)
2 ⩽

(
e2n

2
kπ

2T − 1

2n3
kπ

2

)∫ 2nkθnk

0

sin2(πy)dy. (2.36)

Como | sin(x)| ⩽ |x| para todo x, então∫ 2nkθnk

0

sin2(πy)dy ⩽
∫ 2nkθnk

0

|πy|2dy =
π2(2nkθnk)

3

3
.

Substituindo em (2.36), obtemos

C(T, εk)
2 ⩽

(
e2n

2
kπ

2T − 1

2n3
kπ

2

)(
π2(2nkθnk)

3

3

)
⩽

4

3
(e2n

2
kπ

2T θ3nk),

pois θnk ⩾ 0.

Por (2.31), n2
k ⩽

− ln(θnk )

π2(T+δ)
. Assim

e2n
2
kπ

2T ⩽ e
2π2T

(
− ln(θnk )

π2(T+δ)

)

= θ
−2T
T+δ
nk .
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Deste modo, temos a estimativa

C(T, εk)
2 ⩽

4

3
θ3nkθ

−2T
T+δ
nk =

4

3
ε
3− 2T

T+δ
k ,

pois θnk = εk. Equivalentemente

C(T, εk) ⩽

√
4

3

(
ε
3− 2T

T+δ
k

)1
2

=

√
4

3
ε
3
2
− T
T+δ

k . (2.37)

Agora, notando que
3

2
− T

T + δ
=

1

2
+

δ

T + δ
,

a desigualdade (2.37) implica

C(T, εk) ⩽

√
4

3
ε

1
2
+ δ
T+δ

k .

Por fim, tomando c1 =
√

4
3
e c2 =

1
2
+ δ

T+δ
, na qual claramente c2 >

1
2
, conclúımos

que

C(T, εk) ⩽ c1ε
c2
k .

Isto finaliza a prova do item b), e a prova do teorema está completa.

O próximo teorema nos diz o que acontece com a norma do controle de norma

mı́nima em L2(ωε × (0, T )) no caso em que T ⩽ T0(x0). Em outras palavras, dado

y0 ∈ L2(0, 1) para o qual a equação (2.2) não é controlável pontualmente no ponto

x0 ∈ (0, 1) no tempo T , mostraremos que a norma do controle de norma mı́nima em

L2(ωε × (0, T )), que leva y0 a zero no tempo T , diverge na ordem de εβ, com β < −1
2
.

Teorema 2.6. Sejam T > 0, x0 ∈ (0, 1) e T ⩽ T0(x0). Suponha que a equação do

calor (2.2) com dado inicial y0 ∈ L2(0, 1) não é controlável a zero no tempo T no ponto

x0. Então, o controle fε de norma mı́nima em L2(ωε × (0, T )) que leva o dado inicial

y0 a zero no tempo T , satisfaz

ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) → ∞.

Demonstração: Considere a equação do calor unidimensional
yt − yxx = f(t)δx0 , (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

y(0, t) = y(1, t) = 0, t ∈ (0, t)

y(x, 0) = y0, x ∈ (0, 1),

(2.38)
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que por hipótese não é controlável a zero no tempo T no ponto x0.

Agora, seja 
ȳt − ȳxx = fε1ωε , (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

ȳ(0, t) = ȳ(1, t) = 0, t ∈ (0, t)

ȳ(x, 0) = y0, x ∈ (0, 1),

(2.39)

em que fε = fε(x, t) é o controle de norma mı́nima em L2(ωε × (0, T )) tal que

ȳ(x, T ) = 0, ∀x ∈ (0, 1).

Suponhamos por contradição que existe C > 0 e uma sequência {εj}j∈N com εj → 0,

que satisfaz

ε
1
2
j ∥fεj∥L2 ⩽ C. (2.40)

Mostremos que, nessas condições, o sistema (2.38) é pontualmente controlável com

controle f = f(t) ∈ L2(0, T ).

Por conveniência, omitiremos o ı́ndice j da sequência {εj}.
Seja δ > 0 tal que (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ (0, 1) e 0 < ε < δ. Para x ∈ (−δ, δ) e quase

todo t ∈ (0, T ) considere

φε(x, t) = εfε(x0 +
ε
δ
x, t),

em que φε ∈ L2((−δ, δ)× (0, T )).

Assim

∥φε(x, t)∥2L2((−δ,δ)×(0,T )) =

∫ T

0

∫ δ

−δ
ε2|fε(x0 + ε

δ
x, t)|2dxdt. (2.41)

Fazendo a mudança de variável x′(x) = x0 +
ε
δ
x, temos que

∫ T

0

∫ δ

−δ
ε2|fε(x0 + ε

δ
x, t)|2dxdt =

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
δε|fε(x′, t)|2dx′dt

= δε

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
|fε(x′, t)|2dx′dt,

na qual

∥φε∥2L2((−δ,δ)×(0,T )) = δε∥fε∥2L2(ωε×(0,T )).

Por (2.40), voltando a εj, segue que

∥φεj∥2L2((−δ,δ)×(0,T )) ⩽ Cδ, (2.42)
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em que C e δ não dependem de εj.

Portanto, existe φ ∈ L2((−δ, δ)× (0, T )), tal que

φεj ⇀ φ em L2((−δ, δ)× (0, T )).

Agora, para quase todo t ∈ (0, T ) defina

f(t) =
1

δ

∫ δ

−δ
φ(x, t)dx, (2.43)

que satisfaz f ∈ L2(0, T ).

Mostremos que f(t), definido em (2.43), é um controle aplicado no ponto x0 que

leva a solução do sistema (2.38) a zero no tempo T . O que é uma contradição.

Multiplicando o sistema (2.38) por u = u(x, t) solução do sistema adjunto (2.4) e

integrando por partes em (0, 1)× (0, T ), obtemos a seguinte condição de optimalidade

⟨y(·, T ), uT ⟩L2(0,1) − ⟨y0, u(·, 0)⟩L2(0,1) =

∫ T

0

f(t)u(x0, t)dt, (2.44)

noa qual δx0 é o delta de Dirac.

Por outro lado, multiplicando o sistema (2.39) por u = u(x, t) solução do sistema

adjunto (2.4) e integrando por partes em (0, 1)× (0, T ), temos a seguinte condição de

optimalidade

− ⟨y0, u(·, 0)⟩L2(0,1) =

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
fε(x, t)u(x, t)dxdt. (2.45)

A demonstração do teorema segue da seguinte afirmação.

Afirmação 2.1. Quando ε→ 0, temos∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
fε(x, t)u(x, t)dxdt→

∫ T

0

f(t)u(x0, t)dt.

De fato, se a Afirmação 2.1 for verdadeira, teremos que

− ⟨y0, u(·, 0)⟩L2(0,1) =

∫ T

0

f(t)u(x0, t)dt.

Desta forma, pela condição de optimalidade (2.44), conclúımos que

⟨y(·, T ), uT ⟩L2(0,1) = 0, ∀uT ∈ L2(0, 1)
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e consequentemente

y(x, T ) = 0, ∀x ∈ (0, 1). (2.46)

Assim, se a Afirmação 2.1 for verdadeira, segue que f(t)δx0 é um controle aplicado

no ponto x0 que leva a solução do sistema (2.38) a zero no tempo T . O que é uma con-

tradição, pois estamos assumindo que a equação (2.38) com dado inicial y0 ∈ L2(0, 1)

não é controlável a zero no tempo T no ponto x0. A contradição veio do fato de

considerarmos ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) limitado.

Prova da afirmação 2.1. Lembramos que 0 < ε < δ e que

φε(x, t) = εfε(x0 +
ε
δ
x, t), ∀ (x, t) ∈ (−δ, δ)× (0, T ).

Assim, é fácil ver que∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
fε(x, t)u(x, t)dxdt =

1

ε

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
φε
(
δ
ε
(x− x0), t

)
u(x, t)dxdt.

Agora, fazendo a mudança de variável y(x) = δ
ε
(x− x0), a integral do lado direito

fica

1

ε

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
φε(

δ
ε
(x− x0), t)u(x, t)dxdt =

1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(y, t)u(x0 +

ε
δ
y, t)dydt. (2.47)

Escrevendo

1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(y, t)u(x0 +

ε
δ
y, t)dydt =

1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(y, t)u(x0, t)dydt

+
1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(y, t)

[
u(x0 +

ε
δ
y, t)− u(x0, t)

]
dydt

e tomando

A(ε) =
1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(y, t)u(x0, t)dydt,

B(ε) =
1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(y, t)

[
u(x0 +

ε
δ
y, t)− u(x0, t)

]
dydt,

vemos que
1

ε

∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
φε(

δ
ε
(x− x0), t)u(x, t)dxdt = A(ε) +B(ε). (2.48)

Por conveniência, nas integrais A(ε) e B(ε), usaremos a variável x ao invés de y.

Para a integral de A(ε), usamos que φε ⇀ φ em L2((−δ, δ)× (0, T )), quando ε→ 0,
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temos que

lim
ε→0

A(ε) = lim
ε→0

1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(x, t)u(x0, t)dxdt

=
1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φ(x, t)u(x0, t)dxdt

=

∫ T

0

u(x0, t)
1

δ

∫ δ

−δ
φ(x, t)dxdt

=

∫ T

0

f(t)u(x0, t)dt.

Agora, mostremos que B(ε) → 0, quando ε→ 0.

Note que

B2(ε) =

(
1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
φε(x, t)

[
u(x0 +

ε
δ
x, t)− u(x0, t)

]
dxdt

)2

.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

B2(ε) ⩽

(
1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
|φε(x, t)|2dxdt

)(
1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ

∣∣u(x0 + ε
δ
x, t)− u(x0, t)

∣∣2 dxdt) .
Além disso, por (2.42):

1

δ

∫ T

0

∫ δ

−δ
|φε(x, t)|2dxdt =

1

δ
∥φε∥2L2((−δ,δ)×(0,T )) ⩽ C.

Logo

B2(ε) ⩽
C

δ

(∫ T

0

∫ δ

−δ

∣∣u(x0 + ε
δ
x, t)− u(x0, t)

∣∣2 dxdt) . (2.49)

Por fim, é suficiente mostrar que∫ T

0

∫ δ

−δ

∣∣u(x0 + ε
δ
x, t)− u(x0, t)

∣∣2 dxdt→ 0, quando ε→ 0. (2.50)

Antes disso, lembremos que podemos escrever a solução do sistema adjunto (2.4),

como uma série absolutamente convergente, dada por

u(x, t) =
∑

an sin(nπx)e
−n2π2(T−t). (2.51)

Fazendo a mudança de variável z = ε
δ
x, a integral em (2.50) fica

∫ T

0

∫ δ

−δ

∣∣u(x0 + ε
δ
x, t)− u(x0, t)

∣∣2 dxdt =
δ

ε

∫ T

0

∫ ε

−ε
|u(x0 + z, t)− u(x0, t)|2 dzdt.
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Usando que

|u(x0 + z, t)− u(x0, t)| ⩽ |u(x0 + z, t)|+ |u(x0, t)|

= 2∥u∥L∞((0,1)×(0,T ))),

temos∫ T

0

∫ δ

−δ

∣∣u(x0 + ε
δ
x, t)− u(x0, t)

∣∣2 dxdt ⩽ δ2∥u∥L∞

ε

∫ T

0

∫ ε

−ε
|u(x0 + z, t)− u(x0, t)| dzdt.

(2.52)

Agora, notando que

|u(x0 + z, t)− u(x0, t)| ⩽
∑

|an|e−n
2π2(T−t)| sin(nπ(x0 + z))− sin(nπx0)|,

e que

| sin(nπ(x0 + z))− sin(nπx0)| ⩽ |nπ(x0 + z)− nπx0| = nπz,

temos

|u(x0 + z, t)− u(x0, t)| ⩽
∑

|an|e−n
2π2(T−t)nπz. (2.53)

Estimando (2.52) por (2.53), obtemos∫ T

0

∫ δ

−δ

∣∣u(x0 + ε
δ
x, t)− u(x0, t)

∣∣2 dxdt ⩽
δ2∥u∥L∞

ε

∫ T

0

∫ ε

−ε

∑
|an|nπze−n

2π2(T−t)dzdt

=
δ2∥u∥L∞

ε

∫ T

0

∑
ε2|an|nπe−n

2π2(T−t)dt

e, portanto,∫ T

0

∫ δ

−δ

∣∣u(x0 + ε
δ
x, t)− u(x0, t)

∣∣2 dxdt ⩽ 2δε∥u∥L∞

∫ T

0

∑
|an|nπe−n

2π2(T−t)dt.

(2.54)

Assim, combinando (2.49) e (2.54), obtemos a seguinte estimativa para B2(ε):

B2(ε) ⩽ 2Cε∥u∥L∞

∫ T

0

∑
|an|nπe−n

2π2(T−t)dt. (2.55)

A série
∑

|an|nπe−n
2π2(T−t) converge, pois podemos fazer nπ|an| ⩽ en

2π2(T−t) para

n suficientemente grande, logo o termo

2C∥u∥L∞

∫ T

0

∑
|an|nπe−n

2π2(T−t)dt

é limitado independentemente de ε.
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Dessa forma, fazendo ε→ 0, conclúımos que

B(ε) → 0.

Assim, de (2.48), vemos que∫ T

0

∫ x0+ε

x0−ε
fε(x, t)u(x, t)dxdt→

∫ T

0

f(t)u(x0, t)dt, quando ε→ 0, (2.56)

o que prova a afirmação.

Isto conclui a demonstração do Teorema 2.6. ■

Observação 2.2. Se existir uma sequência de controles hε ∈ L2(ωε × (0, T )) tal que

ε
1
2∥hε∥L2(ωε×(0,T )) → ∞,

não podemos concluir, a priori, que a sequência de controles de norma mı́nima em

L2(ωε × (0, T )) satisfaz

ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) → ∞.

De fato, como

∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽ ∥hε∥L2(ωε×(0,T )),

somente podemos concluir que

ε
1
2∥hε∥L2(ωε×(0,T )) → ∞.

2.3 Demonstração do Teorema 2.2

A demonstração do Teorema 2.2 usa argumentos semelhantes aos da demonstração

do Teorema 2.6. Por isso, daremos a ideia da prova.

Demonstração do Teorema 2.2. Sejam 0 < ε < δ e fε ∈ L2(ωε × (0, T )) um

controle que leva a solução do sistema (2.1), com dado inicial y0 ∈ L2(0, 1), a zero no

tempo T (fε não precisa ser um controle de norma mı́nima em L2(ωε × (0, T ))).

Suponha que existe C > 0, independente de ε, tal que

ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽ C. (2.57)

Defina

φε(x, t) = εfε
(
x0 +

ε
δ
x, t
)
∈ L2((−δ, δ)× (0, T )).
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Assim, por (2.57), é fácil ver que existe C > 0 tal que

∥φε∥2L2((−δ,δ)×(0,T )) ⩽ Cδ,

na qual C não depende de ε nem de x0.

Logo, existe φ ∈ L2((−δ, δ)× (0, T )) tal que

φε ⇀ φ, quando ε→ 0.

Considere

f(t) =
1

δ

∫ δ

−δ
φ(x, t)dx ∈ L2(0, T ).

Usando os mesmos argumentos do Teorema 2.6, vemos que f(t) é um controle

pontual que leva a solução do sistema (2.2), com dado inicial y0 ∈ L2(0, 1), a zero no

tempo T no ponto x0.

Observação 2.3. Pelo Teorema 2.3, se T > T0(x0), existem constantes C1, C2 > 0

(que dependem apenas do tempo T ) tal que

C1ε
1
2 ⩽ C(T, ε) ⩽ C2ε

1
2 .

Em particular
1

C(T, ε)
⩽ Cε−

1
2 . (2.58)

Lembrando que o controle fε = fε(x, t) de norma mı́nima em L2(ωε×(0, T )) satisfaz

∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽
1

C(T, ε)
∥y0∥L2(0,1), (2.59)

e combinando (2.58) e (2.59), obtemos

ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) ⩽ C

e, consequentemente, a quantidade ε
1
2∥fε∥L2(ωε×(0,T )) é uniformemente limitada.

Portanto, o Teorema 2.2 se aplica neste caso.
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Apêndice A

Resultados Auxiliares

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns resultados que foram utilizados na presente

dissertação.

A.1 Análise Funcional

Definição A.1 (Operador linear limitado). Sejam X e Y espaços normados e T :

D(T ) → Y um operador linear, em que D(T ) ⊂ X. Se existir um número real c tal

que

∥Tx∥Y ⩽ c∥x∥X , ∀ x ∈ D(T ), (A.1)

dizemos que o operador T é limitado

Observação A.1. Podemos nos perguntar qual é o menor valor que a constante c pode

assumir para que A.1 seja válida para todo x ̸= 0 com x ∈ D(T ).

Como
∥Tx∥Y
∥x∥X

⩽ c, x ̸= 0

vemos que o menor valor da constante c é dado pelo supremo da expressão do lado

esquerdo, calculado sobre D(T )− {0}. Este valor será denotado por ∥T∥.

Definição A.2 (Norma de um Operador Linear). Sejam X e Y espaços normados e

T : D(T ) → Y um operador linear, em que D(T ) ⊂ X. A norma do operador linear T

é definido por

∥T∥ = sup
x∈D(T ), x̸=0

∥Tx∥Y
∥x∥X

. (A.2)

Da definição, segue que

∥Tx∥Y ⩽ ∥T∥∥x∥X .
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Teorema A.1. Seja T : D(T ) → Y um operador linear, com D(T ) ⊂ X com X e Y

espaços normados. Então T é cont́ınuo se, e somente se, T é limitado.

Demonstração: Ver ([11], pág. 97). ■

Observação A.2. No caso de um operador T : X → Y com X um espaço de Hilbert,

se {en} é uma base de X, então o operador T é limitado se, e somente se, existe c > 0

tal que

∥T (en)∥Y ⩽ c∥en∥X , ∀ n ∈ N.

A.2 Aproximações do tipo Müntz–Szárz

O Teorema de Müntz–Szárz é um resultado de teoria da aproximação que pode

ser visto como uma generalização do Teorema da aproximação de Weiertrass. Este

resultado relaciona a densidade de um certo subconjunto do espaço C[a, b] ou Lp(a, b)

com a divergência de uma série apropriada.

Teorema A.2 (Müntz–Szárz). Sejam 0 ⩽ a < b < ∞ e {λn}n∈N uma sequência de

números complexos distintos satisfazendo

|Re(λn)| > δ|λn|, para n≫ 1.

Então ∑ 1

|λn|
= ∞ ⇐⇒ span{zλn} = Lp(a, b), 1 ⩽ p <∞.

A prova deste teorema pode ser encontrado em [13, pág. 30].

Seguindo o exposto em [13], consideremos o problema de determinar a distância dn

entre zλn e span{zλk ; k ̸= n} no espaço Lp(a, b). Sob hipóteses adequadas na sequência

{λn}, temos uma estimativa inferior assintótica para dn.

Assuma que {λn}n∈N é uma sequência distinta de números complexos satisfazendo:

1. ∑
n

1

|λn|
<∞; (A.3)

2. Existe ϱ > 0 satisfazendo

|λn − λm| > ϱ|n−m|, m, n = 1, 2, ...; (A.4)

3. Existe δ > 0 tal que, para n suficientemente grande

|Re(λn)| > δ|λn|. (A.5)
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Definição A.3. Sejam 0 ⩽ a < b < ∞ e {λn}n∈N uma sequência distinta de números

complexos satisfazendo (A.3), (A.4) e (A.5). Em Lp(a, b), definimos

dn := dist
(
zλn , span{zλk ; k ̸= n}

)
.

Temos a seguinte estimativa assintótica para a distância dn.

Lema A.3. Seja {λn}n∈N uma sequência distinta de números complexos, satisfazendo

(A.3), (A.4) e (A.5).

Para todo ε > 0, vale

1

dn
⩽ e2εRe(λn), quando n → ∞.

O seguinte resultado nos dá uma estimativa para os coeficientes de um elemento

pertencente a span{zλk}.

Lema A.4. Seja {λn}n∈N uma sequência distinta de números complexos satisfazendo

(A.3), (A.4) e (A.5).

Considere p(z) ∈ Lp(a, b) (1 ⩽ p <∞) uma soma finita dada por

p(z) =
∑

anz
λn .

Então

|an| ⩽
1

dn
∥p∥Lp(a,b), n = 1, 2, . . . . (A.6)

Prova: Ver [13, pág. 34]. □

Observação A.3. Caso a série p(z) =
∑
anz

λn seja infinita e convirja em Lp(a, b), a

desigualdade (A.6) ainda é satisfeita.

A.3 Aproximações diofantinas

A teoria de aproximações diofantinas é uma ferramenta poderosa no estudo da

aproximação de números reais por números racionais.

A seguir, apresentamos alguns resultados básicos de aproximações diofantinas que

foram utilizados durante este trabalho. Para um bom entendimento desta teoria, re-

comendamos o livro [3].

Definição A.4 (Distância diofantina). Seja θ ∈ R. Definimos a distância diofantina

como sendo

∥θ∥D = inf
p∈Z

|θ − p|.
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Observação A.4. A distância diofantina calcula a distância entre θ e o inteiro mais

próximo.

Listamos algumas propriedades a respeito da definição acima.

1. ∥θ∥D ⩾ 0 e ∥θ∥D = 0 se, e somente se, θ ∈ Z;

2. ∥θ∥D ⩽
1

2
;

3. ∥θ1 + θ2∥D ⩽ ∥θ1∥D + ∥θ2∥D;

4. ∥nθ∥D ⩽ |n|∥θ∥D, para todo n ∈ Z;

5. ∥θ∥D = ∥θ − a∥D = ∥θ + a∥D, para todo a ∈ Z.

Teorema A.5. Sejam θ e r ∈ R com r > 1. Então, existe q ∈ Z tal que

∥qθ∥D ⩽
1

r
, 0 < q < r. (A.7)

Demonstração: Ver [3, pág. 01 ] ■

O Teorema acima garante que a desigualdade q∥qθ∥D < 1 tem infintas soluções

q > 1 no caso em que θ é um número irracional.

Dado θ ∈ R, existe uma sequência 1 < q1 < q2 < ... de números inteiros (que é finita

se, e somente se, θ for racional) e uma sequência p1 < p2 < ... de números inteiros, tal

que

∥qnθ∥D = |qnθ − pn|; (A.8)

∥qn+1θ∥D < ∥qnθ∥D; (A.9)

∥qθ∥D ⩾ ∥qnθ∥D, para 0 < q < qn+1. (A.10)

As frações pn
qn

são ditas melhores aproximações de θ de ordem qn.

Temos o seguinte resultado:

Lema A.6. Sejam pn e qn sequências de números inteiros satisfazendo (A.8), (A.9) e

(A.10). Temos:

a) Se θ é racional, então θ = pk
qk

para algum k ∈ N.
b) Se θ é irracional, então pn

qn
→ θ.

Prova: Ver [3, pág. 03]. □

Lema A.7. Sejam pn e qn satisfazendo as condições (A.8), (A.9) e (A.10). Então

|qn+1pn − qnpn+1| = 1, ∀ n ∈ N.
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Prova: Ver [3, pág. 03]. □

As seguintes desigualdades são válidas

∥qnθ∥ ⩽
1

qn+1

(A.11)

e

∥qnθ∥ >
1

2qn+1

. (A.12)

Lema A.8. Para n ⩾ 2, existe um inteiro an ∈ Z tal que

pn+1 = anpn + pn−1; (A.13)

qn+1 = anqn + qn−1. (A.14)

Prova: Ver [3, pág. 04]. □

Teorema A.9 (Liouville). Seja α ∈ R um irracional algébrico de grau d, ou seja, α

é raiz de um polinômio irredut́ıvel não-nulo de grau d. Então, existe uma constante

c(α) > 0 não-nula tal que ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > c(α)

qd
,

para todo p, q ∈ Z com q > 0.

Demonstração: Ver [17, pág. 118]. ■

Definição A.5 (Frações cont́ınuas). Sejam θ ∈ R e an ∈ N com an ̸= 0 para todo

n ⩾ 1. Então:

• Se θ é irracional

θ := [a0; a1, a2, . . . , an, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

...

.

• Se θ é racional, existe k ∈ N tal que

θ = [a0; a1, a2, . . . , ak] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +

...

ak−1 +
1

ak

.
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Observação A.5. Se θ ∈ [0, 1], escrevemos

θ = [a1, a2, a3, . . . , an, . . .].

Lema A.10. Dados θ, θ′ ∈ R, com representações em frações cont́ınuas dadas por

θ = [a1, a2, ..., an, an+1, ...] e θ′ = [a1, a2, ..., an, bn+1, bn+2, ...],

na qual ambas as expressões podem ser finitas ou não. Então

|θ − θ′| < 1

2n−2
. (A.15)

Prova: Ver [3, pág. 07]. □

Provemos agora o Lema de Rolewicz, bastante útil para esta dissertação.

Lema A.11 (Rolewicz). Sejam a ∈ [0, 1], r > 1 e 0 < µ < 1
4
.

Dado o conjunto

I = {ϑ ∈ [0, 1]; ∥rϑ− a∥D < µ}

tem-se

|I| < 8µ,

em que |I| é a medida de Lebesgue do conjunto I.

Prova: Construiremos um conjunto ℵ, cuja medida de Lebesgue é mais fácil de calcu-

lar, de modo que I ⊂ ℵ e

|ℵ| < 8µ.

Começamos notando que

∥rϑ− a∥D < µ ⇐⇒ inf
z∈Z

|(rϑ− a)− z| < µ ⇐⇒ inf
z∈Z

|rϑ− (a+ z)| < µ. (A.16)

Note que, para cada ϑ ∈ [0, 1] existe p = p(ϑ) ∈ Z tal que

inf
z∈Z

|rϑ− (a+ z)| = |rϑ− (a+ p)|.

Também, é imediato que

|rϑ− (a+ p)| < µ ⇐⇒ ϑ ∈
(
a+ p− µ

r
,
a+ p+ µ

r

)
:= Ep. (A.17)

Vejamos agora para quais p ∈ Z existe ϑ ∈ [0, 1] satisfazendo (A.17).

Afirmação A.1. Para todo p ⩾ r + 1 não existe ϑ ∈ [0, 1] satisfazendo (A.17).
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Prova da afirmação. De fato, se p ⩾ r + 1 então

a+ p− µ

r
⩾ 1 +

a+ 1− µ

r
> 1,

no qual segue que não existe ϑ ∈ [0, 1] satisfazendo (A.17).

Afirmação A.2. Para todo p ⩽ −2 não existe ϑ ∈ [0, 1] satisfazendo (A.17).

Prova da afirmação. De fato

a+ p+ µ

r
⩽

a− 2 + µ

r
< 0,

no qual segue que não existe ϑ ∈ [0, 1] satisfazendo (A.17).

Deste modo, conclúımos que

Ep ∩ [0, 1] ̸= ∅ ⇐⇒ p ∈ (−2, r + 1).

Vamos analisar dois casos.

1º Caso: a < µ.

Neste caso, temos

E−1 ∩ [0, 1] = ∅.

Considerando Λ = {p ∈ Z; 0 ⩽ p < r + 1} e

ℵ :=
⋃
p∈Λ

Ep,

temos que

I ⊂ ℵ e |I| ⩽ |ℵ|.

Agora, note que

|ℵ| =

∣∣∣∣∣⋃
p∈Λ

Ep

∣∣∣∣∣
⩽

∑
p∈Λ

|Ep|

= #(Λ)
2µ

r
, (A.18)

em que #(Λ) é a cardinalidade do conjunto Λ.

Também,

• Se r ∈ Z, então #(Λ) = r + 1.

85



A. Resultados Auxiliares

• Se r /∈ Z, então #Λ = ⌊r⌋+ 2. Isto segue de

⌊r⌋+ 1 < r + 1,

em que ⌊r⌋ é a parte inteira de r.

Assim, de (A.18), conclúımos que

|ℵ| ⩽
2(r + 2)µ

r

= 2µ+
4µ

r
< 6µ

< 8µ.

2º Caso: a ⩾ µ.

Neste caso

E−1 ∩ [0, 1] ̸= ∅.

Assim, considerando Λ = {p ∈ Z; −1 ⩽ p < r + 1} e

ℵ :=
⋃
p∈Λ

Ep,

temos que

I ⊂ ℵ e |I| ⩽ |ℵ|.

É fácil ver que #(Λ) < r + 3.

Assim

|ℵ| ⩽
2(r + 3)µ

r

= 2µ+
6µ

r
< 8µ.

Portanto, em ambos casos

|I| < 8µ.

□

Lema A.12. Para todo x, β ∈ R vale

2∥x− β∥D ⩽ | sin π(x− β)| ⩽ π∥x− β∥D.
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Prova: Começamos lembrando que para todo |x| < 1
2
vale

| sin πx| ⩾ 2|x|.

Note também que

| sin π(x− β)| = | sin[(π(x− β − n0)) + πn0]|

= | sin(π(x− β − n0)) cos(πn0) + sin(πn0) cos(π(x− β − n0))|.

Como sin(πn0) = 0 para todo n0 ∈ N e cos(πn0) = ±1, temos que

| sinπ(x− β)| = | sin(π(x− β − n0))|

⩾ 2|(x− β)− n0|

⩾ 2 inf
n∈N

|(x− β)− n|

= 2∥x− β∥D.

Por outro lado, a seguinte desigualdade é válida para todo x

| sinx| ⩽ |x|.

Logo, temos que

| sin π(x− β)| = | sin π(x− β − n)|

⩽ |π(x− β − n)|

= π|(x− β − n)|, ∀ n ∈ N.

Portanto

| sin π(x− β)| ⩽ π inf
n∈N

|(x− β − n)|

= π∥x− β∥D.

□

Lema A.13. Para todo x, β ∈ R vale

2∥x− 1
2
∥D ⩽ | cos(πx)| ⩽ π∥x− 1

2
∥D.

Prova: Basta notar que | sin(π(x− 1
2
))| = | cos(πx)| e usar o Lema A.12. □
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A.4 Teoria da Medida

Definição A.6. Sejam X ⊂ Rn um conjunto não-vazio e E ⊂ X um subconjunto

mensurável. Dizemos que E tem medida total em X se o seu complementar é um

conjunto de medida nula em X.

A seguinte definição caracteriza o conceito de limite inferior e superior de uma

sequência de conjuntos.

Definição A.7. Sejam X ⊂ Rn um conjunto não-vazio e uma sequência de conjuntos

(An)n∈N, com An ⊂ X pata todo n ∈ N.
• Seja B ⊂ X tal que cada x ∈ B pertence a todos os An, com exceção de um

número finito deles.

Escrevemos

B =
∞⋃
m=1

[
∞⋂
n=m

An

]
.

O conjunto B é chamado de limite inferior da sequência de conjuntos An, i.e.,

lim inf
n

An :=
∞⋃
m=1

[
∞⋂
n=m

An

]
.

• Seja C ⊂ X tal que cada x ∈ C, x ∈ An para uma infinidade de n′s.

Escrevemos

C =
∞⋂
m=1

[
∞⋃
n=m

An

]
.

O conjunto C é chamado de limite superior da sequência de conjuntos An, i.e.,

lim sup
n

An :=
∞⋂
m=1

[
∞⋃
n=m

An

]
.

Para mais detalhes, ver [9, pág. 02].

Lema A.14 (Borel-Cantelli). Sejam X ⊂ Rn um conjunto não-vazio e En ⊂ X uma

sequência de conjuntos.

Se
∑

|En| <∞, então

| lim supEn| = 0.

Prova: Ver [9, pág. 321]. □
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Apêndice B

Método de momentos para a

equação do calor unidimensional

Nesta seção, introduzimos o problema de momentos para a equação do calor uni-

dimensional com condições de fronteira Dirichlet, considerando o controle como sendo

um controle escalar.

Método de momentos

Seja a equação do calor
yt − yxx = b(x)f(t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T )

y(0, t) = y(1, t) = 0, t ∈ (0, t)

y(x, 0) = y0, x ∈ (0, 1).

(B.1)

Dado b ̸= 0 em L2(0, 1), temos por objetivo encontrar f ∈ L2(0, T ), tal que

y(x, T ) = 0, ∀x ∈ (0, 1).

Vamos resolver este problema de controle nulo usando o chamado método de momentos.

Como b ∈ L2(0, 1), temos

b(x) =
∞∑
n=1

bn sin(nπx), (B.2)

em que

bn =

∫ 1

0

sin(nπx)b(x)dx. (B.3)
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Também, para o dado inicial y0 ∈ L2(0, 1), podemos escrever

y0(x) =
∞∑
n=1

yn0 sin(nπx).

Como y0 ∈ L2(0, 1), a solução y ∈ L2((0, 1)× (0, T )) do sistema (B.1) se escreve na

forma

y(x, t) =
∞∑
n=1

yn(t) sin(nπx). (B.4)

Substituindo na equação do calor (B.1)1:

∞∑
n=1

(y
′

n(t) sin(nπx) + n2π2yn(t)) sin(nπx) =
∞∑
n=1

bnf(t) sin(nπx). (B.5)

Uma vez que {sin(nπx)} é base ortogonal de L2(0, 1), temos o seguinte sistema{
y

′

k(t) + k2π2yk(t) = bkf(t)

yk(0) = yk0 ,
(B.6)

cuja solução, pelo método de variação dos parâmetros, é dada por

yk(t) = e−k
2π2tyk0 +

∫ t

0

e−k
2π2(t−s)bkf(s)ds. (B.7)

Note que y(x, T ) = 0, para todo x ∈ (0, 1), se

yk(T ) = 0, ∀ k ∈ N.

Assim, vemos que y(x, T ) = 0, para todo x ∈ (0, 1), se

0 = e−k
2π2Tyk0 +

∫ T

0

e−k
2π2(T−s)bkf(s)ds,

e se bk ̸= 0, para todo k, então

−
∫ T

0

e−k
2π2(T−s)f(s)ds =

e−k
2π2Tyk0
bk

.

Fazendo a mudança de variável f̂(t) = f(T − t), a identidade acima se reescreve

como ∫ T

0

e−k
2π2sf̂(s)ds = Ck, (B.8)

na qual Ck =
e−k

2π2T yk0
bk

.
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Portanto, existe um controle f ∈ L2(0, T ) que leva a solução de (B.1) a zero no

tempo T se, e somente se, f satisfaz a identidade (B.8) para todo k ∈ N. Este é o

chamado problema de momentos para o sistema (B.1).

Definição B.1 (Famı́lia biortogonal). Dizemos que a famı́lia {ξn}n∈N ∈ L2(0, T ) é

biortogonal à famı́lia {ϱn}n∈N ∈ L2(0, T ) quando∫ T

0

ϱk(t)ξn(t)dt = δkn, ∀k, n ∈ N, (B.9)

em que δkn é o delta de Kronecker.

Da definição acima, é imediato que, se existir uma famı́lia {ξn}n∈N ∈ L2(0, T )

biortogonal à famı́lia {e−n2π2t}n∈N ∈ L2(0, T ), o problema de momentos (B.8) tem

solução dada por

f̂(t) =
∞∑
n=1

Cnξn(t), (B.10)

se esta série convergir em L2(0, T ).

De fato, neste caso

∫ T

0

e−k
2π2s

(
∞∑
n=1

Cnξn(t)

)
dt =

∞∑
n=1

∫ T

0

e−k
2π2sξn(t)Cndt = Ck.

Portanto, no caso particular do sistema (B.1), a solução do problema de momentos

se escreve como

f(t) =
∞∑
n=1

e−n
2π2Tyn0
bn

ξn(t), (B.11)

ou equivalentemente

f(t) =
∞∑
n=1

e−n
2π2Tyn0∫ 1

0
sin(nπx)b(x)dx

ξn(t), (B.12)

se esta série convergir em L2(0, T ).

Lema B.1. Existe uma famı́lia {ξn}n∈N ∈ L2(0, T ) biortogonal à famı́lia {e−n2π2t}.
Além disso, existe C > 0 tal que

∥ξn∥L2(0,T ) ⩽ eCn, ∀n ∈ N. (B.13)

Suponha que existe uma famı́lia {ξn}n∈N biortogonal à famı́lia {e−λnt}n∈N, no qual

{λn}n∈N é uma sequência de números reais positivos satisfazendo

λn = K(n+ α)β + o(nβ−1), n→ ∞, (B.14)
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com β > 1.

Em [7, Lema 3.1, pág. 278], prova-se que existem constantes Pβ e Qβ, com Pβ > Qβ,

de modo que, quando n→ ∞, vale

∞∏
j=1

(
1 +

λn
λj

)
= e

K−
1
β Pβ+o(1)

λ 1
β
n

(B.15)

e

∞∏
j=1

(
1− λn

λj

)
= e

K−
1
β Qβ+o(1)

λ 1
β
n

. (B.16)

Além disso, prova-se que vale a seguinte desigualdade

∥ξn∥L2(0,T ) ⩽
λnKT

2

∏∞
j=1

(
1 + λn

λj

)
∏∞

j=1

(
1− λn

λj

) , (B.17)

para alguma constante KT ∈ R (Ver [7, pág. 278, estimativa 3.9]).

Substituindo (B.15) e (B.16) em (B.17), obtém-se a seguinte estimativa para a

norma da famı́lia biortogonal

∥ξn∥L2(0,T ) ⩽
λnKT

2
e
λ

1
β
n

K 1
β (Pβ−Qβ)+o(1)


, n≫ 1. (B.18)

Com respeito às constantes Pβ e Qβ:

lim
β→∞

Pβ −Qβ = 0

lim
β→1+

Pβ −Qβ = +∞

e

P2 −Q2 = π.

Prova do Lema B.1. A existência de uma famı́lia {ξn}n∈N biortogonal a {e−n2π2t}n∈N
é consequência do Teorema de Müntz, e pode ser encontrado em [14, Seção 6.4, pág.

76].

Agora, escrevemos

λn = n2π2 = π2(n+ 0)2 + o(n2−1) = n2π2 + o(n), n→ ∞.

Seja {ξn}n∈N a famı́lia de norma mı́nima em L2(0, T ) biortogonal a {e−n2π2t}n∈N.
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Pela desigualdade (B.18), temos que

∥ξn∥L2(0,T ) ⩽
n2π2KT

2
e
nπ
[
1
π
(P2−Q2)+o(1)

]
.

Como P2 −Q2 = π, tomando C(T ) = π2KT
2

, reescrevemos a desigualdade como

∥ξn∥L2(0,T ) ⩽ C(T )n2enπ[1+o(1)]. (B.19)

Note que

enπ[1+o(1)] = enπ+o(n) (B.20)

e

C(T )n2 ⩽ en, n≫ 1. (B.21)

Substituindo (B.20) e (B.21) em (B.19) obtemos o resultado.
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Apêndice C

Provas dos Lemas 2.4 e 2.5

Este Apêndice está dedicado a provar os Lemas 2.4 e 2.5, que foram utilizados na

demonstração do Teorema (2.3) do Caṕıtulo 2.

Prova do Lema 2.4. Seja δ > 0. Construiremos a sequência {εj} por indução, de

modo que para uma constante C apropriada, vale a desigualdade (2.8).

Para cada n ∈ N, considere o conjunto

Ξ0,n = {x ∈ [0, 1] | ∃p ∈ Z ; |x− p
n
| < Ce−n

2π2δ},

na qual C > 0 será escolhido a posteriori. Seja também

Ξ0 :=
⋃
n

Ξ0,n. (C.1)

Da definição, segue que se x ∈ [0, 1] \ Ξ0 então x /∈ Ξ0,n, para todo n ∈ N, e

|x− p
n
| ≥ Ce−n

2π2δ, ∀p ∈ Z.

Etapa 1: Construção de ε0.

A existência de ε0 segue diretamente da seguinte afirmação, tomando ε0 ∈ [0, 1]\Ξ0.

Afirmação C.1. Existe C > 0 tal que |Ξ0| ≤ 1/2.

Assumindo que a afirmação é verdadeira, provemos o Lema 2.4. A prova da

Afirmação C.1 será feita posteriormente.

Pela Afirmação C.1, existe C > 0 tal que |Ξ0| ⩽ 1
2
. Assim, podemos escolher

ε0 ∈ [0, 1] \ Ξ0. Em particular, ε0 satisfaz

|ε0 − p
n
| ⩾ Ce−n

2π2δ
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e além disso, ainda vale

inf
p∈Z

|ε0 − p
n
| ⩾ Ce−n

2π2δ.

Uma vez que 0 ⩽ ε0 ⩽ 1, temos que Ce−n
2π2δ ⩾ Cε0e

−n2π2δ e obtemos

inf
p∈Z

|ε0 − p
n
| ⩾ Cε0e

−n2π2δ.

Denotemos ϕ0
n = inf

p∈Z
|ε0 − p

n
|.

Observação C.1. Note que, na Etapa 1 acima, escolhemos |Ξ0| ⩽ 1
2
por conveniência.

De fato, basta que |Ξ0| < 1 para que exista ε0 ∈ [0, 1] \ Ξ0. Entretanto, escolhemos

|Ξ0| ⩽ 1
2
para poder encontrar a constante C de maneira expĺıcita.

Etapa 2: Construção de ε1.

Sabemos que C =
(
4
∑

(n+ 1)e−n
2π2δ
)−1

. Seja ε0 escolhido anteriormente e para

cada n ∈ N consideremos o seguinte conjunto

Ξ1,n = {x ∈ ( ε0
2
, ε0) | ∃p ∈ Z ; |x− p

n
| < Cε0e

−n2π2δ}

em que ( ε0
2
, ε0) ⊂ [0, 1] e definamos

Ξ1 :=
⋃
n

Ξ1,n. (C.2)

De maneira semelhante a construção do ε0, provaremos que existe x ∈ ( ε0
2
, ε0) \ Ξ1

e para isso é suficiente mostrar a seguinte afirmação.

Afirmação C.2. |Ξ1| ⩽ ε0
4
.

Prova da afirmação: Uma vez que

|x− p
n
| < Cε0e

−n2π2δ ⇔ x ∈
(p
n
− Cε0e

−n2π2δ,
p

n
+ Cε0e

−n2π2δ
)
,

tomando An = Cε0e
−n2π2δ, temos

x ∈ Ξ1,n ⇔ x ∈
(ε0
2
, ε0

)
∩
(p
n
− An,

p
n
+ An

)
. (C.3)

Para cada n, considere Ip = ( p
n
− An,

p
n
+ An). Assim, é fácil ver que(ε0

2
, ε0

)
∩ Ip ̸= ∅ ⇔ p ∈

(nε0
2

− nAn, nε0 + nAn

)
= Γn.
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Logo, temos que se p ∈ Γn então Ip ∩ ( ε0
2
, ε0) ̸= ∅ e

Ξ1,n ⊂
⋃
p∈Γn

Ip.

Dessa forma

|Ξ1,n| ⩽

∣∣∣∣∣ ⋃
p∈Γn

Ip

∣∣∣∣∣
⩽ #{p | p ∈ Γn, p ∈ Z}|Ip|,

em que #{·} é a cardinalidade do conjunto.

Considerando P = #{p | p ∈ Γn, p ∈ Z}, como |Ip| = 2An = 2Cε0e
−n2π2δ, con-

clúımos que

|Ξ1,n| ⩽ 2PCε0e
−n2π2δ. (C.4)

Como

P ⩽ |Γn| e C4(n+ 1)e−n
2π2δ ⩽ 1,

temos

|Γn| =
∣∣∣(nε0

2
− nAn, nε0 + nAn

)∣∣∣
=

nε0
2

+ 2nCε0e
−n2π2δ

=
nε0
2

+
nε0(C4(n+ 1)e−n

2π2δ)

2(n+ 1)

⩽
nε0
2

+
ε0
2

=
ε0(n+ 1)

2
.

Logo, por (C.4), segue que

|Ξ1,n| ⩽ C(n+ 1)ε20e
−n2π2δ. (C.5)
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Por definição Ξ1 =
⋃
n

Ξ1,n, então

|Ξ1| ⩽
∑
n

|Ξ1,n|

=
∑
n

ε20C(n+ 1)e−n
2π2δ

= ε20

∑
n(n+ 1)e−n

2π2δ

4
∑

n(n+ 1)e−n2π2δ

=
ε20
4

⩽
ε0
4

e, portanto, fica provado a afirmação.

Assim, como |Ξ1| ⩽ ε0
4
, podemos escolher ε1 ∈ ( ε0

2
, ε0) \ Ξ1. Consequentemente

ε1 /∈ Ξ1,n para algum n, ou seja,

|ε1 − p
n
| ⩾ Cε0e

−n2π2δ

e além disso, vale

inf
p∈Z

|ε1 − p
n
| ⩾ Cε0e

−n2π2δ.

Como para ε0
2
⩽ ε1 ⩽ ε0 temos que Cε0e

−n2π2δ ⩾ Cε1e
−n2π2δ, tomando

ϕ1
n = inf

p∈Z
|ε1 − p

n
|,

segue que

ϕ1
n ⩾ Cε1e

−n2π2δ.

Para construir o resto da sequência {εj}, na próxima etapa usaremos a mesma ideia

da construção do ε1, no qual omitiremos alguns passos intermediários.

Etapa 3: Construção de εj+1.

Sabendo que C =
(
4
∑

(n+ 1)e−n
2π2δ
)−1

. Para todo j ⩾ 1 considere o conjunto

Ξj+1,n = {x ∈ (
εj
2
, εj) | ∃p ∈ Z ; |x− p

n
| < Cεje

−n2π2δ}

e defina

Ξj+1 :=
⋃
n

Ξj+1,n. (C.6)
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Aqui é suficiente mostrar que para todo j ⩽ 1 vale

|Ξj+1| ⩽
εj
4
.

A prova segue de modo análogo aos passos feitos na etapa anterior. Portanto

Ξj+1,n ⊂
⋃
p∈Γjn

(p
n
− Cεje

−n2π2δ,
p

n
+ Cεje

−n2π2δ
)

e, consequentemente, notando que #{p | p ∈ Γn; p ∈ Z} ⩽ |Γjn| em que

Γjn =
(nεj

2
− nCεje

−n2π2δ, nεj + nCεje
−n2π2δ

)
,

segue que

|Ξj+1,n| ⩽ ε2jC(n+ 1)e−n
2π2δ.

Assim, temos que

|Ξj+1| ⩽
εj
4
,

e existe εj+1 ∈ (
εj
2
, εj) \ Ξj+1.

Por fim, podemos mostrar que

ϕj+1
n ⩾ Cεj+1e

−n2π2δ

para todo j ⩾ 1, na qual ϕj+1
n = infp∈Z |εj+1 − p

n
| e isto prova o Lema 2.4.

Provemos agora Afirmação C.1

Prova da afirmação C.1: Se x ∈ Ξ0,n então existe p ∈ Z tal que

x ∈
(
p
n
− An,

p
n
+ An

)
∩ [0, 1],

em que An := Ce−n
2π2δ. .

Sejam Ip :=
(
p
n
− An,

p
n
+ An

)
e Γn = (−nAn, n+ nAn).

Dado n ∈ N, temos

Ip ∩ [0, 1] ̸= ∅ ⇐⇒ p ∈ Γn. (C.7)

Para ver isto, notamos que

p /∈ Γn ⇐⇒ p > n+ nAn ou p < −nAn.
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De fato, como

p > n+ nAn ⇐⇒ p

n
> 1 + An ⇐⇒ p

n
− An > 1,

temos que Ip ∩ [0, 1] = ∅ se p > n+ nAn.

No segundo caso,

p < −nAn ⇐⇒ p
n
< −An ⇐⇒ p

n
+ An < 0

e o resultado segue de modo análogo. Portanto, vale (C.7).

Seja p0 o menor inteiro positivo tal que

p0
n

− An > 1. (C.8)

Seja também, q0 o maior inteiro negativo tal que

q0
n

+ An < 0. (C.9)

Dessa forma, se p ∈ Z é tal que p /∈ (q0, p0) então p /∈ Γn. Portanto, vemos que somente

os seguintes conjuntos tem interseção não-vazia com [0, 1]:

i) (−An, An), ( 1n − An,
1
n
+ An), ..., (

p0−1
n

− An,
p0−1
n

+ An);

ii) (− 1
n
− An,− 1

n
+ An),(− 2

n
− An,− 2

n
+ An), ..., (

q0+1
n

− An,
q0+1
n

+ An).

Figura C.1: Interpretação visual na reta.

Porém, é fácil ver que

Ip ∩ [0, 1] ⊂ (−An, An), ∀ p ∈ (q0, 0).

Desse modo, conclúımos que os intervalos de i) são suficientes para cobrir o conjunto

[0, 1].
p0−1⋃
j=0

(
j

n
− An,

j

n
+ An

)
⊃ [0, 1].
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Assim, segue que

Ξ0,n ⊂
p0−1⋃
j=0

(
j

n
− An,

j

n
+ An

)
.

Em particular, obtemos

|Ξ0,n| ⩽

∣∣∣∣∣
p0−1⋃
j=0

(
j

n
− An,

j

n
+ An

)∣∣∣∣∣
⩽

p0−1∑
j=0

∣∣∣∣( jn − An,
j

n
+ An

)∣∣∣∣
=

p0−1∑
j=0

2An

= 2p0An

= 2p0Ce
−n2π2δ.

Agora, uma vez que n está fixado, como p0 é o menor inteiro positivo satisfazendo

(C.8), é fácil obter uma estimativa precisa para p0, de tal forma que a constante C seja

tomada positiva.

Mais precisamente, p0 = n + 1 é o menor inteiro satisfazendo (C.8) de tal forma

que C > 0 para todo p ⩾ p0.

De fato, seja k ⩾ 0 um número inteiro. Mostremos que se n−k
n

− An > 1 então

C ⩽ 0 para todo k ⩾ 0.

Note que

n− k

n
− An > 1 ⇔ 1− k

n
− An > 1

⇔ −k
n
− An > 0

⇔ An < −k
n

⇔ Ce−n
2π2δ < −k

n

⇔ C < −ke
n2π2δ

n
.

Como ken
2π2δ

n
⩾ 0, então C < 0 para todo k ⩾ 0.

Por outro lado, para todo inteiro maior do que n + 1 conseguimos garantir a

existência de um C > 0 e, portanto, podemos garantir que n+1 é o menor inteiro com

esta propriedade.

Portanto, segue que

|Ξ0,n| ⩽ 2(n+ 1)Ce−n
2π2δ.
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Por definição, Ξ0 =
⋃
n

Ξ0,n. Assim

|Ξ0| =

∣∣∣∣∣⋃
n

∆0,n

∣∣∣∣∣
⩽

∑
n

|∆0,n|

⩽
∑
n

2(n+ 1)Ce−n
2π2δ

= 2C
∑

(n+ 1)e−n
2π2δ.

Como o objetivo é provar que |Ξ0| ⩽ 1
2
, uma vez que

∑
(n+1)e−n

2π2δ <∞, tomamos

C =
(
4
∑

(n+ 1)e−n
2π2δ
)−1

,

na qual

|Ξ0| ⩽
1

2

e segue a afirmação.

Provemos agora o Lema 2.5.

Prova do Lema 2.5. Sejam θn = inf
p∈Z

|x0 − p
n
| e ϕjn = inf

p∈Z
|εj − p

n
|, as melhores apro-

ximações de ordem n de x0 e εj, respectivamente.

Pela definição de distância diofantina, é fácil notar que 0 ⩽ θn ⩽ 1
2n

e 0 ⩽ ϕjn ⩽ 1
2n
.

Fixe j e n. Assim, para algum p ∈ Z, temos

ϕjn = |εj − p
n
| =⇒ εj =

p
n
± ϕjn.

Para o que segue, será omitida a dependência de p em n e j.

Note que, como 0 ⩽ T0(x0) < ∞, em particular temos que sin(nπx0) ̸= 0, para

todo n ∈ N.
É necessário analisar dois casos.

Caso 1: εj ⩽ θn.

Temos

(x0 − εj, x0 + εj) ⊆ (x0 − θn, x0 + θn).

• Se θn = x0 − p
n
, temos x0 = θn +

p
n
e

(x0 − θn, x0 + θn) =
(
p
n
, 2θn +

p
n

)
⊆
(
p
n
, p+1

n

)
,
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pois θn ⩽ 1
2n
.

Observe que

sin(nπ( p
n
)) = 0 e sin(nπ(p+1

n
)) = 0.

Em particular, não existe x1 ∈ ( p
n
, p+1

n
) tal que sin(nπx1) = 0. Assim, conclúımos

que no intervalo (x0 − εj, x0 + εj), a função sin(nπx) tem sinal constante.

• Se θn = −x0 + p
n
então x0 = −θn + p

n
e

(x0 − θn, x0 + θn) ⊆
(
p−1
n
, p
n

)
.

Portanto, a função sin(nπx) tem sinal constante no intervalo (x0 − εj, x0 + εj).

Assim ∣∣∣∣∣
∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ =
∫ x0+εj

x0−εj
| sin(nπx)|dx.

Agora, fazendo a mudança de variável y = x− p
n
, temos

∫ x0+εj

x0−εj
| sin(nπx)|dx =

∫ x0+εj−
p
n

x0−εj−
p
n

| sin(nπy)|dy.

Como, para todo x ∈ R tal que |x| ⩽ 1
2
, vale

| sin(πx)| ⩾ 2|x|,

então ∫ x0+εj−
p
n

x0−εj−
p
n

| sin(nπy)|dy ⩾
∫ x0+εj−

p
n

x0−εj−
p
n

|2ny|dy ⩾

∣∣∣∣∣
∫ x0+εj−

p
n

x0−εj−
p
n

2nydy

∣∣∣∣∣ . (C.10)

De ∫ x0+εj−
p
n

x0−εj−
p
n

2nydy = 4nεj(x0 − p
n
), (C.11)

e de (C.10), obtemos

∫ x0+εj−
p
n

x0−εj−
p
n

| sin(nπy)|dy ⩾ 4nεj|(x0 − p
n
)|. (C.12)

Pelo Lema (A.12):

n|x0 − p
n
| ⩾ 1

π
| sin(nπx0)|. (C.13)
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Assim, combinando (C.12) e (C.13), conclúımos que∣∣∣∣∣
∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ 4

π
εj| sin(nπx0)|,

na qual ∣∣∣∣∣
∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ Cεj| sin(nπx0)|e−n
2π2δ

e, portanto, fica provado que no Caso 1 o resultado é válido.

Caso 2: εj ⩾ θn.

Considere a função

f(ε) =

∫ x0+ε

x0−ε
sin(nπx)dx.

De

f ′(ε) = 2 sin(nπx0) cos(nπε),

verificamos que:

i) Se sin(nπx0) ⩾ 0, então f é crescente em (0, 1
2n
) e decrescente em ( 1

2n
, 1
n
).

ii) Se sin(nπx0) ⩽ 0, então f é decrescente em (0, 1
2n
) e crescente em ( 1

2n
, 1
n
).

iii) f( p
n
) = 0, para todo p ∈ Z.

Agora, uma vez que εj =
p
n
± ϕjn, temos que∣∣∣∣∣

∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ x0+

p
n
±ϕjn

x0−
p
n
∓ϕjn

sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ .
A segunda integral acima pode ser descomposta da seguinte maneira:

∫ x0+
p
n
±ϕjn

x0−
p
n
∓ϕjn

sin(nπx)dx =

∫ x0−
p
n

x0−
p
n
∓ϕjn

sin(nπx)dx

+

∫ x0+
p
n

x0−
p
n

sin(nπx)dx

+

∫ x0+
p
n
±ϕjn

x0+
p
n

sin(nπx)dx.

Dessas integrais temos as seguinte informações:
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1.

∫ x0+
p
n

x0−
p
n

sin(nπx)dx = 0

2.

∫ x0−
p
n

x0−
p
n
∓ϕjn

sin(nπx)dx =

∫ x0

x0∓ϕjn
sin(nπx)dx

3.

∫ x0+
p
n
±ϕjn

x0+
p
n

sin(nπx)dx =

∫ x0±ϕjn

x0

sin(nπx)dx.

Assim, conclúımos que∣∣∣∣∣
∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ x0±ϕjn

x0∓ϕjn
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ . (C.14)

Mostremos que existe C > 0 tal que∣∣∣∣∣
∫ x0+ϕ

j
n

x0−ϕjn
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ Cϕjn| sin(nπx0)|. (C.15)

Mais uma vez, dividiremos em duas partes.

Parte 1: Se ϕjn ⩽ θn, podemos argumentar como no caso εj ⩽ θn e a desigualdade

acima é válida com a constante C = 4
π
.

Parte 2: θn ⩽ ϕjn.

Lembramos que 0 ⩽ θn ⩽ ϕjn ⩽ 1
2n

e suponha que sin(nπx0) ⩾ 0. Assim

∫ x0+ϕ
j
n

x0−ϕjn
sin(nπx)dx =

∫ 2
p
n
−x0+ϕjn

x0−ϕjn
sin(nπx)dx+

∫ x0+ϕ
j
n

2
p
n
−x0+ϕjn

sin(nπx)dx. (C.16)

Para a primeira integral do lado direito de (C.16), tomando a = x0 − ϕjn e b =

2 p
n
− x0 + ϕjn, temos

∫ b

a

sin(nπx)dx = − 1

nπ
(cos(nπx))ba

= − 1

nπ
(cos(nπb)− cos(nπa))

= − 1

nπ
(cos(nπ(2 p

n
− x0 + ϕjn))− cos(nπ(x0 − ϕjn)))

= − 1

nπ
(cos(2πp− nπ(x0 + ϕjn))− cos(nπx0 − nπϕjn)).

Como

cos(2πp− nπ(x0 + ϕjn)) = cos(2πp) cos(nπ(x0 + ϕjn)) + sin(2πp) sin(nπ(x0 + ϕjn))
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e sin(nπp) = 0 e cos(nπp) = 1 para p ∈ Z, vemos que

∫ 2
p
n
−x0+ϕjn

x0−ϕjn
sin(nπx)dx = − 1

nπ
(cos(nπ(x0 + ϕjn))− cos(nπx0 − nπϕjn))

= 0. (C.17)

Assim, por (C.16) e (C.17), obtemos∣∣∣∣∣
∫ x0+ϕ

j
n

x0−ϕjn
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ x0+ϕ

j
n

2
p
n
−x0+ϕjn

sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ . (C.18)

Na integral do lado direito de (C.18), notamos que a função sin(nπx) é positiva no

intervalo (2 p
n
− x0 + ϕjn, x0 + ϕjn).

Usaremos o seguinte fato.

Afirmação C.3. Sejam a, b ∈ R tais que sin(nπa) > 0 e sin(nπx) > 0 em (a−b, a+b).
A seguinte desigualdade é verdadeira∫ a+b

a−b
sin(nπx)dx ⩾ b sin(nπa).

Prova da afirmação. A prova deste resultado segue do fato que a função sin(nπx) é

côncava no intervalo (a− b, a+ b) e que a área dada pela integral é maior ou igual do

que a área do triângulo de base de tamanho 2b e altura sin(nπa).

Tomando a = p
n
+ ϕjn e b = x0 − p

n
, uma vez que sin(nπx) é não negativo em

(2 p
n
− x0 + ϕjn, x0 + ϕjn) e sin(nπ( p

n
+ ϕjn)) ⩾ 0, temos∣∣∣∣∣

∫ x0+ϕ
j
n

2
p
n
−x0+ϕjn

sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ |x0 − p
n
|| sin(nπ( p

n
+ ϕjn))|. (C.19)

Fato: Para todo x ∈ R satisfazendo |x| ⩽ π
2
, vale a seguinte desigualdade

| sin(x)| ⩾ 2

π
|x|.

Como | sin(nπ( p
n
+ ϕjn))| = | sin(nπϕjn)|, pelo Fato acima, segue que

| sin(nπϕjn)| ⩾
2

π
|nπϕjn| = 2nϕjn,

que implica ∣∣∣∣∣
∫ x0+ϕ

j
n

2
p
n
−x0+ϕjn

sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ 2nϕjn|x0 −
p
n
|. (C.20)
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Além disso, pelo Lema A.12, temos a seguinte desigualdade

n|x0 − p
n
| ⩾ 1

π
| sin(nπx0)|

e, portanto, a desigualdade (C.20) fica∣∣∣∣∣
∫ x0+ϕ

j
n

2
p
n
−x0+ϕjn

sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ 2

π
ϕjn| sin(nπx0)|.

Por fim, pelo Lema 2.4, temos que ϕjn ⩾ cεje
−n2π2δ, logo∣∣∣∣∣

∫ x0+ϕ
j
n

2
p
n
−x0+ϕjn

sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ Cεj| sin(nπx0)|e−n
2π2δ, (C.21)

em que C = 2c
π
.

Deste modo, combinando (C.14), (C.18) e (C.21), obtemos∣∣∣∣∣
∫ x0+εj

x0−εj
sin(nπx)dx

∣∣∣∣∣ ⩾ Cεj| sin(nπx0)|e−n
2π2δ. (C.22)

O caso em que sin(nπx0) ⩽ 0 segue de modo análogo.
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