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RESUMO

Com a crescente demanda por energia, a capacidade instalada de energia eólica vem
crescendo a cada ano. A necessidade de instalar as turbinas em torres mais altas para
aproveitar melhor a velocidade dos ventos fez com que o concreto se tornasse uma boa
opção como material de construção. Um dos problemas que mais afeta a durabilidade do
concreto é a carbonatação, que tem como consequência a destruição da camada protetora
nas barras de aço do reforço nas estruturas de concreto armado. Devido ao complexo modelo
matemático da carbonatação, métodos numéricos podem ajudar a compreender melhor o
fenômeno. Esse trabalho visa resolver numericamente, via Método dos Volumes Finitos, o
modelo matemático da carbonatação, e empregando a técnica Anderson Acceleration para
acelerar a convergência do método iterativo escolhido para resolver o sistema, o método de
Picard. Para isto, foi feito o desenvolvimento do modelo matemático bidimensional e de sua
formulação numérica, que foi implementada em Matlab®. O desempenho da implementação
foi avaliado em um caso benchmark da literatura, e em seguida três experimentos numéricos
foram utilizados para mostrar o ganho com o uso da técnica de aceleração. Neste trabalho,
mostrou-se que a implementação computacional desenvolvida é capaz de produzir soluções
em concordância com aquelas presentes na literatura e que Anderson Acceleration foi
efetivo em diminuir o número de iterações dos exemplos 2D, mas não do benchmark 1D.

Palavras-chave: Anderson Acceleration, Método de Picard, Carbonatação do Concreto,
Método dos Volumes Finitos, Torres de Concreto.



ABSTRACT

With the growing energy demand, the installed capacity of wind energy has grown every
year. The need to install the turbines in higher towers to make better usage of the
speed of the wind has made concrete a good option as a building material. One of the
problems that most affect the durability of concrete is carbonation, which destroys the
protective layer in the steel reinforcement bars, in the reinforced concrete structures. Due
to the complex mathematical model of carbonation, numerical methods can help to better
understand the phenomenon. This work aims to solve numerically, via Finite Volume
Method, the mathematical model of carbonation, and to use the Anderson Acceleration
technique to accelerate the convergence of the iterative method for solving the system,
the Picard’s method. To accomplish that the two-dimensional mathematical model and
its numerical formulation were developed, which was implemented in Matlab ®. The
implementation performance was evaluated using a benchmark case, and further, three
numerical experiments were used to show the gain with the acceleration technique. In
this work, it was shown that the developed computational implementation is capable of
producing solutions in agreement with those in literature and Anderson Acceleration was
effective in decreasing the number of iterations of the 2D examples, but not for the 1D
benchmark.

Key-words: Anderson Acceleration, Picard’s Method, Concrete Carbonation, Finite
Volume Method, Concrete Towers.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 CONTEXTUALIZAÇÃO

A energia eólica é usada há milhares de anos para funções como bombear água e
moer grãos, e nas últimas décadas tornou-se também uma excelente alternativa na geração
de eletricidade (JAIN, 2011).

Suas vantagens estão relacionadas ao meio ambiente, por sua produção ser livre de
emissão de gases do efeito estufa, e ao custo, por ser uma das fontes mais baratas de energia
renovável. Entretanto, também existem algumas desvantagens, como a variabilidade do
recurso eólico, a necessidade de se investir em linhas de transmissão e o impacto ambiental,
que deve ser mitigado quando possível (JAIN, 2011).

A demanda global por energia é crescente, e desde os anos 1970 com a crise do
petróleo, o interesse por fontes de energia alternativas e renováveis aumentou, acompa-
nhando o desenvolvimento tecnológico na área (PINTO, 2013). Isso levou ao projeto de
turbinas eólicas muito maiores e com maior capacidade de produção, paralelamente a um
rápido crescimento na indústria, favorecido por políticas de incentivo ao uso de fontes
renováveis (ENEVOLDSEN; XYDIS, 2019).

No Brasil, a energia eólica alcançou a marca de 19,1 GW de potência instalada em
726 usinas no ano de 2021, representando um crescimento de 1,9% com relação ao ano
anterior, segundo o boletim Infovento, produzido pela Associação Brasileira de Energia
Eólica (ABEEólica), o que tornou a energia eólica responsável por 10,8% da matriz
energética brasileira (ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE ENERGIA EÓLICA, 2021).

As torres de suporte das turbinas são partes críticas na infraestrutura da energia
eólica, e seu projeto e manutenção representam desafios de engenharia (WILLIS et al.,
2018). É comum que as torres sejam feitas de tubos de aço devido a sua rápida construção,
no entanto, com a crescente demanda de energia, torres mais altas são requeridas, acarre-
tando no aumento do diâmetro dos segmentos e consequentemente gerando problemas no
transporte até o sítio (de Lana et al., 2021).

As torres fabricadas em concreto surgem como alternativa para este problema,
e possuem vantagens sobre as de aço, entre elas, maior tolerância a cargas dinâmicas,
estabilidade para resistir a tombamento e controle da frequência natural da torre, além
disso, o concreto pré-moldado é um material durável quando comparado ao aço (de Lana
et al., 2021).

No setor eólico, as torres de concreto caracterizam-se pelo uso de concreto in
situ, ou alternativamente, segmentos de concreto pré fabricado, nesse caso, as unidades
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são transportadas ao sítio na forma de anéis completos ou de segmentos, a depender do
diâmetro da seção e do peso das unidades individuais para levar em conta a facilidade de
transporte e manipulação; as unidades são então empilhadas usando guindaste e as seções
da torre recém erguidas são tensionadas usando tendões (TRICKLEBANK et al., 2007).

Um exemplo deses segmentos e da montagem no sítio podem ser vistos na figura 1.

Figura 1 – Montagem da torre de concreto.

(a) Segmento de concreto pré fabricado. (b) Empilhamento dos segmentos.

Fonte: Acervo pessoal.

1.2 JUSTIFICATIVA

Com o crescimento do mercado de energia eólica, turbinas de maior capacidade
instalada precisaram ser montadas em torres mais altas, de modo a aproveitar a maior
velocidade e condições uniformes do vento a essas altitudes (JIN; LI, 2019), com isso,
torna-se necessário fabricar torres com maior rigidez estrutural, para suportar o peso da
turbina e as forças de flexão pela ação do vento, e um material que cumpre bem esses
requisitos é o concreto (TRICKLEBANK et al., 2007).

Uma vez que o concreto é um material permeável, pode ocorrer penetração de
substâncias agressivas que comprometem sua durabilidade, como ocorre na carbonatação,
que tem como consequência a destruição da camada protetora nas barras de aço do reforço,
nas estruturas de concreto armado (ZHANG, 2016).

Assim, é importante diagnosticar a deterioração das estruturas de concreto, para
avaliar suas condições e tomar ações corretivas, pois sua falha prematura aumenta os
custos de reparo e manutenção e compromete a segurança (SAETTA; VITALIANI, 2004).

Como a carbonatação é um processo lento, os experimentos em condições normais
de exposição levam tipicamente de 5 a 10 anos, às vezes mais, para serem realizados
(PAPADAKIS; VAYENAS; FARDIS, 1989). Por isso, muitas vezes é utilizada a condição
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acelerada, aumentando-se a concentração de dióxido de carbono a qual a estrutura está
submetida (VISSER, 2014).

No entanto, sabe-se que experimentos podem ser onerosos, logo torna-se interessante
estudar a modelagem matemática e a formulação numérica para simulação do problema.
No que diz respeito ao modelo matemático da carbonatação, as equações apresentam
forte acoplamento, não linearidades e períodos de interesse longos (ZHANG, 2016). Para
tratar essas questões numericamente, um método de discretização, como é o caso do
Método dos Volumes Finitos, precisa ser empregado. O tratamento das não linearidades
na implementação fica a cargo da estratégia de Picard.

O método de Picard pode apresentar convergência lenta, nesse contexto, métodos
de aceleração podem mitigar esse incoveniente e em alguns casos, até divergência, e
o Anderson Acceleration, em particular, já se mostrou eficaz em uma ampla faixa de
aplicações (WALKER; NI, 2011).

Diante do exposto, a contribuição desse trabalho está em aplicar a técnica Anderson
Acceleration no problema da carbonatação do concreto, visto que envolve equações com
fortes não linearidades e acoplamentos, e avaliar o uso da técnica.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo Geral

Esse trabalho tem como objetivo geral resolver, através do Método dos Volumes
Finitos, o modelo matemático da carbonatação, bem como avaliar o efeito do emprego da
técnica Anderson Acceleration na convergência da solução iterativa.

1.3.2 Objetivos Específicos

• Realizar uma revisão bibliográfica a respeito do fenômeno de carbonatação e dos
métodos numéricos;

• Discretizar as equações do modelo matemático da carbonatação, a saber: A conserva-
ção de massa do dióxido de carbono, a conservação de massa da água, a conservação
de massa do íon cálcio, e a variação de porosidade;

• Aplicar o Método de Picard para resolver o sistema de equações resultante da
discretização;

• Aplicar a técnica Anderson Acceleration ao Método de Picard implementado;

• Avaliar o número de iterações da solução utilizando o Anderson Acceleration e
comparar com a situação quando não se utiliza a técnica através de experimentos
numéricos.
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1.4 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

O presente capítulo é introdutório, a seguir, o trabalho foi organizado da seguinte
maneira: No capítulo 2 consta a fundamentação teórica, onde são apresentados os principais
conceitos referentes à pesquisa e a revisão de literatura dos temas essenciais ao trabalho;
no capítulo 3, a metodologia se divide no desenvolvimento do modelo matemático do
problema, na obtenção da formulação numérica e na implementação computacional; o
capítulo 4 apresenta resultados de exemplos numéricos e o capítulo 5 aborda a conclusão e
as considerações finais.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 CARBONATAÇÃO DO CONCRETO

O concreto é um material heterogêneo e complexo, composto essencialmente de
um meio de ligação, usualmente uma mistura de cimento e água, no qual são inseridas
partículas de agregados, como areia e brita. O cimento, por si só, não serve como meio
de ligação, mas adquire essa propriedade como resultado do processo de hidratação, no
qual são produzidos silicatos de cálcio hidratados (C-S-H), responsáveis pela característica
adesiva (MEHTA; MONTEIRO, 2005).

A durabilidade do concreto é fortemente influenciada pela sua permeabilidade, que
pode ser definida em termos gerais como a facilidade de um íon, molécula ou fluido se
mover através do concreto, e está relacionada com a estrutura de poro. Porosidade, por
sua vez, é uma medida da proporção do material representada por vazios (RICHARDSON,
2002).

A permeabilidade influencia a passagem de mecanismos que ameaçam a durabilidade.
Tendo isso em vista, o problema mais comum no concreto armado é a corrosão do reforço
interno, que pode ser causada por carbonatação ou pela entrada de cloreto na estrutura
(RICHARDSON, 2002).

Em termos gerais, pode-se definir carbonatação como a reação entre o dióxido de
carbono (CO2) presente no ar, e que se difunde nos poros do concreto, e o hidróxido de
cálcio (Ca(OH)2) da massa de concreto, formando carbonato de cálcio (CaCO3) insolúvel
e água, a figura 2 ilustra esse processo. A reação química que descreve o processo em
questão pode ser escrita como (PAPADAKIS; VAYENAS; FARDIS, 1991b; ZHANG, 2016):

Ca(OH)2(s) + CO2(g) → CaCO3(s) +H2O (2.1)

Mais precisamente, a reação de dissolução do Ca(OH)2 na água é dada por:

Ca(OH)2(s) → Ca2+
(aq) + 2OH−(aq) (2.2)

Então, alternativamente, a reação de carbonatação pode ser vista como a reação
de neutralização:

Ca2+
(aq) + 2OH−(aq) + CO2(g) → CaCO3(s) +H2O (2.3)
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Figura 2 – Figura esquemática da carbonatação.

Fonte: Adaptado de Possan et al. (2017)

Como mostrado pelas equações químicas, à medida que a carbonatação prossegue,
os hidróxidos em solução presentes nos poros do concreto são convertidos em carbonatos
sólidos e não solúveis, que preenchem os poros, diminuindo a porosidade do concreto.
Sabe-se que essa diminuição na porosidade se aplica ao cimento Portland, mas não
necessariamente a todos os tipos de cimento, além disso, ela pode ter influência positiva
em algumas propriedades do concreto, como o aumento da resistência à compressão, por
outro lado, como consequência negativa, tem-se a diminuição da ductilidade (TORRES et
al., 2017).

Uma das consequências mais importantes da carbonatação é a redução do pH da
estrutura, de valores entre 12,5 e 13,5 para valores abaixo de 9 (ZHANG, 2016); isso pode
levar à corrosão das barras de aço que reforçam o concreto armado, visto que elas são
protegidas por uma fina camada de óxido mantida pela alcalinidade do concreto ao redor,
que por sua vez, deve-se ao Ca(OH)2 produzido durante a reação dos componentes do
cimento com a água (PAPADAKIS; VAYENAS; FARDIS, 1989).

Essa mudança no pH tem efeito na durabilidade da estrutura, pois a corrosão das
barras de aço diminui a área da seção transversal disponível do reforço, reduzindo então,
sua resistência (PAPADAKIS; VAYENAS; FARDIS, 1989). Outro resultado prejudicial da
carbonatação é a deformação da estrutura, que altera a distribuição de tensão no concreto,
produzindo pequenas trincas que com o tempo podem se aprofundar e causar dano à
estrutura (ZHANG, 2016).
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A modelagem matemática da carbonatação tem sido extensamente desenvolvida
por diversos autores. Papadakis, Vayenas e Fardis (1989) desenvolveram um modelo
matemático unidimensional, baseado em balanços de massa para CO2 gasoso, Ca(OH)2

sólido, Ca(OH)2 dissolvido, C-S-H, e silicatos anidros, que sob certas simplificações levava
a uma expressão analítica para a evolução da frente de carbonatação (região que sofreu
carbonatação) com o tempo, em termos da composição do cimento e do concreto e das
condições ambientes.

Em Papadakis, Vayenas e Fardis (1991a), o modelo matemático desenvolvido ante-
riormente pelos mesmos autores foi estendido para incluir a faixa completa de umidade
relativa, e também foram apresentados os resultados do experimento da carbonatação ace-
lerada usando análise termogravimétrica para medir as concentrações sólidas de Ca(OH)2

e CaCO3.

Como modelos unidimensionais tendem a subestimar a profundidade da carbonata-
ção, Saetta, Schrefler e Vitaliani (1995) desenvolveram um modelo bidimensional, com
equações diferenciais para fluxo de umidade, calor e concentração de CO2 em materiais
porosos, e sua aplicabilidade foi testada na simulação do canto de uma estrutura de
concreto, com uma barra de reforço, empregando o Método dos Elementos Finitos.

Adicionalmente, Steffens, Dinkler e Ahrens (2002) desenvolveram um modelo
envolvendo equações de umidade, calor e CO2; a equação do balanço de massa do CO2 é
acoplada com energia térmica e água. O modelo foi resolvido usando Elementos Finitos
e um exemplo 2D foi apresentado para mostrar a aplicabilidade do modelo a problemas
reais.

Em Saetta e Vitaliani (2004) a influência de alguns parâmetros nas equações
governantes do modelo desenvolvido em 1995 foi analisada, a saber: o conteúdo máximo de
CaCO3 (que depende principalmente da composição do concreto), difusão de CO2, taxa
de carbonatação ideal (taxa com a qual a reação de carbonatação acontece em condições
ideais) e hidratação do cimento; vale citar que os autores concluíram que um dos fatores
mais influentes é a concentração de CO2 no ar. Em seguida, em Saetta e Vitaliani (2005)
foram realizados testes numéricos e experimentais para demonstrar a aplicação do modelo
matemático.

Diferentemente dos modelos desenvolvidos até então, Bary e Sellier (2004) foram
pioneiros em incluir o balanço de massa de íon cálcio contido na solução de poro, assumindo
que as espécies responsáveis por definir o fenômeno da carbonatação eram água, CO2 gasoso
e cálcio. As equações governantes foram discretizadas aplicando-se uma linearização clássica
pelo método de diferenças finitas para realizar a simulação de uma parede de concreto
sujeita a carbonatação acelerada, e os resultados da simulação foram comparados com
resultados experimentais, mostrando concordância aceitável em termos de profundidade
de carbonatação.
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Uma abordagem alternativa foi proposta por Park (2008), que desenvolveu um
modelo levando em conta que metade do dióxido de carbono reage com o hidróxido de
cálcio enquanto que a outra metade reage com o silicato de cálcio hidratado. O autor
estabeleceu equações para analisar a reação de metade do CO2 com o Ca(OH)2, e também
a diminuição da porosidade causada pela produção de CaCO3 e a reação entre CO2 e
C-S-H foram consideradas.

As condições ambientais que podem influenciar na taxa de carbonatação, tais como
temperatura, umidade relativa, velocidade e direção do vento foram analisadas por Li et al.
(2011), através de experimentos de carbonatação acelerada, a partir dos quais concluiu-se
que a taxa de carbonatação aumenta com o aumento da temperatura e diminui com o
aumento da umidade relativa, além disso, com relação aos efeitos do vento, o aumento
da velocidade do vento leva ao aumento da velocidade de carbonatação, o que também é
percebido para o vento na direção perpendicular à estrutura.

Talukdar, Banthia e Grace (2012), por sua vez, focaram nos efeitos que o aumento
da concentração de CO2 na atmosfera produz na carbonatação, e desenvolveram um
modelo que levava em conta a temperatura, a umidade e a variação da concentração de
CO2 com o tempo.

Como muitos experimentos de carbonatação são feitos sob condições aceleradas,
Visser (2014) discutiu os efeitos do processo de aceleração da carbonatação através do
aumento da concentração de CO2, e mostrou que isso não causa alteração no processo em
si, então os experimentos acelerados são válidos.

Um efeito que pode ter influência na carbonatação é a ação do vento na estrutura,
que foi estudada por Zou et al. (2015), o autor estabeleceu um modelo matemático que
levava em conta a transferência de massa induzida pela diferença de pressão causada pelo
vento em estruturas de concreto, com o objetivo de incluir a transferência de massa por
convecção no modelo, em vez de apenas por difusão, como faziam os modelos anteriores.

Similarmente a Bary e Sellier (2004), Zhang (2016) modelou o processo de carbo-
natação baseado nos balanços de massa para água, dióxido de carbono e íon cálcio, e na
variação da porosidade, com a diferença em relação ao modelo de Bary e Sellier (2004),
da taxa de dissolução, que o autor definiu como sendo proporcional à diferença entre as
concentrações saturada e instantânea de cálcio. O autor obteve a formulação numérica
pelo Método dos Volumes Finitos.

Torres et al. (2017) propuseram um modelo matemático simplificado para a carbo-
natação, como sendo um balanço de massa entre CO2, C-S-H e Ca(OH)2, e levando em
consideração a variação de porosidade com o tempo. Este modelo foi resolvido numerica-
mente e os resultados foram comparados com experimentos de carbonatação acelerada
realizados pelos próprios autores, e experimentos de campo, reportados por outros autores.
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Braga et al. (2018) estenderam para um domínio bidimensional o modelo matemá-
tico de Zhang (2016). As equações foram discretizadas utilizando o Método dos Volumes
Finitos, com um esquema de Euler implícito para o tempo. Foram realizados testes numé-
ricos com a formulação desenvolvida, primeiramente para um domínio unidimensional, e
em seguida em duas dimensões sob carbonatação natural.

Mais recentemente, Li, Li e Wang (2020) apresentaram modelos matemáticos des-
crevendo a difusão do dióxido de carbono no concreto usando a Lei de Fick, e considerando
o efeito da carbonatação modelada como um termo consumidor de CO2 na equação de
difusão. Três modelos foram apresentados, o modelo de difusão com carbonatação geral, o
modelo de difusão com carbonatação rápida e o modelo de difusão com fronteira móvel.

AL-Ameeri et al. (2021) desenvolveram um modelo baseado na difusão do CO2 e
na reação do Ca(OH)2, combinando fatores ambientais e climáticos como concentração
de CO2, temperatura e umidade relativa, com fatores internos como as propriedades do
concreto e a presença de trincas. O modelo foi resolvido numericamente em um exemplo
de carbonatação em duas geometrias, uma apresentando uma trinca e a outra não, para
avaliar a influência da presença da trinca.

2.2 ABORDAGEM NUMÉRICA E COMPUTACIONAL

Como se pode inferir, a análise do problema de carbonatação em torres de concreto
requer a solução de um sistema de equações diferenciais parciais (EDP’s), não lineares,
que podem ser resolvidas usando algumas estratégias, dentre elas, os métodos numéricos.

Essa classe de métodos se distingue dos métodos analíticos e experimentais pela
complexidade das equações e das geometrias que pode resolver, aproximando-se mais do
problema real, porém sem os custos que envolveriam experimentos (MALISKA, 2004).

Em engenharia, o uso de técnicas de simulação numérica se difundiu por diversas
razões, entre elas podem ser mencionadas: A necessidade de prever performance de
novos produtos; o custo envolvido na realização de experimentos, e em muitos casos, a
impossibilidade de realizá-los; a quantidade de informações que se pode obter a partir
de uma simulação e o avanço na capacidade de processamento e armazenamento dos
computadores (LöHNER, 2008).

Resolver uma EDP numericamente envolve encontrar aproximações para as deriva-
das, para isto, utilizam-se os chamados esquemas de discretização. Existem três principais
técnicas de discretização: Método das Diferenças Finitas (MDF), Método dos Elementos
Finitos (MEF) e Método dos Volumes Finitos (MVF) (VERSTEEG; MALALASEKERA,
1995; LöHNER, 2008).

O MDF aproxima derivadas de uma equação diferencial a uma expressão algébrica
utilizando séries de Taylor truncadas, em termos de cada ponto da malha e pontos
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vizinhos, esta técnica é mais aplicada em problemas que possuem geometrias com moderado
grau de complexidade, com malhas estruturadas e elementos uniformes (VERSTEEG;
MALALASEKERA, 1995; LöHNER, 2008).

O MEF tem sido extensamente aplicado à análise estrutural, seu princípio básico é
utilizar funções simples por partes para descrever variações nas incógnitas, e em seguida
minimizar os erros, multiplicando por funções peso e integrando, obtendo-se assim, um
conjunto de equações algébricas (VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995). Uma atenção
especial será dada ao MVF, devido ao escopo do presente trabalho.

2.2.1 Método dos Volumes Finitos (MVF)

No MVF, utiliza-se um balanço de conservação da propriedade de interesse no
volume elementar para obter equações aproximadas. Esse método sobressaiu-se ao MDF
como ferramenta nas áreas de escoamento de fluidos e transferência de calor, principalmente
pela possibilidade de associar a física do problema com a matemática e pela capacidade
de resolver problemas em geometrias irregulares (MALISKA, 2004).

O MVF possui algumas características importantes que contribuem para sua
ampla aplicabilidade. Uma das mais relevantes é que o método conserva as variáveis
transportadas de um volume discreto para o outro, ou seja, o MVF é conservativo. Isso
ocorre porque os fluxos são integrados na face do elemento (ou volume finito), logo, em
uma face compartilhada por dois elementos, o fluxo deixando um elemento será exatamente
igual ao fluxo entrando no outro elemento pela mesma face (MOUKALLED; MANGANI;
DARWISH, 2016).

Além disso, o MVF apresenta alta flexibilidade como método de discretização,
sobretudo devido ao fato desta ser realizada diretamente no espaço físico, sem que o
sistema de coordenadas precise ser transformado em computacional. Adicionalmente, o
método dos volumes finitos preserva a física dos problemas modelados, o que também
contribui para sua popularização e ampla faixa de aplicações (MOUKALLED; MANGANI;
DARWISH, 2016).

2.2.2 Método de Picard

Uma equação diferencial, ao ser discretizada, dá origem a uma equação algébrica
que pode ser linear ou não e pode ser resolvida através de métodos diretos ou iterativos.

O método de Picard é um exemplo de método do tipo iterativo para resolver
sistemas de equações algébricas não lineares. Conhecido também como iteração de ponto
fixo, iteração de Richardson, ou método da substituição sucessiva (KELLEY, 2018), esse
método possui a vantagem de não necessitar do cálculo da matriz Jacobiana, como é o
caso do método de Newton (LIPNIKOV; SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2013).
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Nesse sentido, uma ferramenta alternativa que também não exige solução de
matriz Jacobiana é o método Jacobian-free Newton-Krylov (JFNK). O JFNK é uma
combinação entre o método de Newton, como método iterativo não linear, e métodos do
subespaço de Krylov, para resolver as equações de correção de Newton; neste método, a
taxa de convergência não linear dos métodos da família Newton pode ser alcançada sem a
complexidade de resolver a matriz Jacobiana (KNOLL; KEYES, 2004).

Como uma técnica iterativa é usada para resolver as equações de correção de Newton,
não é requerida a solução exata do sistema linear, resultando no algoritmo chamado de
método de Newton "inexato"(KNOLL; KEYES, 2004). Por causa dessa natureza inexata, a
positividade da solução não é garantida, por exemplo no caso de concentrações de espécies,
o que pode levar à falha do cálculo (VELDHUIZEN; VUIK; KLEIJN, 2010). O método de
Picard, por sua vez, preserva a não negatividade da solução em cada iteração (LIPNIKOV;
SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2013).

O algoritmo básico do método de Picard exige que as equações sejam escritas na
forma de problemas de ponto fixo. Muitas equações não lineares podem ser formuladas
dessa maneira, que tem a forma (KELLEY, 2018):

x = G(x) (2.4)

Onde G é o mapa de ponto fixo, que pode ser não linear. Uma solução x da equação
(2.4) é chamada de ponto fixo do mapa G, e o processo iterativo é dado por (KELLEY,
2018):

xn+1 = G(xn) (2.5)

Onde n é o número da iteração.

O método de Picard, quando comparado com o método de Newton, é relativamente
mais fácil de implementar, porém uma desvantagem é que ele possui convergência linear,
que pode ser indesejavelmente lenta (AN; JIA; WALKER, 2017).

Para mitigar isso, podem ser utilizadas técnicas de aceleração da convergência, a
exemplo dos chamados Métodos de Extrapolação de Vetores, como o Minimal Polynomial
Extrapolation (MPE) e o Reduced Rank Extrapolation (RRE), que têm sido usados com
sucesso como aceleradores para iterações de ponto fixo em diversas áreas da ciência e da
engenharia (SIDI, 2012).

Pertencente a outra família de métodos, há o Pullay mixing, também conhecido
como Direct Inversion on the Iterative Subspace (DIIS), um dos esquemas mais populares
para aceleração de convergência em iterações de ponto fixo e que representa uma variante
específica de um método quasi-Newton, o método de Broyden (BANERJEE; SURYA-
NARAYANA; PASK, 2016). Nessa mesma família encontra-se o Anderson Acceleration,
também conhecido como Anderson mixing (WALKER; NI, 2011), que devido ao escopo
do trabalho, será detalhado na próxima subseção.
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2.2.3 Anderson Acceleration

Com o objetivo de resolver numericamente equações integrais não lineares, Anderson
(1965) propôs um procedimento para compensar algumas das desvantagens das técnicas
tradicionais, utilizadas na solução iterativa do sistema de equações no qual o problema se
transforma. O autor chegou a uma classe de procedimentos que aceleravam a convergência
de sequência de vetores iterativos e que mostravam ser úteis também em outros contextos.

A partir daí, o método passou a ser largamente empregado em cálculos de estrutura
eletrônica, onde era chamado de Anderson mixing. Em seu trabalho, Walker e Ni (2011)
chamam a técnica adequadamente de Anderson Acceleration e essa é a forma como é mais
amplamente conhecida. Os autores ressaltaram a utilidade do método em acelerar iterações
de ponto fixo, mostrando como sua aplicação em problemas lineares é realizada de forma
similar ao Método do Resíduo Mínimo Generalizado (GMRES), discutindo considerações
práticas na implementação e realizando experimentos numéricos para ilustrar a performance
do método.

O algoritmo básico do Anderson Acceleration no método de Picard tem a seguinte
forma:

Algoritmo 1: Anderson Acceleration do Método de Picard (WALKER, 2011)

1. Dados a aproximação inicial do vetor de solução x0 e a profundidade de aceleração
máxima m ≥ 1

2. Fazer x1 = G(x0), onde G é o mapa do ponto fixo

3. Para k = 1, 2...

4. Fazer mk = min{m, k}

5. Fazer Fk = (fk−mk
, ..., fk), onde fi = G(xi)− xi é o vetor de resíduos

6. Determinar α(k) = (α(k)
0 , ..., α(k)

mk
)T que resolve:

minα=(α0,...,αmk
)T ‖Fkα‖2 |

mk∑
i=0

αi = 1

7. Fazer
xk+1 =

mk∑
i=0

α
(k)
i G(xk−mk+i)
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Adicionalmente, a formulação original permite um passo mais geral:

xk+1 = (1− βk)
mk∑
i=0

α
(k)
i xk−mk+i + βk

mk∑
i=0

α
(k)
i G(xk−mk+i) (2.6)

Onde βk > 0. Na prática, βk é um parâmetro de amortecimento, 0 < βk ≤ 1, usado para
melhorar a convergência, reduzindo o tamanho do passo (WALKER, 2011). No restante
dessa discussão, será adotado βk = 1 para simplificação, que torna a expressão de xk+1

idêntica àquela do Algoritmo 1.

Neste algoritmo, o problema dos mínimos quadrados sujeito a uma restrição precisa
ser resolvido a cada iteração. Em Walker (2011), esse problema é transformado em uma
versão sem restrição, que é de solução direta usando decomposição QR, por exemplo.
Nesta transformação, é introduzida a notação ∆fi = fi+1 − fi, com i = k −mk, ..., k − 1 e
Fk = (∆fk−mk

, ...,∆fk−1).

Então o problema dos mínimos quadrados é equivalente a:

minγ=(γ0,...,γmk−1)T ‖fk − Fkγ‖2 (2.7)

Onde α e γ se relacionam por:

αi =


γ0, i = 0
γi − γi−1, 1 ≤ i ≤ mk − 1
1− γmk−1, i = mk

Se a solução da equação (2.7) é dada por γ(k) = (γ(k)
0 , ..., γ

(k)
mk−1)T , então tem-se

que:

xk+1 = G(xk)−
mk−1∑
i=0

γ
(k)
i [G(xk−mk+i+1)−G(xk−mk+i)] = G(xk)− χkγ(k) (2.8)

Onde χk = (∆Gk−mk
, ...,∆Gk−1), com ∆Gi = G(xi+1)−G(xi), i = k−mk, ..., k−1.

Dessa forma, o algoritmo pode ser reformulado como:

Algoritmo 2: Anderson Acceleration reformulado (WALKER, 2011)

1. Dados a aproximação inicial do vetor de solução x0 e a profundidade de aceleração
máxima m ≥ 1

2. Fazer x1 = G(x0), onde G é o mapa do ponto fixo

3. Para k = 1, 2...
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4. Fazer mk = min{m, k}

5. Determinar γ(k) = (γ(k)
0 , ..., γ

(k)
mk−1)T que resolve:

minγ=(γ0,...,γmk−1)T ‖fk − Fkγ‖2

6. Fazer
xk+1 = G(xk)− χkγ(k)

Em alguns problemas, é importante que a positividade da solução seja preservada
por causa de restrições físicas, no entanto, não é necessariamente possível garantir que
a iteração do Anderson Acceleration preserve a positividade porque alguma solução do
problema dos mínimos quadrados pode ser negativa (AN; JIA; WALKER, 2017). Em
seu trabalho, An, Jia e Walker (2017) propuseram uma modificação no algoritmo, caso a
solução violasse a restrição física.

Potra e Engler (2013) deram uma caracterização completa do comportamento
do Anderson Acceleration em problemas lineares, estendendo os resultados de Walker e
Ni (2011) para parâmetros de mistura não nulos em geral. O parâmetro de mistura é
utilizado no método para misturar a iteração anterior e a iteração do novo ponto fixo.
O trabalho também investigou o Anderson Acceleration "ótimo", onde o parâmetro de
mistura é escolhido em cada passo para minimizar o resíduo.

A primeira análise da convergência do Anderson Acceleration para problemas
lineares e não lineares foi feita por Toth e Kelley (2015), no entanto, esta análise não
foi suficiente para provar que a técnica acelerava a convergência. Foi em Evans et al.
(2020) que realizou-se um estudo teórico da melhoria da taxa de convergência. Os autores
mostraram que o Anderson Acceleration melhora a taxa de convergência de iterações
de ponto fixo linearmente convergentes, no entanto, quando utilizado com métodos de
convergência quadrática, a mesma é desacelerada.

A técnica tem se mostrado eficaz em diversas aplicações. A exemplo de Lipnikov,
Svyatskiy e Vassilevski (2013), que analisaram o uso de Anderson Acceleration no método
de Picard na solução de sistemas de equações algébricas não lineares que aparecem na
discretização, utilizando um esquema de volumes finitos não linear, das equações de
advecção-difusão em regime permanente. Os autores propuseram um método de Picard
modificado, em dois passos, fazendo uso de variáveis auxiliares, realizando, em seguida,
experimentos numéricos para comparar a convergência do Anderson Acceleration com o
método de Picard. Concluiu-se que a aceleração geral foi de duas vezes para problemas
dominados por advecção e cinco vezes para problemas dominados por difusão.
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Willert, Taitano e Knoll (2014) mostraram que Anderson Acceleration pode não
apenas aumentar a taxa de convergência das iterações de Picard, mas torná-la mais robusta.
Realizando dois problemas de teste, um para a equação do transporte de neutrôns com
fonte fixa, e outro na física de plasma para o sistema eletrostático Vlasov-Ampére, notou-se
que a convergência acontece mais rapidamente do que utilizando somente a iteração de
Picard para ambos os problemas, e para o último, permite aumentar o tamanho do passo
de tempo. Além disso, os autores perceberam que o Anderson Acceleration pode ser
combinado com outros métodos de aceleração para torná-lo mais eficiente.

Alguns trabalhos também mostram a eficácia do Anderson Acceleration para
resolver equações fortemente não lineares, como feito em An, Jia e Walker (2017), onde a
técnica foi utilizada para acelerar o método de Picard na resolução de equações do tipo
radiação-difusão. Os resultados numéricos obtidos mostram que comparado com o método
de Picard não acelerado, o Anderson Acceleration pode reduzir o número de iteração em
pelo menos metade.

No trabalho de Pollock, Rebholz e Xiao (2019), foi analisada a aplicação de
Anderson Acceleration no método de Picard para resolver as equações de Navier-Stokes
incompressíveis em regime permanente. Para mostrar a convergência melhorada, foram
realizados experimentos numéricos com o problema da cavidade em 2D e 3D, variando-se
o número de Reynolds, nos quais autores encontraram uma melhora expressiva com o uso
da técnica de aceleração.

Su, Dong e Wu (2019) propuseram usar a técnica no método de Picard para resolver
o sistema não linear resultante do esquema de volumes finitos não linear para problemas
de difusão anisotrópica tridimensional. Foram realizados testes numéricos para demonstrar
a eficiência do esquema proposto, e com isso concluiu-se que a convergência e precisão da
solução numérica podem variar com as propriedades iniciais e com a malha computacional.

Zhou, Sheng e Yuan (2020) propuseram um esquema de volumes finitos preservando
o Princípio do Máximo Discreto para a equação da condução do calor em malhas distorcidas.
Os autores também propuseram o que chamaram de Anderson Acceleration Modificado
(MAA), onde o problema de minimização foi modificado para minimizar os resíduos, pois
notou-se que o Anderson Acceleration clássico não apresentava boa estabilidade em alguns
experimentos numéricos, especialmente em malhas severamente distorcidas. Foi encontrado
que a taxa de convergência do MAA era sete vezes a da iteração de Picard e cinco vezes a
do Anderson clássico.

Até o momento, não foram encontradas referências de aplicação do Anderson
Acceleration no problema de carbonatação do concreto, o que mostra a originalidade do
presente trabalho.
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3 METODOLOGIA

A natureza numérica do estudo implica na adoção de algumas estratégias na meto-
dologia. Primeiramente, o domínio deve ser discretizado, e então as equações diferenciais
do modelo matemático devem ser aproximadas, via Método dos Volumes Finitos, para
cada célula do domínio, e o conjunto de equações algébricas resultantes desse passo deve
ser resolvido iterativamente.

3.1 MODELO MATEMÁTICO

Os fundamentos físico-químicos da carbonatação foram descritos no capítulo ante-
rior, no entanto, para completo entendimento do fenômeno, ele precisa ser matematica-
mente formulado, assim sua formulação precisa ser testada e validada (MOUKALLED;
MANGANI; DARWISH, 2016).

O modelo matemático aqui desenvolvido segue aquele proposto por Bary e Sellier
(2004) e Zhang (2016), baseado nas equações de conservação da massa para a água líquida,
para o dióxido de carbono e para o íon cálcio na solução de poro, tendo sido aqui estendido
para domínios 2D, assim como fez Braga et al. (2018).

Primeiramente, é preciso definir a taxa de reação de neutralização (rCH) e a taxa de
dissolução (rD) do Ca(OH)2 da pasta de cimento endurecido na água presente nos poros.
A taxa de neutralização, proposta por Bary e Sellier (2004) para levar em consideração a
concentração de íon cálcio e a pressão parcial do carbono é:

rCH = ϑkrchpcCa (3.1)

Onde ϑ é uma constante de taxa, cujo valor deve ser suficientemente alto para que
a condição de difusão prevalente seja satisfeita (BARY; SELLIER, 2004), pc é a pressão
parcial do CO2 na fase gasosa, Ca é a concentração de íon cálcio e krch é um fator de
redução agindo na dissolução do CO2 na água, em função do grau de saturação s, e é dado
por:

krch = 4s3/2(1− s3/2) (3.2)

A escolha dos expoentes da equação (3.2) resulta da suposição de máxima transfe-
rência de CO2 entre as fases gasosa e líquida, com o grau de saturação de cerca de 60%
(BARY; SELLIER, 2004).

A taxa de dissolução é proporcional à diferença entre as concentrações instantânea
(Ca) e de equilíbrio (Caeq) do íon cálcio na água de poro, desse modo, o processo de
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dissolução é interrompido quando a água de poro atinge a saturação de íon cálcio.

rD = εsksasCCHVCH(Caeq − Ca) (3.3)

Onde ε é a porosidade do concreto, ks é um coeficiente de transferência de massa,
as é a área superficial específica dos poros de concreto em contato com a água, CCH e VCH
são a concentração e o volume molar de Ca(OH)2 sólido, respectivamente.

Algumas suposições físicas fizeram-se necessárias para o desenvolvimento do modelo
(ZHANG, 2016), a saber:

• A fase gasosa é composta por uma mistura ideal de CO2 e ar, e a pressão dessa
mistura se mantém constante durante o processo de carbonatação;

• O transporte de umidade é devido, principalmente, à água líquida fluindo através
dos poros do concreto, logo, a transferência de massa devido à evaporação e à
condensação é desprezada;

• A transferência de calor é desprezada, visto que o processo ocorre a temperatura
constante;

• O Ca(OH)2 tem prioridade na reação com o CO2, por isso, a contribuição dos
silicatos de cálcio hidratados (C-S-H) no processo de carbonatação é desprezada.

3.1.1 Conservação de massa da água

A equação geral da conservação da massa da água líquida é:

∂(εsρw)
∂t

+∇ · (εs~uwρw) = Sw (3.4)

Onde, ρw é a massa específica da água, ~uw é o vetor velocidade da água através
dos poros do concreto e Sw é o termo fonte. A velocidade da água é definida pela Lei de
Darcy, como:

~uw = −kkrg(s)
µw

∇pw (3.5)

Onde, k é a permeabilidade, µw é a viscosidade dinâmica da água, pw é a pressão
da água e krg(s) é a permeabilidade relativa, que é função do grau de saturação:

krg(s) =
√
s[1− (1− sb)1/b]2 (3.6)

O parâmetro b é obtido de observações experimentais. A pressão da água pode
ser escrita por meio da pressão de capilaridade pcap, que por sua vez, é dependente da
umidade relativa H.

−pw = pcap = −ρwRT
Mw

ln[H(s)] (3.7)
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Onde, Mw é a massa molar da água. A relação entre a umidade relativa e o grau
de saturação é dada experimentalmente. Substituindo a equação (3.7) na equação (3.5), a
velocidade da água pode ser reescrita como:

~uw = −kkrg(s)ρwRT
µwMwH(s) H ′(s)∇s (3.8)

O termo fonte diz respeito à água líquida resultante da reação de neutralização:

Sw = MwεsrCH (3.9)

Assim, substituindo as equações (3.9) e (3.8) na equação (3.1), a equação da
conservação da massa da água se torna:

∂(εsρw)
∂t

−∇ ·
(
εsρ2

wkkrg(s)RT
µwMwH(s) H ′(s)∇s

)
= MwεsrCH (3.10)

3.1.2 Conservação de massa do dióxido de carbono

A equação da conservação da massa do dióxido de carbono é:

∂(ε(1− s)ρc)
∂t

+∇Wc = −Sc (3.11)

Segundo Zhang (2016), a convecção foi desprezada na equação pois os gradientes
de temperatura e pressão são pequenos; ρc é da massa específica do CO2 e Wc é o fluxo de
massa difusivo, que é dado pela Lei de Fick para a mistura de CO2 e ar:

Wc = −f(ε, s)Dcρm∇cc (3.12)

Onde ρm é a densidade da mistura, Dc é o coeficiente de difusão, e cc é a fração de
massa do CO2 relativo ao gás total, dado por cc = ρc/ρm.

O fator de resistência f(ε, s) descreve os efeitos de tortuosidade e a variação no
espaço ocupado pelo gás, definido por:

f(ε, s) = ε4/3(1− s)10/3 (3.13)

Utilizando a lei dos gases ideais, pcMc = RTρc, substituindo ρc na equação (3.12),
o fluxo difusivo pode ser reescrito como:

Wc = −f(ε, s)DcMc

RT
∇pc (3.14)

O termo fonte descreve a taxa de dissolução do CO2 na água líquida, e supondo
que a reação entre o dióxido de carbono dissolvido e o íon cálcio ocorre imediatamente,
pode ser escrito como:

Sc = McεsrCH (3.15)
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Logo, substituindo as equações (3.14) e (3.15) na equação (3.11), a equação da
conservação pode ser reescrita, após algumas simplificações, como:

∂(ε(1− s)pc)
∂t

−∇ · (f(ε, s)Dc∇pc) = −RTεsrCH (3.16)

3.1.3 Conservação de massa do íon cálcio

A equação geral da conservação de massa do íon cálcio na água líquida é:

∂(εsCa)
∂t

+∇ · (εsuwCa+Wa) = Sa (3.17)

Onde Wa é o fluxo difusivo de cálcio na água líquida, dado pela Lei de Fick:

Wa = −Daεs∇Ca (3.18)

Onde Da é o coeficiente de difusão global. O termo fonte representa a taxa molar
de cálcio consumido pela reação de neutralização e fornecido por meio da dissolução na
água de poro, e pode ser escrito como:

Sa = rD − εsrCH (3.19)

Substituindo as equações (3.18) e (3.19) na equação (3.17), e sabendo que uw vem
da Lei de Darcy para a velocidade da água, a equação da conservação da massa de íon
cálcio pode ser reescrita como:

∂(εsCa)
∂t

−∇ ·
(
εsCakkrg(s)ρwRT

µwMwH(s) H ′(s)∇s+Daεs∇Ca
)

= rD − εsrCH (3.20)

3.1.4 Variação da porosidade

Para completar o conjunto de equações do modelo matemático, também é preciso
estabelecer a variação da porosidade com o tempo, que depende da dissolução dos principais
hidratos da pasta de cimento, e da formação de carbonato de cálcio, e traz consequências
para o transporte de água, CO2 e cálcio.

∂ε

∂t
= rDVCH − εsrCHVCaCO3 (3.21)

Onde VCaCO3 é o volume molar do carbonato de cálcio.

3.2 FORMULAÇÃO NUMÉRICA

As equações que modelam o fenômeno da carbonatação são não lineares e forte-
mente acopladas. Desse modo, a estratégia de solução numérica é empregada, baseada na
discretização pelo Método dos Volumes finitos.
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A estratégia do MVF consiste na integração das equações governantes nos volumes
de controle finitos do domínio, substituição de aproximações para os termos na equação
integrada e solução do sistema algébrico resultante do passo anterior (VERSTEEG;
MALALASEKERA, 1995).

No MVF, o domínio de cálculo arbitrário é dividido em um número finito de
volumes de controle sem sobreposição, como mostrado na figura 3, a equação diferencial é
então, integrada em cada volume de controle (PATANKAR, 1980).

Um arranjo cell-centered é utilizado neste desenvolvimento, no qual as quantidades
das variáveis são armazenadas no centróide das células da malha, em contraste com
o arranjo vertex-centered, onde as variáveis são armazenadas nos vértices das células
(MOUKALLED; MANGANI; DARWISH, 2016).

Figura 3 – Domínio arbitrário com arranjo cell-centered.

Fonte: Adaptado de Moukalled, Mangani e Darwish (2016)

Assim, cada equação do modelo matemático foi discretizada no tempo e no espaço,
em um domínio Ω, para volumes de controle finitos ΩV . Para a discretização no tempo foi
utilizado o esquema de Euler implícito.

3.2.1 Forma discreta da equação da conservação de massa da água

A aproximação da equação da conservação da massa da água pelo Método dos
Volumes Finitos é realizada integrando a equação diferencial pela extensão do domínio Ω
e no tempo t:

∫ t

t0

∫
Ω

∂(εsρw)
∂t

dΩdt−
∫ t

t0

∫
Ω
∇ ·

(
εsρ2

wkkrg(s)RT
µwMwH(s) H ′(s)∇s

)
dΩdt =

=
∫ t

t0

∫
Ω

(MwεsrCH)dΩdt
(3.22)
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Admitindo que a integral no domínio Ω é equivalente ao somatório de integrais em
cada volume finito ΩV :∫ t

t0

NV C∑
i=1

∫
ΩV

∂(εsρw)
∂t

dΩV dt−
∫ t

t0

NV C∑
i=1

∫
ΩV

∇ ·
(
εsρ2

wkkrg(s)RT
µwMwH(s) H ′(s)∇s

)
dΩV dt =

=
∫ t

t0

NV C∑
i=1

∫
ΩV

(MwεsrCH)dΩV dt

(3.23)

Aplica-se o Teorema da Divergência no segundo termo do lado esquerdo da equação
de modo a substituir a integral de volume por uma integral de superfície (MOUKALLED;
MANGANI; DARWISH, 2016), e considerando o volume finito arbitrário ΩV , cuja fronteira
é ΓL pode-se eliminar o somatório e escrever a equação para esse único volume:

∫ t

t0

∫
ΩV

∂(εsρw)
∂t

dΩV dt−
∫ t

t0

∫
ΓL

(
εsρ2

wkkrg(s)RT
µwMwH(s) H ′(s)∇s

)
· d~Sdt =

=
∫ t

t0

∫
ΩV

(MwεsrCH)dΩV dt

(3.24)

Onde ~S é o vetor de superfície, definido por dS = ~ndΓL. Para uma integração de
valor médio simples utiliza-se o Teorema do Valor Médio, com um ponto de integração
localizado no centróide da face, essa aproximação tem precisão de segunda ordem e é
utilizada para domínios 2D e 3D (MOUKALLED; MANGANI; DARWISH, 2016).

∫ t

t0

∫
ΩV

∂(εsρw)
∂t

dΩV dt−
∫ t

t0

(
εsρ2

wkkrg(s)RT
µwMwH(s) H ′(s)∇s

)
· ~Ndt =

=
∫ t

t0

∫
ΩV

(MwεsrCH)dΩV dt

(3.25)

Onde ~N é o vetor normal à superfície da fronteira do volume finito. Rearranjando
e resolvendo a integração no espaço:

∫ t

t0

∂(εsρw)
∂t

dt =
∫ t

t0

NV C∑
i=1

(
εsρ2

wkkrg(s)RT
µwMwH(s) H ′(s)∇s

)
· ~Ndt+

∫ t

t0
(MwεsrCH)dt (3.26)

Integrando a equação no tempo utilizando Euler adiantado, tem-se a sua forma
discreta:

(εn+1
i sn+1

i − εni sni )ρw =
NV C∑
i=1

(
εni s

n
i ρ

2
wkkrg(s)RT

µwMwH(s) H ′(sni )∇sn+1
i

)
· ~N∆t+

+Mwε
n
i s

n
i ϑkrch(pc)ni Cani ∆t∆ΩV

(3.27)

3.2.2 Forma discreta da equação da conservação de massa do dióxido de carbono

Analogamente à obtenção da equação discreta para a conservação de massa da
água, é preciso integrar a equação (3.16) por toda extensão do domínio Ω e ao longo do
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tempo: ∫ t

t0

∫
Ω

∂(ε(1− s)pc)
∂t

dΩdt−
∫ t

t0

∫
Ω
∇ · (f(ε, s)Dc∇pc)dΩdt =

= −
∫ t

t0

∫
Ω
RTεsrCHdΩdt

(3.28)

O domínio Ω é discretizado em volumes finitos ΩV , e admite-se que a integral no
domínio é equivalente ao somatório de integrais em cada volume:∫ t

t0

NV C∑
i=1

∫
ΩV

∂(ε(1− s)pc)
∂t

dΩV dt−
∫ t

t0

NV C∑
i=1

∫
ΩV

∇ · (f(ε, s)Dc∇pc)dΩV dt =

= −
∫ t

t0

NV C∑
i=1

∫
ΩV

RTεsrCHdΩV dt

(3.29)

Aplicando o teorema da divergência no segundo termo do lado esquerdo da equação:

∫ t

t0

∫
ΩV

∂(ε(1− s)pc)
∂t

dΩV dt−
∫ t

t0

∫
ΓL

(f(ε, s)Dc∇pc) · d~Sdt =

= −
∫ t

t0

∫
ΩV

RTεsrCHdΩV dt

(3.30)

Utilizando o Teorema do Valor Médio:∫ t

t0

∫
ΩV

∂(ε(1− s)pc)
∂t

dΩV dt−
∫ t

t0
(f(ε, s)Dc∇pc) · ~Ndt =

= −
∫ t

t0

∫
ΩV

RTεsrCHdΩV dt

(3.31)

Resolvendo a integral no espaço e rearranjando:∫ t

t0

∂(ε(1− s)pc)
∂t

dt =
∫ t

t0

NV C∑
i=1

(f(ε, s)Dc∇pc) · ~Ndt−

−
∫ t

t0
RTεsrCHdt

(3.32)

Integrando no tempo utilizando o esquema Euler adiantado, a equação da conser-
vação de massa do dióxido de carbono é da forma:

εn+1
i (1− sn+1

i )(pc)n+1
i − εni (1− sni )(pc)ni =

NV C∑
i=1

(f(εn+1
i , sn+1

i )Dc∇(pc)n+1
i ) · ~N∆t−

−RTεsϑkrch(pc)n+1
i Cani ∆t∆ΩV

(3.33)

3.2.3 Forma discreta da equação da conservação de massa do íon cálcio

Integrando a equação (3.20) pela extensão do domínio e no tempo:∫ t

t0

∫
Ω

∂(εsCa)
∂t

dΩdt−
∫ t

t0

∫
Ω
∇ ·

(
εsCakkrg(s)ρwRT

µwMwH(s) H ′(s)∇s+Daεs∇Ca
)
dΩdt =

=
∫ t

t0

∫
Ω

(rD − εsrCH)dΩdt
(3.34)
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De forma análoga à subseção anterior, a forma discreta para a equação da con-
servação de massa do cálcio é obtida para os volumes finitos ΩV , e após a aplicação dos
Teoremas da Divergência e do Valor Médio, a forma semi discreta da equação (3.20) é:∫ t

t0

∂(εsCa)
∂t

dt =
∫ t

t0

NV C∑
i=1

(
εsCakkrg(s)ρwRT

µwMwH(s) H ′(s)∇s
)
· ~Ndt+

+
∫ t

t0

NV C∑
i=1

(Daεs∇Ca) · ~Ndt+
∫ t

t0
(rD − εsrCH)dt

(3.35)

Integrando a equação no tempo, usando o esquema de Euler adiantado:

εn+1
i sn+1

i Can+1
i − εni sni Cani =

NV C∑
i=1

(
εn+1
i sn+1

i Can+1
i kkrg(s)ρwRT

µwMwH(s) H ′(s)∇s
)
· ~N∆t+

+
NV C∑
i=1

(
Daε

n+1
i sn+1

i ∇Can+1
i

)
· ~N∆t+ εn+1

i sni asksCCHVCH(Caeq − Cani )∆t∆ΩV−

− εn+1
i sn+1

i ϑkrch(pc)ni Cani ∆t∆ΩV

(3.36)

3.2.4 Forma discreta da equação de variação da porosidade

A equação de variação da porosidade também deve ser integrada no espaço e no
tempo: ∫ t

t0

∫
Ω

∂ε

∂t
dΩdt =

∫ t

t0

∫
Ω
rDVCHdΩdt−

∫ t

t0

∫
Ω
εsrCHVCaCO3dΩdt (3.37)

Integrando primeiro no espaço, em um domínio Ω discretizado em volumes ΩV ,
levando em consideração que a integral no domínio é equivalente à integral em cada volume
finito: ∫ t

t0

∂ε

∂t
∆Ωdt =

∫ t

t0
rDVCH∆Ωdt−

∫ t

t0
εsrCHVCaCO3∆Ωdt (3.38)

Integrando no tempo, e com o esquema de Euler adiantado:

εn+1
i − εni =

(
εn+1
i sni ksasCCHV

2
CH(Caeq − Cani )− εn+1

i sni ϑkrch(pc)ni Cani VCaCO3

)
∆t (3.39)

As equações (3.27), (3.33), (3.36) e (3.39) podem agora ser resolvidas por métodos
computacionais. O algoritmo empregado para solucionar esse sistema pode ser descrito
nos seguintes passos (BRAGA et al., 2018; ZHANG, 2016):

1. Calcular a porosidade εn+1 pela equação (3.39)

2. De posse da porosidade, calcular o grau de saturação sn+1 com a equação (3.27)

3. Calcular a pressão parcial pn+1
c na equação (3.33), utilizando os valores atualizados

de εn+1 e sn+1

4. Finalmente, calcular a concentração de íon cálcio pela equação (3.36) com εn+1, sn+1

e pn+1
c atualizados.
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3.3 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

Após a definição das equações discretas, o próximo passo é resolvê-las computacio-
nalmente. Nessa etapa, para a criação dos domínios e a geração das malhas foi utilizado
o software de código aberto GMSH®, todos os códigos de solução foram implementados
no software comercial Matlab® e os resultados foram visualizados no software VisIt®,
também de domínio público.

O processo iterativo envolvendo as equações (3.27), (3.33), (3.36) e (3.39) é resolvido
em cada passo de tempo e só passa para o passo de tempo seguinte quando o sistema
converge com uma determinada tolerância. O Anderson Acceleration foi aplicado em cada
equação individualmente (exceto na equação (3.39) que é resolvida implicitamente), usando
o sistema linear fruto da discretização da equação como mapa do ponto fixo de entrada da
função do Anderson. O algoritmo 3 ilustra esse processo.

Assim, em cada iteração do algoritmo do acelerador tem-se um vetor de solução que
é uma aproximação melhor da solução real do que o anterior, assim espera-se a redução
no número de iterações do sistema como um todo a cada passo de tempo.

Algoritmo 3: Implementação - Processo iterativo

1. Calcular a porosidade:
εk+1

2. Calcular a saturação:
sk+1 = G(sk)− χkγ(k)

3. Calcular a pressão parcial de CO2:

pck+1 = G(pck)− χkγ(k)

4. Calcular a concentração de íon cálcio:

Cak+1 = G(Cak)− χkγ(k)
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4 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Neste capítulo são apresentados os resultados dos experimentos numéricos realizados.
Primeiramente, um problema de referência na literatura é mostrado para verificar a
implementação usada no trabalho, e em seguida, três exemplos 2D avaliam o uso da técnica
de aceleração.

4.1 CARBONATAÇÃO ACELERADA 1D

Nesta primeira seção são apresentados os resultados de um problema benchmark
presente no trabalho de Zhang (2016), com o objetivo de validar a implementação do
Anderson Acceleration.

Esse exemplo consiste da carbonatação acelerada, ou seja, submetida a uma con-
centração de CO2 muito maior que a do ar, em um domínio de natureza unidimensional
de comprimento L = 0, 05 m e razão água/cimento (a/c) do concreto igual a 0.8, com
extremidade esquerda exposta à atmosfera, na qual foi imposta uma concentração de
CO2 de 50%, pressão parcial de carbono P0 = 5× 104 Pa e umidade relativa H0 = 65%.
Foi utilizada uma malha com 100 divisões em x e tolerância de 10−6 tanto para para o
procedimento não linear quanto para o procedimento do Anderson.

A extremidade direita foi considerada como conectada ao restante da estrutura,
recebendo, portanto, uma condição de contorno de simetria:

∂pc
∂x

= 0 (4.1)

∂s

∂x
= 0 (4.2)

∂Ca

∂x
= 0 (4.3)

As condições iniciais do modelo de carbonatação são apresentados na tabela 1:

Tabela 1 – Parâmetros iniciais da carbonatação

Parâmetro Valor
ε 0,094
s 0,9490
Ca 22 mol/m3

pc 0 Pa
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Os resultados foram obtidos para pressão parcial de carbono, distribuição de íon
cálcio, dissolução de hidróxido de cálcio e produção de carbonato de cálcio, em 4, 16, 64 e
256 dias com passo de tempo de 24 horas, e são mostrados tanto para a implementação
sem Anderson Acceleration (original), nas figuras de 4 a 7, quanto para a implementação
com Anderson Acceleration com profundidade de aceleração m = 3 nas figuras de 8 a 11.

Figura 4 – Pressão parcial de carbono - original

Fonte: A autora.

Figura 5 – Distribuição de íon cálcio - original

Fonte: A autora.
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Figura 6 – Dissolução de hidróxido de cálcio - original

Fonte: A autora.

Figura 7 – Produção de carbonato de cálcio - original

Fonte: A autora.
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Figura 8 – Pressão parcial de carbono - Anderson Aceleration

Fonte: A autora.

Figura 9 – Distribuição de íon cálcio - Anderson Aceleration

Fonte: A autora.



41

Figura 10 – Dissolução de hidróxido de cálcio - Anderson Aceleration

Fonte: A autora.

Figura 11 – Produção de carbonato de cálcio - Anderson Aceleration

Fonte: A autora.

A partir das figuras, nota-se a existência de duas regiões: Com carbonatação e sem
carbonatação. A pressão parcial de carbono é decrescente devido à difusão e ao consumo
na reação, até que atinge o zero na zona sem carbonatação, como mostrado nas figuras 4 e
8. O íon cálcio é completamente consumido na região carbonatada, e após isso alcança
quase o valor da saturação, observado nas figuras 5 e 9.
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Nas figuras 6, 10, 7 e 11 é possível ver que o hidróxido de cálcio se dissolve com
taxa máxima próximo a interface entre as duas zonas, enquanto que a concentração de
carbonato de cálcio produzido é maior na região com carbonatação, e atinge o zero na
região sem carbonatação, já que nenhum dióxido de carbono se difunde nessa região e
desse modo a reação é interrompida.

É possível notar também que a interface entre as regiões com e sem carbonatação
avança mais para o interior da estrutura com o aumento do tempo simulado.

Esses resultados apresentam concordância satisfatória com aqueles obtidos por
Zhang (2016) para este benchmark, o que mostra que a implementação pode ser utilizada
em outras aplicações, e a implementação do Anderson Acceleraion mantém a conformidade
dos resultados com os da literatura.

No que diz respeito ao número de iterações do sistema por passo de tempo, a
figura 12 mostra a comparação do número de iterações do problema sem utilizar Anderson
Acceleration e com Anderson com diferentes profundidades de aceleração (m=3, 5, 7, 9 e
11). Como para este problema não se nota diferença expressiva no número de iterações
para cada caso, foi escolhido apresentar o problema de carbonatação em 16 dias para
melhor visualização dos dados, além disso, os valores são mostrados na tabela 2

Tabela 2 – Número de iterações por timestep

timestep Sem AA AA m=3 AA m=5 AA m=7 AA m=9 AA m=11
0 160 161 161 161 161 161
1 91 91 91 91 91 91
2 397 403 403 403 403 403
3 72 73 73 73 73 73
4 201 201 201 201 201 201
5 144 144 144 144 144 144
6 541 548 548 548 548 548
7 56 56 56 56 56 56
8 98 99 99 99 99 99
9 50 51 51 51 51 51
10 151 151 151 151 151 151
11 54 54 54 54 54 54
12 54 52 52 52 52 52
13 286 287 287 287 287 287
14 70 70 70 70 70 70
15 51 51 51 51 51 51
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Figura 12 – Número de iterações por passo de tempo

Fonte: A autora.

Nota-se que para o problema 1D o Anderson Acceleration não é efetivo na diminuição
do número de iterações, apesar de no passo de tempo 11 (12º dia) o número de iterações
cai em duas, nos outros passos de tempo ou se mantém o mesmo ou aumenta. No entanto,
o objetivo principal desse exemplo, que era validar a implementação comparando seus
resultados com aqueles obtidos na literatura, foi cumprido.

4.2 CARBONATAÇÃO NATURAL 2D DO CANTO DE UMA ESTRUTURA

O segundo exemplo foi adaptado de Saetta, Schrefler e Vitaliani (1995) e consiste do
canto de uma estrutura de concreto de 35 mm de espessura, protegendo uma barra de aço
de reforço, mostrado na figura 13. As extremidades esquerda e inferior foram consideradas
expostas ao ambiente, com umidade relativa de H0 = 65%, em função da qual é calculado
o grau de saturação, 0.8720, concentração de CO2 de 0.035%, a pressão parcial de carbono
do contorno foi considerada P0 = 50 Pa. As demais faces são conectadas à estrutura, ou
seja, valem as condições de simetria descritas pelas equações (4.1) a (4.3), extendidas
para o caso 2D. A malha utilizada no problema foi uma malha estruturada, mostrada na
figura 14 e a tolerância foi 10−6 tanto para para o procedimento não linear quanto para o
procedimento do Anderson.
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Figura 13 – Geometria do segundo exemplo

Fonte: Saetta, Schrefler e Vitaliani (1995)

Figura 14 – Malha do segundo exemplo

Fonte: A autora

A distribuição da porosidade inicial foi considerada como uma distribuição lognor-
mal (BRAGA et al., 2018), como mostrada na figura 15, e nesse exemplo foi utilizado um
concreto com a/c igual a 0.5.
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Figura 15 – Porosidade inicial

Fonte: A autora

O resultado desse problema de carbonatação natural após 365 dias de simulação
com timestep de 24 horas é mostrado nas próximas figuras, tanto sem Anderson Acceleration
quanto com Anderson com m=3.

Figura 16 – Resultados da implementação original

(a) Produção de CaCO3 (b) Distribuição de Cálcio

Fonte: A autora
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Figura 17 – Resultados da implementação Anderson Acceleration m=3

(a) Produção de CaCO3 (b) Distribuição de Cálcio

Fonte: A autora

Nota-se que os resultados coincidem nos dois casos e além da profundidade de
aceleração igual a 3, também foram testadas m = 5, 7, 9 e 11, todas coincidindo com o
resultado original. A comparação entre o número de iterações em cada passo de tempo
para esses casos é mostrada na figura 18 e como é possível notar, a aplicação do Anderson
Acceleration resulta na redução do número de iterações por passo de tempo, mostrando
que a técnica atinge seu objetivo para este caso, também se nota que não houve diferença
entre as profundidades de aceleração testadas, logo, para este problema, um valor próximo
do ótimo é m = 3, já que a partir daí não se nota um ganho de performance.

Ainda não é clara na literatura a existência de um m ideal, visto que esse valor
tende a variar de problema para problema. No geral, observa-se que a aceleração da
convergência inicialmente cresce com o valor de m, mas tende a estabilizar com valores
pequenos a moderados e pode até diminuir para valores maiores. Valores típicos vão de 2
a 12, mas podem ser maiores em alguns casos (ANDERSON, 2019).
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Figura 18 – Número de iterações com cada m por passo de tempo

Fonte: A autora

Em seguida foram testados diferentes valores de βk, o parâmetro de amortecimento.
O propósito desse teste é avaliar a influência do parâmetro no número de iterações. A
figura 19 mostra o resultado da comparação entre número de iterações por passo de tempo
nas situações βk = 1 (sem amortecimento), βk = 0.25, βk = 0.50 e βk = 0.75, utilizando m
= 3. É possível notar que dentre os valores de amortecimento testados, não há diferença no
número de iterações, tanto que as curvas se sobrepõem, e entre estes e a curva de βk = 1
houve uma pequena redução no número de iterações em alguns passos de tempo.
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Figura 19 – Número de iterações com cada βk por passo de tempo

Fonte: A autora

4.3 CARBONATAÇÃO 2D DE UMA VIGA

O terceiro exemplo foi adaptado de Saetta e Vitaliani (2005) e consiste do estudo
de uma viga que colapsou devido a corrosão das barras de reforço (figura 20).

Figura 20 – Viga colapsada

Fonte: Saetta e Vitaliani (2005)

Devido ao considerável esforço computacional necessário para executar esse pro-
blema, optou-se por simular metade da geometria, onde o eixo de simetria foi considerado
isolado. A malha construída para este exemplo é mais refinada nas extremidades, visto
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que é a região que sofre carbonatação, e menos refinada no meio, como pode ser visto na
figura 21. Esta malha possui 5444 elementos.

Figura 21 – Malha do terceiro exemplo

Fonte: A autora

Inicialmente, foi rodado um caso de carbonatação natural simulando 365 dias,
usando o passo de tempo igual a 12 horas e tolerância 10−4; as condições ambientais às
quais a viga estava submetida são pressão parcial de carbono P0 = 50 Pa e umidade
relativa H0 = 65%; além disso, também foi usada a distribuição lognormal de porosidade
inicial. Os resultados podem ser vistos na figura 22, que mostra a produção de carbonato
de cálcio, o principal produto da carbonatação, e o consumo de íon cálcio após os 365 dias;
nota-se que o resultado está condizente com o esperado do ponto de vista físico, e a frente
de carbonatação para 1 ano de simulação é aproximadamente 0.004 mm.
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Figura 22 – Resultados do terceiro exemplo carbonatação natural

(a) Produção de CaCO3 (b) Distribuição de Cálcio

Fonte: A autora

A título de comparação, embora alguns parâmetros sejam diferentes, no trabalho
de Saetta e Vitaliani (2005), o experimento realizado com espécimes coletadas da viga
colapsada mostrou que após 17 anos de serviço (tempo que a viga levou para falhar) a
profundidade de carbonatação média era igual a 22.5 mm.

Levando em consideração a impraticabilidade de simular esse período de tempo
para esta malha, optou-se por simular a carbonatação acelerada no período de 1 ano (365
dias) com passo de tempo de 48 horas, para ter uma profundidade de carbonatação mais
expressiva nos resultados, considerando como premissa que essa viga estaria em um túnel
fechado submetida a constante ação de CO2 dos automóveis que passam pelo túnel. Para
esta situação acelerada foi adotada uma pressão parcial de carbono no contorno igual a
5× 104 Pa, assim como no primeiro exemplo.

Essa versão do problema foi utilizada para mostrar a aplicação do Anderson
Acceleration com profundidade de aceleração m = 11. As figuras 23 e 24 mostram os
resultados após 365 dias da implementação original e com Anderson, respectivamente.
É possível notar que, como esperado, a carbonatação avança mais para o interior da
estrutura, pois o aumento na concentração de CO2 causa o aumento da difusão do gás e
consequentemente aprofunda a reação.



51

Figura 23 – Resultados da implementação original

(a) Produção de CaCO3 (b) Distribuição de Cálcio

Fonte: A autora

Figura 24 – Resultados da implementação Anderson Acceleration m=11

(a) Produção de CaCO3 (b) Distribuição de Cálcio

Fonte: A autora

Finalmente, a comparação entre o número de iterações do sistema por passo de
tempo das duas implementações é mostrado na figura 25. Vemos que há uma diminuição
do número de iterações da versão usando a aceleração, com uma diferença máxima no
passo de tempo 171 de 805 iterações. É interessante notar que nesse exemplo houveram
alguns passos de tempo que o Anderson Acceleration produziu mais iterações do que a
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versão original, como por exemplo o passo 2, que a versão com Anderson teve 2 iterações
a mais. Entretanto, no geral, a técnica apresentou um ganho interessante.

Figura 25 – Resultado número de iterações por passo de tempo

Fonte: A autora

4.4 CARBONATAÇÃO 2D NA SEÇÃO DE UMA TORRE

O último exemplo simula a carbonatação numa seção anelar, transversal ao eixo,
da torre de concreto de um aerogerador de eixo horizontal, como o que pode ser visto na
figura 26.
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Figura 26 – Vista lateral da torre mostrando a seção simulada

Fonte: Adaptado de Tricklebank et al. (2007)

Esta região é considerada como tendo um raio externo de 2.5 metros (JIN; LI,
2019) e espessura igual a 400 milímetros (TRICKLEBANK et al., 2007), para simplicidade,
optou-se por simular apenas 1/4 da seção considerando as características simétricas da
geometria.

O contorno externo da torre está exposto ao ambiente, e para considerar a ação
do vento, o qual sabe-se que pode acelerar a carbonatação (LI et al., 2011), foi usada
uma concentração de CO2 de 5% para simular esse efeito; usando a lei de Dalton, isso
resulta em uma pressão parcial de 5066 Pa. Essa consideração é meramente para fins
demonstrativos no exemplo, visto que a concentração de CO2 influencia na difusão, mas
a diferença de pressão causada pelo vento gera uma transferência de massa do gás para
dentro da estrutura causada por convecção, também chamada de transferência de massa
por penetração (ZOU et al., 2015), no entanto, o modelo atual despeza esse efeito.

O contorno interno da torre, diferentemente do externo, não está sobre ação do
vento, mas está exposto ao ar atmosférico, então as pressão parcial de CO2 da carbonatação
natural, 50 Pa, foi admitida. Em ambos os contornos, assumiu-se umidade relativa igual
a 65%, os demais contornos estão isolados. A malha utilizada nesse exemplo é mostrada
na figura 27 e conta com 1842 elementos, a distribuição lognormal de porosidade inicial é
mostrada na figura 28.



54

Figura 27 – Malha do quarto exemplo

Fonte: A autora

Figura 28 – Distribuição de porosidade inicial

Fonte: A autora

Neste exemplo, a carbonatação foi simulada durante 4380 dias (aproximadamente
12 anos), com passo de tempo igual a 30 dias e tolerância igual a 10−4.
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Os resultados para produção de CaCO3 e distribuição de cálcio após 4380 dias
são mostrados nas figuras 29 e 30 para as versões sem e com Anderson Acceleration com
m = 4, respectivamente.

Figura 29 – Resultados da implementação original

(a) Produção de CaCO3 (b) Distribuição de Cálcio

Fonte: A autora

Figura 30 – Resultados da implementação Anderson Acceleration m=4

(a) Produção de CaCO3 (b) Distribuição de Cálcio

Fonte: A autora
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As figuras 29 e 30 mostram que os resultados mantém concordância para os
dois casos. A produção de CaCO3 é maior na extremidade na qual foi aplicada maior
concentração de dióxido de carbono, como esperado, enquanto que a extremidade que
estava sujeita a carbonatação natural apresenta uma produção de carbonato de cálcio
quase imperceptível quando comparada com a face externa.

Percebe-se também, nas figuras de distribuição de íon cálcio, valores mínimos
negativos em ambos os casos, o que não faz sentido físico visto que não existe concentração
negativa de espécies. No entanto, por ser um valor muito pequeno (da ordem de 10−10),
acabou não afetando os resultados dos outros campos. Essa instabilidade surgiu no passo de
tempo 97, como pode ser visto na figura 31, que representa cerca de 8 anos de carbonatação.

Figura 31 – Instante inicial da instabilidade do íon cálcio

(a) Original (b) Anderson Acceleration

Fonte: A autora

É interessante notar que esse comportamento não aprece em nenhum dos exemplos
anteriores, o que pode mostrar uma limitação da presente implementação em simular
períodos de tempo mais longos, provavelmente porque esta implementação utiliza uma
aproximação de alta ordem para o termo advectivo da equação de íon cálcio.

Aproximações de alta ordem nos termos advectivos, como é o caso das diferenças
centrais, geram soluções que apresentam oscilações numéricas em regiões de grandes
gradientes, no entanto isso não significa que as soluções oscilatórias não estão convergidas,
pois a impossibilidade de dissipar as oscilações é uma característica das aproximações de
alta ordem, o uso de uma aproximação upwind de primeira ordem resolveria esse problema
(MALISKA, 2004).
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Logo, ainda é válido mostrar os resultados da comparação do número de iterações
do sistema por passo de tempo entre as versões com Anderson Acceleration com m = 4 e
sem Anderson, que é vista no gráfico 32.

Figura 32 – Resultado número de iterações por passo de tempo

Fonte: A autora

Vê-se que o número de iterações é reduzido bastante ao aplicar o acelerador. A
máxima diferença aconteceu no passo de tempo 104 e foi igual a 2542 iterações, mostrando
um grande potencial de redução, assim como apontado em outros trabalhos da literatura.
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5 CONCLUSÕES

5.1 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho foi desenvolvida a modelagem matemática em duas dimensões do
fenômeno de carbonatação do concreto, baseado nas equações de conservação de massa da
água, do dióxido de carbono e do íon cálcio e na equação de variação da porosidade. Sua
formulação numérica foi desenvolvida baseada no Método dos Volumes finitos com uma
abordagem cell-centered.

A performance da tecnica de aceleração Anderson Acceleration foi demonstrada
em quatro exemplos numéricos. O primeiro consistia de um benchmark 1D introduzido em
um trabalho de referência na área, que é Zhang (2016), os outros três eram domínios 2D
adaptados de Saetta, Schrefler e Vitaliani (1995), Saetta e Vitaliani (2005) e uma seção
transversal de uma torre de aerogerador.

Em um primeiro momento, verificou-se que a implementação computacional utili-
zada no trabalho era capaz de produzir soluções em concordância com aquelas mostradas
na literatura. Na avaliação da aceleração do processo iterativo, foi verificado que, curiosa-
mente, Anderson Acceleration não foi efetivo quando aplicado ao problema 1D, por outro
lado, os problemas 2D foram beneficiados pelo uso da técnica.

No problema da seção 4.2 foi observado que houve uma diminuição no número de
iterações por passo de tempo, com relação à simulação sem empregar o acelerador, para
todos os valores de profundidade de aceleração testados, os quais produziram o mesmo
número de iterações quando comparados entre si. A diferença máxima entre o número de
iterações das versões com e sem acelerador foi 79 iterações e a diferença mínima foi igual a
zero em alguns passos de tempo onde não houve ganho, porém não houve nenhum passo de
tempo em que o número de iterações com Anderson foi maior do que sem Anderson. Além
disso, ainda foram testados três valores diferentes para o parâmetro de amortecimento que
ainda possibilitou um pequeno ganho em alguns passos de tempo.

Adicionalmente, no problema da seção 4.3 mostrou-se a diferença na penetração
da carbonatação na estrutura quando se roda o experimento nas situações natural e
acelerada, e para a condição acelerada foram mostrados os resultados com e sem Anderson
Acceleration, onde notou-se que houve ganho com a utilização da técnica de uma maneira
geral, embora em alguns timesteps a versão com Anderson apresentou mais iterações.

No exemplo 4.4 um domínio que simulava a seção de uma torre de aerogerador
apresentou resultados promissores com relação ao uso da técnica de aceleração, com
diferença máxima de 2542 iterações de redução, apesar de uma pequena inconsistência
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física nos resultados da distribuição do íon cálcio a partir de aproximadamente 8 anos de
carbonatação, o que pode estar relacionado ao tempo total de simulação escolhido e a
aproximação de alta ordem para o termo advectivo na equação do íon cálcio.

No geral, percebeu-se que o refinamento da malha tinha influência na performance
do Anderson, pois foi visto que malhas mais refinadas apresentavam maiores diferenças
entre as duas versões, mostrando assim que a aceleração depende muito do problema como
um todo.

Por fim, vale ressaltar que os resultados estão dentro do esperado da física da carbo-
natação. Em concordância com vários outros trabalhos já citados na revisão bibliográfica,
o presente trabalho demonstrou que Anderson Acceleration é um bom candidato a técnica
de aceleração do método de Picard, diminuindo o número de iterações, preservando a física
do problema e mantendo a concordância com os resultados gerados sem utilizar a técnica.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Uma interessante extensão do presente trabalho é empregar outras técnicas de
aceleração no problema da carbonatação, como as já citadas Minimal Polynomial Extrapo-
lation, Reduced Rank Extrapolation e o Anderson Acceleration Modificado proposto em
Zhou, Sheng e Yuan (2020), ou empregar Jacobian-free Newton-Krylov como estratégia
de solução iterativa do sistema, com atenção à preservação da positividade da solução e
comparar com os resultados obtidos neste trabalho usando Anderson Acceleration.

Com relação à física do problema da carbonatação, é possível estudar mais a fundo
o efeito da velocidade do vento na difusão do CO2 no concreto, e consequentemente, na
carbonatação, podendo ser discretizado e implementado computacionalmente o modelo
matemático proposto por Zou et al. (2015).

No geral, o campo de estudos de métodos numéricos para o problema da carbonata-
ção é muito vasto e relativamente pouco explorado, e seria beneficiado por mais trabalhos
nessa área considerando o esforço computacional e o tempo gastos na solução do problema
para malhas mais refinadas.
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