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Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo detalhado sobre o Grupo de Lie munido de uma
métrica Lorentziana invariante a esquerda, denominado espago de Damek-Ricci. A
partir dos resultados obtidos por Adriana A. Cintra, Francesco Mercuri e Irene 1. Onnis
em "Minimal surfaces in Lorentzian Heisenberg group and Damek—Ricci spaces via the
Weierstrass representation"[5], apresentamos a construgao da formula da representacao
de Weierstrass, bem como alguns exemplos de imersoes minimas conformes, para o caso

em que esses espagos sao Lorentzianos 4-dimensionais.

Palavras-chave: Superficies minimas, Teorema da representacao de Weierstrass, es-

pacos Damek-Ricci, grupos de Lie.



Abstract

In this work, we will detail the study of the Lie Group equipped with a left invariant
Lorentzian metric called Damek-Ricci space. Based on the results obtained by Adriana
A. Cintra, Francesco Mercuri and Irene I. Onnis in "Minimal surfaces in Lorentzian
Heisenberg group and Damek—Ricci spaces via the Weierstrass representation"[5], we
present the construction of the formula of representation of Weierstrass, as well as
some examples of conformal minimal immersions, for the case where these spaces are

4-dimensional Lorentzian.

Keywords: Minimal surfaces, Weierstrass representation theorem, Damek-Ricci spa-

ces, Lie groups.
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Introducao

O estudo das superficies minimas ganhou notoriedade em 1860 com o desenvol-
vimento da férmula de representacao para tais superficies em R3 pelo alemao Karl
Weierstrass através da analise complexa. Conhecida atualmente como Formula da Re-
presentacao de Weierstrass, essa formula consiste em uma ferramenta indispensavel na
construcao de exemplos de superficies minimas, além de possibilitar o uso da teoria das
funcoes holomorfas para investigar propriedades estruturais de tais superficies imersas
em Espacgos Euclidianos. J. Lira, M. Melo e F. Mercuri em [22] apresentaram a versao

local da Representagao de Weierstrass da seguinte forma:

Teorema 0.1. (Representacio de Weierstrass). Sejam Q@ C C um congunto aberto
munido de uma coordenada complexa z = u + 1w e M € uma superficie de Riemann.
Seja f : Q@ — R3 uma imersao minima conforme. Definindo ¢ € T'(f*TM ® C) como

o vetor tangente complexo

_— = —

°=35; ou ov

Cof 1(of of
_82'_5( )

Entao, as componentes Fuclidianas ¢q,a = 1,2,3, de ¢, definidas por

N,
6= 2 G0
satisfazem as sequintes condigoes:
i) |ouf* +1gaf” +16sl” > 0,
W ¢+ 5+ ¢35 =0,
i) = =0,

Reciprocamente, se () é simplesmente conezxo e ¢, : Q2 — C,a =1,2,3, sao fungoes

que satisfazem as condicoes acima, a aplicacdo

f= 2Re/¢dz

2



€ uma 1mersao minima conforme bem definida.

Em 1979, K. Kenmutso em [12]| estudou analiticamente a aplicacao de Gauss de
superficies imersas arbitrarias em R®. A partir disso, apresentou a prova do seguinte

resultado:

Teorema 0.2. A aplicacio de Gauss ¥ de uma superficie imersa em R3 satisfaz a

FEquacao de Beltrami:
ov ov

9z "oz

onde H denota a curvatura média da superficie.

Esse resultado consiste na generalizacao do teorema na teoria de superficies minimas
em R?, uma vez que a aplicacao de Gauss dessas superficies ¢ uma aplicacao holomorfa
na esfera de Riemann. No caso de superficies imersas de curvatura média constante
nao-nula, K. Kenmotsu, a partir da férmula generalizada de Weierstrass, mostrou como
construir uma imersao isométrica de uma variedade bidimensional simplesmente conexa
em R3 tal que a aplicacdo de Gauss seja uma aplicacao harmonica fornecida.

Considerado pioneiro da teoria global das superficies minimas completas no espago
euclidiano 3-dimensional, R. Osserman (ver [26] e [27]), a partir do conhecimento da
estrutura compacta de Riemann de uma superficie minima, da aplicacao de Gauss e
dos dados geométricos-analiticos, apresentou a formulagao global do teorema da Re-
presentacao de Weierstrass para tais superficies minimas de curvatura total finita.

As generalizagoes das formulas cléssicas de Weierstrass para superficies genéricas
imersas em R? possibilitam descricoes diretas das superficies e o estudo das proprieda-
des globais de superficies imersas em R? e suas deformacoes integraveis.

Em 1999, B. Konopelchenko e G. Landofli em [18] apresentaram generalizagoes da
Representacao de Weierstrass para superficies imersas nos espacos multidimensionais
Euclidianos e Riemannianos. A partir da comparacao dos resultados obtidos com as
formulas de K. Kenmotsu em [12], estudaram as propriedades do funcional de Willmore
para imersao nos espacos Fuclidianos R3. Em particular, estabeleceram uma forma

mais simples para o funcional de Willmore, antes dado por
W = / H?[dS)],

agora:
W = 4/p2dxdy(z =z +1iy).

A representacao generalizada de Weierstrass obtida provou ser uma ferramenta

eficaz para estudar superficies em R3 e R?* e suas deformacoes integraveis, uma vez que



permite construir uma nova classe de deformacoes de superficies através da equagao de
Veselov-Novikov modificada (ver [16] e [17]). Dessa forma, esses autores provaram que
a caracteristica dessas deformacoes integraveis é que o funcional Willmore permanece
invariavel (ver [19] e [3]).

Em 1983, O. Kobayashi em [13] obteve um teorema do tipo Representagao de Wei-
erstrass no espago Lorentz-Minkowski 3-dimensional L* = (R? g = dx; + dx3 — dx3)
para imersoes do tipo-espago. Neste mesmo espaco, J. Konderak em [15] provou uma
versao global do teorema da Representacao de Weierstrass para imersoes do tipo-
tempo usando fungoes IL-diferenciaveis com valores na algebra dos ntimeros de Lorentz
L={u+7v;u,v € Re 72 =1}, onde 7 ¢ a unidade imaginaria. Em 2011, J. Lira, M.
Melo e F. Mercuri em [22] estenderam esses teoremas da Representagao de Weierstrass
para superficies minimas em variedades Lorentzianas 3-dimensionais.

A descri¢ao de um método para obter uma férmula de Representagao de Weierstrass
para superficies minimas simplesmente conexas em variedades Riemannianas imersas
em H e H? xR foi dada por F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu em [23] a partir da equagao
do mapa harmoénico padrao. O grupo Hs é um grupo de Lie Heisenberg 3-dimensional,

2-nilpotente isomorfo ao R?, munido de uma métrica invariante a esquerda

I’Qdﬂfl I‘leEQ 2
2 2

g = da} + daj + (dxg—l- -

O H? x R também é um grupo de Lie com a estrutura produto e munido com a
métrica invariante a esquerda

g da? + dx3

2

2
+ dz3,
Lo

onde o plano hiperbdlico H?> = {(z1,73) € R? : 5 > 0} com a estrutura de grupo
obtida pela composicao de aplicagdes proprias afins é um grupo de Lie e a métrica
guz = (dz? + dx3)/x3 é invariante & esquerda.

A partir da introducao de uma classe de grupos de Lie 2-nilpotentes que surgem
da nogéo de composicao de formas quadraticas devido a A. Kaplan em [11] e pelas
propriedades geométricas de suas extensoes unidimensionais introduzidas por E. Damek
em [7], E. Damek e F. Ricci em [8] apresentaram um contra-exemplo para a conjectura
de Lichnerowicz feita em [21] em 1944. A. Lichnerowicz questionou a possibilidade dos
espacos harmonicos de dimensao maior que 4 coincidirem com espacos simétricos de
posto 1, uma vez que conseguiu provar que em dimensoes nao superiores a 4 os espacos
harmonicos coincidem com os espacos simétricos de posto 1.

Em 1990, Z. Szab6 em [25] usando os espagos de cobertura universal, forneceu uma



prova dessa conjectura para variedades harmonicas compactas em dimensoes arbitrarias
que possuem um grupo fundamental finito. Em 1992, E. Damek e F. Ricci em [§],
provaram que no caso nao-compacto, a conjectura de Lichnerowicz, em geral, nao é
verdadeira para infinitas dimensoes, sendo a menor delas 7. O contraexemplo dado
por E. Damek e F. Ricci, consiste em um grupo de Lie simplesmente conexo, onde a
algebra de Lie é a soma semi-direta da algebra generalizada de Heinsenberg com um
espago vetorial unidimensional, equipado com a métrica induzida invariante & esquerda
chamado de espaco Damek-Ricci.

Neste trabalho iremos dar uma versao detalhada do artigo [5] de A. Cintra, F.
Mercuri e I. Onnis. Apresentaremos a constru¢ao da formula da Representacao de
Weierstrass para os espagos de Damek-Ricci Lorentianos 4-dimensionais de dois tipos.
O espago Damek-Ricci Lorentziano 4-dimensional do primeiro tipo, denotado por S},
é equipado com uma métrica Lorentziana invariante a esquerda, onde consideramos
uma métrica Riemanniana no fator Heisenberg e uma métrica negativa no fator R.
Nestes espagos encontraremos as condigoes de harmonicidade que satisfara o seguinte

Teoremas

Teorema 0.3. Seja Q2 C K um conjunto aberto munido de coordenadas (para)complezas
e f:Q — S} de imersio minima conforme. Entao, os componentes do vetor tangente

ara)complexo
(para)comp

_if _x
gb—%_;@bzez

satisfazem as sequintes condicoes:
i) [Wil” + [l + [sl” = [val® # 0,
i) Ut 3+ Y5 — Y =0,

oy

iii) ’“+ ZL iy, =0, k=1,2,34.

1,j=1
Reciprocamente, se S} € simplesmente conexo e ; : 0 — K, 1 =1,2,3,4, sdo fungoes

que satisfazem as condigoes acima, entio a aplicagao f : Q — S} com coordenadas

4
fi= 2Re/ZAij¢jdz, i=1,2,3,4,
j=1

define uma imersao minima conforme em S}.

Analogamente, para o espago Damek-Ricci Lorentziano 4-dimensional do segundo

tipo, denotado por S}, consideramos uma métrica Lorentziana no fator Heisenberg e



uma métrica positiva em R. Assim, encontraremos as condi¢oes de harmonicidade que

satisfara o seguinte Teorema:

Teorema 0.4. Seja Q2 C K um conjunto aberto munido de coordenadas (para)complexas
e f:Q— S} de imersio minima conforme. Entao, os componentes do vetor tangente

(para)complezo

LA
¢—%—;¢i€i

satisfazem as sequintes condicoes:

i) Jn]? + o] — |us|? + [wal® # 0,
W) i+ -3+ i =0.

S
iii) a_; +35 > LEgip; =0, k=1,2,34.
ij=1
Reciprocamente, se ) € simplesmente conexo e ; : Q0 — K i = 1,2, 3,4, sao funcoes

que satisfazem as condigoes acima, entio a aplicagao f: Q — S3 com coordenadas

4
fi = 2R€/ZAU¢JdZ, 1= 1,2,3,4
j=1

define uma imersio minima tipo-tempo (ou tipo-espago) conforme em S3.

Dividiremos esse trabalho da seguinte maneira:

No capitulo 1 apresentaremos a Representagao de Weierstrass em variedades Rie-
mannianas e Lorentzianas n-dimensionais. Em seguida, a Representacao para o caso
dos Grupos de Lie.

O capitulo 2 é dedicado a Geometria dos espagos Damek-Ricci, apresentando o
grupo de Heisenberg Riemanniano generalizado e o grupo de Heisenberg Lorentziano
generalizado.

No capitulo 3, descreveremos a Representacao de Weierstrass para os Espacos
Damek-Ricci Lorentzianos S} e S3. Finalmente, no capitulo 4 apresentaremos alguns

exemplos de superficies minimas tipo-espaco e tipo-tempo nestes espagos.



Capitulo 1

A Representacao de Weierstrass

Neste capitulo, apresentaremos a Representacao de Weierstrass em variedades Ri-
emannianas e Lorentzianas n-dimensionais. No caso riemanniano, a representacao
foi obtida por F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu em [23]. Esses autores, usando a
equagao do mapa harmonico padrao, estenderam a versao local da Representagao de
Weierstrass para o caso de superficies minimas, simplesmente conexas, n-dimensionais
imersas em uma variedade Riemanniana. J. Lira, M. Melo e F. Mercuri em [22] apresen-
taram uma Representacao de Weierstrass para superficies em variedades Lorentzianas

3-dimensionais e a generaliza¢ao dessa representagao ¢ dada por A. Cintra em [4].

1.1 Representacao em variedades Riemannianas

Defini¢ao 1.1. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional, ¥ uma
superficie de Riemann e f : ¥ — M™ uma aplica¢ao suave. O fibrado pull-back f*(T'M)
€ definido por

A (TM) ={(e,v) e ExTM :m(v) = f(e),v € Treym},

e possui uma métrica e uma conexao compativel, a conexao de pull-back, induzidas pela

métrica Riemanniana e a conexao de Levi-Civita da variedade M.

Considerando a complexifica¢do do fibrado E = f*(T'M) ® C, a métrica g pode ser

estendida para [E como:

e Uma forma bilinear complexa (-,-) : E x E — C;

e Uma métrica Hermitiana ((-,-)) : E x E — C,

e sao relacionadas por: ((V,W)) = (V,W).



1. A Representacao de Weierstrass

Sejam (u,v) coordenadas locais em X e z = u + iv o parametro local complexo e

definido os operadores complexos usuais:

0 1/0 .0 . 0 1/0 w 0
— === —-i= — == =—+i=).
0z 2\ 0u ov 0z 2\ 0u ov
A conexao pull-back estende a uma conexao complexa em E, Hermitiana com res-

peito & métrica ((-,-)) e tem-se (veja em [20]) que E possui uma tnica estrutura holo-

morfa tal que a secao W : 3 — E é holomorfa se, e somente se,

VoW =0, (1.1)

2
oz
onde V é a conexao pull-back.

Considerando ¢ : ¥ — E a secao do fibrado E dada por

of 1[/of of
(b_&_é(__ _)7

u " Ov
(@) # - (3l
= Jx | 7 sy A | T Jx | 5 y
» ou » ov » ov »
valem as seguintes propriedades:

i) A aplicagdo f é uma imersao se, e somente se, ((¢, ¢)) # 0. De fato, pois

1 of .of of .of
oo = 1 {{ (5 —5) - (5u ~7a)))
1 of of of of
-3l Gos) o (55
1(oF]> |Of]|°
z<— o0 )
ii) Se f é uma imersao, entao f é conforme se, e somente se, (¢, ¢) = 0. De fato, pois
L (fof of of .Of
e = 5 (G o) (o)
1 of of ., of of, . 0f Of of of
=1 (9 (%7 %) - 19(%7%) - zg(%,%) -9 (%7 %)>
1

[ (22,2
4 ||ou I\ou a0 )|

onde

of
ou

ou

2

ov



1. A Representacao de Weierstrass

Assim, (¢, ¢) = 0 se, e somente se,

of

off* _
| ou

i of ar\ _,
ou ¢ 9\ ou v ’

ou seja, se e somente se, f é conforme.

Seja f : ¥ — M uma imersao conforme e z = u + iv um parametro local conforme.
Entéo, a métrica induzida é dada por ds? = A2(du® + dv?) = \?|dz|*, onde A = | f’ =

| 8f } e o operador Beltrami-Laplace em Y2, com respeito a métrica induzida, é dado por:

L (Ofof  Of0f L0f0f
o 2 27J ZJ
A=A (8u6u+8vav) R

Definicao 1.2. Seja ¥ uma superficie de Riemann. Uma aplicagao f : ¥ — M é

harmonica se, e somente se,

7(f) = tr(Vdf) =0, (1.2)

onde T(f) € dito campo de tensao de f. Essa equagdo é conhecida com equag¢ao harmo-

nica.

F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu em [23] apresentaram a equag¢ao harmonica (1.2)
em termos de coordenadas locais {1, xs, ..., 2, } em uma vizinhanca U C M" tal que
UnN f(X) # 0. Assim, em um aberto Q C X,

- 0
¢ = Z¢j%>
=1 ’

para algumas fungoes complexas ¢; definidas em 2. Com respeito a decomposicao de

¢, o campo de tensao pode ser escrito como

i a0
() = Z{ALHA ngkaj;f aj;k}ax

i=1 Jk=1

— ZZ{ L wk} (L3)

7,k=1



1. A Representacao de Weierstrass

onde F;k sao os simbolos de Christoffel de M. A secao ¢ é holomorfa se, e somente se,

"9 “ (0 0 o D
<; qbi@_am) - 2{ oz oz, T V% axl}

1=

v

Slo

Entao, ¢ é holomorfa se, se somente se,

00 N~ : .
.+ > Tidigr =0, i=1,..n (1.4)

J,k=1

De (1.3) e (1.4) temos que
A2 (Vg0) =r(f).

Assim, f : ¥ — M é harmonica se, e somente se, ¢ é uma se¢ao holomorfa de E. Agora,
j& que uma aplicagao conforme de uma superficie para uma variedade Riemanniana é
harménica se, e somente se, for uma imersdo minima (ver em [9]), concluimos que uma
imersao conforme é minima se, e somente se, ¢ é uma se¢ao holomorfa de E.

Nessas condigoes, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1. (Representacio de Weierstrass em variedades Riemannianas) Sejam
(M™, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional e {xy,xa,...,x,} coordenadas lo-
cais. Sejam ¢, j = 1,...,n, funcoes a valores complexos definidas em um dominio
aberto simplesmente conexo @ C C que sao solugées de (1.4). Entao, a aplicagio f

com fungoes coordenadas dadas por:

o) =2me ([ oy )

estda bem definida e define uma imersao conforme minima se, e somente se, as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
(1) Y7y 9idiPr # 0;

10



1. A Representacao de Weierstrass

(2) > k=1 9jx®ik = 0.

Demonstragao. Dado A C ) aberto, mostremos que a integral de ¢; sobre qualquer

curva fechada v = 0A, é igual a zero. De fato, pelo Teorema de Green, temos que

Re/qﬁde— /Re )du — Tm(;)dv // (aRe ¢:) aIg‘i”) dudv. (1.5)

Note que a equagao (1.4) pode ser escrita como:

a¢z

+Zrk¢k¢j_ +Z¢k¢Jrlk+Zr 6> =0, i=1,..,n.

Jik=1 j#k
Como ngjgbk + gb}@ = 2Re(q§j¢k), segue que

3@

+2ZFkRe Oro;) +ZF ;] i=1,..,n.
>k
~ z a¢z
onde os I'’s sao calculados em f;(z) = 2Re [ ¢;dz. Portanto, Ve € R. Desde que
0 z
Op; 09i 0%
oz ou ov
1 (O0Re(¢s) OIm(e) +1’ ORe(b;) n 0Zm(¢;)
2 ou v 2 v ou ’

temos

=0.

IRe(¢s) 4 IIm(¢:)
v ou
Logo, de (1.5) segue que Re(fV ¢;dz) = 0, ou seja, a 1-forma ¢;dz ndo tem periodos
reais. Dessa forma, concluimos que f é uma fun¢ao bem definida. Além disso, note
que s propriedades i) e ii) garantem que f é uma imersao conforme.
O

1.2 Representacao em variedades Lorentzianas

Nesta secao introduziremos alguns conceitos sobre a élgebra dos ntimeros paracom-
plexos (ou de Lorentz) L. Maiores detalhes sobre a algebra L. podem ser encontrados
em [15]. Além disso, apresentaremos os resultados obtidos por A. Cintra em [4], sobre
a Representacao de Weierstrass em variedades Lorentzianas n-dimensionais e para o

caso de grupos de Lie.

11



1. A Representacao de Weierstrass

1.2.1 Algebra dos ntimeros paracomplexos

Definicao 1.3. A dlgebra dos nimeros paracomplexos € a dlgebra dada por

L ={a+7b,a,be R},
onde T € uma unidade imagindria tal que 7> = 1.

As operagoes de soma e produto em L sao definidas por:

(CL1 + Tbl) + (CLQ + Tbg) = (CLl + CLQ) + T(b1 + bg);
(a1 + Tbl) . (CLQ + Tbg) = (CL16L2 + agbg) + T(a1b2 + bl(lg).

Munido dessas operacoes, I se torna uma algebra associativa, comutativa e com uni-

dade sobre os reais e o conjunto de divisores zero é o conjunto
K ={a+7a,a # 0}.
Esta algebra é isomorfa a R @ R (com a multiplica¢do de coordenadas) via a aplicagao

)L - ROR
1
a+T1h — §(a+b,a—b).

Como no caso complexo, a paraconjugacao ¢ dada por a + 7b := a — 7b e a L-norma

de z =a+ 7b € L ¢é definida por
1
2] = |22]2 = |a® — B?|2.

Se z € L\K U {0}, entdo z é inversivel e o inverso ¢ dado por 27! =

o

Definicao 1.4. Seja Q C IL um conjunto aberto e zy € ). A LL—derivada de uma
funcao f:Q — 1L em 2y € definida por

flz) =  lm LB =)

Z—r20 — Z
s—mel\Kufoy © 0

se o limite existe. Se f'(zq) existe, dizemos que f é L-diferencidvel em z.

Observagao 1.1. A condicao de LL-diferenciabilidade € muito menos restritiva que
a diferenciabilidade complera usual. Por exemplo, a LL-diferenciabilidade em zy nao

implica na continuidade de f em zg.

12



1. A Representacao de Weierstrass

Proposicao 1. A L-diferenciabilidade em um conjunto aberto Q) C 1L implica na dife-
renciabilidade usual em Q e df (20)(z) = f'(20)z,V z € Q.

Demonstrag¢ao. A Demonstragao desta proposicao se encontra em [4]. O

Definicao 1.5. Os operadores paracomplexos sao dados por:
o _1(o 9N 9 _1(o 0
0 2\ou  ov) “ 9z 2\ou ow)’

Teorema 1.2. Seja f: Q — L tal que f(u,v) = a(u,v) + 7b(u,v), onde u+71v € Q €

onde z =u + Tv.

a,b sao de classe C* em Q. Entao f € L-diferencidvel se, e somente se, —— = 0.

0z

Demonstragao. Pela proposigao 1 f é L-diferenciavel se, e somente se, df(z) é uma

)

Entao f é IL-diferenciével se, e somente se,

matriz da forma

, = —(u,v
u,v) =5 (w,0) -
oa _0b
) (U,U) %(Uﬂv)
Desde que
of _ of of
9 (% —7%)

da ob da ob
(i)~ (55|

da  Ob ob  Oa
(5-2)-(3-2)

tem-se que 5 0 se, e somente se, valem as equagoes para-Cauchy-Riemann (1.6). [J
z

N[~ N~ N

Observagao 1.2. Note que derivando as equagdes (1.6) temos que as condigoes de

integrabilidade sao dadas pelas equagoes de onda

Oy, — Ay = 0= buu - bvv-

Proposigao 2. Seja v uma curva em L. Se f: Q — L tal que f(u,v) = a(u,v) +

7b(u,v), onde a e b sio de classe C, é uma fungao L-diferencidvel com 3 continua,
z
entao of
—dz = .
8 82 < f(z>|7

13



1. A Representacao de Weierstrass

Além disso, a integral nao depende do caminho escolhido.

Demonstra¢ao. Como f é L-diferenciavel, por (1.6) segue que

%dz = g(du + 7dv) = /(au + 7by)du + (b, + Ta,)dv
0z , 02 .

= (a,du + a,dv) + 7(b,du + b,dv) = /d(a + 7b)

= (a+7b)]y = f(2)]-

]

1.2.2 Representacao em variedades Lorentzianas n-dimensionais

Considerando imersoes tipo-espago e tipo-tempo, A. Cintra em [4] apresenta a gene-
ralizacao da Representacao de Weierstrass para superficies em variedades Lorentzianas
n-dimensionais.

Sejam M uma superficie de Riemann (no caso tipo-espago) ou uma superficie de
Lorentz (no caso tipo-tempo) e K o conjunto dos niumeros complexos C ou os nimeros
de Lorentz L.

Sejam (Mn, g) uma variedade Lorentziana n-dimensional e f : M — M" uma
aplicacdo suave. A métrica Lorentziana e a conexao de Levi-Civita de M induzem no
fibrado pull-back f*(TM) uma métrica e uma conexao compativel, a conexao pull-back.
Considerando a (para)complexificacdo do fibrado E = f*(TM) ® K, a métrica g pode

ser estendida para [E como:

e Uma forma bilinear (para)complexa (-,-) : E x E — K;

e Uma métrica (para)Hermitiana ((-,-)) : E x E — K,
Sejam (u,v) coordenadas locais em M. Entao,

1. Se M é uma superficie de Riemann, podemos considerar z = v + iv o parametro

local complexo e definir como
9 _1(9_9) 0 _1(0 0
0= 2\ou ‘ov) “ 0z 2\ou " 'ov)

2. Se M é uma superficie de Lorentz, seja z = u + Tv o parametro local para-
complexo. Considerando (u,v) como coordenadas isotérmicas paracomplexas e

definindo

14



1. A Representacao de Weierstrass

9 _1(0 9\ 0 _1(0 2
0 2\ou ' ov) C oz 2\ou Tow)’
pode-se considerar
_of 1 /[0f of
¢= 0z (0u+7—8v)

como uma secao do fibrado [E, onde valem as seguintes propriedades:

i) A aplicagdo f é uma imersao se, e somente se, ((¢,¢)) # 0. De fato, se f ¢é

uma imersao do tipo-tempo, entao

1 of of of of
oo = 3(((ae) - (ou 7))
PR W () ()
4 ou’ Ou ou’ Ov ov’ 0 v’ Ov
1 of of of of
il (5 de) o (50 5)]
1 (0f Of
39 (5050 ).

pois (u,v) sdo coordenadas isotérmicas. De forma aniloga, temos que

({(¢,9)) # 0 se f uma imersao do tipo-espago.

ii) Se f é uma imersao, entao f é conforme se, e somente se, (¢, ¢) = 0. De fato,

pois se f é uma imersao do tipo-tempo, entao

L/ (of  OF\ (of  _Of
oo = () o)
L[ [0f of of of of Of of Of
- il Gea) o (o) ro (o) o (50|
1 of of of of T (Of Of
i (o) o (o) 2 (50 )

Assim, (¢, ¢) = 0 se, e somente se,

of OF\ __ (91 08\ | (0F OFY _,
Nowou) ™ I\ovaw) ©I\ouwaw) ="
ou seja, se e somente se, f é conforme. De forma analoga, temos que se f

uma imersao do tipo-espago, entao f é conforme se, e somente se, (¢, ¢) = 0.

Teorema 1.3. Uma imersio conforme f : (M, h) — (M, g) de classe C= ¢ harmonica

se, e somente se, € uma 1Mersao minima.

Demonstragao. A demonstragao deste Teorema encontra-se em [4]. []
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1. A Representacao de Weierstrass

Sejam f uma imersao do tipo-espago (ou tipo-tempo) e z = u+iv (ou z = u+ Tv)
um parametro isotérmico local. Entao, a métrica induzida em M ¢é dada por ds? =
A2(du? + dv?) = \?|dz|* e o operador Beltrami-Laplace em M, com respeito a métrica

induzida, é dado por:

g9 00 2 0
2 ) g2
A=A (8u8ui81}81}> 2 0z 0z

Definicdo 1.6. Uma aplicacio f : M? — M é harmonica se, e somente se,

Th(f) = t’l"h(thf) = 0,

onde T(f) é dito campo de tensao de f.
Em termos de coordenadas locais {uy, us} em M e {xq,xs, ..., 2, } em M, escrevemos

2

i,j=1

Assim,

n 2 n
y o O0fs0f 0
() =30 { Anfat DO Y TG 5o
£ Ou; Ouj | Oz,
a=1 i,7=1 a,f=1

onde (h¥) é a inversa da matriz (h;;), Ay é o operador de Laplace-Beltrami para h e
gI'g ., sdo os simbolos de Christoffel para a métrica g.

Dessa forma, considerando agora {z1, x, ..., x,} um sistema de coordenadas locais
em uma vizinhanca U de M tal que U N f(M) # 0, entdo em um conjunto aberto

Q C M, temos que

- 0
¢ = Z¢j%>
=1 ’

para algumas funcoes (para)complexas ¢; definidas em 2. Com respeito a decomposi-

¢ao de ¢, o campo de tensao pode ser escrito como

N e N 0fi0f|

i=1 j.k=1
i=1 G.k=1 ¢

onde F;k sao os simbolos de Christoffel de M e s = f*g é a métrica induzida pela

aplicacao f. Pelo Teorema 1.3, f é minima se, e somente se, ¢ harmoénica. Pela

16



1. A Representacao de Weierstrass

definigao 1.6, f é minima se, e somente se, 7(f) = 0. Assim,

34252

+ Z I didr = 0. (1.8)

7,k=1

Note que o sistema (1.8) pode ser escrito como:

(%z

+ Zr 100k = +Z¢J¢krk+2r 6> =0, i=1,..,n.

Ji,k=1 j#k
Como qz%gbk + g5k¢j = 2Re(q§j¢k), segue que

8@

+2ZFkRe b;br) +ZF 6,7 =0, i=1,..,n.

>k j=1

Logo, 8_gzi, € R. Assim,
0z

e Se M é uma superficie de Riemann, temos que

9; 1 (a¢i n .5@)

0z du o
1 (O0Re(¢s) OIm(e) i (0Im(¢i)  ORe(e:)
) ( du v ) 3 ( ou v ) '

e Se M é uma superficie de Lorentz, temos que

i L (0p;  Od;
0z 2 ( ou | ow )
- (2Rt -
2 ou ov 2

(o) ORel0)),

Assim, obtemos que

IIm(¢:) + ORe(:)
ou ov

Portanto, a 1-forma ¢;dz nao tem periodos reais. Dessa forma, concluimos que a

= 0.

integral Re f; ¢;dz ¢ uma funcao bem definida. Nessas condig¢oes, temos o seguite

resultado:

Teorema 1.4. (Representacio de Weierstrass em variedades Lorentzianas) Sejam (M, g)
uma variedade Lorentziana e {xy, Ta, ..., x,} coordenadas locais. Em um aberto simples-

mente conexo Q0 C K, consideremos ¢;,j = 1,...n, fungoes (para)complexas definidas

17



1. A Representacao de Weierstrass

em Q que sdo solugdes de (1.8). Entdo a aplicagio f : Q — M com fun¢des coordenadas

filu,v) =2Re (/Z @-dz) , j=1,..n,

estd bem definida e define uma imersao minima conforme do tipo-tempo(ou tipo-espago)

se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas

(1) Z 9jkditr # 0;

J,k=1

(2) D gixdidn = 0.

jk=1

1.2.3 Representacao de Weierstrass para Grupos de Lie

Sejam M um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica invariante a
esquerda Lorentziana e f : 2 C K — M uma imersao minima conforme do tipo-
tempo (ou do tipo-espago), onde 2 C K é um conjunto aberto. Seja {ey, es, ..., €,} um
referencial ortonormal de campos invariantes a esquerda com e, ..., e,,_1 do tipo-espago
e e, do tipo-tempo.

Fixando um parametro isotérmico z € (), podemos escrever o campo tangente
(para)complexo ¢ = ao longo de f tanto em termos de coordenadas locais {z1, z, ..., x, }

em M, como usando os campos invariantes a esquerda. Entao, temos que

925 Z¢z Zw]ew

onde as funcoes ¢; e 1; com i, j = 1,...,n estao relacionadas por
¢ = ZAZ‘J'%', (1.9)
j=1

onde A : Q@ — GL(n,R) é uma aplicacdo suave. Em termos das componentes v; a

equacao de harmonicidade (1.8) pode ser escrita como

a¢k+ Z Py =0, k=1,..n, (1.10)

3,j=1

onde os simbolos ij sao definidos por

= —ZLmek, i,ji=1,..n
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1. A Representacao de Weierstrass

Sejam ij as constantes da algebra de Lie de M definidas por [e;, e;] = Z ijek.
k=1

Pelo Teorema de Levi-Civita, temos que

1
(Veejer) = 5(—(lejexl,ei) — (leiex], e5) — ([ej, e s ex))
2
1 . .
= 3 (—C’]’-k (ei,e;) — C (ej,e5) + C’i’“j (e, ek>) )
Sendo
k
<Vei€j7 ek> — % <ek7 ek) )
tem-se que
ij (€, ek)2 = —C’Ji»k (€, €;) {eg, ex) — C’fk (ej,e;) (ex, er) + ij (€, ek>2 )

Assim,

k _ ik i J
Li; = Cj; — Cleier, — Cyejer,

onde €; = (e;,€;), com i = 1,...,n. Assim, o Teorema 1.4 pode ser escrito no caso de

um grupo de Lie n-dimensional como segue:

Teorema 1.5. Seja M um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica Lo-
rentziana invariante a esquerda e {ei,...,e,} campos ortonormais invariantes a es-
querda. Seja f : Q — M wma imersao minima conforme do tipo-tempo (ou tipo-

espago), onde Q@ C K é um conjunto aberto. Definindo o vetor tangente (para)complexo

¢ € (f*TM @ K) por of
¢(z) = 2

Entao, as componentes 1;,i = 1,...,n, de ¢ definidas por
P(z) = Z Vieq,
i=1

satisfazem as sequintes condicoes:
i) [0+ ol + A [ = [eal® #0,

i) Y7 s+ — PR =0,
O 1~ 5 - ,
7 3 > Lighi =0, i=1,...n.

jk=1

iii)

Reciprocamente, se Q) é um conjunto simplesmente conexo e ¢; : Q — K, i =
1,...,n, sao fungoes que satisfazem as condi¢oes acima, entao a aplicagao f : Q2 — M

cujas fungoes coordenadas sao dadas por
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1. A Representagcao de Weierstrass

fi = 2Re </ZA1}77Z)]CZZ> y 1= 1, N
j=1

define uma imersao minima tipo-tempo (ou tipo-espago).
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Capitulo 2

A Geometria dos Espacos

Damek-Ricci

A partir dos trabalhos de J. Boggino em [2], E. Damek em [7] e [6], J. Berndt, F.
Tricerri e L. Vanhecke em [1] apresentaram os conceitos basicos dos espagos Damek-
Ricci. Esses espagos consistem em grupos de Lie conexos e simplesmente conexos,
onde a algebra de Lie é a soma semi-direta da algebra generalizada de Heisenberg
com um espaco unidimensional, dotado de uma métrica invariante a esquerda. Neste
capitulo apresentaremos a geometria dos espagos Damek-Ricci Lorentzianos a partir
dos trabalhos de J. Boggino em [2] e A. Cintra em [4].

2.1 O grupo de Heisenberg generalizado

Definicao 2.1. Sejam B, e Z, espacos vetoriais reais de dimensao m e n, respecti-
vamente. Consideremos 3 : B,, X B,, = Z, uma aplica¢ao bilinear anti-simétrica e a
soma-direta Bumyn = By, @ Z,, tal que B,, € munido de um produto interno positivo e Z,
com um produto interno positivo ou Lorentziano. Denotemos por (-, '>bm+n o produto

interno em Bmyn. Definindo um homomorfismo de R-dlgebra

J:Z, — End(By)

Z +— Jz
onde

(JZU Vg, = BWUV)Z)y  VUVEB, eZE€Z, (2.1)

m+4n
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2. A Geometria dos Espacos Damek-Ricci

e em Byin define-se o colchete
pUV)=U+X,V+Y] YU+ X,V+Y € hpin. (2.2)

Proposigao 3. O colchete [-,-] definido em (2.2) é um colchete de Lie em Humin e,

assim, Ymyn € dlgebra de Lie.

Demonstragao. Note que [, -] é bilinear e anti-simétrica, uma vez que [ é bilinear e
anti-simétrica, por definicao. Provemos entao, a identidade de Jacobi. Dados U +
X, V+Y W+ Z € Byn, temos

U+ X, [V+Y,W+2Z]] = [U+X,B(V,W)]

U+ X,0+ B(V,W)]

= B(U,0)=0

= B0, W) +5(V,0)

= [BUV), W+ Z]+ [V +Y,BU W)

= [U+X,V4+Y]|, W+ Z|+[V+Y,[U+X,W+Z].

[
[

Como queriamos demonstrar. O

Definigao 2.2. Dizemos que a dlgebra de Lie Byin € uma dlgebra generalizada de
Heisenberg Riemanniana se o produto interno em Z, € positivo e para todo Z € Z,

tem-se

Jy =—(2,7Z),, . idg,. (2.3)

+

O grupo de Lie associado simplesmente conexo denotado por H,,.,, munido de uma
métrica Riemanniana invariante a esquerda g € dito grupo generalizado de Hei-

senberg Riemanniano .

Definicao 2.3. Dizemos que a dlgebra de Lie B4y € uma dlgebra generalizada de

Heisenberg Lorentziana se o produto interno em Z, € Lorentziano e

Jz = —(Z, Z>hm+“id3m, se Z € tipo-espaco (2.4)

J% = (Z, Z>hm+nid3m, se Z € tipo-tempo. (2.5)
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2. A Geometria dos Espacos Damek-Ricci

O grupo de Lie associado simplesmente conexo denotado por H,,.,, munido de uma
métrica Lorentziana invariante a esquerda g € dito grupo generalizado de Heisen-

berg Lorentziano .

Cada vetor na soma direta $,,4+n41 = bmin @ @, onde a é um espago vetorial
unidimensional, é escrito de uma tunica maneira da forma V 4+ Y + sA, onde V € B,,,
Y € Z, e s € R. Ao longo deste capitulo vetores em §,,4+n+1 Serao escritos desta
forma e os simbolos U, V, W para vetores em B,,, X,Y,Z para vetores em Z,, r,s,t

para nimeros reais e A um vetor unitario em a.

2.2 Espacos Damek-Ricci Lorentzianos do primeiro
tipo

Proposigao 4. Seja hyin = B B Z,, a dlgebra generalizada de Heisenberg Riemanni-
ana tal que By, e Z, sao perpendiculares. Dados U+ X +rA,V+Y +5A € $ppint1 =

Bmin @ @, onde a € um espago unidimensional Lorentziano e definindo

U+ X+rAV+Y +s4) ={U+X,V+Y) —rs (2.6)

e
U+X +rAV +Y +sA] = [UV], .+ gv - gU LY - sX, (2.7)
tem-se que (-,-) € uma métrica Lorentziana e [-,-] € um colchete de Lie em $ptnt1-

Portanto, $m+n+1 € uma dlgebra de Lie com métrica Lorentziana. Além disso, (A, A) =

—1.

Demonstragao. Provemos que (2.6) ¢ uma métrica Lorentziana. Note que (-, -)bm+" é

bilinear. Portanto, (2.6) é bilinear. Além disso, dado V +Y + SA € §;4n+1 tal que
(U+X+rAV+Y+sA)=0,
tem-se que para todo V +Y € hyqn
U+ X+rAV+Y)=0e (U+X+1AA) =0.

Portanto,

U+ X,V+Y) =0 e r=0.

hm—‘,—n
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2. A Geometria dos Espacos Damek-Ricci

Sendo (-, ->hm+“ nao-degenerada, segue que U + X = 0, ou seja, (2.6) é nao-
degenerada.

Consideremos agora, {Uy, ..., Uy, } e { X1, ..., X,,} bases ortonormais de B, ¢ Z,, res-
pectivamente. Assim, {Uy, ..., Up, X1, ..., X;,, A} € uma base ortonormal para $p,4yn41-

Entao,

<U27U2> = <U7,a Ui)hm+n =1
(X5, X5) = (X5 Xj)g o = 1 (2.8)
(A A) = —1

Logo, (2.6) tem indice 1. Portanto, (2.6) ¢ uma métrica Lorentziana.

Provemos agora que (2.7) é um colchete de Lie. Sejam U+ X +rA, V+Y +sA W+
Z +tA € $pyqnt1. Como [, -]bm+“ ¢ bilinear, tem-se que (2.7) ¢ bilinear. Note ainda
que [U+ X +rA, U+ X +rA] =0, ou seja, (2.7) é anti-simétrica. Além disso,

I = U4+X4+7rAV4+Y +sAW+Z+tA]

t
= lU+X+rA,[V,W]hm n—f—gW—iV—l—sZ—tY}

+
S t r (s t

= W=z | =W — = 7 —tY

{U, 2I/V QV} - + 5 (2W 2V) +7(s )+ [V, W]hm+n

S t s rt
= 5 [U7 W]hm+n - 5 [Ua V]l]m+n +r [‘/7 W]‘lm-}-n + ZW — ZV +rss — TtY,

IT = [[U4+X+7rAV4Y +sA], W+ Z +tA]

T S st rt

- é[ww]hm+"_§[U’W]hm+n_t[U’V]f)m+n+ZU_ZV+tSX_TtY

III = [V4+Y +sA[U+X+rA W+ Z +tA]

r t
= VW, — 5 VUl +s[0W]

2

bm—i—n

sr st
4 +ZW—ZU+STZ—StX.

Assim, [ = II + II1. Portanto, a identidade de Jacobi é satisfeita em (2.7). Logo,

Sm+n+1 € uma algébra de Lie com métrica Lorentziana. O

Definicao 2.4. O grupo de Lie simplesmente conexo associado @ $p4nt1 munido com
a métrica Lorentziana induzida tnvariante a esquerda € chamado Espago de Damek-

. . . . . . P 1
Ricci Lorentziano do primeiro tipo e ¢ denotado por S, ., ..
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2. A Geometria dos Espacos Damek-Ricci

Proposicao 5. Seja V a conexio Levi Civita de S}, .. Entao
1 1 1 1 1
VvivesalU+ X +74) = =2 IxV = JJyU = 5rV = S [0,V =1¥ = Z(U,V) A= (X,Y) A. (2.9)
Demonstragao. A equagao (2.7) nos fornece que

I = ([U+X4+rAW4+Z+tA,V+Y +s4)
+§W—§U+TZ—tX,V+Y+SA>

r t
< n+§W—§U—|—rZ—tX,V+Y>

‘l+
= (U,W],Y) + <gW,V>—<%U,V>+(rZ,Y>—(tX,Y>,

pois B,, e Z, sao ortogonais.

Das equagoes (2.2) e (2.1) temos que
T t
I = (WUW)+(SV.W) = S UV) + (Y, 2) —H(X,Y)
i
- <JyU,W+Z>+<gV,W+Z> — UV YW+ 2) —H(X,Y)

t
- <JyU+gV+rY,W+Z> - {5 (U, V) +t<X,Y)] .
Assim, de (2.6) temos

]:<JYU+ “V4rY 4= (UV)A+(XY>A W+Z+tA> (2.10)

Analogamente, temos que

II = (V+Y +sAW+Z+tA], U+ X +1A)

= <JXV+2U+SX+2<U VYA+ (X, Y) A, W+Z+tA>

I = (U+X+rAV+Y +sA|, W+ Z +tA)
— <[U,V] +gV—§U+TY—sX,W—I—Z~I—tA>.

hm—i—n

Portanto,

I+ITHIIT = (JyU + JxV + 1V + [U V] +2rY + (U, V) A+ 2(X,Y) A, W + Z + tA).
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2. A Geometria dos Espacos Damek-Ricci

Pelo teorema de Levi-Civita, temos que

V = (VviyisalU+ X +1rA), W+ Z +tA)
_ —%{I+H+IU}

1
= BT+ IV 4V UV +2rY + (U V) A+ 2(XY) AW + Z + tA)}.

O que prova a proposigao. 0

2.3 Espacos Damek-Ricci Lorentzianos do segundo tipo

Proposicao 6. Seja hyyn = BB Z, a dlgebra generalizada de Heisenberg Lorentziana

munida com o produto interno Lorentziano (-, -) tal que B,, e Z, sao perpendicu-

bm-’,—n
lares. Dados U + X + 1A,V +Y + sA € Sppant1 = Bmin © a, onde a € um espago

unidimensional Riemanniano e definindo

(U+X+rAV+Y +sA) = U+ X, V+Y),  +rs (2.11)

e
U+X+rAV+Y +sA = [U V], + gv - gU LY - sX, (2.12)
tem-se que (-,-) € um produto escalar Lorentziano e [-,-] € um colchete de Lie em

Smint1. Portanto, Spymqn+1 € uma dlgebra de Lie com produto escalar Lorentziano.

Definicao 2.5. O grupo de Lie simplesmente associado a Spyyny1 munido com a

métrica Lorentziana induzida invariante ¢ esquerda € chamado Espaco de Damek-

. . . . . m4n
Ricci Lorentziano do segundo tipo e é denotado por S;1) .

Proposicao 7. Seja V a conexio Levi-Civita de Sjiin. . Entao

1 1 1 1 1
VvivisaU+X +rd) = =5 JxV = Zh U= 2oV = S [UV] = 1Y + 5 (UV) A+ (X,Y) A,
(2.13)

Demonstrag¢ao. A naloga a da Proposicao 5. ]

26



Capitulo 3

A Representacao de Weierstrass para

os Espacos Damek-Ricci

Neste capitulo abordaremos o desenvolvimento da féormula da Representagao de
Weierstrass para o caso dos grupos de Lie S} e S3. Esses grupos sao espagos de Damek-
Ricci Lorentzianos 4-dimensionais do primeiro tipo e segungo tipo, respectivamente,
abordados no capitulo 2. Dessa forma, utilizaremos as mesmas notagoes do referido
capitulo e, baseando nos trabalho de J. Berndt, F. Tricerri e L. Vanhecke em [1] e A.
Cintra em [4], encontraremos as condi¢oes de harmonicidade que satisfazem os seguintes

Teoremas:

Teorema 3.1. Sejam 2 C K um conjunto aberto munido de coordenadas (para)complexas
e f:Q — S} de imersio minima conforme. Entao, as componentes do vetor tangente

ara)complexo
(para)comp

satisfazem as sequintes condicoes:
i) |l + [l 4 sl” — J9bal® #0,

i) Y3+ U5+ — 3 =0,

Ol 1

iii) a—_’“ +5 7 LEgap =0, k=1,234.
o ij=1

Reciprocamente, se S} € simplesmente conexo e ; :  — K, 1 =1,2,3,4, sdo fungoes

que satisfazem as condigoes acima, entio a aplicagao f: Q — S} com coordenadas

4
fi= QRG/ZAij@/dez, i=1,2,3,4,
j=1
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

define uma imersao minima conforme em S}.

Teorema 3.2. Sejam Q C K um conjunto aberto munido de coordenadas (para)complezas
e f:Q— S de imersio minima conforme. Entdo, as componentes do vetor tangente

(para)complezo

satisfazem as sequintes condigoes:

i) |uf® A+ [ol® — s + 1] # 0,

i) Yf -+ — 3+ i =0,

0 1 o -

iii) ==+ 5]221 Lty =0, k=1,2,34.

Reciprocamente, se ) € simplesmente conexo e ; : Q0 — K i = 1,2, 3,4, sao funcoes

que satisfazem as condig¢des acima, entio a aplicagio f: Q2 — S3 com coordenadas

4
fz' = 2Re (/ZAljwjdz) s 1= 1,2,3,4,
j=1

define uma imersao minima tipo-tempo (ou tipo-espago) conforme em Si.

3.1 O Grupo S}, 4

Nesta segao, seguiremos J. Berndt em [1].

Definigao 3.1. O grupo de Lie S}, ., € o produto semi-direto Hy,, Xxp R com

s — F,

definida por
Fy(expy, (U + X)) = expy ., (e2U 4 e°X) (3.1)

onde expy,. .. € a exponencial de Lie de H,,,, e R € considerado na forma canonica

como o grupo de Lie simplesmente conero associado a a.
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

Escrevendo explicitamente a estrutura grupo em S} tni1 = Hpyn Xp R, temos que

(eprm-{-n (U + X)? T) ' (eprm-l—n (V + Y)’ S) =

r ]. r
= (expher“ (U +e2V+X+eY+ §€§[U, V]) T+ 5) : (3.2)

3.1.1 O Grupo S}

Consideremos S} o espago de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano com coorde-
nadas globais {z,y, z,t}. Verifiquemos a estrutura do grupo S} = Hjz xr R de acordo
com a operacao (3.2). Para isso, sejam FEj, Ey, E5 uma base da élgebra de Lie do

Heisenberg b;. Entdo dois elementos m,n € S} sdo da forma
m = (expy, (TEy + yBy + 2E3),t) e n= (expy, (2181 +y1 B2 + 21E3), 1)

onde exp : h; — Hjy dada por exp(zE; + yEs + zE3) = (z,y, 2).
Na algebra de Lie do Heisenberg o colchete [Ey, | = [Ey, Es] = 0 e [Ey, Ey] = cEs,

onde onde ¢ € R. Portanto, a operagao (-) do grupo é dada por

m-n = (eXph3($E1 +yFEs + 2E3),t) - (epr3(:1:1E1 + 1By + 21 E3), )
1
= (expy,(zE1 +yEs + €%($1E1 +y1E2) + 2E3 + ' 21 E3 + §€%[$E1+
+yEs, 1By + iy Eo, t + 1))

e%(a:yl —11y),t + t1). (3.3)

c
= (r+ ez, y + e2yy, 2 + €'z + 3

Sejam eq,e9,e3 € e4 os campos de vetores invariantes a esquerda gerados pelos

vetores €1, €5,63 e €4, respectivamente, onde

~

azl |61 = e, 8902 |e2 ‘= €2, aa:s |63 = €3

sdo os vetores que geram a algebra de Lie s} de S} em termos das coordenadas expo-

nenciais (1, T2, T3, 74). Assim, dado (z,v, z,t) € S} temos que

d
el‘(x,y,z,t) - %($,y7Z,t)~(w,O,O,O)]w:O

- (x—i—e%w,y,z - ge%ywat”’w:O



3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

d
€9 = %(x,y,z,t) - (0,w,0,0)]p=0

(x7y7zﬁt)

(@yzt) @(

— %(a:, Yy, 2 + we', 1) |w—o
;0

= (0,0,¢ @,O)

0
_ t
= e (0,07 _8,2’0)

d
= ($,y,27t) : (070707w>|w=0

e —_—
4 ("E7y’z7t) dw

—I\X 2,0+ W) |w=
w y Y, 2, 0

0
= (0,0,0,&>.

0 b 4 Y 0 0 : cx 0 0 : 0
— =e 2e;+ — — =e 2eg— — =ec'e —=e
O YT 902 oy > 2092 0z g TP
ou seja,
0 Lo 4ot 0 _t T 0 _ 0
— =e 2e;+e e — =e 2ep—€ '—e — =e'e — =ey.

Seja g uma métrica Lorentziana invariante a esquerda em S}. Como
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

além de

(

9 9
oz’ dy

)

c c
= <e’%el + e*t—ye;;, e’%el + e*t—y63>
2 2
—t _ 3t —2t Cy 2
= e "(ey,e1)+e 2cyler,es) e <E> (€3, e3)
—t _ot (CY\?
e (@
2
= <e’%e —e’t%e e ze —e’t%e>
= 2 5 €3 2 5 €3
—t 3t _ot (CT\?
= e "(eg,e9) —e 2cx{eg,e3) +e <E> (e3,e3)
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

0 0 o 0 ¢ c
<$a> - <aa—>:<+7y>

4 C
(er,ea) + e (e5, e4)

ol

= e 2
0 0 B g 0\ e e,
<8_y’§> = <&’6_y>_<6 €2 — € 26376 €3>
— e % (€9, e3) — e_Qt% (€3, e3)
—2t ¢
= e 5
00N (0 0N (e
oy’ot) — \ot'dy/ 2 9 ™
— ¢t (€9,€4) — €~ % (€3, eq)

(gz'j )

(opy-| e

Portanto, sua expressao coordenada é dada por
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

g = e tda® + e tdy* + e (dz + gydx - gxdy)Q — dt?.
Calculemos agora os colchetes de Lie. Note que
0 cyd 0 cx 0]
t —_— —_— [ —
el = e [ax 28z’0y+ 2 0z
_ L[ O ewo) fwd Of [y exd
B (‘31: (9y dz’ 2 0z 2 02" Oy 202 20z
c 0 o cylo 0 c 0 0
= { [ax az%m( @‘ﬂ%aﬂ*ﬁﬂ&
cay [0 0 Acrd, 0 cyo 0
4 {82’82] 4 8z(y)8z+ 4 8z(x)az
)
= ce'n-=ces,
le1,e5] = (0 _wON 4O _ xl9 _wd 0
el = 0 \or T 202) %02 % |or 282 02
_ 29| _|ed 9
- ° ox’ 0z 2 02" 0z
[0 0], 0 o)
B { 2 [8z’82}+8z<y)28z =0,
le1,ed] = |e? O ey dN O g1 9 O0f cf 0 0
pel = ox  20z)0t| ox’ ot 2 |Yoz o

_ 10 el 0

— 20z "2270:

_ L0 oy _ 1
- 2% \or  209:) 7 2%
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

lea, €3] = ez [ -4+ =2 el—| =e2 24_%372
dy 2 0z 0z dy 20z 0z

[ ]— %24_%2 2—%2_’_%22
el = 0 \ay T 20z 0| T oy T 202 ot

les,eq] = etﬁg =¢! 22
A 02" ot| |0z ot

a0
B 0z 3
os colchetes de Lie sao dados por
[61’ 62] = cés, [617 63] = 07 [617 64] = _%ela
e2,€3] =0, e, e4] = _%em les, 4] = —es.

Denotando e; = U,es = Ve = X e ¢4 = A e usando a equacgao da conexao de

Levi-Civita da Proposicao 5 obtemos que

1
Vaer=VoU = ——{[U,U]+(U,U) A}
1 1
== _5 {[elael] + <€17€1> 64} = _5647
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

1
Vae=VoV = —5{[V,U]+ (V.U) 4}
1
= 73 {[ez2, e1] + (ea,€1) €4}
B 1 [ ] _c
= 5 €1,€2] = 563,
1
Vees=VpX = ) {JXU + [X, U} + <X, U) A}
1

Note que
<JXU>U> = <6(U’ U>’X> = <[U7U] 7X> =0

<‘]XU7 V) = <B<U7 V)7X> = <[U7 V] 7X> = <0637€3> =,

ou seja, JxU = cey. Portanto,

Temos ainda que

Vee1=VyU = {[UV]+(UV)A}

1
= =3 {le1, e2] + (e1, e2) €4}
1 c

= —5 [61,62] = —563,

Ve,eo =VyV = {[V,V]+(V,V) A}

1 1 1
= —5 <V, V> A = —5 <62, €2> €y = —5647
1
Veaes=VvX = — {JxV +[X,V]+(X,V) A}

1
= —§JXV.
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

Note que

(JxV,U) = (B(V,U), X) = ([V, U], X) = (—ces,e3) = —c

<JX‘/7V> = </B(MV)7X> = <[V7V]7X> =0,

ou seja, JxV = —cey. Portanto,

Temos ainda que

1
V8361:VXU = —§{Jxv+[U,X]—|—<U,X>A}

1
= —EJXU.

Note que
<JXU7 U> = <B(Ua U>’X> = <[U7 U] 7X> =0

(JxU VY= (B(U,V),X) = (U, V], X) = (le1, e2] , e3) = (ces, e3) = ¢

ou seja, JxU = cey. Portanto,

c
Vegel - —562.
Temos ainda que
1
Veea =VxU = —3 {IxV + [V, X]+(V,X) A}
1
= —§JXV.

Note que

<JX‘/a U> = </B(‘/’ U)’X> = <[V7 U] 7X> = <[€2761] ’63> <—063,€3> = —C

(IxV, V) = BV, V), X) =([V,V],X) =0
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

ou seja, JxV = —ce;. Logo,

Temos ainda que

Veges =VxX = — (X, X) A= —eq, Veges=VxA=-X=—ej,

€
V64€1 = VAU = 0, V64€2 = VAV =0 ve4€3 = VAX = 0, v54€4 = VAA = 0.
Por definicao,
4Lk
Ve e = Z 2” ek.
1
Assim,
L} L? L3 L 1
Velel = %61 + %62 + %63 + %64 = —564 = Lzlll = —1,
L} L? L3 L1 c
Veleg = %61 + %62 + %63 + %64 = 563 = Li’z = C,
L} L? L3 L}
Veleg = %61 + %62 + %63 + %64 = —geg = L%3 = —¢C,
L} L? L3 L 1
V61€4 = 71461 + 71462 + 71463 + 71464 = —561 = Lh = —1,
L} L2 L3 5 c
v62€1 = %6 + %62 + %63 + %6 = —564 = Lgl = —¢C,
Ll L2 LS 4
V62€2 = %61 + %62 + %63 —+ %64 = —564 = ng = —1,
Ll LQ LS 4
V62€3 = % + %62 + %63 + %64 = 561 = Lé?) =C,
Ll L2 LS 4
V62€4 = 724 + 2246 + 72463 + %64 = ——=€y = L§4 = —1,
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Vee1 = L?‘%’lel + L?“g’leg + %%163 + %%’164 = —geg = L§1 = —¢,
Vese2 = %’261 + %‘g’zeg + %3’263 + %3,264 = gel = Lil))2 =c,
Ve,e3 = %61 + %3362 + %53’363 + %64 = —e4 = ng = -2,
Veea = %’4@1 - %’4@2 - %63 - %64 = —eg = L3, =2,

Vee1=Veen=Vees=Veer =0 = L, =0V jk=1234.

Dessa forma,

{ LL1L1 =—1, L?Q =¢, L%s = —¢, LLL =—1, L§1 = —¢, L%Q =—1, (3.5)

e os outros L¥ sdo nulos. Definindo ¢ = 95 podemos escrever o campo tangente ¢
J 0z
tanto em termos de coordenadas locais como usando os campos invariantes a esquerda.

Assim, temos que
4 P 4
= in . i€,
P T

onde as fungoes ¢; e 1; sdo fungoes (para)complexas. Existe uma matriz invertivel
A = (A;), com A;; : f(Q)NU — R, onde ©Q é dominio simplemente conexo em
K(L ou C) tal que

4
¢ =Y Ay, i=1,234. (3.6)

j=1

Assim, a matriz A é definida por

es 0 0 0
0 50 0
A= .
—Sexy Sexx e 0
0 0 0 1
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Portanto, f é minima se, e somente se, vale (1.10), ou seja,

8¢’“+ ZL iy =0, k=1,2,3,4. (3.7)

zg 1
De (3.7) e (3.5) obtemos o sistema

83221 B %wlw‘* +5 (¢2¢3 +h3ihy) =0,
8 n - —
% N %%1/’4 - _(¢1¢3 +bshy) =0,

B (3.8)
8523 — sty + = (1011/12 vohy) =0,

Dy
0z

- %(1/_)1?#1 + oth) — U3t =0,

\

Note que o sistema (3.8) é equivalente ao seguinte sistema

% - %&1% + Re(Pa)3) =0,

o S~ cRe(By) =0,

5 % (3.9)
— sty + = (@/)1% —Potfy) =0,

% - 1(%% + i) — Ysth3 = 0.

\

Logo, encontramos as condigoes de harmonicidade que satisfazem o Teorema 3.1.

3.2 O Grupo S!'I" 4

De forma analoga a descricao da estrutura do grupo anterior, nesta se¢ao seguiremos
J. Berndt em [6].

Definigao 3.2. O grupo de Lie St | € o produto semi-direto Hy, i, X p R com

F:R — Aut(H,.n)

s — F,

definida por

Fy(expy, , (U+ X)) = expy,_ (e2U + e°X) (3.10)
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onde expy,... € a exponencial de Lie de H,,,, e R € considerado na forma candénica

como o grupo de Lie simplesmente conexo associado a .

Escrevendo explicitamente a estrutura grupo em S;i=7 | = H,,,, xr R, temos que

(eprm-{—n (U + X)? T) ' (eprm-l—n (V + Y)’ S) =

r ]. T
= (exphern (U +erV+X+eY+ §€§[U, V]) T+ s) : (3.11)

3.2.1 O Grupo S}

Consideremos S} o espago de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano com coorde-
nadas globais {z,y, z,t}. Procedendo de forma analoga ao grupo S}, a operagao (-) do

grupo S3 = H3 xr R é dada por

m-n=(r+e2r,y+e2y,z+ez+ 562(xy1 —z1y),t +t1),
onde Fy, Ey, E53 é uma base da algebra de Lie do Heisenberg h; e m,n € S} sdo da
forma

m = (exph3(:cE1 +yEy + zE3),t) e n= (exph3(:1:1E1 +y1Ey + 21E3), t)

onde exp : 3 — Hj dada por expy, (B + yFBsy + 2E3) = (2,9, 2).
Sejam ej,e5,e3 e ey os campos de vetores invariantes a esquerda gerados pelos

vetores €1, €5,63 e €4, respectivamente, onde

Oz |61 = e, a902 ‘62 1= &g, axs |62 = €3

sao os vetores que geram a élgebra de Lie 53 de S} em termos das coordenadas expo-

nenciais (1, T2, T3, 74). Assim, dado (x,y, z,t) € S temos de forma analoga ao grupo

_es (2 _wo _ei (Do _a 2 20
er=e ( >, eg =¢e (8y+2az)’ eg—eaz, 64_815’ (3.12)

os vetores e, e5 € e4 820 tipo-espaco e ez tipo-tempo. Segue portanto, que

: +cy8 0 t cr 0 0 _ 0
— =€ 2¢;+ — = — =€ 26y — —— — =€ €3, — =¢€
Oz "T902 oy 2092 0z oo h

40
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ou seja,

_t cy 0 it _cx 0 i 0
— =e2e;+e ‘e, —=¢€ 2eg—€ '—e3, — =e ‘e, 5

Ox 2 y 2 0z

= €4.

Seja g uma métrica Lorentziana invariante a esquerda em S3. Note que sendo

o 0
<— —> = <€_%€1+€_t%63,6_%€1+€_t%63>

C 2
= e ey, er) + e*%cy (e1,e3) +e (_y) (e, e3)

2
et 2 <%>2
2 )

0 0 _t _,cr e
—, = = € 2e9 — € 563,6 2eg — € 563

_ 3t oy [CT\ 2
= e t<€2,€2> — e 2tC£L’ <€2,€3>+€ 2 (—) <€3,€3>

além de

o 0 B o0 0 _<_%+_c t _cx>
ax, ay = 8y’ or = (€ 2¢ € €3,€ 2€9 € B €3
t CT t C c\?2
= e e, en) —e %—<€1,€3>+67%Ey<63,62>—6 2 (5) zy (€3, €3)
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0o 0 0o 0 ¢ c
<%,&> = <&7%> =<6_§€1+6_t§y63,€_t€3>

= e 2 (eg,e3)+e 7<€37€3>
_ —2t Y
27
9 0N _ /9 0 —< fep + ety >
Ry — % o) e 2e1+e €3, ¢4
= e 7 (e, eq) e % (€3, €4)

22 = 22—<§e—e—xe€€>
oy’ 0=/ — N\ozay/  \© 7 27 7
= e % <62, €3> —e % <637 €3>

—2t €T
= e 5
2 g — 2 2 <@ ;e —e 26 €>
dy ot/ — \ot' dy i 2
= 7% (egeq) — € % (€3, €4)
— 0,
o 0 B g 0 ot e

esta métrica ¢ é representada pela matriz
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09 = (o 3m)) -

Portano, sua expressao coordenada é dada por

g=etdx® + e tdy* — e (dz + gydm — %xdy)Q + dt?

Calculandos os colchetes de Lie de forma analoga ao grupo S}, obtemos que o

referencial ortogonal {eq, ey, €3, €4} verifica

[61’ 62] = ces, [617 63] - 07 [617 64] = _%ela
[e2,e3] =0, [ea, e4] = —%62, les, 4] = —es.
Denotando e; = U,es = V,e5 = X e e; = A e usando a equacdo da conexao de

Levi-Civita da Proposicao 7 obtemos que

1
Vee1 =VyU = —3 {[U,U] = (U,U) A}
1 1
== _5 {[61761] - <61761> 64} - 564;
1
Veea =VyV = —5{[V,U]—<V,U>A}
1
= D) {lea, e1] — (e2, 1) es}
B 1 _c
= 5 [61,62] = 563,
1
Ve es=VpX = 3 {IxU +[X,U] - (X,U) A}
1
= _§JXU'
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Note que
<JXU7 U> = <B(Ua U>’X> = <[U7 U] 7X> =0

e
(JxU V)Y ={(pU,V),X) = (U V], X) = ([e1, ea] , e3) = (ces, e3) = —c,
ou seja, JxU = —cey. Portanto,
c
Veleg 562
Temos ainda que
1 1
V61€4 = VUA = —EU = —561,
Ve,e1=VyU = {[UV]-(UV)A}
1
= -5 {[61762] - <€1, 62) 64}
_ _1[ =<
= 5 €1, €E2| = 2637
Veea =VyV = {[V,V]-(V,V) A}
1 1 1
- 3 (V,V)A= b (e, €2) €4 = 5647
1
Vege?):vVX = _§{JXV+[X7V]_<XaV>A}
1
= —=JxV.
57X
Note que
<JXV7 U> = <ﬁ(vv U)7X> = <[‘/7 U] 7X> = <_C€37€3> =
e

(IxV,V) = (B(V,V), X) = ([V,V], X) =0,

ou seja, JxV = ce;. Portanto,

Temos ainda que
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1
Ve =VxU = — {JxV +[U.X] — (U.X) A4}

1
= —§JXU.

Note que
(JxU,U) = (B(U,U), X) =([U,U],X) =0

e
<JXU7 V> = </8(Ua V)aX> = <[Ua V] aX> = <[€1762] 7€3> - <063763> = —¢
ou seja, JxU = —cey. Portanto,
c
Vegel 562
Temos ainda que
1
Veeo =VxU = —3 {IxV + [V, X]—(V,X) A}
1
= —§JXV.

Note que

<‘]XV7 U> - <B(V’ U)7X> - <[Vv7 U] 7X> = <[62761] ’63> = <_C€3763> =cC

<Jx‘/,v> = <6<‘/7V)aX> = <[V7V]7X> =0,

ou seja, JxV = ce,. Portanto,
c
ve3€2 = —561.

Temos ainda que

V63€3 = V)(X = <X, X>A = —€4, V€3€4 = VXA =-X= —€3

Vee1=VaU =0, Vees=V4V =0, Vies=VaX =0, Vies=VsA=0.

Por definigao,

Veiej = Z 9 €k.
1

Assim,
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

Veer = LThel + %%leg + %63 + %64 = %(34 = L}, =1,
Ve e = %61 + LT%QeQ + %‘;’263 + %11264 = geg = L3, =c,
Vees = LT%?’ + LT%%Q + %63 + %64 =—ey = Li,} =c,
Vees = %%4 1+L7%462+L7§)4 3+%64———61 = Ly, =—1,
Ve,e1 = %%161 + %3162 + %3163 + %64 = —geg = L3 = —c,
Ve,€2 = %52 + %%262 + %63 + %64 =—-e4 = LéQ =1,
Ve,e3 = %53 + %%362 + %3363 + %64 = —561 = Lég = —c,
Ve,4 = %461 + %%462 + %3463 + %64 = —%62 = L§4 = —1,
Vel = LT%’I + %‘2’162 + %63 + %64 = —ey = L§1 =c,
Ve,€2 = L7§2 + %3)262 + %‘3’263 + %64 = —gel = L§2 = —c,
Ve,e3 = %})’3 + L§’3 2 + %33 + %%364 =—e; = L3 =2,
Ve,4 = %61 + %‘2)’462 + %63 + %%464 = —e3 = L§4 = —2,
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

Vee1=Vees=Vees=Veer =0 = L}, =0V jk=1234

Assim,

{ Lh=1, Lh=c Lih=c, Ly=-1, L3 =—c Li=1, (3.13)

e os outros LY sdo nulos. Definindo ¢ = 95 podemos escrever o campo tangente ¢
J 0z
tanto em termos de coordenadas locais como usando os campos invariantes a esquerda.

Assim, temos que

¢ = Z @ax Z iei,

i=1 i=1
onde as fungoes ¢; e 1; sdo fungdes (para)complexas. Existe uma matriz invertivel
A = (A;), com A;; : f(Q)NU — R, onde Q é dominio simplemente conexo em
K(L ou C) tal que

4
¢ =Y Ay, i=1,234. (3.14)
j=1
Assim, a matriz A é definida por
e 0 00
0 50 0
a=| o
—Sexy Sexx e 0
0 0 0 1

Portanto, f ¢ minima se, e somente se, vale (1.10), ou seja,

o ]
a*k Z Ly =0, k=1,2,34. (3.15)

7,]—1

De (3.15) e (3.13) obtemos o sistema

e, 1- - -
O Mt — (s + ) =0,
00

55 1@/)2%04 + = (¢11/J3 +hgipr) =0,
5 wg (3.16)
— gthy + (@/)1%02 ) =0,

9¢4
5 T

(@Dﬂ/h + hoths) — hgthy =0,

\

Note que o sistema (3.16) é equivalente ao seguinte sistema
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3. A Representacao de Weierstrass para os Espagos Damek-Ricci

\

oY, 1

Fran 5@/;11/)4 — cRe(Va1)3) =0,
% - 1@52?/)4 + cRe(¥r113) =0,

=2 (3.17)
B B 3 B .
% — P3thy + g(¢1¢2 —opy) =0,
oy 1

K + 5@’1% + thothy) — gthy = 0.

Logo, encontramos as condigoes de harmonicidade que satisfazem o Teorema 3.2.
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Capitulo 4
Exemplos

Neste capitulo apresentaremos alguns exemplos de imersoes minimas conformes nos

espacos Damek-Ricci Lorentzianos S e S3.

4.1 Imersoes do Primeiro Tipo Lorentziano

4.1.1 Exemplo 1

Seja Q = {u+ 7v € L;u > 0} um dominio simplesmente conexo e considere as

seguintes fungoes paracomplexas

¢1=z, Yo=13=0e ¢4=l (4.1)
u u
definidas em 2. Note que
_ _ _ _ 1 1 1 1
1) 1thy + oty + P3ihz — athy = (%) <—£) - <5) (a) T2 2 # 0;
i) o3+l — vl = (1)2— (1)2 =0
1 2 3 4 U u ;
isto é, os itens i) e ii) do Teorema 3.1 sao satisfeitos. Além disso, sendo 1y = 1h3 = 0
tem-se que
oy 1+ — YAV
55 = 5%% — cRe(Yath3) = 3 <—a) (E) = 9.
% = %1521/14 + cRe(ihrs) = 0,
9 _ _ _
% = h3ths — g(%% — hath1) =0,
oy 1 - - -1 ™N(Ty_ L
| 57 = st e+ =5 (=0) (T) = 3
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4. Exemplos

Portanto, pelo Teorema 3.1 temos que as coordenadas da aplicacdo f : Q — S} sdo

dadas por

4
fi= zRe/ZAijwjdz, i=1,2,3,4,
j=1

onde a aplicagao A : Q — GL(4,R) é dada por

ez 0 0 0
fa
0 ez 0 0
A=\ o, on, (4.2)
—§€2f2 562][1 elt 0
0 0 0 1
Assim, obtemos o seguinte sistema
fa
fi = 2Re / {Antn + Asaths + Auyibs + Avs}dz = 2Re / et yndz,
s
fg = 2R6 /{A21¢1 + AQQ@Z)Q + A23¢3 —f‘ A2477D4}d2 = 2R€ / 674¢2d2,
f3 = 2Re /{A311/J1 + Agothy + Asgsihs + Agathy bdz (4.3)

;

\

C fa C f4
:2Re/{—562f2¢1+§€2f1¢2+€f4¢3}d27

fa=2Re /{A41¢1 + Aspthy + Auzths + Auths} = 2R€/¢4d2'

\

Consequentemente, pelas fungoes em (4.1) tem-se

fi(u,v) = 2736/624%0[,2,
fo(u,v) = 2Re/0dz = € R,
C fa

fa(u,v) = 2Re/ {—Ee%fgZ + Ee%fl L0+ eft. 0} dz = 2Re/——62fgzdz,
2 u 2 2 U

fa(u,v) = 2Re/¢4dz.

Note que dados z = u+7v € Qe zg = ug + 7vy € €2, temos que dz = du + 7dv.

Tomando o caminho «(t) = (1 —t)zg + tz com ¢ € [0, 1], segue que /(t) = z — zy =

(u—up) + 7(v — vg). Dessa forma,
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f4(uv U)

TRe /0 ba(a(t))el (£)dt

2736/0 m((u—uo)+7(v—vo))dt

2/0 (1(—ut)_—uo%—ztudt = 2In (eq[(1 — t)up + tul)

0

2In(cqu) — 2In(cqup), ¢4 > 0.

Tomando zy = 1, segue que fy(u,v) = 2In(cyu) — 2In(1) = 2In(cyu). Assim,

fl(u’ U)

QRe/ e%wldz = QRG/ eln(64“)z(du+7dv)
u

20 20

ZRe/ cw%(du +7dv) = 2Re/ caT(du + Tdv)

20 20

2Re {/ C4Tdu+/ C4dv] = 2/ cadv
20 20 20

2c4v + ¢, ¢ € R

Considerando agora, sem perda de generalidade, ¢ = 1, obtemos que

fa(u,v) =

z z 1
ZRe/ —ge%fz%dz = 2726/ —geln(cw)wz(du + 7dv)
u

20 20

z

Re/ —c4u02£(du + 7dv) = Re/ —cycoT(du + Tdv)

20 20

Re [/ —04027'du+/ —C4CQdU:| = —/ C4Codv
20 20 20

—c400U + 3, c3 €R.
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Portanto, a aplicagao f : 2 — S} dada por

)
fi(u,v) = 2¢c4v + ¢4,

e

4

—C4Co0U + C3,

ah

(u,0) =
(u,0) = ¢
(u,0) =
(u,v)

fa(u,v) =2 In(cyu).

¢ uma imersdao minima conforme do tipo-tempo em S}, com ¢; € R,i =1,2,3 e ¢, > 0.

4.1.2 Exemplo 2

Seja 2 = {u + 7v € L;u > 0} um dominio simplesmente conexo e considere as

seguintes func¢oes paracomplexas

(4.4)

definidas em ). Note que

1) 4hyehy -+ Gatda + sl — Py = —2 (\m) (\} )— (%) (%) = #0,

2 1 2
i) o} + 45+ — 1/14—2([“) (5) =0,

isto é, os itens i) e ii) do Teorema 3.1 s@o satisfeitos.Além disso, sendo 13 = 0 e

U11bg — othy = 0 tem-se

, %:%w — Re(fpths) = %( - )Z—ﬁa
%—%@7) i + cRe(h1)s) = %( T ) :_ﬁ,
% = 3ths — g(%wz — Poth) =
% = %wlwl + Patbn) + Pty = % (_;) _ _2%2‘

Assim, pelo Teorema (3.1), da aplicacao A : Q@ — GL(4,R) em (4.2), do sistema

(4.3) e das fungoes dadas em (4.4), obtemos o seguinte sistema
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4. Exemplos

(

f1(u,0) = 2Re fu

T

\/_u
f3(u,v) :2Re/{—gef4f2\/_ —|—§ Qfl + efa .()} dz

fo(u,v) = 2Re

V2u
C f4 C Ja
—2R€/{——62f2\/_u —e2f1\/_u}
fa(u,v) = ZRe/w4dz.

\

Note que dados z = u +7v € Qe 2y = ug + Tv9 € €2, temos que dz = du + Tdv.

Tomando o caminho a(t) = (1 —t)zg + tz com ¢ € [0, 1], segue que /(t) = z — zy =

(u—up) + 7(v — vg). Dessa forma,

fwv) = 2Re/01¢4(a(t))a’tdt

= 2Re/0 m((u—uo)jLT(v—vo))dt

1

2/0 %dt = 2In (e4[(1 — t)ug + tul)

0

= 2In(cqu) — 2In(cqup), ¢4 > 0.
Tomando zy = 1, segue que fy(u,v) = 2In(cyu) — 2In(1) = 2In(cyu). Assim,

fi(u,v) = 2Re / e%@bl z—QRe/ eln(c““)ﬁ(du—l—Tdv)

20

z Ca z Ca
= ZRe/ c4u— (du + Tdv) = 2Re [/ —Tdu+/ —dv]
20 \/5 A \/§
\/5/ cydv = \/5041} +c, ¢ €R
20

Analogamente, temos que fy(u,v) = v/2c40 + ¢a, ¢; € R. Considerando agora, sem

perda de generalidade, ¢ = 1, obtemos que
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4. Exemplos

f3(U7U) = 2Re/ {—ge%f2¢1+g€%f1¢2}d2

20

][
= TRe /Z: {—c4u(\/§c4v + ¢2)
{

Inesw) (V2¢40 4 ¢3) ln(c4“)(\/§c4v +c1)

\/;u } (du + rdv)
} (du + Tdv)

-
e
V2u

+ c4u(\/_c4v +¢)

\/_u V2u

— /ZO (—V220 — 0402)%—#(\/502@—#6401)—}(du+7dv)

S

ca(cy — co)dv

1 1
= —/ {—\/ﬁciv—cwg%—\/§civ+04cl}dv: —
20 \/5 20

cylc1 —co)v + ¢
_ alazalte g

V2

Portanto a aplicagao f : Q — S} dada por

.
fl(ua U) - \/504?) + C1,
fo(u,v) = V240 + Co,

Filuv) = ca(e —\;%)v + C3’
fa(u,v) =2 In(cqu)

\

¢ uma imersao minima conforme do tipo-tempo em S}, com ¢; € R,i =1,2,3 e ¢4 > 0.

4.2 Imersoes do Segundo Tipo Lorentziano

4.2.1 Exemplo 3

Seja = {u +iv € C;u > 0} um dominio simplesmente conexo e as fungoes

complexas

¢1=%> =13 =0e ¢4=% (4.5)

definidas em ). Note que

1) 1hy + Yathe — h3tds + Yathy = (£> (_£> + <1) (1) = l2 + — 7 0;
u u u u u
/L. 2 1 2
i) i+ui-gaei= () + (1) o
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4. Exemplos

isto é, os itens i) e ii) do Teorema 3.2 sao satisfeitos. Além disso, tem-se

(

\

9 1- _ 1 . :
% = §¢1¢4 + cRe(Pa1p3) = 5 (_#) _ _Qiuz’
% = 1&21#4 — cRe(Y11)3) = 0,

z 2
% = st — 5(1511/’2 — hotly) =0,

z
0 1 - ~ B ] ) X
% - _5(%1/11 + hat)a) + h3rh3 = B <_§> =53

Assim, pelo Teorema (3.2), da aplicacao A : Q@ — GL(4,R) em (4.2), do sistema

(4.3) e das fungoes dadas em (4.5), obtemos o seguinte sistema

(

fi(u,v) = 2Re/e%£dz,

u
fo(u,v) = 2726/6];4 -0dz = c3 € R,

C fa

1
fs(u,v) = 2R€/—§€2f25d27

fa(u,v) = 2Re/¢4dz.

\

Note que dados z = u+iv € Qe zg = ug+ivy € €2, temos que dz = du+idv. Tomando o

caminho a(t) = (1—t)zo+tz com t € [0, 1], segue que o/ (t) = z—2z9 = (u—wup)+i(v—12yp).

Dessa forma,

fwv) — 2Re /0 Vala(t))a ()t

1

_ QRG/O T (= ) (0 = )

= 2/0 %dt = 2In (ea[(1 — t)ug + tul)

0

= 2In(cqu) — 2In(cqug), ¢4 > 0.
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4. Exemplos

Tomando zy = 1, segue que fy(u,v) = 2In(cyu) — 2In(1) = 2In(cyu). Assim,

filu,v) = 2Re/ e%@bldz:QRe/ eln(”“)i(duﬂLidv)
u

20 20

— QRe/ cw%(du +idv) = 2Re [/ cqtdu —/ c4dv]

20 20 20

= —2/ cydv = -2c,v+c¢;, ¢ €R

20

Considerando agora, sem perda de generalidade, ¢ = 1, obtemos que

fs(u,v) = QRG/ —ge%fzwdz
20
= 2Re/ ——eln(c““)ch(du—{—idv)
o 2 U

= Re/ —c4u02% (du + idv)

20
= Re [/ _C4CQidu+/ c4czdv]
20 20

= cgcodv +c3, c3 € R.

Portanto, a aplicagao f : Q — S3 dada por

[ fi(u,v) = —2c40 + 4,
fo(u,v) = ¢,
f3(u,v) = cacov + s,
fa(u,v) =2 In(cqu)

\

¢ uma imersao minima conforme do tipo-espacgo em S3, com ¢; € R, i = 1,2,3 e ¢; > 0.

4.2.2 Exemplo 4

Seja 2 = {u + 7v € L;u > 0} um dominio simplesmente conexo e considere as

seguintes func¢oes paracomplexas

Y1 =12 =0 1/132%6 ¢4:i (4.6)
definidas em 2. Note que
i) 1?11/;1+¢2?E2—¢3?/;3+1/J4154=—<L)( T>+(1><1)=L+ L #£0,

2u 2
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4. Exemplos

2
i) wtaug-virt=- () + (5) =0

2u ﬂ

isto é, os itens i) e ii) do Teorema 3.2 sao satisfeitos. Além disso, tem-se

% _ %q/ilm + cRe(Pyihs) = 0,

e s — Relbus) = 0

% = Doy — (Y1t — Potbr) = — 7.
% = —%(@/31@01 +aths) + P = _4_;'

\
Assim, pelo Teorema (3.2), da aplicacao A : Q@ — GL(4,R) em (4.2), do sistema

(4.3) e das fungoes dadas em (4.6), obtemos o seguinte sistema

(

fi(u,v) = 27€e/efzfl -0dz =c; € R,

fa(u,v) = 27?,6/6/;4 -0dz = cp € R,

€f4

f3(u,v) = 2Re/ef4ldz =Re | —dz,
2u U

falu,v) = 2Re / Yydz.

\
Note que dados z = u+7v € Q e 29 = ug + 7v9 € €2, temos que dz = du + Tdv.
Tomando o caminho «a(t) = (1 —t)zo + tz com t € [0, 1], segue que &/(t) = z — zp =

(u—up) + 7(v — ). Dessa forma,

fa(u,v) = 2Re/0 y(a(t))a (t)dt

_ gne/o 2<<1_t)1u0+m>((u—u0>+T<U—UO))dt

= 2Re [/01 2((1(?51101 ™ dt + /01 2(({&’0_1;2 tu)dt}

1

= /1 << (U_UO) dt:hl(C4[(1—t)U0+tU])

1 —t)ug + tu)

0

= In(cqu) — In(cqup), ¢4 > 0.
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4. Exemplos

Tomando zy = 1, segue que fy(u,v) = In(cqu) — In(1) = In(csu), ¢y > 0. Assim,

fs(u,v) = 2Re/z el1apsdz

20

= 2Re/ eln(c4“)2l(du+7dv)

o u

= Re/ c4uz(du+7dv):/ cydv
20 u 20

= cw+c3, c3€R

Portanto a aplicagdao f : Q — S} dada por

(u,v) = c1,
fa(u,v) = e,
f3(u,v) = cqv + cs,
fa(u,v) = In(cyu)

¢ uma imersao minima conforme do tipo-tempo em S%, com ¢; € R,i =1,2,3 e ¢4 > 0.
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