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Resumo

Este trabalho tem como foco o estudo de épocas iniciais do universo, em particular a
era inflacionaria e o periodo pés-inflacionario, que compreende o preheating e o reheating.
Tais assuntos sao de grande importancia na compreensao da evolucao do universo e de sua
estrutura atual, pois a inflagao explica o fato de o universo ser praticamente homogéneo,
isotrépico e plano (problemas do horizonte e da planura), assim como é a fonte das per-
turbacoes inicias que se desenvolveram e originaram as estruturas em largas escalas que
observamos atualmente. A inflacao foi proposta originalmente por Alan Guth no inicio da
década de 80 e consiste em uma época de expansao exponencial dirigida por um campo
escalar chamado de inflaton. Como essa época ocorre em energias altissimas, entender a
dinamica dessa expansao permite estabelecer parametros que restringem os modelos infla-
cionarios. Apds esse periodo, precisamos repovoar o universo. A oscilacao do campo do
inflaton faz com que tal particula decaia em deteminados graus de liberdade, ou seja, ou-
tras particulas, levando a evolugao da cosmologia padrao, com o universo sendo dominado
por radiacao nessa época. Exite dois mecanismos principais para esse tipo de decaimento
- preheating (regime de ressonancia paramétrica ampla, decaimento nao perturbativo) e
reheating (regime de decaimento usual, perturbativo). A depender do modelo, um meca-
nismo pode ser mais dominante que o outro, ou até mesmo, nenhum dos dois dominarem.

Palavras-chave: Decaimento, Inflagao, Inflaton, Preheating, Ressonancia Paramétrica,

Reheating.



Abstract

This work focuses on the study of the early stages of the universe, in particular the
inflationary era and the post-inflationary period, which includes preheating and reheating.
Such topics are of great importance in understanding the evolution of the universe and its
present structure, since inflation is the source of the initial perturbations that originated
the structures at large scales that we observe today, and it explains the fact that the
universe is practically homogeneous, isotropic and flat (horizon and flatness problems).
Inflation was originally proposed by Alan Guth in the early 1980s and consists of an
era of exponential expansion driven by a scalar field called the inflaton. As this epoch
occurs at very high energies, understanding the dynamics of this expansion allows us to
establish certain parameters that restrict inflationary models. After this period, we need
to repopulate the universe. The oscillations of the inflaton field cause this particle to decay
into other degrees of freedom, that is, other particles, leading to the evolution of standard
cosmology with the universe being dominated by radiation at that time. There are two
main mechanisms for this type of decay: preheating (broad parametric resonance regime)
and reaheating (usual decay regime). Depending on the model, one of the mechanism may
be dominant over the other, or even none of them could be relevant.

Keywords: Decay, Inflation, Inflaton, Parametric Ressonance, Preheating, Rehea-

ting.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo padrao da cosmologia atual é conhecido como ACDM (Lambda-Cold Dark
Matter) - baseado no principio cosmolégico e com acréscimo da matéria escura e da energia
escura sob a forma de constante cosmoldgica - e possui varias bases observacionais, tais
como: o diagrama de Hubble (que nos mostra a expansao do universo), a nucleossintese
primordial (abundancia dos elementos leves no inicio do universo), as oscilagdes acusticas
barionicas (relacionadas com as flutuagoes na densidade de matéria visivel), a supernova do
tipo Ia (utilizadas como velas-padrao, seu brilho extremo nos permite mensurar a distancia
de certos objetos a nossa galdxia), a radiagao césmica de fundo (“fingerprint” do Universo).
Daremos mais atencao a este tltimo dado observacional.

Prevista teoricamente em 1948 por George Gamov, Ralph Alpher e Robert Herman,
a radiacao césmica de fundo (CMB) compreende os melhores dados que possuimos atual-
mente na cosmologia moderna. Detectada em 1965 por Arno Penzias e Robert Woodrow
Wilson no Bell Labs (Penzias e Wilson| (1965)), a CMB era isotrépica e homogénea em todo
o universo. Com as geragoes seguintes de telescopios (COBE, WMAP, Planck) - Figura
[I.1]- pudemos perceber que existem pequenas variagoes na temperatura dessa radiagao, o
que nos leva a considerar a existéncia de flutuagoes na densidade de matéria do universo
primordial. Tais flutuagdes desenvolveram-se via instabilidade gravitacional (instabilidade
de Jeans) no que cohecemos como estruturas em largas escalas (LSS).

Podemos nos questionar por que regioes tao distantes possuem basicamente a mesma
temperatura ou qual seria a origem das flutuagoes da CMB e como elas se desenvolveram.
A resposta a tais questionamentos foi proposta pelo fisico americano Alan Guth, na década
de 80, e assim surgiu a teoria inflaciondria.

Como motivacao inicial da inflacao, temos os problemas que nao eram justificados com
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a teoria do Big Bang (problemas da planura, do horizonte e da abundancia de particulas
reliquias). A inflagdo cosmoldgica corresponde a uma época de expansao extremamente
acelerada do universo primordial que estima-se ter ocorrido entre 1073° segundos e 1073

segundos apods a singularidade inicial do Big Bang.

Figura 1.1: Evolugao ao longo das décadas na medigéo da radiagdo césmica de fundo (CMB) com o avango

da tecnologia. As cores diferentes representam as anisotropias na temperatura do universo, mostrando que
ele ndo é completamente homogeneo. De cima pra baixo, temos as seguintes medigées: Arno Penzias e
Robert Woodrow Wilson nos Laboratérios Bell, satélite COBE (langado em 1989), sonda WMAP (lancada
em 2001) e, por tltimo, a sonda PLANCK (langada em 2009).

Um modo simples de se explicar essa expansao € considerarmos que ela esta sendo
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dirigida pela energia do vacuo, e assim adicionamos um campo escalar a teoria ACDM.
Apéds a resolucao dos problemas que o Big Bang nao explica, tal fase chegaria ao fim
com o campo escalar decaindo em particulas que reaqueceriam o universo (preheating e
reheating), levando & evolugao padrao de um universo dominado por radiagao.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira:

e No Capitulo [2] faremos uma recapitulagdo da Cosmologia Moderna e uma discussao
acerca dos problemas que surgem com as condigoes iniciais da evolucao do universo.
Além disso, explanaremos as bases da Inflacao e mostraremos como resolver os pro-

blemas citados. Este capitulo é a base de todo o estudo que sera apresentado nessa

dissertagao. As referéncias fundamentais sao: os livros|Dodelson (2003), |Guth! (1998),
Lemoine et al.| (2007), Liddle (2015), Liddle e Lyth| (2000), [Linder| (1990), Lyth e|
Liddle| (2009), Weinberg| (1972), as notas de aula Baumann (2011)), Rosa (2012) e
os artigos (Guth| (1981)), \Guth (1997), |Guth| (2002), |Guth e Kaiser| (2005), [Hawking|
(1982), [Lindd (1982).

e No Capitulo [, trataremos das perturbagoes relacionadas as anisotropias da CMB,
fator gerador da estrutura atual do universo, visto que o universo atual fornece uma
série de informagoes sobre seu inicio. Além disso, abordaremos alguns parametros
fundamentais relacionados a inflacao, cujos dados foram obtidos das ultimas medidas
anunciadas pelo PLANCK. Assim, sera nesse capitulo que estabeleceremos a vin-
culagao entre os modelos inflacionarios e os dados advindos da CMB. As referéncias
principais sao: [Aghanim et al.| (2018]), Akrami et al. (2018), Goncharov et al.| (1987)),
Liddle e Leach| (2003), |Sasaki| (1986), além dos jé citados anteriormente.

e No Capitulo [] trataremos do perfodo pés-inflaciondrio, ou seja, o que ocorre com
o universo quando a inflagao chega ao fim. Além disso, abordaremos duas teorias
(preheating e reheating) que seriam as responsdveis por repovoar o universo com
particulas logo apds o final da inflacao. Como principais referéncias, temos:

et al| (2014), |Greene et al. (1997)), Hertzberg (2010), Kofman et al. (1994)), Kofman|

et al (1907,




Capitulo 2

Explorando a Cosmologia Moderna e as Bases da

Inflacao

A cosmologia moderna baseia-se no chamado principio cosmolégico, somado a Teoria
da Relatividade Geral. O principio cosmolégico - em acordo com os dados advindos da
radiacao césmica de fundo (CMB)) - supoe que, em largas escalas (acima de 100M pc), o
universo ¢ homogeéneo e isotrépico.

A Relatividade Geral, mediante as equacoes de Einstein, elaboradas pelo fisico alemao
Albert Einstein, em um de seus artigos mais visionario e famoso - Cosmological Conside-
rations in the General Theory of Relativity (Einstein (1917))) mudou a forma com a qual
pensavamos o universo, levando-nos a estabelecer relagoes entre curvatura e energia.

Por acreditar em um universo estatico, Einstein teve que adicionar um termo extra as
suas equagoes, chamado de constante cosmoldgica, garantir este tipo de solugao. Alguns
anos mais tarde, ao descobrir que o universo nao era estatico, apontou que suas equagoes
teria sido o seu “maior erro”. Porém, nao sabia ele que o modelo atual de universo que
temos se adequa bem a presenca de uma constante cosmoldgica.

Em 1922 e 1924, o fisico russo Alexander Friedmann pulicou solugoes das equagoes de
Einstein para um universo nao estitico e em expansao (Friedman (1922) e |Friedmann
(1924)). De maneira independente, em 1927 e 1931, o fisico belga Georges Lemaitre
também publicou suas pesquisas, que levavam a um universo em expansao ((Lemaitre| (1927)
e Lemaitre (1931))).

A expansao do universo foi comprovada experimentalmente por Edwin Hubble em
1929 (Hubble (1929))). Todos esses fatores, ao fazermos uma extrapolagdo temporal para

o passado, levam ao que conhecemos como Teoria do Big Bang.
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Porém, conforme as observacgoes experimentais foram evoluindo, percebeu-se que alguns
dados e conceitos tedricos estavam em desacordo com os experimentais. Assim, para tentar

resolver tais problemas, surge a teoria inflacionaria (Guth| (1981))), como veremos adiante.

2.1 Breve Recapitulacao da Cosmologia Moderna

Para estudarmos a evolucao do universo, podemos partir tanto da teoria newtoniana
da gravidade como da relatividade geral de Einstein, chegando, dessa forma, as conhecidas
equacoes de Friedmann, as quais descrevem tal evolucao a partir da teoria do Big Bang
quente. Referéncias base desta segao sao: d’Inverno| (1992), Misner et al.| (2017), Wald
(2007).

Via Einstein, em vez de pensarmos na gravidade como uma forca exercida por um corpo
massivo sobre outri - e falarmos de particulas movendo-se em um campo gravitacional -
podemos inclui-la na métrica e pensar em particulas movendo-se livremente em um espago
tempo curvo. Nesse trabalho, serd adotada a métrica de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW), que descreve um universo plano e em expansdo (o que estd em acordo com as

observagoes experimentais em largas escalas), e dada por:

-1 0 0 0
0 a?(t) 0 0
Guv = s (21)
0 0 a*t) 0
0 0 0 a’ (1)

onde a(t) é o fator de escala que conecta as distancias comdveis com as distancias fisicas
e cuja evolucao depende da densidade de energia no universo. Quando perturbagoes sao
introduzidas, a métrica se torna mais complicada e a parte perturbada sera determinada
pelas inomogeneidades na matéria e na radiagao, conforme iremos estudar mais adiante.

As equacgoes de Einstein levam em conta que a gravitacao pode ser descrita por uma
métrica e buscam relaciona-la com a matéria e a energia existentes no universo. Assim, é
estabelecida uma relacao entre as componentes do tensor de Einstein com o tensor energia-
momento,

1
Gw =R — §gu,,72 =8rG T, (2.2)

onde G, é o tensor de Einstein, R, é o tensor de Ricci, R = g""R,, ¢ o escalar de Ricci,

G ¢ a constante gravitacional de Newton, T, ¢ o tensor energia-momento e a velocidade



Secao 2.1. Breve Recapitulagao da Cosmologia Moderna 7

da luz c é tomada como a unidade (¢ = 1).
Considerando que o universo é um fluido isotrépico perfeito, implicacao do principio
cosmoldgico (pois estamos tratando com escalas acima de 100Mpc), o tensor energia-

momento é representado por

» 00 0
0 p 00

T,, = b , (2.3)
00 p o
000 p

onde p é a densidade de energia do fluido e p é a pressao exercida por ele. Dessa forma,

chegamos as equacoes de Friedmann, dadas por

N2
a G

a 4G

2= 3 (p+3p), (2.5)

onde H é o parametro de Hubble. Representamos a medida atual por Hy e, de acordo com

os ultimos dados do Planck,

Hy =100 h km s™* Mpc™' = (67,44 0,5) km s™* Mpc ™" - (2.6)

. < : : 0,04
onde h é um parametro adimensional que atualmente mede 0, 737’05

A equacao , de uma forma mais geral, pode ser escrita como

) (a> > 8G kA

Ho=|~) =—p-—5+75,

a 3 a’> 3

onde k é uma constante geralmente chamada de curvatura e nos remete a geometria do

universo e, A é conhecida como constante cosmologica. Esses termos nao foram colocados

em pois, a principio, estamos considerando um universo plano, £ = 0, e sem constante
cosmoldgica.

Atualmente A tem sido bastante abordada, visto que, conforme veremos, nosso Uni-
verso esta em expansao. Uma constante cosmoldgica positiva nos leva a uma contribuicao
positiva do fator d, agindo como uma forca repulsiva. Alguns pesquisadores associam tal
constante com a energia escura.

A equagao ¢é conhecida como equacao da aceleracao e, por conta de sua estrutura,
acreditava-se que o universo estava desacelerando, visto que as densidades e pressoes da

matéria e da radiagao usuais nao sao negativas.
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Usando (2.4) e (2.5)), chegamos em
) a
p+3-(p+p) =0, (2.7)

conhecida como equagao de estado de um determinado material. Vejamos agora como fica

(2.7) para os casos em que tal material pode ser a matéria e a radiacao.

e Matéria: ‘matéria nao relativistica’, qualquer tipo de material que exerce pressao ne-

gligenciavel (p = 0). E uma boa descrigao quando queremos tratar de um aglomerado

de galaxias. Resolvendo (2.7,

d(pa’) 1 Po
— O @ _ = — .
dt p ad  a’

p+3lp=0 = 2.8
a

Como era de se esperar, a densidade da matéria é inversamente proporcionalmente

ao volume do universo.

Substituindo (2.8]) em ({2.4]), obtém-se

_ t
a2:87rG@:> a(t) = o

, (29)
P e =m(®)”
a 2
=-=3 (2.10)

ou seja, se considerarmos um universo dominado por matéria, ele se expandird para

sempre com uma taxa de expansao que decai a medida que o tempo passa.

e Radiagio: qualquer particula que seja relativistica. Para esse material, p = £. Assim,

de modo analogo ao caso da matéria,

1 a(t)

L)é
i to - (2.11)

o(6) = % = o (4)°

onde py é a densidade atual de radiagdo. Nessa situagao, a densidade cai com a

,b+4gp:0 = px
a

quarta poténcia do fator de escala, pois, além do aumento de volume usual, existe o
chamado redshift cosmolégico, que consiste em um alongamento no comprimento de

onda da radiacao.

Pela equagao (2.4), a densidade necesséaria para termos uma geometria plana, definida

como densidade critica p., pode ser escrita como

3H?

pe(t) = el (2.12)
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e, atualmente,

M
2 1026 -3 —1 111 ®
pe(to) = 1,88h° 107 kg m—° = 2,78h™ " 10 —(h—1 Mpc) (2.13)
com M sendo a massa solar.
11
Radiatign
density
10°
_—1071° Matter-radiation
“ crossover point DARK
= ENERGY-
2 MATTER- DOMINATED
20§ DOMINATED
@ RADIATION-
o DOMINATED Matter
0 o2 density
10 2
-~
Dark energy [density
—30
L | | | | | | | | | \F | -
10° 10° 10° 10 (i

Time since Big Bang (yr)

Figura 2.1: Evolugdo das densidades do Universo (caso houvesse dominagdo de alguma componente)
em suas respectivas eras, tais como conhecemos hoje. Notemos que a densidade de radiagao decai mais
rapidamente que a densidade de matéria (Copyright: Pearson Education, Inc. (2011).).

Com isso, definimos o chamado parametro de densidade relativa, que relaciona a densi-
dade de um dado material que observamos atualmente no universo com a densidade critica.

Se considerarmos o termo de curvatura, chegamos a

p k
Qt) = — O—1=—_.
(t) P 2

(2.14)
O caso 2 = 1 implica que k£ = 0 e, como k é uma constante fixa, teriamos um vaor fixo,
igual a 1, por toda a evolugao do universo, o que nos levaria a um universo completamente
plano cuja densidade nao se alteraria com o tempo. Atualmente, a densidade total da
matéria é Q,, = 0,315£0,007, sendo Qye-h% = 0,0224 40,0001 e Qug,h? = 0,12040,001
os dados relativos a matéria barionica e a matéria escura fria, respectivamente. Em termos
proporcionais, terfamos que a matéria barionica corresponde a aproximadamente 4,9%

da densidade total do universo, enquanto que a matéria escura fria e a energia escura

correspondem a aproximadamente 26,4% e 68, 5%, respectivamente.
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Conforme comentado anteriormente, no modelo ACDM a descrigao da energia escura
é feita mediante a insercao da constante cosmoldgica, uma forma de energia, desconhecida
em sua natureza, que compoe a maior parte da densidade atual de energia do universo.

Na Figura [2.2] vemos uma relagao grafica entre o parametro de Hubble e o parametro
de densidade de matéria. Notemos que, a medida que mais dados sao incluidos, esta relacao

tende as medigoes do Planck.

76
. Riess et al. (2018)
=72 -
v
o
=
T 68 -
»
S
=,
(=} -
T 04 BAO-+Pantheon+D/H BBN
60 - éAO+Pantheon+b/H ééN+9MC
Planck TT,TE EE+lowE
T T T T
0.24 0.28 0.32 0.36 0.40
Qm

Figura 2.2: Vinculagdo entre o pardmetro de Hubble (Hy) e o pardmetro de densidade de matéria (€2,,),
usando como base o modelo ACDM e considerando os dados do Planck a respeito do espectro de poténcia
da CMB. A intensidade das cores corresponde a 68% e 95% de nivel de confianca (Aghanim et al| (2018)).

Na tabela temos os rétulos utilizados em alguns dos graficos dessa dissertacao.

2.2 Motivacoes para Inflacao

Conforme ja mencionado, como motivagao inicial a elaboragao da inflagao cosmologica,
tinhamos problemas que nao eram justificados com a teoria do Big Bang, dentre os quais po-
demos citar os problemas da planura, do horizonte, e da abundancia de particulas reliquias.

Vamos aborda-los de forma sucinta nesta secao.
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Tabela 2.1 - Rotulagao dos dados utilizados nos graficos

Rotulacao dos dados Dados Utilizados

BAO Oscilagbes baridnicas acusticas

D/H BBN Abundancia de deutério da Big Bang Nucleossintese

EE Espectro de poténcia da polarizagdo da CMB (PLANCK)

lensing Reconstrucao do espectro de poténcia das lentes

lowE Polarizacao especifica HFI EE para pequenos valores de 1

lowP Dados da polarizagdo do PLANCK na probabilidade para pequenos valores de 1 (2 <1 < 29)
Pantheon Dados de supernova da amostra Pantheon

TE Espectro cruzado da temperatura com a polarizacdo da CMB (PLANCK)

TT Espectro de poténcia da temperatura da CMB (PLANCK)

1. O problema da planura: Analisando a equagao , podemos concluir que

se oy = 1, sendo €,y a contribuicao de todos os materiais que conhecemos no
universo, teremos que k = 0, que assim permanecerd por todo o tempo. Porém, se
considerarmos um valor distinto da unidade para €2;;, 0 comportamento de k sera
completamente diferente. Das equacoes e , podemos inferir que, para o

caso de um universo dominado por matéria, teremos

aH? oc t75 = [Quoa(t) — 1] o £3, (2.15)
enquanto que, se o universo for dominado por radiacao,

a’H? o t7! = |Quop(t) — 1| o< t- (2.16)

Ou seja, (2.15) e (2.16]) nos revelam o fato de que o universo plano é uma situagao
instavel. Qualquer desvio de £k = 0 fard com que o universo fique cada vez mais

curvado a medida que o tempo passe.

Para um critério mais quantitativo, e baseando-nos no vinculo ¢, ~ 4 x 10'7 segundos

(tempo atual),

e Na época do desacoplamento (¢ ~ 10" segundos), teriamos que

Qo (t) — 1] < 1077;
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e Na época da nucleossintese (¢t =~ 1 segundo), teriamos
Qo (t) — 1] < 10715

Assim, chegamos a conclusao de que o universo teria que ser cada vez mais plano a

medida que nos aproximassemos de seu inicio.

Conforme veremos na segao [2.3, a diferenca entre a energia potencial e a cinética
define a forma do tensor energia momento, que, por sua vez, define a curvatura
local de uma regiao do espaco. Sob um outro ponto de vista, caso quiséssemos
garantir que o universo permanega homogéneo até em épocas muito apds o Big Bang,
terfamos que exigir velocidades com valores muito precisos para o fluido inicial. Em
outras palavras, se tais velocidades fossem muito pequenas, o universo recolapsaria
em fracoes de segundo, enquanto que, se fossem muito grandes, ele expandiria tao
rapidamente que logo ficaria vazio. Esse ajuste fino nas velocidades iniciais ficou

conhecido como problema da planura

O problema do horizonte: Dada a consideracao que o tempo é finito, a luz também
s6 pode ter viajado uma distancia finita. Assim, as trajetérias luminosas definem
o cone de luz, e os eventos conectados causalmente estao no méaximo sobre essas

trajetérias.

A radiacao césmica de fundo estd hoje a uma temperatura de 2,725 K e, conforme
ja mencionamos, ela é praticamente homogénea e isotrépica. Isso nos confere uma
caracteristica de equilibrio térmico, o que ocorreria se diferentes regides tivessem
interagido no passado. Se, por hipdtese, essa interagao ocorreu, isso teria acontecido
em uma epdca anterior ao desacoplamento, pois, a partir desse momento, a radiacao
viajou ininterruptamente. Porém, ao considerarmos regioes opostas do nosso universo
observavel e a evolugao padrao do Big Bang, constatamos que elas nao teriam tempo
de interagirem entre si, isto é, nao ha explicagao fisica para tais regides separadas
causalmente apresentarem condigoes fisicas tao similares. Tal problema é conhecido

como problema do horizonte.

Para uma melhor compreensao, facamos uma anédlise do horizonte comovel, ou seja,
da regiao na qual ha “contato fisico” (trocas de informagoes sao possiveis). Particulas

que se encontram nesse horizonte (“dentro dessa regiao”) possuem contato causal, ou
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sejam, tiveram tempo suficiente para estabelecerem um contato entre si, mesmo com

a expansao. Podemos, de maneira analoga, falar de tempo conforme, cuja definicao

[t at “ dd “d(Ina’)
T:/O a(t/) = ; HalQ —/0 W, (217)

onde chamamos (aH)~! de raio comével de Hubble.

¢ dada por:

Em particular, vamos analisar o comportamento do tempo conforme para os casos de

um universo dominado por matéria ou por radiagdo. Usando (2.9), (2.10) e (2.17)),

teremos

wl—=

todt t3 | matéria dominando
N o
0

a(t') ts radiacao dominando
Podemos notar que, nas situagoes descritas acima, o horizonte comoével cresce com
o tempo, o que significa dizer que as regioes que estao entrando no horizonte hoje
estavam muito afastadas na época do desacoplamento da CMB. Porém, o que temos
de informacgao advinda da CMB é que o universo era homogéneo, na época do tltimo

espalhamento, em escalas que a priori estariam desconectadas causalmente.

3. O problema da abundancia de particulas reliquias: Alguns tipos de particulas,
dentre elas o monopolo magnético, sao consequéncias naturais de modelos de grande
unificacao. Os monopolos magnéticos, por exemplo, sao preditos extremamente mas-
sivos e possuem uma abundancia muito alta nos estagios iniciais do universo. Assim,
com o passar do tempo, tal particula iria dominar sobre a radiacao, e sabemos que,

pela evolucao padrao do universo, nao ¢ isso o que ocorre.

Vaérios questionamentos surgiram acerca de uma resolucao natural desses problemas,

até que Alan Guth propusesse a teoria inflaciondria, em 1981, conforme veremos na segao

24

2.3 Campos Escalares

Antes de tratarmos especificamente da teoria inflacionaria, vamos abordar, nessa secao,
a Relatividade Geral, a acao de Einstein-Hilbert e um acoplamento minimo de um campo
escalar com a gravitacao, obtendo, por fim, o tensor energia-momento e as equacoes de

movimento para tal campo.
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A Relatividade Geral de Einstein (1916) generalizou o principio da relatividade restrita

para sistemas sujeitos a acao de um campo gravitacional.

“N6s iremos, portanto, assumir a completa equivaléncia fisica entre um campo
gravitacional e a correspondente aceleracao de um sistema de referéncia. Esta hipotese
estende o principio da relatividade especial para sistemas de referéncia uniformemente

acelerados.” Albert Einstein.

Nessa teoria, considera-se que matéria-energia deforma o espaco-tempo ao seu redor, fa-
zendo com que a gravitagao se torne um efeito geométrico. Os atuais modelos cosmoldgicos
que correspondem a um universo em expansao (conforme experimentos) tém como base a
relatividade geral.

A agao de Einstein-Hilbert, proposta por Hilbert em 1915, que obtém como equagoes

de movimento as equacoes de Einstein, é dada por:

1
= %/R\/—g d'x (2.19)

onde k é uma constante de normalizacao, R é o escalar de Riccci e g é o determinante do
tensor métrico.

Suponhamos uma determinada teoria cuja acao seja dada pelo termo de Einstein-
Hilbert mais um termo L£,;, que corresponde a um campo escalar minimamente acoplado,
ou seja, o campo nao estd acoplado ao escalar de curvatura R (o caso contrario é dito
nao-minimo, o que torna a constante gravitacional variavel no tempo, gerando uma teoria
da Relatividade Geral modificada). Em unidades naturais, a agao total para essa situacao
¢é dada por

S = /d43§ \/—_g [%R+£M:| =Sgy+ Sy - (2.20)

Fazendo uma variagao em com respeito a métrica g"”,

58 = /d4 {— +5 Lpdv—g g EM)} Sg" (2.21)

(59“” (Sg,u,y (59”‘”

e usando o principio de extremizacao da acao, 6S = 0, teremos

foea s ) - e o [ 4200)

onde identificamos,

OR . R 0V=g 1
Cuur = gum =g = = Ry~ 59w R . (2.23)
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-2 0(/—g L
T, = (V=9 Lu) (2.24)
V=g 9"
conforme ([2.2)).
Consideremos agora a lagrangeana de matéria de um campo escalar, tal que
1
EM = _§gwj au¢ a,,¢ - V(¢) : (2'25)

Dessa forma,

T, = —_2[3\/—% L OLu __g}: —2 [ 199 . OLw

V=g | agm M T agm V=9 | 2y=gagm M " g
B 1 09 8£M o 1 v 8£M o B G,CM
- (Eagw‘CM”agw) - {g( 99 ﬁM”agw} = g = 25
1 afs agaﬁ
= _Qg,ul/g aa¢ aﬁ¢_guuv(¢)+ ag’w,aa(ﬁ aﬁ¢
1
= 0wt 09 — G (50% 0a¢+V(¢)>- (2.26)

Considerando o campo ¢ homogéneo, ou seja, ¢(t,7) = ¢(t), teremos as seguintes

componentes para o tensor energia-momento:

1

Tio = 006 3h o 3070 800 + V(0)] = = |36 + V()| = 5 +V(0) = g (220

T =g [30%0 Qo 4 V(o) = - |38+ V0)| =30 v =p 229

T,; =0, i#j. (2.29)

Portanto, consideramos Ty como sendo a densidade de energia do campo (p) e as compo-
nentes Tj; como a pressao exercida pelo campo (p), conforme .

Analisando as equagoes de movimento para a Lagrangeana , sendo a métrica do
tipo ([2.1)), teremos

0 (\/_QEM)} d (V—=9Lm)
0 — =0, 2.30
S50 59 (230
e como ([2.1) ndo depende do campo nem de suas derivadas,
1 0Ly ] 0L
) o _ =0 - 2.31
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Logo,
oL oV
8_(24 - % (2.32)
e
oL 1 0 (0400 L. "
S - e 0 s
_ _% (67" D3 + 6" Dup) = — 0,65 (2.33)
Usando ([2.32)) e (2.33)), (2.31) toma a seguinte forma:
1 " " ov
7= (0:/79) 96 = 0, (8"0) + 55 =0 (2.34)

Como consideramos a homogeneidade do espaco tanto em relacao ao campo como em

relacdo a métrica, ([2.34]) se reduzird a

1 OvV—9 0 oV
—— 8 — 0o (0 =0
V=g oy 00 ) e =0
1 0y— ov
= ot 30¢ + 9o (Oo9) + 9 =0,
- 1 6\/ ov
¢ _ at ¢ + 8_¢ =0 (235)
E, como g = —a%, teremos que

O/—g 9(a™®) 4. _3 1 0y—g 3 377\ _
Erailn =-3a "a=-3a "H = =5 ot a (—3a H)——3H7

chegamos assim a equagao de Klein-Gordon, expressa abaixo:

oV
¢+3H¢+a—¢:0- (2.36)

Notemos, com essa equagao, que a dinamica do campo escalar é diretamente afetada
quando consideramos a expansao do universo, e o segundo termo funciona como um termo
de fricgao.

Essa andlise dos campos escalares serd importante a partir da secao [2.4.1] na qual

aplicaremos os resultados aqui obtidos.

2.4 Inflacao

Na segao [2.2] discutimos acerca dos problemas nao solucionados pela Teoria do Big

Bang. Vamos agora procurar uma maneira de resolvé-los. Notemos que, ao considerarmos
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o raio comével de Hubble no universo primordial muito maior do que é agora, a contribuicao
principal de 7 deve vir daquele periodo. Portanto, como o parametro de Hubble é tomado
basicamente como constante, para o raio comével decrescer de uma maneira tal que a maior
contribuicao venha do periodo primordial, teriamos que considerar que, nessa época, houve
uma expansao extremamente acelerada do fator de escala. E a essa aceleragao que damos
o nome de inflagcao.

A inflagao foi desenvolvida inicialmente principalmente por Alan Guth, Paul Steinhardst,
Andrei Linde, Stephen Hawking e A. A. Starobinsky.

Vamos analisar a equacao . Como queremos uma expansao acelerada, é necessario

que a > 0, o que nos leva a concluir que

p< —g, (2.37)

e que o material dominante nessa época do universo possui uma pressao negativa. O
exemplo classico é supormos que o universo possui uma constante cosmoldgica A, que

domina durante a expansao inflacionaria. Portanto, (2.4)) se resume a

3 V'3 Jia NE V3
3 3

(2.38)

ou seja, considerando a situacao descrita acima, a taxa de expansao é da forma exponencial.
Supoe-se que a inflacdo tenha-se iniciado por volta de 1073° segundos apés o inicio
do universo. Podemos entao nos questionar como esse tipo de expansao resolveria os

problemas mencionados na secao [2.2

1. O problema da planura: De ([2.3§)), temos

a—\/3exp<\/3t>:>aH—a—3exp< 3t>:>
1 4\
|t (t) — 1] o 2 &P <—\/ 3 f) ; (2.39)

donde concluimos que, de fato, %;,; — 1, o que implica que k& — 0. Em outras

palavras, 2 = 1 é um atrator durante a inflacao.

2. O problema do horizonte: Consideremos uma regiao pequena o suficiente para

que estivesse em equilibrio térmico antes da inflagao. Como vimos, durante essa
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época, temos um aumento extraordindrio no tamanho de uma determinada regiao
do universo, mas sua escala caracteristica fixa é mantida fixa. Assim, a radiacao que
vem de lados opostos do céu realmente estaria na mesma temperatura. Observemos

os esquemas na Figura [2.3

3. Problema da abundéancia de particulas reliquias: Como a expansao durante
a inflacao é extremamente acelerada, as densidades de tais particulas reliquias dimi-
nuem exponencialmente, fazendo com que suas abundancias também diminuam para

niveis indetectaveis, o que justificaria sua nao observacao atualmente.

Um modelo inflacionério consistente deve conter uma hipdtese razoavel para a origem
da constante cosmoldgica e uma maneira natural desse periodo ter chegado ao fim. Uma
ideia crucial estd no fato de podermos considerar transicoes de fase, o que corresponderia
a uma mudanca brusca nas propriedades de um dado sistema fisico a medida que ele
esfriasse ou esquentasse. No nosso caso, esse sistema seria o universo e essas transicoes
seriam controladas por um determinado tipo de material que, confome veremos a seguir

em [2.4.1] consideraremos como sendo campos escalares.

Comoving Scales

‘comoving’ A
Hubble length Fiorlionsmesestin ) .
horizon exit rizon re-elity  Comoving
\/ l/ Horizon
density fluctuation
Inflation Hot Big Bang

smooth patch

o

Ti-lrne [log(a)]

Figura 2.3: Na figura da esquerda, vemos a evolucao do raio comével de Hubble, (aH)™!, do inicio da
inflacao até os dias atuais. E como se amplidssemos bastante cada trecho do universo. Na figura da direita,
temos a solugao para o problema do horizonte. Escalas que antes tinham um contato causal se distanciam
o suficiente e perdem tal contato durante a época inflacionaria. Com o fim da inflagdo, tais escalas voltam
eventualmente a entrar em nosso horizonte e a serem passiveis de observagao. Porém, retornam maiores

que o raio de Hubble, fazendo com que achemos que nunca tiveram contato causal (Baumann| (2011))).
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2.4.1 Campo do Inflaton

Conforme vimos, as equacoes de Friedmann determinam a expansao do espago-tempo
levando em consideracao o principio cosmolédgico. Analisando mais criteriosamente,
para a condicao de inflacao, terfamos um conteido de matéria dominante com pressao
negativa. Porém, nem a matéria usual nem a radiacao satisfazem a condigao p + 3p > 0.
Assim, precisamos fazer alguma modificacao no modelo, como, por exemplo, adicionar
um campo extra ou uma constante cosmoldgica, a fim de entrarmos em acordo com as
observagoes cosmoldgicas. Podemos reescrever ([2.5) como
H

— (2.40)

g:H—|—H2:HQ(l—e), com €=
a

onde € é chamado de parametro de slow-roll relacionado a evolugao do parametro de Hub-
ble. Nesse caso, a condicao a > 0 corresponderia a € < 1.

Consideremos que a matéria que dominava na época da inflagdo era um campo escalar,
o qual chamaremos de inflaton (se considerarmos apenas um campo, chamamos esse tipo
de inflacdo de single field inflation). Os campos escalares s@o o tipo de matéria mais
simples que podemos conjecturar, e sua existéncia foi postulada décadas atras. Dentre

suas aplicacoes na fisica, podemos citar:

Descrigao de pions neutros (estados ligados de quarks e antiquarks);

e Bdson de Higgs (campo escalar responsavel pela quebra de simetria espontanea ele-

trofraca e pela geracao de massa de particulas elementares);

e Supersimetria (extensdo do modelo padrao que postula a existéncia de um parceiro

escalar para todos os quarks e léptons);

e Teorias com dimensodes extras compactas (fisica além do modelo padrao, na qual
o tamanho e forma das dimensoes extras sao descritas pela dinamica de campos

escalares).

Utilizando (2.3)),(2.4)), (2.5)), (2.27) e (2.28)), chegamos nas seguintes equagoes de Fried-

man para um campo escalar:

_87TG
3

H? Eq‘? + V(qﬁ)] (2.41)
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a _87TG

2= [qu _ V(d))] . (2.42)

Portanto, para que haja o periodo de inflagao nessa situagao, teremos que tomar a energia
potencial dominando sobre a energia cinética. Por simplicidade, vamos considerar que a

massa reduzida de Planck ¢ igual a unidade <Mpl — (87G) "2 = 1).

Analisando as equagoes (2.40), (2.41)) e (2.42)), podemos reescrever o parametro de

slow-roll como sendo '
1 ¢?
€= 7>
2 H?

O caso em que p, — —pg, conhecido como limite de de Sitter (conforme discutiremos no

(2.43)

apendice , corresponde a € — 0, o que resulta em <ﬁ2 < V(¢). Tal situagao é conhecida
como condicao de slow-roll e nela praticamente nao vemos uma variagao do potencial com
o campo. Além disso, tal expansao precisa ter ocorrido durante um periodo de tempo
suficiente para resolver os problemas mencionados anteriormente. Assim, definimos um

segundo parametro de slow-roll, adimensional, relacionado com a aceleracao,

n=_2_ (2.44)
H¢
de tal modo que, se |n| < 1, teremos que \¢| < \ngg\, e a equagao de Klein-Gordon, (2.36)),
se reduz a

3H) ~ —V,, (2.45)

onde Vy ¢ a primeira derivada do potencial em relagao ao campo. Notemos que tal apro-
ximagao ¢ justificada pelo fato de que o termo de friccdo tem que dominar sobre ¢, caso
contrario, a condicao de slow-roll (%(bQ < V) seria rapidamente quebrada. Além disso,
também desprezamos |¢| em relacio a Vs, com a mesma justificativa anterior (basta derivar
a condigao de slow-roll em relagdo ao tempo).

Uma outra maneira de conseguirmos analisar tal condigao é relacionando o parametro
de densidade com a pressao relacionados ao campo ¢. Tal relacao é conhecida como equacao
de estado, w.

w:@:w%—1:>V(¢)>>lé2- (2.46)
Ps 502+ V(o) 2
A aproximacao utilizada deve-se ao fato de a equacgao de estado que conhecemos para uma

dominacao completa por um campo escalar ser de w = —1.
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Agora podemos escrever os parametros de slow-roll relacionados ao potencial. Elevando
([2.45) ao quadrado, dividindo ambos os lados por H*, desconsiderando o fator multiplica-
tivo e comparando com ([2.43)), chegaremos a

M? ?
€y = TH (%) : (2.47)

O outro parametro é encontrado derivando ([2.45)) em relagao ao tempo e dividindo ambos
os membros por 3H2¢:
Voo

Ny = M12917 ; (2.48)

onde Vy, é a segunda derivada do potencial em relacao ao campo. Com isso, chegamos a

uma expressao que relaciona os parametros de slow-roll,
n+e=mn4- (2.49)

A inflacao acaba quando ha violagdo das condigoes de slow-roll, ou seja, €(¢f) = 1 =
es(0p) = 1.
Podemos definir uma nova quantidade, N, tal que

L 1d
dN = Hdt = gdt - —d—“dt —dlna = Ny = (ﬂ> (2.50)

a dt a;
onde a; e ay sao os fatores de escala no inicio e no final da inflagao, respectivamente. A
quantidade N, conhecido como niimero de e-folds, é uma medida da expansao do universo
durante a época da inflagao, ou seja, ela mensura o quanto o universo se desdobrou na era
inflacionaria. Analisando de uma outra forma, temos
11
oy MPl \/ﬁ

e, dessa maneira, conseguimos relacionar o nimero de e-folds com o parametro de slow-roll.

tr ) H
N = / Hdt= | Zdp~ do, (2.51)
t f (b

As flutuagoes observadas na CMB sao criadas quando Nejp g =~ 60 e-folds antes do final
da inflacdo (o valor preciso depende dos detalhes do reheating, que comentaremos mais
adiante em [4.1] e da histéria térmica pés-inflaciondria do universo). Observe a Figura [2.4]

Vamos agora analisar alguns dos primeiros tipos de potenciais estudados durante a
elaboracao da teoria inflacionaria. Os modelos de inflacao sao classificados segundo a

forma de seu potencial.

e Potencial do tipo ¢? : O modelo mais simples seria considerar um potencial de campo

2
escalar apenas com termo de massa, ou seja, V(¢) = %m%g. Assim, €, = 2 (%) e,
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impondo a condi¢ao para o término da inflacao, temos que ¢ ~ V2Mp;, ou seja, no
potencial quadratico, estamos tratando de campos numa escala superior a de Planck.

Portanto,
¢ ¢ ¢2 1
N = [ dp=-2 -1
V2Mpy 2‘]\41237 4M1231 2

e as flutuacoes da CMB sao criadas quando ¢cng ~ 15Mp;.

Usando ([2.45)),

pox—m =  p=d¢r+amty—t),

com « sendo uma constante de proporcionalidade positiva. Logo, temos que o campo

decresce linearmente com o tempo.

Potencial do tipo ¢* : Vamos agora considerar uma autointeracao do tipo quértica
2

do campo, ou seja, V(¢) = %qu‘. Assim, €, =8 (%) e impondo a condigao para o

término da inflagao, decorre que ¢ ~ V/8Mp,. Portanto,

¢ ¢ ¢2
N(o :/ dp = -1,

e as flutuacoes da CMB sao criadas quando ¢ ~ 22Mp;.

Usando ,
¢ x —\/X]WPH25 = % = —BVAMpdt = ¢ = ¢y explB VA Mp, (ty—1)],

com [ sendo uma constante de proporcionalidade positiva. Dessa forma, o campo

decresce exponencialmente a medida que o tempo passa.

Potencial para Inflagao Hibrida: Modelos hibridos sao modelos que consideram dois

ou mais campos acoplados e cujo potencial é da forma

92 2

A
Vg, x) = f(o) + §¢2X2 +T (x* —v?)°,

onde ¢ é o campo do inflaton, x é um campo auxiliar e f(¢) é uma fungao genérica

dependente do modelo e que em geral inclui contribuicoes de efeitos quanticos.

A ideia desse tipo de potencial esta no fato y possuir um potencial tipo Higgs, cujos

pontos que extremizam V, em relacao a y, dependem de ¢ (X =0eyx=24/02— f\—ngQ).

Vamos analisar a solucao xy = 0. A massa efetiva do campo nesse ponto é

mi(X =0)= 82‘2(—52’90@)7 0) = g2 — \20?,
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e, portanto, se gp > Av, ¢ é um campo pesado e y estd em um minimo metaestavel.
O potencial serd V(¢,0) = f(¢) + /\;04' Se f(¢) faz com que o inflaton decresga,
o sistema ird eventualmente chegar em um estagio no qual o campo auxiliar tera
massa efetiva nula, e esse ponto se tornard um maximo instavel. Isso desencadeia
uma transicao de fase que leva ao fim da inflacao, com y indo para o seu minimo

verdadeiro em y = v.

Na Figura [3.3] veremos que alguns desses modelos ja estao descartados com os dados

atuais que obtemos da radiacao césmica de fundo.

Hubble Volume

Inflation

Figura 2.4: Particulas em um volume de Hubble antes e apds a inflagao. O raio de Hubble que antes

ocupava varias células no grid, encolhe apds a inflagao e passa a ocupar apenas uma célula. Nessa imagem

temos um crescimento do fator de escala da ordem de 7 1 (2003)).

Dessa maneira, concluimos, nesse capitulo, nossa sintese a respeito da cosmologia mo-
derna e da inflacao. Discutiremos no proximo capitulo como podemos vincular as teorias

inflaciondrias com os dados observacionais advindos da CMB.



Capitulo 3

Perturbacoes relacionadas as anisotropias da CMB

Vamos nos ater, nesse momento, em tentar explicar a estrutura atual do universo. Se
conseguissemos voltar a época em que tivemos a superficie de iltimo espalhamento, obser-
varfamos que esta era da ordem de 1° (um grau). Dessa maneira, através de informagoes
que conseguimos obter via dados da CMB, podemos inferir que existiam inomogeneidades
na densidade do universo primordial, uma vez que as anisotropias na temperatura da CMB
superam a escala de um grau. Em outras palavras, ou essas inomogeneidades ja existiam
antes do desacoplamento da radiagao césmica de fundo, ou estariamos violando o principio
da causalidade (levando em consideragao os dados que temos da CMB).

Precisamos buscar explicar como essas inomogeneidades foram inicialmente produzidas
e como se desenvolveram a ponto de gerar o universo como o conhecemos atualmente.
Podemos encarar tais pertubacoes como “sementes” que se desenvolveram a medida que
o tempo passasse, visto que essas “sementes” tornam-se regioes nas quais a matéria se
aglutina. Na época em que temos o universo dominado por materia, tais inomogeneidades

se desnvolvem via instabilidade de Jeans.

3.1 Perturbagoes do Campo

No ambito que estamos trabalhando, uma proposta seria considerar flutuagoes quéanticas
durante a época inflacionédria. Uma vez que tais pertubagoes seriam “lancadas” para escalas
angulares superiores a um grau, elas seriam “esticadas” a ponto de tornarem-se passiveis
de observacao.

Conforme ja discutido, o inflaton é a componente dominante da densidade de energia do

universo primordial. Sendo assim, sua evolugao controla o final da inflagao. Nesse sentido,
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o campo representa um papel de um relégio local que mede o quanto de inflacao ainda
resta. Como reldgios microscopicos sao objetos quanticos - cada um evolui a uma taxa
diferente do outro -, o que vai levar pontos distintos do espaco-tempo a sair da inflagao
em épocas diferentes e a produzir uma futura diferenca nas densidades locais, conforme
observamos atualmente. Tais flutuagoes quanticas que consideraremos no inflaton serao da

forma
b= ¢+ 99, (3.1)

onde ¢ é a parte homogénea (ird satisfazer a equagao de movimento cléssica) e ¢ sdo suas
respectivas flutuagoes.

Expandindo a derivada do potencial em torno de ¢, teremos

Vi(¢) = V'(0+00) =V'(¢) + V()¢ + ¢ — ¢]

— V(@) +V"(@)56 (3.2)

Assim, usando as equacoes (2.36)), (3.1) e , chegamos a equagao que rege as flu-

tuagoes quanticas do inflaton
.1 . _
6 — ?v2(5¢) +3Hdp + V" (9)dp = 0, (3.3)

e podemos desprezar o tultimo termo devido as condicoes de slow-roll. Colocando em
termos do tempo conforme, ou seja, fazendo a mudanca de variavel de t para 7, podemos

reescrever a expressao (3.3)) como
a/
8¢" +2—06¢ — V3¢ =0 - (3.4)
a

em que agora, ' representa a derivada em relagdo ao tempo conforme.
Ainda podemos expandir tais flutua¢oes em seus modos de Fourier (¢ o [ d¢y, eF T d3k),

obtendo-se

S + 2%5% + k%6 = 0, (3.5)
e, dessa forma percebemos que cada modo satisfaz uma equacao desacoplada. Reescalonando-
os pelo fator de escala, dxx(7) = a(t) d¢x(T) - com dx sendo as flutuagoes conformes do
campo do inflaton -, e usando a expressao , chegaremos a

2
Sxy+ </<;2 — —) Sxr =0, (3.6)

T2
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uma estrutura muito conhecida de oscilador harmonico com frequéncia dependente do
tempo.

Podemos agora estudar cada modo com mais detalhes. Seus comprimentos de onda
serao esticados e a partir de um determinado momento se tornarao maiores que o horizonte

de Hubble (Ass > H™1). Assim, analisando a equagao , teremos que
e se |kT| > 1: o modo se encontrara dentro do horizonte,
e se |[kT| < 1: 0 modo se encontrard fora do horizonte,
e se |kT| ~ 1 : o modo estard cruzando o horizonte.

Dessa maneira, percebemos que o tempo de saida do horizonte depende apenas do
modulo do seu nimero de onda - todos os modos que possuam o mesmo comprimento de
onda sairao em fase.

Uma maneira de resolver a equacao é perceber que, dentro do horizonte, os modos
obedecem a uma equacao de oscilador harmonico simples. Assim, podemos tomar como

ansatz a solucao do tipo dxx = fi(7)er*". Resolvendo ([3.6) com esse ansatz, teremos

7 .
SXi o (1 ¥ E) etk (3.7)

As flutuacoes do inflaton serao escritas como

A ¢k 1.1 + ik-x
(5¢(X,T):/(27T)3\/—2_k5 (axdx; (1)e™ ™ + h.c), (3.8)

com (5)(:)* = 0x;- O valor esperado no vacuo das flutuagoes quadraticas do campo é

dado por

A d*’k H?7?
(o66%10) = [ s g ol (39)

Para os modos dentro do horizonte, |5Xk+| ~ 1, enquanto que, para os modos fora do
horizonte, }6xk| kT > 1 (considerando este limite). Logo, a contribui¢ao dominante

para a expressao (3.9) vem dos modos que estao fora do horizonte. Logo,
- d®k H?*> 1 H? 1
0520> —/ 2o /dSk—
(0166 (27)7 283 2(2@3 3
1 H? H\° 1
= = dk 4w k:2 =|— dk —
ey | s (%) fa s

HN\? [ kmas dk: _(HY\
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A quantidade P, é definida como o espectro de poténcia das perturbagoes do inflaton.
Conforme ja sabemos, o espectro de poténcia de qualquer sinal é uma média estatistica
feita em termos de seu conteido de frequéncia. A inflagdo prediz um espectro que é
invariante de escala.

O parametro Py é o mais relevante dessa se¢ao. Iremos usd-lo mais adiante quando
estivermos tratando de perturbacao comdével na curvatura. Vamos agora discutir sobre as

perturbagoes cosmoldgicas.

3.2 Perturbacoes Cosmoldgicas

Consideremos a seguinte perturbacao na métrica

Guv = G (1) + 09 (x, 1), (3.11)

onde g,(f]y) ¢ a métrica de FRW nao perturbada, da qual estavamos tratando até o momento,

e dguw <<< gfﬁ)) uma perturbacao, que pode ser do tipo escalar, vetorial ou tensorial.

Com isso, podemos escrever a perturbacao relacionada ao tensor energia momento,

1
0T = 0u(09) 0,0 + 0,9 0,(60) — (0g,) 59“6 O Opp + V(¢)1
1
Guw {5 (69°%) Oup 059 + g*°0u(50) D5 + g°°Outd Dp(50) + V(aqﬁ)] ,(3.12)
e, usando as equacoes de Einstein, podemos calcular as perturbagoes induzidas na geome-
tria pelas “sementes”.
Uma maneira um pouco mais geral de escrever a métrica perturbada sem que ela deixe

de ser simétrica é

ds? = gap dv®da” = a*{—(1+2®)dr? + 20, Bdrdx’ + [(1 — 2¢))d;;

com ®, B, ¢ e F sendo quantidades escalares, d; B uma quantidade vetorial e D;; /' uma
quantidade tensorial.

E interessante pensarmos um pouco a respeito da perturbagao de uma determinada
quantidade. Ela é dada ao considerarmos o valor de tal quantidade em pontos correspon-

dentes de espacos distintos. Em nosso caso, conforme ja mencionado, o espaco de referéncia
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¢ o de FRW, e o que estamos analisando é o espagco fisico em si, no qual encontramos dis-
crepancias em relacao ao de FRW. Como os pontos encontram-se em geometrias diferentes,
precisamos determinar uma relagao univoca entre os dois espacos - feita mediante a fixacao
do gauge. Mudar tal correspondéncia entre os pontos significa fazer uma transformacao
de gauge. Assim, relembrando a métrica como escrevemos em , se escolhermos

oY = £9(aH)

at — 2t =t + dat, ' ' _ . : (3.14)
ozt = 0'B(a*) +v'(z*), Ow' =0

obteremos uma mudanca nas quantidades escalares da equacao (|3.13)),

a/

¢ =0+ ¢,
B =B+ +43,
bo=¢-ivrpg T
3 a
E =E+28- (3.15)

Dessa maneira, temos que tomar cuidado, pois uma mudanca no sistema de coordenadas le-
varia a uma variacao na perturbacao de uma dada quantidade, fazendo com que ela pudesse
assumir valores distintos ao mudarmos o gauge. Podemos resolver tal problema fixando um
dado gauge e realizando todos os cdlculos nele (o que ndo nos é muito conveniente, dado
que usamos gauges especificos exatamente para facilitar a conta em determinada situacao,
o que em geral faz com que as contas fiquem mais complicadas em outras situagoes); ou
entao identificar as combinagoes que representam quantidades que sao invariantes de gauge
(o que é mais conveniente, e em geral nos fornece quantidades fisicas). Vamos ficar, no
momento, com a segunda opgao.

A primeira quantidade que iremos analisar é a perturbacao na curvatura comovel. A
curvatura espacial intrinseca em hipersuperficies que possuam o tempo conforme constante
com universo plano é dada por

4
R= V., (3.16)

onde ¢ é a mesma perturbagao na métrica que vemos em , usualmente chamada de
perturbacao na curvatura. Uma superficie que exibe curvatura extrinseca é aquela que,
quando curvada, fica em uma dimensdo maior (como exemplo, uma folha de papel que
se transforma em um cilindro). A que exibe curvatura intrinseca, possui uma geometria

dentro da superficie diferente da plana. Dessa forma, podemos, por construgao, criar um
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invariante que esta relacionado com essa perturbacao na curvatura, R, dado por

R=v+H2 — s 0 (3.17)

o )
onde a primeira igualdade é a representacao em relagao ao tempo conforme.
A segunda quantidade é a perturbagcao na curvatura em superficies com densidade de
energia uniforme,

—<=w+H%p- (3.18)

Notemos que essas duas quantidades sao equivalentes durante a época inflacionaria, visto
que o campo do inflaton é a matéria dominante neste periodo.
Sem negligenciar as perturbagoes na métrica e usando a invariancia de gauge, podemos

mostrar que o espectro de poténcia para a perturbagao comovel na curvatura é dado por

Pr = (g) Py (3.19)
¢

Em termos adimensionais,

2
k3 H H\?

Essa quantidade é conhecida como amplitude do espectro de poténcia da curvatura comdovel.
Foi mensurada pela primeira vez pelo COBE e sua medida atual é, conforme |Aghanim et al.
(2018)),

A2 ~ 2,101 x 1077 (3.21)

Uma maneira de relacionar mais facilmente inflacao com fisica de particulas é expressar
(3-20) em fungao do contetdo energético do universo. Destarte, usando (3.10f), chegamos

a
2
NH5t:>@N %:ggzi (3.22)
¢27T

pa  p p & 2

A% = <%p>2 : (3.23)

Usando as equagoes de slow-roll, podemos reescrever ([3.20]) como

1 V(9) 1
A% ~ S 3.24
R 9452 M3, e¢|k7 " ( )

op (5a:>@

—_—~ —

Logo,

e, dessa forma, podemos restringir os parametros do potencial do inflaton.
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Temos que levar em consideragao que todas as quantidades sao calculadas quando os
modos visiveis de Fourier relevantes atravessam o horizonte na época da inflacao.
Podemos, nesse momento, fazer algumas observacoes no que diz respeito a essas per-

turbagoes cosmoldgicas e as ideias que tomamos como base para a inflagao.

1. Quando consideramos o limite exato de de Sitter, €, — 0, perdemos o significado das

perturbagdes na curvatura e na densidade (olhar equagoes (2.43), (3.22) e (3.24)).

2. Por outro lado, a invariancia de escala exata sé é obtida quando usamos o limite de

de Sitter (observar (3.10])).

3. Conforme sabemos, o inflaton estd em um regime de slow-roll. Sendo assim, os
valores de campo e de potencial associados se alteram quando tratamos de modos

que cruzam o horizonte em épocas distintas.

Diante de tais observagoes, temos que encontrar uma quantidade que estime esse desvio

da escala invariante. Tal desvio sera dado mediante o indice espectral escalar, ng, tal que

d InA?
—]1=_""R .
s d Ink (3:25)
o que nos leva a reescrever (3.20) da seguinte forma:
L ns—1 L ns—1
A% = N2 (k_> = A, <k—> , A = A,, (3.26)

onde A; é a amplitude correspondente ao modo k* (uma escala que pode ser medida na
CMB).

Com isso, concluimos que o espectro realmente é invariante no espacgo de de Sitter, pois
ng = 1 |I| Contudo, com as aproximagoes de slow-roll, conseguimos encontrar pequenos
desvios nesses parametros.

A dltima medida anunciada pelo Planck (Akrami et al| (2018))) nos mostrou que o

espectro é levemente desviado para o vermelho,

ns ~ 0,9649 %+ 0, 0042 - (3.27)

I Podemos espressar o indice espectral escalar em funcio dos parametros de slow-roll:

n5—12277¢—6€¢~
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Os modos com numeros de onda comével pequenos possuem mais influéncia.
Se procurarmos por desvios, em escalas mais altas, da invariancia de escala, teremos o

que chamamos de running do indice espectral (olhar Figura,

d ng Vv
n!, = Tk ~ —16€y 1y + 2465) + 2§¢2) , com 535 = Mﬁ,ZT . (3.28)
De acordo com o Planck, com 95% de C.L., n), ~ 0.
0.980
0.015 -~
0.975
~ 0.000 - 0.970
£
Qm - 0.965 &
S —0.015
— 0.960
—0.030 - 0.955
0.950

0.92 0.96 1.00 1.04 1.08

Ns 0.002

Figura 3.1: Vinculos sobre o running do indice espectral (n.) no modelo ACDM, usando Planck
TT, TE,EE+lowE+lensing. Os contornos em preto correspondem a r = 0, com 68% e 95% de confi-

1

dence level, e os diferentes valores para ng é considerando a escala pivot de k = 0.056Mpc™". Notemos

que os dados sao consistentes com um running espectral nulo e abrem margem também para um running

negativo, o que levaria a um desvio positivo do indice espectral ns g.002. (Aghanim et al(2018))

De forma andloga ao espectro de poténcia escalar, podemos obter o espectro de poténcia
tensorial, que é dado por ,

A? = %f\g—% : (3.29)

Como a natureza das perturbacoes é quantica, o que nos leva a ter um espectro es-

tocastico, e elas modificam a geometria do espago-tempo, teremos uma alteragao no espec-

tro das anisotropias na temperatura da CMB. Podemos, ainda, computar uma quantidade

que nos dard uma relagao entre as perturbacoes tensoriais e escalares, conhecida como
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razao tensor-escalar, r:

A _ A
A2~ A2

Notemos que as perturbagoes tensoriais sao suprimidas frente as escalares. Dada a nao
observacao de perturbacgoes tensoriais, dados associados, advindos de BAO, BICEP2 e

Keck Array, colocam um limite superior nesse parametro de

70,002 < 0, 064,

onde o subindice 0,002 representa a escala pivot de 0,002Mpc " (Akrami et al| (2018)).
Olhar Figura |3.2]

0.25 -+ Planck TT,TE,EE+lowE
Planck TT,TE,EE4lowE+lensing
+BK14+BAO
0.20 -
0.15 -
g
S
0.10 -
0.05 -
0.00 . — .

0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1.00

Ns

Figura 3.2: Vinculos sobre a razao tensor-escalar (g gp2) no modelo ACDM, usando diferentes combinagoes
de dados observacionais. As retas pontilhadas sdo uma representacio para modelos com N = 50 e N = 60,

P
caso consideremos a inflagdo causada por um inico campo e com potencial da forma V m‘i;l . As
retas sélidas correspondem a relagao entre ng e r para o potencial linear e quadratico (Aghanim et al.

@rS).

Por uma questao de clareza, podemos expressar uma equacao que leva a escala de
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inflagao
A?2 2 H? 1 2V 1 1

Ap=—"t== — —== — — ~~22x107"° 3.31
B w2 MR v w2 3ME M3, v e ’ (3.31)

e, isolando o potencial,

1 T 4

Vi 10" GeV. 3.32
() 10 (332

Como exemplo, para encerrar esta subsecao, vamos olhar para o potencial quadrético

e calcular as quantidades principais que comentamos até o momento. Dessa maneira,

2
. omn =2 (k)
V() =5 = L
¢:¢*:>Ne:4]\4*123[ I

2 para 50 e-folds, n, ~ 0, 96,
ng—1~—— =

Ne para 60 e-folds, n, ~ 0,967 ,

N2 2

Ay~ 67:2]\7;_1%1 = para 50 e-folds, m ~ 5 x 10'? GeV

- V() ERNINT:
H, ~ 5 ~6m = para 50 e-folds, Vi* ~ 10" GeV.
3ME,

Com isso, concluimos que a escala de inflacao para o potencial quadratico é préxima a

escala de GUT.
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0.20

TT,TE,EE+lowE+lensing

TT,TE,EE+lowE+lensing
+BK14

TT,TE,EE+lowE+lensing
+BK14+BAO

Natural inflation

0.15

Hilltop quartic model
« attractors
Power-law inflation
R2 inflation

V x ¢?

V o ¢t/

Vxo

Vo ¢2/3

Low scale SB SUSY
N,=50

N,=60

Tensor-to-scalar ratio (r¢.002)
0.10

0.05

0.00

0.94 0.96 0.98 1.00
Primordial tilt (ns)

Figura 3.3: Vinculos sobre a razao tensor-escalar, considerando diferentes modelos inflacionarios. Notemos
que, ao fundo, temos uma referéncia a Figura [3.2] com diferentes combinacoes de dados observacionais e
confidence level de 68% e 95%. Sobre esse fundo, temos uma série de tipos de potenciais cujas regides
abrangidas estao limitadas entre 50 e 60 e-folds. Notemos que alguns modelos j& estao descartados

ol @01S).

Notemos que os parametros de slow-roll nao sao os observaveis; porém, os observaveis
inflacionarios estao relacionados com eles. Finalizamos este capitulo com a tabela [3.1], na

qual expressamos os principais parametros da inflacao e suas atuais medidas.

Tabela 3.1 - Principais parametros relacionados a inflagao mensurados pelo Planck.

Parametro Definicao Dados

Ns fndice espectral escalar 0, 9649 + 0,0042
n., Running do indice espectral ~0

r Razao tensor-escalar < 0,064

A% Amplitude do espectro de poténcia da curvatura comével 2,101 x 10—9




Capitulo 4

Periodo Pds-Inflacionario

Apo6s a inflacao, o universo fica praticamente “vazio” e precisamos encontrar um modo
de repovoa-lo. Nesse contexto, surge a ideia de reheating, que seria a época posterior a
inflacdo na qual quase todas as particulas elementares seriam produzidas. Tal producao
ocorreria mediante oscilagoes de um determinado campo, que em geral tratamos como
sendo o campo escalar do inflaton. Ele oscilaria em torno do minimo de seu potencial,
conforme a Figura .1, produzindo particulas que, por sua vez, iriam interagir até que, em
dado momento, atingissem o equilibrio térmico. Isso ocorreria quando praticamente toda a
energia do inflaton fosse transformada em energia térmica de particulas elementares. Um
importante conceito que surge é o de temperatura de reheating, Tx, que é a temperatura

alcancada quando obtemos esse equilibrio.

V(e)
A o0
.\‘ (_)

TNy
X\

PCMB Pend reheating

Ao

-

Figura 4.1: Flutuagdes quéanticas do campo do inflaton (6¢) num dado potencial. As flutuagdes na
radiacao césmica de fundo sao criadas quando consideramos que d¢ ocorreu cerca de 60 e-folds antes do
final da inflacdo (Baumann| (2011)).
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Em alguns modelos inflacionarios, durante estagios iniciais e intermediarios do rehea-
ting, temos o que chamamos de ressonancia paramétrica ampla, que pode chegar a ser mais
eficiente que os estagios finais do reheating. Esse fenomeno é conhecido como preheating.

Abordaremos tanto o preheating como o reheating nas secoes abaixo.

4.1 Reheating

Conforme vimos, para a inflacao chegar ao fim, temos que violar as condicoes de slow-
roll, e assim a energia cinética do inflaton comecga a aumentar e se torna relevante, podendo
eventualmente dominar. Essa fase é conhecida como kination e, como caracteristica prin-

6 0 que leva a um decaimento muito rapido da densidade de

cipal, temos que py o a~
energia.

Considerando que o potencial do campo do inflaton possui um minimo e que evolui
para ele, observamos pela equacao de Klein-Gordon, equacao (2.36)), que o campo passara
a executar oscilagoes amortecidas em torno deste minimo. Podemos ver tal resultado
considerando um potencial do tipo V(¢) = %mgzﬁz e que, nos estagios finais da inflagao, o

termo de friccao é ainda nao negligenciavel. Assintoticamente, para mt > 1, vemos que a

solugao para ([2.36)), conforme Kofman et al.| (1997), é do tipo

6(t) = D(t)sin(mt),  com B(t) = % (A1)

Na Figura , vemos o grafico da equagao para diferentes valores de m, e consi-
derando Mp;/+/37 igual a unidade. Como esse fator influencia apenas na amplitude das
curvas, essa escolha de valor nao sera qualitativamente relevante na analise gréfica.

Anteriormente, haviamos desconsiderado a interacao do campo escalar com qualquer
outro grau de liberdade. Porém, como precisamos repovoar o universo, precisamos que haja
transferéncia de energia para outras particulas, levando ao que conhecemos como evolucao
da cosmologia padrao (inicialmente tendo dominagao por radia¢do). Ao considerarmos o
acoplamento do inflaton com outros campos, estamos tornando-o instavel, o que permite
seu decaimento em outros graus de liberdade.

Dessa forma, a equacao de Klein-Gordon é modificada pela adicao de um tempo de

friccdo proporcional a largura de decaimento do campo do inflaton, I', (descri¢ao fenome-
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nolégica). A equacao é modificada para

. . . oV
¢+3H¢+F¢¢+a—¢:0, (4.2)

e ¢ valida apenas no estdgio de oscilacoes rapidas do campo. Embora I'y esteja como
um parametro arbitrario, ele pode ser computado tomando-se diversos tipos de interacoes

distintas, e esse é o ponto de maior interesse da fisica de particulas.

10

w—=00
SO W —

BBB8

Figura 4.2: Grafico da equacgao , representando o comportamento do campo do inflaton no final
da inflacio. O gréfico foi feito considerando Mp;/+/37 igual & unidade, o que faz com que m (massa
do campo do inflaton) seja da ordem da massa de Planck. As diferentes cores das curvas representam
diferentes valores para m e, independente de seu valores, o comportamento oscilatério que diminui a

amplitude com o tempo é o mesmo. No entanto, quanto menor o valor da massa, maior é essa amplitude.

Usando (2.27)), (2.28) e (4.2), a equagao de conservagdo energia-momento (2.5 serd

modificada pelo termo de decaimento

fs +3H (py +ps) = =Ty 6™ (4.3)

Notemos que o lado direito da equagao esta relacionado com a entropia. Como antes
haviamos considerado um fluido perfeito, nenhuma entropia era criada ou destruida. Dessa
forma, concluimos que ao decair em outras particulas, o inflaton cria a entropia necessaria

para se chegar a cosmologia padrao. Esse periodo é conhecido como reheating.
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Os produtos do decaimento dispersam-se suficientemente rapido para alcancar um
periodo de equilibrio térmico. Sabemos que, conforme a cosmologia padrao, a contribuicao
dominante da entropia correspondera a graus de liberdade relativisticos. Além disso, a
energia perdida do inflaton formara um banho térmico de radiacao a temperatura T, e a

equacao da densidade de energia da radiagao serd dada por
pr +3H (pr+pr) =Ty &* (4.4)

A densidade de energia total, p = p, + pr, € a pressao total, p = ps + p,, satisfazem a
conservagao energia-momento, p + 3H (p+ p) = 0, uma vez que a entropia é transferida
entre os dois componentes, isto é, a entropia é conservada.

Seja ¢ = ¢pmin 0 ponto de minimo de um dado potencial. Expandindo em Taylor,

teremos

V(8) =V (Gin) + 5V (i) (6 = bin)® - (45
Consideremos que, nas vizinhancas de ¢,,;,, temos o comportamento de um oscilador
harménico. Desta forma, (V) = <%2> = %“5 e pp ~ 0, 0 que nos leva a equacao de estado
wye = 0 durante a época de reheating de oscilagoes em torno do minimo do potencial.
Portanto, nesse periodo, o comportamento do inflaton é semelhante ao da matéria nao-

relativistica e, nessa fase, o sistema composto por inflaton-radiacao obedece as seguintes

equacoes diferenciais acopladas

po +3H py=—Ty py

pr +4H p. =Ty py

p¢ + Pr
H? = : 4.6
3M3, (4.6)

Desconsiderando a fase de kination e supondo que as oscila¢oes comecam imediatamente
apos o término da inflagao, desacoplando as equagoes acima, teremos que, para uma largura

de decaimento constante, a densidade de energia do inflaton, apds o desacoplamento das

equacoes ¢ dada por

ps(t) = py(ty) (%)3 e Te(i=tr) | (4.7)

e a equacao acima representa o comportamento esperado para uma matéria nao-relativistica

instavel. Se, durante sua oscilacao, o inflaton ainda for a componente dominante, podemos
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trata-lo como matéria nao-relativistica (a o tg) . Além disso, usando que p, ~ 0 no final

da inflagao, a solugao das equagoes acopladas para a densidade de radiacao sera

5
3 te) 3
vy =30t 5o 1= (4] (13)

cujo comportamento indica que p, cresce inicialmente e depois decresce. Usando a distri-

buicao de Bose-Einstein, a temperatura méaxima sera dada por

N

N

(tr) (Mp Ty)t (4.9)

©- ool

Tma:v ~ g p

onde g representa os graus de liberdade da radiacao. Notemos que T},,. depende apenas
da densidade de energia do campo no final da inflagao.
A era de radiagao comeca quando I'y 2 H, isto é, quando o inflaton decaiu efetivamente.

Assim, usando essa condigao, (2.4), (2.11) e a distribuicdo de Bose-Einstein, podemos

estimar a temperatura de reheating,

[

T, =1,7g77 (Mp Ty)? | (4.10)

que, diferentemente de 75,4, depende apenas da duragao do periodo de reheating, 7,, onde

T =1T ¢_1. Analisemos a Figura .

Figura 4.3: Grafico da evolugao das densidades de energia do campo do inflaton e da radiagao durante o
final da era inflacionaria. Notemos que, & medida que o inflaton decai, ocorrre a producao da radiagao e
esta ultima eventualmente dominard sobre a primeira apés um tempo de decaimento de 74 =T' ¢_1 (Rosa:
(2012))).
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Podemos impor limites superior e inferior para a temperatura de reheating. Se o inflaton
decair rapidamente, sua energia serd convertida em radiacao e T,,, serda aproximadamente
Te. Logo, T, ~ pg(tf). Por outro lado, o reheating tem que acabar antes do inicio da
nucleossintese para nao interferir na producao dos elementos leves. Sabendo disto, temos
a seguinte vinculacao:

10MeV S The S p2(ty) - (4.11)

Vamos supor agora que, além de termos referentes ao campo do inflaton, a lagrangeana

possui termos de um outro campo escalar y, de um campo espinorial 1, além de seus

respectivos acoplamentos com o inflaton (Kofman et al.| (1997)),

£5 20x0 — 500 + LERY + 57D, — my(O)] — Sg?6* — o (4.12)

onde g, h, £ sao constantes de acoplamento pequenas, V(¢) é o potencial efetivo do campo
pe mi(O) e mi(O) sao as massas dos campos x e ¥ antes da mudanga de variavel ¢—o — ¢,
respectivamente.

Em uma lagrangeana como a da equagao (4.12), com potencial V' ~ %mQ (¢ — 0)2 e
m > H, as probabilidades de decaimento de ¢ em um par de escalares ou de espinores,

usando o método usual de teoria de campos (que corresponde a fase de reheating), sao

dadas por (Kofman et al.| (1997))

4 2

I'(¢—xx) = gﬂjn : (4.13)
h2

[(¢p— ) = —8;” : (4.14)

Com isso, concluimos que o nimero de densidade comével de particulas decresce exponen-
cialmente com taxa de decaimento I', assim como a energia comovel do campo oscilante ¢
(Kofman et al.| (1997)). Importante chamar atengao para essa conclusdo pois nela reside
uma grande distin¢ao entre as fases pds-inflacionarias de preheating e reheating.

O reheating é uma época dificil de ser vinculada, visto que as flutuagoes produzidas
nesse periodo nao deixam uma assinatura observavel a nivel da CMB ou LSS (Cook et al.
(2015)). Uma maneira de tentar conseguir informagoes dessa época é obtendo uma relagao
entre os parametros da inflacao e do reheating.

Consideremos o momento em que uma determinada escala, k, sai do horizonte durante

a época inflacionaria, apHy = k. Podemos escrever

k o aka: o aka Qend Qre Qeg Heq o Ak Qend Gre aequq Hk

_ _ - , (4.15)
CLO-[_-IO CL()H[) aOHO Qend Qre Qeg Heq Qend Are Qegq aOHO Heq
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onde cpg, re € ¢q Sa0 subindicies que correspondem aos periodos relacionados com o final da
inflacao, com o final do reheating, e com a equalizacao radiagao-matéria, respectivamente.

A equacao (4.15]) pode ser reescrita como

k QegH, Hk
[ =—N,—N,.— N In | =< l 4.16
" [GOHO] ‘ ro [ agHy } o [Heq] 7 (4.16)

onde Ni, N,. e Nrp correspondem, respectivamente, ao nimero de e-folds entre a saida
do modo k durante a inflacao e o final da era inflacionaria, durante o final da inflacao e o

final do reheating e durante o final do reheating e o final da era dominada por radiacao.

De |Liddle e Lyth (2000), temos que

aequq
=219 h 4.17
GOHO 0 ) ( )
H., = 5,25 x 10° h* Q3 H, - (4.18)

Dessa maneira, com os dados obtidos do espectro de poténcia primordial advindos da
CMB, e considerando um determinado modelo inflacionario, somos capazes de inferir a
soma N,. + Ngpp .

Consideremos que o periodo de reheating é dominado por matéria, w,. = 0. Além disso,

consideremos também que as transicoes de fase entre as épocas ocorrem instantaneamente.

k :e_NK (&>1/3 (@)/ aeqH Hk ) (419)
aOHO Pend Pre aOHO Heq

1/3
Olhando para o grafico notemos que a fragao <:O&d) foi obtida tomando-se o limite

Desta forma,

pela direita para o fim da inflacao e pela esquerda para o fim do reheating. De maneira
1/4

analoga, a fracao (p eq) foi obtida tomando-se o limite pela direita para o fim do reheating

e pela esquerda para o fim da era dominada por radiacao.

Usando a aproximagao de slow-roll para Hjy na equacao (4.19), teremos

1 Pre 1 Peq eqHeq 87V, 1 k
N, =-1 —1 In [ —/——= | +1 — | -1 - (4.20
T3 " (pend)+4 " (pre)+ ( aoHy i 3M]2gl H., n aoHy ( )

Para uma primeira aproximacao em relagao ao nimero maximo de e-folds, podemos

considerar que nao existe perda significativa na densidade de energia durante os estagios
finais da inflacao - Vi = penq - € que o reheating acontece instantaneamente - p.. = Peng-

Usando (3.21)), (3.24), (4.17)), (4.18) e (4.20]), chegaremos a

1
Ni = 63,3+ 7 Ine, (4.21)
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conforme |Liddle e Leach| (2003]).

A
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Figura 4.4: Esquema da evolu¢ao temporal da fungdo de estado (w). Os pontos correspondem aos
seguintes periodos: A - inicio da inflagdo, B - final da inflacdo, C - inicio do reheating, D - término do
reheating, E - comeco da era dominada por radiagao, F - fim da era dominada por radiagao, G - comego
da era dominada por matéria, H - término da era dominada por matéria. As trasnsicoes de fase entre as
diferentes épocas ocorrem instantaneamente. Considera-se que os pontos B e C, D e E, F e G, aconteceram
instantaneamente par a par. Na época inflaciondria, temos w = —1; no reheating, w = 0; no periodo de
dominagéao por radiacdo, w = 1/3; e no perfodo de dominagdo por matéria, w = 0. Atualmente estamos

numa época de dominagao pela energia escura, portanto w é negativo novamente. Grafico fora de escala.

Um modelo de reheating possui trés parametros fundamentais: a temperatura de rehe-
ating (7)), sua duracdo (V,.) e sua equagao de estado (w,.). Voltando & discussao antes
da aproximacao do grafico [£.4] em geral, os modelos de reheating consideram a equagao
de estado constante e nula durante este periodo. Porém, no final da era inflaciondria, tal
equagao é w = —% - condicao para termos éz ~ V(¢). Quando consideramos um inflaton
massivo, w tende a zero rapidamente, pois a massa - que é o parametro relacionado a
frequéncia das oscilagoes - ¢ muito maior que a taxa de expansao do universo, que ocorre
enquanto o inflaton ainda é a componente dominante. A medida que o inflaton decai e
vai se tornando menos dominante, w passa de 0 a 1/3 quando se inicia a dominagao por
radiacao.

Nas Figuras e[4.6, podemos perceber que a equacao de estado e o nimero de e-folds
do periodo pés-inflacionario sao inversamente proporcionais, visto que, quanto menor for

a equacao de estado durante o periodo de reheating, mais tempo sera necessario para os
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modos reentrarem no horizonte.
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Figura 4.5: Evolugdo temporal (nimero de e-folds) do horizonte comével. No grifico da esquerda temos
que o reheating acontece com equagao de estado w,. = 1 (caso extremo maximo), enquanto que no gréfico
da direita temos um reheating com equacao de estado w,. = —1/3 (caso extremo minimo). Notemos que
quanto menor for a equagdo de estado, menos eficiente serd a reentrada dos modos no horizonte (Cook

e al] @013)
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Figura 4.6: Evolucao temporal do horizonte comével mostrando a reentrada dos modos k no horizonte
para diferentes valores de w,.. No grafico, temos que a linha tracejada negrita corresponde ao reheating
instantaneo, ou seja, wy.. = 1/3, a mesma equagao de estado da radiagao. A linha tracejada fina corresponde
a1l <wpe < 1/3 e a linha continua grossa corresponde a 1/3 < w,. < —1/3. Nesse gréfico, fica claro que,

quanto menor w,.., maior seré o numero de e-folds pés-inflaciondrio e, portanto, mais tempo demorara

para os modos reentrarem no horizonte l (2014)).

Consideremos uma equacao de estado efetiva para o periodo de reheating. Deste modo,

—3(14wre)

pre are

Escrevendo o ntmero de e-folds, teremos

Npm—t (pe”d> -t (§ Ve"d) : (4.23)
3(1 4 wre) Pre 3(1 4+ wye) 2 Pre
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A 1ltima igualdade vem do fato de tomarmos w = —1/3 no final da inflagdo. Conside-
rando que, no final da era de reheating, teremos dominacao por radiacao, podemos usar a

distribuicao de Bose-Einstein para relacionar o nimero de e-folds com a temperatura de

1 4
N,. = In (5 Vend : (4.24)
3(1 4 wye)

onde g, é o nimero de graus relativisticos ao final do reheating.

reheating. Logo,

re

Notemos que, pela equagao (4.24)), quanto maior for a temperatura de reheating, menor
serd o numero de e-folds desse periodo. Tal consideragao é esperada, visto que, quanto
mais rapido e eficiente for este periodo, mais quente estard o universo.

Consideremos potenciais do tipo polinomiais, isto €,

1
V= §m4*a o (4.25)

Usando (2.47)) e (2.51]), o ntimero de e-folds serd

B 1
N 20 M2,

1

(0 = Pena) 5375 D - (4.26)

N,
k 20 M2,

onde o tltimo termo foi obtido do fato de considerarmos ¢2 > ¢? ;. Reescrevendo Nj em

fungdo dos pardmetros de slow-roll, com o auxilio de ([2.47)), (2.48) e (1)), teremos

o+ 2

Ny=—"".
"7 2(1 = ny)

(4.27)

Podemos ainda expressar o potencial no final da inflacao em termos de ng, e A;. Conforme
Cook et al.| (2015)),

Ving = 612 M3, A (1 — ny) (%) : (4.28)

Com essas informagoes, podemos obter graficamente alguns resultados para a tempe-

ratura de reheating e o ntimero de e-folds desse perfodo. Ver Figura [£.7]

4.2 Preheating

A medida que a inflacao vai chegando ao fim, a energia do campo do inflaton é transfe-
rida para outros campos, sejam vetores ou escalares, aos quais o inflaton esteja acoplado.
Esse estagio em que a energia é transferida rapidamente e os produtos do decaimento

encontram-se longe do equilibrio térmico é conhecido como preheating.
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Figura 4.7: Relac@o entre os parametros de nimero de e-folds durante a época do reheating (N,.), a
temperatura de reheating (75..) e a razdo tensor-escalar (n;) para diferentes potenciais polinomiais do tipo
V= %m‘*‘o‘qﬁo‘. Na figura, temos cada grafico com os seguintes graus de polindémio: o = 2/3,1,2,4. A
regido amarela corresponde a ngy = 0,9603+0,0073 (dados do PLANCK 2013). Cada curva refere-se a uma
equacao de estado diferente, representadas pelas cores vermelha, azul, laranja e verde, correspondendo a
wre = —1/3,0,1/6 e 2/3, respectivamente. O ponto de intersec¢ao das curvas corresponde ao reheating

instantaneo. Além disso, temperaturas acima do ponto de intersecgdo sdo consideradas nao fisicas, pois

resultariam em N, < 0 )

Apesar do tema ser abordado apds a se¢ao sobre reheating (pois as ideias surgiram

nessa ordem), cronologicamente, o preheating antecede o reheating. Alguns dos primeiros

artigos na drea foram [Kofman et al. (1994)) e [Kofman et al.| (1997).

Na equacao , se a amplitude do campo for suficientemente grande, o decaimento
ird ocorrer no regime de ressonancia paramétrica. Voltemos para o acoplamento entre os
campos escalares na lagrangeana . Se muitas particulas x ja tiverem sido criadas,
a probabilidade do decaimento ¢ — yx aumenta, devido a efeitos da estatistica de Bose-

Einstein.

(.05
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A equagao de movimento para x, dada (4.12), é
a .
0,0"x + 35x + (mi(O) —¢R+ 92¢2) x=0- (4.29)

Considerando a representacao de Heisenberg para um campo escalar quantico, e apenas a

autofuncdo com momento comével k, (4.29)) se tornard
Q K\
Xk + 355@ + ((5) + mi(o) —ER+ gz¢2> =0 - (4.30)

Essa equacao é muito parecida com a de um oscilador harmonico amortecido com frequéncia
variavel, dadas as dependéncias temporais do fator de escala e do campo ¢. Seja V(¢) =

sm?*(¢ — o). Fazendo a mudanca de varidvel (¢ — o) — ¢ e considerando que a massa

efetiva do campo x vai a zero no minimo do potencial de ¢, teremos
a K\’
K 3 + (5) — R+ ¢*¢* +2¢%00 + g*0* | xx =0 - (4.31)

Para facilitar nosso estudo da equagao (4.31)), consideremos que a amplitude das os-

cilacoes do campo ¢ muito menor que o e negligenciemos a expansao do universo. Desta

maneira, usando (4.1)) e (4.31]), obtemos
Xk + (k2 + ¢*0? 4+ 2¢°0® sin mt) Xk =0, (4.32)
que representa a equacao de um oscilador harmonico com mudanca de frequéncia periddica:
wi(t) = (K* + g°0” + 2¢°c®sinmt) - (4.33)
Com a mudanga de varidvel mt — 2z — w/2, chegaremos a equagao
I+ i(k%r“) ~ % Podcos? =0 (4.34)
X — g'o 39 0Pcos2z e =0, :

onde a derivada é em relagao a z. Notemos que a equagao (4.33) tem a mesma forma da
equacao de Mathieu:

4g%°0c®
m2

4
X+ (A —2qcos2z) x, =0, com Ay = — (K + ¢*0%) e q= (4.35)

No apendice [B| tratamos especificamente sobre sistemas dinamicos, com énfase naque-
les regidos por equacoes paramétricas, em especial a equacao de Mathieu. Abordaremos
detalhes sobre a questao de como encontrar critérios para analisarmos a estabilidade de

tais sitemas. No restante desse capitulo, iremos apenas usar tais resultados.
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As solugoes da equacao de Mathieu possuem regioes de estabilidade e instabilidade que
determinam bem suas propriedades. Tal equagao apresenta em suas solucoes um conjunto
de bandas de ressonancia de frequéncias, Ak™. Com isso, observamos um comportamento
de instabilidade exponencial dentro destas bandas, Y o exp(,u,(c")z), onde u,gn) dependerd
dos valores de A, e q.

Se olharmos para a energia de cada modo e dividirmos pela energia de cada particula,
ou scja, 3|Xk|? + sw?|xx|? dividido por wy, obteremos a quantidade de particulas naquele
modo, chamada nimero de ocupagao ny. Dessa maneira, concluimos que ny o exp(Quén)z)
e podemos interpretar esse resultado como uma producao exponencial de particulas durante
esse periodo.

Se tivermos m? > g?c? para a primeira banda, conforme [Kofman et al.| (1997)), a taxa

de crescimento exponencial é dada por

1y = @2 - (2% - 1)2 : (4.36)

Para os casos em que k > Z(1 + 1) ou k < (1 — 1), teremos uma exponencial complexa

e, portanto, essas serdo regioes de estabilidade. Para os casos intermediarios, (1 — ) <

k < (14 1), observamos a regiao de instabilidade, cujo valor maximo de py, é obtido

2020P . ~ . .
para k = %, sendo ele y, = 2 = =23=. Nessas circunstancias, podemos interpretar que a

particula ¢ estd decaindo em um par de particulas y, cada qual com momento k = 3.

A diferenca principal entre o decaimento usual que ocorre na fase de reheating e esse
reside no fato de que a quantidade de particulas que sera produzida dependera da quanti-
dade produzida anteriormente. Por critérios comparativos, tinhamos que, no decaimento
usual, I'(¢p — xx) = % , enquanto que, no decaimento ressonante a taxa de decaimento
¢é dada por pupm ~ g%‘b. No inicio, espera-se que o campo oscile com ¢ > 982—;7 fazendo com
que decaimentos por ressonancias paramétricas dominem. Porém, a medida que o campo
oscila e perde sua energia, a amplitude das oscilagoes diminue até chegar ao ponto em que
o decaimento usual dominara.

Quando fizemos a aproximagcao que resultou na equacao (4.32)), ndo levamos em conta

alguns efeitos, como, por exemplo:

e expansao do universo;

2 Olhar equagao (@.13).
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e back reaction das particulas criadas;
e estatistica das particulas criadas.

Ao incluirmos o efeito de expansao do universo, temos uma contribui¢ao para a taxa
', visto que o termo de friccao na equacgao contribuird para o decrescimento de ¢.
Logo, upm deve ser comparada com a taxa de decaimento efetiva, dada por 3H + 1. Além
disso, o efeito de redshift no momento k£ pode fazer com que tal modo nao esteja mais na
banda de ressonancia. Considerando que a largura efetiva seja metade da largura total,
ou seja, &*, e que o tempo durante o qual o modo permanece na banda pode ser estimado
por ¢H~!, o preheating s6 ocorre se ¢>m ~ H.

A back reaction das particulas criadas é também um efeito que precisa ser levado
em consideragao pois afeta os parametros A, e q. Dependendo das interacgoes, os modos
também podem nao se encontrar mais na banda de ressonancia, mesmo que as condigoes
acimas sejam satisfeitas.

Com relagao as particulas criadas, elas precisam possuir uma estatistica de Bose-
Einstein, sendo, portanto, bésons. O principio de exclusao de Pauli dos férmions faz
com que o nimero de ocupacao nao seja tao grande para este tipo de particula.

Notemos que a andlise foi realizada com um potencial quadratico. Cada potencial tera
sua particularidade. Por exemplo, se considerarmos V (¢) = %(ng — 0%)?, a autointeragao
quartica do campo ¢, o termo %gb‘l, terd uma contribuicao maior que o termo %gbx. Em
outras palavras, a producao de particulas ¢ serd mais eficiente que a producao de particulas
x. Para mais informagoes, |Greene et al.| (1997)).

Dessa maneira, concluimos que, dependendo do potencial adotado e das interagoes
consideradas entre os campos, um dado modelo inflaciondrio pode possuir ou nao a fase

de preheating e/ou reheating, assim como cada uma dessas fases pode ser considerada

eficiente ou nao.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho, vimos que a inflagao cosmolégica fornece um mecanismo que resolve os
problemas da cosmologia padrao do Big Bang (problemas do horizonte, da planura e da
abundancia de particulas reliquias), explicando a estrutura atual do nosso universo ao se
adicionar um campo escalar, conhecido como campo do inflaton, a teoria preexistente. Tal
mecanismo tem como resultado uma expansao exponencial no fator de escala.

Ao considerarmos flutuagoes quanticas no campo do inflaton, observamos que tais per-
turbagoes primordiais geram uma assinatura tanto na radiagao césmica de fundo quanto
nas estruturas em larga escala. Dessa maneira, devido as ultimas informacoes obtidas
na missao PLANCK, conseguimos vincular varios parametros inflacionédrios, bem como
o tempo de duracao dessa época. Isso faz com que diversos modelos sejam descartados,
como, por exemplo, modelos com potencial cadtico do tipo V(¢) = %, comn € N*. Em
outras palavras, tais observacoes experimentais nos permitem o falseamento de diferentes
modelos inflacionarios.

Quando a inflagao chega ao fim, violando a aproximagao de slow-roll, precisamos levar
em consideragao outros graus de liberdade, pois o universo precisa seguir sua evolucao
padrao de dominacao por radiacao. O inflaton ird decair em outros campos com os quais
esteja acoplado, produzindo particulas relativisticas. Esse periodo pds-inflacionario pode
ser dividido em duas etapas: o preheating e o reheating.

A primeira fase pés-inflacionaria é o preheating. Nela, observamos bandas que determi-
nam a estrutura de estabilidade/instabilidade do sistema, nas quais ocorrem ressonancias
paramétricas (instabilidade). Esse tipo de oscilagao leva o inflaton a decair em outros graus
de liberdade (decaimento nao-perturbativo), de modo que teremos uma produgao expo-

nencial de tais particulas, que estarao longe de atingir o equilibrio térmico. Em alguns
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modelos, o preheating consegue ser completamente eficiente, assim como em outros pode
se mostrar completamente ineficiente. Tudo dependera do modelo de potencial adotado e
das interacoes consideradas entre os graus de liberdade.

Na segunda fase,o reheating, temos o decaimento usual radiativo do inflaton em outras
particulas com as quais esteja acoplado. Além disso, os produtos de tal decaimento atingem
o equilibrio térmico rapidamente, de forma que conseguimos obter um dos parametros
mais significativos durante essa época, que é a temperatura de reheating, 7}... Assim como
no preheating, dependemos do modelo de potencial adotado e das interacoes que serao
consideradas.

A era inflacionaria ja esta relativamente bem vinculada atualmente. Sabemos que o
nimero de e-folds é de aproximadamente 50 a 60, que o valor do indice espectral esta
em torno 0,9649 4+ 0, 0042, que a razao tensor escalar tem que ser inferior a 0,064 e que a
amplitude do espectro de poténcia é de aproximadamente 2,101 x 10~°. Em contrapartida,
a era pos-inflaciondria ainda é bastante obscura. O que conseguimos é estabelecer limites
superiores e inferiores para determinados parametros como, por exemplo, a temperatura
de reheating, mas apenas considerando casos extremos.

Ainda ha muito o que desenvolver, principalmente a respeito do periodo pés-inflacionério.
Necessitamos de mais dados experimentais, a fim de diminuir as janelas dos parametros
e de encontrar uma maneira de fazer a conexao da inflagao com a fisica de particulas,

repovoando assim o universo e obtendo a evolucao padrao da cosmologia do Big Bang.
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Apéndice A
Aproximacao de de Sitter

O “universo de de Siter” é uma solugao para as equacoes de Einstein na qual o universo
tem o comportamento regido por uma constante cosmoldgica. O espaco de de Sitter é
andlogo ao de Minkowski, considerando-se, no entanto um universo esférico em vez de
plano.

A aproximacao de de Sitter foi utilizada na segao e com ela chegamos a condic¢ao

de slow-roll. Derivando ([2.4)) em relagdo ao tempo, teremos

aida—a® 1. ala a\> 1. i 1 a a\?
2 — ==p = 2-|-=|=-)|=5p = -=Zp-+(-).
a a2 3 ala a 3 a 6" a a

e igualando a (2.5)),

pa’®+3(p+paa=0, (A.1)

que ¢é a equagao de conservacao energia-momento. Fixando w = % como parametro em

ED. |
a
p+3p(1+ w)a =0 = p~ a 30Fw) (A.2)

e para que p (densidade de energia do campo do inflaton) seja basicamente constante
durante a época inflacionaria, precisamos que w = —1, o que implica em p = —p.

Com isso, concluimos que V(¢) > ¢%. Portanto, € — 0.

Porém, nao podemos tratar esse periodo como um espaco de de Sitter puro, pois,
conforme vimos na equagao , teriamos um espectro completamente invariante. Tal
conclusao nao estda em acordo com os dados obtidos nas medigoes do Planck, os quais
indicam um leve desvio do indice ng.

O correto, portanto, é trabalharmos com o espaco chamado de quasi-de Sitter. utiliza-
mos o de de Sitter puro apenas por questao de simplicidade nas contas. Depois, podemos

fazer a extrapolacao para o outro espago.
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Apéndice A. Aproximacgao de de Sitter

Na Figura estd demonstrado como seria a evolugao do universo em diferentes tipos

de espacos.
3.0 ! ’ J T ’ !
— Qa=1, de Sitter |
55l — Qm=0.3,Q,=0.7, ACDM
— k=1, empty universe
Soll ™ Qm =1, Einstein de Sitter
' — Qm=6,Qx=-5, closed
P . .
[iv]

-15 -10 -5 0 5 10 15 20
t [Gyr]

Figura A.1: Evolugao do fator de escala (ou tamanho) do universo no tempo (em bilhdes de anos)
considerando diferentes valores para o pardmetro de densidade, equacao (2.14). Notemos que o crescimento

mais acelerado ocorre num “universo de de Siter” (linha azul escuro).



Apéndice B
Estabilidade de sistemas dinamicos

Quando estudamos sistemas dinamicos, muitas vezes nao conseguimos resolver as equa-
coes diferenciais que os regem. Para contornar esse problema, Henri Poincaré procurava,
ja ao final do século XIX, uma visao mais qualitativa do comportamento desses sistemas.

As referéncias principais desse apéndice sio: |Avila (2012), Butikov| (2018)), [Champneys
(2011)), |Strang| (2005), [Strogatz| (1994).

Vamos fazer a andlise de um sistema que seja regido por uma equacao especifica, na
qual conhecemos todo o seu comportamento, a fim de melhor elucidar o que iremos abordar

nesse apéndice. Consideremos, por exemplo, o sistema dirigido pela seguinte equagao:
T =sinx- (B.1)

Em geral, o que buscamos quando tratamos de sistemas dinamicos € o seu espaco de fase,
pois ele nos auxilia na compreensao do comportamento do sistema, visto que representa
sua evolucao temporal por meio de suas variaveis dinamicas. Em outras palavras, o espago
de fase determina qual o conjunto de pontos possiveis nos quais o sistema pode estar,
determinando o seu estado.

Retornando a equagao , se nao conhecéssemos o comportamento da funcao seno,
poderiamos atribuir valores para x, a fim de obtermos os respectivos valores para z e
construirmos o espaco de fase da equacao . Obteriamos algo semelhante a Figura
B.1] Realizando esse procedimento repetidas vezes, chegarfamos ao gréfico [B.2]

Analisando a Figura e a equacao , concluimos que, nos pontos em que a func¢ao
seno ¢é positiva, £ > 0, o que significa que x cresce. Ja nos pontos em que tal funcao é
negativa, £ < 0 e x decresce. Por fim, quando a funcao é nula, temos que & = 0, ou seja,
x nao varia. Com isso, podemos construir um campo vetorial no espago de fase que, nesse

caso, serd unidimensional, como mostrado na Figura
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—3/2 - —/2 0 /2 ™ 3m/2

Figura B.1: Gréfico com alguns valores para a equagao & = sinz. O conjunto dos pontos (z, &) nos ajuda

a compreender qual a forma do espago de fase desta funcao.

—3/2 - —/2 0 /2 ™ 3m/2

Figura B.2: Espagco de fase do sistema regido pela equagéo (B.1]), obtido pela interpolagéo da Figura

Com esse procedimento, podemos visualizar graficamente a fungao

Observando a Figura[B.3] notamos que o “fluxo” vai para direita, quando & > 0, e para
esquerda, quando # < 0. Além disso, mesmo em regides nas quais & > 0 (por exemplo,
entre 0 < x < ), as taxas de velocidade desse fluxo sao diferentes: cresce aceleradamente

entre 0 < x < /2 e cresce desaceleradamente entre 7/2 < x < m. Ademais, podemos
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notar que ha dois tipos de pontos fixos:

e os do tipo &, = 2nm,com n € Z, que sao considerados pontos estaveis (ou atrato-

res), pois os fluxos em ambos os lados “partem” dele em diregoes opostas; e,

e os do tipo &, = (2n + 1)7, com n € Z, que sao ditos pontos instaveis (ou fontes),

pois os fluxos em ambos os lados vao em sua direcao.

—3w/2 -7 —7/2 0 /2 ™ 3 /2

Figura B.3: Campo vetorial da funcao & = sinx mostrando os pontos considerados estaveis e os pontos

instaveis de tal funcao.

Desta forma, podemos obter o comportamento da fungao x(t). Supondo que zq = 7/6,
teremos que, entre 7/6 < x < /2, a fungao apresentara um comportamento de crescimento
acelerado. Em z = 7/2, teremos um ponto de inflexao e, entre 7/2 < x < 7, a fungao
apresentard um comportamento de crescimento desacelerado. Ja em x = 7, teremos um
ponto estavel. O gréfico de x(t), na regiao /6 < x < m, é apresentado na Figura

Retornando a equacao , ao integra-la, teremos

i~ In csc xg + cot xg (B.Z)
cscx + cotx

e, para encontrarmos a solugdo = = x(t), terfamos que inverter a equagao (B.2)) (Strogatz
(1994)). Como podemos perceber, essa ndo é uma acao simples. Além do mais, vérias
equagoes diferenciais, mesmo em casos de fluxos unidimensionais, nao possuem solugoes

conhecidas.
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/2

/6 [

Figura B.4: Comportamento da func¢ao z = z(t) da equagéo entre 7 < x < /6, extraido do campo
vetorial dessa equagao, representado na Figura

O que acontecerd entao se estivermos lidando com fluxos bidimensionais?

Em espacgos de fase que possuem mais de duas varidveis dinamicas, surge uma com-
plicacao extra, pois teremos uma infinidade de pontos a mais para representar a evolucao
do possivel sistema.

Consideremos um oscilador harmonico simples, cuja equagao diferencial é dada por
mi + kx = 0, (B.3)

com m sendo a massa do corpo preso a mola, k£ a constante elastica da mola e x o deslo-

camento da massa ao seu ponto de equilibrio. Tal sistema é conhecido como massa-mola,
Figura [B.5

Mola nao deformada

T —
O X

Figura B.5: Representacao do sistema massa-mola, com constante eldstica k, massa m e deslocamento x.

Nessa situacao especifica, nao observamos deformagao na mola.
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Linearizando a equagao (B.3]), obtemos

i o= v, (B.4)

v o= — (B.5)

O plano de fase do sistema, (z,r), serd representado por um campo vetorial. Dessa
forma, escolhendo um valor para x, conseguimos definir a diregao de variacao de v (isto é,
determinar o sinal de 7).

Se estivermos, por exemplo, sobre o eixo x = 0, a equagao (B.5) nos dd v = 0 e os
vetores que estarao “saindo” do eixo x = 0 serao paralelos ao eixo x, pois nao temos
variagdo em v. Analogamente, se estivermos sobre o eixo v = 0, a equagao (B.4) nos da
2 =0 e os vetores “saindo” do eixo v = 0 serao paralelos ao eixo v.

Podemos determinar o sentido dos vetores mencionados no paragrafo anterior olhando
para a equacao ([B.5). Vamos supor que a massa m é solta de um ponto z = A, tal que

A > 0. Nesse ponto, @ = 0 e, ao passar por = 0, & atingird o seu maximo (Figura [B.6).

v=0

i T T >
A 0 A X

Figura B.6: Representacao do mesmo sistema massa-mola da Figuraapresentando deformacao positiva

A(A > 0) e massa partindo do repouso.

De , a medida que x cresce, v decresce. Logo, o vetor correspondente também
sofrerd uma variagao negativa, enquanto que, no caso contrario (x decrescendo), tal vetor
sofrerd uma variagao positiva. Tragando o plano de fase, teremos a Figura [B.7]

Com o auxilio da Figura percebemos que, dado um ponto inicial (zg, 1) # (0,0),
o sistema ird evoluir com trajetorias em torno da origem, formando orbitas fechadas. A
origem ¢é considerada um ponto fixo nessa situagao, pois (£(0),(0)) = (0,0).

Representando geometricamente todas as trajetérias possiveis do sistema massa-mola
em um plano, obtemos varias curvas e cada uma delas representara uma condicao inicial
diferente. Tal representacao é conhecida como retrato de fase. Na Figura [B.§ temos a

representacao do retrato de fase do nosso sistema em questao.
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Ay Ay

Figura B.7: Plano de fase do sistema massa-mola representando o campo vetorial para valores de amplitude

distintos (A; e As). A justificativa para a diregdo de cada seta é discutida no texto.

Figura B.8: Retrato de fase do sistema massa-mola mostrando diferentes trajetérias para valores de
amplitude distintos (A; e Ag). As trajetérias desse tipo de sistema s@o periédicas, desde que respeitemos
a tensdo maxima que podemos imprimir na mola, e possuem estabilidade neutra, que é um tipo de

estabilidade de Liapunov.

Notemos que essas trajetorias possuem movimentos periddicos, ou seja, a massa sofre

um movimento de oscilagdo. Além do mais, se dividirmos (B.4)) por (B.5)) e integrarmos a
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equacao - separando as variaveis -, obteremos equagoes de elipses da forma

2
y2+<£) 2
m

onde C' > 0 é uma constante. Interessante notar que a equacao é equivalente a

C, (B.6)

condicao de conservagao da energia.

As trajetérias da Figura [B.§| possuem uma estabilidade que nao podemos chamar de
atrativa, pois, se realizdssemos uma pequena perturbacao no sitema, a trajetéria alterada
nao convergiria para a trajetoria original. Também nao podemos dizer que é repulsiva, pois
a trajetéria alterada nao tende a se afastar da original. Possuem um tipo de estabilidade
chamada estabilidade neutra, na qual um pequeno deslocamento faria com que o sistema
permanecesse em uma trajetoria proxima. Mais precisamente, no sistema massa-mola, se
deslocdssemos um pouco mais a massa m, sua trajetoria passaria para uma outra elipse
vizinha.

Quando tratamos de sistemas que possuem mais de duas variaveis dinamicas, um outra
maneira de obtermos informagoes sobre eles é utilizarmos o que chamamos de mapa de
Poincaré, denotado por P. Nesse mapa, observamos as intersecgoes da trajetéria do sistema
com um dado plano transveral S, chamado de plano de Poincaré (Figura. Tal conjunto

de pontos de interseccao correspondera a um subespaco do sistema dinamico continuo.

Figura B.9: Plano de Poincaré, S, no qual observamos as intersecgoes da trajetdria a fim de simplificar o

estudo de determinadas equagoes.
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Se xj € S representa a k-ésima interseccao, o mapa de Poincaré é definido por
Tl = P(l'k) (B?)

Se z* é um ponto fixo de P, teremos que P(z*) = x*. Isso significa que um sistema apresenta
uma Orbita fechada, pois, dado um periodo T, a dérbita retorna para x*. Dessa maneira,
podemos determinar a estabilidade de dérbitas fechadas estudando o comportamento do
mapa de Poincaré préoximo a pontos fixos.

No restante deste apéndice, iremos abordar o efeito qualitativo relacionado a estabili-

dade de sistemas dinamicos que apresentam oscilacoes paramétricas.

B.1 Oscilagoes Paramétricas

Uma oscilagao paramétrica é caracterizada quando a acao de uma forca externa sobre o
oscilador harmonico resulta em uma variagao temporal dos parametros do sistema (Landau
e Lifshitz (2004)). Em geral, tais parametros variam de forma periédica e, em alguns
casos, podemos linearizar as equacoes diferenciais que regem tais sistemas, facilitando sua
resolucao. Como exemplos de equagoes paramétricas, podemos citar as equagaos de Hill e
de Mathieu, sendo esta tltima um caso especial da primeira (Magnus e Winkler| (1966)).
Discutiremos acerca da equacao de Mathieu com mais detalhes na secao .

Existem diversos sistemas que possuem oscilagoes paramétricas, tais como:

e péndulo com comprimento do fio variavel: nesse caso, o parametro variavel é o com-

primento do fio que oscila a medida que o péndulo estd oscilando;

e péndulo com ponto de suspensao movel: nesse caso, o parametro variavel é o ponto

onde o fio encontra-se pendurado, que varia de posi¢ao com o tempo;

e crianca em um balanco: nesse caso, o parametro variavel é o momento de inércia da
crianga (ou centro de gravidade), que modifica a cada vez que encolhe ou estica as

pernas no balancgo.

Em todos os exemplos acima, podemos obter suas respectivas equacgoes diferenciais,
que serao nao-lineares. Podemos linearizé-las, restringindo seus movimentos para peque-
nos angulos, por exemplo. Dessa maneira, tais equacoes diferenciais reduzem-se ao que

conhecemos como equacao de Mathieu.
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B.2 Equacgao de Mathieu

A equagao de Mathieu é amplamente utilizada em sistemas dinamicos. Foi primei-
ramente estudada por E. Mathieu no cendrio de modos vibracionais de uma membrana
eliptica (McLachlan| (1951))). Sua equagao geral é da forma

&y + [a — 2gcos (2x)]y = 0, (B.8)
dzx?

onde a e ¢ sao parametros caracteristicos que podem assumir quaisquer valores. A solucao

dessa equacao ¢ a série de Floquet,
y = ey ¢, 2 4 e7MY d, ¥ (B.9)

onde u = p(a, q) (Yerchuck et al.| (2014)). Podemos obter o valor nimerico de y utilizando
o teorema de Whittaker-Hill (nao iremos aborda-lo neste anexo). A fim de se chegar nessa
solucao, utilizamos o teorema de Floquet, abaixo enunciado.

Teorema: Em uma equacao diferencial do tipo y"(t) + ®(t) y(t) = 0, onde ®(t) =
O(t+T), ou seja, (t) é uma funcao periddica de periodo T, existe uma solugao nao trivial
y(t), tal que y(t +7T) = p y(t), onde p é uma constante denominada multiplicador de
Floquet.

Logo, podemos estudar a estabilidade da solugao analisando o valor de p. Vejamos

0s seguintes casos:

e 1 sendo real (com excegao de p = 0) : trajetérias instdveis, pois, enquanto uma
das solugoes vai a zero, a outra tende a infinito. Dessa maneira, concluimos que um
pequeno deslocamento do ponto de equilibrio em um sistema paramétrico levara a
uma oscilacao cuja amplitude aumenta. Tal fenomeno é conhecido como ressonancia

paramétrica.

e 1 sendo imagindario: trajetérias estaveis, visto que as solucgoes serao apenas do tipo

oscilantes.

Dessa forma, podemos construir um diagrama de estabilidade, conhecido como dia-
grama de Ince-Strutt, considerando o plano a — ¢ - parametros da equagao (B.8) que
determinam o valor de i da solugao . Com ele, podemos determinar em quais regioes

de pontos (a,q) nosso sistema terd comportamento estdvel ou instavel. Analisar Figura

B.1a
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Figura B.10: Diagrama de Ince-Strutt de um oscilador harménico amortecido cuja equacao é dada por
&+ 0% + (o + Beost)x, com § = 0,1. Notemos que conseguimos observar as bandas de instabilidade e a

forma como o amortecimento modifica tais bandas (Champneys| (2011))).

B.2.1 Aplicacao da equacao de Mathieu ao péndulo com ponto de suspensao maovel

Nesta subseccao, mostraremos como se chegar a equacao de Mathieu de um sistema
oscilatério. Consideremos o problema do péndulo com ponto de suspensao mével (Figura

B.11)). Seja o ponto de suspensao, P, regido por uma funcao oscilante na vertical, p(t).
Assim, a equacao do angulo formado entre a vertical e o péndulo é dada por

é+(%ﬁ(t)>9=0-

(B.10)

A
Y

Figura B.11: Péndulo com ponto de suspensao variavel movendo-se na vertical.
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Queremos estudar o péndulo em sua posigao invertida, isto é, # ~ w. Faremos a
substitui¢ao de varidvel § — = = 6 — 7, tal que |z| < 1. Logo,

- (Lf(t)) (—2)=0- (B.11)

Considerando p(t) uma fungao oscilatéria do tipo p(t) = Acoswt e fazendo a substi-
tuicao wt — 27, obteremos
4 4A
" + (—%4—?00827) r=0, (B.12)
com z” sendo a segunda derivada de x em relacao a 7.

Rotulando
2A

L Y

4g
w2l

q= (B.13)

recuperamos a equagao de Mathieu (B.8)). Um valor pequeno de g (em médulo) significa que
a amplitude de oscilagao do ponto de suspensao é pequena se comparada ao comprimento
do fio do péndulo.

Dessa maneira, podemos analisar esse sistema estudando a equagao
"+ (a —2qcos27t)x =0, (B.14)

e determinar para quais valores de a e ¢ teremos uma solucao estavel. Assim, poderiamos

aplicar a esse sistema o que foi desenvolvido ao longo desse apéndice.



