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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre álgebra de Lipschitz. Inicial-
mente, iremos abordar as funções Lipschitz limitadas, as funções Lipschitz que preservam
ponto base e o espaço de Arens-Ells. Em seguida, vamos estudar a classe dos operadores
2-Lipschitz, que podem ser vistos como uma extensão natural dos operadores bilineares
contínuos para o contexto Lipschitz, e apresentar um método para obter ideais de ope-
radores 2-Lipschitz a partir de ideais de operadores lineares. Por �m, apresentaremos
alguns exemplos de ideais de operadores 2-Lipschitz.

Palavras-chaves: Funções Lipschitz, espaço de Arens-Eells, ideal de operadores 2-
Lipschitz.
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ABSTRACT

The aim of this work is to introduce a study about Lipschitz algebra. Initially, we will
approach the bounded Lipschitz functions, Lipschitz functions which preserve the base
point and Arens-Ells space. Next, we will study the class of the 2-Lipschitz operators,
which can be seen as a natural extension of the continuous bilinear operators for the
Lipschitz context, and we wil present a method to obtain 2-Lipschitz operator ideals from
linear operator ideals. At last, we will give some examples of 2-Lipschitz operator ideals.

Keywords: Lipschitz functions, Arens-Eells space, 2-Lipschitz operator ideals.
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LISTA DE SÍMBOLOS

Em todo o texto X, Y e Z representarão espaços métricos e E, F e G denotarão es-
paços de Banach, exceto quando houver menção em contrário. A seguir, listamos alguns
símbolos utilizados neste trabalho.

• N denota o conjunto dos números naturais {1, 2, 3, · · ·};

• Q denota o conjunto dos números racionais;

• R denota o conjunto dos números reais;

• C denota o conjunto dos números complexos;

• K denota os corpos R ou C;

• M0 denota a classe de todos os espaços métricos completos e pontuados;

• M2 denota a classe de todos os espaços métricos completos com diâmetro menor ou
igual a 2;

• BE denota a bola unitária fechada de E;

• SE denota a esfera unitária de E;

• X denota o fecho de X;

• B(X;E) denota o espaço das funções limitadas de X em E;

• L(X, Y ) denota o espaço de todas as funções lineares de X em Y . Quando Y = K,
escrevemos o espaço L(X,K) por X

′
;

• L(X, Y ) denota o espaço de todas as funções lineares contínuas de X em Y . No
caso em que Y = K, denotamos o espaço L(X,K) por X∗;

• `p(E) denota o espaço de todas as sequências fortemente p-somáveis de E, com
1 ≤ p ≤ ∞;

• `p,w(E) denota o espaço de todas as sequências fracamente p-somáveis de E, com
1 ≤ p ≤ ∞;
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• B(X, Y ;Z) denota o espaço de todas as aplicações bilineares de X × Y em Z. Se
Z = K, representamos apenas por B(X, Y ) o espaço B(X, Y ;K);

• L(X, Y ;Z) denota o espaço de todas as aplicações bilineares contínuas de X × Y
em Z;

• LK(X, Y ;Z) denota o espaço de todas as aplicações bilineares compactas de X × Y
em Z;

• X ⊗ Y denota o produto tensorial de X e Y . Esse espaço munido com a norma
projetiva π(·) é representado por X ⊗π Y que tem o completamento denotado por
X⊗̂πY ;

• Lip(X;E) denota o espaço das funções Lipschitz limitadas de X em E. No caso em
que E = K, escrevemos Lip(X;K) apenas por Lip(X);

• Lip0(X;E) denota o espaço das funções Lipschitz de X em E que preservam ponto
base. Se E = K, escrevemos Lip0(X;K) por Lip0(X) ou simplesmente X#;

• M(X) denota o espaço de todas as moléculas de X;

• Æ(X) denota o completamento do espaço normado
(
M(X), ‖ · ‖Æ(X)

)
;

• BLip0(X, Y ;E) denota o conjunto de todos os operadores 2-Lipschitz do produto
cartesiano entre espaços métricos pontuados X × Y em E que satisfazem T (x, 0) =
T (0, y) = 0 para cada x ∈ X e y ∈ Y ;

• L denota a classe de todos os operadores lineares contínuos;

• I denota o ideal de operadores lineares;

• Lip0 denota a classe de todas as aplicações Lipschitz que preservam ponto base;

• ILip denota o ideal de operadores Lipschitz;

• M denota o ideal de operadores multilineares;

• BLip0 denota a classe de todas as aplicações 2-Lipchitz;

• IBLip denota o ideal de operadores 2-Lipschitz;

• I ◦BLip0 denota o ideal composição de operadores 2-Lipschitz;

• K denota a classe de todos os operadores lineares contínuos compactos;

• BLip0K(X, Y ;E) denota o espaço dos operadores 2-Lipschitz compactos de X × Y
em E;

• BLip0K denota o ideal de operadores 2-Lipschitz compactos;

• Πp(E,F ) denota o espaço das aplicações lineares absolutamente p-somantes de E
em F , com 1 ≤ p <∞;

• Dp(E,F ) denota o espaço dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes de
E em F , com 1 < p ≤ ∞;
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• Dp denota o ideal de operadores Cohen fortemente p-somantes;

• DLp (X,E) denota o espaço dos operadores Lipschitz fortemente p-somantes de X
em E, com 1 < p ≤ ∞;

• D2
p(E,F ;G) denota o espaço dos operadores bilineares Cohen fortemente p-somantes

de E × F em G, com 1 < p ≤ ∞;

• DBLp (X, Y ;E) denota o espaço dos operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes de
X × Y em E, com 1 < p ≤ ∞;

• DBLp denota o ideal de operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes, com 1 < p ≤
∞;

• Πp,q(E,F ) denota o espaço formado pelos operadores lineares absolutamente (p; q)-
somantes de E em F , com 1 ≤ p, q <∞.;

• ΠL
p (X;E) denota o espaço das aplicações Lipschitz p-somantes de X em E, com

1 ≤ p <∞;

• Las,(p;p1,p2)(E,F ;G) denota o espaço das aplicações bilineares absolutamente (p; p1, p2)-
somantes de E × F em G, com 1 ≤ p, p1, p2 <∞ e 1

p
≤ 1

p1
+ 1

p2
;

• BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) denota o espaço dos operadores 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes
de X × Y em E, com 1 ≤ p, p1, p2 <∞ e 1

p
≤ 1

p1
+ 1

p2
;

• BLas,(p;p1,p2) denota o ideal de operadores 2-Lipschitz formado pelos operadores 2-
Lipschit (p; p1, p2)-somantes, com 1 ≤ p, p1, p2 <∞ e 1

p
≤ 1

p1
+ 1

p2
;

• Lsi,p(E,F ;G) denota o espaço dos operadores bilineares p-semi-integrais de E × F
em G, com 1 ≤ p <∞;

• Lsi,p denota o ideal de operadores bilineares p-semi-integrais, com 1 ≤ p <∞;

• BLf,p(X, Y ;E) denota o espaço dos operadores 2-Lipschitz fatorável p-dominados
de X × Y em E, com 1 ≤ p <∞;

• BLf,p denota o ideal de operadores 2-Lipschitz fatorável p-dominados, com 1 ≤ p <
∞.
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INTRODUÇÃO

A Análise Funcional tem com um dos principais objetos de estudo os operadores linea-
res contínuos entre espaços normados ou espaços de Banach. Nestas classes de operadores
estão presentes duas estruturas matemáticas: a algébrica, associada aos espaços vetoriais
e aos operadores lineares; e a topológica, associada aos espaços normados e às funções
contínuas. O estudo destas classes de operadores torna-se ainda mais interessante quando
nos restringimos as subclasses que satisfazem uma determinada propriedade de ideal. O
grande número de subclasses de operadores desse tipo e a importância dessas subclasses
para a Teoria de Espaços de Banach �zeram com que surgisse, na década de 60, uma
nova teoria, a teoria de ideais de operadores, que tem como protagonista o matemático
A. Pietsch. No notável livro [28], Pietsch apresenta os principais ideais de operadores.
Entretanto, o mais famoso é o ideal de operadores lineares absolutamente p-somantes,
que possui um enorme volume de boas propriedades, incluindo várias caracterizações sur-
preendentes que inspiraram e inspiram vários outros conceitos de classes de operadores
lineares e não-lineares.

Estender o estudo dos operadores lineares contínuos para uma con�guração mais geral
é uma tarefa, no mínimo, bastante desa�adora. Por exemplo, deixando de lado a estrutura
linear e trabalhando apenas com a topológica, considerando uma função f : X −→ E entre
espaços métricos sempre teremos:

f Lipschitz⇒ f uniformemente contínua⇒ f contínua⇒ f contínua em um ponto,

e, em geral, as recíprocas dessas implicações não valem. Porém, se considerarmos f sendo
um operador linear entre espaços normados é possível mostrar que essas implicações,
na verdade, são equivalências. Isso mostra que, de certo modo, a estrutura algébrica
enriquece o comportamento topológico.

O principal objetivo deste trabalho é estudar alguns espaços de funções Lipchitz, tais
como os espaços das funções Lipschitz limitadas e das funções Lipschitz que preservam
ponto base. Esses espaços têm algumas propriedades notáveis, por exemplo, eles são
espaços de Banach com normas apropriadas. Uma outra propriedade interessante, e ex-
tremamente importante, é que dado um espaço métrico X é possível construir um espaço
de Banach Æ(X), chamado de espaço de Arens-Eells, tal que a estrutura Lipschitz de X
(das funções Lipschitz sobre X) está associada a estrutura algébrica de Æ(X) (dos ope-
radores lineares sobre Æ(X)). Tal fato é conhecido como propriedade universal de Æ(X).
A principal referência que usamos para o estudo das funções Lipschitz é o livro Lipschitz
Algebra [36], de N. Weaver.
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Um primeiro esboço da extensão da teoria dos operadores lineares absolutamente
somantes para o contexto das funções Lipschitz foi dado por Farmer e Johnson no ano de
2009, em [17]. Em 2016, uma teoria axiomática sobre ideal de operadores Lipschitz entre
espaços de Banach foi desenvolvida por Achour em [5] e, em [3], para ideal de operadores
Lipschitz entre espaços métricos pontuados. Esse novo ideal de operadores Lipschitz
tornou-se um ponto de partida para o estudo de algumas propriedades especí�cas de
ideais de operadores não-lineares. Tais trabalhos motivaram vários outros na tarefa de
generalizar a teoria linear dos operadores somantes para o ambiente Lipschitz (veja, por
exemplo, [2, 6, 11, 19, 20, 35]).

Em 2009, Dubei et. al. [16] de�niu um operador 2-Lipschitz entre o produto cartesi-
ano de dois espaços métricos pontuados e um espaço de Banach como sendo aquele que
é Lipschitz em cada uma das coordenadas, fazendo uma alusão natural aos operadores
bilineares. Já Sánchez-Pérez, em [33], apresentou uma de�nição mais adequada para ope-
rador 2-Lipschitz a valores reais (chamado de bi-forma Lipschitz) a qual está diretamente
associada a uma forma bilinear contínua. Em [19], os autores estenderam a de�nição de
Sánchez-Pérez para operadores 2-Lipschitz valorados em um espaço de Banach arbitrá-
rio e, na ocasião, apresentaram alguns exemplos e mostraram que esses operadores estão
intimamente relacionados aos operadores bilineares contínuos entre espaços de Banach.

A seguir, descrevemos como o trabalho está organizado. Para facilitar a compreensão
e leitura do texto, no primeiro capítulo, vamos abordar a teoria básica necessária para o
desenvolvimento dos demais capítulos. Nele, exibiremos algumas de�nições e resultados
da Análise Funcional e das Teorias de Espaços Métricos, Espaço de Banach e Produto
Tensorial. Os resultados enunciados têm suas demonstrações devidamente referenciadas,
baseadas principalmente em [10, 13, 22, 24, 32].

No segundo capítulo, usando como referência o livro [36], começaremos nossos estudos
sobre as funções Lipschitz e provaremos alguns resultados fundamentais. Em sequência,
apresentaremos os espaços das funções Lipschitz limitadas e das funções Lipschitz que
preservam ponto base. Mostraremos que eles são espaços de Banach e que, em um caso
particular, são isomorfos isometricamente. Para �nalizar esse capítulo, apresentaremos
o espaço de Arens-Eells Æ(X). Mostraremos que Æ(X)∗ é isomorfo isometricamente ao
espaço Lip0(X) e também exibiremos a principal propriedade de Æ(X), que é linearizar
as aplicações Lipschitz de�nidas sobre X. Além das referências citadas anteriormente,
também usamos [10, 24].

Para a construção do terceiro capítulo, a principal referência usada foi o artigo [19].
Iniciaremos o capítulo com a de�nição de operador 2-Lipschitz e mostraremos que o espaço
formado por esses operadores é Banach com uma norma apropriada e também que cada
operador 2-Lipschitz está relacionado de modo único com uma aplicação bilinear contínua.
Deguindo os mesmos passos dos ideais de operadores lineares (ver [28]), multilineares (ver
[18, 29]) e Lipschitz (ver [5]), abordaremos a de�nição de ideal de operadores 2-Lipschitz
e exibiremos um método, chamado de método da composição, para construir um ideal de
operadores 2-Lipschitz a partir de um ideal de operadores lineares. Esse novo ideal de
operadores 2-Lipschitz é denominado de ideal de composição de operadores 2-Lipschitz e
veremos que ele herda algumas propriedades do ideal de operadores lineares que o gera.

No quarto e último capítulo, apresentaremos quatro exemplos de ideais de operadores
2-Lipschitz, cada um em uma seção. Na primeira seção, falaremos dos operadores 2-
Lipschitz compactos, mostrando que a classe formada por esses operadores é um ideal de
composição de operadores 2-Lipschitz gerado pelo ideal de operadores lineares compactos.
Na segunda seção, abordaremos os operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes, com

xii



1 < p ≤ ∞, provando que a classe desses operadores é um ideal de composição de
operadores 2-Lipschitz gerado pelo o ideal de operadores lineares fortemente p-somantes.
Na terceira seção, estudamos o espaço dos operadores 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes, com
1 ≤ p, p1, p2 <∞ e 1

p
≤ 1

p1
+ 1

p2
, e mostraremos que ele também é um ideal de operadores

2-Lipschitz. Por �m, a última seção trata do ideal de operadores 2-Lipschitz fatorável
p-dominados, com 1 ≤ p < ∞. Esse capítulo foi baseado principalmente no artigo [19],
mas também utilizamos muitas outras referências, a saber [1, 4, 8, 14, 15, 23, 25, 27, 29,
30, 31, 35].
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste capítulo apresentaremos de�nições importantes e resultados básicos de espaços
métricos e Análise Funcional que serão necessários para o desenvolvimento dos temas dos
demais capítulos. Omitiremos as demostrações, mas citaremos suas devidas referências.
O presente capítulo foi construído com base nas seguintes referências [10, 13, 22, 24, 32].

1.1 Espaços métricos

De�nição 1.1.1. Seja X um conjunto não vazio. Uma métrica em X é uma função
d : X×X −→ R, que associa cada par ordenado de elementos x, y ∈ X a um número real
d(x, y), denominado de distância de x a y, tal que as seguintes condições sejam satisfeitas
para quaisquer x, y, z ∈ X:

(d1) d(x, x) = 0;

(d2) Se x 6= y, então d(x, y) > 0;

(d3) d(x, y) = d(y, x);

(d4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

De�nição 1.1.2. Um espaço métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto não vazio e
d é uma métrica em X. Para deixar a escrita mais clara, às vezes denotaremos a métrica
em X por dX . Quando não houver dúvidas em relação a métrica d usada, escrevemos
apenas o espaço métrico X.

Observação 1.1.1. Dado um espaço métrico (X, d), podemos de�nir um novo espaço
métrico (X, d′), com a métrica d′ : X ×X −→ R dada por

d′(x, y) = min{d(x, y), 2}.

De fato, tomando quaisquer pontos x, y, z ∈ X, segue que d′ é uma métrica, pois

• d′(x, x) = min{d(x, x), 2} = min{0, 2} = 0;

• Se x 6= y, então d′(x, y) = min{d(x, y), 2} > 0;

1



1. Preliminares

• d′(x, y) = min{d(x, y), 2} = min{d(y, x), 2} = d′(y, x);

• d′(x, z) = min{d(x, z), 2} ≤ min{d(x, y) + d(y, z), 2}
≤ min{d(x, y), 2}+ min{d(y, z), 2} = d′(x, y) + d′(y, z).

Abaixo vamos apresentar alguns exemplos de espaços métricos que serão usados ao
longo deste trabalho.

Exemplo 1.1.1. O conjunto R dos números reais é um dos exemplos de espaço mais
importantes e sua métrica é dada por d(x, y) = |x − y|. No geral, o espaço euclidiano
Rn é um espaço métrico com qualquer uma das métricas abaixo, sendo os pontos x =
(x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn:

• d1(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 (métrica Euclidiana);

• d2(x, y) = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn|;

• d3(x, y) = max{|x1 − y1|, · · · , |xn − yn|}.

Exemplo 1.1.2. Considere X um conjunto qualquer. Uma função f : X −→ K é dita
limitada quando podemos encontrar uma constatante M > 0 satisfazendo |f(x)| ≤ M
para todo x ∈ X. Denotaremos por B(X;K) o conjunto de todas as funções limitadas
f : X −→ K e de�niremos uma métrica em B(X;K) pondo, para cada f, g ∈ B(X;K),

d(f, g) = sup
x∈X
|f(x)− g(x)|. (1.1)

De�nição 1.1.3. Sejam X e Y espaços métricos. Uma função f : X −→ Y é dita
contínua no ponto x ∈ X quando, para todo ε > 0 dado, podemos encontrar um δ > 0
tal que

x′ ∈ X e d(x, x′) < δ =⇒ d(f(x), f(x′)) < ε.

Quando a função f é contínua em todos os pontos x ∈ X, dizemos que f contínua. Além
disso, a função f : X −→ Y é dita uniformemente contínua se, para todo ε > 0 dado,
existe δ > 0 tal que, para quaisquer pontos x, x′ ∈ X,

d(x, x′) < δ =⇒ d(f(x), f(x′)) < ε.

Claramente, toda função uniformemente contínua é também contínua, pois a escolha
do δ a partir do ε dado é independente do ponto onde se analisa a continuidade da função.

De�nição 1.1.4. Dados X e Y espaços métricos. Uma imersão isométrica é uma função
f : X −→ Y que satisfaz d(f(x), f(x′)) = d(x, x′) para todos x, x′ ∈ X. Chamamos de
isometria uma imersão isométrica sobrejetiva.

Observe que uma imersão isométrica f : X −→ Y é sempre uniformemente contínua,
já que para qualquer ε > 0 dado, tomando δ = ε > 0 com d(x, y) < δ para cada x, x′ ∈ X,
temos

d(f(x), f(x′)) = d(x, x′) < ε.

Além disso, toda imersão isométrica f é injetora, pois

f(x) = f(x′) =⇒ 0 = d(f(x), f(x′)) = d(x, x′) =⇒ x = x′.

Com isso, concluímos que toda isometria é uniformemente contínua e também bijetora.
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1. Preliminares

De�nição 1.1.5. Considere um espaço métrico X, um ponto x ∈ X e um subconjunto
não-vazio C ⊆ X. De�nimos a distância do ponto x ao subconjunto C como o número
real

d(x,C) = inf
y∈C

d(x, y).

Além disso, o diâmetro de um espaço métrico X é de�nido por

diam(X) = sup
x,y∈X

d(x, y).

Proposição 1.1.1. Seja X um espaço métrico. Dados x, y ∈ X e um subconjunto não-
vazio C ⊆ X, tem-se:

|d(x,C)− d(y, C)| ≤ d(x, y).

Demonstração. Ver [24, Proposição 3, Página 21].

Agora, vamos abordar as de�nições de sequência de Cauchy e de espaço métrico com-
pleto. Sugerimos para mais detalhes sobre esses assuntos o livro [24, Capítulo 7].

De�nição 1.1.6. Uma sequência (xn)∞n=1 em um espaço métrico X é chamada de sequên-
cia de Cauchy quando, dado qualquer ε > 0, podemos encontrar n0 ∈ N tal que

m,n ≥ n0 =⇒ d(xm, xn) < ε.

De�nição 1.1.7. Dizemos que um espaço métrico X é completo quando toda sequência
de Cauchy em X converge para algum elemento de X.

Sabemos que nem todo espaço métrico X é completo. Por exemplo, o conjunto dos
números racionais Q com a métrica induzida dos números reais não é completo. Por
isso, surge uma questão: É possível completar qualquer espaço métrico, ou seja, podemos
relacionar um espaço métrico que não é completo com um espaço métrico completo? Essa
pergunta tem resposta positiva e, ainda, o tal espaço métrico completo é único a menos
de uma isometria.

De�nição 1.1.8. Seja X um espaço métrico. O completamento de X é o par (X̂, ϕ),
onde X̂ é um espaço métrico completo e ϕ : X −→ X̂ é uma imersão isométrica cuja
imagem ϕ(X) é densa em X̂, ou seja, ϕ(X) = X̂. Para simpli�car a notação, omitiremos
a imersão isométrica ϕ e escrevemos apenas X̂ para representar o completamento de X.

Observação 1.1.2. Por X e ϕ(X) serem isométricos, geralmente considera-se X ⊂ X̂,
identi�cando-se X com sua imagem ϕ(X). Neste caso, obtemos X = X̂.

Exemplo 1.1.3. R é o completamento de Q, pois Q = R. Se X é um espaço métrico
completo e A é um subconjunto de X, então A em X é o completamento de A.

Proposição 1.1.2 (Existência do completamento). Todo espaço métrico possui um
completamento.

Demonstração. Ver [24, Proposição 13, Página 201]

Proposição 1.1.3 (Unicidade do completamento). Sejam (X̂, ϕ) e (X̃, φ) dois com-

pletamentos do mesmo espaço métrico X. Então, existe uma única isometria f : X̂ → X̃
tal que f ◦ ϕ = φ.
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Demonstração. Ver [24, Proposição 14, Página 201]

De�nição 1.1.9. Dado qualquer espaço métrico X, podemos �xar arbitrariamente um
ponto e ∈ X, o qual é chamado de ponto base de X e denotado por eX quando for
necessário. O par (X, eX) é chamado de espaço métrico pontuado. Por simplicidade,
vamos omitir o ponto base e dizer apenas que X é um espaço métrico pontuado.

Vamos denotar porM0 a classe de todos os espaços métricos completos e pontuados,
e também denotaremos por M2 a classe de todos os espaços métricos completos com
diâmetro menor ou igual a 2.

De�nição 1.1.10. Uma norma em um espaço vetorial E é uma função

‖ · ‖ : E −→ [0,+∞)
x 7−→ ‖x‖

que associa cada vetor x ∈ E a número real ‖x‖, denominado de norma de x, tal que para
quaisquer x, y ∈ E e λ ∈ R são satisfeitas as seguintes propriedades:

(N1) ‖x‖ ≥ 0 e ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;

(N2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖;

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Dizemos que a função ‖ · ‖ é uma semi-norma quando satisfaz os itens (N2) e (N3)
acima e também ‖x‖ ≥ 0.

De�nição 1.1.11. Um espaço vetorial normado é um par (E, ‖ · ‖), onde E é um espaço
vetorial e ‖·‖ é uma norma em E. Quando não existir o risco de ambiguidade na notação,
vamos denotar este espaço simplesmente por E.

Um espaço normado E é um espaço métrico com a métrica de�nida por

d(x, y) = ‖x− y‖,

com x, y ∈ E. Neste caso, dizemos que a métrica é induzida pela norma ‖ · ‖ e toda a
teoria sobre espaços métricos continua válida para espaços normados.

De�nição 1.1.12. Um espaço normado E é dito espaço de Banach quando ele for com-
pleto com a métrica induzida pela norma.

Todo espaço vetorial normado E sempre será visto como um espaço métrico pontuado
considerando a métrica induzida pela norma e o ponto base como sendo o elemento neutro
do espaço, ou seja, eE = 0.

Exemplo 1.1.4. Sejam X um conjunto não-vazio e E um espaço de Banach. O conjunto
B(X;E) de todas as funções limitadas f : X −→ E, que é um espaço vetorial com as
operações usuais de funções, é um espaço de Banach com a norma dada por

‖f‖∞ = sup
x∈X
‖f(x)‖.

Note que a métrica (1.1) em B(X,K) é induzida pela norma ‖ · ‖∞.
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Exemplo 1.1.5. Sejam (E1, ‖ · ‖E1), · · · , (En, ‖ · ‖En) espaços vetoriais normados. Então,
são alguns exemplos de norma sobre o espaço produto cartesiano E1 × · · · × En:

• ‖(x1, · · · , xn)‖1 = ‖x1‖E1 + · · ·+ ‖xn‖En ;

• ‖(x1, · · · , xn)‖2 = (‖x1‖2E1
+ · · ·+ ‖xn‖2En

)
1
2 ;

• ‖(x1, · · · , xn)‖∞ = max{‖x1‖E1 , · · · , ‖xn‖En}.

O próximo resultado mostra uma equivalência que é bastante usada quando se quer
provar que um determinado espaço é de Banach.

Teorema 1.1.1. Um espaço vetorial normado (E, ‖ · ‖) é Banach se, e somente se, toda
série absolutamente convergente é convergente.

Demonstração. Ver [22, Problems 8 e 9, Página 71].

De�nição 1.1.13. Dizemos que duas normas ‖ · ‖ e ‖ · ‖0 em um espaço vetorial E são
equivalentes quando existem constantes C,K > 0 tais que, para todo x ∈ E, vale

C‖x‖0 ≤ ‖x‖ ≤ K‖x‖0.

Podemos ver em [10, Exercício 1.8.12] que as normas ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 e ‖ · ‖∞ de�nidas
acima são normas equivalentes no produto cartesiano E1×· · ·×En. Além disso, os espaços
E1, · · · , En são Banach se, e somente se, o espaço E1×· · ·×En munido de uma das normas
acima (e portanto todas) é Banach.

Teorema 1.1.2. Todo espaço normado de dimensão �nita é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver [10, Teorema 1.1.6].

1.2 Análise Funcional

Agora, vamos apresentar algumas de�nições, nomenclaturas e resultados importantes
sobre aplicações lineares contínuas, que serão bastante úteis para os próximos capítulos.

De�nição 1.2.1. Sejam X e Y espaços vetoriais. Uma aplicação (operador, transforma-
ção ou função) T : X −→ Y é chamada de linear quando satisfaz:

(I) T (x+ y) = T (x) + T (y) para todos x, y ∈ X.

(II) T (λx) = λT (x) para todos x ∈ X e λ ∈ K.

Vamos denotar por L(X, Y ) o espaço de todas as aplicações lineares deX em Y munido
com as operações usuais de soma e multiplicação por escalar. Se Y = K denotaremos o
espaço L(X, Y ) simplesmente por X

′
. As aplicações T ∈ X ′ serão chamadas de funcionais

lineares e o espaço X
′
de dual algébrico de X.

O conjunto de todos as aplicações lineares contínuas de X em Y será denotado por
L(X, Y ). Observe que L(X, Y ) é um espaço vetorial sobre o corpo K com as operações
usuais de funções. Quando Y = K, escreveremos L(X,K) apenas por X∗. As aplicações
T ∈ X∗ serão chamadas de funcionais lineares contínuos e o espaço X∗ de dual topológico
de X, ou simplesmente dual de X.
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Dizemos que os espaços normados X e Y são isomorfos, quando existe uma aplicação
linear contínua bijetora T : X −→ Y tal que sua inversa T−1 : Y −→ X (que é sempre
linear) é contínua. A aplicação T acima é dita isomor�smo. Além disso, um isomor�smo
T : X −→ Y que é ainda uma isometria é chamado de isomor�smo isométrico e, neste
caso, os espaços X e Y são ditos isomorfos isometricamente. Para provar que uma aplica-
ção T : X −→ Y é um isomor�smo isométrico, basta mostrar que T é linear, sobrejetora
e imersão isométrica, pois a função inversa T−1 é claramente isometria (em particular,
T−1 é contínua).

Observação 1.2.1. Sejam X e Y espaços normados. Uma aplicação linear T : X −→ Y
é uma imersão isométrica se, e somente se, ‖T (x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ X. De fato,
suponha que T é imersão isométrica e seja x ∈ X, então

‖T (x)‖ = ‖T (x)− 0‖ = ‖T (x)− T (0)‖ = d(T (x), T (0))

= d(x, 0) = ‖x− 0‖ = ‖x‖.

Reciprocamente, assuma que ‖T (x)‖ = ‖x‖ para cada x ∈ X. Assim, para quaisquer
x, x′ ∈ X, temos

d(T (x), T (x′)) = ‖T (x)− T (x′)‖ = ‖T (x− x′)‖ = ‖x− x′‖ = d(x, x′),

ou seja, T é uma imersão isométrica.

No teorema abaixo, vamos de�nir uma norma para o espaço L(X, Y ) e, ainda, apre-
sentaremos uma condição su�ciente para que este espaço seja Banach.

Teorema 1.2.1. Sejam X e Y espaços normados. Então:

(a) A expressão
‖T‖ = sup{‖T (x)‖;x ∈ X e ‖x‖ ≤ 1}

de�ne uma norma no espaço L(X, Y );

(b) ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖ para todos T ∈ L(X, Y ) e x ∈ X;

(c) Se Y for Banach, então L(X, Y ) também é Banach.

Demonstração. Ver [10, Teorema 2.1.4].

De�nição 1.2.2. Uma aplicação T ∈ L(X, Y ) é chamada de posto �nito quando a di-
mensão do espaço da imagem Im(T ) é �nita.

A seguir, veremos um exemplo importante de operador linear contínuo de posto �nito.

Exemplo 1.2.1. Para quaisquer X e Y espaços normados, ϕ ∈ X∗ e y ∈ Y , operador

ϕ⊗ y : X −→ Y
x 7−→ ϕ⊗ y(x) = ϕ(x)y

é linear, contínuo, de posto �nito e ‖ϕ ⊗ y‖ = ‖ϕ‖‖y‖. De fato, tomando x, x′ ∈ X e
λ ∈ K, segue que ϕ⊗ y é linear, pois

ϕ⊗y(λx+x′) = ϕ(λx+x′)y = (λϕ(x)+ϕ(x′))y = λϕ(x)y+ϕ(x′)y = λϕ⊗y(x)+ϕ⊗y(x′).

6



1. Preliminares

Já que ϕ⊗ y satisfaz

‖ϕ⊗ y(x)‖ = ‖ϕ(x)y‖ = |ϕ(x)|‖y‖ ≤ ‖ϕ‖‖x‖‖y‖ = ‖ϕ‖‖y‖‖x‖

para cada x ∈ X, segue que ϕ é contínua. Além disso, como ϕ ⊗ y(x) está contido do
subespaço gerado por y, que tem dimensão 1, obtemos que ϕ ⊗ y é um operador linear
contínuo de posto �nito. Por �m, vale a igualdade ‖ϕ⊗ y‖ = ‖ϕ‖‖y‖, pois

‖ϕ⊗ y‖ = sup
‖x‖≤1

‖ϕ⊗ y(x)‖ = sup
‖x‖≤1

‖ϕ(x)y‖ = sup
‖x‖≤1

|ϕ(x)|‖y‖ = ‖ϕ‖‖y‖.

Apresentaremos agora alguns resultados da Análise Funcional que serão citados neste
trabalho.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espaço vetorial sobre o
corpo dos números reais e p : X −→ R uma função que satisfaz:

• p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) para todos x, y ∈ X;

• p(αx) = αp(x) para quaisquer x ∈ X e α > 0.

Sejam F um subespaço vetorial de X e f0 : F −→ R um funcional linear tal que f0(x) ≤
p(x) para todo x ∈ F . Então, existe um funcional linear f : X −→ R que estende f0 (isto
é, f0(y) = f(y) para todo y ∈ F ) e satisfaz f(x) ≤ p(x) para qualquer x ∈ X.

Demonstração. Ver [10, Teorema 3.1.1].

Corolário 1.2.1. Sejam F um subespaço de um espaço normado X sobre K = R ou C
e ϕ : F −→ K um funcional linear contínuo. Então, existe um funcional linear contínuo
ϕ̂ : X −→ K cuja restrição a F coincide com ϕ e ‖ϕ̂‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração. Ver [10, Corolário 3.1.3].

Corolário 1.2.2. Seja X um espaço normado. Para todo x ∈ X, x 6= 0, existe um
funcional linear ϕ ∈ X∗ tal que ‖ϕ‖ = 1 e ϕ(x) = ‖x‖.

Demonstração. Ver [10, Corolário 3.1.4].

Corolário 1.2.3. Sejam X um espaço normado, X 6= ∅, e x ∈ X. Então,

‖x‖ = sup{|ϕ(x)|;ϕ ∈ X∗ e ‖ϕ‖ ≤ 1} = max{|ϕ(x)|;ϕ ∈ X∗ e ‖ϕ‖ = 1}.

Demonstração. Ver [10, Corolário 3.1.5].

Agora, vamos de�nir os espaços das sequências fortemente p-somáveis e fracamente
p-somáveis.

De�nição 1.2.3. Sejam E espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞. Uma sequência (xi)
∞
i=1 em

E é dita fortemente p-somável se
∑∞

i=1 ‖xi‖p < ∞. Denotaremos por `p(E) o espaço de
todas as sequências fortemente p-somáveis em E, ou seja,

`p(E) =

{
(xi)

∞
i=1 ⊂ E;

∞∑
i=1

‖xi‖p <∞

}
.

No espaço `p(E), de�nimos uma norma por

‖(xi)∞i=1‖p =

(
∞∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

.
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De�nição 1.2.4. Sejam E espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞. Uma sequência (xi)
∞
i=1 em

E é fracamente p-somável quando
∑∞

i=1 |x∗(xi)|p <∞ para todo x∗ ∈ E∗, e indicaremos
por `p,w(E) o espaço de todas as sequências fortemente p-somáveis em E, isto é,

`p,w(E) =

{
(xi)

∞
i=1 ⊂ E;

∞∑
i=1

|x∗(xi)|p <∞, ∀x∗ ∈ E∗
}
.

Em `p,w(E), de�nimos uma norma por

‖(xi)∞i=1‖p,w = sup
‖x∗‖E∗≤1

‖(x∗(xi))ni=1‖p.

Dos cursos de Análise Funcional, provamos que os espaços (`p(E), ‖ · ‖p) e (`p,w(E), ‖ ·
‖p,w) são de Banach. Adiante, veremos a clássica Desiguldade de Hölder para os espaços
de sequências `p(E).

Proposição 1.2.1 (Desiguldade de Hölder). Sejam E espaço de Banach e p, p1, p2 ∈
(0,∞] tais que 1

p
≤ 1

p1
+ 1

p2
. Se as sequência (xi)

∞
i=1 ⊂ `p1(E) e (yi)

∞
i=1 ⊂ `p2(E), então

(xiyi)
∞
i=1 ⊂ `p(E) e, além disso,(

∞∑
i=1

‖xiyi‖p
) 1

p

≤

(
∞∑
i=1

‖xi‖p1
) 1

p1

(
∞∑
i=1

‖yi‖p2
) 1

p2

.

Demonstração. Ver [34, Teorema 1.1].

Abaixo, abordaremos um pouco da teoria das aplicações bilineares.

De�nição 1.2.5. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais sobre o corpo K. Uma aplicação
A : X × Y −→ Z é chamada de bilinear se satis�zer, para cada x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y e
λ ∈ K :

(I) A(x+ x′, y) = A(x, y) + A(x′, y);

(II) A(x, y + y′) = A(x, y) + A(x, y′);

(III) A(λx, y) = λA(x, y);

(IV) A(x, λy) = λA(x, y).

Quando K = R na de�nição acima, o item (IV ) é simplesmente A(x, λy) = λA(x, y).

Em outras palavras, uma aplicação A : X × Y −→ Z é bilinear se for linear em cada
uma das variáveis quando deixamos a outra variável �xa.

Vamos denotar por B(X, Y ;Z) o espaço de todas as aplicações bilineares de X × Y
em Z munido com as operações usuais de soma e multiplicação por escalar. Se Z = K
denotaremos o espaço B(X, Y ;K) simplesmente por B(X, Y ) e chamaremos as aplicações
A ∈ B(X, Y ) de formas bilineares. Além disso, denotaremos por L(X, Y ;Z) o espaço de
todas das aplicações bilineares contínuas de X × Y em Z.

No teorema adiante, apresentaremos algumas condições equivalentes para uma aplica-
ção bilinear ser contínua.

Teorema 1.2.3. Sejam X, Y e Z espaços normados e A : X × Y −→ Z uma aplicação
bilinear. Então, são equivalentes:
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(a) A é contínua;

(b) A é contínua na origem;

(c) sup{‖A(x, y)‖; ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1} <∞;

(d) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖A(x, y)‖ ≤ C‖x‖‖y‖ para todos x ∈ X e y ∈ Y .

Demonstração. Ver [10, Exercício 2.7.25].

De�nição 1.2.6. Sejam E, F e G espaços de Banach e A : E × F −→ G um operador
bilinear. Dizemos que A é compacto, em símbolo A ∈ LK(E,F ;G), se A(BE ×BF ) é um
subconjunto relativamente compacto de G, ou seja, A(BE ×BF ) é compacto em G.

A de�nição acima é equivalente a dizer que a aplicação A leva conjuntos limitados de
E × F em conjuntos relativamente compactos de G.

1.3 O Produto tensorial projetivo

O objetivo principal desta seção é apresentar o produto tensorial projetivo entre es-
paços de Banach. De início, veremos o produto tensorial entre dois espaços vetoriais do
ponto de vista algébrico, onde de�niremos os tensores elementares como aplicações linea-
res. Em seguida, vamos estudar uma forma simples de construir uma norma no produto
tensorial entre dois espaços de Banach. Tal norma será chamada de norma projetiva. Por
�m, de�niremos o produto tensorial projetivo entre espaços de Banach e, ainda, vere-
mos um dos principais resultados da teoria, que é a linearização das aplicações bilineares
contínuas. Para a construção desta seção utilizamos as referências [13, 32].

De�nição 1.3.1. Sejam X e Y espaços vetoriais. Dados x ∈ X e y ∈ Y , denotaremos
por x ⊗ y a aplicação dada pela avaliação de uma forma bilinear A ∈ B(X, Y ) no ponto
(x, y) ∈ X × Y , isto é,

x⊗ y : B(X, Y ) −→ K
A 7−→ (x⊗ y)(A) = A(x, y).

A aplicação x⊗ y é chamado de tensor elementar.

Observe que o tensor elementar x ⊗ y é linear, pois dados A,C ∈ B(X, Y ) e λ ∈ K,
temos

(x⊗ y)(A+ λC) = (A+ λC)(x, y)

= A(x, y) + (λC)(x, y)

= A(x, y) + λC(x, y)

= (x⊗ y)(A) + λ(x⊗ y)(C).

De�nição 1.3.2. Sejam X e Y espaços vetoriais. De�nimos o produto tensorial de X e
Y , denotado por X⊗Y , como sendo o subespaço do dual algébrico B(X, Y )

′
gerado pelos

tensores elementares x ⊗ y, com x ∈ X e y ∈ Y . Os elementos de X ⊗ Y são chamados
de tensores. Em símbolos, temos

X ⊗ Y = span{x⊗ y ; x ∈ X, y ∈ Y }.

9
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Logo, um tensor típico u ∈ X ⊗ Y tem a forma

u =
n∑
i=1

λixi ⊗ yi, (1.2)

onde n ∈ N, λi ∈ K, xi ∈ X, yi ∈ Y e i = 1, 2, ..., n. Veremos adiante que essa não é a
única forma de representar um tensor de X ⊗ Y . Essa não unicidade da representação de
um tensor como combinação linear de tensores elementares é um fato delicado no estudo
da teoria de produto tensorial.

Se u =
∑n

i=1 λixi⊗yi é um tensor qualquer de X⊗Y e A ∈ B(X, Y ), então a avaliação
de u em A é dada por

u(A) =

(
n∑
i=1

λixi ⊗ yi

)
(A) =

n∑
i=1

λiA(xi, yi). (1.3)

É importante ressaltar que o valor da expressão (1.3) independe da representação escolhida
para o tensor u.

Nas duas próximas proposições veremos propriedades interessantes do produto tenso-
rial.

Proposição 1.3.1. Sejam X e Y espaços vetoriais sobre K. Então:

(a) (x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y para todos x1, x2 ∈ X e y ∈ Y ;

(b) x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2 para todos x ∈ X e y1, y2 ∈ Y ;

(c) λ(x⊗ y) = (λx)⊗ y = x⊗ (λy) para todos λ ∈ K, x ∈ X e y ∈ Y ;

(d) x⊗ 0 = 0⊗ y = 0 para todos x ∈ X e y ∈ Y .

Demonstração. Ver [13, Proposição 2.2].

Usando o item (c) da proposição anterior, podemos reescrever a representação típica
do tensor u ∈ X ⊗ Y dada em (1.2) na forma

u =
n∑
i=1

zi ⊗ yi, (1.4)

onde zi = λixi. Sendo assim, podemos utilizar quaisquer uma das formas (1.2) e (1.4)
para representar um tensor u ∈ X ⊗ Y .

Como podemos saber se dois tensores são iguais? Esta pergunta pode ser reduzida na
seguinte forma: como é possível determinar se o tensor

∑n
i=1 xi ⊗ yi é uma representação

do tensor nulo? Para responder tal pergunta, teríamos que provar que
∑n

i=1A(xi, yi) =
0 para cada forma bilinear A ∈ B(X, Y ), o que seria uma tarefa muito complicada.
Felizmente, existem formas mais �simples� de fazer este procedimento, como podemos ver
na proposição abaixo.

Proposição 1.3.2. Sejam X e Y espaços vetoriais. As seguintes a�rmações são equiva-
lentes para u =

∑n
i=1 xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y :

(a) u = 0;

10



1. Preliminares

(b)
∑n

i=1 ϕ(xi)φ(yi) = 0 para todos ϕ ∈ X∗ e φ ∈ Y ∗;

(c)
∑n

i=1 ϕ(xi)yi = 0 para todo ϕ ∈ X∗;

(d)
∑n

i=1 xiφ(yi) = 0 para todo φ ∈ Y ∗.

Demonstração. Ver [32, Proposition 1.2].

Agora, considere X e Y espaços de Banach. Para qualquer forma bilinear contínua
A ∈ L(X, Y ;K) temos que

|x⊗ y(A)| = |A(x, y)| ≤ ‖A‖‖x‖‖y‖ para todos x ∈ X e y ∈ Y.

E como esperarmos a continuidade dos tensores é natural esperarmos que um tensor
elementar satisfaça a seguinte desigualdade

‖x⊗ y‖ ≤ ‖x‖‖y‖ para todos x ∈ X e y ∈ Y. (1.5)

Seja u ∈ X ⊗ Y um tensor qualquer. Então, se
∑n

i=1 xi ⊗ yi é uma representação
de u, segue da desigualdade triangular e da desigualdade (1.5) que a noma de u deverá
satisfazer

‖u‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi ⊗ yi

∥∥∥∥∥
= ‖x1 ⊗ y1 + · · ·+ xn ⊗ yn‖
≤ ‖x1 ⊗ y1‖+ · · ·+ ‖xn ⊗ yn‖
≤ ‖x1‖‖y1‖+ · · ·+ ‖xn‖‖yn‖

=
n∑
i=1

‖xn‖‖yn‖,

ou seja,

‖u‖ ≤
n∑
i=1

‖xi‖‖yi‖. (1.6)

Dessa forma, a desigualdade (1.6) é válida para toda representação u. Tomando o ín�mo
sobre todas essas possíveis representações de u, obtemos que

‖u‖ ≤ inf

{
n∑
i=1

‖xi‖‖yi‖;u =
n∑
i=1

xi ⊗ yi

}
. (1.7)

Note que o zero é uma cota inferior para o conjunto do lado direito da desigualdade
acima, assim esse ín�mo está bem de�nido. Na verdade, ele de�ne uma norma em X⊗Y .

De�nição 1.3.3. Sejam X e Y espaços de Banach sobre o corpo K. Se u ∈ X ⊗ Y é um
tensor qualquer, então de�nimos a norma projetiva de u por

π(u) := inf

{
n∑
i=1

‖xi‖‖yi‖;u =
n∑
i=1

xi ⊗ yi

}
, (1.8)

onde o ín�mo é tomado sobre todas as possíveis representações de u.
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1. Preliminares

A proposição a seguir mostra que π(·) é de fato uma norma no produto tensorial X⊗Y
e, além disso, caracteriza o valor de π(·) em cada tensor elementar.

Proposição 1.3.3. Sejam X e Y espaços de Banach sobre o corpo K. Então, π(·) é uma
norma no produto tensorial X⊗Y e, para cada tensor elementar, vale π(x⊗y) = ‖x‖‖y‖
para todos x ∈ X e y ∈ Y .

Demonstração. Ver [32, Proposition 2.1].

Vamos denotar por X⊗π Y o produto tensorial X⊗Y munido com a norma projetiva
π(·).

A seguir veremos alguns resultados pertinentes da teoria de produto tensorial.

Proposição 1.3.4. Sejam X e Y espaços vetoriais de dimensão �nita. Então, o produto
tensorial X ⊗ Y é um espaço vetorial de dimensão �nita.

Demonstração. Ver [13, Proposição 3.3].

Corolário 1.3.1. Sejam X e Y espaços vetoriais normados de dimensão �nita. Então,
o produto tensorial X ⊗π Y é completo.

Demonstração. Com efeito, pela Proposição 1.3.4, segue que X ⊗π Y tem dimensão
�nita e assim, pelo Teorema 1.1.2, X ⊗π Y é completo.

Observação 1.3.1. Se X e Y são espaços vetoriais de dimensão in�nita, então o produto
tensorial X ⊗π Y nunca é completo, como podemos ver em [32, Exercise 2.5].

Pela observação acima, o espaço X ⊗π Y nem sempre é completo. Dessa forma,
podemos considerar o seu completamento, que é denotado por X⊗̂πY . Chamaremos o
espaço de Banach X⊗̂πY de produto tensorial projetivo entre os espaços de Banach X e
Y .

Na proposição abaixo, apresentaremos um operador linear contínuo com a norma
projetiva que é de�nido a partir de dois operadores lineares contínuos.

Proposição 1.3.5. Sejam X, Y,W,Z espaços vetoriais normados e S : X −→ W e
T : Y −→ Z operadores lineares contínuos. Então, existe um único operador linear
contínuo S ⊗π T : X⊗̂πY −→ W ⊗̂πZ tal que S ⊗π T (x ⊗ y) = S(x) ⊗ T (y), para cada
x ∈ X e y ∈ Y , e vale a igualdade ‖S ⊗π T‖ = ‖S‖‖T‖.

Demonstração. Ver [13, Proposição 3.7].

O teorema seguinte é o principal resultado desta seção e diz que as aplicações biline-
ares contínuas estão associadas com as aplicações lineares de�nidas no produto tensorial
projetivo. Portanto, o produto tensorial projetivo é o espaço vetorial que �lineariza� as
aplicações bilineares contínuas.

Teorema 1.3.1. Sejam X, Y e Z espaços normados. Para cada aplicação bilinear con-
tínua T : X × Y −→ Z, existe uma única aplicação linear contínua TL : X⊗̂πY −→ Z
satisfazendo TL(x ⊗ y) = T (x, y) para todos x ∈ X e y ∈ Y . Além disso, é um isomor-
�smo isométrico a correspondência T ←→ TL entre os espaços normados L(X, Y ;Z) e
L(X⊗̂πY, Z).

Demonstração. Ver [32, Theorem 2.9].
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Desse teorema segue a identi�cação

L(X, Y ;Z) ∼= L(X⊗̂πY, Z)

e temos o seguinte diagrama comutativo

X × Y T //

σ2
��

Z

X⊗̂πY
TL

;;

onde a aplicação
σ2 : X × Y −→ X⊗̂πY

(x, y) 7−→ σ2(x, y) = x⊗ y
age como uma aplicação bilinear universal. A construção feita acima diz que qualquer
aplicação bilinear contínua de�nida em X × Y é escrita como a composta de σ2 por uma
aplicação linear contínua de�nida no produto tensorial projetivo X⊗̂πY .
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CAPÍTULO 2

ESPAÇOS DE FUNÇÕES LIPSCHITZ

Neste capítulo, estudaremos alguns conceitos e resultados relacionados à algebra de
Lipschitz. Mostraremos que o espaço das funções Lipschitz limitadas e o espaço das fun-
ções Lipschitz que preservam ponto base são espaços de Banach. Além disso, veremos qual
é a relação entre esses dois espaços e, por �m, de�niremos o espaço de Arens-Eells e pro-
varemos algumas de suas propriedades. Nossas principais referências foram os trabalhos
[10, 24, 30, 36].

2.1 Função Lipschitz

Nesta seção começaremos com a de�nição de função Lipschitz e de função que preserva
ponto base.

De�nição 2.1.1. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos. Uma função f : X −→ Y é
chamada de Lipschitz quando existe uma constante C ≥ 0 tal que

dY (f(x), f(y)) ≤ CdX(x, y) (2.1)

para todos x, y ∈ X. A menor constante C que satisfaz a desigualdade acima é chamada
de número de Lipschitz (ou constante de Lipschitz) da função f e denotada por Lip(f).
Equivalentemente, podemos de�nir o número Lip(f) por:

Lip(f) = sup
x,y∈X,x6=y

dY (f(x), f(y))

dX(x, y)
.

Quando Lip(f) =∞, dizemos que f não é Lipschitz.

Toda função Lipschitz f : X −→ Y é uniformemente contínua. De fato, dado qualquer
ε > 0, basta tomar δ = ε

Lip(f)
> 0 e notar que se d(x, y) < δ com x, y ∈ X, tem-se

d(f(x), f(y)) ≤ Lip(f)d(x, y) < Lip(f)
ε

Lip(f)
d(x, y) = εd(x, y).

Porém, a recíproca é falsa. Considere a função

f : [0, 1] −→ [0, 1]

x 7−→ f(x) =
√

1− x2.
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Note que f é uniformemente contínua, já que f é contínua e está de�nida no compacto
[0, 1]. No entanto, como

Lip(f) = sup
x∈[0,1)

|f(1)− f(x)|
|1− x|

= sup
x∈[0,1)

|
√

1− 12 −
√

1− x2|
|1− x|

= sup
x∈[0,1)

√
1− x2
1− x

= sup
x∈[0,1)

√
1− x2
1− x

√
1− x2√
1− x2

= sup
x∈[0,1)

(
√

1− x2)2

(1− x)
√

1− x2
= sup

x∈[0,1)

1− x2

(1− x)
√

1− x2

= sup
x∈[0,1)

(1− x)(1 + x)

(1− x)
√

1− x2
= sup

x∈[0,1)

(1 + x)√
1− x2

,

temos que f não é Lipschitz, pois Lip(f) =∞ quando x tende a 1.
No próximo teorema, veremos que se uma aplicação é linear, então ser uniformemente

contínua é equivalente a ser Lipschitz.

Teorema 2.1.1. Sejam X e Y espaços normados sobre K e T : X −→ Y uma aplicação
linear. Então, são equivalentes:

(a) T é Lipschitz;

(b) T é uniformemente contínua;

(c) T é contínua;

(d) T é contínua em algum ponto de X;

(e) T é contínua na origem;

(f) sup{‖T (x)‖;x ∈ X e ‖x‖ ≤ 1} <∞;

(g) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ X.

Demonstração. Ver [10, Teorema 2.1.1].

De�nição 2.1.2. Sejam X e Y espaços métricos pontuados, sendo eX e eY os pontos
bases de X e Y , respectivamente. Uma função f : X −→ Y preserva ponto base quando

f(eX) = eY .

Exemplo 2.1.1. Sejam X um espaço métrico e C ⊆ X um subconjunto fechado. Então,
a função

f : X −→ R
x 7−→ f(x) = d(x,C) = inf

y∈C
d(x, y).

é Lipschitz. Primeiramente, observe que f(x) = 0 se, e somente se, x ∈ C. Tomando
x, y ∈ X, a Proposição 1.1.1 garante que

|f(x)− f(y)| = |d(x,C)− d(y, C)| ≤ d(x, y),
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2. Espaços de funções Lipschitz

implicando que f é Lipschitz e Lip(f) ≤ 1. Em particular, quando C = {q} consiste de
apenas um ponto, a função f acima tem uma notação especial, a saber

dq : X −→ R
x 7−→ dq(x) = d(x, q).

Temos ainda Lip(dq) = 1, pois, usando a Proposição 1.1.1,

Lip(dq) = sup
x,y∈X

|dq(x)− dq(y)|
d(x, y)

= sup
x,y∈X

|d(x, q)− d(y, q)|
d(x, y)

≤ sup
x,y∈X

|d(x, y)|
d(x, y)

= 1

e como o supremo acima atinge o 1 quando y = q, concluímos que Lip(dq) = 1. Nos casos
em que assumimos X possuir um ponto base eX 6= q e que 0 é o ponto base de R, essa
função dq não preserva ponto base, pois

dq(eX) = d(eX , q) 6= 0.

Para de�nir uma nova função partindo de dq e que leve o ponto eX em 0, devemos subtrair
a constante d(eX , q) na de�nição de dq. Sendo assim, obtemos a função

d̃q : X −→ R
x 7−→ d̃q(x) = d(x, q)− d(eX , q).

Veremos agora três proposições básicas sobre funções Lipschitz.

Proposição 2.1.1. Sejam X, Y e Z espaços métricos e f : X −→ Y e g : Y −→ Z
funções Lipschitz. A composta g ◦ f : X −→ Z também é uma função Lipschitz e

Lip(g ◦ f) ≤ Lip(f)Lip(g).

Demonstração. Como f e g são Lipschitz, temos

d(f(x), f(x′)) ≤ Lip(f)d(x, x′) e d(g(y), g(y′)) ≤ Lip(g)d(y, y′)

para cada x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y . Segue que

d((g ◦ f)(x), (g ◦ f)(x′)) = d(g(f(x)), g(f(x′)))

≤ Lip(g)d(f(x), f(x′))

≤ Lip(g)Lif(f)d(x, x′).

Portanto, g ◦ f é Lipschitz e ainda Lip(g ◦ f) ≤ Lip(f)Lip(g).

Proposição 2.1.2. Considere Y e Z espaços métricos completos e Y0 um subconjunto
denso de Y . Se f0 : Y0 −→ Z é Lipschitz, então f0 tem uma única extensão Lipschitz
f : Y −→ Z e, além disso, vale a igualdade

Lip(f) = Lip(f0).

Demonstração. Por f0 ser Lipschitz, sabemos que f0 é uniformemente contínua. Como
Y0 é denso em Y , por [24, Proposição 10, Página 196] f0 possui uma única extensão de Y
em Z que é também uniformemente contínua. Dado qualquer a ∈ Y, pela densidade de
Y0 em Y , segue que existe uma sequência (yn)∞n=1 em Y0 que converge para a. Já que toda
sequência convergente é de Cauchy, segue que (yn)∞n=1 é de Cauchy e, pela [24, Proposição
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4, Página 18], a sequência (f0(yn))∞n=1 também é de Cauchy em Z e, como Z é completo,
(f0(yn))∞n=1 converge em Z. Agora, tome uma outra sequência (y′n)∞n=1 em Y0 convergindo
para a. Seguindo o mesmo raciocínio acima, tem-se que (f0(y

′
n))∞n=1 ⊂ Z é uma sequência

de Cauchy que converge em Z. Dessa forma, segue que

lim
n
f0(yn) = lim

n
f0(y

′
n),

pois a continuidade da função distância d garante que

d(lim
n
f0(yn), lim

n
f0(y

′
n)) = lim

n
d(f0(yn), f0(y

′
n))

≤ lim
n
Lip(f0)d(yn, y

′
n)

= Lip(f0)d(lim
n
yn, lim

n
y′n)

= Lip(f0)d(a, a) = 0.

Com isso, podemos de�nir a extensão de f0 por

f : Y −→ Z
a 7−→ f(a) = lim

n
f0(yn),

sendo (yn)∞n=1 uma sequência de Cauchy de Y0 que converge para a ∈ Y. Por f0 ser
Lipschitz e considerando os pontos x, y ∈ Y e as sequências de Cauchy (pn)∞n=1, (qn)∞n=1

em Y0, com pn convergindo para x e qn convergindo para y, obtemos

d(f(x), f(y)) = d
(

lim
n
f0(pn), lim

n
f0(qn)

)
= lim

n
d(f0(pn), f0(qn))

≤ Lip(f0) lim
n
d(pn, qn)

= Lip(f0)d
(

lim
n
pn, lim

n
qn

)
= Lip(f0)d(x, y),

onde usamos novamente a continuidade da função distância d. Com isso, f é Lipschitz
e Lip(f) ≤ Lip(f0). Além disso, como f é extensão de f0, é claro que o domínio da f
possui mais elementos que o domínio da f0, donde segue que Lip(f0) ≤ Lip(f). Portanto,
vale a igualdade Lip(f0) = Lip(f).

Proposição 2.1.3. Sejam X e Y espaços métricos e f, fn : X −→ Y funções, com n ∈ N,
tais que fn −→ f pontualmente. Então,

Lip(f) ≤ sup
n∈N

Lip(fn).

Demonstração. Como fn converge pontualmente para f , dados quaisquer x, y ∈ X,
com x 6= y, vale que

lim
n
fn(x) = f(x) e lim

n
fn(y) = f(y).

Daí, usando a continuidade da função distância d, tem-se

d(f(x), f(y)) = d
(

lim
n
fn(x), lim

n
fn(y)

)
= lim

n
d(fn(x), fn(y)).
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Dividindo ambos os membros das igualdades acima por d(x, y), segue que

d(f(x), f(y))

d(x, y)
= lim

n

d(fn(x), fn(y))

d(x, y)
≤ sup

n∈N
Lip(fn).

Por �m, tomando o supremo sobre x e y, concluímos que

Lip(f) ≤ sup
n∈N

Lip(fn).

O exemplo abaixo mostra que, ao contrário do que acontece com funções contínuas,
as funções Lipschitz em geral não podem ser �coladas�.

Exemplo 2.1.2. Considere os conjuntos

X1 = {(t, 0); 0 ≤ t ≤ 1} e X2 = {(t, t2); 0 ≤ t ≤ 1}

do quadrado unitário em R2 munidos com a métrica euclidiana. De�na X = X1 ∪ X2 e
considere uma função f pondo

f : X −→ R
(t, 0) 7−→ f(t, 0) = 0
(t, t2) 7−→ f(t, t2) = t.

Os conjuntos X1 e X2 são subconjuntos fechados de X e, além disso, f restrita a cada um
deles é Lipschitz, pois dados os pontos (t, 0), (t′, 0) ∈ X1 e (t1, t

2
1), (t2, t

2
2) ∈ X2, tem-se

|f(t, 0)− f(t′, 0)| = |0− 0| ≤ d((t, 0), (t′, 0)) e

|f(t1, t
2
1)− f(t2, t

2
2)| = |t1 − t2| =

√
(t1 − t2)2

≤
√

(t1 − t2)2 + (t21 − t22)2

= d((t1, t
2
1), (t2, t

2
2)).

Por outro lado, f não é Lipschitz, já que considerando 0 < t < 1, vale a seguinte desi-
gualdade

|f(t, t2)− f(t, 0)| = |t− 0| = |t| ≥ |t2| =
√

(t− 0)2

=
√

(t− t)2 + (t2 − 0) = d((t, t2), (t, 0)).

2.2 Função Lipschitz a valores escalares

Na maioria dos resultados desta seção, o corpo escalar não interfere, pois a conclusão
de cada resultado permanece a mesma. Porém, isso não é sempre verdade, como veremos
no Teorema 2.2.1 e no seu Corolário 2.2.1. A nossa primeira proposição relaciona as
funções Lipschitz com valores complexos com suas partes real e imaginária.
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Proposição 2.2.1. Sejam X um espaço métrico e f : X −→ C uma função Lipschitz.
Então,

max{Lip(Ref), Lip(Imf)} ≤ Lip(f) ≤
√

2 max{Lip(Ref), Lip(Imf)},

onde Ref e Imf representam, respectivamente, a parte real e a parte imaginária da função
f . Em particular, f é Lipschitz se, e somente se, a parte real e a parte imaginária de f
são também Lipschitz.

Demonstração. Inicialmente, vamos provar para qualquer z ∈ C as seguintes desigual-
dades:

max{|Rez|, |Imz|} ≤ |z| ≤
√

2 max{|Rez|, |Imz|}. (2.2)

De fato, lembre-se de que

z = a+ ib com a, b ∈ R, |z| =
√
a2 + b2, Rez = a e Imz = b.

Sem perda de generalidade, suponha que |a| ≤ |b|. Assim,

|b|2 ≤ |a|2 + |b|2 = a2 + b2 ≤ b2 + b2 = 2b2 = 2|b|2

e aplicando raiz quadrada em ambos os membros das desigualdades acima, temos

|b| ≤
√
a2 + b2 ≤

√
2|b| =⇒ |Imz| ≤ |z| ≤

√
2|Imz|,

o que prova (2.2). Agora, dados x, y ∈ X, fazendo z = f(x) − f(y) em (2.2) e dividindo
ambos os membros das desigualdades por d(x, y), obtemos

max{|Re(f(x)− f(y))|, |Im(f(x)− f(y))|}
d(x, y)

≤ |f(x)− f(y)|
d(x, y)

≤
√

2
max{|Re(f(x)− f(y))|, |Im(f(x)− f(y))|}

d(x, y)
,

que é equivalente a

max

{
|Ref(x)−Ref(y)|

d(x, y)
,
|Imf(x)− Imf(y)|

d(x, y)

}
≤ |f(x)− f(y)|

d(x, y)
(2.3)

≤
√

2 max

{
|Ref(x)−Ref(y)|

d(x, y)
,
|Imf(x)− Imf(y)|

d(x, y)

}
.

Com isso, tomando o supremo sobre os pontos x, y ∈ X nas desigualdades acima, con-
cluímos que

max{Lip(Ref), Lip(Imf)} ≤ Lip(f) ≤
√

2 max{Lip(Ref), Lip(Imf)}.

Por �m, se f é Lipschitz, segue de (2.3) que Ref e Imf são Lipschitz, pois

|Ref(x)−Ref(y)| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ Lip(f)d(x, y) e

|Imf(x)− Imf(y)| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ Lip(f)d(x, y).

Reciprocamente, suponha que Ref e Imf são Lipschitz. Por (2.3), pelo menos uma das
desigualdades abaixo é válida

|f(x)− f(y)| ≤
√

2|Ref(x)−Ref(y)| ≤
√

2Lip(Ref)d(x, y) e

|f(x)− f(y)| ≤
√

2|Imf(x)− Imf(y)| ≤
√

2Lip(Imf)d(x, y),

implicando que f é Lipschitz.
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No exemplo abaixo, mostraremos que a igualdade na última desigualdade da Propo-
sição 2.2.1 pode ser atingida.

Exemplo 2.2.1. Considere a função φ : R −→ C dada por φ(t) = (1 + i)t. Observe que
φ é Lipschitz e Lip(φ) =

√
2, pois

|φ(t)− φ(t′)| = |(1 + i)t− (1 + i)t′| = |(1 + i)(t− t′)| = |1 + i||t− t′|

para cada t, t′ ∈ R e, ainda,

Lip(φ) = sup
t,t′∈R

|φ(t)− φ(t′)|
|t− t′|

= sup
t,t′∈R

|1 + i||t− t′|
|t− t′|

= |1 + i| =
√

12 + 12 =
√

2.

Assim, aplicando a Proposição 2.2.1, obtemos que as partes real e imaginária de φ são
Lipschitz e têm número de Lipschitz igual 1, já que

Lip(Reφ) = sup
t,t′∈R

|Reφ(t)−Reφ(t′)|
|t− t′|

= sup
t,t′∈R

|t− t′|
|t− t′|

= 1

e

Lip(Imφ) = sup
t,t′∈R

|Imφ(t)− Imφ(t′)|
|t− t′|

= sup
t,t′∈R

|it− it′|
|t− t′|

= |i| sup
t,t′∈R

|t− t′|
|t− t′|

= 1.

As duas próximas proposições resumem as propriedades lineares e algébricas das fun-
ções Lipschitz a valores escalar. Ressaltamos que essas proposições também são válidas
para funções com valores em um espaço de Banach qualquer.

Proposição 2.2.2. Sejam X um espaço métrico e f, g, fn : X −→ K funções Lipschitz,
com n ∈ N. Logo:

(a) A função λf é Lipschitz e Lip(λf) = |λ|Lip(f) para todo λ ∈ K;

(b) A função f + g é Lipschitz e Lip(f + g) ≤ Lip(f) + Lip(g);

(c) Se
∑∞

n=1 fn converge pontualmente, então

Lip

(
∞∑
n=1

fn

)
≤

∞∑
n=1

Lip(fn).

Demonstração. (a) Dados λ ∈ K e x, y ∈ X, pelo fato de f ser Lipschitz, segue que

|(λf)(x)− (λf)(y)| = |λ · f(x)− λ · f(y)|
= |λ(f(x)− f(y))|
= |λ||f(x)− f(y)|
≤ |λ|Lip(f)d(x, y).

Assim, λf é Lipschitz e Lip(λf) ≤ |λ|Lip(f). Além disso, pelas de�nições de Lip(f) e
Lip(λf), vale a igualdade na desigualdade anterior, pois

Lip(λf) = sup
x,y∈X

|(λf)(x)− (λf)(y)|
d(x, y)

= sup
x,y∈X

|λ · f(x)− λ · f(y)|
d(x, y)

= sup
x,y∈X

|λ(f(x)− f(y))|
d(x, y)

= sup
x,y∈X

|λ||f(x)− f(y)|
d(x, y)

= |λ| sup
x,y∈X

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

= |λ|Lip(f).
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2. Espaços de funções Lipschitz

(b) Como f e g são Lipschitz, para quaisquer x, y ∈ X, tem-se

|(f + g)(x)− (f + g)(y)| = |f(x) + g(x)− f(y)− g(y)|
≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|
≤ Lip(f)d(x, y) + Lip(g)d(x, y)

= (Lip(f) + Lip(g))d(x, y).

Portanto, f + q é Lipschitz e Lip(f + g) ≤ Lip(f) + Lip(g).
(c) Primeiramente, de�na

f =
∞∑
n=1

fn e, para cada k ∈ N, gk =
k∑

n=1

fn.

Como
∑∞

n=1 fn converge pontualmente, temos que gk −→ f pontualmente. Agora, pelo
item (b) acima e como Lip(fn) ≥ 0 para cada n ∈ N, segue que

Lip(gk) = Lip

(
k∑

n=1

fn

)
≤ Lip(f1) + · · ·+ Lip(fk) =

k∑
n=1

Lip(fn) ≤
∞∑
n=1

Lip(fn),

o que signi�ca que
∑∞

n=1 Lip(fn) é uma cota superior para o conjunto dos {Lip(gk)}k∈N.
Desse modo,

sup
k∈N

Lip(gk) ≤
∞∑
n=1

Lip(fn).

Com isso e pela Proposição 2.1.3, concluímos que

Lip

(
∞∑
n=1

fn

)
= Lip(f) ≤ sup

k∈N
Lip(gk) ≤

∞∑
n=1

Lip(fn).

Proposição 2.2.3. Sejam X um espaço métrico e f, g : X −→ K funções Lipschitz e
limitadas. Logo:

(a) A função fg é Lipschiz e, ainda, Lip(fg) ≤ ‖f‖∞Lip(g) + ‖g‖∞Lip(f);

(b) Se |f(x)| ≥ ε > 0 para todo x ∈ X e todo ε > 0 �xado, então a função

1
f

: X −→ K
x 7−→ 1

f
(x) = 1

f(x)

é Lipschiz e Lip
(

1
f

)
≤ Lip(f)

ε2
;

(c) Se diam(X) < ∞, então o produto de duas funções Lipschitz de�nidas em X e a
valores escalares é também Lipschitz.

Demonstração. (a) Sejam quaisquer x, y ∈ X, por f e g serem Lipschitz, segue que

|(fg)(x)− (fg)(y)| = |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)|
≤ |f(x)g(x)− f(x)g(y)|+ |f(x)g(y)− f(y)g(y)|
= |f(x)(g(x)− g(y))|+ |g(y)(f(x)− f(y))|
= |f(x)||g(x)− g(y)|+ |g(y)||f(x)− f(y)|
≤ ‖f‖∞Lip(g)d(x, y) + ‖g‖∞Lip(f)d(x, y)

= (‖f‖∞Lip(g) + ‖g‖∞Lip(f))d(x, y).

21



2. Espaços de funções Lipschitz

Sendo assim, fg é Lipschitz e Lip(fg) ≤ ‖f‖∞Lip(g) + ‖g‖∞L(f).
(b) Por hipótese, para cada x ∈ X, tem-se

|f(x)| ≥ ε > 0 =⇒ f(x) 6= 0 e
1

|f(x)|
≤ 1

ε
.

Com isso e por f ser Lipschitz, temos∣∣∣∣ 1

f(x)
− 1

f(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(y)− f(x)

f(x)f(y)

∣∣∣∣ =
|f(x)− f(y)|
|f(x)||f(y)|

≤ Lip(f)d(x, y)

ε2
=
Lip(f)

ε2
d(x, y),

com x, y ∈ X, concluindo que 1
f
é Lipschitz e também

Lip

(
1

f

)
≤ Lip(f)

ε2
.

(c) Suponha que diam(X) <∞, então

∃M > 0 tal que sup
x,y∈X

d(x, y) ≤M.

Agora, considere as funções Lipschitz f, g : X −→ K. Observe que f é limitada, pois
tomando x ∈ X e �xando f(y) ∈ K para algum y ∈ X, obtemos

|f(x)| = |f(x)− f(y) + f(y)|
≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)|
≤ Lip(f)d(x, y) + |f(y)|
≤ Lip(f)M + |f(y)| = C.

Analogamente, tem-se que g é limitada. Portanto, pelo item (a) provado anteriormente,
a função produto fg : X −→ K é Lipschitz.

Se f, g : X −→ K são funções Lipschitz ilimitadas, não podemos garantir que o
produto fg seja também Lipschitz. Por exemplo, a função identidade idR : R −→ R,
dada por idR(x) = x, é claramente Lipschitz, porém a função produto

idR · idR = id2R : R −→ R
x 7−→ id2R(x) = (idR(x))2 = x2

não é Lipschitz, pois

sup
x,y∈R

d(id2R(x), id2R(y))

d(x, y)
= sup

x,y∈R

|x2 − y2|
|x− y|

= sup
x,y∈R

|(x− y)(x+ y)|
|x− y|

= sup
x,y∈R

|x− y||x+ y|
|x− y|

= sup
x,y∈R

|x+ y| =∞.

Dadas as funções Lipschitz f, g, fn : X −→ R, com n ∈ N, usaremos a notação

f∨g = max{f, g} (junção), f∧g = min{f, g} (reunião),
∨

fn = sup
n∈N

fn e
∧

fn = inf
n∈N

fn.
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2. Espaços de funções Lipschitz

Proposição 2.2.4. Sejam X um espaço métrico e f, g, fn : X −→ R funções Lipschitz,
com n ∈ N. Então, f ∨ g e f ∧ g são Lipschitz e ainda

Lip(f ∨ g) ≤ max{Lip(f), Lip(g)} e Lip(f ∧ g) ≤ max{Lip(f), Lip(g)}.

Além disso, se as aplicações
∨
fn e

∧
fn são �nitas em todos os pontos, então

∨
fn e∧

fn são Lipschitz e também

Lip
(∨

fn

)
≤ sup

n∈N
Lip(fn) e Lip

(∧
fn

)
≤ sup

n∈N
Lip(fn).

Demonstração. Primeiramente, considere h = f ∨ g, a = max{Lip(f), Lip(g)} e �xe os
pontos p, q ∈ X. Sem perda de generalidade, suponha que h(p) ≥ h(q) e h(p) = f(p).
Daí, é claro que h(q) ≥ f(q) e ainda

|h(p)− h(q)| ≤ |f(p)− f(q)| ≤ ad(p, q).

Logo, h é Lipschitz e Lip(h) ≤ a, ou seja

Lip(f ∨ g) ≤ max{Lip(f), Lip(g)}.

Analogamente, temos que

Lip(f ∧ g) ≤ max{Lip(f), Lip(g)}.

Para mostrar as últimas desigualdades, observe que a junção e reunião de uma família
in�nita são limites pontuais das junções e reuniões de todas as subfamílias �nitas. Assim,
usando a Proposição 2.1.3 obtemos que

Lip
(∨

fn

)
≤ sup

n∈N
Lip(fn) e Lip

(∧
fn

)
≤ sup

n∈N
Lip(fn).

Os dois próximos resultados são importantes na teoria Lipschitz, pois eles dizem que
as funções Lipschitz de�nidas em um subconjunto de um espaços métrico em K podem
ser estendidas para o espaço métrico inteiro. Além disso, quando K = R os números de
Lipschitz da função e de sua extensão são iguais e no caso em que K = C obtemos uma
desigualdade entre esses números de Lipschitz.

Teorema 2.2.1 (Extensão de McShane). Sejam X um espaço métrico, X0 um subcon-
junto não-vazio de X e f0 : X0 −→ R uma função Lipschitz. Então, existe uma extensão
Lipschitz f : X −→ R de f0 tal que Lip(f) = Lip(f0). Se f0 é limitada, então existe uma
extensão Lipschitz g : X −→ R de f0 tal que

Lip(g) = Lip(f0) e ‖g‖∞ = ‖f0‖∞.

Demonstração. Inicialmente, considere a aplicação f : X −→ R dada por

f(x) =
∧
q∈X0

(f0(q)χX + Lip(f0)dq) (x)

onde χX é a função característica de X. Vamos provar que f estende f0. Como f0 é
Lipschitz, sabemos que

|f0(p)− f0(q)| ≤ Lip(f0)d(p, q)
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2. Espaços de funções Lipschitz

para cada p, q ∈ X0. Com isso,

f0(p) ≤ f0(q) + Lip(f0)d(p, q)

= f0(q)χX(p) + Lip(f0)dq(p)

= (f0(q)χX + Lip(f0)dq)(p),

implicando que f0(p) ≤ f(p) para todo p ∈ X0. Por outro lado, como

f(q) ≤ f0(q)χX(q) + Lip(f0)dq(q) = f0(q),

segue que f(q) ≤ f0(q) para qualquer q ∈ X0. Então, vale a igualdade f = f0 em X0.
Agora, mostraremos que f é Lipschitz. Para cada q ∈ X0 �xado, é claro a aplicação
f0(q) + Lip(f0)dq é Lipschitz com

Lip(f0(q) + Lip(f0)dq) = Lip(f0),

já que dq é Lipschitz e Lip(dq) = 1 pelo Exemplo 2.1.1. Sendo assim, a Proposição 2.2.4
garante que f é Lipschitz com Lip (f) ≤ Lip(f0). Por outro lado, Lip (f) ≥ Lip(f0), pois
f estende de f0. Portanto, vale a igualdade Lip (f) = Lip(f0), provando a primeira parte
do teorema. Para mostrar a parte �nal, vamos supor que f0 é limitada. Assim, sejam
a = ‖f0‖∞ e a aplicação

g : X −→ R
x 7−→ g(x) = f ∧ aχX .

Note que g estende f0, pois f(x) ≤ a para cada x ∈ X0 e, consequentemente, g = f em
X0. Além disso, a Proposição 2.2.4 diz que g é Lipschitz e Lip(g) ≤ Lip(f) = Lip(f0),
obtendo que

Lip(g) = Lip(f0),

já que a desigualdade Lip(g) ≥ Lip(f0) segue do fato de que g estende f0. Por �m,
pela de�nição de g, temos que ‖g‖∞ ≤ a = ‖f0‖∞ e, como g estende f0, a desigualdade
‖g‖∞ ≥ ‖f0‖∞ é clara, implicando que

‖g‖∞ = ‖f0‖∞.

O corolário abaixo diz que podemos estender funções Lipschitz a valores complexos e
que o número de Lipschitz não é preservado.

Corolário 2.2.1. Sejam X um espaço métrico, X0 um subconjunto não-vazio de X e
f0 : X0 −→ C uma função Lipschitz. Então, existe uma extensão Lipschitz f : X −→ C
de f0 tal que Lip(f) ≤

√
2Lip(f0). Além disso, se f0 é limitada, obtemos uma extensão

Lipschitz g : X −→ C de f0 tal que

Lip(g) ≤
√

2Lip(f0) e ‖g‖∞ = ‖f0‖∞.

Demonstração. De acordo com a Proposição 2.2.1, as funções Ref0 e Imf0 são Lipschitz
e também vale a desigualdade

max{Lip(Ref0), Lip(Imf0)} ≤ Lip(f0). (2.4)
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2. Espaços de funções Lipschitz

Com isso, usando o Teorema 2.2.1, podemos estender Ref0 e Imf0 para X, obtendo as
funções Lipschitz R̃ef0, Ĩmf0 : X −→ R tais que

Lip(R̃ef0) = Lip(Ref0) e Lip(Ĩmf0) = Lip(Imf0). (2.5)

De�na f : X −→ C como a função cujas partes real e imaginária são as funções R̃ef0
e Ĩmf0. Sendo assim, a Proposição 2.2.1 garante que f é Lipschitz e ainda, por (2.5) e
(2.4), temos que

Lip(f) ≤
√

2 max{Lip(R̃ef0), Lip(Ĩmf0)}
=
√

2 max{Lip(Ref0), Lip(Imf0)}
≤
√

2Lip(f0).

Provaremos a parte �nal do Corolário. Supondo que f0 é limitada, seja a = ‖f0‖∞ e
de�na a aplicação πa : C −→ C por

πa(z) =

{
z, se |z| ≤ a
a
|z|z, se|z| > a.

Com isso, é claro que |πa(z)| ≤ a para todo z ∈ C e, além disso, πa é Lipschitz com
Lip(πa) ≤ 1, pois

• Para |z| ≤ a e |z′| ≤ a,
|πa(z)− πa(z′)| = |z − z|.

• Para |z| > a e |z′| > a,

|πa(z)− πa(z′)| =

∣∣∣∣ a|z|z − a

|z′|
z′
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣aaz − a

|z′|
z′
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a|z′|z′ − z
∣∣∣∣

<
∣∣∣a
a
z′ − z

∣∣∣ = |z′ − z| = |z − z|.

• Para |z| > a e |z′| ≤ a,

|πa(z)− πa(z′)| =
∣∣∣∣ a|z|z − z′

∣∣∣∣ < ∣∣∣aaz − z′∣∣∣ = |z − z|.

Agora, vamos de�nir a aplicação g = πa◦f : X −→ C. Pela Proposição 2.1.1, g é Lipschitz
com

Lip(g) ≤ Lip(πa)Lip(f) = Lip(f) ≤
√

2Lip(f0).

Por �m, mostraremos que ‖g‖∞ = ‖f0‖∞. Por um lado, segue claramente que

‖g‖∞ = ‖πa ◦ f‖∞ = sup
z∈X
|πa ◦ f(z)| = sup

z∈X
|πa(f(z))| ≤ a = ‖f0‖∞.

Por outro lado, note que g estende f0 em X0, pois |f0(z0)| ≤ a para qualquer z0 ∈ X0 e,
por isso,

g(z0) = πa ◦ f(z0) = πa(f(z0)) = πa(f0(z0)) = f0(z0).

Portanto, ‖g‖∞ ≥ ‖f0‖∞, concluindo a igualdade ‖g‖∞ = ‖f0‖∞.
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O exemplo a seguir mostra que em geral não podemos ter Lip(f) = Lip(f0) no caso
complexo.

Exemplo 2.2.2. Seja um conjunto com quatro elementos X = {p1, p2, p3, e} e de�na
d(e, pi) = 1 para todo i = 1, 2, 3 e d(pi, pj) = 2 para cada i 6= j. Considere X0 = X−{e} e
f0 : X0 −→ C a imersão isométrica que leva os pontos de X0 nos vértices de um triângulo
equilátero de lado igual a 2. É claro que f0 é Lipschitz e

Lip(f0) = sup
pi 6=pj

|f0(pi)− f0(pj)|
d(pi, pj)

=
2

2
= 1.

Logo, a extensão f : X −→ C de f0 com o menor número de Lipschitz aplica o ponto e no
centro do triângulo equilátero e tem Lip(f) = 2√

3
, pois a distância do centro do triângulo

aos vértices desse triângulo é 2√
3
e, para cada i 6= j, temos que

|f(e)− f(pi)|
d(e, pi)

=

2√
3

1
=

2√
3

e
|f(pi)− f(pj)|

d(pi, pj)
=

2

2
= 1,

implicando que Lip(f) = 2√
3
. Além disso, se f(e) for diferente do centro do triângulo,

teremos que a distância de um dos vértices do triângulo ao ponto f(e) é maior que 2√
3
e,

consequentemente, Lip(f) > 2√
3
.

Esse exemplo mostra que no caso complexo, em geral, não podemos ter Lip(f) <
2√
3
Lip(f0), mas, de acordo com o Corolário 2.2.1, sempre podemos ter Lip(f) ≤

√
2Lip(f0).

Esse fato nos remete a um problema mais geral que é o de determinar as melhores cons-
tantes para extensões de funções de Lipschitz em espaços de Banach arbitrários. Em [36,
Teorema 5.15] está provado que a melhor constante para a extensão no caso C é 4

π
.

2.3 Espaços de funções Lipschitz particulares

O nosso objetivo nesta seção é estudar dois novos espaços funções vetoriais no contexto
Lipschitz, um formado pelas funções Lipschitz limitadas e o outro composto pelas funções
Lipschitz que preservam ponto base. Vamos mostrar que cada um desses espaços com uma
norma adequada são espaços de Banach. Por �m, mostraremos que esses dois espaços são
isométricos.

De�nição 2.3.1. Sejam X um espaço métrico e E um espaço de Banach. De�nimos por
Lip(X;E) o espaço de todas as funções Lipschitz limitada, e chamaremos esse espaço de
espaço de Lipschitz. Em símbolo, temos

Lip(X;E) = {f : X −→ E; f é Lipschitz e limitada}.

De�nição 2.3.2. Considere X um espaço métrico pontuado e E um espaço de Banach.
De�nimos por Lip0(X;E) o espaço de todas as funções Lipschitz que preservam ponto
base, ou seja,

Lip0(X;E) = {f : X −→ E; f é Lipschitz e f(eX) = 0}.
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2. Espaços de funções Lipschitz

Em particular, quando E = K denotamos Lip(X;K) e Lip0(X;K) apenas por Lip(X)
e Lip0(X), respectivamente. Além disso, vamos usar a notação Lip0(X) = X# e quando
queremos especi�car o corpo escalar das funções Lipschitz nos espaços acima, escrevemos

Lip(X;R), Lip(X;C), Lip0(X;R) ou Lip0(X;C).

As próximas duas proposições mostram que podemos munir os espaços Lip(X;E) e
Lip0(X;E) com normas especí�cas, tornando-os espaços vetoriais normados.

Proposição 2.3.1. A função

Lip(·) : Lip0(X;E) −→ R
f 7−→ Lip(f)

de�ne uma norma no espaço Lip0(X;E).

Demonstração. Dados λ ∈ K e f, g ∈ Lip0(X;E), seguindo os mesmos passos da
demostração da Proposição 2.2.2, concluímos que

Lip(λf) = |λ|Lip(f) e Lip(f + g) ≤ Lip(f) + Lip(g).

Daí, para mostrar que Lip(f) é uma norma em Lip0(X;E), devemos provar que

Lip(f) ≥ 0 e Lip(f) = 0⇐⇒ f = 0.

De fato, se f ∈ Lip0(X;E) e x, y ∈ X, então d(x, y) ≥ 0 e d(f(x), f(y)) ≥ 0. Assim,

Lip(f) = sup
x,y∈X

d(f(x), f(y))

d(x, y)
≥ 0.

Suponha agora que Lip(f) = 0. Por f ser Lipschitz, para todos x, y ∈ X, obtemos

0 ≤ d(f(x), f(y)) ≤ Lip(f)d(x, y) = 0d(x, y) = 0,

implicando que
d(f(x), f(y)) = 0 =⇒ f(x) = f(y).

Em particular, como f preserva ponto base, obtemos

f(x) = f(e) = 0 =⇒ f = 0.

Reciprocamente, suponha que f = 0. Logo, f(x) = f(y) = 0 para quaisquer x, y ∈ X e,
com isso, para todo M ≥ 0 vale a desigualdade

d(f(x), f(y)) = 0 ≤Md(x, y).

Sendo assim, a menor constante que satisfaz a desigualdade acima é o zero, ou seja,
Lip(f) = 0. Portanto, Lip(f) é uma norma no espaço Lip0(X;E).

Como o número de Lipschitz de qualquer função constante é zero, segue que Lip(·) não
é uma norma em Lip(X;E), mas Lip(·) é uma semi-norma nesse espaço. Além disso, o
número de Lipschitz pode ser usado para de�nimos uma norma em Lip(X;E), conforme
veremos na proposição seguinte.
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Proposição 2.3.2. No espaço Lip(X;E), a expressão

‖f‖L = max{‖f‖∞, Lip(f)}

de�ne uma norma, denominada de norma Lipschitz.

Demonstração. Para qualquer f ∈ Lip(X;E), temos ‖f‖∞ ≥ 0 e Lip(f) ≥ 0. Assim,

‖f‖L = max{‖f‖∞, Lip(f)} ≥ 0.

Suponha que ‖f‖L = 0, então

‖f‖∞ = 0 e Lip(f) = 0 =⇒ f = 0.

Reciprocamente, se f = 0, é claro que

‖f‖∞ = 0 e Lip(f) = 0 =⇒ ‖f‖L = 0.

Para todos λ ∈ K e f ∈ Lip(X;E), segue, analogamente a demostração do item (a) da
Proposição 2.2.2, que Lip(λf) = |λ|Lip(f) e , pelo fato de ‖ · ‖∞ ser uma norma, temos

‖λf‖L = max{‖λf‖∞, Lip(λf)} = max{|λ|‖f‖∞, |λ|Lip(f)}
= |λ|max{‖f‖∞, Lip(f)} = |λ|‖f‖L.

Finalmente, vamos provar a desigualdade triangular. Dadas f, g ∈ Lip(X;E), como
‖ ·‖∞ é uma norma e de forma semelhante a demostração do item (b) da Proposição 2.2.2,
obtemos

‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ e Lip(f + g) ≤ Lip(f) + Lip(g).

Consequentemente,

‖f + g‖L = max{‖f + g‖∞, Lip(f + g)}
≤ max{‖f‖∞ + ‖g‖∞, Lip(f) + Lip(g)}
≤ max{‖f‖∞, Lip(f)}+ max{‖g‖∞, Lip(g)}
= ‖f‖L + ‖g‖L.

Portanto, ‖ · ‖L é uma norma em Lip(X;E).

Agora, já que sabemos que Lip(X;E) e Lip0(X;E) são espaços normados, o leitor
poderia questionar se esses espaços são de Banach com suas respectivas normas. Veremos
nos dois próximos teoremas que a resposta para tal questionamento é verdadeira.

Teorema 2.3.1. Para qualquer espaço métrico X e qualquer espaço de Banach E, o
espaço (Lip(X;E), ‖ · ‖L) é Banach.

Demonstração. Vamos usar o Teorema 1.1.1. Seja (fn)∞n=1 uma sequência em Lip(X;E)
tal que

∑∞
n=1 ‖fn‖L < ∞. Nosso objetivo é provar que a série

∑∞
n=1 fn é convergente na

norma Lipschitz ‖ · ‖L. Como ‖fn‖∞ ≤ ‖fn‖L e Lip(fn) ≤ ‖fn‖L para cada n ∈ N, tem-se

∞∑
n=1

‖fn‖∞ ≤
∞∑
n=1

‖fn‖L <∞ e
∞∑
n=1

Lip(fn) ≤
∞∑
n=1

‖fn‖L <∞,
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2. Espaços de funções Lipschitz

implicando que as séries
∑∞

n=1 ‖fn‖∞ e
∑∞

n=1 Lip(fn) são convergentes. Com isso, a série∑∞
n=1 fn converge pontualmente, pois∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

fn(x)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

‖fn(x)‖ ≤
∞∑
n=1

‖fn‖∞, (2.6)

para cada x ∈ X. Assim, a função f : X −→ E dada por f(x) =
∑∞

n=1 fn(x) está bem
de�nida. Mostraremos que f ∈ Lip(X;E). Primeiramente, note que f é limitada, pois

‖f(x)‖ ≤ ‖f‖∞ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

fn

∥∥∥∥∥
∞

≤
∞∑
n=1

‖fn‖∞

para qualquer x ∈ X. Por outro lado, como fn é Lipschitz para todo n ∈ N, obtemos

‖f(x)− f(x′)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

fn(x)−
∞∑
n=1

fn(x′)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

fn(x)− fn(x′)

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
n=1

‖fn(x)− fn(x′)‖ ≤

[
∞∑
n=1

Lip(fn)

]
d(x, x′),

para todos x, x′ ∈ X. Consequentemente, f é Lipschitz e Lip(f) ≤
∑∞

n=1 Lip(fn), ou
seja, f ∈ Lip(X;E). Agora, para cada k ∈ N, considere gk =

∑k
n=1 fn. Claramente, gk

é Lipschitz para todo k ∈ N, uma vez que gk é a soma �nita de funções Lipschitz. Por
(2.6), para cada x ∈ X, concluímos que a série

∑∞
n=1 ‖fn(x)‖ converge. Além disso, como

a série
∑∞

n=1 Lip(fn) também converge, para qualquer ε > 0 dado, existem n1, n2 ∈ N tais
que

∞∑
n=n1

‖fn(x)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=n1

‖fn(x)‖

∥∥∥∥∥ < ε

2
e

∞∑
n=n2

Lip(fn) <
ε

2
,

para todo x ∈ X. Tomando k = max{n1, n2} ∈ N, temos

∞∑
n=k

‖fn(x)‖ < ε

2
e

∞∑
n=k

Lip(fn) <
ε

2
,

para cada x ∈ X, e desse modo,

‖f − gk‖∞ = sup
x∈X
‖f(x)− gk(x)‖ = sup

x∈X

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

fn(x)−
k∑

n=1

fn(x)

∥∥∥∥∥
= sup

x∈X

∥∥∥∥∥
∞∑

n=k+1

fn(x)

∥∥∥∥∥ ≤ sup
x∈X

∞∑
n=k+1

‖fn(x)‖ ≤ ε

2
< ε,

e ainda

Lip(f − gk) = Lip

(
∞∑
n=1

fn −
k∑

n=1

fn

)
= Lip

(
∞∑

n=k+1

fn

)
≤

∞∑
n=k+1

Lip(fn) <
ε

2
< ε.

Logo,
‖f − gk‖∞ −→ 0 e Lip(f − gk) −→ 0 =⇒ ‖f − gk‖L −→ 0

e, portanto,
∑∞

n=1 fn converge para f na norma Lipschitz ‖ · ‖L.
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2. Espaços de funções Lipschitz

Teorema 2.3.2. Para qualquer espaço métrico pontuado X e qualquer espaço de Banach
E, o espaço (Lip0(X;E), Lip(·)) é Banach.

Demonstração. Pelo o Teorema 1.1.1, considerando qualquer sequência (fn)∞n=1 em
Lip0(X;E) tal que

∑∞
n=1 Lip(fn) < ∞, temos que provar que a série

∑∞
n=1 fn é con-

vergente com a norma Lip(·). Para isso, como

‖fn(x)‖ = ‖fn(x)− fn(e)‖ ≤ Lip(fn)d(x, e)

para todos x ∈ X e n ∈ N, segue que

∞∑
n=1

‖fn(x)‖ ≤

[
∞∑
n=1

Lip(fn)

]
d(x, e) <∞.

Assim, a série
∑∞

n=1 ‖fn(x)‖ é convergente para cada x ∈ X, implicando na convergência
pontual da série

∑∞
n=1 fn. Daí, podemos considerar a função f : X −→ E dada por

f(x) =
∑∞

n=1 fn(x). Note que f ∈ Lip0(X;E), pois

f(e) =
∞∑
n=1

fn(e) =
∞∑
n=1

0 = 0

e também

‖f(x)− f(x′)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

fn(x)−
∞∑
n=1

fn(x′)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

fn(x)− fn(x′)

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
n=1

‖fn(x)− fn(x′)‖ ≤

[
∞∑
n=1

Lip(fn)

]
d(x, x′) <∞

para todos x, x′ ∈ X. Agora, vamos mostrar que
∑∞

n=1 fn converge para f na norma
Lip(·). De fato, de�na gk =

∑k
n=1 fn e observe que gk ∈ Lip0(X;E), porque gk é a

soma �nita de funções em Lip0(X;E). Já que a série
∑∞

n=1 Lip(fn) é convergente, dado
qualquer ε > 0, podemos encontrar n0 ∈ N tal que

∞∑
n=k

Lip(fn) < ε

para todo k ≥ n0. Com isso,

Lip(f − gk) = Lip

(
∞∑
n=1

fn −
k∑

n=1

fn

)
= Lip

(
∞∑

n=k+1

fn

)
≤

∞∑
n=k+1

Lip(fn) < ε.

Portanto,
∑∞

n=1 fn converge para f com norma Lip(·).

Vamos apresentar agora alguns resultados úteis para relacionarmos os espaços Lip e
Lip0. Para isso, começaremos com o seguinte lema.

Lema 2.3.1. Sejam Y0 um espaço métrico e Y o completamento de Y0. Se h0 ∈ Lip(Y0),
então existe uma única extensão h ∈ Lip(Y ) com ‖h0‖L = ‖h‖L.
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2. Espaços de funções Lipschitz

Demonstração. Dada qualquer h0 ∈ Lip(Y0), a Proposição 2.1.2 garante que h0 possui
uma única extensão Lipschitz h : Y −→ K satisfazendo

Lip(h0) = Lip(h). (2.7)

Mostraremos que h ∈ Lip(Y ) e ‖h0‖∞ = ‖h‖∞. Para isso, sejam a ∈ Y e uma sequência
(xn)∞n=1 em Y0 que converge para a. Então,

|h(a)| = |h(lim
n
xn)| = lim

n
|h(xn)| = lim

n
|h0(xn)| ≤ ‖h0‖∞,

o que signi�ca que h ∈ Lip(Y ) e

‖h‖∞ ≤ ‖h0‖∞. (2.8)

Para provar a desigualdade contrária, tome qualquer x ∈ Y0 e note que

|h0(x)| = |h(x)| ≤ ‖h‖∞.

Logo, ‖h0‖∞ ≤ ‖h‖∞ e, por (2.8), vale a igualdade ‖h0‖∞ = ‖h‖∞. Portanto, segue de
(2.7) que

‖h0‖L = ‖h‖L.

Proposição 2.3.3. Considere os espaços métricos (X, d), Y0 = (X, d
′
) com a métrica d′

de�nida por
d′(x, y) = min{d(x, y), 2}

e (Y, d̃) o completamento de Y0. Então:

(a) Lip(X) e Lip(Y0) são isomorfos isometricamente;

(b) Y ∈M2;

(c) Lip(Y0) e Lip(Y ) são isomorfos isometricamente;

(d) Lip(X) e Lip(Y ) são isomorfos isometricamente.

Demonstração. (a) Primeiramente, denotaremos por Lipd(f) e Lipd′(f) o número de
Lipschitz da função f em relação aos espaços X e Y0, respectivamente, e também deno-
taremos por ‖f‖L,X e ‖f‖L,Y0 norma de Lipschitz da função f em relação aos espaços
Lip(X) e Lip(Y0), respectivamente. Vamos mostrar que Lip(Y0) = Lip(X). Por um lado,
Lip(Y0) ⊂ Lip(X), pois dada f ∈ Lip(Y0) e pontos x, y ∈ X, tem-se que f é limitada e
também

|f(x)− f(y)| ≤ Lipd′(f)d′(x, y) ≤ Lipd′(f)d(x, y),

ou seja, f ∈ Lip(X) e ainda Lipd(f) ≤ Lipd′(f), implicando que

‖f‖L,X ≤ ‖f‖L,Y0 . (2.9)

Por outro lado, tomando f ∈ Lip(X) e x, y ∈ X, segue que f é limitada e temos duas
possibilidades:

• Se d(x, y) ≤ 2, então d′(x, y) = d(x, y) e

|f(x)− f(y)| ≤ Lipd(f)d(x, y) = Lipd(f)d′(x, y) ≤ ‖f‖L,Xd′(x, y).
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• Se d(x, y) > 2, temos d′(x, y) = 2 e

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)|+ |f(y)| ≤ ‖f‖∞ + ‖f‖∞ = 2‖f‖∞ ≤ ‖f‖L,Xd′(x, y).

Daí, vemos que f ∈ Lip(Y0) e Lipd′(f) ≤ ‖f‖L,X , concluindo que Lip(X) ⊂ Lip(Y0) e

‖f‖L,Y0 ≤ ‖f‖L,X . (2.10)

Sendo assim, vale a igualdade Lip(Y0) = Lip(X) e, com isso, está bem de�nida a aplicação
identidade

i : Lip(Y0) −→ Lip(X)
f 7−→ i(f) = f.

É claro que i é uma bijeção linear e, além disso, i é isometria por (2.9) e (2.10). Logo, os
espaços Lip(X) e Lip(Y0) são isomorfos isometricamente.

(b) Já que Y é completo, basta mostrar que d̃(x, y) ≤ 2 para cada x, y ∈ Y. Considere
quaisquer x, y ∈ Y, logo existem sequências

(xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ Y0 tais que lim
n
xn = x e lim

n
yn = y.

Com isso, pela continuidade da métrica d̃ em Y , obtemos

d̃(x, y) = d̃
(

lim
n
xn, lim

n
yn

)
= lim

n
d̃(xn, yn) = lim

n
d′(xn, yn) ≤ 2.

Portanto, Y ∈M2.
(c) De acordo com o Lema 2.3.1, podemos de�nir a aplicação

Φ : Lip(Y0) −→ Lip(Y )
h0 7−→ Φ(h0) = h

e também vale a igualdade

‖Φ(h0)‖L = ‖h‖L = ‖h0‖L. (2.11)

A�rmamos que Φ é linear. De fato, dados λ ∈ K e h0, f0 ∈ Lip(Y0), segue que λf0 + h0 ∈
Lip(Y0). Assim, existem h, f, P ∈ Lip(Y ) tais que Φ(h0) = h, Φ(f0) = f e Φ(λf0 + h0) =
P . Com isso, considerando a ∈ Y e uma sequência (xn)∞n=1 em Y0 que converge para a,
temos

(λf + h)(a) = λf(a) + h(a) = λf(lim
n
xn) + h(lim

n
xn)

= λ lim
n
f(xn) + lim

n
h(xn) = λ lim

n
f0(xn) + lim

n
h0(xn)

= lim
n

(λf0 + h0)(xn) = lim
n
P (xn)

= lim
n
P (lim

n
xn) = P (a)

e segue que λf + h = P , ou seja, λΦ(f0) + Φ(h0) = Φ(λf0 + h0). Agora, provaremos que
Φ é sobrejetiva. Sejam f ∈ Lip(Y ) e a aplicação

f0 : Y0 −→ K
y 7−→ f0(y) = f(y).
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Observe que f0 é Lipschitz, já que f0 é a restrição da função Lipschitz f em Y0. Além
disso, f0 é limitada, pois

|f0(y)| = |f(y)| ≤ ‖f‖∞
para cada y ∈ Y0. Sendo assim, f0 ∈ Lip(Y0). Para provar que Φ(f0) = f , vamos denotar
por Φ(f0) = F e mostraremos que F = f . Para isso, sejam a ∈ Y e uma sequência
(xn)∞n=1 em Y0 que converge para a, então

F (a) = F (lim
n
xn) = lim

n
F (xn)

= lim
n
f0(xn) = lim

n
f(xn)

= f(lim
n
xn) = f(a),

implicando Φ(f0) = F = f como queríamos. Portanto, por (2.11), Φ é uma isometria,
concluindo que Φ é isomor�smo isométrico.

(d) Segue diretamente dos itens (a) e (c) acima.

A Proposição 2.3.3 garante que qualquer função Lipschitz limitada de�nida em um es-
paço métrico e tomando valores em K pode ser vista como uma função Lipschitz limitada
de�nida em um espaço métrico completo deM2 em K.

Veremos abaixo que qualquer espaço métrico X emM2 pode ser mergulhado isome-
tricamente em Lip(X)∗. De fato, dado um espaço métrico (X, d) em M2 e um ponto
p ∈ (X, d), segue da de�nição de d′ que d = d′. Assim, podemos assumir p ∈ (X, d′) e
considerar a aplicação

p̂ : Lip(X) −→ K
f 7−→ p̂(f) = f(p),

chamada de �avaliação em p� . Note p̂ tem as seguintes propriedades:

• p̂ é linear.
De fato, para quaisquer α ∈ K e f, g ∈ Lip(X), temos

p̂(αf + g) = (αf + g)(p) = (αf)(p) + g(p) = αf(p) + g(p) = αp̂(f) + p̂(g).

• p̂ é limitada.
Seja f ∈ Lip(X) e �xe arbitrariamente q ∈ X. Logo, por f ser Lipschitz, tem-se

|p̂(f)| = |f(p)| = |f(p)− f(q) + f(q)|
≤ |f(p)− f(q)|+ |f(q)|
≤ Lip(f)d′(p, q) + ‖f‖∞
≤ ‖f‖Ld′(p, q) + ‖f‖L
= (1 + d′(p, q))‖f‖L
≤ (1 + 2)‖f‖L = 3‖f‖L.

• ‖p̂‖ = 1
Como |f(x)| ≤ ‖f‖L para cada f ∈ Lip(X) e x ∈ X, segue que

‖p̂‖ = sup
‖f‖L≤1

|p̂(f)| = sup
‖f‖L≤1

|f(p)| ≤ sup
‖f‖L≤1

‖f‖L ≤ 1.

Por �m, considerando f = 1, é claro que f ∈ Lip(X) e ‖f‖L = 1, implicando que
‖p̂‖ = 1.

33



2. Espaços de funções Lipschitz

Além disso, por [36, Página 43] constatamos a igualdade ‖p̂− q̂‖ = d′(p, q). Concluímos,
então, que a aplicação

φ : X −→ Lip(X)∗

p 7−→ φ(p) = p̂

está bem de�nida e é uma imersão isométrica, que aplica qualquer ponto de X ∈M2 na
esfera unitária do espaço de Banach Lip(X)∗.

Considerando um espaço métrico X ∈M2, podemos adicionar um ponto base �ctício
e a X tal que d(x, e) = 1 para todo x ∈ X. Assim, denotamos o espaço métrico pontuado
resultante por Xe, isto é,

Xe = X ∪ {e},

e tem-se Xe ∈M0∩M2. No próximo teorema, veremos que os espaços Lip(X) e Lip0(Xe)
são indistinguíveis do ponto de vista métrico.

Teorema 2.3.3. Seja X ∈ M2. Então, Lip(X) e Lip0(X
e) são isomorfos isometrica-

mente.

Demonstração. Dada f ∈ Lip(X), considere a extensão de f em Xe dada por

Tf : Xe −→ K
x 7−→ Tf (x) = f(x)
e 7−→ Tf (e) = 0.

É claro que Tf preserva ponto base e ainda Tf é Lipschitz, já que

|Tf (x)− Tf (y)| = |f(x)− f(y)| ≤ Lip(f)d(x, y) ≤ ‖f‖Ld(x, y)

e
|Tf (x)− Tf (e)| = |Tf (x)− 0| = |f(x)| ≤ ‖f‖∞1 ≤ ‖f‖Ld(x, e)

para todos x, y ∈ X. Logo, Tf ∈ Lip0(X
e) e Lip(Tf ) ≤ ‖f‖L. Para provar a outra

desigualdade, observe que Lip(f) ≤ Lip(Tf ) e ‖f‖∞ ≤ Lip(Tf ), pois

Lip(f) = sup
x,y∈X

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

= sup
x,y∈X

|Tf (x)− Tf (y)|
d(x, y)

≤ sup
x,y∈Xe

|Tf (x)− Tf (y)|
d(x, y)

= Lip(Tf )

e, para cada x ∈ X, tem-se

|f(x)| = |f(x)− 0| = |Tf (x)− Tf (e)| ≤ Lip(Tf )d(x, e) = Lip(Tf ),

implicando que

‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)| ≤ Lip(Tf ).

Logo, ‖f‖L ≤ Lip(Tf ) e, consequentemente,

‖f‖L = Lip(Tf ). (2.12)
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Com isso, está bem de�nida a aplicação

T : Lip(X) −→ Lip0(X
e)

f 7−→ T (f) = Tf .

Vamos provar que T é linear. Para isso, sejam f, g ∈ Lip(X), λ ∈ K e x ∈ X, então

Tλf+g(e) = 0 = λ0 + 0 = λTf (e) + Tg(e) = (λTf + Tg)(e)

e ainda

Tλf+g(x) = (λf+g)(x) = (λf)(x)+g(x) = λf(x)+g(x) = λTf (x)+Tg(x) = (λTf+Tg)(x),

o que signi�ca que Tλf+g = λTf + Tg, ou seja,

T (λf + g) = λT (f) + T (g).

Agora, note que T é sobrejetiva, pois para qualquer g ∈ Lip0(Xe) a função h : X −→ K
dada por h(x) = g(x) para todo x ∈ X satisfaz T (h) = g. De fato, claramente h é
Lipschitz e, ainda, h é limitada, já que

|h(x)| = |g(x)− 0| = |g(x)− g(e)| ≤ Lip(g)d(x, e) = Lip(g),

para qualquer x ∈ X. Então, h ∈ Lip(X) e

Th(e) = 0 = g(e) e Th(x) = h(x) = g(x) para todo x ∈ X,

implicando que Th(x) = g(x) para cada x ∈ Xe, ou seja, T (h) = Th = g. Por �m, segue
de (2.12) que T é uma isometria, pois

Lip(T (f)) = Lip(Tf ) = ‖f‖L.

Portanto, os espaços Lip(X) e Lip0(Xe) são isomorfos isometricamente.

O Teorema 2.3.3 diz que qualquer aplicação de Lip(X), com X em M2, pode ser
considerada como uma aplicação de Lip0(Xe) e, ainda, a recíproca continua válida. Com
isso, segue da Proposição 2.3.3 que os espaços Lip(·,K) são casos especiais de espaços
Lip0(·,K). Além disso, segue do Teorema 2.3.3 que ‖ · ‖L é um boa norma no espaço
Lip(X) para qualquer espaço métrico X, pois ‖ · ‖L é essencialmente um caso especial da
norma Lip(·) no espaço Lip0(Xe). A contribuição de ‖f‖∞ na norma sobre Lip(X) pode
ser considerada como uma parte extra do número de Lipschitz decorrente do fato de que
f desaparece em um ponto base �ctício, que tem distância igual a 1 em relação a todos
os elementos de X.

2.4 O espaço de Arens-Eells

Agora, dado um espaço métrico pontuado X e um espaço de Banach E, iremos apre-
sentar uma construção do pré-dual de Lip0(X), ou seja, vamos de�nir um espaço tal que
seu dual seja isometricamante isomorfo ao espaço Lip0(X). Além disso, veremos que esse
novo espaço apresenta propriedades importantes, como linearizar as aplicações Lipschitz
pertencentes a Lip0(X,E). A referência principal desta seção é o livro [36].
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De�nição 2.4.1. Sejam X um espaço métrico. Uma molécula de X é uma função

m : X −→ R

que apresenta valores não nulos em um conjunto �nito e satisfaz∑
x∈X

m(x) = 0.

Vamos denotar por M(X) o conjunto de todas as moléculas de X. De�nimos uma
relação entre as funções f : X −→ K e as moléculas m de X por

〈f,m〉 =
∑
x∈X

f(x)m(x).

Dados p, q ∈ X, de�nimos uma molécula elementar mpq por

mpq = χ{p} − χ{q},

onde χ{p} e χ{q} são as funções características dos conjuntos unitários {p} e {q}, respec-
tivamente.

Pela de�nição acima, para quaisquer p, q, r, x ∈ X, obtemos:

• mpq(x) = χ{p}(x)− χ{q}(x) =


1, se x = p
−1, se x = q
0, caso contrário

• mpr(x)−mqr(x) = χ{p}(x)−χ{r}(x)−χ{q}(x)+χ{r}(x) = χ{p}(x)−χ{q}(x) = mpq(x).

Observação 2.4.1. Toda molécula pode ser escrita como combinação linear de moléculas
da formampq, ou seja, tomandom ∈M(X), podemos encontrar n ∈ N, pontos xi, yi ∈ X,
escalares adequados αi ∈ K, i = 1, · · · , n, tais que

m =
n∑
i=1

αimxiyi .

Lema 2.4.1. Sejam X um espaço métrico, f : X −→ K uma função Lipschitz e m =∑n
i=1 αimxiyi uma molécula de X. Então,

|〈f,m〉| ≤ Lip(f)
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi).

Demonstração. De fato, basta notar que

|〈f,m〉| = |〈f,
n∑
i=1

αimxiyi〉| =

∣∣∣∣∣∑
x∈X

n∑
i=1

f(x)αimxiyi(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(xi)αi − f(yi)αi

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αi(f(xi)− f(yi))

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|αi||f(xi)− f(yi)|

≤
n∑
i=1

|αi|Lip(f)d(xi, yi) = Lip(f)
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi).
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Considere agora uma molécula m ∈M(X) e de�nida o número

‖m‖Æ(X)
= inf

{
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi); m =
n∑
i=1

αimxiyi

}
, (2.13)

onde o ín�mo acima é aplicado sobre todas as representações possíveis da molécula m.
Note que ‖m‖Æ(X)

é sempre �nito, pois a Observação 2.4.1 garante que cada molécula
tem pelo menos uma representação como combinação linear das moléculas elementares.
Além disso, o Lema 2.4.1 mostra que o ín�mo acima é diferente de zero quando m 6= 0.

A próxima proposição diz que o espaço (M(X), ‖ · ‖Æ(X)
) é um espaço normado.

Proposição 2.4.1. Seja X um espaço métrico. A expressão dada em (2.13) de�ne uma
norma no espaçoM(X) e é chamada de norma de Arens-Eells.

Demonstração. Considere uma moléculam ∈M(X). Por (2.13), temos que ‖m‖Æ(X)
≥

0. Suponha que ‖m‖Æ(X)
= 0 e tome qualquer ε > 0, então podemos encontrar uma re-

presentação de m dada por
∑n

i=1 αimxiyi , com escalares αi 6= 0 para todo i = 1, · · · , n, tal
que

n∑
i=1

|αi|d(xi, yi) < ε.

Como a desigualdade acima é válida para todo ε > 0, segue que
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi) = 0 =⇒ d(xi, yi) = 0 =⇒ xi = yi com i = 1, · · · , n =⇒ m = 0.

Por outro lado, se m = 0, então m =
∑n

i=1 0mxiyi e, por (2.13), tem-se

‖0‖Æ(X)
= 0.

Agora, dado qualquer λ ∈ K, tem-se λm = λ
∑n

i=1 αimxiyi =
∑n

i=1 λαimxiyi e, com isso,

‖λm‖Æ(X)
= inf

{
n∑
i=1

|λαi|d(xi, yi); λm =
n∑
i=1

λαimxiyi

}

= inf

{
|λ|

n∑
i=1

|αi|d(xi, yi); λm =
n∑
i=1

λαimxiyi

}

= |λ| inf

{
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi); m =
n∑
i=1

αimxiyi

}
= |λ|‖m‖Æ(X)

,

implicando na igualdade ‖λm‖Æ(X)
= |λ|‖m‖Æ(X)

. Por �m, sejam m1,m2 ∈M(X) com
representações

m1 =
r∑

k=1

αkmpkqk e m2 =
s∑
l=1

βlmp′lq
′
l
.

Vamos acrescentar, convenientemente, escalares nulos αk multiplicados por moléculas ele-
mentares mpkqk em m2 e também escalares nulos βl multiplicados por moléculas elemen-
tares mp′lq

′
l
em m1, fazendo com que os somatórios acima tenham a mesma quantidade de

parcelas e ainda as mesmas moléculas elementares. Assim, podemos escrever

m1 =
n∑
i=1

αimxiyi e m2 =
n∑
i=1

βimxiyi .
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2. Espaços de funções Lipschitz

Com isso,

m1 +m2 =
n∑
i=1

αimxiyi +
n∑
i=1

βimxiyi =
n∑
i=1

(αi + βi)mxiyi

e a desigualdade triangular segue por

‖m1 +m2‖Æ(X)
= inf

{
n∑
i=1

|αi + βi|d(xi, yi); m1 =
n∑
i=1

αimxiyi e m2 =
n∑
i=1

βimxiyi

}

≤ inf

{
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi) + |βi|d(xi, yi) ;

m1 =
n∑
i=1

αimxiyi e m2 =
n∑
i=1

βimxiyi

}

≤ inf

{
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi); m1 =
n∑
i=1

αimxiyi

}

+ inf

{
n∑
i=1

|βi|d(xi, yi); m2 =
n∑
i=1

βimxiyi

}
≤ ‖m1‖Æ(X)

+ ‖m2‖Æ(X)
.

Portanto, ‖ · ‖Æ(X)
é uma norma emM(X).

De�nição 2.4.2. Dado um espaço métrico X, denotamos por Æ(X) o completamento do
espaço M(X) com a norma ‖ · ‖Æ(X)

, ou seja, Æ(X) =M(X) e é chamado de espaço de
Arens-Eells.

Observação 2.4.2. Sejam E um espaço de Banach e f : Æ(X) −→ E uma aplicação
contínua. Então, é su�ciente de�nir f apenas nos elementos deM(X). De fato, para cada
ponto p ∈ Æ(X) podemos encontrar uma sequência (mk)

∞
k=1 emM(X) que converge para

p. Com isso, usando a continuidade da f , obtemos que

f(p) = f(lim
k
mk) = lim

k
f(mk).

Mostraremos no próximo teorema que o dual do espaço Æ(X) é isometricamente iso-
morfo ao espaço Lip0(X), sempre que X for um espaço métrico pontuado. Por isso, a
estrutura do espaço de Banach Lip0(X) não depende da escolha do ponto base, já que a
construção de Æ(X) nem mesmo requer um ponto base.

Teorema 2.4.1. Seja X um espaço métrico pontuado. Então Æ(X)∗ e Lip0(X) são
isomorfos isometricamente.

Demonstração. Primeiramente, considere a aplicação K : Lip0(X) −→ Æ(X)∗ dada
por K(f)(p) = lim

k
〈f,mk〉, onde f ∈ Lip0(X) e (mk)

∞
k=1 ⊂ M(X) tal que p = lim

k
mk.

Note que K(f) é linear para cada f ∈ Lip0(X) �xado, pois

K(f)(λp+ q) = lim
k
〈f, λmk +ml〉 = lim

k

∑
x∈X

f(x)(λmk +ml)(x)

= lim
k
λ
∑
x∈X

f(x)mk(x) + lim
k

∑
x∈X

f(x)ml(x)

= lim
k
λ〈f,mk〉+ lim

k
〈f,ml〉 = λK(f)(p) +K(f)(q)

38



2. Espaços de funções Lipschitz

para quaisquer λ ∈ K e p, q ∈ Æ(X), com (mk)
∞
k=1 e (ml)

∞
l=1 sequências em M(X)

satisfazendo p = lim
k
mk e q = lim

l
ml. Além disso, dada m =

∑n
i=1 αimxiyi uma molécula

de X, pelo Lema 2.4.1, tem-se

|〈f,m〉| ≤ Lip(f)
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi)

e, por de�nição de ín�mo sobre todas as representações de m na desigualdade acima,
obtemos

|〈f,m〉| ≤ Lip(f)‖m‖Æ(X)
. (2.14)

Dessa forma, considerando p ∈ Æ(X) e uma sequência (mk)
∞
k=1 ⊂ M(X) tal que p =

lim
k
mk, segue que

|K(f)(p)| = | lim
k
〈f,mk〉| = lim

k
|〈f,mk〉|

≤ lim
k
Lip(f)‖mk‖Æ(X)

= Lip(f)‖p‖Æ(X)
.

Logo,

K(f) ∈ Æ(X)∗ e ‖K(f)‖ ≤ Lip(f). (2.15)

Agora, vamos considerar a aplicação

T : Æ(X)∗ −→ Lip0(X)
φ 7−→ T (φ) : X −→ K

x 7−→ T (φ)(x) = φ(mxe).

Dada φ ∈ Æ(X)∗, vejamos que T (φ) preserva ponto base e também é Lipschitz. De fato,

T (φ)(e) = φ(mee) = φ(0) = 0

e, como ‖mxy‖Æ(X)
≤ d(x, y) para cada x, y ∈ X, temos

|T (φ)(x)− T (φ)(y)| = |φ(mxe)− φ(mye)|
= |φ(mxe −mye)|
= |φ(mxy)|
≤ ‖φ‖‖mxy‖
≤ ‖φ‖d(x, y),

donde

T (φ) ∈ Lip0(X) e Lip(T (φ)) ≤ ‖φ‖. (2.16)

Observe agora que T é linear, já que tomando φ, ψ ∈ Æ(X)∗, α ∈ K e x ∈ X, temos

T (αφ+ ψ)(x) = (αφ+ ψ)(mxe)

= (αφ)(mxe) + ψ(mxe)

= α(φ)(mxe) + (ψ)(mxe)

= αT (φ)(x) + T (ψ)(x)

= (αT (φ) + T (ψ))(x),
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2. Espaços de funções Lipschitz

implicando que T (αφ + ψ) = αT (φ) + T (ψ). Vamos mostrar que T é sobrejetora. Para
isso, dada f ∈ Lip0(X), considere a aplicação K(f) em Æ(X)∗ e note que

T (K(f))(x) = K(f)(mxe) = 〈f,mxe〉 =
∑
p∈X

f(p)mxe(p) = f(x)− f(e) = f(x)

para cada x ∈ X, ou seja,

f = T (K(f)) = (T ◦K)(f). (2.17)

Agora, provaremos que T é uma isometria. Para isso, vamos mostrar inicialmente que T e
K são inversas uma da outra. Por (2.17), basta veri�car que (K◦T )(φ) = φ. Considerando
φ ∈ Æ(X)∗ e m =

∑n
i=1 αimxiyi uma molécula de X, temos que

(K ◦ T )(φ)(m) = K(T (φ))(m) = 〈T (φ),m〉 =
∑
x∈X

T (φ)(x)m(x)

=
∑
x∈X

T (φ)(x)

(
n∑
i=1

αimxiyi(x)

)
=

n∑
i=1

αi (T (φ)(xi)− T (φ)(yi))

=
n∑
i=1

αi(φ(mxie)− φ(myie)) =
n∑
i=1

αi(φ(mxie −myie))

= φ

(
n∑
i=1

αimxiyi

)
= φ(m).

Com isso, pela Observação 2.4.2, concluímos que (K ◦ T )(φ) = φ. Finalmente, usando
(2.16) e (2.15), concluímos que T é uma isometria, pois

Lip(T (φ)) ≤ ‖φ‖ = ‖(K ◦ T )(φ)‖ = ‖K(T (φ))‖ ≤ Lip(T (φ))

para qualquer φ ∈ Æ(X)∗. Portanto, T é um isomor�smo isométrico.

Lema 2.4.2. Seja X um espaço métrico pontuado. Então:

(a) ‖mxy‖Æ(X)
= d(x, y) para todos x, y ∈ X;

(b) ‖ · ‖Æ(X)
é a maior semi-norma no espaçoM(X) que satisfaz

‖mxy‖Æ(X)
≤ d(x, y) para todos x, y ∈ X.

Demonstração. (a) Dados x, y ∈ X, é claro que ‖mxy‖Æ(X)
≤ d(x, y) decorre da de�-

nição de ‖ · ‖Æ(X)
. Por outro lado, o Exemplo 2.1.1 diz que a aplicação

d̃x : X −→ R
p 7−→ d̃x(x) = d(p, x)− d(e, x)

é Lipschitz com Lip(d̃x) = 1. Com isso, segue de (2.14) que

|〈d̃x,mxy〉| ≤ Lip(d̃x)‖mxy‖Æ(X)
= ‖mxy‖Æ(X)

.
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2. Espaços de funções Lipschitz

Além disso, vale que |〈d̃x,mxy〉| = d(x, y), pois

|〈d̃x,mxy〉| =

∣∣∣∣∣∑
p∈X

d̃x(p)mxy(p)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
p∈X

(d(p, x)− d(e, x))mxy(p)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
p∈X

d(p, x)mxy(p)−
∑
p∈X

d(e, x)mxy(p)

∣∣∣∣∣
= |d(x, x)mxy(x) + d(y, x)mxy(y)− d(e, x)mxy(x)− d(e, x)mxy(y)|
= |0− d(y, x)− d(e, x) + d(e, x)|
= |−d(y, x)| = d(x, y).

Portanto,
‖mxy‖Æ(X)

≥ |〈d̃x,mxy〉| = d(x, y),

concluindo a igualdade ‖mxy‖Æ(X)
= d(x, y).

(b) Suponha que ‖ · ‖0 é uma semi-norma satisfazendo ‖mxy‖0 ≤ d(x, y) para todos
x, y ∈ X. Então, para qualquer m =

∑n
i=1 αimxiyi molécula de X, temos

‖m‖0 =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αimxiyi

∥∥∥∥∥
0

≤
n∑
i=1

‖αimxiyi‖0

=
n∑
i=1

|αi|‖mxiyi‖0 ≤
n∑
i=1

|αi|d(xi, yi).

Daí, por de�nição de ín�mo sobre todas as representações de m, concluímos que

‖m‖0 ≤ ‖m‖Æ(X)
.

Na próxima proposição, vamos mostrar que qualquer espaço métrico pontuado X é
mergulhado isometricamente no espaço Æ(X) por uma aplicação Lipschitz pertencente a
Lip0(X,Æ(X)).

Proposição 2.4.2. Dado um espaço métrico pontuado X, a aplicação

δX : X −→ Æ(X)
x 7−→ δX(x) = mxe

é uma imersão isométrica de X em Æ(X) e δX ∈ Lip0(X,Æ(X)).

Demonstração. Para cada x, y ∈ X, segue do item (a) do Lema 2.4.2 que

‖δX(x)− δX(y)‖Æ(X)
= ‖mxe −mye‖Æ(X)

= ‖mxy‖Æ(X)
= d(x, y),

o que signi�ca que δX é Lipschitz e também é uma imersão isométrica de X em AE(X).
Além disso, como

δX(e) = mee = 0,

segue que δX preserva ponto base e, portanto, δX ∈ Lip0(X,Æ(X)).
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Apresentaremos no próximo teorema a principal propriedade do espaço Æ(X), que
se caracteriza por linearizar as aplicações de Lipschitz de�nidas de um espaço métrico
pontuado em um espaço de Banach.

Teorema 2.4.2 (Propriedade Universal de Æ(X)). Sejam X um espaço métrico pontu-
ado, E um espaço de Banach e uma aplicação Lipschitz f ∈ Lip0(X,E). Então, existe
uma única aplicação linear contínua

f̃L : Æ(X) −→ E tal que f̃L ◦ δX = f e
∥∥∥f̃L∥∥∥ = Lip(f).

Logo, o diagrama comuta

X
f //

δX
��

E

Æ(X)
f̃L

<<

Demonstração. Dada qualquer f ∈ Lip0(X,E), de�na a aplicação

fL :M(X) −→ E

m 7−→ fL (m) =
∑
p∈X

m(p)f(p).

Note que fL é linear, pois considerando λ ∈ K e as moléculas m,n ∈M(X), temos

fL(m+ λn) =
∑
x∈X

(m+ λn)(x)f(x) =
∑
x∈X

(m(x) + λn(x))f(x)

=
∑
x∈X

m(x)f(x) + λ
∑
x∈X

n(x)f(x) = fL(m) + λf(n).

A igualdade fL ◦ δX = f segue diretamente de

fL ◦ δX(x) = fL(δX(x)) = fL(mxe) =
∑
x∈X

mxe(x)f(x) = f(x)− f(e) = f(x),

com x ∈ X. Agora, vamos mostrar que fL é contínua e ‖fL‖ = Lip(f). Tome m ∈M(X)
e de�na

‖m‖0 =
‖fL(m)‖
Lip(f)

.

Observe que ‖ · ‖0 é uma semi-norma emM(X), pois

• ‖m‖0 = ‖fL(m)‖
Lip(f)

≥ 0 e m = 0 =⇒ ‖0‖0 = ‖fL(0)‖
Lip(f)

= ‖0‖
Lip(f)

= 0
Lip(f)

= 0;

• ‖λm‖0 = ‖fL(λm)‖
Lip(f)

= |λ|‖fL(m)‖
Lip(f)

= |λ|‖m‖0;

• ‖m1 +m2‖0 = ‖fL(m1+m2)‖
Lip(f)

= ‖fL(m1)+fL(m2)‖
Lip(f)

≤ ‖fL(m1)‖
Lip(f)

+ ‖fL(m2)‖
Lip(f)

= ‖m1‖0 + ‖m2‖0.
Além disso, ‖ · ‖0 satisfaz ‖m‖0 ≤ d(x, y) para cada x, y ∈ X, pois

‖mxy‖0 =
‖fL(mxy)‖
Lip(f)

=
‖fL(mxe −mye)‖

Lip(f)

=
‖fL(mxe)− fL(mye)‖

Lip(f)
=
‖fL(δX(x))− fL(δX(y))‖

Lip(f)

=
‖fL ◦ δX(x)− fL ◦ δX(y)‖

Lip(f)
=
‖f(x)− f(y)‖

Lip(f)

≤ Lip(f)d(x, y)

Lip(f)
= d(x, y).
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Assim, o item (b) do Lema 2.4.2 garante que

‖m‖0 ≤ ‖m‖AE(X)
⇐⇒ ‖fL(m)‖

Lip(f)
≤ ‖m‖AE(X)

⇐⇒ ‖fL(m)‖ ≤ Lip(f)‖m‖AE(X)

para qualquer molécula m de X. Dessa forma, a aplicação linear fL é contínua e ainda
‖fL‖ ≤ Lip(f). Para provar a outra desigualdade, vamos usar o fato de fL ser linear e
contínua e o item (a) do Lema 2.4.2 para garantir que

‖f(x)− f(y)‖ = ‖fL(mxe)− fL(mye)‖ = ‖fL(mxe −mye)‖
= ‖fL(mxy)‖ ≤ ‖fL‖‖mxy‖AE(X)

= ‖fL‖d(x, y),

implicando que Lip(f) ≤ ‖fL‖. Logo, vale a igualdade ‖fL‖ = Lip(f). Agora, mostrare-
mos a unicidade da aplicação fL. Suponha que exista uma aplicação linear e contínua

R :M(X) −→ E tal que ‖R‖ = Lip(f) e R ◦ δX = f.

Com isso, dada uma molécula m =
∑n

i=1 αimxiyi ∈M(X), obtemos

R(m) = R

(
n∑
i=1

αimxiyi

)
=

n∑
i=1

αiR(mxie −myie)

=
n∑
i=1

αi (R(mxie)−R(myie)) =
n∑
i=1

αi (R(δX(xi))−R(δX(yi)))

=
n∑
i=1

αi (R ◦ δX(xi)−R ◦ δX(yi)) =
n∑
i=1

αi (f(xi)− f(yi))

=
n∑
i=1

αi (fL ◦ δX(xi)− fL ◦ δX(yi)) =
n∑
i=1

αi (fL(δX(xi))− fL(δX(yi)))

=
n∑
i=1

αi (fL(mxie)− fL(myie)) =
n∑
i=1

αifL(mxie −myie)

= fL

(
n∑
i=1

αimxiyi

)
= fL(m),

implicando que R = fL. Finalmente, por [7, Teorema 3.1.9], a aplicação linear contínua
fL possui uma única extensão

f̃L : Æ(X) −→ E

tal que
∥∥∥f̃L∥∥∥ = ‖fL‖ = Lip(f) e ainda f̃L ◦ δX = fL ◦ δX = f .

A partir de agora, para simpli�car a notação, denotaremos a aplicação f̃L apenas por
fL. A construção feita acima diz que qualquer aplicação Lipschitz que preserva ponto
base f : X −→ E se fatora por δX via uma aplicação linear contínua fL : Æ(X) −→ E,
que é chamada de linearização de f . A aplicação

ϕ : Lip0(X,E) −→ L(Æ(X), E)
f 7−→ ϕ(f) = fL
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estabelece um isomor�smo isométrico entre os espaços vetoriais Lip0(X,E) e L(Æ(X), E).
Considerando E = K na propriedade universal de Æ(X) o Teorema 2.4.1 segue de forma
imediata, isto é, Æ(X)∗ ∼= X#.

O corolário adiante estabelece uma relação entre os espaços Lip0(X, Y ) e L(Æ(X),Æ(Y )),
sendo X e Y espaços métricos pontuados.

Corolário 2.4.1. [21, Lemma 3.1] Sejam X e Y espaços métricos pontuados e uma aplica-
ção Lipschitz f ∈ Lip0(X, Y ). Então existe um único operador linear f̂ ∈ L(Æ(X),Æ(Y ))
tal que

f̂ ◦ δX = δY ◦ f e ainda ‖f̂‖ = Lip(f).

X
f //

δX
��

Y

δY
��

Æ(X)
f̂

//Æ(Y )

Demonstração. Já que f ∈ Lip0(X, Y ) e por δY ∈ Lip0(Y,Æ(Y )), segue da Proposição
2.1.1 que a composta δY ◦ f ∈ Lip0(X,Æ(Y )) e vale Lip(δY ◦ f) = Lip(f), pois

Lip(δY ◦ f) = sup
x,y∈X

d(δY ◦ f(x), δY ◦ f(y))

d(x, y)
= sup

x,y∈X

d(δY (f(x)), δY (f(y)))

d(x, y)

= sup
x,y∈X

d(f(x), f(y))

d(x, y)
= Lip(f).

Logo, aplicando o Teorema 2.4.2, existe um único operador linear contínuo

f̂ = (δY ◦ f)L : Æ(X) −→ Æ(Y )

satisfazendo
f̂ ◦ δX = δY ◦ f e ‖f̂‖ = Lip(δY ◦ f) = Lip(f).
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CAPÍTULO 3

O IDEAL DE OPERADORES 2-LIPSCHITZ

Neste capítulo, vamos abordar o conceito e alguns resultados sobre operadores 2-
Lipschitz e veremos que esses operadores estão associados de modo único a uma aplicação
bilinear contínua. Mostraremos também que essa classe de operadores forma um ideal de
operadores 2-Lipschitz, seguindo o espírito dos ideais de operadores lineares [28], multili-
neares [18, 29] e Lipschitz [5]. Além disso, veremos um método para construir um ideal de
operadores 2-Lipschitz a partir de um ideal de operadores lineares, método denominado
de método da composição. Todo o capítulo foi baseado em [19].

3.1 Bi-linearização de operadores 2-Lipschitz

O conceito abaixo de operador 2-Lipschitz foi apresentado em [33, Section 3.4].

De�nição 3.1.1. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos pontuados e E um espaço
de Banach. Dizemos que uma aplicação T : X × Y −→ E é 2-Lipschitz se existe uma
constante C > 0 tal que, para cada x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y , tem-se

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖ ≤ C · dX(x, x′) · dY (y, y′). (3.1)

Denotamos porBLip0(X, Y ;E) o conjunto de todos os operadores 2-Lipschitz deX×Y
em E que satisfazem

T (x, 0) = T (0, y) = 0 (3.2)

para todos x ∈ X e y ∈ Y . Para cada T ∈ BLip0(X, Y ;E), de�nimos o número

BLip(T ) = inf{C; C satisfazendo (3.1)} (3.3)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖
dX(x, x′)dY (y, y′)

.

O próximo resultado mostrará que a expressão (3.3) pode ser usada para de�nir uma
norma no espaço BLip0(X, Y ;E).

Proposição 3.1.1. A aplicação

BLip(·) : BLip0(X, Y ;E) −→ R
T 7−→ BLip(T )

de�ne uma norma no espaço BLip0(X, Y ;E).
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Demonstração. Dada qualquer T ∈ BLip0(X, Y ;E), segue que BLip(T ) ≥ 0. É claro
que BLip(0) = 0. Por outro lado, supondo que BLip(T ) = 0, de (3.3) segue que

0 = sup
x 6=0,y 6=0

‖T (x, y)− T (x, 0)− T (0, y) + T (0, 0)‖
dX(x, 0)dY (y, 0)

= sup
x 6=0,y 6=0

‖T (x, y)‖
dX(x, 0)dY (y, 0)

.

Com isso, para todos x ∈ X e y ∈ Y, obtemos

‖T (x, y)‖ = 0 =⇒ T (x, y) = 0,

ou seja, T = 0. Agora, se α ∈ K temos

BLip(αT ) = sup
x 6=x′,y 6=y′

‖(αT )(x, y)− (αT )(x, y′)− (αT )(x′, y) + (αT )(x′, y′)‖
dX(x, x′)dY (y, y′)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖α · T (x, y)− α · T (x, y′)− α · T (x′, y) + α · T (x′, y′)‖
dX(x, x′)dY (y, y′)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖α (T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)) ‖
dX(x, x′)dY (y, y′)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

|α|‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖
dX(x, x′)dY (y, y′)

= |α| sup
x 6=x′,y 6=y′

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖
dX(x, x′)dY (y, y′)

= |α|BLip(T ).

Finalmente, para provar a desigualdade triangular, considerando S ∈ BLip0(X, Y ;E) e
pontos x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y , com x 6= x′ e y 6= y′, temos

‖(T + S)(x, y)− (T + S)(x, y′)− (T + S)(x′, y) + (T + S)(x′, y′)‖ =

= ‖T (x, y) + S(x, y)− T (x, y′)− S(x, y′)

− T (x′, y)− S(x′, y) + T (x′, y′) + S(x′, y′)‖
≤ ‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖

+ ‖S(x, y)− S(x, y′)− S(x′, y) + S(x′, y′)‖
≤ BLip(T )dX(x, x′)dY (y, y′)

+ BLip(S)dX(x, x′)dY (y, y′)

= (BLip(T ) +BLip(S)) dX(x, x′)dY (y, y′),

implicando em BLip(T + S) ≤ BLip(T ) +BLip(S). Portanto, BLip(·) é uma norma em
BLip0(X, Y ;E).

Dada uma aplicação T : X × Y −→ E e �xando quaisquer pontos x ∈ X e y ∈ Y ,
podemos considerar as aplicações

Ax : Y −→ E e Ay : X −→ E
y 7−→ Ax(y) = T (x, y) x 7−→ Ay(x) = T (x, y).

Proposição 3.1.2. Seja T : X × Y −→ E uma aplicação. Então, as a�rmações abaixo
são equivalentes:

(a) T ∈ BLip0(X, Y ;E);
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

(b) Ax ∈ Lip0(Y ;E) para cada x ∈ X �xado, Ay ∈ Lip0(X;E) para cada y ∈ Y �xado e
o operador

G : X −→ Lip0(Y ;E)
x 7−→ G(x) = Ax

pertence ao espaço Lip0 (X,Lip0(Y ;E)) ;

(c) Ax ∈ Lip0(Y ;E) para cada x ∈ X �xado, Ay ∈ Lip0(X;E) para cada y ∈ Y �xado e
o operador

H : Y −→ Lip0(X;E)
y 7−→ H(y) = Ay.

pertence ao espaço Lip0 (Y, Lip0(X;E)) .

Demonstração. (a) =⇒ (b) Supondo que T ∈ BLip0(X, Y ;E), �xe x ∈ X e tome
quaisquer y, y′ ∈ Y . Assim,

‖Ax(y)− Ax(y′)‖ = ‖T (x, y)− T (x, y′)‖
= ‖T (x, y)− T (x, y′)− T (0, y) + T (0, y′)‖
≤ BLip(T )d(x, 0)d(y, y′)

implica que Ax é Lipschiz e Lip(Ax) ≤ BLip(T )d(x, 0). Como T satisfaz (3.2), segue que
Ax(0) = 0 e portanto Ax ∈ Lip0(Y ;E). Analogamente, concluímos que Ay ∈ Lip0(X;E)
e Lip(Ay) ≤ BLip(T )d(y, 0). Agora, observe que G preserva ponto base, pois G(0) =
A0 = 0, já que A0(y) = T (0, y) = 0 para todo y ∈ Y. Por �m, considerando x, x′ ∈ X,
temos

Lip (G(x)−G(x′)) = Lip(Ax − Ax′)

= sup
y 6=y′

‖(Ax − Ax′)(y)− (Ax − Ax′)(y′)‖
d(y, y′)

= sup
y 6=y′

‖Ax(y)− Ax′(y)− Ax(y′) + Ax′(y
′)‖

d(y, y′)

= sup
y 6=y′

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖
d(y, y′)

≤ sup
x 6=x′,y 6=y′

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖
d(y, y′)

d(x, x′)

d(x, x′)

= BLip(T )d(x, x′),

provando que G ∈ Lip0(X;Lip0(Y ;E)) e Lip(G) ≤ BLip(T ).
(b) =⇒ (a) Admita que (b) é válido. Então, para todos x ∈ X e y ∈ Y , tem-se

T (x, 0) = Ax(0) = 0 e T (0, y) = Ay(0) = 0.

Como G ∈ Lip0(X;Lip0(Y ;E)), para quaisquer x, x′ ∈ X, vale a desigualdade

Lip (G(x)−G(x′)) ≤ Lip(G)d(x, x′)

e com isso, dados x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y , com x 6= x′ e y 6= y′, obtemos

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖ =
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= ‖Ax(y)− Ax(y′)− Ax′(y) + Ax′(y
′)‖

=
‖(Ax − Ax′)(y)− (Ax − Ax′)(y′)‖

d(y, y′)
d(y, y′)

≤ sup
y 6=y′

‖(Ax − Ax′)(y)− (Ax − Ax′)(y′)‖
d(y, y′)

d(y, y′)

= Lip(Ax − Ax′)d(y, y′)

= Lip(G(x)−G(x′))d(y, y′)

≤ Lip(G)d(x, x′)d(y, y′).

Portanto, T ∈ BLip0(X, Y ;E).
(a)⇐⇒ (c) Análogo as demostrações feitas nos itens acima.

No exemplo abaixo, mostraremos que os operadores bilineares entre espaços de Banach
são também operadores 2-Lipschitz.

Exemplo 3.1.1. Sejam X, Y e E espaços de Banach. Então todo operador bilinear
T : X × Y −→ E pertence a BLip0(X, Y ;E) e BLip(T ) = ‖T‖. De fato, para cada
x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y, tem-se

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖ = ‖T (x− x′, y − y′)‖
≤ ‖T‖‖x− x′‖‖y − y′‖

e, além disso,
T (x, 0) = T (0, y) = 0.

Logo, T ∈ BLip0(X, Y ;E) com BLip(T ) ≤ ‖T‖. Para mostrar a outra desigualdade,
basta observar que

BLip(T ) = sup
x 6=x′,y 6=y′

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + (x′, y′)‖
d(x, x′)d(y, y′)

≥ sup
x 6=0,y 6=0

‖T (x, y)− T (x, 0)− T (0, y) + T (0, 0)‖
d(x, 0)d(y, 0)

= sup
x 6=0,y 6=0

‖T (x, y)‖
‖x‖‖y‖

= ‖T‖.

Assim, BLip(T ) = ‖T‖.

A proposição seguinte garante que, sob certas hipóteses, a composta de algumas apli-
cações é uma aplicação 2-Lipschitz que preserva ponto base. Esse resultado será de grande
importância na próxima seção.

Proposição 3.1.3. Sejam X, Y, Z e W espaços métricos pontuados e E e F espaços de
Banach. Se f ∈ Lip0(Z;X), g ∈ Lip0(W ;Y ), T ∈ BLip0(X, Y ;E) e u ∈ L(E;F ), então

u ◦ T ◦ (f, g) ∈ BLip0(Z,W ;F ),

onde (f, g) : Z ×W −→ X × Y é de�nida por (f, g)(z, w) = (f(z), g(w)). Além disso,
vale a seguinte desigualdade

BLip(u ◦ T ◦ (f, g)) ≤ ‖u‖BLip(T )Lip(f)Lip(g).
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Demonstração. Primeiramente, para cada x ∈ X e y ∈ Y , note que

u ◦ T ◦ (f, g)(x, y) = (u ◦ T )(f, g)(x, y) = (u ◦ T )(f(x), g(y)) = u(T (f(x), g(y))).

Assim, u ◦ T ◦ (f, g) satisfaz (3.2), pois

u ◦ T ◦ (f, g)(x, 0) = u(T (f(x), 0)) = u(0) = 0

e
u ◦ T ◦ (f, g)(0, y) = u(T (f(0), y)) = u(0) = 0.

Agora, vamos provar que u◦T ◦(f, g) é 2-Lipschitz. Como u é linear, T ∈ BLip0(X, Y ;E)
e f e g são Lipschitz, temos

‖u(T (f(x), g(y)))− u(T (f(x), g(y′)))− u(T (f(x′), g(y))) + u(T (f(x′), g(y′)))‖ =

= ‖u(T (f(x), g(y))− T (f(x), g(y′))− T (f(x′), g(y)) + T (f(x′), g(y′)))‖
≤ ‖u‖‖T (f(x), g(y))− T (f(x), g(y′))− T (f(x′), g(y)) + T (f(x′), g(y′))‖
≤ ‖u‖BLip(T )d(f(x), f(x′))d(g(y), g(y′))

≤ ‖u‖BLip(T )Lip(f)d(x, x′)Lip(g)d(y, y′)

= ‖u‖BLip(T )Lip(f)Lip(g)d(x, x′)d(y, y′)

para quaisquer pontos x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y . Portanto, u ◦ T ◦ (f, g) ∈ BLip0(X, Y ;F ) e
BLip(u ◦ T ◦ (f, g)) ≤ ‖u‖BLip(T )Lip(f)Lip(g).

Vimos na Proposição 3.1.1 que (BLip0(X, Y ;E), BLip(·)) é um espaço normado. O
leitor poderia questionar se esse espaço é Banach. No próximo teorema, mostraremos que
a resposta a esta pergunta é a�rmativa.

Teorema 3.1.1. Sejam X e Y espaços métricos pontuados e E espaço de Banach. Então
(BLip0(X, Y ;E), BLip(·)) é Banach.

Demonstração. De acordo com o Teorema 1.1.1, tomando uma sequência (fn)∞n=1 em
BLip0(X, Y ;E) tal que

∑∞
n=1BLip(fn) < ∞, temos de provar que a série

∑∞
n=1 fn con-

verge na norma BLip(·). Para tanto, como fn é 2-Lipschitz para qualquer n ∈ N, temos

‖fn(x, y)‖ = ‖fn(x, y)− fn(x, 0)− fn(0, y) + fn(0, 0)‖ ≤ BLip(fn)d(x, 0)d(0, y)

para cada x ∈ X e y ∈ Y , implicando em
∞∑
n=1

‖fn(x, y)‖ ≤
∞∑
n=1

BLip(fn)d(x, 0)d(0, y) <∞.

Logo, a série
∑∞

n=1 ‖fn(x, y)‖ é convergente para quaisquer x ∈ X e y ∈ Y . Daí, como
E é Banach, segue do Teorema 1.1.1 que a série

∑∞
n=1 fn(x, y) converge. Assim, a função

f : X × Y −→ E dada por f(x, y) =
∑∞

n=1 fn(x, y) está bem de�nida e satisfaz

‖f(x, y)− f(x, y′)− f(x′, y) + f(x′, y′)‖ =

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

(fn(x, y)− fn(x, y′)− fn(x′, y) + fn(x′, y′))

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
n=1

‖fn(x, y)− fn(x, y′)− fn(x′, y) + fn(x′, y′)‖

≤

[
∞∑
n=1

BLip(fn)

]
d(x, x′)d(y, y′)
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para todos x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y . Além disso, como

f(0, y) =
∞∑
n=1

fn(0, y) = 0 e f(x, 0) =
∞∑
n=1

fn(x, 0) = 0,

concluímos que f ∈ BLip0(X, Y ;E). Agora, para cada k ∈ N, de�na gk =
∑k

n=1 fn e
note que cada gk é 2-Lipschitz, pois gk é a soma �nita de funções 2-Lipschitz. Já que por
hipótese a série

∑∞
n=1BLip(fn) é convergente, dado qualquer ε > 0, existe k0 ∈ N tal que

∞∑
n=k

BLip(fn) =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=k

BLip(fn)

∣∣∣∣∣ < ε para todo k ≥ k0.

Portanto, para qualquer k ≥ k0, tem-se

BLip(f − gk) = BLip

(
∞∑
n=1

fn −
k∑

n=1

fn

)
= BLip

(
∞∑

n=k+1

fn

)
≤

∞∑
n=k+1

BLip(fn) < ε

e, consequentemente,
∑∞

n=1 fn converge para f na norma BLip(·).

Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos e considere o espaço produto X×Y equipado
com a métrica

d((x, x′), (y, y′)) = dX(x, x′) + dY (y, y′)

para todos x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y. Lembre-se de que quando E e F são espaços de Banach,
o espaço produto E × F é Banach com a norma

‖(x, y)‖E×F = ‖x‖E + ‖y‖F

para cada x ∈ E e y ∈ F. A proposição seguinte faz uso essa norma no espaço Æ(X) ×
Æ(Y ).

Proposição 3.1.4. Sejam X e Y espaços métricos pontuados. Então, a aplicação

(δX , δY ) : X × Y −→ Æ(X)×Æ(Y )
(x, y) 7−→ (δX , δY )(x, y) = (δX(x), δY (y)) = (mx0,my0)

é uma imersão isométrica X × Y em Æ(X)×Æ(Y ).

Demonstração. Considerando quaisquer (x, y), (x′, y′) ∈ X × Y e usando o item (a) do
Lema 2.4.2, obtemos

‖(δX , δY )(x, y)− (δX , δY )(x′, y′)‖Æ(X)×Æ(Y )
= ‖(mx0,my0)− (mx′0,my′0)‖Æ(X)×Æ(Y )

= ‖(mx0 −mx′0,my0 −my′0)‖Æ(X)×Æ(Y )

= ‖(mxx′ ,myy′)‖Æ(X)×Æ(Y )

= ‖mxx′‖Æ(X)
+ ‖myy′‖Æ(Y )

= dX(x, x′) + dY (y, y′)

= d((x, y), (x′, y′)),

isto é, (δX , δY ) é uma imersão isométrica.
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Para cada operador 2-Lipschitz T : X × Y −→ E, vamos de�nir uma aplicação
TB :M(X)×M(Y ) −→ E por

TB

(
n∑
i=1

αimxix′i
,

m∑
j=1

βjmyjy′j

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

αiβj
(
T (xi, yj)− T (xi, y

′
j)− T (x′i, yj) + T (x′i, y

′
j)
)
.

Em particular, temos

TB(mxx′ ,myy′) = T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′). (3.4)

Além disso, vale a igualdade T = TB ◦ (δX , δY ), pois

TB ◦ (δX , δY )(x, y) = TB ((δX , δY )(x, y))

= TB (δX(x), δY (y))

= TB(mx0,my0)

= T (x, y)− T (x, 0)− T (0, y) + T (0, 0)

= T (x, y)

para cada x ∈ X e y ∈ Y .
O teorema abaixo mostrará que podemos estender de forma única a aplicação TB para

o espaço Æ(X)×Æ(Y ).

Teorema 3.1.2. Sejam X e Y espaços métricos pontuados, E espaço de Banach e
T ∈ BLip0(X, Y ;E). Então, existe uma única aplicação bilinear contínua T̃B : Æ(X) ×
Æ(Y ) −→ E que satisfaz (3.4), T = T̃B ◦ (δX , δY ) e, ainda, BLip(T ) = ‖T̃B‖. A aplicação

bilinear T̃B é chamada de bi-linearização do operador 2-Lipschitz T .

Demonstração. Seja T ∈ BLip0(X, Y ;E) e considere a aplicação TB associada a T .
Inicialmente, provaremos que TB é bilinear. Tomando λ ∈ K, m,m1 ∈ M(X) e m2 ∈
M(Y ), com representações

m =
n∑
i=1

γimxix′i
, m1 =

n∑
i=1

αimxix′i
e m2 =

m∑
j=1

βjmyjy′j
,

obtemos

TB(m+m1, λm2) = TB

(
n∑
i=1

γimxix′i
+

n∑
i=1

αimxix′i
, λ

m∑
j=1

βjmyjy′j

)

= TB

(
n∑
i=1

(γi + αi)mxix′i
, λ

m∑
j=1

βjmyjy′j

)

= λ

n∑
i=1

m∑
j=1

(γi + αi)βj
(
T (xi, yj)− T (xi, y

′
j)− T (x′i, yj) + T (x′i, y

′
j)
)

= λ
n∑
i=1

m∑
j=1

γiβj
(
T (xi, yj)− T (xi, y

′
j)− T (x′i, yj) + T (x′i, y

′
j)
)

+λ
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβj
(
T (xi, yj)− T (xi, y

′
j)− T (x′i, yj) + T (x′i, y

′
j)
)

= λTB

(
n∑
i=1

γimxix′i
,

m∑
j=1

βjmyjy′j

)
+ λTB

(
n∑
i=1

αimxix′i
,
m∑
j=1

βjmyjy′j

)
= λTB(m,m2) + λTB(m1,m2),
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ou seja, T é bilinear. Agora, mostraremos que TB é contínua. Para isso, dados m1 ∈
M(X), m2 ∈ M(Y ) e ε > 0, pela de�nição de ín�mo, podemos escolher representações
para m1 e m2 da forma

m1 =
n∑
i=1

αimxix′i
e m2 =

m∑
j=1

βjmyjy′j

tais que
n∑
i=1

|αi|d(xi, x
′
i) ≤ ε+ ‖m1‖Æ(X)

e
m∑
j=1

|βj|d(yj, y
′
j) ≤ ε+ ‖m2‖Æ(Y )

,

sendo αi, βj ∈ K, xi, x′i ∈ X, yi, y′i ∈ Y, i ∈ {1, · · · , n} e j ∈ {1, · · · ,m}. Dessa forma,

‖TB(m1,m2)‖ =

∥∥∥∥∥TB
(

n∑
i=1

αimxix′i
,

m∑
j=1

βjmyjy′j

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβjT (xi, yj)− T (xi, y
′
j)− T (x′i, yj) + T (x′i, y

′
j)

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

m∑
j=1

|αi||βj|BLip(T )d(xi, x
′
i)d(yj, y

′
j)

= BLip(T )
n∑
i=1

|αi|d(xi, x
′
i)

m∑
j=1

|βj|d(yj, y
′
j)

≤ BLip(T )
(
ε+ ‖m1‖Æ(X)

)(
ε+ ‖m2‖Æ(Y )

)
.

Como a desigualdade acima é válida para todo ε > 0, concluímos que

‖TB(m1,m2)‖ ≤ BLip(T )‖m1‖Æ(X)
‖m2‖Æ(Y )

.

Logo, pelo Teorema 1.2.3, TB é contínua e satisfaz ‖TB‖ ≤ BLip(T ). Por outro lado, pela
bilinearidade de TB e considerando que T = TB ◦ (δX , δY ), obtemos

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖ =

= ‖TB ◦ (δX , δY )(x, y)− TB ◦ (δX , δY )(x, y′)

− TB ◦ (δX , δY )(x′, y) + TB ◦ (δX , δY )(x′, y′)‖
= ‖TB(δX(x), δY (y))− TB(δX(x), δY (y′))

− TB(δX(x′), δY (y)) + TB(δX(x′), δY (y′))‖
= ‖TB(δX(x)− δX(x′), δY (y)− δY (y′))‖
≤ ‖TB‖‖δX(x)− δX(x′)‖‖δY (y)− δY (y′)‖
= ‖TB‖‖mx0 −mx′0‖‖my0 −my′0‖
= ‖TB‖‖mxx′‖‖myy′‖
= ‖TB‖d(x, x′)d(y, y′)

para quaisquer x, x′ ∈ X e y, y,′ ∈ Y , implicando BLip(T ) ≤ ‖TB‖. Sendo assim, vale a
igualdade BLip(T ) = ‖TB‖. Agora, por [7, Teorema 3.1.9], a aplicação contínua bilinear
TB possui uma única extensão

T̃B : Æ(X)×Æ(Y ) −→ E
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tal que
∥∥∥T̃B∥∥∥ = ‖TB‖ = BLip(T ) e T = T̃B ◦ (δX , δY ). Para mostrar a unicidade da bi-

linearização T̃B, basta provar que TB é única. De fato, suponha que exista uma aplicação
bilinear contínua

S :M(X)×M(Y ) −→ E tal que T = S ◦ (δX , δY ) e ‖S‖ = BLip(T ).

Logo, para quaisquer m1 =
∑n

i=1 αimxix′i
∈M(X) e m2 =

∑m
j=1 βjmyjy′j

∈M(Y ), tem-se

S(m1,m2) = S

(
n∑
i=1

αimxix′i
,

m∑
j=1

βjmyjy′j

)

=
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβjS(mxix′i
,myjy′j

)

=
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβjS(mxi0 −mx′i0
,myj0 −my′j0

)

=
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβj(S(mxi0,myj0)− S(mxi0,my′j0
)

−S(mx′i0
,myj0) + S(mx′i0

,my′j0
))

=
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβj(S(δX(xi), δY (yj))− S(δX(xi), δY (y′j))

−S(δX(x′i), δY (yj)) + S(δX(x′i), δY (y′j)))

=
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβj(S ◦ (δX , δY )(xi, yj)− S ◦ (δX , δY )(xi, y
′
j)

−S ◦ (δX , δY )(x′i, yj) + S ◦ (δX , δY )(x′i, y
′
j))

=
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβj(T (xi, yj)− T (xi, y
′
j)− T (x′i, yj) + T (x′i, y

′
j))

=
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβjTB(mxix′i
,myjy′j

)

= TB

(
n∑
i=1

αimxix′i
,

m∑
j=1

βjmyjy′j

)
= TB(m1,m2).

Portanto, S = TB como queríamos demostrar.

A partir de agora, vamos denotar a bi-linearização T̃B apenas por TB. Dados X e
Y espaços métricos pontuados, de acordo com o Teorema 1.3.1, o operador bilinear TB
admite uma linearização (TB)L : Æ(X)⊗̂πÆ(Y ) −→ E que satisfaz

T = TB ◦ (δX , δY ) = (TB)L ◦ σ2 ◦ (δX , δY ) (3.5)

e, além disso, ‖TB‖ = ‖(TB)L‖. Disso, segue que

(TB)L(mx0 ⊗my0) = TB(mx0,my0) = T (x, y)
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e, pelo Teorema 3.1.2,

BLip(T ) = ‖TB‖ = ‖(TB)L‖. (3.6)

De�nição 3.1.2. O operador linear (TB)L é chamado de linearização do operador 2-
Lipschitz T . Para simpli�car a notação, escreveremos apenas TL em vez de (TB)L.

Observação 3.1.1. A aplicação que associa T 7−→ TL é linear, pois considerando α ∈ K,
T, S ∈ BLip0(X, Y ;E) e as linearizações TL, SL e (αT + S)L, tem-se

(αT + S)L(mx0 ⊗my0) = (αT + S)(x, y) = αT (x, y) + S(x, y)

= αTL(mx0 ⊗my0) + SL(mx0 ⊗my0)

para cada x ∈ X e y ∈ Y . Como as aplicações (αT+S)L, TL e SL são lineares e contínuas,
as igualdades acima continuam válidas para qualquer elemento de Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), o que
signi�ca que

(αT + S)L = αTL + SL.

Apresentaremos agora dois exemplos simples de operadores 2-Lipschitz que serão bas-
tante usados nas próximas seções.

Exemplo 3.1.2. Sejam X e Y espaços métricos pontuados e considere a aplicação

σ2 ◦ (δX , δY ) : X × Y −→ Æ(X)⊗̂πÆ(Y )
(x, y) 7−→ σ2 ◦ (δX , δY )(x, y) = mx0 ⊗my0.

Temos

σ2 ◦ (δX , δY ) ∈ BLip0(X, Y ;Æ(X)⊗̂πÆ(Y )) e BLip(σ2 ◦ (δX , δY )) = 1.

De fato, como σ2 é bilinear, usando o Exemplo 3.1.1, segue que σ2 ∈ BLip0(Æ(X),Æ(Y );Æ(X)⊗̂πÆ(Y )).
Com isso e pela Proposição 2.4.2, para cada x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y , temos

‖σ2 ◦ (δX , δY )(x, y)− σ2 ◦ (δX , δY )(x, y′)− σ2 ◦ (δX , δY )(x′, y) + σ2 ◦ (δX , δY )(x′, y′)‖ =

= ‖σ2(δX(x), δY (y))− σ2(δX(x), δY (y′))− σ2(δX(x′), δY (y)) + σ2(δX(x′), δY (y′))‖
≤ BLip(σ2)‖δX(x)− δX(x′)‖‖δY (y)− δY (y′)‖
= BLip(σ2)d(x, x′)d(y, y′)

e, além disso,

σ2 ◦ (δX , δY )(x, 0) = mx0 ⊗m00 = 0 e σ2 ◦ (δX , δY )(0, y) = m00 ⊗my0 = 0.

Logo, σ2 ◦ (δX , δY ) ∈ BLip0(X, Y ;Æ(X)⊗̂πÆ(Y )). Por �m, BLip(σ2 ◦ (δX , δY )) = 1, pois

BLip(σ2 ◦ (δX , δY )) = sup
x 6=x′,y 6=y′

‖σ2 ◦ (δX , δY )(x, y)− · · ·+ σ2 ◦ (δX , δY )(x′, y′)‖
d(x, x′)d(y, y′)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖mx0 ⊗my0 −mx0 ⊗my′0 −mx′0 ⊗my0 +mx′0 ⊗my′0‖
d(x, x′)d(y, y′)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖(mx0 −mx′0)⊗ (my0 −my′0)‖
‖mxx′‖‖myy′‖

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖mxx′ ⊗myy′‖
‖mxx′‖‖myy′‖

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖mxx′‖‖myy′‖
‖mxx′‖‖myy′‖

= 1.
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Exemplo 3.1.3. Sejam X e Y espaços métricos pontuados e E um espaço de Banach.
Considere um ponto qualquer e ∈ E e funções Lipschitz não-nulas f ∈ X# e g ∈ Y #.
De�na a aplicação

f · g · e : X × Y −→ E (3.7)

(x, y) 7−→ f · g · e(x, y) = f(x)g(y)e.

Então, f · g · e ∈ BLip0(X, Y ;E) e veri�ca-se a igualdade

BLip(f · g · e) = Lip(f)Lip(g)‖e‖. (3.8)

De fato, como f e g são Lipschitz e preservam ponto base, tem-se

‖f · g · e(x, y)− f · g · e(x, y′)− f · g · e(x′, y) + f · g · e(x′, y′)‖ =

= ‖f(x)g(y)e− f(x)g(y′)e− f(x′)g(y)e+ f(x′)g(y′)e‖
= ‖(f(x)− f(x′))(g(y)− g(y′))e‖
= |f(x)− f(x′)||g(y)− g(y′)|‖e‖
≤ Lip(f)d(x, x′)Lip(g)d(y, y′)‖e‖
= Lip(f)Lip(g)‖e‖d(x, x′)d(y, y′)

e
f · g · e(x, 0) = 0 e f · g · e(0, y) = 0

para cada x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y . Então, f · g · e ∈ BLip0(X, Y ;E) e, pelas de�nições de
BLip(f · g · e), Lip(f) e Lip(g), concluímos que

BLip(f · g · e) = sup
x 6=x′,y 6=y′

‖f · g · e(x, y)− f · g · e(x, y′)− f · g · e(x′, y) + f · g · e(x′, y′)‖
d(x, x′)d(y, y′)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖f(x)g(y)e− f(x)g(y′)e− f(x′)g(y)e+ f(x′)g(y′)e‖
d(x, x′)d(y, y′)

= sup
x 6=x′,y 6=y′

‖(f(x)− f(x′))(g(y)− g(y′))e‖
d(x, x′)d(y, y′)

= sup
x 6=x′

|f(x)− f(x′)|
d(x, x′)

sup
y 6=y′

|g(y)− g(y′)|
d(y, y′)

‖e‖

= Lip(f)Lip(g)‖e‖.

De�nição 3.1.3. Denotaremos por BLip0F(X, Y ;E) o subespaço linear de todos os ope-
radores 2-Lipschitz gerado pelas aplicações da forma especial de�nida em (3.7). Os ele-
mentos desse espaço são chamados de tipo �nito. Então, qualquer T ∈ BLip0F(X, Y ;E)
admite uma representação �nita da forma

T =
n∑
i=1

fi · gi · ei,

onde n ∈ N, (fi)
n
i=1 ⊂ X#, (gi)

n
i=1 ⊂ Y # e (ei)

n
i=1 ⊂ E.

Na proposição abaixo, mostraremos algumas propriedades que a bi-linearização de
uma aplicação 2-Lipschitz apresenta.
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Proposição 3.1.5. Sejam X e Y espaços métricos pontuados e E espaço de Banach.
Então:

(a) (λS + T )B = λSB + TB para todos S, T ∈ BLip0(X, Y ;E) e λ ∈ K;

(b) (f · g · e)B = fL · gL · e para quaisquer f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E, onde fL e gL são as
linearizações de f e g, respectivamente, e a aplicação fL · gL · e ∈ L(Æ(X),Æ(Y );E)
e é de�nida por fL · gL · e(m,m′) = fL(m)gL(m′)e;

(c) (u ◦ T ◦ (f, g))B = u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ) para cada f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈
BLip0(X, Y ;E) e u ∈ L(E,F ), sendo as aplicações f̂ e ĝ dadas pelo Corolário 2.4.1.

Demonstração. Como são contínuas as aplicações (λS + T )B, λSB, TB, (f · g · e)B,
fL · gL · e, (u ◦ T ◦ (f, g))B e u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ), usaremos a Observação 2.4.2 para mostrar os
itens acima apenas nos espaços das moléculas.

(a) Dados m ∈M(X) e m′ ∈M(Y ) com representações

m =
n∑
i=1

αimxix′i
e m′ =

r∑
k=1

βkmyky
′
k
,

onde xi, x′i ∈ X, yk, y′k ∈ Y e αi, βk ∈ K, obtemos

(λS + T )B(m,m′) = (λS + T )B

(
n∑
i=1

αimxix′i
,

r∑
k=1

βkmyky
′
k

)

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk((λS + T )(xi, yk)− (λS + T )(xi, y
′
k)

−(λS + T )(x′i, yk) + (λS + T )(x′i, y
′
k))

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk(λS(xi, yk) + T (xi, yk)− λS(xi, y
′
k)− T (xi, y

′
k)

−λS(x′i, yk)− T (x′i, yk) + λS(x′i, y
′
k) + T (x′i, y

′
k))

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk(λS(xi, yk)− λS(xi, y
′
k)− λS(x′i, yk) + λS(x′i, y

′
k))

+
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk(T (xi, yk)− T (xi, y
′
k)− T (x′i, yk) + T (x′i, y

′
k))

= λSB

(
n∑
i=1

αimxix′i
,

r∑
k=1

βkmyky
′
k

)
+ TB

(
n∑
i=1

αimxix′i
,

r∑
k=1

βkmyky
′
k

)
= λSB(m,m′) + TB(m,m′) = (λSB + TB)(m,m′),

ou seja, (λS + T )B = λSB + TB.
(b) Vamos seguir usando as notações do item (a) acima. Sendo assim, temos

(f · g · e)B(m,m′) = (f · g · e)B

(
n∑
i=1

αimxix′i
,

r∑
k=1

βkmyky
′
k

)

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk(f · g · e(xi, yk)− f · g · e(x′i, yk)
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−f · g · e(xi, y′k) + f · g · e(x′i, y′k))

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk(f(xi)g(yk)e− f(x′i)g(yk)e

−f(xi)g(y′k)e+ f(x′i)g(y′k)e)

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk (f(xi)− f(x′i)) (g(yk)− g(y′k)) e

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβk
(
fL(mxi0)− fL(mx′i0

)
) (
gL(myk0)− gL(my′k0

)
)
e

=
n∑
i=1

r∑
k=1

αiβkfL(mxi0 −mx′i0
)gL(myk0 −my′k0

)e

= fL

(
n∑
i=1

αimxix′i

)
gL

(
r∑

k=1

βkmyky
′
k

)
e

= fL(m)gL(m′)e = fL · gL · e(m,m′),

implicando que (f · g · e)B = fL · gL · e.
(c) Tome m1 ∈M(Z) e m2 ∈M(W ) com representações

m1 =

p∑
j=1

αjmzjz′j
e m2 =

q∑
l=1

βlmwlw
′
l
,

onde zj, z′j ∈ Z, wl, w′l ∈ W e αj, βl ∈ K. Então,

(u ◦ T ◦ (f, g))B(m1,m2) = (u ◦ T ◦ (f, g))B

(
p∑
j=1

αjmzjz′j
,

q∑
l=1

βlmwlw
′
l

)

=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβl(u ◦ T ◦ (f, g)(zj, wl)− u ◦ T ◦ (f, g)(zj, w
′
l)

−u ◦ T ◦ (f, g)(z′j, wl) + u ◦ T ◦ (f, g)(z′j, w
′
l))

=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβl(u ◦ T (f(zj), g(wl))− u ◦ T (f(zj), g(w′l))

−u ◦ T (f(z′j), g(wl)) + u ◦ T (f(z′j), g(w′l)))

=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβl(u(T (f(zj), g(wl)))− u(T (f(zj), g(w′l)))

−u(T (f(z′j), g(wl))) + u(T (f(z′j), g(w′l))))

=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβlu(T (f(zj), g(wl))− T (f(zj), g(w′l))

−T (f(z′j), g(wl)) + T (f(z′j), g(w′l)))

=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβlu(TB(mf(zj)0,mg(wl)0)− TB(mf(zj)0,mg(w′l)0
)

−TB(mf(z′j)0
,mg(wl)0) + TB(mf(z′j)0

,mg(w′l)0
))
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=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβlu(TB(f̂(mzj0), ĝ(mwl0))− TB(f̂(mzj0), ĝ(mw′l0
))

−TB(f̂(mz′j0
), ĝ(mwl0)) + TB(f̂(mz′j0

), ĝ(mw′l0
))

=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβlu(TB(f̂(mzj0)− f̂(mz′j0
), ĝ(mwl0)− ĝ(mw′l0

)))

=

p∑
j=1

q∑
l=1

αjβlu(TB(f̂(mzj0 −mz′j0
), ĝ(mwl0 −mw′l0

)))

= u(TB(f̂

(
p∑
j=1

αjmzjz′j

)
, ĝ

(
q∑
l=1

βlmwlw
′
l

)
))

= u ◦ TB(f̂(m1), ĝ(m,2 ))

= u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ)(m1,m2),

o que signi�ca que (u ◦ T ◦ (f, g))B = u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ).

3.2 O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Antes de de�nir um ideal de operadores 2-Lipschitz, vamos exibir os conceitos ideais
de operadores lineares, Lipschitz e multilineares. Para mais detalhes desses conceitos,
veja os trabalhos [5, 18, 28, 29].

De�nição 3.2.1. Um ideal de operadores lineares I é uma subclasse da classe L de todos
os operadores lineares contínuos entre espaços de Banach tal que, para quaisquer espaços
de Banach E e F , as componentes I(E,F ) = L(E,F ) ∩ I gozam das propriedades:

(a) I(E,F ) é um subespaço vetorial de L(E,F ) tal que contém os operadores lineares de
posto �nito de E em F ;

(b) Propriedade de ideal: Se u ∈ L(E,F ), v ∈ I(F,G) e t ∈ L(G,H), então a composição
t ◦ v ◦ u ∈ I(E,H).

De�nição 3.2.2. Um ideal normado de operadores lineares é um ideal de operadores
lineares I munido com uma função ‖ · ‖I : I −→ [0,+∞) que satisfaz:

(a') ‖ · ‖I restrita à componente I(E,F ) é uma norma para cada espaços de Banach E e
F ;

(b') ‖idK‖I = 1, sendo idK : K −→ K dada por idK(α) = α;

(c') Dados u ∈ L(E,F ), v ∈ I(F,G) e t ∈ L(G,H), então ‖t ◦ v ◦ u‖I ≤ ‖t‖‖v‖I‖u‖.

Quando as componentes I(E,F ) são espaços completos com relação à norma ‖ · ‖I ,
dizemos que (I, ‖ · ‖I) é um ideal de Banach de operadores lineares. Além disso, se
todas as componentes I(E,F ) são fechadas em L(E,F ) com respeito à norma usual dos
operadores lineares, dizemos que I é um ideal fechado de operadores lineares.
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Observação 3.2.1. Sejam E e F espaços de Banach e (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de
operadores lineares. Então, ‖v‖ ≤ ‖v‖I para qualquer v ∈ I(E,F ). De fato, sejam
v ∈ I(E,F ), ϕ ∈ F ∗, x ∈ E e considere as aplicações ϕ ◦ v ◦ (idK ⊗ x) e

ϕ(v(x))idK : K −→ K
λ 7−→ (ϕ(v(x))idK)(λ) = ϕ(v(x))λ.

Para qualquer λ ∈ K, temos que

(ϕ(v(x))idK)(λ) = ϕ(v(x))λ = ϕ(v(xλ)) = ϕ(v((idK ⊗ x)(λ))) = ϕ ◦ v ◦ (idK ⊗ x)(λ),

implicando que ϕ(v(x))idK = ϕ ◦ v ◦ (idK ⊗ x) para cada x ∈ E. Com isso, por (I, ‖ · ‖I)
ser um ideal normado de operadores lineares e pelo Exemplo 1.2.1, segue que

|ϕ(v(x))| = |ϕ(v(x))|‖idK‖I = ‖ϕ(v(x))idK‖I
= ‖ϕ ◦ v ◦ (idK ⊗ x)‖I ≤ ‖ϕ‖‖v‖I‖idK ⊗ x‖
= ‖ϕ‖‖v‖I‖idK‖‖x‖ = ‖ϕ‖‖v‖I‖x‖

e, pelo Corolário 1.2.3, temos

‖v(x)‖ = sup
‖ϕ‖≤1

|ϕ(v(x))| ≤ sup
‖ϕ‖≤1

‖ϕ‖‖v‖I‖x‖ = ‖v‖I‖x‖.

Portanto,
‖v‖ = sup

‖x‖≤1
‖v(x)‖ ≤ sup

‖x‖≤1
‖v‖I‖x‖ = ‖v‖I .

A seguinte de�nição visa generalizar a de�nição de ideal para os operadores Lipschitz.

De�nição 3.2.3. Um ideal de operadores Lipschitz ILip é uma subclasse da classe Lip0 de
todas as aplicações Lipschitz que preservam ponto base de um espaço métrico pontuado
em um espaço de Banach tal que, para cada espaço métrico pontuado X e espaço de
Banach E, as componentes ILip(X,E) = Lip0(X,E) ∩ ILip satisfazem:

(I) ILip(X,E) é um subespaço vetorial de Lip0(X,E);

(II) Para quaisquer f ∈ X# e e ∈ E, a aplicação f · e ∈ ILip(X,E);

(III) Propriedade de ideal: Se g ∈ Lip0(Y,X), f ∈ ILip(X,E) e u ∈ L(E,F ), então a
composição

u ◦ f ◦ g ∈ ILip(Y, F ).

De�nição 3.2.4. Um ideal de operadores Lipschitz ILip é denominado de ideal normado
(Banach) de operadores Lipschitz quando existe uma função ‖ · ‖ILip

: ILip −→ [0,+∞)
com as propriedades:

(I') Para cada espaço métrico pontuado X e espaço de Banach E, o par (ILip(X,E), ‖·
‖ILip

) é um espaço normado (Banach) e Lip(f) ≤ ‖f‖ILip
para todos f ∈ ILip(X,E).

(II') A aplicação idK : K −→ K, idK(α) = α, satisfaz ‖idK‖ILip
= 1.

(III') Sejam g ∈ Lip0(Y,X), f ∈ ILip(X,E) e u ∈ L(E,F ). Então

‖u ◦ f ◦ g‖ILip
≤ ‖u‖‖f‖ILip

Lip(g).
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A próxima de�nição generaliza para o contexto multilinear o conceito de ideal de
operadores lineares.

De�nição 3.2.5. Um ideal de operadores multilineares M é uma subclasse da classe
de todas as aplicações multilineares contínuas entre espaços de Banach tal que, para
todos n ∈ N e espaços de Banach E1, · · · , En, F , as componentes M(E1, · · · , En;F ) =
L(E1, · · · , En;F ) ∩M satisfazem:

(A) M(E1, · · · , En;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, · · · , En;F ) que contém as apli-
cações multilineares de tipo �nito;

(B) Propriedade de ideal: Se uj ∈ L(Gj, Ej) para cada j = 1, · · · , n, A ∈M(E1, · · · , En;F )
e t ∈ L(F,H), então a aplicação composição

t ◦ A ◦ (u1, · · · , un) ∈M(G1, · · · , Gn;F ).

De�nição 3.2.6. Um ideal normado de aplicações multilineares é um ideal de aplicações
multilinearesMmunido com uma função ‖·‖M :M−→ [0,+∞) que tem as propriedades:

(A') ‖ · ‖M restrita à componenteM(E1, · · · , En;F ) é uma norma para quaisquer n ∈ N
e espaços de Banach E1, · · · , En, F ;

(B') Para todo n ∈ N, tem-se ‖idKn‖M = 1, com idKn : Kn −→ K dada por

idKn(α1, · · · , αn) = α1 · · ·αn.

(C') Dados uj ∈ L(Gj, Ej) para cada j = 1, · · · , n, A ∈M(E1, · · · , En;F ) e t ∈ L(F,H),
então

‖t ◦ A ◦ (u1, · · · , un)‖M ≤ ‖t‖‖A‖M‖u1‖ · · · ‖un‖.

Quando as componentesM(E1, · · · , En;F ) são completas com respeito a ‖ · ‖M, dize-
mos queM é um ideal completo de aplicações multilineares.

Agora, vamos seguir o espírito das de�nições anteriores para apresentar o ideal de
operadores 2-Lipschitz.

De�nição 3.2.7. Um ideal de operadores 2-Lipschitz IBLip é uma subclasse da classe
BLip0 tal que, para quaisquer espaços métricos pontuados X e Y e espaço de Banach E,

IBLip(X, Y ;E) = BLip0(X, Y ;E) ∩ IBLip,

que é denominada de componente de IBLip em BLip0(X, Y ;E), satisfaz as seguintes
condições:

(i) IBLip(X, Y ;E) é um subespaço vetorial de BLip0(X, Y ;E);

(ii) Para quaisquer f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E, a aplicação f · g · e ∈ IBLip(X, Y ;E);

(iii) Propriedade de ideal: Se f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈ IBLip(X, Y ;E) e
u ∈ L(E,F ), então a composição

u ◦ T ◦ (f, g) ∈ IBLip(Z,W ;F ).
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

De�nição 3.2.8. Um ideal de operadores 2-Lipschitz IBLip é chamado de ideal normado
de operadores 2-Lipschitz se existe uma função ‖ · ‖IBLip

: IBLip −→ [0,+∞) com as
propriedades:

(i') Para quaisquer espaços métricos pontuados X e Y e todo espaço de Banach E, o
par (IBLip(X, Y ;E), ‖ · ‖IBLip

) é um espaço normado e BLip(T ) ≤ ‖T‖IBLip
para

cada T ∈ IBLip(X, Y ;E).

(ii') A aplicação
idK2 : K×K −→ K

(α, β) 7−→ idK2(α, β) = α · β
satisfaz ‖idK2‖IBLip

= 1.

(iii') Sejam f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈ IBLip(X, Y ;E) e u ∈ L(E,F ), então
vale a desigualdade

‖u ◦ T ◦ (f, g)‖IBLip
≤ ‖u‖‖T‖IBLip

Lip(f)Lip(g).

Analogamente, um ideal de operadores 2-Lipschitz IBLip é denominado ideal de Ba-
nach de operadores 2-Lipschitz quando existe uma função ‖ · ‖IBLip

: IBLip −→ [0,+∞)
satisfazendo os itens (ii′) e (iii′) acima e que satisfaz a propriedade:

(iv') O par (IBLip(X, Y ;E), ‖ · ‖IBLip
) é um espaço de Banach e BLip(T ) ≤ ‖T‖IBLip

para cada T ∈ IBLip(X, Y ;E).

Um ideal de operadores 2-Lipschitz IBLip é dito fechado quando cada componente
IBLip(X, Y ;E) é subespaço fechado de BLip0(X, Y ;E) com a norma BLip(·).

É claro que os espaços de Banach considerados nas de�nições acima estão todos com
o mesmo corpo escalar �xo.

Observação 3.2.2. Pela de�nição acima, as classes BLip0F e BLip0 são o menor e o
maior ideal de operadores 2-Lipschitz, respectivamente.

Proposição 3.2.1. Sejam IBLip um ideal normado de operadores 2-Lipschitz, X e Y
espaços métricos pontuados e E um espaço de Banach. Então,

‖f · g · e‖IBLip
= Lip(f)Lip(g)‖e‖ = BLip(f · g · e)

para quaisquer f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E.

Demonstração. Considere arbitrariamente f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E. Podemos escrever
f · g · e da seguinte forma

f · g · e = e · idK ◦ idK2 ◦ (f, g), (3.9)

pois, para cada x ∈ x e y ∈ Y , tem-se

e · idK ◦ idK2 ◦ (f, g)(x, y) = e · idK ◦ idK2((f, g)(x, y))

= e · idK ◦ idK2(f(x), g(y))

= e · idK(idK2(f(x), g(y)))

= e · idK(f(x) · g(y))

= e · f(x) · g(y)

= f(x) · g(y) · e
= f · g · e(x, y).
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Pelas igualdades (3.9) e (3.8) e por (i), (ii) e (iii), obtemos

‖f · g · e‖IBLip
= ‖e · idK ◦ idK2 ◦ (f, g)‖IBLip

≤ ‖e · idK‖‖idK2‖IBLip
Lip(f)Lip(g)

= ‖e‖‖idK‖Lip(f)Lip(g)

= ‖e‖Lip(f)Lip(g)

= BLip(f · g · e)
≤ ‖f · g · e‖IBLip

,

implicando que ‖f · g · e‖IBLip
= ‖e‖Lip(f)Lip(g) = BLip(f · g · e).

Usando técnicas inspiradas em [9], apresentaremos um método para construir uma es-
trutura de ideal de operadores 2-Lipschitz a partir de um determinado ideal de operadores
lineares. Esse método é chamado método da composição.

De�nição 3.2.9. Seja I um ideal de operadores lineares. Dizemos que um operador
2-Lipschitz T ∈ BLip0(X, Y ;E) pertence ao ideal composição de operadores 2-Lipschitz
I◦BLip0, neste caso escrevemos T ∈ I◦BLip0(X, Y ;E), se existem um espaço de Banach
F , um operador 2-Lipschitz S ∈ BLip0(X, Y ;F ) e um operador linear u ∈ I(F,E) tais
que T = u ◦ S. Caso (I, ‖ · ‖I) seja um ideal normado de operadores, escreveremos

‖T‖I◦BLip0 = inf ‖u‖IBLip(S),

onde o ín�mo acima é tomado sobre todas as aplicações u e S que satisfazem as condições
acima.

O próximo teorema apresenta um condição necessária e su�ciente para que um opera-
dor 2-Lipschitz T ∈ BLip0(X, Y ;E) também pertença ao ideal composição de operadores
2-Lipschitz I ◦BLip0(X, Y ;E).

Teorema 3.2.1. Considere um ideal de operadores lineares I e uma aplicação T ∈
BLip0(X, Y ;E). Então, são equivalentes:

(a) T ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E);

(b) TL ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), E).

Além disso, se (I, ‖ · ‖I) é um ideal normado de operadores lineares, vale a igualdade

‖T‖I◦BLip0 = ‖TL‖I (3.10)

e ainda temos a identi�cação isométrica

(I ◦BLip0(X, Y ;E), ‖ · ‖I◦BLip0) = (I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), E), ‖ · ‖I). (3.11)

Demonstração. (a) =⇒ (b) Suponha que T ∈ I◦BLip0(X, Y ;E). Dado qualquer ε > 0,
pela de�nição de ‖ · ‖I◦BLip0 , existe um espaço de Banach F , um operador 2-Lipschitz
S ∈ BLip0(X, Y ;F ) e um operador linear u ∈ I(F,E) tais que T = u ◦ S com

‖u‖IBLip(S) ≤ ‖T‖I◦BLip0 + ε. (3.12)
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Considere TL e SL as únicas linearizações de T e S, respectivamente, e observe que
TL = u ◦ SL, pois

TL(mx0⊗my0) = T (x, y) = (u◦S)(x, y) = u(S(x, y)) = u(SL(x⊗y)) = u◦SL(mx0⊗my0)

sempre que x ∈ X e y ∈ Y. Dessa forma, TL ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), E) pela propriedade de
ideal. Além disso, por (3.6) e (3.12), segue que

‖TL‖I = ‖u ◦ SL‖I ≤ ‖u‖I‖SL‖ = ‖u‖IBLip(S) ≤ ‖T‖I◦BLip0 + ε

para todo ε > 0. Logo,

‖TL‖I ≤ ‖T‖I◦BLip0 . (3.13)

(b) =⇒ (a) Admita que TL ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), E) e considere a fatoração T = TL◦σ2◦
(δX , δY ). FazendoR = σ2◦(δX , δY ), pelo Exemplo 3.1.2, tem-seR ∈ BLip0(X, Y ;Æ(X)⊗̂πÆ(Y ))
e BLip(R) = 1. Assim, T = TL ◦R ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E) e também

‖T‖I◦BLip0 = ‖TL ◦R‖I◦BLip0 ≤ ‖TL‖IBLip0(R) = ‖TL‖I ,

obtendo que ‖T‖I◦BLip0 ≤ ‖TL‖I . Portanto, por (3.13), temos ‖T‖I◦BLip0 = ‖TL‖I .
Agora, para provar a identi�cação (3.11), considere a aplicação que associa T 7−→ TL, a
qual é linear pela Observação 3.1.1. Mostraremos a sobrejetividade dessa aplicação. O
Teorema 1.3.1 diz que os espaços L(Æ(X),Æ(Y );E) e L(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E) são isomorfos
isometricamente. Dessa forma, dada qualquer R ∈ L(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E), existe uma única
T ∈ L(Æ(X),Æ(Y );E) tal que R = TL. Daí, segue analogamente ao Exemplo 3.1.1 que
a aplicação T ◦ (δX , δY ) ∈ BLip0(X, Y ;E). Com isso, o Teorema 3.1.2 garante que existe
um única aplicação (T ◦ (δX , δY ))B ∈ L(Æ(X),Æ(Y );E) tal que

T ◦ (δX , δY ) = (T ◦ (δX , δY ))B ◦ (δX , δY ).

Logo, T = (T ◦ (δX , δY ))B, implicando que R = (T ◦ (δX , δY ))L, o que prova a sobrejeti-
vidade. Por �m, a isometria vem diretamente da igualdade (3.10) provada acima.

Na proposição abaixo, mostraremos que o ideal I ◦ BLip0 é, de fato, um ideal de
operadores 2-Lipschitz e ainda veremos que I ◦ BLip0 herda algumas propriedades do
ideal de operadores lineares I.

Proposição 3.2.2. Seja I um ideal de operadores lineares. Então:

(a) O ideal I ◦BLip0 é um ideal de operadores 2-Lipschitz;

(b) Se I é um ideal normado de operadores lineares, então I ◦BLip0 é um ideal normado
de operadores 2-Lipschitz;

(c) Se I é um ideal de Banach de operadores lineares, então I ◦ BLip0 é um ideal de
Banach de operadores 2-Lipschitz;

(d) Se I é um ideal fechado de operadores lineares, então I ◦ BLip0 é um ideal fechado
de operadores 2-Lipschitz.
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Demonstração. (a) Provaremos que I ◦BLip0 satisfaz as condições da De�nição 3.2.7:
(i) I ◦BLip0(X, Y ;E) é um subespaço linear de BLip0(X, Y ;E).

De fato, é claro que a aplicação nula pertence em I ◦ BLip0(X, Y ;E). Sejam α ∈ K e
T, S ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E), assim T, S ∈ BLip0(X, Y ;E) e pela Observação 3.1.1, tem-se

(αT + S)L = αTL + SL.

Com isso, segue do Teorema 3.2.1 que

T, S ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E) ⇐⇒ TL, SL ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), E)

⇐⇒ (αT + S)L = αTL + SL ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), E)

⇐⇒ αT + S ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E).

Logo, I ◦BLip0(X, Y ;E) é um subespaço linear de BLip0(X, Y ;E).
(ii) Dados quaisquer f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E, então f · g · e ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E).

Como I é um ideal de operadores lineares, sabemos que a aplicação

idK ⊗ e : K −→ E
α 7−→ (idK ⊗ e)(α) = idK(α)e = αe

pertencem a I(K, E). Segue analogamente ao Exemplo 3.1.3 que (f ·g) ∈ BLip0(X, Y ;E).
Agora, note que f · g · e = (idK ⊗ e) ◦ (f · g), pois

(idK ⊗ e) ◦ (f · g)(x, y) = idK ⊗ e(f · g(x, y))

= idK ⊗ e(f(x)g(y))

= f(x)g(y)e

= f · g · e(x, y)

para cada x ∈ X e y ∈ Y. Assim, f · g · e = (idK ⊗ e) ◦ (f · g) ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E).
(iii) Propriedade de ideal: Se f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈ I◦BLip0(X, Y ;E)

e u ∈ L(E,F ), então a composição

u ◦ T ◦ (f, g) ∈ I ◦BLip0(Z,W ;F ).

Com efeito, já que T ∈ I◦BLip0(X, Y ;E), existem um espaço de Banach G, um operador
S ∈ BLip0(X, Y,G) e um operador linear u′ ∈ I(G,E) tais que T = u′ ◦ S. Observe que
S ◦ (f, g) ∈ BLip0(Z,W ;G), pois

S ◦ (f, g)(0, w) = S ◦ (f, g)(z, 0) = 0

e ainda

‖S ◦ (f, g)(z, w)− S ◦ (f, g)(z, w′)− S ◦ (f, g)(z′, w) + S ◦ (f, g)(z′, w′)‖ =

= ‖S((f, g)(z, w))− S((f, g)(z, w′))− S((f, g)(z′, w)) + S((f, g)(z′, w′))‖
= ‖S(f(z), g(w))− S(f(z), g(w′))− S(f(z′), g(w)) + S(f(z′), g(w′))‖
≤ BLip(S)d(f(z), f(z′))d(g(w), g(w′))

≤ BLip(S)Lip(f)Lip(g)d(z, z,′ )d(w,w′)

para todos z, z′ ∈ Z e w,w′ ∈ W . Com isso, por u ◦ u′ ∈ I(G,F ) pela propriedade de
ideal, concluímos

u ◦ T ◦ (f, g) = u ◦ (u′ ◦ S) ◦ (f, g) = (u ◦ u′) ◦ (S ◦ (f, g)) ∈ I ◦BLip0(Z,W ;F ).
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Portanto, I ◦BLip0 é um ideal de operadores 2-Lipschitz.
(b) Vamos mostrar que I ◦BLip0 satisfaz as condições da De�nição 3.2.8:
(i′) (I ◦ BLip0(X, Y ;E), ‖ · ‖I◦BLip0) é um espaço normado e BLip(T ) ≤ ‖T‖I◦BLip0

para cada T ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E).
Sejam T, S ∈ I ◦ BLip0(X, Y ;E) e α ∈ K. Como I é um ideal normado de operadores
lineares e por (3.6) e (3.10), temos

BLip(T ) = ‖TL‖ ≤ ‖TL‖I = ‖T‖I◦BLip0 .

Além disso, usando (3.10) e a Observação 3.1.1, segue que ‖ · ‖I◦BLip0 de�ne uma norma
em I ◦BLip0(X, Y ;E), pois

• ‖T‖I◦BLip0 = ‖TL‖I ≥ 0.

• ‖T‖I◦BLip0 = 0⇐⇒ ‖TL‖I = 0⇐⇒ TL = 0⇐⇒ T = 0.

• ‖αT‖I◦BLip0 = ‖(αT )L‖I = ‖αTL‖I = |α|‖TL‖I = |α|‖TL‖I◦BLip0 .

• ‖T + S‖I◦BLip0 = ‖(T + S)L‖I = ‖TL + SL‖I ≤ ‖TL‖I + ‖SL‖I = ‖T‖I◦BLip0 +
‖S‖I◦BLip0 .

(ii′) A aplicação idK2 : K×K −→ K satisfaz ‖idK2‖I◦BLip0 = 1.
Inicialmente, note que idK2 = idK ◦ idK2 , pois

idK ◦ idK2(α, β) = idK(idK2(α, β)) = idK2(α, β)

sempre que α, β ∈ K. Então, já que idK ∈ I(K,K) e idK2 ∈ BLip0(K,K;K), obtemos

idK2 = idK ◦ idK2 ∈ I ◦BLip0(K,K;K)

e, consequentemente,

1 = BLip(idK2) ≤ ‖idK2‖I◦BLip0 ≤ ‖idK‖IBLip(idK2) = 1.

(iii′) Se f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈ I ◦ BLip0(X, Y ;E) e u ∈ L(E,F ),
então vale a desigualdade

‖u ◦ T ◦ (f, g)‖I◦BLip0 ≤ ‖u‖‖T‖I◦BLip0Lip(f)Lip(g).

De fato, pelo Corolário 2.4.1, considere as únicas aplicações lineares f̂ ∈ I(Æ(Z),Æ(X))
e ĝ ∈ I(Æ(W ),Æ(Y )) associadas a f e g, respectivamente. Pela Proposição 1.3.5, existe
um único operador linear

f̂ ⊗π ĝ : Æ(Z)⊗̂πÆ(W ) −→ Æ(X)⊗̂πÆ(Y )

(m⊗m′) 7−→ f̂ ⊗π ĝ(m⊗m′) = f̂(m)⊗ ĝ(m′),

com ‖f̂ ⊗π ĝ‖ = ‖f̂‖‖ĝ‖ = Lip(f)Lip(g). Agora, tomando as aplicações bilineares canô-
nicas

σ2 : Æ(X)×Æ(Y ) −→ Æ(X)⊗̂πÆ(Y )
(mx0,my0) 7−→ σ2(mx0,my0) = mx0 ⊗my0

e
σ′2 : Æ(Z)×Æ(W ) −→ Æ(Z)⊗̂πÆ(Z)

(mz0,mw0) 7−→ σ2(mz0,mw0) = mz0 ⊗mw0,
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obtemos

σ2 ◦ (δX , δY ) ◦ (f, g)(z, w) = σ2 ◦ (δX , δY )((f, g)(z, w))

= σ2 ◦ (δX , δY )(f(z), g(w))

= σ2(δX(f(z)), δY (f(w)))

= σ2(mf(z)0,mg(w)0)

= mf(z)0 ⊗mg(w)0

= f̂(mz0)⊗ ĝ(mw0)

= f̂ ⊗π ĝ(mz0 ⊗mw0)

= f̂ ⊗π ĝ(σ′2(mz0,mw0))

= f̂ ⊗π ĝ ◦ σ′2(mz0,mw0)

= f̂ ⊗π ĝ ◦ σ′2(δZ(z), δW (w))

= f̂ ⊗π ĝ ◦ σ′2 ◦ (δZ , δW )(z, w)

para quaisquer z ∈ Z e w ∈ W , isto é,

σ2 ◦ (δX , δY ) ◦ (f, g) = f̂ ⊗π ĝ ◦ σ′2 ◦ (δZ , δW ).

Com isso, usando a igualdade T = TL ◦ σ2 ◦ (δX , δY ) dada em (3.5), segue que

u ◦ T ◦ (f, g) = u ◦ [TL ◦ σ2 ◦ (δX , δY )] ◦ (f, g)

= u ◦ TL ◦ [σ2 ◦ (δX , δY ) ◦ (f, g)]

= u ◦ TL ◦ [f̂ ⊗π ĝ ◦ σ′2 ◦ (δZ , δW )]

= (u ◦ TL ◦ f̂ ⊗π ĝ) ◦ σ′2 ◦ (δZ , δW ).

Como u ◦ T ◦ (f, g) = (u ◦ T ◦ (f, g))L ◦ σ′2 ◦ (δZ , δW ) e pela unicidade da linearização de
u ◦ T ◦ (f, g), concluímos

(u ◦ T ◦ (f, g))L = u ◦ TL ◦ f̂ ⊗π ĝ.

Portanto, pela propriedade do ideal de operadores I e por (3.10), temos

‖u ◦ T ◦ (f, g)‖I◦BLip0 = ‖(u ◦ T ◦ (f, g))L‖I
= ‖u ◦ TL ◦ f̂ ⊗π ĝ‖I
≤ ‖u‖‖TL‖I‖f̂ ⊗π ĝ‖
= ‖u‖‖T‖I◦BLip0Lip(f)Lip(g).

(c) Pelo item (b) anterior, basta provar que (I ◦ BLip0(X, Y ;E), ‖ · ‖I◦BLip0) é um
espaço de Banach. Seja (Tn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em I ◦ BLip0(X, Y ;E),
então (Tn)∞n=1 pertence a BLip0(X, Y ;E) e, pelo Teorema 3.2.1, ((Tn)L)∞n=1 pertence a
I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E) para cada n ∈ N. Logo, dado ε > 0, podemos encontrar nε ∈ N tal
que

BLip(Tn − Tk) ≤ ‖Tn − Tk‖I◦BLip0 < ε

e
‖(Tn)L − (Tk)L‖I = ‖Tn − Tk‖I◦BLip0 < ε

para todos n, k ≥ nε, onde a igualdade acima segue de (3.10). Assim, as sequências (Tn)∞n=1

e ((Tn)L)∞n=1 são de Cauchy nos espaços de Banach BLip0(X, Y ;E) e I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E),
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respectivamente. Daí, existem aplicações T ∈ BLip0(X, Y ;E) e F ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E)
tais que (Tn)∞n=1 converge para T com a norma BLip(·) e ((Tn)L)∞n=1 converge para F com
a norma ‖ · ‖I . Com isso, considerando a linearização TL, segue que

TL ◦ σ2 ◦ (δX , δY ) = T = lim
n−→∞

Tn = lim
n−→∞

(Tn)L ◦ σ2 ◦ (δX , δY ) = F ◦ σ2 ◦ (δX , δY ),

ou seja, TL = F ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E). Portanto, o Teorema 3.2.1 garante que T ∈
I ◦BLip0(X, Y ;E) e, assim, a sequência de Cauchy (Tn)∞n=1 converge para T .

(d) Seja (Tn)∞n=1 ∈ I ◦ BLip0(X, Y ;E) que converge para T ∈ BLip0(X, Y ;E). O
Teorema 3.2.1 garante que (Tn)L ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E) para cada n ∈ N. Então, pela
Observação 3.1.1 e por (3.6),

lim
n−→∞

‖(Tn)L − TL‖ = lim
n−→∞

‖(Tn − T )L‖ = lim
n−→∞

BLip(Tn − T ) = 0.

Daí, como I é um ideal fechado de operadores lineares, tem-se TL ∈ I(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E)
e, pelo Teorema 3.2.1, T ∈ I ◦BLip0(X, Y ;E), implicando que I ◦BLip0(X, Y ;E) é um
subespaço fechado de BLip0(X, Y ;E) com a norma BLip(·). Portanto, I ◦ BLip0 é um
ideal fechado de operadores 2-Lipschitz.

Sejam I um ideal de operadores lineares e X1, X2 e Y espaços métricos pontuados. Na
próxima proposição, apresentaremos uma condição necessária e su�ciente para garantir-
mos que uma aplicação 2-Lipschitz T : X1×X2 −→ Æ(Y ) pertence ao ideal de operadores
2-Lipschitz I ◦ BLip0(X1, X2;Æ(Y )). Para provar esse resultado precisamos do seguinte
lema:

Lema 3.2.1. Sejam I1 e I2 ideais de operadores, X1 e X2 espaços métricos pontuados e
F espaço de Banach. Logo:

(a) Se I1◦BLip0(X1, X2;F ) ⊂ I2◦BLip0(X1, X2;F ), então I1(Æ(Xi), F ) ⊂ I2(Æ(Xi), F )
para cada i = 1, 2

(b) Se I1◦BLip0(X1, X2;F ) = I2◦BLip0(X1, X2;F ), então I1(Æ(Xi), F ) = I2(Æ(Xi), F )
para cada i = 1, 2.

Demonstração. (a) Considerando qualquer u ∈ I1(Æ(X2), F ), nosso objetivo é provar
que u ∈ I2(Æ(X2), F ). Para tanto, �xe a1 ∈ X1, a1 6= 0, e ϕ1 ∈ Æ(X1)

∗ tal que
ϕ1(ma10) = 1. De�na as aplicações

T : X1 ×X2 −→ F
(x1, x2) 7−→ T (x1, x2) = ϕ1(mx10)u(mx20)

e
R : X1 ×X2 : −→ Æ(X2)

(x1, x2) 7−→ R(x1, x2) = ϕ1(mx10)mx20.

Observe que R ∈ BLip0(X1, X2;Æ(X2)), já que R(0, x2) = R(x1, 0) = 0 e

‖R(x1, x2)−R(x1, x
′
2)−R(x′1, x2) +R(x′1, x

′
2)‖ =

= ‖ϕ1(mx10)mx20 − ϕ1(mx10)mx′20
− ϕ1(mx′10

)mx20 + ϕ1(mx′10
)mx′20

‖
= ‖(ϕ1(mx10)− ϕ1(mx′10

))mx20 − (ϕ1(mx10)− ϕ1(mx′10
))mx′20

‖
= ‖ϕ1(mx10 −mx′10

)(mx20 −mx′20
)‖

= ‖ϕ1(mx1x′1
)mx2x′2

‖
= |ϕ1(mx1x′1

)|‖mx2x′2
‖

≤ ‖ϕ1‖‖mx1x′1
‖‖mx2x′2

‖
= ‖ϕ1‖d(x1x

′
1)d(x2x

′
2)
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para cada x1, x′1 ∈ X1 e x2, x′2 ∈ X2. Agora, note que T = u ◦R, pois

u ◦R(x1, x2) = u(R(x1, x2)) = u(ϕ1(mx10)mx20) = ϕ1(mx10)u(mx20) = T (x1, x2),

concluímos que T ∈ I1 ◦ BLip0(X1, X2;F ). Assim, pela a hipótese inicial, segue que
T ∈ I2 ◦ BLip0(X1, X2;F ) e, consequentemente, existe um espaço de Banach G, um
operador 2-Lipschitz S ∈ BLip0(X1, X2;G) e um operador linear v ∈ I2(G,F ) tais que
T = v ◦ S. Considere SB a bi-linearização de S e o operador

w :M(X2) −→ G
m 7−→ w(m) = SB(ma10,m)

que é linear e contínua, pois, para cada α ∈ K e m,n ∈M(X2), temos

w(αm+ n) = SB(ma10, αm+ n) = αSB(ma10,m) + SB(ma10, n) = αw(m) + w(n)

e
‖w(m)‖G = ‖SB(ma1 ,m)‖G ≤ ‖SB‖‖ma1‖‖m‖.

Vamos mostrar agora que u = v ◦ w emM(X2). Para isso, tome quaisquer x2, x′2 ∈ X2 e
por (3.4), note que

u(mx2x′2
) = u(mx20 −mx′20

)

= 1u(mx20)− 1u(mx′20
)

= ϕ1(ma10)u(mx20)− ϕ1(ma10)u(mx′20
)

= T (a1, x2)− T (a1, x
′
2)

= (v ◦ S)(a1, x2)− (v ◦ S)(a1, x
′
2)

= v(S(a1, x2))− v(S(a1, x
′
2))

= v(SB(ma10,mx20))− v(SB(ma10,mx′20
))

= v(SB(ma10,mx20)− SB(ma10,mx′20
))

= v(SB(ma10,mx20 −mx′20
))

= v(SB(ma10,mx2x′2
))

= v(w(mx2x′2
))

= v ◦ w(mx2x′2
),

implicando, pela linearidade de u, que u(m) = v ◦w(m) para todo m ∈M(X2). Por �m,
o Corolário 1.2.1 garante que o operador w possuir uma única extensão linear e contínua
deM(X2) = Æ(X2) em G, que também denotaremos por w, satisfazendo u = v ◦w. Com
isso e pela propriedade de ideal I2, concluímos que u ∈ I2(Æ(X2), F ). Analogamente,
prova-se que

I1(Æ(X1), F ) ⊂ I2(Æ(X1), F ).

(b) Segue diretamente do item (a) acima.

Proposição 3.2.3. Sejam I um ideal de operadores lineares e Y espaço métrico pontuado.
Para quaisquer espaços métricos pontuados X1, X2, temos

I ◦BLip0(X1, X2;Æ(Y )) = BLip0(X1, X2;Æ(Y )) (3.14)

se, e somente se, o operador identidade idÆ(Y )
: Æ(Y ) −→ Æ(Y ) pertence a I.
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Demonstração. (=⇒) Suponha valida a igualdade (3.14). Em particular, fazendo X1 =
X2 = Y , obtemos

I ◦BLip0(Y, Y ;Æ(Y )) = BLip0(Y, Y ;Æ(Y )). (3.15)

Vamos provar a igualdade

BLip0(Y, Y ;Æ(Y )) = L ◦BLip0(Y, Y ;Æ(Y )). (3.16)

De fato, a inclusão L ◦ BLip0(Y, Y ;Æ(Y )) ⊂ BLip0(Y, Y ;Æ(Y )) vem diretamente da
de�nição de componente de L ◦ BLip0. Para mostrar a outra inclusão, basta tomar
T ∈ BLip0(Y, Y ;Æ(Y )), considerar o operador identidade idÆ(Y )

∈ L(Æ(Y ),Æ(Y )) e
notar que

T = idÆ(Y )
◦ T ∈ L ◦BLip0(Y, Y ;Æ(Y )).

Logo, por (3.15) e (3.16),

I ◦BLip0(Y, Y ;Æ(Y )) = L ◦BLip0(Y, Y ;Æ(Y )).

Daí, considerando I1 = I, I2 = L e F = Æ(Y ) no Lema 3.2.1, segue que

I(Æ(Y ),Æ(Y )) = L(Æ(Y ),Æ(Y ))

e, portanto, idÆ(Y )
∈ I(Æ(Y ),Æ(Y )), já que idÆ(Y )

∈ L(Æ(Y ),Æ(Y )).
(⇐=) Admita que idÆ(Y )

pertence a I. Pela de�nição de componente de I ◦ BLip0,
sabemos que

I ◦BLip0(X1, X2,Æ(Y )) ⊂ BLip0(X1, X2,Æ(Y )).

Por outro lado, tomando T ∈ BLip0(X1, X2,Æ(Y )), podemos escrever

T = idÆ(Y )
◦ T ∈ I ◦BLip0(X1, X2,Æ(Y )).

Portanto, BLip0(X1, X2,Æ(Y )) ⊂ I ◦BLip0(X1, X2,Æ(Y )), implicando na igualdade

I ◦BLip0(X1, X2;Æ(Y )) = BLip0(X1, X2;Æ(Y )).
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CAPÍTULO 4

APLICAÇÕES E EXEMPLOS

Neste capítulo, abordaremos quatro exemplos de ideais de operadores 2-Lipschitz.
Inicialmente, falaremos do ideal de operadores 2-Lipschitz compactos, apresentaremos o
ideal de operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes e provaremos que eles são ideais de
operadores 2-Lipschitz do tipo composição gerados por ideais de operadores lineares. Além
disso, vamos estudar os ideais de operadores 2-Lipschitz (p1, p2, p3)-somantes e fatorável
p-dominados. A principal referência usada neste capítulo é o artigo [19].

4.1 Ideal de operadores 2-Lipschitz compactos

Apresentaremos o conceito de operador 2-Lipschitz compacto e mostraremos que a
classe formada por esses operadores é um ideal do tipo composição. Veremos que essa
nova classe é uma extensão da classe dos operadores bilineares e que algumas propriedades
do ambiente bilinear (e também linear) podem ser transferidas para o caso 2-Lipschitz.
Muitos artigos foram dedicados ao conceito de operadores bilineares compactos entre
espaços de Banach, como os trabalhos [8, 23, 30, 31].

De�nição 4.1.1. Sejam X e Y espaços métricos pontuados, E espaço de Banach e
T ∈ BLip0(X, Y ;E). Analogamente ao caso Lipschitz (ver [20]), chamamos de imagem
2-Lipschitz de T o subconjunto ImBLip(T ) ⊂ E que consiste em todos os elementos da
forma

T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)

d(x, x′)d(y, y′)
,

onde x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y , com x 6= x′ e y 6= y′.

Seja T : X × Y −→ E um operador com ImBLip0(T ) limitado. Logo existe C > 0 tal
que, para cada x, x′ ∈ X, x 6= x′, e y, y′ ∈ Y, y 6= y′, tem-se∥∥∥∥T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)

d(x, x′)d(y, y′)

∥∥∥∥ ≤ C,

ou, equivalentemente,

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖ ≤ Cd(x, x′)d(y, y′).
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Dessa forma, se ImBLip(T ) é um subconjunto limitado de E, então a aplicação T é 2-
Lipschitz. Além disso, é claro que vale a recíproca dessa implicação pela de�nição de
operador 2-Lipschitz.

De�nição 4.1.2. Um operador 2-Lipschitz T ∈ BLip0(X, Y ;E) é dito compacto se
ImBLip(T ) é relativamente compacto em E, ou seja, ImBLip(T ) é compacto em E. O
espaço vetorial formado por esses operadores é denotado por BLip0K(X, Y ;E).

Os operadores bilineares compactos são também operadores 2-Lipschitz compactos.
De fato, considere X, Y e E espaços de Banach e T : X × Y −→ E um operador bilinear
compacto. Então ImBLip(T ) = T (SX × SY ), pois, por um lado, tomando p ∈ ImBLip(T ),
podemos encontrar x, x′ ∈ X e y, y ∈ Y , com x 6= x′ e y 6= y′, tais que

p =
T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)

‖x− x′‖‖y − y′‖

=
T (x− x′, y − y′)
‖x− x′‖‖y − y′‖

= T

(
x− x′

‖x− x′‖
,
y − y′

‖y − y′‖

)
∈ T (SX × SY ).

Assim, ImBLip(T ) ⊆ T (SX×SY ). Por outro lado, dado qualquer p ∈ T (SX×SY ), existem
x ∈ SX e y ∈ SY satisfazendo p = T (x, y). Com isso, ‖x‖ = 1, ‖y‖ = 1 e ainda

p = T (x, y) =
T (x, y)− T (x, 0)− T (0, y) + T (0, 0)

‖x− 0‖‖y − 0‖
∈ ImBLip(T ),

donde T (SX × SY ) ⊆ ImBLip(T ) e, consequentemente, ImBLip(T ) = T (SX × SY ). Por-
tanto, como T é bilinear compacto, segue que T (SX × SY ) é relativamente compacto e,
pela igualdade provada acima, ImBLip(T ) também é relativamente compacto, mostrando
que T é 2-Lipschitz compacto.

O próximo teorema fornece um caminho mais curto para mostrar que a classe dos
operadores 2-Lipschitz compactos é um ideal de Banach fechado de operadores 2-Lipschitz.
Para prová-lo, vamos usar o lema abaixo. Lembre-se de que a envoltória absolutamente
convexa do subconjunto A de um espaço de Banach é de�nida por

Γ(A) =

{
n∑
i=1

αixi; n ∈ N, xi ∈ A,αi ∈ R,
n∑
i=1

|αi| ≤ 1

}
.

Lema 4.1.1. Sejam X1 e X2 espaços métricos pontuados, E um espaço de Banach e
T ∈ BLip0(X1, X2;E). Então, são válidas as inclusões

ImBLip(T ) ⊂ TB

(
Γ(MX1)× Γ(MX2)

)
⊂ Γ(ImBLip(T )), (4.1)

onde MXi
=
{mxi0

−mx′
i
0

d(xi,x′i)
;xi, x

′
i ∈ Xi, xi 6= x′i

}
para cada i = 1, 2.

Demonstração. Primeiramente, por [20, Lema 1.1], segue que

BÆ(Xi)
= Γ(MXi

) com i = 1, 2. (4.2)
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Para provar a primeira inclusão, lembre-se de (3.4), do item (a) do Lema 2.4.2 e que TB
é bilinear. Assim, tomando p ∈ ImBLip(T ), existem x, x′ ∈ X e y, y′ ∈ Y , com x 6= x′ e
y 6= y′, tais que

p =
T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)

d(x, x′)d(y, y′)

=
TB(mxx′ ,myy′)

‖mxx′‖Æ(X1)
‖myy′‖Æ(X2)

= TB

(
mxx′

‖mxx′‖Æ(X1)

,
myy′

‖myy′‖Æ(X2)

)
∈ TB

(
BÆ(X1)

×BÆ(X2)

)
.

Logo, pela igualdade (4.2), p ∈ TB
(

Γ(MX1)× Γ(MX2)
)
. Para a segunda inclusão, consi-

dere q ∈ TB
(

Γ(MX1)× Γ(MX2)
)
, então podemos encontrar

v1 ∈ Γ(MX1) e v2 ∈ Γ(MX2) tais que q = TB(v1, v2).

Com isso, existem sequências

(s1,n)∞n=1 ∈ Γ(MX1) e (s2,n)∞n=1 ∈ Γ(MX2) com lim
n
s1,n = v1 e lim

n
s2,n = v2

e para cada n ∈ N, tem-se

s1,n =
k∑
i=1

αn,ian,i e s2,n =
l∑

j=1

βn,jbn,j,

com k, l ∈ N, k < l, an,i ∈MX1 , bn,j ∈MX2 , αn,i, βn,j ∈ R,
∑k

i=1 |αn,i| ≤ 1 e
∑l

j=1 |βn,j| ≤
1. Daí, para quaisquer n ∈ N,

an,i =
mxn,i0 −mx′n,i0

d(xn,i, x′n,i)
=

mxn,ix′n,i

d(xn,i, x′n,i)
e bn,j =

myn,j0 −my′n,j0

d(yn,j, y′n,j)
=

myn,jy′n,j

d(yn,j, y′n,j)
,

onde xn,i, x′n,i ∈ X1 e yn,j, y′n,j ∈ X2, com xn,i 6= x′n,i e yn,j 6= y′n,j. Portanto, por (3.4) e
como TB ser bilinear e contínua, obtemos que

q = TB(v1, v2) = TB

(
lim
n
s1,n, lim

n
s2,n

)
= lim

n
TB(s1,n, s2,n)

= lim
n
TB

(
k∑
i=1

αn,ian,i,

l∑
j=1

βn,jbn,j

)
= lim

n

k∑
i=1

αn,i

l∑
j=1

βn,jTB (an,i, bn,j)

= lim
n

k∑
i=1

l∑
j=1

αn,iβn,jTB

(
mxn,ix′n,i

d(xn,i, x′n,i)
,
myn,jy′n,j

d(yn,j, y′n,j)

)

= lim
n

k∑
i=1

l∑
j=1

αn,iβn,j
T (xn,i, yn,j)− T (xn,i, y

′
n,j)− T (x′n,i, yn,j) + T (x′n,i, y

′
n,j)

d(xn,i, x′n,i)d(yn,j, y′n,j)
,

e também
k∑
i=1

l∑
j=1

|αn,iβn,j| =
k∑
i=1

|αn,i|
l∑

j=1

|βn,j| ≤ 1 · 1 = 1.

Com isso, segue que q ∈ Γ(ImBLip(T )) e as inclusões em (4.1) estão provadas.
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Teorema 4.1.1. Sejam X1 e X2 espaços métricos pontuados e E um espaço de Banach.
Para T ∈ BLip0(X1, X2;E), as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) T é 2-Lipschitz compacto;

(ii) TB : Æ(X1)×Æ(X2) −→ E é bilinear compacto;

(iii) TL : Æ(X1)⊗̂πÆ(X2) −→ E é linear compacto.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Suponha que T é 2-Lipchitz compacto, ou seja, ImBLip(T )
é relativamente compacto. Assim, por (4.2) e (4.1) e pelo fato de que o fecho da envoltó-
ria absolutamente convexa de um subconjunto relativamente compacto de um espaço de
Banach é compacto, tem-se

TB

(
BÆ(X1)

×BÆ(X2)

)
= TB

(
Γ(MX1)× Γ(MX2)

)
⊂ Γ(ImBLip(T )) = Γ(ImBLip(T )).

Logo, TB
(
BÆ(X1)

×BÆ(X2)

)
é compacto e, consequentemente, TB é compacto.

(ii) =⇒ (i) Admita que TB é compacto. Então, TB
(
BÆ(X1)

×BÆ(X2)

)
é compacto e

usando novamente (4.2) e (4.1), segue que

ImBLip(T ) ⊂ TB

(
Γ(MX1)× Γ(MX2)

)
= TB

(
BÆ(X1)

×BÆ(X2)

)
,

implicando que ImBLip(T ) é compacto, ou seja, T é compacto.
(ii)⇐⇒ (iii) É provado em [23, Páginas 375 e 376].

Como a classe K de todos os operadores lineares contínuos compactos entre espa-
ços de Banach é um ideal de Banach fechado de operadores lineares (ver [28]), obtemos
diretamente do teorema precedente, do Teorema 3.2.1 e da Proposição 3.2.2 o seguinte
corolário.

Corolário 4.1.1. A classe BLip0K é um ideal de Banach fechado de operadores 2-
Lipschitz gerado pelo método da composição por K, ou seja,

BLip0K(X, Y ;E) = K ◦BLip0(X, Y ;E), (4.3)

para todos espaços métricos pontuados X e Y e todo espaço de Banach E.

Demonstração. Aplicando os Teoremas 4.1.1 e 3.2.1, temos a igualdade (4.3), porque

T ∈ BLip0K(X, Y ;E) ⇐⇒ TL ∈ K(Æ(X)⊗̂πÆ(Y ), E)

⇐⇒ T ∈ K ◦BLip0(X, Y ;E).

Basta usar agora a Proposição 3.2.2 para garantir que BLip0K = K ◦ BLip0 é um ideal
de Banach fechado de operadores 2-Lipschitz, já que K é um ideal de Banach fechado de
operadores lineares.
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4.2 Ideal de operadores 2-Lipschitz fortemente

p-somantes

Agora, estudaremos as aplicações 2-Lipschitz fortemente p-somantes, com 1 < p ≤ ∞,
e mostraremos que a classe dessas aplicações é um ideal de Banach de operadores 2-
Lipschitz gerado pelo método da composição. Para isso, precisamos de�nir alguns concei-
tos e provar alguns resultados sobre essas aplicações. Dado qualquer 1 < p ≤ ∞, vamos
denotar por p∗ o número real tal que 1

p
+ 1

p∗
= 1. Para quaisquer espaço de Banach E,

x ∈ E e f ∈ E∗, usaremos a notação 〈x, f〉 para representar f(x).

De�nição 4.2.1. Sejam E e F espaços de Banach, T : E −→ F um operador linear e
1 ≤ p <∞. Dizemos que T é absolutamente p-somante ( ou simplesmente p-somante) se
existe uma constante C ≥ 0 tal que(

n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ C‖(xi)ni=1‖p,w (4.4)

para cada n ∈ N e quaisquer pontos xi, · · · , xn ∈ E.

Vamos denotar por πp(E,F ) o espaço das aplicações lineares absolutamente p-somantes
de E em F . A menor constante C que satisfaz (4.4) é denotada por πp(T ).

Apresentaremos agora a de�nição de operador linear Cohen fortemente p-somante
entre espaços de Banach, com 1 < p ≤ ∞.

De�nição 4.2.2. Sejam E e F espaços de Banach e 1 < p ≤ ∞. Um operador linear
u : E −→ F é Cohen fortemente p-somante se existir uma constante C > 0 tal que

‖(〈u(xi), y
∗
i 〉)ni=1‖1 ≤ C‖(xi)ni=1‖p‖(y∗i )ni=1‖p∗,w (4.5)

para todos n ∈ N, x1, · · · , xn ∈ E e y∗1, · · · , y∗n ∈ F ∗.

Denotamos porDp(E,F ) o espaço formado pelos operadores lineares Cohen fortemente
p-somantes de E em F e ainda ‖u‖Dp = inf{C > 0; C satisfazendo (4.5)}. Além disso,
(Dp, ‖ · ‖Dp) é um ideal de Banach de operadores lineares.

A generalização desse conceito para as aplicações Lipschitz foi introduzido por Yahi,
Achour e Rueda em [35].

De�nição 4.2.3. Sejam X um espaço métrico pontuado e E um espaço de Banach. Uma
aplicação T ∈ Lip0(X,E) é chamada Lipschitz fortemente p-somante (1 < p ≤ ∞) se
existem um espaço de Banach F e um operador u ∈ Dp(F,E) satisfazendo

‖〈T (x)− T (x′), y∗〉‖ ≤ d(x, x′)‖u∗(y∗)‖ (4.6)

para quaisquer x, x′ ∈ X e y∗ ∈ E∗.

De�nindo ‖T‖DL
p

= inf{‖u‖Dp ; u satisfaz a De�nição 4.2.3} e representando por
DLp (X,E) a classe de todas as aplicações Lipschitz fortemente p-somantes de X em E,
temos que o espaço (DLp (X,E), ‖ · ‖DL

p
) é de Banach.

A próxima de�nição é devida a Achour e Mezrag (ver [4]) e estende para o contexto
bilinear o conceito de operador Cohen fortemente p-somante.
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De�nição 4.2.4. Sejam E,F e G espaços de Banach e 1 < p ≤ ∞. Uma aplicação
bilinear contínua T ∈ L(E,F ;G) é Cohen fortemente p-somante quando existe uma
constante C > 0 tal que

‖(〈T (xi, yi), g
∗
i 〉)ni=1‖1 ≤ C

(
n∑
i=1

‖xi‖p‖yi‖p
) 1

p

‖(g∗i )ni=1‖p∗,w (4.7)

para cada n ∈ N, x1, · · · , xn ∈ E, y1, · · · , yn ∈ F e g∗1, · · · , g∗n ∈ G∗.

O espaço vetorial dessas aplicações é denotado por D2
p(E,F ;G) e a menor constante

C > 0 que satisfaz a desigualdade (4.7) é denotada por ‖T‖D2
p
. Além disso, (D2

p, ‖ · ‖D2
p
)

é um ideal de Banach de operadores bilineares.
Adiante, vamos construir um novo ideal de operadores 2-Lipschitz pelo método da

composição a partir do ideal de operadores lineares (Dp, ‖ · ‖Dp).

De�nição 4.2.5. Sejam X e Y um espaços métricos pontuados, E um espaço de Banach
e 1 < p ≤ ∞. Um operador T ∈ BLip0(X, Y ;E) é dito 2-Lipschitz fortemente p-somante
quando podemos encontrar um espaço de Banach G e um operador linear p∗-somante
S : E∗ −→ G tais que

|〈T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′), e∗〉| ≤ d(x, x′)d(y, y′)‖S(e∗)‖ (4.8)

sempre que x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y e e∗ ∈ E∗.

Vamos denotar por DBLp (X, Y ;E) o conjunto de todos os operadores 2-Lipschitz for-
temente p-somantes de X × Y em E. Além disso, se T ∈ DBLp (X, Y ;E), então de�nimos
‖T‖DBL

p
= inf{πp∗(S)} com o ín�mo tomado sobre todos os espaços de Banach G e ope-

radores S que satisfazem a De�nição 4.2.5 e a expressão (4.8).
Agora, vamos apresentar um exemplo de operador 2-Lipschitz fortemente p-somante.

Exemplo 4.2.1. Considere X e Y um espaços métricos pontuados, E um espaço de
Banach, 1 < p ≤ ∞, S : Y −→ E um operador Lipschitz fortemente p-somante e
f ∈ X#. A aplicação

T : X × Y −→ E
(x, y) 7−→ T (x, y) = f(x)S(y)

é 2-Lipschitz fortemente p-somante com ‖T‖DBL
p
≤ Lip(f)‖S‖DL

p
. De fato, observe que

T ∈ BLip0(X, Y ;E), pois, como f ∈ X# e S ∈ Lip0(Y,E), para cada x, x′ ∈ X e
y, y′ ∈ Y , temos que

T (x, 0) = f(x)S(0) = f(x)0 = 0 e T (0, y) = f(0)S(y) = 0S(y) = 0

e ainda

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖ =

= ‖f(x)S(y)− f(x)S(y′)− f(x′)S(y) + f(x′)S(y′)‖
= ‖(f(x)− f(x′))(S(y)− S(y′))‖
= |f(x)− f(x′)|‖S(y)− S(y′)‖
≤ Lip0(f)d(x, x′)Lip0(S)d(y, y′)

= Lip0(f)Lip0(S)d(x, x′)d(y, y′).
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Agora, dado qualquer ε > 0, pela de�nição de ‖S‖DL
p
, existem um espaço de Banach F e

u ∈ Dp(E,F ) tais que ‖u‖Dp ≤ ‖S‖DL
p

+ ε. Considerando x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y e e∗ ∈ E∗,
como f ∈ X# e S ∈ DLp (Y,E), obtemos

|〈T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′), e∗〉| =
= |〈f(x)S(y)− f(x)S(y′)− f(x′)S(y) + f(x′)S(y′), e∗〉|
= |〈(f(x)− f(x′))(S(y)− S(y′)), e∗〉|
= |f(x)− f(x′)||〈S(y)− S(y′), e∗〉|
≤ Lip0(f)d(x, x′)d(y, y′)‖u∗(e∗)‖.

Como u∗ : E∗ −→ F ∗ é p∗-somante com ‖u‖Dp = πp∗(u
∗) (ver [14, Theorem 2.2.2]), segue

que T ∈ DBLp (X, Y ;E) e

‖T‖DBL
p
≤ Lip0(f)πp∗(u

∗) ≤ Lip0(f)(‖S‖DL
p

+ ε)

para todo ε > 0, implicando que ‖T‖DBL
p
≤ Lip0(f)‖S‖DL

p
.

O teorema a seguir relaciona a classe dos operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes
e com a classe dos operadores bilineares Cohen fortemente p-somantes.

Teorema 4.2.1. Sejam X, Y e E espaços de Banach e T ∈ L(X, Y ;E). Então, são
equivalentes:

(a) T ∈ DBLp (X, Y ;E);

(b) T ∈ D2
p(X, Y ;E).

Além disso, é válida a igualdade ‖T‖D2
p

= ‖T‖DBL
p
.

Demonstração. (a) =⇒ (b) Suponha que T ∈ DBLp (X, Y ;E). Para cada ε > 0 dado,
pela de�nição da norma ‖T‖DBL

p
, podemos escolher um espaço de Banach G e um operador

linear p∗-somante S : E∗ −→ G tais que πp∗(S) ≤ ‖T‖DBL
p

+ε. Se (xi)
n
i=1 ⊂ X, (yi)

n
i=1 ⊂ Y

e (e∗i )
n
i=1 ⊂ E∗, então por (4.8), pela Desigualdade de Hölder e por S ser p∗-somante, tem-

se

‖(〈T (xi, yi), e
∗
i 〉)ni=1‖1 =

n∑
i=1

|〈T (xi, yi), e
∗
i 〉|

=
n∑
i=1

|〈T (xi, yi)− T (xi, 0)− T (0, yi) + T (0, 0), e∗i 〉|

≤
n∑
i=1

d(xi, 0)d(0, yi)‖S(e∗i )‖

=
n∑
i=1

‖xi‖‖yi‖‖S(e∗i )‖

≤

(
n∑
i=1

‖xi‖p‖yi‖p
) 1

p
(

n∑
i=1

‖S(e∗i )‖p
∗

) 1
p∗

≤

(
n∑
i=1

‖xi‖p‖yi‖p
) 1

p

πp∗(S)‖(e∗i )ni=1‖p∗,w

= πp∗(S)

(
n∑
i=1

‖xi‖p‖yi‖p
) 1

p

‖(e∗i )ni=1‖p∗,w.
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Com isso, T é Cohen fortemente p-somante e também

‖T‖D2
p
≤ πp∗(S) ≤ ‖T‖DBL

p
+ ε,

o que signi�ca ‖T‖D2
p
≤ ‖T‖DBL

p
.

(b) =⇒ (a) Suponha que T ∈ D2
p(X, Y ;E) e sejam x, x′ ∈ X, y, y,′ ∈ Y e e∗ ∈ E∗. Por

[4, Theorem 2.4], existe uma medida de probabilidade de Borel regular µ ∈ BE∗∗ tal que

|〈T (x− x′, y − y′), e∗〉| ≤ ‖T‖D2
p
‖x− x′‖‖y − y′‖

(∫
BE∗∗

|〈e∗, φ〉|p∗dµ(φ)

) 1
p∗

. (4.9)

Agora, considere a isometria natural A : E∗ −→ C(BE∗∗) composta com inclusão de
C(BE∗∗) em L∞(µ) dada por A(e∗)(φ) = 〈e∗, φ〉, com e∗ ∈ E∗ e φ ∈ BE∗∗ . Como a
aplicação canônica ip∗ : L∞(µ) −→ Lp∗(µ) é p∗-somante com πp∗(ip∗) = 1 (ver [15, Página
40]), segue que a composta ip∗ ◦ A também é p∗-somante com πp∗(ip∗ ◦ A) ≤ 1. Logo,
T ∈ DBLp (X, Y ;E), pois fazendo G = Lp∗(µ) e S = ‖T‖D2

p
(ip∗ ◦ A) e usando (4.9), temos

|〈T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y)T (x′, y′), e∗〉| = |〈T (x− x′, y − y′), e∗〉|

≤ ‖T‖D2
p
‖x− x′‖‖y − y′‖

(∫
BE∗∗

|〈e∗, φ〉|p∗dµ(φ)

) 1
p∗

= d(x, x′)d(y, y′)‖T‖D2
p

(∫
BE∗∗

|〈e∗, φ〉|p∗dµ(φ)

) 1
p∗

= d(x, x′)d(y, y′)‖S(e∗)‖.

Além disso,

‖T‖DBL
p
≤ πp∗(S) = πp∗(‖T‖D2

p
(ip∗ ◦ A)) = ‖T‖D2

p
πp∗(ip∗ ◦ A) ≤ ‖T‖D2

p
,

implicando na igualdade ‖T‖D2
p

= ‖T‖DBL
p
.

Para provar que DBLp é um ideal de operadores 2-Lipschitz gerado pelo método da com-
posição com o ideal de operadores lineares Dp, vamos apresentar um resultado essencial
abaixo.

Proposição 4.2.1. Sejam X e Y espaços métricos pontuados, E espaço de Banach e
1 < p ≤ ∞. Então, são equivalentes:

(i) T ∈ DBLp (X, Y ;E);

(ii) TB ∈ D2
p(Æ(X),Æ(Y );E);

(iii) TL ∈ Dp(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E).

Neste caso, veri�ca-se ‖T‖DBL
p

= ‖TB‖D2
p

= ‖TL‖Dp.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Suponha que T ∈ DBLp (X, Y ;E) e sejam m1 ∈ M(X),
m2 ∈M(Y ) e e∗ ∈ E∗, com representações

m1 =
n∑
k=1

αkmxkx
′
k
e m2 =

r∑
j=1

βjmyjy′j
,
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onde n, r ∈ N, α1, · · · , αn, β1, · · · , βr ∈ K, xk, x′k ∈ X e yj, y′j ∈ Y , sendo k = 1, · · · , n e
j = 1, · · · , r. Então, podemos encontrar um espaço de Banach G e um operador linear
p∗-somante S : E∗ −→ G satisfazendo

|〈T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′), e∗〉| ≤ d(x, x′)d(y, y′)‖S(e∗)‖

para cada x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y e e∗ ∈ E∗. Com isso e por (3.4), segue que

|〈TB(m1,m2), e∗〉| =

∣∣∣∣∣〈TB
(

n∑
k=1

αkmxkx
′
k
,

r∑
j=1

βjmyjy′j

)
, e∗〉

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αk

r∑
j=1

βj〈TB
(
mxkx

′
k
,myjy′j

)
, e∗〉

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

r∑
j=1

αkβj〈T (xk, yj)− T (xk, y
′
j)− T (x′k, yj) + T (x′k, y

′
j), e

∗〉

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

|αk|
r∑
j=1

|βj|d(x, x′)d(y, y′)‖S(e∗)‖

=
n∑
k=1

|αk|d(x, x′)
r∑
j=1

|βj|d(y, y′)‖S(e∗)‖.

Daí, aplicando o ín�mo sobre todas as representações de m1 e m2, obtemos

|〈TB(m1,m2), e∗〉| ≤ ‖m1‖Æ(X)
‖m2‖Æ(Y )

‖S(e∗)‖

e usando a Desigualdade de Hölder e o fato de S ser p∗-somante, concluímos que

‖(〈TB(m1
i ,m

2
i ), e

∗
i 〉)ni=1‖1 =

n∑
i=1

|〈TB(m1
i ,m

2
i ), e

∗
i 〉|

≤
n∑
i=1

‖m1
i ‖Æ(X)

‖m2
i ‖Æ(Y )

‖S(e∗i )‖

≤

(
n∑
i=1

‖m1
i ‖
p

Æ(X)
‖m2

i ‖
p

Æ(Y )

) 1
p
(

n∑
i=1

‖S(e∗i )‖p
∗

) 1
p∗

≤

(
n∑
i=1

‖m1
i ‖
p

Æ(X)
‖m2

i ‖
p

Æ(Y )

) 1
p

πp∗(S)‖(e∗i )ni=1‖p∗,w

= πp∗(S)

(
n∑
i=1

‖m1
i ‖
p

Æ(X)
‖m2

i ‖
p

Æ(Y )

) 1
p

‖(e∗i )ni=1‖p∗,w

para quaisquer m1
1, · · · ,m1

n ∈M(X), m2
1, · · · ,m2

r ∈M(Y ) e e∗1, · · · , e∗n ∈ E∗. Portanto,

TB ∈ D2
p(Æ(X),Æ(Y );E) e ‖TB‖D2

p
≤ πp∗(S)

e tomando o ín�mo sobre todos espaços de Banach G e operadores S que satisfazem (4.8),
segue que ‖TB‖D2

p
≤ ‖T‖DBL

p
.
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(ii) =⇒ (i) Assuma que TB é Cohen fortemente p-somante e considere x, x′ ∈ X,
y, y′ ∈ Y e e∗ ∈ E∗. Por [4, Theorem 2.4], existe uma medida regular de probabilidade de
Borel µ ∈ BE∗∗ tal que

|〈T (x, y)− T (x, y′) + T (x′, y)− T (x′y′), e∗〉| = |〈TB(mxx′ ,myy′), e
∗〉|

≤ ‖T‖D2
p
‖mxx′‖‖myy′‖

(∫
BE∗∗

|〈e∗, φ〉|p∗dµ(φ)

) 1
p∗

.

Analogamente a segunda parte da demonstração do Teorema 4.2.1, obtemos que T ∈
DBLp (X, Y ;E) e ainda ‖T‖DBL

p
≤ ‖TB‖D2

p
, consequentemente ‖T‖DBL

p
= ‖TB‖D2

p
.

(ii)⇐⇒ (iii) Basta usar [1, Theorem 3.6] para concluir que

TB ∈ D2
p(Æ(X),Æ(Y );E)⇐⇒ TL ∈ Dp(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E)

e também
‖TB‖D2

p
= ‖TL‖Dp .

Finalmente, como consequência imediata da Proposição 4.2.1, do Teorema 3.2.1 e da
Proposição 3.2.2, o corolário abaixo mostrará que DBLp é um ideal de Banach de operadores
2-Lipschitz.

Corolário 4.2.1. A classe DBLp é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz gerado
pelo método da composição a partir do ideal de operadores lineares Dp, isto é,

DBLp (X, Y ;E) = Dp ◦BLip0(X, Y ;E)

para quaisquer X e Y espaços métricos pontuados e E espaço de Banach.

Demonstração. Pela Proposição 4.2.1 e Teorema 3.2.1, temos as equivalências

T ∈ DBLp (X, Y ;E) ⇐⇒ TL ∈ Dp(Æ(X)⊗̂πÆ(Y );E)

⇐⇒ T ∈ Dp ◦BLip0(X, Y ;E),

implicando na igualdade DBLp (X, Y ;E) = Dp ◦ BLip0(X, Y ;E). Por �m, já que Dp é
um ideal de Banach de operadores lineares, usando Proposição 3.2.2, concluímos que
DBLp = Dp ◦BLip0 é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz.

4.3 Ideal de operadores 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes

Em [17], Famer e Johnson estenderam o conceito de operadores lineares p-somantes
para o caso Lipschitz introduzindo os operadores Lipschitz p-somantes (1 ≤ p <∞). Nessa
seção, vamos apresentar os operadores 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes, com 1

p
≤ 1

p1
+ 1

p2
,

e mostrar que a classe desses operadores é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz.

De�nição 4.3.1. Sejam E e F espaços de Banach e 1 ≤ p, q < ∞. Um operador linear
contínuo u : E −→ F é dito absolutamente (p; q)-somante (ou apenas (p; q)-somante) se
existe uma constante C > 0 tal que

‖(u(xi))
n
i=1‖p ≤ C sup

f∈BE∗
‖(f(xi))

n
i=1‖q
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para todo n ∈ N e quaisquer x1, · · · , xn ∈ E.
Vamos denotar por Πp,q(E,F ) o espaço formado pelos operadores lineares absoluta-

mente (p; q)-somantes de E em F . Quando p = q, escreveremos apenas Πp(E,F ) em vez
de Πp,q(E,F ).

De�nição 4.3.2. Sejam X espaço métrico pontuado, E espaço de Banach e 1 ≤ p <
∞. Uma aplicação T ∈ Lip0(X;E) é chamada Lipschitz p-somante, em símbolo T ∈
ΠL
p (X;E), quando existe uma constante C > 0 tal que, dado n ∈ N e independente da

escolha dos pontos x1, · · · , xn, x′1, · · · , x′n ∈ X, tem-se

‖(T (xi)− T (x′i))
n
i=1‖p ≤ C sup

f∈B
X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p.

Exemplo 4.3.1. Para todo p ≥ 1, é Lipschitz p-somante a aplicação

δR : R −→ Æ(R)
x 7−→ δR(x) = mx0.

De fato, é imediato que δR ∈ Lip0(R;Æ(R)). Agora, sejam n ∈ N e x1, · · · , xn, x′1, · · · , x′n ∈
R. Então

‖(δR(xi)− δR(x′i))
n
i=1‖p = ‖(mxi0 −mx′i0

)ni=1‖p = ‖(mxix′i
)ni=1‖p

=

(
n∑
i=1

‖mxix′i
‖p
) 1

p

=

(
n∑
i=1

|xi − x′i|p
) 1

p

= ‖(xi − x′i)ni=1‖p = ‖(idR(xi)− idR(x′i))
n
i=1‖p

≤ sup
f∈BR#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p.

Portanto, δR é Lipschitz p-somante.

A de�nição de operadores n-lineares absolutamente p-somantes é devida a Pietsch em
[29]. Em [25], Matos apresentou a seguinte de�nição para aplicações bilineares a valores
vetoriais.

De�nição 4.3.3. Sejam E,F e G espaços de Banach e 1 ≤ p, p1, p2 <∞, com 1
p
≤ 1

p1
+ 1
p2
.

Um operador bilinear T ∈ L(E,F ;G) é dito absolutamente (p; p1, p2)-somante se existe
uma constante C > 0 tal que

‖(T (xi, yi))
n
i=1‖p ≤ C sup

f∈BE∗
‖(f(xi))

n
i=1‖p1 sup

g∈BF∗
‖(g(yi))

n
i=1‖p2 (4.10)

para quaisquer n ∈ N e x1, · · · , xn ∈ E, y1, · · · , yn ∈ F.
O espaço de todas essas aplicações é denotado por Las,(p;p1,p2)(E,F ;G), o qual é um

espaço de Banach com a norma ‖T‖Las,(p;p1,p2) , que é de�nida como a menor constante C
satisfazendo a desigualdade (4.10).

Adiante, vamos estender a de�nição de operadores bilineares absolutamente (p; p1, p2)-
somantes para o caso de operadores 2-Lipschitz.
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De�nição 4.3.4. Considere X e Y espaços métricos pontuados, E espaço de Banach
e 1 ≤ p, p1, p2 < ∞, com 1

p
≤ 1

p1
+ 1

p2
. Um operador T ∈ BLip0(X, Y ;E) é denomi-

nado 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somante quando podemos encontrar uma constante C > 0
satisfazendo

‖(T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p (4.11)

≤ C sup
f∈B

X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2

para cada n ∈ N e x1, · · · , xn, x′1, · · · , x′n ∈ X e y1, · · · , yn, y′1, · · · , y′n ∈ Y.
Indicaremos a classe desses operadores por BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) e, nesse espaço, de-

�nimos uma norma por

‖T‖BLas,(p;p1,p2)
= inf{C; C satisfazendo (4.11)}. (4.12)

Observação 4.3.1. Não sabemos se aplicações bilineares 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes
são também absolutamente (p; p1, p2)-somantes. No entanto, o inverso é verdadeiro, ou
seja, se X, Y e E são espaços de Banach e T : X × Y −→ E é bilinear absolutamente
(p; p1, p2)-somante, então T é 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somante. De fato, pela nossa hi-
pótese inicial e como BX∗ ⊂ BX# e BY ∗ ⊂ BY # , para x1, · · · , xn, x′1, · · · , x′n ∈ X e
y1, · · · , yn, y′1, · · · , y′n ∈ Y, obtemos

‖(T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p = ‖(T (xi − x′i, yi − y′i))ni=1‖p

≤ ‖T‖L
as,(p;p1,p2)

sup
f∈BX∗

‖(f(xi − x′i))ni=1‖p1 sup
g∈BY ∗

‖(g(yi − y′i))ni=1‖p2

= ‖T‖L
as,(p;p1,p2)

sup
f∈BX∗

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈BY ∗
‖(g(yi)− g(y′i))

n
i=1‖p2

≤ ‖T‖L
as,(p;p1,p2)

sup
f∈B

X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2 .

Logo, T é 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somante e ainda ‖T‖BLas,(p;p1,p2)
≤ ‖T‖Las,(p;p1,p2) .

No próximo teorema, veremos que o espaço vetorial formado pelos operadores 2-
Lipschitz (p; p1, p2)-somantes é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz.

Teorema 4.3.1. A classe
(
BLas,(p;p1,p2), ‖ · ‖BLas,(p;p1,p2)

)
é um ideal de Banach de ope-

radores 2-Lipschitz.

Demonstração. Sejam X e Y espaços métricos pontuados, E espaço de Banach e consi-
dere n ∈ N e os pontos x1, · · · , xn, x′, x′1, · · · , x′n ∈ X, y1, · · · , yn, y′, y′1, · · · , y′n ∈ Y . Vamos
provar que as componentes de BLas,(p;p1,p2) em BLip0(X, Y ;E), dadas por

BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) = BLip0(X, Y ;E) ∩BLas,(p;p1,p2),

satisfazem as condições da De�nição 3.2.7 e da De�nição 3.2.8:
(i) BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) é um subespaço linear de BLip0(X, Y ;E).

De fato, claramente 0 ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E). Para cada T, S ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) e
α ∈ K, tem-se

‖ ((αT )(xi, yi)− (αT )(xi, y
′
i)− (αT )(x′i, yi) + (αT )(x′i, y

′
i))

n
i=1 ‖p =

= ‖(α · T (xi, yi)− α · T (xi, y
′
i)− α · T (x′i, yi) + α · T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p

= ‖(α · (T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i)))

n
i=1‖p

= |α|‖(T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p

≤ |α|‖T‖BLas,(p;p1,p2)
sup

f∈B
X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2 ,
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implicando que αT ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) e

‖αT‖BLas,(p;p1,p2)
≤ |α|‖T‖BLas,(p;p1,p2)

. (4.13)

Além disso, note que

‖ ((S + T )(xi, yi)− (S + T )(xi, y
′
i)− (S + T )(x′i, yi) + (S + T )(x′i, y

′
i))

n
i=1 ‖p

≤ ‖ (S(xi, yi)− S(xi, y
′
i)− S(x′i, yi) + S(x′i, y

′
i))

n
i=1

+ (T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1 ‖p

≤ ‖ (S(xi, yi)− S(xi, y
′
i)− S(x′i, yi) + S(x′i, y

′
i))

n
i=1 ‖p

+ ‖ (T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1 ‖p

≤ ‖S‖BLas,(p;p1,p2)
sup

f∈B
X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2

+ ‖T‖BLas,(p;p1,p2)
sup

f∈B
X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2

=
(
‖S‖BLas,(p;p1,p2)

+ ‖T‖BLas,(p;p1,p2)

)
sup

f∈B
X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1

· sup
g∈B

Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2 ,

o que signi�ca que S + T ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) e

‖S + T‖BLas,(p;p1,p2)
≤ ‖S‖BLas,(p;p1,p2)

+ ‖T‖BLas,(p;p1,p2)
. (4.14)

Logo, BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) é um subespaço linear de BLip0(X, Y ;E).

(ii) Para quaisquer f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E, tem-se f · g · e ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E).
Sem perda de generalidade, vamos considerar que f ∈ BX# e g ∈ BX# . Já sabemos que
f · g · e ∈ BLip0(X, Y ;E) pelo Exemplo 3.1.3. Usando a Desigualdade de Hölder, segue
que

‖(f · g · e(xi, yi)− f · g · e(xi, y′i)− f · g · e(x′i, yi) + f · g · e(x′i, y′i))ni=1‖p =

= ‖(f(xi)g(yi)e− f(xi)g(y′i)e− f(x′i)g(yi)e+ f(x′i)g(y′i)e)
n
i=1‖p

= ‖((f(xi)− f(x′i))(g(yi)− g(y′i))e)
n
i=1‖p

=

(
n∑
i=1

‖(f(xi)− f(x′i))(g(yi)− g(y′i))e‖p
) 1

p

=

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(x′i)|p|g(yi)− g(y′i)|p‖e‖p
) 1

p

=

(
‖e‖p

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(x′i)|p|g(yi)− g(y′i)|p
)) 1

p

= ‖e‖

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(x′i)|p|g(yi)− g(y′i)|p
) 1

p

≤ ‖e‖

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(x′i)|p1
) 1

p1

(
n∑
i=1

|g(yi)− g(y′i)|p2
) 1

p2
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≤ ‖e‖‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1‖(g(yi)− f(y′i))

n
i=1‖p2

≤ ‖e‖ sup
ϕ∈B

X#

‖(ϕ(xi)− ϕ(x′i))
n
i=1‖p1 sup

φ∈B
Y #

‖(φ(yi)− φ(y′i))
n
i=1‖p2 .

Dessa forma, a aplicação f · g · e ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E).

(iii) Propriedade de ideal: Dados f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), u ∈ L(E,F ) e
T ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E), então a composição

u ◦ T ◦ (f, g) ∈ BLas,(p;p1,p2)(Z,W ;F ).

Tome os pontos z, z1, · · · , zn, z′, z′1, · · · , z′n ∈ Z, w,w1, · · · , wn, w′, w′1, · · · , w′n ∈ W . Pelas
nossas hipóteses iniciais, temos

‖u ◦ T ◦ (f, g)(z, w)− u ◦ T ◦ (f, g)(z, w′)

− u ◦ T ◦ (f, g)(z′, w) + u ◦ T ◦ (f, g)(z′, w′)‖ =

= ‖(u ◦ T )(f, g)(z, w)− (u ◦ T )(f, g)(z, w′)

− (u ◦ T )(f, g)(z′, w) + (u ◦ T )(f, g)(z′, w′)‖
= ‖(u ◦ T )(f(z), g(w))− (u ◦ T )(f(z), g(w′))

− (u ◦ T )(f(z′), g(w)) + (u ◦ T )(f(z′), g(w′))‖
= ‖u(T (f(z), g(w)))− u(T (f(z), g(w′)))− u(T (f(z′), g(w))) + u(T (f(z′), g(w′)))‖
= ‖u(T (f(z), g(w))− T (f(z), g(w′))− T (f(z′), g(w)) + T (f(z′), g(w′)))‖
≤ ‖u‖‖T (f(z), g(w))− T (f(z), g(w′))− T (f(z′), g(w)) + T (f(z′), g(w′))‖
≤ ‖u‖‖BLip(T )d(f(z), f(z′))d(g(w), g(w′))

≤ ‖u‖‖BLip(T )Lip(f)Lip(g)d(z, z′)d(w,w′)

e ainda valem as igualdades u ◦ T ◦ (f, g)(0, w) = 0 e u ◦ T ◦ (f, g)(z, 0) = 0, pois

u ◦ T ◦ (f, g)(0, w) = (u ◦ T )(f, g)(0, w) = (u ◦ T )(f(0), g(w))

= (u ◦ T )(0, g(w)) = u(T (0, g(w))) = u(0) = 0

e analogamente u ◦ T ◦ (f, g)(z, 0) = 0. Sendo assim, u ◦ T ◦ (f, g) ∈ BLip0(Z,W ;F ).
Agora, para provar que u ◦ T ◦ (f, g) é 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somante, observe que

‖(u ◦ T ◦ (f, g)(zi, wi)− u ◦ T ◦ (f, g)(zi, w
′
i)

− u ◦ T ◦ (f, g)(z′i, wi) + u ◦ T ◦ (f, g)(z′i, w
′
i))

n
i=1‖p =

= ‖((u ◦ T )(f, g)(zi, wi)− (u ◦ T )(f, g)(zi, w
′
i)

− (u ◦ T )(f, g)(z′i, wi) + (u ◦ T )(f, g)(z′i, w
′
i))

n
i=1‖p

= ‖((u ◦ T )(f(zi), g(wi))− (u ◦ T )(f(zi), g(w′i))

− (u ◦ T )(f(z′i), g(wi)) + (u ◦ T )(f(z′i), g(w′i)))
n
i=1‖p

= ‖(u(T (f(zi), g(wi)))− u(T (f(zi), g(w′i)))

− u(T (f(z′i), g(wi))) + u(T (f(z′i), g(w′i))))
n
i=1‖p

= ‖(u(T (f(zi), g(wi))− T (f(zi), g(w′i))− T (f(z′i), g(wi)) + T (f(z′i), g(w′i))))
n
i=1‖p

≤ ‖u‖‖(T (f(zi), g(wi))− T (f(zi), g(w′i))− T (f(z′i), g(wi)) + T (f(z′i), g(w′i)))
n
i=1‖p

≤ ‖u‖‖T‖BLas,(p;p1,p2)
sup

ϕ∈B
X#

‖(ϕ(f(zi))− ϕ(f(z′i)))
n
i=1‖p1
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· sup
φ∈B

Y #

‖(φ(g(wi))− φ(g(w′i)))
n
i=1‖p2

= ‖u‖‖T‖BLas,(p;p1,p2)

Lip(f)

Lip(f)
sup

ϕ∈B
X#

‖((ϕ ◦ f)(zi)− (ϕ ◦ f)(z′i))
n
i=1‖p1

·Lip(g)

Lip(g)
sup

φ∈B
Y #

‖((φ ◦ g)(wi)− (φ ◦ g)(w′i))
n
i=1‖p2

= ‖u‖‖T‖BLas,(p;p1,p2)
Lip(f) sup

ϕ∈B
X#

∥∥∥∥(( ϕ ◦ f
Lip(f)

)
(zi)−

(
ϕ ◦ f
Lip(f)

)
(z′i)

)n
i=1

∥∥∥∥
p1

·Lip(g) sup
φ∈B

Y #

∥∥∥∥(( φ ◦ g
Lip(g)

)
(wi)−

(
φ ◦ g
Lip(g)

)
(w′i)

)n
i=1

∥∥∥∥
p2

≤ ‖u‖‖T‖BLas,(p;p1,p2)
Lip(f)Lip(g) sup

f̃∈B
X#

‖(f̃(zi)− f̃(z′i)))
n
i=1‖p1

· sup
g̃∈B

Y #

‖(g̃(wi)− g̃(w′i))
n
i=1‖p2 .

Portanto, u ◦ T ◦ (f, g) ∈ BLas,(p;p1,p2)(Z,W ;F ) e também

‖u ◦ T ◦ (f, g)‖BLas,(p;p1,p2)
≤ ‖u‖‖T‖BLas,(p;p1,p2)

Lip(f)Lip(g). (4.15)

(iv′) O par
(
BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E), ‖ · ‖BLas,(p;p1,p2)

)
é um espaço de Banach e, para

cada T ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E), vale a desigualdade BLip(T ) ≤ ‖T‖BLas,(p;p1,p2)
.

Inicialmente, note que

‖T (x, y)− T (x, y′)− T (x′, y) + T (x′, y′)‖
≤ ‖T‖BLas,(p;p1,p2)

sup
f∈B

X#

‖f(x)− f(x′)‖ · sup
g∈B

Y #

‖g(y)− g(y′)‖

≤ ‖T‖BLas,(p;p1,p2)
d(x, x′)d(y, y′),

implicando na desigualdade BLip(T ) ≤ ‖T‖BLas,(p;p1,p2)
. Vamos provar que ‖ · ‖BLas,(p;p1,p2)

é uma norma no espaço BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E). Tome arbitrariamente uma aplicação
T ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E). Por (4.12), segue claramente que ‖T‖BLas,(p;p1,p2)

≥ 0. Se
‖T‖BLas,(p;p1,p2)

= 0, tem-se

0 ≤ ‖(T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p ≤ 0.

Em particular, fazendo x′i = 0 = y′i para todo 1 ≤ i ≤ n, segue que

0 ≤ ‖(T (xi, yi))
n
i=1‖p ≤ 0 =⇒ T (xi, yi) = 0 =⇒ T = 0.

É claro que ‖0‖BLas,(p;p1,p2)
= 0. Dado qualquer α ∈ K, para mostrar a igualdade

‖αT‖BLas,(p;p1,p2)
= |α|‖T‖BLas,(p;p1,p2)

basta provar que

‖αT‖BLas,(p;p1,p2)
≥ |α|‖T‖BLas,(p;p1,p2)

,

pois a outra desigualdade segue de (4.13). Para isso, já que

|α|‖(T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p =

= ‖α · (T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p

= ‖(α · T (xi, yi)− α · T (xi, y
′
i)− α · T (x′i, yi) + α · T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p

= ‖((αT )(xi, yi)− (αT )(xi, y
′
i)− (αT )(x′i, yi) + (αT )(x′i, y

′
i))

n
i=1‖p

≤ ‖αT‖BLas,(p;p1,p2)
sup

f∈B
X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2 ,
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obtemos

‖(T (xi, yi)− T (xi, y
′
i)− T (x′i, yi) + T (x′i, y

′
i))

n
i=1‖p

≤
‖αT‖BLas,(p;p1,p2)

|α|
sup

f∈B
X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2

e, consequentemente,

‖T‖BLas,(p;p1,p2)
≤
‖αT‖BLas,(p;p1,p2)

|α|
=⇒ |α|‖T‖BLas,(p;p1,p2)

≤ ‖αT‖BLas,(p;p1,p2)
.

Por �m, a desigualdade triangular foi mostrada em (4.14), concluindo que ‖ · ‖BLas,(p;p1,p2)

é uma norma em BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E).
Agora, para provar a completude do espaço BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E), tome uma sequência
de Cauchy (Tn)∞n=1 ⊂ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E). Então, para todo ε > 0, existe nε ∈ N tal
que

BLip(Tn − Tk) ≤ ‖Tn − Tk‖BLas,(p;p1,p2)
< ε

para todos n, k ≥ nε. Com isso, (Tn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy no espaço de
Banach BLip0(X, Y ;E). Assim, podemos encontrar T ∈ BLip0(X, Y ;E) satisfazendo
BLip(Tn − T ) −→ 0, ou seja, Tn(x, y) −→ T (x, y) para todos x ∈ X e y ∈ Y . Por
(Tn − Tk) ser 2-Lipschtz (p; p1, p2)-somante, para todos n, k ≥ nε, segue que

‖((Tn − Tk)(xi, yi)− (Tn − Tk)(xi, y′i)− (Tn − Tk)(x′i, yi) + (Tn − Tk)(x′i, y′i))ni=1‖p
≤ ‖Tn − Tk‖BLas,(p;p1,p2)

sup
f∈B

X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2

< ε sup
f∈B

X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2 .

Como Tn(x, y) −→ T (x, y), fazendo k −→ +∞ nas desigualdades acima, concluímos, para
todo n ≥ nε,

‖((Tn − T )(xi, yi)− (Tn − T )(xi, y
′
i)− (Tn − T )(x′i, yi) + (Tn − T )(x′i, y

′
i))

n
i=1‖p

< ε sup
f∈B

X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2 .

Dessa forma, (Tn − T ) ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) e, consequentemente,

T = Tn − (Tn − T ) ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E).

Portanto, ‖Tn − T‖BLas,(p;p1,p2)
< ε para todo n ≥ nε, ou seja, a sequência de Cauchy

(Tn)∞n=1 converge para T em BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E).

(ii′) A aplicação idK2 satisfaz ‖idK2‖BLas,(p;p1,p2)
= 1.

Sejam (αi)
n
i=1, (α

′
i)
n
i=1, (βi)

n
i=1, (β

′
i)
n
i=1 em K, então ‖idK2‖BLas,(p;p1,p2)

≤ 1 e BLip(idK2) = 1,
pois

‖(idK2(αi, βi)− idK2(αi, β
′
i)− idK2(α′i, βi) + idK2(α′i, β

′
i))

n
i=1‖p =

= ‖(αi · βi − αi · β′i − α′i · βi + α′i, β
′
i)
n
i=1‖p

= ‖((αi − α′i)(βi − β′i))ni=1‖p
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=

(
n∑
i=1

|(αi − α′i)(βi − β′i)|p
) 1

p

≤

(
n∑
i=1

|αi − α′i|p1
) 1

p1

(
n∑
i=1

|βi − β′i|p2
) 1

p2

= ‖(αi − α′i)ni=1‖p1‖(βi − β′i)ni=1‖p2
= ‖(idK(αi)− idK(α′i))

n
i=1‖p1‖(idK(βi)− idK(β′i))

n
i=1‖p2

≤ sup
f∈BK#

‖(f(αi)− f(α′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈BK#

‖(g(βi)− g(β′i))
n
i=1‖p2

e também

|idK2(αi, βi)− idK2(αi, β
′
i)− idK2(α′i, βi) + idK2(α′i, β

′
i)| =

= |αi · βi − αi · β′i − α′i · βi + α′i, β
′
i|

= |(αi − α′i)(βi − β′i)|
= |αi − α′i||βi − β′i|
= d(αi − α′i)d(βi − β′i).

Logo, segue do item (iv′) provado acima que

1 = BLip(idK2) ≤ ‖idK2‖BLas,(p;p1,p2)
≤ 1 =⇒ ‖idK2‖BLas,(p;p1,p2)

= 1.

(iii′) Se f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) e u ∈ L(E,F ),
então

‖u ◦ T ◦ (f, g)‖BLas,(p;p1,p2)
≤ ‖u‖‖T‖BLas,(p;p1,p2)

Lip(f)Lip(g).

Com efeito, segue diretamente de (4.15).

Nas seções anteriores, vimos que BLip0K e DBLp são exemplos de ideais de operadores 2-
Lipschitz do tipo composição. Por isso, o leitor poderia questionar se o ideal de operadores
2-Lipschitz BLas,(p;p1,p2) é também do tipo composição proveniente do ideal de operadores
lineares Πp. No exemplo abaixo, veremos que BLas,(p;p1,p2) 6= Πp ◦BLip0.

Exemplo 4.3.2. Sejam 1 ≤ p, p1, p2 <∞ com 1
p
≤ 1

p1
+ 1

p2
. Considere a aplicação

S : R× R : −→ Æ(R)⊗̂πÆ(R)
(x, y) 7−→ S(x, y) = mx0 ⊗myo.

Então, S é 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somante e S /∈ Πp◦BLip0(Æ(R)⊗̂πÆ(R),Æ(R)⊗̂πÆ(R)).
De fato, primeiramente observe que S = σ2 ◦ (δR, δR), porque

S(x, y) = mx0 ⊗myo = σ2(mx0,my0) = σ2(δR(x), δR(y)) = σ2 ◦ (δR, δR)(x, y),

sempre que x, y ∈ R. Daí, segue do Exemplo 3.1.2 que S ∈ BLip0(R,R;Æ(R)⊗̂πÆ(R)).
Agora, pela Desigualdade de Hölder e como a aplicação δR : R −→ Æ(R) é Lipschitz
p-somante para todo p ≥ 1 e quaisquer x1, · · · , xn, x′1, · · · , x′n, y1, · · · , yn, y′1, · · · , y′n ∈ R,
tem-se

‖(S(xi, yi)− S(xi, y
′
i)− S(x′i, yi) + S(x′i, y

′
i))

n
i=1‖p =
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= ‖(mxi0 ⊗myi0 −mxi0 ⊗my′i0
−mx′i0

⊗myi0 +mx′i0
⊗my′i0

)ni=1‖p
= ‖(mxi0 ⊗ (myi0 −my′i0

)−mx′i0
⊗ (myi0 −my′i0

))ni=1‖p
= ‖((mxi0 −mx′i0

)⊗ (myi0 −my′i0
))ni=1‖p

= ‖(mxix′i
⊗myiy′i

)ni=1‖p

=

(
n∑
i=1

π(mxix′i
⊗myiy′i

)p

) 1
p

=

(
n∑
i=1

‖mxix′i
‖p‖myiy′i

‖p
) 1

p

≤

(
n∑
i=1

‖mxix′i
‖p1
) 1

p1

(
n∑
i=1

‖myiy′i
‖p2
) 1

p2

=

(
n∑
i=1

‖mxi0 −mx′i0
‖p1
) 1

p1

(
n∑
i=1

‖myi0 −my′i0
‖p2
) 1

p2

=

(
n∑
i=1

‖δR(xi)− δR(x′i)‖p1
) 1

p1

(
n∑
i=1

‖δR(yi)− δR(y′i)‖p2
) 1

p2

≤ C1 sup
f∈B

X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1C2 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2

= C1C2 sup
f∈B

X#

‖(f(xi)− f(x′i))
n
i=1‖p1 sup

g∈B
Y #

‖(g(yi)− g(y′i))
n
i=1‖p2 .

Logo, S ∈ BLas,(p;p1,p2)(R,R;Æ(R)⊗̂πÆ(R)). Por outro lado, considerando SL a única
linearização de S dada por

SL : Æ(R)⊗̂πÆ(R) −→ Æ(R)⊗̂πÆ(R)
(mx0 ⊗my0) 7−→ SL (mx0 ⊗my0) = S(x, y) = mx0 ⊗my0,

obtemos que SL é a aplicação identidade do espaço de dimensão in�nita Æ(R)⊗̂πÆ(R) e,
por [15, Página 50], SL /∈ Πp(Æ(R)⊗̂πÆ(R),Æ(R)⊗̂πÆ(R)). Finalmente, o Teorema 3.2.1
a�rma que S /∈ Πp ◦BLip0(Æ(R)⊗̂πÆ(R),Æ(R)⊗̂πÆ(R)), concluindo que BLas,(p;p1,p2) 6=
Πp ◦BLip0.

4.4 Ideal de operadores 2-Lipschitz fatorável

p-dominados

O objetivo principal desta seção é apresentar os operadores 2-Lipschitz fatorável p-
dominados, com 1 ≤ p <∞, e provar que essa classe é um ideal de Banach de operadores
2-Lipschitz. Para tanto, veremos alguns conceitos e resultados essenciais, como a de�nição
de operador bilinear p-semi-integral que foi introduzida em [26].

De�nição 4.4.1. Sejam E,F, e G espaços de Banach e 1 ≤ p < ∞. Um operador
T ∈ L(E,F ;G) é chamado p-semi-integral, em símbolo T ∈ Lsi,p(E,F ;G), se existe uma
constante C > 0 tal que(

n∑
i=1

‖T (xi, yi)‖p
) 1

p

≤ C sup
φ1∈BE∗ , φ2∈BF∗

(
n∑
i=1

|φ1(xi)φ2(yi)|p
) 1

p
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para quaisquer n ∈ N e (xi)
n
i=1 ⊂ E e (yi)

n
i=1 ⊂ F . Vamos indicar por ‖T‖si,p o ín�mo de

todas as constantes C que satisfazem a desigualdade acima.

A de�nição a seguir generaliza o conceito de operadores bilineares fatorável p-dominados
(ver [27], De�nition 2.7) para o caso 2-Lipschitz.

De�nição 4.4.2. Considere X e Y espaços métricos pontuados, E espaço de Banach e
1 ≤ p < ∞. Um operador T ∈ BLip0(X, Y ;E) é dito 2-Lipschitz fatorável p-dominado
quando podemos encontrar uma constante C > 0 satisfazendo(

s∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λji
(
T (xji , y

j
i )− T (xji , y

′j
i )− T (x′ji , y

j
i ) + T (x′ji , y

′j
i )
)∥∥∥∥∥

p) 1
p

(4.16)

≤ C sup
f∈B

X# , g∈BY #

(
s∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λji
(
f(xji )− f(x′ji )

) (
g(yji )− g(y′ji )

)∣∣∣∣∣
p) 1

p

para cada s e n inteiros positivos, xji , x
′j
i ∈ X, yji , y

′j
i ∈ Y e λji ∈ K (1 ≤ j ≤ s, 1 ≤

i ≤ n). A classe de todos operadores 2-Lipschitz fatorável p-dominados é denotada por
BLf,p(X, Y ;E). Neste caso, de�nimos

‖T‖BLf,p
= inf{C; C satisfazendo (4.16)}.

Observação 4.4.1. É válida a inclusão BLf,p(X, Y ;E) ⊂ BLas,(p;p1,p2)(X, Y ;E) e a rela-
ção entre as normas dos operadores dessas classes é dada por ‖T‖BLas,(p;p1,p2)

≤ ‖T‖BLf,p
.

De fato, se T é 2-Lipschitz fatorável p-dominado, usando a Desigualdade de Hölder e
tomando na de�nção acima n = 1 e λj1 = 1 para cada 1 ≤ j ≤ s, temos

‖(T (xj, yj)− T (xj, y′j)− T (x′j, yj) + T (x′j, y′j))sj=1‖p

=

(
s∑
j=1

∥∥T (xj, yj)− T (xj, y′j)− T (x′j, yj) + T (x′j, y′j)
∥∥p) 1

p

≤ ‖T‖BLf,p
sup

f∈B
X# , g∈BY #

(
s∑
j=1

∣∣(f(xj)− f(x′j)
) (
g(yj)− g(y′j)

)∣∣p) 1
p

≤ ‖T‖BLf,p
sup

f∈B
X# , g∈BY #

(
s∑
j=1

∣∣f(xj)− f(x′j)
∣∣p1) 1

p1

(
s∑
j=1

∣∣g(yj)− g(y′j)
∣∣p2) 1

p2

= ‖T‖BLf,p
sup

f∈B
X#

‖
(
f(xj)− f(x′j)

)s
j=1
‖p1 sup

g∈B
Y #

‖
(
g(yj)− g(y′j)

)s
j=1
‖p2 ,

sempre que s é inteiro positivo, xj, x′j ∈ X, yj, y′j ∈ Y (1 ≤ j ≤ s). Logo, T é 2-Lipschitz
(p; p1, p2)-somante e ‖T‖BLas,(p;p1,p2)

≤ ‖T‖BLf,p
.

No teorema abaixo, vamos estudar a relação entre um operador de BLf,p(X, Y ;E) e
sua bi-linearização.

Teorema 4.4.1. Sejam X e Y espaços métricos pontuados e E espaço de Banach. Para
1 ≤ p <∞, são equivalentes:

(i) T ∈ BLf,p(X, Y ;E);
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(ii) TB ∈ Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E).

Além disso, vale a igualdade

‖T‖BLf,p
= ‖TB‖si,p. (4.17)

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Suponha que T ∈ BLf,p(X, Y ;E). Sejam (m1
j)
s
j=1 ⊂ Æ(X)

e (m2
j)
s
j=1 ⊂ Æ(Y ) com representações

m1
j =

n∑
i=1

αjimxjix
′j
i

e m2
j =

r∑
k=1

βjkmyjky
′j
k
,

onde xji , x
′j
i ∈ X yjk, y

′j
k ∈ Y e αji , β

j
k ∈ K. Agora, note que pelo Teorema 2.4.2, tomando

h ∈ Z#, existe ϕ ∈ Æ(Z)∗ tal que h = ϕ ◦ δZ e Lip(h) = ‖ϕ‖. Dessa forma,

h(z)− h(z′) = ϕ ◦ δZ(z)− ϕ ◦ δZ(z′) = ϕ(δZ(z))− ϕ(δZ(z′)) (4.18)

= ϕ(mz0)− ϕ(mz′0) = ϕ(mz0 −mz′0) = ϕ(mzz′)

para todos z, z′ ∈ Z. Com isso e por (3.4), tem-se(
s∑
j=1

∥∥TB (m1
j ,m

2
j

)∥∥p) 1
p

=

(
s∑
j=1

∥∥∥∥∥TB
(

n∑
i=1

αjimxjix
′j
i
,

r∑
k=1

βjkmyjky
′j
k

)∥∥∥∥∥
p) 1

p

=

(
s∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

r∑
k=1

αjiβ
j
kTB(mxjix

′j
i
,myjky

′j
k

)

∥∥∥∥∥
p) 1

p

=

(
s∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

r∑
k=1

αjiβ
j
k

(
T (xji , y

j
k)− T (xji , y

′j
k )− T (x′ji , y

j
k) + T (x′ji , y

′j
k )
)∥∥∥∥∥

p) 1
p

≤ ‖T‖BLf,p
sup

f∈B
X# , g∈BY #

(
s∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

r∑
k=1

αjiβ
j
k

(
f(xji )− f(x′ji )

) (
g(yjk)− g(y′jk )

)∣∣∣∣∣
p) 1

p

= ‖T‖BLf,p
sup

‖ϕ1‖≤1, ‖ϕ2‖≤1

(
s∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

r∑
k=1

αjiβ
j
kϕ1(mxjix

′j
i

)ϕ2(myjky
′j
k

)

∣∣∣∣∣
p) 1

p

= ‖T‖BLf,p
sup

‖ϕ1‖≤1, ‖ϕ2‖≤1

(
s∑
j=1

∣∣∣∣∣ϕ1

(
n∑
i=1

αjimxjix
′j
i

)
ϕ2

(
r∑

k=1

βjkmyjky
′j
k

)∣∣∣∣∣
p) 1

p

= ‖T‖BLf,p
sup

‖ϕ1‖≤1, ‖ϕ2‖≤1

(
s∑
j=1

∣∣ϕ1(m
1
j)ϕ2(m

2
j)
∣∣p) 1

p

.

Assim, TB ∈ Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E) e ‖TB‖si,p ≤ ‖T‖BLf,p
.

(ii) =⇒ (i) Suponha que TB ∈ Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E). Dados xji , x
′j
i ∈ X, yji , y

′j
i ∈ Y e

λji ∈ K (1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ i ≤ n), por (3.4) e (4.18), obtemos(
s∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λji
(
T (xji , y

j
i )− T (xji , y

′j
i )− T (x′ji , y

j
i ) + T (x′ji , y

′j
i )
)∥∥∥∥∥

p) 1
p
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=

(
s∑
j=1

∥∥∥∥∥TB
(

n∑
i=1

λjimxjix
′j
i
,myji y

′j
i

)∥∥∥∥∥
p) 1

p

≤ ‖TB‖si,p sup
‖ϕ1‖≤1, ‖ϕ2‖≤1

(
s∑
j=1

∣∣∣∣∣ϕ1

(
n∑
i=1

λjimxjix
′j
i

)
ϕ2

(
myji y

′j
i

)∣∣∣∣∣
p) 1

p

= ‖TB‖si,p sup
‖ϕ1‖≤1, ‖ϕ2‖≤1

(
s∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λjiϕ1

(
mxjix

′j
i

)
ϕ2

(
myji y

′j
i

)∣∣∣∣∣
p) 1

p

= ‖TB‖si,p sup
f∈B

X# , g∈BY #

(
s∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λji
(
f(xji )− f(x′ji )

) (
g(yji )− g(y′ji )

)∣∣∣∣∣
p) 1

p

.

Portanto, T ∈ BLf,p(X, Y ;E) e também

‖T‖BLf,p
≤ ‖TB‖si,p =⇒ ‖T‖BLf,p

= ‖TB‖si,p.

D. Pellegrino, em [26], provou que a classe (Lsi,p, ‖ · ‖si,p) é um ideal de Banach de
operadores bilineares (ver também [12]). Como consequência direta desse resultado e do
teorema precedente, temos o seguinte corolário.

Corolário 4.4.1. A classe
(
BLf,p, ‖ · ‖BLf,p

)
é um ideal de Banach de operadores 2-

Lipschitz.

Demonstração. Inicialmente, considere as seguintes a�rmações que seguem diretamen-
teda Proposição 3.1.5:

A�rmação 1: (αS + T )B = αSB + TB, para todos S, T ∈ BLf,p(X, Y ;E) e α ∈ K.

A�rmação 2: (f · g · e)B = fL · gL · e para quaisquer f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E, onde
fL · gL · e ∈ L(Æ(X),Æ(Y );E) e é de�nida por fL · gL · e(m,m′) = fL(m)gL(m′)e.

A�rmação 3: (u ◦ T ◦ (f, g))B = u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ) para cada f ∈ Lip0(Z,X), g ∈
Lip0(W,Y ), T ∈ BLf,p(X, Y ;E) e u ∈ L(E,F ).

Mostraremos agora que BLf,p satisfaz as condições das De�nição 3.2.7:

(i) BLf,p(X, Y ;E) é um subespaço linear de BLip0(X, Y ;E).
De fato, é imediato que a aplicação nula 0 ∈ BLf,p(X, Y ;E). Sejam T, S ∈ BLf,p(X, Y ;E)
e α ∈ K. Pelo Teorema 4.4.1 e pela A�rmação 1, segue que

TB, SB ∈ Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E) =⇒ (αT + S)B = αTB + SB ∈ Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E)

=⇒ αT + S ∈ BLf,p(X, Y ;E).

(ii) Dados f ∈ X#, g ∈ Y # e e ∈ E, então a aplicação f · g · e ∈ BLf,p(X, Y ;E).
Basta usar a A�rmação 2 e o Teorema 4.4.1 para concluir que

(f · g · e)B = fL · gL · e ∈ Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E) =⇒ f · g · e ∈ BLf,p(X, Y ;E).
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(iii) Propriedade de ideal: Se f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈ BLf,p(X, Y ;E) e
u ∈ L(E,F ), então a composição

u ◦ T ◦ (f, g) ∈ BLf,p(Z,W ;F ).

Inicialmente, note que u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ) ∈ Lsi,p(Æ(Z),Æ(W );F ). Assim, a A�rmação 3
garante que

(u ◦ T ◦ (f, g))B = u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ) ∈ Lsi,p(Æ(Z),Æ(W );F )

e, pelo Teorema 4.4.1, temos

u ◦ T ◦ (f, g) ∈ BLf,p(Z,W ;F ).

Portanto, BLf,p é um ideal de operadores 2-Lipschitz. Por �m, vamos provar que BLp,f
cumpre as condições da De�nição 3.2.8 para concluir que BLf,p é um ideal de Banach de
operadores 2-Lipschitz.

(i′) O par
(
BLp,f (X, Y ;E), ‖ · ‖BLf,p

)
é um espaço de Banach e BLip(T ) ≤ ‖T‖BLf,p

para cada T ∈ BLf,p(X, Y ;E).
Inicialmente, pela Observação 4.4.1 e pelo o Teorema 4.3.1, tem-se

BLip(T ) ≤ ‖T‖BLas,(p:p1,p2)
≤ ‖T‖BLf,p

.

Agora, por (4.17) e pela A�rmação 1, obtemos que ‖ · ‖BLf,p
de�ne uma norma em

BLf,p(X, Y ;E), pois

• ‖T‖BLf,p
= ‖TB‖si,p ≥ 0.

• ‖T‖BLf,p
= 0⇐⇒ ‖TB‖si,p = 0⇐⇒ TB = 0⇐⇒ T = 0.

• ‖αT‖BLf,p
= ‖αTB‖si,p = |α|‖TB‖si,p = |α|‖T‖BLf,p

.

• ‖T + S‖BLf,p
= ‖TB + SB‖si,p ≤ ‖TB‖si,p + ‖SB‖si,p = ‖T‖BLf,p

+ ‖S‖BLf,p
.

Finalmente, para mostrar a completude de BLf,p(X, Y ;E), seja uma sequência de Cauchy
(Tn)∞n=1 ⊂ BLf,p(X, Y ;E), então a sequência (Tn)∞n=1 também pertence a BLip0(X, Y ;E)
e, pelo Teorema 4.4.1, ((Tn)B)∞n=1 pertence a Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E). Logo, dado ε > 0,
podemos encontrar nε ∈ N tal que

BLip(Tn − Tk) ≤ ‖Tn − Tk‖BLf,p
< ε

e
‖(Tn)B − (Tk)B‖si,p = ‖(Tn − Tk)B‖si,p = ‖Tn − Tk‖BLf,p

< ε

para todos n, k ≥ nε, onde a última igualdade acima segue de (4.17). Sendo assim, as
sequências (Tn)∞n=1 e ((Tn)B)∞n=1 são de Cauchy nos espaços de Banach BLip0(X, Y ;E)
e Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E), respectivamente. Então, existem T ∈ BLip0(X, Y ;E) e F ∈
Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E) tais que (Tn)∞n=1 converge para T com a norma BLip(·) e ((Tn)B)∞n=1

converge para F com a norma ‖·‖BLf,p
. Agora, considerando a bi-linearização TB associada

a T , temos que

TB ◦ (δX , δX) = T = lim
n−→∞

Tn = lim
n−→∞

(Tn)B ◦ (δX , δY ) = F ◦ (δX , δY ),
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4. Aplicações e Exemplos

isto é, TB = F ∈ Lsi,p(Æ(X),Æ(Y );E) e, pelo Teorema 4.4.1, T ∈ BLf,p(X, Y ;E). Com
isso,

‖Tn − T‖BLf,p
= ‖(Tn − T )B‖si,p = ‖(Tn)B − TB‖si,p = ‖(Tn)B − F‖si,p −→ 0

e, portanto, a sequência de Cauchy (Tn)∞n=1 converge para T em BLf,p(X, Y ;E).
(ii′) A aplicação idK2 satisfaz ‖idK2‖BLf,p

= 1.
Pelo Teorema 4.4.1 e por Lsi,p ser um ideal de Banach de operadores bilineares, temos

‖idK2‖BLf,p
= ‖(idK2)B‖si,p = 1.

(iii′) Dados f ∈ Lip0(Z,X), g ∈ Lip0(W,Y ), T ∈ BLf,p(X, Y ;E) e u ∈ L(E,F ),
então é válida a desigualdade

‖u ◦ T ◦ (f, g)‖BLf,p
≤ ‖u‖‖T‖BLf,p

Lip(f)Lip(g).

De fato, usando (4.17), a A�rmação 3, o fato de que Lsi,p é um ideal de Banach de
operadores bilineares e também o Corolário 2.4.1, concluímos que

‖u ◦ T ◦ (f, g)‖BLf,p
= ‖(u ◦ T ◦ (f, g))B‖si,p
= ‖u ◦ TB ◦ (f̂ , ĝ)‖si,p
≤ ‖u‖‖T‖BLf,p

∥∥∥f̂∥∥∥ ‖ĝ‖
= ‖u‖‖T‖BLf,p

Lip(f)Lip(g).

Portanto, BLf,p é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz.
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