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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre algebra de Lipschitz. Inicial-
mente, iremos abordar as funcoes Lipschitz limitadas, as funcoes Lipschitz que preservam
ponto base e o espaco de Arens-Ells. Em seguida, vamos estudar a classe dos operadores
2-Lipschitz, que podem ser vistos como uma extensao natural dos operadores bilineares
continuos para o contexto Lipschitz, e apresentar um método para obter ideais de ope-
radores 2-Lipschitz a partir de ideais de operadores lineares. Por fim, apresentaremos
alguns exemplos de ideais de operadores 2-Lipschitz.

Palavras-chaves: Funcoes Lipschitz, espaco de Arens-Eells, ideal de operadores 2-
Lipschitz.



ABSTRACT

The aim of this work is to introduce a study about Lipschitz algebra. Initially, we will
approach the bounded Lipschitz functions, Lipschitz functions which preserve the base
point and Arens-Ells space. Next, we will study the class of the 2-Lipschitz operators,
which can be seen as a natural extension of the continuous bilinear operators for the
Lipschitz context, and we wil present a method to obtain 2-Lipschitz operator ideals from
linear operator ideals. At last, we will give some examples of 2-Lipschitz operator ideals.

Keywords: Lipschitz functions, Arens-Eells space, 2-Lipschitz operator ideals.
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LISTA DE SIMBOLOS

Em todo o texto X, Y e Z representarao espacos métricos e E, F' e G denotarao es-
pacos de Banach, exceto quando houver mencao em contrario. A seguir, listamos alguns
simbolos utilizados neste trabalho.

N denota o conjunto dos nimeros naturais {1,2,3,---};

Q denota o conjunto dos ntimeros racionais;

R denota o conjunto dos niimeros reais;

C denota o conjunto dos nimeros complexos;

K denota os corpos R ou C;

M denota a classe de todos os espacos métricos completos e pontuados;

M denota a classe de todos os espacos métricos completos com didmetro menor ou
igual a 2;

Bpg denota a bola unitaria fechada de E;

Sg denota a esfera unitaria de F;

X denota o fecho de X;

B(X; E) denota o espago das func¢des limitadas de X em F;

L(X,Y) denota o espago de todas as fun¢oes lineares de X em Y. Quando YV = K|
escrevemos o espaco L(X,K) por X';

L(X,Y) denota o espago de todas as fung¢des lineares continuas de X em Y. No
caso em que Y = K, denotamos o espaco L£(X,K) por X*;

(,(E) denota o espago de todas as sequéncias fortemente p-soméveis de E, com
1 <p < oo;

l,.,(F) denota o espaco de todas as sequéncias fracamente p-somaveis de £, com
1 <p<oo;
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B(X,Y;Z) denota o espago de todas as aplicages bilineares de X x Y em Z. Se
Z =K, representamos apenas por B(X,Y") o espaco B(X,Y;K);

L(X,Y;Z) denota o espaco de todas as aplicacoes bilineares continuas de X x Y
em Z;

Lic(X,Y; Z) denota o espago de todas as aplicagoes bilineares compactas de X x Y
em Z;

X ® Y denota o produto tensorial de X e Y. Esse espago munido com a norma
projetiva 7(-) é representado por X ®, Y que tem o completamento denotado por
X&,Y;

Lip(X; E) denota o espago das fun¢oes Lipschitz limitadas de X em E. No caso em
que E =K, escrevemos Lip(X;K) apenas por Lip(X);

Lipo(X; E) denota o espago das fungoes Lipschitz de X em F que preservam ponto
base. Se E = K, escrevemos Lipy(X;K) por Lipy(X) ou simplesmente X#;

M(X) denota o espago de todas as moléculas de X;
E(X) denota o completamento do espago normado </\/l (X)), - ||E(X)>;

BLipy(X,Y; E) denota o conjunto de todos os operadores 2-Lipschitz do produto
cartesiano entre espacos métricos pontuados X x Y em FE que satisfazem T'(z,0) =
T(0,y) =0paracadax € X ey €Y,

L denota a classe de todos os operadores lineares continuos;

7T denota o ideal de operadores lineares;

Lipy denota a classe de todas as aplicagoes Lipschitz que preservam ponto base;
11ip denota o ideal de operadores Lipschitz;

M denota o ideal de operadores multilineares;

BLipg denota a classe de todas as aplicacoes 2-Lipchitz;

Iprip denota o ideal de operadores 2-Lipschitz;

I o BLipg denota o ideal composicao de operadores 2-Lipschitz;

K denota a classe de todos os operadores lineares continuos compactos;

BLipoxc(X,Y; E) denota o espaco dos operadores 2-Lipschitz compactos de X x Y
em F;

B Lipox denota o ideal de operadores 2-Lipschitz compactos;

II,(E, F) denota o espaco das aplica¢oes lineares absolutamente p-somantes de E
em F', com 1 < p < oo;

D,(E, F) denota o espago dos operadores lineares Cohen fortemente p-somantes de
Eem F,com1<p<oo;
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D, denota o ideal de operadores Cohen fortemente p-somantes;

Dﬁ (X, E) denota o espaco dos operadores Lipschitz fortemente p-somantes de X
em F, com 1 < p < oo;

Dﬁ(E , F'; G) denota o espago dos operadores bilineares Cohen fortemente p-somantes
de Ex Fem G, com1<p<oo;

DEL(X, Y'; E) denota o espago dos operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes de
X XY emFE, com1<p<oc;

DEL denota o ideal de operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes, com 1 < p <
003

11, ,(E, F') denota o espaco formado pelos operadores lineares absolutamente (p; q)-
somantes de F em F', com 1 < p,q < oo.;

Hﬁ(X; E) denota o espago das aplicacoes Lipschitz p-somantes de X em FE, com
1 <p <o0;

Las (piprp2) (£, F; G) denota o espago das aplicagoes bilineares absolutamente (p; p1, p2)-
somantes de £ X F'em G, com 1 < p,py,ps < 00 € % < pil—i— p%;
B Las,(pp1 ps) (X, Y; E) denota o espaco dos operadores 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes
11 1.

deX><YemE,comlgp,pl,pg<ooeI—Dgp—1 s
BLgs (ppy po) denota o ideal de operadores 2-Lipschitz formado pelos operadores 2-

. i 1 1 1.
Lipschit (p; p1, p2)-somantes, com 1 < p,py,ps < 00 e 5 S ot
L p,(E, F;G) denota o espaco dos operadores bilineares p-semi-integrais de £ x F
em (GG, com 1 < p < oc;

L, denota o ideal de operadores bilineares p-semi-integrais, com 1 < p < oo;

BL;,(X,Y; E) denota o espaco dos operadores 2-Lipschitz fatoravel p-dominados
de X xY em FE, com 1< p < oo;

BLy, denota o ideal de operadores 2-Lipschitz fatoravel p-dominados, com 1 < p <
0.



INTRODUCAO

A Analise Funcional tem com um dos principais objetos de estudo os operadores linea-
res continuos entre espacos normados ou espacos de Banach. Nestas classes de operadores
estao presentes duas estruturas mateméaticas: a algébrica, associada aos espacos vetoriais
e aos operadores lineares; e a topologica, associada aos espacos normados e as funcoes
continuas. O estudo destas classes de operadores torna-se ainda mais interessante quando
nos restringimos as subclasses que satisfazem uma determinada propriedade de ideal. O
grande niimero de subclasses de operadores desse tipo e a importancia dessas subclasses
para a Teoria de Espacos de Banach fizeram com que surgisse, na década de 60, uma
nova teoria, a teoria de ideais de operadores, que tem como protagonista o matemético
A. Pietsch. No notavel livro [28], Pietsch apresenta os principais ideais de operadores.
Entretanto, o mais famoso é o ideal de operadores lineares absolutamente p-somantes,
que possui um enorme volume de boas propriedades, incluindo varias caracterizacoes sur-
preendentes que inspiraram e inspiram varios outros conceitos de classes de operadores
lineares e nao-lineares.

Estender o estudo dos operadores lineares continuos para uma configuracao mais geral
¢ uma tarefa, no minimo, bastante desafiadora. Por exemplo, deixando de lado a estrutura
linear e trabalhando apenas com a topologica, considerando uma fun¢ao f : X — F entre
espacos métricos sempre teremos:

f Lipschitz = f uniformemente continua = f continua = f continua em um ponto,

e, em geral, as reciprocas dessas implicagoes nao valem. Porém, se considerarmos f sendo
um operador linear entre espacos normados ¢ possivel mostrar que essas implicacoes,
na verdade, sdao equivaléncias. Isso mostra que, de certo modo, a estrutura algébrica
enriquece o comportamento topologico.

O principal objetivo deste trabalho é estudar alguns espagos de funcgoes Lipchitz, tais
como os espacos das fungoes Lipschitz limitadas e das funcoes Lipschitz que preservam
ponto base. Esses espacos tém algumas propriedades notaveis, por exemplo, eles sao
espacos de Banach com normas apropriadas. Uma outra propriedade interessante, e ex-
tremamente importante, é que dado um espaco métrico X é possivel construir um espaco
de Banach A(X), chamado de espaco de Arens-Eells, tal que a estrutura Lipschitz de X
(das fun¢oes Lipschitz sobre X) estd associada a estrutura algébrica de A(X) (dos ope-
radores lineares sobre A&(X)). Tal fato é conhecido como propriedade universal de AE(X).

A principal referéncia que usamos para o estudo das funcoes Lipschitz é o livro Lipschitz
Algebra |36], de N. Weaver.
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Um primeiro esbogo da extensao da teoria dos operadores lineares absolutamente
somantes para o contexto das funcoes Lipschitz foi dado por Farmer e Johnson no ano de
2009, em [17]. Em 2016, uma teoria axiomatica sobre ideal de operadores Lipschitz entre
espacos de Banach foi desenvolvida por Achour em [5] e, em [3], para ideal de operadores
Lipschitz entre espagos métricos pontuados. Fsse novo ideal de operadores Lipschitz
tornou-se um ponto de partida para o estudo de algumas propriedades especificas de
ideais de operadores nao-lineares. Tais trabalhos motivaram vérios outros na tarefa de
generalizar a teoria linear dos operadores somantes para o ambiente Lipschitz (veja, por
exemplo, |2, 6, 1T}, 19} 20, 35]).

Em 2009, Dubei et. al. [16] definiu um operador 2-Lipschitz entre o produto cartesi-
ano de dois espacos métricos pontuados e um espaco de Banach como sendo aquele que
é Lipschitz em cada uma das coordenadas, fazendo uma alusao natural aos operadores
bilineares. Ja Sanchez-Pérez, em [33], apresentou uma defini¢ao mais adequada para ope-
rador 2-Lipschitz a valores reais (chamado de bi-forma Lipschitz) a qual esta diretamente
associada a uma forma bilinear continua. Em [19], os autores estenderam a defini¢do de
Sanchez-Pérez para operadores 2-Lipschitz valorados em um espaco de Banach arbitra-
rio e, na ocasido, apresentaram alguns exemplos e mostraram que esses operadores estao
intimamente relacionados aos operadores bilineares continuos entre espacos de Banach.

A seguir, descrevemos como o trabalho estd organizado. Para facilitar a compreensao
e leitura do texto, no primeiro capitulo, vamos abordar a teoria bésica necessaria para o
desenvolvimento dos demais capitulos. Nele, exibiremos algumas defini¢oes e resultados
da Analise Funcional e das Teorias de Espacos Métricos, Espago de Banach e Produto
Tensorial. Os resultados enunciados tém suas demonstracoes devidamente referenciadas,
baseadas principalmente em [10] 13, 22, 24| 32].

No segundo capitulo, usando como referéncia o livro [36], comegaremos nossos estudos
sobre as funcoes Lipschitz e provaremos alguns resultados fundamentais. Em sequéncia,
apresentaremos os espacos das fungoes Lipschitz limitadas e das func¢oes Lipschitz que
preservam ponto base. Mostraremos que eles sao espacos de Banach e que, em um caso
particular, sao isomorfos isometricamente. Para finalizar esse capitulo, apresentaremos
o espaco de Arens-Fells E(X). Mostraremos que A(X)* é isomorfo isometricamente ao
espaco Lipy(X) e também exibiremos a principal propriedade de E(X), que é linearizar
as aplicacoes Lipschitz definidas sobre X. Além das referéncias citadas anteriormente,
também usamos [10], 24].

Para a construcao do terceiro capitulo, a principal referéncia usada foi o artigo [19].
Iniciaremos o capitulo com a definicao de operador 2-Lipschitz e mostraremos que o espago
formado por esses operadores é Banach com uma norma apropriada e também que cada
operador 2-Lipschitz estéd relacionado de modo tinico com uma aplica¢ao bilinear continua.
Deguindo os mesmos passos dos ideais de operadores lineares (ver [28]), multilineares (ver
[18, 29]) e Lipschitz (ver [5]), abordaremos a defini¢ao de ideal de operadores 2-Lipschitz
e exibiremos um método, chamado de método da composicao, para construir um ideal de
operadores 2-Lipschitz a partir de um ideal de operadores lineares. Esse novo ideal de
operadores 2-Lipschitz é denominado de ideal de composicao de operadores 2-Lipschitz e
veremos que ele herda algumas propriedades do ideal de operadores lineares que o gera.

No quarto e ultimo capitulo, apresentaremos quatro exemplos de ideais de operadores
2-Lipschitz, cada um em uma secao. Na primeira secao, falaremos dos operadores 2-
Lipschitz compactos, mostrando que a classe formada por esses operadores ¢ um ideal de
composicao de operadores 2-Lipschitz gerado pelo ideal de operadores lineares compactos.
Na segunda secao, abordaremos os operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes, com
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1 < p < o0, provando que a classe desses operadores é um ideal de composicao de
operadores 2-Lipschitz gerado pelo o ideal de operadores lineares fortemente p-somantes.
Na terceira se¢ao, estudamos o espaco dos operadores 2-Lipschitz (p; p;, p2)-somantes, com
1<p,p,ps<ooei< pil + iQ, e mostraremos que ele também é um ideal de operadores
2-Lipschitz. Por fim, a dltima secao trata do ideal de operadores 2-Lipschitz fatorével
p-dominados, com 1 < p < co. Esse capitulo foi baseado principalmente no artigo [19],
mas também utilizamos muitas outras referéncias, a saber 1], 4, 8, 14l 15 23| 25| 27, 29

30, 31, 35).
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos definicoes importantes e resultados béasicos de espacos
métricos e Andlise Funcional que serao necessarios para o desenvolvimento dos temas dos
demais capitulos. Omitiremos as demostracoes, mas citaremos suas devidas referéncias.
O presente capitulo foi construido com base nas seguintes referéncias [10] 13}, 22] 24], 32].

1.1 Espacos métricos

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica em X é uma funcao
d: X x X — R, que associa cada par ordenado de elementos z,y € X a um ntmero real
d(z,y), denominado de distdncia de x a y, tal que as seguintes condi¢oes sejam satisfeitas
para quaisquer z,y,z € X:

(d1) d(x,z) =0;

(d2) Se x # y, entdo d(x,y) > 0;
(d3) d(z,y) = d(y, z);

(d4) d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Definig¢ao 1.1.2. Um espac¢o métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto nao vazio e
d ¢ uma meétrica em X. Para deixar a escrita mais clara, as vezes denotaremos a métrica
em X por dxy. Quando nao houver duvidas em relacao a métrica d usada, escrevemos
apenas o espaco métrico X.

Observacao 1.1.1. Dado um espac¢o métrico (X,d), podemos definir um novo espago
meétrico (X, d'), com a métrica d’ : X x X — R dada por

d'(z,y) = min{d(z,y), 2}.
De fato, tomando quaisquer pontos z,y, 2z € X, segue que d’ é uma métrica, pois
o d'(z,x) =min{d(z,z),2} = min{0,2} = 0;

e Se x # y, entdo d'(z,y) = min{d(z,y),2} > 0;
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o d'(z,y) = min{d(z,y),2} = min{d(y,z),2} = d'(y, 2);

o d'(z,z) = min{d(z, 2),2} < min{d(z,y) + d(y, z), 2}
< min{d(z,y),2} + min{d(y, 2),2} = d'(z,y) + d'(y, 2).

Abaixo vamos apresentar alguns exemplos de espacos métricos que serao usados ao
longo deste trabalho.

Exemplo 1.1.1. O conjunto R dos niimeros reais ¢ um dos exemplos de espago mais
importantes e sua métrica ¢ dada por d(z,y) = |r — y|. No geral, o espaco euclidiano
R™ é um espaco métrico com qualquer uma das métricas abaixo, sendo os pontos z =

(xlu"'7xn)7y: <y17"'7yn> ERn

o di(z,y) =+/(x1—y1)%+ -+ (¥, — yn)? (métrica Euclidiana);
o dy(,y) = |vr — il + -+ w0 — yal;
o d;;(x,y) = max{|x1 - y1|7 T |l’n - yn‘}

Exemplo 1.1.2. Considere X um conjunto qualquer. Uma funcao f : X — K é dita
limitada quando podemos encontrar uma constatante M > 0 satisfazendo |f(z)] < M
para todo z € X. Denotaremos por B(X;K) o conjunto de todas as fungdes limitadas
f: X — K e definiremos uma métrica em B(X;K) pondo, para cada f,g € B(X;K),

d(f,g) = Sup |f(x) = g()]. (1.1)

Definicao 1.1.3. Sejam X e Y espacos métricos. Uma funcao f : X — Y ¢é dita
continua no ponto x € X quando, para todo € > 0 dado, podemos encontrar um 6 > 0
tal que

' eX edxr)<di=d(f(x), f(a)) <e
Quando a funcao f é continua em todos os pontos x € X, dizemos que f continua. Além
disso, a funcao f : X — Y ¢é dita uniformemente continua se, para todo ¢ > 0 dado,
existe § > 0 tal que, para quaisquer pontos z,z’ € X,

d(z,2") <6 = d(f(x), f(2')) < e

Claramente, toda funcao uniformemente continua é também continua, pois a escolha
do J a partir do € dado é independente do ponto onde se analisa a continuidade da funcao.

Definicao 1.1.4. Dados X e Y espagos métricos. Uma imersao isométrica é uma fungao
f: X — Y que satisfaz d(f(z), f(2')) = d(x,2’) para todos =,z € X. Chamamos de
1sometria uma imersao isométrica sobrejetiva.

Observe que uma imersao isométrica f : X — Y é sempre uniformemente continua,
ja que para qualquer ¢ > 0 dado, tomando 6 = € > 0 com d(z,y) < ¢ para cada z, 2’ € X,
temos

d(f(z), f(2')) = d(z,2") <e.

Além disso, toda imersao isométrica f é injetora, pois
f(x) = f(a') = 0=d(f(2), f(2") = d(z,2") = 2z = 2.

Com isso, concluimos que toda isometria é uniformemente continua e também bijetora.
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Definicao 1.1.5. Considere um espaco métrico X, um ponto x € X e um subconjunto
nao-vazio C' C X. Definimos a distdncia do ponto x ao subconjunto C' como o nimero
real

d(z,C) = inf d(z,y).

yeC

Além disso, o didmetro de um espaco métrico X é definido por

diam(X) = sup d(z,v).

z,yeX

Proposicao 1.1.1. Seja X um espaco métrico. Dados x,y € X e um subconjunto nao-
vazio C' C X, tem-se:

Demonstrag¢do. Ver |24, Proposicio 3, Pagina 21|. O

Agora, vamos abordar as definicdes de sequéncia de Cauchy e de espago métrico com-
pleto. Sugerimos para mais detalhes sobre esses assuntos o livro [24] Capitulo 7.

Defini¢ao 1.1.6. Uma sequéncia (x,,)32; em um espago métrico X é chamada de sequén-
cia de Cauchy quando, dado qualquer € > 0, podemos encontrar ny € N tal que

m,n > ng = d(z,,x,) <€

Definicao 1.1.7. Dizemos que um espaco métrico X é completo quando toda sequéncia
de Cauchy em X converge para algum elemento de X.

Sabemos que nem todo espaco métrico X ¢ completo. Por exemplo, o conjunto dos
nimeros racionais Q com a métrica induzida dos nimeros reais nao é completo. Por
isso, surge uma questdo: E possivel completar qualquer espaco métrico, ou seja, podemos
relacionar um espaco métrico que nao é completo com um espago métrico completo? Essa
pergunta tem resposta positiva e, ainda, o tal espago métrico completo é inico a menos
de uma isometria.

Definicao 1.1.8. Seja X um espaco métrico. O completamento de X é o par ()?,(p),
onde X € um espago métrico completo e ¢ : X — X é uma imersao isométrica cuja
imagem (X)) é densa em X, ou seja, (X ) = X. Para simplificar a notagao, omitiremos

a imersao isométrica ¢ e escrevemos apenas X para representar o completamento de X.

Observagao 1.1.2. Por X e ¢(X) serem isométricos, geralmente considera-se X C )?,
identificando-se X com sua imagem ¢(X). Neste caso, obtemos X = X.

Exemplo 1.1.3. R é o completamento de Q, pois Q = R. Se X & um espaco métrico
completo e A é um subconjunto de X, entdao A em X é o completamento de A.

Proposicao 1.1.2 (Existéncia do completamento). Todo espaco métrico possui um
completamento.

Demonstrac¢do. Ver [24, Proposicao 13, Pagina 201] O

Proposigéo 1.1.3 (Unicidade do completamento). Sejam (X, ¢) ¢ (X, ¢) dois com-
pletamentos do mesmo espaco métrico X. Entao, existe uma tunica isometria f: X — X
tal que fop = 0.
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Demonstrag¢do. Ver |24, Proposicao 14, Pagina 201] O

Definicao 1.1.9. Dado qualquer espago métrico X, podemos fixar arbitrariamente um
ponto e € X, o qual é chamado de ponto base de X e denotado por ex quando for
necessario. O par (X,ex) é chamado de espaco métrico pontuado. Por simplicidade,
vamos omitir o ponto base e dizer apenas que X ¢ um espaco métrico pontuado.

Vamos denotar por Mg a classe de todos os espagos métricos completos e pontuados,
e também denotaremos por My a classe de todos os espacos métricos completos com
diametro menor ou igual a 2.

Definicao 1.1.10. Uma norma em um espaco vetorial £ ¢ uma fungao

|1l E — [0,400)
ro— |l

que associa cada vetor x € F a nimero real ||z||, denominado de norma de z, tal que para
quaisquer x,y € E e A € R sao satisfeitas as seguintes propriedades:

(N1) [zl > 0e [z =0 <=z =0;
(N2) [[Az]| = [Alll[];
(N3) |z +yll < [l«ll + llll-

Dizemos que a funcado || - || ¢ uma semi-norma quando satisfaz os itens (N2) e (N3)
acima e também ||z|| > 0.

Definicao 1.1.11. Um espago vetorial normado é um par (E, || -||), onde E é um espago
vetorial e ||-|| ¢ uma norma em E. Quando nao existir o risco de ambiguidade na notagao,
vamos denotar este espaco simplesmente por FE.

Um espaco normado E é um espago métrico com a métrica definida por

d(z,y) = [l =yl

com z,y € E. Neste caso, dizemos que a métrica ¢ induzida pela norma || - || e toda a
teoria sobre espagos métricos continua valida para espagos normados.

Definicao 1.1.12. Um espago normado E é dito espago de Banach quando ele for com-
pleto com a métrica induzida pela norma.

Todo espaco vetorial normado E sempre serd visto como um espaco métrico pontuado
considerando a métrica induzida pela norma e o ponto base como sendo o elemento neutro
do espaco, ou seja, eg = 0.

Exemplo 1.1.4. Sejam X um conjunto nao-vazio e ' um espago de Banach. O conjunto
B(X; E) de todas as func¢des limitadas f : X — F, que é um espago vetorial com as
operacoes usuais de funcoes, é um espago de Banach com a norma dada por

[fllee = sup [ f ().
zeX
Note que a métrica (1.1) em B(X,K) é induzida pela norma || - ||oc-

4
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Exemplo 1.1.5. Sejam (B4, || - ||g,), -, (En, || - ||&,) espacos vetoriais normados. Entao,
sao alguns exemplos de norma sobre o espago produto cartesiano E; X - -+ X E:

o [y, zn)ll = llzallen + - + llznlle,;

1
o (@1, zn)llz = (ol + -+ lzall,) %
o (@1, zn)lloo = max{llzif|my, - - [l2nll 2, }-

O proximo resultado mostra uma equivaléncia que é bastante usada quando se quer
provar que um determinado espaco é de Banach.

Teorema 1.1.1. Um espago vetorial normado (E,|| - ||) é Banach se, e somente se, toda
série absolutamente convergente é convergente.

Demonstrag¢do. Ver [22, Problems 8 e 9, Pagina 71]. O

Definigao 1.1.13. Dizemos que duas normas || - || e || - ||o em um espago vetorial F sdo
equivalentes quando existem constantes C, K > 0 tais que, para todo x € F, vale

Cllzflo < fl=ll < KTllo.

Podemos ver em [10, Exercicio 1.8.12] que as normas || - [|1, || - |2 € || - || definidas
acima sao normas equivalentes no produto cartesiano E X - --x E,,. Além disso, os espacos
Ey,---, E, sao Banach se, e somente se, o espaco E; X - -- X E,, munido de uma das normas

acima (e portanto todas) é Banach.
Teorema 1.1.2. Todo espaco normado de dimensao finita € um espaco de Banach.

Demonstrag¢do. Ver [10, Teorema 1.1.6]|. O

1.2 Andalise Funcional

Agora, vamos apresentar algumas definicdes, nomenclaturas e resultados importantes
sobre aplicagoes lineares continuas, que serao bastante dteis para os proximos capitulos.

Defini¢ao 1.2.1. Sejam X e Y espacos vetoriais. Uma aplicacdo (operador, transforma-
¢ao ou fungao) T': X — Y é chamada de linear quando satisfaz:

(I) T(x+y) =T(x) + T(y) para todos z,y € X.
(IT) T(Az) = AT'(x) para todos z € X e A € K.

Vamos denotar por L(X,Y") o espaco de todas as aplicagoes lineares de X em Y munido
com as operacgoes usuais de soma e multiplicacao por escalar. Se Y = K denotaremos o
espaco L(X,Y’) simplesmente por X'. As aplicacoes T € X serao chamadas de funcionais
lineares e o espaco X de dual algébrico de X.

O conjunto de todos as aplicacoes lineares continuas de X em Y serd denotado por
L(X,Y). Observe que £(X,Y) é um espago vetorial sobre o corpo K com as operagoes
usuais de fung¢oes. Quando Y = K, escreveremos L£(X,K) apenas por X*. As aplicacoes
T € X* serao chamadas de funcionais lineares continuos e o espago X* de dual topoldgico
de X, ou simplesmente dual de X.



1. Preliminares

Dizemos que os espacos normados X e Y sao isomorfos, quando existe uma aplicagao
linear continua bijetora T : X — Y tal que sua inversa T-! : Y — X (que é sempre
linear) é continua. A aplicagdo T acima é dita isomorfismo. Além disso, um isomorfismo
T : X — Y que é ainda uma isometria é chamado de isomorfismo isométrico e, neste
caso, os espacos X e Y sao ditos isomorfos isometricamente. Para provar que uma aplica-
cao T : X — Y & um isomorfismo isométrico, basta mostrar que 1" é linear, sobrejetora
e imersao isométrica, pois a funcao inversa T~! é claramente isometria (em particular,
T & continua).

Observacao 1.2.1. Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicacao linear 7': X — Y
é uma imersao isométrica se, e somente se, || T(x)|| = ||z|| para todo x € X. De fato,
suponha que T é imersao isométrica e seja x € X, entao

1T = T(x) =0l = [|T(x) = T(0)]| = d(T(x), T(0))
= d(z,0) = ||lz = 0| = [l].

Reciprocamente, assuma que ||7'(z)|| = ||z| para cada z € X. Assim, para quaisquer
x,x' € X, temos

d(T(z), T(2") = |IT(x) = T(@")|| = |T(x — 2)|| = [lv — || = d(z, "),
ou seja, T' ¢ uma imersao isométrica.

No teorema abaixo, vamos definir uma norma para o espaco L£(X,Y") e, ainda, apre-
sentaremos uma condicao suficiente para que este espaco seja Banach.

Teorema 1.2.1. Sejam X e Y espacos normados. Entao:

(a) A expressio
1T} = sup{|[T'(x)[l;x € X eflx]| <1}

define uma norma no espago L(X,Y);
(o) | T ()| <||T|||z|| para todos T € L(X,Y) e x € X
(c) Se Y for Banach, entao L(X,Y) também é Banach.

Demonstrag¢do. Ver [10, Teorema 2.1.4]. O

Definigao 1.2.2. Uma aplicacao T' € L(X,Y) é chamada de posto finito quando a di-
mensao do espacgo da imagem I'm(T') é finita.

A seguir, veremos um exemplo importante de operador linear continuo de posto finito.
Exemplo 1.2.1. Para quaisquer X e Y espacos normados, ¢ € X* e y € Y, operador

pRYy: X — Y
r — py(r)=p(r)y

¢ linear, continuo, de posto finito e || ® y|| = [|¢[|||ly||. De fato, tomando z,2" € X e
A € K, segue que ¢ ® y € linear, pois

pRy(Ar+a') = p(Ar+2")y = (Ap(x) +o(2')y = Ap(2)y+e(@)y = Ap@y(z) +py(a’).

6
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J& que ¢ ® y satisfaz

lp @ y@)l = lle@)yll = le@)llyll < lelllzlliyll = lelllyll]

para cada z € X, segue que ¢ é continua. Além disso, como ¢ ® y(x) esta contido do
subespaco gerado por y, que tem dimensao 1, obtemos que ¢ ® y ¢ um operador linear
continuo de posto finito. Por fim, vale a igualdade ||¢ ® y|| = [|¢||||y||, pois

le @yl = sup [l¢@y(x)|| = sup [|o(x)yll = sup |[o(x)|lyll = eyl

=<1 =<1 =<1

Apresentaremos agora alguns resultados da Analise Funcional que serao citados neste
trabalho.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espaco vetorial sobre o
corpo dos numeros reais e p: X — R uma func¢ao que satisfaz:

e p(z+vy) <plx)+ply) para todos x,y € X;
e p(ax) = ap(x) para quaisquer v € X e a > 0.

Sejam F' um subespaco vetorial de X e fo: F' — R um funcional linear tal que fo(z) <
p(z) para todo x € F. Entao, existe um funcional linear f : X — R que estende fy (isto
é, foly) = f(y) para todoy € F) e satisfaz f(z) < p(x) para qualquer x € X.

Demonstragdo. Ver [10, Teorema 3.1.1]. O

Corolario 1.2.1. Sejam F um subespaco de um espago normado X sobre K =R ou C
e p: F — K um funcional linear continuo. Entao, existe um funcional linear continuo
¢ : X — K cuja restricao a F coincide com ¢ e ||| = |l¢]|-

Demonstragdo. Ver [10, Corolério 3.1.3]. O]

Corolario 1.2.2. Seja X um espaco normado. Para todo x € X, x # 0, existe um
funcional linear ¢ € X* tal que ||p|| =1 e p(x) = ||z||.

Demonstrag¢do. Ver [10, Corolario 3.1.4]. O
Corolario 1.2.3. Sejam X um espaco normado, X # 0, e v € X. Entao,

2] = sup{[p(2)[; 0 € X* e lpll < 1} = max{[p(z)[; o € X e o] =1},

Demonstragdo. Ver [10, Corolario 3.1.5]. O

Agora, vamos definir os espacos das sequéncias fortemente p-soméveis e fracamente
p-somaveis.

Defini¢ao 1.2.3. Sejam E espa¢o de Banach e 1 < p < co. Uma sequéncia (z;)5°, em
E ¢& dita fortemente p-somdvel se Y .2, ||z;||P < co. Denotaremos por £,(E) o espago de
todas as sequéncias fortemente p-somaveis em FE, ou seja,

lp(E) = {(%)i’il CE Y |l < OO} :

i=1

No espago £,(E), definimos uma norma por

1z Zallp = (ZH%IV)

7
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Definicao 1.2.4. Sejam E espago de Banach e 1 < p < co. Uma sequéncia (z;)2, em
E é fracamente p-somdvel quando Y~ |z*(z;)[? < oo para todo z* € E*, e indicaremos
por £,.,(E) o espago de todas as sequéncias fortemente p-soméveis em FE, isto é,

byl B) = {<xi>;:1 C B S ot (m)f < oo, Va' € E} .

=1

Em ¢,,,(F), definimos uma norma por

I(z)Eillpw = sup [l(2"(22) i lp-
l[z*]| g+ <1
Dos cursos de Andlise Funcional, provamos que os espagos ({,(E), |- |l,) ¢ ({pw(E), | -

||lp.w) sd0 de Banach. Adiante, veremos a classica Desiguldade de Holder para os espacos
de sequéncias {,(F).

Proposicao 1.2.1 (Desiguldade de Holder). Sejam E espago de Banach e p,pi,ps €
(0, 00] tais que % < p% + p%. Se as sequéncia (z;)32; C £y, (E) e ()2, C £, (E), entao
(2iyi)i2y C L,(E) e, além disso,

1 1

[ee) % oo P1 oo P2
D llwwlP ) < | D Ml > lwl™)
=1 =1 =1

Demonstrag¢do. Ver [34, Teorema 1.1]. O
Abaixo, abordaremos um pouco da teoria das aplicacoes bilineares.

Definicao 1.2.5. Sejam X,Y e Z espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma aplicagao
A: X xY — Z é& chamada de bilinear se satisfizer, para cada z,2’ € X, y,y € Y e
rekK:

Quando K = R na defini¢do acima, o item (V') é simplesmente A(z, \y) = A\A(z,y).

Em outras palavras, uma aplicagdo A : X x Y — Z é bilinear se for linear em cada
uma das varidveis quando deixamos a outra variavel fixa.

Vamos denotar por B(X,Y;Z) o espago de todas as aplicagoes bilineares de X x Y
em Z munido com as operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar. Se Z = K
denotaremos o espago B(X,Y; K) simplesmente por B(X,Y) e chamaremos as aplicagoes
A € B(X,Y) de formas bilineares. Além disso, denotaremos por L(X,Y; Z) o espaco de
todas das aplicacoes bilineares continuas de X X Y em Z.

No teorema adiante, apresentaremos algumas condigoes equivalentes para uma aplica-
¢ao bilinear ser continua.

Teorema 1.2.3. Sejam X,Y e Z espacos normados e A : X XY — Z uma aplicacao
bilinear. Entao, sao equivalentes:
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(a) A é continua;

(b) A € continua na origem;

(¢) sup{ll A, )l 2]l < 1, Iyl < 1} < o0;

(d) Eziste uma constante C' > 0 tal que ||A(z,y)|| < Cllz||||y]| para todos z € X ey €Y.
Demonstragdo. Ver [10, Exercicio 2.7.25]. O

Definicao 1.2.6. Sejam F, F' e G espacos de Banach e A : E x ' — G um operador
bilinear. Dizemos que A é compacto, em simbolo A € Li(E, F;G), se A(Bg x Bp) é um
subconjunto relativamente compacto de G, ou seja, A(Bg x Br) é compacto em G.

A definicao acima é equivalente a dizer que a aplicagao A leva conjuntos limitados de
E x F em conjuntos relativamente compactos de G.

1.3 O Produto tensorial projetivo

O objetivo principal desta secao é apresentar o produto tensorial projetivo entre es-
pacos de Banach. De inicio, veremos o produto tensorial entre dois espacos vetoriais do
ponto de vista algébrico, onde definiremos os tensores elementares como aplicagoes linea-
res. Em seguida, vamos estudar uma forma simples de construir uma norma no produto
tensorial entre dois espagos de Banach. Tal norma serd chamada de norma projetiva. Por
fim, definiremos o produto tensorial projetivo entre espacos de Banach e, ainda, vere-
mos um dos principais resultados da teoria, que é a linearizagao das aplicacoes bilineares
continuas. Para a construcao desta se¢ao utilizamos as referéncias [13] 32].

Definicao 1.3.1. Sejam X e Y espagos vetoriais. Dados x € X e y € Y, denotaremos
por x ® y a aplicagdo dada pela avaliagdo de uma forma bilinear A € B(X,Y’) no ponto
(x,y) € X XY, isto é,

r®y:B(X,)Y) — K
A — (z2®y)(A) = Az, y).
A aplicacao r ® y é chamado de tensor elementar.

Observe que o tensor elementar x ® y € linear, pois dados A,C' € B(X,Y) e A € K|
temos

(z@Y)(A+XC) = (A+\CO)(z,y)

Az, y) + (AC)(z, y)
A(z,y) + A\C(x,y)

= (z®y)(4) + Az ®y)(C).

Definicao 1.3.2. Sejam X e Y espacos vetoriais. Definimos o produto tensorial de X e
Y, denotado por X ® Y, como sendo o subespaco do dual algébrico B(X, Y)/ gerado pelos
tensores elementares x ® y, com x € X e y € Y. Os elementos de X ® Y sao chamados
de tensores. Em simbolos, temos

X®Y =span{z®@y;ze X, yec Y}
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Logo, um tensor tipico u € X ® Y tem a forma
i=1

onden e NN\, e Ko, € Xyy;, € Yeir=1,2,...,n Veremos adiante que essa nao é a
unica forma de representar um tensor de X ® Y. Essa nao unicidade da representacao de
um tensor como combinacao linear de tensores elementares ¢ um fato delicado no estudo
da teoria de produto tensorial.

Seu =73 ", \z;®y; ¢ um tensor qualquer de X®Y ¢ A € B(X,Y), entdo a avaliacdo
de v em A é dada por

B (Z it @ yi) (A) = Z N AT, yi).- (1.3)

E importante ressaltar que o valor da expressio 1) independe da representacao escolhida
para o tensor u.

Nas duas proximas proposicoes veremos propriedades interessantes do produto tenso-
rial.

Proposicao 1.3.1. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K. Entao:

(a) (x14+22) Yy =121 Q@Y+ 23 ®y para todos 1,29 € X ey € Y
(b) 2® (y1 + y2) = ®y; + T @ yo para todos © € X e y;,y2 € Y;
() Mzey)=(M)@y=2® (\y) paratodos \ e K,z € X ey €Y
) @

(d) 7@0=0®y=0paratodosz € X ey €Y.

Demonstrag¢do. Ver [13, Proposicio 2.2|. ]

Usando o item da proposi¢ao anterior, podemos reescrever a representacao tipica
do tensor v € X ® Y dada em ((1.2) na forma

n

u = Z%@yi, (14)

=1

onde z; = \;x;. Sendo assim, podemos utilizar quaisquer uma das formas e
para representar um tensor u € X ® Y.

Como podemos saber se dois tensores sao iguais? Esta pergunta pode ser reduzida na
seguinte forma: como é possivel determinar se o tensor Z?:l T; ®y; € uma representacao
do tensor nulo? Para responder tal pergunta, teriamos que provar que Y ., A(z;,y;) =
0 para cada forma bilinear A € B(X,Y), o que seria uma tarefa muito complicada.
Felizmente, existem formas mais “simples” de fazer este procedimento, como podemos ver
na proposicao abaixo.

Proposicao 1.3.2. Sejam X e Y espacos vetoriais. As sequintes afirmagoes sao equiva-
lentes parau="> " ;,Qyu € X®Y :

(a) u=0;

10
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(b) > @(xi)p(yi) = 0 para todos p € X* e p € Y*;

(¢) > iy (xi)yi = 0 para todo p € X*;

(d) >0 xi¢(y;) = 0 para todo ¢ € Y.

Demonstrag¢do. Ver [32, Proposition 1.2]. O]

Agora, considere X e Y espacos de Banach. Para qualquer forma bilinear continua
A€ L(X,Y;K) temos que

[z @ y(A)] = [Alz, y)| < [[Allllz][[ly]l para todos z € X ey € Y.

E como esperarmos a continuidade dos tensores é natural esperarmos que um tensor
elementar satisfaca a seguinte desigualdade

|lz @ y|| < ||=|||]y]] para todos z € X ey € Y. (1.5)

Seja u € X ® Y um tensor qualquer. Entdo, se > "  2; ® y; ¢ uma representacio
de u, segue da desigualdade triangular e da desigualdade (1.5) que a noma de u devera
satisfazer

[l

Z i QY
i=1

= |11 @y + -+ 2, @yl
|21 @yl + -+ 20 @yl
zell[yall + -+ + [zl [|yall

n
> lzallllyall,
i=1

ou seja,

lall < > llzalllyill- (1.6)
i=1

Dessa forma, a desigualdade (L.6)) é valida para toda representacao u. Tomando o infimo
sobre todas essas possiveis representacoes de u, obtemos que

lull < inf{zszHHyiH;u:Z%®yz}- (1.7)
i=1 =1

Note que o zero é uma cota inferior para o conjunto do lado direito da desigualdade
acima, assim esse infimo estd bem definido. Na verdade, ele define uma norma em X ® Y.

Definicao 1.3.3. Sejam X e Y espacos de Banach sobre o corpo K. Seu e X ®Y é um
tensor qualquer, entao definimos a norma projetiva de u por

m(u) = inf{ZHwiHHyiH;u:Z%’z®yz}, (1.8)
i=1 i=1

onde o infimo é tomado sobre todas as possiveis representacoes de wu.

11
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A proposigao a seguir mostra que 7(-) é de fato uma norma no produto tensorial X @Y’
e, além disso, caracteriza o valor de 7(-) em cada tensor elementar.

Proposicao 1.3.3. Sejam X eY espacos de Banach sobre o corpo K. Entao, w(-) é uma
norma no produto tensorial X @Y e, para cada tensor elementar, vale m(x ®@y) = ||z||||y||
para todosx € X ey €Y.

Demonstracdo. Ver [32, Proposition 2.1]. O]

Vamos denotar por X ®,Y o produto tensorial X ® Y munido com a norma projetiva

7(+).

A seguir veremos alguns resultados pertinentes da teoria de produto tensorial.

Proposicao 1.3.4. Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensao finita. Entao, o produto
tensorial X ® Y € um espaco vetorial de dimensao finita.

Demonstrag¢do. Ver [13, Proposicao 3.3. O]

Corolario 1.3.1. Sejam X e Y espacos vetoriais normados de dimensao finita. Entao,
o produto tensorial X ®,Y € completo.

Demonstracao. Com efeito, pela Proposicao [1.3.4] segue que X ®, Y tem dimensao
finita e assim, pelo Teorema X ®,; Y é completo. m

Observacao 1.3.1. Se X e Y sao espacos vetoriais de dimensao infinita, entao o produto
tensorial X ®, Y nunca é completo, como podemos ver em [32, Exercise 2.5].

Pela observagao acima, o espaco X ®, Y nem sempre é completo. Dessa forma,
podemos considerar o seu completamento, que é denotado por X®,Y. Chamaremos o
espaco de Banach X®,Y de produto tensorial projetivo entre os espacos de Banach X e
Y.

Na proposicao abaixo, apresentaremos um operador linear continuo com a norma
projetiva que é definido a partir de dois operadores lineares continuos.

Proposicao 1.3.5. Sejam X,Y,W,Z espacos vetoriais normados ¢ S : X — W e
T :'Y — Z operadores lineares continuos. Entao, existe um unico operador linear
continuo S @, T : X®,Y — W&,Z tal que S @, T(z ®y) = S(z) @ T(y), para cada
reX eyeY, ewvale aigualdade ||S @, T = ||S|IT]|-

Demonstrag¢do. Ver [13, Proposicio 3.7|. ]

O teorema seguinte é o principal resultado desta secao e diz que as aplicacoes biline-
ares continuas estao associadas com as aplicagoes lineares definidas no produto tensorial
projetivo. Portanto, o produto tensorial projetivo é o espago vetorial que "lineariza” as
aplicacoes bilineares continuas.

Teorema 1.3.1. Sejam X,Y e Z espacos normados. Para cada aplicacao bilinear con-
tinua T : X xY — Z, existe uma unica aplicacdo linear continua Ty, : X®,Y — Z
satisfazendo Tr(x @ y) = T(x,y) para todos x € X ey € Y. Além disso, é um isomor-
fismo isométrico a correspondéncia T <— Ty entre os espagos normados L(X,Y;7Z) e

LX®:Y,Z).

Demonstrag¢do. Ver [32, Theorem 2.9. O
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1. Preliminares

Desse teorema segue a identificacao
LIX,)Y;2)=2L(X®,Y,Z)
e temos o seguinte diagrama comutativo

XxYy L.z

| A

X®,Y
onde a aplicacao
o: X XY — X®.Y
(z,y) > oa(z,y)=2®Y
age como uma aplicacao bilinear universal. A construcao feita acima diz que qualquer

aplicagao bilinear continua definida em X X Y é escrita como a composta de oo por uma
aplicacdo linear continua definida no produto tensorial projetivo X &, Y.

13



CAPITULO 2
ESPACOS DE FUNCOES LIPSCHITZ

Neste capitulo, estudaremos alguns conceitos e resultados relacionados a algebra de
Lipschitz. Mostraremos que o espago das fungoes Lipschitz limitadas e o espaco das fun-
¢oes Lipschitz que preservam ponto base sao espacos de Banach. Além disso, veremos qual
é a relacao entre esses dois espacos e, por fim, definiremos o espaco de Arens-Eells e pro-

varemos algumas de suas propriedades. Nossas principais referéncias foram os trabalhos
[10, 241, [30% 36].

2.1 Funcao Lipschitz

Nesta secao comecaremos com a definicao de fungao Lipschitz e de funcao que preserva
ponto base.

Defini¢ao 2.1.1. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espacos métricos. Uma fungao f: X — Y &
chamada de Lipschitz quando existe uma constante C' > 0 tal que

dy (f(2), f(y)) < Cdx(z,y) (2.1)

para todos x,y € X. A menor constante C que satisfaz a desigualdade acima é chamada
de nimero de Lipschitz (ou constante de Lipschitz) da fun¢ao f e denotada por Lip(f).
Equivalentemente, podemos definir o namero Lip(f) por:

L) — U@ )

z,ye X, x#y dX (ZE, y)

Quando Lip(f) = oo, dizemos que f nao é Lipschitz.

Toda fungao Lipschitz f : X — Y é uniformemente continua. De fato, dado qualquer

e > 0, basta tomar § = T > 0 e notar que se d(z,y) < d com z,y € X, tem-se

d(f(x), f(y)) < Lip(f)d(x,y) < Lip(f) d(z,y) = ed(x,y).

€
Lip(f)
Porém, a reciproca é falsa. Considere a funcao
f : [Oa 1] — [Oa 1]
x — f(z)=+v1—22

14



2. Espacos de funcoes Lipschitz

Note que f é uniformemente continua, ja que f é continua e esta definida no compacto
[0,1]. No entanto, como

1) — 1—-12 — /1 — 22
Litf) — s PO =S@I VI VT
z€[0,1) |1 — x| z€[0,1) 11—z
V1—a? V1—122y/1— 22
= sup ——— = sup

zefo,)) 1— zefo,)) L—x /1 — 22
(V1 — 22)? 1— 22
= sup = sup
zc01) (I —2)vV1—22  zepo) (1 —2)vV1 — 2?
(1—2)(1+x) (1+x)
= sup = sup —,
ceio,)) (1 —2)vV1—22  2ep01) V1 — 22
temos que f nao é Lipschitz, pois Lip(f) = oo quando = tende a 1.

No préximo teorema, veremos que se uma aplicagao é linear, entao ser uniformemente
continua é equivalente a ser Lipschitz.

Teorema 2.1.1. Sejam X e Y espacos normados sobre K e T : X — Y uma aplicacao
linear. Entao, sao equivalentes:

(a) T é Lipschitz;

(b) T é uniformemente continua;

(c) T € continua;

(d) T é continua em algum ponto de X;

(e) T é continua na origem;

(f) sup{[[T(2)[l;z € X eflz]| <1} < oo,

(g) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < Cllz|| para todo x € X.
Demonstrag¢do. Ver [10, Teorema 2.1.1]. O

Definigcao 2.1.2. Sejam X e Y espacos métricos pontuados, sendo ex e ey os pontos
bases de X e Y, respectivamente. Uma funcao f: X — Y preserva ponto base quando

flex) =ey.

Exemplo 2.1.1. Sejam X um espaco métrico e C' C X um subconjunto fechado. Entao,
a funcao
f: X — R
r — f(z) =d(z,C) = inf d(z,vy).

yel

¢ Lipschitz. Primeiramente, observe que f(z) = 0 se, e somente se, x € C. Tomando
x,y € X, a Proposicao garante que

[f(x) = f(y)| = ld(z, C) — d(y, C)| < d(x,y),

15



2. Espacos de funcoes Lipschitz

implicando que f é Lipschitz e Lip(f) < 1. Em particular, quando C' = {q} consiste de
apenas um ponto, a funcao f acima tem uma notacao especial, a saber

dg: X — R
r — dy(z) =d(z,q).

Temos ainda Lip(d,) = 1, pois, usando a Proposi¢ido m,

Lip(d,) = sup |dy () — dg(y)] |d(z,q) — d(y, a)| _ sup \d(z,y)|

= =1
z,yeX d(d/’? y) z,yeX d(l’, y) - z,yeX d(ZL’, y)

e como o supremo acima atinge o 1 quando y = ¢, concluimos que Lip(d,) = 1. Nos casos
em que assumimos X possuir um ponto base ex # ¢q e que 0 é o ponto base de R, essa
funcao d, nao preserva ponto base, pois

dy(ex) = d(ex,q) # 0.

Para definir uma nova funcao partindo de d, e que leve o ponto ex em 0, devemos subtrair
a constante d(ex, ¢) na definicao de d,. Sendo assim, obtemos a fungao

dg: X — R
r —> dy(z) =d(z,q) —d(ex,q).
Veremos agora trés proposicoes basicas sobre funcoes Lipschitz.

Proposigcao 2.1.1. Sejam X,Y e Z espagos métricos e f : X — Y eg:Y — Z
funcgoes Lipschitz. A composta go f: X — Z também € uma funcdao Lipschitz e

Lip(go f) < Lip(f)Lip(g).

Demonstracao. Como f e g sao Lipschitz, temos

d(f(x), f(2')) < Lip(f)d(z,2") e d(g(y),9(y)) < Lip(9)d(y,y')

para cada x,2’ € X ey, € Y. Segue que

d((go f)(x), (go f)(z) = d(g(f

Portanto, g o f é Lipschitz e ainda Lip(g o f) < Lip(f)Lip(g). O

Proposicao 2.1.2. Considere Y e Z espacos métricos completos e Yy um subconjunto
denso de Y. Se fo : Yo — Z € Lipschitz, entao fy tem uma unica extensao Lipschitz
f:Y — Z e, além disso, vale a igualdade

Lip(f) = Lip(fo).

Demonstracao. Por fy ser Lipschitz, sabemos que fy é uniformemente continua. Como
Yy é denso em Y, por [24, Proposi¢ao 10, Pagina 196| fo possui uma tnica extensao de Y
em Z que é também uniformemente continua. Dado qualquer a € Y, pela densidade de
Yo em Y, segue que existe uma sequéncia (y, )% ; em Y, que converge para a. Ja que toda
sequéncia convergente é de Cauchy, segue que (y,)>2 ; é de Cauchy e, pela [24, Proposigao
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

4, Pagina 18], a sequéncia (fo(y,))>, também ¢é de Cauchy em Z e, como Z ¢ completo,
(fo(yn))S2, converge em Z. Agora, tome uma outra sequéncia (y/,)°2; em Y, convergindo
para a. Seguindo o mesmo raciocinio acima, tem-se que (fo(y,,))s, C Z é uma sequéncia
de Cauchy que converge em Z. Dessa forma, segue que

lim fo(yn) = lim fo(yy,),
pois a continuidade da funcao distancia d garante que
d(hin fo(yn), lién folyp)) = hin d(fo(yn), fo(y},))
< lim Lip(fo)d(yn, v;,)
= Lip(fo)d(limy,,limy))
= Lip(fo)d(a,a) =0.
Com isso, podemos definir a extensao de fy por

f:y — 7
a —  f(a) =lim fo(yn),

sendo (y,)5,; uma sequéncia de Cauchy de Y, que converge para a € Y. Por fy ser
Lipschitz e considerando os pontos z,y € Y e as sequéncias de Cauchy (p,,)5%,, (¢n)5,
em Yp, com p, convergindo para z e ¢, convergindo para y, obtemos

d(f(x), f(y))

d (ligLn fo(pn), hin fo(%))
= liTan d(fo(pn), folqn))
Lip(fo) lim d(pn, gn)

= Lip(fo)d (li;bnpm lim qn)
= sz(fo)d(x,y),

IA

onde usamos novamente a continuidade da funcao distancia d. Com isso, f é Lipschitz
e Lip(f) < Lip(fo). Além disso, como f é extensao de fy, é claro que o dominio da f
possui mais elementos que o dominio da fy, donde segue que Lip(fy) < Lip(f). Portanto,
vale a igualdade Lip(fy) = Lip(f). O

Proposicao 2.1.3. Sejam X eY espacos métricos e f, f, : X — Y fungoes, comn € N,
tais que f, — f pontualmente. Entao,

Lip(f) < sup Lip(fn).

neN

Demonstragao. Como f, converge pontualmente para f, dados quaisquer z,y € X,
com x # y, vale que

lim f,(z) = f(z) e lim fo(y) = f(y).

Dai, usando a continuidade da funcao distancia d, tem-se

A @), fy) = d(lim fal@),lim faly)) =l d(fa(@), fuly).
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Dividindo ambos os membros das igualdades acima por d(z,y), segue que

W@ IW) A0
Wy T iy < sl

Por fim, tomando o supremo sobre x e y, concluimos que

Lip(f) < sup Lip(fn).

neN

[]

O exemplo abaixo mostra que, ao contrario do que acontece com func¢oes continuas,
as funcoes Lipschitz em geral nao podem ser “coladas”.

Exemplo 2.1.2. Considere os conjuntos
X, ={(t,0;0<t<1} e Xo={(t,t*);0<t <1}

do quadrado unitario em R? munidos com a métrica euclidiana. Defina X = X; U X5 e
considere uma funcao f pondo

f: X — R
(t,0) — f(t,0)=0
(t, %) — f(t,t%) =t.

Os conjuntos X; e X5 sao subconjuntos fechados de X e, além disso, f restrita a cada um
deles ¢ Lipschitz, pois dados os pontos (¢,0), (#,0) € X e (t1,1?), (t2,t3) € X5, tem-se

|f(t70) - f(t/70)| = ‘O - 0| < d((t70)7 (tlvo)) €

|t — o] = V/(t1 — £2)°
\/(tl —t9)? 4 (15 — 13)?
= d((t1,13), (ta, 12)).

|f(t,8]) — f(t2,13)]

IN

Por outro lado, f nao é Lipschitz, ja que considerando 0 < ¢ < 1, vale a seguinte desi-
gualdade

[f(,67) = f(£,0)] = [t—0]=[t| > || = /(t — 0)
= VIt =12+ (82 0) = d((t,*), (£, 0)).

2.2 Funcao Lipschitz a valores escalares

Na maioria dos resultados desta secao, o corpo escalar nao interfere, pois a conclusao
de cada resultado permanece a mesma. Porém, isso nao é sempre verdade, como veremos
no Teorema [2.2.1] e no seu Corolario 2.2.1 A nossa primeira proposicao relaciona as
funcoes Lipschitz com valores complexos com suas partes real e imaginaria.

18



2. Espacos de funcoes Lipschitz

Proposicao 2.2.1. Sejam X um espaco métrico e f : X — C wma fung¢ao Lipschitz.
Entao,

max{Lip(Ref), Lip(Imf)} < Lip(f) < v2max{Lip(Ref), Lip(Imf)},

onde Ref e Imf representam, respectivamente, a parte real e a parte imagindria da funcao
f. Em particular, f é Lipschitz se, e somente se, a parte real e a parte imagindria de f
sao também Lipschitz.

Demonstracgao. Inicialmente, vamos provar para qualquer z € C as seguintes desigual-
dades:

max{|Rez|, [Imz|} < |z| < V2max{|Rez|,|Imz|}. (2.2)
De fato, lembre-se de que
z=a+1ib com a,b€R, |z| = Va2 + b2, Rez=a e Imz=Dh.
Sem perda de generalidade, suponha que |a| < |b]. Assim,
b2 < Jal? + b2 = a2 + b% < B + b = 2 = 2|b|?
e aplicando raiz quadrada em ambos os membros das desigualdades acima, temos
b < Va2 + 52 < V2[b| = [Imz| < |2| < V2|Imz],

o que prova ([2.2). Agora, dados x,y € X, fazendo z = f(z) — f(y) em (2.2)) e dividindo
ambos os membros das desigualdades por d(z,y), obtemos

max{|Re(f(z) — W), [Im(f(x) = F)} _ |1(=) = f)l

d(x,y) d(z,y)
< ﬁmax{!ﬁ’e(f(w) — f)I, Im(f(x) — f(y)|}
B d(z,y) ’

que é equivalente a

(Ref(x) — Ref(y)| [Imf(x) — Imf)|\ _ 1/(x) — £(3)]
max{ i@y d@y) }S i) (23)
[Ref(x) — Ref(y)| |Imf(z) — Imf(y)|
R e e R

Com isso, tomando o supremo sobre os pontos z,y € X nas desigualdades acima, con-
cluimos que

max{Lip(Ref), Lip(Imf)} < Lip(f) < V2max{Lip(Ref), Lip(Imf)}.
Por fim, se f é Lipschitz, segue de que Ref e I'mf sao Lipschitz, pois
|Ref(z) = Ref(y)l < |f(z) = f(y)l < Lip(f)d(z,y) e

[Im[(z) = Imf(y)| < |f(z) = f(y)| < Lip(f)d(z,y).

Reciprocamente, suponha que Ref e Imf sao Lipschitz. Por (2.3)), pelo menos uma das
desigualdades abaixo é valida

|f(x) = F(W)| < V2|Ref(w) — Ref(y)| < V2Lip(Ref)d(w,y) e
f(x) = f(y)l < V2IImf(x) = Imf(y)| < V2Lip(Imf)d(z,y),
implicando que f é Lipschitz. O]
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

No exemplo abaixo, mostraremos que a igualdade na ultima desigualdade da Propo-
sicao pode ser atingida.

Exemplo 2.2.1. Considere a fun¢ao ¢ : R — C dada por ¢(t) = (1 +4)t. Observe que
¢ ¢ Lipschitz e Lip(¢) = v/2, pois
6(t) — () = (L + i)t = (L+ )t = [(L+40)(t = )| = [1 +d[|t — ¢
para cada t,t’ € R e, ainda,
t) — ot 1+t =+t
Lip(¢) = sup [6(t) = o(t))] q?< ) = sup it —#] p | =14 =vV12+12=V2.
t,t'eR |t —t ’ t,t'eR ‘t —t |

Assim, aplicando a Proposicao obtemos que as partes real e imaginaria de ¢ sao
Lipschitz e tém ntmero de Lipschitz igual 1, ja que

| Reg(t) — Reg(t')] t =1

Lip(Re¢) = su = su =1
N voer |t — T
e
: [Imo(t) — Ime(t')] it —at'| t —t']
Lip(Im¢) = sup = sup ——— = |¢| sup =1
mo) = o =] e ) T

As duas proximas proposicoes resumem as propriedades lineares e algébricas das fun-
coes Lipschitz a valores escalar. Ressaltamos que essas proposicoes também sao validas
para funcoes com valores em um espaco de Banach qualquer.

Proposicao 2.2.2. Sejam X um espaco métrico e f,q, f, : X — K func¢oes Lipschitz,
com n € N. Logo:

(a) A funcao N\f € Lipschitz e Lip(Af) = |\|Lip(f) para todo X € K;
(b) A funcao f+ g é Lipschitz e Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g);
(¢c) Se > ">, fn converge pontualmente, entao
Lip (Z fn> <Y Lip(fa).
n=1 n=1
Demonstracao. (a) Dados A € K e z,y € X, pelo fato de f ser Lipschitz, segue que
[(Af) (@) = (AW =[x f@) =X f(y)]
= [A(f(z) = f(v))]
= [Allf(z) = f()]

< [AlLip(f)d(z,y).

Assim, Af é Lipschitz e Lip(Af) < |A|Lip(f). Além disso, pelas defini¢des de Lip(f) e
Lip(\f), vale a igualdade na desigualdade anterior, pois

(M) (@) = (ANl p A-fl@) = A-Fy)]

L) = s =y SR T )
o M@ SO _ ) — )
z,yeX d(iL‘, y) r,yeX d(iL‘, y)
= Al sup FEIO i),
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

(b) Como f e g sao Lipschitz, para quaisquer z,y € X, tem-se

I(f +9)(z) = (f +9) ()] |f(z) +g(x) = fy) — 9(y)|
|f(@) = fy)| + |g(z) — g(y)]
Lip(f)d(z,y) + Lip(g)d(x,y)
= (Lip(f) + Lip(g))d(z,y).

Portanto, f + ¢ ¢ Lipschitz e Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g).
(¢) Primeiramente, defina

<
<

- k
f:an e, para cada k € N| ngan.

n=1 n=1

Como Y 07 | f, converge pontualmente, temos que gy — f pontualmente. Agora, pelo
item (b) acima e como Lip(f,) > 0 para cada n € N, segue que

Lip(gx) = Lip (Z fn> < Lip(fr) + -+ Lip(fi) = Y Lip(fa) <> Lip(f»),

o que significa que Y~ | Lip(f,) ¢ uma cota superior para o conjunto dos {Lip(gx) }ren-
Desse modo,

sup Lip(ge) < Y Lip(f,)-

keN -

Com isso e pela Proposicao [2.1.3] concluimos que

n=1

Lip (Z fn) = Lip(f) < iug Lip(gx) < Z Lip(fn)-
n=1 €

]

Proposicao 2.2.3. Sejam X um espago métrico e f,g : X — K funcoes Lipschitz e
limitadas. Logo:

(a) A funcdo fg € Lipschiz e, ainda, Lip(fg) < ||fllcoLip(g) + |g|loo Lip(f);
(b) Se |f(z)| > € >0 para todo x € X e todo € > 0 fizado, entdo a fungao

%:X—>K

O
v o— 5(@) = 15

€ Lipschiz e Lip (%) < %Q(f);

(c) Se diam(X) < oo, entdo o produto de duas funcées Lipschitz definidas em X e a
valores escalares é também Lipschitz.

Demonstracao. (a) Sejam quaisquer x,y € X, por f e g serem Lipschitz, segue que

[(f9)(x) = (fa)W)| = [f(z)g(x) — f(@)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(v)]
< [f(@)g(x) = f(@)gy)] +[f(z)g(y) — f(y)g(y)]

|f(z)(g9(x) — g(y)| + |9(y)(f (@) — f(y))]

|f(@)llg(z) — g(y)] + [gW)[|f(x) — f(y)]

[ fllscLip(g)d(z, y) + [|glloc Lin(f)d(z, y)

= ([ fllecLip(g) + llgllocLip(f))d(x, y).

IN
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Sendo assim, fg é Lipschitz e Lip(fg) < || flleoLip(9) + gl L(f)-
(b) Por hipotese, para cada = € X, tem-se

f(x)| > e>0= f(z) #0 e

L1
[f(x)] ~ €

Com isso e por f ser Lipschitz, temos

': ‘f(y)—f(ﬁc) _ @) = f)l _ Lip(f)d(z,y) _ Lip(f)
) f(y) [F@If)] €2 2

é Lipschitz e também

() <22

€

ie i)

com x,y € X, concluindo que %

(¢) Suponha que diam(X) < oo, entdo

3M >0 tal que sup d(x,y) < M.

z,y€X

Agora, considere as funcoes Lipschitz f,g : X — K. Observe que f é limitada, pois
tomando x € X e fixando f(y) € K para algum y € X, obtemos

| f(z)]| |f(z) = f(y) + [

|f(z) = FW)l+ ()]

Lw(f) (z,y) + ()
Lip(/)M + |f(y)| = C

Analogamente, tem-se que g é limitada. Portanto, pelo item (a) provado anteriormente,
a funcao produto fg: X — K é Lipschitz. O]

IA A IA

Se f,g : X — K sao fungoes Lipschitz ilimitadas, nao podemos garantir que o
produto fg seja também Lipschitz. Por exemplo, a funcao identidade idg : R — R,
dada por idg(z) = x, é claramente Lipschitz, porém a func¢ao produto

r — idi(z) = (idr(z))? = 2?

nao é Lipschitz, pois

d 'd2 ~d2 2 .2 _
o WOB@.IEG) =y e =)+ y)
z,yeR d(l‘, y) z,y€R |CL’ - y| z,yeER |l’ - y|
xr —yl||lr+
= sup —| yll Yl = sup |z +y| =
z,yER |ZL‘ - y| z,y€R

Dadas as fungoes Lipschitz f, g, f, : X — R, com n € N, usaremos a notagao

fVg =max{f, g} (jungdo), fAg=min{f, g} (reunido) \/ fo=supf,e /\fn = lerellg fu-

neN
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Proposicao 2.2.4. Sejam X um espagco métrico e f,q, f, : X — R funcoes Lipschitz,
comn € N. Entao, fV g e fNg sao Lipschitz e ainda

Lip(fV g) < max{Lip(f), Lip(g)} e Lip(f A g) < max{Lip(f), Lip(g)}

Além disso, se as aplicagoes \| f, e N\ fn sao finitas em todos os pontos, entiao \/ f, e
N fn sao Lipschitz e também

Lip(\/ f2) < swLip(f) e Lip (/\ £.) < sup Lip(f,).

neN neN

Demonstrag¢do. Primeiramente, considere h = fV g, a = max{Lip(f), Lip(g)} e fixe os
pontos p,q € X. Sem perda de generalidade, suponha que h(p) > h(q) e h(p) = f(p).
Dai, é claro que h(q) > f(q) e ainda

|h(p) — h(q)| < [f(p) — f(q)| < ad(p,q).

Logo, h é Lipschitz e Lip(h) < a, ou seja

Lip(fV g) < max{Lip(f), Lip(g)}-

Analogamente, temos que

Lip(f A g) < max{Lip(f), Lip(g)}-

Para mostrar as tiltimas desigualdades, observe que a jun¢ao e reuniao de uma familia
infinita sao limites pontuais das junc¢oes e reunioes de todas as subfamilias finitas. Assim,
usando a Proposicao obtemos que

Lip (\/ fn> < sup Lip(f,) e Lip (/\ fn> < sup Lip(fn)-

neN neN

[]

Os dois proximos resultados sao importantes na teoria Lipschitz, pois eles dizem que
as funcoes Lipschitz definidas em um subconjunto de um espagos métrico em K podem
ser estendidas para o espaco métrico inteiro. Além disso, quando K = R os nimeros de
Lipschitz da funcao e de sua extensao sao iguais e no caso em que K = C obtemos uma
desigualdade entre esses nimeros de Lipschitz.

Teorema 2.2.1 (Extensao de McShane). Sejam X um espago métrico, Xy um subcon-
gunto nao-vazio de X e fo: Xog — R uma funcao Lipschitz. Entao, existe uma extensao
Lipschitz f : X — R de fy tal que Lip(f) = Lip(fo). Se fo € limitada, entao existe uma
extensao Lipschitz g : X — R de fy tal que

Lip(g) = Lip(fo) € llgllec = [l folloo-

Demonstragao. Inicialmente, considere a aplicacao f : X — R dada por

f@) =\ (fol@)xx + Lip(fo)d,) (z)

q€Xo

onde xx € a funcao caracteristica de X. Vamos provar que f estende f,. Como fy é
Lipschitz, sabemos que

|fo(p) — folq)| < Lip(fo)d(p,q)
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

para cada p,q € Xy. Com isso,

fo(p) < folq) + Lip(fo)d(p,q)
= fo(@)xx(p) + Lip(fo)dy(p)
= (folq)xx + Lip(fo)d,)(p),

implicando que fy(p) < f(p) para todo p € Xy. Por outro lado, como

f(@) < fol@)xx(q) + Lip(fo)dy(q) = fo(q),

segue que f(q) < fo(q) para qualquer ¢ € Xy. Entao, vale a igualdade f = f, em Xj.
Agora, mostraremos que f é Lipschitz. Para cada ¢ € X, fixado, é claro a aplicacao
fo(q) + Lip(fo)d, & Lipschitz com

Lip(fo(q) + Lip(fo)dy) = Lip(fo),

ja que d, é Lipschitz e Lip(d,) = 1 pelo Exemplo . Sendo assim, a Proposicao m
garante que f é Lipschitz com Lip (f) < Lip(fo). Por outro lado, Lip (f) > Lip(fo), pois
f estende de fy. Portanto, vale a igualdade Lip (f) = Lip(fy), provando a primeira parte
do teorema. Para mostrar a parte final, vamos supor que f; é limitada. Assim, sejam
a = || fol| € a aplicacao

~— —

g: X — R
x +— g(z)=fNaxx.
Note que g estende fy, pois f(z) < a para cada x € X e, consequentemente, g = f em
Xo. Além disso, a Proposicao diz que g é Lipschitz e Lip(g) < Lip(f) = Lip(fo),
obtendo que
Lip(g) = Lip(fo),

ja que a desigualdade Lip(g) > Lip(fy) segue do fato de que g estende f;. Por fim,
pela defini¢do de g, temos que [|g|l < a = || foll €, como g estende fy, a desigualdade

lglloo = || folloo € clara, implicando que

glloc = 1l folloo-
O

O corolario abaixo diz que podemos estender fungoes Lipschitz a valores complexos e
que o nimero de Lipschitz nao é preservado.

Corolario 2.2.1. Sejam X um espagco métrico, Xy um subconjunto nao-vazio de X e
fo: Xo — C uma funcao Lipschitz. Entao, existe uma extensao Lipschitz f : X — C
de fy tal que Lip(f) < V2Lip(fy). Além disso, se fy € limitada, obtemos uma extenséo
Lipschitz g : X — C de fy tal que

Lip(g) < V2Lip(fo) € llgllo = Il folloc-

Demonstracao. De acordo com a Proposicao[2.2.1] as fungoes Refy e Im f sao Lipschitz
e também vale a desigualdade

max{ Lip(Refo), Lip(Imfo)} < Lip(fo). (2.4)
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Com isso, usando o Teorema [2.2.1) podemos estender Refy e Imfy para X, obtendo as
funcgoes Lipschitz Refy, Imfy : X — R tais que

Lip(Refo) = Lip(Refy) e Lip(Imfo) = Lip(Im.fy). (2.5)

Defina f : X — C como a funcao cujas partes real e imaginéria sao as funcoes ng/o
e Imfy. Sendo assim, a Proposi¢ao garante que f é Lipschitz e ainda, por 1) e

(2.4), temos que

Lip(f) < V2max{Lip(Refo), Lip(Imfo)}
= V2max{Lip(Refy), Lip(Imf)}
< V2Lip(fo).

Provaremos a parte final do Corolario. Supondo que fy é limitada, seja a = ||fo|l €
defina a aplicacao 7, : C — C por

[z, selz[<a
ma(2) = 1% selz| > a.

Com isso, ¢ claro que |m,(2)| < a para todo z € C e, além disso, 7, é Lipschitz com
Lip(m,) < 1, pois

e Para |z| <ae || <a,

Ima(2) = ma(2)] = |2 — 2.
e Para |z| > ae || > q,
a a a a a
|ma(2) — 7o (2))] = mz—mz' az—‘z—l|z' = mz'—z‘
< ‘—z’—z‘:\z'—z|:|z—z\.
e Para |z| >ae || <aq,
|0 (2) — o ()] = ’%'z—z' < ‘gz—z’ = |z — 2.

Agora, vamos definir a aplicacao g = m,of : X — C. Pela Proposi¢ao[2.1.1] g é Lipschitz
com

Lip(g) < Lip(ma)Lip(f) = Lip(f) < vV2Lip(fo).

Por fim, mostraremos que ||¢||c = ||fo]|co. Por um lado, segue claramente que
19]loc = l7ma © flloo = sup |mq o f(2)| = sup |ma(f(2))] < a = || fol|-
zeX zeX

Por outro lado, note que g estende fo em X, pois |fo(z0)| < a para qualquer zg € X e,
por isso,

9(20) = mq © f(20) = ma(f(20)) = ma(fo(20)) = fo(z0).
Portanto, ||¢]loc > ||folls, concluindo a igualdade ||g|lc = || fol]oo- O
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

O exemplo a seguir mostra que em geral nao podemos ter Lip(f) = Lip(fy) no caso
complexo.

Exemplo 2.2.2. Seja um conjunto com quatro elementos X = {p1,ps,ps, e} e defina
d(e,p;) = 1 para todoi =1,2,3 e d(p;, p;) = 2 para cada ¢ # j. Considere Xy = X —{e} e
fo : Xo — C a imersao isométrica que leva os pontos de X, nos vértices de um triangulo
equilatero de lado igual a 2. E claro que f, é Lipschitz e

. B [fo(pi) = folpj)l _ 2
Lip(fo) = pi‘;gj d(p:, p;) T2 L

Logo, a extensao f : X — C de fy com o menor nimero de Lipschitz aplica o ponto e no
centro do triangulo equilatero e tem Lip(f) = \%, pois a distancia do centro do triangulo

aos vértices desse triangulo é \% e, para cada i # j, temos que

F@—f)l _ 5 _ 2 ) —fw)l _2
d(e, pr) 1 3 d(pi, p;) 2

implicando que Lip(f) = \% Além disso, se f(e) for diferente do centro do triangulo,

teremos que a distancia de um dos vértices do triangulo ao ponto f(e) é maior que % e,

consequentemente, Lip(f) > \%

Esse exemplo mostra que no caso complexo, em geral, ndo podemos ter Lip(f) <
\%Lip(fo), mas, de acordo com o Corolario[2.2.1] sempre podemos ter Lip(f) < v2Lip(fy).
Esse fato nos remete a um problema mais geral que é o de determinar as melhores cons-
tantes para extensoes de fung¢oes de Lipschitz em espacos de Banach arbitrarios. Em |36,
Teorema 5.15] esta provado que a melhor constante para a extensao no caso C é %.

2.3 Espacos de funcoes Lipschitz particulares

O nosso objetivo nesta secao é estudar dois novos espagos fungoes vetoriais no contexto
Lipschitz, um formado pelas funcoes Lipschitz limitadas e o outro composto pelas funcoes
Lipschitz que preservam ponto base. Vamos mostrar que cada um desses espacos com uma
norma adequada sao espacos de Banach. Por fim, mostraremos que esses dois espagos sao
isométricos.

Definicao 2.3.1. Sejam X um espaco métrico e £ um espaco de Banach. Definimos por
Lip(X; E) o espaco de todas as fungoes Lipschitz limitada, e chamaremos esse espago de
espaco de Lipschitz. Em simbolo, temos

Lip(X;E)={f: X — E; féLipschitz e limitada}.

Definicao 2.3.2. Considere X um espaco métrico pontuado e E um espaco de Banach.
Definimos por Lipy(X; E) o espaco de todas as funcoes Lipschitz que preservam ponto
base, ou seja,

Lipg(X; E) ={f: X — E; fé Lipschitz e f(ex) = 0}.
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Em particular, quando £ = K denotamos Lip(X;K) e Lipy(X;K) apenas por Lip(X)
e Lipy(X), respectivamente. Além disso, vamos usar a notagao Lipo(X) = X# e quando
queremos especificar o corpo escalar das funcoes Lipschitz nos espacos acima, escrevemos

Lip(X;R), Lip(X;C), Lipo(X;R) ou Lipy(X;C).

As proximas duas proposi¢oes mostram que podemos munir os espacos Lip(X; E) e
Lipy(X; F) com normas especificas, tornando-os espagos vetoriais normados.

Proposicao 2.3.1. A funcao
Lip(-) : Lipo(X; E) —>
f— Lip(f)

define uma norma no espago Lipy(X; E).

Demonstracdgo. Dados A € K e f,g € Lipy(X; FE), seguindo os mesmos passos da
demostracao da Proposicao [2.2.2] concluimos que

Lip(Af) = [A|Lip(f) e Lip(f+g) < Lip(f) + Lip(g).
Dai, para mostrar que Lip(f) é uma norma em Lipy(X; E), devemos provar que
Lip(f) >0 e Lip(f) =0<= f=0.

De fato, se f € Lipy(X; E) e z,y € X, entdo d(z,y) > 0e d(f(x), f(y)) > 0. Assim,

Suponha agora que Lip(f) = 0. Por f ser Lipschitz, para todos x,y € X, obtemos

0 <d(f(x), f(y)) < Lip(f)d(z,y) = 0d(z,y) = 0,

implicando que
d(f(x), f(y) =0 = f(x) = f(y).

Em particular, como f preserva ponto base, obtemos
flz)=fle)=0= f=0.

Reciprocamente, suponha que f = 0. Logo, f(x) = f(y) = 0 para quaisquer z,y € X e,
com isso, para todo M > 0 vale a desigualdade

d(f(z), f(y)) = 0< Md(z,y).

Sendo assim, a menor constante que satisfaz a desigualdade acima é o zero, ou seja,
Lip(f) = 0. Portanto, Lip(f) é uma norma no espago Lipy(X; E).
m

Como o numero de Lipschitz de qualquer fungao constante é zero, segue que Lip(-) nao
¢ uma norma em Lip(X; E), mas Lip(-) é uma semi-norma nesse espago. Além disso, o
niamero de Lipschitz pode ser usado para definimos uma norma em Lip(X; F), conforme
veremos na proposicao seguinte.
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Proposicao 2.3.2. No espaco Lip(X; E), a expressao

£l = max{][flleo, Lip(f)}

define uma norma, denominada de norma Lipschitz.

Demonstragdo. Para qualquer f € Lip(X; E), temos || f|loc > 0 e Lip(f) > 0. Assim,

/1|2 = max{[| f[loc, Lip(f)} = 0.
Suponha que || f||z = 0, entao
[fllc =0 e Lip(f) =0= f=0.
Reciprocamente, se f = 0, é claro que

[fllse =0 e Lip(f) = 0= |[fll = 0.

Para todos A € K e f € Lip(X; E), segue, analogamente a demostracao do item (a) da
Proposicao 2.2.2] que Lip(Af) = |\ Lip(f) e , pelo fato de || - ||oc ser uma norma, temos

Al = max{[[Aflloo, Lip(Af)} = max{[A[[[flloo, [N Lip(f)}
= [N max{]| fllo, Lip(f)} = [Alllf]]z-

Finalmente, vamos provar a desigualdade triangular. Dadas f,g € Lip(X;FE), como
| |ls € uma norma e de forma semelhante a demostragio do item (b) da Proposi¢io[2.2.2]
obtemos

1+ glle < Iflloe + ll9lloc € Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g).

Consequentemente,

1f+glle = max{[|f + glleo, Lip(f + 9)}

max{|| flloc + [|glloc, Lip(f) + Lip(g)}
max{|| f[leo, Lip(f)} + max{|[g|lcc, Lip(g) }
£l + llgllz-

IAIA

Portanto, || - | ¢ uma norma em Lip(X; E). O

Agora, ja que sabemos que Lip(X; E) e Lipy(X; E) sao espacos normados, o leitor
poderia questionar se esses espagos sao de Banach com suas respectivas normas. Veremos
nos dois préoximos teoremas que a resposta para tal questionamento é verdadeira.

Teorema 2.3.1. Para qualquer espaco métrico X e qualquer espagco de Banach E, o
espaco (Lip(X; E), | - ||L) é Banach.

Demonstragdo. Vamos usar o Teorema Seja (fn)pe, uma sequéncia em Lip(X; E)
tal que > >° || fnllz < co. Nosso objetivo é provar que a série » | f, ¢ convergente na
norma Lipschitz || - ||z. Como || fulloe < [|fullz € Lip(fn) < || fullz para cada n € N, tem-se

D Mfalloe <D Mfalle <00 ¢ Y Lip(fa) <Y Ialle < oo,
n=1 n=1 n=1 n=1
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

implicando que as séries Y " || fulloo € D02, Lip(f,) sdo convergentes. Com isso, a série
>-0° | fa converge pontualmente, pois

<D M@l <Y I alloos (2.6)

para cada x € X. Assim, a funcdo f : X — E dada por f(z) = > 7, fu(z) esta bem
definida. Mostraremos que f € Lip(X; F). Primeiramente, note que f é limitada, pois

00
<D falloe
00 n=1

para qualquer z € X. Por outro lado, como f,, é Lipschitz para todo n € N, obtemos

_ an(x' an n
< Y alw) = fala)]] < [Z Lip(fn)] d(z, z'),

para todos z,2’ € X. Consequentemente, f é Lipschitz e Lip(f) < > >, Lip(f,), ou
seja, f € Lip(X; F). Agora, para cada k € N, considere g, = Zizl fn. Claramente, gy
é Lipschitz para todo £ € N, uma vez que g, é a soma finita de funcoes Lipschitz. Por
(2.6), para cada x € X, concluimos que a série Y~ || f(x)| converge. Além disso, como
a série >~ Lip(f,) também converge, para qualquer € > 0 dado, existem ny,ny € N tais
que

If @I < 1l =

1f () = f@I =

pORIFACIE

n=ni

Z Ifn ()]l

n=ni

<5 e Zszfn <3

n=nsg

para todo x € X. Tomando k = max{n;,ny} € N, temos

ann ||<—eZszfn 5

para cada x € X, e desse modo,

> ) = 3 ute)

1/ = gkllo = sup|[f(z) — gr(@)|| = sup
zeX reX

= sup Z fal@)| < sup Z Ifa(@)l < 5 <
R | P —k+1
e ainda
o) k oo oo p
Lip(f —gx) = Lip (Z fo = Zn) = Lip ( > fn> < D, Lip(fa) <5 <e
n=1 n=1 n=k+1 n=k+1
Logo,
1f = gklloo — 0 e Lip(f —gx) — 0= [|f — gl — 0
e, portanto, >~ f, converge para [ na norma Lipschitz || - ||1. O
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Teorema 2.3.2. Para qualquer espaco métrico pontuado X e qualquer espaco de Banach
E, o espago (Lipo(X; E), Lip(-)) é Banach.

Demonstragao. Pelo o Teorema considerando qualquer sequéncia (f,)3%; em
Lipy(X; E) tal que > 7 Lip(f,) < oo, temos que provar que a série >~ f, ¢ con-
vergente com a norma Lip(-). Para isso, como

[fn() | = lfn(z) = fule)ll < Lip(fn)d(z,€)

para todos x € X e n € N, segue que

Z [ fu(2)]| < [Z Lip(fn)] d(z,e) < oo.

Assim, a série Y >° | || fn(x)]| é convergente para cada x € X, implicando na convergéncia
pontual da série Y >°, f,. Dai, podemos considerar a fungao f : X — E dada por

f(z) =327, fau(z). Note que f € Lipy(X; E), pois

fle)=> fule)=>_0=0

e também

If(z) = fO =

Y @) =Y fald)

< D Ifale) = ful@)] <

D fal@) = fuld)

Zsz(fn)] d(z,z') < 0o

para todos z,2’ € X. Agora, vamos mostrar que » - f, converge para f na norma
Lip(-). De fato, defina g, = ZZ:1 fn € observe que g, € Lipy(X;E), porque g é a
soma finita de fungbes em Lipy(X; E). Ja que a série >~ Lip(f,) é convergente, dado
qualquer € > 0, podemos encontrar ng € N tal que

D Lip(fa) < e
n=~k

para todo k > ng. Com isso,
o0 k ) o0
Lip(f — gi) = Lip <Z fo = Zn) = Lip ( > fn> < > Lip(fa) <e
n=1 n=1 n=k+1 n=k+1
Portanto, > 7, f, converge para f com norma Lip(-). O

Vamos apresentar agora alguns resultados tteis para relacionarmos os espacos Lip e
Lipy. Para isso, comecaremos com o seguinte lema.

Lema 2.3.1. Sejam Yy um espaco métrico e Y o completamento de Yy. Se hy € Lip(Yy),
entdo existe uma Unica extensao h € Lip(Y') com ||hol|r = ||h]|z-
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Demonstrac¢do. Dada qualquer hy € Lip(Yy), a Proposigao garante que hy possui
uma unica extensao Lipschitz h : Y — K satisfazendo

Lip(ho) = Lip(h). (2.7)

Mostraremos que h € Lip(Y') e ||ho|loc = ||||o- Para isso, sejam a € Y e uma sequéncia
()22, em Y, que converge para a. Entdo,

(@) = [h(lim 2, )| = lim [A(z,) | = lim |ho(2)] < [lholloc,
o que significa que h € Lip(Y') e
[12lloe < [1P0]loc- (2.8)
Para provar a desigualdade contraria, tome qualquer x € Yj e note que
ho(z)] = [h()] < [l

Logo, ||hollee < ||h]le €, por (2.8), vale a igualdade ||hg|loe = ||h]|co- Portanto, segue de

2.7) que
[hollz = [[A]|-

]

Proposicdo 2.3.3. Considere os espacos métricos (X,d), Yy = (X,d) com a métrica d’
definida por
d'(z,y) = min{d(z,y), 2}

e (Y,d) o completamento de Yy. Entao:

(a) Lip(X) e Lip(Yy) sao isomorfos isometricamente;
(b) Y € Ma;

(c) Lip(Yy) e Lip(Y) sao isomorfos isometricamente;
(d) Lip(X) e Lip(Y) sao isomorfos isometricamente.

Demonstrac¢do. (a) Primeiramente, denotaremos por Lipy(f) e Lipy(f) o ntmero de
Lipschitz da funcao f em relagao aos espacos X e Y, respectivamente, e também deno-
taremos por || f]/zx e ||f||zy, norma de Lipschitz da funcao f em relacdo aos espacos
Lip(X) e Lip(Yp), respectivamente. Vamos mostrar que Lip(Yy) = Lip(X). Por um lado,
Lip(Yy) C Lip(X), pois dada f € Lip(Yy) e pontos x,y € X, tem-se que f é limitada e
também

[f(2) = f(W)l < Lipa (f)d'(z,y) < Lipa(f)d(x,y),

ou seja, f € Lip(X) e ainda Lipy(f) < Lipy(f), implicando que

[fllzx < fllzve- (2.9)

Por outro lado, tomando f € Lip(X) e z,y € X, segue que f é limitada e temos duas
possibilidades:

e Se d(z,y) <2, entao d'(z,y) =d(z,y) e
() = f()| < Lipa(f)d(w,y) = Lipa(f)d'(z,y) < [|fllcxd (z,y).
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e Se d(z,y) > 2, temos d'(z,y) =2 e
[f(@) = F W < F@I+ [F W] < 1 lloe + 1 o0 = 201 lloe < I llz.xd (2, ).
Dai, vemos que f € Lip(Yy) e Lipa(f) < ||f|lz.x, concluindo que Lip(X) C Lip(Yp) e

1fllye < [[fllz.x- (2.10)

Sendo assim, vale a igualdade Lip(Yy) = Lip(X) e, com isso, esta bem definida a aplicagao

identidade
i: Lip(Yy) — Lip(X)

fo— i) =17

E claro que i é uma bijeco linear e, além disso, i é isometria por e . Logo, os
espagos Lip(X) e Lip(Yy) sao isomorfos isometricamente.

(b) Ja que Y é completo, basta mostrar que d(z, y) < 2 para cada z,y € Y. Considere
quaisquer x,y € Y, logo existem sequéncias

()22, (Yn)ooy € Yy tais que limz, =z e limy, =y.

Com isso, pela continuidade da métrica d em Y, obtemos
d(z,y)=d (hm Ty, lim yn) = limd(z,, yn) = im d (2, yn) < 2.

Portanto, Y € M,.
(¢) De acordo com o Lema podemos definir a aplicacao

®: Lip(Yy) — Lip(Y)
ho — @(h(])zh

e também vale a igualdade
1@ (ho)llz = [[Rll = [|hol|z- (2.11)

Afirmamos que ® é linear. De fato, dados A € K e hy, fo € Lip(Yy), segue que \fy+ hg €
Lip(Yy). Assim, existem h, f, P € Lip(Y) tais que ®(hg) = h, ®(fo) = f e D(Afo+ ho) =
P. Com isso, considerando a € Y e uma sequéncia (z,,)5°, em Y, que converge para a,
temos

(Af+h)(a) = Af(a)+ h(a) = Af(limz,) + ~(limz,)

= Aim f(z,) + lim h(z,) = Alim fo(x,) + lim ho(z,)

= lim(Afo + ho)(x,) = lim P(z,,)

= lim P(limz,) = P(a)
e segue que A\f +h = P, ou seja, A®(fo) + ®(hg) = ®(Afo + ho). Agora, provaremos que
® é sobrejetiva. Sejam f € Lip(Y) e a aplicagao

f() Yy, — K
y — foly) = f(y).
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Observe que fy é Lipschitz, ja que fy é a restrigdo da fungao Lipschitz f em Y;. Além
disso, fy é limitada, pois

[fo)l = [F )] < [ /]l

para cada y € Y. Sendo assim, fy € Lip(Yy). Para provar que ®(fy) = f, vamos denotar
por ®(fy) = F e mostraremos que F = f. Para isso, sejam a € Y e uma sequéncia
()5, em Y, que converge para a, entao

F(a) = F(liyrln Tn) = liyrln F(z,)
= hrrln fO(mn) = hfln f(xn)
~ fllims,) = (o)

implicando ®(fy) = F = f como queriamos. Portanto, por (2.11)), ® é uma isometria,
concluindo que ® é isomorfismo isométrico.
(d) Segue diretamente dos itens (a) e (¢) acima. O

A Proposigao garante que qualquer funcao Lipschitz limitada definida em um es-
paco métrico e tomando valores em K pode ser vista como uma funcao Lipschitz limitada
definida em um espaco métrico completo de My em K.

Veremos abaixo que qualquer espago métrico X em M, pode ser mergulhado isome-
tricamente em Lip(X)*. De fato, dado um espago métrico (X,d) em My e um ponto
p € (X,d), segue da definicao de d' que d = d'. Assim, podemos assumir p € (X,d') e
considerar a aplicacao

p:Lip(X) — K
o= p(f) = f(p),

chamada de “avaliagao em p” . Note p tem as seguintes propriedades:
e p é linear.
De fato, para quaisquer a € K e f, g € Lip(X), temos

A

plaf+g) = (af +9)p) = (af)(p) +9p) = af(p) + 9(p) = ap(f) + p(g)-

e p é limitada.
Seja f € Lip(X) e fixe arbitrariamente ¢ € X. Logo, por f ser Lipschitz, tem-se

p(f)] [f @)l = [f(p) = f(a) + f(q)]

< |f(p) = f(@|+1f(9)]
< Lip(f)d'(p,q) + Il
< | flled (p.q) + N1 fllz
= (1+d®)lflle

< (T+2)1flle = 3l fllz-

e [Ipll =1
Como |f(z)| < ||f||z para cada f € Lip(X) e x € X, segue que

1ol = sup [p(f)] = sup |f(p)| < sup ||fllr <1
IflL<1 IflL<t IfllL<1

Por fim, considerando f = 1, é claro que f € Lip(X) e ||f||z = 1, implicando que
B[l = 1.
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Além disso, por [36, Pagina 43| constatamos a igualdade ||p — §|| = d'(p, ¢). Concluimos,
entao, que a aplicacao
¢: X — Lip(X)*
p — op)=p
estd bem definida e é uma imersao isométrica, que aplica qualquer ponto de X € My na
esfera unitaria do espaco de Banach Lip(X)*.

Considerando um espaco métrico X € Ms, podemos adicionar um ponto base ficticio
e a X tal que d(x,e) = 1 para todo x € X. Assim, denotamos o espa¢o métrico pontuado

resultante por X°¢, isto é,
X=X U{e},

e tem-se X¢ € MoNMa,. No proximo teorema, veremos que os espacos Lip(X) e Lipg(X€)
sao indistinguiveis do ponto de vista métrico.

Teorema 2.3.3. Seja X € Msy. Entao, Lip(X) e Lipy(X°®) sao isomorfos isometrica-
mente.

Demonstrac¢do. Dada f € Lip(X), considere a extensao de f em X¢ dada por

Ty X — K
r —> Ty(x)
e — Ty(e)

f(x)
0.

E claro que T preserva ponto base e ainda T é Lipschitz, j& que

Ty (x) = Tr(y)l = |f(2) = fF(y)l < Lip(f)d(z,y) < |[fllrd(z,y)

Ty () = Ty(e)| = [Ty(x) = 0 = [f(@)] < [|flloct < [ Fld(,€)

para todos z,y € X. Logo, Ty € Lipy(X°®) e Lip(Ty) < ||f|l.. Para provar a outra
desigualdade, observe que Lip(f) < Lip(T¥) e || f|l < Lip(T}), pois

Liplf) = suwp |f<9;>(; yf)<y>| - |Tf<z>(;yT>f<y>|
< ap BTG _ 1o

e, para cada r € X, tem-se
[f(@)] = [f(x) = O] = [Ty(x) = Ty(e)| < Lip(Ty)d(z,e) = Lip(Ty),
implicando que

[ flloo = Sup |f(z)| < Lip(Ty).

Logo, ||fllL < Lip(Ty) e, consequentemente,

[fllz = Lip(Ty). (2.12)
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Com isso, estd bem definida a aplicagao

T: Lip(X) — Lipy(X°©)
[ T(f) =Ty

Vamos provar que T é linear. Para isso, sejam f,g € Lip(X), A € Ke z € X, entao
Taprg(e) =0=X0+0= NI}y(e) +T,(e) = (NTf+T,)(e)
e ainda
Thprg(z) = Af+9)(x) = (M) (@) +9(z) = Af(2)+9(x) = ATp(2) +Ty(x) = (ATp+T,)(x),
o que significa que Thyy, = NIy + T, ou seja,
TS +9) =AT(f) +T(9)-

Agora, note que T é sobrejetiva, pois para qualquer g € Lipy(X°¢) a funcao h : X — K
dada por h(z) = g(z) para todo x € X satisfaz T'(h) = g. De fato, claramente h é
Lipschitz e, ainda, h é limitada, ja que

()| = [g(z) — 0] = |g(x) — g(e)| < Lip(g)d(x,e) = Lip(g),
para qualquer z € X. Entao, h € Lip(X) e
Trh(e) =0=g(e) e Ty(z) = h(z) = g(x) para todo = € X,

implicando que Tj,(z) = g(z) para cada x € X, ou seja, T'(h) = T}, = g. Por fim, segue
de (2.12) que T & uma isometria, pois

Lip(T(f)) = Lip(Ty) = || f -
Portanto, os espagos Lip(X) e Lipy(X€¢) sdo isomorfos isometricamente. O

O Teorema diz que qualquer aplicacdo de Lip(X), com X em Ms,, pode ser
considerada como uma aplicagao de Lipy(X€) e, ainda, a reciproca continua valida. Com
isso, segue da Proposicao que os espacos Lip(-,K) sdo casos especiais de espacos
Lipo(+,K). Além disso, segue do Teorema que || - ||z ¢ um boa norma no espago
Lip(X) para qualquer espago métrico X, pois || - ||, é essencialmente um caso especial da
norma Lip(-) no espaco Lipy(X€). A contribuic¢ao de || ||« na norma sobre Lip(X) pode
ser considerada como uma parte extra do nimero de Lipschitz decorrente do fato de que
f desaparece em um ponto base ficticio, que tem distancia igual a 1 em relagdo a todos
os elementos de X.

2.4 O espaco de Arens-Eells

Agora, dado um espaco métrico pontuado X e um espaco de Banach E| iremos apre-
sentar uma constru¢ao do pré-dual de Lipy(X ), ou seja, vamos definir um espaco tal que
seu dual seja isometricamante isomorfo ao espa¢o Lipg(X). Além disso, veremos que esse
novo espaco apresenta propriedades importantes, como linearizar as aplicacoes Lipschitz
pertencentes a Lipo(X, E). A referéncia principal desta se¢ao é o livro [36].
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Definicao 2.4.1. Sejam X um espaco métrico. Uma molécula de X é uma fungao
m:X — R

que apresenta valores nao nulos em um conjunto finito e satisfaz
E m(z) = 0.
zeX

Vamos denotar por M(X) o conjunto de todas as moléculas de X. Definimos uma
relacao entre as fungoes f : X — K e as moléculas m de X por

= Z flz)m(x

zeX

Dados p,q € X, definimos uma molécula elementar my, por

Mpq = X{p} — X{a}>

onde Xy} € X{q 530 as fungbes caracteristicas dos conjuntos unitarios {p} e {q}, respec-
tivamente.

Pela definicao acima, para quaisquer p,q,r,x € X, obtemos:

1, sex=p

o Mmy(z) = X{p}(l’) — X{q}(x) = —1,sex =q
0, caso contrario

o My (%) =g (2) = Xp3(2) = X} (2) = X1} () + X1 (2) = X3 (2) = X} () = Mg ().

Observacao 2.4.1. Toda molécula pode ser escrita como combinacao linear de moléculas
da forma m,,, ou seja, tomando m € M(X), podemos encontrar n € N, pontos x;,y; € X,
escalares adequados o; € K, ¢ = 1,---,n, tais que

n
m = g O, -
i=1

Lema 2.4.1. Sejam X um espagco métrico, f : X — K uma fun¢ao Lipschitz e m =
Yo @My, uma molécula de X. Entao,

|(f,m)| < Lip(f Z il (i, ).

Demonstracao. De fato, basta notar que

=X D f@)aima,, (@)

zeX 1=1

)| < Z vl [ f (i) = [ (w3)]

n

Z fxi)ai — fyi) e

i=1

|<f7m>‘ = ’<fazalmfrzyz>
i=1

n

> ailf(w) -

=1

> lalLip(f)d(zi, y:) = Lip(f Zlaz|dxz,yz
=1

IN
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Considere agora uma molécula m € M(X) e definida o nimero

ml g x) = inf {Z |ai|d(zs, yi); m = Zaim:ciyi} ) (2.13)
=1 1=1

onde o infimo acima é aplicado sobre todas as representacoes possiveis da molécula m.

Note que [|m|| g5 x) ¢ sempre finito, pois a Observagao [2.4.1] garante que cada molécula

tem pelo menos uma representagao como combinacao linear das moléculas elementares.

Além disso, o Lema [2.4.1) mostra que o infimo acima é diferente de zero quando m # 0.
A proxima proposicao diz que o espago (M(X), || - H}E(X)) ¢ um espaco normado.

Proposigao 2.4.1. Seja X um espagco métrico. A expressao dada em (2.13)) define uma
norma no espago M(X) e é chamada de norma de Arens-Fells.

Demonstrag¢do. Considere uma moléculam € M(X). Por 1D temos que [|m|| g ) =
0. Suponha que Hm||E(X) = 0 e tome qualquer € > 0, entdo podemos encontrar uma re-
presentacao de m dada por Y ., imy,,,, com escalares «; # 0 para todo i =1, -+, n, tal

que
n

Z |aild(zi, yi) < e.
i=1
Como a desigualdade acima é valida para todo € > 0, segue que

> aild(ai,yi) = 0 = d(wi,y:) =0 => 2, =gy comi=1,--- ,n=>m =0,
=1

Por outro lado, se m = 0, entdo m = " | Omy,,, e, por (2.13), tem-se

HOHE(X) =0.

Agora, dado qualquer A € K, tem-se Am = A" | aiMy,y, = D i AQiMy,y, €, com isso,

H)\mH}E(X) = inf {Z |Aa;|d(x;,y:); Am = Z)\aimmw}

i=1 i=1

= inf {|)\| Z la|d(x;, y3); Am = Z /\aimziyi}

i=1 i=1

= |\|inf {Z || d(zi, yi); m = Zaimxm}
i=1

=1
= Al -

implicando na igualdade [[Am/| g ) = [Al[[m|| g5 Por fim, sejam mi, mg € M(X) com

representacoes
T

S

my = Z QEMyp,q. € Mo = Z Bimyrqr-
k=1 =1

Vamos acrescentar, convenientemente, escalares nulos ay, multiplicados por moléculas ele-

mentares my, q, em mso e também escalares nulos £, multiplicados por moléculas elemen-

tares my o em my, fazendo com que os somatorios acima tenham a mesma quantidade de

parcelas e ainda as mesmas moléculas elementares. Assim, podemos escrever

n n
my = E Mgy, € Mo = E BiMia,y, -
i—1 i=1
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Com isso,
n

n n
my +mg = Z QiMagy; + Z /Blm%yz = Z(al + BZ)ml’zyl
=1 =1

i=1
e a desigualdade triangular segue por

Imy +moll gy, = inf{Z\aﬁﬁAd v, yi); m Zam” emy = Zﬁimziyi}
i=1

i=1

< inf {Z || (@i, i) + | Bild (i, ys) ;

=1

- Z QiMyyy; € M2 = Z ﬂ’mxlyl}
< mf{Z\az\d Ti,Yi); My = Zazmxlyl }
+1nf{z |ﬁz|d :L'“yZ T My = Zﬁzmxz% }

=1
< HmlHE(x)"i‘HmQHPE(X)

Portanto, || - H}E(X) ¢ uma norma em M(X). O

Definig¢ao 2.4.2. Dado um espago métrico X, denotamos por A(X) o completamento do
espago M(X) com a norma || - HPE(X)’ ou seja, A(X) = M(X) e é chamado de espago de
Arens-FEells.

Observagao 2.4.2. Sejam F um espaco de Banach e f : AE(X) — FE uma aplicacdo
continua. Entdo, é suficiente definir f apenas nos elementos de M(X). De fato, para cada
ponto p € A(X) podemos encontrar uma sequéncia (my)5>; em M(X) que converge para
p. Com isso, usando a continuidade da f, obtemos que

f(p) = f(hlfjn my) = li}gﬂ f(my).

Mostraremos no proximo teorema que o dual do espago A (X) ¢ isometricamente iso-
morfo ao espago Lipy(X), sempre que X for um espago métrico pontuado. Por isso, a
estrutura do espaco de Banach Lipy(X) ndo depende da escolha do ponto base, ja que a
construgao de F(X) nem mesmo requer um ponto base.

Teorema 2.4.1. Seja X um espaco métrico pontuado. FEntao A(X)* e Lipy(X) sdo
1somorfos isometricamente.

Demonstragdo. Primeiramente, considere a aplicacdo K : Lipy(X) — A(X)* dada
por K(f)(p) = lilgn<f, my), onde f € Lipy(X) e (my)52, C M(X) tal que p = liinmk.

Note que K (f) é linear para cada f € Lipo(X) fixado, pois
K(f)p+q) = lim(f, Ay, +mu) = lim > @) (g + my) ()

rzeX

= lmA Y flo)me(e) +lim )y f(z)m(z)

zeX rzeX

= AU ) + T ) = AK() () + K(f)(a)
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

para quaisquer A € K e p,q € H(X), com (mg)32, e (my)2; sequéncias em M(X)
satisfazendo p = liin my e q= lilm my. Além disso, dada m =) | aym,,,, uma molécula

de X, pelo Lema [2.4.7] tem-se

n

[(f;m)| < Lip(f) Z |ai|d(zi, yi)

=1

e, por definicao de infimo sobre todas as representacoes de m na desigualdade acima,
obtemos

(o] < Lip()Imll g (2.14)

Dessa forma, considerando p € A(X) e uma sequéncia (my)5>, C M(X) tal que p =
lilgn my, segue que

K@) = [Tl f.mi)] = lim |(f.my)
< h]?l Lip(f)HmkHPE(X) = Lip(f)HPHPE(X)-
Logo,
K(f) € E(X)" e [[K()| < Lip(f). (2.15)

Agora, vamos considerar a aplicacao

T:EX)* — Lipy(X)
o — T(p): X —K
> T(¢)(x) = (mye).

Dada ¢ € £(X)*, vejamos que T(¢) preserva ponto base e também ¢é Lipschitz. De fato,
T(¢)(e) = ¢p(mee) = #(0) =0

e, como HmeH}E(X) < d(z,y) para cada z,y € X, temos

T(0)(x) = T(P)(Y)] = |P(mae) = dmye)]

= |¢(mxe - mye)|

= [p(may)|
< @[yl
< [glld(z,y),
donde
T(¢) € Lipo(X) e Lip(T(¢)) < [|¢]|- (2.16)

Observe agora que T é linear, ja que tomando ¢,¢ € E(X)*, o € Ke z € X, temos

T(agp+9)(z) = (ad+1)(mae)

(@) (Mae) + 1P (Mie)
= () (Mae) + (V) (Mae)
= aT(¢)(x) + T(¥)(x)
= (aT(¢) +T(¥))(x),
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

implicando que T'(a¢ + ) = oT(¢) + T(¢)). Vamos mostrar que T ¢ sobrejetora. Para
isso, dada f € Lipg(X), considere a aplicacdo K(f) em AE(X)* e note que

T(K () (@) = K(f)(mae) = (frmae) = > [(p)Mac(p) = f(x) = fle) = f(x)

peX

para cada x € X, ou seja,

f=TK(f)) = (T o K)(f)- (2.17)

Agora, provaremos que 7' é uma isometria. Para isso, vamos mostrar inicialmente que 7" e
K sao inversas uma da outra. Por (2.17)), basta verificar que (KoT')(¢) = ¢. Considerando
¢ € B(X) em=)" aymyg,, uma molécula de X, temos que

(KoT)(¢)(m) = K(T(¢))(m)=(T(¢),m) = T(¢)(x)m(x

zeX

= YT (Z s, <x>) = > (T ) = T(0)w)

= Z 042 mmze (myl )) = Z az(¢(mm e myie))

= ¢ (Z aimxilﬁ) = ¢(m)

Com isso, pela Observacao concluimos que (K o T)(¢) = ¢. Finalmente, usando
(2.16) e (2.15)), concluimos que T é uma isometria, pois

Lip(T(9)) < |9l = (K o T)(@) || = [K(T (o)l < Lip(T(¢))

para qualquer ¢ € A(X)*. Portanto, T' é um isomorfismo isométrico. O]

Lema 2.4.2. Seja X um espaco métrico pontuado. Entao:
(a) meyHE(X) = d(z,y) para todos x,y € X;
(b) |- HE(X) ¢ a maior semi-norma no espago M(X) que satisfaz

meyHE < d(z,y) para todos z,y € X.

Demonstrag¢do. (a) Dados z,y € X, é claro que HmwaPE(x) < d(z,y) decorre da defi-
nigao de || - HE(X)' Por outro lado, o Exemplo diz que a aplicacao

d,: X — R

é Lipschitz com Lip(d,) = 1. Com isso, segue de ([2.14) que

[z )| < Lipld)may g0 = 7y
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Além disso, vale que |(d,, ma,)| = d(z,y), pois

(o)) = | du(p)may(p)
= D) _(dlp, ) — d(e, ))may(p)
— Zd(p7 x)mxy(p) — Zd(e,x)mxy(p)

|d(ZE, x)mxy(x> + d(y7 x)mmy(y) - d(e> x)masy(x) - d(67 x)mmy(y)‘
= |0—d(y,z) —d(e,x) + d(e, z)|
= |—d(y,l‘)| :d(l',y)
Portanto, .
meyHPE(X) > |(dx, may)| = d(z,y),

concluindo a igualdade “mry”}E(x) = d(z,y).
(b) Suponha que || - ||o ¢ uma semi-norma satisfazendo ||my,|lo < d(z,y) para todos
z,y € X. Entao, para qualquer m = > a;my,,,, molécula de X, temos

n n

E :aimv’viyi < § ||aim$iyi
i=1 o i=1
n

D lailllmayllo < Y leuld(zs, yi)-

i=1 i=1

[mllo = 0

Dai, por definicao de infimo sobre todas as representacoes de m, concluimos que

Imllo < llmll gx)-

]

Na préxima proposicao, vamos mostrar que qualquer espago métrico pontuado X é
mergulhado isometricamente no espago A (X) por uma aplicacdo Lipschitz pertencente a
Lipo(X, B(X)).

Proposicao 2.4.2. Dado um espago métrico pontuado X, a aplicacao

Sy X — AEX)
r — Ox(x) = My

é uma imersao isométrica de X em H(X) e 0x € Lipo(X, £(X)).
Demonstragdo. Para cada z,y € X, segue do item (a) do Lema que

||6X(x) - 5X(?J)||PE(X) = Hmwe - myeHE(x) = HmwaE(x) = d(x,y),

o que significa que dx é Lipschitz e também é uma imersao isométrica de X em AFE(X).
Além disso, como
dx(e) = mee =0,

segue que dx preserva ponto base e, portanto, dx € Lipy(X, E(X)). H
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Apresentaremos no proximo teorema a principal propriedade do espaco A(X), que
se caracteriza por linearizar as aplicacoes de Lipschitz definidas de um espaco métrico
pontuado em um espaco de Banach.

Teorema 2.4.2 (Propriedade Universal de A(X)). Sejam X um espago métrico pontu-
ado, E um espaco de Banach e uma aplicacio Lipschitz f € Lipo(X, E). Entdo, existe
uma unica aplicacao linear continua

}:;:/E(X)—>E tal que EoéX:fe

7] - vt
Logo, o diagrama comuta
x—1.F

%

A I3
Demonstracao. Dada qualquer f € Lipy(X, F), defina a aplicagao

fo MX) — E
m o fr(m)=Y_mp)f(p).

peX

Note que fg, é linear, pois considerando A € K e as moléculas m,n € M(X), temos

frlm+2an) = Y (m+An)(@)f(z) = Y (m(z) + n(z)) f(z)

= > m@)f(@)+AY nlx fu(m) +Xf(n).

A igualdade f; o 0x = f segue diretamente de
frodx(z) = fu(dx(z)) = fr(mage) mee z) = f(z) — f(e) = f(x),
zeX

com z € X. Agora, vamos mostrar que f, é continua e ||fz|| = Lip(f). Tome m € M(X)
e defina

I[fm)l
o = 22Ul
Lip(f)
Observe que || - |0 ¢ uma semi-norma em M (X)), pois
m 0 0
o o = Y5 > 0 0 m =0 = [0l = Yol = 00— 0 —o,
Am A m
o Ao = LBl — DAL —
o llms + maflg = Mrlmetmall _ Lptmtfytmall < Ustmal y Mot — Y 4 fmsfo
Além disso, || - [|o satisfaz ||m||o < d(z,y) para cada z,y € X, pois
Hm HO _ HfL(ma:y)H _ ||fL(mﬂC€ _mye)”
! Lip(f) Lip(f)
1L (mae) — frlmye)|l _ [[fo(9x(x)) — fr(dx(y))ll
Lip(f) Lip(f)
_ Wrodx(@) — frodxll _ [If(x) — fW)ll
Lip(f) Lip(f)

Lip(f)d(z,y)

Lip(f) d(.v).
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2. Espacos de funcoes Lipschitz

Assim, o item (b) do Lema garante que

Ilfemll _
Lip(f)

para qualquer molécula m de X. Dessa forma, a aplicacao linear f; é continua e ainda
|frll < Lip(f). Para provar a outra desigualdade, vamos usar o fato de f; ser linear e
continua e o item (a) do Lema [2.4.2] para garantir que

1f () = FWI = [1fe(mae) = fr(mye) | = [[fL(mae — mye) |
= fe(may) || < fellmayl| AR ) = [1f2lld(z,y),

Imllo < Il AEx, <= T2 < Jiml A, <= 1otm) < Zip(Dlml Ay,

implicando que Lip(f) < ||fL||- Logo, vale a igualdade || fL|| = Lip(f). Agora, mostrare-
mos a unicidade da aplicacao fr. Suponha que exista uma aplicacao linear e continua

R: M(X)— FE talque ||R| = Lip(f) e Rodx = f.

Com isso, dada uma molécula m = > | aymy,,, € M(X), obtemos

R(m) = R (i aimxiy,-) = iaiR(mxie — My,e)
_ Zaz (Maye) — R(mye) Zaz (dx (x:)) — R(6x(v:)))
- Z;a (Rodx(x;) — Rodx(ys)) Zal i) = f(yi))
- iai (f 0 0x(xs) — fr 0 Ox () Zaz fr(0x (%)) = fr(0x(vi)))

i=1

= Zai (fL(mxie fL myz ZalfL Mae = Mye )
=1
= fL (Z aimmw) = fL(m)7
=1

implicando que R = f;. Finalmente, por [, Teorema 3.1.9|, a aplicac@o linear continua

fr possui uma tnica extensao .
fo:EBX)—FE

tal que H/f\L/H =||frl| = Lip(f) e ainda /f\L/O(SX = frodx = f. O

A partir de agora, para simplificar a notagao, denotaremos a aplicagao }Z apenas por
fr- A construcao feita acima diz que qualquer aplicagao Lipschitz que preserva ponto
base f : X — F se fatora por dx via uma aplica¢ao linear continua fr : BK(X) — E,
que é chamada de linearizacao de f. A aplicacao

¢ : Lipg(X,F) — L(E(X),E)
[ — olf)=/L
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estabelece um isomorfismo isométrico entre os espacos vetoriais Lipy(X, E) e L(E(X), E).
Considerando E = K na propriedade universal de A(X) o Teorema segue de forma
imediata, isto é, B(X)* = X#.

O corolario adiante estabelece uma relagao entre os espagos Lipg(X,Y) e L(E(X), £(Y)),
sendo X e Y espacos métricos pontuados.

Corolario 2.4.1. [21, Lemma 3.1] Sejam X eY espagos métricos pontuados e uma aplica-
¢ao Lipschitz f € Lipo(X,Y). Entao existe um unico operador linear f € L(AX), HY))
tal que R R

fodx =0dyof e ainda ||f|| = Lip(f).

x—1 .y
I
BX) — B(Y)

Demonstrag¢do. Ja que f € Lipy(X,Y) e por dy € Lipy(Y, E(Y)), segue da Proposi¢ao
que a composta dy o f € Lipy(X, E(Y)) e vale Lip(dy o f) = Lip(f), pois

d(dy o f(x),0v o f(y)) b d(oy (f(x)), ov (f ()

Lipyof) = sup 1, y) Thex dwy)
o W@ @)
S OB ey )

Logo, aplicando o Teorema [2.4.2] existe um tnico operador linear continuo

~

f=0yof): BEX)— EY)

satisfazendo

fodx=0dyof e |fll =Lip(dyo f)= Lip(f).
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CAPITULO 3
O IDEAL DE OPERADORES 2-LIPSCHITZ

Neste capitulo, vamos abordar o conceito e alguns resultados sobre operadores 2-
Lipschitz e veremos que esses operadores estao associados de modo tinico a uma aplicacao
bilinear continua. Mostraremos também que essa classe de operadores forma um ideal de
operadores 2-Lipschitz, seguindo o espirito dos ideais de operadores lineares [28], multili-
neares [18, 29)] e Lipschitz [5]. Além disso, veremos um método para construir um ideal de
operadores 2-Lipschitz a partir de um ideal de operadores lineares, método denominado
de método da composi¢ao. Todo o capitulo foi baseado em [19].

3.1 Bi-linearizacao de operadores 2-Lipschitz

O conceito abaixo de operador 2-Lipschitz foi apresentado em [33], Section 3.4].

Defini¢ao 3.1.1. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos pontuados e F um espago
de Banach. Dizemos que uma aplicacao 7' : X x Y — FE é 2-Lipschilz se existe uma
constante C' > 0 tal que, para cada xz,2’ € X e y,y € Y, tem-se

1T (z,y) = T(x,y') = T(",y) + T )| < C-dx(x,2") - dy (y,9). (3.1)

Denotamos por BLipy(X,Y; E) o conjunto de todos os operadores 2-Lipschitz de X xY
em E que satisfazem

T(x,0)=T(0,y) =0 (3.2)
para todos x € X e y € Y. Para cada T' € BLipy(X,Y; E), definimos o nimero
BLip(T) = inf{C; C satisfazendo (3.1)} (3.3)
o @) T - T + T
a#a! YAy dx (z,2')dy (y,y')

O proximo resultado mostrara que a expressao (3.3) pode ser usada para definir uma
norma no espago BLipy(X,Y; E).
Proposicao 3.1.1. A aplicagio

BLip(-) : BLipo(X,Y; F)

— R
T —— BLip(T)

define uma norma no espa¢o BLipy(X,Y; E).
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Demonstracdo. Dada qualquer T € BLipy(X,Y; E), segue que BLip(T) > 0. E claro
que BLip(0) = 0. Por outro lado, supondo que BLip(T) = 0, de (3.3) segue que

0= sup I T(, y) = T(x,0) = T(0,y) + T(0,0)[| _ 1Tyl
a7#0,y#0 dx (z,0)dy(y,0) 220,920 Adx (2,0)dy (y,0)

Com isso, para todos x € X e y € Y, obtemos
1T (z,y)|| = 0= T(x,y) =0,
ou seja, T'= 0. Agora, se a € K temos

[(@T)(z,y) = (aT)(z,y') — (aT)(z',y) + (@T) (=", ')

BLip(aT) m;éi}g);éy/ dx (z,2")dy (y,y')
_ sup HC(T<:C7Z/) _&'T(may/) —Oé'T(l',,y>+Oé'T(l’/,y/)H
!y dx (z,z')dy (y,y')
oy 10@ey) = T@y) =Ty + Ty |
z#x! y#y’ dX (SL’, I,)dY (y, y/)
— s al|T(z,y) = T(x,y') = T(2',y) + T (", )|
a#a! y#y dx (z, 2 )dy (y,y')
_ |Oé‘ sup ||T<JJ, y) — T(ZC, y,) — T(SC/7 y) + T(:L’/, y/>H
ez’ Y7y’ dx (z, 2" )dy (y,y')
= |a|BLip(T).

Finalmente, para provar a desigualdade triangular, considerando S € BLipy(X,Y; E) e
pontos z, 2’ € X ey,y €Y, com x #£ 2’ e y # 1/, temos

(T + S)(z,y) — (T + S)(x,y) — (T + S) (@', y) + (T + ) (', y)|| =
= T(z,y) + S(z,y) — T(2,y') = S(x,9)
—T(',y) = S(',y) + T(2",y) + S(2',9) ||
<|T(z,y) = T(z,y') = T(2',y) + T (=", 9)||
+ [1S(2,y) = S(z,y') = S y) + S, )]
< BLip(T)dx (v, 2")dy (y,y)
+ BLip(S)dx(z,2")dy (y,y)
= (BLip(T) + BLip(S)) dx(x,2")dy (y, V'),

implicando em BLip(T + S) < BLip(T) + BLip(S). Portanto, BLip(-) ¢ uma norma em
BLipo(X,Y; E). 0

Dada uma aplicacao T : X x Y — E e fixando quaisquer pontos x € X ey € Y,
podemos considerar as aplicagoes

A Y — FE e A, X
x

E
y — Auly) =T(z,y) A

N
— Ay(z) =T(z,y).

Proposicao 3.1.2. Seja T : X XY — E uma aplicagao. Entao, as afirmacoes abaixo
sao equivalentes:

(a) T € BLipo(X,Y: E);
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

(b) A, € Lipy(Y; E) para cada x € X fizado, A, € Lipy(X; E) para cada y € Y fizado e
o operador
G:X — Lipy(Y;FE)
r — Gx)=A,

pertence ao espaco Lipy (X, Lipo(Y; E));

(¢c) Ay € Lipy(Y; E) para cada v € X fizado, A, € Lipy(X; E) para cada y € Y fizado e
o operador
H:Y — Lips(X;E)
y — H(y)=A,.

pertence ao espago Lipy (Y, Lipo(X; F)) .

Demonstrag¢do. (a) = (b) Supondo que T' € BLipy(X,Y; E), fixe x € X e tome
quaisquer y, 1y’ € Y. Assim,

[Aa(y) = Al = [T(z,y) = T(x,y)]
= ||T(JI, y) - T(l’, y,) - T(07 y) + T(07 y/)H
< BLip(T)d(x,0)d(y,y")

implica que A, é Lipschiz e Lip(A,) < BLip(T)d(z,0). Como T satisfaz (3.2), segue que
A,(0) =0 e portanto A, € Lipy(Y; E). Analogamente, concluimos que A, € Lipy(X; E)
e Lip(A,) < BLip(T)d(y,0). Agora, observe que G preserva ponto base, pois G(0) =
Ayg =0, ja que Ag(y) = T(0,y) = 0 para todo y € Y. Por fim, considerando z,2" € X,
temos

Lip(G(z) - G(@')) = Lip(A, — Ay)
H(Am - A:v’)(y) — (A:v - Ax’)(y,)H

= sup -
Y7y’ d(% Y )
= su HAJC(ZU) - Am’(y) — A, (y/) + Ay (y/) H
= ) -
y#y’ d(ya Y )
_ HT(I’,y) —T<l',y/) —T(:L‘/’y) +T(£E/,y/)H
= sup -
vy’ d(y,y')
< sup HT<‘T7 y) B T(SL’, y,) B T(xla y) + T(]}/, y/)” d(l’, .I/)
C ata Ay d<y7 y/> d(l’, 13/)

= BLip(T)d(x, "),

provando que G € Lipy(X; Lipo(Y; E)) e Lip(G) < BLip(T).
(b) = (a) Admita que (b) é valido. Entao, para todos z € X e y € Y, tem-se

T(z,0)=A,(0)=0 e T(0,y) = A,(0) = 0.
Como G € Lipy(X; Lipy(Y; F)), para quaisquer z,x" € X, vale a desigualdade
Lip (G(x) — G(2)) < Lip(G)d(z, z")
e com isso, dados x,2' € X ey, € Y, com x # 2’ e y # ¢/, obtemos

||T(ZL‘, y) - T(I, y,) - T(x/a y) + T(l‘/7 y/)” =
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

= [ Ax(y) — Au(y) — Aw(y) + Ax(y)|]
(A = A) () — (A — A) ()| )
B d(y, ) . y)

) —(Az — Ax’)(y/>

| d(y,y)

Y
< sup
Y7y’ d

= Lip(G(z
< Lip(G)d

/N —
|
Q
—~
H\
S~—
~—
SIS
S/~
T
@\
S~—

Portanto, T' € BLipy(X,Y; E).
(a) <= (¢) Analogo as demostracoes feitas nos itens acima. O

No exemplo abaixo, mostraremos que os operadores bilineares entre espagos de Banach
sao também operadores 2-Lipschitz.

Exemplo 3.1.1. Sejam X,Y e E espacos de Banach. FEntao todo operador bilinear
T : X xY — E pertence a BLipo(X,Y;E) e BLip(T) = ||T||. De fato, para cada
r, ' € X ey,y €Y, tem-se

1Tz, y) = T(,y) =T y) + T Y = T (@ =2,y =yl
< Tl = 2"y — o'l

e, além disso,
T(x,0)=1T(0,y) = 0.

Logo, T € BLipy(X,Y; E) com BLip(T) < ||T||. Para mostrar a outra desigualdade,
basta observar que

1T (2,y) = T(x,y) =T, y) + (@)l

BLip(T) =  sup

! yty d(l’, [E/)d(y, y/>
> sup HT(:U7Z/) —T(I‘,O) B T(0>y) +T(O>O)”
x#0,y#0 d(iE, O)d(y7 0)
T(x,
g Il

ez0y20 ||lzlly]]
Assim, BLip(T) = || T

A proposicao seguinte garante que, sob certas hipoteses, a composta de algumas apli-
cagoes ¢ uma aplicacao 2-Lipschitz que preserva ponto base. Esse resultado sera de grande
importancia na proxima segao.

Proposicao 3.1.3. Sejam X,Y,Z e W espacos métricos pontuados e E e F' espacos de
Banach. Se f € Lipy(Z; X), g € Lipo(W;Y), T € BLipo(X,Y; FE) eu € L(E; F), entdo

uoTo(f,g) € BLipg(Z,W; F),

onde (f,g) : Z xW — X xY ¢ definida por (f,q)(z,w) = (f(z),g(w)). Além disso,
vale a sequinte desigualdade

BLip(uoT o (f,g)) < |lul| BLip(T)Lip(f)Lip(g).
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Demonstragcao. Primeiramente, para cada x € X e y € Y, note que

uoTo(f,g)(x,y)=(uoT)(f g)(z,y) = (uoT)(f(2),9(y)) = w(T(f(2),9(y)))
Assim, uo T o (f, g) satisfaz (3.2)), pois

woTo (f,g)(x,0) = w(T(f(x),0)) = u(0) =0

uoTo(f,9)(0,y) =uT(f(0),y)) =u(0) = 0.
Agora, vamos provar que uoT o(f, g) é 2-Lipschitz. Como u é linear, T' € BLipy(X,Y; E)
e f e g sao Lipschitz, temos

[u(T(f(2),9(y))) — w(T(f(x),9(y))) —
= | w(T(f(x),9(y)) = T(f(2),9(y") = T(f(2), 9(y)) + T(f(z"), gy
< |ulll|T(f(x),9(y)) = T(f(x),9(y") = T(f(2),9(y) + T(f(=), 9(¥))]
< ||| BLip(T)d(f (), f (2’
< |l BLip(T) Lip(f)d(z, 2’
= ||ul| BLip(T) Lip(f)Lip(g)d(x,x")d(y, y')

para quaisquer pontos x,z’ € X e y,y’' € Y. Portanto, uoT o (f,g) € BLipy(X,Y; F) e
BLip(uoT o (f,g)) < |lul| BLip(T)Lip(f)Lip(g). O

Vimos na Proposicao que (BLipy(X,Y; E), BLip(-)) &€ um espago normado. O
leitor poderia questionar se esse espaco é Banach. No préximo teorema, mostraremos que
a resposta a esta pergunta ¢ afirmativa.

N—
&h
o~.
g~
—
=)
N~—
QU
—
=
@\_/
—

Teorema 3.1.1. Sejam X e Y espacos métricos pontuados e E espago de Banach. Entao
(BLipo(X,Y; E), BLip(-)) é Banach.

Demonstrac¢do. De acordo com o Teorema tomando uma sequéncia (f,,)%; em
BLipy(X,Y; E) tal que >~ BLip(f,) < oo, temos de provar que a série y >~ f, con-
verge na norma BLip(-). Para tanto, como f, é 2-Lipschitz para qualquer n € N, temos

(@, I = [[fn(2,y) = fn(2,0) = ful0,9) + fn(0,0)[] < BLip(fn)d(z,0)d(0, y)

para cada x € X e y € Y, implicando em

> W)l < 32 BLip( e, 0(0.3) <

Logo, a série Y > || fu(z,y)] € Convergente para quaisquer x € X e y € Y. Dai, como
E ¢ Banach, segue do Teorema 1| que a série Y | f,(x,y) converge. Assim, a fun¢ao
f: X xY — E dada por f(:B,y) =, [a(z,y) estd bem definida e satisfaz

||f($7y) - f(x,y') - f(xlvy) + f(x/ay/)H =
(fulzy) = fulz. ) = ful@ y) + ful@, y’))H

n
[e.9]

Z | fo(z,y) — fulz, y/) - fn(x/ay) + fn(l‘/,y/)H

n=1

ZBszfn] 2)d(y,y")
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

para todos x, 2’ € X e y,y/ € Y. Além disso, como
an(Jy =0 ¢ f(z,0)= anxo ) =0,

concluimos que f € BLipy(X,Y; E). Agora, para cada k € N, defina g, = Zﬁzl fn e
note que cada g é 2-Lipschitz, pois g é a soma finita de fun¢oes 2-Lipschitz. J& que por
hipotese a série Y-, BLip(f,) é convergente, dado qualquer € > 0, existe ko € N tal que

> BLip(f,) =
n==k

Portanto, para qualquer k£ > kg, tem-se

00 k [e'S) [eS)
BLip(f — g) = BLip (Z fa= fn> — BLip ( > fn) < ) BLip(f,) <e
n=1 n=1 n=k+1 n=k+1

e, consequentemente, y | f, converge para f na norma BLip(-). O

> BLip(fa)

n=~k

< € para todo k > k.

Sejam (X, dy) e (Y, dy) espagos métricos e considere o espaco produto X x Y equipado
com a métrica

d((z,2"), (y,9)) = dx(z,2") + dy (y.¥/)

para todos z,2" € X e y,y’ € Y. Lembre-se de que quando E e F' sao espagos de Banach,
o espaco produto E x F' ¢ Banach com a norma

1, Yl pxr = ]z + [lylle

para cada x € F e y € F. A proposi¢ao seguinte faz uso essa norma no espaco £(X) X
EY).

Proposicao 3.1.4. Sejam X e Y espacos métricos pontuados. Entao, a aplicacdo

(Ox,0y) : X XY — A(X) x AY)
(z.y) — (Ox,0y)(z,y) = (0x(x), 0y (y)) = (1m0, my0)

é uma imersao isométrica X XY em A(X) x £(Y).

Demonstrac¢do. Considerando quaisquer (x,y), (2',y') € X x Y e usando o item (a) do
Lema [2.4.2] obtemos

1(0x, 6y ) (2, y) — (5X75Y>(35,7y,)”PE(X)XE(y) = H(mmoamyo) - (mr’Oamy@)HE(x)XE(y)
= [|(ma0 — maro, myo — my/0)||E(X)x}E(Y)
= ||(mm’vmyy’)HE(x)XE(y)
= ||mm’||PE(X) + ”myy’HE(y)
= dx(z, ')+ dy(y,9)
= d((z,9), (@",y),

isto é, (0x,dy) é uma imersao isométrica. O

20



3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Para cada operador 2-Lipschitz 7" : X x Y —— FE, vamos definir uma aplicacao
Tp: M(X)x M(Y)— E por

Tp (Z QiMeg;a s Z 5jmyjyj’-> Z Z O‘%ﬁj (@i, y;) = T y;) — Ty, yy) + T, y;)) .
i=1 j=1

=1 j5=1
Em particular, temos
TB<mxx’7 myy’) - T(ZE, y) - T(l’, y/> - T(xla y) + T(l’/, y/) (34)
Além disso, vale a igualdade T'= Ty o (dx, dy ), pois
TB o (5Xa 5y)(fL‘, y) = TB ((6X7 (Sy)(f]f, y))
= Tp (0x(z), 0y (y))
= TB(m:wa myO)
= T(z,y)

paracadax € X ey eY.
O teorema abaixo mostrara que podemos estender de forma tnica a aplicacao Tz para
o espago E(X) x A(Y).

Teorema 3.1.2. Sejam X e Y espagos métricos pontuados, E espago de Banach e
T € BLipy(X,Y; E). Entao, existe uma unica aplicagao bilinear continua Tp : H(X) X
E(Y) — E que satisfaz 1) T =Tgo(dx,dy) e, ainda, BLip(T) = || Ts||. A aplicacio

bilinear Ty € chamada de bi-linearizacao do operador 2-Lipschitz T'.

Demonstracdo. Seja T € BLipy(X,Y; E) e considere a aplicacdo Tp associada a T.
Inicialmente, provaremos que T é bilinear. Tomando A € K, m,m; € M(X) e my €
M(Y'), com representacoes

n n m
m = E ViMg;aty 11 = E QiMyq! € Mo = E Bjmyjy;7
i=1 i=1 j=1

obtemos

Tp(m+my,Amy) = Tg (Z Vit + Z QMg gty A Z ﬁjmyjy;)
i=1 i=1 j=1
= Tp (Z(% + O‘Z>mxﬂc’n A Z ﬁjmyﬂ/é)

i=1 j=1

= AZZ Vi + i) B (T(wi, ;) — Twi, ) — T, y) + Tlai, y5))

=1 j=1
= AZZ%B] (23 y5) — T(xi, ;) — Tty y;) + T, y5))
i= 1] 1
+>\Z Zalﬁj x’uyj) (xwy;) - T<x'/57yj) + T(fl?;»?/;))
=1 j=1
= )\TB (Z ’Yim:nix;azﬁjmyjy;> + ATB (Z QMg 726jmy1y])
i=1 j=1 Jj=1

= MN'(m,mq) + AXTg(my, ms),
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

ou seja, T é bilinear. Agora, mostraremos que Tp é continua. Para isso, dados m; €
M(X), mg € M(Y) e € > 0, pela definigao de infimo, podemos escolher representacoes
para m; e mo da forma

n m
my = E QMg € My = E @-my].y;_
i=1 j=1

tais que

D laild(ws, @) < e+ [lmill g e D 18i1d(ys,v) < e+ Imall gy,

i=1 j=1

sendo aivﬁj S K,LCZ',.T; € nyu?/; S Y'7Z € {17 T 7”} € j S {17 T 7m}' Dessa forma,
n m
| Tp(mi,ms)|| = ||T5 (Z aimmg,Zﬁjmwﬁ H
i=1 j=1

= ZZOQB]T(*%HZ/]) - (xlay] T(xiayj) + T(Qf;,y;)
i=1 j=1
< O aillBil BLip(T)d(ws, 24)d(y;, ;)

i=1 j=1

m

= BLip(T) Y _ |agld(z;, ) Y |B;1d(y;,5/)
i1 =1

< BLip(T) (e+ lmll g (€ + el gy, )
Como a desigualdade acima é valida para todo € > 0, concluimos que
175 (ma, ma)|| < BLip(T)|[ma | g lImall gy

Logo, pelo Teorema |1.2.3] T é continua e satisfaz || 7| < BLip(T). Por outro lado, pela
bilinearidade de T e considerando que T' = Tz o (dx, dy ), obtemos

1T(z,y) — T(2,y") = T(',y) + T(2", )| =
= |75 o (6x. 0v)(x,y) — Tp o (dx, ov)(z,y')
— Tp o (0x,0y)(@,y) + T o (dx, ov) (', ¥ )]
= || T5(6x(2), 0y (y)) — Ts(0x(2), v (y))
— Tp(dx(2'), 0y (y)) + Tr(dx(2), oy ()|l
= [|Tp(0x (x) — ox(2), oy (y) — v (¥/))|
< || Tslll|0x(z) — ox (@) |16y (y) — oy ()]
= || Tsll[[mao — marol|[[myo — myol|
= |75 | lmaa [y, ||
= ||Tsld(z, 2")d(y,y')
para quaisquer z,2' € X e y,y,’ € Y, implicando BLip(T) < ||T]||. Sendo assim, vale a

igualdade BLip(T) = ||Tg||. Agora, por [T, Teorema 3.1.9], a aplicacdo continua bilinear
T'p possui uma Unica extensao

Ty : B(X)x BE(Y) — E
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

tal que Hf;” = ||Tg|| = BLip(T) e T = Tp o (0x,dy). Para mostrar a unicidade da bi-

linearizacao T'g, basta provar que Tz é tinica. De fato, suponha que exista uma aplicacao
bilinear continua

S MX)x M(Y) — E talque T'= So (0x,0y) e ||S| = BLip(T).

Logo, para quaisquer my = 327 @iy € M(X) e ma = 370, Bymy,,, € M(Y), tem-se
S(my,mg) = S (Z aimxiz;,Zﬁjmyj%)
i=1 j=1
Z Z ai6j5<mftﬁ§> myﬂ;ﬁ-)

i=1 j=1
n m

= Z Z i 3.5 (M0 — Mgl0, My;0 — my;o)
i=1 jfl

= Z Z O‘zﬂj mxloa my] ) S(mxio’ myg-O)
=1 j5=1

_S(mx’(]? My.0 ) + S(mac;m my}()))

_ ZZ%@ (0x (w:), 0y (y3)) — S(0x (), o (y)))

=1 j=1

—S(5x( ), 0y (y5)) + S (0x (7). v (y5)))

== ZZ@Z@(S o) (5X75Y)(mi7yj> — S e} (5X76Y>(x17y;)

i=1 j=1

—So (5X75Y)($;ayj) + S0 (0x, oy)(2,95))

== Zzazﬁj xlayj (xuy;) - T(Igvyj) + T(Jf;,y;))
=1 j=1

m
= Z Z aiﬁjTB(mxiwg’ myjy;)

i=1 j=1

n m
- TB E azmxleb ) E ﬁjmyjy;
i=1 7=1

= Tg(my,ma).
Portanto, S = Tg como queriamos demostrar. ]

A partir de agora, vamos denotar a bi-linearizacao 7/73 apenas por Tg. Dados X e
Y espacos métricos pontuados, de acordo com o Teorema [1.3.1, o operador bilinear Tz
admite uma linearizacdo (Tg)y : B(X)®,E(Y) — E que satisfaz

TITBO<5x,5y) = (TB)L0020<5X75Y) (35)
e, além disso, ||T|| = ||(TB)L||- Disso, segue que
(Ts) (Mo @ myo) = Tp(mao, myo) = T'(,y)
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

e, pelo Teorema [3.1.2
BLip(T) = ||Ts]| = |(Ts).- (3.6)

Definigao 3.1.2. O operador linear (Tg); é chamado de linearizacio do operador 2-
Lipschitz T. Para simplificar a notagdo, escreveremos apenas 77, em vez de (Tg)r.

Observacao 3.1.1. A aplicacao que associa T —— T}, € linear, pois considerando a € K,
T,S € BLipy(X,Y; E) e as linearizagoes 11, Sy e (a1 + S)r, tem-se
(aT + S)p(myo @ myo) = (&I + 9)(z,y) =aT(z,y) + S(x,y)
= T (Mg ® myo) + SL(Mao ® my)
para cada x € X ey € Y. Como as aplicagdes (oT+S), T, e Sy, sao lineares e continuas,
as igualdades acima continuam validas para qualquer elemento de A(X)®,E(Y), o que

significa que
(OéT + S)L =aol;, + 5.

Apresentaremos agora dois exemplos simples de operadores 2-Lipschitz que serao bas-
tante usados nas proximas secoes.

Exemplo 3.1.2. Sejam X e Y espacos métricos pontuados e considere a aplicacao
020 (0x,0y) : X XY — E(X)@,E(Y)
(Iay) L 0'20(5X75Y><~T;y) :m:zc()@my(]‘

Temos

90 (8x,8y) € BLipo(X,Y: B(X)&-E(Y)) e BLip(os o (5x,8y)) = 1.

~

De fato, como o é bilinear, usando o Exemplo|[3.1.1} segue que 05 € BLipo(E(X), B(Y); (X))@ H()
Com isso e pela Proposicao [2.4.2, para cada x,2’ € X ey, € Y, temos

lo2 0 (0, 0y ) (2,y) — 02 0 (x, 0y) (2, y') — 02 0 (Ox, Oy ) (@', y) + o2 0 (dx, ov) (¢, ¥)|| =
= llo2(dx (), v (y)) — o2(x (2), Oy (¥) — 02(0x (2), Oy (y)) + o2(0x (), Oy (¥))|
< BLip(02)||0x () — dx(2")[[[|6v (y) — o (/)|
= BLip(02)d(z, 2')d(y,y')
e, além disso,
020 (0x,0y)(x,0) =myu @ mey =0 e o0 (dx,dy)(0,y) = mgy ® mye = 0.

Logo, 050 (8x,dy) € BLipy(X,Y; B(X)®,E(Y)). Por fim, BLip(oy0 (6x,dy)) = 1, pois

0x,0 — 0x,0 "y
BLip(O'QO(éx,(x/)) _ sup ||020( X5 Y)(x7y) / +02/O( X Y)(:Bay)H
z#a! Yty d(l’, xz )d(y, Yy )
meO ® My — Mgo ® My — Mgro & mMyo + My & my/OH

= sup ; ;

! Yty d(fE, T )d(y, Y )
_ sup [[(ma0 — maro) @ (Myo — myo)||

a#a! y#y' ([0 [ 712 |

[0 @ 1y ||

= sup
zta! yFty [ ma | ||myy/ |

_ sup [ || |y |

— e = 1.
ara ity [Maar||[Myy |
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Exemplo 3.1.3. Sejam X e Y espacos métricos pontuados e E um espaco de Banach.
Considere um ponto qualquer e € F e funcoes Lipschitz nao-nulas f € X# e g € Y7,
Defina a aplicagao

f-ge: XXY — E (3.7)
(z,y) = f-g-e(z,y) = flz)g(y)e.

Entao, f-g-e € BLipy(X,Y; E) e verifica-se a igualdade
BLip(f - g-e) = Lip(f)Lip(g)|e]- (3.8)

De fato, como f e g s@o Lipschitz e preservam ponto base, tem-se

|f-g-elx,y)—f-g-ex,y)—f-g-el@ y)+f-g-el y)=

[f(2)g(y)e = f(z)g(y)e = f(a")g(y)e + f(@")g(y )e]
|(f

|
= ||(f(x) = f(2')(g(y) — g(y))ell
= [f(@) = f@)lg(y) — g()|llel
< Lip(f)d(x, ") Lip(g)d(y,y)|le|
= Lip(f)Lip(g)lelld(z,z")d(y,y")

frg-e(x;00=0¢ f-g-e0,y)=0

para cada z,2' € X e y,y € Y. Entdo, f-g-e € BLipy(X,Y; E) e, pelas defini¢oes de
BLip(f -g-e),Lip(f) e Lip(g), concluimos que

|f-g-elx,y)—f-g-elx,y)—f-g-e@,y)+f-g-e@,y)l

Blip(f-g-¢) = swp d(w, )y, y)
— s 1/ (@)g(y)e — f(@)g(y)e — f(@")g(y)e + f(=)g(y )ell
x#£x! yF#y’ d(fC, .I'/)d(y, y/)
— w |(f(z) = f(2)(g9(y) — g(¥/))e]l
£z yAy’ d( )d(y7 y/)
— sup |f(x) — f(2)] sup l9(y) — g(y )‘Ilell

7! d(x m/) y7£y' d( )
= Lip(f)Lip(g)|e-

Definigao 3.1.3. Denotaremos por BLipyr(X,Y; E) o subespaco linear de todos os ope-
radores 2-Lipschitz gerado pelas aplicagoes da forma especial definida em . Os ele-
mentos desse espago sdo chamados de tipo finito. Entao, qualquer T' € BLipyr(X,Y; F)
admite uma representacao finita da forma

n
T:Zfi'gi'eia
i=1

onde n € N, (fi)i; C X¥, (g:i)ie, C Y7 e (e))f; C E.

Na proposicao abaixo, mostraremos algumas propriedades que a bi-linearizacao de
uma aplicacao 2-Lipschitz apresenta.
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Proposicao 3.1.5. Sejam X e Y espacos métricos pontuados e E espaco de Banach.
Entao:

(a) (AS +T)g = \Sg+ Tg para todos S,T € BLipo(X,Y; E) e A € K;

(b) (f-g-€)p = fr- gL e para quaisquer f € X# g€ Y# ece € E, onde f1 e gr, sio as
linearizagoes de f e g, respectivamente, e a aplicagio fr, - gr, -e € L(A(X), B(Y); E)
e ¢ definida por f1- g1, - e(m,m') = fo(m)gr(m)e;

N

(¢c) (uoTo(f,g9))p=muoTpol(f,g) para cada f € Lipy(Z,X), g € Lipy(W,Y), T €
BLipy(X,Y; E) eu € L(E,F), sendo as aplica¢oes f e g dadas pelo C’orolamom

Demonstra¢dgo. Como sdo continuas as aplicagdes (AS + 1)), ASg, Tg, (f - g - €)B,
froogr-e, (woTo(f,g))peuoTgol(f,q), usaremos a Observacio para mostrar os
itens acima apenas nos espagos das moléculas.

(a) Dados m € M(X) e m" € M(Y) com representacoes

n r
j— , j—
m = QiMygqy € M = ﬁkmyky;€7
i=1 k=1

onde z;, 2, € X, yr, vy €Y e oy, B, € K, obtemos

AS+T)g(m,m') = (AS+T)p (Z&lmxx,25kmyky>

= Zzazﬂk(()\s + 1) (@i, y) — (AS + 1) (i, )
—(AS +T) (i}, ye) + (AS + T)(x7, 4))

= Z Z i Be(AS (25, y) + T (@i, i) — AS(i, ) — T(i, yy,)

=1 k=1
—AS(@ yp) — T ye) + AS (i, vi) + T3, vk))
= D > @il (@i, ) — AS(wi, yh) — AS(ah, ye) + AS (2, )
=1 k=1
=1 k=1

= )\SB (Z O‘imxix;? Z ﬁkmyky;) + TB (Z aimxiazb Z ﬁkmyky;C)
=1 k=1 =1 k=1
= ASg(m,m) + Tg(m,m’) = (ASg + Tg)(m,m'),

ou seja, (AS+T)p = ASp + T5.
(b) Vamos seguir usando as notagoes do item (a) acima. Sendo assim, temos

(f-g-e)g(m,m') = (f-g-e)p (Zamzﬂ’zﬁkmykyk>

= Zz@zﬁk(f cg-e(zi,ye) — [ g-elxl,yr)

i=1 k=1
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

_f g e(xlvyk>+f g- 6(%;,@/2))

Z Z aiBe(f(x:)g(m)e — f(2h) gl )e

=1 k=1

—f(@)g(yp)e + f(xi)g(yr)e)
D> aib (flw) = £(2)) (9(ur) — 9(ui)) e

i=1 k=1

Z Z ; By, (fL(ma:iO) - fL(mmgo)) (gL(mka) - gL(my;CO)) €

i=1 k=1

Z Z B f1. (M0 — M) gL (My,0 — My o)e

i=1 k=1

fL <Z azmxlx;> gr <Z ﬁkmyky;€> e
i=1 k=1

fr(m)gu(m’)e = fr - g - e(m,m’),

implicando que (f -g-e)p = fL gL - €.
(c) Tome my € M(Z) e my € M(W) com representacoes

p q
m; = E O‘jmzjz; € My = E Blmwlw{7
=1 =1

onde zj, 2; € Z, w,w; € W e oy, 3 € K. Entao,

(uoT o (f,g))s(m,ma)

= (UOTO f g <Zajmz]z 7Zﬁlmwlwl>

= ZZOzjﬁl(uoTo (f,9)(zj,wi) —uoT o (f,g)(zw)

j=1 1=1

—uoTo (f,g)(Z;,wl) +uoTo (f,g)(Z}awf))

= Z Zajﬁl(u o T(f(Z]),g<wl)> —Uuo T(f(z]),g(wf))

=1 =1

—u o T(f(2}), g(wr)) +uo T(f(2)), g(w))))

= Y BT (f(z), g(wn) — w(T(f(z), g(w))))

j=1 1=1

—u(T(f(z), g(wn))) + w(T(f (), g(w}))))

p q

= Z Z a;Bu(T(f(z), g(w)) — T(f(2), g(wy))

ST (), gwn)) + T(F()), g(wp)

p q

= > D aBu(Ta(me;0 Mytuno) = Tr(m(0, Mg(upo)

=1 Il=1
=T(my ()0, Mg(wo) + Ta(Mf 100, Mg(upo))
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

= Z Z&]ﬁlu TB mz 0) (mwlo)) (f(mz 0) (mw'o))

—TB(f(mz;o), G(Maw0)) + TB(f(mz 0), 9(Muwo))

= D> ayBulTs(fmesn) = Fmago). 40mano) = d(mu))

j—ll 1

= ZZ%@U (To(f (M0 — Mar0), 3(Mayo — Mugp)))

J=1 [=1

= U(TB<f <Z aijjZ;) .3 (Z Blmwlw;> ))

= woTp(f(m1),§(msz))

— UOTB ©) (f )(ml7m2)7

g
o que significa que (uoT o (f,g))p =uoTgo (JEaf])- —~

3.2 O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Antes de definir um ideal de operadores 2-Lipschitz, vamos exibir os conceitos ideais
de operadores lineares, Lipschitz e multilineares. Para mais detalhes desses conceitos,
veja os trabalhos [5] 18] 28, 29].

Definicao 3.2.1. Um ideal de operadores lineares Z é uma subclasse da classe £ de todos
os operadores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer espacos
de Banach E e F, as componentes Z(E, F') = L(E, F) N Z gozam das propriedades:

(a) Z(F, F) é um subespago vetorial de L(F, F') tal que contém os operadores lineares de
posto finito de £ em F;

(b) Propriedade de ideal: Se uw € L(E, F),v € Z(F,G) et € L(G, H), entdo a composi¢ao
tovoueI(E H).

Definicao 3.2.2. Um ideal normado de operadores lineares ¢ um ideal de operadores
lineares Z munido com uma fungdo || - ||z : Z — [0, +00) que satisfaz:

(a’) || - ||z restrita & componente Z(E, F') é uma norma para cada espagos de Banach E e
F.

(b’) |lidk|lz = 1, sendo idk : K — K dada por idg(a) = «;
(¢’) Dados u € L(E,F),ve Z(F,G) et € L(G, H), entdo ||t ovoullz < [[t||||v]z]|w]l-

Quando as componentes Z(E, F') sdo espagos completos com relagdo a norma || - ||z,
dizemos que (Z,|| - ||z) € um ideal de Banach de operadores lineares. Além disso, se
todas as componentes Z(E, F') sao fechadas em L(E, F') com respeito a norma usual dos
operadores lineares, dizemos que Z é um ideal fechado de operadores lineares.
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Observagao 3.2.1. Sejam E e F' espagos de Banach e (Z, || - ||z) um ideal normado de
operadores lineares. Entao, ||v]| < |lv||z para qualquer v € Z(E,F). De fato, sejam
veI(E,F), ¢ € F*, x € E e considere as aplicagdes p ov o (idg @ =) e

o(v(r))idg : K — K
A (pv(x))idk)(A) = e(v(@))A.

Para qualquer A € K, temos que
(p(v(®))idi)(A) = e(v()A = p(v(xA)) = e(v((idk ® 2)(A))) = povo (idx ® z)(A),

implicando que p(v(x))idg = ¢ ov o (idx ® ) para cada z € E. Com isso, por (Z, || - ||z)
ser um ideal normado de operadores lineares e pelo Exemplo [1.2.1] segue que

(o)) = lpo@)lllidgllz = llo(v(z))idx||z
= llpovo(idk ®@)llz < lellvlzllidx @ «|
= lelllvlizlladgl[[lz]l = llellviizlz]

e, pelo Corolario temos

[vo(@)]] = sup |p(v(z))] < sup [ol|lv]iz]lz] = [lvllz]l]-
lell<1 llell<t
Portanto,
[oll = sup [lo(z)]| < sup [jv]lz]lz]] = ||v]z.
[lzl|<1 ll=ll<1

A seguinte definicao visa generalizar a defini¢ao de ideal para os operadores Lipschitz.

Definigao 3.2.3. Um ideal de operadores Lipschitz Ly, ¢ uma subclasse da classe Lip, de
todas as aplicacoes Lipschitz que preservam ponto base de um espago métrico pontuado
em um espaco de Banach tal que, para cada espaco métrico pontuado X e espaco de
Banach E, as componentes Zp;,(X, E) = Lipy(X, E) NIy, satisfazem:

(I) Zrip(X, E) é um subespaco vetorial de Lipy(X, E);
(IT) Para quaisquer f € X% e e € F, a aplicagao f -e € I1;,(X, F);

(III) Propriedade de ideal: Se g € Lipy(Y, X), f € Z1;»(X, E) e u € L(E, F), entdo a
€cOMposicao
uo foge (Y, F).

Definicao 3.2.4. Um ideal de operadores Lipschitz Z;,, ¢ denominado de ideal normado
(Banach) de operadores Lipschitz quando existe uma funcao || - ||z,,, : Zrip — [0, +00)
com as propriedades:

(I') Para cada espago métrico pontuado X e espago de Banach E, o par (Zp;,(X, E), ||-
|z,,,) € um espaco normado (Banach) e Lip(f) < || f]|z,,, para todos f € Zp;,(X, E).

(II') A aplicagao idx : K — K, idx(a) = a, satisfaz [|idk||z,,, = 1.
(II’) Sejam g € Lipy(Y, X), f € Z1ip(X, E) e w € L(E, F). Entao
luo fogllzy, < Ilulllflz.,Lip(g).

29



3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

A proxima definicdo generaliza para o contexto multilinear o conceito de ideal de
operadores lineares.

Definicao 3.2.5. Um ideal de operadores multilineares M é uma subclasse da classe
de todas as aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach tal que, para
todos n € N e espacos de Banach Fy,---, F,, F, as componentes M(Ey,---, E,; F) =
L(Ey, -, E,; F) N M satisfazem:

(A) M(Ey,---,E,; F) é um subespaco vetorial de L(Ey,---, E,; F') que contém as apli-
cacoes multilineares de tipo finito;

(B) Propriedade de ideal: Seu; € £L(G,, Ej) paracadaj=1,---,n, A€ M(Ey,---,E,; F)
et € L(F,H), entdo a aplicacdo composicao

toAo(uy, -,u,) € M(Gq,---,Gn; F).

Definicao 3.2.6. Um ideal normado de aplicagoes multilineares ¢ um ideal de aplicacoes
multilineares M munido com uma fungao ||-|| v : M — [0, +00) que tem as propriedades:

(A’) || - || a1 restrita & componente M(Ey, -+, E,; F') € uma norma para quaisquer n € N
e espacos de Banach Fy,--- E,, F';

(B’) Para todo n € N, tem-se |[|idgn||p = 1, com idg» : K* — K dada por

idgn(Qq, - 0) = Qg - Q.
(C’) Dados u; € L(G},E;) paracadaj=1,---,n, Ac M(Ey,---,E,;F)ete L(F,H),

entao
[t o Ao (ur, - un)|lm < I Aal[ua ]l - flunl-

Quando as componentes M(Ey, -+, E,; F) sdo completas com respeito a || - || v, dize-
mos que M é um ideal completo de aplicagoes multilineares.

Agora, vamos seguir o espirito das definicoes anteriores para apresentar o ideal de
operadores 2-Lipschitz.

Definicao 3.2.7. Um ideal de operadores 2-Lipschitz Ipr;, ¢ uma subclasse da classe
B Lipg tal que, para quaisquer espacos métricos pontuados X e Y e espaco de Banach FE,

Iprip(X,Y; E) = BLipo(X,Y; E) N Iprip,

que é denominada de componente de Zpr;, em BLipy(X,Y;FE), satisfaz as seguintes
condigoes:

(i) ZpLip(X,Y; E) é um subespaco vetorial de BLipy(X,Y; E);
(ii) Para quaisquer f € X#, g€ Y# e e € E, a aplicagio f-g-e € Zpip(X,Y; E);

(iii) Propriedade de ideal: Se f € Lipy(Z,X), g € Lipg(W,Y), T € Tpr;p(X,Y; E) e
u € L(E, F), entdo a composi¢ao

uoTo(f g) € IpLip(Z,W;F).
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Definicao 3.2.8. Um ideal de operadores 2-Lipschitz Zp,, ¢ chamado de ideal normado
de operadores 2-Lipschitz se existe uma funcdo || - [|z,,,, : Zprip — [0,+00) com as
propriedades:

(I’) Para quaisquer espagos métricos pontuados X e Y e todo espago de Banach E, o
par (Zprip(X,Y; E), || - [|z5.,,) ¢ um espago normado e BLip(T) < ||T|z,,,, para
cada T € Zpr,(X,Y; E).

(ii") A aplicagao
tdgz : KxK — K
(a,8) — idge(e,B) = f3
satisfaz [|idg:||z;,,, = 1.
(iii’) Sejam f € Lipo(Z,X), g € LipgWV,Y), T € ZpLip(X,Y; E) e u € L(E, F), entdo
vale a desigualdade

lwoT o (f, 9)zprs, < NNUlT ||zs.,, Lip(f)Lip(g).

Analogamente, um ideal de operadores 2-Lipschitz Zpr;, ¢ denominado ideal de Ba-
nach de operadores 2-Lipschitz quando existe uma funcio | - [|z,,,, : Zprip — [0, +00)
satisfazendo os itens (i7]) e (i47) acima e que satisfaz a propriedade:

(iv’) O par (Zpryp(X, Y E), || - ||IBLip) ¢ um espago de Banach e BLip(T) < HTHIBLip
para cada T € Zpr;,(X,Y; E).

Um ideal de operadores 2-Lipschitz Zpr;, € dito fechado quando cada componente
IpLip(X,Y; E) é subespaco fechado de BLipy(X,Y; E) com a norma BLip(-).

E claro que os espacos de Banach considerados nas defini¢oes acima estao todos com
0 mesmo corpo escalar fixo.

Observacao 3.2.2. Pela definicao acima, as classes BLipyr ¢ BLipy sao o menor e o
maior ideal de operadores 2-Lipschitz, respectivamente.

Proposicao 3.2.1. Sejam Zpr;, um ideal normado de operadores 2-Lipschitz, X e Y
espacos métricos pontuados e & um espaco de Banach. Entao,

If -9 ellzp.,, = Lin(f)Lip(g)lell = BLip(f - g-e¢)
para quaisquer f € X7#, g€ Y? eec E.

Demonstracao. Considere arbitrariamente f € X#, g € Y# e e € E. Podemos escrever
f - g - e da seguinte forma

f-g-e=e-idgoidgzo(f,g), (3.9)

pois, para cada z € x e y € Y, tem-se

e -idg o idgz o (f,g)(z,y)

Il
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Pelas igualdades (3.9) e (3.8) e por (i), e (1), obtemos

1f-g-ellzp, = lle-idyoidwzo (f,9)|zm,

< le - idx||lidx ||z, Lip(f) Lip(g)
lelll|idx || Lip(f) Lip(g)
lel| Lip(f) Lip(g)
BLip(f-g-e)
< |If-g-elzspa
implicando que |[f - g - ellz,,,, = |[el|Lip(f)Lip(g) = BLip(f - g - €). O

Usando técnicas inspiradas em [9], apresentaremos um método para construir uma es-
trutura de ideal de operadores 2-Lipschitz a partir de um determinado ideal de operadores
lineares. Esse método é chamado método da composicao.

Definicao 3.2.9. Seja Z um ideal de operadores lineares. Dizemos que um operador
2-Lipschitz T € BLipy(X,Y; E) pertence ao ideal composi¢ao de operadores 2-Lipschitz
T o BLipy, neste caso escrevemos T € Zo BLipy(X,Y; E), se existem um espaco de Banach
F, um operador 2-Lipschitz S € BLipy(X,Y; F) e um operador linear u € Z(F, F) tais
que T'=wuoS. Caso (Z, || - ||z) seja um ideal normado de operadores, escreveremos

| T\ zoBLip, = inf ||lul|zBLip(S),

onde o infimo acima é tomado sobre todas as aplicagoes u e S que satisfazem as condicoes
acima.

O proximo teorema apresenta um condicao necessaria e suficiente para que um opera-
dor 2-Lipschitz T' € BLipo(X,Y; E) também pertenca ao ideal composi¢ao de operadores
2-Lipschitz Z o BLipo(X,Y; E).

Teorema 3.2.1. Considere um ideal de operadores lineares T e uma aplicacao T €
BLipy(X,Y; E). Entao, sio equivalentes:

(a) T € To BLipy(X,Y; E);
(b) Tr, € Z(&E(X)0 B(Y), E).
Além disso, se (Z,] - ||z) € um ideal normado de operadores lineares, vale a igualdade
1T ||zoLipe = I T1llz (3.10)
e ainda temos a identificacao isométrica
(Z o BLipo(X, Y E), || - zopLin) = (Z(E(X)@-E(Y), E), | - ||z)- (3.11)

Demonstrag¢do. (a) = (b) Suponha que T' € Zo BLipy(X,Y; E). Dado qualquer € > 0,
pela definicao de || - ||zoBLip,, €xiste um espago de Banach F, um operador 2-Lipschitz
S € BLipy(X,Y; F) e um operador linear u € Z(F, ) tais que T = u o S com

|ullzBLip(S) < (| T[|zopLip, + €. (3.12)
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Considere Ty, e S as unicas linearizacoes de T e S, respectivamente, e observe que
TL =Uuo SL, pOiS

T (myo @myo) = T(z,y) = (uoS)(z,y) = u(S(z,y)) = u(SL(z®y)) = woSr(me @myo)

sempre que v € X e y € Y. Dessa forma, T}, € Z(E(X)®,E(Y), E) pela propriedade de

ideal. Além disso, por (3.6) e (3.12)), segue que
1Tellz = llwe Scllz < fullzllSell = llullzBLip(S) < I Tl|zoLip, + €

para todo € > 0. Logo,

Tz < [T\ zoBLipo- (3.13)

(b) = (a) Admita que T}, € Z(E(X)®,E(Y), E) e considere a fatoracio T = T, 000
(6x,dy). Fazendo R = 090(Jx, dy ), pelo Exemplo|3.1.2} tem-se R € BLipy(X,Y; BE(X)®,E(Y))
e BLip(R) = 1. Assim, T'=T, 0o R € T o BLipy(X,Y; E) e também

|||l zoLive = [ITL © RllzoLive < | TLllzBLipo(R) = ||T1 ||z,

obtendo que ||T||zopLip, < |Trllz. Portanto, por (3.13), temos ||T||zopLip, = [Tz
Agora, para provar a identificacao , considere a aplicacao que associa T'—— T, a
qual é linear pela Observacao [3.1.I] Mostraremos a sobrejetividade dessa aplicacao. O
Teorema diz que os espagos L(E(X), B(Y); E) e LIE(X)®.E(Y); E) sdo isomorfos
isometricamente. Dessa forma, dada qualquer R € L(E(X)®,E(Y); E), existe uma tinica
T e LI(EX),E(Y); F) tal que R = Ty. Dai, segue analogamente ao Exemplo que
a aplica¢do T o (0x,dy) € BLipy(X,Y; E). Com isso, o Teorema garante que existe
um tnica aplicacao (T o (dx,dy))p € L(E(X), E(Y); E) tal que

T o ((5}(, (5}/) - (T o ((Sx, (5)/))3 (©] ((5X7(Sy>.

Logo, T' = (T o (x, dy)), implicando que R = (T o (dx,dy))r, 0 que prova a sobrejeti-
vidade. Por fim, a isometria vem diretamente da igualdade (3.10) provada acima. O

Na proposicdo abaixo, mostraremos que o ideal Z o BLipy é, de fato, um ideal de
operadores 2-Lipschitz e ainda veremos que Z o BLipy herda algumas propriedades do
ideal de operadores lineares 7.

Proposicao 3.2.2. Seja Z um ideal de operadores lineares. Entao:
(a) O ideal T o BLipy € um ideal de operadores 2-Lipschitz;

(b) Se I é um ideal normado de operadores lineares, entao Z o BLipy é um ideal normado
de operadores 2-Lipschitz;

(¢c) Se T é um ideal de Banach de operadores lineares, entdo I o BLipy é um ideal de
Banach de operadores 2-Lipschitz;

(d) Se I é um ideal fechado de operadores lineares, entao T o BLipy é um ideal fechado
de operadores 2-Lipschitz.
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Demonstrag¢do. (a) Provaremos que Z o BLipy satisfaz as condi¢oes da Definigao m
(1) Z o BLipo(X,Y; E) & um subespaco linear de BLipy(X,Y; E).

De fato, é claro que a aplicacdo nula pertence em Z o BLipy(X,Y; E). Sejam o € K e

T,S € ToBLipy(X,Y;E), assim T,S € BLipy(X,Y; E) e pela Observagao tem-se

(O./T + S)L = OZTL + SL.
Com isso, segue do Teorema [3.2.1] que
T,S € Zo BLipy(X,Y;E) < Tr,S, € Z(BX)®,E(Y),E)
< (T +8),=aT, + S, € I(BX)@,E(Y),E)
< oT+ S €ZoBLipy(X,Y; E).
Logo, Z o BLipy(X,Y; E) é um subespago linear de BLipy(X,Y; F).

(ii) Dados quaisquer f € X# g€ Y# ee € E, entdo f-g-e € Lo BLipy(X,Y; E).
Como Z é um ideal de operadores lineares, sabemos que a aplicacao

ZdK®€K — B
a — (idg ®e)(a) =idg(a)e = ae

pertencem a Z(K, F). Segue analogamente ao Exemplo que (f-g) € BLipy(X,Y; E).
Agora, note que f-g-e= (idg ®e)o (f-g), pois

(idg @ e) o (f - g)(z,y) = idx @e(f - g(z,y))
= idg ® e(f(2)9(y))
= [flx)g(y)e
= f "9 €<$,y)
paracadaz € X ey € Y. Assim, f-g-e= (idg®e)o(f-g) € Zo BLipy(X,Y; E).

(7i1) Propriedade de ideal: Se f € Lipy(Z,X), g € Lipo(W,Y), T € ZoBLipy(X,Y; E)
eu € L(E,F), entdo a composigao

uoTo(f g) €ZoBLipy(Z,W;F).

Com efeito, ja que T' € Zo BLipy(X,Y; E), existem um espago de Banach G, um operador
S € BLipy(X,Y,G) e um operador linear v’ € Z(G, F) tais que T'= u' o S. Observe que
So(f,g9) € BLipy(Z,W;G), pois

S o (f.9)(0,w) = S o (f.9)(,0) = 0

e ainda

150 (f,9)(z,w) = So(f,g)(z,w) = So(f,g)(2,w)+ 5o (f,g)(=,w)] =
= 1S((f. 9)(z,w)) = S((f, 9)(z,w") = S((f, 9)(z",w)) + S((f, 9) (', w"))|
= [1S(f(2), g(w)) = S(f(z), g(w")) = S(f(), g(w)) + S(f(=), g(w'))|
< BLip(S)d(f(2), f(2))d(g(w), g(w')
< BLip(S)Lip(f)Lip(g)d(z, z, )d(w,w")

para todos z,2" € Z e w,w’ € W. Com isso, por uou € Z(G, F) pela propriedade de
ideal, concluimos

uoTo(f,g)=uo(uoS)o(f,g)=(uou)o(Se(f g))€LoBLipy(Z W;F).
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

Portanto, Z o BLipy é um ideal de operadores 2-Lipschitz.

(b) Vamos mostrar que Z o BLip; satisfaz as condigdes da Defini¢ao [3.2.8}

(¢") (Z o BLipo(X,Y E), || - | zoBLip,) € um espago normado e BLip(T) < ||T||zoBLip,
para cada T' € Z o BLipy(X,Y; E).
Sejam T,S € Z o BLipy(X,Y; F) e a € K. Como Z é um ideal normado de operadores

lineares e por (3.6) e (3.10)), temos
BLip(T) = ||T]] < | T¢llz = T |zoBLip,-

Além disso, usando (3.10) e a Observacao segue que || - ||zoBLip, define uma norma
em Z o BLipy(X,Y; E), pois

d HTHIOBLipO = HTLHZ > 0.

HTHZOBLipO =0« “TLHI =0« TL =0<«<=T=0.
T ||zoBLip, = [(@T) Lz = [[@TLllz = ||| TLllz = ||| TL||zoBLip, -

|T + Sllzopripy = (T + S)Lllz = ITe + Scllz < |TLllz + [1Scllz = [T ||zoBLipe +

15| zoBLipo-

(17") A aplicagio idg: : K x K — K satisfaz ||idgz2||zopLip, = 1.
Inicialmente, note que idg2 = idk o idg2, pois

idg o idgz (v, B) = idk (idgz (o, B)) = idgz2(av, )
sempre que «, f € K. Entao, ja que idx € Z(K,K) e idg2 € BLipy(K, K;K), obtemos
idg2 = idg oidg> € T o BLipy(K, K; K)
e, consequentemente,
1 = BLip(idg2) < |lidgz||zopLip, < |lidx||zBLip(idx:) = 1.

(i13") Se f € Lipo(Z,X), g € Lipg(W,Y), T € Z o BLipy(X,Y;E) e u € L(E, F),
entao vale a desigualdade

|luoT o (f, 9)llzoBLipy < [Ulll|T ||l zoLive Lip(f)Lip(g).

De fato, pelo Corolério [2.4.1] considere as tnicas aplicacoes lineares f € Z(£(Z), £(X))
e g€ Z(EW),E(Y)) associadas a f e g, respectivamente. Pela Proposi¢ao existe
um tnico operador linear

f@rg: B(Z)EBW) — BX)&BY)
(m@m') — [&gmam)=f(m)g(m),

com ||f @ |l = |19l = Lip(f)Lip(g). Agora, tomando as aplicacoes bilineares cano-
nicas

— E(X)@.E()

(mx07 my()) — 02 (mx(b myO) = Mgy @ myo
—
—

E(2)@,HE(2Z)

UQ(mZOa mwO) =My ¥ mMy0,
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3. O Ideal de operadores 2-Lipschitz

obtemos

o0 (0x,0y) o (f,9)(2,w) = 020 (dx,0v)((f,9)(z,w))
= 030 (dx,0y)(f(2), g(w))
= 02(0x(f(2)), oy (f(w)))
= 02(Mf(2)0, My(w)o)
= My(z)0 © Myg(w)o
= f(m=0) ® §(muo)
= ]f®7r (M=o @ M)
= f ®x §(05(m20, Muo))
= J‘j@wgoaé(mzo,mwo)
= [ @z goay(dz(2), 0w (w))
= f®xgooho(dz,0w)(zw)

para quaisquer z € Z e w € W, isto é,

020 (dx,0y) 0 (f.9) = f ®r § o0y 0 (37,0w).
Com isso, usando a igualdade T'= T}, 0 05 0 (dx, 0y ) dada em ({3.5), segue que

uoTo(f,g) = wol[lpooy0(dx,dy) o(f,qg)
= woTpoloy0(dx,dy)o(f,9)]
= woTyo[f ®§oayo(dz,dw)]
= (uoTLof®yq)oayo(dz, dw).

ComouoT o(f,g)=(uoTo(f,g))roadho(dz,dw) e pela unicidade da linearizagao de
uoT o(f,g), concluimos

(uoTo(f,g))L:uoTLof@)ﬂg.

Portanto, pela propriedade do ideal de operadores Z e por (3.10), temos

luoT o (f,9)llzonLivy = [l(woT o (f,9))eliz
= |luoTyof®rgllz
< Nl Tellll £ @ 41l
= NullllTllzeLipo Lip(f) Lip(g)-

(c) Pelo item (b) anterior, basta provar que (Z o BLipy(X,Y; E), || - ||zoBLip,) ¢ um
espaco de Banach. Seja (7,,)32, uma sequéncia de Cauchy em Z o BLipy(X,Y; E),
entao (7,)52, pertence a BLipy(X,Y; E) e, pelo Teorema [B.2.1] ((T,)1)22, pertence a
I(E(X)2,E(Y); E) para cada n € N. Logo, dado ¢ > 0, podemos encontrar n. € N tal
que

BLip(T, — Ty) < ||T — TillzoBLip, < €

1(To) — (Tk)ellz = |Tn — TellzoBrLip, <€
para todos n, k > n., onde a igualdade acima segue de (3.10)). Assim, as sequéncias (7;,)°

n=1

e ((T) 1), sao de Cauchy nos espacos de Banach BLipo(X,Y; F) e Z(E(X)@,E(Y); E),
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respectivamente. Dai, existem aplicagoes T' € BLipy(X,Y;E) e F € Z(E(X)®,E(Y); E)
tais que (7,,)22; converge para T com a norma BLip(-) e ((T},)1)52, converge para F' com
a norma | - ||z. Com isso, considerando a linearizacdo 717, segue que

TL O 09 O (5)(,(53/) =T = lim Tn = lim (Tn)L O 09 O ((5)(75)/) =Fo 09 O (5)(,5}/),
n—>o00 n—>o0

ou seja, Ty, = F € Z(E(X)®.E(Y); E). Portanto, o Teorema garante que T €
Z o BLipy(X,Y; E) e, assim, a sequéncia de Cauchy (7,,)$°, converge para 7T
(d) Seja (T, )°° €Zo BszO(X Y; E) que converge para T' € BLipy(X,Y;E). O

n=1

Teorema [3.2.1] garante que (7,);, € I(E(X)@WE(Y), E) para cada n € N. Entdo, pela
Observacao e por (3.6),

lim |[(T,), — Tl = hm (T, —T).|| = lim BLip(T,,—T)=0.
n—-ao0 n—ao0

Dai, como Z é um ideal fechado de operadores lineares, tem-se T}, € Z(E(X)®,E(Y); E)
e, pelo Teorema T € To BLipy(X,Y; E), implicando que Z o BLipy(X,Y; E) ¢ um
subespago fechado de BLipy(X,Y; E) com a norma BLip(-). Portanto, Z o BLipy é um
ideal fechado de operadores 2-Lipschitz. O]

Sejam Z um ideal de operadores lineares e X1, X5 e Y espacos métricos pontuados. Na
proxima proposicao, apresentaremos uma condi¢do necessaria e suficiente para garantir-
mos que uma aplica¢ao 2-Lipschitz T : X; x Xy — FE(Y') pertence ao ideal de operadores
2-Lipschitz Z o BLipg(X1, Xo; £(Y)). Para provar esse resultado precisamos do seguinte
lema:

Lema 3.2.1. Sejam I, e I, ideais de operadores, X1 e Xy espacos métricos pontuados e
F espaco de Banach. Logo:

(CL) Se IloBLipo(Xl, XQ, F) C IQOBLin(Xl, XQ, F)7 entao Il(E(Xz), F) C IQ(/E(XZ), F)

para cada 1 = 1,2
(b) SeZioBLipy(Xy, Xo; F) = LyoBLipo( Xy, Xo; F'), entao Th (B(X;), F) = To(#H(X;), F)

para cada 1 =1, 2.
Demonstragdo. (a) Considerando qualquer u € Z; (&(X>), F), nosso objetivo é provar
que u € Iy(HE(Xy), F). Para tanto, fixe a1 € X3, a1 # 0, e ¢1 € HE(X7)* tal que
©1(ma,0) = 1. Defina as aplicagoes

T: X1 X X2 — F
(1,22) +— T(x1,22) = @1(ma,0)u(may0)

R: X1 xXo: — E(Xy)
(1,22) = R(z1,72) = ©1(Ma10)May0.
Observe que R € BLipy(X1, Xo; A(X2)), ja que R(0,22) = R(z1,0) =0e¢

[R(21, 22) — R(xy, 75) — B2y, 22) + R(ah, 25)[| =
= [|1(mz10)Mizz0 — 1(May0) Mo — P1(May0) M0 + 01 (M 0) Mo
= || (p1(mz0) — 901(mx'10))m:c20 — (p1(mzy0) — %(mx'lo))mmgoﬂ
= [J1(mg,0 — mz’lo)(mxgo - mxgo)H
= H%Ol(mww’l)mxﬂé”
= |1 (May o) |[|Maas |l
< loallllmay o 1M |

= [lealld(z12y)d(wx5)
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para cada x1, 2] € X e xq, 2, € Xo. Agora, note que 7' = u o R, pois

uo R(ry,x2) = u(R(71,72)) = u(@1(May0)Mar0) = @1(May0)u(Mag0) = T'(21, 72),

concluimos que T € 7y o BLipy(X1, Xo; F'). Assim, pela a hipotese inicial, segue que
T € I, o BLipy(X1, Xo; F) e, consequentemente, existe um espaco de Banach G, um
operador 2-Lipschitz S € BLipy(X1, Xo; G) e um operador linear v € Zy(G, F) tais que
T =wvoS. Considere Sg a bi-linearizacao de S e o operador

’IUM(XQ) — G
m +— w(m) = Sp(Mmg,0,m)

que ¢é linear e continua, pois, para cada o € K e m,n € M(X,), temos

w(am +n) = Sg(Mmg,0,am +n) = aSg(Mma0,m) + Sp(ma,0,n) = aw(m) + w(n)

lw(m)lle = [158(may, m)lla < [[Ssll{lma, [llm]-

Vamos mostrar agora que u = v o w em M(Xy). Para isso, tome quaisquer xq, x5 € X5 e
por (13.4), note que

U(Meyey) = U(Mp0 — M)

= Tu(mayo) — Lu(may)

= @1(May0)u(ma,o) — @1 (ma10)u(mz'20)

= T(ay,z2) — T(ay,xh)

= (voS)(ay,xs) — (vo S)(ay,xs)

— 0(S(ar, 7)) — 0(S(an, 7))

= v(SB(Ma;0, May0)) — V(SB(May0, mxgo))
SB(May0, May0) = SB(May0, Mao))

(
= o
(SB(May0, My — mm;o))
(
(

I
S

I
<

SB (ma107 m:):g:cé))
w(mxzxg))

= Vo wW(Myya,),

= v

implicando, pela linearidade de u, que u(m) = v ow(m) para todo m € M(X3). Por fim,
o Corolario [1.2.1] garante que o operador w possuir uma unica extensao linear e continua
de M(X3) = E(X3) em G, que também denotaremos por w, satisfazendo v = vow. Com
isso e pela propriedade de ideal Z,, concluimos que u € Zy(H(X3), F)). Analogamente,
prova-se que

Li(E(X0), F) C T(E(Xq), F).

(b) Segue diretamente do item (a) acima. O

Proposicao 3.2.3. Sejam Z um ideal de operadores lineares e Y espago métrico pontuado.
Para quaisquer espacos métricos pontuados X, Xs, temos

I o BLipo(X1, Xo; £(Y)) = BLipo(X1, Xo; £(Y)) (3.14)

se, e somente se, o operador identidade id g, : EY)— AEY) pertence a Z.
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Demonstra¢do. (=) Suponha valida a igualdade (3.14]). Em particular, fazendo X; =
X, =Y, obtemos

Z o BLipy(Y,Y; BE(Y)) = BLipo(Y,Y; E(Y)). (3.15)
Vamos provar a igualdade
BLipy(Y,Y; BE(Y)) = Lo BLipy(Y,Y; E(Y)). (3.16)

De fato, a inclusao £ o BLipo(Y,Y;E(Y)) C BLipy(Y,Y; E(Y)) vem diretamente da
definicao de componente de £ o BLipy. Para mostrar a outra inclusao, basta tomar
T € BLip(Y,Y; E(Y)), considerar o operador identidade id gy € LIE(Y), E(Y)) e
notar que

T =idgyy 0T € Lo BLipy(Y,Y; E(Y)).
Logo, por (515) ¢ (3.10),
T o BLipo(Y,Y; B(Y)) = £ o BLipo(Y,Y:; B(Y)).

Dai, considerando Z; =Z, Z, = L e F = E(Y) no Lema [3.2.1 segue que

e, portanto, id g, € Z(E(Y), B(Y)), ja que id gy € LIEY), E(Y)).
(<) Admita que idﬂE(y) pertence a Z. Pela definicao de componente de Z o BLipy,

sabemos que
I o BLipo(X1, X2, E(Y)) C BLipo(X1, X2, E(Y)).

Por outro lado, tomando T' € BLipy(X;, Xo, A(Y)), podemos escrever
T =idg, oT €T o BLipy(X, Xz, B(Y)).
Portanto, BLipy(Xi, Xo, £(Y)) C Z o BLipy(X1, X, £(Y)), implicando na igualdade
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CAPITULO 4
APLICACOES E EXEMPLOS

Neste capitulo, abordaremos quatro exemplos de ideais de operadores 2-Lipschitz.
Inicialmente, falaremos do ideal de operadores 2-Lipschitz compactos, apresentaremos o
ideal de operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes e provaremos que eles sao ideais de
operadores 2-Lipschitz do tipo composicao gerados por ideais de operadores lineares. Além
disso, vamos estudar os ideais de operadores 2-Lipschitz (p1, ps, p3)-somantes e fatoravel
p-dominados. A principal referéncia usada neste capitulo é o artigo [19].

4.1 Ideal de operadores 2-Lipschitz compactos

Apresentaremos o conceito de operador 2-Lipschitz compacto e mostraremos que a
classe formada por esses operadores ¢ um ideal do tipo composicao. Veremos que essa
nova classe é uma extensao da classe dos operadores bilineares e que algumas propriedades
do ambiente bilinear (e também linear) podem ser transferidas para o caso 2-Lipschitz.
Muitos artigos foram dedicados ao conceito de operadores bilineares compactos entre
espacos de Banach, como os trabalhos [8, 23, [30] B1].

Definicao 4.1.1. Sejam X e Y espacos métricos pontuados, E espaco de Banach e
T € BLipy(X,Y; E). Analogamente ao caso Lipschitz (ver [20]), chamamos de imagem
2-Lipschitz de T' o subconjunto I'mpgp;,(T) C E que consiste em todos os elementos da
forma
T(‘Ia y) — T(J’J, y/) — T('T/7 y) + T(I/, y/)
d(, 2')d(y, y') ’

onde z,2' € X ey, €Y, comz#2'ey#vy.

Seja T': X x Y — E um operador com I'mpyp,, (1) limitado. Logo existe C' > 0 tal
que, para cada x, 2’ € X, v £ 2’ ey, y €Y, y #£y, tem-se

H T(I7 y) B T(ZE, y/) B T(ZI}/, y) + T(.T/, y/)
d(, 2")d(y, y')

E

ou, equivalentemente,

1T (z,y) = T(x,y) = T(z",y) + T(2",y)|| < Cd(z,2")d(y, y').
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Dessa forma, se Impgr;,(T) ¢ um subconjunto limitado de E, entdo a aplicacdo T' é 2-
Lipschitz. Além disso, é claro que vale a reciproca dessa implicacdo pela definicao de
operador 2-Lipschitz.

Definigao 4.1.2. Um operador 2-Lipschitz T € BLipy(X,Y;E) é dito compacto se
Impri(T) é relativamente compacto em E, ou seja, Impr,(1T) é compacto em E. O
espago vetorial formado por esses operadores é denotado por BLipoc(X,Y; E).

Os operadores bilineares compactos sao também operadores 2-Lipschitz compactos.
De fato, considere X,Y e E espacos de Banach e T': X x Y — E um operador bilinear
compacto. Entdo Impr;,(T) = T'(Sx x Sy), pois, por um lado, tomando p € Impgp;,(T),
podemos encontrar x,2’ € X e y,y € Y, com x # 2’ e y # 1/, tais que

T(r,y) =T(x,y) =T y) + T, y)

p g
|z —2'||[ly — |l
_ T<I — 'T,vy _ y/)
|z —2'||[ly — ¥l
r—a y—y )
lz —2[|" ly — ||

Assim, Impr;,(T) C T(Sx x Sy). Por outro lado, dado qualquer p € T'(Sx x Sy), existem

r € Sx e y € Sy satisfazendo p = T'(z,y). Com isso, ||z|| =1, ||y|| =1 e ainda

T(l'a y) B T(:Ij‘, 0) B T(Oa y) + T(O7 O)
|z = 0]|[ly — 0

b= T($a y) = S ImBLip(T)a

donde T'(Sx x Sy) C Impri(T) e, consequentemente, Impr;,(1T) = T(Sx x Sy). Por-
tanto, como 1" é bilinear compacto, segue que T'(Sx x Sy) é relativamente compacto e,
pela igualdade provada acima, Impgr;,(T") também ¢ relativamente compacto, mostrando
que T é 2-Lipschitz compacto.

O préximo teorema fornece um caminho mais curto para mostrar que a classe dos
operadores 2-Lipschitz compactos é um ideal de Banach fechado de operadores 2-Lipschitz.
Para prova-lo, vamos usar o lema abaixo. Lembre-se de que a envoltoria absolutamente
convexa do subconjunto A de um espaco de Banach é definida por

['(A) = {Z&ﬂz’; neNux, €A € R,Z]ai] < 1}.

i=1 i=1

Lema 4.1.1. Sejam X, e Xy espacos métricos pontuados, E um espaco de Banach e
T € BLipy(X1, Xo; E). Entao, sao vdlidas as inclusdes

Impyip(T) € T (T(Mx,) x T(M,) ) € Tmprp(T), (4.1)
onde Mx, = {%,x“x; € X, x; # x;} para cada v =1, 2.

Demonstrag¢do. Primeiramente, por [20, Lema 1.1], segue que

B x, =T(My,) comi=1,2. (4.2)
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Para provar a primeira inclusdo, lembre-se de (3.4]), do item (a) do Lema e que Tp
é bilinear. Assim, tomando p € Imp;,(T), existem z,2' € X ey, € Y, com x # 2’ e

y # 1/, tais que
T(z,y) —T(z,y) - T y) + T, y)
d(z,2")d(y,y')
T (Maar, My )
Hmfvx’HE(XI)Hmyy’”E(XQ)

s~ Moot
(Hmmfﬂmn ||myy/||}E(X2)) By > Ba)

p:

Logo, pela igualdade 1) peTp <F(MX1) X F(MX2)> . Para a segunda inclusao, consi-
dere g € T (F(Mxl) X F(MX2)>, entdo podemos encontrar

V1 € F(Mxl) € Uy € F(MXQ) tais que g = TB(Ul,’UQ).
Com isso, existem sequéncias
(s1n)pey € D(Mx,) e (son)pey € T'(Mx,) com lirrln Sin =101 € li}ln Sop = Ug

e para cada n € N, tem-se

k !
Sin = E Unilni € Sop = E Bn,jbn,ﬁ
i=1 j=1

k !
com k,l €N, k <1, an; € Mx,, bpj € Mx,, ni, By €ER, D0 |ami| < 1e Zj:l |Bnjl <
1. Dali, para quaisquer n € N,

mxn,io - mﬂ?%’io mxn,il’;’i myn,jo - my,’wo myn,jy»ln’j

an,i — - e bn" = = ,
d(2ni, 2, ;) d(Tni, 7, ;) T Ay, Yl ) A(Ynjs Y ;)

n,.

/ / / /
onde x4, 2, ; € X1 € Ynj, Y ; € Xo, cOm Tp; # T, ; € Ynj # Y, ;- Portanto, por (3.4) e
como T ser bilinear e continua, obtemos que

n,t

q = Tp(v,v)=Tg (lim 81, lim 52,n> = lm T5(S1,n, S2.1)
n n n
k ! k !
= limTy > " Unitniy > Babny | = lim > i Y BT (ni, bny)
i=1 j=1 i=1 j=1
kool
. mxn ix/ i myn jy/ ;
= lim E E 0 iBni 1B - L
n d(zpi, @

=1 j=1 n,i) d(yn,jay%,j)

kool
Tmni; n,j _T:L‘nz'a q/—L —TZE;”, n,j —I—TI’;ZZ, ;L
B hflnzzamﬁn,j (Tnis Yn,j) (n, y,]) ( , Ynj) ( ,?/,g)

/

d(xn,i, xn’i)d(yn,ﬁ y;,j)

Y

i=1 j=1
e também
k !
SN aniBugl = > lanal Y 1Bl <1-1=1.
=1 j=1 i=1 j=1
Com isso, segue que ¢ € I'(Impri,(T)) e as inclusdes em 1) estao provadas. [
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Teorema 4.1.1. Sejam X, e Xy espacos métricos pontuados e E um espaco de Banach.
Para T € BLipy(X1, Xo; F), as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) T é 2-Lipschitz compacto;
(1)) T : A(X1) x B(X2) — E € bilinear compacto;
(iii) Ty : B(X1)Q,A(Xs) — E € linear compacto.

Demonstragdo. (i) = (ii) Suponha que T é 2-Lipchitz compacto, ou seja, Impri,(T)
é relativamente compacto. Assim, por e e pelo fato de que o fecho da envolto-
ria absolutamente convexa de um subconjunto relativamente compacto de um espaco de
Banach é compacto, tem-se

Ty (BE(Xl) X BE(X2)) — Ty (F(Mxl) X F(MX2)> C T(Impryy(T)) = TUmpLy(T)).

Logo, T <BPE(X1) X BPE()@)) é compacto e, consequentemente, Tz é compacto.

(11) = (i) Admita que Ty é compacto. Entdo, Ts <BPE(X1) X BPE()Q)) é compacto e

usando novamente (4.2)) e (4.1)), segue que

Tmpip(T) € Ty (T(Mx,) x T(Mx)) = T (B X By )
implicando que I'mp;,(T) é compacto, ou seja, 1" é compacto.
(ii) <= (ii1) E provado em [23, Paginas 375 e 376]. O

Como a classe K de todos os operadores lineares continuos compactos entre espa-
¢os de Banach é um ideal de Banach fechado de operadores lineares (ver [28]), obtemos
diretamente do teorema precedente, do Teorema e da Proposicao [3.2.2| o seguinte
corolario.

Corolario 4.1.1. A classe BLipoc € um ideal de Banach fechado de operadores 2-
Lipschitz gerado pelo método da composicao por IC, ou seja,

BLipox(X,Y; E) = Ko BLipy(X,Y; E), (4.3)
para todos espacos métricos pontuados X eY e todo espaco de Banach E.
Demonstracao. Aplicando os Teoremas e 3.2.1} temos a igualdade (4.3), porque

T € BLipox(X,Y; E) <= T, € K(E(X)®.E(Y),E)
<= T € KoBLipy(X,Y; E).
Basta usar agora a Proposicao para garantir que BLipox = K o BLipy é um ideal

de Banach fechado de operadores 2-Lipschitz, ja que K é um ideal de Banach fechado de
operadores lineares. O
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4.2 Ideal de operadores 2-Lipschitz fortemente
p-somantes

Agora, estudaremos as aplicagoes 2-Lipschitz fortemente p-somantes, com 1 < p < oo,
e mostraremos que a classe dessas aplicacoes ¢ um ideal de Banach de operadores 2-
Lipschitz gerado pelo método da composicao. Para isso, precisamos definir alguns concei-
tos e provar alguns resultados sobre essas aplicacoes. Dado qualquer 1 < p < oo, vamos
denotar por p* o nimero real tal que é + z% = 1. Para quaisquer espaco de Banach F,
r € Ee f € E* usaremos a notagio (x, f) para representar f(x).

Definicao 4.2.1. Sejam E e F espacos de Banach, T': E — F um operador linear e
1 < p < oo. Dizemos que T' é absolutamente p-somante ( ou simplesmente p-somante) se
existe uma constante C' > 0 tal que

(Z ||T<xi>||f’) < @ m

para cada n € N e quaisquer pontos x;,---,x, € F.

Vamos denotar por m,(E, F') o espago das aplicagdes lineares absolutamente p-somantes
de E em F. A menor constante C' que satisfaz (4.4)) é denotada por m,(T).

Apresentaremos agora a definicdo de operador linear Cohen fortemente p-somante
entre espacos de Banach, com 1 < p < oc.

Definicao 4.2.2. Sejam E e F' espacos de Banach e 1 < p < oco. Um operador linear
u: E — F & Cohen fortemente p-somante se existir uma constante C' > 0 tal que

1(uza), y7))i e < Cll )izl l1(47)i

para todosn € N, zy,---,z, € Eeyf,---,y: € F*.

e w (4.5)

Denotamos por D,(E, F') o espago formado pelos operadores lineares Cohen fortemente
p-somantes de E em F e ainda [ullp, = inf{C > 0; C satisfazendo ([#.5)}. Além disso,
(Dy, || - |lp,) ¢ um ideal de Banach de operadores lineares.

A generalizacao desse conceito para as aplicagoes Lipschitz foi introduzido por Yahi,
Achour e Rueda em [35].

Definicao 4.2.3. Sejam X um espaco métrico pontuado e £ um espago de Banach. Uma
aplicacao T € Lipy(X, E) é chamada Lipschitz fortemente p-somante (1 < p < 00) se
existem um espaco de Banach I’ e um operador u € D,(F, E) satisfazendo

IKT(z) = T'(2"),y")|| < d(@,2)|[u*(y")]] (4.6)
para quaisquer z,z’ € X e y* € E*.

Definindo ||T]lpz = inf{[jullp,; u satisfaz a Definigao e representando por
Dﬁ(X, E) a classe de todas as aplica¢oes Lipschitz fortemente p-somantes de X em E,
temos que o espaco (D, (X, E),|| - [pz) é de Banach.

A proxima definicao é devida a Achour e Mezrag (ver [4]) e estende para o contexto
bilinear o conceito de operador Cohen fortemente p-somante.
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Definicao 4.2.4. Sejam E,F e G espagos de Banach e 1 < p < oo. Uma aplicagao
bilinear continua 7' € L(E,F;G) é Cohen fortemente p-somante quando existe uma
constante C' > 0 tal que

1T (i, 93), 97))ia [ < C (Z HxinHyin) p 1092 )i= 1l o (4.7)

i=1
paracadan €N, xy,--- v, € E, y1,---,yp € Fegf,---,g, € G".

O espaco vetorial dessas aplicacoes é denotado por DI%(E, F;G) e a menor constante
C > 0 que satisfaz a desigualdade (4.7) é denotada por ||T[|pz. Além disso, (D, | - [Ipz)
é um ideal de Banach de operadores bilineares.

Adiante, vamos construir um novo ideal de operadores 2-Lipschitz pelo método da
composicao a partir do ideal de operadores lineares (D, || - ||p, )-

Definicao 4.2.5. Sejam X e Y um espacos métricos pontuados, £ um espaco de Banach
e 1 <p<oo. Umoperador T' € BLipy(X,Y; E) é dito 2-Lipschitz fortemente p-somante
quando podemos encontrar um espaco de Banach G e um operador linear p*-somante
S E* — @ tais que

(T(z,y) = T(z,y) = T(2",y) + T(2",y), )| < d(z,2")d(y, y)||S(e)] (4.8)
sempre que x, ' € X, y,y € Y e e* € E*.

Vamos denotar por DfL(X, Y; E) o conjunto de todos os operadores 2-Lipschitz for-
temente p-somantes de X x Y em E. Além disso, se T € DfL(X, Y; E), entao definimos
|T||ppe = inf{m,-(S)} com o infimo tomado sobre todos os espagos de Banach G e ope-
radores S que satisfazem a Definicao e a expressao (4.8)).

Agora, vamos apresentar um exemplo de operador 2-Lipschitz fortemente p-somante.

Exemplo 4.2.1. Considere X e Y um espacos métricos pontuados, £/ um espago de
Banach, 1 < p < o0, S : Y — FE um operador Lipschitz fortemente p-somante e
f e X#. A aplicacio

T-XxY — E
(z,y) = T(v,y) = f(2)S(y)

é 2-Lipschitz fortemente p-somante com |T|[psr < Lip(f)[|S|/pz. De fato, observe que
T € BLipy(X,Y; E), pois, como f € X# e S € Lipy(Y,E), para cada z,2/ € X e
y,y €Y, temos que

T(x,0) = f(2)S(0) = f(x)0 =0 e T(0,y) = f(0)S(y) = 05(y) = 0

e ainda
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Agora, dado qualquer € > 0, pela definicao de ||SHD£, existem um espago de Banach F e
u € Dy(E, F) tais que ||ullp, < [|S]|pz + €. Considerando z,2" € X, y,y' €Y e e* € £,
como f € X# e S € DY, E), obtemos
(T(2,y) = T(2,y) =T y) + T(2',y), e")|
= [(f(2)S(y) — f(2)S(Y) = f(2")S(y) + f(2)S(Y), e7)]
) —

= [(f(x) = f(@)(S(y) = S¥), )]
= [f(z) = F(@)IIS(y) = S), )]
< Lipo(f)d(z, 2")d(y, y/)u" (")

Como u* : E* — F* ¢ p*-somante com |u|lp, = m,-(u*) (ver [14, Theorem 2.2.2|), segue
que T'e DJM(X, Y E) e

ITlhose < Lipo( f)mpe () < Lipo(F)(I1Slpz + o)
para todo € > 0, implicando que ||T'||psz < Lipo(f)||S|pz-

O teorema a seguir relaciona a classe dos operadores 2-Lipschitz fortemente p-somantes
e com a classe dos operadores bilineares Cohen fortemente p-somantes.

Teorema 4.2.1. Sejam X,Y e E espacos de Banach e T € L(X,Y;E). Entdo, sio
equivalentes:

(a) T € DJH(X,Y; E);
(b) T € DX(X,Y; E).
Além disso, € vdlida a igualdade ||T'||pz = ||T'||ppe.

Demonstragdo. (a) = (b) Suponha que T' € DJ'*(X,Y; E). Para cada ¢ > 0 dado,
pela definicdo da norma ||T||D5L, podemos escolher um espaco de Banach G e um operador
linear p*-somante S : E* — G tais que my(S) < [|[T[|psr+e. Se ()i C X, (yi)iey CY
e (ef)f, C E*, entao por (4.8), pela Desigualdade de Holder e por S ser p*-somante, tem-
se

1T (i, 92), €0))ialh = Z\ (@3,9:), €7)]

= Z| $“y2 - (xi,O)—T(O,yl-)+T(0,0),e;‘>|

IN

dez, a0, y)[|S(€))|

= ZII%HH%HHS@I)H
1=1

1
P

< (ZH@H”H%H”) (ZHS Hp>
< (lewz\|p|!y¢!\p>p <(S)IeR)iz llpe

3 =

= 7 (9) <ZH%HPH?M|”) (€7 llpe o
i=1
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Com isso, T' é Cohen fortemente p-somante e também
1Tz < mpe(S) < ([ T[ppe + e,

o que significa ||T'[|pz < ||T'[|pze.
(b) == (a) Suponha que T' € D(X,Y; E) e sejam z,2' € X, y,y,/ €Y e e* € E*. Por
[4, Theorem 2.4], existe uma medida de probabilidade de Borel regular y € Bg« tal que

(T(x =2’y =y), e < ITlpzllz = 2lllly =¥/ (/B (€7, ¢>|”*du(¢>)) SRNCEY

E**

Agora, considere a isometria natural A : E* — C(Bpg«) composta com inclusao de
C(Bpg+) em Lo (p) dada por A(e*)(¢) = (e*,¢), com e* € E* e ¢ € Bp~. Como a
aplicagao canonica iy« : Loo(pt) — Ly (@) € p*-somante com 7, (i,+) = 1 (ver |15, Pagina
40]), segue que a composta iy, o A também é p*-somante com (i 0 A) < 1. Logo,
T € DJM(X,Y; E), pois fazendo G = Ly (1) e S = || T||pz(ip © A) e usando (4.9), temos

(T(x,y) = T(z,y) = T(", )T (" y), ) = (T(x =2’y —¢),e7)|

< IThoglle =Wy =1 ([ 1,0
BE**

1
3

p*du<¢>) '

1
=

= d(o )y 7log ([ e ol (o))’

= d(z, 2")d(y, y) || S(e)]]

E**

Além disso,

||T||D5”L < e (S) = mpe(

Tipg (i © A)) = [T llpgmp (i 0 A) < |[T|z,
implicando na igualdade |T[pz = |7 pse. O

Para provar que D2 é um ideal de operadores 2-Lipschitz gerado pelo método da com-
p
posi¢ao com o ideal de operadores lineares D,, vamos apresentar um resultado essencial
abaixo.

Proposicao 4.2.1. Sejam X e Y espagos métricos pontuados, E espaco de Banach e
1 <p<o0. Entao, sao equivalentes:

(i) T € DIQBL(X,Y; E);
(ii)) Tg € Dg(E(X),E(Y);E);
(iii) Ty, € Dp(H(X)&, H(Y); E).
Neste caso, verifica-se ||T||psr = ||Tp|lpz = [|TL[p,-
Demonstragdo. (i) = (ii) Suponha que T € DJ*(X,Y; E) e sejam m' € M(X),

m? € M(Y) e e* € E*, com representagoes

n T
1 2 _ A
m = g QMg € M° = g B]myjy;,
k=1 J=1
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onde n,r € N, a1, -+, ap, B1,-++, B € K, a7, € X ey, y; €Y, sendo bk =1,---,ne
j =1,---,r. Entao, podemos encontrar um espago de Banach G e um operador linear
p*-somante S : F* — ( satisfazendo

(T(z,y) = T(z,y) = T(',y) + T(«,y), €7)| < d(w, 2")d(y, y)]|S (€]

para cada z,2" € X, y,y € Y e e* € E*. Com isso e por (3.4)), segue que

‘(TB(TTLl, m2>7 e*>| = <TB (Z QMg Z ﬁjmyjy;) , €*>
k=1 j=1

= Z 673 Z ﬁj <TB (mxkxfcu myjy;-) ) €*>

= ZZO"“BJ :Clmyj) (xkay;) _T(x;gay]) +T($;~:7y§)76*>

kl]l

< Z\aerw]rdm (0, 9ISl

- Z|akld(x,x/)z|6j|d(yay/)||5(€*)||'
k=1 J=1

Dai, aplicando o infimo sobre todas as representacoes de m!' e m?, obtemos

[(Tp(m',m?), )] < [Im* || g x) 1m0 (| gy 15 (€7

e usando a Desigualdade de Holder e o fato de S ser p*-somante, concluimos que
1(Ta(mi,md) el = > (Tslmi,m?),e)
i=1

< S Il 12 g ISEO]

i=1

1 a1
1 21
< (it ) (S5t
< (anlnE(X) ?||’}E(Y)> SNl
= e (5) (anin" 21 )> e
=1
para quaisquer mi,---,m} € M(X), m} --- m € M(Y)ee},---, e € E*. Portanto,

Ty € Dy(E(X), B(Y); E) e ||Tpllpz < mp(S)

e tomando o infimo sobre todos espacos de Banach G e operadores S que satisfazem (4.8]),
segue que [|Tp[lpz < |[T'[|pse.
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(11) = (i) Assuma que Tp é Cohen fortemente p-somante e considere z,z2’ € X,
v,y € Y ee* € E*. Por [4, Theorem 2.4], existe uma medida regular de probabilidade de
Borel i1 € B« tal que

(T(z,y) = T(x,y) + T(2',y) = T(2"y), €)] = (T (maar, myy), )|

< I o e g | ( / |<e*,¢>|p*du<¢>)

1
pr

Analogamente a segunda parte da demonstracdao do Teorema [4.2.1] obtemos que T €
DPM(X,Y; E) e ainda |T[|ppe < || Tk |pz, consequentemente ||T'||ps = || Ts]|pz.
(11) <= (di1) Basta usar [I, Theorem 3.6] para concluir que

Ty € DU(E(X), B(Y); E) <= Ty, € Dy(E(X)&-E(Y); E)
e também

1Tsllpz = 1T |lp, -
]
Finalmente, como consequéncia imediata da Proposi¢ao do Teorema, e da

Proposicao , o corolario abaixo mostrara que DEL ¢ um ideal de Banach de operadores
2-Lipschitz.

Corolario 4.2.1. A classe D;BL € um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz gerado
pelo método da composicao a partir do ideal de operadores lineares D, isto €,

DJ*(X,Y;E) = D, o BLipy(X,Y; E)
para quaisquer X e Y espacos métricos pontuados e E espaco de Banach.

Demonstracao. Pela Proposicao [4.2.1] e Teorema temos as equivaléncias

T € DJM(X,Y;E) <= Ty € Dy(E(X)&-E(Y); E)
<= T €D,oBLipy(X,Y; E),

implicando na igualdade DJ*(X,Y; E) = D, o BLipy(X,Y; E). Por fim, ja que D, é
um ideal de Banach de operadores lineares, usando Proposicao concluimos que
DJ¥ = D, o BLipy é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz. O

4.3 1ldeal de operadores 2-Lipschitz (p; p;, po)-somantes

Em [I7], Famer e Johnson estenderam o conceito de operadores lineares p-somantes
para o caso Lipschitz introduzindo os operadores Lipschitz p-somantes (1 < p < c0). Nessa
segao, vamos apresentar os operadores 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes, com }D < p% + p%z,
e mostrar que a classe desses operadores é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz.

Definicao 4.3.1. Sejam F e F espacgos de Banach e 1 < p,q < oo. Um operador linear
continuo u : E — F' & dito absolutamente (p; q)-somante (ou apenas (p;q)-somante) se
existe uma constante C' > 0 tal que

I(u(z:)isally < € sup [[(f(z:)illg

feBg*
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para todo n € N e quaisquer xy,---,x, € F.
Vamos denotar por IL, ,(E, F') o espago formado pelos operadores lineares absoluta-

mente (p; ¢)-somantes de £ em F. Quando p = ¢, escreveremos apenas 1I,(E, F') em vez
de IL, ,(E, F).

Definicao 4.3.2. Sejam X espaco métrico pontuado, E espaco de Banach e 1 < p <
oo. Uma aplicagao T' € Lipo(X; E) é chamada Lipschitz p-somante, em simbolo T' €
Hﬁ(X;E), quando existe uma constante C' > 0 tal que, dado n € N e independente da

escolha dos pontos zy,- -, x,, 2], -, 2, € X, tem-se
(T (i) = T(25))izally < C sup [[(f (i) = f ()i llp-
fEBX#

Exemplo 4.3.1. Para todo p > 1, é Lipschitz p-somante a aplicagao

or: R — E(R)
r — Or(x) = myy.

De fato, é imediato que g € Lipo(R; £(R)). Agora, sejamn € Nexy, -, x,, 2}, -+, 2 €
R. Entao

1Ok (i) = 0r(23))ially = [[(mzi0 — mao)i 1Hp 1072227 )i |

(Z P ) (Z . x;\p> E
I

vi)izillp = Nl (idz () — idm())ia I
e 1(f () = f(20)iallp-

<

Portanto, or é Lipschitz p-somante.

A definicao de operadores n-lineares absolutamente p-somantes é devida a Pietsch em
[29]. Em [25], Matos apresentou a seguinte defini¢ao para aplicagoes bilineares a valores
vetoriais.

Definicao 4.3.3. Sejam F, F' e GG espacgos de Banach e 1 < p, py, po < 00, com ]lj < p% piz.
Um operador bilinear T' € L(FE, F'; G) é dito absolutamente (p; p1, p2)-somante se existe
uma constante C' > 0 tal que

(T (s i))icallp < © sup [|(F(za))allp sup [[(9(yi))izslpe (4.10)
fGBE* gEBF*
para quaisquer n € Ne zy,---, 2, € B, y1,---,y, € I

O espaco de todas essas aplicacoes ¢ denotado por Las (pip, po) (£, F';G), 0 qual é um
espago de Banach com a norma ||T'z,, .. ... que é definida como a menor constante C
satisfazendo a desigualdade (4.10)).

Adiante, vamos estender a defini¢ao de operadores bilineares absolutamente (p; p1, ps)-
somantes para o caso de operadores 2-Lipschitz.
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Definicao 4.3.4. Considere X e Y espagos métricos pontuados, F espaco de Banach
el < p,p,p2 < 00, com % < pil + ;;%- Um operador T" € BLipy(X,Y; E) é denomi-
nado 2-Lipschitz (p; p1,p2)-somante quando podemos encontrar uma constante C' > 0
satisfazendo

(T (i, yi) — T(iy ) — T3 9:) + T, v:) )i llp (4.11)
<C sup |[(f(z:) = f(@))iillpn sup [1(9(vi) — 9(¥i))izi llp
fE€B 4 9EB, 4
paracadan e Ne xy,--- ,x,, 2, 2, € X ey, -+, yn, ¥}, -+, Yy, €Y.

Indicaremos a classe desses operadores por BLgs (pip, po)(X,Y; E) e, nesse espaco, de-
finimos uma norma. por

TN BLos oy gy = IRE{C; C satisfazendo (4.11)}. (4.12)

Observagao 4.3.1. Nao sabemos se aplica¢oes bilineares 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somantes
sao também absolutamente (p;p1, p2)-somantes. No entanto, o inverso ¢ verdadeiro, ou
seja, se X,Y e F sao espacos de Banach e T': X x Y — FE ¢é bilinear absolutamente
(p; p1, p2)-somante, entdo T é 2-Lipschitz (p;pi, pe)-somante. De fato, pela nossa hi-
pétese inicial e como By C By# e By« C Bys, para xy,---,x,, 2}, -, 2, € X e
Y, Yns Yl o5 Y € Y, obtemos

(T (i, yi) = T (i, y5) = Ty i) + T, 4i) iz llp = 1T (@i = 2w — 4i))Jisa o
< |17l L sup (i = 23)ia e sup [[(9(yi — vi))ia s

as,(p;p1,p2) feByx gEBy

= 1Tl sup [|(f(z:) = f(#0))isallpy sup [1(g(wi) — 9(4i))iza [l

as,(pip1,p2) fEBx+ gEBy*

sup [[(f(z:) — f(zi)itallp sup [1(g(w:) — 9(wi)its llpe-
EBx# 9EBy 4

< |17l

as,(p;p1,p2) ¥

Logo, T & 2-Lipschitz (p; py, po)-somante e ainda [|T|sz,, ,, . < |7l

as,(p;p1,p2)

No proximo teorema, veremos que o espaco vetorial formado pelos operadores 2-
Lipschitz (p; p1, p2)-somantes é um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz.
Teorema 4.3.1. A classe (BL
radores 2-Lipschitz.

as,(p;p1,p2) |- HBLGS’@;I,MQJ € um tideal de Banach de ope-

Demonstracao. Sejam X e Y espacos métricos pontuados, E espago de Banach e consi-
dere n € N e os pontos y, -+, xp, @', 2, - 2, € X, y1, - Yn, ¥, Yy, -+, 4yl € Y. Vamos
provar que as componentes de B Lgg (pp, o) €m BLipy(X,Y; E), dadas por

BLa&(p;p1,p2)(X> Y; E) = BLipo(X,Y; E) N BLas,(pip1,p2)»

satisfazem as condicoes da Definicao [3.2.7] e da Definicao [3.2.8

(2) BLags,(pipy o) (X, Y5 E) € um subespaco linear de BLipy(X,Y; E).
De fato, claramente 0 € B L (ppy o) (X, Y5 E). Para cada T, S € BLgs (ppy po) (X, Y5 E) €
a € K, tem-se

I ((aT) (i, i) = (@T) (@i, yi) — (@T)(f, 9:) + (@T) (25, y0)izy lp =
= (- T(wi,yi) — - Tlwi,yp) — - T, p5) + o T 5))is llp
= [l(a - (T, yi) = Twi, i) — T, v1) + T 9))is llp
= [all(T'(xs, yi) = T, yi) — T, 55) + T, v2))iza [l
<N TNBLas ooy Sup 1(f (i) = f(@))izi e sup [1(g(y:) — 9(Wi))iz llps

# g€By %
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implicando que &' € BLgs (pipy po) (X, Y E) €

||04T||BLGS,(,);Z)W2> < |OZ|HT||BLQSV(p;p1’p2)- (4.13)

Além disso, note que

(S +T) (i, yi) — (S + T)(wi,y;) — (S + T, 9i) + (S + T, yi))imy [l
<N (Sxi,wi) — S(i, y) — Sy, vi) + S(2,97))iey
+ (T(i, yi) — T(wiyy;) — T, y:) + T v0))imy
< | (S(wi, yi) — S(wi, ) — S(a}, ) + S(2h,91)i- |l
+ (T (i, yi) — Twiy y;) — T2, 9:) + T, 95))imy Iy

S SNBLuw gy SUP N(f (@) = f(@0))iallpr sup [[(9(w:) — 9(¥i))iza llpa
fEBX# gGBY#
+|!T||BLQS,(p;p1,p2)ngp 10f (s) = f(@))iallpe sup [1(g(y:) — 9(ui))izllpe

X# 9By g

= (US1BLaniyy gy + IT B ) 5P (F ) = @V
febB

X#
- sup [(g(vi) — 9(i))iz1 llps.
9EBy 3
o que significa que S + T € BLgs (pipy po) (X, Y E) €
HS + T”BLas,(p;pl,pQ) S ||S||BLQS,(p;p1,p2> + ||T”BL(LS,(p;p1,p2)' (414)

Logo, BLqs (pipy p2)(X,Y; E) é um subespaco linear de BLipy(X,Y; E).

(ii) Para quaisquer f € X# geY# ee € E, tem-se f-g-e € BLus (ppr p)(X, Y E).
Sem perda de generalidade, vamos considerar que f € By# e g € By#. Ja sabemos que
f-g-e € BLipy(X,Y; E) pelo Exemplo [3.1.3] Usando a Desigualdade de Hélder, segue
que

I(f-g-elxiy)—f-g-e(xy)—f-g-e@,y)+f-g-e(@y))ial, =
= I(f(z:)g(yi)e — fzi)g(yi)e — flzi)g(yi)e + flzi)g(yi)e)izllp
= [[((f(zs) = f(@)(9(w:) — g(wi))e)izallp

Z [(f (i) — f(20)(g(yi) — g(yé))ellp>

RSl

Q=

= Zlf zi) — f(@)Pla(yi) — g(y)Plle II”>
= | llel” (Zlf ) Plg(yi) — g(yi) P ))
el (Z\f i) — f(@)Plg(y:) — g(yé)\p>
< el (é |f (:) — f(x§)|’”> (Z l9(y:) — 9(y)) ”)1:2
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< NellllCf () = f(@))izalle 19 (i) = f(W0)iz llps
< el sup [[(p(:) = (@) llp sup [1(6(y:) = ()i llps-

By 0EBy 4

Dessa forma, a aplicacao f-g-e € BLgs (pip, po) (X, Y E).

(7i1) Propriedade de ideal: Dados f € Lipy(Z,X), g € Lipo(W,Y), u € L(E,F) e
T € BLas (ppr p)(X,Y; E), entao a composicao

uoT o (f7 g) S BL&&(F;IH,M)(Z? W F)

Tome os pontos z, 2y, -, 2p, 2/, 21, -+, 20 € Z, w,wy, -+, w,, w,w, - w, € W. Pelas
nossas hipoéteses iniciais, temos

lwoT o (f,9)(z,w) —uoTo(f g)(zu)
—uoTo(f,g)(z", w)+uoTo(f g)(z w)|=
= [l(wo T)(f, 9)(z,w) = (uo T)(f, 9)(z,w')
— (wo T)(f,9)(2',w) + (o T)(f, g) (=", )|
= [(wo T)(f(2), g(w)) = (uo T)(f(2), g(w"))
), 9(w)) +

— (wo T)(f(2'), g(w)) + (wo T)(f(<), g(w'))|
= [[u(T(f(2), 9(w))) —w(T(f(2), g(w)) = w(T(f (<), g(w))) + w(T(f ("), g(w"))|
= [[u(T(f(2), g(w)) = T(f(2), g(w")) = T(f(="), g(w)) + T(f(z'), g(w)))
< ulllT(f(2), g(w)) = T(f(2), g(w")) = T(f (<), g(w)) + T(f (=), g(w))]]
< [ulll|BLip(T)d(f(z), f(z'))d(g(w), g(w"))
< |[ulll|BLip(T") Lip(f) Lip(g)d(z, 2)d(w, w')
e ainda valem as igualdades uo T o (f,¢)(0,w) =0euoT o(f,g)(z,0) =0, pois
’LLOTO(f,g)(O,’LU) = (UOT)( 9 )(O,’LU :(UOT)(f(O),g(w))
= (wo T)(0, g(w)) = u(T(0, g(w))) = u(0) = 0

e analogamente u o T o (f,g)(2,0) = 0. Sendo assim, v o T o (f,g) € BLipy(Z,W; F).
Agora, para provar que uo T o (f, g) é 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somante, observe que

[(wo T o (f,9)(z,wi) —uoTo(f g)(z,w)
—uoTo(f,g)(z,wi) +uoTo(f g)(zw))ill, =
= [((uo T)(f, 9)(zi; wi) — (wo T)(f, 9) (2, w)
— (uo T)(f,9)(zi, wi) + (wo T)(f, 9) (2}, wi) )iz llp
= [[((wo T)(f(2:), g(wi)) = (wo T)(f(z), g(us))
— (wo T)(f(z), g(wi)) + (wo T)(f(2)), g(wi)))izi o
= [I(u ( (f(2:), 9(wi))) = w(T(f (2:), g(w))))
u(T(f(2), 9(wi))) +u(T(f(2)), 9(wi)))iz llp
I (u ( (f (2, g(wi)) = T(f(z), g(wf)) = T(f (27), g(wi)) + T(f(z1), g(wi))icallp
[ulll[(T(f (20), g(wi)) = T(f (zi), g(wi)) = T(f(z), g(wi) + T(f (z0), 9(wi))iz lly
[T L. oo SUP 1(e(f (2)) = @(f (z0)))i= llps

X#

IAIA
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- sup ||(o(g(w;)) —sb(g(wi)))?:lﬂpz

¢EBY#
y
[Ty T 580 0 £ = (0 DDl
Lip(g)

sup || ((¢ o g)(wi) — (¢ 0 9)(wy))iz [lps

Lip(9) sep, 4 )
(Fp) =0 () ).
g

= Wl TN BLs g,y LiP(f) sUD
PEB x4

b1
. $og ¢o 0
-Lip(g) sup ((— wW;) — X W
( )qseBY# Lip(g) (i) Lip(g) () i=1 11,
SNl T BL s, gy oy LEP() Lip(g) sup [[(f(20) = f(20)))iza llps
fEBX#
- sup [|(g(wi) — §(wi))is [lps-
g€By
Portanto, uwo T o (f,g) € BLas,ppy po)(Z, W; F) e também
00T 0 (£ ) 5L0r gy < Nl 1T 1 L) L) (4.15)

(1v') O par (BLasy(p;phpQ)(X,Y;E), Il - HBLas,(p;pl,m)) ¢ um espaco de Banach e, para

cada T' € BLgs (pip, po) (X, Y; ), vale a desigualdade BLip(T) < ||T|| sz
Inicialmente, note que

|T(x,y) — T(z,y") = T2, y) + T(',y)|
< HTHBLaSﬁ(p;m,pz) f:gp Hf(iC) - f(x/>H © Sup Hg(y) - g(y/)H

x# 9€By
S HTHBLG,S,(p;pl,pQ)d(m7 x/)d(y7 y’)’

implicando na desigualdade BLip(T) < ||T|pr,, (. g+ Vamos provar que || [|sr,, .. ..
¢ uma norma no espaco BLgs (pp, po) (X, Y; E). Tome arbitrariamente uma aplica(;éo

as,(p;p1,p2) "

T € BLus (pprpo) (X, Y3 E). Por (4.12)), segue claramente que |T'||5z,, ,, .., = 0. Se
HTHBLM?(MWQ) =0, tem-se
0 < (T (i yi) = T (i, ) — Ty yi) + T, 4i))ica llp < 0.
Em particular, fazendo z; = 0 = y. para todo 1 <i < n, segue que
0 < [[(T'(i,9i))izally < 0= T(2i,9:) =0 =T =0.
E claro que HOHBLM wwimy = 0- Dado qualquer a € K, para mostrar a igualdade
1T\ BLys gy ) = a|||T|sr,. (ww1my) PBStA pTOVar que
||aT||BL (Pip1,P2) — |a|||T||BLa5,(p:p1vP2)’

pois a outra desigualdade segue de (£.13)). Para isso, ja que

| (T (i, yi) — T (i, y;) — T(‘T;v vi) + T, yi))izallp =
= lla- (T, yi) = Twi, yi) — T, v) + T v)is llp
= (- T(wi,yi) — - T(wi,y;) — o T, p5) + o T, 4) )i llp
i (CYBICNT) —( )(%y) (@) (x5, i) + (o) (5, y7))iza llp

< [laT|5z i) = f@))isallp sup [1(g(y:) — 9(v))iz llps

K3
as,(p;mym) ||( ( 9EB, %
Y
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obtemos

(T (i yi) = T (i, ;) — T, yi) + T 43))iza llp

”aTHBLas,(p;pl«,pg) I\\n N\n
< ‘ sup [|(f (i) = f(@3)isalpr sup [[(9(wi) — 9(wi))izillp,
o fEBX# gEBY#
e, consequentemente,
||aT||BLcLs( ; )
“THBLas,(p;pl,pg) — |a S = ‘Oé’HTHBLaS’(p;pl’m) S HaTHBLaS’(p;pl’pr

Por fim, a desigualdade triangular foi mostrada em (4.14), concluindo que || -[|5,
¢ uma norma em B L (pip, po) (X, Y E).

Agora, para provar a completude do espaco BLgg (pip, po) (X, Y; E), tome uma sequéncia
de Cauchy (7,,)22, C BLgs,(ppypo) (X, Y E). Entdo, para todo € > 0, existe n. € N tal
que

as,(p;p1,p2)

BLip(T, — Ty) < | Tn — Tkl 5L <e

as,(p;p1,p2)

para todos n,k > n.. Com isso, (7,,)%%; é uma sequéncia de Cauchy no espago de
Banach BLipy(X,Y; E). Assim, podemos encontrar T° € BLipy(X,Y; E) satisfazendo
BLip(T,, — T) — 0, ou seja, T,(x,y) — T(x,y) para todos z € X ey € Y. Por
(T, — Ty,) ser 2-Lipschtz (p; p1, p2)-somante, para todos n, k > n., segue que

(T = T) (i, yi) — (T = Ti) (i, 4i) — (Tn = Te) (2, 93) + (T = Toe) (5, w) )il

<o = Tillgr,, ), 59PN () = F(@)illp sup [1(g(vi) — 9())iz llps
e rep 9EBy 4
<e sup [[(f(z) = f@)iallp sup (g(wi) — 9(¥i))isall,, -
feBxx 9E€By 3

Como T,,(z,y) — T(x,y), fazendo k — +o0 nas desigualdades acima, concluimos, para
todo n > n,,

(T = T) (s, i) — (Tn = T) (@i, y3) — (T = T) (5, 95) + (To = T)(@, 9) )il

<e s H(f(xi)—f(xé))”zlllplgggp 19 (yi) = 9(w))iza L,

Dessa forma, (T, — T') € BLqs (pp1 ps) (X, Y; E) e, consequentemente,
T =T, — (T, = T) € BLas (pprpn) (X, Y E).

Portanto, ||T,, — THBLGS,@;pl,pQ) < € para todo n > n,, ou seja, a sequéncia de Cauchy
(T,)52, converge para 1" em B L (ppy po) (X, Y5 E).

(i) A aplicagao idye satisfaz ||idx2| 51, ., .. = 1-
Sejam ()i, (a7)iy, (Bi)icr, (8))izy em K, entao [[idxz|| 5L, ), ., < 1€ BLip(idgz) = 1,
pois

| (idxz (o, i) — idga (v, B;) — idx2(a, B;) + idkz (o, B7))izy |l =
= [[(i- Bi — i~ B — - Bi + o, B1) iy Iy
= [|((ai — ;) (Bi = B)) izl
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B =

1

- ( (s = a)(5: - w)

n o n

P1 p2
) (S 2e)
=1 =1

(0 = )iz llpa 1(Bi = Bi)ia e
(idx () — idx () )iz [l [l (il (8:) — i (57))iza 1o
< Sup 1(f(cw) = f(ai))izallp sup [[(9(B:) — 9(B7))izi s

E€EBy# 9EBy 4

e também

lidge (ai, Bi) — ddgz(eu, B)) — idge(af, Bi) + idg2 (o, B])| =
=la;- B —ai- B — - Bi + o, B
= (i — a})(Bi — B)]
= | — 3] 8; — B
= d(a; — a)d(B; — B})-

Logo, segue do item (iv’) provado acima que

1 = BLip(idxg:) < |[idgz2| 51 < 1= |lidkz| L =1

as,(p;p1,p2) — as,(pip1,p2)

(iii") Se f € Lipo(Z,X), g € Lipo(W,Y), T € BLaspprp)(X, Y1 E) ¢ u € L(E,F),
entao
Hu © T © <f7 g)HBLaS,(p;pl,pz) S HuHHTHBLas,(p,plpz)LZp<f)LZp(g>'

Com efeito, segue diretamente de (4.15)). [

Nas secoes anteriores, vimos que B Lipgi e DfL sao exemplos de ideais de operadores 2-
Lipschitz do tipo composicao. Por isso, o leitor poderia questionar se o ideal de operadores
2-Lipschitz BL s (p:p, po) € também do tipo composigao proveniente do ideal de operadores
lineares II,. No exemplo abaixo, veremos que BLgs (pip, po) 7 11, 0 BLipy.

Exemplo 4.3.2. Sejam 1 < p, py,p2 < 0o com i <Ly pLQ. Considere a aplicacao

S:RxR: — EBR)E,ER)
(x,y) — S(z,y) = My @ my,.

~

Entdo, S é 2-Lipschitz (p; p1, p2)-somante e S & 11,0 BLipy(E(R)®, E(R), E(R)®, E(R)).
De fato, primeiramente observe que S = 03 o (0, dr), porque

S(x,y) = Mao @ Myo = 02(Ma0, Myo) = 02(0r(2), 0r(Y)) = 02 © (dr, I ) (7, Y),

sempre que =,y € R. Dai, segue do Exemplo que S € BLipy(R,R; B(R)®,E(R)).
Agora, pela Desigualdade de Hélder e como a aplicagdo dg : R — A(R) é Lipschitz
p-somante para todo p > 1 e quaisquer Xy, -, Ty, T, -, T Y1, YUns Vi, Yo € R,
tem-se

105 (i, y:) = S(i, i) = S, w:) + S (w5, )i lp =
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(M0 @ M0 — Migyo @ Myt — Maro & My,0 + Maro © My 10)i=1llp
(M0 @ (My,0 — My, 0) — My @ (M0 myﬂ))i:l”:ﬂ

(M0 — Mo 0) ® (my,0 — myéO))?:al

(

wiz] & myiyi)ilep

INA
QAAK\AA
- I
El
&2
=
\_H/
/\
Fﬁ
E
i@

L 1

= (3 Woxte) - 5R<x;>um) (Z 6 ) ~ 5R<y;>||p2> )

=1
< Cy osup [|(f(2i) = f(2)imillp Co sup [[(g(ys) — 9(¥:))izillpe
JeByy 9€By #
= C1Cy sup |[(f(zi) = f(23)izillpy sup [[(g(s) — 9(¥))izillpe-
fEBX# gEBY#

Logo, S € BLus (ppr po) (R, R; E(R)®,E(R)). Por outro lado, considerando Sy, a tnica
linearizacao de S dada por

Sp: ER)®ER) — ER)Q,ER)
(Mg @ myo) > SL (Mo @ Myo) = S(x,y) = Myo @ My,

obtemos que Sy, é a aplicacdo identidade do espaco de dimensdo infinita &(R)®,&E(R) e,
por [15, Pagina 50], Sy, ¢ IL,(E(R)®,E(R), E(R)®,AE(R)). Finalmente, o Teoremam
afirma que S ¢ II, 0 BLipy(E(R)&, E(R), E(R)&®,E(R)), concluindo que BLys (ppr po) 7
Hp o BLZpO

4.4 Ideal de operadores 2-Lipschitz fatoravel
p-dominados

O objetivo principal desta secao ¢ apresentar os operadores 2-Lipschitz fatoravel p-
dominados, com 1 < p < oo, e provar que essa classe é um ideal de Banach de operadores
2-Lipschitz. Para tanto, veremos alguns conceitos e resultados essenciais, como a defini¢cao
de operador bilinear p-semi-integral que foi introduzida em [26].

Definicao 4.4.1. Sejam FE,F, e GG espacos de Banach e 1 < p < oco. Um operador
T € L(E, F;G) é chamado p-semi-integral, em simbolo T' € L, ,(E, F; G), se existe uma
constante C' > 0 tal que

1

(Z!!T(wi,yz-)!\p>p§0 sup (Zm(x,-m(y»rp)

$1€Bpx, p2E€Bp~ i=1

B =
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para quaisquer n € Ne (z;)", C E e (y;)i~; C F. Vamos indicar por |||, o infimo de
todas as constantes C' que satisfazem a desigualdade acima.

A definicao a seguir generaliza o conceito de operadores bilineares fatoravel p-dominados
(ver [27], Definition 2.7) para o caso 2-Lipschitz.

Definicao 4.4.2. Considere X e Y espacos métricos pontuados, FE espago de Banach e
1 < p < oo. Um operador T' € BLipy(X,Y; E) é dito 2-Lipschitz fatordvel p-dominado
quando podemos encontrar uma constante C' > 0 satisfazendo

P\

) (4.16)

P\ »
<C sup Z
fGBX#, gGBY# =1

para cada s e n inteiros positivos, 7,27 € X, yf,ygj ceYe )\f ceK(1<j5j<s 1<

R Ra)

i <mn). A classe de todos operadores 2-Lipschitz fatoravel p-dominados é denotada por
BL;,(X,Y; E). Neste caso, definimos

ZV (el yl) = T(a],y7) = T(a?, y}) + T(a7,y7))

SN () = f&) (9(u]) — 9?))

=1

|7z, = inf{C; C satisfazendo (4.16])}.

Observagéo 4.4.1. E vilida a inclusio BL;,(X,Y; E) C BLus (ppr o) (X, Y5 E) € a rela-
¢ao entre as normas dos operadores dessas classes ¢ dada por |15z, 0 < 1 TlBL,,-
De fato, se T é 2-Lipschitz fatoravel p-dominado, usando a Desigualdade de Holder e
tomando na defin¢cao acima n =1 e )\{ =1 para cada 1 < j < s, temos

(T (27, y7) — T(a?,y7) — T2, y7) + T, y7))3y |,

) (Z |7 y) = T(a?,y") = T(a",y7) + T(a", yu‘)Hp)
Jj=1

=

S =

<Tlpey,  swo (D) = F@) (907) = 9(u))["
feB

x#1 9€By#

<Tlos,, s S - fa ) > loe) - o) )
fEB

x#>9€By% \ o1

= ITllb,, sup || (f(&) = f(@7))_ llp sup | (g(y])—g(y”))] 1 s
fEB 4 I= 9E€By 4

sempre que s & inteiro positivo, 27,27 € X, y/,y7 € Y (1 < j < s). Logo, T é 2-Lipschitz
(p; 1, p2)-somante e [|TpL,, ,, ., < ITl5L;,-

No teorema abaixo, vamos estudar a relacao entre um operador de BL;,(X,Y; E) e
sua bi-linearizacao.

Teorema 4.4.1. Sejam X e Y espacos métricos pontuados e E espaco de Banach. Para
1 <p < oo, sao equivalentes:

(i) T € BLy,(X,Y; E);
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4. Aplicacoes e Exemplos

(i) Tp € Lgi,(AE(X), BY); E).
Além disso, vale a igualdade
1T\ 5,, = T5llsisp- (4.17)

Demonstragdo. (i) = (ii) Suponha que T' € BLj,(X,Y; E). Sejam (m;)i_, C A(X)
e (m3)5=; C E(Y) com representagoes

n T
1 _ J o 2 _ J o
m; = E QMg € G = E 6kmygy§j7
i=1 k=1

onde xl, i e X yk, yk €Y e ozl,ﬁ] € K. Agora, note que pelo Teorema m tomando
h € Z#, existe o € B(Z)* tal que h = podz e Lip(h) = ||p||. Dessa forma,

hz) —h(z') = @odz(z) —podz(z) = p(d2(2)) — p(62(2)) (4.18)
= w(mzo) - @(mzfo) = W(mzo - mz’O) = @(mzz')

1
p>p

para todos z, 2’ € Z. Com isso e por , tem-se
% s n r
(Z |75 (m ”p) - (Z Is (Z M, Zﬁimyf;yg>
j=1 i=1 k=1
s p %
:(Z ZZ&JﬁJTBmJM,mJ ’J) )

7j=1 =1 k=1
= (Z SN QlB(T(ad,yl) — T(al, ) — T yl) + T, y)

j=1 || i=1 k=1

>~ alBl (7] = 1)) (o) - 9(u5)

=1
1
p> P

S n r
o e (3o (et ()
=1 k=1

leall<1, lle2ll<1\ =y

s p%
< |\|'T su
<l o, (3 )

x#:9€By# \ ;=

S

Tl swp (S0 S alBiei(m )l )
k=1

" lerll<t, fleali<t

j=1 |i=1

1
p)p

1
= ||T||5zL,, sup o1 (mbea(m2)|” |
TP or <1, eall<1 lel ‘
Assim, Tp € Ly ,(B(X), BE(Y): E) e [|Tpllsip < | Tll5Ly,- . .
~ (#1) => (i) Suponha que Tp € L, (E(X), E(Y); E). Dados vl e Xyl eYe
AZ eK(1<j<s, 1<i<n), por " e " obtemos
p)},

>

j=1

Z )\] (EZ ) yz T(“’?? y:]) - T("Egj7 yz) + T( T; ’yz ))
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4. Aplicacoes e Exemplos

1
PN\ »
TB E )\ ngmq,mygyig
7j=1

S n
[ -
<||Tsllsip ~ sup d e | D Nmy | e <myzy'_1>
“@1“S17 II@QHSl j i=1 vt Lo

1

=[Tsllsip ~ sup (Z Z)‘ngl ( ) Y2 (myfyij)

lerlI<L lle2ll<1 \ =5

-(x

S ON(f@]) = f@)) (o) — 9w?)

i=1

B =

s p %
= | Tsllsip  sup (Z > ~

f€Bx#,9€By# \ =4

Portanto, T' € BLy,(X,Y; E) e também
TN 5Ls, < W TBllsip = T llBL,, = |1 TBl|sip-

]

D. Pellegrino, em [26], provou que a classe (Ls;p, || - [|sip) € um ideal de Banach de
operadores bilineares (ver também [12]). Como consequéncia direta desse resultado e do
teorema precedente, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.4.1. A classe (BLyy,| - |lpr,,) € um ideal de Banach de operadores 2-
Lipschitz.

Demonstracao. Inicialmente, considere as seguintes afirmacoes que seguem diretamen-
teda Proposigao [3.1.5}

Afirmagao 1: (aS+T)p = aSp + T, para todos S,T € BL;,(X,Y;E) e a € K.

B = fr g1 -e para quaisquer f € X7 g€ Y# ee € E, onde
g

Afirmagao 2: (f-g-e¢
E(Y); E) e ¢ definida por fr - gr - e(m,m’) = fL(m)gL(m’)e.

fr-gr-e€ LIEX),

Afirmacio 3: (uoT o (f,g))s = uoTgo (f,§) para cada f € Lipy(Z,X), g €
Lipo(W,Y), T € BL;,(X,Y: E) e u € L(E,F).

Mostraremos agora que BLj, satisfaz as condi¢oes das Definigao [3.2.7}

(i) BLsp(X,Y; E) é um subespaco linear de BLipy(X,Y; E).
De fato, é imediato que a aplicacdo nula 0 € BLy,(X,Y; E). Sejam T, S € BL;,(X,Y; E)
e a € K. Pelo Teorema [4.4.1] e pela Afirmacao 1, segue que

Tp,S € Lsip(BEX),EY)E) = (aT+S)p=alp+ Sp € Ly ,(E(X),E(Y); E)
= al'+ 5 € BL;,(X,Y; E).

(i1) Dados f € X#, g € Y# e e € E, entdo a aplicagio f-g-e € BL;,(X,Y; E).
Basta usar a Afirmacao 2 e o Teorema para concluir que

(f-g-€)p=1fr-gr €€ Lyp(EBX),EY),E)= f-g-e€ BL;,(X,Y; E).
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4. Aplicacoes e Exemplos

(¢73) Propriedade de ideal: Se f € Lipo(Z,X), g € Lipg(W,Y), T € BLs,(X,Y; E) e
u € L(E, F), entdo a composi¢do

uoTo(f,g) € BLiy(Z,W;F).

Inicialmente, note que u o T o (f,§) € Lap(BE(Z), B(W); F). Assim, a Afirmacdo 3
garante que

(woTo(f,9)p=uoTso(f,§) € Lup(B(Z), EW); F)
e, pelo Teorema temos
uoTo(f,g) € BLiy(Z,W;F).

Portanto, BL¢, ¢ um ideal de operadores 2-Lipschitz. Por fim, vamos provar que BL, ¢
cumpre as condicoes da Definicao para concluir que BLy, ¢ um ideal de Banach de
operadores 2-Lipschitz.

(¢') O par (BL,s(X,Y; E),| - HBLf,p) ¢ um espago de Banach e BLip(T) < [Tz,
para cada T € BL;,(X,Y; E).
Inicialmente, pela Observacao e pelo o Teorema tem-se

BLip(T) < | TVBLosppy gy < T ML -

Agora, por e pela Afirmacdo 1, obtemos que || - ||, , define uma norma em
BL;,(X,Y; E), pois

e |T\51,, = ITsllsip = 0.

¢ |TBr;, =0<= |[TB|lsip =0 <= Tp =0<+=T = 0.

o [[0TL;, = laTsllsip = ||| TBsip = lall Tl 5Ly, -

o |T+SlBL,, = I1Ts + Sbllsip < T8llsip + 15Bllsip = T 5Ly, + 1S||BL,,-

Finalmente, para mostrar a completude de BL;,(X,Y; E), seja uma sequéncia de Cauchy
(T0)5>, C BLsp(X,Y; E), entao a sequéncia (75,)7, também pertence a BLipy(X,Y; E)
e, pelo Teorema () B)32, pertence a Ly ,(E(X), E(Y); E). Logo, dado € > 0,
podemos encontrar n. € N tal que

BLip(T,, = Ty) < T, — Tillr,, < €

1(T)5 — (Tk)Bllsip = (T — Tk)Bllsip = T — TkllBL,, <€

para todos n,k > n., onde a iltima igualdade acima segue de . Sendo assim, as
sequéncias (7,,)0, e ((T,)B)2, sao de Cauchy nos espagos de Banach BLipy(X,Y; E)
e Lgp(E(X), E(Y); E), respectivamente. Entdo, existem T € BLipy(X,Y;E) e F €
L p,(E(X), E(Y); E) tais que (7},)52 ; converge para T com a norma BLip(-) e (1,)5)5,
converge para [’ com anorma ||-||pz, . Agora, considerando a bi-linearizacao Tz associada
a T, temos que

TB @) (5)(,5)() =T = lim Tn = lim (Tn)B e} (5)(,53/) =Fo (5)(,53/),

n——aoo n—aoQ
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4. Aplicacoes e Exemplos

isto é, Tp = F € Ly ,(E(X), E(Y); E) e, pelo Teorema |4.4.1, '€ BL;,(X,Y; E). Com

isso,
| T —Tr,, = (T = T)Bllsip = 1(Th)s — TBllsip = (Tn)B — Fllsip — 0

e, portanto, a sequéncia de Cauchy (75,)22, converge para 7' em BL;,(X,Y; E).
(ii') A aplicagdo idg: satisfaz ||idg2||pr,, = 1.
Pelo Teorema e por L, ser um ideal de Banach de operadores bilineares, temos
lidg2|| 5L, = ||(idk2)B|lsip = 1.
(13i") Dados f € Lipy(Z,X), g € Lipo(W,Y), T € BLs,(X,Y;E) e u € L(E,F),

entao é valida a desigualdade

lwoT o (f,9)lsLs, < ulllTlsL,,Lip(f)Lip(g).

De fato, usando , a Afirmacao 3, o fato de que Ly;, ¢ um ideal de Banach de
operadores bilineares e também o Corolario [2.4.1] concluimos que
luoTo(f, 9L, = l(woTo(f 9)slsip
luoTs o (f,§)]sip
llllT s, || £] 131
[ullll T B, Lip(f) Lip(g).

IN

Portanto, BL¢, ¢ um ideal de Banach de operadores 2-Lipschitz. O
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