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Resumo

H4& alguns cendrios tedricos, entre os quais modelos de dimensoes extras de grande
escala, que prevéem um fortalecimento do campo gravitacional para curtas distancias. Mo-
tivados por isso, procuramos por desvios do campo gravitacional na escala de comprimento
atomica. Utilizando dados recentes da espectroscopia do hidrogénio obtivemos novos li-
mites empiricos para supostas modificagoes da gravidade padrao nessa escala. Os novos
limites foram extraidos a partir da frequéncia de transicao 1.5—3S5. Comparando-os com 0s
dados espectroscépicos do Hélio antiprotonico, que estabelece um dos vinculos mais fortes
para desvios do potencial Newtoniano nessa escala, verificamos que nossos resultados sao
um pouco mais fortes. Outros vinculos foram obtidos da andlise do efeito de acoplamento
spin-Orbita gravitacional na espectroscopia atomica para a transicao 2P, — 2P;/,. Tais
vinculos sao mais fortes do que limites previamente determinados em um experimento
que mede a precessao do spin do elétron em um espalhamento elétron-nicleo. Mostra-
mos também que a andlise desta interacao, responsavel pela precessao do spin, pode ser
empregada como um teste de potencial Pés-Newtoniano no dominio atomico.

Palavras-chave: dimensoes-extras, vinculos espectroscopicos, modificagoes da gra-

vidade, acoplamento spin-érbita gravitacional.



Abstract

There are some theoretical scenarios, as the large-scale extra dimensions models,
that predict a strengthening of the gravitational field for short distances. Motivated by
this, we investigate deviations of the gravitational field in the atomic length scale. Using
recent data from hydrogen spectroscopy, we obtained new empirical limits for supposed
modifications of the standard gravity on this scale. The new limits were extracted from
the 1.5 — 35S transition frequency. We compared them with the spectroscopic data of the
antiprotonic helium, which determine one of the most stringent bound for deviations of the
Newtonian potential in this domain. We found that our results are slightly stronger that
the antiprotonic helium limit. Other constraints were obtained from the analysis of the
effect of gravitational spin-orbit coupling in atomic spectroscopy for the transition 2P /o —
2P3/5. Such bounds are stronger than limits previously determined by an experiment that
measures the electron spin precession in an electron-nucleus scattering. We also show that
the analysis of this interaction, responsible for the spin precession, can be used as a test
of Post-Newtonian potential in the atomic domain.

Keywords: extra dimensions, spectroscopic constraints, modifications of gravity,

gravitational spin-orbit coupling.
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Capitulo 1

Introducao

De acordo com o paradigma atual da fisica ha quatro forcas fundamentais na
natureza: a forca nuclear fraca, a forca forte, a eletromagnética e a gravidade. A tentativa
de unificar essas quatro forcas é algo que ao longo dos anos vem estimulando a pesquisa
dos fisicos. Em especial no que se refere ao modo de como combinar a gravidade com as
outras trés forcas, pois a gravitagao possui uma magnitude muito inferior em comparacao
com as demais [19].

De fato, a busca por esta unificagdo motivou o surgimento de teorias de dimensoes
extras, que historicamente se desenvolveram a partir do advento da Teoria de Kaluza-
Klein em 1921. Essa teoria é conhecida por sua tentativa de unificar a gravidade com o
eletromagnetismo em uma tnica teoria de (4 + 1) dimensoes. Para evitar contradigoes
empiricas, supoe-se que a quinta dimensao possua a topologia de um circulo com um raio
da ordem do comprimento de Plank (107**m). Desta forma, estaria justificado o fato das
dimensoes extras nio serem verificadas experimentalmente [4, 11, 10].

Ap6s o modelo de Kaluza-Klein, surge outro modelo de dimensoes extras: o modelo
ADD [13]. Esse, por suas vez, fundamentado em teorias de branas, considera que a matéria
e todos os campos do modelo padrao sao confinados em um espaco tridrimensional, com
excecao do campo gravitacional, que tem livre acesso as dimensoes extras. Por esse motivo,
tal modelo seria uma boa explicac¢ao para o problema da hierarquia (discrepancia existente
entre a escala da forga eletro-fraca e da forga gravitacional, que é da ordem de 10'°).

Outra caracteristica interessante do modelo ADD, e de modo geral, dos modelos de
brana, é a possibilidade dos sinais de dimensoes extras serem sondados experimentalmente.

Uma vez que, o modelo ADD, é fenomenologicamente compativel com uma escala de



compactacao muito superior a escala de Planck, podendo chegar até uma escala de
comprimento submilimétrica. Por esse motivo, o modelo ADD é conhecido como um
modelo de dimensoes extras de grande escala.

Para um espaco suplementar de topologia compacta, o campo gravitacional tem
seu comportamento quadrimensional recuperado para distancias muito maiores que o
raio de compactacao, no entanto a forca gravitacional aumenta para distancias menores.
Assim, eventuais desvios da Lei do Inverso do quadrado em curtas distancias podem ser
indicacoes da existéncia de dimensoes extras. Experimentos como balanca de torcao,
por exemplo, vém sendo utilizados como teste dessa lei e impoem um limite superior de
R < 44pum [39] para a escala de compactagao. Outros vinculos sdo obtidos por meio
de outros experimentos, no objetivo de buscar evidéncias de dimensoes extras, tais como:
vinculos de colisores de particulas [81, 82], vinculos cosmolégicos [48], vinculos astrofisicos
[46] e vinculos espectroscépicos [49]. Esta amplificacao da gravidade a curtas distancias
também motivou muitas investigagoes sobre o comportamento do campo gravitacional
nos dominios microscopicos. Como por exemplo, no que diz respeito ao problema do raio
do préton [59, 60]. Existem conjecturas sobre a possibilidade de que a gravidade nessas
dimensdes mais altas seja uma explicagao para este problema [49, 63].

Usualmente, a modificacao da gravidade é expressa de duas formas: ou por meio da
parametrizacao por lei de poténcia ou da parametrizacao de Yukawa, a qual serd usada
aqui. Essa parametrizagao consiste em adicionar um termo tipo Yukawa no potencial
newtoniano, de modo que ele possa ser expresso como V (r) = m (1 + ae*T/)‘), onde
« é um parametro de forca adimensional e A determina a escala de comprimento em que
as modificagoes sao significativas [34]. Com essa parametrizagao, os resultados referentes
a nossa investigacao, acerca da modificacao da gravidade, podem ser expressos por meio
de vinculos sobre o parametro a em funcao de A. A parametrizacao de Yukawa é tutil
pois permite explicar desvios da gravidade Newtoniana com diferentes origens fisicas. As
dimensoes extras sao apenas uma causa possivel para esses desvios, mas existem outras
justificativas, tais como: a existéncia de bosons adicionais que podem interferir na Lei do
inverso do quadrado em certo dominio [41, 40], como também algumas teorias F(R) que
fazem previsdes semelhantes [40].

Nosso interesse neste trabalho é procurar por desvios no campo gravitacional em

escala atomica utilizando dados espectroscépicos do hidrogénio. Faremos isso seguindo



dois caminhos. Um dos limites atuais mais fortes para os parametros de Yukawa tem
origem na espectroscopia do Hélio antiprotonico. Sabendo disso, analisaremos a frequéncia
de transigdo 1S — 3S para o hidrogénio (recentemente medida com precisao relativa da
ordem de 107'%) e compararemos com os limites j& existentes, determinado por aquele
atomo exdtico. Veremos que os vinculos obtidos sao ligeiramente melhores.

Além dos limites espectroscépicos, outros limites independentes para interacoes
hipotéticas de curto alcance, em torno da escala de comprimento do Angstrom, podem
ser inferidos a partir de experimentos que examinam diferentes fenomenos fisicos, como
por exemplo o espalhamento de néutrons [94] e o experimento MTV-G [95].

O experimento MTV-G investiga a possibilidade de um forte campo gravitacional
ao redor do nicleo atomico através da medida da precessao do spin do elétron, com um
polarimetro de Mott, em um processo de espalhamento com um nticleo pesado. Essa
suposta precessao do spin seria afetada pelo acoplamento spin-Orbita gravitacional do
elétron com o ntucleo. Inspirados nisto, buscaremos por desvios da gravitacao impondo
limites para os parametros de Yukawa (a e A) através da influéncia do acoplamento spin-
érbita gravitacional na separacao fina dos estados 2P/ — 2P3/5. O experimento MTV-G
considera a dinamica do spin numa perspectiva cldssica [96], consideraremos do ponto de
vista quantico. Os vinculos aqui obtidos sao mais fortes do que os obtidos no experimento
MTV-G.

Em adigao a isso, veremos também que o termo de interacao spin-orbita
gravitacional tem contribuicao do potencial Newtoniano e pods-Newtoniano. Como
estamos, neste trabalho, buscando por desvios da gravitagao no dominio atomico, optamos
por nao desconsiderar a diferenca entre eles, prevista por certas teorias métricas diferentes
da Teoria Geral da Relatividade. Do ponto de vista geométrico, o potencial pos-
Newtoniano, que é investigado aqui, esta relacionado a curvatura da secao espacial
do espago-tempo (t = constante). Usualmente, essa diferenca entre os potenciais é
tratada com o formalismo de parametrizagdo pés-Newtoniana (PPN). Um dos objetivos
desse formalismo ¢ analisar teorias métricas alternativas da gravitagao. Como veremos
o potencial pés Newtoniano investigado pode ser relacionado com o parametro 7 do
formalismo PPN.

Este trabalho esta organizado como segue. No capitulo 2 trazemos uma revisao

bibliografica sobre alguns modelos de dimensoes extras, iniciando com o modelo precursor



de Kaluza-klein; posteriormente, o modelo ADD e finalizamos com o modelo de Randall-
Sundrum.

No capitulo 3 abordamos um pouco dos vinculos obtidos para os parametros das
teorias de dimensoes extras e outras modificacoes da gravidade por meio de diversos
experimentos: balanca de torcao, vinculos de colisores de particulas, efeito Casimir e
vinculos espectroscopicos. Trazemos ainda, neste capitulo, o problema do raio do préton,
o qual consiste de uma diferenca de medida oferecida pelo hidrogénio eletronico e pelo
hidrogénio muonico para o tamanho do raio de carga do préton. Essa diferenca levou a
uma discussao sobre a precisao dos experimentos, como também, sobre a possibilidade de
uma nova fisica envolvida. Como o muon é cerca de 207 vezes mais pesado que o elétron,
podemos pensar que a justificativa para tal diferenca esteja na presenca da gravidade.

Como ja foi mencionado, consideraremos o fenomeno da precessao do spin do
ponto de vista da mecanica quantica. Por este motivo, no capitulo 4, trazemos uma
revisao sobre a mecanica quantica relativistica. Iniciamos com um estudo sobre a equagao
de Dirac, abordando-a tanto no espago plano quanto no espaco curvo. Este capitulo
é escrito pensando no capitulo final de nosso trabalho, no qual usaremos a equagao
de Dirac no espaco curvo para obter uma parcela de nossos resultados. Finalizamos o
capitulo com um estudo sobre a transformacao de Foldy-Wouthuysen. Este formalismo
nos permite, por meio de uma série de aproximacoes, escrever a equacao de Dirac livre
de operadores impares. Além disso, por meio dessas aproximagoes é possivel obter uma
série de correcoes para a equacao de Dirac, dentre elas obtemos o termo de interacao
spin-Orbita gravitacional.

Por fim, no capitulo 5 trazemos nossos resultados que, como ja foi mencionado,
utilizam dados espectroscépicos do hidrogénio para buscar desvios no comportamento do
campo gravitacional em escala atomica. Na primeira parte desde capitulo trazemos os
limites obtidos da transicao 1S — 35S do hidrogénio. Como veremos, os limites obtidos
sao ligeiramente mais fortes do que os da espectroscopia do dtomo pHe'. Compararemos
também nossos resultados com vinculos provenientes de outras fontes. Na segunda parte
de nossos resultados, onde obtemos limites a partir da frequeéncia de transicao 2P, ;o —2PF3/5
do atomo de hidrogénio, veremos que o estudo do acoplamento spin-o6rbita gravitacional
na verdade nos permite realizar um teste experimental de um potencial pés-Newtoniano.

Os vinculos obtidos aqui sao mais fortes do que os do experimento MTV-G.



Capitulo 2

Teorias de dimensoes extras

As Teorias de dimensoes extras surgem motivadas pelo desejo de solucionar alguns
desafios da fisica tedrica, tais como: a tentativa de unificar a forca gravitacional com a
eletromagnética, o problema da hierarquia entre a escala eletro-fraca e a escala de Planck
[19] (também chamada de escala gravitacional), o problema da constante cosmoldgica,
dentre outros.

A unificagdo das forcas gravitacional e eletromagnética era um desejo de Albert
Einstein apds formular a Teoria da Relatividade Geral. Ele procurava por uma teoria
geral que as unificasse, e com a qual pudesse explicar todos os fenomenos da natureza.
Porém, nao obteve éxito. Por outro lado, o problema da hierarquia é encontrado na fisica
do modelo padrao e diz respeito a uma discrepancia existente entre a escala da forca
eletro-fraca, a qual é da ordem de grandeza de 10° GeV, e da gravitacional, da ordem de
10! GeV. Essa diferenca de 10'° é vista como um problema para os fisicos teéricos pois
dificultaria a formulacao de uma teoria de unificagao.

Objetivando justificar e resolver os problemas acima citados, alguns fisicos tedricos
comecaram a propor Teorias de dimensoes extras, ou seja, teorias em que o nimero de
dimensdes (n) é maior que (3+1), a dimensao do nosso espago-tempo usual. Estudaremos
no presente capitulo algumas dessas Teorias, dentre elas: a Teoria de Kaluza-Klein (que foi
precursora), o modelo ADD e o modelo Randall-Sundrum. Veremos ao longo do capitulo
que cada um tem uma forma diferente de justificar o fato das dimensoes extras nao serem
observadas experimentalmente.

Deixamos claro que existem também outras teorias que tentam resolver aquelas

questoes por meios alternativos.  Podemos citar, por exemplo: Supersimetria e



Technocolor. Contudo, nosso trabalho estéd concentrado em Teorias de dimensoes extras.

2.1 Teoria de Kaluza-Klein

A Teoria de Kaluza-Klein é uma teoria de dimensdo extra conhecida por seu
objetivo de unificar a interagao gravitacional com a interacao eletromagnética em uma
tnica teoria gravitacional com 5 dimensdes [1, 2, 3]. Como sabemos, Einstein em sua
Teoria da Relatividade Geral (TRG) considerou um espago-tempo quadrimensional (4D),
no qual temos 3 coordenadas espaciais e uma temporal. Por sua vez, na teoria de Kaluza-
Klein temos 4 coordenadas espaciais e uma temporal.

Do ponto de vista histérico é importante destacar que os fisicos Kaluza e Klein
tiveram um precursor, o fisico finlandés Gunnar Nordstom. Entre 1911 e 1913, Nordstrom
vinha trabalhando em teorias relativisticas da gravitacao e obteve uma teoria escalar
consistente [9]; em 1914, antes mesmo do surgimento da Teoria da Relatividade Geral
de Einstein, referiu-se a uma unificacao de sua teoria escalar da gravitagdo com o
eletromagnetismo. Essa unificacao foi alcancada em sua teoria com a adicao de uma
quinta dimensao ao espaco-tempo quadridimensional e exigindo que a distribuicao de
massa da matéria fosse independente da quinta coordenada [5].

Poucos anos apés a publicagao dessas ideias de Nordstom, em 1921, o matemaético
e fisico alemao Theodor Kaluza publicou um artigo intitulado por ”Zum Unitdtsproblem
der Physik”, ou na lingua inglesa, “On the Unification Problem in Physics” [4]. Neste
trabalho ele propunha uma teoria de gravitagao em 5D, mas com uma métrica que nao
dependa da coordenada extra. Essa condi¢ao imposta por Kaluza ficou conhecida como
condicao cilindrica. Posteriormente em 1926 o fisico Sueco Oskar Klein, por considerar a
condigao cilindrica artificial, fez algumas modifica¢oes na teoria e as publicou no artigo
"Quantum Theory and Five-Dimensional Relativity”. Sua maior contribuigao foi postular
que a dimensao extra tinha uma topologia compacta [11, 10]. Com isso, a teoria ficou
conhecida como Teoria de Kaluza-Klein. Vamos a alguns detalhes importantes para se
compreender tal teoria.

Kaluza motivado pelo desejo de elaborar uma teoria que unificasse a gravitagao com
o eletromagnetismo, observava uma semelhanca existente entre o simbolo de Christoffel

(T'},) e o tensor de campo eletromagnético (F},, ). Ele notou que o tensor eletromagnético



se tornaria um simbolo de Christoffel introduzindo-se uma métrica na qual Fl’)y fosse

proporcional a F,, [5, 4]. Essas quantidades sao definidas por:

1
r, = 59” (OuGov + 0oy — OoGyuw) (2.1)
Fp,u = a,u,Au - al/A,ua (22)

onde g, ¢ o tensor métrico e A, o quadri-vetor potencial. Foi quando teve a ideia
de considerar uma quinta dimensao no espaco. O espaco-tempo teria as seguintes
coordenadas: (z*,z), onde p = 0,1,2,3 e z seria uma coordenada do tipo espago, a

entao sugerida dimensao extra. A métrica proposta foi:

G + O*K*ALA, kP*A,
gAB = k¢2A ¢2 ’ (23)

com a condicao cilindrica mencionada anteriormente que exige que a derivada da métrica

com respeito a quinta dimensao fosse nula, isto é [6]:

09aB
0z

=0, (2.4)

a motivagao para essa exigéncia vem do fato que a existéncia da quinta dimensao nao é
observada.

E interessante destacar que esta métrica nao era covariante sobre uma
transformacao geral de coordenadas. Entrarda aqui uma contribuicao de Klein como
veremos adiante.

Klein fazendo uma revisao sobre os resultados de Kaluza se mostrou preocupado
com o fato da métrica nao ser covariante sobre uma transformacao geral de coordenadas.
Por esse motivo ele publicou algumas correcoes para estes resultados, nas quais fez questao
de manter a condigao cilindrica imposta por Kaluza.

Para formular essa teoria de dimensoes extras, Kaluza se inspirou na Teoria da
Relatividade Geral [7, 8], proposta por Einstein em 1915, que leva em consideragao os
principios da relatividade restrita na descricao da gravitacao. Tal generalizacao tem
implicagoes profundas sobre o entendimento acerca do espago-tempo, e nos leva a concluir
que a geometria do espago-tempo nao é absoluta, mas é influenciada pela matéria e energia
e que a gravitagao é uma manifestacao da curvatura do espago-tempo.

Além disso, dessa forma, o universo em dimensoes superiores era vazio. A ideia

era mostrar a matéria em 40D como manifestacao da geometria em 5D. Levando em
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consideracao esse ultimo ponto, as equacoes de campo de Einstein no vacuo em 5
dimensoes sao:

Gap =0, (2.5)

ou ainda

Rap = 0. (2.6)

Se considerarmos a métrica (2.3) e o fato de que o simbolo de Christoffel e o tensor

de Ricci sao definidos da mesma maneira que em 4 dimensoes, ou seja

Rap = 0TG5 — 0pT5¢ + Teplls — Tiplic (2.7)
1
T = §QCD (9a9pB + Opgpa — Opgan) (2.8)

Tomando ¢ constante, obtemos:
G = 87G*T LM (2.9)

VFEF,, =0 (2.10)

onde G, = Ry, — Rg,,,/2 é o tensor de Einstein em 4 dimensdes, Tij = g FopF P /4 —
FF,, € o tensor energia-momento eletromagnético e Fos = JoAp — JsAs € o tensor
eletromagnético. Desta forma, observamos que a Teoria de Kaluza-Klein contém a equagao

da gravitagao em 4D acoplada as equagoes de Maxwell no vacuo.

2.1.1 Compactacao de Klein

O mecanismo de compactacao de Klein nao elimina a condicao cilindrica de Kaluza.
Na verdade é uma explicacao fisica para o fato da dimensao extra nao ser observada
experimentalmente. Klein assumiu que a 5* dimensao teria topologia de um circulo, o que

matematicamente nos permite escrever uma relagdo de periodicidade [11, 10]
z — 2+ 27l (2.11)

Desta forma, um campo escalar ¢(z*, z) definido em um espago 5D com a quinta dimensao

compacta pode ser expresso da seguinte forma
ozt z) = p(a*, z + 2xl), (2.12)

onde [ é o raio da dimensao extra.



Podemos generalizar isto para qualquer campo e considerar que todos sao
periédicos com respeito a quinta coordenada. Assim, podemos expandir todos os campos

em série de Fourier [12] :

Guw (24, 2) Z Iy () e inz/l, (2.13)

n=—oo

_ ni(io ¢n (I‘M) 6inz/l7 (214)

= > An(at) el (2.15)

o indice n refere-se ao n-ésimo modo de Fourier e cada fungao ¢"(z*) é denominada modo
de Kaluza-Klein. Observe que os campos sao independentes da dimensao extra quando
apenas o modo zero(n = 0) é excitado.

Vamos agora analisar alguns efeitos dessa compactagao. Para isso, por questao de
simplicidade, consideramos o caso de um campo escalar ¢"(z#, z) sem massa e admitimos

que a métrica é plana. Este campo satisfaz a equagao de Klein-Gordon em 5 dimensoes:
Opsyé(a, 2) = 0 (2.16)

onde U =0+ % ¢é o operador D’Lambertiano em 5 dimensoes.
Podemos usar o método de separacao de varidveis para resolver a equagao (2.16).

Para tanto, escrevemos a func¢ao ¢(z*, z) como

P(a, 2) = x(2")¢(2), (2.17)

seguindo o método, substituimos a fungao (2.17) na equagao (2.16). Posteriormente,
separamos a equagcao em duas equacoes, de tal forma que cada uma delas seja igual a uma

constante e a soma dessas constantes seja nula. Vejamos:

1 my

X(x“)DX<x )=C (2.18)
1 Po(z)

o e = O (2.19)

podemos ainda escrever a equagao (2.18) da seguinte forma

Ox(z") = Cx(a*). (2.20)



Comparando esta equacao com a equacao de Klein-Gordon com massa
(@ —m*ep =0,

observamos que a mesma representa a equacao de Klein-Gordon em um espago-tempo
quadrimensional e a constante C' representa a massa do campo.
Resolvendo a equagao (2.19) e aplicando as condigoes de contorno, que sao:
»(0) = ¢(27l), chegamos ao seguinte valor para a constante de separacao de varidveis
C
C=— (2.21)

onde n é um inteiro. Podemos escrever ainda que C' = m?, ji que essa constante tem

significado de massa na equagao. Portanto, a equacao (2.20) pode ser reescrita como

Ox ™ (a#) = m2x™ (a*) (2.22)
onde a constante
2 n’
m; = 7 (2.23)

faz um papel de massa para cada modo n.

Desta forma, temos um campo escalar quadrimensional sem massa apenas para
o modo zero, ou seja, quando n = 0. Para todos os outros valores de n temos o que
chamamos de modos de Kaluza-Klein ou modos KK.

Cada modo possui uma energia de repouso da ordem de n/l, em vista disso, nao
podem ser excitados em processos envolvendo energia inferior a este valor. Se o raio
da dimensao extra for suficientemente pequeno, a energia para excitar um modo com
n # 0 serd tao grande a ponto de nao ser observado experimentalmente. Portanto, apenas
o modo zero seria observado, como ¢é requerido pela Teoria de Kaluza. Com isso, nos
questionamos quanto a algo importante: quao grande pode ser o tamanho da escala de
uma quarta dimensao espacial? Para justificar o fato de que até os dias atuais nenhuma
dimensao extra foi observada, tedricos frequentemente adotam a escala de compactagao

como sendo da ordem do comprimento de Planck, ou seja, [1]
Ip = (—> ~ 1.6 x 107%°m. (2.24)

Como consequéncia dessa escala adotada, a massa dos estados excitados seriam da ordem

da massa de Planck, ou seja, Mp ~ 10' GeV. Desta maneira, considerando o nivel de
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energia atingido pelos aceleradores de particulas, que é da ordem de 1TeV (atualmente
chegando a 14TeV no LHC), a nao detecgdo experimental da dimensdo extra estaria
justificada.

Com isso, fazendo uso de seu mecanismo de compactacao, Klein justificou

fisicamente o argumento puramente matematico da condicao cilindrica de Kaluza.

2.2 Modelo ADD

Proposto em 1998, o modelo ADD [13], cuja sigla vem dos nomes dos fisicos Nima
Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos, e Gia Dvali, é mais um modelo que busca resolver
algum problema fisico considerando a existéncia de dimensoes extras. Como vimos,
Kaluza e Klein, quando formularam sua teoria, objetivavam uma unificagao da interagao
gravitacional com a eletromagnética; o modelo ADD, por sua vez, é motivado pelo desejo
de resolver o problema da hierarquia [19].

De maneira resumida, o problema da hierarquia diz respeito a uma grande
discrepancia existente entre a escala eletro-fraca e a escala gravitacional. Estas escalas
diferem uma da outra por um fator da ordem de ~ 10'%. O modelo ADD vem justificar
o porque da gravidade ser tao fraca quando comparada a forga eletro-fraca.

No contexto do modelo ADD a escala eletro-fraca é tomada como sendo a unica
escala fundamental de curta distancia na natureza. A aparente fraqueza da gravidade
em distancias maiores que 1mm é justificada pela existéncia de 2 ou mais dimensoes
extras. Diferentemente do modelo proposto por Kaluza, no qual a escala da dimensao
extra seria da ordem do comprimento de Planck, no modelo ADD esta escala pode atingir
comprimentos submilimétricos, por este motivo é também conhecido como modelo de
dimensoes extras de grande escala.

Baseado em modelos de Branas, o modelo ADD considera que apenas o campo
gravitacional pode se propagar livremente nas dimensoes extras, enquanto que os outros
campos do modelo padrao estao confinados no espago quadrimensional. A tarefa nao
trivial neste modelo é a localizacdo dos campos de modelo padrao na brana. Como
ilustracao, iremos considerar o modelo de localizacao dos férmions no defeito topoldogico
conhecido por parede de dominio, o qual foi proposto por Rubanov e Shaposhnikov

[15, 16, 17]. Queremos deixar claro que poderiamos considerar qualquer outro tipo de
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defeito, assim como também encontramos na literatura estudos sobre a localizacao de

campo usando teoria de cordas [18].

2.2.1 Localizacao da matéria

Um questionamento bastante curioso e que todos os modelos e/ou teorias de
dimensoes extras procuram responder é: se é verdade que existem dimensoes extras no
Universo porque elas nao sao observadas na natureza? J& vimos uma resposta para isto
na Teoria de Kaluza-klein, quando eles justificam a falta de evidencias experimentais,
que comprovem a presenca de dimensoes adicionais, através da condigao cilindrica e do
mecanismo de compactacao de Klein. No modelo ADD um novo cenério de compactacao
foi apresentado. E presumido que nosso universo de (3 4+ 1) dimensées, conhecido por
3—brana, seja uma hiper-superficie imersa em um espaco de dimensoes extras, no qual
apenas a gravidade pode se propagar e os demais campos ou matéria ficam confinados na
3—brana [13].

Do ponto de vista da Teoria de Campos, o confinamento da matéria na brana pode
ser compreendido como o aprisionamento da matéria em uma parede de dominio [16, 17].
Na finalidade de ilustrar essa ideia, considere um campo escalar ¢ = ¢(z*,z2), o qual

descreve a parede em um espacgo que possui dimensao extra. A acao é dada por:

S:/&ngwmf—vw) (2.25)

onde A =0,1,2,3,4 e V(¢) é o potencial escalar. O potencial que suporta este tipo de

defeito topoldgico tem a seguinte forma

V()= (62— 17", (2.26)

observe que ele possui dois minimos de energia, também chamado de estados de vacuo,
em ¢ = v e um maximo instavel em ¢ = 0. Seu comportamento é descrito pela figura
(2.1)

A fim de obtermos a dinamica do campo usaremos a equacao de Euler-Lagrange

[20]
oL oL
= —— | =0, 2.27
%~ 50, 220
que quando aplicada a agao (2.25), resulta na seguinte equacao de movimento:
av
G A 2.2
P+ 35 =0 (2.28)
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Vig)

Figura 2.1: Gréfico do potencial V' (¢)

onde 06 = n4B9,05.

Objetivamos obter uma solucao do tipo parede de dominio. Para isto, iremos
considera-la como sendo estacionaria. Em adicao a isso, consideramos que o campo é
funcao apenas da coordenada de dimensao extra z. Neste caso, a equacao acima pode ser
reescrita como segue

d2¢0 (Z)

)\2
~ T e (=) =0 (2:29)

e a solugao obtida tem a seguinte forma:

A
¢ (2) = vtanh <%) . (2.30)
Observe o comportamento da funcao: quando z — —oo temos que ¢y = —v e

quando z — +00, ¢y = +v, ela separa os dois estados de menor energia do campo ¢,
ou seja, essa solugao conecta os estados fundamentais. Por este motivo é conhecida por
parede de dominio sendo, também, chamada de kink.

Outro ponto que podemos discutir sobre a parede de dominio é a densidade de
energia que a mesma possui. Lembrando um pouco da Mecanica Hamiltoniana, vemos
que a densidade Hamiltoniana H associada ao campo escalar ¢ tem unidade de densidade

oL

de energia e é dada por Hy = Il — £, onde II = 5 ¢ o momento canonico conjugado a

¢. Posto isso, podemos calcular a densidade Hamiltoniana para o campo escalar ¢ :

2
Hy = % (Oa0)” + % (6* — %)%, (2.31)
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®o(z)

Figura 2.2: Solucao para o campo escalar ¢q do tipo parede de dominio

Analisando a expressao acima é facil ver que em ¢ = +v a energia é zero. No
entanto, se considerarmos a solugao ¢, dada por (2.30), obtemos

%

1
"~ 4 cosh? (%) '

~

H, (2.32)

Esta densidade Hamiltoniana representa uma distribuicao de energia conforme ilustrada

pela figura (2.3), na qual a energia esté concentrada em torno de z = 0 [17].

HG(Z)

Figura 2.3: Densidade de energia da Brana localizada em z = 0

E possivel mostrar que A estd relacionado a largura da concentracao. Além disso,
podemos interpretar A\v como uma grandeza que tem unidade de inverso do comprimento.

Assim, é inversamente proporcional a espessura da parede de dominio.
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Por fim, integrando a densidade Hamiltoniana com respeito a dimensao extra

encontramos a energia da parede por unidade de 3-volume:

1 % 203
— il — dy =" 2.33
7 /oo 4 cosh* (22) - 3’ (2:33)

2
A espessura da parede tende a zero no limite em que A — oo. Neste mesmo limite, se
mantivermos o constante , dizemos que a parede de dominio dard origem a uma 3—brana

ideal, também chamada 3-brana fina.

2.2.2 A localizacao dos Férmions

Como ja foi apresentado nesta secao estamos interessados em descrever o modelo
ADD, o qual justifica a diferenca entre a escala gravitacional e a eletro-fraca com o
argumento de que apenas a gravidade pode se espalhar pelas dimensoes superiores e todos
os outros campos estao confinados na 3—brana. Explicamos o processo de localizacao da
matéria numa parede de dominio e neste momento iremos inserir os férmions neste modelo.

Recorde que os férmions sao particulas de spin semi-inteiro que obedecem ao
Principio da exclusao de Pauli e sdo descritos por espinores (), a exemplo do elétron
e o préoton. A equacao de movimento que descreve estas particulas é a equacao de Dirac
[22]. No quarto capitulo faremos uma revisao detalhada sobre esta equagao, o qual sera
dedicado a Mecanica Quantica Relativistica.

De maneira semelhante ao universo quadrimensional, no cendrio de dimensoes

extras a equagao de Dirac ¢ escrita da seguinte forma:
iT40,¥ — mW = 0, (2.34)

sendo o indice A = (u, z), com p variando de 0 a 3 e z representando a dimensao extra.
O termo I'* representa as matrizes de Dirac, as quais obedecem & mesma algebra das

matrizes v* em quatro dimensoes, isto é
rr? 4 784 = 24471, (2.35)

Podemos definir as matrizes de Dirac I'* em cinco dimensdes em funcdo das

matrizes v* em 4D:

e = H

[* = —iy° (2.36)



onde 7° = iy%91v2+3, ou ainda

0 1
75 = 22 (2.37)
12><2 0

A agdo que gera a equagao de Dirac (2.34) é:
Sije = / d'zdz (iWT40, 0 — mWW) (2.38)
de onde observamos que a Lagrangeana tem a seguinte forma:
L =iUT49,¥ — mI¥ (2.39)

Posto isto, vamos estudar como os férmions se comportam em uma parede de
dominio [15, 16, 17] admitindo que a interagao entre eles é do tipo Yukawa. Lembremos
que os férmions sao descritos pelo campo de Dirac ¥ e a parede de dominio, por um

campo escalar ¢. A acao desta interacao tem a seguinte forma:
Sint = —h / d*rdzpU ¥ (2.40)

onde h é uma constante de acoplamento. Portanto, a acao total é construida pela soma
da acao que descreve o campo de Dirac com a acao da interacao, dadas pelas equagoes

(2.38) e (2.40), respectivamente, isto é
S = / d'zdz (iWT49,¥ — mUW — heyUV) (2.41)

sendo ¢ (z) a solugdo de ¢ na parede de dominio. Considerando o férmion sem massa,

m = 0, temos que a a¢ao acima é reescrita como:
S = / d*zdz (iUT04V — hgo W) (2.42)

com isso, utilizando as equacgoes de Euler-Lagrange, obtemos a seguinte equacao de
movimento

D20,V + il*9,¥ — heyW¥ = 0, (2.43)

a qual iremos resolver pelo método de separagao de variaveis. Como W é uma funcgao
das coordenadas do espaco 4D e da dimensao extra, ¥(x, z), podemos escrevé-la como
Us(x,z) = ¥(z)f(2), onde ¥(xr) é um espinor em 4D e f(z) é uma fungao escalar.

Substituindo isso na equacao acima e separando as variaveis, obtemos

azf(z)

T

+ T, () — heot(z) = 0. (2.44)
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Usando a equagao (2.36) e a seguinte restrigao:

VY =~ (), (2.45)
a equacao acima torna-se:
(ﬁ&f@) + h¢o> Y(x) — iy o (z) = 0. (2.46)
Note que, para a equagao (2.46) ser satisfeita, devemos ter
i 9,() = mip(a) (2.47)
o que implica em
d,
") — (o) 1(2). (2.48)

Assim, a constante de separacao m ¢ interpretada como sendo a massa do espinor em 4

dimensodes. Para o modo zero, a equagao (2.48) se reduz a:

VO _ honi(e). (2.49)

Para resolver esta equagao iremos aplicar a condi¢ao de contorno na qual f(z) tende a

zero no infinito. Assim, chegamos na seguinte solucao :

F(2) = exp <—h /0 ) ¢0(z)dz) | (2.50)

Logo, a solugao geral serd dada por [16]

Wy =exp | —h [ ¢o(2)dz ) 1y (2.51)
(- [ o)

onde 1 é a solugdo de (2.47) com m = 0, esta é a funcdo de onda para o modo zero
fermionico. Analisando essa solucao, percebemos que o modo zero dos férmions estd
localizado na parede de dominio, ou seja, em z = 0, pois para z muito grande, f(z)
cai exponencialmente ao longo dessa dimensao. Podemos ver isto mais claramente se
observarmos a equagao (2.30).

O espinor vYy(x) deve satisfazer a condi¢do (2.45). Devido a quiralidade das
particulas de massa nula ser bem definida, esta condi¢ao (2.45) nao representa nenhuma
restricao fisica.

A fim de determinar os possiveis valores de m usamos a equacao (2.48), cada solugao
¢ interpretada como uma espécie de modos KK e se comportam conforme apresenta a

figura (2.2.2) [16].

17



Migermion

s = hv

const - hy

m=20

Figura 2.4: Espectro de massa dos férmions preso a brana. (Figura retirada da referéncia

[49])

A principal caracteristica desse espectro é que ele possui um salto entre o modo
zero e os demais modos, sendo ele proporcional a m ) = hrv. De modo que, quando v for
muito grande, os modos massivos estariam inacessiveis experimentalmente [15, 16], o que

tornaria a teoria compativel com as observacoes.

2.2.3 Potencial gravitacional em dimensoes extras nao

compactas

Visto que o campo gravitacional é o inico campo que nao esta confinado a brana
no modelo ADD, dedicaremos esta secao a entender os efeitos das dimensoes extras sobre
este campo [13, 14]. Comegaremos por obter o Campo gravitacional Newtoniano gerado
por um corpo massivo de simetria esférica no espago usual de (3 4 1) dimensoes e depois
generalizaremos para um espago de dimensoes extras. O campo gravitacional §(7) satisfaz
a seguinte equacao

=

V. §=—4rGp, (2.52)

onde G é a constante gravitacional e p a densidade de matéria.
Considere uma esfera S?(r) de raio 7, na qual em seu centro temos um corpo de
massa m, e uma bola B3(r) cujo contorno é a esfera S*(r). Integrando a equagio (2.52)

sobre a bola B3, temos

/B 3 (6 : g) AV = —4xG | pdv. (2.53)

B3
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Aplicando do lado esquerdo o Teorema de Gauss, obtemos:
gA = —4ArGm (2.54)

onde m é a massa total do corpo, g = |g] e A é a drea de S?*(r). Assim, resolvendo a

equagao (2.54), vemos que sobre a superficie S? o campo gravitacional é

g(r) = ——57, (2.55)

onde usamos que a drea da esfera é A = 4rr?. Como o campo gravitacional é conservativo,
o que matematicamente é expresso por V x g = 0, podemos escrevé-lo como sendo o

gradiente do potencial escalar ®(r) como segue

g(r) ==V, (2.56)
assim,
O(r) = —GT’". (2.57)

Vamos considerar agora este mesmo corpo de massa m em um espac¢o-tempo com
n dimensoes espaciais. Neste caso a esfera S?(r) passa a ser uma esfera S"~!(r) e a bola

B?, uma bola B". Com isso,a equagao (2.52) em n-Dimensdes ¢ escrita como
V.-§=—4rG™p (2.58)

onde G™ é a constante gravitacional em n-dimensoes.

Repetindo os cdlculos, vamos integrar a equacio acima sobre a bola B(™ [23]
/ ) (6 : g) AV = —4xG™ / pa, (2.59)
usando o Teorema da divergéncia, temos que
/n (ﬁ : g) AV = ®, (2.60)
onde ®,, é o fluxo de g através de S"71(r), que pela equacao (2.59) também é dado por
®, = —47G™m, (2.61)
Por outro lado, o lado esquerdo de (2.59) resulta em:
®, = g(r)Vol (S") (2.62)
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onde Vol (S"7!) é o volume de uma esfera em um espago de dimensoes extras

T2
Vol (§"7') = r”_lﬁ (2.63)

Segue, portanto, que
. —2I" (n/2) G™m
g (F) = n/2-1 rn—1 " (264)

Observe que se escolhemos n = 3, isto é, trés coordenadas espaciais, a equacao anterior
recai na equagao (2.55), que mostra o campo gravitacional para a lei do inverso do
quadrado de Newton. Quanto maior o numero de dimensoes, mais rapido cai o campo g.

Usando a equagao (2.56) obtemos a equagao para o potencial gravitacional em um

espaco de n dimensoes gerado por um corpo de simetria esférica e massa m

20 (n/2) G"m
an/2—1 (TL—Q) yn—2 °

O(r) =

(2.65)

2.2.4 Potencial gravitacional com dimensao extra compacta

Determinada a forma do potencial gravitacional para um corpo de massa m em
um universo com n dimensoes nao-compactas, agora iremos determinar o potencial para
o caso em que (n — 3) dimensoes extras sao compactas [23]. Como ilustracdo, considere o
universo (n = 4) e com topologia de um hipercilindro.

Para entender como um determinado observador ver um corpo massivo se as
dimensodes extras sao compactas, observe a figura (2.5). Nela temos um corpo de massa
representado pela letra m e um observador O localizado em um certo ponto do universo.
Como este tem topologia de um hipercilindro, as linhas de forca que emergem de m dao
voltas em torno do espago até atingir o observador. Imagine, agora, que fazemos um corte
abrindo o cilindro e deixando-o na forma de um plano, como mostra a figura (2.5(b)).
Neste caso, o observador estaria sofrendo a agao de varias massas espalhadas ao longo
da dimensao extras. Estas massas recebem o nome de massas topoldgicas pois surgem,
apenas, devido a topologia do espaco. Sendo o comprimento do circulo igual a 2xl, o que
equivale ao comprimento da dimensao extra, temos que esta é a distancia minima entre
as massas.

Na figura (2.5 (c)), consideramos que o observador se encontra a uma distancia
R muito maior que [. Assim, a distribuicao praticamente uniforme de massa é continua

ao longo de z (a coordenada de dimensao extra). Em vista disso, podemos calcular o
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Figura 2.5: Corpo massivo visto por um observador em um universo de dimensoes extras
compactas. Na figura (a), a massa estd localizada em um ponto do universo; na figura
(b), abrimos o cilindro e o identificamos como um espago aberto no qual encontramos as
imagens topoldgicas; na figura (c), consideramos que o observador estd muito distante das

massas e as ver como uma distribui¢ao continua.

potencial por meio da Lei de Gauss para esta distribuicao de massas. Considerando a

superficie gaussiana (SG) na figura (2.5 (c¢)), temos
/ G- dA = —A7 M. (2.66)

No problema que estamos considerando, o espaco possui quatro dimensoes
espaciais, o que implica que SG é um ”cilindro”com base esferoidal.

M;,; representa a quantidade de massa topologica contida no interior da superficie
gaussiana. Devido a separacao minima entre as cargas ser de 27/, temos que o numero
de massas contido na linha no interior da superficie é igual a L/27l, onde L é a altura do
cilindro. Logo,

L
My = —m; 2.67
oo (2.67)

Quanto a ¢, temos que este sera perpendicular a dimensao extra e dependerd apenas da

coordenada radial R. Isto é oriundo da simetria da distribuicao. Portanto,

L
g(R) /dA = —47TG(5)ﬁm; (2.68)

Com relacdo a area do cilindro, temos que esta ¢é igual a 4rR*L. Assim,

—GOm
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Disto segue que o potencial gravitacional serd

yRy:—(ﬁgf)%. (2.70)

Comparando com o potencial gravitacional no espago usual, em (3 + 1) dimensoes, o qual
é ®(r) = GWm/R, identificamos G = G©) /2xl. Portanto, o potencial pode ser escrito

em termos da constante gravitacional G

@)
¢ m) , (2.71)

ym:—( -

observe que ele reproduz o comportamento tridimensional para longas distancias R > 27l.

2.2.5 Gravitacao e comprimento de Planck

A fim de encerrar nosso estudo sobre o modelo ADD iremos tratar, nesta secao,da
relacao entre a gravitagao e o comprimento de Planck, finalizando com uma breve discussao
acerca do problema da Hierarquia.

Muitas vezes é mais conveniente estudar a Gravitacao usando o sistema de unidades
de Planck, no qual as trés unidades basicas, centimetros, grama e segundo, sao substituidas
por outras unidades de comprimento, massa e tempo, tal que as constantes fundamentais

(G, h,c) tem valor numérico igual a um. FEstas novas unidades podem ser escritas em

|Gh _
» — = 1,61-10 Bem, (2.72)
l |Gh _
===\ %= 5,4-107*s, (2.73)
h
m, = \/% =2,17-10 %, (2.74)

e sao nomeadas por comprimento de Planck, tempo de Planck e massa de Planck,

funcao de G, h, ¢ como:

o~

=

respectivamente. Acredita-se que estes valores representam a escala na qual os efeitos
da gravitacao quantica tornam-se importantes [23].

Recorde que

onde c e h sao, respectivamente, a velocidade da luz e a contante de Planck dividida por

2.
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Podemos generalizar este resultado para o universo n-dimensional, onde 1 é o
nimero total de dimensdes. Com base em (2.72) e na andlise dimensional o comprimento
de Planck é definido por [23]

2
L (2.75)

))n—Z G G

onde G ¢ a constante gravitacional neste espaco, cuja unidade é :
[G"] =L [a], (2.76)
Para o caso especial no qual o universo tem 5 dimensoes
[GY)] = L[G], (2.77)

podemos ver que a constante gravitacional neste caso [G(5)} possui um fator de
comprimento a mais do que no caso quadrimensional [G].

Através da equacdo (2.75) definimos uma constante gravitacional G fundamental
no universo de dimensoes superiores, ao estabelecer algum valor do comprimento de Planck
neste universo lz(gm. Onde o valor do comprimento de Planck no espago-tempo de (3 + 1)
dimensoes seria um valor efetivo (I, = 107%*¢m) e o valor fundamental seria medido no
espaco ambiente l;(,”).

Ja foi identificado da equacdo (2.70) a seguinte relacdo entre a constante

gravitacional efetiva G® e G©®:
GO

GW == __
27l

(2.78)

onde 27l é o comprimento da dimensao extra compacta, o qual representaremos por [..
Generalizando este resultado para um numero 7 qualquer de dimensoes, temos:

G i

Estamos considerando aqui o caso no qual a topologia da dimensao extra é uma pequena
circunferéncia de comprimento /..

Tendo encontrado a relacao entre o comprimento de Planck e a constante
gravitacional em uma dimensao qualquer, dada por (2.75), e determinado como as
constantes gravitacionais sdo relacionadas a compactagao, através de (2.79), iremos
descobrir como o comprimento fundamental de Planck em uma teoria de dimensoes

extras com compactacao é relacionado ao comprimento de Planck na teoria efetivamente
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quadridimensional. Para tanto, substituimos a equagao (2.79) em (2.75), o que resulta na

o (B)
— Jn R
=\ ) (2.80)

Admitindo que o comprimento de Planck no espaco n-dimensional é da mesma

seguinte relagao:

ordem da escala eletro-faca, ou seja ~ 1078cm e sabendo que no espaco usual ele mede

l, = 10733em, vemos que a equacao acima torna-se:
lo = 1078 (10%)"~*. (2.81)

Considerando que o espaco possui 5 dimensoes, isto é, uma tnica dimensao extra,
temos que o tamanho dessa dimensao seria I, ~ 102em ~ 107km, quase vinte vezes
maior que a distancia da Terra a Lua, o que fisicamente é inapropriado, pois se existisse
uma dimensao extra desse tamanho ela ja haveria sido verificada experimentalmente. O
modelo ADD descarta entao a ideia de um universo com apenas uma dimensao extra. Se
ao invés disto considerarmos que o universo tem 6 dimensoes, ou seja, duas dimensoes
extras, temos que [. ~ 0,01lmm [23].

A Lei da Gravitagao Universal de Newton vem sendo testada nesta escala de
~ 0,0lmm [39]. Para distancias maiores que a escala de compactacao temos que o
mundo ¢é aparentemente quadrimensional, e a lei do inverso do quadrado ¢ satisfeita; para
distancias menores, os efeitos das dimensoes extras seriam mais significativos modificando
o comportamento da gravidade, de modo que esta lei mudara.

De fato, vimos na sec¢ao (2.2.4) que o potencial assintoticamente (r > 2xl) recupera
o comportamento usual (ver equacao 2.70) e (2.71)). No entanto, é possivel mostrar que,
numa topologia toroidal, os efeitos das dimensoes extras compactas,sobre o potencial

gravitacional, numa primeira aproximacao é dado por [24]

GyM

Vigs =~ (1+2d,e "/ Bm) (2.82)

onde J representa o numero de dimensoes extras, d,, diz respeito a quantas dimensoes
compactas estao com o mesmo raio R,,, que é o valor do raio de compactacao.
Com isso, desvios nas leis do inverso do quadrado podem ser indicacoes da

existéncia de dimensoes extras.
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2.3 Os modelos Randall-Sundrum

Vimos até agora que uma forte motivacao para o estudo de dimensoes extras e
para a busca destas dimensoes no universo é o problema da hierarquia, o qual apresenta
uma grande diferenca existente entre a escala eletro-fraca e a escala de Planck. Modelos
de brana vem se desenvolvendo neste cenario, a exemplo do modelo ADD e dos modelos
Randall-Sundrum. Como ja vimos, o ADD pretende explicar o problema da hierarquia
justificando que a fraqueza da gravidade se da pelo fato de suas linhas de campo se
espalharem ao longo de dimensoes extras compactas e que o tamanho da escala de
compactagao é grande comparado a escala de Planck usual. Contudo, embora este modelo
elimine a hierarquia entre estas duas escalas, ele traz uma nova hierarquia entre a escala
de compactacao e a eletro-fraca. Em 1999, Lisa Randall e Raman Sundrum conceberam
o modelo de Randall-Sundrum na tentativa de eliminar essa hierarquia [25, 26, 29].

Os modelos Randall-Sundrum sao dois: O RSI [25] e o RSII [26]. O primeiro deles
considera a existéncia de duas branas com tensoes o, e 09, admitindo que a dimensao
extra é compacta. Por outro lado, o segundo modelo considera que uma das branas é
colocada no infinito. Estes se distinguem do modelo ADD por mostrar que um universo

de cinco dimensoes nao é incompativel com os dados experimentais.

+g N
i

)

wl
0 L al 0

~2nl -. o~ -ml

wl

Figura 2.6: Topologia S'/Z, (Figura retirada da referéncia [30]).
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2.3.1 O modelo RSI

Configuracao do modelo

O modelo Randall-Sundrum considera que o espago-tempo tem (4 4 1) dimensoes,
ou seja, existe uma dimensao extra e esta é compactificada em um circulo cujas metades
superior e inferior sdo identificadas conforme a figura (2.6). Dito de outra forma, isto
significa que a topologia de nosso espago ¢ do tipo S'/Z,, onde S' ¢ a topologia da
esfera unidimensional e Z; é o grupo multiplicativo {—1,1}. Nesta topologia, o ponto
com coordenada 6 é identificado com o ponto de coordenada —6, o que significa que esta
condicao incorpora periodicidade a dimensao extra. Nesta configuracao temos dois pontos
fixos,# =0 (2 =0) e =7 (2 = z. = 7l), onde z. é o comprimento da dimensao extra e
[ é o raio de compactacao. Em cada um desses pontos temos um mundo quadrimensional
semelhante ao que vivemos, as chamadas 3-branas. Este modelo considera que as branas
sao fronteiras de um espaco-tempo de 5 dimensoes dotado de constante cosmoldgica,

conforme a figura (2.7)[25, 30].

“{1) | i |

| sDbuk < |
| 3-brana | ‘ 3-brana |
| | o
a e
xv L -- xf:”! . | >
® 1 » Z
0 nl

Figura 2.7: Configuragao do modelo Randall-Sundrum.

Neste modelo, os campos estao presos a 3-brana localizada em 6 = 7 e, semelhante
ao modelo ADD, o tnico campo que se propaga ao longo da dimensao extra é o campo

gravitacional.

26



A métrica do modelo

A fim de descrever matematicamente este modelo precisamos encontrar a métrica
desta configuracao. Estamos procurando solucoes para as equagoes de Einstein em 5D que
estejam de acordo com o mundo real: a métrica de fundo nas 3-branas deve preservar a
invariancia de Poincaré, ou seja, o vacuo no universo quadrimensional derivado dessa teoria

deve parecer plano e estatico. Com isso, podemos propor o seguinte Ansatz [25, 30, 31]:
ds? = e ¢y datda” + d2?, (2.83)

onde 7, = diag (—1,1,1,1) é a métrica de Minkowski e o termo exponencial é chamado

fator de deformagao a(z) = £kz = k|z| (ver figura 2.8). O fator de deformagcao depende

Figura 2.8: Comportamento do fator de deformacao a(z).

da dimensao extra. Por esse motivo a métrica nao é fatoravel, o que significa que nao
podemos escreve-la como um produto da métrica de Minkowski com uma variedade da
dimensao extra, assim como no modelo ADD. Calculamos o valor de k& por meio das

equacoes de Einstein. As quais, em cinco dimensoes, sao dadas por:

1
Rap — §9ABR = Tyg, (2.84)

aqui, levamos em conta a constante cosmologica A do espago 5D. Logo, o tensor energia-

momento terd contribuigao de A e da tensdo da brana Tap [27]:

Tap = Agag + 871G Typ. (2.85)
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A constante cosmologica

Calculando o tensor de Einstein para a métrica (2.83) e admitindo que no intervalo

0 < z < z. a fungdo a(z) é regular. Obtemos a seguinte condigao [27]:
1
k? = —EA, (2.86)

observe que esta equagao serd satisfeita apenas se (A < 0), o que nos mostra que a
configuracao do modelo Randall-sundrum exige uma constante cosmolégica negativa, isto
é, 0 espago entre as duas branas é um trecho do espaco anti-de Sitter [25].

Em adicao a isso, temos que a tensao da brana estd ajustada a constante

cosmolégica de acordo com a seguinte expressao [27]
-3

327T2G%5) (2.87)

g

Linearizacao da gravidade na brana e espectro de massa dos gravitons

Iremos discutir a linearizacao da equacao de Einstein no cendrio das branas, a fim

de verificar as correcoes causadas pela dimensao extra. Partindo da métrica
ds* = [a (2) N + by (2, 2)] da*dz” — dz?, (2.88)

podemos calcular a massa dos gravitons para os primeiros estados excitados. Onde h,,, ¢é
o termo de perturbacao da métrica (Jh,,| < 1).
Linearizando as equagoes de Einstein somos capazes de obter as equagoes de campo

para a perturbagao h,,, que no intervalo 0 < z < z. é escrita como [27]
R, — 4k*h,, — a 20" 0, hy, = 0, (2.89)
tal que obedece as seguintes condi¢oes de contorno devido a presenca da brana em z = 0
ez =2:
(R, + 4khgy)|,_o =0 (2.90)
(h,, + 4khgy)|,_. =0 (2.91)
onde o simbolo ' representa a derivada com respeito a dimensao extra z.

Aplicando o método de separagao de varidveis na equagao (2.89), podemos escrever

a solugao como hgyy, (z,2) = ¥ (2) D, () e obtemos as seguintes equagoes
C
U (2) — 4K (2) + ?\p (z) =0, (2.92)

Od,, (z) = —C®,, (x), (2.93)
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a constante C' pode assumir diferentes valores nao negativos (C' = m?), o que nos permite

escrever a equagao (2.93) como
0®,, (z) + m*®,, (r) = 0. (2.94)

Note que a mesma é uma equacao de Klein-Gordon para um campo P,,, e a constante
m? estd relacionada & massa deste campo. Desta forma, ®,, pode ser interpretado como
o campo de um graviton de massa m, onde para cada valor de m temos um campo P,
correspondendo a ele, o qual é conhecido como modo KK.

Por outro lado, em relagdo a equagao (2.92), reescrita para C' = m?, podemos

distinguir duas classes de solucoes. Uma para m = 0:
Uy = Cope F* (2.95)

conhecida como o modo zero. E outra para m # 0:

=G5 (2) 0 () (D) (2] oo

onde C, é uma constante de normalizagao e Ji(2), Jo(2), Ni(z) e No(z) s@o as fungoes
de Bessel de primeira e segunda especies, respectivamente [28].

Impondo a condigao de contorno para z = z. (2.91), obtemos

N () () e ()0 ey =0

os valores permitidos para m sao as raizes desta equacao. Portanto, o conjunto de solugoes
determina o espectro de massa dos gravitons.

Analisando esta funcao graficamente ( ver figura 2.9), admitindo que m é pequeno
comparado a k, vemos que a mesma possui infinitas raizes. A primeira raiz corresponde a

mekl — ()

um graviton sem massa ( k

); a segunda, ao primeiro modo massivo (%ekL ~ 3.8);

e assim por diante. De modo que podemos escrever [27]

Eel’”c ~ constante, (2.98)

onde para os primeiros valores de m, temos
m ~ ke ", (2.99)

Observe que existe um salto no espectro de massa de maneira semelhante ao

modelo Kaluza-Klein. A massa dos gravitons é dada em funcao do comprimento da
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Jox)

Figura 2.9: Fungoes de Bessel

dimensao extra. Portanto, se z. é muito pequeno temos que a massa do primeiro modo é
suficientemente grande (m ~ k), o que exige uma energia muito alta para que este estado
seja excitado. Por este motivo, gravitons massivos estariam fora do alcance experimental.
Um observador localizado na 3—brana nao detecta estes gravitons em principio, apenas

os de modo zero.

2.3.2 O modelo RSII

Imagine, agora, que a brana de tensao negativa é deslocada para o infinito. Isto
significa que a posicao z. se encontra a uma distancia infinita da brana de tensao positiva.
Implicando entao em uma dimensao extra de tamanho infinito, ou seja, ela nao é mais
compacta.

Repetindo-se o procedimento de linearizacao da equagao de Einstein para este novo
cenario, observamos que as solucoes reproduzem um comportamento conhecido no limite
de campo fraco, o que torna o modelos de branas consistente [27].

Sabendo que a fungao de Green G(z, z; 2/, 2’) representa a fungao potencial, estas
corregoes para o potencial gravitacional serao determinadas pelo cédlculo dessa funcao
Gz, z; 2, 2').

Vimos no modelo RSI que os valores permitidos de m caracterizavam um conjunto
discreto de solugoes, os quais eram interpretados como a massa dos gravitons e estavam
relacionados ao tamanho da dimensao extra z, pela equacio m ~ ke **. Tomando o
limite do modelo RSII (2. — o0), a condigdo de contorno (2.91) deixa de ser aplicada
e consequentemente m pode assumir valores reais nao negativos (o espectro torna-se

continuo). A existéncia de um modo zero normalizdvel implica em um comportamento
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quadrimensional para o campo gravitacional acrescido de um termo de correcao para

longas distancias. Deste modo, a funcao de Green sera [27]:

—k 1

Observe que a contribuicao do modo KK com massa leva a uma correcao para a fungao

de Green e carrega efeitos da dimensao extra.
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Capitulo 3

Vinculos sobre os parametros dos
modelos de dimensoes extras e

outras modificacoes da gravidade

Tendo feito uma revisao bibliografica acerca dos modelos de dimensoes extras,
iremos, neste momento, estudar algumas consequéncias fenomenoldgicas deste espaco
extra-dimensional. No presente capitulo, apresentaremos vinculos experimentais impostos
por diferentes sistemas fisicos para o raio da dimensao extra e para a massa de Planck;
assim como para os parametros de Yukawa o e A. Para isto, concentraremos nossa atencao
no modelo ADD), o qual, como foi visto, € um modelo de branas que considera um espaco
de dimensoes extras compactas e de larga escala. Nele, todos os campos do modelo
padrao estao aprisionados na brana, com excegao da gravidade, que tem liberdade para
se propagar ao longo das dimensoes adicionais.

O fato da gravidade ser tao fraca quando comparada a outras forgas conhecidas no
universo (a forga fraca, a forga forte e a eletromagnética) traz um grande desafio para os
que acreditam em uma teoria de unificagdo das forgas [33]. Algumas teorias candidatas
a solucionar este problema envolvem dimensoes extras e foram estudadas no capitulo
anterior. O modelo ADD, por exemplo, prevé que pode haver um desvio na Lei do inverso
do quadrado da forca gravitacional. Portanto, procurar por esse desvio pode lancar luz
sobre essa nova teoria.

Além dos testes da Lei do inverso do quadrado, essa nova teoria pode também

ser revelada em outros fenomenos fisicos, como por exemplo: fenomenos astrofisicos,
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relacionados a explosao de super novas e a producao de neutrinos, fenomenos cosmolégicos,
experimentos espectroscépicos e o problema do raio do préton. No presente capitulo,

trazemos alguns vinculos sobre dimensoes extras presentes nesses fenomenos.

Parametrizacao

A Lei da Gravitacao Universal, introduzida por Newton, vem sendo testada desde
o seu advento até os dias atuais. Como visto no capitulo anterior, testes de desvios da lei
do inverso do quadrado podem ser um bom indicio de desvio do potencial gravitacional
e consequentemente da existéncia de dimensoes extras no universo. Estes desvios vem
sendo buscados experimentalmente e os limites sao impostos por meio de parametrizagoes.
Consideramos aqui dois tipos de parametrizagoes: a parametrizacao de Yukawa e a
parametrizacao por Lei de poténcia.

A parametrizac¢do por meio do potencial de Yukawa [34] é dado como segue

V(’I") = VN(’I") + VYK(T)

V(r)= _Gm1m2 — GmlmQOze’T/)‘
r r
V(r) = —G@ (1+ae™/?), (3.1)

onde Vy é o potencial Newtoniano e Vy i é o potencial de Yukawa !; o é um parametro
de forga adimensional (considerando os modelos de dimensoes extras o valor de « esta
relacionado com o nimero de dimensdes extras) e A é uma escala de comprimento associada
a escala de compactificagdo da dimensao extra [33]. Os limites obtidos usando essa
parametrizacao sao dados por meio de um grafico de a x A.

Ja a parametrizacao feita com base na correcao da Lei de poténcia para o potencial
Newtoniano, é dado por

(3.2)

onde any é uma constante adimensional, N é o expoente da Lei de potencias e ry

corresponde a uma nova escala de comprimento associada com o novo processo. Em

10O potencial de Yukawa foi desenvolvido para aplicacoes em fisica de particulas e fisica atémica e vem
da interacao da troca de um bdson virtual com intensidade proporcional a constante de acoplamento ao
quadrado, e alcance A = fi/myc igual ao comprimento de Compton do béson de troca, sendo m; a massa

do béson [35, 37]
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relacao as teorias de dimensoes extras, N — 1 estaria associado ao niimero de dimensoes
extras.

Nas se¢oes seguintes, iremos examinar diferentes vinculos empiricos determinados
por diversos experimentos sobre desvios da lei do inverso do quadrado usando as

parametrizacoes de Yukawa e a da lei de poténcia.

3.1 Balanca de torcao: Teste da Lei do inverso do
quadrado

Até alguns anos atras, era amplamente aceito que a gravidade obedece a Lei
do inverso do quadrado para distancias maiores que o comprimento de Planck [p =
\/W/c3 = 1.6 -10733¢m. No entanto, a gravidade vinha sendo testada com boa precisao
apenas para separagoes maiores que lem [36]. De uns anos para cd, apés uma grande
quantidade de especulacoes tedricas, é que a gravidade vem sendo testada abaixo de 1mm
[32]. Pesquisas por desvios da gravidade Newtoniana sdo motivadas pela possibilidade
de observagoes de dimensoes extras compactas de grande escala. Tais pesquisas vem
melhorando sua sensibilidade em varias ordens de grandeza ao longo dos anos. No
entanto, esta é apenas umas das motivagoes causadas por esse desvio, existem extensoes
do modelo padrao da fisica de particulas que prevéem a existéncia de bdésons adicionais
que indiretamente poderiam interferir na lei da gravidade do inverso do quadrado em
certos dominios [40, 41] e algumas teorias F/(R) também fazem previsoes semelhantes
[42]. Historicamente, a maioria dos experimentos sensiveis a gravidade foram executados
com balangas de tor¢ao? e ainda ¢ usado na atualidade [37].

Um dos grupos que se destacou nos experimentos com balanca de torcao foi o
Eot-Wash da universidade de Washington. Um de seus objetivos é buscar por sinais
experimentais de gravidade quantica que violem o Principio de equivaléncia de Einstein
e/ou a Lei do inverso do quadrado de Newton [38].

A figura (3.1) mostra o limite existente entre |a| para testes do inverso do quadrado
em intervalos inferiores a 1 cm, plotados em funcao de A. Nela encontramos vinculos de
alguns experimentos, dentre eles, dois realizados pelo grupo Eét-Wash. No que segue,

vamos compreender o funcionamento fisico destes experimentos e comentar seus vinculos.

2A balanca de torcao é um aparelho capaz de medir torques muito fracos.
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Figura 3.1: Limites as violacoes de Yukawa para a Lei da Gravitacao do inverso do
quadrado. As linhas rotuladas por E6t-Wash 2004 [32], E6t-Wash 2006 [39], Irvine [43],
Colorado [44] e Stanford [45] mostram limites experimentais obtidos por esses respectivos
grupos. As linhas mais claras mostram os resultados tedricos e a regiao sombreada é

excluida experimentalmente (Figura retirada da referéncia [39]).

3.1.1 O Eot-Wash 2004

O dispositivo experimental, utilizado no experimento Eo6t-Wash de 2014, para
medir a gravidade em curtas distancias foi um péndulo de torcao de baixas frequéncias,
conforme mostra a figura (3.2). Este dispositivo consistia de um anel de Aluminio
(chamado de detector) com dez orificios, igualmente espacados, suspenso por uma fina
fibra de Tungsténio e, logo abaixo, consistia de dois discos coaxiais, giratorios, de cobre,
com dez orificios semelhantes (chamados de atrator) e que atuavam como a massa atratora
do dispositivo. Estes discos, por sua vez, proporcionavam a atragao gravitacional no
péndulo, que gira num sentido e no outro dez vezes a cada volta. Os furos no disco inferior
foram rodados azimutalmente por 18° em comparagao com os furos superiores. Essa
geometria reduz o sinal da gravidade newtoniana, mas tem pouco efeito sobre um sinal
de curto alcance. Um espelho montado acima do anel, funcionando como autocolimador,

media o torque do péndulo através do brilho de um raio laser [32, 37, 38].
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Figura 3.2: Desenho esquemético do experimento de curto alcance E6t-Wash. Balanca
de torcao criada pelo grupo Eoét-Wash da Universidade de Washington, composta por um
péndulo de tor¢ao e uma base atrativa giratéria. A separacao vertical entre a fonte e o
detector nao estd em escala e a blindagem nao é mostrada. (Figura retirada da referéncia

[38])

Se a Lei do inverso do quadrado estiver correta, os orificios inferiores produzem um
torque no anel do péndulo que diminui, em certa ordem de magnitude, a torcao induzida
pelo disco superior. Entretanto, se a forca gravitacional mudar para curtas distancias, o
torque induzido pelo disco inferior nao cancelara a tor¢ao do disco superior e veremos um
sinal de torcao.

O potencial para este experimento foi parametrizado por um potencial do tipo
Yukawa. E a melhor sensibilidade alcancada no experimento foi para A ~ 1.5mm,
restringindo | a [< 0.0079 com 95% de confianga. Ele também restringiu o raio da
dimensao extra como sendo R < 160um. No caso de duas dimensoes extras, foi imposto
um limite inferior para a massa de unificacdo: M > 1.7TeV/ ¢®. Esta relacdo entre os

parametros de Yukawa e o raio da dimensdo extra ¢ feita por meio da equagao (2.82).
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3.1.2 O Eot-Wash 2006

Este segundo experimento realizado pelo grupo Eot-Wash, assim como o primeiro,
usou uma balanca de torcao de baixa frequéncia, porém, o aparato experimental possuia
algumas evolucgoes significativas e isso permitiu realizar um experimento sensivel a uma
escala de comprimento ainda menor; os corpos de teste foram 42 orificios feitos no detector
e na fonte (veja a figura 3.3), o tamanho relativo dos orificios foi otimizado de modo que
aumentasse o torque da interagao de curto alcance e diminuisse o torque Newtoniano. Do
mesmo modo que no experimento de 2004, este torque era medido por um autocolimador.

O desempenho do autocolimador também foi melhorado [37, 38, 39]. Assim como no Eot-

Figura 3.3: Desenho do segundo experimento realizado pelo grupo Eot-Wash. Os quatro
espelho planos retangulares, abaixo das trés esferas, foram usados para o monitoramento

da torgao. (Figura 1 da referéncia [39])

Wash 2004, um disco foi colocado inferiormente ao primeiro disco para cancelar a interacao
gravitacional Newtoniana. Esse disco quase cancelaria o torque se a Lei do inverso do
quadrado fosse mantida. Novamente, seria sensivel a uma interacao parametrizada por
um potencial tipo Yukawa, desde que A fosse menor que a espessura da fonte. Devido a
quantidade de buracos, o cancelamento do efeito gravitacional Newtoniano foi alcangado

em um grau mais alto.
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O grupo Eot-Wash realizou trés experimentos variando a espessura do disco
compensador, o angulo de suspensao e a frequéncia de rotacao. E seu melhor resultado foi
alcancado para A &~ 600um, restringindo | a |< 0.0037 para um nivel de confianga de 95%.
Eles restringiram ainda mais o vinculo sobre a escala de dimensao extra, observe a figura
(3.1), para | @ |= 1 temos A < 56pum. Para este resultado, o tamanho maximo da escala
de compactacao da dimensao extra foi R < 44um. No caso de duas dimensoes extras do

mesmo tamanho, um limite inferior de massa de unificacao foi imposto: M > 3.2TeV/ .

3.2 Vinculos do Efeito Casimir

Considerem o seguinte experimento: uma camara perfeitamente selada, no formato
de uma cavidade ctbica, na qual o vacuo foi estabelecido. Dentro dela temos duas placas
metalicas quadradas condutoras, porém eletricamente neutras, as quais estao dispostas
paralelamente entre si e separadas por uma distancia da ordem de micrometros. Um
medidor de for¢a muito sensivel é colocado dentro da camara capaz de medir forcas
pequenas entre as placas. Interferéncias externas sao neutralizadas e os pesos das placas
estao convenientemente cancelados por meio de suportes. Do ponto de vista da fisica
classica, espera-se, portanto, que este medidor nao detecte a presenca de nenhuma forca
elétrica, visto que as placas sao eletricamente neutras. No entanto, as medidas indicam
a existéncia de uma forca atrativa entre as placas. Tal efeito recebe o nome de Efeito
Casimir em homenagem ao fisico holandés que o descobriu em 1948, Hendrik Brugt
Gerhard Casimir [78, 79, 80]. Ele mostrou que a forga de atragao destas placas deveria

ser inversamente proporcional a quarta poténcia da distancia que as separam (a)

w2he

onde A é a area de cada placa. Mas com justificar esse efeito?

No dominio classico, a palavra vacuo é relacionada a completa auséncia de matéria.
No entanto, quanticamente, o conceito de vacuo sofre modificacbes. Com o advento
da mecanica quantica surge um conceito chamado energia do ponto zero, o qual se
refere a uma energia decorrente de flutuagoes quanticas que nao podem ser eliminadas
por nenhum processo fisico. Esta energia esta relacionada com a minima energia do

oscilador harmonico quantico que nao é nula, mas E = hr/2. E o efeito Casimir é uma
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consequencia dessa energia do ponto zero, isto é, é consequéncia de oscilacoes quanticas
eletromagnéticas.

Considerando que o espaco inteiro é vacuo, temos que o campo eletromagnético
pode ter qualquer valor de frequéncia de oscilagao variando de zero a infinito. Contudo,
confinando o campo eletromagnético em uma regiao espacial limitada, temos que este
espectro de frequéncia torna-se discreto devido as condigoes de contorno impostas. O
efeito Casimir resulta desta alteragao do espectro de frequéncias de vibragao do campo
eletromagnético, em razao da presenca de placas metélicas, por exemplo. Temos que esta
alteracao ocorre mesmo quando as condig¢oes de contorno sao impostas no vacuo, devido
a energia do ponto zero.

Calculando a energia do vacuo sem as placas metalicas obtemos um valor infinito,
do mesmo modo acontece se calculamos a energia do vacuo entre as placas. Entretanto, a
diferenca de energia entre as duas situagoes é um valor finito e com significado fisico (para
chegar a este resultado aplica-se um procedimento de renormalizagao). Essa diferenca
finita de energia pode ser interpretada como a energia necessaria para se introduzir as
placas no vacuo. Temos, portanto, que o efeito Casimir é uma manifestacao macroscopica
das propriedades microscépicas do vacuo quantico. Dito de outra maneira, é um efeito
puramente quantico resultante da modificacao das oscilagoes de ponto zero do campo
eletromagnético, devido a presenca de fronteiras materiais, quando comparada com o
espago sem fronteiras [78, 79].

Este experimento, assim como os outros aqui estudados, também impode vinculos
para a modificagao da gravidade padrao. Diferentemente dos experimentos de balanca de
torcao, que obtém a < 1, as sensibilidades experimentais nessa regiao estao muito aquém
da detecgao da forga gravitacional Newtoniana (ver grafico 5.2). Desta forma, todos os
vinculos foram obtidos como limites superiores a forca gravitacional. O efeito Casimir tem
estimulado muitos experimentos e embora nem todos busquem por vinculos para testes
gravitacionais, eles impoem vinculos para os parametros de Yukawa [56]. Vejamos alguns

destes vinculos na tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Limite superior para os parametros de Yukawa obtidos por meio de

experimentos do efeito Casimir (vinculos retirados da referéncia [56, 57])

Experimento Vinculo para os parametros o e A
Lamoreaux (1997) a < 2 x 10® para A = 5um
Sushkov et. al (2001) a < 2 x 10° para A = lum
Masuda (2009) a < 3 x 10" para A = 1um
Decca et al (2005, 2007) a < 3 x 10" para A = 100nm
Harris et al 2000 a < 3 x 10" para A = 10nm
Bezerra et al (2011) a < 2.8565 x 10% para A = 10nm,

a < 1.470 x 10" para A = 100nm
e a < 1.1212 x 10! para A = 1000nm

3.3 Vinculos de Colisores de Particulas

Colisores de particulas sao uma espécie de aceleradores que envolvem feixes de
particulas de alta energia, os quais pretendem testar os limites do nosso conhecimento
sobre a natureza e podem levar a descoberta de nova fisica que envolveria desde a
detecgao de particulas super-simétricas até tragos de dimensodes extras [77]. Os vinculos
que trazemos nesta secao sao oriundos do grande colisor de hadrons, ou do inglés the Large
Hadron Collider (LHC), que é um colisor de préton-préton capaz de estudar efetivamente
a fisica na escala TeV.

Consideramos, novamente, o cenario do modelo ADD, no qual a gravidade se
propaga ao longo das dimensoes extras e define uma teoria efetiva valida abaixo da escala
fundamental Mp [13, 56]. Em processos de colisao de hadrons a produgao dos gravitons
com massa (os modos KK) ocorreriam apenas se Mp ~ TeV. Nos coletores de hadrons,
os modos KK do graviton escaparia da deteccao direta, mas como seriam produzidos em
associacao com um féton energético ou um jato, sua deteccao indireta se daria por uma
assinatura de monoféton ou monojato no estado final com energia faltante [77]. Essa
energia faltante corresponderia a energia emitida na forma de modos KK do gravitons
que pode ser estimada no modelo ADD como faremos a seguir.

Os modos massivos de Kaluza-Klein tem uma massa |n| /R, portanto a separagao
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entre os modos adjacentes é [56]

642

1 Mp\*°  (Mp\ 2 . wma
Am ~ — = Mp [ =2 ~ | == 1 4
m~ D <MP) Tov 05 eV, (3.4)

usamos a relacao entre o raio de compactificacao R e a massa efetiva de Planck da teoria

D-dimensional, a qual é dada por
Mp = /VsMp"? = (20R)" M = RO ML, (3.5)

onde Mp = Mp/+/87 = 2.4 -10'GeV é a massa de Planck reduzida [56].

Para grandes valores de d, Am seria grande, e consequentemente apenas um
pequeno numero de modos KK seriam produzidos. No entanto, para § < 6, Am seria
bem menor do que a resolucao experimental do LHC. Neste caso, esperamos uma grande
quantidade de gravitons sendo produzida em processos de colisao de altas energias.

Como estamos tratando de aplicacoes experimentais, se torna mais conveniente
expressar a taxa de producao de gravitons em funcao da secao de choque inclusiva. O

nimero de modos dN com momento entre |n| e |n| + dn é dado por [56]

dN = Ss_1 | n|°' dn (3.6)
onde
271'6/2
Ss—1 = W (3.7)

é a superficie de uma j—esfera de raio unitério. Usando (3.5) e fazendo a seguinte mudanga
de varidvel m = |n| /R, podemos escrever (3.6) como [56]
N2
dN = S5_1—5-m’"tdm (3.8)
M,

com isso, expressamos a se¢ao de choque diferencial para a producao de gravitons da

seguinte forma [56]
d*o M? do
=95 P 6—1 m
dtdm ~ 7 azR" e

onde do,,/dt é a segao de choque diferencial para a produgao de um tnico graviton KK

(3.9)

de massa m.
As secoes de choque para os processos parciais mais relevantes na producao de

graviton mais jato em colisores de hadrons sao

do a, 1 t m?
M qg = gG) = = —F (-, 3.10
7 (qq — 9G) 365112 1( , ) (3.10)
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1 t m?

dt 96 sM?2 s’ s
do o, 1 t m?
Bmgg = ga) =2 —_p (210 3.12
gt 99 = 9G) 16 sM3 3(3’ s> (3.12)

onde t = (p, — pg)2 é a variavel Mandlstam, as funcoes F}, Fy e F3 sao polinomios dados
no apéndice da referéncia [56], a; é a constante de acoplamento da interagao forte e s é a
energia do centro de massa.

O principal sinal experimental da produgao de gravitons no LHC é o proveniente
do processo pp — jet + E, vindo do subprocesso qg — ¢G, cuja secao de choque é dada

por (3.11).
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Figura 3.4: Gréfico da secao transversal total em funcao de Mp para todo valor de
Er jet > 1TeV com o requerimento que |n;e;| < 3. A linha horizontal pontilhada representa

o background do modelo padrao (Figura 4 da referéncia [58]).

Na figura (3.4) temos a se¢ao de choque total em fungdo de Mp para um
E;Z;" = 1TeV, nela temos duas curvas para cada valor de §. A curva indicada por
a é o resultado de zerar a secao de choque na equagao (3.11) sempre que /s > Mp,
ou seja, que a energia efetiva do centro de massa na colisao seja maior que a escala

fundamental. Enquanto que a segunda curva, indicada por b, permite que as secoes

cresgam indefinidamente com +/s. Na regido em que as curvas coincidem, a contribui¢ao
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dominante vem de momentos menores que Mp e a teoria efetiva é totalmente aplicavel.
Por outro lado, quando elas se separam a contribuicao ultravioleta torna-se importante e
essa analise perde a validade.

Para 6 > 5 nao hé regiao de Mp na qual podemos confiar simultaneamente na
teoria de perturbagao e obter um sinal visivel no LHC [56]. Porém, para 6 < 5 o LHC
sondard Mp num intervalo de energia dentro da escala TeV num regime perturbativo e
de maneira confidvel.

Os vinculos recentes obtidos pelo processo pp — jato + Er estdao expostos na

tabela, para um certo valor /s = 8 TeV (3.2).

Tabela 3.2: Limite inferior sobre a escala fundamental de Planck (Mp) para /s = 8 TeV
81, 82]

Numero de dimensées extras (6) Mp >

2 5.61TeV
3 4.38 TeV
4 3.86TeV
5 3.55TeV
6 3.26 TeV

Observe que os vinculos sobre Mp decrescem com o aumento da quantidade de
dimensoes do espaco. Para § > 4 os vinculos sao mais fortes do que os encontrados pelo

teste da lei do inverso do quadrado [62].

3.4 Vinculos Espectroscépicos

Os vinculos espectroscépicos discutidos nesta segao foram inspirados pela
possibilidade de procurar por sinais de dimensoes extras na espectroscopia de atomos
de hidrogénio [49]. Veremos de que maneira estes vinculos foram obtidos.

De acordo com o modelo ADD, espera-se que a gravidade seja modificada para
distancias inferiores a [, onde [ pode ter dois significados a depender da caracteristica das
dimensoes extras: ele pode significar o tamanho desta dimensao adicional, para dimensoes

extras compactas, ou estar relacionado ao raio de curvatura, para as nao-compactas. Como
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visto no capitulo anterior, no limite de campo fraco o campo gravitacional de um corpo

massivo se comporta conforme as seguintes expressoes

—Gpn™2, para r>|
v — @ P (3.13)

—Guys)5er, para 1 <L 1L

onde G4y5) ~ G(4)l‘S ¢ a constante de Newton no espago de dimensoes extras. A relagao
entre G415y € G(4) depende do volume do espago extra-dimensional.

A interagao gravitacional Newtoniana é muito pequena e pode ser desprezada em
sistemas atomicos. No entanto, na presenca de dimensoes extras, no dominio de curtas
distancias r < [, a energia potencial aumenta por um fator de ordem de (I/7)°. Assim, esta
energia poderia causar modificacoes no espectro de energia do hidrogénio. Portanto, este
pode ser um caminho para obter-se vinculos sobre modelos de dimensoes extras usando
medidas de transi¢oes atomicas.

Podemos calcular o desvio que a contribuicao gravitacional causa na energia de
um determinado estado @ do atomo de hidrogénio. Para isso, admitimos que a energia
potencial causa uma pertubacao na hamiltoniana do atomo, a qual é proporcional a
média <7"_(5+1)>, e essa média causa uma divergéncia para os estados S quando § > 2.
Alguns trabalhos trazem solugoes para essa divergéncia estabelecendo-se um raio de corte
[50, 51, 52, 53, 54]. Outros consideram os desvios que a energia potencial gravitacional
fornece aos niveis de energia molecular [55], porém essa abordagem produz vinculos muito
fracos. Os vinculos que mostraremos na presente segao foram encontrados em [49]. Essa
referéncia, objetivando regularizar essas divergéncias, considera a subestrutura da brana
para o caso de branas espessas.

Quando estudamos, na se¢ao 2.2.1, a localizagao da matéria na brana, vimos que

o modo zero do campo espinorial ¢ dado por

o, 2) = exp (—h / ¢0(z)dz) vo(@). (3.14)

Generalizando este resultado acima para um espaco D-dimensional, consideramos que a
fungao de onda das particulas localizadas podem ser escritas como V(z,z) = x(z)¥(x),
onde x(z) é uma fungao do espago suplementar e ¥)(x) é um espinor em 4D. Assumimos,

por questao de simplicidade, que a fungao x(z) é uma gaussiana [49]

5 \ 9/ b 2
= (%) o ) (3.15)
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que estd localizada em torno do centro da brana com desvio padrao o. A largura (o) da
funcao de onda deve satisfazer a condigao o < € < [, onde € é a espessura da brana e deve
ser menor do que 107”m de acordo com os limites experimentais [13].

Visto que o atomo se localiza em uma brana espessa, precisamos entender como se
da a interagao gravitacional entre o elétron e o préton neste cenario. Considerando que

o espaco extra dimensional tem uma topologia de um toro d—dimensional de tamanho

[ = 27R, o potencial gravitacional de uma massa m no ponto R = (z,z) do espago
ambiente é
Gupsm Gupsm
V(R) = — RO+1 Z | R — R, [P+ (3.16)

onde m é uma massa puntiforme, R é o vetor posicao das massas topoldgicas ( dado por
R, = (0,0,0,1kq,...,lks) e [k, ko, ..., ks] s@o inteiros). Com esta forma o potencial V(R)
é periddico em relacao as dimensoes extras. Este potencial é uma solucao da equagao de
Laplace em (3 + §) dimensoes com condig¢oes de contorno apropriadas. Para | x [> [,
V(R) reproduz o potencial Newtoniano.

Vamos estudar aqui apenas a contribui¢do do primeiro termo de (3.16), porque,
como mostrado em [49] ele d4 a maior contribuigdo no caso de estados do tipo S.

Considerando que a massa do préton m, é distribuida de maneira uniforme no

nucleo, temos que o préton produz o seguinte potencial [49]

o) = ~Guss [ oo [ " = R, |5Hd3+5R’ (3.17)

onde p =| Up |*> m, é a densidade de massa e Up(z,2) = x(2)1,(x) é a funcao de onda
do préton no espaco de dimensao maior. Sendo ¥ p constante no interior do nicleo e zero
na regiao externa.

O desvio na energia de um determinado estado atomico, ou seja, a contribuicao

gravitacional aos niveis de energia, a partir da teoria de pertubacao serd dado por [49]:

0B = / / | e |2 med(R)d*TR, (3.18)

onde Hg = m.¢ é a hamiltoniana que governa a interacao gravitacional entre elétron e
préton no cendrio cléssico e 1 (z, 2) = x(2)ve(x) é a funcdo de onda do elétron; considera-
se que Hg é um termo pequeno. Desta forma, a interacao gravitacional entre elétron e
proton, modificada pelo espago de dimensoes extras, altera o espectro de energia do &tomo

de hidrogénio. Sendo,

1
3

ay

s = e/ (3.19)
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(3.20)

1 T
—r/2a0
v \/8ma} < 2a9 )

as fungoes de onda dos estados 15 e 2.5, respectivamente, a contribuicao gravitacional da
transicao ¢é calculada [49]

|M&—dﬂ“z%¥%§%§2[—%%+O(%>}P+O(%ﬂ, (3.21)
onde 5 é o coeficiente que depende do numero de dimensoes extras, por exemplo:
vy = 2m3/2 vy = 4m /3, 5 = /% /3 e yg = 4m/15.

Calculando o desvio na frequéncia da transigao 25 — 15, Avg = |0 Ess — 0E1g| /h e
comparando com os dados experimentais, os vinculos podem ser obtidos [49]. O valor dessa
frequéncia experimental no atomo de hidrogénio é igual a f.,, = 246606143187035(10)H..
E natural que o efeito proveniente das dimensoes extras seja menor que a soma quadratica

dos erros experimental e teérico (64espico = 32kH.), isto é

Avg < \/5yt2€érico + 00xp (3.22)

1073 10732 10=2? 10=2¢ 1023 10=2°

108 T TN T T 108
107E.. 107
106 106
10° 10°
> 10 104
S 108 103
a2 102
= ! 10!
10° .. 410°
10~ 2410
102 102
10-3 10-3
10-35 10-32 10—29 10—26 10-23 10—20

o (m)

Figura 3.5: Vinculos inferiores sobre a massa de Planck Mp em funcao de o [49].

No grafico (3.5) temos os limites inferiores para a massa de Planck Mp em funcao

de o com base na andlise numérica de (3.22). Esta andlise mostra que os vinculos para
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branas finas sao mais restritivos. Observe que o grafico nao mostra os resultados para

0 =1ed = 2, isto porque os vinculos obtidos para esses valores de d sao muito fracos.

Para a espessura da brana ¢ < 107m (branas realisticas) a principal contribuigao da

energia potencial gravitacional para ¢ > 3 vem da integral no interior do nicleo.
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Figura 3.6: Vinculos superiores sobre o raio de dimensées extras R em funcao de o [49]

Uma vez determinado os vinculos para Mp, é possivel examinar os limites

experimentais para R, isso é feito na figura (3.6). Vemos que para uma longa faixa

de o temos vinculos mais fortes do que os encontrados pelo teste da Lei do inverso do

quadrado. A area abaixo das curvas representa a regiao excluida. Para obter este limite

usamos as seguintes relagoes entre a massa de Planck Mp e a constante gravitacional no

espaco de dimensao extra (G4, 4, e entre a massa de Planck e o raio da dimensao extra R,

respectivamente [14, 56

onde Q5 = 27°T (%£2) /(6 + 2) 2m°s .
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3.5 O problema do raio do préton

O proton, apesar de ser um dos principais componentes do universo visivel, possui
caracteristicas ainda nao bem compreendidas, a exemplo de seu raio de carga [59]. A
estrutura do préton é importante pois a probabilidade de um elétron no estado S ser
encontrado dentro do préton é diferente de zero. Desta forma, as frequéncias de transicao
medidas dependem do tamanho do préton [60].

O valor do raio de carga do préton, obtido em 2010, dado pelo Comité de dados
para a ciéncia e tecnologia (CODATA) é r, = 0.8775(51)fm [64]. Este valor ¢ extraido
principalmente da espectroscopia de 4tomos de hidrogénio eletronico [65, 66, 67, 68, 69, 70]
e de medidas da secao de choque em experimentos de espalhamento de elétron-proton
(71, 72, 73].

A espectroscopia do hidrogénio muonico 3 fornece um caminho alternativo para
melhorar a precisao na medicao do raio do préton. O raio de Bohr do muon é 186 vezes
menor do que o raio de Bohr do elétron, o que causa um aumento na sensibilidade do
hidrogénio muonico ao tamanho finito do préton [60]. Em particular, o Lamb-Shift, a sutil
diferenca entre as energias de ligacao dos estados 2573 € 2P /5 dos dtomos de hidrogénio, é
afetado em até 2%. O raio do préton medido para o hidrogénio muonico, com experimentos
de espectroscopia a laser pulsado, é r, = 0.84184(67)fm [60], tal resultado apresenta uma
diferenca de 7 desvios padroes com relacao ao obtido pelo CODATA. Essa discrepancia,
conhecida por problema do raio do préton, desencadeou uma discussao sobre a precisao
desses experimentos, como também, sobre a possibilidade de uma nova fisica envolvida.
Nesta secao, abordaremos este problema e mostraremos como o cenario de branas espessas
contribui para uma explicagao [63].

O tamanho do préton é expresso pela raiz quadratica média do raio de carga

rp =1/ (r2) (3.25)

onde
(rp) = / r*pe(r)d’r (3.26)
sendo p. a densidade de carga elétrica normalizada do proton. A teoria que prevé os efeitos

da estrutura interna do proton sobre o espectro de energia atomica é a eletrodinamica

quantica(QED).

3 Atomo formado por um préton (p) e um muon negativo (u™)
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Foram medidas as transicoes de frequéncia no hidrogénio muodnico para o estado
25 —tripleto, v, = 2Pf/§2 — QSf/jl, e para o estado 25—singleto, vg = 2P31;§1 — 25530. a
partir dessas medidas, pode-se encontrar o valor experimental do Lamb shift no hidrogénio

muonico com base na seguinte expressao [63]
ep L 3
AE™ = Zhs + hiy — 8.8123(2)meV. (3.27)

O termo 8.8123(2)meV ¢ derivado do céalculo das separagoes fina e hiperfina no estado
2P. Utilizando as frequéncias medidas vg = 54611.16(1.05)GHz [60, 61] ¢ 1, =
49881.35(65)GHz [60, 61], encontramos que AET? = 202.3706(23)meV. Por outro lado,

a previsao teérica para o Lamb-Shift total é [61]

2

T
AE(]' = |206.0668(25) — 5.2275(10) %5 | meV, (3.28)

onde r, é medido em fentometros.

Se usarmos o valor de 7, dado pelo CODATA, para calcular AE  entdo
os resultados tedricos e experimentais do Lamb-shift apresentam uma diferenca de
0.3290(469)meV, a qual ndo encontra explica¢do na fisica teérica padrao. Uma variedade
de propostas foram sugeridas para tentar explicar esse excesso de energia por meio de
uma nova interagao além do modelo padrao [74, 75, 76].

Como o muon é cerda de 207 vezes mais pesado que o elétron, é razoavel
pensar que a presenca da gravidade pode explicar esse excesso de energia. No entanto,
como ja vimos, o potencial newtoniano é desprezivel em sistemas atomicos no espaco
quadrimensional. Por outro lado, considerando o cenario de dimensoes extras de larga
escala, temos que o potencial pode ser muito maior em curtas distancias. E neste cenério
que surgem os vinculos trazidos nesta se¢ao [63]. Os autores da referéncia [63] consideram
o hidrogénio muodnico no cenario de branas espessas. O desvio nos niveis de energia
associado a interacao gravitacional muon-préton é encontrado e com isso verifica-se que
essa contribuicao gravitacional poderia fornecer o excesso medido de energia, resolvendo,
assim, o problema do raio do préton.

Na secao anterior, mostramos que a interacao gravitacional entre elétrons e prétons
modificam os niveis de energia do atomo de hidrogénio. De maneira analoga, a interacao
gravitacional entre protons e muons alteram os niveis de energia desse sistema ligado.

Seguindo os mesmos passos, da secao anterior, podemos mostrar que para estados S o
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desvio da energia provocado pela dimensao extra é
2
il = = o) P 1= 3 w0 (1) [1eo (Z)]. e
onde ag,, € o raio de Bohr do hidrogénio muoénico, 1,5(0) é a funcdo de onda do mion
no estado nS avaliada na origem e 75 é o mesmo fator numérico visto nos vinculos
espectroscopicos. Observe que a equagao (3.29) s6 é valida para § > 2, ou seja, para
um espaco com a quantidade de dimensoes extras maior que 2.
Para os casos em que 6 =1 e ) = 2, temos que a energia gravitacional nao é forte
o suficiente para explicar o problema do raio do préton, logo, nao o consideramos aqui.
Calculando a integral (3.18) para a regiao externa, podemos mostrar que ela é menor que
(3.29) por um fator da ordem de o/r,, que no caso de branas realisticas (¢ < 107"m) é
menor que 107°. Para os estados P, a contribuicao gravitacional é menor por um fator

da ordem 77 /ag, [63].

3.5.1 Contribuigao gravitacional ao Lamb-Shift

Vimos que o valor teérico AE(r&P

~") e o valor experimental AE7™ diferem por

excesso de energia de 0.3290(469)meV. Observando a equagao (3.29) temos que o nivel

25 decresce por uma quantidade

0E3g = —%% (1 — 2’—2’;) : (3.30)
enquanto o efeito gravitacional sobre o estado P ¢é suprimido por um fator de ~ 107°. Tal
efeito é desprezivel pois a precisao experimental que envolve essas medidas do hidrogénio
muonico é de 10~7eV. Assim, uma separacao adicional é fornecida pela interacao
gravitacional | 0E§s | entre os niveis 25 — 2P. Se | §Ejg |= 0.3290(469)meV, o problema
do raio do proton esta resolvido. Essa condicao leva a uma relacao entre G4, € o, que

pode ser escrita em termos de Mp como

(1))’ he T (352 <2w>5] Y5 MMy, < 3,

0+2 2w03)/2 N2 | 8 afod—? 2a0) = 0-3290(469)meV, (3:31)

onde G445 € 0 termo entre colchetes.
O gréfico (3.7) mostra a analise numérica da equagao (3.31) encontrada por [63]
para 6 = 3,4,5 e 6. Considerando que o parametro de confinamento ¢ obedece a seguinte

condicao 107%m < o < 107%m, encontramos vinculos sobre Mp que solucionam o
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problema do raio do préton. Se o for muito pequeno, 1 é fortemente confinada a brana e

os limites de Mp sao altos.
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Figura 3.7: Relagao entre a massa de Planck Mp do espago de dimensoes extras em funcao
do parametro de confinamento o. Os sinais + representam os limites inferiores sobre Mp

vinculados pelos eventos de monojet no LHC [49].
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Capitulo 4

Mecanica Quantica Relativistica

Desde o surgimento da mecanica quantica, os fisicos da época desejavam elaborar
uma teoria quantica que fosse compativel com a Relatividade Restrita, teoria essa que
recebeu o nome de Mecanica Quantica Relativistica. Matematicamente falando, essa
teoria deve ser elaborada na forma covariante de Lorentz. Nesta proposta, surgiram a
Teoria de Klein-Gordon, fundamentada nos trabalhos de Oskar Klein e Walter Gordon
[83, 84], e a Teoria de Dirac, proposta por Paul A. M. Dirac [85]. Essa segunda resolveu
problemas encontrados na teoria de Klein-Gordon e é formulada em perfeito acordo com
os postulado da Teoria da Relatividade Restrita.

No préximo capitulo, onde os nossos resultados serao apresentados e discutidos,
consideraremos o fendomeno da precessao do spin sob o formalismo da Mecanica Quantica
Relativistica, com a finalidade de analisar qual o efeito do campo gravitacional do nicleo
sobre o comportamento do elétron em um atomo de Hidrogénio. Por este motivo, no
presente capitulo, faremos uma revisao desta teoria proposta por Dirac, considerando-a no
contexto do espago-tempo plano e curvo. Por fim, apresentamos a transformacao de Foldy-
Wouthuysen, que fornece o limite nao-relativistico da Mecanica Quantica Relativistica

com suas corregoes relativisticas expressas como uma expansao em série.

4.1 Equacao de Dirac

Uma proposta para a Mecanica Quantica Relativistica foi formulada por Dirac,

em 1928, enquanto ele buscava uma equacao de onda relativistica covariante na forma da
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equacao de Schrodinger

oy

Mantendo a ideia de que a derivada temporal deveria ser de primeira ordem, ele
construiu um hamiltoniano com derivadas espaciais, também, de primeira ordem:

.0 .0 .0 R
== (alaxl +dagg 81‘3) + Bmc? (4.2)

H = —ihicd; - V; + fmc>. (4.3)

Dado esse hamiltoniano, temos a equagao de Dirac

o o,
i E—(—zhcai-vi—f—ﬂmc)% (4.4)

onde os coeficientes ¢&; sao matrizes; se fossem nimeros a equacao nao seria invariante
sob uma rotacao espacial. Consequentemente, ¢ deixa de ser interpretado como fungao
escalar e passa a ser descrito por uma matriz coluna . Dirac propos que &; e [ sao

matrizes hermitianas quadradas N x N. Logo, 1) deve ter N componentes:

’17/)1 (I ) t)
wZ ('1'7 t)
Y = . (4.5)
¢N (ZE ) t)
o qual recebe o nome de espinor, por causa de suas propriedades de transformacao frente
as transformagoes de Lorentz.

As matrizes & e B sao determinadas por alguns critérios fundamentais que a equagao
relativistica deve obedecer: a energia e o momento devem se relacionar segundo a equagao
da energia relativistica (E? = p?c®> + m?c*); deve ter uma probabilidade positiva definida;
e ser invariante frente as transformacoes de Lorentz. O primeiro requerimento implica que

todo componente do espinor ¢ deve satisfazer & equagao de Klein-Gordon [87]

2
- hZ‘Z—tf = (m’c* — **V?) ¢ (4.6)

Elevando (4.1) ao quadrado, substituindo a Hamiltoniana de Dirac (4.3) e

comparando com (4.6), obtemos algumas identidades para as matrizes &; e B :

a2=p3=1 (4.9)



as quais definem uma algebra matricial. Para que a hamiltoniana seja hermitiana &; e 3

também devem ser, isto €

(&))" = & (4.10)
Bt =5 (4.11)

Observando a equacao (4.9) é possivel notar que os autovalores de &; e B devem
ser +1. Da relacao de anti-comutagao mostrada em (4.8), temos que o traco das matrizes

Q; e B deve ser nulo. Vejamos, da equagao (4.8) é possivel escrever
&; = —Pdup, (4.12)
de onde, usando a propriedade do traco da matriz, podemos mostrar que
Tr(6:) = Tr (BQ@Z) —Tr (&m) — Tr (&)= Tr (&) =0. (4.13)

Para que a matriz tenha traco nulo, ela deve ter dimensao par, pois assim os
elementos de sua diagonal principal, isto é, os autovalores, se anularao. O menor niimero
par possivel é N = 2, no entanto sé existem trés matrizes de duas dimensoes, hermitianas,
que anti-comutam e cujo quadrado é a matriz identidade, que sao as matrizes de Pauli o;.
Portanto, a menor dimensao possivel e adotada para as matrizes &; e B é N = 4. Essas

matrizes sao chamadas matrizes de Dirac

e 1 é a matriz unitéria.
Desta forma, o espinor 1 representado pela matriz coluna na equacao (4.5) deve

ter 4 elementos

(4.16)



Em algumas situagoes é conveniente dividir ¢ em dois espinores (¢, x) de dois componentes

o= %(% t) e y= ¢3(1‘, t) ’ (417)
¢2(Ivt) @/J4($,t)

de modo que v pode ser escrito como

<
Il

(4.18)

Essa divisao é 1til na obtencao do limite nao-relativistico da equacao de Dirac, como

veremos mais adiante ao tratar do procedimento de Foldy-Wouthuysen.

Densidade de probabilidade

O préximo passo é construir a quadri-corrente e a equacao de continuidade para
verificar se a densidade é positiva definida. De modo analogo, multiplicamos pela esquerda
a equacao (4.4) pelo complexo conjugado do spinor 1, posteriormente, tomamos o
complexo conjugado da equagao (4.4) e multiplicamos pela direita por 1. As duas equagoes

obtidas sao:

W Z Yla —w +mc*yi By (4.19)

— zhaiw == giow + mct By (4.20)

subtraindo (4.20) de (4.19), temos:

a he g O
= — (yta
= (W) (4.21)
k=1
Observe que essa equacao tem a forma de uma equagao de continuidade
dp = -
—4+V.-5=0, 4.22
5 TV I (4.22)
onde p é a densidade positiva definida
4
p=vly=">" v (4.23)
i=1

Logo, pode ser interpretada como densidade de probabilidade. E j*, dado por

it = eyfaty (4.24)
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ou
j=cptan (4.25)

é a densidade de corrente. Podemos ainda escrever j como um quadrivetor j = {cp,j}.
Portanto, a equacao de Dirac resolve o problema encontrado na equagao de Klein-

Gordon, a qual nao possuia uma densidade de probabilidade positiva definida.

Covariancia de Lorentz da equagao de Dirac

Um préoximo ponto a ser verificado é se a equagao de Dirac é invariante frente
as transformagcoes de Lorentz, isto é, se a forma da equacao se mantém invariante sob
uma transicao de um sistema inercial para outro. Sejam A e B, dois observadores,
associados a diferentes sistemas inerciais de coordenadas. Um evento fisico é descrito
pela coordenada z* para o observador A e pela coordenada z’# para o observador B.
Conforme o principio da covariancia da Relatividade Restrita, as leis da fisica devem ser as
mesmas, independentemente do referencial inercial escolhido. Os sistemas de coordenadas

sao relacionados por meio das transformagoes de Lorentz
a = Ajat, (4.26)

onde A} é a chamada matriz de transformacao de Lorentz. A equagao (4.26) é uma
transformagao linear e homogénea e os coeficientes A}, dependem apenas da velocidade
relativa e da orientagao espacial dos observadores nos referenciais.

Se temos um dado espinor ¥ (x) para o observador A, a transformagao de Lorentz
nos permite calcular ¢/(2’) para o observador B. Tanto 1(z) quanto ¢'(z') devem
satisfazer a equagao de Dirac, que segundo o principio da covariancia, deve manter a
mesma forma nos dois sistemas de coordenadas.

Neste momento, torna-se mais conveniente usar a equacao de Dirac na notacao

quadrimensional. Para isto, multiplicamos a equagao (4.4) por /¢, o que resulta em:
0 .0
. 0 1 —
ou, de maneira mais abreviada
(thy"0, —me) 1 =0 (4.28)
onde 32 =1,79" =B e~ = Bay com i = 1,2, 3. Escrevendo na forma matricial, temos

0 1 0 ) 0 o
0
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As matrizes v* obedecem a seguinte relagao de anti-comutacao
YA+ = 29, (4.30)

sendo 1 uma matriz unitdria 4 x 4 e n* a métrica de Minkowski. As matrizes 7* sao
unitdrias [(7")71 = v“} e anti-hermitiana [(7")T = —71}. Por outro lado, 7° ¢ unitéria e
hermitiana [voT = 70}.

Tendo escrito a equagao de Dirac na forma (4.28), vamos verificar sua covariancia.
como ja foi mencionado, de acordo com o principio da relatividade, temos que ¢’ (') deve

ser solucao da equacao de Dirac. Logo,

0
. m o / AN
(sz E mc) Y () =0, (4.31)
onde y* obedece a mesma relagao de anti-comutagao que y*:
,ylu,ylu + ,y/l/,y/u — 2,’7},6111 (432)

e mantém as mesmas propriedades: 7T = 40 e 4/if = —/' com i = 1,2,3. Isto implica

que elas se relacionam por meio de uma transformagao unitaria
A = U Iy . (4.33)

Mas de que forma ¢ (x) no sistema inercial A se transforma em 1'(z’) no sistema
B, e vice-versa? Visto que a equacao de Dirac e a transformacao de Lorentz sao lineares,

esta transformacao serd também linear. Portanto, ela deve ter a seguinte forma

¥ (@) = (Az) = S (A) ¥ (2) = S (A) ¥ (A7), (4.34)

onde A representa a matriz de transformacio de Lorentz A} e S(A) é uma matriz 4 x 4 que
é funcao dos parametros de A. O principio da Relatividade implica numa transformacao
inversa S7!(A), a qual permite o observador A construir sua funcgao 1 (z) partindo de

Y’ (2') do observador B. Isto é,

b (0) = STHA) Y () = ST (M) (Ax). (4.35)

v(zr)=295 (A_l) ()= S (A_l) Y (Ax), (4.36)



de onde temos que

STHA)=S5(AT). (4.37)

Expressando 1(x) na equagao de Dirac por meio de (4.35), temos

<i7”’w“5_1 (A) 0 meS™? (A)) P () =0, (4.38)

OxH

multiplicando por S(A) pela esquerda e usando o fato que S™! (A) S (A™!) = 1, obtemos

(ihS(A)'y“S_l (A) — mc) ' (') = 0. (4.39)

OxH
Devemos lembrar que 0/0x* se transforma da seguinte maneira

0 ox" 0 , 0
ozt Ozt dxv A”@:c’” (4.40)

isto nos permite escrever (4.39) como

(z’hS(A)fy“Sl (A) A 0 _ mc) Y (') =0, (4.41)

23 aI/V

para essa equagao ser idéntica a equagao de Dirac, S(A) deve ter a seguinte propriedade

S(MA*STHA)NY =~ (4.42)

i

o que é equivalente a

S(A)y"SH(A) = AxAt. (4.43)

Encontrar S(A) significa resolver a equagao anterior. Uma vez encontrada a matriz S(A)

teremos provado a covariancia da equacao de Dirac.

4.1.1 Simetrias da equacao de Dirac

Analisar a simetria do problema é algo que vem nos ajudando desde os estudos
da mecanica cldssica quando a simetria encontrada na Lagrangeana levava a constantes
de movimento. Na mecanica quantica, da mesma maneira, problemas sao simplificados
nos casos em que ha simetria na equacao de Schrodinger; por outro lado, conhecer
os operadores que comutam com o hamiltoniano facilita na resolu¢ao da equacao de
autovalores. Mostraremos nesta secao que na Mecanica Quantica Relativistica nao é

diferente. Examinaremos algumas simetrias inerentes a equagao de Dirac. Para isto,
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iremos considerar situacoes na qual uma particula de spin semi-inteiro se encontra sob a

influéncia de um potencial externo. Isto é, analisaremos as simetrias da equagao [86, 87]

mw = Hi (2,t) = B (a,1), (4.44)
onde
H=ca-p+pmc+V (x), (4.45)

sendo V' (x) a energia potencial. Note que esta forma do hamiltoniano destréi a covariancia
da equagao, a menos que a origem do potencial seja eletromagnética e tenhamos escolhido
um referencial onde o potencial vetor seja nulo, A=0.

Na equacao de Schrodinger, exploramos a simetria de rotagao ao notar que o
operador momento angular orbital [=7x P comutava com hamiltonianos de "potenciais
centrais”, isto é [H , [_:} = 0. Isto ocorre pois L comuta com o operador momento ao
quadrado [Ij, 132} = 0 e também com o operador posi¢cao ao quadrado [E, :Tc’2] = 0.

Consideremos agora este mesmo operador comutando com o hamiltoniano de Dirac
[H , E] . De inicio vamos analisar para o hamiltoniano da particula livre H = ca- ﬁ—l—Bch.

Como B ¢é constante temos que comutara com o momento angular orbital [B , I_:} = 0. Mas
e [c& - D, E] comuta ou nao? Vejamos, para a componente ¢ de L temos
[ca-p, Li] = [caupr, €ijna; P

= cejpou [P, x5 Py

= C€ik0g (—iélj) Pk

= —iceijkaij 7é 0
o que significa que o momento angular orbital nao comuta com o hamiltoniano de Dirac.
Concluimos que L néo se conserva para particulas sob a influéncia de potenciais centrais
e particulas de spin 1/2.

Se analisarmos, ainda para o hamiltoniano da particula livre, o comutador [H , f]} ,
onde ¥ ¢ o operador de spin
o o

&= , (4.46)

A

0 X

vemos que o operador de spin também nao comuta com H:
[ci-p+ fmc®, 5] = [conpr, Bi]
= C [O./k, Zz] Pk

= Q’iCEijk()szk 7é 0.
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No entanto, embora L e ¥ nao comutem com o hamiltoniano, o momento angular total

-

J=1L+

N | St

S=L+S (4.47)

comuta, ou seja, o hamiltoniano de Dirac conserva o momento angular total.
Se a particula estd sob a influéncia de um potencial, no caso em que V' (z) = V (|z|),

esperamos que as solucoes tenham paridade bem definida, isto é

¥ (—2) = 4 (). (4.48)

A principio podemos pensar que o hamiltoniano de Dirac nao obedece a essa condicao,
pois se trocarmos © — —x e p — —p na equagao (4.45), o hamiltoniano mudard. Porém,
o operador paridade 7 diz respeito apenas as coordenadas e nao a espinores. Com isso,
precisamos de um operador paridade que atue no espago dos espinores e seja diferente de
7, de forma que o hamiltoniano seja invariante sob uma transformacao de paridade, ou

seja, PTHP = H. Tal operador é definido por
P =nUp, (4.49)

onde Up é um operador 4 x 4 unitario que satisfaz as seguintes propriedades:

UlaUp = —a (4.50)
UlBUp = f (4.51)
U =1. (4.52)

Observe que essas propriedade sao satisfeitas se tomarmos U, = ,5’ = BT. Portanto, uma
transformacao de paridade significa atuar B no hamiltoniano.

Como [H,P] = 0, as autofungoes de P sdo as mesmas de H. Concluimos que
devido o hamiltoniano comutar com jz, J. e P, suas autofungoes devem ser as mesmas.

Estas sao as ja conhecidas autofuncgoes angulares de spin Ylj (6, ¢) [86]

/ 1y M3
! )= e S :
VLT i m+ 12 (0, 0)

4.1.2 Solucgoes da equagao de Dirac

Tendo estudado a equacao de Dirac e verificado que ela é capaz de descrever uma

Teoria Quantica Relativistica, nesta se¢ao discutiremos o caso da particula livre.
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I. Particula livre

O Caso mais simples a ser estudado é o da particula livre, ou seja, uma particula
na auséncia de potencial. Para resolver este problema vamos escrever a equacao de Dirac

(4.4) como segue:

) R R
z’ha—‘f _ (cd P+ mc%’) b= Hp, (4.54)
onde p;, = ? a?ci é o operador momento. A solucao geral da equagao acima é dada pelo
ansantz
Ux (z,1) = Nexp [% (5 7+ AEt)] 1, (4.55)
X

lembrando que o espinor ¥ (z) pode ser escrito como (4.18). Aqui N é a constante de

normalizagao, ' é a energia da particula dada por
E?* = m?c* — ¢#p? (4.56)

e A = 1 determina se a energia é positiva ou negativa.

Substituindo (4.55) em (4.54), obtemos:

9¢ 0 & 1 0
i % | = e P+ mc? 7 (4.57)
o & 0 0 -1

realizando os devidos produtos de matrizes podemos escrever o conjunto de duas equagoes

0

iha—f =6 - px + mcip (4.58)
0

ih8_>75< = ¢6 - pp + mc?y, (4.59)

de onde podemos expressar x em funcao de ¢, como

co-p

m@ LAY (4.60)

X =
Assim, substituindo (4.60) em (4.55) a solugao geral pode ser expressa da seguinte forma

; 1
¥x (z,t) = Nexp [% 7+ )\Et)] 0. (4.61)

cG-p
mc2+\E

Usando a condigao de normalizacao <wT|w> = 1 ¢é facil encontrar a expressao de N:

mc2 + \E
=/ — 4.
N NE ( 62)
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que substituindo na solucao (4.61) nos permite escrever a solugao geral como

mc? + \E i 1
D=/ BT e | L (7 7+ AB | 4.63
e e )| B
mcé+A\E

Para deixar esta solucao ainda mais completa podemos considerar as possiveis orientagoes

do spin: spin up e spin down, o espinor ¢ pode ser denotado na forma

Uy
o=U= . (4.64)
Us

Mostraremos um outro nimero quantico, a helicidade Ag, que é interpretado como

a projecao do spin sobre a direcao do momento

« _he b o b
Ag==2-==85-—, (4.65)
2 |pl |71
onde
. o 0 . ha
Y= e S==-X. (4.66)
0 6 2

Os autovalores do operador helicidade sao +h/2 e os autovetores [86]

Uy U1 0 0
, , , . (4.67)
0 0 Uy U_1
Com u; e u_q representando, respectivamente, os estados de spin up e spin down
1 0
Uy = e U_q , (4.68)
0 1
Assim, podemos classificar completamente as solugoes da particula livre de Dirac
1
me? + A\E T L 0
Upat1/2 (T, 1) = ToNg P {ﬁ (p- 7+ )\Et)} B ( (4.69)
cG-p
mc2+AE
0 )
mc? + \E i L 1
bpaa0,8) = || P e |1 2 4 10 N (4.70)
co-p
mc?
TAE ]
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Interpretacao para a energia negativa

Assim como a Equagao de Klein-Gordon, a solugao da equagao de Dirac também
permite energias negativas. A interpretacao fisica que Dirac ofereceu para este resultado
matematico fundamenta-se no Principio de Exclusao de Pauli. Para Dirac, o vacuo da
teoria é constituido por todos os estados de energia negativa preenchidos. Ele considera
que um elétron sendo excitado de um estado de energia negativa deixa uma lacuna no
chamado Mar de Dirac. O Mar seria o Universo de particulas com energia negativa. Esta
lacuna pode ser interpretada de duas maneiras: Como sendo a auséncia de um elétron
de energia negativa ou a presenca de uma particula de energia e carga positiva. A esta
lacuna compreende a presenca de um positron, que é a anti-particula do elétron. A
principal consequéncia dessa explicacao é a previsao do processo de criagao de pares de

particulas e anti-particulas [86, 87, 88].

4.1.3 Limite nao relativistico

Uma teoria mais geral, para ser confidvel deve em um certo limite recair na teoria
anteriormente conhecida. Por exemplo, no caso da Teoria da Relatividade Restrita, o
limite de baixas velocidades recobra a teoria Newtoniana. Da mesma forma acontece
com a equacao de Dirac. No limite nao relativistico, a equacao obtida é a equacao de
Pauli !. Para verificar isso vamos escrever a equacao de Dirac na presenca de um campo

eletromagnético. Fazemos isto através da seguinte troca p— p— €A

ih%—zf = [Cd : <ﬁ— Z%f) + Bmc® + e® |y (4.71)

—

onde A" = <<I>,A) é o quadri-potencial, V (z) = e® (z) é a energia potencial e ®, o
potencial escalar.
Lembrando que % (x) pode ser escrito como (4.18), temos que (4.71) resulta nas

duas seguintes equagoes:

ihaﬁ —c <7_:L§ — E/f) ax+ [V (r)+mc] ¢ (4.72)
ot i c

. 3)( . h= € >\ o 2

i E_C(QV_EA) go+ [V (r) —me®] x. (4.73)

1A equacdo de Pauli, também conhecida por equacdo de Schrodinger-Pauli, descreve as particulas de

spin semi-inteiro na presencga do campo eletromagnético.
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No limite nao relativistico consideramos que a energia de repouso (mc?) é muito
maior do que os outros termos da hamiltoniana, de modo que, de acordo com a equagao
(4.55), podemos escrever:

¥

Y o eTAme (4.74)
X
Substituindo essa equagao em (4.72) e (4.73), temos:
9 cir- (7= £A) x 0
z’ha 7= E — 2mc? cen | 7. (4.75)
X cl - (ﬁ - §A> ® X

Vamos considerar a segunda das equagoes acima. Para as condicoes em que a energia

cinética e a energia potencial sao muito menores que a energia de repouso, teremos

0
zha—>t< < ‘m02x|, (4.76)
le®x| < |mcx|, (4.77)
obtemos que :
1 h=o e\
X = 2— —,V —-Al- agp. (478)
me \ ¢ c

Esta equagao estabelece uma relagao entre as magnitudes de ¢ e x. Observe que o termo
entre parénteses se refere ao momento, que classicamente € igual a mv; o termo de massa
(m) se cancela com o m do denominador e entao temos xy = 2¢. Como ¢ > v, x serd
menor do que . Por este motivo, é 1til distinguir as componentes da funcao de onda no
limite nao-relativistico [86]. Na préxima se¢ao retornaremos a esse ponto.

Para remover x da equacao (4.72), substituimos nela a equagao (4.78). Assim,temos
a equagao

ZHE:% ;V—EA 7 e+ (V+me) e (4.79)

a qual pode ser simplificada se usarmos a seguinte propriedade das matrizes de Pauli

(5-,4’) (aé) —A-Btid Ax B:

©, (4.80)

ot 2m 7 me

1 | (ke e\® eh . =
ind? _ [(—,V—iﬁl) —26—_’-B+V+mc2
C

onde B=VxAéo campo magnético externo. Como resultado do limite nao relativistico
obtemos a equacao de Pauli (4.80), o que demonstra que a equac¢do de Dirac tem um

correto limite nao relativistico.
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4.2 A Transformacao de Foldy-Wolthuysen

Como vimos na secao anterior, no limite nao-relativistico, para espinores que
descrevem estados de energia positivas, as duas componentes de cima ¢ (ver 4.17)
tornam-se maiores se comparadas as duas componentes Y; ja para os espinores com
energia negativa, temos o contrario. Motivados pelo desejo de procurar se isto também ¢é
valido para particulas com grandes velocidades, Leslie Foudy e Siegfried Wouthuysen,
em 1950, desenvolveram uma transformacao canodnica da hamiltoniana de Dirac, que
quando aplicada a func¢do de onda da particula livre de spin 1/2 mantém inalterado o
sinal algébrico da energia determinada por dois dos quatro componentes [86].

A primeira coisa a observar é que a equacao de Dirac envolve as quatro componentes
do espinor v por causa das matrizes &, que sao impares 2. Devemos procurar por uma
representacao na qual os termos impares da hamiltoniana sejam pequenos, se queremos
uma equacao que descreva aproximadamente o comportamento das componentes de cima
() do espinor (?)).

No que segue, apresentaremos a transformagao de Foudy-Wouthuysen, a qual
nos permite passar de uma funcao de onda de quatro componentes para uma de dois
componentes na Teoria de Dirac. A equacao de Dirac é representada de tal forma que
podemos comparé-la diretamente com a equacao de Pauli, isto é, essa transformacao

fornece a equagao de onda com corregdes relativisticas [118].

4.2.1 A Transformacao de Foldy-Wolthuysen para a particula

livre

Nosso objetivo aqui € ilustrar o procedimento de Foldy-Wouthuysen comecando
com o caso de uma particula livre, procurando entao por uma transformacao canénica que
permite escrever a equacao de Dirac livre de operadores impares, pois com isso seremos
capazes de representar estados de energia positiva ou negativa por meio de espinores de
apenas dois componentes.

Sendo S um operador hermitiano, temos que a funcao de onda se transforma da

20 quadrante superior esquerdo e inferior direito é zero, e o quadrante superior direito e inferior

esquerdo sao diferentes de zero.
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seguinte maneira

W = e (4.81)
de modo que usando isso na equacao de Dirac
o
h— = H 4.82
i = i1y (182)

vemos que o operador hamiltoniano de Dirac, H, se transforma como segue:

_(9wl_ iS A_-g —iS| i — T
zhat[e (H Z@t)e 1w_Hw (4.83)
onde
H = (H - i%) eiS. (4.84)

O proximo passo seria encontrar a forma do operador S , tal que a exponencial eiS
separe as solugdes com energia positiva e negativa [89]. Foldy e Wolthuysen sugeriram
que

S="Ba-p w (i) (4.85)
mc
onde w é fungao do operador p/mc. Como S deve comutar com H , temos

O =S He™S = 25 (4.86)

S

Se expandimos €25 em série de Taylor ®, lembrando que S é dado por (4.85), e organizamos

a expansao como uma funcao de senos e cossenos %, a equacao (4.86) é reescrita como

H = [cos (£w> + Bd ﬁsen <£w>] H, (4.87)

mc

. . . 2
substituindo a hamiltoniana da particula livre, H = c& - p + fmc?, e usando <Bé¢ . ]5) =
—p?, obtemos

. . &
H =5 [mczcos (iw) +cp sen <£w>] + @b [cp cOS (iw) — mc?sen (iwﬂ :
me mc P mc mc
(4.88)
Ja foi dito que nosso objetivo é remover os operadores impares. Portanto, veremos qual
a forma do operador w para que isso aconteca. KEscrevendo o termo que multiplica o
operador & - p como

cp  Cos <£w> — mc’sen <£w> =cp cos (icu) [1 — @tg (ﬁwﬂ , (4.89)
me me

mc P

[e’e] x™

3Devemos lembrar que a exponencial expandida em Série de Taylor é e* = Yoo oy

4Sendo a funcdo seno e a cosseno em Série de Taylor dadas, respectivamente, por: senzr =

oo (=" 2n+1 Ny (=D 2n
Zn:O (2n+1)!‘r € cosr = Zn:() (2n)! =
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podemos verificar que escolhendo w como

w::ﬁfqyi<ll>, (4.90)
P me

elimina-se o termo contendo o operador & - p da hamiltoniana transformada H’. De modo

que, a equagao (4.88) se reduz a:

~

H =5 [mczcos (%w) +cp sen <£w>] : (4.91)

mc

Para finalizar, usamos as seguintes relagoes trigonométricas

T 1
arctgr = arc sen | ——— | = arccos | —— 4.92
i (\/1+x2) (\/1+w2> 492

reescrevemos a hamiltoniana como

2
H = |me mc n cp
\/p2—|—m202 \/p2+m202

H' = Bey/p? + m3e? (4.93)

que é o resultado obtido para a solugao da particula livre. Desta forma, a equagao (4.82)

possui solugoes de energias positivas para as componentes superiores e energias negativas

para as componentes inferiores. 1’ é dividido em componentes superiores e inferiores [118]

P =9 +x (4.94)

o= () e 0= (50w (1.95)

de modo que a equagao (4.82) é dividida em duas

onde

0y
Epcp' =1 9
0X/
_EPX/ = ZE. (496)
De maneira explicita, temos que [86]
1 0 00 0 0 0O
1 01 00 1-— 00 0O
15 _ e 1=5_ (4.97)
2 0000 2 0010
00 0O 00 01
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4.2.2 A Transformacao de Foldy-Wolthuysen na presenca de um

campo externo

A situacao fisica a ser considerada agora é a particula de Dirac interagindo com
um campo externo, a exemplo do campo eletromagnético. Na presenca de interacao nao
é possivel remover os operadores impares através de uma tnica transformacao canonica,
mas podemos conseguir isto através de uma sequéncia de transformagoes. De modo geral,

podemos notar que o hamiltoniano pode sempre ser escrito na forma
H=pfme+e+0O (4.98)
onde ¢ estd relacionado ao operador par e @ ao operador fmpar 5. A transformacio geral

proposta é dada pelo operador hermitiano S

S =—"p0. (4.99)

2mc?

Note que S deve ser "pequeno”’para podermos fazer uma expansao em série de potencias.

Usando (4.86) e considerando poténcias da ordem de 1/m? no hamiltoniano, obtemos [36]

_ 3 1 | ATA 00| 1 00 B [, 1
H = 2 ey P (o= O0,10,¢| + — |- — O, el — O3+...
pme +6+2mc2 8m?2ct ’ [ ’6} + ot 2mc? Ot 2mc? [ ’E] 3m2ct +
(4.100)

onde usamos o fato que B comuta com todos os operadores pares e anti-comuta com todos
os operadores fmpares.

O produto de dois operadores pares ou dois impares é um operador par e o produto
de um par com um impar é um operador impar.

Vamos aplicar isto para uma particula interagindo com um campo eletromagnético

externo. Cuja hamiltoniana é

H = Bmc® + ca - (ﬁ—fff) + eV (r),
C
H=pm?+0 +eé (4.101)

Comparando as duas equacoes, definimos de O = ca - <13 — Eff> e € = eV (r), onde

Cc

V' (r) é o potencial Coulombiano. Analogamente ao que foi feito para a particula livre,

introduzimos uma transformagao do tipo (4.86) no objetivo dos operadores impares serem

5A escolha dessas letras é decorrendo destas palavras escritas na lingua inglesa, even e odd
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eliminados. Onde S tem a mesma forma que (4.99). Expandindo H’ em séries de poténcias

de 1/mc? e restringindo os termos para ordens 1/m3c5, temos que [86, 87|

A A A A 1r~ T~ =~ ) Ta [~ Ta A 1 A TaTa [a A

0 =i+ |8, ] -5 [9.[8.A]] - : 508188+ 5 [8:[5:[5 [s.A])]] +
(4.102)

Usando as seguintes relacoes

~

BO=-0B e pe=ep (4.103)

somos capazes de calcular os comutadores de S com H na equacao (4.102), de maneira

que esta equagao é reescrita como [86]

H = 8 (m02 - ﬁ(y — 8m3c6©4
+ e g [0 [0+ 58 [0 - 50
L A7ATA [A -
~ s 0.]0.[o.q]] (4.104)
ou ainda
H =pm?+¢+0. (4.105)
onde
Y2 LU T U B U
€="p (2m020 a 8m3060 ) e 8m2ct [O’ [O’EH (4.106)
e
0 = 50 (0] - 300~ gt [0 [0 [0:]] ] (4.107)

Note que nao eliminamos todos os operadores impares. Precisamos, portanto,
realizar outra transformacao. De acordo com a forma geral do operador S, dado por

(4.99), temos que o operador dessa segunda transformagao é

o L N

BO. (4.108)

~ 2me?
Ao substituir @' em S’ , temos que o ultimo termo de O’ é desprezado pois torna-se da

ordem de 1/m*c®. Deste modo que temos uma segunda hamiltoniana

o - Q1 o (9 - Q1
H' = ¢ (H’ — za) e (4.109)

considerando apenas os termos até a ordem (1/mc?)3, obtemos

H" = Bme* + & + 3 [@’, @’} (4.110)

2mc?
H" = fmc® + & + 0" (4.111)
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onde O” ¢ da ordem de 1/m?c*. Realizando uma terceira transformagao, eliminamos O”

§" = ﬁ;ﬁ@”. (4.112)

que implica na seguinte hamiltoniana H"":

H" = fmc® + ¢ (4.113)

Desprezando os termos de ordem proporcional & 1/m3c5, finalmente temos

1 . 1
O0? —
2mc? 8m3ch

ff.rwzémcua( @4)+g__

8m?2ct

[@, [OGH = Hew. (4.114)

Substituindo os valores de O e é podemos calcular Hpw explicitamente. Para isso,

usamos a seguinte relagao:
<62~ff> <o7-§>:ff~§+ii'<ffx§).; (4.115)

Com isso, temos que a hamiltoniana de Foudy-Wouthuysen ¢ dada por

Hpw = Bmc2+L(A—Eﬁ>2— L
W= om \P 7 ¢ 8m3co
hoe = B}
~ B BaeV - el - E
- 87;2046712022' (ﬁ x E) =t (E x ﬁ) . (4.116)

Analisando cada termo da equacao acima temos o seguinte: O primeiro termo,
entre colchetes, descreve o aumento da massa relativistica; o segundo, a energia de dipolo
magnético e o terceiro, a energia eletrostatica; o quarto termo o qual para um ntcleo

puntiforme é escrito como [89, 86, 118]
V- E = 4mp (4.117)

¢ chamado termo de Darwin; os dois tltimos termos derivam da interagao spin-orbita.

Supondo um potencial estatico, temos que VxE= 0, e

2-(Exﬁ) :—%%—Zi-(mm:—%%—‘;@j), (4.118)

desse modo, reescrevemos este termo como

Hep — eh 10V (i-f),

—_— 4.119
dm2c r Or ( )
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o qual, usando (5/2)6 = S, pode ainda ser escrito como
. e 10V /5 -
fso = 5 (S L). 4.120
50 om2e2r Or ( )
Esta interacao é responsavel pela separacao de estados que possuem mesmo momento
angular orbital, mas momento angular total diferente [86] e que vamos estudar na segao

(5.2) do préximo capitulo.

4.3 A equacao de Dirac no espaco-tempo curvo

E de nosso interesse agora escrever a equagao de Dirac, a qual é dada por
(thy" 0, — me)y =0, (4.121)

para o espago-tempo curvo. E isso nao significa simplesmente trocar a diferencial parcial
pela derivada covariante de Levi-Civita na equagao acima, pois esta nao é uma equagao
de campo tensorial. Precisamos lembrar de alguns conceitos importantes do espago-curvo.

Calcular a derivada de um campo implica comparar o campo em pontos do espaco
préximos. Por exemplo, no caso de um campo vetorial, comparamos dois vetores definidos
em dois pontos vizinhos. Acontece que, como os pontos sao diferentes os vetores pertencem
a espagos tangentes diferentes e para podermos comparé-los, a variedade (o espago) deve
estar dotado de uma conexao afim (I'). Com a conexao afim é possivel, entao, definir a
derivada covariante do vetor, a qual é dada pela soma da derivada parcial com o termo

estabelecido pela conexao afim:
V. X" =0.X+T¢XP°. (4.122)

A equacao de Dirac no espaco-tempo de Minkowski envolve a derivada parcial do
espinor 1. Assim para escrevermos a equacao de Dirac no espaco curvo, é necessario definir
a derivada covariante do espinor, o que, evidentemente, requer o conceito de conexao
espinorial, que permite comparar espinores associados a pontos vizinhos da variedade.
Com essa finalidade precisamos de uma discussao preliminar.

A covariancia de Lorentz da equacao de Dirac pode ser transferido ao caso da
geometria pseudo-Riemanniana localmente, pois localmente o espago é aproximadamente
plano e as leis da Teoria da Relatividade Restrita sao validas. Em qualquer ponto

x introduzimos um espaco tangente pseudo-Euclidiano. Para este espaco tangente

71



escolhemos a base tétrada eLa) () , com a =0,1,2,3. As tétradas relacionam um sistema

de coordenadas qualquer (rotulados pelos indices gregos) a um sistema de coordenadas

Minkowskiano local (rotulados por indices latinos), da seguinte forma [90]

G = €€ ap, (4.123)
ou equivalente
Nab = guuefa)el(/b)a (4124)

onde g, ¢ a métrica associada ao espaco-tempo nesse dado sistema de coordenadas.

Admitindo que el (z) tem uma inversa €(a)(2), temos as seguintes relacdes

e“)e(“) =0 e el(f)e’(‘b) = 0. (4.125)

Qualquer outro vetor pode ser escrito em termos das componentes dessa base

tétrada. Para um vetor geral V', por exemplo, temos
Ve =eldyr (4.126)

onde V* e V# sao as componentes de um vetor V na base local e coordenada,
respectivamente. De modo analogo, escrevemos as matrizes de Dirac em um sistema

de coordenadas arbitrario

V= ey (4.127)

onde v* é a matriz no espago-tempo de Minkowski. Usando (4.127) obtemos a relagao de

anti-comutagao
(= A
= el el + by ey
v a b
= e?a)e(b) {7 Y }

= 29", (4.128)

onde g ¢ a inversa de g,,.
o ) - v vari
Feito isto, podemos agora retomar a discussao sobre a derivada covariante do

espinor. Considerando a conexao espinorial I',,, podemos escrever:

Vatb(z) = Outh(z) + Tath(x). (4.129)
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Para identificarmos I'y,, precisamos conhecer como o termo de conexao espinorial I', se
transforma sob transformagoes de Lorentz locais. Vimos, anteriormente, na equagao (4.34)

que o espinor se transforma conforme a seguinte equacgao:
() = P'(x) = S (A (2))(x) (4.130)
a qual, em termos de componentes ¢é escrita como
V(@) = ¢ (2) = Sp (A (2)) (). (4.131)

Agora, vamos requerer que a derivada covariante do espinor seja um espinor. Assim, sob

uma transformagao de Lorentz, a derivada se transforma como:
Vo' = S (A (x)) Vi (4.132)

de onde segue que I', se transforma da seguinte maneira [87, 47]

Ia a -1\ f a —1\d
ab — Sbrif (S l)b - (aocs )d (S l)b ) (4-133)
ou, escrevendo de forma compacta [47],
[/ = ST,S™! — (0,5) 5. (4.134)

Este resultado nos garante que a derivada covariante de um espinor se transforma como
um espinor sob transformagoes de Lorentz. E possivel verificar que a equagao (4.134) é

satisfeita pela conexao espinorial [91]

—1
Fa — _O_ab

1 e() () Vaew(z), (4.135)

onde 0 = (i/2) [v*,7"], Vaew), é derivada covariante de Levi-Civita da tétrada, dada
por

Vae(b)l,(:c) = 8ae(b),,(a:) — Fﬁae(b),\(q:), (4.136)

onde

D, = 56"(0) (0uun () + 1) — D). (1.137)

Com isto, podemos escrever a equagao de Dirac no espaco curvo como segue
[mefgcﬂc (@ +T,) — mc] Y(x) =0 (4.138)
com I', dado por (4.135). Esta conexao é compativel com a métrica e tem torgao nula.
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Particula de Dirac em um campo gravitacional esfericamente simétrico

Como aplicacao da equacao de Dirac no espago curvo, no préximo capitulo
estudaremos a influéncia do campo gravitacional produzido pelo préoton no comportamento
de um elétron no atomo de hidrogénio. Em primeira aproximacao, é razoavel supor que o
proton produz um campo gravitacional estatico com simetria esférica. O elemento de linha
do espaco estatico esfericamente simétrico pode ser expresso, em coordenadas isotropicas,

da seguinte forma:

ds® = —w?dt* + v*§;;dx’' da’ (4.139)

onde w e v sao fungdes que dependem apenas da coordenada radial r. A assinatura da
métrica considerada aqui é (—, +, +, +).

Como a métrica é diagonal, temos que os unicos elementos nao nulos do tensor
métrico a0 goo = —w? e g;; = v?4;;. Com isso, usamos a relagao (4.123) e encontramos

que as componentes nao nulas da base tetrada sao

eo = w 4.140
0

el = vdl; (4.141)

devemos estar atentos ao fato que as componentes de indices gregos sao abaixados e
levantados pelo tensor métrico g,, e as de indices latinos, pela métrica de Minkowski.
Dando continuidade, usando a equagao (4.137), podemos calcular as componentes

nao nulas do termo de conexao de Levi-Civita, os quais sao dados por

F?o = 5250 ('w2)

— 2uw?
F%)O — #az (w2) (4.142)
I, = 55569 [0, (0k0?) + Ok (01v%) — 9; (Gav?)]

Com estes resultados somos capazes de calcular os termos de conexao espinorial temporal

e espacial, respectivamente

1

Iy = —a-V (w? 4.143
0 awv (w ) ( )
Lo (,2
Li = —152xV (v?), (4.144)
para chegar a esses resultados, usamos o seguinte: 24V (v?) = a- [& x V (02)} , o0 = i,

ol =0e 0ij = €0, Isto vem da relacao o = (i/2) [0, o).
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Assim, multiplicando, pela esquerda, a equagao de Dirac (4.138) por hcegfy(), e

lembrando que ,YO = f, fy% = Ba’ e Oy = %%, obtemos, para esta métrica, a seguinte
equacao
0 h - >
Zﬁa_f = |7—a-V (u?) —ihe=a- ¥
—i hc%d .V (v*) + G (r) Bmc® + Bmc® | ¥ (z), (4.145)
v

onde G(r) = w — 1. Esta equagdo representa a forma mais geral da equagao de Dirac no
espaco tempo curvo para um sistema esfericamente simétrico e estatico. Para resolveé-la é
Yl .ﬁ f ~ 2 2
necessario especificar as fungoes w* e v°.
Um detalhe importante é que a hamiltoniana precisa ser hermitiana para que
possua autovalores reais e assim, tenha significado fisico. Para isto, a seguinte condicao

deve ser satisfeita [91]

(H) = / Pr/g¢" () Hy(z) = (H'), (4.146)

onde g é o determinante de g;; e as fungoes ¢(z) e ¢(x) sdo estados da particula.

Por uma transformacgao conveniente de H, podemos suprimir o termo ,/g da
integral acima. Com isso, poderemos calcular os valores médios dos operadores usando
a medida do espago-plano, o que para nos é mais conveniente. Para isto, usando uma

transformacio © inversivel (©7!© = 1), definimos uma nova hamiltoniana:
H=0HOo" (4.147)
Assim, <H > serd dado por:
(1) = / dxd! . (4.148)
Nessa representacio o estado 1 é levado no estado ) = ©1.

Assim, (4.148) pode ser reescrita como:
(H) = / d’r0%*¢TH. (4.149)

Para que (H) = (H) , temos que impor que ©? = /g, ou seja, © = v¥/%. Assim,

usando (4.147), temos de maneira explicita, que a hamiltoniana procurada é dada por:
H=—a-V(v’)+ ihc%d -V (v*) — iic—a -V + G (r) Bme* + Bmc?.  (4.150)
v v

Essa hamiltoniana é a mais geral possivel para a equagao de Dirac no espago-tempo

curvo com geometria estatica esfericamente simétrica. No préoximo capitulo estudaremos
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a hamiltoniana (4.150) para certas fungoes w? e v? especificadas, que descrevem o campo

gravitacional gerado pelo proton.
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Capitulo 5

Testes espectroscopicos

Estudamos no primeiro capitulo do presente trabalho a existéncia de teorias que
prevéem o fortalecimento do campo gravitacional em curtas distancias, como as teorias
de dimensoes extras. Motivados por essas teorias, obtivemos novos limites empiricos para
o desvio da gravidade padrao, em escala de comprimento atomico, utilizando recentes
medidas da espectroscopia do 4tomo de hidrogénio [101], os quais serao apresentados aqui.
O capitulo estd organizado como segue: na primeira secao, trazemos limites extraidos da
transicao 1.5 — 35, os quais foram comparados com prévios limites do Hélio antiprotonico;
na segunda se¢ao, os limites obtidos tem origem nos efeitos do acoplamento spin-6rbita
gravitacional na transi¢ao 2P, — 2P;/, do hidrogénio. Veremos que essa transicao pode

ser utilizada como um teste de um potencial pés-Newtoniano no dominio atomico.

5.1 Vinculos espectroscépicos extraidos da transicao
1S —3S

Os limites empiricos mais fortes de desvio do campo gravitacional em um certo
intervalo de comprimento, préximo a escala Angstrom, impostos pela espectroscopia
atomica, até onde sabemos, sao determinados pela analise de transicoes no hélio
antiprotonico (pHe™) [100, 96].

Nesta parte inicial do capitulo, investigaremos possiveis desvios do potencial
Newtoniano gravitacional na escala atomica usando novos dados da espectroscopia do
hidrogénio. Nosso objetivo é comparar os limites para os parametros de Yukawa

determinados pela espectroscopia do Hidrogénio com os estabelecidos pelo Hélio
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antiprotonico [101].

5.1.1 O Hélio antiprotonico

Primeiramente vamos conhecer um pouco desse atomo exoético. O Hélio
antiprotonico é composto de um ntcleo de Hélio com um antipréton substituindo um
dos dois elétrons do hélio natural. Este atomo foi descoberto cerca de 25 anos atras,
nas instalacoes do acelerador KEK, no Japao, em um experimento no qual a substituicao
antiprotonica ocorre quando os antiprotons sao colocados em um alvo de Hélio liquido
[102]. Essa mudanga de um dos dois elétrons por um antipréton altera a interagao
gravitacional do atomo, entre o antipréton e o nicleo, tornando-a cerca de duas mil
vezes maior do que entre o nicleo e o elétron, devido a massa do antiproton ser
aproximadamente 1836 vezes maior do que a do elétron (m, ~ 1836m.). Por este motivo,
o Hélio antiprotonico pode ser visto como um sistema adequado para a investigagao do
comportamento da gravidade no dominio atomico.

Uma vez que a distancia relativa entre o ntucleo e o antiproton, que depende
do inverso da massa do antipréton, pode ser muito menor que o tradicional raio
Bohr (ag ~ 0.5 A), podemos pensar que existe outra vantagem ao considerar o Hélio
antiprotonico, que é a possibilidade de investigar a interacao gravitacional em um
intervalo de comprimento de cerca de milésimos de Angstrom. No entanto, neste ponto,
encontramos um aspecto negativo. Esses atomos exdticos sao geralmente destruidos em
picossegundos por mecanismos de aniquilacao matéria-antimatéria dos antiprétons com
o ntcleo, quando esses se encontram muito préximos um do outro [103]. Logo, ndo ha
possibilidade de estudar a espectroscopia desse atomo com a presente tecnologia.

Por outro lado, em uma fracao de atomos de Hélio antiprotonicos sintetizados em
laboratdrio, o antipréton se encontra em um estado de Rydberg com alto niimero quantico
principal n e alto momento angular [, n ~ [+ 1 [103]. Em estados com n ~ 40, a distancia
média do antipréton para o ntcleo é de aproximadamente ag. Com isso, os antiprétons
nesses estados quase nao se sobrepoem ao nucleo e como consequéncia tem seu tempo de
vida aumentado para a ordem de microssegundos. Desta forma, esses estados de Rydberg
podem ser investigados por espectroscopia de laser.

As frequéncias de transicao entre esses estados metaestaveis foram medidos usando

uma frequéncia 6ptica de femtossegundos em conjunto com um laser amplificado por pulso
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de onda continua, pelo Desacelerador Antiprotonico do CERN!, com precisao da ordem
de 1079 [103, 104]. Baseado em célculos da eletrodindmica quantica, esses resultados
experimentais foram comparados com os célculos tedricos [105], verificando um acordo
preciso entre eles [106]. Estes resultados impoem limites nos valores que os parametros «

e A podem assumir. Por exemplo, em 1o nivel de confianca , o < 10% para A ~ 11&[100].

5.1.2 Calculando novos vinculos

Como ja foi mencionado, nosso objetivo, neste momento, é comparar limites, para
os parametros de Yukawa, determinados pela espectroscopia do atomo de hidrogénio
com aqueles j& estabelecidos pelo Hélio antiprotonico. Embora a interacao gravitacional
entre elétron e préton no atomo de Hidrogénio seja muito menor do que a interacao
gravitacional entre antipréton-niicleo no (pHe™), os dados espectroscépios disponiveis do
hidrogénio sao muito mais precisos. Por exemplo, o valor experimental para a frequéncia
de transicao 1S — 25 medido por [107] foi de fig" g = 2466061413187035(10)Hz, onde
o erro de d., = 10Hz corresponde a uma precisao relativa da ordem de 107'. Se
o valor teérico fit .4, previsto pela QED, tivesse uma incerteza da mesma ordem de
magnitude, o acordo entre eles colocaria uma restricao muito mais forte para o parametro
de Yukawa. Contudo, o valor experimental para a frequéncia de transicao 1.5 — 2S5 é o
valor mais preciso do conjunto de dados empregado para determinar os valores de certas
constantes espectroscopicas fundamentais, como a constante de Rydberg (Ver tabela
XVIII da referéncia [64]). Obviamente, o valor calculado para essa transicdo nao deve
ser visto como um valor tedrico, pois as previsoes tedricas dependem destas constantes
[108].

Por este motivo, vamos considerar a transicao 15 —3.5. Nas mais recentes medidas
desta frequéncia de transigdo fig 55, a precisdo relativa alcangada é da ordem de 10712
[109]. O wvalor tedrico calculado em [108] é da mesma ordem. Embora essa medida,
f1s"3g, N80 seja tao precisa quanto fi¢” ¢, existe uma vantagem em usa-la, que é o fato
do valor isolado da frequéncia de transicao 1.5 — 3S nao pertencer aos dados utilizados
nos ajustes de minimo quadrado dos valores das constantes fundamentais recomendados

pelo CODATA-2002 [110], os quais foram empregados na referéncia [108] para calcular a

LCERN ¢ a Organizacio Europeia para a Pesquisa Nuclear. E o maior laboratério de fisica de particulas

do mundo, localizado em Meyrin, na regiao da Genebra
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frequéncia de transigao.
Para esta transigao 1S — 35, temos que a frequéncia tedrica [108] e experimental

[109] sao, respectivamente:

Fih o =2922743278671.6(1.4)kHz, (5.1)

fisf 55 = 2922743278671.5(2.6)kHz. (5.2)

O valor entre parénteses representa a incerteza. Admitindo que as incertezas tedrica e

experimental sao independentes, temos que o erro combinado ¢é

5f = /63, + 62, =~ 3.0kHz. (5.3)

Esté claro que a previsao teérica fI% .o concorda bem com a frequéncia medida fie’ 5q
dentro do erro combinado. Portanto, qualquer nova interacao hipotética, a exemplo da
modificacao na interagao gravitacional, nao deve introduzir correcoes para a frequéncia
de transicdo em uma quantidade A f maior que o erro df. A condicao Af < §f impoe
certos limites empiricos para os parametros de Yukawa, a e A.

A suposta corregao, A f, que a modificagao da gravidade fornece a transigao 15—3S5
pode ser calculada pelo método perturbativo. A nova interacao gravitacional entre o
préoton e elétron é descrita, na ordem principal, pela Hamiltoniana H (GO ) = mep, onde  é

o potencial gravitacional modificado, produzido pelo préton, dado por

v = —fm (1+ oze_r/’\) : (5.4)

A Hamiltoniana Hg) ) deve ser considerada com um pequeno termo da Hamiltoniana
atomica. De acordo com o formalismo de perturbacao, em primeira ordem, esta nova
interacao diminuird a energia de cada estado ¢ por uma quantidade <Hg) )>, que é igual
ao valor médio de Hg) ) 1o estado 1. Deste modo, a interacao gravitacional mudara
a energia do estado 1S e 35 em diferentes quantidades, aumentando o hiato de energia
entre estes estados. Isto implica uma correcao da frequéncia de transicao, que em primeira

ordem de aproximagao, ¢ dada por:

Af _ <Hg))>3s B <Hg])>1s (5_5)

onde h = 6.62607015 x 10731J /Hz ¢é a constante de Planck [111]. O valor esperado destas

duas quantidades dependem da funcao radial do atomo de hidrogénio para o estado 35,
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Rsg, e para o estado 15, Ry, os quais sao dados respectivamente por:

2 2r 2?2
Ry — 1 20 —r/3ag 5.6
0= 1 300 ( 30 + 27&(2)) e ) (5.6)
R10 = 36—7“/(10' (57)
g

Os vinculos sao encontrados impondo-se a condi¢ao de que Af < §f. Na figura
5.1, mostramos os limites obtidos para os parametros de Yukawa para esta condicao.
Podemos ver que esses novos limites sao um pouco mais fortes do que aqueles obtidos da
espectroscopia do Hélio antiprotonico. Para A = L&, por exemplo, os dados mostram que

a < 1.7 x 10?" para 1o nivel de confianca.

0.001 0.01 0.1 1
103! - . « - 103!
10° _ Has-1) excluded region 10%
1029;— 102

T 10%8L 11028

1077 “Hosais” NO 0 = 4107

1026; _;]026
1025; -;1025
E 1 Lol 1 Lol 1 L1l E

0.001 0.01 0.1 1

A (A)

Figura 5.1: Os limites obtidos aqui (linha Hys_35), para desvios do potencial Newtoniano,
através da espectroscopia do atomo de hidrogénio na transicao dos estados 1.5 — 35 sao
comparados com outros limites espectroscopicos ja existentes para os seguintes atomos:
ddp*, pHe™ e HD™, tais dados foram extraidos da referéncia [100]. A curva Hig g
¢ apenas uma linha de referéncia que mostra quao forte a espectroscopia do hidrogénio

poderia ser usando-se a incerteza experimental da transicao 15 — 25.

Observe que, de acordo coma a figura 5.1, para A < O.GA, o limite imposto por
H,5_35 é mais forte do que outros limites espectroscopicos, que incluem vinculos empiricos
determinados pela espectroscopia do ddu™ (que é uma molécula exética formada por dois
deuterons e um muon) e também pelo H D', molécula ionizada formada por um hidrogénio
e um deutério.

A frequéncia de transicao 15 — 3S que usamos na nossa analise é uma das medidas

mais precisas da espectroscopia do hidrogénio, perdendo somente para a transicao 1.5 —25
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[109]. Baseado nestas duas frequéncias de transi¢ao é possivel inferir o raio de carga do
préoton. A referéncia [109] traz este valor como sendo rp = 0.877(13)fm, o qual estd em
acordo com o valor recomendado pelo CODATA-2014 (r, = 0.8751(61)fm) [112] e discorda
em 2.80 do valor deduzido por meio da espectroscopia do hidrogénio muénico [60, 61].
Se pretendemos obter uma analise espectroscopica menos dependente do raio do préton,
torna-se mais conveniente recorrer aos estados de Rydberg [109].

Efeitos das dimensoes ocultas foram estudados em certos estados de Rydberg. Na
referéncia [113], por exemplo, esses efeitos foram estudados através de um modelo de
potencial gravitacional modificado por meio de uma parametrizacao da lei de poténcia; e
mais recentemente, na referéncia[114], estes estados foram considerados com o objetivo de
restringir interagoes nao-padrao usando a parametrizagao de Yukawa. Conforme esperado,
os limites mais fortes sao encontrados em uma escala de comprimento além do raio
de Bohr, uma vez que os estados de Rydberg possuem um grande nimero quantico
principal. O resultado obtido na referéncia [114] est4 muito préximo do nosso, o qual
admitindo uma precisao relativa da ordem de 107'2 nos niveis de energia, verificou que
a intensidade de uma da nova interacao deve ser menor que 10%® para A > 10™m. Eles
também consideraram os estados de Rydberg combinados com dados de outras transicoes;
o resultado é compativel com o nosso: o limite de o é quase da ordem de 10?” num alcance
de 107%m a 10~"m para um nivel de confianca de 95%.

Uma vez que o principal objetivo deste trabalho é usar novos dados da
espectroscopia de hidrogénio para colocar restricoes independentes nos desvios da
gravidade padrao, até aqui consideramos apenas restricoes espectroscépicas. No entanto,
também ¢ interessante comparar essas restricoes com os limites empiricos impostos por
fontes de diferentes naturezas. Na Figura 5.2, além das restricoes espectroscopicas,
incluimos outros limites empiricos estabelecidos por dados com origens distintas, como
colisores de particulas [96], Efeito Casimir, balanga de torgao e experimento Lunar Laser
Ranging, entre outros.

Observe na figura 5.2 que cada limite se destaca em diferentes escalas de
comprimento. Como podemos ver, nosso resultado para a frequéncia de transicao 15 —3S
é superado pelo vinculo dos colisores para um curto valor de A e pelo HD™, para A > 0.6
A. Devemos também destacar que os limites obtidos por experimentos de espalhamento

de neutrons, trazidos em [94], sdo mais fortes do que os limites espectroscépicos.
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Figura 5.2: Nesta figura, comparamos os limites espectroscopicos para os parametros
de Yukawa obtidos neste trabalho através da frequéncia de transicao 15 — 35, os quais
estao representados pela linha pontilhada, com limites empiricos determinados por origens

diferentes.
5.2 Vinculos espectroscépicos extraidos da transicao

2Py s — 2P3)9

Aqui, inspirados no experimento MTV-G, investigamos efeitos gravitacionais na
precessao de spin de um elétron que é encontrado em um estado atomico, adotando a
perspectiva quantica. Para isto, consideramos a equagao de Dirac no espago-tempo curvo,
de onde discutimos a influéncia do acoplamento spin-érbita gravitacional na separacao
fina entre os estados 2P/, e 2P3/,. Veremos que essa analise nao impoe limites empiricos
apenas aos desvios do potencial newtoniano, mas na verdade nos permite investigar a
influéncia de um potencial pés-newtoniano associado aos componentes espaciais da métrica

na escala de comprimento atomico.

5.2.1 O experimento MTV-G

A sigla MTV-G ¢ derivada das iniciais de ” Polarimetro Mott para experimentos
de T-Violagao ” (Polarfmetro Mott ? é o dispositivo experimental utilizado para medir
estados de polarizacao dos elétrons e T-Violagao se refere a simetria de inversao temporal).

Enquanto a letra G se refere a Gravidade. A insercao da gravidade no experimento MTV

2Mott foi um fisico britanico
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esta ligada ao objetivo deste experimento: investigar a possibilidade de um forte campo
gravitacional ao redor do nucleo atomico, através da medida de precessao do spin de um
elétron, como uma nova abordagem na busca por dimensoes extras [95].

O polarimetro Mott é um dispositivo cujo funcionamento se baseia num
espalhamento semelhante ao de Rutherford, no entanto, utiliza elétrons em vez de
particulas alfa; tal espalhamento recebe o nome de espalhamento Mott. A escolha pelo
uso de elétrons se da pelo fato deles nao interagirem através da forca forte. Isso permite
que os mesmos penetrem o nicleo atomico, o que nos fornece informacoes importantes
sobre a estrutura nuclear. Este espalhamento permite a separacao dos dois estados de
spin de um feixe de elétrons e é usado principalmente para medir a polarizacao do spin.

Mott, em 1929, se questionava sobre como os efeitos do spin do elétron poderiam
ser detectados experimentalmente de maneira direta. Baseado no Principio da Incerteza,
ele mostrava a impossibilidade dessa observacao utilizando um aparato tipo Stern-Gerlach
(SG), que mede o spin do elétron indiretamente através de 4tomos sob a agao de um campo
magnético nao uniforme. O experimento SG detecta o spin de um atomo. Enquanto Mott
gostaria de detectar o spin de um elétron "isolado”, nao como parte de um atomo ou
ion. Mott propos entao que o momento magnético de spin do um elétron livre poderia
ser detectado por um experimento de duplo espalhamento, conforme esquematizado na
figura 5.3. A proposta de Mott esta baseada na assimetria esquerda-direita provocada
pelo acoplamento spin-Orbita. Isso pode ser ilustrado com o seguinte argumento. O
acoplamento spin-orbita, que foi considerado com mais detalhes no capitulo anterior e

—

serd tratado nas préximas segoes, é proporcional ao produto interno entre o spin (S) da
particula e o seu momento angular orbital (E) Devido a esse acoplamento a hamiltoniana
que descreve o espalhamento do elétron com atomo contera um termo proporcional a S-L
(ver equacao (4.120). Assim, suponha que o elétron estd num estado com, digamos,
spin para cima (em relacdo ao plano de espalhamento - ver figura 5.3). O resultado do
espalhamento dependera do lado de incidéncia do elétron em relacao ao nicleo, isto é, se
o elétron se aproxima pela direita ou pela esquerda, ja que numa situacao, L serd paralelo
a S e na outra L serd antiparalelo. Assim, num caso a hamiltoniana Hgo sera positiva,
no outro negativa.

Atualmente, os polarimetros baseados no espalhamento de Mott (ou, mais

simplesmente, nos polarimetros de Mott) sdo amplamente utilizados em fisica atomica
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Figura 5.3: Esta figura retirada da referéncia [115] representa o esquema de um
experimento de duplo espalhamento, no qual um feixe de elétrons nao polarizados é
inicialmente espalhado por ntcleos com alto nimero atomico Z em um feixe ou folha-
alvo. Devido a interagao spin-érbita, a dispersao de grandes angulos (6 2 90°) do primeiro
alvo produz elétrons com uma significativa polarizacao de spin transversal ao plano de
espalhamento. A dispersao desses elétrons polarizados do segundo alvo resulta em uma
assimetria de espalhamento esquerda-direita, novamente devido a interagao spin-érbita,

que é proporcional a polarizacao induzida pela primeira dispersao.

e molecular, de estado sélido, nuclear e de alta energia [115]. Frequentemente, em
experimentos de espalhamento de elétrons, usa-se folha de ouro por trés motivos: esse
material possui alto nimero atomico, nao é reativo ® e pode ser facilmente transformado
em filme fino, o que reduz o espalhamento multiplo.

No caso do MTV-G, temos que o aparato experimental consiste de uma fonte

9% 4 uma folha de espalhamento primério, um polarimetro Mott, uma

de radiagao Sr
folha de espalhamento secunddrio e uma camara de rastreamento de elétrons [95]. Os
elétrons emitidos da fonte de radiacao beta possuem polarizacao natural em sua diregao
longitudinal. A ideia é que o spin do elétron sofre um efeito de precessao decorrente
da precessao geodésica gravitacional, além da precessao eltromagnética dominante. Essa
precessao provocada na folha de espalhamento priméria é examinada pelo dispositivo
MTYV ao verificar a assimetria do espalhamento secundério.

E interessante mencionar que a precessao geodésica de um corpo macroscoOpico

girante viajando em um espaco-tempo curvado pela presenca do campo gravitacional da

Terra foi medido pelo satélite da NASA Gravity Probe B em 2011. Os dados estao de

3Dizer que um elemento nao é reativo significa que ele ndo forma uma camada de éxido.
“4Isotopo radioativo do Esténcio que emite radiacdo beta de alta energia
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acordo com a previsao da Relatividade Geral.
O experimento MTV-G foi realizado em TRIUMF em 2011 e teve como resultado

um novo vinculo para « [95], como mostrado na figura 5.5.

5.2.2 Acoplamento spin-orbita gravitacional

’ ’

Ja é de nosso conhecimento, que em teorias de espaco curvo, um vetor
paralelamente transportado ao longo de um caminho fechado ao retornar ao ponto
inicial, sua dire¢ao final nao coincide necessariamente com a orientacao original. Diante
disto, se consideramos uma particula elementar em movimento num campo gravitacional,
esperamos que, de acordo com a Teoria da Relatividade Geral, seu spin sofrerd uma
precessao. Tal efeito foi investigado pelo experimento MTV-G. Alguns resultados foram
obtidos para uma descri¢ao cldssica da precessao geodésica do spin [95]. No entanto,
sabemos que o spin da particula é uma grandeza quantica. Portanto, a precessao do spin
deve ser tratada no formalismo da mecanica quantica.

Vamos voltar um pouco ao que foi visto no capitulo anterior. Apds encontrar
a equagao de Dirac no espago curvo, obtivemos a hamiltoniana (4.150) que descreve o
comportamento de uma particula de teste em um espago-tempo estatico e com simetria
esférica. Como vimos, em coordenadas isotrépicas, a métrica sob essas condicoes é descrita

pelo seguinte elemento de linha
ds® = —cPw?dt* + v*6,;dz' da?, (5.8)

Aqui estamos interessados em estudar o campo gravitacional produzido pelo
préton, que em uma primeira aproximagcao, € estatico e esfericamente simétrico. Portanto,
pode ser descrito pela métrica (5.8).

No regime de campo fraco, as fungoes v e w podem ser expressas em termos de

potenciais gravitacionais como:
w=1+= e v=1-—=. (5.9)

Onde ¢ e ¢ sao os potenciais produzidos pelo préton.
Como estamos investigando modificacbes no campo gravitacional no dominio
atomico, consideramos que os potenciais ¢ e ¢ podem ser diferentes, ou mais precisamente,

que o parametro de Yukawa &, associado ao potencial ¢ nao é necessariamente igual a
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a, o qual foi visto na equacao (3.1), diferentemente da Teoria da Relatividade Geral que
considera ¢ = .

Observe que o potencial ¢, decorrente da funcao escalar v, estd relacionado a
curvatura da secao espacial do espaco-tempo de acordo com o ponto de vista geométrico.
A possibilidade desse potencial ser diferente do potencial Newtoniano é incorporada no
formalismo de parametrizacao pés-Newtoniana (Formalismo PPN).

O formalismo PPN surgiu por volta do ano 1964, num cendrio em que os fisicos se
questionavam sobre a veracidade da Relatividade Geral. Os experimentos gravitacionais
que buscavam provar essa teoria podem ser divididos em duas classes: os experimentos que
testam a fundagao da teoria da gravitacao, isto é, verificam se a gravitacao é fenomeno
do espago-tempo curvo (teorias desse tipo sdo chamadas de ” teoria métrica ”); e os
que testam teorias métrica da gravidade, a exemplo da Relatividade Geral e da Teoria
de Brans-Dicke, que diferem quanto ao valor de certos parametros chamados de pos-
Newtoniano. Esse formalismo foi idealizado com trés objetivos: analisar experimentos
gravitacionais do sistema solar; descobrir e analisar novos testes da teoria gravitacional e,
por fim, analisar teorias métricas alternativas da gravitacao [97].

O parametro & que estamos investigando aqui pode ser relacionado com um certo
parametro PPN. Considerando um potencial ¢ com parametrizagao tipo Yukawa, podemos
escrevé-lo como ¢ = GM /r (1 + &) no limite de r < . Assim, podemos concluir que, esse
fator (1 4+ &) se relaciona ao parametro v do formalismo PPN [97]. Limites empiricos para
o parametro do formalismo PPN ~ sao extraidos, por exemplo, no dominio astrofisico, dos
experimentos de atraso temporal e deflexdo da luz [99]. Experimentos recentes, com a
ajuda da nave espacial Cassini, encontraram vy = 1 + (2.1 4 2.3) x 107° [98], ao estudar
o comportamento das ondas de radio sobre a influéncia do campo gravitacional do Sol.
Esse limite é compativel com o previsto pela Relatividade Geral (y = 1).

Veremos ao final desta secao que esse parametro & pode ser investigado em um
dominio atomico através do estudo da influéncia do acoplamento spin-érbita gravitacional
na estrutura fina do atomo.

Usando a transformacao de Foldy-Wouthuysen, vista no capitulo anterior, é
possivel escrever a hamiltoniana de Dirac eliminando os operadores impares, o que resulta
em uma sequéncia de corregoes para a equagao de Dirac. Como explicado no capitulo

anterior, na aproximagao de 1/m?c* a hamiltoniana é dada por (4.114).
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A fim de obtermos o acoplamento spin-Orbita, vamos aplicar o formalismo de Foldy-
Wouthuysen a equagao de Dirac no espago curvo.
Substituindo as expressoes para w e v (5.9) na hamiltoniana (4.150), temos que,

no limite de campo fraco, essa equagao € reescrita como:

‘ 5— L2 n 3 ; 2
Ho= M 2\ a v+ 2 e g g (1222
4 c? c? 4 c2 c2

—the (1+ %0:‘290) a- v+ Bme + fme. (5.10)

As referéncias [92, 91, 93] trazem uma representac¢ao mais conveniente para a hamiltoniana

em primeira ordem dos potenciais gravitacionais, dada por
- 5 c
H:Bmc2+5mg0+§{}",d-ﬁ} (5.11)

onde F =w/v=14 (¢ + @)/
Seguindo o formalismo de Foldy-Wouthuysen, vamos escrever essa equagao na
forma:

H=pm*+0+¢ (5.12)

onde definimos o operador impar ( que contém os termos com a matriz «) como:

. c e+ .
O = 5{1—1— =2 ,a-p}

@‘-ﬁ] : (5.13)

e o operador par

é = Bme. (5.14)

Como explicado no capitulo anterior, na aproximagao de ordem (1/mc?)?, o
procedimento de Foldy-Woythuysen nos leva a hamiltoniana (4.116). Portanto, para obté-
la explicitamente no nosso presente caso, devemos calcular os termos O? e [@, [(’5, é” . O
operador 02 é dado por por:

@2=c2ﬁ9+2(¢+¢)ﬁ2—zm(%-ﬁJr%-ﬁ) ) (Wx;ﬂ%xﬁ). (5.15)
Calculando, agora, o comutador [@, é}, temos
[@, é} = emf3 (iho? . 6g0 — 200 - ]7) , (5.16)
por conseguinte, o célculo do comutador [@, [@, 6” resulta em
[@, [O e” — mp [—4@71% 4 2R5 - (% -ﬁ) n 49052} . (5.17)
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Para chegar nessas expressoes utilizamos a identidade (4.115).
Substituindo esse conjunto de resultados na hamiltoniana de Foldy-Wouthuysen

(4.114), obtemos a seguinte hamiltoniana:

. 2 1 ~
H = pg{mc —I—mg0+p—+—<£+g0>ﬁ2
2m  mc? \2

- 7:; (ﬁgo %ﬁgp) p 27202 {2 (V& % 7) +% (Vo x p)] } (5.18)

O primeiro termo esta relacionado a energia de repouso do elétron; o segundo, a energia

potencial usual da interacao gravitacional elétron-préton; os outros termos correspondem

a energia cinética e as corregoes quanticas relativisticas. Reescrevendo o tltimo termo,

utilizando o fato que S = a onde ¥ = 15, temos que ele resulta em:
1 1/10¢ 0O¢
H, so — S L 5.19
“ mer (2 or - 87’) (5.19)

onde S é o operador de spin e L é 0o momento angular orbital da particula. Este é chamado
termo de interacao spin-orbita gravitacional, no qual focaremos nossa atencao de agora
em diante. Esse termo, no regime cléssico, é responséavel pela precessao geodésica do eixo
do giroscépio no espago-tempo curvo [93, 116, 117].

Em [117], Schiff mostra que a dindmica do spin de uma particula se movendo em

campo gravitacional fraco, medido por um observador co-movel é governado pela equacao

ds 1 GM -] -

—GM/r. A andlise do experimento MTV-G foi feita

assumindo que ¢ = @/y
baseada nesta equacao, considerando v = 1. Portanto, sem fazer qualquer distingao
entre potenciais newtoniano e pés-newtoniano.

Neste nosso trabalho, um dos objetivos foi estudar o efeito do acoplamento spin-
orbita gravitacional nos niveis de energia do hidrogénio. Sabemos que o elétron, no dtomo,
é encontrado em um estado ligado devido a interacao eletromagnética com o proton. Esta
interacao também estabelece um acoplamento spin-érbita, de natureza elétrica, o qual,
conforme a equacao (4.120) , pode ser escrito como um termo da hamiltoniana da seguinte

maneira

HEso =

—4_1dop (§ E) , (5.21)

om2cr dr
onde —q ¢ a carga do elétron e ¢ é o potencial elétrico produzido pelo proton no espago-

curvo.
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Se um espago-tempo é descrito por uma métrica do tipo (5.8), temos que as
equacoes do campo elétrico podem ser escritas do mesmo modo que as equagoes de Maxwell
definidas no espago plano, porém com uma nova permissividade elétrica € = eqv/w
[116, 120]. De modo que o potencial elétrico com simetria esférica, em primeira ordem de

aproximagao, tem sua equagao modificada da seguinte maneira:

dop  —q —q (1+90 95)'

= — —_ _l_ -
dr dmer?  4mwegr? 2 2

(5.22)

O que nos mostra que a curvatura do espaco-tempo modifica o potencial elétrico.
Substituindo esta equagao na hamiltoniana (5.21), notamos que, através dessa corregao
do potencial elétrico, o campo gravitacional pode influenciar indiretamente o acoplamento
spin-6rbita atomico.

Vamos comparar a ordem de magnitude da contribuicao indireta do campo
gravitacional, em (5.21), com a contribuigao direta, dada por (5.19), para a estrutura
fina do estado P. Substituindo (5.22) em (5.21) e escrevendo o potencial ¢ na sua forma

explicita, em termos de r, em ambas as hamiltonianas Hg,, € Hgso, temos:

2 GM -
HO L O <S : L> 5.23
Eso = Qregm2ct 1t © ( )
1 rN aGM _ /a2 =
HG’so ~ W <1 + X) Te / (S . L) , (524)

consideramos aqui s6 o termo de Yukawa e por questao de simplicidade, assumimos que
a = «. Extraindo a média das hamiltonianas para o estado 2P, obtemos a seguinte

relacao:

<H5EGSZ> ~ Lfmento ( A ) (Heso) (5.25)

mc? A+ ag
observe que o coeficiente é proporcional a razao entre a energia do estado fundamental
do hidrogénio e a energia de repouso do elétron, que é da ordem de 107°. Ele depende

também da relagao entre A e ag que é menor que 1 para todo A. Isso significa que essa
)

. € 10~° vezes menor que a contribuicao vinda de Hg,,. Por

contribuicao vinda de Hgi
este motivo a ignoramos no que segue.

O acoplamento spin-Orbita eletromagnético é responsavel por uma separacao fina
dos niveis de energia com o mesmo momento angular [, tal como o estado 2P, e 2P3)5,
por exemplo [21]. Da mesma forma, o acoplamento spin-6rbita gravitacional, considerado

aqui como uma interagao fraca em relagao a hamiltoniana Hpg,,, causara uma mudanca

adicional nesses estados.
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Na referéncia [64], objetivando testar as previsdes tedricas da eletrodinamica
quantica (QED), o Comité de Dados para Ciéncia e Tecnologia (CODATA), através de
precisos calculos tedricos, determinou explicitamente as frequéncias de transicoes entre os
niveis com numero quantico principal n = 2 para o hidrogénio. A frequéncia de transicao

entre 2P, /5 e 2P3/5 encontrada foi a seguinte:
fzt’}f/rQPa/Q = 10969041.571(41)KHz, (5.26)

este calculo foi feito usando valores para as constantes fundamentais obtidas pelo método
dos minimos quadrados com dados espectroscépicos do hidrogénio e deutério, mas
excluindo valores experimentais das transicoes 2S5y, — 2P /5 € 2P3/5 — 2512, que sao

os itens A39, A40.1 e A40.2 da tabela XVIII da referéncia [64].

2 P3/z
AE
2
25y,
2
o
2
|
S|,2

Figura 5.4: Diagrama dos niveis de energia para os niveis do hidrogénion =1en =2. O
intervalo de Lamb-Shift (25, —2P;/2) e de estrutura fina (2P, /o —2P5/,), sao denotados,
respectivamente por s e AE [119].

Por sua vez, para obter o resultado experimental desta frequéncia de transicao,
vamos considerar as medidas entre os estados 251/ — 2Py /o [119] e 251/ — 2P5), [68].
A medida para o Lamb-Shift (251, — 2P;/,) foi 1057.845(9)MHz e para a transicao
251 /2 — 2P; )5 foi 9911.200(12)MHz. Deste modo, o valor experimental para o intervalo de

estrutura fina (2P, — 2P5/,) é dado pela soma destes dois valores (ver figura 5.4):

F58 1 -op,,, = 10969045(15)KHz, (5.27)
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Observe que o valor tedrico e experimental coincidem dentro do erro combinado
0f = +/0.041%2 4+ 152 = 15kHz. Por este motivo, a contribuigdo vinda da interagao spin-

6rbita gravitacional A f,, ndao pode exceder esse valor do erro df.

Calculo de Af,,

A contribuicao da interagao spin-érbita gravitacional, A f,,, para a frequéncia de

transicao 2P, 5 — 235 ¢ dada por:

Af— AZZGSO _ (Has0)sp, , ; <HGSO>2p3/2’ (5.28)

onde o valor médio da hamiltoniana Hg,, no estado n, [ é:

(Hosolus =z (137 (5+9)) (3-2). (529

mec2 \ rdr

A média (), , é calculada com respeito a solucao radial da equacao de Schrodinger, R, ;(r),
para estados com nimero quantico principal n e momento angular orbital [. Como estamos
considerando, neste trabalho, a variagao de energia entre os niveis 2P/ — 235, no qual

n=2el=1, 0 valor médio é calculado usando a funcao radial Ra(r),

1
Rou(r) = L emr/2e0, (5.30)

\/24a} ao

Ja o valor médio <S . L> pode ser avaliado separadamente. Para isso devemos

lembrar que os operadores S e L nio comutam mais com a hamiltoniana devido o efeito
de interagao spin-érbita. Mas, por outro lado, o momento angular total se conserva,
J =S8+ L, o que nos permite utilizar a base do momento angular total (|7, m, 1, s)) para
rotular os estados estaciondrios. Assim, partindo da definicio J = S + L (ver 4.53), é

conveniente escrever:

—

S L=>(1*-1*-5%. (5.31)

1
2
Portanto, na base citada, temos:

(§-L)=ZlG+1~10+1) —s(s+1)]. (5.32)

Segue, entao, que na transi¢ao 2P3; — 2P, 2, a contribuicao vinda do operador S - L sera

<§ E>2P3/22P1/2 = (3/2)0"
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Considerando, na equacao (5.29), que os potenciais ¢ e ¢ sao do tipo Yukawa e
desconsiderando o termo —GMm/r, o qual gera uma corre¢ao gravitacional usual, temos

que a interacao spin-érbita leva a seguinte mudanca na frequéncia de transicao °:

+ «

Sp2 (5.34)

A so — +
! 24af (ag +A)*> 124§ (ag + \)*] 2

GM <a ~> [ 1 A 1 A2
he? \2

Vamos discutir as implicagbes da condigao Afy, < df no caso da transicao
2P /5 — 2P55. A expressao (5.34) indica que a contribuicao gravitacional da interacao
spin-orbita na espectroscopia depende de uma combinagao linear do potencial Newtoniano
e do potencial ¢. Portanto, as analises espectroscépicas devem colocar vinculos empiricos
no parametro misto (% + d). No entanto, levando em conta os limites do parametro «
previamente estabelecidos por nossos vinculos da transicao 15 — 35, podemos verificar
que a contribuigao do potencial ¢ na transicao 2P, — 2P;/; ¢ menor do que o erro
experimental. Portanto, podemos negligenciar a contribuicao deste potencial na expressao
(5.34). Concluimos que a analise da influéncia da intera¢do spin-6rbita gravitacional na
estrutura fina dos estados é, na verdade, um teste de potencial Pés-Newtoniano ¢ no
dominio atomico.

Vinculamos estas quantidades em um grafico de (% + d) em funcao de A, como
mostra a figura (5.5). Podemos ver que, para A > 1.5 x 10_3A, os limites determinados
pela transicao 2P/, — 2P3/; sao mais fortes do que os limites empiricos colocados pelo
experimento MTV-G. Em particular, para A = 1A, encontramos & < 2.1 x 1033, que é

mais forte que o limite imposto pelo MTV-G por quatro ordens de magnitude.

5Para resolver as integrais da coordenada radial fizemos uso da seguinte propriedade de integracao:

[e%) a k+1
I(k,p) = / rke=Pr/ao gy — k) (po) (5.33)
0
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Figura 5.5: A linha pontilhada é extraida da andlise da influéncia do acoplamento spin-

Orbita gravitacional para a separagao dos estados 2P e 2P3/, do hidrogenio.

Ela

configura um limite empirico para o parametro (% + 64), onde & esta relacionado ao

parametro v do formalismo PPN.
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Conclusoes

Tendo feito uma revisao sobre modelos de dimensoes extras e focado nossa atencao
no modelo ADD, vimos que neste modelo o universo observavel é uma 3-Brana (onde os
campos do modelo padrao estao confinados) imerso em um espago de dimensao superior, a
qual apenas a gravidade tem acesso. Neste cenario, o potencial gravitacional recupera seu
comportamento quadrimensional para distancias maiores que R (raio de compactagao),
enquanto que, por outro lado, para distancias menores o potencial gravitacional é
amplificado em comparacao com a gravidade padrao.

Vérios modelos, tais como modelos de dimensoes extras e algumas teorias F'(R),
prevéem uma correcao exponencial para o potencial Newtoniano em um dominio além
de uma dada escala de comprimento. Por esse motivos, adotamos a parametrizacao de
Yukawa para expressar essas modificagoes da gravidade.

Baseado nisto, nesta tese, procuramos por modificagoes do potencial Newtoniano
no dominio atomico utilizando precisos dados da espectroscopia do hidrogeénio,
especificamente da frequéncia de transicao 1.5 —3S recentemente medida. Obtemos limites
mais fortes do que muitos limites impostos pela espectroscopia de atomos exéticos, tal
como o Hélio antiprotonico, o qual usamos para comparar com nossos resultados. Embora
a interagao gravitacional entre proton e elétron seja cerca de duas mil vezes mais fraca
do que a interacao antiproton-nticleo, a precisao da espectroscopia do hidrogénio ¢é alta
o suficiente para determinar um melhor limite para desvios do potencial newtoniano na
escala de compactacao A < 0.6 A.

Além disso, investigamos efeitos gravitacionais nao-padrao na separacao fina dos
estados 2P, — 2P5/;. Estes estados possuem o mesmo nimero quantico principal e
o mesmo momento angular orbital, e, por isso, a diferenca de energia entre eles é
determinada principalmente pelo acoplamento spin-érbita.

Vimos que o experimento MTV-G explora esta interagao por meio do fenomeno da
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precessao do spin, num processo de colisao do elétron com um nucleo pesado. A abordagem
preliminar é feita com base na descricao classica da dinamica do spin. No entanto, como
o spin de uma particula elementar é uma grandeza quantica, tratamos, aqui, a precessao
do spin induzido pelo campo gravitacional no formalismo da mecanica quantica. Fizemos
isto usando a equacao de Dirac no espaco-curvo para estudar a influéncia do campo
gravitacional produzido pelo préoton sobre o elétron no atomo de hidrogénio. Vimos que
o termo de interacdo spin-6rbita gravitacional tem a contribuigdo de dois potenciais (¢
e @), relacionados, respectivamente, ao potencial Newtoniano e Pés-Newtoniano os quais
nao sao necessariamente iguais em teorias métricas diferentes da Teoria da Relatividade
Geral. De modo que, torna-se importante enfatizar que observamos que a analise da
transicao 2P /o — 2P3/5 corresponde a um teste de um potencial Pés-Newtoniano, o qual
estd relacionado ao parametro v do formalismo PPN, no dominio atomico.

Os limites empiricos determinados nesta analise sao mais fracos do que o limite
obtido da transicao 15 — 3S. Por outro lado, vimos que para A > 1.5 x 10*3A, os limites
empiricos para o potencial Pés-Newtoniano determinados pelos dados espectroscopicos
sao mais fortes do que aqueles obtidos do experimento MTV-G.

Gostariamos agora de mencionar algumas perspectivas. Um recente medida da
frequéncia de transicao 25 — 4P foi determinada com uma precisao de 4.3kHz para a
divisao entre os estados 4Ps/, e 4P, [121]. Em principio, essa medida mais precisa
poderia ser usada para estabelecer uma melhor restricao para o potencial pés-newtoniano.

Outra perspectiva para testar modificagoes da gravitagao na escala de comprimento
atomico é considerar a espectroscopia de atomos ou fons mais pesados, especialmente a
do elemento Hélio cujas transicoes estao sendo medidas com uma precisao relativa da
ordem de 10712 [122], e , por esse motivo, estao sendo usados para investigar nova fisica
no dominio microscépico [123].

Por fim, gostariamos de destacar que uma suposta interagao gravitacional
modificada afetaria o "isotope shift” das transicoes atomicas. Visto que isotopos
sao elementos quimicos com mesmo numero de prétons, mas com massas diferentes,
podemos considerar que essa mudanca de massa de um isétopo para outro resultaria em
modificagoes no potencial gravitacional Newtoniano. Portanto, aproveitando o arcabougo
tedrico bem estudado da espectroscopia, bem como as medigoes de precisao das frequéncias

correspondentes, poderiamos, a partir desse método complementar, estabelecer novas
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restri¢oes para a intensidade de interacgoes gravitacionais nao-padrao no dominio atomico.
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