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Resumo

O presente trabalho tem como tema a Formula de Taylor e aplicagoes de derivadas. A
partir deste tema objetivou-se, portanto, realizar um estudo bibliogréafico sobre a Formula
de Taylor, apresentando algumas aplicagoes dessa formula na propria matematica. Inicia-
se com um breve contexto historico sobre a origem da Férmula de Taylor. Na sequéncia
apresenta-se uma breve revisao das principais defini¢oes e resultados importantes para o
estudo da teoria envolvida no tema. Em seguida, aborda-se a Formula de Taylor através
da aproximacao local de uma funcao diferenciavel por uma funcao afim, como motivacao
inicial. Depois da definicao dos polinémios de Taylor de Ordens 1 e 2, generaliza-se a
Formula de Taylor através da definicao do Polinomio de Taylor de Ordem n. Diante
disso, verifica-se a existéncia de um erro cometido entre o valor obtido pela féormula e o
valor real da funcao, que pode ser estimado em termos da derivada de ordem n + 1 da
funcao por meio do Teorema da Formula de Taylor com resto de Lagrange. Ao estimar esse
erro, percebe-se que ele vai ficando suficientemente menor quando utilizamos polinémios
de ordens cada vez maiores. Por fim, mostra-se algumas aplicacoes da Formula de Taylor,
como a aproximacao local de funcoes, representacao de funcoes através do Polinémio de
Maclaurin de Ordem n, provar que o niimero de Euler é irracional e demonstrar um critério
para determinar maximos e minimos de fungoes.

Palavras-chave: Formula de Taylor. Aplicacdo de derivadas. Funcao Polinomial. Po-

linomio de Taylor.
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Abstract

The theme of this work is the Taylor formula and applications of derivatives. From this
theme, the objective was, therefore, to carry out a bibliographical study on the Taylor
formula, presenting some applications of this formula in mathematics itself. It begins
with a brief historical background on the origin of the Taylor Formula. Consequently,
a brief review of the main definitions and important results for the study of the theory
involved in the theme is presented. Then, Taylor’s formula is approached through the
local approximation of a function derivable by an affine function, as initial motivation.
After defining the Taylor polynomials of Orders 1 and 2, the Taylor Formula is generalized
by defining the Taylor Polynomial of Order n. Therefore, it is verified the existence of an
error made between the value obtained by the formula and the real value of the function,
which can be estimated in terms of the derivative of order n + 1 of the function utilizing
Taylor’s Formula Theorem with the remainder of Lagrangian. When estimating this
error, it can be seen that it gets smaller enough when we use polynomials with higher
and higher orders. Finally, we show some applications of the Taylor formula, such as
the local approximation of functions, representation of functions through the Maclaurin
Polynomial of Order n, proving that the Euler number is irrational and demonstrates a
criterion for determining maxima and minima of functions.

Keywords: Taylor’s Formula. Application of derivatives. Polynomial function. Taylor’s

Polynomial.
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Introducao

O século XVII ficou conhecido por ser um periodo em que houve um expressivo desen-
volvimento da matematica, principalmente por conta da descoberta do calculo realizada
por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, de forma independente. Essa descoberta
mudou o rumo das pesquisas matematicas da época. Eves [3] conta que devido a ampla
e surpreendente aplicabilidade do calculo, apoiado pela geometria analitica, atraiu um
grande numero de pesquisadores em matemaética. Assim, o século seguinte foi marcado
pela exploracao dessas novas areas de pesquisa, como também dos recentes e poderosos
métodos que o calculo proporcionou naquele periodo e que se estende até os dias atuais.

Dentre os estudos nas areas de pesquisas matematicas exploradas no século XVIII, esta
o estudo de expansao de fungdes em séries de poténcias realizado pelo matemaético inglés
Brook Taylor. Em 1715, Taylor publicou no livro Methodus Incrementorum Directa et
Inversa, a série de Taylor ¢ um método utilizado para representar fun¢oes infinitamente
diferenciaveis em séries de poténcias nas vizinhancas de um certo ponto. Essa série,
também pode ser representada por uma féormula analitica finita que utiliza um polindmio
mais um termo de resto para aproximar localmente fungoes diferenciaveis.

Tal método, que é o nosso objeto de estudo, ficou conhecido nos dias de hoje como
Formula de Taylor. O nosso principal objetivo neste trabalho foi realizar um levantamento
bibliografico sobre a Formula de Taylor, apresentando algumas aplicacoes dessa formula
na propria matematica.

Organizamos nosso trabalho em cinco capitulos. No primeiro capitulo apresentamos
um breve contexto historico dos principais trabalhos em expansao de func¢oes em séries
de poténcias nos quais os resultados eram semelhantes ao do mateméatico que deu origem
a Formula de Taylor, explicamos quem foi o matemaético inglés Brook Taylor e seu atrito
com Johann Bernoulli, por conta de um possivel plagio da série de Taylor, como relata
Jones [6]. Traremos também, quem foi o matematico Colin Maclaurin que tém o nome
conectado a um caso particular da Série de Taylor.

No segundo capitulo apresentaremos uma breve revisao das principais definigoes e

resultados do Calculo, que julgamos importantes para o estudo da teoria envolvida na



Formula de Taylor, como também suas aplicacoes. Assim, abordamos os conceitos e
exemplos de funcoes, continuidade e limite de funcoes, derivadas e os Teoremas de Rolle,
do Valor Médio e de Cauchy.

Trazemos no capitulo 3, a aproximacao local de uma funcao diferenciavel por uma
funcao afim, como uma forma de motivacao inicial da Formula de Taylor que consiste
nessa ideia de aproximacao de funcoes por meio de polinémios em volta de um certo ponto.
Para isso, basta a funcao ser derivavel neste ponto. Na sequéncia definimos os polinomios
de ordem 1 e 2 da Formula de Taylor, onde vemos a existéncia de um erro cometido entre
o valor obtido pela féormula e o valor real da func¢ao, que vai ficando suficientemente menor
quando utilizamos um poliné6mio de ordem maior. Por fim, generalizamos a Formula de
Taylor através da definicao do Polinomio de Taylor de Ordem n. Também enunciamos e
demonstramos, neste capitulo, o Teorema da Formula de Taylor com resto de Lagrange
que serve para estimar o erro cometido quando utilizamos o polinémio de ordem n da
Formula de Taylor em termos da derivada de ordem n + 1 da funcao.

No quarto capitulo, abordamos algumas aplicacoes da Férmula de Taylor na propria
matematica. Assim, utilizamos a formula para aproximar localmente fungoes e representar
funcgoes através do Polinomio de Maclaurin de Ordem n. Além disso, mostraremos duas
aplicagoes com o niimero de Euler e uma aplicacao para obter um critério para determinar
méaximos e minimos de funcoes.

Para o quinto e dltimo capitulo trazemos as consideracoes finais do nosso trabalho.

Por fim, acrescentamos um apéndice onde demonstramos alguns resultados contidos

no Capitulo 3, objetivando ampliar o conhecimento do leitor interessado no tema.



Capitulo 1

Apontamentos histéricos

Apresentaremos neste capitulo um breve apontamento histérico das origens da conhe-
cida atualmente como Formula de Taylor, explicamos quem foi o matemaético inglés Brook
Taylor e seu atrito com Johann Bernoulli, por conta de um possivel plagio da série de
Taylor, como relata Jones [6]. Mostraremos também, quem foi o matematico Colin Ma-
claurin que tém o nome conectado a um caso particular da Série de Taylor. As referéncias
das informagoes apresentadas aqui foram os livros de Boyer [2] e Eves [3] e os trabalhos
de Jones [6], O’Connor e Robertson [8, 9].

1.1 Origem da Formula de Taylor

Mesmo que tenha ficado conhecida como a Série de Taylor, a expansao de fungoes em
séries de poténcias, segundo O’Connor e Robertson [8] ndo se deve dar a impressiao que
Brook Taylor foi o primeiro a descobrir esse resultado. Historiadores [2, 3, 8] relatam que
matematicos como Madhava (século XV), James Gregory (1638-1675), Nicolaus Mercator
(1620-1687), Johann Bernoulli (1667-1748), Abraham de Moivre (1667-1754), além dos
ilustres Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716), descobriram variantes
independentes da série de Taylor.

Por volta de quatro décadas anteriores a publicacao do livro Methodus Incrementorum
Directa et Inversa escrita por Taylor contendo a série geral que hoje leva seu nome,
o escoces James Gregory ja tinha conhecimento da sua forma geral. De acordo com
Boyer [2], através de um processo equivalente ao de derivagdo sucessiva, Gregory teria
descoberto a série de Taylor, caso tivesse expressado sua obra de forma analitica ao invés
de utilizar uma abordagem essencialmente geométrica. Ele também conhecia as séries de
Maclaurin para tan x, secx, arctanx e arcsec x, entretanto apenas a série para arctan z,

foi intitulada em seu nome. Essa expansao em série vinculada a James Gregory, também



teria sido difundida pelo matematico Madhava no século quinze no sudoeste da India, de
acordo com Boyer [2].

Provavelmente durante sua passagem na I[talia em 1663, Gregory estudou expansoes
de fungoes em séries de poténcias e processos infinitos, dai aprendido, segundo Boyer [2]
que a area sob a curva y = 1/(1 + 2?), desde z = 0 até z = z, é arctan z; e uma divisao
simples converte 1/(1+2?%) em 1 —2?+2* —2°+.... Dessa maneira, chegou ao resultado

atualmente conhecido como série de Gregory

/3 dz . x3+:c5 x7+
—arctanr =0 — — + — — — 4+ ---.
o 11a2 35 71

Quase que no mesmo periodo e de modo semelhante & série alcancada por Gregory,
o dinamarqués Nicolaus Mercator, que vivia em Londres publicou na segunda parte do
livro Logarithmotechnia em 1668, uma férmula de aproximacao de logaritmos por série.
Boyer [2] imforma que da obra de Gregorio de St. Vincent (1584-1667), sabia-se que a
area sob a hipérbole y = 1/(1 + z), desde x = 0 até x =z, é In(1 + ). Assim, utilizando

o método de divisao de Gegory e integracao, obtemos a chamada série de Mercator

3 xt
3 4

$2+
2

=18

/ da :/(1—x—|—x2—x3+---)da::1n(1—|—x): + e
0 0

1+=z

1.2 Quem foi Brook Taylor

Figura 1.1: Brook Taylor

Fonte: O’Connor e Robertson [§]

Nascido no condado de Middlesex na Inglaterra em 1685, Brook Taylor (Fig. é
oriundo de familia pertencente a nobreza e por conta disso teve bons educadores desde

cedo. De acordo com sua biografia feita por O’Connor e Robertson [§], seu pai era um
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disciplinador estrito e cultural interessado em pintura e misica. Isso implicou no “amor”
de Taylor em ambas as areas, vindo a aplicar suas habilidades matemaéticas nesses campos
mais tarde em sua vida.

Eves [3] conta que Taylor revelou desde muito cedo grande potencial matematico.
Graduou-se no St. John’s College da Universidade de Cambridge em 1709, nesse periodo ja
havia escrito seu primeiro artigo importante, embora nao publicado antes de 1714 segundo
O’Connor e Robertson [§]. Foi membro da Royal Society, chegando a ser secretario no
ano de 1714, porém renunciou aos 34 anos de idade a fim de dedicar mais tempo para
escrever, conforme Eves [3].

O’Connor e Robertson [8] relatam que o periodo durante o qual Taylor foi secretario
da Royal Society marca o que deve ser considerado seu tempo mais matematicamente
produtivo. Nesse intervalo de tempo, dois livros foram publicados, em 1715 o Methodus
Incrementorum Directa et Inversa e em 1719 o Linear Perspective, que sao de extrema
importancia na Historia da Matematica. No Linear Perspective, Boyer [2] cita que Taylor
deu o primeiro enunciado geral do principio dos pontos de desaparecimento. Contudo,
seu nome atualmente é quase exclusivamente lembrado por sua ligacao com a série

3 n
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contida em seu livro Methodus Incrementorum Directa et Inversa. Essa série, segundo
Eves [3], foi aplicada por Taylor em 1717 na solu¢do aproximada de equagoes. Porem,
nao teve o reconhecimento pleno da sua importacia até 1755, quando Euler a aplicou ao
seu calculo diferencial e ficou um pouco mais conhecida, no momento em que Lagrange
usou a série com um resto como base de sua teoria das funcoes.

De acordo com Boyer [2] o Methodus Incrementorum continha também varias outras
partes familiares do célculo, que nao foram reconhecidas como relevantes na época. Sao
elas: formulas relacionando a derivada de uma funcao com a derivada da funcao inversa,
solucoes singulares de equacoes diferenciais e uma tentativa de achar uma equacao para
a corda vibrante. Esse tltimo provavelmente difundida através da paixao de Taylor pela
misica.

O’Connor e Robertson [§] escreveram que um estudo da vida e obra de Brook Taylor
revelou que sua contribuicao para o desenvolvimento da matemética foi substancialmente
maior do que o apego de seu nome a um teorema. Embora breve e complicado de acom-
panhar, seu trabalho abordou um nimero surpreendente de conceitos importantes, que
foram inicialmente desenvolvidos, entretanto Taylor ndo conseguiu leva-los mais adiante.
O’Connor e Robertson [8] acrescentam que é lamentavel que a satide, as preocupagoes
familiares e a tristeza, além de outros fatores intransponiveis, incluindo o dominio dos
pais, restringiram a parte matematicamente produtiva de sua curta vida.

Taylor morreu em 1731, em Somerset House na cidade de Londres capital da Inglaterra.



1.3 Taylor x Bernoulli

Mesmo que entre os séculos XVII e XVIII as discussoes sobre séries infinitas estivessem
em alta, possibilitando a Taylor consultar diversas fontes para o desenvolvimento de seus
trabalhos, historiadores apontam que ele foi o primeiro a publicar explicitamente e de
forma geral a série de Taylor, no seu livro Methodus. Entretanto ocorreu uma controvérsia,

da série de Taylor ser ou nao um plagio da série

??>dy 23 d%y
dr = yp — -2 4+ 2. 29 ..
/yaz v 2!dx+3!d:l:2

do matemético suico Johann Bernoulli no ano de 1694. De acordo com Jones [6], o alemao
Alfred Pringsheim (1850-1941), mostrou que é possivel derivar a série de Taylor da série
de Bernoulli através de algumas mudancas de variaveis, além disso, a proposicao XI do
Teorema IV do trabalho de Taylor, é diretamente equivalente & formula de integracao
de Bernoulli. Porém, nao ha indicios de que Taylor cometeu plagio, como também de
Bernoulli ter utilizado a generalidade da série do inglés.

Jones [6], informa que Taylor e Bernoulli trocaram farpas em outro episodio através
de debates nos jornais e cartas. Naquela ocasido, Taylor que de acordo com Boyer [2] era
um entusiastico admirador de seu compatriota Newton, havia lancado um desafio para
matemaéticos nao ingleses com um problema de integragao. Bernoulli, ligado diretamente a
Leibniz, apontou que o alemao havia resolvido esse desafio na revista cientifica alema Acta
Eruditorum. Além de frases acaloradas nos debates entre Bernoulli e Taylor, Jones [6]

conta que rendeu até uma aposta de cinquenta guinéus (moeda em circulagao na época).

1.4 Fo6rmula de Maclaurin

Assim como Taylor, outro nome que segundo Eves [3] é bastante familiar a todos os
que ja cursaram, ou cursam, o calculo basico da graduacao, por conta da sua férmula de
expansao de fungoes em séries de poténcias, é o escocés Colin Maclaurin (Fig. .

Considerado um dos mais importantes matematicos britanicos da geracao depois de
Newton, Maclaurin nasceu em 1698 na Escécia e com onze anos de idade entrou na Uni-
versidade de Glasgow. Quatro anos mais tarde graduou-se defendendo publicamente uma
tese sobre a gravidade. Aos dezenove anos tornou-se professor no Marischal College de
Aberdeen. Boyer [2] diz que depois de 1719, quando Taylor abandonou a pesquisa mate-
mética, o jovem Maclaurin estava apenas comecando sua fecunda carreira. Desse modo,
antes dos vinte e um anos, Maclaurin comecou a contribuir com artigos no Philophical
Transactions, vindo a publicar em 1720 dois tratados sobre curvas, Geometrica Organica
e De Linearum Geometricarum Proprietatibus. Em 1725 tornou-se professor assistente
de matematica da Universidade de Edimburgo e tempo depois transformou-se o professor

titular da catedra. Ele faleceu no ano de 1746 em Edimburgo, na Escocia.



Figura 1.2: Colin Maclaurin

Fonte: O’Connor e Robertson [9]

O’Connor e Robertson [9] citam que Maclaurin atualmente é lembrado pela Formula
da Soma de Euler-Maclaurin, pelo Teste Integral da Convergéncia Maclaurin-Cauchy,
descoberto por ele 50 anos antes de Cauchy nascer, além de ter sido o primeiro a descobrir
o paradoxo de Cramer na intersecao das curvas. Mas, apesar dessas contribuigoes notaveis,
seu nome ficou marcado pela conexao com uma série publicada no seu trabalho sobre a
teoria dos fluxos, quando Maclaurin tinha 44 anos de idade. Eves [3] cita que Maclaurin
escreveu nessa publicagdo a primeira exposi¢ao logica e sistematica do método dos fluxos
de Newton como uma réplica aos ataques feitos pelo bispo George Berkeley (1685- 1753),
aos principios do calculo. Tal trabalho, publicado em 1742 intitulado de Treatise of
Fluzions, contém a chamada série de Maclaurin, que nada mais é senao um caso particular

da Série de Taylor para a = 0,

x3 "

M) + ...
3!—|- + f (O)n!—l-

F@) = 10)+ £(0)x + 0% + (0

Diferente de outros trabalhos ja citados, O’Connor e Robertson [9] informam que a sé-
rie de Maclaurin nao foi uma ideia descoberta independentemente do resultado mais geral
de Taylor, pois Maclaurin reconhece a contribuicao de Taylor e do jacobita James Stirling
(1692-1770). Esse tltimo, publicou explicitamente essa série em 1730 no seu Methodus
Differentialis, que contia também contribuicoes significativas ao estudo da convergéncia
de séries infinitas, interpolacao e fungoes especiais definidas por séries. Entretanto, ele é

mais conhecido pela formula aproximada para n!, conta Boyer [2].



Capitulo 2
Fundamentos

Neste capitulo apresentamos uma breve revisao das principais defini¢oes e resultados
do Calculo que julgamos importantes para o estudo da teoria envolvida na Formula de
Taylor e suas aplicacoes. Os conceitos preliminares contidos aqui sao: funcoes, continui-
dade e limite de funcoes, derivadas de func¢oes e os Teoremas de Rolle, do Valor Médio e de
Cauchy. Eles podem ser encontrados em qualquer livro de Calculo, porém neste capitulo
utilizamos como referéncias os livros de Apostol [I], Flemming e Gongalves [4], Guido-
rizzi [5], Lima [7], e Simmons [I0]. Inicialmente apresentaremos as principais fungoes

abordadas em um curso de calculo.

2.1 Funcoes

Uma fungdo f é uma terna (A, B,a — b), em que A e B sao dois conjuntos e a — b,
uma regra que nos permite associar a cada elemento ¢ € A a um tnico b € B. O
conjunto A chamado de o dominio de f indicado por Dy, logo A = Dy, j& o conjunto B
¢ denominado contradominio de f.

A notagao f(a) (lé-se “f de a”) é utilizada para indicar o tnico elemento b do con-
tradominio B que est4 associado ao elemento a € Dy. Diremos que f(a) é o valor que f
assume em a ou entao o valor que a fungao f associa ao elemento a.

Utilizamos a notagao f: A — B (1é-se “f de A em B”) para indicar uma fungao f de
dominio A e contradominio B. Logo, uma funcao de uma variavel real a valores reais é

uma func¢ao de varidvel real f: A — B, em que A e B sao subconjuntos de R.



2.1.1 Funcgoes polinomiais

Uma fungao f : R — R dada por f(z) = ap + a1z + -+ + a,_12"* + a,z" onde
a, # 0,ai,as,...,a,_1,a, sd0 nimeros reais fixos, denomina-se funcao polinomial de
grau n (n € N).

Como podemos observar a funcao polinomial consiste em um somatorio finito de ter-
mos, compostos pelo produto dos coeficientes angulares (aq,as, ..., a,) que devem ser
diferentes de zero com a variavel de f elevada a um nimero natural. Desta forma, para
calcularmos o valor de uma funcao polinomial basta apenas realizarmos operacoes arit-
méticas bésicas, principalmente a adicao e a multiplicacao usuais em R. Vejamos alguns

exemplos a seguir:

Exemplo 2.1.1 (Funcao afim.) Uma fungdo f : R — R dada por f(z) = ag + az,
ay; # 0, ag e a; constantes reais, ¢ uma funcao polinomial do primeiro grau. Seu grafico
¢ uma reta nao paralela aos eixos coordenados que passa pelo ponto (0,ap). A funcdo
polinomial do primeiro grau é crescente se a; > 0 e decrescente se a; < 0. (Fig. .

Quando ag = 0 teremos um caso especial dessa fun¢ao (fungao linear).

Figura 2.1: Grafico da fungao afim

a, =0

g

Fonte: Arquivo pessoal

Exemplo 2.1.2 (Funcdo quadratica.) Uma func¢do polinomial do segundo grau é uma
funcao f : R — R dada por f(z) = ag + a1 + axx?, onde ay, a1, as sdo constantes reais,
com as # 0. Seu grafico é representado por uma parabola com eixo vertical que se abre
para cima ou para baixo de acordo com o sinal apresentado pela constante a,, conforme
a constante az > 0 ou as < 0 (Fig. 2.2).



Figura 2.2: Grafico da funcao quadratica

¥ y

\ |/ /I
N/ A

Fonte: Arquivo pessoal

2.1.2 Outras funcoes elementares

Nesta secao veremos outros exemplos de funcoes elementares que aparecem cotidiana-
mente no ensino do Calculo. O conhecimento dessas funcoes é importante para o nosso
estudo, pois iremos aplicar a Formula de Taylor para calcular os valores dessas funcoes em
volta de determinados pontos em que a utilizagao de métodos convencionais sao complica-
dos ou insuficientes para calcular tais valores. Assim, apresentaremos alguns exemplos das

principais funcoes transcendentes que sao exponenciais, logaritmicas e trigonométricas.

Exemplo 2.1.3 (Funcio exponencial.) Uma funcdo exponencial de base b é uma fungao
f : R — R definida por f(z) = b*, sendo b uma constante real, onde 0 < b # 1. Seu
grafico (Fig. é representado por uma curva que intercepta o eixo Oy no ponto (0,1)
e estd acima do eixo Oz, pois f(z) = b* > 0 para todo x € R. A funcdo exponencial é

crescente se b > 1 e decrescente se 0 < b < 1.

Figura 2.3: Grafico da funcao exponencial

y y

’/l : 1¥

Fonte: Arquivo pessoal
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Exemplo 2.1.4 (Funcio logaritmica.) Uma fungdo logaritmica de base b é uma fungao
[+ RY — R dada por f(z) = log, z, sendo b uma constante real, onde 0 < b # 1. Seu
grafico (Fig. é representado por uma curva que corta o eixo Oz no ponto (1,0) e esta
a direita do eixo Oy, pois o dominio da funcao logaritmica sdo os niimeros reais positivos,

isto é, r > 0. A fungao logaritmica é crescente se b > 1 e decrescente se 0 < b < 1.

Figura 2.4: Grafico da fungao logaritmica

y ¥
\ b1
1

Fonte: Arquivo pessoal

A funcdo logaritmica f : R — R dada por f(z) = log,z e a funcdo exponencial
g : R = R% definida por g(x) = b*; 0 < b # 1, sdo funcoes inversas uma da outra. Ao
compor f e g obtemos a funcao identidade, pois ela é a funcao resultante da composicao

de duas fungoes inversas.

Exemplo 2.1.5 (Funcao Seno.) Seja z € R. Marcamos um angulo com medida = ra-
dianos na circunferéncia unitaria com centro na origem (Fig. . Seja P o ponto de

intersecao do lado terminal do angulo z, com essa circunferéncia.

Figura 2.5: Grafico da funcao quadratica

Fonte: Arquivo pessoal

Denominamos seno de x a ordenada OP; do ponto P em relacao ao sistema UQV'.
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Definimos a func¢ao seno como a fungdo f : R — R definida por f(z) = senz. O
dominio dessa funcao sdo os nimeros reais e o conjunto imagem é o intervalo [—1,1]. Ela
é uma funcao periodica com periodo 27, ja que sen(x + 27) = senx.

O gréfico da funcdo seno (Fig. , chamado de sendide, é crescente em alguns
intervalos e decrescente em outros. Por exemplo, nos intervalos | — 7/2,7/2[ e |37/2, 27|

a funcao ¢é crescente. Ja nos intervalos | — m, —7m/2[ e |7 /2,37 /2] ela & decrescente.

Figura 2.6: Grafico da fun¢ao seno

Fonte: Arquivo pessoal

Exemplo 2.1.6 (Funcdo cosseno.) Denominamos cosseno de x, x € R, a abcissa OP, do
ponto P em relagao ao sistema UQV (Fig. .

Definimos a fungdo cosseno como a fungdo f : R — R dada por f(z) = cosxz. O
dominio da fun¢ao cosseno sdo os nimeros reais e o conjunto imagem ¢é o intervalo [—1, 1].
Ela ¢ uma funcao periodica com periodo 27, ja que cos(z + 2m) = cosz.

O grafico da funcao cosseno (Fig. ,denominado de cossenoide, é decrescente em
alguns intervalos e em outros crescente. Por exemplo, nos intervalos | — 37 /2, —7[ e |0, 7|

a funcgao é decrescente. Ja nos intervalos | — m,0[ e |, 37/2[ ela é crescente.

Figura 2.7: Grafico da fungao cosseno

Fonte: Arquivo pessoal
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2.1.3 Pontos minimos, maximos e inflexao de uma fungao

Nesta secao, abordaremos os pontos de minimos relativos, maximos relativos e de
inflexao de uma funcao. Inicialmente apresentaremos as definicoes desses pontos conforme
o livro de Guidorizzi [5] e em seguida mostraremos o seus comportamentos graficamente.

Uma func¢do f tem um minimo relativo em ¢, se existir um intervalo aberto |a, b|,
contendo ¢, tal que f(c) < f(z) V z € Ja,b[ N Dy.

Uma funcdo f tem um méaximo relativo em ¢, se existir um intervalo aberto |a, b|,
contendo ¢, tal que f(c¢) > f(xz) V z € |a,b[ N Dy.

Um ponto P(c, f(c)) do grafico de uma fungdo continua é chamado um ponto de
inflexdo, se existir um intervalo Ja,b| contendo ¢, tal que uma das seguintes situacoes

ocorra:
(i) f é concava para cima em |a, ¢[ e concava para baixo em |c, b];
(ii) f é concava para baixo em |a, ¢[ e concava para cima em |c, b|.

O Gréfico nos mostra uma funcao f, onde assinalamos pontos de abscissas ¢y, co,
c3 e ¢4 contidas no intervalo |a, b[. Os valores de f(c;) e f(c4) s@o minimos relativos, f(cs3)

é maximo relativo e o ponto de abscissa ¢y é de inflexao.

Figura 2.8: Grafico de maximos relativos, minimos relativos e de inflexao de uma funcgao

V

Fonte: Arquivo pessoal

2.2 Continuidade e limite de funcoes

Apresentaremos, nesta secao, uma definicao formal dos conceitos de continuidade e
limite de fungoes, apos cada definicao analisaremos seus significados geométricos abor-
dando algumas situacoes de existéncia desses conceitos e por fim traremos as principais

propriedades e teoremas estudados em cada conceito.
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2.2.1 Continuidade de funcoes

Uma funcao real f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto
a € X quando para todo ¢ > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todo z € Dy e |[x —a| < 0
impliquem | f(x) — f(a)| < e.

Diz-se que f é uma funcao real continua em X se f for continua em todo a € X, ou
simplesmente f ¢ uma funcao continua.

Sejam f e g funcoes reais, cujo os graficos estao na Fig. e sejam a e x pontos

pertencentes ao dominio dessas funcgoes.

Figura 2.9: Graficos de situacoes da continuidade de funcoes

j.?

fx2)

f(a) |-

Fle) b
f@)-el;

a—8x; a Xzg+8§ X a—=6 %1 a Xaag+4+6 x

Fonte: Arquivo pessoal

Observe na Fig. que f e g se comportam de formas distintas em a. O gréafico de f
nao apresenta “salto” em a. Verifique que quando x aproxima-se de a, tanto pela direita
quanto pela esquerda, os valores f(z) se aproximam de f(a). Nesse sentido, quanto mais
proximo x estiver de a, mais proximo estara f(z) de f(a).

Logo, a funcdo f aplicada na abscissa “a” satisfaz a condi¢ao de que para todo € > 0
dado, existe 6 > 0, que depende de ¢, tal que f(z) permanece entre f(a) —e e f(a)+¢
quando x percorre o intervalo |a — d,a + ¢[, com = no dominio de f, ou seja, para todo
e > 0 dado, existe 6 > 0, que depende de ¢, tal que, para todo x € Dy, a —0 < x <
a+0= fla)—e< f(z) < fla)+eoulr—al <d=|f(z)— fla)] <e.

Portanto, pela definicao de funcao continua apresentada, quando isso ocorre dizemos
que f é uma funcao continua em a.

Entretanto, observem que o mesmo nao ocorre com a fungao g em a. O gréfico de g
apresenta "salto"em a. Assim, para ¢ > 0 dado, nao existe 6 > 0 que torne verdade a
afirmacao de que para todo x € Dy, |v —a| < § = |g(z) — g(a)| < €, pois para qualquer
d > 0 que se tome, quando x percorre o intervalo Ja — 0, a + 0|, g(x) ndo permanece entre

g(a) — e e g(a) + . Nesse caso, dizemos que g é uma func¢ao descontinua no ponto a.

Exemplo 2.2.1 Vejamos alguns exemplo de funcao continua. Uma funcao polinomial

f : R — R é continua para todo nimero real. As funcoes f,g : R — R, definidas
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por f(z) = senz e f(x) = cosx sdo continuas para todo z € R. A fun¢do exponencial
f:R—=R, f(r) =e€" é continua em todo = € R.

Vamos trazer algumas propriedades operatorias importantes das funcoes continuas.
As demonstracoes de tais propriedades podem ser consultadas em Guidorizzi [5].

Se as funcoes f,g: X — R sao continuas no ponto a € X, entao
(i) f -+ g é continua em q;
(ii) f — g é continua em a;
(iii) f - g ¢ continua em a;
(iv) f/g é continua em a, desde que g(a) # 0.
(v) fogé continua em a, caso f seja continua em g(a).

No estudo da continuidade de funcoes definidas em intervalos ¢ importante comentar

sobre seus principais resultados, que serao apresentados a seguir:

a) Se f é uma fung¢io continua em c e f(c) # 0, entdo existe 6 > 0 tal que f tem o mesmo
sinal de f(c) no intervalo (¢ — d,¢ + 0). Essa propriedade das fun¢oes continuas é
chamada de conservacdo do sinal. Assim, se f continua em c e f(c) > 0, existe
0>0talquec—d <z <c+d= f>0. De maneira andloga, se f continua em c
e f(c) <0, entdo existe 6 >0talquec—d <z <c+d= f <0.

b) Se a funcao f : [a,b] — R for continua e f(a) e f(b) tiverem sinais contrarios, entao
existirad pelo menos um ¢ em [a, b] tal que f(c) = 0. Tal resultado é conhecido como
teorema do anulamento ou de Bolzano. Ele afirma que se uma fun¢ao continua num
intervalo fechado de extremidades a e b assume valores de sinais opostos, entao em
algum momento o valor serd nulo dentro deste intervalo, ou seja, existird um c entre

aebem que f(c)=0.

c) Se f : [a,b] — R for uma func¢do continua e D um namero real entre f(a) e f(b),
entao existird pelo menos um ¢ em |[a, b] tal que f(c¢) = D. Esse resultado é uma
consequéncia imediata do teorema de Bolzano, nomeado de teorema do valor inter-
mediario. Ele nos diz que todos os valores compreendidos entre f(a) e f(b) serdo

atingidos pelo menos uma vez no intervalo [a, b].

d) Se f:[a,b] — R for continua, entao existirao x; e x5 em [a, b] tais que f(x1) < f(z) <
f(z2) para todo x em [a, b]. Isto é, se f for continua no intervalo fechado [a, b], entao
existe x1 e x5 em [a, b] tais que f(x1) é o valor minimo e f(z5) é o valor maximo de
f em [a,b]. Esse resultado é reconhecido por Teorema de Weiertrass para valores

extremos de fungoes continuas.
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Para mais detalhes das propriedades, exemplos e teoremas comentados nesta segao

podem ser consultadas nos livros de Apostol [I] e Guidorizzi [5].

2.2.2 Limite de funcgoes

Sejam X C R, f: X — R uma funcao real e a € Dy ou um ponto de extremidade do
dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em a, se, para todo € > 0 dado, existir um
d > 0 tal que, sempre que z € Dy e 0 < |z —a| <6, teremos |f(z) — L| < e. O ntamero L
quando existe é tinico e serd indicado por lim,_,, f(z) = L.

Assim,

lim f(z) =L < Ve>0,30 >0;Ve € Dp,0< |z —a| <d=|f(z)— L| <e.

T—ra

Observe que a restricdo 0 < |z — a| significa que z tem que ser diferente de a. O limite
de f em a nao depende do valor que f assume em a (caso f esteja definida em a), mas
sim dos valores que f assume nos pontos proximos de a. Quando estivermos interessados
no limite L de f em a, basta olharmos para valores que f(z) assume em z suficientemente
proximo de a.

Sejam f uma fungao real e @ um ponto do Dy ou extremidade de um dos intervalos que

compoem o dominio de f. Vejamos algumas situacoes de existéncia do limite de fungoes

na Fig2.10)|

Figura 2.10: Gréficos de situagoes da existéncia do limite de funcoes

W @) v
f(a)
kg o fia
) reof—srt
L—-¢ L—g|= ,.'
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(iiiy ¥ (i)
L+e Feaiy
L= f(a) [-peeeeessnmeacenneon
fx)
L—g jprleces I
5x; :”E Xza+ & e a—2§& a a+d X
f f

lim f(x) = f(a) f nao tem limite em p
r=a

Fonte: Arquivo pessoal
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Na situagao (i), f nao esta definida em a, porém existe L que satisfaz a condigdo de
existéncia do limite.

Em (ii), f esta definida em a, mas nao é continua em a, entretanto existe L satisfazendo
a condicao da existéncia do limite. Observem que neste caso é fundamental x # a, se
nao houvesse essa restricdo f(x) ndo permaneceria no intervalo |L — ¢, L + ¢[ quando z
percorre o intervalo |a — 0, a + 4.

Ja na situacao (7i7), f é continua em a, assim L = f(a) e também satisfaz a propriedade
da existéncia do limite. Logo, lim,_,, f(z) = f(a).

Por fim, na situagao (iv), ndo existe L que satisfaga a propriedade da existéncia de
limite no ponto a. Portanto, diz-se neste caso que f nao tem limite em a.

Ao compararmos as definicoes de limites e continuidade de uma funcao f : X — R
definida em um ponto a € X, teremos que f é continua em a < lim, ., f(z) = f(a).

Vejamos algumas propriedades do limite de funcoes.

Sejam as fungoes f,g: X — R, a € Dy ou um ponto de extremidade de um intervalo
que compoe Dy e k uma constante real qualquer. Se lim,_,, f(x) = L e lim,_,, g(z) = M,

entao

(i) lim,alf (@) % g(a)] = L+ M;

(ii) limy o kf(2) = KL:

(i) lim, o f(2) - g(@)] = L- M;

(iv) Tim, o[/ (2)/g(x)] = L/M, desde que M #0;

(v) lim,_[f(2)]" = L", para qualquer inteiro positivo n;

(vi) lim,_, 3/f(x) = VL, se lim,_,, f(z) > 0 e n inteiro ou se lim,_,, f(z) < 0en éum

inteiro positivo impar.

Para os interessados nas demonstracoes dassas propriedades, podem encontra-las nos
livros de Apostol [1] e Guidorizzi [5].

Exemplo 2.2.2 Seja f : R — R uma fungao polinomial, tem-se lim,_,, f(x) = f(a),
para qualquer a € R.

Exemplo 2.2.3 Sejam as fun¢oes f, g : R — R, definidas por f(z) = senz e g(x) = coszx.

Temos para todo a € R que

lim senz = sen[limz] = sen a e lim cosx = cos[lim x] = cos a.
r—a T—a T—a T—a

Exemplo 2.2.4 Seja f : R — R a funcdo exponencial, f(x) = e* temos para todo niimero

real que, lim,_,, f(z) = €% = eliMe—a® = ¢,
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Um teorema bastante util quando nao sabemos o limite de uma fun¢ao ou nao con-
seguimos determina-lo facilmente é o teorema do Confronto ou Sanduiche como é mais
conhecido. Nesse teorema, se os valores de uma funcao h estiverem limitados entre os
valores de outras duas fungoes f e g, com lim,_,, f(z) = lim,,g(x) = L, para todo
x#a€ X ea€ X ouum ponto de extremidade de um intervalo que compoe o dominio
de f, entao o lim,_,, h(z) = L. Assim, podemos obter o valor do limite de h indiretamente
aplicando o teorema do Confronto, pois os valores de h estao “espremidos” entre os valores
de f e g.

Para mais especificidades desse teorema e sua prova verificar as obras de Flemming e

Gongalves [4] ou Guidorizzi [5].

2.3 Derivadas

Iniciaremos essa secao com uma interpretacao geométrica do conceito de derivada de
uma funcgao, na sequéncia apresentaremos uma definicao rigorosa e suas principais regras
de derivagao.

Sejam f : X — R uma funcao real e a € Dy. Podemos dizer que uma das nocoes mais

importantes da Matematica é o limite

o @) = fla)

r—a T — Qa

Este limite aparece de forma natural quando queremos definir a reta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)).

O quociente
f(z) — f(a)

T—a
é o coeficiente angular da reta s que passa pelos pontos M = (a, f(a)) e N = (z, f(z)) do
grafico de f(x), conforme (i) da Fig.

Figura 2.11: Gréficos do significado geométrico da derivada de uma funcao

i y @)

f(x) f(x)

Fonte: Arquivo pessoal
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Observe em (i7) ainda na Fig. que quando z se aproxima de a o valor de f(z)
vai se aproximando do valor de f(a), tornando o ponto N cada vez mais proximo de M.
Além disso, o coeficiente angular de s tende a f’(a) (1é-se f linha de a), onde f’(a) é uma

notacao utilizada para indicar o valor do limite

x)— f(a
ey — 1 18 = 1)
r—a Tr — a
Nesse sentido, & medida que x vai se aproximando de a, a reta s vai tendendo para a

posicao da reta T' de equagao

f(@) = fla) = f'(a)(z — a).

Logo, a reta T' é denominada reta tangente ao grafico de f, no ponto (a, f(a)) e f'(a)
é o coeficiente angular de T'.

Depois dessa interpretacao geométrica podemos entao definir o que é a derivada de
uma funcao.

Sejam [ : X — R uma funcao real e a € Dy. A derivada da funcao f no ponto a

indicada por f’(a) é o limite

o) — 1 F@) = T @)

z—a T —a

Este limite pode ou nao existir. Caso exista e for real, dizemos que f é derivavel
no ponto a. Assim, a derivada da funcdo f no ponto a é o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f, no ponto (a, f(a)).

Dizemos que f é uma funcao derivavel ou diferencidvel em X C D; quando f for
derivavel em cada ponto a € X. Além disso, obtemos uma nova funcao nomeada de
funcao derivada de f, denotada por f’, que associa todo ponto z € Dy a uma imagem
f'(z) e R.

Uma funcao pode ser continua em um ponto sem ser derivavel neste ponto.

Exemplo 2.3.1 A funcao f: R — R, definida por f(x) = |x|, ndo é derivavel em a = 0,
pois nesse ponto o grafico dessa fungdo apresenta um “bico”. Logo significa que a reta
tangente a funcdo f(z) = |z| ndo esta definida no ponto a = 0, entretanto ela é uma

funcao continua nesse ponto.

Assim, continuidade nao implica em diferenciabilidade, no entanto derivabilidade im-
plica em continuidade. Logo, se a funcao f : R — R for derivivel em a, entdao f sera
continua em a. A demonstracao desse fato pode ser verificada em Flemming e Gongalves
[4].

Vejamos alguns exemplos das principais regras de derivagao que sao importantes para o

estudos de derivadas de fungoes e especificamente para o nosso estudo, pois iremos aplicar
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essas regras para obter o polinomio da Formula de Taylor. Tais regras nos permitem

determinar as derivadas das funcoes sem a necessidade de aplicar a definicao de derivada.

Exemplo 2.3.2 (Derivada de uma constante.) Se k é uma constante real e f: X — R

uma func¢ao derivavel em a € Dy, definida por f(a) = k para todo a, entao f'(a) = 0.

Exemplo 2.3.3 (Regra da poténcia.) Se n é um namero inteiro positivo e f: X — R

uma funcao derivavel em a € Dy, definida por f(a) = a”, entao f'(a) =n-a™ '

Exemplo 2.3.4 (Derivada da fungio exponencial.) Se f: X — R uma fungao derivavel,
definida por f(z) =", (b>0eb# 1) entdo f'(x) =0"Inb (b>0eb# 1).

Exemplo 2.3.5 (Derivada da fungao logaritmica.) Se f: X — R uma funcao derivavel,
definida por f(z) =log,x, (b >0e b+# 1) entao f'(z) = Llog,, (b>0eb#1).

Exemplo 2.3.6 Para as funcoes trigonométricas sao validas as formulas de derivacgao:
a) se f(x) = senz, entdao f'(x) = cosx (Derivada da fungao seno.);

b) se f(z) = cosz, entdo f'(xr) = —senx (Derivada da fun¢ao cosseno.);

c) se f(x) =tgx, entao f'(x) = sec’x (Derivada da funcao tangente.);

Exemplo 2.3.7 Vejamos as propriedades operacionais das derivadas de fungoes. Se f, g :
X — R forem derivaveis no ponto a € Dy e k uma constante real. Entao as funcoes & - f,

f£g, f-g, f/g também serdo derivaveis no ponto a, com:

(1) (k- f)(a) =k- f'(a) (Derivada do produto de uma constante por uma fun¢ao.);
(i) (f £9)(a) = f'(a) £ 4'(a) (Derivada de uma soma / Derivada de uma diferenca.);

(iii) (f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a)

. g
. oy = 4@ 9(0) = f(a) -
(iv) (f/9)'(a) = [9(a)]?

A seguir apresentamos um teorema interessante em derivadas denominado “regra da

'(a) (Derivada de um produto.);

(@)

(Derivada de um quociente.).

cadeia”. Nesse teorema, a fungio composta y = g[f(z)] pode ser derivada, decompondo-a
em fungoes mais simples y = g(u) e u = f(x). Dai, usando as derivadas hipoteticamente

mais simples dessas fungoes determinar a derivada da funcao composta.

Teorema 2.3.8 (Regra da cadeia.) Sejam y = g(u) e u = f(x) duas fun¢oes derivaveis,
isto é, as derivadas dy/du e du/dx existem, entao a fungdo composta y = g[f(z)] tem
derivada que é dada por:
dy _dy du oy /
20



A demostracdo desse teorema pode ser consultada em Flemming e Gongalves [4] ou
em Lima [7].

As demais demonstracoes dos exemplos, como também as outras regras de derivacao
que nao estao contidas nesta secao podem ser consultadas nos trabalhos de Flemming
e Gongalves [4], Guidorizzi[5], Lima [7] e Simmons [I0]. Para os leitores mais curiosos,
Flemming e Gongalves [4] ainda traz na pagina 158 uma tabela geral de derivadas contendo

um conjunto de todas as férmulas de derivagao obtidas.

2.4 Teoremas de Rolle, do Valor Médio e de Cauchy

Nesta secao, enunciaremos e faremos as interpretacoes geométricas de trés teoremas
aplicaveis as funcoes derivaveis. Esses teoremas sao: de Rolle, do Valor Médio e de
Cauchy. As demonstracoes dos teoremas enunciados nesta secao podem ser consultadas

em Apostol [I]. Iniciaremos analisando o Teorema de Rolle.

Teorema 2.4.1 (de Rolle.) Se f for uma fun¢ao continua em todos os pontos de um
intervalo fechado [a, b, derivavel em cada ponto do intervalo aberto |a,b] e f(a) = f(b),

entao existe pelo menos um ¢ em |a, b[ tal que f’(c) = 0.

O significado geométrico do Teorema de Rolle esta representado na figura O
teorema simplesmente afirma que a curva da fun¢do f(z) admite pelo menos uma reta

tangente paralela ao eixo Ox em algum ponto entre a e b.

Figura 2.12: Gréfico da interpretacao geométrica do teorema de Rolle

vV

E\f'(c) =0

;: it A s
™~
=

Fonte: Arquivo pessoal
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Teorema 2.4.2 (do Valor Médio.) Se f é uma fun¢do continua no intervalo fechado
[a, b],tendo derivada em todo o ponto do intervalo aberto ]a,b[, entdo existe pelo menos
um ¢ em |a, b tal que

fa) = f(b) = f'(c)(b - a).

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio determina que existe pelo menos um
ponto entre a e b onde a reta tangente a curva da funcao f(z) é paralela a corda que une
os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Na figura observe que existem dois pontos com esta
propriedade.

Figura 2.13: Grafico da interpretacao geométrica do teorema do Valor Médio

y

f(a)

f(b)

Fonte: Arquivo pessoal

Teorema 2.4.3 (de Cauchy.) Se f e g forem duas fung¢oes continuas no intervalo fechado

la, b] e derivaveis no intervalo aberto |a, b], entao existe pelo menos um ¢ em |a, b] tal que

ou

f6)~ fla) _ £
g(b) — g(a) ~ ()

Para compreendermos a interpretacao geométrica desse teorema precisamos definir

se g(b) #g(a) e g'(c) #0.

uma curva em R? cuja fungao é definida por () = (g(t), f(t)), ou seja, a cada t perten-
cente a um intervalo [a, b] associa um ponto (g(t), f(t)) em R?, em que f e g sdo fungoes
reais definidas em [a, b]. Assim, o Teorema de Cauchy estabelece que, se f e g forem duas
fungoes continuas em [a, b] e derivaveis em |a, b[, entao existe pelo menos um ponto entre
g(a) e g(b) em que a reta tangente a curva da funcao (t) é paralela ao segmento de reta
que une os pontos (g(a), f(a)) e (g(b), f(b)) (Fig. 2.14). Teorema do Valor Médio ¢ um

caso particular do Teorema de Cauchy para g(z) = .
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Figura 2.14: Grafico da interpretacao geométrica do teorema de Cauchy

f(b)
f(e)

f(a)

W

g(@) g(o) g(b)

Fonte: Arquivo pessoal

O Teorema de Cauchy sera aplicado nas demonstracoes dos Teoremas e
do erro cometido na aproximacao de funcoes pela Formula de Taylor contidos no
Capitulo 3.
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Capitulo 3

Formula de Taylor e Aplicacoes de

Derivadas

Tendo em vista que a utilizacao de métodos tradicionais sao complicados ou até mesmo
insuficientes para determinar o valor de funcoes como as trigonométricas, exponenciais
e logaritmicas em certos pontos, a aproximacao polinomial de fungoes torna-se uma fer-
ramente interessante para calcular os valores desses pontos. Os polindomios sao funcoes
faceis de serem trabalhadas, pois o calculo dos seus valores podem ser obtidos através de
um numero finito de adi¢cdes e multiplicagoes.

Neste capitulo veremos que a Formula de Taylor consiste nessa ideia de aproximagao
de fungoes por meio de polindmios em volta de um certo ponto. Para isso, basta a fungao
ser derivavel neste ponto. Assim, também veremos a existéncia de um erro cometido
entre o valor obtido pelo Polindmio de Taylor e o valor real da funcao, que vai ficando
suficientemente menor quando utilizamos polinomio de ordens cada vez maiores.

O capitulo esta baseado nos trabalhos de Apostol [I], Guidorizzi [5] e Lima [7]. Inici-
aremos estudando a aproximacao local de uma funcao diferenciavel por uma funcao afim,

como uma forma de motivac¢ao inicial da Férmula de Taylor.

3.1 Aproximacao local de uma funcao diferenciavel por

uma funcao afim

Seja f : I C R — R uma funcgao derivavel em z(, onde I é um intervalo aberto e
zo € I, e seja T uma func¢ao dada por T'(z) = f(zo) + f'(x0)(x — xp). Ou seja, T & a soma
do valor real da f calculada em zy com o produto entre a derivada de f no ponto xy e a

diferenga entre = e x.



O grafico de T' é a reta tangente ao grafico de f em (zo, f(z0)), logo a f'(zg) é o

coeficiente angular dessa reta.

Figura 3.1: Grafico da aproximacao local por uma fun¢ao afim

Xg x

Fonte: Arquivo pessoal

O Grafico nos diz que para cada valor de v € Dy proximo de z, temos entre o
valor exato da f no ponto z e o valor da funcao T" também calculado em z, uma fungao
denominada de E(z) que é o erro se comete na aproximacao de f por T

Assim, a fungao f sera igual a soma das fun¢oes T' e E(x) para valores de = pertencentes

ao dominio de f, como podemos observar na Equacao 3.1

f(@) = f(xo) + f'(x0)(x — 20) + E(x),2 € Dy. (3.1)

Reescrevendo essa expressao em funcao do erro F(z) temos que,

E(z) = f(z) = [f(xo) + f'(wo)(x — 20)].

Observe que, F(z) é a subtracdo do valor real da f com a expressao da 7'(x) no ponto
x, ambas fungoes continuas, pois f(z) é derivavel em zq e T'(x) é uma fun¢ao polinomial
de primeiro grau, logo E(z) também é continua.
Como o limite de uma func¢ao continua é o seu valor no ponto,
lim E(x) = E(xo).
T—T0
Substituindo = = xy em E(z) temos, E(z¢) = f(x¢) — f(xo) — f'(z0)(xo — 209) = 0.
Portanto,
lim E(z) = 0.

T—T0
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Assim, quanto mais proximos os valores de x chegarem de xz( os valores da F(z) vao
diminuindo, isto é, o erro é cada vez menor.
Além disso, para x # x,
E(z) _ f(@) = [f(zo) + f'(wo) (x — wo)] _ f(z) = flzo) (o)

r — T r — X9 r — 29

Desse modo, podemos analisar que

lim & = lim M

r—x0 L — ‘:EO T—T0 T — :L'O

— f'(z0) = f'(z0) — f'(20) = 0.

Esse fato nos diz que: quando x — xg, o erro E(x) tende a zero mais rapidamente que
(x — xp), ou seja, para valores de x cada vez mais proximos de z o erro de aproximacao
cometido ¢é extremamente menor que a diferenca entre x e xy.

A fungao T'(z) = f(xo) + f'(x0)(x —z0) ¢ a Gnica funcao afim que goza da propriedade
de o erro E(x) tender a zero mais rapidamente que (x—zy). Seja S(z) = f(xo)+m(x—x0)
uma fungdo afim qualquer passando por (g, f(x¢)) tal que f(z) = f(xo) + m(x — zg) +

E.(x),z € Dy uma funcdo derivavel em que

lim Em_(x) =0.
=10 T — X
Assim,
lim Em—(a:) = lim M —m = f/(iﬂo) —m,

rT—x0 L — xo T—rXT( €Xr — ‘I.O

Em(z)
xr—x0

para que o lim,_,,, = 0, necessariamente m = f'(z).
Desse resultado concluimos que, se f for derivavel em zq, T'(x) = f(z0) + f'(x)(z — x¢)

é a funcao afim que melhor aproxima localmente a funcao f em torno de xy.

3.2 Polindmio de Taylor de Ordem 1

A funcao T'(x) = f(xo) + f'(x0)(x — o) é uma func¢ao polinomial de grau no maximo
1, caso a f'(xg) # 0 serd de grau 1. Na se¢do anterior provamos que, se uma funcao f
for derivavel em um ponto zy a funcdo afim T'(z) é a melhor aproximagao local de f em
torno de . Dessa forma, T'(x) é o polindmio de grau no maximo 1 que melhor aproxima
localmente a f em volta de xg.

Consequentemente, para uma funcao f : I C R — R derivavel em xq € I, o polindmio

de grau 1
Pi(z) = f(xo) + f'(w0)(x — 20)

¢ denominado de Polinoémio de Taylor de Ordem 1 de f em torno de xj.
Nesse sentido, observando o Grafico [3.2] o Polinomio de Taylor de Ordem 1 é exata-
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Figura 3.2: Grafico da aproximacao local pelo P, de Taylor

e
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Fonte: Arquivo pessoal

mente a reta tangente ao grafico de f no ponto (zg, f(x)), definida por T'(x).

Vejamos, seja f : I C R — R uma funcao derivivel em zy, onde I é um intervalo
aberto e xy € I, e seja Pi(x) = a(x — xp) + b um polinémio de grau 1, sendo a e b
constantes reais com a # 0, tal que Pi(zg) = f(zo) e P{(zo) = f'(x0).

Ao calcularmos P (z() temos que,
Pl(l'o) = b, como Pl(l'o) = f(l’o) = b= f(l')

Derivando Pj(x) obtemos, P|(z) = a.

Logo,
P{(z9) = a, ja que P{(z) = f'(x0) = a= f'(xo).

Assim, substituido os valores de a e b em Pj(x) concluimos que

Pi(x) = f(xo) + f'(z0)(x — x0).

Essa expressao, como vimos anteriormente corresponde a 7'(z), portanto Py (x) = T'(x).
Embora o Polinémio de Taylor de Ordem 1 seja uma boa aproximacao local de uma
fungao f em volta de x(, vimos na Equagao [3.1] a existéncia de um erro que vamos chama-
lo de Ey(z). Tal erro pode ser estimado em termos da segunda derivada de f, como

veremos no teorema a seguir.

Teorema 3.2.1 Seja f : I C R — R derivdvel até a seqgunda ordem no intervalo I e
sejam x, xg € I. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos x e xg

tal que
f(x) = f(wo) + f'(z0)(x — 20) + Er(2),
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sendo

Demonstracgao. Sabemos que E(x) = f(z) — [f(x0) + f'(x0)(z — z0)]-

Assim, para x = xg

Er(xo) = f(zo) — [f(2o) + f'(20)(z0 — z0)] = f(x0) — f(x0) =0
e derivando F; (z) observando que f(zo) e f'(xo) sdo constantes, temos
Ei(z) = f'(z) — f'(20)
para = = 1
Ey(z) = f'(z0) — ['(x0) =0

Seja h(z) = (x —x0)> = N (z) =2(x — x0); segue que h(zg) =0 e h'(xy) = 0.

Temos
El(l') o El(l') — El(l'o)

h(z) — h(z) = h(zo)

Como Fi(x) e h(x) sdo fungdes derivaveis pelo teorema de Cauchy, existe T1 no inter-

valo de extremos xg e x tal que

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe T no intervalo aberto de extremos xg e x

al que
e Fiz) _ E@)
h(z) — h'(z)
Como EY(z) = f"(z) e h'(z) =2
Ey(x) _ f'(T) /() 2
h() == = Ei(z) = 5 (x — z9)

para algum T no intervalo aberto de extremos zo e . ®m
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3.3 Polindmio de Taylor de Ordem 2

Observamos no Polinomio de Taylor de Ordem 1, de f em torno de xy, que o valor
do Pi(xo) = f(xg) e o valor da P[(xo) = f'(xg). Assim, para valores de = cada vez mais
proximos de zo o P; de Taylor é uma boa aproximacao de f. Porém, na aproximacao
de fungoes em que seus graficos expressam alguma curvatura o P; de Taylor, por ser a
reta tangente ao grafico de f em (zo, f(xg)), ndo acompanha a concavidade da curvatura

destas funcoes.

Figura 3.3: Grafico da aproximagao local por um polindomio de segunda ordem

~
s
x /
r'f’
r’f
g | e e e e
/
.»/
flxo) - //
J/.,.- B i
Ve
Ve

f X x

P,

Fonte: Arquivo pessoal

Diante disso, iremos determinar outra funcao polinomial com as mesmas caracteristicas
do Polinémio de Taylor de Ordem 1, onde sua concavidade tenha o mesmo sentido da
funcao f em torno de xg.

Seja f: I C R — R uma funcao derivavel até a segunda ordem em xg, em que / é um
intervalo aberto e zy € I. Pretendemos encontrar um Py(z) = a(z — z0)* + b(z — o) + ¢,
de grau no maximo 2, que tenha em comum com f o valor em xy, o valor da primeira
derivada em z( e o valor da segunda derivada em xy. Ou seja, queremos determinar um

Py(x) de grau no maximo 2, tal que

Py(x0) = f(20), Pa(w0) = f'(z0) € Py(xo) = f"(0).
Calculando P(xg) temos
Py(zo) = ¢, como Pa(xg) = f(xg) = c=f(zo).
Ao derivarmos P,(z) devemos ter
Py(z) =2a(x —x9) +b e Pj(z)=2a.
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Dati,

Pi(x¢) = b, sendo Pi(xg) = f'(xg) = b= f'(x0)
e
P}(z0) = 2a, como Pj(zo) = f"(z0) = 2a= f"(x) oua=3f"(x).

Portanto o polinémio procurado é

f// (xo)

5 (z — x0)?. (3.2)

Py(x) = f(x0) + f'(20) (7 — m0) +

O Polinomio [3.2 ¢ denominado Polinémio de Taylor de Ordem 2 em volta de z.

Figura 3.4: Grafico da aproximacao local pelo P, de Taylor
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Fonte: Arquivo pessoal

Observe no gréfico que f e P, admitem a mesma reta tangente em (zo, f(xg)).
Dado que Py(xg) = f"(x0), para valores de x proximos de xg, os gréficos de f e Py
apresentam concavidades com o mesmo sentido, se f”(xg) # 0 e f” for continua em x.
Além disso, observe que, para valores de x suficientemente proximos de xg, o Polinémio
de Taylor de Ordem 2 aproxima melhor de f do que o Polinémio de Taylor de Ordem 1.

Seja P, o Polinomio de Taylor de Ordem 2 de f em volta de zy. Para cada x pertencente
ao dominio de f e seja Ey(z) o erro cometido na aproximagao de f(z) por Py(x). Assim,

para todo x € Dy,

F(@) = @)+ Fao)(e = 20) + L8 (@ — )+ By(o)
Ex(@) = £(a)  [f(a0) + £ (@)l - a0) + L0 o — 2.

Derivando Es(z) observando que f(xg) e f'(zg) sdo constantes, temos
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By(e) = (2) = [ (w0) + £ (z0) (@ = 20)]
BY(w) = 1(x) = 1"(x0)
BY/(@) = 1" (2),

Portanto, para x = g
EQ(ZE()) = Eé(l‘o) == Eg(f]fo) =0.

Ainda que o P, de Taylor seja uma aproximagao melhor da f em torno de x compa-
rando com o P, de Taylor existe um erro Ey(z) nessa aproximagao. Veremos no proximo

teorema que Fs(x) pode ser mensurado em termos da terceira derivada de f.

Teorema 3.3.1 Seja f : [ C R — R derivdvel até a terceira ordem no intervalo I e

sejam x, ro € 1. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos x e xg

tal que
F@) = ) + Flao)(e — 20) + L0 (@ )2 4 Bae),
sendo i
By(z) = 3(!”3) (z — @0)°.

Demonstracao. Consultar o apéndice. m

3.4 Polindmio de Taylor de Ordem n

Seja f : I C R — R definida no intervalo I e n vezes derivavel no ponto xy € I. O

Polinémio de Taylor de Ordem n da fungao f em torno de xq é

f//(xo)
2!

f"(x0)

n!

Po(z) = f(xo) + f'(z0)(x — z0) + (x—m)* + -+ (x — xo)". (3.3)

Isto é o polindmio de grau méaximo n cujas derivadas de ordem < n em P, (x() coin-
cidem com as derivadas de mesma ordem de f no ponto zo, isto é P (z0) = fO(x0),
1 =0,1,...,n. Isso garante que P, e a funcao f em x, tenham a mesma reta tangente,
concavidades com mesmo sentido, taxa de variacao e assim por diante.

O Polinémio P, de f em torno de xy é o tinico polindmio de grau no maximo n que

aproxima localmente f em volta de xy de modo que

E
lim n(7)

T—x0 (.CL' — l’o)" - 07

ou seja, o erro E,(x) tende a zero mais rapidamente que (z — ()", quando z se aproxima

de x(. Esse resultado pode ser verificado no apéndice.
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Em um primeiro momento a expressao em do Polinomio de Taylor de Ordem n
causa estranheza, principalmente aos leitores iniciantes nessa teoria. Porém, o polinémio
de Taylor de ordem n em um determinado ponto zy da funcao f, nada mais é que uma
funcao polinomial, na qual realizamos o somatorio dos seus termos para calcular o seu
valor. Assim, a Formula de Taylor de ordem n trata-se da adicao da func¢ao aplicada no
ponto xg, isto &, f(xy) somada com a derivada f’(x) e multiplicada pela diferenga x — x
somado com a derivada segunda f”(z,), multiplicada pelo x — 22 dividido pelo 2! e assim
sucessivamente para f”, " até a chegar ao enésimo termo, ou seja, na derivada f ()
multiplicada pelo z — x{} dividido pelo mesmo indice da derivada em fatorial n!. A tnica
condigao necessaria para a aplicacao da Féormula de Taylor é que a funcao f seja n vezes

derivavel no ponto zy pertencente ao intervalo /.

3.4.1 Polinébmio de Taylor com resto de Lagrange

Assim como nos polinomios de ordens 1 e 2 de Taylor, também podemos estimar o
erro F,(x), cometido quando fazemos a aproximacao de f pelo Polinémio de Taylor de
Ordem n em torno de zy, em termos da derivada de ordem n + 1 de f, como veremos no
Teorema da Formula de Taylor com resto de Lagrange [3.4.1}

Antes disso, faz-se necessario verificar que: seja P, o Polinomio de Taylor de Ordem
n, de f em torno de zq e seja E,(x) o erro cometido na aproximacao local de f por P,.
Para todo x € Dy,

f(z) = Po(x) + En(x)

reescrevendo em func¢ao do erro temos,

f"(x0)

n!

f/l(x())
2!

En(x) = f(x) = [f(z0) + f'(wo) (2 — z0) + (@ —@0)* + -+ (= 20)"].

Derivando n+1 vezes a expressao F, () e observando que f(xg) e f'(zo) sdo constantes,

devemos ter

() = £/2)  [f'(z0) + (o) — ) -+ L gy
B)(x) = £'(@) ~ [f"(ao) & -+ LD gy



E7(1n+l) (.CE) _ f(n-‘rl) ({L’)

Em x = z, temos

E.(z0) = E)(z0) = Ey(x0) = - = E{(z) = 0.

Esse resultado nos diz que no ponto zy, a funcao E,(z) e suas derivadas até a n-ésima
sdo iguais a zero. Além disso, a ES(z) = 0+ ().

Teorema 3.4.1 (Fdrmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja f derivavel até a

ordem n+1 no intervalo I e sejam x, xo € I. Entao existe pelo menos um T no intervalo

aberto de extremos x e xq tal que

onde

Pufa) = flao) + ez — z0) + e gt g LD e

Demonstragao. Temos,
E,(0) = By(20) = By(20) = -+ = EfY(20) =0 e E"V(z) = f"*V(a),
Seja h(z) = (z — x0)"*!, derivando essa funcio até a "+ (z), obtemos
h'(z) = (n+1)(z — zo)"

R (z) = (n+ D)n(z — x0)" !

A (z) = (n+ n---3-2(x — x0)
A (z) = (n4+n---2-1= (n+1)!

Para z = g, segue que h(zg) = b (z¢) = h'(x0) = --- = h™(x) = 0.

Vejamos que
En(z)  En(x) — E,(20)

h(x) h(x) = h(zo)

Como E(x) e h(z) sao fun¢oes derivaveis pelo teorema de Cauchy, existe Ty entre zg
e x tal que

h(z) WD)
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Temos
E.(z)  E,(71) — £} (20)

h(z) — W(@) —W(w)

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe T3 no intervalo aberto de extremos x( e

xy tal que
En(r) _ En(T2)
h(z) — W(72)
Sabendo que E!(x¢) = E!'(xg) = -+ = Eﬁn)(xo) =0=h'(x9) = W' (x) = -+ =

h(”)(xo), podemos repetir esse mesmo argumento uma quantidade n vezes. Assim

E () E{(3) — BV ()

M) RO () — W (o)

Outra vez pelo teorema de Cauchy existe um ¥ no intervalo aberto de extremos x, e

x_n tal que
Eu(x) _ BV (@)
h(SC) o h(”"'l)(j)'
Como
E7(1n+1) (T) = f(n+1) <E> € h(n-l'l) (E) = (n + 1)‘7
logo - B
E.(x) [ (z) ) N
h(z) — (n+1) En(x) = m(x ),

para algum T no intervalo aberto de extremos g e . ®m
Uma consequéncia imediata do Teorema da Formula de Taylor com resto de Lagrange

é o corolario a seguir.

Corolario 3.4.2 Seja f derivdvel até a ordem n+1 no intervalo I e seja xo € I. Suponha

que eziste M > 0 tal que, para todo x em I, | f" V) (x)| < M. Prove que, para todo xy € I,

w@—ﬂm»s@¥mm_mml

em que P,(x) é o Polinomio de Taylor de Ordem n, de f em volta de xy.

Demonstracao. De acordo com o Teorema|3.4.1] existe T no intervalo aberto de extremos

xo e x tal que,
f(z)

g \") _ n+1
1) |z — x|

)~ o)l |

Como por hipétese para todo € I, |f")(z)| < M, temos que

o x0|n+l.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Apresentaremos neste capitulo algumas aplicacoes da Formula de Taylor na propria
matematica. As referéncias utilizadas na construcao deste capitulo foram os trabalhos
de Apostol [1], Guidorizzi 5], Flemming e Gongalves [4] e Lima [7]. Iniciamos com a

aproximacao local de funcoes através da Formula de Taylor.

4.1 Aproximacao local de funcoes

Pelo que foi visto nos Capitulos 1 e 3 deste trabalho podemos considerar a aproximacao
local de funcoes como a principal aplicagao da Férmula de Taylor. No primeiro capitulo
vimos que o proprio Taylor utilizou a férmula em 1717 com esse intuito. J& no terceiro
capitulo, concluimos que quanto maior o grau do polinémio da Férmula de Taylor melhor
serd a aproximacao local do valor real da funcao num ponto zy e nas suas proximidades.

Com esses argumentos, vamos aplicar a Formula de Taylor para aproximar localmente

uma fun¢ao em torno de um ponto xg e analisar o erro cometido nesta aproximagcao.

Exemplo 4.1.1 Determinaremos o Polinomio de Taylor de Ordem 1 da f(z) = Inz no
ponto xg = 1, e além disso, calcularemos um valor aproximado do In 1, 005 e avaliar o erro
E4(x) cometido na aproximagao de f(z) pelo Py(z).

Temos que Py(x) = f(xo) + f'(x0)(x — o).

Derivando f(x) obtemos,

1
/ — —
fla) =
Em 2o =1,

Pi(x) = f(1) + f(1)(z - 1)

e como, f(1) =0e f'(1) = 1, o Polinémio de Taylor de Ordem 1 da f(z) = Inx no ponto



xozlé
P(z)=z—-1.

O valor de f(1,005) = P;(1,005).
Assim,
P;(1,005) = 1,005 — 1 = 0,005

£(1,005) = Pi(1,005) = Inl,00520,005.

Vamos estimar o erro E;(z) cometido na aproximagao de f(z) pelo Pj(x). Para isso

devemos determinar a f”(z).

Sendo
1) ==,
teremos pelo Teorema [3.2.1] que
Bi(z) = %@(I ) = —%(1’ _ s Fe Ll
Para z = 1,005
|E1(1,005) = | — %(1,005 — 1)} =]~ %(0,005)%5 € |1;1,005].
2T 2T

Como a 1/ — 2z% é uma func¢ao decrescente, o maior valor que T pode assumir no
intervalo |1;1,005] é o extremo esquerdo.

Logo podemos dizer que,
1
|E1(1,005)| < §(25 -107%) =12,5-107% = 0,0000125.

Portanto, o médulo do erro cometido na aproximacao de In 1,005 = 0,005 é inferior
a 107, Tsso significa que o erro E;(1,005) cometido na aproximacao de f(1,005) pelo
P;(1,005) nao ocorre antes da quarta casa decimal, ou seja, é certeza que o valor da

aproximacao esta correto até a terceira casa decimal.

Exemplo 4.1.2 Avaliaremos o In 1,005 de maneira semelhante ao Exemplo4.1.1] agora
utilizando o Polinomio de Taylor de Ordem 2.

Sabemos que o

Py(a) = Flan) + Fzn)x — 20) + T2 (& — )2
Derivando f(x) obtemos,
Fla)=1 e fa)=—y



Para z¢p =1,

Py(a) = (1) + P -1+ T @ 1y

sendo, f(1) =0, f'(1) =1 f'(1) = —1, o Polinémio de Taylor de Ordem 2 da f(z) =Inzx
em volta zg =1 é

Pua) = (z—1) - %(m )

Em z = 1,005
1
P5(1,005) = (1,005 — 1) — 5(1, 005 — 1)2 = 0,005 — 0,0000125 = 0, 0049875.

Como
f(1,005) = P»(1,005) = 1In1,005=0,0049875.

Para estimar o erro F(z) cometido na aproximagao de f(x) pelo Py(x) precisamos da

f///(x).
Assim,
us 2
[ (x) = e
Pelo Teorema teremos que
f//l(f) 2 1 _
Ey(z) = 3 (x —x0) = m(m —x0)° = ﬁ(x —x0)}TEe 1,2
Para x = 1,005
1 3 1 3
| E5(1,005)] = ﬁ(l,OOE) - 1) = ﬁ(0,00E)) T € ]1;1,005].

Como 1/73 ¢ uma fungao decrescente, o maior valor que T pode assumir no intervalo
|1;1,005] é o extremo esquerdo.

Logo, podemos dizer que
1
| E5(1,005)| < 5(125 -1077) < 42-107% = 0,000000042.

Assim, o médulo do erro cometido na aproximacao de In 1,005 =2 0, 0049875 é inferior a
1077, Esse fato nos diz que ao utilizar P»(1,005) na aproximagao de f(1,005) em volta do
ponto zy = 1, teremos uma precisao no valor do In 1, 005 até a sétima casa decimal. Desse
modo, o F5(1,005) ocorre depois da sétima casa decimal. Se comparado ao F;(1,005)
estimado no Exemplo [4.1.1, em que o erro ocorre depois da quarta casa decimal, podemos
concluir que o P»(1,005) nos fornece uma melhor aproximagao do valor real do In 1,005
que o P;(1,005).
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4.2 Polindbmio de Maclaurin de Ordem n

No primeiro capitulo citamos que um caso especial da Formula de Taylor, representada
pela série de Taylor para a = 0, ficou ligado ao nome do matematico Colin Maclaurin.
Nesta se¢ao, trabalharemos com esse caso particular na formula expressa pelo polino-
mio de Taylor. Assim, o Polinémio de Taylor de Ordem n, de f em volta de xq = 0, ou
seja,
/"(0) f"(0)

Pa(@) = F(0) + F0)(@) + L2 @ 4+ P

¢ denominado também de Polinomio de Maclaurin de Ordem n, de f.
Uma aplicagao interessante do Polinomio de Maclaurin é a representacao de funcoes

COmMo veremos a seguir.

Exemplo 4.2.1 Seja f(x) = cosz.
Ao derivar a funcao f, observemos que, da quinta derivada em diante ocorre uma

repeticdo das derivadas da fungao f(x) = cosx

f'(x) = —senx, f"(x) = —cosx, f"(zx)= senx,
fHx) =cosz, [5(x)=—senz, fO(x)= —cosx,....
assim,
FOD (@) = —senz, () = —cosa,  f(@) = sena e fU(z) = cose.

Além disso, o valor da fun¢ao e suas derivadas calculadas no ponto zero sao respecti-
vamente:

f(0) =1, f(0) =0, f"(0) = —1, f(0) = 0, f(0) = 1, f°(0) = 0, f°(0) = —1, ...

Logo, as derivadas de ordem fmpar calculadas no ponto zero sao todas iguais a 0.

Enquanto as derivadas de ordem par sao alternadas em —1 e 1. Ou seja,
FEED0) =0 e fEI(0) = (=)

Com isso, os termos de ordem impar do Polinomio de Maclaurin de Ordem n, de
f(x) = cosx serao nulos.
Devido a esses comentarios, concluimos que a funcao cosseno de z pode ser represen-

tada pelo polinomio

no ponto xg.

De maneira analoga podemos dizer que,



é o Polinomio de Maclaurin de Ordem n, em zg = 0 de f(x) = senz. Devido ocorrer uma,

repeticao das derivadas da funcao senz, da quinta derivada em diante,
fUtD () = cosz,  fUD(z) = —senz, fUI(2) = —cosz e fU(x) = sen,

temos que as derivadas de ordem impar calculadas no ponto zero sao alternadas em —1 e

1. Enquanto as derivadas de ordem par sao todas nulas. Isto é,
FEH0) = (=1)" e fE(0) =0.

Portanto, os termos de ordem par de P,(z), de f(z) = senz, sao nulos.

4.3 O numero de Euler

Nesta secao mostraremos que podemos calcular o ntimero de Euler e com qualquer
grau de precisao através da Formula de Taylor e provar que e é um ntmero irracional.
Consideremos a funcao f(x) = e*. As derivadas de f(z) sdo todas iguais a propria

funcao, isto é,

flz) = f'(a) = f"(a) = = [ (2) = e* = f(a).

Assim, o Polinoémio de Taylor de Ordem n, de f(z) = e” em volta de o =0 ¢é

1 1 1,

De acordo com o Teorema [3.4.1} no intervalo [0, x], existe T tal que

1 1 1 (n+1) (7
e — (1 e e A SRS —,x") = f—mxm“).
n:

2! 3! (n+1)!
Pelo Corolario para todo = em [0, z]
T 1 2 1 3 1 n M n+1
e —(1+x+§x +§x +M+E$ >’§ (n+1)!$ .

Toma-se z no intervalo [0, 1] e ao usar a desigualdade e < 3, obtemos
0<e® = f(z) <e<3.

Logo, para qualquer z em [0, 1] tem-se

3

n+1
(n+1)! '

< X

2! 3! n!

T < 1 2 1 3 1 n)
e —1+r+ 52"+ 527+ -+ =
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Quando aplicamos esta estimativa em x = 1, podemos calcular o nimero de Euler e,

através da expressao

11 1 3
Y CINICITRE RS | [P 4.1
¢ <+ TR +n!>’<(n+1)! (4.1)

Isto significa que o médulo do erro cometido quando utilizamos a Férmula de Taylor

para calcular o valor de e é menor que 3/(n + 1)!. Deste modo, podemos determinar e

com qualquer grau de precisao.

Exemplo 4.3.1 Se desejamos calcular o nimero de Euler com precisao até a quarta casa

decimal, escolhemos um n de maneira que

-5

Por tentativas, verificamos que basta n = 8, pois

3 -5
§<10 .

Assim, para n = 8

EK=1+1 ! ! L L L ! 1—27182787
TR TR T I TR TR o

Portanto, o niimero de Euler calculado com quatro casas decimais, através da Formula
de Taylor é e = 2, 7182.

Outra aplicacao interessante é provar por meio da Formula de Taylor que o niimero e

é irracional. Para isso, vamos utilizar a expressao [4.1
Teorema 4.3.2 O numero e € irracional.

Demonstracao. Faremos a demonstracao por contradicao. Assim, admitamos que se e

fosse racional, logo existiriam inteiros positivos a e b tais que

Sl S

Para todo natural n,
1 1 1
€>1+1—|—§+§+"'+m

e, na expressao [£.I] temos que

NI RS | PP
e_ — — P —_— —_—
21 3l n! (
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Dai, para qualquer natural n,

0<% (141riyloy Yy S
b 21 " 3| n!

Multiplicando por n! obtemos

a 1 1 1 3
I— —nl — — —
O<n.b n.(1—|—1+2!—|—3!—|— +n!><n .

Paran > ben > 3, temos

O<cm! n '+n!+n!+ +n! -
—_— n. n. — — PEEEE) —
b 21 3l n!

Como

an! n!  nl n!
== — p— ' ' — — .« e . —
A = B (n.+n.—|—2!+3!+ +n!)

sao dois nimeros inteiros.

Logo, A — B também é um numero inteiro estritamente positivo e nao superior a 3/4,

o que é impossivel.

Portanto, concluimos que e é irracional. m

4.4 Critério para determinar maximos e minimos de

funcoes

Usando a Formula de Taylor, pode-se demonstrar a Proposi¢ao que nos da mais

um critério para determinacao de maximos e minimos de uma funcao.
(i) f é concava para cima em |a, c[ e concava para baixo em |c, b];

(ii) f é concava para baixo em |a, c[ e concava para cima em |c, b[.

Proposicao 4.4.1 Seja [ :Ja,b|— R uma funcio derivdvel n vezes e cujas derivadas

' f" ... f™ sdo continuas em la,b|. Seja x¢ € la,b| um ponto critico de f tal que

f'(zo) = f"(xo) = -+ = f"" V(o) e f™) (o) # 0. Entio:
(i) sen € par e f™(20) >0, f tem um minimo relativo em x;
(ii) sen ¢ par e f™(zy) <0, f tem um mdrimo relativo em xo;

(iii) se n € impar, xo € um ponto de inflexdo.
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Demonstragdo. Como f'(z9) = f"(zo) = --- = f"V(x0) e f™(2¢) # 0, podemos

escrever a Formula de Taylor com resto de Lagrange da seguinte forma

f"(20)
n!

f(x) = f(xo) =

(x —z0)" + Ey(x0).

Dai,
f"(f'Uo) L+ _Enl20)
n! (x — xo)"

f(@) = f(xo) = (x — x0)"

Pela definigao de limite, existe § > 0 tal que, para = € |a,b[ e 0 < |x — x| < 0 a soma
dentro dos colchetes tem o mesmo sinal de f(zy). Como zy € ]a,b], podemos tomar
este  de modo que |z — x| < 6 = x € Ja, b[.

Entdo, quando n é par e f(xg) > 0, a diferenca f(x) — f(z) é positiva sempre que
0 < |z —x0| < 9, logo f possui um minimo relativo no ponto xy. Analogamente, se n é
par e f(™(z) <0, a diferenca f(z) — f(x0) é negativa quando 0 < |z — | < §, portanto
f possui um maximo relativo no ponto xg.

Finalmente, se n é impar, o fator (x — x¢)" tem o mesmo sinal de (x — xg), logo
a diferenca f(z) — f(xp) muda de sinal juntamente com (x — zp), portanto f nao tem

maximo nem minimo relativo e o ponto x5 ¢ um ponto de inflexdao. m

Exemplo 4.4.2 Determinar os maximos e minimos da funcao f(z) = 2° — 3.

Temos que f'(z) = bxt — 322

Fazendo f'(z) = 5z*—32% = 0, obtemos os pontos criticos que sao: x; = 0, 15 = /3/5

e 23 = —\/3/5.

Calculando o valor das derivadas seguintes no ponto x; = 0, temos:
f"(z) = 2023 — 6z, f”(0) = 0;
f"(x) = 60x? — 6, f"(0) = —6 # 0.

Como f"”(0) # 0, concluimos que 0 é um ponto de inflexao.

No ponto z3 = 1/3/5, temos:

f"(x) = 2023 — 6z
F7(\/3/5) = 20(3/5)*/% — 61/3/5 = \/3/5(20 - (3/5) — 6) = 61/3/5 > 0.

Logo, concluimos que o = /3/5 é um ponto de minimo relativo.
No ponto z3 = —4/3/5, temos:

f"(z) = 2023 — 62
F(=+/3/5) = —20(3/5)%/2 — 6(—/3/5) = \/3/5(—20 - (3/5) + 6) = —6+/3/5 < 0.

Portanto, o ponto 3 = —4/3/5 é um ponto de maximo relativo.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Quando iniciou-se o trabalho de pesquisa constatou-se que o curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade Federal da Paraiba (UFPB) — Campus IV nao aborda a
teoria da Formula de Taylor, apesar da existéncia de componentes curriculares como as
de Célculo Diferencial e Integral e Introducao a Analise. Esse fato, pode ser justificado
pela questao de tempo, que torna-se curto diante de uma extensa ementa das componen-
tes curriculares citadas. Perante esse cenario, se o aluno do curso despertar o interesse
de compreender essa teoria, entao ele terd de ser auténomo e procurar trabalhos cienti-
ficos que discutam sobre a Formula de Taylor. Durante essa procura, o licenciando em
Matematica encontrard dificuldades em encontrar trabalhos que discutam essa temaética,
devido & escassez de obras produzidas no ambito nacional. Por conta desses fatores e
também pelo interesse pessoal do autor em dar continuidade aos seus estudos em Mate-
matica numa futura pés-graduacao, fez-se importante estudar sobre a Formula de Taylor
e algumas aplicagoes.

Diante disso, a pesquisa teve como objetivo principal realizar um estudo bibliogréfico
sobre a Formula de Taylor, apresentando algumas aplicagoes dessa formula na prépria
matematica. Constata-se que tal objetivo foi atendido, porque efetivamente o trabalho
conseguiu abordar os principais resultados que envolvem a Formula de Taylor e apresentar
aplicacoes dessa formula, como a aproximacao local de funcoes, representacao de funcoes
através do Polinémio de Maclaurin de Ordem n, provar que o niimero de Euler é irracional,
além de demonstrar um critério para determinar méximos e minimos de funcoes.

Nessa pesquisa, também buscou-se especificar o contexto histérico da Férmula de
Taylor. Isso foi realizado no primeiro capitulo com a apresentacao de um breve relato
histérico sobre a origem da férmula que recebeu o nome do matematico inglés Brook
Taylor.

Outro interesse dessa pesquisa foi construir um material teérico para o estudo da



Formula de Taylor e suas aplicabilidades. Esse interesse foi atendido pois conseguiu-se re-
alizar um aprofundamento teérico nessa tematica, resultando na formacao desse trabalho,
em que os resultados obtidos ficarao disponiveis para acesso da comunidade académica
interessada.

A pesquisa ocorreu através da analise de obras ja realizadas sobre o tema, cujas re-
feréncias foram apresentamos ao longo do texto. Durante o trabalho verificou-se que a
Formula de Taylor ¢ uma teoria de 1715 publicada no livro Methodus Incrementorum
Directa et Inversa, pelo proprio Taylor. Essa formula, pode ser representada por séries
de poténcias ou por uma férmula analitica finita. Neste trabalho, ela foi abordada da
segunda maneira. Assim, observou-se que a Formula de Taylor é composta por um po-
lindémio somado com um termo chamado de resto. O polinomio é formado pelo valor da
funcao que esta sendo estudada no ponto zy somado com termos dos quais os coeficientes
sao as derivadas sucessivas da propria funcao neste ponto. Enquanto o termo de resto é
obtido pela (n + 1)-ésima uma derivada também no ponto zo. Percebe-se que esté for-
mula é uma aplicacao de derivadas sucessivas, portanto para utiliza-la a funcao deve ser
no minimo n + 1 vezes diferenciavel no ponto .

Nota-se que o Polinomio de Taylor de Ordem n é o polinémio de grau maximo n
que melhor aproxima localmente a funcao nas vizinhancas do ponto xy, pois ele goza da
propriedade do erro tender a zero mais rapidamente que (x — ()", quando z se aproxima
de xg. Em particular, o Polinémio de Taylor de Ordem 1 é exatamente a reta tangente
ao grafico da fung¢ao no ponto (zo, f(xg)).

Outra constatacao deste trabalho foi que o termo de resto da Formula de Taylor é o
erro cometido entre o valor real da funcao em zy e o valor obtido neste ponto quando
utiliza-se a formula. Observou-se também, que tal erro pode ser estimado por meio do
Teorema da Formula de Taylor com resto Lagrange. Desse modo, através da aplicacao
de tal teorema verificou-se que o erro cometido ao calcular o valor da funcao no ponto
xo pelo polinomio de Taylor em relacao ao valor real da funcdao em xy vai diminuindo ao
utilizar polinémios de ordens cada vez maiores.

Por fim, apresenta-se algumas aplicacoes da Formula de Taylor na propria Matemaética,
concluindo, o trabalho.

Para pesquisas futuras sobre o tema recomenda-se abordar a Formula de Taylor atra-
vés de séries de poténcias, aumentando o leque de possibilidades de apresentar outras
aplicagoes dessa ferramenta espetacular.

Antes de finalizar este capitulo, faz-se importante discorrer sobre a influéncia do con-
texto atual sobre as atividades realizadas durante a pesquisa. Deste modo, o contexto
pandémico promoveu mudang¢as na maneira de se relacionar socialmente, e este foi um
grande desafio encontrado na 4rea educacional. Com a Covid-19, teve-se que aprender a
estudar de forma diferente e totalmente independente. Com a implementacao do ensino

remoto, por exemplo, a comunicacao em rede tornou-se uma alternativa louvavel e um
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desafio em todos os aspectos.

Entretanto, as barreiras e dificuldades foram e estao sendo superadas com a valiosa
contribuigao dos avancgos tecnolégicos, muitas vezes nao favoraveis por conta da fragilidade
dos sinais da internet. Acredita-se que essas novas alternativas de ensino farao parte do
contexto da educacao pos-pandemia e que os lideres do pais possam entender que o Brasil

esta incluido neste cenério.
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Apéndices



Apéndice A
Resultados Basicos

Para tornar a leitura do texto principal mais facil apresentamos aqui alguns resultados

utilizados livremente ao longo do nosso trabalho.

Teorema A.1 Seja f: 1 C R — R derivdvel até a terceira ordem no intervalo I e

sejam x, xg € 1. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos x e

xo tal que
F(@) = £lao) + £ 0w — ) + L8 o gy LD o
sendo e
Ey(z) = L 3(!“") (z — 20)°.
Demonstragao.
Temos que,
Ey(x0) = Ey(z0) = E5(z0) =0 e Ey'(z) = f"(2)
Seja

h(z) = (x—20)> = HW(x)=3(w—20)? = h'(x)=6(z—29) = h~"(x)=06=3

segue que h(zg) = h'(zg) = h"(xg) =0 e h"(x) = 3L

Observe que




Como FEs(x) e h(z) sdo fungbes derivaveis pelo teorema de Cauchy, existe Ty entre

o e x tal que

Temos

Ey(x) _ Ey(w1) — Ey(xo)
Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe T3 no intervalo aberto de extremos z( e

x1 tal que
Ey(x) By (72)

hz) — h(T)

Tendo em vista que EY(xg) =0 = h"(xq) segue

Ey(x) _ ["(7) — E5(w0)
hx) — h"(T) — h"(x0)

Outra vez, pelo teorema de Cauchy, existe T entre xg e x5 tal que

Ey(x) _ Ef(w)
W) W(z)

Como
Ey(x)=f"(x) e h"(z)=3

BE) _ @)
h(z) 3!

_ f//l (T)

By(r) = =5

(z — x0)?
para algum 7 no intervalo aberto de extremos zp e z. m

Teorema A.2 O Polinomio de Taylor de Ordem n, de f em torno de xy € o tinico
polindmio de grau no mdximo n que aprozrima localmente f em volta de xoq de modo
que

lim En—@) =0,

T—T0 (:1: — xo)"
ou seja, o erro E,(x) tende a zero mais rapidamente que (x — x9)", quando x se

aproxima de xg.

Demonstragdo. Seja a funcio f(z) = f(xo) + mi(z — z9) + ma(z — 20)? + -+ +
mp (T — xo)™ em que
lim ————

=0.
T—T0 (,’L‘ — ;UO)”
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Vamos mostrar que

" (o) C))
mlzf/( )7m2: 2' 5. y Hlp = n'
De fato, de
E, Em
lim (z) =0 e lim (z) =0
T—T0 ($ — l‘o)n T—xo (1‘ — xo)n
segue
zozo (T — )"
e portanto

[f'(zo)(x — o) + -+ + Lﬂgm)(x —20)"] = [ma(x — x0) + -+ + M (T — 0)"]

li & =0
CEL)ICIEIO (x — xo)”
uma vez que F,(z) — E,(z) é
"(x
f'(@o)(w — o) + -+ + ! 7(1! 0 (x —x0)" | = [ma(z —20) + -+ + ma(x — 0)"].

Segue que
() = )@ — o) + [ — mal(o = w0)? o [ (e — o))
T—T0 (:L' - xO)n
dai

po W@0) = ma] 4 (570 — mal(@ — o) o+ [P — (e — o) Y

T—T0 (a} — xo)”_l
logo my = f'(x), para que o limite acima seja igual a zero. Assim,
L — el — o) + [ — (o — )+ (LG — ] — o)
T—T0 (x — xo)”_l

Repetindo o argumento acima analogamente n — 2 vezes obtemos que

(o) (o) N @)
Ma = " M = g el =
fn(xo) _ _ n
r—xQ (1‘ —_ :L‘O) T—T0 n'

20



Portanto, para que o limite anterior seja zero, necessariamente

_ f”(xo)

my, |
n:

o1
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