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Resumo

A classica igualdade de Auslander-Buchsbaum fornece uma relacdo entre dois invariantes
algébricos fundamentais: profundidade e dimensao homoldgica. Nosso objetivo sera demonstrar

tal resultado e aplicéd-lo no contexto de derivagoes logaritmicas.

Palavras-chave: dimensao homoldgica, profundidade, derivagoes logaritmicas.

Abstract

The classical Auslander-Buchsbaum equality furnishes a relationship between two fundamental
algebraic invariants: depth and homological dimension. Our goal will be to prove such result and

to apply it into the context of logarithmic derivations.

Keywords: homological dimension, depth, logarithmic derivations.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos alguns conceitos fundamentais da algebra comutativa com o
objetivo de demonstrar a igualdade de Auslander-Buchsbaum.

No primeiro capitulo, exibiremos propriedades basicas de anéis e médulos necesséarias ao resul-
tado principal pretendido. No segundo capitulo, definimos profundidade e dimensao homoldgica
de um modulo; além disso, apresentamos o Lema da Serpente, resultado crucial em algebra ho-
mologica, que é utilizado como uma ferramenta para provar o teorema em questao.

Por fim, mostramos uma aplicacao da igualdade de Auslander-Buchsbaum no contexto de
derivagoes polinomiais logaritmicas, obtendo uma férmula para a profundidade do médulo ideali-

zador tangencial, relativo a um ideal principal.



Capitulo 1

Anéis e modulos

1.1 Anéis e ideais

Definicao 1.1. Um anel é um conjunto A munido de duas operagoes:

+: AxA — A 0 AxA — A
(z,y) — z+y (z,y) — z-y
satisfazendo, para todos z,y, z € A:
L (z4+y)+z=x+ (y+2);
ii. 30, =0€ Atalque0+x=2+0=ux;
iii. Dado x € A,3y € Atal que z+y=y+ 2 =0 ( Notagao: y = —z);
iv. r+y=y+x;
V. (@-y)-z=a-(y-2);
viiz-(y+z)=x-y+z-2z (y+z2)-x=y-x+z-
Definicao 1.2. Se existir 1, =1€ Atal que x-1=1-x = z, dizemos que A possui identidade.
Definicao 1.3. Sex-y=y-x, Vz,y € A, dizemos que A é comutativo.

Observagao 1.1. Assumiremos, a partir de agora, que todos os anéis sao comutativos com iden-

tidade. A operacao x -y serd denotada por xy, V x,y € A.

2



CAPITULO 1. ANEIS E MODULOS 3
Exemplo 1.1. Z, com as operacoes usuais de soma e multiplicagao, é um anel comutativo com
identidade.

Exemplo 1.2. Z[i| = {a+bi | a,b € Z}, com as operagoes (a +bi) + (c+di) =a+c+ (b+d)ie
(a+ bi).(c+ di) = ac — bd + (ad + be)i, para a,b,c,d € Z, é um anel comutativo com identidade,

chamado anel dos inteiros de Gauss.

Definigao 1.4. Seja A um anel. Um subconjunto B C A é dito subanel (de A) se:
i. 14 € B;
ii. z,ye B=>x—yebB, zyeB.

Definigao 1.5. Sejam A, B anéis. Uma fun¢ao ¢ : A — B é um homomorfismo (de anéis) se

satisfaz as seguintes condigoes para todos x,y € A:
Lol +y) = o(@) + e(y);
i p(zy) = p(z)e(y);
i, o(14) = 1p.

Observacgao 1.2. Note que ¢(04) = 0p, de fato 04 +04 =04 = (04 + 04) = ©(04) como ¢ é

homomorfismo segue que ©(04) + ¢(04) = ¢(04) = ©(04) = 0p.

Exemplo 1.3. A composicao de homomorfismos é homomorfismo, isto é, se A, B, C sao anéis e
p:A— B, : B— C sao homomorfismos de anéis, entao pop : A — C' é um homomorfismo

de anéis.

Proposigao 1.1. Sejam A, B anéis e ¢ : A — B homomorfismo de anéis. Entao:
i. S C A é subanel = ¢(S5) C B ¢ subanel;
ii. T C B é subanel = o~ }(T') C A é subanel.

Demonstracao.
i. Por definigdo de homomorfismo, p(14) = 15 = 15 € ¢(S5). Sejam p(z),0(y) € ¢(S). Do fato
de ¢ ser homomorfismo, segue que p(z) — (y) = ol —y) € p(S) = @(x) — p(y) € @(95).

Analogamente, ¢(z)p(y) = p(zy) = w(x)p(y) € ©(S). Portanto, ¢(S) ¢é subanel de B.
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ii. Como ¢(14) =1p € T segue que 14 € o~ *(T). Sejam a,b € ¢~ *(T'). Por definicio de imagem
inversa, p(a), p(b) € T = ¢(a) — ¢(b) = pla —b) € T = a—b € ¢} (T). Mostremos agora que
ab € ¢~ H(T). De fato, p(a)p(b) = p(ab) € T = ab € ¢ *(T). Portanto, ¢! (T) é subanel de A.

0

Corolario 1.2. Sejam A, B anéis e ¢ : A — B homomorfismo de anéis. Entao, a imagem de ¢,

Im(p) ={y € B|y=yp(x), v € A}, é subanel de B.
Demonstracao. O resultado segue do item i. da proposicao anterior. Basta fazer S = A. O]
Definicao 1.6. Seja A um anel. Um subconjunto I C A é um ideal (de A) se:
i. 04 € 1
. zv,yel =x+ye€l;
ili. x € I,a € A= za € 1. (lei de absor¢do)

Exemplo 1.4. Dados z1,...,z, € A anel. O conjunto I = (x1,...,2,) = {aix; + ... +
an®y, | a1,...,a, € A} é um ideal. Os elementos zi,...,x, sdo chamados de geradores de I.
Quando n = 1, I é chamado ideal principal gerado por x;. Um ideal I C A é dito finitamente

gerado se I é gerado por um numero finito de elementos de A.

Exemplo 1.5. Sejam A anele I4,...,I, C Aideais. O conjunto I1+...+1, = {x1+...+x, | x; €

I;, i=1,...,n} é um ideal, chamado ideal soma dos I;’s.

Proposicao 1.3. Sejam A, B anéis e ¢ : A — B homomorfismo de anéis. Entao:
i. I C A éideal e ¢ é sobrejetor = ¢(I) C B é ideal;
ii. JC B éideal = ¢~ 1(J) C A ¢ ideal.

Demonstracao.

i. Pela observacao 1.2 temos que ¢(04) = 0 = 05 € ©(I). Sejam p(z),0(y) € ©(I). Segue do
fato de ¢ ser homomorfismo que () +¢(y) = p(x+y) € o(I) = ¢(z)+¢(y) € ¢(I). Seja agora
b € B. Como ¢ é sobrejetor, existe a € I tal que p(a) = b, logo ()b = p(z)p(a) = p(za) =
o(x)b € p(I). Portanto, ¢(I) é ideal de B.
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ii. (04) =05 € J = 04 € o }(J). Sejam a,b € p~(J). Por definicio de imagem inversa,
¢(a),p(b) € J = p(a) + p(b) = p(a+b) € J = a+be ¢ (J). Por fim, seja c € A. Mostremos
que ac € ¢ '(J). De fato, por J ser ideal, p(a)p(c) € p(J) = p(ac) € ¢(J) = ac € p~(J).
Portanto, ¢~1(J) é ideal de A. O

Definicao 1.7. Sejam A, B anéis e ¢ : A — B homomorfismo de anéis. Definimos o nicleo de

¢ como o ideal Ker(p) = ¢1(05). Explicitamente: Ker(p) ={z € A | ¢(z) = 0g}.

Observagao 1.3. Sejam A, B anéis e ¢ : A — B homomorfismo de anéis. Note que ¢ é injetor
< Ker(p) = {0}. De fato, sejam z,y € A tais que p(z) = ¢(y) = p(z —y) =0g =z —y €
Ker(p) = {0} = 2 = y = ¢ ¢é injetor. Reciprocamente, se ¢ é injetor, entdao: = € Ker(p) =

o(x) =0 = ¢(04) = =04 = Ker(p) = {0}.

Sejam A um anel e I C A um ideal. Considere a relagao

r,yeA x~ysx—yel.

Note que ~ é uma relacao de equivaléncia em A. De fato, para quaisquer z,y, z € A, temos
i. x~xpois, 0=z —x € [
i. x~y=y~axpois,sex—yelentdoy—az=—(x—y) € I;
ii. z~yey~z=x~zpois,sex—yeley—ze€lentaor—z=(x—y)+(y—=z) €l

Denotaremos por T = x + 1 = {y € A | y ~ x}, a classe residual de x com respeito a I, e por
A/l ={T | x € A} o conjunto quociente de A por I. Provaremos uma proposi¢ao que nos permitira

definir duas operagdes em A/I que o torne um anel.

Proposigao 1.4. Sejam A um anel e I C A um ideal. Se T1 = T3 e i = U3 entao

1L o1+ Y1 = T2 + Yo;

. T1y1 = Ta¥s-

Demonstracao.
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LZi=T, i= =01 -2, 1~ cl=> (1 —x)+(y1 —y2) = (x14+y1) — (22+y2) €1 =

T1+ Y1 = Ta + Yo

. T =79, 1= =21 — T, Y1 —p €Il =1 =29 +a ey, =1y +0b, a,b € I. Agora note que
T1Y1— LYo = (Ta+a)(ya+b) —xays = Tays+Xob+ays+ab—xoys = xob+ays+ab = x1y; —x2ys € I,

ja que a,b € I. Assim, T1y; = Tays. O

Os itens i. e ii. nos dizem que as classes da soma e da multiplicacdo independem de represen-

tantes, permitindo munir o conjunto A/l de uma estrutura de anel.

Proposigao 1.5. Sejam A um anel e I C A um ideal. O conjunto A/I = {7 | z € A} é um anel

com as operagoes:

v AT AT — AT AT AT — AT

@) o TF @p =
Em particular, A/l é comutativo, e se 1 é a identidade de A entdao 1 é a identidade de A/1I.

Demonstragao. Segue da proposicao anterior. 0

Observagao 1.4. Considere o homomorfismo natural 7 = 7; : A — A/I, definido por z — 7,
que é claramente sobrejetor. Denote A = A/I. Sejam J C A ideal de A e J C A ideal de A.
Entdao: 7(J) = (J+1)/I = 7Y (x(J)) = J + I. Além disso: J =7"1(J) = n(J) = n(7~(J])) =
w(J) = J = J = (J+1)/I. Conclufimos que hd uma bijecio entre o conjunto dos ideais de
A/I e o conjunto dos ideais de A que contém I. Em particular, todo ideal de A/I tem a forma

J/I ={x+ 1|z € J}, para algum ideal J contendo I.

Definicao 1.8. Seja A um anel. Um elemento x € A é um divisor de zero se xy = 0, para algum
y € A\ {0}. Um anel A # 0 é dito dominio se 0 é o tinico divisor de zero de A.
Exemplo 1.6.

i. Z, o anel dos numeros inteiros, é um dominio, assim como o anel dos inteiros de Gauss, Z[i].

ii. Klz|, o anel dos polinomios na variavel z sobre um corpo K, é um dominio. O mesmo vale para

anéis de polinomios em um numero qualquer de indeterminadas.
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Definigao 1.9. Seja A um anel. Um elemento = € A é nilpotente se existe n € N\ {0} tal
que z" = 0. Neste caso, o numero min{n € N\ {0} | 2™ = 0} é chamado grau (ou indice) de

nilpoténcia de x.

Note que se x € A é nilpotente entao x é divisor de zero. A reciproca é falsa: considere no anel
dos numeros inteiros A = 7Z, o ideal [ = 6Z = {6n | n € Z} e o anel quociente A/I = {m | m €
Z}(= 7Z¢). Nesse contexto, temos que 2.3 = 6 = 0 pois 6 € I, logo 2 é um divisor de zero em Zg,
mas 2" # 0V n € N\ {0}, pois caso contrdrio existiria n € N\ {0} tal que 2" € [ = 6Z = 2" ¢

multiplo de 6, o que é um absurdo.

Definigao 1.10. Seja A um anel. Um elemento x € A é uma unidade ou elemento invertivel

se ry = 1 para algum y € A. Notacao: y = z~! (o inverso de x, que é tinico); A* =

{unidades de A} C A.
Defini¢ao 1.11. Seja K # 0 um anel. Dizemos que K é um corpo se K* = K \ {0}.
Exemplo 1.7. Q C Q(\/ﬁ) C R C C sao corpos.

Observacao 1.5. Note que todo corpo é dominio. De fato, se K é corpo e z,y € K sao tais que
ry = 0, entdo, se  # 0 tem-se v 'zy = 0 = y = 0 = K ¢ dominio. Porém nem todo dominio é
corpo, (por exemplo, Z). Além disso, pode-se mostrar que todo dominio finito é corpo. Exemplo:

Z,=17/(p), p € Z primo.
Proposigao 1.6. Seja K # 0 um anel. Sao equivalentes:
i. K é corpo ;
ii. Os tnicos ideais de K sao (0) e (1) ;
iii. Para qualquer anel A # 0, todo homomorfismo ¢ : K — A é injetor.

Demonstracao.

i. = ii. Suponha por absurdo que exista um ideal préprio I C K nao-trivial (I # {0}). Seja x €
I'\{0}. Como K é corpo, 3y € K tal que zy = 1 e sendo I ideal segue que zy =1 € = [ = K,

absurdo. Portanto, os tunicos ideais de K sao (0) e (1);
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ii. = iii. Sejam A # 0 um anel e p : K — A um homomorfismo de anéis. Como Ker(y) é ideal
de K temos que Ker(yp) = (0) ou Ker(p) = (1). Suponha por absurdo que Ker(y) = (1) = K,
entdo ¢(lx) = 04, contradi¢do, ji que ¢ é homomorfismo de anéis. Segue que Ker(p) = (0), o

que pela observacao 1.3 significa que ¢ é injetor;

iii. = i. Sejax € K tal que x nao é um elemento invertivel. Vamos mostrar que z = 0 e, assim, que
K é corpo. Note que (z) # (1), do contréario 1 € (z) e x seria elemento invertivel. Assim, considere
o anel quociente K /(x) ndo-nulo (ja que (z) # (1)) e o homomorfismo sobrejetor ¢ : K — K/(x),
definido por y — 3. Note que Ker(p) = (x) pois, ¢(y) =y =0 < y € (x). Como ¢ é injetivo

por hipotese, seque que x = 0. O

Definigao 1.12. Seja A um anel. Um ideal P C A é dito primo se, sempre que xy € P, tem-se

rePouyeP.

Definigao 1.13. Seja A um anel. Um ideal 9 C A é dito mazimal se M C J C A (onde J C A

é ideal) implica em J = A.

Proposicao 1.7. Sejam A anel e P, C A ideais. Entao:
i. P C A é primo <= A/P é dominio;
ii. M C A é maximal <= A/9M é corpo.

Demonstracao.

i. Suponha que P é primo e sejam 7,y € A/P tais que Ty = 0, isto é, zy € P. Como P é primo,
temsex € Pouye P=7T=0o0uy=0= A/P ¢ dominio. Reciprocamente, se A/P é dominio
e r,y € A sao tais que xy € P, entdao 7y = 0, e como A/P é dominio, temos que T = 0 ou

7=0=x€ Pouy¢€ P= P éprimo.

ii. Suponha que 90t é maximal e seja 0 # T € A/9M. Mostremos que 3y € A/IM tal que 7y = 1.
De fato, considere o ideal M+ (z) = {m+ax | m € M,a € A}. Como T # 0, temos que = ¢ M =
MM+ (z) =M+ (x) = A pois M é maximal, logo 1 € A=M+ () =Im eM yc A
tais que 1 = my +yxr = 1 =m; +yx = 0+ yx = yZ. Reciprocamente, suponha que A/9N é corpo

e seja L C A ideal tal que 9 C L. Logo 3a € L\9M = a # 0. Como A/M é corpo, I b € A tal
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queab=1=ab—1=0=ab—1eM=FcecMtalqueab—1=c=1=ab—c € L pois

a€leceMC L=L=A= 9 émaximal. O
Corolario 1.8. Todo ideal maximal é primo.
Demonstracao. Segue da observacao 1.5 e da proposicao anterior. O

Proposicao 1.9. Sejam A anel e I C J ideais. Considere 7 : A — A/l o homomorfismo

sobrejetor. Entao:
i. JC A é primo <= J/I C A/I é primo;
ii. J C A é maximal <= J/I C A/I é maximal.

Demonstracao.
i. Pela proposigao 1.7, J é primo < A/J é dominio < (A/I)/(J/I) é dominio < J/I é primo.

ii. Analogamente, pela proposic¢ao 1.7, J é maximal < A/J é corpo < (A/1)/(J/I) é corpo < J/I
¢ maximal.

[]

A seguir construiremos o ambiente necessario para utilizar o Lema de Zorn a fim de demonstrar
que todo anel nao-nulo possui ideal maximal.

Seja S # () um conjunto parcialmente ordenado, isto é, S é munido de uma relacdo < que é
reflexiva, transitiva e possui a propriedade de que se x < y e y < = entao x = y. Um subconjunto
C C S é dito cadeia se v < y ou y =< x para todo z,y € C. Um elemento x € S é uma
cota superior para C' em S se y = z, Yy € C. Dizse que x € S é um elemento mazimal se

r=y(yes) =xz=y.

Lema de Zorn. Seja S # () um conjunto parcialmente ordenado tal que todo subconjunto total-

mente ordenado possui cota superior em S. Entao, S possui elemento mazimal.
Teorema 1.10. Todo anel A # 0 possui ideal mazimal.

Demonstragao. Seja £ = {ideais préprios de A}. Note que (0) € £ = £ # (), e ordene £ com

a ordem parcial de inclusdo (C). Seja {I,}, um subconjunto totalmente ordenado de £. Defina
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1= UIO“ que claramente é um ideal préprio de A (pois 1 & I, ja que I, é préprio para todo
«
a). Assim, I € £ é uma cota superior para {I,}, e assim, pelo Lema de Zorn, £ possui elemento

maximal, ou seja, A possui ideal maximal. O
Corolario 1.11. Sejam A anel e [ C A ideal. Entao, 3 9t C A ideal maximal contendo I.

Demonstragdo. I préprio = A/I # 0. Pelo teorema anterior, 3 N C A/I ideal maximal. Mas,
pela observagao 1.4, temos que N é da forma N = 9t/1, para algum ideal 9t O I. Sendo N = 9/I

maximal, segue da proposigao 1.9 (ii) que 9t é maximal. O
Corolario 1.12. Sejam A anel e x € A\ A*. Entao, z € 9, para algum M C A ideal maximal.

Demonstracao. Seja I = (). Entao, I # A pois x € A*. Pelo coroldrio anterior, 3 9t C A ideal

maximal tal que I C 9N, logo x € M. O

Definicao 1.14. Um anel A é dito semi-local se possuir uma quantidade finita de ideais maximais.
Se A possuir apenas um ideal maximal, sera dito anel local. Se A é um anel local com ideal maximal

9, usa-se a notagao (A, IM).
Proposigcao 1.13. Seja A anel e 9t C A ideal. Entao,
i. A\MC A" = (A,M) ¢ local;
ii. M maximale 1 +M={1+z |z € M} C A* = A é local.

Demonstracao.

i. Seja N C A ideal maximal. Em particular, N # A, isto é, N N A* = (). Entao, N C 9 ja que
A\ DM C A*. Como M é préprio e N é maximal tem-se N = .

ii. Seja u € A\ M. Defina o ideal I = M + (u), como u & M temos que M + (u) 2 M, e
sendo 9 maximal, tem-se I = A. Logo 1 € [ = 1 = x4+ yu, com z € M, y € A. Assim,
yu=1l—-cz€l+MCA* = yuec A*= 32z Atal que z(yu) =1 = (zy)u=1=u € A*. Pelo

item (i) acima, A ¢ local. O

Definicao 1.15. O radical de Jacobson de um anel A # 0 é definido por Ry = m M, comMC A

ideal maximal.
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Proposicao 1.14. Ry ={r € A|1—zy € A*, Vy € A}

Demonstracao. Seja x € Ry, e suponha por absurdo que exista y € A tal que 1 — xy ¢ A*. Pelo
corolario 1.12, segue que existe M C A ideal maximal tal que 1 —zy € M. Mas, v € Ry = x €
M = 2y € Mecomo 1 —xy € M, terfamos 1 € M, absurdo, ja que M é maximal. Portanto,
1—xy € A*, Vy € A. Devemos mostrar agora que se x € A é tal que 1 —xy € A*, Vy € A entao
x € R4. Mostremos a equivaléncia: se x € Ry entao 3 y € A tal que 1 — zy € A*. De fato, seja
xr & Ry, entdo 3 M C A ideal maximal tal que z € M = M+ (z) 2 M = M+ (z) = A, pois M

¢ maximal. Logo, l =a+bxr, a €M, beA=a=1—-breM=1—br & A*. O

Lema da esquiva. Sejam A anel e Py,..., P, C A ideais primos. Se I C A € ideal tal que

I C UB, entao I C P; para algum 1 =1,...,n.
i=1

Demonstragdo. Mostremos que I € Py (j=1,...,n) =1 ¢ U P;, por indugao sobre n. O caso
j=1

n =1 é trivial. Assim, suponha n > 1. E claro quel € P, Vji=1,....n=1¢ P;, ¥V j+#ipara
cada ¢. Por indugao, I ¢ UPJ Logo, 3 z; €I, x; € P;, V j # 1. Se x; ¢ P;, para algum ¢, entao

J#i
n
x; & U P; e o resultado segue. Do contrario, se z; € F;, Vi =1,...,n, defina o elemento x =
j=1
ToX3...Tp+X123...Tp+...+2122...2,_1. Notequex € I, poisx; € I, Vi=1,...,n. Afirmamos

que z ¢ P;, V j. Se por absurdo, z; € P; para algum j, e observando que podemos escrever
T=2T1T2...Lj—1Tjq1-..Tnp + I*, com z* € F)j, entéo, T1T2 ... Tj—1Tjq1 ... T € jj] =31 % j tal
n n

que z; € P;, o que é absurdo. Assim, z ¢ P;, Vj=1,...,n, ouseja,xQ'UPjé[g UPJ n
j=1 j=1

Definicao 1.16. Sejam A anel e I, J C A ideais. Define-se o condutor de I em J por J : [ =

{a € A | al C J}, onde por al C J entende-se ax € J, ¥V z € I.
Proposicao 1.15. Sejam A anel e I, J C A ideais. Entao, o condutor J : [ é ideal de A.

Demonstra¢ao. Primeiro, note que 0 € J : I, pois 0z =0€ J, Vo € I. Sejam a,be J: [ =
av,br € J VNex el =ar+breJ=(a+bxreJ=a+bec J:I. Porfim, sejacec A Vamos
mostrar que ac € J : I. Comoa € J : [ segue que axr € J, Vx €l = car € J = ac e J: I

Portanto, J : I é ideal. O
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No caso especial que J = (0), obtemos o ideal 0 : [ = {a € A | ax =0, V x € I}, chamado
anulador de I. Mais particularmente, tomando I = (x), ideal principal gerado por z € A,
obtemos o ideal 0 : z = {a € A | axr = 0} chamado anulador de x. Note ainda que denotando

Z(A) = {divisores de zero de A}, tem-se Z(A) = U 0:z.
z€A\{0}

Definigao 1.17. Um anel A é Noetheriano se todo ideal de A é finitamente gerado.

Exemplo 1.8.

i. Q, R, C sao anéis Noetherianos. Mais geralmente, se K é corpo entao K é Noetheriano, pois

os unicos ideais de K sao (0) e (1) (proposigao 1.6).

ii. Imagem de anel Noetheriano por homomorfismo de anéis é Noetheriano. De fato, sejam A, B
anéis, A Noetheriano e ¢ : A — B homomorfismo de anéis. Vamos mostrar que Im(yp) é
Noetheriano. Seja J C Im(¢p) ideal. Pela proposigao 1.3, p(J)~! é ideal de A = F a4,...,a, € A
tais que o(J)™' = (ay,...,am) = p(p(J)™) =J = (play),...,¢(an)) = J é finitamente gerado

= Im(y) é Noetheriano.
Proposicao 1.16. Seja A anel. Sao equivalentes:
i. A é Noetheriano.

ii. Toda cadeia ascendente de ideais de A
LCL,C...CI,C...

¢ estaciondria, isto é, existe m > 1 tal que I,,, = [,,4;, Vi € N.

iii. Qualquer familia, ndo-vazia, de ideais de A possui elemento maximal (com respeito a in-

clusdo).
Demonstracao.
oo
i.= ii. Considere uma cadeia de ideais como em ii., tome [ = U I, ideal de A. Como A é
n=1
Noetheriano, existem ay, ..., a, € A tais que I = (ay,...,a,) = para n suficientemente grande

a; €L, Vi=1,....m=1I,=I1=...
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ii.= iii. Suponha que exista L uma familia, nao-vazia, de ideais de A que nao possua elemento
maximal (com respeito a inclusao). Segue que I} € L = 3 I, € L com I; C I5. Assim, é possivel

construir uma cadeia ascendente de ideais de A que é nao-estacionaria.

iii.= ii. Considere a familia, nao-vazia, de ideais que compoe a cadeia ascendente em ii.. Segue

que esta familia possui elemento maximal, o qual satisfaz a condicao requerida.

ii.= 1. Vamos supor que A é nao-Noetheriano e construir uma cadeia ascendente de ideais de A
que nao é estacionaria. De fato, suponha que exista um ideal I C A que nao ¢ finitamente gerado.
Entdo, ay,...,a, € I = (a1,...,ay,) # 1. Além disso, a1 € I = a1 € (a1, ..., ay). Assim,

a seguinte cadeia ascendente de ideais de A:

(a1) G (a1,a2) S (a1, a2,a3) S ...

é nao-estacionaria. O

Teorema da base de Hilbert. Seja A anel. Se A é Noetheriano entao Alzy,...,x,] é Noethe-

7aN0.

Demonstragdo. Note que Alzy, ..., x,] = Alxy,. .., 2,_1][x,]. Assim, por indugao, podemos supor
n = 1. Isto é, provemos que A Noetheriano = A[z| Noetheriano. Mostraremos que A[z] néo-
Noetheriano = A nao-Noetheriano.

Tome I C Alz| ideal que nao é finitamente gerado. Escolha f; € I de grau menor possivel.
Tome fo € I\ (f1) de grau minimo. Tome f3 € I\ (fi, f2) de grau minimo, e assim por diante:
feelI\(fi,---, fk_1), k =2 de grau minimo.

Seja dj, =grau de fy, e seja aj o coeficiente lider de fi, ou seja: fr = apz® + (termos de grau

menor que di). Pela escolha dos fis, temos dy < dy < ... <dp < ...

Afirmamos que a cadeia (a;) C (a1,a2) € ... C (aq,...,a;) € ... ndo é estaciondria.
Suponha por absurdo que ela estacione, isto é, 3 k tal que (ay,...,ax) = (a1,...,ak, ax41) =
agr1 € (a1,...,a,) = g1 = Zle bja; com b; € A. Defina

k
dyorq—ds
g= E bjx® %
i=1
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e note que g € (f1,..., fr). Explicitamente:

g = bzl M (@t 4 ) 4 borB (gt + ) 4 bz’““_dk(akxdk +...) =

g = a1b x4 agbor® L 4 apbpadrt + (termos de grau menor que dy1) =

g = (ayby +. .. +apby)x®+1 + (termos de grau menor que dy1), denotando aib; +. . .+ apby = ap1
temos que g = aj1x%+! + (termos de grau menor que dy1).

Considere h = fry1 — g = ap1x%+ + (termos de grau menor que dyy1) — apy 2%+ — (termos
de grau menor que dyi1) = gr(h) < dxs1 = gr(h) < gr(frs1), onde gr(-) denota grau.

Note que g € (f1,---, fx) e fxx1 € (f1,---, fx) =h = frxa—g€ I\ (f1,...,fr) contradizendo a
minimalidade de dj.;.

Assim, conseguimos uma cadeia de ideais em A que nao estaciona. Portanto, A é nao-Noetheriano.

]

1.2 Mobdulos

Definigao 1.18. Seja A um anel. Um conjunto M é um A-mddulo (ou médulo sobre A) se estiver

munido de duas operagoes:

4+ MxM — M i AxM O — M

(m,n) +— m-+n (a,m) +—— a-m
satisfazendo, para todos m,n,p € M e a,b € A:
L (m+n)+p=m+(n+p)
ii. 40, =0¢€ M tal que 0 +m = m;
iii. Dado m € M,3n € M tal que m +n = 0; ( Notagdo: n = —m);
iv. m+n=n+m;
v. (a+b)-m=a-m+b-m;
viia-(m+n)=a-m+a-n;

vii. (ab)-m =a- (b-m);
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viii. 1-m =m.
Observacao 1.6. A operacgao a - m também serda denotada por am,V a € A, m € M.

Exemplo 1.9.
i. I C Aideal = I é A-mddulo, através da lei de absorcao. Em particular, A é um A-modulo;

ii. A= K corpo. Umn K-mddulo é um espaco vetorial sobre o corpo K.

Defini¢ao 1.19. Sejam M, N A-médulos. Uma aplicagdo f: M — N é um homomorfismo (de

A-mddulos) ou aplicagio A-linear se satisfaz para todos m,n € M, a € A:
L f(m+n)=f(m)+ f(n);
ii. f(am)=af(m).

Exemplo 1.10. A = K corpo. Neste caso, uma aplicagao A-linear é uma transformagao linear

entre espacos vetoriais sobre K.

Definigao 1.20. Sejam M, N A-mo6dulos. Um homomorfismo (de A-médulos) f: M — N é um
isomorfismo (de A-mddulos) se f é bijetivo. Equivalentemente, f : M — N é um isomorfismo
se existe g : N — M A-linear tal que fog = Idy e go f = Idy;. Note que g é Unico, o qual sera

denotado por g = f1.

Sejam M, N A-médulos. O conjunto Homa(M,N) = {f : M — N | f é A-linear} possui

estrutura natural de A-mddulo

Ax Homa(M,N) — Homa(M,N)
(a, f) — af

onde af : M — N é definido por (af)(m) = af(m).

Note ainda que a composicio de aplicacdes A-lineares é aplicacio A-linear, ou seja, se f €
Homu(M,N) e g € Homu(N, P) entdo go f € Homa(M, P). De fato, sejam m,m’ € M, a € A.
Entdo, (go f)(m+m') = g(f(m+m')) = g(f(m) + f(m)) = g(f(m)) + g(f(m')) = (g o f)(m) +
(g0 f)(m'), assim como, (g o f)(am) = g(f(am)) = g(af(m)) = ag(f(m)) = a(g o f)(m).



CAPITULO 1. ANEIS E MODULOS 16

Definigao 1.21. Seja M um A-médulo. Um subconjunto N C M é dito A- submddulo (de M)
se N possui estrutura de A-modulo; equivalentemente, se N é fechado com relacao as operagoes

de M, ouseja, mne N=m+neNeac A=amée N.
Exemplo 1.11. Sejam M um A-médulo, My, ..., M, C M A-submddulos e I C A ideal.
i. O conjunto definido por My + ...+ M, ={m1+...+m, | m; € M;, i =1,...,n} é A-mdbdulo.

ii. O conjunto definido por IM = {Z xym; |z € I, m; € M, n € N} é A-submédulo de M.

i=1

Sejam M um A-médulo e N € M A-submédulo. Podemos considerar o conjunto quociente
M/N ={m =m+ N | m € M}, definido pela relacao de equivaléncia m; = my < my; —ms € N.

As operagoes + e - definidas a seguir fornecem a M/N estrutura de A-médulo:

+: M/Nx M/N —s M/N .o AxM/N —s  MJN

(m,m) — m+n=m+n (a,@) +— a-Mm=am
Chamamos M /N de médulo quociente de M por N.

Definigao 1.22. Sejam M, N A-médulos e f € Homa(M,N). O nicleo de f é definido como
Ker(f)y={me M | f(m)=0}. A imagem de f é definida por Im(f) ={f(m) € N | m & M}.

Observacao 1.7. Note que Ker(f) € M e Im(f) € N sao A-submédulos. De fato, sejam
m,n € Ker(f) = 0= f(m)+ f(n) = f(lm+n) = m+n € Ker(f). Seja agora a € A. Segue
que 0 = af(m) = f(am) = am € Ker(f), logo Ker(f) é A-submédulo de M. Analogamente,
sejam f(m), f(n) € Im(f) = f(m)+ f(n) = f(m+n) € Im(f). Por fim, seja a € A. Segue que
af(m) = f(am) € Im(f), logo Im(f) é A-submédulo de N.

Em particular, podemos considerar o médulo quociente Coker(f) = N/Im(f), chamado conicleo

de f.

Proposicao 1.17. Sejam M, N A-médulos e f € Homa(M, N). Entao:
i. f éinjetiva <= Ker(f) ={0};
ii. f é sobrejetor <= Coker(f) = {0}.

Demonstracao.
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i. Note que 0+0 =0 = f(0+0) = f(0) = f(0)+ f(0) = f(0) = f(0) = 0. Assim, se f é
injetiva segue imediatamente que Ker(f) = {0}. Reciprocamente, suponha Ker(f) = {0} e sejam
m,n € M tais que f(m) = f(n). Entéao f(m—n)=0=m—n € Ker(f)={0} == m=n= f¢
injetiva.

ii. Imediato. O

Proposicao 1.18. Sejam M, P A-médulos. Cada f : M — P A-linear induz uma aplicacao
A-linear fy : M/N — Im(f) C P, para cada A-submédulo N C Ker(f).

Demonstragao. Defina
fv:M/N — Im(f)

m — fn(m) = f(m),

fn esta bem definida pois iy = Mg = my —mg € N = my —my € Ker(f) = f(my —my) =0 =
f(my) = f(my) = fn(m1) = fn(mz). Além disso, fy é sobrejetor por construgio e é A-linear,

pois f é A-linear.

Teorema do Isomorfismo. Sejam M, P A-mddulos e f € Homa(M, P). Entao,

M/Ker(f) ~ Im(f).

Demonstragao. Aplicando a proposicao anterior com N = Ker(f) obtemos

fi: M/Ker(f) — Im(f)

3

— Jx(m) = f(m),

A-linear e sobrejetor. Resta mostrarmos que fx ¢ injetiva. De fato, m € Ker(fx) = fx(m) =
f(m) =0=m € Ker(f) =m =0 & M/Ker(f) = fx é injetiva. Portanto, fx é isomorfismo.

]

Observagao 1.8. Sejam M um A-médulo e N € M A-submédulo. Em total analogia com o
caso de ideais, mostra-se que todo A-submédulo de M /N é da forma P/N, onde P C M é um

A-submédulo que contém N.
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Fato 1. Sejam M um A-mddulo e N, P C M A-submddulos. Entao,
N/(NNP) ~(N+P)/P

Demonstragao. Defina ¢ : N — (N + P)/P por p(n) =n+ P =7n. Note que ¢ é A-linear pois
¢ = moi, onde i é a inclusdo de N em N + P e 7 é a sobreje¢ao natural de N+ P em (N + P)/P.

Além disso, Ker(p) = N N P. Assim, o resultado segue do Teorema do Isomorfismo. O

Sejam PN C M A-submédulos de M A-moédulo. Defina: P:y N = {a € A|aN C P} o
ideal condutor de N em P. O caso especial P = 0 nos fornece 0 :y N ={a € A|an =0, Vn €
N\ {0}} o anulador de N. Note ainda que para cada m € M é possivel definir o anulador de m,
O:cam={acA|am=0}.

Dados A-médulos My, ..., M,, o conjunto My & ... & M, = {(my,...,m,) | m; € M;,V i =
1,...,n} é um A-médulo (chamado soma direta de M,..., M, ) com as operagdes naturais:
(my,...,mp)+(m},...,m) = (mi+my,...,my+m),)ealmy,...,m,) = (amy,...,am,), a € A.

Caso importante: M; ~ A,Vi=1,...,n. Notaggo: A® ... A= A".
—_——

n

Definigao 1.23. Um A-médulo M é dito finitamente gerado (sobre A) se existir um subconjunto
n

finito {mq,...,m,} C M tal que M = ZAmi, isto é, qualquer m € M se escreve como m =
i=1

aymy + ...a,m, para certos a; € A, i = 1,...,n. Neste caso, {my,...,m,} é um conjunto de

geradores de M (sobre A). Tal conjunto é dito conjunto minimal de geradores se m; ¢ ZAmj.
J#i
Definig¢ao 1.24. Seja M um A-médulo finitamente gerado. Um conjunto de geradores {my, ..., m,} C
M é dito uma base (de M ) se for linearmente independente sobre A, ou seja, Z a;m; = 0 (com
i=1
ats € A) = a;, =0, Vi=1,...,n. Umn A-mddulo M é dito livre (sobre A) quando admite uma

base.
Exemplo 1.12.

i. Sejam A = K corpo e V K-espaco vetorial. Se dimgV é finita, entao V' é livre como K-moddulo.

ii. A" élivre. De fato, {e1,...,e,}, ondee; = (0,...,0,1,0,...,0), (1 na i-ésima posigao, para cada
i=1,...,n), é uma base, chamada base candnica (sobre A). Note ainda que, se M é finitamente

gerado sobre A entao vale: M é livre & M ~ A" para algum n > 0.
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Lema de Nakayama. Sejam M um A-mddulo finitamente gerado e I C A ideal tal que I C Ry.

Se IM = M, entao M = 0.

Demonstrac¢ao. Suponha por absurdo que M # 0. Entao, existe conjunto de geradores {my,...,m,} C

M que podemos tomar minimal. Como my € {my,...,m,} CM =1IM =

Zx]m], r; €l = (1—x1)m = Zac]m] (J1).

7=1

Pela proposigao 1.14, Ry = {r € A |1 —zy € A*, Vy € A}. Em particular, z; € I C Ry =
1 —x € A*. Seja u = (1 — 1)~ !, multiplicando (%) por u, obtemos m; = Z(uxj)mj =

Jj=2
n

my € Z Amj;, contradizendo a minimalidade de {my,...,m,}. a
j=2

Corolario 1.19. Sejam M um A-médulo e N C M A-submédulo tal que M/N é finitamente
gerado sobre A. Se M = IM + N, onde I C R, é ideal de A, entao M = N.

Demonstracao. Pela prépria estrutura de M /N como A-médulo, temos: I(M/N) = (IM+ N)/N.
Por outro lado, M = IM + N = I(M/N) = M/N, pelo Lema de Nakayama temos M/N =0 =
M= N. [l

Definicao 1.25. Uma sequéncia de A-modulos e aplicagoes A-lineares
—>MZ+1E>M Mi71—>"'

é um complexo se Im(fiy1) C Ker(f;) Vi. Se Im(fi11) = Ker(f;) para algum 4, dizemos que a
sequéncia é erata em 7. Se isto valer para todo i, temos uma sequéncia exata (ou complezo exato).
Observacao 1.9. Sejam M, N, P A-modulos e f, g aplicacoes A-lineares. Entao,

. 0= MLy N éexata f for injetiva.

De fato, a sequéncia em questao ¢é exata < Ker(f) = {0} < f é injetiva (pela proposigao 1.17).

ii. N - P — 06 exata <= g for sobrejetiva.

De fato, a sequéncia acima é exata < Im(g) = P < g é sobrejetiva.
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iii. 0— M -1 N %5 P—06exata <= [ é injetivo, g é sobrejetivo e Im(f) = Ker(g).
Este resultado segue dos itens i. e ii. e da definicao de sequéncia exata. Neste caso, temos uma
sequéncia exata curta, e vale Coker(f) ~ P. De fato, Coker(f) = N/Im(f) = N/Ker(g) ~

Im(g) = P, pelo teorema do isomorfismo para médulos.

fi i fi— . "
M L> M, ; == ... induz sequencias

Note que qualquer sequéncia exata --- — M,
exatas curtas: 0 — Ker(f;) = Im(fiy1) = M; — Im(f;) = Ker(f;—1) — 0. Em particular, cada

f € Homu(M, N) induz a sequéncia exata curta 0 — Ker(f) — M — Im(f) — 0.

Exemplo 1.13. Sejam M um A-médulo, N C M A-submédulo e 7 : M — M/N a projegao

A-linear. Entao, 7 induz 0 - N — M — M/N — 0 (sequéncia exata estrutural).

Sejam (A,9N) anel local e K = A/9M o corpo residual de A. Considere M # 0 A-mddulo
finitamente gerado e MM C M A-submédulo. Note que o A-médulo M/9MM é ndo-nulo, ja que
I é ideal maximal. Além disso, M = MM 4 M = 0 :4 M/9MM, pois a € M = aT = ax =
0, reM=a€c0:y M/MM,eseac0:p M/MM = am =0, me M =am=0= am €
MM = aM C MM = a € MM :4 M. Logo, M/IMM é A/M-médulo, isto é, M/IMM é K-

espago vetorial, e satisfaz dimg (M/IMM) < oo, ja que M é finitamente gerado.

Proposicao 1.20. Sejam (A, ) anel local e M um A-médulo finitamente gerado. Se my, ..., m, €
M sao tais que {my, ...,m,} é base para o K-espago vetorial M /9MM, entao {my, ..., m,} é con-

junto minimal de geradores de M.

Demonstrac¢ao. Afirmamos que M = ZAmZ- + IMM. De fato, seja m € M temos que existem

i=1
n

Ai € A tais que m + MM =Y (A + M) (m; + MM) =Y _(Amg) + MM = m — > (\imy) €

i=1 =1 =1

MM = M = ZAmi + OMMM. Pelo corolario 1.19, M = ZAmZ- = {my,...,m,} gera M.

i=1 =1
n

n
Para a minimalidade, suponha que por exemplo m; € ZAmj. Entao m; = Zajmj e M=
j=2 J=2

mi+IMM = Z(aﬁﬂﬁ) (m+IMM) em M /IMM, que é absurdo, pois (m;+9M)’s sdo linearmente
=2
independentes sobre K.
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Definicao 1.26. A proposicao acima nos permite falar em nimero minimo de geradores de um
modulo M finitamente gerado sobre (A, 9), denotado por p(M) e dado por (M) = dim ajom(M /MM ).
Exemplo 1.14. Seja (A, ) anel local e denote K = A/9M

i. Se M ~ A™ é A-médulo livre entao, M /MM = A" /IMA™ = (A/M)" = K" = dimg(M/MM) =
dimg(K)" =n = pu(A") = n.

ii. Seja I = (z1,...,2,) C M C A ideal tal que z; € (z1,...,Ti—1,Tit1,-..,Tpn), Vi =1,...,n,
sendo xy = z,4+1 = 0 pelo abuso de notagao. Assim, n = u(l) = dimg(I/MI). Se I = M, o

nimero p(M) = dim (MM/M?) é chamado de dimensdo de imersio de A, denotado por edim(A)
ou embdim(A).

Definigao 1.27. Seja A anel. Um A-médulo M é dito Noetheriano se todo A-submédulo U € M

é finitamente gerado.

Proposigao 1.21. Se A é Noetheriano e M é um A-médulo finitamente gerado entao M é No-

etheriano.
Demonstragao. Seja{my, ..., m,} um conjunto de geradores de M. Considere a aplicagao A-linear
¢ : A" — M que associa a cada e; o elemento m; (i = 1,...,n) (claramente sobrejetiva). Com

isso, basta mostramos que qualquer A-submoédulo U C A™ é finitamente gerado, ja que qualquer
A-submodulo de M é imagem por ¢ de algum A-submédulo de A™. Vamos usar indugao em n,
seja u = (uq,...,u,) € U, note que o conjunto formado pelas primeiras coordenadas de u é um

(1) (k))’ o

ideal de A, denote-o por I. Como por hipdtese A é Noetheriano, temos que I = (uy’, ..., u;

assim para n = 1, temos que o resultado é véalido. No caso mais geral, seja u'” € U com a primeira

k
coordenada ugl) (1t =1,...,k). Para algum u € U arbitrario, seja u; = Zaiu(f) com a; € A.
i=1
L 7
Entao u — Zaiu(z) é da forma (0,u,...,u’) sendo assim pertence a U N A", identificando

i=1
A" ! como o A-submédulo de A™ que tem 0 na primeira coordenada. Pela hipétese de inducao,

U N A"~! possui um nimero finito de geradores, {v,...,v;}. Assim, {u® ... u® v, ... v} é

um conjunto de geradores de U. [

Observagao 1.10. Analogamente ao caso de anéis, um A-médulo M é Noetheriano se, e somente

se, toda cadeia ascendente de A-submoddulos é estaciondria.
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Definigao 1.28. Sejam A anel Noetheriano e M um A-médulo. Um ideal primo P C A é dito
primo associado (de M ) se puder ser escrito como um ideal anulador P=0:4 m ={a € A | am =

0} para algum m € M\ {0}. O conjunto dos ideais primos associados de M é denotado Ass,(M).

Proposigao 1.22. Sejam A anel Noetheriano e M um A-mddulo. Entao, Asss(M) ={P C A
ideal primo | A/P ~ N, para algum A-submédulo N de M }.

Demonstracao. Seja P € Assa(M). Entao P = 0 :4 m para algum m € M \ {0}. Considere o

homomorfismo
fm: A — M

A — am

Note que Ker(f,) ={a€ A|am =0} =0:4 m = P. Logo, pondo N = I'm(f,,), pelo teorema
do isomorfismo, obtemos A/P ~ N. Inversamente, seja P C A ideal primo tal que A/P ~ N com
N C M A-submédulo. Assim, existe isomorfismo g : A/P — N.

Afirmagao: P =0:4 g(1).

Mostremos a primeira inclusdao, P C 0 :4 g(1). De fato, v € P = 7 =0 = ¢(T) = g(0) = 0. Por
outro lado, 0 = g(Z) = g(T 1) = zg(1) = x € 0 :4 g(1). Agora a segunda inclusdo, 0 :4 g(1) C P.
Tome y € 0:4 g(1) = yg(1) = 0= g(yl) = g(7) = 0=y € Ker(g) ={0} == y=0=y € P.
Assim, P=0:4 g(1) = P € Assa(M).

Proposicao 1.23. Sejam A anel Noetheriano e M um A-médulo. Entao,
i. P C A éideal primo = Asss(A/P) = {P};
ii. Assa(M)=0<= M =0.

Demonstracao.

i. A inclusio {P} C Asss(A/P) é clara, pois para qualquer z € A\ P vale: P =P :p 12 =0 :4
T = P € Assa(A/P). Seja agora Q € Assa(A/P), entao 3z € A\ P tal que Q =0 :4 7, logo
Q=P :,x=P.

ii. A implicacdo M = 0 = Asss(M) = 0 segue imediatamente da definigdo. Suponha agora que

Assa(M) =0, e por absurdo que M # 0. Logo, a familia de ideais anuladores A = {0:4 m | m €
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M \ {0}} é ndo-vazia. Como A é Noetheriano, 2 possui um elemento maximal (com respeito a
inclusao). Seja @ = 0 :4 n o tal elemento, para algum n € M \ {0}. Sejam x,y € A tais que
xy € @ e suponha que y ¢ ). Afirmamos que x € ). Note que zy € Q = 0 :4 n = xyn =
0=2€0:4 (yn). Como yn # 0 (pois y € Q) tem-se 0 :4 (yn) € 2A. Pela maximalidade de @,
vale 0 :4 (yn) CQ =0:4 n = = € Q. Isso mostra que @ é primo, e sendo @ = 0 :4 n, tem-se

Q) € Assa(M), absurdo ja que supomos Assa(M) = (). ]

Proposicao 1.24. Seja 0 - N — M — M/N — 0 uma sequéncia exata curta de médulos sobre

A anel Noetheriano. Entao:
Assa(N) C Assa(M) C Assa(N) U Assa(M/N).

Demonstrag¢ao. A inclusao Assa(IN) C Assa(M) é clara. Seja P € Assa(M) \ Assa(N). Quere-
mos mostrar que P € Assa(M/N). De fato, 3 m € M \ N tal que P = 0 :4 m. Em particular,
PCN:ym=PCN:ym=0:4m.
Afirmagao: Am N N = 0.
Suponha por absurdo que AmN N # 0. Entao, pela proposigao 1.23, 3 Q € Assa(AmN N), logo:
Q € Assa(Am N N) C Asss(Am) = Assa(A/P), através da aplicacao A-linear f : A — M
definida por a — am, que possui Ker(f) = P e Im(f) = Am, pelo teorema do isomorfismo
A/P ~ Am. Assim, ) = P, ja que Assa(A/P) = {P}. Mas P € Assa(Am N N) C Assa(N) =
P € Assy(N), que é absurdo. Portanto, Am NN = 0. Tinhamos P C 0 :y m = N :4 m.
Mostremos que N :y m C P. De fato, sejaa e N:ym=am e NNAm=0=am =0=a €
0: Am = P. Assim, P=0:4m = P € Asss(M/N). O
Proposicao 1.25. Seja A anel Noetheriano. Entao, U P =Z(M), onde Z(M) = {a €
PeAss 4 (M)
A | am = 0, para algum m € M \ {0}}, ou seja, Z(M) é o conjunto dos divisores de zero de M.
Demonstragao. Os elementos de P € Assa(M) claramente sdo divisores de zero de M, ja que
P =0 :4 m para algum m € M nao-nulo. Inversamente, seja a € A tal que am = 0 para algum
m € M\ {0}, pela proposigao anterior, temos que Asss(Am) # ) = 3 P C A ideal primo e

a' € A\ {0} tal que P =0:4 (a/m) = a € P ji que a(a'm) = a’(am) = 0. O
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Proposigao 1.26. Sejam A anel Noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado, M # 0.

Entao, existe uma cadeia de A-submaddulos de M,

0=MyC M, CMC...C M, =M,

tal que M;/M; 1 ~ A/P;, Yi=1,...,n,onde P, é ideal primo para todoi =1,...,n.

Demonstragdo. M # 0 = Assa(M) # () = 3 P, € Asss(M). Pela proposicao 1.22, 3 M; C M
tal que A/P; ~ M. Se M; = M entao, considere a cadeia 0 C M, com M = M; ~ A/P;. Se
M; C© M entdo M/M; # 0 = 3 P, € Assa(M/M;) = A/Py ~ M,/M; para algum A-submdédulo

My C M tal que 0 C My € My € M. Procedendo dessa forma, obtemos uma cadeia

0=My G M C MG ... (2)

sendo A Noetheriano e M A-moédulo finitamente gerado temos que M é Noetheriano, assim a

cadeia (J2) ¢ estacionaria. Portanto, para algum natural n < oo, M, = M. O]

Teorema 1.27. Sejam A anel Noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado, M # 0. Entdo,

Assa(M) € finito. Em particular, Assa(A) € finito.

Demonstragcao. A proposicao anterior fornece uma cadeia

0=MyC M, CMC...CM,=M,

com M;/M; 1 ~ A/P;, e P; ideal primo para ¢ = 1,...,n. Tome a sequéncia exata curta

0—)M1—>M2—>M2/M1—>0

Logo, Assa(My) C Assa(Ms) C Assa(My)|J Assa(Ms/My). Note que My ~ A/ Py = Assa(M;) =
{P1}, e My/My ~ A/Py = Assa(My/My) = Py. Assim, Ass(Ms) C {Py, P,}. Agora, tome

0—>M2—>M3—>M3/M2—>0

Logo, Assa(Ms3) C Assa(Ms)|J Assa(Ms/Ms), e como Assa(Ms/My) = {Ps}, pois Ms/My ~
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A/ Ps, temos que Assa(Ms) C {Py, Py, P3}. Procedendo analogamente, e denotando por n o indice
de estabilizacdo da cadeia (isto é, M,, = M), obtemos Assa(M) = Assa(M,) C {P1,..., P} =
|Assa(M)] < 0. O

Corolario 1.28. Sejam A anel Noetheriano e M um A-médulo finitamente gerado. Se I C A é
um ideal que contém apenas divisores de zero de M entdo existe m € M \ {0}, tal que I'm = 0.
Demonstracao. Por hipdtese temos que [ C U P =1CcC UR-, ja que pelo teorema

PcAssys(M) 1=1
anterior, Assa(M) = {P,...,P,}, assim, pelo Lema da esquiva, I C P; € Assa(M) para algum

j=1,...,n=3Ime M\ {0} tal que Im = 0. O



Capitulo 2

Um pouco de teoria homoldégica

2.1 Profundidade de um modulo

Definigao 2.1. Seja M A-mdédulo. Um elemento a € A é dito M -elemento regular (ou nao-divisor
de zero de M) se ax = 0 com x € M implicar x = 0. Uma sequéncia {as,...,a,} de elementos

de A é chamada M -sequéncia reqular se:
i. M # (ay,...,a,)M,;
ii. a;11 é nao-divisor de zero de M/(ay,...,a;)M, parai=0,...,m — 1.

Denotando M; = M/(ay,...,a;)M, a condi¢ao ii. é equivalente a aplicagdo A-linear

/Lai+1 : M,L — M,L

T > ;41T

ser injetiva para cada ¢ = 0,...,m — 1. De fato, a;;; é nao-divisor de M/(ay,...,a;)M <=
4T =0, 2 € M =7 =0<+= Ker(ug,,) = {0} < pq,,, é injetiva. Em particular, a; ¢

nao-divisor de zero de My = M.

Sejam A anel Noetheriano, M A-moédulo finitamente gerado e I C A ideal tal que IM # M. Se
{ai,...,a,} é M-sequéncia regular, aq,...,a, € I, entdao (ay,...,a;)M # (a1,...,a;1)M, Vi =

1,...,m — 1. De fato, suponha por absurdo que (ay,...,a;)M = (ai,...,a;:1)M = M,; =

M M _
(a1,...,a5,ai41)M

M1, assim fi,,,, ndo seria injetiva, que é absurdo. Logo, (a1, ..., a;) M #

26
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(a1,...,a1)M, Vi=1,....m—1.

Sendo M A-médulo sobre A anel Noetheriano, temos que qualquer M-sequéncia regular {ay, ..., a;,}
coma; € I, Vi=1,...,m, pode ser alongada a uma sequéncia reqular mazrimal, isto ¢, a uma
M-sequéncia regular {ay,...,a,} € I (n > m) tal que qualquer a € I é divisor de zero de
M/(aq,...,a,)M, o resultado segue do fato de que A é Noetheriano, logo todo ideal de A possui

um numero finito de geradores.

Lema 2.1. Sejam A anel Noetheriano, M A-moddulo finitamente gerado. Sejam a,b € A tais que
{a,b} é uma M-sequéncia regular e b ndo é um divisor de zero de M, entdo {b,a} também é uma

M-sequéencia regular.

Demonstragao. De fato, a condi¢ao i. para {b,a} ser M-sequéncia regular é trivialmente satisfeita.
Resta-nos mostrar que a nao é divisor de zero de M/bM. Para isto, suponha por absurdo que a
seja divisor de zero de M /bM, entao existiria m € M tal que m ¢ bM com am = bm' (m’ € M).
Sendo {a,b} M-sequéncia regular devemos ter m’ € aM assim, m’ = am” para algum m” € M.
Assim, am = bm/ = bam” = a(m — bm") = 0, como a ¢é nao-divisor de zero de M temos que

m —bm” =0 = m =bm”, que é absurdo, ja que m & bM. H

Proposigao 2.2. Sejam A anel Noetheriano, M A-médulo finitamente gerado e I C A ideal tal
que IM # M. Entao, quaisquer duas M-sequéncias regulares maximais em I possuem o mesmo

numero de elementos.

Demonstracao. Entre todas as M-sequéncias regulares maximais em [ existe uma com o niimero
minimo de elementos n. Vamos mostrar o resultado usando indugao em n. Se n = 0, entao [
consiste apenas de elementos divisores de zero de M, e nao a nada a ser mostrado. Por isso, sejam
n > 0, {ay,...,a,} uma M-sequéncia regular maximal em [ e {b,...,b,} outra M-sequéncia
regular em /. Mostremos que I consiste apenas de divisores de zero de M/(by,...,b,)M.

Sen = 1 entao I consiste apenas de divisores de zero de M /a; M. Pelo corolério 1.28, existe m € M
com m & a; M tal que I'm C a; M. Em particular, bym = a;m’ para algum m’ € M. Se tivéssemos
m’ € by M entao terfamos m’ = bym” = bym = a;bym” = by(m —aym”) = 0 = m = aym” ja
que para o caso n = 1 b; é nao-divisor de zero de M, o que implica m € a; M, absurdo, assim

m' & by M. Como ayIm’ = Ibym C a;by M temos que Im' C by M, ja que a; também é nao-divisor
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de zero de M, e portanto I consiste apenas de divisores de zero de M /by M.

Se n > 1, denote M; = M/(ay,...,a;)M e M/ = M/(by,...,b;))M, i=0,...,n—1, e tome c € [
tal que ¢ é nao-divisor de zero de M; e M| para todo i = 0,...,n — 1, note que tal ¢ existe, pois
pela proposi¢ao 1.25 o conjunto dos divisores de zero de M; e M/ é a unido dos ideais primos
associados de M; e de M}, que pelo teorema 1.27 é uma uniao finita, e além disso, que I nao esta
contido em nenhum desses ideais primos associados, ja que se estivésse, terfamos que I consiste
apenas de divisores de zero de M.

Assim, aplicando o lema anterior repetidamente, obtemos que {c,a1,...,a,-1} e {¢,b1,...,b,_1}
sao M-sequéncias regulares em I, onde {c,as,...,a,-1} é maximal, desde que {as,...,a,-1,c} é
maximal com base no caso n = 1 (aplicado a M,,_;) tratado anteriormente. Entao, {ai,...,a, 1}
e {b,...,b,_1} sdo M/cM-sequéncias regulares em [; a primeira é maximal, entdo por hipdtese
de indugao a segunda também é. Mas, se {b1,...,b,_1,c} é M-sequéncia regular maximal, entao

{b1,...,b,} também o é, novamente pelo caso n = 1. O que prova a proposigao. O
Esta proposicao nos permite estda bem posta a seguinte definicao:

Definicao 2.2. Sejam A anel Noetheriano, M A-moédulo finitamente gerado e I C A ideal tal
que IM # M. O ntmero de elementos de uma M-sequéncia regular maximal em I é chamado de
profundidade de I em M, denotado por prof(I,M). Se (A,9) é anel Noetheriano local, entao
chamamos prof (9, M) de profundidade de M e escrevemos prof(M). Em particular, definimos
prof(A), a profundidade de um anel A.

Note que prof(I, M) = 0 <= I consiste de apenas divisores de zero de M. Além disso, se (A, )

¢ anel Noetheriano local, entao prof(M) = 0 é equivalente a M € Assa(M).
Proposicao 2.3. Sejam A anel Noetheriano, M A-mdédulo finitamente gerado e I C A ideal tal
que IM # M. Se {ay,...,a,} é uma M-sequéncia regular em I, entao

prof(I,M/(al,...,am)M) :pTOf([,M)—m.

Demonstragao. Seja {ai,...,a,} (n > m) uma M-sequéncia regular maximal. Assim, temos que
prof(I, M) = necomob =0 < b € (ay,...,an)M segue que prof(I,M/(a,...,am)M) =

n—m. O
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A proposicao a seguir vai relacionar a profundidade com o nimero de geradores de um ideal.

Proposicao 2.4. Sejam A anel Noetheriano, M A-médulo finitamente gerado e I C A ideal tal
que IM # M. Considere n o nimero de geradores de I e prof(I, M) = m. Entao, m < n e existe
um conjunto de geradores {a; ..., a,} de I para o qual {ay,...,a,} é uma M-sequéncia regular.

Demonstragao. Seja {ai,...,a,} um conjunto de geradores de I e seja (aj,...,ax) C U P,
PEAssa

(a1,...,a541) & U P parak=0,...,n. Se k =n, entao I C U P = I consiste apenas
PecAssy PcAssy
de divisores de M, o que implica prof(I, M) = 0, e o resultado é vélido. Se k < n, mostremos

que existe b € I nao-divisor de zero de M tal que (ai,...,a,y1) = (b,aq,...,a;). Passando para
M/bM e I/(b), o resultado segue por indugao.

Seja {Py,...,Ps} o conjunto dos elementos maximais de Ass,s(M) (com respeito a inclusao).
Por hipétese existe um elemento da forma a + ragy; com a € (ay,...,ax), r € A, que nao

S
pertence a UPl' Se apy1 € Pyparai =1,...,0 e a1 € P; j = o+ 1,...,s, entao tome

=1
s

te ﬂ P, t¢ UP" e defina b = ta+ agy ;. Entdo, b P, (i =1,...,s), ou seja, b é nado-divisor

j=o+1 i=1

de zero de M. Além disso, (aq,...,ar41) = (b, a1,...,ax).
O
2.2 Dimensao homolégica de um moddulo
Sejam A anel Noetheriano e M A-médulo finitamente gerado. Considere {z1,...,z;,} um

conjunto de geradores de M, e defina a aplicagao A-linear ag : A™ — M por ag(ay, ..., ay,) =

a121+ . ..+ apmTy, (que é claramente sobrejetiva). Esta construgao é equivalente a sequéncia exata

curta
0 — Ker(ag) — A™ 2% M — 0.
Neste caso, Ker(ag) é denominado mddulo de relagoes dos geradores xi, ..., x, e denotado por

Syz(M), mais precisamente, Syz(M) = {(by,...,by) € A™ | by + ... + bpx, = 0}, cada
(b1,...,bm) € Syz(M) é chamado sizigia de M (a rigor, de {x1,...,2,}). Sendo A Noetheriano,

temos que Syz(M) é finitamente gerado, assim podemos proceder da seguinte forma: suponha que
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Syz(M) seja gerado por m; elementos, assim podemos considerar a sequéncia exata curta,
0 — Syz(Syz(M)) = Syz*(M) — A™ — Syz(M) — 0,

que por composi¢ao obtemos

A™ — A" — M — 0,

chamada de apresentacao livre de M. Assim, podemos iterar este processo, o que sera indicado
por

onde entende-se que Ker(a;) = Im(aq1), @ = —1,0,1,2,... , identificando «_; pela aplicagao
A-linear nula. Uma sequéncia como em (¥3), isto é, uma sequéncia exata de A-mddulos livres é
chamada de resolucao livre de M

Uma tal sequéncia ¢ infinita, em principio. Mas podemos truncé-la em qualquer etapa, tornando-a
finita:

0 — Syz™ (M) — A"t — ... - A™ - A™ — M — 0.

Neste caso, ndo estamos tratando mais de uma resolugao livre, ja que Syz™" (M) pode nao ser
livre. Se suceder que Syz™" (M) é livre, entao temos uma resolugao livre finita, de comprimento

n = numero de modulos livres menos um. Isto motiva a seguinte definicao:

Definicao 2.3. Sejam A anel Noetheriano e M A-moddulo finitamente gerado. A dimensao ho-
mologica de M é o comprimento de uma resolucao livre finita de M de menor comprimento
possivel, denotada por dhs(M). Quando estiver implicito o anel A em questao, escrevemos

dha(M) = dh(M). Se M nao admitir resolucao livre finita, entao dh(M) = occ.

Lema de Schanuel. Sejam A Noetheriano e M A-mddulo finitamente gerado. Dadas duas

sequéncias exatas de A-mddulos

0= K, ™3 F, &% . % B %5 M — 0

! /
Ap—1 Ap_2 o

0—>K;—>F,;_1—>---ﬂ>Fé—/>M—>O
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onden > 1 e F;, F] sao A-modulos livres para i =0,...,n — 1. Entdo,
K,®F &F, & - -~K ®F, ®&F ,®---
Demonstracao. Mostremos por inducao em n. Considere o caso n = 1:

0K 25 F -5 M-=0

a/

0= K| =% F 25 M—0.

Vamos mostrar que

De fato, sendo Fj, F) A-médulos livres e o, o aplicacoes A-lineares sobrejetivas, existem
aplicagoes A-lineares v : Fy — Fjj e~ 1 F| — Fj tais que a = o/ oy e o/ = ao~/. Para
cada (z,y) € Fy @ F| seja f(z,y) = (z,y — y(x)) e f(z,y) = (x —+'(y),y), note que 3, §' sao
isomorfismos de Fy @ F} em Fy @ F}j, com efeito, 5 é A-linear, pois se (z,y), (z,w) € Fy@® F{ entao
B(29) + (20)) = (@ + 2,y +w =2 +2) = (2 + 2,y + 0 — 1) — 7)) = (8,5 —2(z)) +
(z,w —(2)) = B(x,y) + B(z,w); assim como, se a € A entdo B(a(z,y)) = (ax,ay — y(az)) =
(az,ay—ay(z)) = a(x,y—~(z)) = af(z,y). Mostremos agora que (3 é injetiva, se (x,y) € Ker(p)
entdao B(z,y) = (x,y — y(z)) = (0,0) o que implica que x = y = 0, assim (3 é injetiva. Por
fim, se (¢,d) € Fy @ Fj entdo, tome x = ¢ e y = vy(c) + d (que faz sentido pois y(c) € F{) e
obtenha 5(z,y) = B(c,v(c) +d) = (¢,v(c) +d —7v(c)) = (¢,d), mostrando a sobrejetividade de 3,
analogamente mostra-se que 3’ é isomorfismo. Além disso, observe que 87 (z,y) = (z,y + v(2)),
assim defina ¢ = 37! o 3. Identificando K; como Im(cag) C Fy e K| como I'm(aj) C F}. Mos-
tremos agora que ¢ : Ky & Fj — Fy @& K| é isomorfismo, com isso o resultado é obtido, ja que

i. ¥ estd bem definida. De fato, seja (x,y) € K; & I} = (z,y) = 871 (z,y)) = 87z —

YWy = (@ =AWy +v =) = @ =),y + (=) —7(y'())- Basta mostrarmos
que y + vy(z) — v(7/(y)) € K} para ¢ estd bem definida, mas como K| = Im(ap) = Ker(a/)

basta verificarmos que o/(y + v(x) — v(7/(y))) = 0 € M. De fato, o/(y + v(x) — v(+'(y))) =
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a(y) + o' (7(x) = ' (v(v'(y)) = & (y) + a(x) — &'(y) = a(x) = 0 pois = € K;.

ii. v é aplicacdo A-linear. Se deve ao fato de 3! e 3’ serem aplicacoes A-lineares.

iii. ¢ é injetiva. De fato, seja (z,y) € Ker(v) = ¥(z,y) = (z — Y (y),y + v(x) — v(+'(y))) =
(0,0) =z =7"(y) ey+7(x) =7(Y[¥) =0=y+7() =) =0=y =0= 2z =0. Assim, ¢
é injetiva.

iv. 1 é sobrejetiva. De fato, seja (¢, d) € Fy® K, vamos mostrar que existe (z,y) € K; ® F} tal que
Y(z,y) = (¢,d). Tomey =d—(c) e x =~'(d)—+'(v(c))+¢, perceba que isto é possivel pois K| ~
Im(ag) C F§, logo podemos tomar y = d—y(c) e para mostrarmos que = v'(d) —'(y(c)) +c estd
bem posto, basta percebermos que a(z) =0 € M, ji que K7 ~ Im(ag) = Ker(a). Com efeito,
a(r) = a(y'(d) =+ (7(c)) + ¢) = a(v'(d)) — a(y'(v(c)) + alc) = &/(d) — a(c) + afc) = a'(d) =0
pois d € K{. Por fim, fagamos a verificagdo da sobrejetividade:

b, y) = D (d) =7 (1) + 6 d—(e)) = (7(d) — 7 (+(€) + e~ (d = (), d = () +1(+/(d) —
7 (1) +6)=v(v'(d=7(e)))) = (¢, d=r(e)+7 (v (d)) =7 (7' (7(€))) +7(e) =7 (v (d)) +7 (7' (7(e)))) =
(c,d).

Assim, finalizamos o caso n = 1. Suponha agora n > 1 e que o resultado seja valido para n — 1.

Sejam K, 1 = Im(a,—2), K _; = Im(cl,_,). Entao

n

K, \®@F, 2@®F, 30 ~K, 1®F, ,®F, 5®--,

com isso obtemos as seguintes sequéncias exatas (provenientes das sequéncias exatas 0 — K,, —

Fo1—-K,1—-50e0—-K —-F _,—-K ,—0)

0_>Kn%anl@Fr/L,QEBanB@"'%anl@péfg@pnf?)@“'%o

0K, —F | ®F 20F, & =K, &F, s®F _,&---—0

Aplicando o caso n = 1 nas sequéncias acima, obtemos o resultado. O
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Lema da Serpente. Dado

0 0 0
\ \ \
K, K, K
1 1 l
0 — M = M = My — 0
In dre ds
0> N N BN S oo
\ \ \
c, Cs Cy
\ \ \
0 0 0

um diagrama comutativo de A-mddulos e aplicagcoes A-lineres exato, isto €, as linhas e as colunas
do diagrama sao sequéncias exatas e o diagrama comuta no sentido que ¥y 0 ¢y = 1 07 €
V30 a9 = By 0. Sejam ol K; — Ky e Bl C; — Cipr (1 = 1,2) aplicagoes A-lineares

mduzidas por oy e B;. Entdo, existe aplicacdo A-linear § : K3 — C tal que a sequéncia
0-)[(1&[(2&[(3%01&02&03—)0 (*4)

€ exata.

Demonstrag¢ao. Consideremos as aplicagoes injetivas do diagrama como sendo inclusoes.

i. Construcao de 9. Para cada z € K3 tome 2/ € M, tal que as(2’) = x, isto é possivel pois s
é sobrejetiva, assim defina ' = vo(2'). Assim, fB2(y") = Y3(aa(z’)) = v3(x) = 0, ja que z € K3,
entdao 3y € Ker(fy) = N;. Defina 6(x) como sendo a imagem de 3y’ em C;. Mostremos que ¢
esta bem definida, ou seja, que nao depende da escolha do z’, de fato, sejam x” € M; tal que
az(2") =z ey’ = y(2"), entao 2’ — 2" € Ker(az) = Im(a;) o que implica, 3 m; € M, tal que
aj(my) = 2’ — 2", e como o diagrama é comutativo va(ay(my)) = Ye(z' — 2”) = fi(1(my)), e

como f3; é injetiva, temos que Yo(z' — z”) = Yo(2') — o (2") =y —y” € Im(y1). Assim, ¢ e ¢/’
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tem a mesma imagem em (' pois denotando a aplicagao A-linear de N; em C; por f, temos que
Im(y) =Ker(f)= f(y —y") =0= f(y') = f(y"). Portanto, § estd bem definida. Além disso,

segue de imediato que ¢ é uma aplicacao A-linear, pois ¢ é a composicao de aplicagoes A-lineares.

ii. Exatidao de (¥4) em Kj3. Mostremos que Ker(d) C Im(al), de fato se 6(x) = 0 entao ¢y’ €
Ker(f) = Im(v). Assim, seja y” € M; tal que vy (y”) = ¢/ e defina 2" = ay(y”), entdo aq(z’ —
") = ao(2) — as(2”) = an(2’) — an(a1(y")) = z, j& que vy’ € M. Além disso, (2’ — ") =
Yo(x") — (") =y — (a1 (y") =y — P1(11(¥")), j& que o diagrama é comutativo, e por [; ser
injetiva, temos que yo(2' —2") =y —n(y") =y —y = 0= 2’ — 2" € K,. Portanto, x € Im(cs).
Mostremos agora a inclusao I'm(aj) C Ker(d), de fato se x € Im(a4) entao existe a € Ky tal que

xr = dy(a) = y2(a) = 0 pois a € Ky, portanto §(z) = 0=z € Ker(J).

iii. Exatidao de (%4) em C;. Mostremos que Ker(8;) C Im(6), de fato se z € Ker(f]) entao
z € (', denote por y € N; o elemento que representa z em N; e por g a aplicagdo A-linear de
Ny em Cy, sendo assim, g(f1(y)) = 0 = B1(y) € Ker(g) = Im(~,). Logo, existe ' € M, tal
que Yo(z') = B1(y). Tome x = az(a’), pela definigao de 0 temos que 6(x) = z, 0 que mostra a
primeira inclusao. Mostremos agora a inclusao Im(d) C Ker(f]), seja b € Im(d) vamos verificar
que S1(b) = 0, de fato f1(b) = B1(d(z)) para algum = € K3 = [1(b) = g(v'), com ¢y = 72(2’), onde
y' representa b em Ny, para algum 2’ € M, tal que as(2') = x = 51(b) = 0, pois ¥ € Im(v,) =
Ker(g).

iv. Exatidao de (J4) em K, ou seja, a injetividade de o. Segue do fato de « ser injetiva.

v. Exatidao de (4) em K,. Equivalentemente, Im(a)) = Ker(a}), segue de imediato de Im(ay) =
Ker(as).
vi. Exatidao de (J4) em Cy. Equivalentemente, Im(f5]) = Ker(/3}), segue de imediato de Im(3;) =

Ker (/).

vii. Exatidao de (¥4) em C3, ou seja, a sobrejetividade de S5. Segue do fato de (5 ser sobrejetiva.

]
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Definigao 2.4. Sejam (A,9) anel local Noetheriano e M A-mddulo finitamente gerado. Uma

resolucao livre de M
n Qp—
N N M NN g |

¢ chamada minimal se Im(a,) C9MFE,, Vn € N.

Denotando K,, = Im(a,_1) para n > 1, segue que u(Fy) = u(M) e u(F,) = p(K,) para
n > 0. De fato, Im(ag) € MFy C Fy induz a sequéncia exata Fy/Im(ag) — Fo/9MEFy — 0, o
que implica p(Fo/Im(ag)) > p(Foy), mas como I'm(cg) = Ker(a), pelo teorema do isomorfismo,
Fo/Im(ag) ~ M, logo (M) > u(Fp). A desigualdade u(M) < u(Fpy) é clara pois a é sobrejetiva.
Portanto, u(M) = u(Fp). Analogamente para u(F,) = u(K,), n > 0.
Além disso, note que qualquer A-médulo M (nas condigoes da defini¢ao acima) possui resolugao
livre minimal, basta escolher Fj tal que pu(Fy) = p(M), assim K; = Ker(a) C MFy. Em seguida

escolha Fi tal que u(Fy) = pu(Ky), e assim por diante.

Proposicao 2.5. Sejam (A, 9) anel local Noetheriano e M A-mdédulo finitamente gerado. Dadas
duas resolugoes livres minimais de M
N i L gy gy

’
Ap—1 o

S FISE s SS B Y M 0
tem-se u(F,) = u(Fl), VneN.

Demonstragao. Procederemos por indugao. Temos que p(Fo) = p(Fy) = w(M). Assim, defina

K, = Im(a,—1), K], = Im(a),_,) para n > 1. Pelo Lema de Schanuel,
KnEBFrll,1®Fn72®ZKL@anl@F/l,QEB .

Supondo que p(F;) = p(F;) para i < n, segue do caso 1 que u(F,) = u(K,) e p(K)) = pu(F)), e
pelo Lema de Schanuel que u(F,) = pu(K,) = p(K)) = p(F)). O

Os invariantes ; = u(F;) sao chamados nimeros de Betti do A-médulo M. Por defini¢ao, os
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nimeros de Betti de um anel A sdo os nimeros de Betti do A-médulo A/M.

Finalmente, o resultado principal deste trabalho:

A igualdade de Auslander-Buchsbaum. Sejam (A, 9) anel local Noetheriano e M A-mddulo

finitamente gerado. Se dh(M) < oo, entdo

dh(M) + prof (M) = prof(A).

A demonstragao requer uma certa preparacao.
Sejam 0 - K — F' — M — 0 uma sequéncia exata com F' A-médulo livre e x € 1. Considere o

seguinte diagrama comutativo com linhas e colunas exatas

0 0 0
\ \ \
K’ F’ M’
\ \ \
0 — K - F = M — 0
Jhe i b
0 — K - = M — 0
\ \ \
K/zK F/zF M/zM
\ \ \
0 0 0

onde u, : M — M ¢é aplicagao A-linear que associa a cada m € M o elemento xm € M
e M'={m € M | zm = 0} = Ker(u,), a mesma definicao é vélida para F' e K', ou seja,

F' = Ker(u,) em F e K' = Ker(u,) em K. Assim, pelo Lema da Serpente,

0K = F - M — K/xK - F/zF — M/zM — 0 (%s5)

é exata.
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Nesse contexto, considere os seguintes lemas:

Lema 2.6. Se = é nao-divisor de zero de M, entao M é livre se, e somente se, M /xM é livre como

A/(z)-médulo.

Demonstra¢ao. Suponha que M seja livre, seja {mq,...,m,} C M uma base para M. Afirmamos
que {my +xM,...,m,+xM} é base de M/xM como A/(x)-mbdulo. De fato, claramente {m; +
aM,...,m, +xM} gera M/xM, assim se (a; + (x))(mq + M) + ...+ (ar + (z))(m, + M) =
(0+axM) em M/xM, para a; + (z) € A/(x), i =1,...,r, entdo aymy + ...+ a,m, = xm, para
algum m € M = aym; + ... + a,m, = x(bymy + ...b.m,), para certos bis € A, o que implica
(ay — byx)my + ... + (abyx)m, = 0 = a; = b;x, pois my,...,m, sdo linearmente independentes
sobre A. Sendo assim, a; € (z) = (a; + () = (0+ (z)),Vi=1,...,r.

Reciprocamente, suponha que M/xM é A/(x)-médulo livre. Podemos supor que u(F) = u(M),
basta considermos um conjunto de geradores minimal de M, e associar F' ao A-mddulo livre
A", onde r é o nimero de elementos do tal conjunto minimal. Assim, F/zF — M/xM é um
isomorfismo, pois u(F) = p(M) e M/xM, F/zF sao A-mdédulos livres. Como x é nao-divisor
de zero de M, temos que M’ = (0) o que implica K/zK = (0), pela exatidao de (¥%s5), assim
K = zK, aplicando Lema de Nakayama a K e (z) C 9t obtemos que K = 0 e portanto M ~ F

que é livre. O

Lema 2.7. Se x é nao-divisor de zero de A e M, entao

dhA(M) = dhA/(ﬁ)(M/xM)

Demonstra¢ao. Como x é nao-divisor de zero de M, M’ = 0 e obtemos a seguinte sequéncia exata
0 - K/zK — F/aF — M/xM — 0. Note ainda que F’ = 0, de fato sendo F livre, existe
m € N tal que F' ~ A™ mostremos que F' = 0: seja f € F' = 3 (a1,...,a,) € A™ elemento
correspondente a f, como zf = 0 temos que z(ai,...,a,) =0 = (ai,...,a,) = 0 j& que x é
nao-divisor de zero de A por hipédtese, assim f =0 = F’ = 0. E sendo I’ = 0 temos que K’ = (0),
ou seja, x é nao-divisor de zero de K.

Se ambas as dimensoes homolégicas da igualdade em questao sao infinitas, nada a ser mostrado. Se



CAPITULO 2. UM POUCO DE TEORIA HOMOLOGICA 38

dha(M) = 0 entao M ¢ livre, logo pelo lema anterior M/xM ¢é livre, sendo assim dh () (M /xM) =
0, analogamente se dh ) (M/xM) = 0. Agora suponha dh,(M) = m, com 0 < m < oo. Logo,
dha(K) = m — 1, procedendo por indugao, podemos supor que dha ) (K/xK) = dha(K). E
como dh ) (M/xM) # 0, segue que

dhA/(x)(M/xM) = dhA/(x)(K/$K) +1= dhA(K) +1= dhA(M)

A igualdade (=) é justificada pelo fato de = ndo ser divisor de zero de K, provado anteriormente.

Um argumento similar se dha; ) (M/xM) =m com 0 < m < oo. O
Lema 2.8. Se prof(A) > 0. E prof(M) = 0, entao prof(K) =1
Demonstragao. Como prof(A) > 0, existe x € 9 tal que x é ndo-divisor de zero de A. Neste

caso, (%) produz a seguinte sequéncia exata

0> M — K/zK — F/xF — M/xM — 0.

pois, sendo F' livre, existe m € N tal que F ~ A™, mostremos que F’ = 0, de fato, seja f €
F'= 3 (ay,...,a,) € A™ elemento correspondente a f, como zf = 0 temos que z(ay,...,ay) =
0= (ay,...,a,) =0 ja que x é nao-divisor de zero de A, assim f =0 = F' = K’ = 0. Sendo

prof(M) = 0, temos que 9 consiste apenas de divisores livres de M, com isso, pelo corolério
1.28, existe m € M \ {0} com Mm = 0. Em particular zm = 0, assim, m € M’, o que implica
M € Ass(M') pois M = 0 :4 m, ji que Mm = 0 garante M C 0 :4 m e a outra inclusdo é
garantida pelo fato de A ser anel local, porque se am = 0, a € A entao a pertence a algum ideal
maximal de A, sendo 9t o tnico ideal maximal de A, temos a € M. Portanto, M € Ass(K/zK)
o que implica que 9 consiste apenas de divisores de zero de K/xK, ou seja, prof(K/zK) = 0.

Como x é nao-divisor de zero de K pois K’ = (0), temos que prof(K) = 1. O

Demonst. (Igualdade de Auslander-Buchsbaum).
Seja n = dh(M) e

Qn—1

0= F, "2 F1— - 55 M—=0 (%)

uma resolugdo livre minimal para M, K; = Im(a;_1) (i =1,...,n).
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Mostremos o resultado por inducdo em d = prof(A). Se d = 0 entdo existe v € A\ {0} tal que
9 = 0. Sen > 0, entao F,, C MF,_1 o que implica xF, C zMF,_1 = (0), assim F,, = 0,
que € um absurdo. Portanto, n = 0, M ¢€ livre, logo M ~ A™ para algum m € N, o que implica
prof (M) = prof(A) = 0.

Agora seja d > 0 e suponha que o resultado € vdlido para anéis com profundidade menor que d.
Se prof(M) > 0, entao existe z € M tal que x € nao-divisor de zero de A ou M, ji que M ¢ |J P
sendo P € Ass(A)U Ass(M). Assim, prof(A/(x)) =d— 1, prof(M/azM) = prof(M) — 1, pelo
lema 2.7, dhajwy(M/xM) = dh(M). Pela hipdtese de indugdo, dha ) (M/xM)+prof(M/xM) =
prof(A/(z)) = dh(M) +prof(M) —1=d—1= dh(M) + prof(M) = d = prof(A).

Sed>0 eprof(M) =0, a partir de (%g) considere a sequéncia exata curta
0— K, =Im(ag) = Ker(a) = Fy = M — 0,

entao, aplicando o lema 2.8, obtemos que prof(Ky) = 1. Assim, utilizando o resultado do

pardgrafo anterior para o A-médulo K (possivel pois prof(K;) =1 > 0) obtemos que
dh(Ky) + prof(Ky) = prof(A)

como dh(Ky) = dh(M)—1, seque que dh(M)—1+1 = prof(A) = dh(M) = prof(A). O
Vamos agora exibir o resultado no contexto de anéis regulares.

Definigao 2.5. Seja A # 0 anel qualquer. Dizemos que A é graduado (a rigor, N-graduado) se

existir uma familia {A, },en de subgrupos aditivos A,, C A satisfazendo:

i A= @An

n=0
ii. A;A; C Ay, Vi,j €N,
Dizemos que A, é a componente homogénea de grau n de A. Cada elemento de A, é chamado

elemento homogéneo de grau n.

Definigao 2.6. Seja A um anel graduado. Um ideal I C A é dito homogéneo (ou graduado) se for

gerado por elementos homogéneos. Note que A, = EBA” ¢ ideal homogéneo, chamado de ideal
n>1
irrelevante.
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Definigao 2.7. Seja A anel. A dimensdo de Krull de A, ou simplesmente dimensao de A é o
nimero

dim(A) = sup{n € N | existe cadeia Py C P, C ... C P,, com P, ideais primos, i = 1,...,n}.

Exemplo 2.1. Seja A = k[zy, ..., x,], anel dos polindmios nas varidveis z1, ..., x, sobre k corpo.

Entao, dim(A) = n. De fato, mostra-se que 0 C (z1) € (x1,22) € ... C (21,...,2,) ¢ mixima.

Definicao 2.8. Se (A, ) ¢ um anel Noetheriano local (ou N-graduado standard) entao A é dito
reqular se p(OMM) = dim(A) (resp. p(Ay) = dim(A)).

Exemplo 2.2. k[xy, ..., x,] é regular.

E um fato cléssico que, se A é regular, qualquer A-mdédulo M finitamente gerado possui

dimensao homoldgica finita. Neste contexto, com demonstracao totalmente andloga, vale:

Teorema 2.9. Se A ¢é reqular e M € finitamente gerado sobre A entao

dh(M) + prof(M) = prof(A)



Capitulo 3

Aplicacao: Derivacoes logaritmicas

Apresentaremos uma aplicagao da igualdade de Auslander-Buchsbaum no contexto de de-
rivagoes polinomiais logaritmicas e caracterizaremos, em termos de dimensao homoldgica, quando
um dado polinomio é um divisor livre.

A partir de agora, salvo mengao explicita do contrério, A = k[xy,...,z,] é o anel dos polinémios
nas variaveis x1, ..., x, sobre um corpo k, que é Noetheriano, pelo teorema da base de Hilbert, e

local no sentido homogéneo (detalharemos esta afirmacao a seguir).

Vamos graduar A com a graduagao padrao: gr(z;) = 1 para ¢ =1,...,n, onde gr(—) denota
grau. Note que A = k® (x1,...,x,) = (x1,...,2,) é ideal maximal, ja que k ~ k%(fl .... - m)") Nesse

sentido, A ¢ local (homogéneo).

Definigcao 3.1. Uma derivacao de A é uma aplicacao d : A — A satisfazendo:
Ld(f+g)=d(f)+d(g), V f,g € A (aditividade)
ii. d(fg) = fd(g) +gd(f), ¥V f,g € A (regra de Leibniz)

O conjunto das derivagoes de A é denotado Der(A). Note que Der(A) possui estrutura natural

de A-mdédulo:

A x Der(A) — Der(A)
(f.d) —  fd

onde fd ¢é definida por:

41
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fd: A — A
g — (fd)(g) = fd(g)

Desta maneira, podemos definir o conjunto das derivacoes de A que se anulam em k, explicita-
mente: Dery(A) = {d € Der(A) | d|x =0} C Der(A), que é claramente A-submddulo de Der(A).
Cada elemento de Dery(A) é chamado k-derivacao de A.

Note que as derivacoes parciais usuais do calculo diferencial sao k-derivacoes de A, além disso,
o conjunto formado por tais derivagdes é uma base para o A-médulo Derg(A), isto é, toda k-

n
derivacao de A se escreve d = E gia— com cada g; € A unicamente determinado. Portanto,
Ti
i=1

n a .
Der(A) = Q? A(‘?xi ~ A",

Defini¢ao 3.2. Seja f € A. O A-médulo Ty(f) = {d € Deri(A) | d(f) = gf, g € A} (4-

submoddulo de Derg(A)) é chamado idealizador tangencial de f (ou Médulo de Saito de f).

O caso de nosso interesse é quando f € A é um polinémio homogéneo, isto é, quando todo

monomio de f possuir mesmo grau.

Observacao 3.1. T;(f) # 0. De fato, basta notar que f.Deri(A) C Ty(f). Além disso, sendo f

homogéneo de grau d > 0, é véalida a identidade de Fuler

= fd

E assim obtemos a deriva¢ao de Euler (ou derivagao radial)

SN,

que pertence a Ty (f) (devido a relagao de Euler).

Observagao 3.2. Associado a f € A de grau d > 0, temos o ideal jacobiano de f

_(9f of
Ty = (G g )
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mas sendo f homogéneo tem-se pela identidade de Euler, %% + ...+ %",a—f = f, logo, f €

(8—901, . E)‘ Assim, no caso homogéneo,

af af

Proposicao 3.1. Seja f € A polinomio homogéneo de grau d > 0. Entao, a sequéncia
0 — Syz(Jg) = Ti(f) = Ae = 0 (k1)

é exata. Sendo Syz(Jy) = {(f1,...,fn) € A™ | Zf]% = 0}, que claramente pode ser expresso
=t

como Syz(Jy) = {d € Dery(A) | d(f) = 0}.

Demonstra¢ao. Mostremos primeiro que T (f) — Ae — 0 é exata. Defina

d +—— gq€

sendo g4 € A tal que d(f) = gaf

i. ¢ estd bem definida.
De fato, se d(f) = gaf e d(f) = ¢'f, 94,9 € A entdo gqf = ¢'f o que implica que g4 = ¢’ e
portanto ¢ estd bem definida.

ii. ¢ é aplicagdo A-linear.
De fato, se d(f) = gf e d(f) = 4¢'f, g, € Aentao (d+d)(f) =d(f)+d(f) =g9f+4[f =
(9g+d)f, assim o(d + d') = (g + ¢ )e = ge + ¢'¢ = o(d) + ¢(d'). Agora, seja h € A entao
(hd)(f) = hd(f) = hgaf assim p(hd) = hgqe = hp(d). Portanto, ¢ é aplicagao A-linear.

iii. ¢ é sobrejetiva.
De fato, seja he € Ae. Pela identidade de Euler,

x1 Of x, Of

fzga—xl—f‘...-l—?al‘n.
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Assim,
_x1h Of xoh Of
i R N
Entao, defina:
r1h 0 r,h 0
dp, =

R
Logo, dn(f) = hf. Portanto, ¢(d) = he, o que mostra a exatidao de T, — Ae — 0.

Agora mostremos que Ker(yp) = Syz(Jg). De fato, Ker(p) = {d € Ti(f) | ¢(d) = 0Oe}, mas
dado d € Ti(f) existem hy,..., h, € A tais que d = hlaia:l + ...+ hn%. Assim, identifi-
cando d como sendo d = (hi,...,h,) temos que Ker(p) = {d € Ti(f) | d(f) = 0} = {d €

Th Zhi ggf = 0}. Assim, (h1,...,h,) € Syz(Jy), logo Ker(yp) C Syz(Jy). Mostremos agora a
i=1 ¢

inclusao Syz(Jy) C Ker(yp), de fato, dado (b, ..., h],) € Syz(Jy) temos que h/lg—gl—i—. : .—i—h;la% =0.

Logo, (h},...,h) € Ker(y). Assim, Ker(y) = Syz(J;). Portanto,
0 — Syz(Jy) = Ti(f) > Ae = 0

é exata. O

Definigao 3.3. Sejam A anel qualquer e N, M, T A-médulos. Uma sequéncia exata 0 — IV N
M 25T — 0 ¢ dita cindida se existir Y T — M aplicagao A-linear tal que ¢ o1 = Idp. Neste

caso, 1 é chamada cisao.

Observacao 3.3. Sejam A anel qualquer e M, N, T" A-mdédulos. Se T é livre entao toda sequéncia
exata 0 — N —= M -2 T — 0 é cindida. De fato, basta definir a cisao como sendo a aplicagao
A-linear que associa cada elemento da base de T' a sua imagem inversa.

Além disso, se ¢ : T'— M é cisao, entao M = i(N) @y (T). De fato (i(N)dy(T))/i(N) ~ (T),
por outro lado, pelo Fato 1, (i(N)®y(T))/i(N) ~ (T)/i(N)Ny(T), o que implica i(N)N(T) =
{0}.

Como i(N) ~ N e ¢(T) ~ T, pois ¢ é injetiva, ja que se P(t) =0 = poh(t) =t = ¢(0) =t =

t =0, segue que M ~ N B T.
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Teorema 3.2. Seja f € A polinémio homogéneo. Entao,

Ty, (f) = Syz(Jy) ® Ae

Demonstragao. Como Ae é livre, temos que (% 7) ¢ cindida. Assim, Ti(f) = Syz(Js) & ¢(Ae).

Exibindo a cisao:

v Ae — Ti(f)

he —— dj

" x;h O

do dj, = : .

sendo dj, ZZI 7 o,
Claramente d;, € Ty.(f), pois di(f) = hf. Além disso, pot) = 4, de fato, p(v(he)) = w(dy,) = he.

Finalmente, Im(y) = ¥(Ae) = Ae. Portanto,
Ti(f) = Syz(Jr) & Ae

]

Observagao 3.4. Seja A = k[z1,...,x,) o anel de polinomios sobre k (corpo). Entao prof(A) =
n. De fato, {z1,...,2,} é uma sequéncia regular maxima. Além disso, como A é regular segue

que dh(A) é finita.

Teorema 3.3.

prof (Tx(f)) = prof(A/Jg) +2

Demonstragao. A partir da sequéncia exata 0 — Syz(J;) = A" — Jy — 0 obtemos que dh(Jy) =
dh(Syz(J¢)) + 1. Analogamente, a sequéncia exata 0 — J; - A — A/Jy — 0 nos fornece
dh(A/J¢) = dh(Jg) + 1. Logo, dh(A/J¢) = dh(Syz(Js)) + 2. Como Ae é livre, pelo teorema 3.2,
temos que dh(Ty(f)) = dh(Syz(J;)) = dh(T}(f)) = dh(A/Js) — 2. Pela igualdade de Auslander-
Buchsbaum, dh(Ty(f)) + prof(Tix(f)) = prof(A) = prof(Tix(f)) = n — dh(A/Js) + 2. Mais uma
vez pela igualdade de Auslander-Buchsbaum, dh(A/J;) + prof(A/Js) = prof(A) = dh(A/Js) =

prof(A) —prof(A/Js) = prof(Ti(f)) =n —prof(A) + prof(A/Jr) + 2 = prof(A/Js) +2. O

A fim de caracterizar a liberdade do mddulo de Saito, enunciaremos o Teorema de Quillen-

Suslin (como resposta afirmativa a famosa Conjectura de Serre).
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Defini¢ao 3.4. Sejam A um anel qualquer e M A-mdédulo. M é dito projetivo se existe M’ A-

modulo tal que M @ M’ é livre.

Teorema de Quillen-Suslin. Seja A = k[zy,...,x,] anel de polinémios sobre k (corpo). Se M

¢ um A-mddulo projetivo, entao M € livre.
Definicao 3.5. Dizemos que f € A é um divisor livre (algébrico) se o A-médulo Ti(f) é livre.

Teorema 3.4. Seja f € A um polinomio homogéneo. Entao, f é um divisor livre se, e somente

se, dh(Jp) < 1.

Demonstragao. Pelo teorema 3.2, obtemos a sequéncia exata curta

0 — Syz(Js) — Ti(f) — Ae — 0

Suponha que f é um divisor livre. Logo, Tj(f) livre = Syz(J¢) é um médulo projetivo, assim

pelo Teorema de Quillen-Suslin, obtemos que Syz(Jy) € livre. Assim,

0 — Syz(Js) = T(f) = Jr — 0

é uma resolucao livre para Jy e portanto dh(J;) < 1.

Reciprocamente, se dh(Jf) < 1 entao, da sequéncia exata

0 — Syz(Jy) — A" — Jy — 0

segue que Syz(Jy) é livre = Ty (f) ¢ livre, ou seja, f ¢é divisor livre. O

Exemplo 3.1.

i. O polinomio f = z® +y* + 2% — 3zyz € Clz,y, 2] é um divisor livre. De fato, neste caso tem-se

Jr = (32° — 3yz, 3y* — 3wz, 32° — 3y),

e utilizando o programa de computacao algébrica Macaulay para o cdlculo da dimensao homoldgica

do ideal jacobiano, obtemos que dh(Jy) = 1.
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ii. O polinoémio f = 8zy® + 9x?w? — 18xyzw — 3y*2* + 623w € Q[z,y, 2, w] é um divisor livre, por

calculos similares aos do exemplo anterior.
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