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Resumo

Neste trabalho estudaremos propriedades de ideais de codimensao 2 gerados por
menores maximais de uma n X (n — 1) matriz ¢ com entradas lineares no anel de
polinémios k[z, v, 2], sendo k um corpo. Especificamente sobre a luz da definigdo de
invariante do caos da matriz ¢, exploraremos propriedades da &dlgebra de Rees e da
fibra especial de ideais dessa classe, em especial no caso em que o invariante do caos é

igual a 1.

Palavras-chave: matriz de Hilbert-Burch, invariante do caos, dlgebra de Rees, fibra

especial.

Abstract

In this work, we will study properties of ideals of codimension 2 generated by
maximals minors of a n x (n — 1) matrix ¢ with linear entries in the polynomial ring
klx,y, z], with k a field. Specifically, on the light of the chaos invariant of the matrix
v, we will explore properties of the Rees algebra and special fiber of ideals of this class,

especially in the case where the chaos invariant is equal to 1.

Keywords: Hilbert-Burch matrix, chaos invariant, Rees algebra, special fiber.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

’ Notacoes \ Significado

k | Corpo algebricamente fechado
Ra(I) | Algebra de Rees do ideal I C A.
(M) | Nimero minimo de geradores de um médulo M.
ht(7) | Altura do ideal I.
depth(M) | A profundidade de M.
dh(M) | Dimensao homoldgica de um mdédulo M.
dim(A) | Dimensao de Krull do anel A.
F(I) | Fibra Especial do ideal I.
deg(p) | Grau do polinémio p.
Mnxn(A) | Matriz m x n com entradas no anel A.
V(I) | Variedade definida pelo ideal 1.
Z(V) | Ideal de definigao da variedade projetiva V.
Z(M) | Divisores de zero de M.
Ass(I) | Conjunto dos primos associados de .
Min(7) | Conjunto dos primos minimais de /.
H(M,n) | Funcao de Hilbert de M.
Py(n) | Polinomio de Hilbert de M.
P(M,t) | Série de Hilbert de M.
A(M) | Comprimento de M.
e(M) | Multiplicidade de M.
rk4(¢) | Rank da matriz ¢ com entradas no anel A.
GL;xn(k) | Conjunto das matrizes invertiveis m X n com entradas em k.




Introducao

Sejam A um anel noetheriano e I C A um ideal. Ao ideal I existem duas importan-
tes estruturas algébricas associadas: a dlgebra de Rees de I, R4(I), e a fibra especial
de I, F(I). A algebra de Rees conecta a Algebra Comutativa e a Geometria Algébrica,
uma vez que Proj(Ra(I)) é o blow-up do espectro de A ao longo do subesquema de-
finido por I. Do ponto de vista algébrico, estas algebras sao muito exploradas no que
diz respeito a propriedades como normalidade ou, por exemplo, ser Cohen-Macaulay,
aspecto este, atrelado a busca por determinar cotas para alguns invariantes algébricos
e relaciona-las com caracteristicas importantes que refletem em propriedades do ideal,
por exemplo, ao longo deste trabalho mostramos que se a fibra especial de um ideal
homogéneo I é Cohen-Macaulay, entao o nimero de reducao de I coincide com a re-
gularidade de Castelnuovo-Mumford da fibra especial de I.

No contexto especifico deste trabalho, sejam k um corpo algebricamente fechado e
¢ uma matriz n X (n — 1) tal que suas entradas sao formas lineares em k[z,y, z|. Supo-
nhamos que o ideal I gerado pelos menores maximais de ¢ tem altura 2. Ideais nestas
condicoes, gerados por menores maximais, possuem muitas propriedades conhecidas,
por exemplo, pelo Teorema de Hilbert-Burch sabemos que I é perfeito, em particular,
o anel quociente A/l é Cohen-Macaulay. Nosso objetivo nesta dissertagao é, com o
auxilio do conceito de invariante do caos associado a matriz ¢ (definido no capitulo 3),
obter mais propriedades acerca do ideal I, da sua algebra de Rees e sua fibra especial.
Além disso, a definicao de invariante do caos associado a possibilidade de trabalhar com
a matriz ¢ em um formato melhor estruturado contribuirao para garantir que o mapa
racional definido pelos menores maximais de ¢ de P? na sua imagem ¢ birracional.

Este trabalho tem como base fundamental o artigo intitulado Linearly presented
perfect ideals of codimension 2 in three variables ([7]) dos autores A. Doria, Z. Ramos
e A. Simis. Um importante diferencial na abordagem do artigo referido para trabalhos
anteriores na literatura ¢ que nao se faz hipéteses genéricas (condi¢ao (Gg4)) sobre os
ideais em questao. A seguir detalharemos o conteido de cada capitulo desta dissertagao:

No Capitulo 1, apresentamos as principais ferramentas algébricas e teoremas que

serao usados ao longo do texto, priorizando os resultados que serao teis no trabalho.



Iniciamos o capitulo 1 fazendo um breve resumo sobre a dlgebra de Rees e a fibra
especial de um ideal. Logo apds, expomos alguns resultados sobre ideais determinantais
e suas principais propriedades. Em seguida, abordamos o conceito de regularidade de
Castelnuovo-Mumford de um médulo graduado M e sua relacao com resolucoes livres
minimais e com a série de Hilbert de M. Finalizamos o Capitulo 1 estudando matrizes
1-genéricas e um tipo de variedade chamada normal scroll racional.

No Capitulo 2, ainda com carater preliminar, apresentamos a matriz jacobiana dual
da aplicacao racional definida pelos geradores de I. Esta matriz permite-nos determi-
nar a birracionalidade de aplicagoes racionais e tera aplicacao em um dos principais
teoremas do capitulo 3. Iniciamos o capitulo 2 com a defini¢ao de aplicagao racional en-
tre variedades projetivas, definimos o que é a matriz jacobiana dual de uma aplicacao
racional e enunciamos um critério de birracionalidade apresentado no artigo intitu-
lado A characteristic free criterion of birationality [6] pelos autores de A. Doria, S.
Hassanzadeh e A. Simis. Em seguida, mostramos como obter a matriz jacobiana dual
explicitamente para o caso particular de formas lineares. Terminamos o capitulo 2 mos-
trando como comporta-se a matriz jacobiana dual ao efetuarmos operacoes elementares
em suas colunas e mudancas lineares de variaveis.

No Capitulo 3, procuramos obter informagoes acerca de alguns invariantes algébricos
relacionados ao ideal I definido no contexto do titulo do artigo base da dissertacao e
explorar algumas algebras associadas a I, por exemplo, a algebra de Rees e a fibra
especial de I. Nesse capitulo introduzimos o conceito de invariante do caos de uma
matriz e como este invariante contribui para descrever o ideal I e suas algebras, per-
mitindo descrever condigbes para que a algebra de Rees ou a fibra especial sejam
Cohen-Macaulay. Analisaremos ainda como o invariante do caos influencia em alguns

invariantes algébricos como o niimero minimo de geradores e profundidade.



Capitulo 1

Miscelanea

Apresentaremos neste capitulo os principais resultados que fornecerao suporte tedrico
ao desenvolvimento deste trabalho. De modo geral, a teoria exposta a seguir pode ser
encontrada em livros classicos de Algebra Comutativa ou Geometria Algébrica, como
por exemplo, [3], [§], [10], [16].

Importante ressaltar que ao longo de todo este trabalho, A serd um anel comutativo

com unidade e k denotara um corpo algebricamente fechado.

1.1 Algebra de Rees e fibra especial

Nesta secao apresentaremos as definigoes basicas sobre a dlgebra de Rees de um
ideal que serao necessarias para o restante do texto. A dlgebra de Rees e a fibra
especial desempenharao papéis essenciais no capitulo 3, sendo os principais objetos de
estudo em dois dos teoremas mais importantes provados nesta dissertagao. Esta secao
é baseada na referéncia [20].

Sejam A um anel e I C A um ideal de A. A dlgebra de Rees de I é definida como
o anel

Ra(l) = A+ Tt + PP + -+ I"t" +--- C A]t],

sendo t uma variavel sobre A. Podemos notar que R4(I) é uma A-dlgebra standard

graduada
Quando [ é finitamente gerado, isto é, I = (fi,..., f,), existe um homomorfismo
sobrejetor natural do anel de polinomios Alty, ..., t,] em Ra(/) dado por

Aftr,. .ot -5 Ra()
plte, . ty) — p(fit, ... fat).

O ntcleo deste homomorfismo denotaremos por 7. O ideal homogéneo J é chamado



1. Miscelanea

de ideal de apresentagio de Ra(I) com relacao a fi, ..., f,. Em outras palavras, J é
o conjunto de todas as relagdes polinomiais de fi,..., f, com coeficientes em A.

A dlgebra simétrica de I, denotada por Sa(1), é a A-algebra definida pelo quociente

T(I
Sa(l) = —(<] )
onde T(I) := EBTi(I), ¢ a dlgebra tensorial de I, sendo T*(I) o A-médulo T%(I) :=
I®---®@leJ:={a®b—b®a | abe I}) ideal bilateral. Note que trata-se de
—_—

uma &lgebra comutativa. Como [ é finitamente gerado e I = Sa([); gera Sa(I) como

A-algebra, existe um homomorfismo sobrejetor de A-algebras
B At ...t — Sa(l).

O nucleo deste homomorfismo, Ker(f), é chamado de ideal de apresentagdo da algebra
simétrica de I, note que geradores para Ker(5) sao obtidos através de apresentacoes

livre de I. Segue que
Alty, ... t,]

Ker(5)

Explicitamente, o ideal Ker(5) é gerado pelo conjunto das formas lineares

{ialtl ’ iaifi:Oeai EA}
=1 i=1

Decorre entao a inclusao Ker(f) C J, ou seja, o ideal de apresentagdo da algebra

Sa(l) ~

simétrica é subconjunto do ideal de apresentagao da algebra de Rees. Desta forma, é

possivel induzir um mapa

Sa(l) ~ A[;’e 'r‘('ﬁ’;”] 2, A[tl’j" bl %1

Um ideal I é de tipo linear se o é um isomorfismo.

Quando (A, m) é um anel local noetheriano, um outro anel associado a I que terd
papel fundamental neste trabalho é a fibra especial de I, denotada por F(I) e definida
pelo quociente —all)

A
F():= wRAL)
A dimensao de Krull de F([I) serd denotada por ¢(I) e chamada de analytic spread de

I. Alguns invariantes algébricos do ideal I que usaremos ao longo deste trabalho se
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relacionam da seguinte maneira:
ht(7) < ¢(1) < min{u(l),dim(A)}.

Neste texto, diremos que I tem analytic spread mdzimo quando ¢(1) = dim(A).

1.2 Ideais Determinantais

Nesta secao apresentaremos um resumo sobre uma classe especifica de ideais, os
chamados ideais determinantais. Os ideais determinantais estao no centro deste tra-
balho e, por isto, convém conhecer algumas de suas propriedades algébricas. Mais
especificamente, apresentaremos estimativas ja conhecidas para a altura e grade de
tais ideais e garantias de que, em certas condigoes, os ideais determinantais sao ideais
perfeitos.

Para um aprofundamento maior sobre a teoria de ideais determinantais, recomen-

damos, por exemplo, a referéncia [4].

Seja U = (u;;) uma matriz m x n com entradas em um anel A. Dados os inteiros

ap <~ <a. €{l,....m}eb <---<b €{l,...,n}, definimos como um r-ésimo
menor de U, denotado por [ay,...,a,|by,...,b], o determinante
ua1b1 e ualbr

ai,...,a,;|by,... b]:=det

Ularbl e uarbr
isto é, o determinante da matriz quadrada formada pelas linhas ai,...,a, e pelas
colunas by, ..., b, de U. Se r > min{m,n}, convencionamos [ai,...,a,|b,...,b.] = 0.
Note ainda que [a1,...,a, |b1,...,b] € A.
Dado um inteiro r € {1,..., min{m,n}}, denotamos por I,(U) o ideal gerado por

todos os r-menores de U, isto é,

by <---<b.e{l,...,n}

L(U) = ({[al,...,aT\bl,...,bT] o< < €l m) }) C A

Se r = 0 convencionamos Iy(U) = A.

Ideais gerados por menores de uma matriz quadrada sao chamados de ideais deter-

minantais.
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U1 U2 U3
. Ug1 U2 Us23 .
Exemplo 1.1. Sejam A um anel e U = uma matriz com entradas em
Uz U32 U33

Ugr Ug2  Ugs
A. Alguns 2-menores de U sao:

U2 U3

[1,4|2,3]:det[

= U12U43 — U13U42
Ug2  U43

U1 U2

U3z; U3z

[2,3]1,2] = det [ ] = U21U32 — U22U31.

Assim,

Iz(U) o (U12U43 — U13U42, U21U32 — U22U31)-

No contexto geral, se ny = min{m,n}, vale observar que a seguinte cadeia de
inclusoes ¢ valida

L(U) 2 I(U) 2 I3(U) 2 -+ 2 I, (U).

ay; ... Qip

De fato, seja L = | * -, ! | uma matriz quadrada obtida omitindo-se algumas

Q1 ... Qpp
linhas e colunas de U. Assim, det(L) é um dos geradores de I,.(U). Usando a expansao

de Laplace pela 1? linha de L, temos que
det L = a11A11 — (112A12 + ...+ a17»<—1)1+rA1r,

onde Aj; é o determinante de uma matriz (r — 1) x (r — 1) obtida omitindo-se a 1#
linha e a j-ésima coluna de L. Portanto, A;; é um (r — 1)-menor de U. Deste modo,
Aqg, ..., Ay € 1,.1(U) e, portanto, temos que det(L) € I, 1(U). Fazendo isso para
todos os r-menores de U obtemos que I,_1(U) D I,(U).

Uma das propriedades elementares de matrizes é que o determinante de uma matriz
quadrada nao ¢ alterado se efetuarmos operacoes elementares em suas linhas ou colunas.
Os ideais determinantais se comportam de modo semelhante, em outras palavras, se
efetuarmos operagoes elementares nas linhas ou colunas de U os ideais determinantais
nao se alteram.

Consideremos uma matriz U € M,,»,(A). Uma operacao elementar nas linhas de
U pode ser interpretada como uma multiplicagao a esquerda por uma matriz invertivel
V € Myxm(A), e efetuar uma operagao elementar nas colunas de U pode ser inter-

pretada como uma multiplicagdo a direita por uma matriz invertivel W € M, (A).
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Portanto, a invariancia dos ideais determinantais por operacoes elementares significa
que I.(U) = L. (VUW) para todo r € {1,...,min{m,n}}.
Como mencionamos no inicio desta secao, algumas cotas para a altura de ideais

do tipo determinantais sdo conhecidas. Por exemplo, dado r € {1,...,min{m,n}},

m n
existem ( ) . ( ) menores de ordem r de U. Segue imediatamente que
r r

() < ) < () - (7).

r r

Mas esta cota é muito grosseira. De fato, esta cota pode ser melhorada, por exemplo,

sabe-se que
ht(L(U) < (m—r+1)(n—r+1)

desde que se tenha [.(U) # A. Se I,(U) # A e I,;1(U) = 0 (em particular, se
rank(U) < r), sabe-se também que ht(,.(U)) < (m —r)+ (n—r)+ 1. [4, Theorem 2.1]

Cotas para o grade também sao conhecidas e podem ser relacionadas a perfeicao
dos ideais determinantais. Consideremos U € M,,«,(A) e defina ng = min{m,n}.
O ideal I,,,(U) sempre foi objeto de estudo na teoria dos ideais determinantais. Em
1970, Eagon e Hochster mostraram que se r € {1,...,ng} é tal que grade(Z,(U)) =
(m—r+1)(n —r+ 1), entdo I.(U) é um ideal perfeito [I4, Theorem 1, Corollary
4]. Este teorema de Eagon e Hochster retine informagdes muito importantes para o
contexto deste trabalho, por isto concluiremos esta secao reescrevendo este teorema
para o caso em que A é Cohen-Macaulay, mais especificamente, o caso em que A é um

anel de polinomios:

Teorema 1.1. Sejam k um corpo e U uma matriz m X n com entradas no anel de
polinémios A = klxq,...,xs]. Suponha que 1 < r < min{m,n} é um inteiro tal que
I.(U) € ideal proprio de A e ht(I.(U)) = (m —r+ 1)(n —r +1). Entdo I.(U) € um
ideal perfeito. Em particular, I,(U) € unmized e A/IL.(U) é Cohen-Macaulay.

1.3 Regularidade de Castelnuovo-Mumford

Ao longo de toda esta sec¢ao, (A, m) denotarda um anel noetheriano local com o seu
ideal maximal m e M denotarda um A-mdédulo finitamente gerado. No caso de A ser
graduado, m denotara o seu ideal irrelevante e M denotard um A-moédulo graduado

finitamente gerado. Denotaremos o anel residual A/m por k.

Algumas informacoes importantes sobre um A-moédulo M podem ser obtidas

conhecendo-se uma resolugao livre de M. Por exemplo, se (A, m) é um anel local, caso
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em que resolugoes projetivas sao resolucoes livres, o Teorema de Auslander-Buchsbaum

relaciona os conceitos de dimensao homoldgica e profundidade de M com a profundi-

dade do anel A, se dh(M) < +o0
dh(M) + depth(M) = depth(A).

Nesta secao introduziremos o conceito de resolucdao livre minimal de um A-mddulo
M finitamente gerado. O primeiro ponto que torna fttil este conceito é o fato de a
dimensao homoldgica de M, quando finita, ser atingida em resolucoes livres minimais.
Tendo uma resolucao livre graduada minimal de M introduziremos o conceito de re-
gularidade de Castelnuovo-Mumford de M, um importante invariante algébrico que
independe da nocao de Série de Hilbert de M, mas, como exibiremos no Teorema [1.3]
tais conceitos relacionam-se, permitindo-nos obter a regularidade de M a partir da
Série de Hilbert de M. Por fim, concluiremos a secao mostrando que a regularidade
também nos fornece informagodes sobre a funcao de Hilbert de M e a partir de que valor
a funcdo de Hilbert se torna polinomial. A referéncia principal desta secao é [10].

Iniciaremos definindo o que é uma resolu¢cao minimal de um mddulo, conceito ne-

cessario para definirmos a regularidade de um modulo.

Definicao 1.1. Sejam (A, m) um anel local e M um A-médulo finitamente gerado.

Uma resolucao livre de M

a1

Fiooo 3RS FE = 53K SM—0 (1.1)

¢ chamada de minimal se Im(a,,) C mF,, para todo n € N.

Equivalentemente, F é uma resolugao minimal de M se, e somente se, para cada
¢ > 0, a aplicagdo a;_; levar base de F; em um conjunto minimal de geradores de

Im(c;_1). De fato, notemos que F é minimal se, e somente se, o mapa induzido

. a g, . . N - o
Fl—fl — L ¢ nulo para todo i > 0. Consideremos a sequéncia exata Fiq S
mF; mF;

Im(a;—1) — 0. Entao a sequéncia
Fiw o Fp oy Im(oi) 0 (1.2)

mF; mr; m Im(o;_q)

¢ exata. Mas, uma vez que «;_, ¢é sobrejetora, entdo o ser nulo equivale a «}_; ser
k-isomorfismo, ou seja, levar base em base. Pelo lema de Nakayama, um subconjunto

de Im(c;_1) é um conjunto minimal de geradores se, e somente se, a projecao deste

Im(a;—1)

¢ uma base. Portanto, o/ ; é um isomorfismo se, e somente
m Im(a;—1) i

subconjunto em
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se, a;_1 leva base em conjunto minimal de geradores. Em particular,

. F; : Im(c;—1)
d m =d m| —— .
lmA/ (sz> Y (m Im(@z‘—l))

Pelo lema de Nakayama, temos entao que p(F;) = p(Im(a;_1)).

Um modulo pode ter varias resolugoes livres minimais, no entanto, o nimero minimo
de geradores de cada F; na resolucao nao se altera, isto é, se F e G sao duas resolugoes
livre minimais de M, entdao p(F;) = p(G;) para todo i > 0 ([I6, Proposition 1.10]) Na
verdade, mais ainda, existe um isomorfismo de complexos F — G que induz o mapa
identidade em M ([I0, Theorem 1.6]), e quando M é graduado, o isomorfismo entre os
complexos também é graduado.

Para cada i > 0, o nimero minimo de geradores de F;, denotado por f; := u(F;),
é chamado de i-ésimo nimero de Betti. Uma vez que p(F;) = p(G;) para quaisquer

duas resolucoes minimais F e G de M, entao os numeros de Betti sao invariantes do

moédulo.
A partir deste ponto consideraremos o anel de polinomios A = k[z1, . .., x,] standard
graduado, com k um corpo, m = (z1,...,x,) seu ideal irrelevante e M um A-médulo

graduado finitamente gerado. Buscaremos obter a série de Hilbert de M a partir de
uma resolucao livre minimal graduada.

Consideremos uma resolucao livre graduada de M:

FiooBESFE L5 B8 FSM-0. (1.3)
Bi

Como cada F; é um A-médulo livre graduado, podemos escrever F; = @ A(—a;;) para
j=1

todo ¢ > 0, onde os a;;’s sao os shift’s necessdrios para que os homomorfismos o;
sejam graduados para todo ¢ > 0. Mais especificamente, A(—a;;) é o anel A com uma
nova graduacao (A(—ag;))n = An_qa;; € as; é o grau do j-ésimo gerador de F;. Como
resolucoes livres minimais sao invariantes a menos de isomorfismos de complexos, os
numeros a;; também independem da resolucao livre minimal considerada.

A série de Hilbert pode ser obtida a partir dos shift’s de uma resolucao livre minimal
graduada de M. Com efeito, uma resolucao livre minimal graduada de M pode ser
escrita como

Bi Bi—1 Bo
Fio S P A(-ay) ™S P A(—aiony) = - S EP A(—ag) > M — 0. (14)
Jj=1 J=1

j=1

Como A é regular, entao M tem dimensao homolégica finita. Podemos considerar uma

10



1. Miscelanea

resolucao de M da forma

0— P Al(=am;) ™" - 3 P Al(—ag;) 5 M — 0.
~ et
A série de Hilbert é aditiva, portanto,
m ‘ m ‘ Bi
P(M,t) =) (-1)'P(F,t) =Y (-1)'P (@ A(—aij),t> .
i=0 i=0 j=1

Como P(A(—a;j),t) =t P(A,t), entdo, para cada ¢ € {0,...,m}, temos que

P(F;,t) = <@A —ai;), ) ZP —ai;), Zta”PAt

Pela igualdade P(A,t) = 1/(1 —t)", obtemos que

Su(t)
P(M,t) = 1.5
R (15)
m B )
onde Sy(t) = > > (—1)'t", que é a série de Hilbert de M em fungao dos shift’s da
i=05=1

resolucao livre.

Definiremos agora o conceito de reqularidade de M. Como constataremos a seguir, a
regularidade de um maédulo graduado é definida em funcao dos shift’s de uma resolugao
livre minimal graduada que, por sua vez, permite-nos obter a série de Hilbert em forma
racional. No Teorema verificaremos que a regularidade de M ¢ igual ao grau de
Sy (t) somado a sua dimensao homoldgica.

Consideremos uma resolucao graduada livre minimal de M como em . Para
cada 1 > 0, seja b; o maior grau entre os geradores de F;. Dado p € Z, dizemos que M ¢
p-regular se b; —i < p para todo ¢ > 0. Definimos a reqularidade de M (ou regularidade
de Castelnuovo-Mumford), denotado por reg(M), como o minimo dos p € Z tal que M

¢ p-regular. Equivalentemente,
reg(M) = max{b; — i} = max{a;; — i}. (1.6)
? 2¥)

Tomando uma resolugdo de M como em (1.4, temos que b; = max{a;;} para todo
j
i > 0. Dizemos ainda que sup{b; | i > 0} = sup{a;;} é o maior shift na resolugdo de
2
M.

Para determinar a regularidade de M tendo uma resolucao livre minimal, basta

11
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analisarmos a cauda da resolugao, mais formalmente, [2, Proposition 1.1] nos fornece:

Proposicao 1.2. Sejam A = k[zy,...,x,] um anel de polinémios e M um A-médulo
graduado finitamente gerado. Defina ro = r — dim(M). Entao, para qualquer resolugao

livre minimal de M, temos que
bo < by < -+ < by
Em particular, b,, —ro > b; — 7 para todo 0 < i < ry. Portanto,
reg(M) = max{b; —i; i > 1o}.

Demonstragao. [2, Proposition 1.1]. O

No caso em que M é Cohen-Macaulay podemos melhorar ainda mais este resultado

e conectar a regularidade de M diretamente com a expressao da série de Hilbert em

[3).

Teorema 1.3. Sejam A = klxy,...,z,] um anel de polinémios e M um A-mddulo

graduado finitamente gerado, Cohen-Macaulay, e

F:0o @PA(—am) ™" - 3P A(—ag) 5 M —0

J J

uma resolugdo livre minimal de M com m = dh(M). Entao
reg(M) = deg(Su(t)) —m = b, —m.

Demonstragao. De fato, como M é Cohen-Macaulay, entdo ro = r — dim(M) =
dim(A) — depth(M) = dh(M) = m, a peniltima igualdade sendo por Auslander-
Buchsbaum. Pela proposi¢ao anterior, temos que reg(M) = b,, —m e by < -+ < by,.
Consequentemente, b,, > a,;; para todo 0 < i < m — 1 e todo j. Desta maneira, o
maior valor entre os a,j, com ¢ e j variando, ocorre somente entre os valores a,;, com
j variando. Assim, deg(Sy(t)) = deg(d>_(—1)™t%mi) = mjax{amj} = by, O

j
Segue ainda do teorema acima que o maior shift na resolucao de M, nas hipdteses
do teorema, ¢ atingido na cauda da resolucdo, isto é, o maior shift é b,, = deg(Sn(t)).
Quando M := F(I) é a fibra especial de um ideal I C A = k[zy,. .., x,] homogéneo
e F(I) é Cohen-Macaulay, conhecendo-se a série de Hilbert da fibra especial em sua
forma racional reduzida, conhecemos o nimero de reducao de I, como mostra-nos a

proposicao abaixo.

12
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Proposicao 1.4. Seja I C A = k[xy,...,z,] um ideal homogéneo tal que sua fibra
especial F(I) é Cohen-Macaulay. Se a série de Hilbert de F(I) é

LAt bt

PF(D).) (T

onde hy # 0 e d = dim(F(I)) =: £(I), entao r(I) = s.
Demonstragao. [21, Proposition 1.85.] O]

Finalizaremos esta se¢ao mostrando mais uma aplicacao da nocao de regularidade

que foi definida ao longo desta secao.

Seja H(M,n) := A(M,,) a fun¢ao de Hilbert do A-médulo graduado M = é M,.
Sabe-se que a funcao de Hilbert torna-se polinomial para n suficientemente g;nde.
Surge entao a pergunta “quao grande este n precisa ser para a fungao de Hilbert se
tornar polinomial?”. Seja entdao Py(n) o polinomio de Hilbert de M. Conhecendo-
se a regularidade de M e sua profundidade, obtemos uma resposta precisa para esta

pergunta.

Proposicao 1.5. Seja M um k[zy,...,z,]-médulo graduado finitamente gerado e
Cohen-Macaulay. Seja ng := inf{n | H(M,s) = Puy(s),Vs > n} o menor inteiro

para o qual H(M,n) passa a coincidir com o polinémio de Hilbert. Entao
ng = 1 — depth(M) + reg(M).

Demonstracao. [10, Corollary 4.8] O

1.4 Normal Scroll Racional

Na Secao apresentamos algumas estimativas para a altura de ideais do tipo
determinantais e propriedades que dependiam da altura de tais ideais. Nesta secao
estudaremos o conceito de matriz 1-genérica e propriedades sobre seus ideais determi-
nantais. Por exemplo, em matrizes 1-genéricas cujas entradas sao formas lineares, ¢
possivel determinar a altura do ideal determinantal gerado pelos menores maximais e

garantir que este ideal é primo.
Seja U uma matriz m x n tal que suas entradas sdo formas lineares em k[zo, . .., x;].

Para cada ¢ € {1,...,m}, denotaremos por L; := [u;1 --- u;,] a i-ésima linha de U.

Uma linha generalizada de U é uma matriz linha obtida por combinacao k-linear das

13



1. Miscelanea

linhas de U, isto é, uma matriz linha da forma

m

L= Z AL = [ i Aty e i Ailin (1.7)
P i=1 i=1
tal que \; € k para todo i € {1,...,m} e A\; # 0 para algum i. De modo andlogo
define-se uma coluna generalizada. Por fim, uma entrada generalizada de U é qualquer
combinacgao k-linear, com coeficientes nao todos nulos, das entradas de uma linha
generalizada.

Consideremos a linha generalizada L em . Entao uma entrada generalizada de

U pode ser escrita como

V= Z’}/j (Z /\ium) == Z >\z <Z yjum) (18)
j=1 =1 =1 Jj=1

com 7; € k para todo j € {1,...,n} e v; # 0 par algum j. Observemos que a matriz

coluna
n n T n
o= | Sms - G | =306
Jj=1 Jj=1 =1
T
¢ uma coluna generalizada de U, onde C; = [ Uy o Umy } ¢ a j-ésima coluna de

U. Portanto, a definicao de entrada generalizada independe se tomarmos combinagoes
das entradas de linhas generalizadas ou colunas generalizadas.

Dizemos que a matriz U é 1-genérica se toda entrada generalizada de U é nao nula.
O conceito de matriz 1-genérica pode ser generalizado para matrizes ¢-genéricas com ¢
um inteiro ndo negativo. Para maiores referéncias, consultar [9]. A proposicao seguinte
sobre matrizes genéricas pode ser encontrada em um contexto mais geral, para matrizes

(-genéricas, em [9, Proposition 1.3].

Proposicao 1.6. Sejam U uma matriz m x n de formas lineares em klzo, ...,z | e
(I,(U)) C k[zo, ..., zs] o0 espago vetorial gerado pelas entradas de U. Se U é 1-genérica,
entao

dim((I,(U))) = m +n — 1.

Neste texto abordaremos apenas as matrizes 1-genéricas. Equivalentemente, U é
1-genérica se toda linha (coluna) generalizada possuir entradas linearmente indepen-

dentes. A seguir apresentaremos outra equivaléncia que sera util no Capitulo [3

Proposicao 1.7. Seja U uma matriz m x n tal que suas entradas sao formas lineares
em klxg,...,zs]. Entdo U é l-genérica se, e somente se, para quaisquer matrizes
V € GL,,(k) e W € GL, (k) a matriz VUW nao tem entrada nula.

14
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Demonstra¢ao. Uma linha generalizada L como em (|1.7) é obtida como o produto de
matrizes L :== | X\; -+ A\, } U, com (A, ..., \y) € £™\{0}. Portanto, uma entrada
generalizada de U como em ({1.8]) é obtida como o produto de matrizes

84!
A (19)

Tn

onde (A1,..., A\p) € K™\{0} e (71,...,7m) € K"\{0}.

Suponha que existem matrizes V' € GL,,(k) e W € GL, (k) tais que VUW = ()
tem uma entrada nula. Sejam z;, ;, uma das entradas nulas de VUW, L;, a iy-ésima
linha de V' e Cj, a jop-ésima coluna de W. O elemento z;, j, ¢ obtido como L;, - U - Cj,.
Como V' e W sao invertiveis, entao L;, e C;, sao matrizes nao nulas. Portanto, z;, j, ¢
uma entrada generalizada de U. Segue que U nao é 1-genérica.

Reciprocamente, suponhamos que U néo é 1-genérica. Entao existem A := (A1,..., \,) €

E™\{0} e v := (71,...,7m) € E"\{0} tais que a entrada generalizada

T

o= U [

é nula. Consideremos uma base {\ = wvy,vs,...,0,} de k™ contendo A e {y =
Wi, Wy, ..., w,} uma base de k™ contendo 7. Entao a matriz V' € GL,,(k) tal que
sua i-ésima linha é o vetor v; para todo i € {1,...,m}, e a matriz W € GL, (k) tal
que sua j-ésima coluna é w; para todo j € {1,...,n}, sao tais que VUW possui uma

entrada nula, mais especificamente, o primeiro elemento da primeira linha. O

No Teorema era necessario conhecermos a altura do ideal determinantal I,.(U)
para que pudéssemos descrever algumas de suas propriedades. Em geral, esta altura
nao é conhecida nem mesmo no caso extremo r = min{m,n}. Contudo, o teorema

seguinte nos mostra que em matrizes 1-genéricas tem-se ht(7,,,(U)) =n —m + 1.

Teorema 1.8. Seja U uma matriz m X n de formas lineares em A = k[xg, ..., x5,
onde m < n ek é um corpo algebricamente fechado. Se U é uma matriz 1-genérica,
entio I,,(U) é um ideal primo e ht(1,,(U)) = n —m+ 1. Em particular, R/1,,(U) é

dominio Cohen-Macaulay.
Demonstragao. [10, Theorem 6.4]. ]

Uma classe particular de matrizes 1-genéricas que sera util para nosso trabalho sao
as matrizes catalecticantes (ou matrizes de Hankel). Uma matriz catalecticante é uma

matriz W = (w;;) tal w; ;41 = wit1,; para todo i e j.
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O resultado seguinte afirma que matrizes catalecticantes cujas entradas sao variaveis
sobre um corpo k sao matrizes 1-genéricas. A demonstracao pode ser encontrada em

[10, Proposition 6.3].

Proposicao 1.9. Sejam xy, ..., z, variaveis sobre um corpo k e d um inteiro tal que

1 <d < r. Entao a matriz

Zo X ce Tyr—d

X1 X2 o Tp—d41
Ur,d —

xd xd“rl PR xr

é 1-genérica.
Da proposicao acima, obtemos que matrizes da forma

To T1 - Ly—d

Url =

)

Ty T2 - Tp—d+1

sao 1 genéricas.
As matrizes da forma U, ; serao necessarias para definirmos um tipo de variedade

projetiva chamada Normal Scroll Racional, que terd aplicacao no Teorema [3.13]

d
Fixe inteiros ndo negativos ay,...,aq € defina D = > a; e N = D +d — 1. Deno-
i=1
taremos as coordenadas homogéneas de PV por

1,099 L1a1y L205---3L2a9y -y Li0-++yLia;y -y Ldoy--+yLday-

Consideremos a matriz U definida por

Ti0 - Tla-1 | T20 " T2ay-1 | """ | Ldo *°° Ldag—1
U(ah ) ad) =

xl,l [N x17a1 :[;2’1 PN x27a2 N de [N xd’ad
Os blocos em que U(ay,...,aq) estd dividida sdo matrizes catalecticantes da forma
U,1, portanto, cada bloco é uma matriz 1-genérica. A matriz U(ay,...,aq) também é

1-genérica. De fato, uma linha generalizada de U é da forma

04[ 10 Tdag—1 }4‘5 [ T11 o Tday } = [ arip+ Bri1 0 axga,—1 + BTda, ]

com «,8 € k e pelo menos um deles nao nulo. Uma entrada generalizada de

16
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Ulay,...,aq) é da forma
a;—1 ag—1
Z Avjlaxyj + Bryjr) + -+ Z Aaj(axq; + Braji1)
j=0 j=0

com J\;; € k e pelo menos um deles nao nulo. As parcelas na soma acima envolvem
variaveis distintas e representam, individualmente, uma entrada generalizada de cada
um dos blocos de Hankel de U(ay,...,aq). Assim, nenhuma entrada generalizada de
U pode ser nula e, portanto, U(ay, ..., aq) é 1-genérica.

A matriz U(aq, . .., aq) é 1-genérica, entdo podemos aplicar o Teoremall.§e concluir
que I(U(ay, . ..,aq)) é um ideal primo. Decorre que a variedade definida pelos menores
2x2deU(ay,...,aq) é uma variedade projetiva, chamada de Normal Scroll Racional

e denotada por S(ay,...,aq). Em outras palavras,
S(al, Ce ,Gd> = V([Q(U))

Concluimos esta secao enunciando um teorema que afirma que matrizes 1-genéricas

2 x r admitem matriz conjugada da forma U(ay,...,aq).
Teorema 1.10. Sejam xq, ..., x, as coordenadas homogéneas de P" e U uma matriz
2xr de formas lineares em P". Entdo existe uma sequéncia de inteiros ay, . .., aq, com

d=n—r, tal que U é conjugada a uma matriz da forma

~ Xo e xa171 $a1+1 N $a271 N xad+1 e Tpn_1

U .=

xl .. xal $a1+2 o .. xa2 o .. xad+2 o .. xn

Demonstracao. Ver a generalizagao de [12, Proposition 9.12] na prépria referéncia. [
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Capitulo 2

O critério da jacobiana dual para

birracionalidade

Um dos principais resultados deste trabalho esta relacionado a birracionalidade
de uma aplicacao racional que definiremos mais adiante. Para aplicacoes racionais
definidas por um conjunto de formas de mesmo grau, existe uma teoria sobre como
verificar a birracionalidade de tal aplicacao racional. Neste capitulo, apresentaremos

um critério devido a Déria, Hassanzadeh e Simis, que pode ser encontrado na referéncia

[6].

2.1 A Matriz Jacobiana Dual e Um Critério de Bir-

racionalidade

Um interesse particular em Geometria Algébrica é saber quando aplicagoes racionais
sao birracionais. Aplicacoes birracionais nos permitem transpor propriedades entre as
variedades, pois alguns invariantes algébricos se preservam quando temos uma aplica¢ao
birracional.

Seja k um corpo. Se V' é uma variedade projetiva, denotaremos seu ideal de definicao
por Z(V') e o seu anel de coordenadas homogénas por A(V) .

Sejam A := k[zo,...,x,] 0 anel de polinémios em n + 1 varidveis e V' C P} uma
variedade projetiva. Uma aplicagdo racional § : V — P} é um conjunto ordenado
f={fo,- -, fm} € A(V) de formas de mesmo grau, nao todas identicamente nulas.
Chamamos f de um representante de § e denotamos § = [fo : ... : f;n]. Denotemos
por W C Pi* a imagem de §, W ¢é uma variedade. Se existir aplicagao racional
& W — P} tal que sua imagem é V', e §o ® e & o § sao aplicacoes identidades de
W e V| respectivamente, entao dizemos que § é uma aplicagao birracional sobre sua

imagem.

18
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Queremos saber quando uma aplicagao racional § : V' --» P}* que tem como re-
presentante f = {fo,..., fin} é birracional sobre sua imagem. Para isto, precisamos
construir a chamada matriz jacobiana dual de §.

Uma aplicacao racional pode admitir mais de um representante. Se g = {go, .- -, gm}
é outro representante de §, temos que f; —g; € Z(V) para todo i € {0,...,m}. Porém,
¢é possivel obter uma relagao mais interessante entre f e g. Os representantes de §
se relacionam da seguinte forma: f = {fo,..., fm} ¢ g = {90, ..., gm} sdo formas de

mesmo grau representantes de § se, e somente se,

fO fl e fm—l fm
rk
go 91 - GGm-1 Gm

=1 sobre A(V).

De fato, se f e g representam §, entao [fo(a) : ... : fi.(a)] = [g0(a) : ... : gm(a)] para
todo a € V. Assim, para cada a € V existe A\, € k/{0} tal que f;(a) = A\.gj(a) para

j=0,...,m. Desta forma, dados 7,5 € {0,...,m}, temos

(figi — fi9)(a) = Aa(gig;)(a) — Aa(g;9:)(a) = 0.

Logo,

Temos entao que o rank nao pode ser 2. E o rank nao pode ser 0 ja que nao pode
ocorrer de fo, ..., fm,G0,---,9m € Z(V) pois estamos no espago projetivo.
Reciprocamente, suponha que o rank da matriz seja 1. Entao para quaisquer 7,5 €

{0,...,m} temos que

fi [

] =0ecA(V). (2.2)
gi 95

figi — fjgi = det [

Consideremos a € A}. Fixe ig € {0,...,m} tal que f;,(a) # 0. Entao,

(a) — gi0<a) (a : m
(@) = (%49) (o). ¥ € (0.}

Note que g;,(a) # 0, pois caso contrario terfamos f; (a)g;(a) = f;j(a)g;,(a) = 0 para
todo j = 0,...,m, o que é impossivel pois existe jy tal que g;,(a) # 0. Basta tomar

Ay = (‘?O—Eag) = 0 e temos entao que f e g representam a mesma g§.
i\

Dando continuidade ao nosso propédsito, observemos que existe um homomorfismo
natural de A-dlgebras graduadas Alto, ..., t,] e Ra(f) dado por
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. Alto,....tm] — Ra(f) (2.3)
t; —  fit.

Para definir a matriz jacobiana dual fraca precisaremos analisar o nicleo deste homo-

morfismo. Comecemos notando que Ker(¢) independe do representante de § escolhido.

De fato, seja g outro representante de § e &' : Alto,...,tm] = Ra(g) homomorfismo

definido semelhante a . Sabemos que Ker(£) é um ideal homogéneo, entao seja

h € Ker(¢) um gerador homogéneo de grau d. Temos que

Foh(got, - . gmt) = h(fogots - - -, fogmb) Z h(gofol, - -, Gofmt) = gCh(fot, - .., ful) = 0,

o que nos fornece h(got, ..., gmt) = 0, isto é, h € Ker(¢’). Portanto, Ker(§) C Ker(¢').

A inclusao contréria é feita da mesma maneira.

Seja J o nicleo de £. Como Alty,...,t,] é uma k-dlgebra bigraduada, entdo J
admite uma bigraduagao J = @ J(p.q)- Nosso interesse ¢, em particular, pelas
(p,q)EN?

biformas de grau (0, ¢) com ¢ > 1 (ou seja, os elementos de Jg)), e pelas biformas de
grau (1,¢) com ¢ > 1 (isto é, os elementos de J(1 )). Uma vez que Jo ) pode ser visto

como o conjunto das relagoes polinomiais de f em klto, ..., t;], temos o isomorfismo

klto,...,tm) ~ k[f]

3(0,*)k[t0,...,tm}
Seja a; = Z(V');. Consideremos py,...,ps € Alto, ..., tn] tais que {p1,...,Ps} gera

minimamente J( 4 e seja {{1,..., 4} C a; uma base de a; como k-espaco vetorial. A
matriz jacobiana dos polinémios {¢1,..., 0., p1,...,Ps}
T dty dly dly 7
dry dze dzx,,
de,  de, de,
B = dl’o dl‘g d%n (24)
dprdp o dpy
drg dxa dz,,
dps  dps dps
| dZL’Q dLUQ dl‘n i

considerando as entradas como elementos de j[y?cw,
(0,%) k[0, tm]

biana dual associada ao conjunto de geradores {p1,...,ps}.

é chamada de matriz jaco-

O rank de B, chamado de posto jacobiano dual de § e denotado por jdrk(F) , é
essencial para verificar a birracionalidade de §. De fato, o Lema 2.3 de [6] nos diz que

se B’ é outra matriz jacobiana dual associado a outro conjunto de geradores minimais
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2. O critério da jacobiana dual para birracionalidade

de J(1,4), entdo rk(B) = rk(B’). O Teorema 2.18 da mesma referéncia nos fornece o

seguinte critério de birracionalidade e uma maneira de determinar a inversa:

Teorema 2.1 (critério de birracionalidade). Sejam V' C P" wuma wvariedade com
dim(A(V))>1e fC % um representante de uma aplicagao racional §:V --»
Py*. Entao sao equivalentes:

(a) § € birracional sobre sua imagem;
(b) jdrk(§) = n.

Além disso, se § € birracional sobre sua imagem e B € uma matriz jacobiana dual de
§, entao a inversa de § € definida por qualquer (n+1)-upla [Ag : ... : A,] onde os Als

sao n-menores, a menos de sinal, de qualquer submatriz de B de tamanho n X (n+ 1)
Elto, ..., tm]

3(07*)]{3[t0, e ,tm] ’

e posto n sobre

Na prética, a minimalidade dos geradores de J(; ,) nao ¢ essencial para podermos
aplicar o teorema , isto ¢, podemos procurar elementos de J; 4, construir uma
submatriz da jacobiana dual como descrito acima e verificar o rank esperado. Esta
observagao pode facilitar a aplicacao do teorema acima pois tira a necessidade da

minimalidade do conjunto de geradores, exploraremos mais sobre na se¢ao 2.2

Exemplo 2.1. Sejam A = Clzg, vy, 22], V = Z(x9) CP?> e §: V --» P definida por

fo=x1 e f; = x5. Consideremos o homomorfismo

§: Alyo,tn] — Ra(f)
Yi — fit

e procuremos geradores para J1 ) € J, onde J = Ker(§). Um elemento de J(,1) é da

forma w = (apxo + @121 + @ewa)yo + (Boro + P11 + Paa)yr com «y, B; € C. Entéao,
0= &(w) = (T + 11 + aoa)m1t + (Bozo + B171 + Po2) Tt
Cancelando a variavel ¢t e agrupando as variaveis zg, r; e To, obtemos a igualdade
O=ap=0o1 =ay+ p1 = Fy= P

Entao, se considerarmos ay = 1 = —f3;, temos que p; := oy — v1y1 € J(1,1). Por
outro lado, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, temos que Z(V') = Z(Z(z0)) = \/(x) =

(o). Assim, a; = {axg | @ € C}. Podemos tomar ¢; = xy. Uma matriz jacobiana dual
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2. O critério da jacobiana dual para birracionalidade

de § é
dty dby  dby
B dLUO dl’l dl‘g _ 1 0 0
dpy dpy - dpy 0 —u1 %
dl’o dl’l d.I’Q
Uma vez que y; € J = Ker(§), entdo y; # 0 € %, ou equivalentemente,

1 0
det [ 0 ] # 0. Portanto, jdrk(F) = rk(B) = 2. Pelo Teorema , § ¢é birracional
!

sobre sua imagem P! e sua inversa ¢ dada pelos 2-menores de B (com devido ajuste de

sinal): [0 : y; @ yol.

Ainda no contexto do Teorema [2.1] seja & a inversa de § e g = {go,...,gn} um

representante de &. Entao g satisfaz

[90(fos - fm)s s gn(fo, -y )] = [0, - -, 2,

portanto, existe uma tnica forma D € k[zo, ..., x,], a menos de produto por escalar

nao nulo, tal que
9i(fo,-- -, fm) =Dx;;, Yie{0,...,n}. (2.5)

A forma D acima é chamada de fator de inversao de & com respeito a g. Esta forma
nos permite obter informagoes sobre as poténcias simboélicas de I como mostra de [19]

Proposigao 1.4]:

Proposicao 2.2. Sejam § : P* — P uma aplicagao birracional sobre sua imagem
e f={fo,..., fm} um representante de §, onde fo,..., fm € k[xo,...,2,]| sdo formas
de mesmo grau (pelo menos 2). Seja D o fator de inversao relativo a um representante
g = {90, --,9n} da inversa &. Suponha ainda que (zo,...,x,) & Ass(R/I). Entao
D e I(d/)\fd/, onde d' é o grau das formas g;,.

Demonstra¢ao. Como cada g; é uma forma de grau d', entdo cada g¢;(fo,..., fm) ¢
um elemento de I%. O fator de inversdo D satisfaz g;(fo, ..., fm) = Dz; para todo
i € {0,...,n}, logo, D pertence ao condutor de (z;) em I?. Entdo D € I? : (z;) para
i € {0,...,n}, consequentemente, D € 1% : (z,...,z,).

Sejam P, ..., P; os primos associados de R/I. Como (x,...,x,) ndo é primo
associado de R/I, entdo pelo lema da esquiva, (xo,...,x,) € P, U---U Ps. Portanto,
existe h € (xg, ..., 2,)\(PLU...UP,). Como D € I? : (x,...,,), segue que hD € I,
Como h nao estd em nenhum primo associado de R/I, entao pela defini¢ao de poténcia
simbélica, temos que D € I@),

Sabendo que I é gerado por formas de grau d, entdo I¢ é gerado por formas de grau

22



2. O critério da jacobiana dual para birracionalidade

dd'. Por outro lado, da igualdade g;(fo, ..., fm) = Dx; obtemos que o grau de D é
grau(g;(fo, ..., fm)) — grau(z;) = dd’' — 1 < dd'. Logo, D € I\4N\I?. O

Aplicagoes birracionais neste contexto geral se tornam interessantes pois nos per-
mitem obter outras informacoes acerca do ideal I, mais especificamente, sobre a fibra
especial de I. A proposigao abaixo, que é uma releitura de [I1], Lemma 1.1] nos mostra

isto.

Proposicao 2.3. Seja §F : V — P como no inicio desta secao. Se W C P™ é a imagem

de §, entao F(I) ~ A(W) como k-dlgebras graduadas, em particular
(1) = dim(V) + 1. (2.6)

Demonstragao. Uma vez que os elementos de J(o,) nao possuem as varidveis z;, po-
demos ver J ) como subconjunto de kfto,...,t,]. Deste ponto de vista, note que
Jo,0k[to, - - tm] = Z(W). Isto decorre de § ser sobrejetiva, pois dado h € klto, . .., 1y,

temos que
heZ(W) < h(W)={0} <= h(fo,....fm) =0 <= h € Tgnklto, ... tml

Desta maneira, temos que

Elto, ..., tm) klto, ..., tm]
A W = — .
W= T ekt )
Além disso, por defini¢ao de J(g ), podemos ver que J .y klto, ..., tn] é formado por

todas as relagoes polinomiais de f sobre k. Segue entao naturalmente o isomorfismo

E[to, .. tml
j(o,*)k[to, ‘e 7tm]

~ k[fo,,fm}

Precisamos ainda do seguinte isomorfismo obtido pela propria definicao de fibra espe-

cial:
_ Rg()

k[fo,---,fm]—m

= F(I).

Pelas expressoes acima concluimos que F(I) ~ A(W). Disto e do fato que dim(W) =

dim(V') pois V' e W sdo birracionais, segue que

1) :=dim(F (1)) = dim(A(W)) = dim(W) + 1 = dim(V') + 1.
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2.2 A Jacobiana Dual de uma aplicacao definida

por menores de uma matriz

Um dos principais teoremas deste trabalho trata sobre aplicacoes racionais deter-
minada pelos (n — 1)-menores de uma matriz cujas entradas sdo formas lineares. Mos-
traremos nesta secao como calcular explicitamente uma submatriz jacobiana dual de
tal aplicacao racional que no contexto do trabalho serd suficiente para garantir a bir-

racionalidade da aplicagao racional.

Seja A = k[zy,...,x,] para r > 1 fixado. Seja ¢ € M,ymn-1)(A) tal que suas
entradas sao formas lineares. Defina ainda [ := I,,_1(¢) e suponhamos que grade([) =

2. O Teorema de Hilbert Burch ([10, Theorem 3.2] ou [3, Theorem 1.4.17] ) nos diz que

I tem apresentacao livre da forma
0— A" 25 Am ST 0. (2.7)

Se I = (f1,...,fn), onde f; é o (n —1)-menor de ¢ obtido ao omitir a i-ésima linha de
¢ podemos considerar A" e A"~! com as bases canonicas, e ¢ a matriz com respeito a

estas bases.

Observacao 2.1. Como a sequéncia em ¢ exata, entdo Im(yp) = Ker(¢) = Syz({),
o mddulo de sizigias do ideal I. Sejam C; a i-ésima coluna de ¢, e; o i-ésimo vetor da
base canonica de A"~! visto como vetor coluna. Observemos que C; = ¢ - ¢; = p(e;) €
Im(y) = Syz(I). Em outras palavras, cada coluna de ¢ ¢é sizigia de I. Além disso,

L[ty -+ tn] @) CAlty,...,t,] é oideal de apresentacao da algebra simétrica de I.

Observemos que cada f; é uma forma em A de grau n—1. Assumamos que f1,..., f,

nao possuem raiz em comum em A\{0}. Consideremos a aplicagio racional § : P"~! --»

P! que tem representante f = {fi,..., f,}. Para fins praticos, denotemos
Pia .-+ Pin—
o= . :
pn,l s pn,nfl

Como foi observado em ([2.1)), as colunas de ¢ geram sizigias de I, ou seja,

Zpi,lfi == me_lfi =0.
=1 i=1
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Considerando as variaveis tq,to, ..., t, como em (2.3)), temos que

{Zpi,ltia meti, ceey Zpi,n—lti} STy € Zay.
i—1 i—1 i—1

Entao, a matriz

pode ser vista como submatriz da matriz jacobiana dual de §. Uma forma pratica de
lembrar da matriz acima é pensar que a entrada (i, j) de B é determinada pela i-ésima
coluna de ¢ tomando a derivada em relacao a varidvel z;.

A forma como obtemos a matriz em ([2.8]) é pratica para estudar a birracionalidade
da aplicagao racional § e determinar representantes para a aplicagao racional inversa
de §. Para fins tedricos, apresentamos abaixo uma caracterizacao desta submatriz
jacobiana que serd muito 1til ao longo deste trabalho.

Seja C' a unica matriz r X (n — 1) com entradas em k[ty,...,t,] que satisfaz a

igualdade
IR R PR el (2.9)

Denotemos C' = (¢; ;). Da igualdade acima, temos que

D1, C1,j
[tl tn]' : :[1‘1 xr}. : (2.10)
Pn.j Cr,j
para todo j € {1,...,n —1}. Como p,; é uma forma linear em k[xy,...,z,] para

quaisquer 1 < g <nel <j<n-—1,entdo podemos escrever p,; = » (%) ;. A
i=1 i
igualdade (2.10) fornece-nos:

n I8
E :pq,jtq = E :Ci,ja:i'
q:l =1

Como leq,jtq => Z (%) Tty = Z (Z (%) tq> x;, segue que ¢; ; = 231 dg;;j ts.
q= 5=
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Comparando com a matriz em , temos que C' é a transposta de B. Além disso,
verifica-se que C' = B” satisfaz . Concluimos que se C' é uma matriz satisfazendo
, entao sua transposta C7 é uma submatriz da jacobiana dual de F.

Concluiremos este capitulo descrevendo como comporta-se a submatriz jacobiana
dual B de § ao efetuarmos operacoes elementares nas colunas de ¢ ou realizarmos uma
mudanca linear de varidveis em A = k[zo, ..., z,].

Consideremos uma matriz W € GL,_;(k) e seja @ = ¢ - W. A matriz BT satisfaz
a equagao (2.9)), portanto,

[tl tn].&:[xl $T](BTW).

Assim, WTB = (BTW)? é uma submatriz jacobiana dual referente & @. Seja L €

GL,(k) e consideremos a mudanca linear de varidveis determinada por L. Sejam

(), ...,x!) as novas variaveis, isto é,
T T
L : =
x, x
Pela igualdade acima decorre que [z; -+ =z, =[z] --- 2/]J(L7")7. Seja ¥ a matriz
¢ nas novas variaveis (z/,...,z.). Entao @ satisfaz
[t ] B = (2 o 27T B

Segue que BL™' = ((L7Y)TBT)T ¢ uma submatriz da jacobiana dual referente & .
Reunindo as duas observacoes acima, concluimos que a submatriz jacobiana dual refe-
rente & W é WTBL™L.
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Capitulo 3

Algebra de Rees e Fibra especial de

um 1deal determinantal

Os principais resultados deste trabalho, os quais abordaremos neste capitulo, estao
relacionados a élgebra de Rees e a fibra especial de um ideal determinantal I definido
pelos menores maximais de uma matriz ¢ de entradas lineares em R := k[x,y, z].
Mais especificamente, observaremos como se comportam tais algebras com relacao a
propriedades importantes como, por exemplo, ser Cohen-Macaulay, tendo como ponto
central a definicao do invariante do caos associado a matriz .

Ao longo deste capitulo, £ denotard um corpo algebricamente fechado. Como de

costume na literatura, diremos que um ideal primo P é associado de I, se P € Ass(R/I).

3.1 Resultados gerais

Abordaremos nesta primeira secao resultados variados, conectando diversos concei-
tos algébricos e, inclusive, um geométrico. Isto nos fornecera uma nogao de como o
conceito de invariante do caos pode ser util. Além disso, introduziremos as principais
defini¢oes usadas ao longo do capitulo e abordaremos alguns invariantes algébricos que

serao essenciais para o restante do trabalho.

3.1.1 Invariante do Caos

Comecaremos apresentando o conceito de invariante do caos de uma matriz ¢ com
entradas lineares em R := k[x,y, z] e como esse invariante influencia, por exemplo, na
Cohen-Macaulaycidade da algebra de Rees e da fibra especial do ideal I := I,,_1(y).

Sejam R = k[z,y, 2] um anel de polinomios em trés varidveis e ¢ € M,y n-1)(R)

uma matriz cujas entradas sao formas lineares em R. No decorrer de todo este capitulo,
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denotaremos por I o ideal I,,_1(¢) C R. Para os nossos propdsitos, suponhamos que
ht(11(p)) = 3 e ht(L,-1(p)) = 2.

De modo geral, dado um anel local (A, m) (ou graduado standard sobre um corpo),
dizemos que um ideal J C A é perfeito se a dimensao homoldgica de A/.J sobre A é
finita igual & codimensao de I, isto ¢, se dh(A/J) = ht(.J). Sabe-se que se A é Cohen-
Macaulay e dh(A/I) < oo, entao I é perfeito se, e somente se, A/J é Cohen-Macaulay.
No caso em que A é um anel regular e J tem codimensao 2, o teorema de Hilbert-Burch

afirma que J é perfeito se, e somente se, A/J tem resolugao livre minima da forma
0— A" 5 A™ 5 A AT =0

e J é gerado pelos menores maximos de ¢. A matriz ) é a matriz de apresentagao do
ideal J com respeito a estes geradores.

Segue do exposto no pardgrafo anterior que o ideal I := I,,_1(y) é um ideal perfeito,
em particular, A/l é Cohen-Macaulay. Como todo ideal perfeito é unmixed, ou seja,
todos os primos associados tem a mesma altura, segue que ht(P) = 2 para todo P €
Ass(I) = Min([).

Na secao sobre ideais determinantais observamos que os ideais

Li(p), Iy(¢), ... In_1(p) estao em cadeia, mais precisamente:
Li(p) 2 Ia(p) 2+ 2 Ina(p) = 1. (3.1)
Deste modo, suas respectivas alturas também estao em cadeia:
3 =ht(li(p)) 2 ht(Ix(p)) = -+ = ht(ln_1(p)) = 2.
Seja P € Min(/). Suponhamos que P € Min(/,.(¢)) para algum 1 < r <n — 2. Entao

2 = 1t(P) 2 ht(1,(9)) 2 ht(1rs1(¢) > - > ht(Ly1()) = 2.

Assim, P DO [.(¢) 2 ILi(e) 2 -+ O I, 1(p) e suas alturas sao iguais.
n—1

Logo, P € () Min(/;(¢)). Isto mostra que se P ¢ Min(/,(¢)), entao P também
j=r

nao é minimal sobre nenhum dos ideais I,_1(¢), ..., [1(¢). Esta observagdo motiva a

seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1. Seja ¢ € M, ,—1)(R) uma cujas entradas sao formas lineares em R.
Consideremos o ideal I := I,,_1(y) e seja P € Min(I). O tnico inteiro 1 < up <n — 2
tal que P € Min(1,,.1)\ Min(Z,,) é chamado de invariante do caos de ¢ em P.

Notemos que, de fato, up é pelo menos 1, pois ht(P) = 2 < 3 = ht([1(p)). Desta
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forma, P nao pode ser primo minimal de I;(¢). De modo mais geral, se P € Min([)
mas P ¢ Min(Z,(¢)), entao u, > r.
A definicao acima tem um aspecto local. Na definicao abaixo apresentamos uma

versao global para o invariante do caos.

Definicao 3.2. Seja ¢ € M, «(,—1)(R) uma matriz cujas entradas sao formas line-
ares em R. Consideremos o ideal I := I,,_1(p) e suponhamos que ht([1(p)) = 3 e
ht(1,-1(¢)) = 2. O invariante do caos de ¢ é o inteiro 1 < u(p) < n — 2 unicamente

determinado tal que

ht(1(¢)) = hotsrsul) (3.2)
, ulp)+1<r<n-1.

Por simplicidade, denotaremos u := u(p).

Pela cadeia de desigualdades , a definicao acima esta bem posta. Além disso,
a definicao de invariante do caos é invariante por conjugacao de . De fato, operagoes
elementares nas linhas e nas colunas nao alteram os ideais determinantais. Além do
mais, mudanca linear de varidveis preserva a altura de ideais.

Como era de se esperar, existe uma relacao entre as versoes local e global do inva-

riante do caos. Esta relacao é determinada pela proposi¢ao seguinte.

Proposicao 3.1. Seja ¢ € M, (»—1)(R) uma matriz cujas entradas sao formas line-
ares em R. Consideremos o ideal I := I,,_1(p) e suponhamos que ht([1(p)) = 3 e
ht(Z,-1(p)) = 2. Entao

u(p) = min{up | P € Ass(I)}. (3.3)

Demonstragao. Seja P € Min(/). Suponhamos, por absurdo, que u > up.
Entao ht(l,,+1(¢)) = 3. Mas, por definicdo de up, temos que P deveria pertencer
a Min(Z,,+1(p)), absurdo pois ht(P) = 2. Portanto, up > w para todo primo as-
sociado P de I. Seja @ € Min(Z,.1(p)) tal que ht(Q) = ht(l,11(p)) = 2. Como
I CI1(e) € Q eht(l) =ht(Q), entdo Q € Min(I). Além disso, Q) & Min(/,(¢))
devido a altura de 1,(¢) ser 3, entao, pela definigao de ug, temos que ug = u. Portanto,
min{up | P € Ass(I)} = u. O

A partir do invariante do caos de ¢ podemos obter informagoes acerca da localizacao

de I em seus primos associados.

Lema 3.2. Seja R := k[x,y, z] e o uma matriz n X (n — 1) cujas entradas sdo formas
lineares em R tal que I1(¢) = (z,y,2) e ht(]) = 2. Seja P um primo associado de I.

Entao
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(a) O rank de ¢ sobre R/P é up.
(b) u(lp) =n—up.

(c) Ip C PR r7 .

Demonstragao. Primeiramente, notemos que I,,.(¢) € P. De fato, suponhamos que
L..(p) € P. Entao ht(l,,(¢)) < 2. Por outro lado, sabe-se que ht(7,,.(¢)) € {2,3}.
Entao temos que ht(/,,) = 2 = ht(P). Como P ¢ ideal primo contendo I, (¢) e estes

ideais possuem alturas iguais, entdo P € Min(/,, ), absurdo pela defini¢do de up.

(a) Como [,, Z P, existe um up-menor de ¢ nao pertencente a P. Entdo este up-
menor é ndao nulo em R/P e, portanto, o rank de ¢ sobre R/P é pelo menos up.
Reciprocamente, pela definigdo de up, temos que P € Min(1,,11(¢)), entdo, P D
I, +1. Isto significa que todos os (up + 1)-menores de ¢ no quociente R/P sao

nulos. Decorre que kg /p(¢) < up.

(b) Seja S := Rp/Pp corpo. Pelo lema de Nakayama, temos que

“([P):dimS(Pip) ”(Pﬁl) :“<<Jf;>p)‘

L
PI

Como —&2— ~ (

(Phpr — )P’ entao

an((2),)

Por outro lado, i (($7) ,) = n —rks(p) e rks(p) = rkg/p(p). Por (a), temos que
TkR/P(‘P) = up, logo,

u(Ip) = 1 ((%)P) — i rks(p) =0 — tkpyp(p) =0 — up.

(c) Por (a), existe um wu,-menor de ¢ que nao pertence a P. Consideremos que 1 =
[a1, ..., Gup | b1y. .., by,] é este u,-menor e definamos ¢ := wu,. Permutando linhas

e colunas, ¢ toma a forma

Ualabl ce Uahbt

Vag,by - -+ Vagby
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onde X, Y, Z sdo matrizes (n —up) X up,(n—up) X (n—1—up) eup x (n—1—up),

respectivamente, com entradas em k[x,y, z]. Localizando em P:

Yay,by Vaq,by
1 - 1

Zp
Yp = (3.4)

Yay,by Yay,by

Xp Yp

A submatriz de ordem up destacada acima tem determinante 7, que é invertivel em
Rp pois n ¢ P. Portanto, essa submatriz de pp é invertivel. Através de operagoes

elementares nas linhas e colunas, obtemos uma matriz da forma

L, | 0
Yp = y
0 v
onde I, é a matriz identidade up X up e ¥ é uma matriz (n —up) X (n —up — 1),

ambas com entradas em Rp.

Além disso, 1 tem entradas em Pp. Com efeito, admitamos que uma das entradas
de ¢ tem um elemento - € Pp, que podemos supor que estd na posigao (up +1) x
(up +1)

Temos que (%) # 0 € Rp/Pp. Portanto, a matriz quadrada de ordem (up + 1) x

gl

é uma submatriz de ¢ com entradas no quociente Rp/Pp que tem determinante

(up + 1) com entradas em Rp/Pp

@ # 0, o que é impossivel pois rkRP/Pp((p) = I‘kR/P(SO) =up < up+ 1.

Um (n — 1)-menor de ¢p é obtido escolhendo-se uma linha de ¢p, omitindo-a e
calculando o determinante. Podemos observar que omitindo qualquer uma das up
primeiras linhas, o (n — 1)-menor gerado é 0. Assim, ao omitirmos a (up + j)-ésima

linha de ¢pp, com 1 < 7 < n — up, obtemos que

o (e hrere))
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onde 1; ¢ a matriz obtida de ¢ ao omitirmos a j-ésima linha. Temos que

det 1o dety; € Ppur~!
(§} = de ;
0 ¢j J P

pois as entradas de 1; sdo elementos de Pp. Portanto, 1, C Py~ " -1

m
Se I = (f1,..., fn), as formas lineares que geram I definem uma aplicagao racional
S :=[f1,--., fn] de P? em P""!. Sob algumas hipdteses bastante razodveis, podemos

mostrar que § é uma aplicagao birracional sobre sua imagem. O invariante do caos

desempenha um papel fundamental na demonstracao deste fato.

Teorema 3.3. Seja p uma matrizn x (n—1) tal que suas entradas sao formas lineares
no anel polinomial R = klx,y, z]. Suponhamos que ht(I;(¢)) = 3 e que ht(I) = 2.
Entao

(a) Se I = (f1,...,[fn), onde fi,..., fn s@o os (n-1)-menores de ¢, entiao a aplica¢io

racional
5 P2 — prl

a:b:c] — [fi(a,b,c),..., fula,b,c)]

¢ birracional sobre sua imagem.
(b) I tem analytic spread mdzximo, isto é, £(I) = 3.

(c) Se & : Im(F) — P? € a aplicagdo racional inversa de § definida em (a), entio & ¢é

definida por formas de grau 2.
(d) depth(R/I?) = 0.

Demonstracao. Note que, a menos de conjugacao, a matriz ¢ é da forma

T+ pia

T+ Puu

onde as entradas em branco e py 1, ...,y sdo formas lineares em k[y, z]. Com efeito,

pelo menos uma das entradas de ¢ é da forma ax + by + cz com a # 0, pois caso
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contrario terfamos I;(¢) C (y,z) e ht([1(¢)) < ht(y,z) = 2, absurdo. Entao ¢ tem

matriz conjugada da forma

Se ht(l2(¢)) = 2, entdo u = 1 e terminamos. Se ht(/l2(¢)) = 3, entdo pelo menos uma

das entradas de ¢; tem entrada com a variavel x. De fato,

B ‘2§i,g§n
L(p) = <{ ; 2<ji<n—1 }JQ(%))-

Se nenhuma entrada de ¢, tivesse a varidvel z, ou seja, a; ; = 0 para quaisquer ¢ e j,

T+ pia D1,j
Pi Q; ;T + Dij

Di1 QT+ D

Pg,1 Qg T + Pgj

)

entao terfamos I»(¢) C (y, z), absurdo pois ht(/2(¢)) = 3. Entao ¢ tem conjugada da

forma
T+ p1a

Y= T+ P22

‘802

Se ht(I3(p)) = 2, entdo u = 2 e terminamos. Se ht(I3(¢)) = 3, podemos repetir o
argumento acima, de modo que podemos concluir que ¢ tem uma conjugada como em
B3).

Considerando ¢ como em (B.5)), temos que toda submatriz (v + 1) x (u+1) de ¢
tem uma linha com todas as entradas em (y, z), portanto, I,,+1(p¢) C (y,2) e I,(v) £
(y,2). Como ht(l,41)(p) = 2, entao (y,z) € Min({,+1(¢))\ Min(Z,(¢)). Denotando
P :=(y, z), temos que u = up.

(a) Para calcular a matriz jacobiana dual de § precisamos encontrar geradores para o
ideal J(1,+), como definido no capitulo 2. Seja Rr(I) ~ M a algebra de Rees
de I. Como observamos no capitulo 2, uma submatriz da jacobiana dual de § tem

a forma

B— ’ s (3.6)
0 Cuvr12 Uyt 3

0 b2 lno13 |

onde 4; 9 := > ( 5]’ ) tielis:=> < Pi, ) t; sao formas linear em k[ty, ..., t,].
j=1 Y =1\ dz
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Seja BT a transposta de B. A matriz BT satisfaz a igualdade matricial

[ty ty ... to]-¢o=[z y 2] BT (3.7)

Uma vez que u < n — 1, faz sentido considerar o elemento ¢, 9. Pelo critério
de birracionalidade (Teorema , para mostrarmos que § ¢ birracional basta
encontrarmos uma submatriz de B de rank 2 médulo Jo.) € R[ti,...,t,], ideal

também definido no capitulo 2. Consideremos entao a submatriz

0/ _ tu gu,Q
0 £u+1,2
Notemos que /4,112 # 0. De fato, caso contrario, teriamos

dpl,u+1 N dpn,u+1

-0
dy dy ’

ou seja, a (u + 1)-ésima coluna de ¢ seria miltiplo de z e, portanto, I C (z). Mas
isto é um absurdo pois ht(/) = 2 > 1 = ht(z). Como fi,..., f, sdo k-linearmente
independentes, entao nem ¢, nem £, estao em Jg ). Como J(g ) ¢ ideal primo

de R[t1,...,t,], entdo t, - €y412 & Lo« Portanto,

tu l,
det 2
0

u+1,2

¢ I(O’*).

Rlti, ... 1]

Desta forma, rk(6’) sobre
() Lo R[t1, ... 1)

é 2. Consequentemente, o rank da

matriz jacobiana dual é 2.

Como V = P2, entao por (2.3, temos trivialmente

((I) = dim(P?) + 1 = 3 = dim(R).

Pelo Teorema temos que um representante para a inversa ® pode ser dado
Elti, ... t]
3(07*)]€[t1, [N ,tn] '

A matriz €' do item (a) tem rank 2, logo, podemos tomar a matriz

tu €u72 €u73
0 Lluti2 lut13 '

Um representante para a inversa é entao dado pelos determinantes 2 x 2 desta

pelos 2-menores de qualquer submatriz 2 x 3 de rank 2 sobre
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matriz que, claramente, sao formas de grau 2.

(d) Seja D o fator de inversao de § relativo a algum representante da inversa de §. Na
Proposigao , observamos que D € R\I? e que {Dz, Dy, Dz} C I?. Portanto,
em R/I? temos que D # 0 e Dx = Dy = Dz = 0, isto é, (x,y,2) C Z(R/I?).
Segue entao que depth(R/I?) = 0.

O

Teorema 3.4. Seja ¢ uma matrizn x (n—1) tal que suas entradas sao formas lineares
no anel de polinomios R = klx,y,z]. Suponhamos que ht(I;(¢)) = 3,ht(I) = 2.

Consideremos u := u(p). Entao:

(a) Sen > 2(u-+1), existe ideal primo Q C R tal que
{Q} = Min(lu11(¢)) = Min(lut2(p)) = - -+ = Min(In—(u12)(¢)) = Min(ln— i) (#)).
(b) Se P € Min(I) € tal que P # Q, entdo

Uy >n—(u+1)

w(l,) <wu+1.

Demonstracao.

(a) Seja @ € Min(7) tal que u = ug. Entao @ € Min(Z,41(¢)). Como

I'=1Tn1(p) C -+ C Inqueny () € -+ € Luna(p)

e () é primo minimal dos ideais nos extremos, entao () é primo minimal de todo ideal
da cadeia. Naturalmente, () é o candidato a ser o tnico primo minimal afirmado
no teorema. A menos de conjugacao, podemos supor @) = (y,z) e considerar ¢
como na demonstra¢ao do item (¢) do Lema (3.2). Seja J C I,,_(u41)(p) 0 ideal

gerado pelos menores maximais da matriz

A
Y

Notemos que I C J. De fato, seja f; um gerador de I, determinado por um
(n — 1)-menor de . Ao calcular f;, expandimos o determinante via Laplace pela
primeira coluna. Fazendo isso iteradamente para todos os subdeterminantes que

aparecerem, em algum momento chegaremos aos geradores de J.
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As entradas da matriz que geram J sdo formadas por elementos do ideal Q = (y, 2),
entdo J C (y,z). Observemos também que ) € Min(J) pois I C J C Qe @ é
primo minimal de I. Podemos notar ainda que () é o tnico primo minimal de
J. Segue entao que J tem altura 2 e () ¢ o tinico primo minimal de I,,_(,1).
Seguindo o mesmo raciocinio para I, (u+2)(®), - .., Lut1(), concluimos que @ é o

tinico primo minimal de I,,—(u42)(¢); - - - s Lug1()-

(b) Se P ¢ primo minimal de I mas P # @, entdo, por (a), P & Min(/,,—(u41)(9)).
Decorre entdo que u, > n — (u+ 1). Pelo Lema (3.2)) temos que

u(lp)=n—up<n—(n—(u+1))=u+1.

]

Os nossos préximos resultados buscam obter relacoes sobre a algebra de Rees, a
Fibra especial e o nimero de reducao do ideal /. Por exemplo, mostraremos que
r(I) < {(I) é equivalente a funcao de Hilbert H(F(I),t) coincidir com o polinémio de
Hilbert para todo ¢t > 0.

A proxima proposicao, que é um pouco mais geral e nao exige que I seja ideal
determinantal, nos diz que r(I) = reg(F (1)) se F(I) é Cohen-Macaulay.

Proposicao 3.5. Seja J C A := k[xo,...,x,] um ideal homogéneo tal que sua fibra
especial F(J) é Cohen-Macaulay. Entao r(J) = reg(F(J)).

Demonstragao. Seja n = p(J) e J = (fi1,..., fa). Consideremos o homomorfismo
sobrejetor dado por Alty,...,t,] — Ra(J), onde ty,...,t, sdo varidveis sobre A e

Ra(J)

F(J) = m ~k[fi,. .., fnl,

que naturalmente tem estrutura de S := kl[ty,...,t,]-mdédulo graduado.

Pelo teorema de Hilbert-Serre, a série de Hilbert de F(J) pode ser escrito como

P(F(J).t) = (3.8)
com d = dim(F(J)) = ¢(J). A Proposicao nos fornece r(J) = deg(h(t)). Por
outro lado, dado que a fibra especial é Cohen-Macaulay, temos que ¢(J) = dim(F(J)) =

depth(F(J)). Por Auslander-Buchsbaum, temos que

dh(F(J)) = depth(S) — depth(F(J)) =n — (I).
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Seja m :=n — (1) = dh(F(J)). Entao, F(J) admite resolu¢ao minimal da forma

F:0—= P S(—am) ™S @D S(—ag) % F(J) = 0. (3.9)

Assim, a série de Hilbert de F(J) admite representagao como na Proposigao

P(.F(J),t) = ff(;])t(;?, onde S]:(J)(t) = Z(_l)stasj‘

S t
Comparando com (3.8)), temos que <1h_(ti)d = (1]:(;])15()’2 Logo, r(J) = deg(h(t)) =

deg(Srw(t))+d—n = deg(Sr(t)) +4(J)—n = deg(Srs(t)) —m. Para concluirmos,
basta usar o Teorema , que afirma que reg(F) = deg(Sr(t)) — m. ]

Como corolario, obtemos que se a diferenga entre ¢(.J) e r(.J) é no minimo 1, entéo

a funcao de Hilbert coincide com o polinomio de Hilbert para t > 0.

Corolario 3.6. Seja J C k[zo,...,z,] um ideal homogéneo tal que F(J) é Cohen-
Macaulay. Consideremos ainda n := u(.J) e uma resolucao de J como em (3.9)). Entao

as condicoes abaixo sao equivalentes:
(a) r(J) <€(J) - 1;

(b) O maior shift na resolu¢do minimal graduada de F(J) sobre S = kl[t,...,t,] é no

maximo n — 1;

(c) A funcao de Hilbert H(F(J),t), coincide com o polinomio de Hilbert Pr(;(t) para
todo t > 0.

Demonstrag¢ao. Seja a o maior shift na resolugao livre minimal de F(J). Pelo Teorema
, temos que o = deg(Sx(s)(t)), e pela proposicao anterior temos que 7(J) = a —m,

onde m =n — ((J). Assim,
a=r(J)+m=n+(r(J)—4J)) <n-—1.

Isto justifica que (a) é equivalente a (b).

Para mostrarmos que (a) equivale a (c), notemos que pelo Teorema [1.5, o menor
valor para o qual a fungao de Hilbert de F(J) passa a coincidir com o polinomio de
Hilbert de F(J) é s = 1 — depth(F(J)) + reg(F(J)). Uma vez que a fibra é Cohen-

Macaulay, entao
s =1—dim(F(J)) +reg(F(J)=1—L(J) +reg(F(J))
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e atrelando a proposi¢ao anterior que diz que r(J) = reg(F(J)), temos que
s=1—0J)+reg(F(J))=(r(J)—L])+1<0

Isto conclui a demonstracao. O]

O teorema final desta secao nos dird que, sob certas restrigoes, a condicao da fibra
especial e da dlgebra de Rees de um ideal I C k[x,y, z] serem Cohen-Macaulay esta
intimamente relacionado ao numero de reducao de I. Para isto, vamos precisar dos

trés resultados seguintes.

Proposicao 3.7. Seja I C R := k[z,y, z] um ideal homogéneo gerado unicamente em
grau s e I o conjunto dos elementos de grau s em [ tal que dim(k[/s]) = 3. Se Rr({)

¢ Cohen-Macaulay, entao k[/s] também é Cohen-Macaulay.
Demonstragao. [18, Proposition 3.10] ]

Teorema 3.8. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay e I C R um ideal de R satis-

fazendo:

(1) I é unmized e depth(R/I) # depth(R/I?).
(2) max{r(Ip)| I C P,ht(P) =ht(I)} < 1.
(3) ¢(I)=ht(l)+1>3.

(4) r(I) < 2.

Entao
depth(Rg(I)) = min{depth(R/I),depth(R/I*) + 1} + ht(I) + 1.

Demonstragao. [5, Theorem. 5.12]. O
O teorema seguinte ¢ decorrente de [15, Theorem 2.1].

Teorema 3.9. Seja (A,m) um anel local Cohen-Macaulay de dimensao d > 0 com
corpo residual infinito. Seja J um ideal m-primdrio. O comprimento de R/I' pode ser

escrito na forma

AR/ :eo(t“cll_l) —el<”+d_2) 4ot (=) ey

d—1
para n > 0. Se eg — ey = AN(R/I), entdo para toda redu¢ao minimal xy,..., x4 de
J temos que J* = J(x1,...,24),ea = ---eq = 0 e HS;(t) := AN(R/J') € uma funcao
polinomial para todo t > 1. Reciprocamente, se existem x1,...,xq € J tais que J* =

J(x1,...,x4q), entdo eg — ey = AN(R/I).
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Por fim, o teorema final desta secao.

Teorema 3.10. Seja R := k[z,y, 2] e ¢ uma matrizn x (n — 1) cujas entradas sao
formas lineares em R tal que I1(p) = (z,y,2) e ht(l) = 2. Se r(Ip) < 1 para todo

primo associado P de I, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) r(I) <2.

(i) A dlgebra de Rees Rg(I) é Cohen-Macaulay.

(111) A fibra especial F(I) é Cohen-Macaulay.

Demonstracao.
(1) = (4¢i) Suponhamos que r(I) < 2. Mostraremos que as hipdteses do Teorema
sao satisfeitas. Pelo Teorema [3.3| temos que (1) = 3 e depth(R/I?) = 0. Além disso,

uma vez que R é Cohen-Macaulay e I é perfeito, entao R/I é Cohen-Macaulay, logo,
depth(R/I) = dim(R/I) = dim(R) — ht(I) = 3 — 2 = 1 # depth(R/I?).

Como I é unmixed, as condigdes (1) e (3) do Teorema (3.8 sdo satisfeitas.

Para verificar a condigao (2), seja P € Spec(R) tal que I C P e ht(P) = ht(]).
Entao P € Min(I) € Ass(/). Pela hipdtese do teorema, temos que r(lp) < 1.
A condigao (4) segue da hipétese (i). Portanto, pelo Teorema e sabendo que
dim(Rg(I)) = dim(R) + 1 = 4, temos que

depth(Rz(I)) = min{depth(R/I),depth(R/I?)+1}+ht(I)+1 = 14+2+1 = dim(Rz(I)).
Provamos assim que Rg(I) é Cohen-Macaulay.

(17) = (i4i). A fibra especial F(I) é isomorfa a k-algebra k[fi,..., fu]. Pelo Teorema
B-3) dim(F (1)) = 3. Na notacao da Proposicao 3.7 temos que k[I,_1] = k[f1, ..., f.].
Logo, dim(k[I,,—1]) = dim(k[fi,..., fu]) = dim(F(I)) = 3. Segue da Proposicao

que k[I,_1] é Cohen-Macaulay, consequentemente, F(I) é Cohen-macaulay.

(14i) = (7). Para mostrarmos que r(I) < 2, ou seja, que r(I) < ¢(I) — 1, mostraremos
que a condi¢ao (c¢) do Corolario [3.6|é satisfeita.
Seja P um primo associado de I. Inicialmente, mostremos que Ip é Pp-primario.

Com efeito,

Ass(Ip) ={Qp | P2 Q € Ass(I)}.

Como I é Cohen-Macaulay, entdao Ass(/) = Min(7). Decorre imediatamente que Ass(Ip) =
{Qp | P2 Q € Ass(I)} = {Pp}. Portanto Ip é Pp-primario. Como Rp/Pp ¢é infinito,
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entao Ip admite reducao minimal. Como Ip é Pp-primario, toda reducao minimal de
Ip ¢é gerada por dim(Rp) = ht(P) = 2 elementos, em particular, existem xy, x5 € [
tais [TUP)+L = [7UP) (g1 24), ou seja, I? = I(xy,3). Pelo Teorema , temos que
HS1,(t) :== AM(Rp/I5) é uma fungao polinomial para todo ¢ > 1.

Seja e(M) a multiplicidade de um R-mddulo graduado M. Aplicando [I7, Theorem
14.7] para o anel R, o R-médulo R/I* e o ideal m, temos que

e(R/T") = Z(I))\((%>P>e(R/P): Z(I)A(ff) e(R/P).

PeMin PeMin

Pela exatidao da sequéncia estrutural de R-médulos 0 - P - R — R/P — 0,
temos que e(R/P) = e(R) —e(P). Como R é um anel regular, entdo e(R) = 1, decorre

que
e(R/TYV= Y MRp/Ip)= Y HSL(t)
PeMin(I) PeMin(I)

Entao e(R/I") ¢ polinomial para todo ¢ > 1. Como F(I) ~ £ ¢ L & g,

segue do lema de Nakayama que

H(F(I),t) = A (m[—;) = dimy, (mf—;) = u(1).

Além disso,

utry = (") et

It+1
Como e(R/I") é polinomial para todo t > 1 e (N( )2 * ) ¢ um polinémio em ¢, segue

que p(I') é um uma fungao polinomial para t > 1 e 0 mesmo vale para

H(f([),t):(’“‘( Hl) S° ABp/IY). (3.10)

PeMin(I)

Portanto, H(F(I),t) coincide com Prp(t) para todo t > 1. O

3.2 Propriedades da jacobiana dual

Como vimos, a matriz jacobiana dual foi essencial para determinar a birracionali-
dade de uma aplicagao racional definida pelos (n—1)-menores de uma matriz nx (n—1)
de entradas lineares. Nesta se¢cao exploraremos um pouco mais a submatriz jacobiana

dual B obtida na segao anterior. Adicionando a hipétese de u = u(y) = 1, mostraremos
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que Rr(I) é Cohen-Macaulay e normal. Para isto, precisaremos obter propriedades
sobre a transposta da jacobiana dual e uma submatriz particular.

Sejam R := k[z,y,2] e ¢ € M, (»n—1)(R) uma matriz tal que suas entradas sao
formas lineares em R e I := I,,_1(p) um ideal de R. Suponhamos que I = (f1,..., fa),
onde cada f; é uma forma de grau n — 1 em R para todo i € {1,...,n}. Consideremos
ainda a aplicacao racional § : P2 — P"~! determinada por p — [fi(p) : -+ : fu(p))].
Consideremos a submatriz B da jacobiana dual de § determinada em . Entao BT

tem a forma

oty -ty 0 e 0
B" = 51,2 52,2 €U,2 €u+1,2 gn71,2 . (3-11)
bz log oo+ luz Llyuprz o0 loo1s
‘. e 0,
Uma submatriz notavel de BT é a matriz B’ := 2 b2 , que é a
€u+13 e gnflﬁ-

parte da jacobiana dual referente ao lado direito da matriz ¢ exibida no Teorema |3.3
e que, pelo mesmo teorema, nao tem entrada nula. Veremos agora dois resultados

envolvendo B’ e seus menores maximais.

gu cte gn—
Proposicio 3.11. A matriz B = | “*"? 1,2

¢ 1-genérica.
luv13 - bha3

Demonstragdo. Pela Proposigao [L.7} basta mostrarmos que V B'W nao tem entradas
nulas para quaisquer que sejam as matrizes V' € GLy(k) e W € GL,,_1_,(k).
Suponhamos que existem matrizes V' € GLy(k) e W € GL,,_1_,(k) tais que VB'W

tem alguma entrada nula. Consideremos as matrizes

110
oV

onde I, é a matriz identidade v X u. Notemos que

V.=

. I,| 0
€ GL3(k) e W= [
W

t b £ \ 0
g R N ¢ S| fy O
ol v 12 f22 w2 | o Q ‘VB’ )
Uiz lag lus
onde

14 / 0,
Q1. 12 L2 2

£L3 623 €u3
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Portanto,

oo t] 0
Q |vB

VBTW = [ (3.12)

0 t1 ty
0w Q |vBwW
Consideremos a mudanga linear de varidveis em R = k[x,y, z| determinada pela matriz
(‘7*1)T, e sejam P a matriz ¢ nas novas varidveis e By a submatriz jacobiana dual

relativa & @W. No capitulo 2 mostramos que By = WTB((V-1)T)"! = (VBTW)T.

Assim, temos que

t1 zl,Q 21,3
By = : N: ~: ’
tu gu,Q gu,3
0| VBW
onde Z” sao formas lineares em k[ty,....t,| para todo i € {1,...,u} e j € {2,3}.

Notemos que u = u(yp) = u(@W) Usando a mesma notacao que B para By, temos que
a matriz B} é a matriz V B'W. Por hipdtese, V B'W tem uma entrada nula, portanto,
a matriz @W tem uma coluna dependendo somente de uma das novas varidveis y’ ou
2. Consequentemente, [n,1(¢W) C (¢/) ou In,l(a/W) C (#'), um absurdo pois oW ¢

uma matriz conjugada a (. O]
O corolario abaixo segue diretamente de B’ ser 1-genérica e do Teorema [1.8

Corolario 3.12. O ideal I(B’) é primo, Cohen-Macaulay e
hW(L(B)=n—-1—u)—2+1=n—u—2.

E[t1,nstn] 4 - .
Teorema 3.13. O anel % € isomorfo ao anel de coordenadas homogéneas de um
normal scroll racional em P"! de dimensao u+1. Em particular, o anel de coordenadas

homogéneas do normal scroll racional € um dominio Cohen-Macaulay.

Demonstragao. A matriz B’ é uma matriz 2 x (n — 1 — u) e 1-genérica. Pelo Teorema
existem inteiros nao negativos az, ..., a, tais que a matriz B’ admite uma matriz

conjugada da forma

’357: To - Tgy—1 | Lay+1 -~ Tag—1

xau—&—l e Tp—2 ]

X e Lay Lay+2 e Tn—1

xal+2 e xa2

Pelo Teorema , 0 ideal I5(B') ¢é primo e define um normal scroll racional V =
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V(I,(B)). Seja A(V) o anel de coordenadas homogéneas de V. Entio

klxo, ..., Tpn 1] _ klxo, ... ,j:/n,l] _ klxo, ..., Tn 1] _ klxo, - ..A,/a:n,l]
(V) I(V(L:(B))) L(B) I(B')

A(V):=

a pentltima igualdade devido ao teorema dos Zeros de Hilbert e a tltima igualdade

devido a [2(§) ser primo. Como B’ foi obtida de B’ por conjugacao, entao

k[tl, ce ,tn] - k?[l‘o, PN ;xn—l]
I(B) L(B)

=A(V).
Como V' é uma variedade projetiva. entao dim(V) = A(V') — 1. Portanto, temos que

dim(V) = dim(A(V)—=1 = dim (%)—1

= n—ht(l(B)) -1
n—n-u—2)—1
= u+ 1.

Portanto, A(V') é um dominio Cohen-Macaulay. O

3.2.1 Caso particular: u(p) =1

Nosso objetivo serd concluir este trabalho apresentando e demonstrando alguns re-
sultados, para o caso u = 1, envolvendo as localizagoes de I em seus primos associados,
a Cohen-Macaulaycidade da fibra especial e da algebra de Rees de I.

Apresentamos dois lemas técnicos que serao usados na demonstracao do teorema

principal.

Lema 3.14. Sejam m > 1 um inteiro e M uma matriz de entradas lineares em k[y, 2|

tal que det(M) # 0. Entao M é conjugada a uma matriz M da forma

M=
0| M

onde M’ tem entradas lineares em k[y, z], det(M') # 0 e «o; € k para todo i.

Demonstragao. Seja M = (m;;) onde m;; = a;;y + b;jz com a;;,b;; € k. Podemos
escrever M = yA + zB onde A e B sao matrizes m X m com entradas em k, definidas
por A = (a;;) e B = (bj).

O determinante de M, det(M),
deremos (a,b) € k? raiz de det(M) tal que b # 0. A existéncia do par (a,b) se justifica

¢ uma forma nao nula nas variaveis y e z. Consi-

da seguinte maneira: Seja det(M) = p(2)y" + -+ + p1(2)y + po(2) € kly, z]. Como
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det(M) # 0, entao p(z) #Z 0. Logo, existe b # 0 tal que p;(b) # 0. Como k ¢é algebrica-
mente fechado, existe a € k tal que a é raiz do polinomio p,(b)y" +- - - +p1(b)y+po(b) €
kly]. Assim, det(M)(a,b) =0 com b # 0.

Denotemos por M (a,b) a matriz M aplicada no ponto (a, b):

a11a + bllb a120 + bub Ce A1ma + blmb
M(@, b) — . . .

Am1@ + b1 amaa +b,0b ... amma + by

Como det(M(a,b)) = det(M)(a,b) = 0, temos que M (a,b) tem colunas k-linearmente

dependentes. Sejam C4,...,C,, as colunas de M (a,b). Existem r,...,7, € k, nao

todos nulos, tais que r1Cy +...+7r,Cp, =1[0 0 ... 0]". Definamos v :=[rqy,...,7,] €

k™\{0}. Desta forma, temos que (a¢A+bB)-v = M(a,b)-v=1[0 0 ... 0], ou seja,
a

(—3) Av = Bu. (3.13)

Tomando uma base de k™ contendo v, digamos {v, v, ..., v}, e olhando cada vetor

como matriz coluna, consideremos a matriz T := [v vy ... vp]. Sejam C4 a primeira

coluna de AT e Cp a primeira coluna de BT. Completando a matriz coluna [v] para

obter [v vy ... v,], segue da equagao (3.13]) a igualdade:
a
(—5) Oy = Ch. (3.14)

Por outro lado, tendo que M = yA + 2B, segue que MT = yAT + zBT, em

particular, se C'y; é a primeira coluna de MT', entao

C’M:yC’A+zCB:yC’A+z<—%> Cy = (y—%z) Cy. (3.15)

Se Cy #[0 ... 0]*, entao MT é da forma

(v—§2)en
: X (3.16)
(v = §2) em
onde ¢y, ..., ¢y € ke X é uma matriz m x (m — 1) com entradas em kly, z]. Sem perda

de generalidade, podemos supor ¢; # 0. Operando com linhas e colunas, obtemos uma

matriz conjugada a M da forma
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(y —§2)er | agz - aupz
0

MT =
M/

0

Por fim, fazendo a mudanga de varidvel k[y, 2] — k[y, 2],y = 2 + $2, 2+ z, obtemos
C1

uma matriz conjugada a M da forma

[ Y| agz - apz ]
—_ 0
M = . (3.17)
: M

0

Sabendo que det(M) # 0, obtemos que 0 # det(M) = y-det(M"). Portanto, det(M") #
0.

Se na equagao tivéssemos Cy = [0 --- 0]*, entdo na primeira coluna de
MT, Cy, s6 apareceria a variavel z e, uma vez que det(MT) # 0, pelo menos uma
das entradas de C'j; é nao nula. Basta entdao considerarmos a mudanga de varidveis

simétrica z — y e y > z, fazer operacgoes elementares nas linhas e colunas e obteremos
M como em ([3.17)). [

Lema 3.15. Seja k um corpo algebricamente fechado. Dado um inteiro m > 1 e M
uma matriz m X m com entradas lineares em k[y, z], definamos C' como a tnica matriz

2 x m de entradas lineares no anel de polinomios klty, ..., t,,] satisfazendo a igualdade

Se det(M) # 0 e I,_1(M) é (y, z)-primério, entdo I(C) tem codimensdo esperada
m—2+1=m-—1.

Demonstragao. Faremos inducao em m. Para m = 1, temos que Io(M) = k[y, z] é
(y, z)—primario e I5(C) = (0) tem codimensao 0 = m — 1.

Suponhamos que o lema ¢ valido para algum m — 1 com m > 2. Sejam M uma
matriz m X m e C' uma matriz 2 x m como no enunciado do lema. Consideremos as
matrizes M e M’ como no Lema (13.14)).

Um dos geradores de I,,_1(M) é det(M’) e os outros geradores sio elementos
do ideal I,,_o(M'). Uma vez que det(M') = I,_1(M') C I, o(M'), temos que

Iy (M) C I,—o(M"). Como I,,_1(M) é (y, z)—primario, Im_l(M) também é (y, z)-
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primério. Obtemos entao que

(y,2) = \/ Lnr (M) C /T (M").

Pela maximalidade do ideal (y,z) ocorre a igualdade. Assim, I, o2(M’) é (y,z)-
primério. Entdo, por hipdtese de inducao, o lema vale para M’.

Seja C' a tnica matriz 2 X m com entradas lineares em k[ty, ..., t,] satisfazendo a
igualdade

—~ ~

[ty tw] M=y 2]-C. (3.18)

Temos que CT ¢ a matriz jacobiana de M , portanto,

~ t A e Ao
o—1|" 1,2 L , (3.19)
0 )\272 + OéQtl s )\27m + Oémtl
onde \;; € klts,...,t,]. Como C é conjugada a C, é suficiente mostrarmos que
ht(1,(C)) = m — 1.
Mostraremos que as formas lineares \go + oti, ..., Aoy + aunty sao linearmente

independentes sobre k. Suponhamos, por absurdo, que estas formas lineares sao k-

linearmente dependentes. Sem perda de generalidade, podemos supor que existem
m

C3,...,Cm € k nao todos nulos tais que Ay o + ast; = Z ¢i(Ag; + aity). Consideremos

a matriz invertivel ~ - .
0 0 0
D=0 -—c3
]Im—2
| 0 —cn i

onde I,,_» é a matriz identidade (m — 2) x (m — 2) com entradas em k. Entao

-~ toA A o Al
DD — 1 A2 1,3 1, 7
0 0 )\2’3 + Oégtl s )\Q,mamtl
onde XLQ € klta,...,tn]. A matriz D é conjugada a C. Desta maneira, a matriz

N := MD satisfaz a igualdade

[ty - ] -N=1[y 2]-D

e é conjugada a M. O zero na primeira coluna de D nos mostra que a primeira coluna de

N ¢ livre da variavel z, assim como o zero na segunda coluna de D diz que a segunda
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coluna de N também é livre da varidvel z. Deste modo, I, 1(N) C (y). Mas N é
conjugada M, logo, I,,_1(N) é (y, z)—primario, contrariando a inclusdo I,,,_1(N) C (y).
Concluimos que {Aga+aoty, ..., Aom+aun,ti } € um conjunto linearmente independentes

sobre k
A2 0 Aim

Aot Aom

Consideremos agora a matriz C’ :=

(3.19), obtemos a igualdade

]. Pela igualdade (3.18)) e

[t -+ t] - M' =y 2]-C"

Como det(M') # 0, entao a hipdtese de indugao vale para M’. Aplicando a hipdtese
indutiva, obtemos que ht(I5(C")) = (m—1) —1=m — 2.

Determinemos a altura de Io(C). Seja P C k[ty,...,t,] um ideal primo que
contém [2(5). Como {t1(Ag2 + aot1),...,ti(Aam + amt1)} C 1'2(6’) C P, entao
{2+ aoty, ..., Aom Fapti} S Pouty € P Se {\a2+ asty,..., Aoy + amti} C P,
entdao ht(P) > m — 1 pois as formas lineares sdo linearmente independentes. Por
outro lado, observemos que Ay (Ao + ajty) — Ai;(Aaos + aity) € I(C) C P para
quaisquer i,j € {2,...,m}. Assim, se t; € P, entdo A\j;A2; — A1 jAa; € P para
quaisquer i,7 € {2,...,m}, isto é, I(C') C P. Portanto, P contém o ideal ge-
rado por ¢; e I5(C"). Dado que I5(C") é gerado por formas de grau 2 nenhuma delas
contendo a variavel t;, segue que t; é um nao divisor de zero de I(C’). Portanto,
ht(P) > ht(15(C), t1) = ht(l(C")) +1 =m —2+1=m—1. Como isto vale para todo

ideal primo contendo I5(C'), entao

ht(15(C)) = inf{ht(P) | P D I5(C), P primo} > m — 1.

Para obter a desigualdade inversa, notemos que I5(C') é gerado por formas lineares de

grau 2, portanto, ndo possui elemento de grau menor que 2. Assim, se por absurdo

tivéssemos ht(I5(C')) = m, entao este ideal seria maximal em klty, ..., t,] e, portanto,
deveria ser da forma 12(5) = (t; — by, ..., tm — by) 0 que iria contradizer a observagao
sobre I,(C) ndo possuir elemento de grau 1. O

Quando o invariante do caos é 1, segue do Corolario que ht(Iy(B")) =n — 3.
Como I(B') C I1(B), temos que ht(l3(B)) > ht(l3(B’)) = n — 3. Veremos agora o

valor preciso da altura de I5(B) quando u = 1.

Proposicao 3.16. Seja ¢ € Mnx(n_l)(R) uma matriz de entradas lineares em R tal
que ht(/;(¢)) = 3 e ht(I,-1(p)) = 2. Se B é a matriz jacobiana dual exibida em
e u(yp) =1, entao ht(Ir(B)) =n — 1.
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Demonstracao. Quando u = 1, a matriz ¢ toma a forma

T+pia| P2 0 Pla-1
P21 P22 - P2n-1
¥ = ) ) . ) )
L pn,l pn,2 Tt pn,nfl ]
onde p;; ¢ uma forma linear em kly,z] para todo 1 <i <mnel < j<n. Podemos
T+pi1 P2 ot Pia-i . , .
escrever ¢ na forma ¢ = i . Seja C a unica matriz com
entradas lineares em k[t ... ,t,] satisfazendo

[t -+ t,] - M=y z]-C. (3.20)

Como det(M) é o (n — 1)-menor de ¢ obtido omitindo-se a primeira linha de ¢, entao
det(M) é um dos geradores minimais de I. Segue que det(M) # 0.
Notemos que I C I,,_o(M). De fato, um dos geradores de I é det(M) = 1,,_1(M) C

I,_o(M). Os outros geradores de I sao determinantes de matrizes da forma

W — T+pi1 P12 0 Pin-1 ’
N

onde N é uma submatriz (n —2) x (n — 1) de M. Expandindo o determinante de W
usando a 1* linha, obtemos que det(W) C I,,_o(N) C I,,_o(M).

A cadeia de inclusoes I C I,,_o(M) C (y, z)R implica que ht(f,,_o(M)) =2 em R =
klz,y,z]. Sejam I, o(M) = (g1,...,9-) e denotemos J := (g1,...,g.)k[y, z] C k[y, z].
Mostraremos que J é (y, z)-primério.

Caso 1: ht(J)) = 2.
Inicialmente notemos que se J C (y, z) é um ideal homogéneo em kly, 2], entao (y, z)

S
é o unico ideal maximal que contém J. Seja J = () ; uma decomposi¢ao primaria

i=1
minimal de J e consideremos P; := /Q; € Ass(k[y,z]/J), i =1,...,s. Entao
2 = dim(k[y,2]) > ht(P,) > ht(J) =2, i€ {l,...,s}

Como P; é ideal primo de altura 2 em um anel de dimensao 2, entao P; é ideal maximal
para cada i = 1,...,s. Mas (y, z) é o tnico ideal maximal que contém .J, entdao P; =
(y,2) para todo i = 1,...,s. Decorre que s =1 e Ass(kly, z]/J) = {Pi} = {(y, 2)}.
Caso 2: ht(J) = 1.

Seja @ € Spec(kly, z]) tal que J C @ e ht(Q) = 1. Como k[z,y] é um Dominio de
Fatoragao Unica, segue que @ é um ideal principal. Seja Q = (q(y,2)) onde q(y, z) €
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kly,z]. Entao I, o(M) C q(y, 2)k[z,y, z] C k[z,y, 2], um absurdo pois I,,_2(M) tem
altura 2 em k[z,y, z].

Aplicando o Lema [3.15] para as matrizes M e C' com m = n — 1, temos que
ht(15(C)) = n — 2. Como I(C') é gerado por formas lineares em kfts, ..., t,], segue

que a varidvel ¢; é um elemento regular sobre I5(C). Assim,
ht(I2(C),t1) = ht(L(C)) +1=n—1.

Pela equagao [3.20, a matriz C' é uma submatriz jacobiana dual associada a M.

Temos entao que

Seja D a submatriz de BT definida por

/ /¢ v lyy Ay e 0,
D [ 1,2 f22 2 +1,2 1,2 ] .

big log -+ by Llyuprz 0 looag
Os geradores de I5(C) sdo da forma

lio Lo

+ Lt;.
Uiz {3

onde L € k[ty,...,t,]. Logo, (I2(C),t1) C (I2(D),t;). Reciprocamente, (I5(D),t;) C
(I13(C), t1). Portanto, ht(Iy(D),t;) = ht(I5(C),t;) =n — 1.

Consideremos o conjunto £ := {ly9,...,03,1,023,...,¢n_13} formado pelas en-
tradas da matriz
B — lro - Aoy ] 7
lyz =+ A3na

que pela Proposic¢ao [3.11)é uma matriz 1-genérica. Pela Proposigao|[L.6], temos que o
subespago vetorial (L) C k[ty,...,t,] gerado por L satisfaz dimg((L)) > (n—2)+2—1 =

n — 1. Como ideais gerados por formas lineares sao primos, entao (£) é um ideal primo
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e ht((£)) = dimy,((£)) > n — 1.

Os menores 2 x 2 da matriz jacobiana dual B associada a ¢

T T
ty 0 ... 0 0 . 0 t; 0 --- 0
B = 51,2 62,2 ce gu,Z £u+1,2 T gnfl,Q = D
51,3 52,3 ce gu,3 €u+1,3 T gnfl,i’)
@,2 éj,2

sao de trés formas possiveis: s ligti e sty com 1 <,5 <n—1. Com isto

i3 L3
obtemos que Ir(B) = (I2(D),t, L).

Por definicdo do conjunto L, temos que I(D) C (L), entao (I(D),L) = (L) e
ht(I5(D), L) =ht((L)) > n — 1. Resumindo os célculos acima, temos que

ht(L(D),t) >n—1,  W(L(D),L)>n—1,  L(B)=(L(D),HL).

Todo ideal primo contendo I»(B) tem que conter (Iy(D),t1) ou (Iy(D),L). Isto é

suficiente para concluirmos que ht(/>(B)) > n — 1. Como I3(B) é gerado por formas

de grau 2, entdo nao pode ser um ideal maximal. Logo, ht(/2(B)) =n — 1. O
Sejam f1,..., fn os geradores de I := I,,_1(¢). No capitulo 2 observamos que o
ideal de apresentagao da algebra simétrica de I é o ideal I1([t; - -- t,] - ¢), que natu-

ralmente estd contido no ideal de apresentacao da algebra de Rees J de I. Ainda
no mesmo capitulo, na Proposicao mostramos que F(I) ~ k[f1,..., fu]. Entéo
existe um homomorfismo sobrejetor k[ty,...,t,] — F(I),t; — fi. O nicleo Q deste
homomorfismo é chamado de ideal de apresentag¢io de F(I). Podemos perceber que
Q C 7. Portanto, (I1([t1 --- ta] - ), @) € Z. Quando ocorre a igualdade, dizemos que
Rr(I) € do tipo fibra (ou que I é do tipo fibra).

Teorema 3.17. Sejam R = k[x,y, z| um anel de polinomios e ¢ € Myym-1)(R) uma
matriz com entradas lineares em R tal que ht(I) =2 e ht(I1(p)) = 3. Suponhamos que

u(p) = 1. Entdo temos que

(a) Seja Q o unico ideal maximal obtido na Proposigao (a) tal que

{Q} = Min(R/Iy(p)) = - -- = Min(R/(In-2(9))).

Se P ¢é um primo associado de I diferente de (), entao Ig € intersecao completa.

(b) Consideremos @) como no item acima. FEzistem gi,...,9, € ngz\ngl e
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gl ey Gn1 € Qgﬁl\Q" , para algum r € {1,...,n — 1}, tais que
]Q - (gl7 s ry Grday - - 7gn—1)'

Além disso, 1o = Qgﬁ se, e somente se, r =mn — 1.

(c) A fibra especial F(I) é isomorfo ao anel de coordenadas homogénas de um normal
scroll racional ou de um cone sobre o mergulho de Veronese de P'. Em particular,

F(I) é Cohen-Macaulay, tem grau minimal e r(I) < 1.
(d) A dlgebra de Rees Rg(I) é Cohen-Macaulay.

(e) A dlgebra de Rees Rr(I) € do tipo fibra e normal.

Demonstracao.

(a) Pela Proposicao (b), temos que p(lp) < 2. Como P é um ideal primo e
contém I, entdo ht(/) < ht(Ip). Segue que

Portanto, ht(Ip) = 2 = u(Ip).

(b) Efetuando mudanca de varidveis se necessario, podemos supor que @ = (y, 2).

Como u = 1, a matriz ¢ admite representagao

T+pi1| P2 0 Pin-1
P21

Pn,1

com p;; € kly,z] para quaisquer ¢ € {1,...,n} e j € {1,...,n—1} e H uma
matriz (n — 1) X (n — 2) de entradas lineares em kly, z]. Para cada i € {1,...,n},
seja f; o 1-ésimo gerador de [ obtido omitindo-se a i-ésima linha de ¢. Usando
o teorema de Laplace para calcular fi,..., f, usando sempre a primeira coluna,

podemos escrever
p

n—1 )
i = Zl(—l)Jij,lAj

J
fo = (@ +pi1)AL+ Dy (3.21)

fn - (ZL‘ +p1,1)An—1 + Dn

\
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onde A; é o (n — 2)-menor de H omitindo-se a i-ésima linha de H e D;;; € Q"!
para todo i € {1,...,n —1}. Como z + p11 &€ @, entao Lf“ ¢ uma unidade de

Rg. Mostraremos agora que f1/1 é desnecessario para gerar I.

Lema 3.18. Sejam X = (z;;) uma matriz n X (n — 1) com entradas em um anel
A e L; o menor maximal de X obtido omitindo-se a i-ésima linha de X. Se z1; ¢é

uma unidade de A, entdo Ly € (Lo, ..., Ly,).

Demonstragao. Para cada par ordenado (i,j5) € {1,...,n} x {1,...,n} com i # j,
seja L; ;) o (n—2)-menor de ¢ obtido omitindo-se de X: a i-ésima e a j-ésima linha,
e a primeira coluna. Naturalmente, L(; ;) = L(;;. Expandindo os determinantes

sempre pela primeira coluna de ¢, podemos escrever Ly, ..., L, como

Ly =x91La2) —x31Lag) + -+ (—=1)"@n1 L1
Ly =211 L21) — 31 L(23) + -+ (=1)"Tn1 L2
L3 =x11L31) — v21L32) +Ta1Lizay + -+ (—1)"2, 1Lz

L,=x11Lpnyy+ -+ (—1)"_133”71[/(”7”_1).

Verifica-se que
Ll = (1'2,1171_&)[/2 — 4 (_1)71(1‘71 11’1_&)Ln

)

]

Pelo lema acima e pelo Lema (b), Ig é minimamente gerado por fa/1,..., f,/1.
Como f; # 0, entao existe i € {1,...,n — 1} tal que A; # 0. Para cada i €

{1,...,n— 1}, seja g; == % Reordenando se necessario, podemos supor que

G:={i|A#0}={1,...,r}
G:={i|A=0={r+1,...,n—1}
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Como A;, D; € Q"2, entdo g; € Qgﬂ para todo i. Notemos que

9 € Q' <= Ise R\Q tal que sfiy € Q™!
s(x 4+ p11)A;i + 8Dy € Q"
s(x+pii)A; € Q™!

sx; € Q™!

A; =0

ied

[

Com isto, temos que ¢i,..., g, € Qg_Z\Q%_l € Jrity--ygn1 € Qg_l. E suficiente
mostrarmos que gri1,---,9n-1 € (f, ou equivalentemente, D, ya,..., D, & Q".
Mas isso é imediato uma vez que D; é uma forma de grau n — 1 nas variaveis y e

z, portanto, D; & Q" para todo i € {r +2,...,n}.

Para provarmos a segunda parte, comecemos notando que se I = Q’é‘2, entao
J1s- -+, gn_1 geram minimamente Qg_2 uma vez que u(Qg_z) =n —1. Como Q’é—z
é gerado por formas de grau n—2, entao, entre os geradores de ’52 nao pode haver

forma de grau n — 1. Deste modo, ¢1,...,9,_1 € ngz\ng’ ou seja, r =n — 1.

Por outro lado, consideremos os k-espacos vetoriais Ig, Qg’2, Ro/Ig e Rg/ Qg’Q )

n—2 n—32 yzn—3 n—2

n—2 __ Y Yy z
Temos que Qg ° = ( T T s

) é um k-espago vetorial de di-
mensao n — 1 gerado por formas de grau n — 2. Analogamente, I = (f—f, cee an)
também é um espaco vetorial sobre k de dimensao n — 1, pois fs, ... f, sao linear-

mente independentes sobre k e assim permanecem sob localizacao. Se r =n — 1,

entao as formas fo/1,..., f,/1 sdo de grau n — 2, portanto, podemos considerar a
sequéncia exata
Q5?2 R R
0—s —2 9 ?2 — 0.
I I Q7
Q Q Q

Obtemos entao

n—2
dimy, “o ) _ dimy, (@> — dimy, IfEZ = 0.
]Q ]Q QQ

Concluimos entao que Qg‘Q = Ig.

Como [ tem analytic spread méaximo, entao dim(F([)) = ¢(I) = dim(R) = 3.
Logo, um ideal de apresentacao de F(I) tem codimensao dim(R) —3 = n — 3. Pela
Proposicao e o Teorema temos que F(I) é gerado pelos 2-menores de
uma matriz A 1-genérica 2 X (n — 2) de entradas lineares. Por [12], Proposition 9.4

e Proposition 9.12], a matriz A é conjugada a uma matriz A’ tal que I5(A’) gera
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um normal scroll racional ou um cone sobre a curva normal racional standard em
P"2, ambas sao variedade de grau minimo. Portanto, F(I) é Cohen-Macaulay.

Adicionalmente, pela Proposigao temos que r(I) < 1.

Pelo item(c) acima, sabemos que F(/) é Cohen-Macaulay. Se mostrarmos que
r(Ip) < 1 para todo primo associado de R/I, seguird do Teorema [3.10] que Rp()

é Cohen-Macaulay.

Se P é um primo associado de I diferente de @, entdo pelo item (a), Ip é in-
tersecao completa. Portanto, temos que r(Ip) < 1 e, além disso, pelo Teorema ,
A(Rp\I%) é uma fungdo polinomial para todo ¢ > 1. Assim como no Teorema m,
F(I) é Cohen-Macaulay, entao H(F(I),t) é polinomial para ¢t > 1 e pela equagao

(3.10) temos que

Aro/) = (") < HFD - X Ae/1p),

PeMin(I)

Segue que A(Rq/If;) ¢ polinomial para todo t > 1. Notemos que dim(Rq) =

ht(Q) = 2, entao, podemos escrever

1+2-1 1+2—-2
)\(RQ/IQ)ZGO( 5 )—el( ) ):eo—el.

Pelo Teorema [3.9] temos que r(Ip) < 1.

Iniciaremos demonstrando que Z := (Il([a: y z] - BT),IQ(B’)) é igual a J, onde
J é o ideal de apresentacao da élgebra de Rees Rg(I). Como J é um ideal primo

de altura
ht(J) = dim(R[ty, ..., t,])) —dimRr([) = (n+3)—4=n—1

entao é suficiente mostrarmos que Z C J e que Z também um ideal primo de altura

n—1.

Por (3.7)), a matriz BT satisfaz a equacao
[ty - ta] =[xy 2] B

Entdo I1([z y 2] - BY) = L,([t; -+ t,] - ). Como cada coluna de ¢ ¢ uma sizigia
de I, entdo I1([t; -+ t]-v) C J.

Seja B uma submatriz 3 x 3 de BY. Ainda por (3.7), temos que I1([z y 2] - E) C
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Li([xy 2]-B) C Li([xr y 2] - BT) C J. Portanto,

Ii([z y 2] - det(B)) € L([ry 2] - B-adj(B)) € J.

Como nenhuma das variaveis x,y, z pertence a J, que é um ideal primo, entao
det(é) € J. Como B foi tomada como uma submatriz 3 x 3 qualquer de BT,

entdo I3(BT) C J. Notemos que os geradores de I3(B”) sdao da forma

t1 0 0 0 0 0
lig o gj,2 ou lig @,2 lro
bz lisz L3 Uiz Lz L3

com i, j,7 € {1,...,n —1}. Temos que t;I,(B’) = I3(B") C J. Mas t; € J, logo,
L(B') C J. Concluimos que Z C J. Por outro lado, os geradores de Z sao da

forma
lia Lo
tix + U0y + 4 32, Uioy + i 32, (3.22)
liz U3
com i € {2,...,n — 1}. Decorre que Z = (ty2 + {12y + {132, I5(B")) onde
oy oo by
B z a2 2n-1 | | B (3.23)
—y lag -+ Al3n -y

A matriz B” esté dividida em dois blocos de Hankel (catalecticantes) independen-
tes, isto é, cada bloco possui varidaveis distintas. Entao B” é uma matriz 1-genérica.
Pelo Teorema segue que [5(B”) é um ideal primo Cohen-Macaulay de altura
(n—1)—241=mn—2. Mas I,(B") é gerado por formas de grau 2 nas variaveis
Y, 2,11, ... by, entdo t1x + lo 1y + 312 nao é divisor de zero de I(B”) por causa

da variavel x. Por conseguinte, Z é Cohen-Macaulay e
ht(Z) = ht(t1x + l1 0y + 132, I(B")) = ht(L(B")) + 1 =n — 1.

Rlt1,.tn] - . . o
Blttn] ¢y anel normal, e assim decorrera a primalidade

Mostraremos agora que
de Z. Para isto, mostraremos que as condigoes de Serre (Ry) e (S2) sao validas
para A = === Como A é Cohen-Macaulay, segue que S, é naturalmente
satisfeita. Resta mostrar a condigdo (R;). Para isto, usaremos [22] Proposition
3.5.9]. De fato, Z é um ideal Cohen-Macaulay, entao por [22, Corollary 2.2.4],
Z é unmixed. Em particular, Z é unmixed de altura n — 1. Provaremos que

ht(J,Z) > (n—1)+2=mn+1, onde J ¢ o ideal jacobiano de Z definido em [22].
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Seja © a matriz jacobiana de Z. Para cada i,7 € {2,...,n — 1}, sejam \; :=
Uiy + ligz e 0;; = lioljs — Lol 3. Por (3.22)), a matriz jacobiana de Z tem a

forma
[ dly 2 dly 3 dly 2 dlys ]
t 6172 l13 s, Y + it ~ dtn Y + dtn ~
dx dy dz t1 dtn
@ — dAn—1 dAn—1 dAn—1 dAn—1 . dAn—1
dx dy dz i1 dtn
dé2 3 db2 3 doz 3 dda,3 e 62_’3
dx dy dz t1 dty,
dén—l,n—Q d6n—1,n—2 dén—l,n—Q dén—l,n—? . dén—l,n—?
dx dy dz t1 dty,
[ dp1,1 dp1,1 dp1,1 dpi,1 ]
t1 5172 5173 Tdy Y+ dy ¥ “dy Y+ dz ?
dp1,2 dp1,2 dpn 2 dpn 2
0 lip lig aw YT ? a YT
— dpl,n—l dpl,n—l dpn,n—l dpn,n—l
- 0 £n71,2 £n71,3 dy Y+ 4z~ dy Y+ 4z ~©
doa e 923
dt1 dtn
0 . .
d6n71,n72 . 571,71,77,72
L dt1 dtn |
BT
0| ©

onde ©' ¢ a matriz jacobiana do ideal I((B')T) = Iy(B’). Por definigao, J =
I,_1(©). E suficiente provarmos que (I,,_3(®') - I(B),L(B"),I) C (J,Z) e que
ht(1,,_3(0") - Iy(B), I(B'),I) > n+ 1.

Inicialmente, notemos que (I,,_3(0’) - Iy(B), Iy(B’),I) C J. De fato, temos as
inclusoes Io(B') C (tix + lioy + lisz, (B') = Z eI = I,.41(p) C I,,.1(0),
onde a segunda inclusdo decorre de ¢! ser submatriz de ©. Para verificarmos que
I, 3(0") - I,(B) C I,,_1(©), consideremos D uma submatriz 2 x 2 de B e F' uma

submatriz (n — 3) x (n — 3) de ©'. Entao existe uma submatriz (n — 1) x (n — 1)

de © da forma
D|E
o|F |’

onde F ¢ uma submatriz de ¢”. Como det(D) - det(F) é um gerador de
I,3(0") - I5(B) e det(D) -det(F') = det(I") € I,,_1(0O), segue que I,,_3(0")- [5(B) C
I,-1(©). Isto conclui que (I,,_3(0") - I5(B), I5(B’),I) C (J,Z). Mostraremos adi-

I =
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ante que o ideal (1,,—3(0’) - Is(B), Io(B’), I) tem altura pelo menos n + 1.

Seja P um ideal primo de Rlty,...,t,] contendo (I,,_3(©’)- Is(B), Is(B’),I). Como
I, 5(0")-13(B’) C P, entao I,,_3(©") C Pou ly(B) C P. Se I,,_3(0") C P, entdao P
contém o ideal (1,_3(©"), I5(B’)). Pelo Corolario o ideal I5(B’) tem altura
n — 3. Como ©' é a matriz jacobiana de Iy(B’), entao I,_3(©’) é o ideal jacobiano
de Iy(B’). Assim, temos que ht(/,_3(0©"), Io(B’)) > n+1, portanto, ht(P) > n+ 1.

Por outro lado, se P contém I(B), entao P contém o ideal (I, I5(B)). Pela Pro-
posigao [3.16, temos que ht(l2(B)) = n — 1. Como I é gerado por formas nas
variaveis z,y, z e I5(B) é gerado por formas em ty,...,t,, entdo ht(lx(B),I) >

(n—1)4+2=mn+ 1. Segue que ht(P) > n + 1.

Como ht(P) > n + 1 para todo ideal primo contendo (1,,_3(©’) - I(B), I,(B’), 1),
entao

ht(1,_5(0") - I(B), L(B'),I) > n+ 1

como queriamos demonstrar.

57



Referéncias Bibliograficas

[10]

[11]

[12]

[13]

Andrade, J. F., & Simis, A., Tépicos de Algebra Comutativa, IMPA (1981).

Bermejo, 1., & Gimenez, P., On Castelnuovo-Mumford Regularity of Projective
Curves, Proceedings of the American Mathematical Society 128 (2000), 1293-1299.

Bruns, W., & Herzog, J., Cohen Macaulay Rings, Cambridge University Press
(1998).

Bruns, W., & Vetter, U., Determinantal Rings, Lecture Notes in Mathematics
1327, Springer-Verlag.

Cortadellas, Z., & Zarzuela, S., Burch’s inequality and the depth of the blow up
rings of an ideal, Journal of Pure and Applied Algebra 157 (2001) 183-204.

Doria, A., & Hassanzadeh, S., & Simis, A., A characteristic free criterion of
birationality, Advances in Mathematics 230 (2012) 390-413.

Doria, A., & Ramos Z. & Simis, A., Linearly presented perfect ideals of codimension
2 in three variables, Journal of Algebra 512 (2018) 216-251.

Eisenbud, D., Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry,
Springer-Verlag

Eisenbud, D., Linear sections of determinantal varieties, American Journal of
Mathematics 110 (1988), 541-575.

Eisenbud, D., The Geometry of Syzygies - A second course in Commutative Algebra

and Algebraic Geometry, University of California, Berkeley (2005).

Garrousian, M., & Simis, A., & Tohaneanu, S., A blowup algebra of hyperplane
arrangements, Algebra & Number Theory (2017).

Harris, J., Algebraic Geometry - A first course, Springer-Verlag.

Hartshorne, R., Algebraic Geometry, Graduate Texts in Mathematics, Springer.

58



Referéncias Bibliograficas

[14]

[15]

[20]

[21]

[22]

Hochster, M., & Eagon, J., A class of of perfect determinantal ideals, Bulletin of
American Mathematical Society 76 (1970), 1026-1029.

Huneke, Craig., Hilbert functions and symbolic powers, The Michigan Mathema-
tical Journal. 34. (1987).

Kunz, Ernst, Introduction to commutative algebra and algebraic geometry, Basel;
Berlin: Birkhauser (1985)

Matsumura, H., Commutative ring theory, Cambridge University Press.

Ramos, Z., & Simis, A., Homaloidal nets and ideals of fat points II: subhomaloidal
nets, International Journal of Algebra and Computation, Vol. 27 (2017), No. 06,
pp. 677-715.

Ramos, Z. & Simis, A., Symbolic powers of perfect ideals of codimension 2 and
birational maps, Journal of Algebra 413 (2014), 153-197.

Swanson, I., & Huneke, Craig., Integral Closure of Ideals, Rings, and Modules,
London Mathematical Society, Lecture Note Series 336.

Vasconcelos, W., Integral Closure, Springer Monographs in Mathematics.

Villareal, R., Monomial Algebras, Marcel Dekker, Inc, New York, Basel.

59



	b783a1066be91920897af966dae4832f971d5e9f15a8ca3a9644d999cff6f5be.pdf
	f0c8ae7f64af101cede1b9ec1cb0a9d16d228533adcf35c86ad68806f2ae6f78.pdf
	d9081b5ff0f8b4b0f01ee13de69a2b2e386c3bcc39c3d019dd3928a2ed4c54d2.pdf
	b783a1066be91920897af966dae4832f971d5e9f15a8ca3a9644d999cff6f5be.pdf
	Introdução
	Miscelânea
	Álgebra de Rees e fibra especial
	Ideais Determinantais
	Regularidade de Castelnuovo-Mumford
	Normal Scroll Racional

	O critério da jacobiana dual para birracionalidade
	A Matriz Jacobiana Dual e Um Critério de Birracionalidade
	A Jacobiana Dual de uma aplicação definida por menores de uma matriz

	Álgebra de Rees e Fibra especial de um ideal determinantal
	Resultados gerais
	Invariante do Caos

	Propriedades da jacobiana dual
	Caso particular: u()=1


	Referências Bibliográficas


