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Resumo

Neste trabalho, a partir da geometria algébrica bésica, apresentaremos a construgdo de
grupos algébricos afins. Descrevemos os conceitos de acdo de grupos algébricos sobre vari-

edades algébricas afins e a lineariza¢do de grupos algébricos.

Palavras-chave: variedade algébrica afim, grupo algébrico afim, a¢do de grupos algébricos.

Abstract

In this work, starting from basic algebraic geometry, we will present the notion of affine
algebraic groups. The action of algebraic groups on affine varieties and lenearization of

algebraic groups are described.

Keywords: algebraic affine variety, affine algebraic group, action of algebraic group.
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Notacoes

K[z, ..., x,] - Anel de polindmios sobre o corpo K nas indeterminadas x1, . .. , .
A% - Espaco afim n dimensional.

Z(X) - Ideal de defini¢do de X.

VI - Radical do ideal .

X - Fecho de X.

A[X] - Anel de coordenadas de X.

A(X) - Corpo das fungdes racionais de X.

f* - Comorfismo do morfismo f.

O, - Anel local do ponto p.

dimX - Dimensao de X.

codim,Y - Codimensdo de Y em X.

G - Componente identidade.

Ker(p) - Nicleo de .

Im(y) - Imagem de .

GL(V') - Grupo dos automorfismos do espaco vetorial V.

V* - Espago dual.



Introducao

A teoria de grupos algébricicos afins de Borel-Chevalley (conforme desenvolvido por
Borel, Tits e outros) possibilitou um progresso significativo em diversas dreas: grupos de Lie
Semissimples e aritmética de subgrupos, grupos p-adicos, grupos lineares cldssicos, grupo
simples finitos, etc. Infelizmente, o assunto nio foi tdo acessivel quanto deveria ser, em
parte devido ao fundo bastante substancial em geometria algébrica assumido por Chevalley
(1906-1984) e Armand Borel (1923-2003).

Para os propdésitos deste trabalho, assumiremos conhecimento prévio de conceitos de
algebra comutativa a fim de compreender as propriedades de grupos algébricos afins, esta
dissertacdo tem como objetivo estudar as propriedades de grupos algébricos afins a partir
dos conceitos de geometria algébrica seguindo a trajetéria construida por James Humphreys
em [Humphreys|], que por sua vez é a referéncia bibliogréfica principal que d4 suporte a esse
texto.

No primeiro capitulo descrevemos variedades algébricas afins n dimensionais vistas
como subconjuntos de zeros de uma quantidade finita de polindmios sobre um espaco afim
n-dimensional, descrevendo suas principais propriedades. Mostra-se também a rela¢io entre
ideais do anel de polindmios K|z1, ..., z,]| e variedades algébricas afins.

Na primeira se¢@o do segundo capitulo, elaboramos uma relagdo entre conjuntos algébri-
cos afins que é chamada de morfismo. A partir disso, podemos elaborar um conceito mais
geral que sdo as variedades, para este fim, teremos como pré-requisito os conceitos de anel
local e feixes que sdo abordados nas secdes subsequentes. Por conseguinte, no capitulo trés,
desenvolvemos o conceito de grupo algébrico afim visto como um conjunto que tem estru-
tura de grupo e de variedade algébrica afim. Na parte final, faremos um primeiro estudo da

acdo de grupos algébricos sobre variedades algébricas.



Capitulo 1

Variedades Algébricas Afins

1.1 Variedade Algébrica Afim

Este capitulo tem o objetivo de descrever as variedades algébricas afins como conjunto
de solugdes de sistemas de equagdes polinomiais. Ao longo desse texto, K representard um

corpo algebricamente fechado.

Definicao 1.1. O espaco afim n dimensional é definido por
Ag = A" ={(ay,...,a,); ai,...,a, € K}.

Simplesmente, Ay é o conjunto K" = K X ... x K sem a estrutura de espago vetorial.

Definicdo 1.2. Um subconjunto X de Ay é dito uma variedade algébrica afim ou variedade
algébrica se é conjunto solucdo de um sistema de equagoes polinomiais, isto é, f1, ..., fm €,

onde cada polindmio f, ..., fm € Klxy, ..., z,).

Pelo Teorema da Base de Hilbert, todo ideal em K|z, ..., z,,] é finitamente gerado. Seja

I={f1,..., fm) C K[z, ..., x,], pode-se escrever

X=V(I)={pe A"/ f(p) =0.j = 1,...,m}.

Assim, uma variedade algébrica afim estd associada a um ideal no anel de polindmios.
Quando m = 1, isto é, I = (f) é um ideal principal, dizemos que X = V(f) é uma
hipersuperficie definida por f. Se, além disso, f = a9 + @121 + - - - + a,z, dizemos que

X = V(f) € um hiperplano.
Exemplo 1.

a) X = V(y — 2?) é uma variedade afim formada pelos pontos de R? que sdo zeros de

todos os polidmios de (y — x2).
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b) X =V(2?+y*>—1).

¢) Seja M, (K) o conjunto das matrizes de ordem n e coeficientes em K. Podemos as-
sociar esse conjunto ao espaco afim A™. 0O subconjunto das matrizes inversiveis €
chamado de grupo linear geral e é denotado por Gl,,(K), essas matrizes de ordem n
tem o determinante ndo nulo. Como o determinante é uma funcao polinomial nas en-
tradas da matriz, G(,,(K) é o complementar da variedade afim formada pelas matrizes

cujo determinante € nulo.
Proposicao 1. Sdo vdlidas as seguintes propriedades de variedades afins:
a) Sejam I C J C Klzy,...,x,] ideais, entdo V(J) C V(I);
b) Sep=(ai,...,a,) € A}, entdo {p} =V (x1 —ay,...,x, — ay);
c) D =V((1)) e A" =V({0));

d) Se {X,}acr € uma familia de variedades algébricas afins dentro do mesmo espago

afim, entdo ﬂ X, € uma variedade algébrica afim.
acl

e) Se Xi,..., X, C Ag sdo variedades algébricas afins dentro do mesmo espago afim,
T

entdo U X, é uma variedade algébrica afim.
i=1

Demonstragdo:

a) Seja a um elemento de V' (.J), entdo f(a) = 0 para todo elemento de ./, em particular,

g(a) = 0 para todo elemento g € [ C J;

b) Escrevendo p = (ay, ..., a,), temos que p é um zero de todos os polindmios do ideal

M= (r1 —ay,...,Tn— ay).

¢) De fato, para p(zy,...,z,) = 1 ndo existe a € A" tal que P(a) = 0. A segunda

igualdade € 6bvia;

d) Seja {X,}acr uma familia de variedades algébricas onde X, = V(I,), V a € L,

sendo I, C K[zy,...,z,| um ideal.

Afirmacdo: ﬂ X, =V (Z Ia>.

a€cl a€L
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Como cadaideal I, C Z I, tem-se pelo item a) dessa proposi¢do que V' (Z I a) C
acl

V(l,) = Xa, Y€ L,ouseja,

1% (Z[a> < () Xo-

a€el a€L

acl

Agora, sejam p € ﬂ X,e fe Z I,,. Dai existe s > 0 tal que

a€el acl

f=fo+ 4+ fa,comf, €1, Vi

Assim,

f(p):::j;1(p)'+""+‘j;s<p):: 0
jaquep e N X, C X,

e) E suficiente provar para duas variedades X = V(I)e Y = V(J) com I, J ideais de
Klzq, ..., 2]

Afirmagdo: X UY = V(IJ).

De fato, como [J C I e IJ C J, tem-se pelo item (a) que X = V(I) C V(IJ)e
Y =V(J) C V(IJ). Logo X UY C V(IJ). Reciprocamente, sejap € V(IJ) e
suponha que p ¢ V' (J). Sejam também f € I e g € J tal que g(p) # 0. Desse modo,
fg€1J,1ogo0 = (fg)(p) = f(p).9(p). Portanto, f(p) = 0.

K[z, ..., x,]
m

Definicao 1.3. Definimos a topologia de Zariski em Ay, onde os fechados sdo os subconjun-

Note que no item b) da proposi¢do acima = K

tos de AX que sao variedades algébricas afins.

Exemplo 2. Vamos considerar a topologia de Zariski na variedade afim A'. Todo ideal
em Klz| é principal, entdo toda variedade algébrica é o conjunto de raizes de um tinico
polinémio. Sendo K é um corpo algebricamente fechado, todo polinémio ndo nulo pode ser
escrito como f(x) = c¢(x — ay)...(x — ay,). Sendo assim V(f) = {ay,...,a,}. Dessa
maneira, as variedades algébricas em A' sdo os subconjuntos finitos e todo o espaco (pois
Al = V(0)). Portanto, os conjuntos abertos sdo o conjunto vazio e os complementares dos

subconjuntos finitos.
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Definicao 1.4. Seja X C Ay uma variedade afim. O ideal de definicdao de X é o conjunto
I(X) ={f €Klz1,..., 2]/ f(p) =0, Vp € X}

Proposicao 2. O ideal de definicdo de uma variedade algébrica é um ideal radical.

Demonstracdo: Seja f € \/Z(X), dai existe s > 0 tal que f* € Z(X). Assim,

fflp)=0VpeX=f(p)’=0VpeX
= f(p) =0

= feVI(X).

Proposicao 3. Sdo vdlidas as seguintes propriedades sobre ideal de definicdo de variedades

afins:
a) Se X CY C A" entao Z(Y) CZ(X);
b) Z(XUY)=Z(X)NZ(Y),
c) Z(0) = K[y, ..., x,] e Z(AR) = (0);
d) Se X C A" entao V(I(X)) =X
Demonstragdo:
a) E trivial.

b) SefeZ(XUY)& f(p)=0Vpe XUY & f(p)=0VpeXeVpeY &
fe(X)efeZ(Y)e feZ(X)NI(Y).

¢) Por vacuidade tem-se Z(()) = K[z, ..., z,]. O fato de K ser algebricamente fechado
implica que K ¢ infinito, logo Ag também ¢ infinito. Faremos indugdo sobre n. Seja
f € K[zy,...,x,] um polindbmio de se anula em todos os pontos de A™. Sen = 1,
f € um polindbmio em uma indeterminada com uma quantidade infinita de raizes em
A'. Consequentemente f = (. Suponha que a hipdtese seja vélida para todo inteiro

positivo menor do que n. Decomponha
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onde f; € Klxy,...,2,_1], para todo i € {0,1,...d} onde d é o grau de f. Como
f(a) = 0 paratodo a € A" e f;(b) = 0 para todo b € A", por hipétese de indugio

fi = 0 para todo 7 e consequentemente f = 0.

d) X C V(Z(X)) de imediato. Por outro lado, X = V/(I) para algum ideal I C
K[z1,..., 2. el C I(X) = V(Z(X)) c V(I) = X.

]
O item (d) da proposi¢do acima nos garante um mapa injetor X 5 T (X) que a cada
variedade algébrica X associa um ideal radical Z(X) em K|xzy,...,z,]. O Teorema dos

Zeros de Hilbert, que serd visto mais a frente, nos garante uma correspondéncia biunivoca.

Proposicao 4. Toda variedade algébrica afim é escrita como uma intersegdo finita de hiper-

superficies.

Demonstragdo: Seja X C A} uma variedade algébrica afim. Dai X = V/(I), sendo
I C K[zy,...,z,]) um ideal. Como K[zy,...,z,] é Noetheriano, pelo Teorema da Base
de Hilbert, tem-se que / € finitamente gerado. Isto é, I = (f1,..., fs), com fi,... fs €
K[z, ..., x,]. Assim,

X =V((fr,-- f) =V((F)+ (f) + -+ ([) = V() V() n--- OV (fo).

Lema 1. Toda familia ndo vazia de variedades algébricas afins admite um menor elemento

no sentido de inclusao.

Demonstracao: Seja { X, }aer := X uma familia ndo vazia de variedades algébricas afins.
Desta forma podemos considerar uma familia de ideais em Kz, ..., z,| dada por Y :=
{Z(X4a)}aer. Como K[z, ..., z,] é Noetheriano, existe § € L tal que Z(Xg) é um ideal
maximal. Suponha que exista X, tal que X, C Xp. Entdo Z(X3) C Z(X,) = Z(X) =
I(X,) = V(I(Xp) = V(Z(X,) = Xz=X,.
]

Um espago topoldgico que satisfaz a condi¢do de cadeia ascendentes em abertos € cha-

mado de Noetheriano.

1.2 Variedade Afim Irredutivel

Definicao 1.5. Um subconjunto ndo vazio Y de um espaco topologico X é dito redutivel se
pode ser expresso como unido Y = Z U W de dois subconjuntos fechados préprios. Do

contrdrio, Y é dito irredutivel.
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Evidentemente, todo espaco irredutivel é conexo, mas ndo vale a reciproca. De fato, o

conjunto V (z1z2) C A? é conexo, mas ndo € irredutivel.

Exemplo 3. O espaco A' é irredutivel, pois seus conjuntos fechados préprios sdo finitos e

Al é infinito (porque K é algebricamente fechado, logo infinito).

Definimos o fecho de um conjunto X C A", denotado por X, como sendo a interse¢io

de todas as variedades algébricas afins que contém X.

Proposicao 5. Seja X um espacgo topologico ndo vazio. Sdo equivalentes:
a) X é um espago topoldgico irredutivel.
b) Todo par de abertos ndo vazios de X tem intersecdo ndo vazia.
c) Todo aberto ndo vazio em X ¢é denso em X.

Demonstragdo:

a) = b) Sejam A, B C X subconjuntos abertos ndo vazios em X e suponhamos que A N
B = (). Assim, temos que A° U B® = X. como X é irredutivel, sem perda de

generalidade suponha que A° = X, logo A = () que é um absurdo.

b) = ¢) Seja A um aberto nio vazio com A C X. Como A é fechado, segue que (A) é

aberto préprio de X . Por hipétese, (A)°N A # (). Sejab € (A)°NA# (), entdod € A

eb¢ A, mas A C A que é uma contradigio.

¢) = a) Suponhamos por absurdo que existam Fj e F; dois fechados proprios de X com

X = FyUF, Tome A = X \ F}, entdo ACF C X o que é uma contradi¢do.

Proposicao 6. Seja X um espaco topologico.

a) Um subespago Y (com a topologia induzida) de um espago topolégico X é irredutivel

se, e somente se, Y é irredutivel.
b) Se p : X — X' é continua e X irredutivel, entdo p(X) é irredutivel.

Demonstragdo:

a) Pela proposi¢do anterior, Y € irredutivel se e somente se a intersecdo de quaisquer dois
abertos A’ NY, B'NY de Y € ndo vazia, ou seja, Y € irredutivel se, e somente se a
intersecdo de quaisquer dois abertos de X intersecta Y. Analogamente vale para Y.

Por outro lado, dado qualquer aberto A de X, temos que A NY # () se, e somente se,

ANY #0.
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b) Sejam U,V abertos em X tais que U Np(X) # D e V Np(X) # (), devemos mostrar
que UNV Np(X) # 0. De fato, o~ 1(U) e ¢! (V) sdo abertos ndo vazios em X, pois
¢ é continua. Logo o~ H(U) N Y(V) # 0, pois X é irredutivel, consequentemente
UNVNe(X)énio vazio.

]

Podemos restringir a defini¢do de subconjunto redutivel para variedades algébricas afins.
Dizemos que uma variedade algébrica afim € redutivel quando pode ser expressa como uniao
de dois subconjuntos proprios que também sao variedades algébricas afins. Do contrario, a

variedade € dita irredutivel.

Proposicao 7. Seja X C Ay uma variedade algébrica afim. X é irredutivel se, e somente

se, o ideal de defini¢do I(X) é primo.

Demonstragdo: Se X € redutivel, entdo existe uma decomposi¢do propria X =Y U Z com
Y € X e Z C X subvariedades. Por isso,

I(X) CI(Y) e I(X) C I(Z).

Assim, existem f € Z(Y)\Z(X) e g € Z(Z)\Z(X). Logo fg € Z(Y)Z(Z) C Z(Y) N
I(Z)=Z(Y U Z) = Z(X) o que implica que Z(X ) ndo é primo.

Reciprocamente, se Z(X') ndo é um ideal primo, entdo existem f, g € K[z, .., z,] tais que
fg€Z(X), mas f,g ¢ Z(X). Temos que

{(f.9) CT(X) = X = V(Z(X)) CV((f.9)) = V() UV ({9))-

Isso implica que X = (X NV ((f))) U (X NV ({g))). Note ainda que as subvariedades
XNV((f))eXNV({g)) sdo subconjuntos préprios de X . Portanto X é redutivel.

Teorema 1. Toda variedade algébrica afim é escrita como uma unido finita de variedades

algébricas afins irredutiveis.

Demonstragdo: Seja
F ={X C A"/ X ndo pode ser escrita como unido finita de variedades irredutiveis}.

Suponhamos por absurdo que F # (), dai pelo Lema [l F admite elemento minimal. Seja
X = munF, em particular X € redutivel. Isto é, existem Y e Z subconjuntos proprios de
X que sdo variedades algébricas afins tais que X = Y U Z. Pela minimalidade de X, as

variedades Y e Z ndo pertencem a . Sendo assim, Y =VY,...,Y,eZ = Z7;,...,Z;comY;

10



1. Variedades Algébricas Afins

e Z; variedades algébricas irredutiveis, para¢ = 1,...,7e j = 1,...,s. Consequentemente
X = (U Y:) U (U Z;) que é uma contradi¢do. Logo F = . |
i=1 j=1

A expressdo X = J._, X; fornecida pelo teorema anterior é uma decomposi¢do de X

em componentes irredutiveis Xs. tal decomposi¢do pode ser sempre tomada satisfazendo

x| Jx.

ij
1.3 Teorema dos Zeros de Hilbert

Os resultados seguintes serdo enunciados como preparagdo para o teorema dos zeros de
Hilbert.

Definicao 1.6. Uma extensdo de corpos K C L é algébrica se, para cada o € L, existe
polinémio f(t) € K[t] ndo constante tal que f(a) =0
Lema 2. Seja K C L uma extensdo de corpos tal que L ¢ finitamente gerado como K-

dlgebra, ou seja, existem ay, . .., a, satisfazendo L = Klay, ..., a,], entdo K C L é algé-

brica.

Por Exemplo K = R C C = L. Note que C = R[i]. Pelo lema, tem-se que R C C
é algébrica. De fato, dado 2 = a + bi € C, considere o polindmio f,(t) = (t — a)* + b°.
Temos f.(z) = (bi)* + b* = 0.

Observacao 1.

1) Se K é um corpo algebricamente fechado e K C L é uma extensdo algébrica de corpos,

entdo K = L.

2) Dado um ponto p = (ay,...,a,) € A}, sempre podemos associd-lo a um ideal maximal
M, = (xr1 —ay,...,x, —an) C Kzy,...,2,]. De fato, basta notar que a aplica¢do ¢ :
Klzy,...,2,] — Kdefinida por ¢(f(x1,...,2,)) = flay,...,a,) é um homomorfismo

de aneis sobrejetor cujo niicleo é IM,,. Pelo teorema do isomorfismo, temos o desejado.

Proposicio 8. Seja K um corpo algebricamente fechado. Se Mt C K[y, ..., x,] é um ideal
maximal, entdo existe p € Ag tal que M =M,

M. Dai K C L é uma extensao de

Demonstragdo: Considere o corpo L =
corpos. Note ainda que L = Klay,...,a,], sendo a; = 7;. Portanto, pelo lema KCL
¢ algébrica. Mas, como K ¢ algebricamente fechado, tem-se pela observacdo|l|que K = L.
Logo7; = a; € K,i = 1,...,n. Portanto z; — a; € N para cada i. Consequentemente
(r1 —ay,...,z, — ay,) C M. Pelo item 2 da Observagdo |1} temos que M = <M, onde

p=(a,...,a,). n

11



1. Variedades Algébricas Afins

Corolario 1 (Teorema dos Zeros de Hilbert versao fraca). Seja K um corpo algebricamente
fechado. Se I C Klxy,...,x,) é um ideal, entdo V (I) # (.

Demonstracdo: Se I C K[zy,...,x,], entdo, existe um ideal maximal 9 C Klzy, ..., z,]
que contém /. Como K € algebricamente fechado, pela proposi¢ado (8, 9t = 91, para algum
p € Ag. Portanto

Icom, = {p} =V, C V().

Logo V (I) # 0. n

Teorema 2 (Hilbert Nullstellensatz). Seja K um corpo algebricamente fechado. Se X =
V(I) C A} é uma variedade algébrica afim, entdo T(X) = /T .

Demonstracdo: Considere h € v/I, entdo existe s > 0 tal que h* € I. Sejap € X = V(I)
arbitrdrio. Logo (h*)(p) =0 = (h(p))° =0 = h(p) =0 = h € Z(X). Por outro
lado, tome g € Z(X). Pelo Teorema da Base de Hilbert, considere I = (fi,..., f.) C
A = K[zy,...,x,]. Considere o ideal J = (f1,..., fr,t.g — 1) C A[t], onde ¢t é uma
indeterminada sobre A. Considere também a variedade correspondente V'(.J) C A%
Afirmagdo: V(J) = (. Suponhamos, por absurdo, que V(J) # (. Dai considere ¢ =
(b1,...,by,b) € V(J). Em particular, f;j(q) =0;j=1,...,7 = f;(by,...,b,) =0; j =
L.oor = (b, b)) € V) = X “EY g0y, b,) = 0. Além disso, ¢ € V(J) =
(tg—1)(q) =0= (tg — 1)(by,...,b,,b) =0=0b.g(b1,...,b,) —1=0=—-1=0queé
um absurdo. Portanto V' (J) = ()

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert versédo fraca, temos que J = Alt|. Sendo assim, existem
Hy,...,H, G € Alt] tais que

leJ=1=)Y Hfi+G(tg—1). (1.1)

i=1
Considere o homomorfismo de anéis:

@ Alt] = Klzy, ..., 2p, t] — K(z1,. .., 2,)

que mapeia x; — x; e t — 1/g. Aplicando ¢ em|[L.1] temos

H, H, H.f, 1
1= ifl if2+---+ nf(—.g—l)
g™ g™ gr g
Onde cada H; € K[zy,...,x,]. Sendo assim, g € (f1,..., f,) = I, para n suficiente-
mente grande. Portanto g € Z(X). |
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1. Variedades Algébricas Afins

Observacao 2.

Podemos considerar as seguintes associagdes biunivocas:

{Variedades algébricas afins em A} } <> {ideais radicais em K|zy, ..., z,] }.

{ Variedades algébricas afins irredutiveis em A% } <+ {ideais primos em K|z, ..., z,]}.

{Hipersuperficies irredutiveis em A} } <+ {polindmios irredutiveis K[z1, ..., x,]}.

{Pontos A} <> {ideais maximais em K[z1, ..., z,]}.

13



Capitulo 2

Morfismos

2.1 Morfismo de variedades Algébricas Afins

Se f, g € K[zy,...,x,] sdo dois polindmios que definem a mesma fun¢do em A", isto
é, f(x) = g(x) Vx € A", entdo

f—g€Z(A") =Z(V(0)) = v/(0) = (0)

e consequentemente f = g em K[zq,...,x,]. Mais geralmente, se X é uma variedade
afim, dois polindmios f, g € K[zy, ..., z,| definem a mesma fun¢do polinomial em X se e
somente se f — g € Z(X). Assim, o anel quociente K[z1, ..., z,]/Z(X) pode ser pensado

como o anel das funcdes polinomiais em X . Essa nota justifica as préximas defini¢des.

Definicao 2.1. Seja X C A" uma variedade afim. Uma funcdo f : X — K ¢é regular se
existe um polinomio F € K[z, ..., x,] tal que f(x) = F(x) para todo x € X.

Fungoes regulares sdo continuas na topologia de Zariski. De fato, considere f uma fun-
¢do regular de uma variedade afim X C AZ. Como variedades afins préprias de K = A! sdo

conjuntos finitos de pontos, basta notar que para cada a € A!, temos

[ @) = {e € X fl2) = a} = X NV(f — a).

Definicdo 2.2. Seja X C A" uma variedade afim. O anel quociente A[X] := Klzy, ..., x,]/Z(X)

¢ o anel de coordenadas de X ou anel das funcoes regulares de X.

Observacao 3. Vale notar que o anel de coordenadas de uma variedade afim é uma K-
dlgebra finitamente gerada e reduzida, ou seja, ndo hd elementos nilpotentes, pelo fato de
Z(X) ser um ideal radical. Além disso, A[X] é um dominio se e somente se X € irredutivel,
de acordo com a proposi¢cdo @ A[X]| também pode ser interpretado como a K-dlgebra

das funcoes regulares em X. Por outro lado, se A é uma K-dlgebra finitamente gerada e
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2. Morfismos

reduzida, entdo A é o anel de coordenadas de alguma variedade algébrica afim. Quando
A[X] é um dominio, podemos também considerar o corpo de fracdes, denotado por A(X),

e chamd-lo de corpo das funcades racionais de X.

Definicao 2.3. Sejam X C A" uma variedade algébrica afim e f € A[X]. O conjunto
Up:={x € X; f(z) # 0} é chamado de aberto principal.

Uy é um subconjunto aberto, pois é o complemento do subconjunto fechado V'(f). O

conjunto G, (K) visto no exemplo|1|é um aberto principal de A"

Proposicio 9. Sejam X = A" e f € A(A™). Entdo Uy é uma variedade algébrica afim em
ArtL

Demonstragdo: Pensando em A"! como A" x Al e definindo g € A(A"!) como g =
ft — 1. Entdo V(g) C A" ¢ uma variedade algébrica afim por defini¢do. Por outro lado,

V(g) ~ Uy via projegdo m : A"t — A", u

Definicao 2.4. Sejam X C A" e Y C A™ variedades afins, uma fungdo p : X — Y é um
morfismo se existem 1y, Vo, ..., Uy, € A[X] tais que

pa) = (@), ().

para todo x € X.

Definicao 2.5. Um isomorfismo de variedades algébricas afins é um morfismo f : X — Y
tal que existe um morfismo g : Y — X de modo que fog=Idy e go f = Idx, onde Idx
e Idy sdo as fungoes identidades em X e Y respectivamente. X e Y sdo ditos isomorfos

quando existe um isomorfismo de variedades entre eles.
Exemplo 4.

(a) Toda funcdo regular € um morfismo em A'.

(b) Tome X = V(21 + x5 —x3) e Y = V(2] — 25 + x3) hipersuperficies de A®. Conside-
ramos o morfismo ¢ : A3 — A3 definido por ¢(ay, aa, az) = (aq, s, az(as — ay)).

Para cada z € X, temos que

o(x) = plag, ag, ag(ag — aq)) = (al,ozg,oz% — a%) Y.

Deste modo, ¢ induz um morfismo ¢|x : X — Y.

Note que um morfismo ¢ : X — Y € continuo nas topologias de Zariski envolvidas.
De fato, se Z C Y é um conjunto de zeros de fun¢des polinomiais f; em Y, entdo ¢ 1(2)
¢ um conjunto de zeros de funcdes polinomiais f; o ¢ em X. Essa nota justifica a seguinte

proposicao.
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2. Morfismos

Proposicao 10. Seja ¢ : X — Y um morfismo de variedades algébricas afins. Se X é
irredutivel, entdo p(X) C Y é irredutivel.

Proposicao 11. Sejam X C A} e Y C AR variedades algébricas afins. Entdo: X e Y sdo
isomorfos como variedades algébricas afins se, e somente se, A[X| = K|xy,...,z,]|/Z(X)

e AlY] =Kly1, ..., ym] /Z(Y') sdo isomorfos como K-dlgebras.

Demonstracdo: Considere f : X — Y um morfismo, X C AR, Y C AP, ou seja,
f=(fi, -, fm) com f; € K[zy,...,x,] parai = 1,...,m. Veremos que f induz um
homomorfismo de K -algebras f* : A[Y] — A[X] e definido por p — f*(p) = p(f(z)).
f* estd bem definido. Dados p,q € Ky, ...,yn] taisquep=g € AlY] < p—qeZ(Y) &
(p—q)(y) =0,Vy €Y, em particular (p — ¢)(f(z)) = 0V x € X. Logo pf = qf em
AlX].
A correspondéncia f — f* é um funtor contravariante. E notdvel que o morfismo idendidade
sobre uma variedade algébrica afim X é levado ao homomorfismo identidade sobre A[X].
Agora, se X, Y e Z sao variedades algébricas afins tais queexistem f : X - Yeg:Y — 7
morfismos, entdo (g o f)* = f* o g*. Como consequéncia, temos que se X é isomorfo a YV’
como conjunto algébrico, entdo seus anéis de coordenadas sdao isomorfos como K-élgebras.
Por outro lado, seja ¢ : A(Y) — A(X), entdo existe um tGnico morfismo f : X — Y tal
que ¢ = f*. De fato, considere f; € K[x1, ..., 7,] tal que f; = ©(7;) em A[X], onde 7, sdo
os geradores da K-dlgebra A[Y] parai = 1,...,m. Assim definimos m polindmios de modo
que possamos definir f : X — A™ com f = (f1, ..., fm). Observe que f estd unicamente
determinada pela defini¢cdo de cada f;. Para verificar que f(X) C Y, sejap € Z(Y), entdo
(Y1, .-, Ym) = 0 em A[Y], mas como ¢ é um homomorfismo entio p((71), ..., ©(Tm)) = 0.
Portanto po f € Z(Y').

]

Definicao 2.6. Seja f : X — Y um morfismo de variedades algébricas afins. Chamamos de
comorfismo de f a funcio f* : AlY] — A[X] definida por f*(g) = g o f.

Observacao 4.
Sabe-se que existe um epimorfismo K[z, ..., z,] — A[X] que induz uma bijec¢o entre
os ideais de K[x1,...,z,] que contém Z(X) e os ideais de A[X]. Essa bije¢do também

preserva ideais radicais, primos € maximais. Assim, podemos reformular a observacgao [2{do
seguinte modo: fixado X C A}, existem correspondéncias bijetivas

{ Variedades algébricas afins em X'} <» {ideais radicais em A[X] };

{Variedades algébricas afins irredutiveis em X} <> {ideais primos em A[X]};
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2. Morfismos

{Pontos em X'} <> {ideais maximais em A[X]}.

Proposicao 12. Seja f : X — Y um morfismo de variedades algébricas afins. Entdo f(X)

€ denso em 'Y se, e somente se o comorfismo [* é injetor.

Demonstracdo: Seja A a imagem de [(f(X)) em A[Y]. Note que se p € Ker(f*), entdo
fp=0&p(fi(z), -, ful(z) =0Vz € X & p(y) =0Vy € f(X) & ply) =0Vye€
f(X). Desse modo, Ker(f*) = A e como f* ¢ injetor temos que 0 = Ker(f*) = A, ou
seja, f(X) =Y.

Proposicao 13 (Propriedade universal). Sejam X e Y variedades afins, mx : X XY — X,
my : X X Y — Y os morfismos de projecdo. Entdo para toda variedade afim Z, morfismos
fx:Z—=Xefy:Z—=Y, existe umiinicomorfismo f : Z — X XY tal que fx =nxo f

e fy=myof.

Demonstragdo: O tnico modo de se obter as relagdes fx = mxo f e f, = myo f é considerar
afuncio f: Z — X XY, z— (fx(2), fy(2)) que é um morfismo.

]

Observe que a propriedade universal do produto de variedades algébricas afins corres-

ponde exatamente a propriedade universal do produto tensorial usando a tradug¢ao entre mor-

fismos de variedades afins e homomorfismos de K-édlgebras. Consequentemente o anel de

coordenadas A[X X Y] é simplesmente o produto tensorial A[X]| @k A[Y].

Proposicao 14. Sejam X C A" e Y C A™ duas variedades afins irredutiveis. Entdo X XY

é uma variedade afim irredutivel em A",

Demonstragdo: Segue do fato que uma variedade afim € irredutivel se e somente se seu anel
de coordenadas é um dominio integral, e do fato que o produto tensorial de duas K-algebras

integrais € um dominio integral integral. ]

2.2 Anel Local

Sejam X uma variedade afim irredutivel € um ponto p € X. Consideramos o homomor-
fismo
g AX] = K, f= f(p)

Seja A(X) o corpo das fungdes racionais de X. O conjunto
O, ={r e A(X);z =a/bparaa,bec A[X]ee,(b) # 0} C A(X)
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2. Morfismos

¢ um subanel de A(X) contendo A[X].

E possivel estender €, canonicamente par um homo-
morfismo &, : O, — K considerando &,(z) :

) == ¢p(a)/e,(b) paraz = a/b € O,.
Proposicao 15. O anel O, como definido acima é um anel local.

Demonstragdo: Mostraremos que existe um tnico ideal maximal dado por M, := Ker(&,) C
O,. De fato, se = € O, tal que £(z) # 0, entdo, escrevendo z = a/b, temos que £,(a) # 0 e
5p(b) # 0, entdo existe x e O,. Assim, todo elemento que ndo € uma unidade em O, estd

em I, |
Definicao 2.7. O anel O, é chamado de anel local do ponto p em X.

Os anéis locais de uma variedade afim irredutivel X realmente determinam A[X]| (por-

tanto, determina X'), como mostra a seguinte proposicao.

Proposicdo 16. Se X ¢é uma variedade afim irredutivel, entdo A[X| = ﬂ O,.

peX

Demonstragdo: Seja f € (),cx O, € considere o ideal I = {a € A[X]; af € A[X]}.
Suponha que / # A[X], entdo existe algum p € X tal que I/ C Ker(e,). Por outro lado,
paraum f € O,, entdo existe algum b € I tal que £,,(b) # 0 o0 que € uma contradigdo. Assim,
temos que 1 € [ e consequentemente f € A[X].

]

Definicao 2.8. Seja X uma variedade afim irredutivel. Para cada aberto ndo vazio U C X,

O conjunto Ox (U) formado por todas as fun¢des que sdo regulares em U.

Note que Ox (U) = (,cpy Oa-

2.3 Feixes

Definicao 2.9. Um pré-feixe de anéis . em um espago topoldgico X satisfaz as seguintes

condicoes:

i) Para cada aberto U C X existe um anel F (U);

ii) Para cada inclusdo U C V de abertos em X, existe um homomorfismo de anéis py;
F (V) — F(U) chamado de restricdo (pensemos nesse item como a restri¢do usual

de funcoes em subconjuntos);
i) Z(0) =0

v) puy € aidentidade em .F (U) para todo U;
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v) Para quaisquer inclusdo U C V' C W de abertos em X temos py © pwy = pwu

Os Elementos de .7 (U) sao chamados de segcoes de .F sobre U. Um pré-feixe .7 é
chamado de feixe de anéis se satisfaz a seguinte propriedade de colagem: Se U C X é um

conjunto aberto, {U;,i € 1} uma cobertura aberta de U e p; € F(U,) secdes para todo i

de modo que i|v,nv, = ©j|lu.nu; para todo i,j € I, entdo existe um tinico ¢ € .F(U) tal

que |y, = @; para todo 1.

Exemplo 5.

a) Seja X uma variedade afim. Entdo os anéis Ox(U) de fungdes regulares em abertos
U C X junto com a usual restricio de funcdo formam um feixe Ox em X . E suficiente
analizar localmente em cada componente irredutivel X; de X e observar que o anel

local O, de p € X; estd bem determinado.

b) Similarmente, em X = R" os anéis .# (U) = {¢ : U — R continuas} para subcon-
juntos abertos U C X formam um feixe .# em X com a restri¢ao usual de func¢do. De
modo andlogo podemos considerar em X os feixes de funcdes diferencidveis e funcdes

analiticas.

¢) Para X = R", seja #(U) = {¢ : U — R fungdo constante} com a restri¢do usual
de fungdo. .# € um pré-feixe, mas ndo é um feixe. Sejam U; e U, dois abertos ndo
vazios e disjuntos de X, e sejam ¢, € . (U;) e vy € F (U,) fungdes constantes com
diferentes valores. Entdo ¢, € ¢, coincidem trivialmente em U; N Uy = (), mas nio
ha funcao constante em U = U; U Us cuja restricdo em ambos U; € 1 e em Us € .
Consequentemente .# nio satisfaz a propriedade de colagem. Observe, no entanto,
que obteriamos um feixe se considerdssemos fungdes localmente constantes em vez

de constantes.

Definicao 2.10. Seja .7 um pré-feixe em um espaco topolégico X. Fixado um ponto a € X,
considere o par (U, v) com U uma vizinhanga aberta de a e ¢ € .7 (U). Considere a relagdo

de equivaléncia

(U,p) ~ (U, ¢") & 3V C X aberto, tal quea € V C UNU e ¢y = ¢'|y.

O conjunto quociente determinado pela relagdo é chamado de talo %, de .% em a. Os

elementos de %, sdo chamados de germes de .7 em a.

Os anéis locais O, de uma variedade afim irredutivel sdo os germes do feixe Ox.
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Definicao 2.11. Uma pré-variedade ¢ um espago topologico Noetheriano X munido de uma
estrutura de feixe Ox de funcoes com valores em K, tal que X é a unido finita de subconjun-
tos abertos U;, chamados de abertos afins, cada um isomorfo a uma variedade afim quando

considerado a restri¢do do feixe de funcoes Ox|y,.

Definicao 2.12. Uma pré-variedade é chamada de variedade se satisfaz o axioma de Haus-
dorff, a diagonal Ax = {(x,x);x € X} é fechada em X x X.

Definicao 2.13. Uma fungdo ¢ : X — Y é um morfismo de pré-variedades se preserva a
estrutura essencial de X, sua topologia e seu feixe de funcoes, ou seja, se respeita as duas

condicoes:
1) ¢ é continua.
2) SeV CY éabertoeU = o 1 (V), entdo f o pOx(U), para qualquer f € Oy (V).

Note que quando consideramos X e Y variedades algébricas afins, a defini¢cdo acima
coincide com a defini¢cdo de morfismo para variedades algébricas afins. De fato, ¢ é um
morfismo de variedades algébricas afins X em Y se e somente se g o ¢ € A[X]| Vg € A[Y],
de acordo com a defini¢ao [2.6]

Proposicao 17. Sejam o, : X — Y um morfismo de pré-variedades e suponha que Y é

uma variedade.
a) O grdficode ¢ grafo = {(z,p(x)) : © € X} éfechado em X x Y.
b) O conjunto {x € X;p(x) =(x)} é fechado em Y .
c) Se p, v coincidem em um subconjunto denso de X, entdo p = 1.
Demonstracdo:

a) Considere o morfismo (p,id) : X XY — Y x Y, (z,y) — (¢(z),y). Como Y é
uma variedade, entdo Ay € fechado e consequentemente grafe = (f,id) ' (Ay) é
fechado.

b) {z € X;p(x) = ¥(y)} é a imagem inversa da diagonal Ay pelo morfismo X —
Y xY,z— (¢(x),9(x)) que é fechado pois Y é uma variedade.

¢) {z € X;p(x) = ¥(y)} coincide com X, pois é fechado de acordo com o item (b) e

denso por hipétese.
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2.4 Dimensao

Definicao 2.14. Seja X um espaco topologico ndo vazio.

a) A dimensdo de X, dimX € N U {oo} é o supremo sobre todos n € N tal que existe
uma cadeia
DAY CYiC CYaCX

de comprimento n de subconjuntos fechados irredutiveis Y1, ..., Y, de X.

b) SeY C X éum subconjunto ndo vazio, fechado e irredutivel a codimensdo codim xY

deY em X é o supremo sobre n tal que existe uma cadeia

YCYyCYiC..CY,CX

formada por fechados irredutiveis Y1, ..., Y, de X que contémY .

Exemplo 6.

a) Se X € uma variedade afim finita, entdo dimX = 0. De fato, desde que pontos sdao
fechados em X todos os subconjuntos de X serdo fechados, assim todos os subcon-
juntos fechados irredutiveis de X serdo formados por um dnico ponto. Assim, existe

somente cadeias de comprimento 0 de subconjuntos fechados irredutiveis de X.

b) Se X = {a,b} é um espago topoldgico de modo que 0, {a} e X sdo subconjuntos
fechados, X tem dimensdo 1, pois {a} C X € uma cadeia de comprimento 1 de

subconjuntos irredutiveis de X.

¢) O espago afim A} tem dimensdo 1. De fato, como todo ideal em K][x] € principal,
temos que se X é uma variedade afim, entdo X = V(I), com I = (f) C K[z]. Logo
toda cadeia maximal de variedades afins irredutiveis de A € {a} C A para qualquer

a € AL

d) O espago afim Ay tem pelo menos dimensao n, pois a cadeia

V(@1 0) © V(@200 00) G oo & Vi(wa) © V(0) = AL

=

de variedades irredutiveis tem comprimento 7.

Essa defini¢do de dimensdo pode ser dada em termos da dlgebra comutativa: como sub-
variedades afins irredutiveis de uma variedade afim X correspondem exatamente a ideais

primos em A[X], de acordo com a observagdo 4, Assim, a dimensdo de X é o maior inteiro
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positivo n tal que existe uma cadeia Iy 2 I; 2 ... 2 I,, de ideais primos de A[X].

Sabemos também que se X é uma variedade afim irredutivel e considere K C A(X) a ex-
tensdo de corpos finitamente gerada sobre K. A dimensdo de X € igual ao grau de transcen-
dencia de A(X) sobre K. Simbolicamente dimX = grtrx A(X). Desse modo, a dimensio

de uma variedade afim é sempre finita. Em particular, dimA”" = grtrg A(A™) = n.

Definicao 2.15. A dimensdo de uma variedade algébrica afim X = X, U...UX, édimX =

max{dimXy,...,dimX,} onde X1, ..., X, sdo as componentes irredutiveis de X.

As pré-variedades foram definidas como colagem de variedades afins. Quando conside-
ramos um aberto afim U de uma variedade X, o corpo de fragdes A(X) = A(U). Desse

modo, pode-se definir a dimensdo de uma variedade para qualquer aberto afim U C X.
Proposicao 18. Sejam X e Y variedades algébricas afins irredutiveis.

a) dim(X xY)=dimX + dimY.

b) SeY C X, entdo dimX = dimY + codimxY, Em particular, codimx{a} = dimX
para todo ponto x € X.

Demonstracdo: [ref. Gathmann, Andreas. Algebraic Geometry]. [

Observacao 5. A condicdo de um espaco topologico X ser Noetheriano ndo garante que
sua dimensdo seja finita. Por exemplo, considere X = N com a topologia (exceto () e X)
onde os subconjuntos Y,, = {0,...,n}, paran € N, sdo fechados. X é Noetheriano, mas
tem cadeias Yo C Y1 C ... C Y, de subconjuntos fechados e irredutiveis de comprimento

arbitrdrio.

Proposicao 19. Seja X uma variedade irredutivel, Y um subconjunto fechado préprio de
X. Entdo dimY < dimX.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, considere X uma variedade afim de dimen-
sdo d e Y uma subvariedade afim irredutivel e propria de X. Seja P o ideal de defini¢ao
de Y. Uma base de transcendéncia para A(X) pode ser obtida em A[X] e uma base de
transcendéncia para A(Y") pode ser obtida em A[Y']. Suponhamos que dimY > d e consi-
dere x1, ..., x4 € A[X] algebricamente independentes tais que suas imagens 7y, ..., T4 sejam
também algebricamente independentes em A[X]/P. Considere agora um polindmio nio
nulo f € P. Como dimX = d, existe uma relagdo polinomal ¢(f, z1,...,z4) = 0, onde
9(To, 11, ..., Ty) € K[Ty, ..., T,] onde K[Ty, ..., T,] é, neste caso, o anel de polindmios nas
indeterminadas 7y, ..., 7;,. Como f # 0, podemos assumir que 7; ndo divide todos os mond-
mios em g(7y, T4, ..., Ty), isto é, h(T1, ..., Ty) = g(0,T1, ..., Ty) é ndo nulo. Isso implica que
h(Z7,...,T4) = 0 o que é um absurdo, pois contradiz o fato de 77, ..., Ty serem algebrica-

mente independentes.
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2. Morfismos

Corolario 2. Seja X uma variedade afim irredutivel, Y um subconjunto fechado irredutivel

de codimensdo 1. Entdo Y é uma componente de V (f) para algum f € A[X].

Demonstragdo: Como a codimensdo de Y € 1, entdo Y C
f € A[X]\ {0} que anula Y, dessa forma Y C V(f) € X. Seja Z uma componente
irredutivel de V(f) que contém Y. Pela proposi¢do anterior, dimY > dimZ < dimX.

X. Dali, existe um polindmio

Como a codimensdao de Y é 1, dimY = dimZ e, pela proposicdo anterior, ¥ = Z.

Proposicao 20. Todas as componentes irredutiveis de uma hipersuperficie em Ay tem codi-

mensdo 1.

Demonstracdo:

Sem perda de generalidade, assuma X = V(p), onde p(z1, ..., x,) € K[z1,...,z,] é um
polindmio irredutivel e que a variavel x,, figure em p(xy, ..., ,,). Considere ¢; a restricdo de
x;, para cada i = 1,...,n, de modo que A(X) = K(t,...,t,). Afirmamos que t1, ..., %, 1
sdo algebricamente independentes sobre K. Do contrdrio, existe uma relacdo polinomial
g(t1,...;th—1) = 0, neste caso g anula X e como Z(X) = ((p)), g € (p). O que é um

absurdo, pois x,, figura em p, mas nao figura em g. ]

A proposicdo acima pode ser generalizada para variedades afins arbitrarias pelo seguinte

teorema.

Teorema 3. Sejam X uma variedade afim irredutivel, f € A[X] ndo nulo e ndo constante e

Y uma componente irredutivel de V' (f). Entdo Y tem codimensdo 1 em X.

Demonstracdo: Humphreys, James. Pagina 27. ]
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Capitulo 3

Lienarizacao Grupos Algébricos Afins

3.1 Grupos Algébricos Afins

Serdo apresentadas definicao e propriedades sobre grupos algébricos afins. A estrutura

seguida serd o [Humphreys].

Definicao 3.1. Um grupo algébrico afim é um conjunto G munido de uma estrutura de
grupo e de variedade algébrica afim, onde as operacoes m : G x G — G, i : G — G que

1

associam (x,y) — m(x,y) = zy e x — i(x) = x~ ", respectivamente, sdo morfismos de

variedades afins.

Observe que o fato da inversa ser um morfismo implica que ela ¢ um homeomorfismo
bijetor, poisi(g~') =g, Vg € G.

Translagdes por um elemento y € GG, x — xy sdo automorfismos de variedades afins.
Segue diretamente do fato da multiplicacdo ser um morfismo de variedades e a translagao

x — zy~ ! é ainversa.

Exemplo 7.

a) Considere o espaco afim A" como grupo aditivo com adi¢do coordenada a coordenada
no corpo K. Dessa forma, A™ é um grupo algébrico. De fato, a operagdo m(z,y) =
xr +y,Vx € A" é uma fungio polinomial, e a inversa i(x) = —x, V 2 € A™ também
€. A identidade desse grupo algébrico é e = (0,...,0) € A™. Quando n = 1, o grupo

algébrico A! é chamado de grupo aditivo e denotado por G,,.

b) A\ {0} é um grupo algébrico. Para ver isso, considere A\ {0} como grupo cuja ope-
rago interna é de multiplicagdo sobre K. Visto da proposicdo [0} A! \ {0} é isomorfo
a variedade afim X = V((zy — 1)) C A? a multiplicagfo e a inversa sdo fungdes poli-
nomiais sobre K. Esse grupo algébrico é chamado de grupo multiplicativo e denotado

por G,,.
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3. Lienarizacdo Grupos Algébricos Afins

9)

d)

O grupo linear geral G1,(K) ¢ um grupo algébrico. Pela proposi¢do 9} Gi,(K) tem
uma estrutura de variedade afim, pois é isomorfo a X = V(xqdet — 1) C A"+ onde
zo é uma indeterminada em K|z, z11, ..., Zn,) € det € uma fungio polinomial sobre
A™ . As operacdes de multiplicaciio e inversa sdo fungdes polinomiais com entradas

em K, logo sdo morfismos.

Um subgrupo fechado de um grupo algébrico € um grupo algébrico. Sejam G um
grupo algébrico e H um subgrupo de G. Naturalmente, H ji tem uma estrutura de
grupo e o fato de ser um fechado, garante que € uma variedade afim. Sendo assim, a
operacdo interna que define o grupo H ¢é herdada de GG que por sua vez € um morfismo
de variedades, assim como a inversa também é uma restri¢do da inversa de G que é um

morfismo.

O produto direto G'x G’ de grupos algébricos € um grupo algébrico. A multiplica¢do no
produto direto € a estrutura de produto de grupos e a estrutura de variedade algébrica
afim segue da proposicao Note que o espaco afim n dimensional pode ser visto

como produto direto de n copias de G,.

Considere os conjuntos S/, (K) das matrizes cujo determinante € igual a um. D, (K)
das matrizes diagonais , 7,,(K) das matrizes triangulares superiores, U,,(K) das matri-
zes triangulares inferiores cujos determinantes sao diferentes de zero. Esses conjuntos

sdo subconjuntos fechados de G,,(K).

Proposicao 21. Seja G um grupo algébrico. Afirmamos que hd uma ivinica componente

irredutivel de G que possui o elemento identidade e.

Demonstragcdo: Seja X1, ..., X}, C G. todas as componentes irredutiveis de G contendo a

identidade. Como cada X;, ¢ = 1, ..., k é irredutivel, entdo X; X --- X X também € irre-

dutivel. Como a multiplicagdo € associativa e também € um morfismo de grupos algébricos,

entdo X ... X, C G. Sendo assim, X; ... Xy éigual a um X, para algum: = 1,... k.
Por outro lado, X; ... X} contém X; paratodo j = 1,...,k, logo X; C X; = X, ... X;.

Assim, a Gnica componente irredutivel contendo a identidade € X;.

Denote por G essa tinica componente irredutivel que contém o elemento identidade,

chamada por componente identidade.

Proposicao 22. Seja G um grupo algébrico.

(i)
(i1)

Go € um subgrupo normal de G e tem indice finito em G;

O conjunto das classes laterais de G é idéntico ao conjunto de componentes irredu-

tiveis e o conjunto de componentes conexas de G.

25



3. Lienarizacdo Grupos Algébricos Afins

(iii) Todo subgrupo fechado de indice finito em G contém G
Demonstracdo:

(i) Para cada g € Gy, o conjunto g~ .Gy é uma componente irredutivel de G que con-
tém e, pois ¢ = g 'g e as translacdes sdo morfismos de variedades, sendo assim
g 1.Gy = Gy e consequentemente g~! € (. Pelo mesmo argumento é facil ver que

para quaisquer g, h € G tem-se gh € Gy e gGog "

= (. Nessas condi¢des GGy € um
subgrupo normal de G. Agora note que as classes laterais (direita ou esquerda) de G
sdo as translacdes de GGy, logo cada classe lateral de Gy é uma componente irredutivel
de GG. Como G € uma variedade afim, entdo ha uma quantidade finita de componente

irredutivel. Portanto hd uma quantidade finita de classes laterais de Gi.

(i) As classes laterais de GG sdo as componentes irredutiveis de G e a uniao dessas classes
laterais cobrem (. Como as classes laterais também sdo disjuntas, elas também sdo as

componentes conexas de G.

(iit)y Se H for um subgrupo de GG com indice finito, entdo cada uma das suas finitas clas-

ses laterais a esquerda também sao fechadas. Logo a unido finita U gH também ¢é

g¢H
fechada. H deve ser aberto, pois € o complemento dessa unido de classes que ¢é fe-

chada. Consequentemente as classes laterais de H particionam G em uma unido finita
de abertos. Mais especificamente, particiona (G, em uma unido finita de conjuntos

abertos. Como G € conexo e H contém a identidade, segue que Gy C H.

]
A partir de agora vamos nos referir a um grupo algébrico como conexo quando G' = G,.

diz-se também que G, € a componente conexa da identidade.

Exemplo 8.

a) Todo espago afim é conexo, pois sdo irredutiveis. G, (K) também é conexo.

b) Note que um grupo algébrico cuja variedade algébrica € isomorfo a um aberto principal
também é conexo, pois como o aberto € denso, seu fecho (espago afim) € irredutivel e

, consequentemente, o aberto principal também € irredutivel.

Ha outros exemplos de grupos algébricos que sdo conexos, mas para verificar isso serd

necessario outra ferramenta.

Lema 3. Sejam U,V dois subconjuntos abertos e densos de um grupo algébrico G. Entdo
G=UV.
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3. Lienarizacdo Grupos Algébricos Afins

Demonstragdo: Como a inversdo é um isomorfismo de grupos algébricos, V' ~! também ¢é
um subconjunto aberto. Assim como a translagdo também é um isomorfismo, ou seja, gV !
€ um aberto e denso em (5, para qualquer g € GG. Sendo assim, U deve ser isomorfo a algum
gV !, para g € G. Dai, paratodo g € G, existemu € U e v € V tais que gv~! = u.

Definicao 3.2. Se X ¢ um espaco topologico. Um subconjunto Z de X é dito localmente
Jechado se 7 é a intersecdo de um subconjunto aberto e outro subconjunto fechado de X.

Diz-se também que Z ¢ construtivel se Z for uma unido finita de conjuntos localmente
fechados dito.

Proposicao 23. Se ¢ : X — Y é um morfismo de variedades. Entdo ¢ leva conjuntos

construtiveis em conjuntos construtiveis. Em particular, p(X) é construtivel.
Demonstragdo: [Humphreys], J.. ]
Proposicao 24. Seja H um subgrupo de um grupo algébrico G.

a) Entdo H é um subgrupo algébrico de G.

b) Se H é construtivel, entdo H = H.
Demonstragdo:

a) Basta mostrar que H é um subgrupo, pois ja é fechado. Como a inversio é um ho-
meomorfismo, H é fechado para aplicagio inversa, ou seja, H' =H' =1
Analogamente, translagdo por um elemento x € H ¢ um homeomorfismo. Assim
tH = xH = H, ouseja, HH C H. Por sua vez, se + € H, Hr C H, entio
Hx = Hx C H. Logo H é um subgrupo algébrico de G.

b Se H é construtivel, entdo "existe um aberto denso U C H que também € aberto denso
em H"(HUMPHREYS, 1998, p. 32). Pelo item anterior, U é um subgrupo algébrico
de G e pelo lema anterior H = UU. Como UU C HH = H, entio H C H. Logo
H=H.

Corolario 3. Sejam A, B subgrupos fechados de um grupo algébrico G. Se B estd contido

no normalizador de A, entdo AB é um subgrupo fechado de G.

Demonstragdo: Desde que B C Ng(A) = {g € G;9Ag~! = A}, AB é um subgrupo.
Como a imagem de A X B sob o morfismo produto G' x G — G é construtivel e pelo item
(b) da proposicao AB é fechado. ]
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3. Lienarizacdo Grupos Algébricos Afins

Definicao 3.3. Um morfismo entre grupos algébricos X e Y é uma funcdo de X para 'Y
que é um morfismo de variedades algébricas afins e homomorfismo de grupos. Dois grupos
algébricos X e Y sdo ditos isomorfos se existir um isomorfismo de variedades p : X — Y
que também é um isomorfismo de grupos. Um automorfismo de X é uma isomorfismo de X
em X.

Proposicao 25. Seja v : G — G’ um morfismo de grupos algébricos. Entdo:

a) Ker(yp) é um subgrupo fechado de G.

b) Im(p) é um subgrupo fechado de G.
c) ¢(Go) = ¢(G)o.
d) dim(G) = dimKer(yp) + dim(Imep)
Demonstracdo:
a) segue diretamente do fato de Ker(p) = ¢~ '(ew) € o ser continua.

b) ¢(G) é um subgrupo de G, também é um subconjunto construtivel de G’, segundo a

proposi¢ao . Assim ¢(G) é fechado de acordo com o item b) da proposi¢ao anterior.

¢) De acordo com a proposigdo 22| G é um subgrupo normal, fechado e conexo de G.
Consequentemente ¢(Gy) € conexo, pois ¢ é continua. Pelo item b) p(Gy) é fechado.
Como G, tem indice finito em G e ¢(g)p(Go) = ¢(g9Go) temos que ¢(Gy) tem indice
finito na imagem de ¢. Como todo subgrupo fechado de indice finito de um grupo

algébrico contém a componente identidade, segue que p(Go) = ¢(G)o

d) Pelo teorema 4.3 visto em [Humphreys], dim(G) — dim(p(G)) = dim(o " (g)) para
algum g € ¢(G). Mas todas as fibras ¢~ '(g) tem a dimensdo de Ker(y), tem-se
dim(G) = dimKer(p) + dim(Imeyp).

]
Dado um subconjunto arbitrdrio M de um grupo algébrico G. Denote por </ (M) a
intersecao de todos os subgrupos fechados de G que contém M. Esse é o menor subgrupo

fechado de GG que contém M. Chame-o de grupo fecho de )M .

Proposicao 26. Sejam G um grupo algébrico afim, I um conjunto de indices. Para cada i €
I, considere {X;}icr e fi : X; — G familias de variedades afins irredutiveis e morfismos,
respectivamente, tais que o elemento identidade de G estd em Y; = f;(X;) para todo i € I.

Seja M =, Y. Entdo:

el -

a) o/ (M) é um subgrupo conexo de G.
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3. Lienarizacdo Grupos Algébricos Afins

b) Para alguma sequéncia finita a = (ay,...,a,) em I, o/ (M) = Y...Y, " onde e; =
+1.
Demonstracdo:
a) Suponha que os morfismos = + f;(z)~! de X; para G também estejam na familia de

b)

3.2

morfismos. Para cada sequéncia finita a = (a1, ..., a,) em I, considere Y, = Y*... Y,
com eq,...,e, = 1. Como a imagem de variedades afins irredutiveis no produto
cartesiano também ¢ irredutivel, temos que Y, é uma variedade afim irredutivel pelo
morfismo mo( f,, X...X f,, ), sendo m a multiplicdo do grupo G, entdo Y, é construtivel
e Y, é uma variedade irredutivel contendo e. Usando a condi¢do de maximalidade da
componente irredutivel G, podemos determinar uma sequéncia a de modo que Y,
seja maximal. Afirmagdo: Dados b, ¢ € I sequéncias finitas, temos que Y, Y. C Y ;)
onde (b, ¢) é a sequéncia por justaposi¢do. De fato, para todo x € Y,, o mapa continuo
y — yr mapeia Y, em Y, ) e, consequentemente, mapeia Y, em ?(b,c)» ou seja,
Y,Y. C Y(b,c). Analogamente, pode ser feita a mesma andlise para x € Y, levando Y,
em Y{; ) e também Y . também.

Pelo fato de Y, ser maximal e o elemento neutro e de G estd em cada Y, a afirmacio
acima implica que

?a C ?a?b C ?(670) =Y,

para qualquer b. Agora, se b = a, entdo temos Y, fechado para a multiplicacdo.
Escolhendo b tal que Y, = Ya_l, também temos Y, fechado para inversa. Portanto Y,

€ um subgrupo fechado de G contendo todos os Y;, i € I.

Visto que Y; é construtivel, pelo Lema [3| temos que Y, = Y,Y, = Y(4,0), assim a

sequéncia (a, a) satisfaz (b).

Ac¢ao de Grupos

Sejam (G, %) um grupo e X um conjunto. Dizemos que GG age em X se existe uma

fungdo ¢ : G x X — X denotada por ¢(g,y) = g - y tal que

(AL)

(A2)

g1-(92-y) =(91%92) -y, V1,90 € Gey € X;

e-x=ux,VreX.

Essas duas condi¢des podem ser interpretadas como requisito de que ¢ induz um homo-

morfismo
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3. Lienarizacdo Grupos Algébricos Afins

b: & — SX
g — f: X=X
T g-x

onde Sy é o grupo simétrico de X. A terna (G, X, ¢) é chamado de espaco de transfor-

macao algébrica. Dados z,y € X, podemos definir a seguinte relagdo em X

r~,yedgeGy=g-a.

Essa ¢ uma relacdo de equivaléncia em X. A classe de equivaléncia de um elemento
r € X éG-x = {g-x; g € G} chamada de 6rbita de x. Dizemos que G age transitivamente
em X se G -y = X para algum y € X arbitrdrio. Note que GG age transitivamente em cada
6rbida. Denote por X o conjunto de todos os pontos fixos de G, isto é, pontos de X cuja
Orbita possui um tnico elemento.

O conjunto E, = {g € G;g.x = x } é chamado de estabilizador de z em G, é ficil ver
E, é um subgrupo de GG. Dado y € X, o mapa 6rbita G — G-y definido por x — x-y induz
uma bijecdo G/E, — G -y. No casode z € G -y é facil verificar que os estabilizadores E,

e E, sdo conjugados, ou seja, v FE,z ™!

= E,, para algum = € GG. Se H ¢ um subgrupo de G,
existe uma acdo transitiva de G em G/ H definida por yH — xyH, onde H é o estabilizador
de qualquer classe lateral yH.

Considere agora a acdo de G em X = (' chamada classe de conjugacdo - : G x G — G
definida por (g,z) — g -2 = grg~'. Para z € @, a 6rbita de & é chamada classe de
conjugacio de z e denotada por Cl(z); o estabilizador de = é chamado de centralizador de
x e denotado por C,.(G) = {g € G;gx = xg}. Por sua vez, a classe de conjugacdo define
um homomorfismo ¢ de G em AutG onde Z(G), o centro de G, € o ker(p) e ¢(G) € um
subgrupo normal de AutG. Vale notar também que = € Z(G) se, e somente se Cl(x) = {z}
e C.(G) =G.

Seja {x;}ic; um sistema de representantes para a relacdo

a~be3geG b=g-a=gag "

Temos que

G = Jel(x:) = (Unez)Clx)) | J(Un gz Clx:)) U Cl(z;).

el ¢ Z(G

GG também age em si mesmo como um grupo de translacao a esquerda (resp. direita),
via y — 2y (resp. y — yx ). Essas a¢des sdo transitivas e os grupos de estabilizadores sdo

triviais.
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3.3 Acao de Grupos Algébricos

Definicao 3.4. Se G é um grupo algébrico e X uma variedade. Se um morfismo ¢ : G X
X — X de modo que os axiomas (Al) e (A2) de sdo satisfeitos, dizemos que G age

morficamente em X ( ou simplesmente age em X quando ndo hd confusdo).

O conjunto Trang(Y,Z) = {z € G|z -Y C Z} é chamado de transporte de Y em
Z,onde Y e Z so subconjuntos de X. Finalmente, defina Cg(Y) = [,y £y chamado de

centralizador de Y em G.

Proposicao 27. Sejam G um grupo algébrico que age morficamente na variedade X. Con-

sidere Y e Z subconjuntos de X com Z fechado. Entdo:
a) Trang(Y, Z) é subconjunto fechado de G.
b) Para caday € X, E, é um subgrupo fechado de G. Em particular, C;(Y') € fechado.
c¢) O conjunto de pontos fixos x € G é fechado em X. Em particular, X é fechado.

d) Se G é conexo, G estabiliza cada componente irredutivel de X, consequentemente GG

age trivialmente em X no caso de X ser finito.
Demonstracdo:

a) Para cada y € X, o mapa orbita ¢, : G — X, v — z -y € uma composi¢do de
x +— (x,y)com o morfismo que define a a¢do de G em X, logo ¢, é um morfismo.
Como y varia em Y, os conjuntos ¢, 1(Z) sdo fechados em G, pois Z é fechado em
X, sendo assim Trang(Y, Z) = Nyeyw, ' (Z) é fechado.

b) Como E, = Tranc({y},{y}). £, é um subgrupo fechado de G. Consequentemente
Cq(Y') também é fechado.

¢) Considere o morfismo ¢ : X — X x X definido por y — (y,x - y). O conjunto
de pontos fixos X* é precisamente a imagem inversa da diagonal ¢~} (A(X)) que é

fechada em X x X, pois X € uma variedade.

d) Se G é conexo, seja H o estabilizador em GG de uma componente irredutivel de X,H é
um subgrupo de G e é fechado em G de acordo com o item (a). Como G é conexo e ¢
um morfismo, GG permuta as componentes irredutiveis de X, entdo H tem indice finito
em (. Desse modo, H € um subgrupo fechado de indice finito de (G, portanto contém

G e mais uma vez como G € conexo, segue que H = G.
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Corolario 4. Se G é um grupo algébrico e H um subgrupo fechado de G, entdo Ng(H) e
Cq(H) sdo subgrupos fechados, assim como Cg(z) para x € G. O subgrupo Ng(H) =
{z € G,zHx~' = H} chamado de normalizador de H em G.

Demonstragdo: Para C;(H) e Cg(x) o resultado vem diretamente do item (b) da proposi¢io
anterior quando considerada a acdo por conjugagdo de G em (G. Para Ng(H) a afirmacao
resulta da parte (a) da proposicéo anterior e de que Ng(H) = Trang(H, H).

|

Definicao 3.5. Seja G um grupo algébrico e V um espaco vetorial. Uma representacdo
racional de G é um morfismo de grupos algébricos p : G — GL(V). Quando V tem
dimensdo finita, dizemos que V' é um G-mddulo.

Qualquer representacdo racional p : G — GL(V) define uma acio G x V. — V,
g.v = p(g)v.

Observacdo 6. Uma representagdo racional de Gl,(K) é um morfismo p : Gl,(K) —

GL(V) tal que as entradas das matrizes de p(A) sdo polindmios em a;j, #(A), onde V' é um

espaco vetorial de dimensao finita.

Devemos frequentemente usar o fato de que normalizadores, centralizadores e conjunto
de pontos fixos sdo fechados. Orbitas, no entanto, muitas vezes nio sio fechadas (classe
de conjugacdo em G, por exemplo). pode ser bom enfatizar também que a conexdo de
normalizadores e centralizadores ndo deve ser tomada como certa.

Associado a o temos a dual representagdo G — G'L(V*) onde V* é o espaco dual. Isso é
definito pela seguinte regra: (x.f)(v) = f(x~'.v), onde f € V*,v € V,z € G. Precisamos
escrever x ' para garantir que y.(x.f) = (yz).f. Se duas bases para V e V* sdo escolhi-
das, torna-se claro imediatamente que a representacdo dual realmente € uma representacao
racional de G.

Agora, considere um par de representagdes ¢ : G — GL(V) ey : G — GL(W).
O espago V @ W tem como base todos v; ® w; com v; elemento de uma base de V' e w;
elemento de uma base de 1. Podemos fazer x € G agir em V ® W pela seguinte regra
z.(v; ® w;) = (r.v;) ® (z.w;) e se estendendo linearmente para um vetor qualquer do
produto tensorial. Isso define uma representagdo racional de G em GL(V @ W).

Note que o espaco vetorial V* ® V' se identifica naturalmente com o espaco vetorial
dos endomorfismos de V, denotado por EndV, onde f ® v corresponde ao endomorfismo
w +— f(w)v de V. Portanto, uma representacdo racional G — G'L(V') induz a a¢do de G em
EndV . Essa acdo mapeiat € EndV em atx~! (x € G).
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Quando G age em duas variedades X, Y, um morfismo ¢ : X — Y € chamado de G-
equivariante quando p(z.x) = z.¢(z) paratodo z € G,z € X. Por exemplo, um subgrupo
G de GL(V) age em si mesmo com a multiplicacdo pela esquerda assim como em V. Se

v € V, o mapa Orbita resultante G — V' (mapeia z em z.v) € um morfismo G-equivariante.

3.4 Translacao de Funcao

Quando um grupo algébrico G age em uma variedade afim X (por exemplo em si mesma),
também obtemos interessantes acdes lineares de GG na dlgebra afim A[X] e alguns de seus

subespacgos de dimensao finita.

Definicao 3.6. Sejam G um grupo algébrico e X uma variedade afim. Denote por T, 0
comorfismo associado ao morfismo y — x~ .y, comx € G ey € X. Assim, se f € A[X],
y € X, (t.f)(y) = f(z~'.y). O inverso aparece para garantir que T : G — GL(A[X]),

onde t(x) = T, é um homomorfismo de grupo. Chamamos de translagdo de fungoes por .
Note que T, é na verdade um automorfismo de K-algebra de A[X].

Exemplo 9. Tomando X = G, G age em si mesmo pela translagdo a esquerda (resp. direita)

via y — zy (y — yx ). O morfismo associado é y — x~ 'y (resp. y — xy).

O morfismo associado introduzido acima sdo y +— x 1y (resp. y — yx) e seu comor-

fismo A, (resp. p..) € chamado de translacao de funcio a esquerda (resp. direita) definidos

por Ao f(y) = f(z7'y) e (p.f)(y) = flyx).

Note que A : G — GL(A[G]) e p: G — GL(A[G]), onde \(z) = A, e p(z) = p, sdo

ambos homomorfismos de grupos. Além disso, A\, e p, comutam, para quaisquer z,y € G.

Lema 4. Sejam H um subgrupo fechado de um grupo algébrico G, I um ideal em A[G] que
se anula em H. Entdo H = {x € G|p,(I) C I}.

Demonstragdo: Sejam x € H e f € I, entdo (p,f) = f(yxr) = 0 paratodo y € H, logo
p.f € 1. Por outro lado, dado se f € I, entdo p, f se anulaem e € H, ou seja, f(z) = 0.
Daix € H. [}

3.5 Linearizacao de Grupos Algébricos Afins

Foi observado que qualquer subgrupo fechado de Gi,,(K) é um grupo algébrico afim. O
contrario também € verdade como veremos pela constru¢do de um subespaco de dimensao

finita de A[G] onde G age por translagdo.
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Proposicao 28. Seja G um grupo algébrico que age morficamente em uma variedade afim

X e seja também F um subespaco de dimensdo finita de A[X|

a) Existe um subespaco de dimensdo finita em A[X] que contém F e que é estdvel sob

todas as translagoes T, (v € G)

b) F é estdvel sob todas as translagdes T, (v € G) se, e somente se, p*F C A|G| @k F,
onde o : G x X — X é dado por p(x,y) = 2™ 1y.

Demonstracdo:

a) Podemos assumir I’ é o gerado por um tnico f € A[X] (e adicionar até o espago
E depois). Escrevendo (ndo unicamente) ©* f = Z fi ® g; € A[G] ® A[X]. Para
cadaz € G,y € X, (1.f)(y) = f(z7'y) = >_ fi(x)g:(y), consequentemente T, f =
> fi(x)g;. As fungdes g; geram um subespago de dimensio finita de A[X] que contém

todas as translacdes de f. Assim o espaco E € gerado por todos os T, f.

b) Se *F C A[X]|® F, entdo a parte (a) mostra que as fun¢des g; podem ser tomadas
em F’, ou seja, F' € estavel sob todos T,, (x € (). Por outro lado, seja F' estdvel
sob translacdes e estenda uma base {f;} de F' a uma base {f;} U {g¢;} de A[X]. Se
O f=>2ri®@fi+> s;@g,entdo T, f = > ri(z)fi+>_ sj(x)g;. Uma vez que essa
ultima igualdade pertence a I, as fungdes s; devem desaparecer de forma idéntica em

G (e consequentemente ser 0), ou seja, *F C A[G] ® F.
|

Teorema 4. Seja G um grupo algébrico. Entdo G é isomorfo a um subgrupo fechado de
algum G, (K)

Demonstragdo: Escolha os geradores f1, - - -, f,, da dlgebra afim A[G]. Aplicando a parte (a)
da proposicao anterior para gerar F' dos f;, podemos encontrar um subespago de dimensao fi-
nita ' de A[G| que é estdvel sob todas as transla¢des p, para x € G. Mudando a notagéo, po-
demos assumir que fi, - - - , f, ¢ umabase de E (e gera A[G]). Se ¢ : G x G — G é dado por
¢(z,y) = yx, usando a parte (b) da proposi¢do anterior para escrever p* f; = > m;; ® fi,
onde m;; € A[G]. Entdo (p, f;)(y) = fi(lyx) = > my;(x)fi(y), sendo p, f; = > myj(x) fi.
Em outras palavras, a matriz de p,|E relativa a base f1, ..., f,, é (m;;(x) f;). Isso mostra que
Y G = Gl,(K), Y(z) = (my;(z)) é um morfismo de grupos algébricos. Observe que
fi(x) = filex) = > my;(x)fi(e), ou f; = > f;(e)m,;. isso mostra que m;; também gera
A[G]; Em particular, ¢ € injetivo. Além disso, o grupo imagem G’ = ¢(G) é fechado em
Gl,(K),, pois a imagem de um morfismo de grupos algébricos é um subgrupo fechado. Para
completar a demonstragdo, precisamos apenas mostrar que ¢ € um isomorfismo de varieda-

des. Mas a restricdo a G’ das fungdes coordenadas 7;; sdo levadas por ¢)* ao respectivo mi;j
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que foi mostrado que geram A[G]. Assim, 1)* é sobrejetiva, consequentemente isso identifica
A[G'] com A[G]. n

Assim como o teorema de Cayley na teoria dos grupos reduz o estudo de grupos abs-
tratos ao de grupos de permutacdo, este teorema reduz o estudo de grupos algébricos afins
ao de grupos lineares. No entanto, a "arbitrariedade"da representacdo concreta escolhida
nos faz preferir permanecer principalmente no contexto geral. O teorema serd itil principal-
mente como auxilio técnico em certas provas: incorporamos um determinado grupo em um
grupo linear geral (como um subgrupo fechado) e, em seguida, exploramos as propriedades

especiais de matrizes (por exemplo, comportamento de autovalores).
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