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Resumo

Neste trabalho serao apresentados aspectos epidemiolégicos do sarampo e da sua
modelagem matemaética através de modelos compartimentais. A vacinacao e a te-
rapia sintoméatica serao utilizados como controladores da disseminacao da doenca.
Para isso seré formulado e resolvido um problema de controle 6timo com o objetivo
de aumentar a populacao imunizada e reduzir os custos de aplicacao de controle. A
solugao desse problema sera obtida da equacao de Riccati. As simulacoes numéricas

ilustram a efetividade do controle.
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Abstract

In this work, epidemiological aspects of measles and its mathematical modeling
will be presented using compartmental models. Vaccination and symptomatic the-
rapy will be used to control the spread of the disease. For that, an optimal control
problem will be formulated and solved with the aim of increasing the immunized
population and reducing the costs of applying control. The solution to this problem
will be obtained from the Riccati equation. The numerical simulations illustrate the

effectiveness of the control.
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Capitulo 1

Introducao

O Sarampo é considerado uma das doengas mais transmissiveis do mundo, e tem
ressurgido no cenario mundial trazendo a tona surtos que ja nao ocorriam ha décadas
em virtude das agoes de combate ao virus. A vacina contra o sarampo é segura e
eficaz, e foi introduzida no Brasil na década de 1960, tendo sido importada de
forma esporadica para utilizacao na rede publica por governos estaduais. A vacinagao
gratuita vem sendo oferecida regularmente na rede publica de satide desde 1992, ano
em que foi implantado o Plano Nacional de Eliminagao do Sarampo, cujo éxito pode

ser visto na Figura [I.1]
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Figura 1.1: Estratégias de controle de sarampo no Brasil desde os anos 60 até 1997.
Fonte: Domingues et al. (1997)

A Figura [16] mostra a evolugao dos casos de sarampo desde a década de
60, pontuando os principais marcos no controle da doenca tais como introducao da
vacinagao no pais, notificagdo compulséria a partir de 1968, criacao do Programa
Nacional de Imunizacoes em 1973, intensificacao da vacinagao nas grandes cidades
na década de 80, campanhas estaduais de vacinacao em 1987 no Estado de Sao

Paulo e em 1988 no Parand até que em 1992 ¢ implantado o Plano Nacional de



Eliminacao do Sarampo, que teve como meta a extin¢ao da doenca. Desde entao
campanhas regulares de vacinagao tem ocorrido em todo o territério nacional. O
atual calendario de vacinagao do Ministério da Satde do Brasil inclui duas doses
de vacina para sarampo associada a protecao para outros virus. A primeira dose da
vacina triplice viral (sarampo, caxumba e rubéola) ¢ aplicada aos 12 meses de idade
e uma segunda dose da vacina tetra viral (sarampo, caxumba, rubéola e varicela)
aos 15 meses de idade. A Figura [16] mostra a evolugao dos casos de sarampo
em menores de 1 ano, juntamente com a cobertura vacinal, onde é possivel perceber
o éxito do Plano Nacional de Eliminagao do Sarampo ao atingir a meta de 90% de
vacinagao.

Brasil, 1980-1997*
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*Dados preliminares, atualizados em 01/10/97
Fonte: GT/Sarampo/CNDI/CENEPIFNS

Figura 1.2: Incidéncia anual e cobertura vacinal em menores de 1 ano de idade.
Fonte: Domingues et al. (1997)

O virus do sarampo se reproduz rapidamente no nariz e na garganta de uma
crianca ou adulto infectado. Assim, uma pessoa infectada ao tossir, espirrar ou
até mesmo falar, espalha goticulas com o virus no ar, que pode ser absorvido por
outras pessoas. De acordo com o Ministério da Saude [4], um individuo com o virus
pode transmitir para aproximadamente 90% de individuos proximos que nao estejam
imunizados. Por meio da vacina o sarampo pode ser evitado mas, atualmente, a
cobertura atual da vacina no mundo nao é apropriada para impedir surtos. Isto por
que em muitos paises as pessoas deixam de se vacinar.

A recomendagao da Organizagao Pan-Americana da Saide (OPAS) é de que os
paises das Américas mantenham a taxa de cobertura vacinal em 95% com duas
doses da vacina. Esta é a forma mais eficaz para manter uma populacao livre do
sarampo, chamada de imunidade coletiva ou, popularmente, imunidade de rebanho,
ela impede a circulacao do virus caso ele venha a ser introduzido na regiao.

De acordo com dados da Organizagdo Mundial da Satde (OMS) e dos Centros
para Controle e Prevencao de Doengas (CDC) dos Estados Unidos, pouco mais

de 140 mil pessoas no mundo morreram em consequéncia do sarampo em 2018,



em sua maior parte bebés e criangas. Estima-se que os maiores casos de sarampo
ocorreram na Africa Subsaariana, em paises como Reptblica Democratica do Congo,
Madagascar, Libéria, Somalia e Ucrania. Nesses paises, o indice de criangas que nao
se vacinam é muito alto e esté associado, em grande parte, a informagoes falsas que
sao apresentadas em redes sociais, a desconfianca da populagao e, principalmente,
as caréncias nos sistemas de satide dos paises mais necessitados.

Em 2016, o Brasil recebeu o certificado de eliminacao da circulacao do virus do
sarampo pela OMS, declarando a regiao das Américas livre do sarampo, no entanto
em 2017 foi encontrado em circulagdo o gendtipo do virus (D8), na Venezuela, e
nos anos subsequentes o nimero de casos foi crescendo. Em um balango trimestral
divulgado pelo Ministério da Satde em 25 de setembro de 2019, publicado no site
Agéncia Brasil [2], o Brasil havia registrado 4.507 casos confirmados de sarampo em
19 estados, o que significa um crescimento de 13% em relacao ao acompanhamento
ocorrido na semana epidemiolodgica 26 a 37 de 2019 [9]. Os dados mostram que os
mais atingidos foram as criancas de 1 a 4 anos. Em uma de suas declaragoes, Seth
Berkley, o CEO (Chief Executive Officer) da Gavi Alliance (Alianga Global para
Vacinas e Imunizacdo), ressaltou que "¢ uma tragédia que o mundo esteja vendo
um rapido aumento de casos e mortes por uma doenca facilmente evitdvel com uma
vacina”.

Com a reintroducao de doencgas como o sarampo em regioes onde a erradicacao
ja havia sido exitosa, estudos comecaram a ser desenvolvidos com a finalidade de
encontrar ferramentas que possam auxiliar no entendimento dos fatores que definem
os padroes de transmissao de doencas e determinar estratégias 6timas de solugao.
Uma das ferramentas mais eficazes nesses estudos é a modelagem matemaética, que
tem o objetivo de descrever casos reais através de modelos matematicos que, depois
de interpretados, podem ser utilizados para auxiliar os 6rgaos governamentais na

tomada de decisoes.



Capitulo 2

Sarampo: uma doenca preocupante

no cenario mundial

O sarampo é uma das doencas mais preocupantes no mundo e tem se alastrado
por varios continentes. Na Europa foram relatados diversos casos da doenca entre
adolescentes e adultos. Segundo a Sociedade Brasileira de Pediatria (SBP)[7] foram
mais de 21 mil casos em 2017, incluindo 35 mortes. O motivo de todo esse aumento
¢ a baixa nas taxas de cobertura vacinal. O Brasil nao esta fora dessa realidade,
e vem enfrentando um surto de sarampo desde fevereiro de 2018. De acordo com
a Secretaria de Vigilancia em Saude (SVS), o estado mais atingido foi o de Séo
Paulo, que desde abril de 2019 enfrenta um grande surto de sarampo, registrando até
dezembro desse mesmo ano 16.090 casos confirmados. Neste capitulo comentaremos

sobre os aspectos desse virus, bem como sobre alguns estudos realizados.

2.1 Principais caracteristicas clinicas do sarampo

O sarampo é considerado como uma das doengas mais contagiosas ja vistas,
sendo causada por um virus da familia Paramizoviridae, género Morbillivirus. Ela
pode ser transmitida de forma direta, através das secrecoes nasofaringeas expelidas
pelo espirro, tosse ou até mesmo pela fala e respiragao, por isso a facilidade de
contagio da doenca. Também ¢ possivel haver a contaminacao através de goticulas
com particulas do virus, que podem permanecer no ar por tempo suficiente para o
contagio, especialmente em ambientes fechados.

Podemos dizer que os sintomas béasicos do sarampo sao a tosse, febre (na maioria
da vezes acima de 40°C'), corrimento nasal (espirros, secrecoes e obstrugao do nariz),
erupgoes na pele (mais conhecida como vermelhidao) e conjuntivite.

Geralmente esses sintomas comecam a se desenvolver entre dez e doze dias depois

que uma pessoa foi infectada e duram de sete a dez dias. Depois de trés a cinco dias,



a pessoa infectada apresenta um exantema (ou rash cutaneo) que é o surgimento de

manchas vermelhas no corpo como ilustrado na Figura

-

Figura 2.1: Exantema
Fonte: <https://g1.globo.com/se/sergipe/noticia/2019/09/20/sergipe-tem-13-casos-
suspeitos-de-sarampo-em-investigacao.ghtml>

O exantema se inicia atras das orelhas e, em seguida, se espalha para o resto
do corpo. Apo6s dois ou trés dias do inicio dos sintomas, a pessoa infectada pode
apresentar uma manifestacao clinica conhecida como sinais de Koplik ou manchas
de Koplik como na Figura

Figura 2.2: Sinais de Koplik ou manchas de Koplik
Fonte: <https://enfermagempiaui.com.br/sarampo-entenda-a-doenca,/ >

Os sinais de koplik sdo pequenos pontos brancos, que ficam localizados na mucosa
da boca, uma regiao que fica proximo aos molares [7]. Além disso a pessoa infectada
pode apresentar mal estar, diarreia, anorexia e linfadenopatia. Geralmente os mais
afetados sao as criangas, as gestantes, os desnutridos e os portadores de imunodefi-

ciéncias.



O sarampo hoje é considerado uma doenca mortal no mundo e vale lembrar que
nao existe um tratamento especifico. A vacinagao em criancas é a melhor forma de

prevencao.

2.2 Complicagoes do sarampo

As complicac¢oes mais comuns do sarampo sao a otite média aguda, as infecc¢oes
respiratorias, diarreia e doengas neuroldgicas. De acordo com a SBP [7] o grupo de
maior risco de ocorréncia de complicagoes do sarampo sao as criangas com idade
inferior a cinco anos, adultos com mais de 20 anos, gravidas, pessoas com leucemia
e HIV. Até mesmo as criancas saudaveis podem ter complicagoes serissimas, sendo
necessario internacgao.

As complicagbes sistémicas acontecem durante o periodo do exantema, embora
a encefalite possa aparecer depois do 20° dia. A encefalite (inchago no cérebro)
aguda, que aparece com muita raridade em portadores de sarampo, geralmente
provoca lesoes cerebrais para vida toda. As estimativas sao de que acontegam uma
ou duas mortes a cada 1.000 criancas infectadas pelo sarampo, devido a complicagoes
respiratorias e neurologicas.

Vale destacar que pode ocorrer, ainda que raramente, a Panencefalite FEsclero-
sante Subaguda, conhecida como PESA, uma doenca do sistema nervoso central, que
deteriora o comportamento cognitivo e intelectual e pode vir acompanhada de crises
convulsivas; normalmente acontece entre sete e dez anos depois de o individuo ser

infectado pelo virus.

2.3 Diagnostico do sarampo

Realizar o diagnostico clinicamente é extremamente importante para confirmar
a suspeita de sarampo. Segundo a SBP [7] esse diagnostico ¢ feito na fase aguda da
doenga através de técnicas soroldgicas para detectar a presencga de anticorpos IgM
no sangue, especificos contra o sarampo.

Para se detectar a presenca de anticorpos, sao utilizadas as seguintes técnicas

sorologicas:
e Inibigao da hemaglutinagao para IgG;
e Imunofluorescéncia, para IgM e IgG;

e Ensaio imunoenziméatico (ELISA), para IgM e IgG — utilizado pela rede labo-

ratorial de satide publica no Brasil.



Os anticorpos IgM podem aparecer um més apés o surgimento do exantema.
Em alguns casos raros a IgM nao é detectada até os trés primeiros dias do inicio
do exantema, mas apos esse periodo pode elevar-se e assim permanecer por apro-
ximadamente seis semanas. A IgG pode subir por até 14 dias apds o aparecimento
do exantema. Os anticorpos IgG podem aparecer na fase aguda da doenca e geral-
mente sao encontrados anos depois da infecgao. Para a [gG também podem aparecer
resultados falso-negativos nos primeiros dias depois do aparecimento do exantema.

E muito importante a coleta de amostras de sangue em casos suspeitos de sa-
rampo principalmente entre os primeiros dias de aparecimento do exantema. Amos-
tras coletadas depois do 28° dia ja nao sao tao boas, mas ainda podem ser enviadas
para analise.

Também é importante a analise molecular para se verificar o genétipo do virus do
sarampo. O gendtipo é utilizado para fazer um mapeamento das vias de transmissao
do sarampo. Com ele é possivel fazer a distin¢ao entre um caso importado de um

autoctone e direcionar a politica a ser adotada para prevencao naquele momento.

2.4 Tratamento e prevencao

Até o momento nao existe tratamento especifico para o sarampo. A recomendacao
da OMS é a aplicagdo da vitamina A em todas as criangas com sarampo e uso de
antitérmicos para aliviar os sintomas. A vitamina A mostrou-se eficaz ao reduzir as
taxas de morbidaddl e mortalidade.

A OMS recomenda aplicar a vitamina A em duas doses, uma no mesmo dia do
diagnostico e outra no dia seguinte. De acordo com o Ministério da Satde em seu

Guia de Vigilancia [10] as doses sugeridas seriam:

e Para criancas menores de seis meses - 50.000 Unidades Internacionais (U.I)

por via oral;

e Para criangas entre seis e doze meses - 100.000 Unidades Internacionais (U.I)

por via oral;

e Para criancas maiores de doze meses - 200.000 Unidades Internacionais (U.I)

por via oral;

Para se recuperarem do sarampo, algumas criangas precisam de quatro a oito
semanas. Infecgoes como diarreia, pneumonia e otite média devem ser cuidadas de

acordo com os protocolos estabelecidos pelo Ministério da Satde.

1Refere-se aos individuos, dentro da mesma populacdo, que adquirem doencas num certo in-
tervalo de tempo. A morbidade serve para mostrar o comportamento das doencas e dos agravos &
saiide na populagao.



H& mais de 50 anos a vacina contra o sarampo esta em uso, sendo a tnica forma
de se combater a doenca. Juntamente com campanhas de imunizacao em localidades
com altos indices de sarampo, o Ministério da Satde [I0] recomenda o uso rotineiro
da vacina contra o sarampo para individuos de 12 meses até 29 anos de idade. Sao
recomendadas duas doses da vacina triplice viral em criangas de 5 a 9 anos de idade
que nao foram vacinadas no periodo recomendado. A depender da situacao vacinal,
também podem ser aplicadas duas doses da triplice viral em pessoas entre 10 a 29
anos de idade e uma dose da triplice viral em pessoas de 30 a 49 anos de idade.

O Ministério da Saude [10] recomenda que menores de 6 meses, imunocompro-
metidos, casos suspeitos e gestantes nao recebam a vacina contra o sarampo. No
caso das gestantes, algumas delas apresentam uma reducao da imunidade, deixando
o sistema imunologico mais fragil e, por isso, a vacina ao invés de ajudar no combate

a doenca pode vir a desencadeé-la.

2.5 Situacao epidemiolbgica no Brasil 2019-2020

De acordo com a Secretaria de Vigilancia em Satude, em seu boletim epidemiol6-
gico [3], iniciou-se em fevereiro de 2019 uma nova onda de transmissoes do sarampo
a partir de individuos advindos de Israel e Noruega. O boletim epidemiologico [3]
também registrou o espalhamento do virus para 23 estados com novas manifestacoes
de transmissao.

Com essa disseminagao do virus, o ano de 2019 encerrou-se notificando 64.765
casos suspeitos de sarampo com confirmacao de 18.203 casos. Em 2019 ocorreram
15 mortes no Brasil, sendo 14 no estado de Sao Paulo e uma em Pernambuco, entre
eles 6 eram criangas menores de 1 ano de idade que nao estavam vacinadas. Devido
a esse cenario, em outubro de 2019 iniciou-se uma campanha nacional de vacinagao
que teve como foco criangas de 6 meses a 5 anos de idade e adultos de 20 a 29 anos
de idade.

De acordo com o Ministério da Satide em seu boletim epidemiolégico publicado
em dezembro de 2020 [I], 16.602 casos suspeitos de sarampo foram notificados,
com confirmacao de 8.356 (50,3%), destes 5.539 (66,3%) por critério laboratorial e
2.817 (33,7%) por critério clinico epidemiologico. Esses dados estao representados na
Figura[2.3, assim como casos investigados e descartados. Percebe-se um crescimento
nas notificagoes até a semana epidemiologica 3, com uma pequena reducao entre as

semanas epidemiologicas 4 e 6.



1600

1400

1200

1000

800

Numero de casos

600

400

200

o - — — -
12345678 91011121314151617 1819202122 23 24 25 26 27 18 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 35 46 47 48
Semana epidemiobbgica de inicio do exantema
n Confirmadas por laboratdnio (5.539)  mConfirmadas por clinkco epidemiclogico (2.817) Em investigagio (425) = Descartados (7.821)

Forle: Secretarias de Saude das Unidades de Federagan.
'Dadas Mualizades em 04/12/2020 e sujeitos 4 allerardes.

Figura 2.3: Distribui¢ao dos casos de sarampo por semana epidemiolégica do inicio
do exantema e classificacao final, semanas epidemioldgicas 1 a 48, Brasil, 2020
Fonte: Secretaria de Vigilancia em Satide - Ministério da Saude, 2020.

De janeiro até dezembro de 2020 foram registrados sete 6bitos por sarampo, sendo
um no estado de Sao Paulo, um no Rio de Janeiro e cinco no Pari. Devido a este
quadro, o Ministério da Satide vem buscando intensificar a luta contra o sarampo,
elaborando medidas para controlar o virus, entre elas estao: localizar os casos da
doenga, campanhas para conscientizar a populacao e atualizacao do cartao de vacina.
Todas essas acoes devem envolver a comunidade, assim como trabalhadores da area
de satde e educagao, escolas, alunos, e também empresas governamentais e nao

governamentais para conscientizar a populacao sobre a importancia da vacinagao.



Capitulo 3
Modelos matematicos de sarampo

O grande objetivo das politicas publicas de saide é tentar reduzir as taxas de
mortalidade por sarampo, uma doenca altamente contagiosa e que tem se espalhado
pelo mundo todo. Apesar da notavel queda em virtude da vacinagao, o indice de mor-
talidade ainda permanece alto em muitos lugares. Nos paises com grande indices de
sarampo, somente uma dose é aplicada frequentemente, ja a segunda é oferecida
através de atividades suplementares de imunizac¢ao (ASI), ou seja, campanhas na-
cionais periddicas de vacinagao realizadas pela OPAS (Organizacao Pan-Americana
da Saude). Essas atividades contribuiram na redugao de mortes, pela doenga, em
todo o mundo.

Grandes avangos no combate a transmissao do virus foram percebidos nas Amé-
ricas através da vacinacao e da utilizacao das ASI. A mesma tatica foi utilizada na
Africa subsaariana obtendo uma significativa diminuicdo nas taxas de mortalidade
na ultima década. Assim, é importante avaliar estratégias o6timas que possam ser
executadas para conter a doenga.

Os modelos matematicos sao uma representacao simplificada de como uma infec-
¢ao se propaga em uma populagao ao longo do tempo. Eles tém desempenhado um
importante papel na sociedade, através deles é que organizagoes e governos desen-
volvem estratégias de controle e eliminacao de doengas infecciosas. Varios modelos
foram introduzidos na literatura académico-cientifica envolvendo diversos fatores na
dinamica do sarampo, como estratégias de vacinagao, o fenémeno da coinfeccao do
sarampo, estrutura etéria, parametros sazonais e modelos de mobilidade humana
(dinAmica de metapopulacoes) para descrever a propagagao da doenga. A maioria
dos autores, além das simulagoes também examina o comportamento qualitativo de
seu modelo: pontos de equilibrio, nimeros basicos de reproducao, estabilidade local
e global e anéalise de bifurcacao.

A seguir apresentamos conceitos bésicos em epidemiologia e trés artigos que,
através de modelos matematicos, estudaram a dinamica de transmissao do sarampo

sob diferentes comportamentos.
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3.1 Conceitos basicos em epidemiologia

3.1.1 Compartimentos do modelo

Nos modelos matematicos em epidemiologia as populagoes se dividem em um
certo nimero de compartimentos ou classes. Cada compartimento representa as ca-
racteristicas em que cada populacao se encontra de acordo com o avanco da doenca.
A escolha dos compartimentos a serem inseridos no modelo dependeré dos tracos da
doenga que esté sendo modelada e da finalidade do modelo.

Os compartimentos mais utilizados na modelagem epidemioldgica sao:

e Suscetiveis(S): representa os individuos que ndo tem imunidade ao agente

infeccioso, logo podem se infectar facilmente se forem expostos a doenca.

e Expostos(FE): representa individuos que foram infectados mas que ainda nao

transmitem a doenca.

e Infectados([): representa os individuos que adquiriram a doenga, podendo

transmitir aos suscetiveis.

e Recuperados(R): representa individuos imunes a doenga e, por isso, nao influ-

enciam na dindmica de transmissao da doenca.

Os individuos ap6s se contaminarem, entram no periodo latente que representa o
periodo em que se possui menor chance de transmitir a doenca. Durante este tempo,
os individuos sao classificados como expostos. Ja o periodo que se estende entre o
inicio da infecgao e a apari¢ao dos sintomas é chamado de periodo de incubacao. Em
doengas com periodo latente muito curto, ¢ comum o compartimento dos expostos

ser suprimido.

3.1.2 Parametros epidemiolégicos

e Nimero reprodutivo basico (Rp): E o nimero médio de infecgdes secundarias
produzidas por um caso tipico de infeccao, durante o periodo infeccioso, em
uma populagao onde todos sao suscetiveis. Por exemplo, se Ry = 15 para
sarampo em uma regiao, entao esperariamos que um novo caso de sarampo
produzisse, em média, 15 novos casos secundarios (assumindo que todos ao

redor do caso sejam suscetiveis). Se Ry > 1 podemos prever uma epidemia;

e Nuamero reprodutivo efetivo (R): O namero de reprodugao efetivo pode ser

estimado pelo produto do ntimero reprodutivo basico pela fragao da populacao
S(t
hospedeira que ¢é suscetivel. Entao R = Roﬁt))' Por exemplo, se Ry = 15 para
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o sarampo onde metade da populacao estd imune, entao R = 7,5. Sob essas
circunstancias, um tnico caso de sarampo produziria uma média de 7,5 novos
casos. Para eliminar com sucesso uma doenga de uma populagao, precisamos
ter R < 1;

e Imunidade de rebanho: Ocorre quando uma proporcao significativa da popu-
lacao foi vacinada ou esta imune por algum outro mecanismo, resultando em
protecdo para individuos suscetiveis (por exemplo, os ndo vacinados). E mais
dificil para as doencas se espalharem entre individuos se um grande nimero
jé estiver imune, pois a cadeia de infeccao é quebrada. O limite de imunidade
de rebanho é a proporcao de uma populacao que precisa ser imune para que
uma doenga infecciosa se torne estavel nessa comunidade. Se isso for alcan-
cado, por exemplo, por meio de imunizacao, cada caso leva a um tnico novo
caso (R = 1) e a infecgdo se tornara estével na populagdo. Se o limite para
imunidade de rebanho for ultrapassado, entao R < 1 e o ntimero de casos de
infeccao diminui. Esta é uma medida importante usada no controle de doencas
infecciosas e programas de imluniza(;z}o e erradicagao. A imunidade de rebanho

é medida como HIT =1 — —.
Ry

3.2 Modelagem Matematica do Sarampo

Desde que foi introduzido pela primeira vez por Kermack e McKendrick em 1927,
varios modelos compartimentais foram originados para compreender a dinamica de
muitas doengas. Modelos do tipo SIS (suscetivel - infectado - suscetivel), por exem-
plo, sao comumente usados para descrever a propagacao da gripe ou outras doencas
respiratorias [20], 31} B2], pois em tais doengas os individuos tém um periodo de
imunidade temporario muito curto apds serem infectados, voltando rapidamente a
categoria de suscetiveis. Quando a imunidade é permanente ou muito longa, utiliza-
se 0 modelo do tipo SIR (suscetivel - infectado - recuperado). Modelos do tipo SEIR
(suscetivel - exposto - infectado - recuperado) sdo geralmente usados para modelar
doengas que possuem um longo periodo de incubagao e um longo periodo de imu-
nidade, esses modelos podem descrever adequadamente a dindmica da tuberculose
[26, 24] 27], por exemplo.

Uma adaptagao do modelo SIR para o sarampo com um periodo de incubacao
foi discutida em [12] e [2I]. Em 2012, Bakare, Adekunle e Kadiri [I12] descreveram a

dindmica do sarampo usando o seguinte modelo:
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( dS BSIT
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dE  BSI
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dt N
i (3.1)
L _oE— I
T =0 (v + 1)
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N =

S plR,

onde N é a populagao total, \ é a taxa de natalidade, 5 é a taxa de contatos, o
é a taxa de exposto para infeccioso, v é a taxa de recuperacao e p é a taxa de
mortalidade. Esse modelo descreve a dinamica de populacao mista homogénea, com
dindmica vital, na presenca do virus do sarampo. A transmissao ocorre quando hé
contato efetivo de uma pessoa suscetivel (S) com uma infectada (1). Esses individuos
suscetiveis entram na populagdo exposta (F), o que significa que foram infectados,
mas nao podem transmitir a doenca. Ao final do periodo latente, o individuo entra
na populagao infectada (I), passando a ser um agente transmissor. Passado o periodo
de transmissibilidade, os individuos ingressam na populacao recuperada, composta
por aqueles que possuem imunidade permanente & doenca.

Nesse artigo, uma anélise qualitativa mostrou condigoes para que a doenga se
estabelega na populagao, com base no nimero reprodutivo basico. Em 2013, Momoh,
Ibrahim, Uwanta [2I] também desenvolveram um modelo semelhante ao sistema
, considerando o teste e a terapia de sarampo em individuos expostos, a fim de
avaliar o impacto dessas pessoas na dindmica de transmissao da doenga. Para isso foi
adicionada uma transicao direta do compartimento de exposto para o de recuperados
como consequéncia de testes e terapia contra o agravamento do sarampo. Nesse
artigo, foi feita uma anéalise qualitativa dos pontos de equilibrio do sistema e, com
base em simulagoes numéricas, foi mostrado o quanto o teste e a terapia do sarampo
em individuos expostos afetarao os ganhos de imunidade permanentes. O impacto
da vacinagao nao foi discutido em [12] e [21].

Adaptacoes do modelo SEIR para o sarampo envolvendo a vacinac¢ao tem sido
amplamente discutidas na literatura. Em 2006, O. M. Tessa [28] ja adotava um

modelo semelhante ao sistema (i3.1]), mas levando em conta criangas vacinadas.
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onde N ¢é a populacao total, b é a taxa de natalidade, p é a propor¢ao de pessoas
vacinadas com sucesso no nascimento, [ é a taxa de contatos, o é a taxa de exposto
para infeccioso, v é a taxa de recuperagao, ¢ a p taxa de mortalidade e § (taxa
de mortalidade devido ao sarampo). Como a maioria das maes foi infectada, dada
a dinamica do modelo, o autor excluiu a incidéncia vertical da doenca porque os
anticorpos IgG sao herdados das maes e fornecem imunidade passiva temporaria
contra a infecgao do sarampo até que as criangas completem nove meses de idade.
Este modelo assume que a vacinacdo bem-sucedida tera 100% de eficicia contra o
sarampo. Na anélise qualitativa do modelo foi considerado o ntimero reprodutivo
efetivo, ja que a dindmica se passa em uma populacao parcialmente suscetivel. Os
autores mostram que uma segunda oportunidade da vacina¢ao aumenta a imunidade
de rebanho em situagoes onde a cobertura vacinal é mais baixa.

Em 2015, Pang et al. [6] usaram modelo semelhante ao sistema ignorando
o numero de mortes por sarampo. Eles estudaram a estabilidade do equilibrio e
verificaram a existéncia de uma condi¢ao de bifurcagao de Hopf no ponto de equi-
librio endémico. Neste artigo, o efeito da estratégia de vacinacao de 1 dose contra
o sarampo com eficacia de 100% ¢ investigado. Os autores usaram o modelo para
simular os dados de casos de sarampo nos EUA de 1951 a 1962, mostrando os surtos
periddicos de sarampo em seu modelo sem considerar a forca sazonal. O efeito da
vacinagao foi medido a partir da analise de sensibilidade do nimero reprodutivo
basico em relagao aos parametros que o compoe. O diagrama compartimental do

modelo desenvolvido nesse estudo esté representado na Figura [3.1}

wS

| |

rS BSIT ol ~I
— S E I R

l(bS)(rS) ldE ld[ ldR

Figura 3.1: Diagrama do modelo compartimental SEIR proposto em [6].
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O diagrama mostra os quatros compartimentos do modelo SEIR, e o fluxo, re-
presentados pelas setas, por meio do qual os individuos transitam entre os compar-
timentos. Os parametros para descrever o modelo sdo o r (taxa de crescimento da
populagao suscetivel), que foi assumido um crescimento logisticoE], 1/b (capacidade
suporte da populagao suscetivel na auséncia de infecgao), f (taxa de contatos), p
(taxa de cobertura vacinal do suscetivel), d (taxa de mortalidade natural), o (taxa
de exposto para infeccioso) e v (taxa de recuperagao dos individuos infectados). O

modelo foi formulado matematicamente como:

%er(l—bS)—ﬁS]—uS
E
B ssr—(d+a)E
dt
& _aE-— I
il (d+0)
dR
T 51 —dR.
W7 0l +puS —dR

A finalidade desse estudo desenvolvido em [6] foi encontrar um método ideal
de vacinagao para impossibilitar a disseminacao do sarampo. Por essa razao, foram
usadas técnicas de controle 6timo para obter a melhor taxa 6tima de vacinacao de
individuos suscetiveis. A taxa de vacinagao é entao uma variavel de controle e o

objetivo foi minimizar o funcional a seguir

T
min J(p) = OSI;rLl(itI)lST/O [2(t) + g;ﬁ(t)]dt (3.4)
onde 7" indica o periodo de vacinagao, 7 ¢ um parametro de ponderagao positivo, u
¢ a taxa de cobertura vacinal e z(t) é uma forma adimensionalizada da variavel I()
que representa o ntumero de individuos infecciosos.

Ainda em 2015, Stephen [I7] modificou o modelo SEIR, adicionando compar-
timentos para os individuos vacinados e considerando a vacinacao de 2 doses para
bebés e imigrantes. Nesse modelo a imunidade permanente é conferida apenas aos
individuos que receberam as 2 doses e um estudo qualitativo mostrou condi¢oes para
um equilibrio livre da doenga e a influéncia do contato entre individuos sobre o ni-
mero reprodutivo basico e efetivo. Os autores recomendam, com base nesse estudo,
tratamento precoce, minimizacao do contato com individuos infectados e exercicios
de vacinagao em massa.

No estudo realizado por Onyejekwe e Kebede, em 2015 [5], os autores formula-

ram para um modelo SEIR um problema de controle 6timo submetido a vacinagao e

1O crescimento logistico refere-se a uma populacdo que poderé crescer até um limite maximo,
a partir do qual tende a se estabilizar.
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tratamento como controles. A meta foi buscar a combinacgao ideal de estratégias de
vacinagao e tratamento de suporte que diminuam o custo da execugao das duas inter-
feréncias. O problema foi resolvido utilizando o principio do Maximo de Pontryagin
[13] para determinar os niveis 6timos dos dois controles. O diagrama mostrando o

fluxo dos individuos entre os compartimentos esta representado na Figura [3.2}

uS
vl
b BST ek ~vI
—t S FE I R
wS luE lpl R

Figura 3.2: Modelo SEIR com controles vacinagao (u) e tratamento (v), proposto
em [5].

onde b é a taxa média de natalidade, § é a taxa de contatos, i é a taxa média de
mortalidade, € é a taxa de laténcia, v é a taxa de recuperagao, u é a controle através
da vacinacao e v controle através do tratamento de suporte. Com base nas variaveis
e parametros do diagrama, foram formuladas as equagoes diferenciais que regem o

modelo de transmissao do sarampo.

(dS

2 b —BST — uS —
7 b— BSI — S —uS
dE

— =051 —(e+p)E
dt

(3.5)

d—]—gE—( +p+ )l
d
—RI’}/[—/LR—FUS—FUI.
\ dt

O objetivo foi minimizar o funcional (3.6]), dado o nimero de individuos infecta-
dos e expostos e, com isso, aumentando o nimero de individuos recuperados usando

as variaveis de controle v e v

T 1 1
J(u,v) = /0 (AlE + Aol + EBluz + §Bgv2) dt, (3.6)

sujeito as equagoes diferenciais (3.5)) e ao conjunto de controle U definido como

U= {(u(t),v(t)]0 <u < tUpmar < 1,0 <0< vpee <1t€[0,7T]}, (3.7)
onde U, € 0 valor maximo possivel para u e v,,,, € 0 valor maximo possivel para
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v uma vez que estamos tratando de recursos limitados, A; e A, sdo constantes cujo
objetivo ¢ manter um equilibrio no tamanho de E e I, as constantes positivas B; e Bs
representam, respectivamente, os pesos relativos relacionados ao custo da vacinagao
e ao custo do tratamento de suporte e o intervalo [0,7] representa o periodo de
controle.

Em 2018, Peter et al. [25] propés um modelo mateméatico da dinadmica da do-
enca do sarampo com vacinagao, considerando o niimero total de pessoas no com-
partimento R recuperadas naturalmente ou devido a vacinagao. Neste modelo foi
admitido periodo de incubagao suficientemente curto de forma a ser suprimido da
dindmica. Os individuos vacinados ainda poderiam estar infectados com sarampo, os
individuos que foram expostos ou infectados poderiam obter imunidade permanente.
Através de simulagoes numéricas, os autores mostraram que a vacinagao pode reduzir
significativamente o nimero de infectados e o estudo qualitativo mostrou condigoes
para o equilibrio livre da doenca e para o equilibrio endémico.

Devido ao fato de que o sarampo afeta principalmente as criangas e que estas
sao o objetivo nas campanhas de vacinagao, muitos autores optam por descrever a
dindmica do sarampo em uma populacao através de modelos de estrutura etaria. Em
1985, David W. Tudor [29] foi um dos pioneiros na implementagao do modelo SIRS
para estrutura etéria envolvendo vacinacao. Neste artigo também foram discutidas
questoes a respeito do ponto de equilibrio e da estabilidade local. A aplicagao desse
modelo ao sarampo indica que os niveis de imunizagao necesséarios para reduzir a
incidéncia para indices préximos de zero podem nao ser tao altos como previam
estudos que consideram a mistura homogénea da populagao.

Um estudo mais recente considerando estrutura etaria, desenvolvido por Verget
et al. em 2015 [I1], teve a finalidade de examinar os beneficios e maleficios entre a
cobertura vacinal de rotina e a cobertura das ASI, juntamente com a periodicidade
inter—AS]E] para obter o controle do sarampo. Foram selecionados alguns paises com
maior quantidade de mortalidade pela doenca no mundo e estimou-se a melhor pro-
gramacao de possiveis ASI’s, utilizando-se de um modelo compartimental dinamico
de transmissao do sarampo chamado DynaMICE (Mecanismo Dindmico de Célculo
da Imunizagdo do Sarampo), um modelo fixo por idade de transmissao da infecgao
em individuos vacinados e nao vacinados. A Figura nos mostra o diagrama do

modelo desenvolvido em [I1]:

?Intervalos de tempo para aplicacdo das atividades suplementares de imunizacio
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Figura 3.3: Modelo compartimental de agdo da vacina proposto em [11].

onde além dos ja citados S, I e R temos a inclusao dos compartimentos V'S (vaci-
nados suscetiveis), VI (vacinados infectados) e V R (vacinados recuperados); k(¢, a)
¢ a cobertura da vacina contra sarampo para individuos vacinados pela primeira
vez no ano t na idade a, podendo ser através de imunizagao de rotina ou por ASI
(em ambos os casos a < 1); ko(t,a) é a cobertura da vacina contra o sarampo para
individuos vacinados pela segunda vez no ano ¢ na idade a, somente através das ASI
(nesse caso a < 1); 7(a) é a eficacia da vacina contra sarampo (85% para a primeira
dose ao vacinar antes de um ano de idade, 95% apos um ano de idade e 98% para
duas doses); A(I, V) representa a forga da infecgao.

Matematicamente, o modelo é representado por:

( 0S 0S5
o T o = A8 —k(t.a)s
ol 01
el —~] — 1
5 T 9a = A9 L —k(ta)
Of O/ ko)
ot da (3.8)
VS  oVS '
. + 5 = “AVS + (1 =71)k(t,a)S — Tko(t,a) VS
ovl oVI
= T ae = AVS +k(t,a)] —~yVI
OVR OVR
e + 2 = YVI 4+ 7k(t,a)S + Tk (t, a) VS.

Esse modelo foi simulado por um periodo de 100 anos com vacinagao de rotina,
onde nos ultimos 50 anos foi adotada nao s6 a vacinagao de rotina como também
as ASI, com o objetivo de conseguir um equilibrio pos-vacinal. Na Figura sao
mostrados os resultados dessa simulacao onde foram utilizados dados particulares
de cada pais (por exemplo, cobertura vacinal da primeira dose do sarampo), para

explorar a frequéncia potencial das ASI. Foi definido que o sarampo seria contro-
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lado se sua ocorréncia permanecesse abaixo de 1 por 100.000 individuos em toda a

populagao.

g SIA every year g SIA every 2 years

I v

| = I =

(1) [iT)
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Figura 3.4: Previsoes de modelos computacionais da incidéncia anual de sarampo

com a estrutura populacional da India.
Fonte:<https://ars.els-cdn.com/content /image /1-s2.0-S0264410X14016077-

gr2.jpg>

As ASI sao destacadas por uma linha vertical pontilhada. Apoés sua insercao,
em intervalos de tempo de um a dez anos, percebe-se uma modificacao no nimero
de individuos infectados. Quando o periodo inter-ASI é maior que trés anos, vemos
um reaparecimento do sarampo (ocorréncia de picos de incidéncia apos o ano 50)
e, quanto menor a frequéncia das ASI, maior o ressurgimento da doenga. Mas, um

periodo médio inter-ASI de trés anos ou menos, é consideravel para controlar o

19

a0



sarampo, ou seja, nenhuma ocorréncia de picos de incidéncia apoés o ano 50.

Com isso, a conclusao desse estudo nos mostra que a implementacao de uma
tnica atividade suplementar de imunizagao, nao serd o suficiente para controlar
a transmissao do sarampo em nenhum dos paises selecionados com alta carga da
doenga. Por outro lado, ASI frequentes com grandes graus de cobertura vacinal, sdo
uma excelente estratégia para impedir surtos de sarampo.

Alguns estudos também consideram que o sarampo apresenta uma din&mica
sazonal. Em 2018, J. Huang et al. [18] analisou o comportamento dinamico de um
modelo do tipo SEIR e o utilizou para simular dados mensais sobre casos de sarampo

na China. Nesse modelo foi considerada forga de infec¢ao sazonal (5(t)), conforme

o modelo (3.9):

(dS

o = Al =p) = BIS — pS

dE

— =BIS — (0 + pE

(3.9)

a_ E—(y+wl

7= v+

dR

A I —
| p+l —pR,

onde A é a taxa de natalidade humana, p é a taxa de vacinagdo humana, u é a taxa
de mortalidade natural, o é a taxa de laténcia e v taxa de recuperagao. Nesse estudo
também foi realizada analise de sensibilidade do nimero reprodutivo basico em
relacao aos paradmetros que o compoe, mostrando que o sarampo pode ser controlado
e eventualmente erradicado pelo aumento das taxas de imunizagao, melhorando o
gerenciamento dos programas de vacinagao e conscientizando a populagao sobre a
gravidade da doenca.

Neste Capitulo discutimos brevemente alguns modelos que foram introduzidos
na literatura, considerando diversos autores. Além desses, ha varios outros modelos
considerando variagoes e adequagcoes as diversas situagoes em que se queira aplica-
los. No Capitulo 5 discutiremos mais detalhadamente o modelo desenvolvido
em [5] e formularemos um problema de controle 6timo em malha fechada para este

modelo.
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Capitulo 4
Teoria do controle 6timo

Na elaboracao de um problema de controle 6timo deve-se considerar trés impor-
tantes elementos: primeiro, um funcional, representando o que queremos maximizar
ou minimizar, segundo, um sistema de equacoes algébricas ou diferenciais que tem o
objetivo de modelar a dindmica do problema a cada instante de tempo e, por tltimo,
as condigoes de contorno que nos oferecem os estados inicial e final. Assim, neste
capitulo, apresentamos resultados importantes da teoria de controle 6timo baseados

em [22] que servirdo como suporte para nosso problema.

4.1 Problema de controle 6timo

Definigao 4.1. De acordo com [19] um funcional J € uma regra de correspondéncia
que associa a cada fung¢ao x em uma certa classe €2, um wunico numero real. O
conjunto  é chamado dominio de um funcional e o conjunto de nimeros reais
associados com as fungoes em ) € chamado de conjunto imagem do funcional.

O dominio de um funcional é uma classe de funcoes. Intuitivamente, pode-se

dizer que um funcional é uma “funcao de uma funcao”.

Exemplo 4.1 Seja a funcao z(t) = 3t* + 1, entao

J((t)) = /01(3152 F1)dt =2 (41)

J & a area sob a curva x(t). Se v(t) é a velocidade de um veiculo, teriamos

J(o(t)) = /t "ot dt (4.2)

que seria o caminho percorrido pelo veiculo.
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Definicao 4.2 O incremento de um funcional J, denotado por ANJ, € definido por

AT = J(a(t) + 6z(t)) — J(z(t)), (4.3)

onde 6x(t) € chamado de variacio da fungao x(t). O incremento AJ também pode

ser escrito como AJ(x(t),0x(t)) para enfatizar que depende das fungoes x(t) e dx(t).

Exemplo 4.2 Encontrar o incremento do funcional

ty
J—/‘Bﬁﬁykﬂﬁ (4.4)
to
O incremento de J é dado por

AJ = J(z(t) + 6z(t)) — J(x(t)),

7]

AJz/tf [3(a(t) + 6x(t))? + 1] dt—/ [322(t) + 1] dt,

to to

AJ = /t " T6a(t)se(t) + 3(62())?] dt. (4.5)

OJ

Expandindo o termo J(z(t) + dz(t)) de (4.3)), em série de Taylor, obtemos

AT = J(@(t) + g—jém(t) + %%(M(t))? b= )
= g—ich(t) - %%(M(t)f + ..
= 0J+ 6T+ ..., (4.6)
onde,
5. = %(53:(15) ¢ 2] = %%(69&@))2 (47)

sao chamadas, respectivamente, de primeira varia¢io (ou variagao) e sequnda vari-
a¢ao do funcional J. A variagao ¢J de um funcional J é a parte linear (em dz(t)) do

incremento AJ. A relagao entre o incremento e a primeira variagao de um funcional

é exibida na Figura
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ixa) b

J(x*(t)+0x(t))
J(x*(1))
: >
0 XHt) x*(t)+dx(t) x(t)

Figura 4.1: Incremento AJ e a primeira variacao 6./ do funcional J
Fonte: NAIDU, 2003, p.24

Exemplo 4.3 Avaliar a variagao do funcional

J(x(t)) = / ! [32%(t) + 2x(t) + 6] dt (4.8)

to

Inicialmente, calculamos o incremento. Portanto,

AT = J(x(t) + dx(t) — J(=(1)),

AJ = /tf [3(z(t) 4 0x(t))? + 2(z(t) + 6z(t)) + 6) — (32>(t) + 2xz(¢) + 6] dt,

to

AJ = /t ' [62:(t)0x(t) + 3(0x(t))* + 20z (t)] dt. (4.9)

Tomando os termos de primeira ordem, obtemos a (primeira) varia¢ao do funci-

onal

5J(x(t), 62(¢)) = / 7 (6a(t) + 2o (t)dt. (4.10)

to

]
Definigao 4.3 Um funcional J com dominio Q tem um extremo relativo (mdzimo
ou minimo) em x* (* indica a condi¢ao dtima) se existe um ¢ > 0 tal que, para

todas as fungoes x € Q que satisfagam |x —x*| < &, o incremento de J tem o mesmo

sinal.
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Em outras palavras, se AJ = J(x) — J(z*) > 0,2% é um minimo relativo; se
AT = J(x) — J(x*) <0,2% € um mdzimo relativo.
Se estas condigoes forem satisfeitas para € suficientemente grande, entdo J(x*)

€ um mdximo ou minimo absoluto ou global.

A seguir, mostraremos dois importantes resultados que serao utilizados na busca
de candidatos a extremos de funcionais. As provas destes resultados podem ser

encontradas em [19] 22].

Lema 4.1 Se a funcdo g(t) € continua em [to, ty] e
ty
/ g(t)ox(t)dt =0 (4.11)
to

para toda fungdo 0x(t) continua no intervalo [to,t¢], entdo a fungio g(t) deve ser
zero em todo intervalo [to,tf|. Este resultado € conhecido como Lema Fundamen-

tal do Cdlculo Variacional.

Teorema 4.1 Para x*(t) ser candidato a um étimo, a (primeira) variagao de J deve
ser zero em x*(t), ou seja, 0.J(x*(t),6x(t)) = 0 para todo éx(t) admissivell] Este

teorema € conhecido como Teorema Fundamental do Cdlculo Variacional.

4.2 Problema variacional basico

4.2.1 Tempo final fixo e estado final fixo

Nesse caso, tempo e estado sao fixados a priori. As condicoes iniciais sao conhe-
cidas.
Seja x(t) uma fungao escalar com primeiras derivadas continuas. O problema &

encontrar uma fun¢do 6tima x*(t) para a qual o funcional

J(x(t)) = / V), i), t)dt (4.12)

tenha 6timo relativo, satisfazendo as restri¢oes

{x(t(’) - (4.13)

x(ty) = g

'Respeita a classe de fungoes consideradas (por exemplo, fungdes continuas), bem como possiveis
restricoes (por exemplo, z(to), (ty) fixados, implica dz(tg) = dx(tf) = 0).
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onde ty (tempo inicial), zo (estado inicial), ¢; (tempo final) e x5 (estado final).

A seguir, listamos uma sequéncia de passos envolvidos na busca de solucoes

ideais para o sistema de estado com extremidade fixa.

1.

. Assumir um otimo;

Variacgoes e incrementos;

. Primeira variacao (ou variacao);
. Teorema fundamental do cdlculo variacional;

. Equacao FEuler-Lagrange.

Assumir um dtimo: Seja x*(t) um 6timo atingido para a fungao x(t). Nesse

caso existem x,(t) fungoes admissiveis tais que z,(t) = 2*(t) + dz(t) sejam proximas
a z*(t), onde dz(t) é a variacdo de z(t), como mostra a Figura A funcao z,(t)

deve satisfazer as condi¢oes de contorno:

{x“(t‘)) - (4.14)

e, portanto, é necessario que

dz(ty) = 0x(ty) = 0. (4.15)
x(t)ll
x*(D)+0x(t)
Kgprrrrmrmmrrns om0
. R
0 10 7 ¢

Figura 4.2: Tempo final fixo e sistema de estado com extremidade fixa
Fonte: NAIDU, 2003, p.29
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2. Variacoes e incrementos:

AJ(2*(t), 62(t)) = J(x*(t) + da(t), #*(t) + di(t), ) — J(x*(t), i (t), ) =

— /ttf V(:L‘*(t) + 5$<t)7$*<t) + 5:&(15)’]5) _ /ttf V(x*(t),$*(t>,t)dt (4.16)
onde,
H(1) = a(r)), 0i(1) = (1) .

Expandindo V' do primeiro funcional de (4.16|), em série de Taylor, em torno de

x*(t) e £*(t) temos

AJ = /t ! [V(m*(t),j;*(t),t) n (%‘ o) + aV(x*(gf*(t)’t)(;x-(t)

i {%(5x(t))2 BLALCO R I 2%&6(1&)5:&@)}

b = V(@ (1), 87 (0), 1) | dt (4.18)

3. Primeira variag¢do (ou variag¢do): Considerando os termos lineares obtemos

a primeira variacao

11

A\

5.T(x*(£), 62 (1)) /t v wa* (gf*(t)’ D s(t) + 8V(x*(12,;* (®), t)éi(tﬂ dt(4.19)

Integrando II por partes, obtemos

/t:f (g—‘;>*5j:(t)dt: Kg_xV)*(s:c@)] :f —/: (5&:(15)% (%>*dt' (4.20)

Todas as curvas admissiveis devem passar pelos pontos (to, z(to) e (ts, z(tf)) logo,

6z (to) = dx(ts) = 0, entdo KZ_Z ) 5$(t)] b

=0.
Assim,

5T(x*(£), 62 (t)) = /: K%) drlt) - mw% (%) } dt.

Evidenciando dz(t) no integrando obtemos:

* to
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5J(2*(8), a(t)) = /t:f [(g—‘;) - %(Z—DJ S (t)dt. (4.21)

4. Teorema fundamental do cdlculo variacional: Pelo Teorema 4.1, temos
que 8J(x*(t),dz(t)) = 0, assim

/t:f Kg_‘;) - %(%)j dx(t)dt = 0. (4.22)

5. Equacao FEuler-Lagrange: Aplicando o Lema 4.1, chegamos a Equagao de

ov d ([0V
(%)* — % (8_ZE)*: 0, vVt € [to, tf]. (423)

4.3 Multiplicadores de Lagrange

Euler-Lagrange

O método dos multiplicadores de Lagrange permite encontrar extremos (méxi-
mos e minimos) de uma fungdo de uma ou mais variaveis sujeitas a uma ou mais
restricoes.

Por exemplo, para obter o extremo de uma fungdo f(xi,zs) sujeita a condigao

(ou restrigao)

g(x1,x2) = 0. (4.24)

Para tal método, definimos a funcao de Lagrange ou Lagrangiano do problema

de otimizagao como:

L(zy, 29, ) = f(21,22) + Ag(x1, 22), (4.25)

onde A é o multiplicador de Lagrange a ser determinado. Usando (4.24)) no Lagran-
giano (4.25)), temos

L(z1, 22, A) = f(21,22) (4.26)
e a condicao necessaria para extremo é
df =dL =0 (4.27)

e, nesse caso,
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dL = df + \dg = 0, (4.28)

onde
81:1 8x2
o o (4.29)
Assim,
of dg of 9y
=0. 4.
{89{;1 + )\axl} dl’l + |:ax2 + )\axz dl’g 0 ( 30)

Vamos escolher dr; como diferencial independente e assim dx, torna-se um di-
ferencial dependente. Em seguida vamos tomar A com o objetivo de fazer com que
um dos coeficientes de dxr; ou dry em seja zero. Por exemplo, se deixarmos
A assumir o valor \*, isto torna o coeficiente do diferencial dependente dxy igual a

Z€ero, ou seja,

af g
— 4+ \N*—==0. 4.31
81‘2 * 691:2 ( )
Com o resultado (4.31]), a equagao (4.30)) se reduz a
of Jg
—_— —_— =0. 4.32

Para que (4.32)) seja satisfeito para todo dzy, seu coeficiente deve ser igual a zero,

isto é

of dg

— +X—==0. 4.
A + A 0 (4.33)
De (4.25)) temos
oL
— = 4.34

nos fornecendo a relagao (4.24]). Combinando os resultados de (4.33)), (4.31) e (4.34))

temos
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(0L _0f .99 _
8x1 N 8:61 81’1 n
oL  Of g
- 2 A 4.35

8x2 81’2 + A 8952 0 ( )

oL

0

\

Teorema 4.2 Considere os extremos de wuma fungdo continua f(x) =

f(x1, 2o, ..., x,) sujeita as condigies

gl<x> = gl(xl7x27 7‘7;71) = 0
X) = ga2(21, %2, ...; Tyn) =0
92(x) = g2(1, T9 ) (4.36)

gm(X) = gm(xlwr% 7':Cn> == 07

onde f e g tém deriwadas parciais continuas, e m < n. Sejam A1, Ag,..., Ay 0S
multiplicadores de Lagrange correspondente as condigoes dadas tal que o Lagrangiano

aumentado é

L(x,A) = f(x) + ATg(x), (4.37)

onde AT € a transposta de X. Os valores dtimos X* e A\* sdo as solucdes do sistema

composto por n +m equagoes
L _0f x99
ox 0x ox

oL
X g(x) =0.

=0
(4.38)

4.4 Extremo de funcionais com condicoes

Consideremos um funcional com 2 variaveis. Considere a extremizacao do indice

de desempenho dado pelo funcional

J(21(t), 2(), 1) = / "V (1 (), (), 2 (1), B (8), D)t (4.39)

to

sujeito a condicao
9(x1(2), wa(t), 1 (2), 22(t)) = 0 (4.40)
condicoes fixas
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x1(to) = x10;  xa(to) = 20

w1(ty) = 2153 wa(ty) = 3oy (4.41)
Vamos resolver esse problema nos passos a seguir.
1. Lagrangiano;
2. Variacoes e incrementos;
3. Primeira variacao;
4. Teorema fundamental do cdlculo variacional;

5. Lema fundamental do cdlculo variacional;

6. Equacao FEuler-Lagrange.

1. Lagrangiano: Formar um funcional aumentado que chamaremos Lagrangiano

L(xl(t)> x2<t)7 ‘f1<t)7 JEQ(t)v )‘(t)7 t) - V(l’l(t), xQ(t)v 1:1(75)7 'I.Q(t)v t)
+Ag (21 (), 22(t), 21(1), 22(1)) (4.42)
2. Variacoes e incrementos:

wi(t) = 23 (t) + 6zi(t),  @i(t) = 2t (t) + 6ai(t), i=1,2
AT = J(@E(t) + dwi(t), a7 (t) + 64(t), 1) — J(xi(t), 457 (1), 1) (4.43)

1

3. Primeira variagao: Usando expansao em Série de Taylor em torno de dx; e

01, e retendo os termos lineares obtemos

6J = /t:f [(g—i)*axl(t) + (g—i)*éxz(t) + (aa_:i>*5$1(t) + (%)9‘59‘52@)} dt.

(4.44)

Usando integragao por partes, temos

b (0L , b (OL\ d
l)%zlﬁﬁw_l)%;lamﬁwt
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-[(@). om0

Considerando as variagoes

Yo [d (0L
— — (=19 t)dt.
. /t dt((‘)x’l)* 71(t) (4.45)

0

obtemos
tr [ OL _ b d [ OL
Usando raciocinio analogo, obtemos
tr [ OL ) trd (OL
/;0 <a_332) . (51’2(t)dt = — /;0 % <a_(];2) *5$2(t)dt (448)

Substituindo (4.47)) e (4.48) em (4.44]), temos

- [(35). -8 Joa [(32) (22 Josow

(4.49)

4. Teorema Fundamental do Cdlculo Variacional: Para a existéncia do 6timo,
0J =0, logo

J1(28) - 028) oo [ [(22) - (2) -

(4.50)

5. Lema Fundamental do Cdlculo Variacional: O Lema nos permite concluir

oL d [ 0L
(5) ~a(5) =0 45

oL d (0L
() ~a(a) =0 452)

6. Equacao de FEuler-Lagrange:

que

31



oL d [ 0L
() ~a(m) o (453)
oL\ _d (L)
L \ON/, dt\a)\/,

O sistema precisou ser completado com equacoes referentes aos multiplicadores

de Lagrange para existéncia de solugao. Este resultado pode ser generalizado para

um sistema de n-ésima ordem. Para isso considere a extremizagao de um funcional

J= / 7V x(t). x(8). £)dt, (4.54)

to

onde x(t) é um vetor de estado de dimensao n, sujeito as condigoes

gi(x(t),%x(t),t) =0; i=1,2,....m (4.55)

e com condigoes de contorno fixas x(0) e x(tr). Nesse caso, obtemos a Equagao de

(%) 425 -
ox ), dt\ox)/,
(%) -4(2) -
oN/), dt\o\/,

4.5 Aproximacao variacional para sistemas de con-

Euler-Lagrange

(4.56)

trole 6timo

4.5.1 Problema do custo terminal

O indice de desempenho pode assumir trés formas. A forma mais genérica é
retratada na forma do Problema de Bolza, apresentada na equagao , onde a
primeira parcela se refere ao estado final do processo, chamado termo de Mayer, e a
outra esté relacionada ao desempenho ao longo da trajetéria do sistema, chamado

termo de Lagrange. Vamos considerar o sistema

x(t) = £(x(t), u(t),t) (4.57)
com indice de desempenho
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J(u(t)) = S(x(ty). 1) + / "V (x(t), u(t), t)dt

to

e condigoes de contorno

x(to) = X9, x(ty) ety livre

onde x e u tem dimensoes, respectivamente, n e r. Vejamos que

b dS(x(t),t)
/t DD gr = (). 1

ty

= S(x(ty), ty) = S(x(to), to)-

to

0

Usando essa informacao em (4.58)), obtemos

J(u()) = /t TS L s(to) o) + / "V (x(t), u(t), t)dt,

que pode ser reescrito como

onde

Bfa(t) = [Vt u), 0t + S(x(t). 1) ~ S(x(to): o).

to

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

Como S(x(tp),to) ¢ fixo, otimizar J é equivalente a otimizar Jo; entretanto, o

custo 6timo dos dois indices J e Jy é diferente. Nosso interesse é encontrar o controle

6timo, feito isso podemos determinar o custo 6timo do indice de desempenho original

J ao invés de Jy. Note que

dlS(x(t),t)] [0S\ . ds
a =<a—x> X0+ 5

O procedimento esta ilustrado nas etapas a seguir:

1. Assumir as condi¢coes otimas;

2. Variacoes de controles e vetores de estado;
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3. Multiplicadores de Lagrange;
4. Lagrangiano;

5. Primeira variacao;

6. Condigcao para extremo;

7. Hamaltoniano.

1. Assumir as condig¢oes otimas: Vamos assumir que existam otimos x*(t) e

u*(t) para estado e controle, respectivamente. Entao

T (1) :/tf[wx*(t),u*(t),tww dt

X*(t) = £(x* (), w (1), 1) (4.65)

2. Variagoes de controles e vetores de estado: Considere as variagoes (per-

turbagoes) nos vetores de estado e controle

x(t) = x*(t) + ox(t); wu(t) =u*(t) + ou(t). (4.66)

Logo, a equagao de estado (4.57) e o indice de desempenho Jy (4.63) séo

X*(t) + 0%(t) = £(x*(£) + 0x(t), u* () + du(t), )

ty + oty
J(u(t)) = /t {V(x*(t) + ox(t), W (t) + Su(t), t) + % gt (467)

3. Multiplicadores de Lagrange: Vamos construir o indice de desempenho au-

mentado na condi¢ao 6tima.

nw ) = [ V0,000 + <g_i>jx*<t) * (g_fl

AT (O (x* (1), u*(t), 1) — x*(t)}]dt (4.68)

e em outra condi¢ao perturbada temos

ty+oty
Ju(u(t)) = / V(" (£) + 6x(t), u* (1)

to
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+ du(t),t) + (g—i)T[X*(t) + 0%(t)] + (%)*

+ XT(O)[F(x* (1) 4 ox(t),u*(t) + du(t), t) — {X*(t) + o%(¢)}]]dt (4.69)
4. Lagrangiano: O Lagrangiano na condi¢ao 6tima é dado por

L = L(x*(t),%*(t), 0" (t), \(t), 1) = V(x*(t),u"(t),t) + (g—i) X*(t) + %

PAT () {E(x(8), w (1), 1) — x*(1)} (4.70)

e em outra condigao é

L0 = LP(x*(t) + ox(t), X" (t) + 6%(t), u*(t) + du(t), A(t), 1) (4.71)

ox ot

L8 = V(x*(t) + 6x(t), u*(t) + du(t),£) + (a_s> [ (1) + 0%(1)] + <a—5>
+ AT()[E(x (1) + 0x(t), w' (t) + du(t), £) — {x*(£) + 0% (t)}]. (4.72)

Com isso, os indices de desempenho J,(u*) e J,(u) ficam

t

Lxu%ﬂ):1[fl&x%ﬂ,k%ﬂ,u%ﬂ,k@%ﬂdt:blfldt (4.73)
@m@yifﬁmﬁﬁ:/wﬁw+ /ﬁmﬁﬁ. (4.74)

Usando o teorema do valor médio para integrais e a expansao em série de Taylor

retendo somente os termos lineares, temos

tf+(5tf
/ Lodt = L°

ty

5t (4.75)

ty

L6 (Stf = L(X*(tf) + 5x(tf),>’<*(tf) + (SX(tf), u*(tf) + 5u(tf), )\(tf),tf)étf (476)

Em Taylor, expandimos L° em torno de §:
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ty

Sty (4.77)

~{r+ (g_i)T5X<t> " (g_i)Tm) " (g_ﬁ)Tau@)} ]

* * *

5. Primeira varia¢cao: Definimos o incremento A.J e usamos expansao em série

de Taylor retendo somente os termos lineares, com isso obtemos a primeira variacao

oJ:

AJ = Jo(u(t)) — Jo(u’(t)) (4.78)
ty ty
AJ :/ Lodt + L| oty —/ Ldt (4.79)
to ty to
ty
AJ = / (L° — L)dt + L| &t;. (4.80)
to ty

Expandindo L° em série de Taylor, obtemos

0J = /t:f{L + (g—i)T(Sx(t) + (g-i)jéx(t) + (g—ﬁ>T5u(t) — L}dt+ L

* *

5t ;.

Y (a81)

ty
A expressao /
. t()
grando esta ultima por partes, temos
ty

[ (), sastona = | (55 x| | = ["[:2(55) | oo 0

Como x(ty) ¢é fixo, entdo 0x(ty) = 0. Agora usando (4.82)) em (4.81)) obtemos

oL\" . o o\ d
(&>*(5X(t)dt ¢ equivalente a / <&>*£[5X<t)]dt. Inte-

to

tf

57 = /totf(g—i)jéx(t)dt+ <g—i>j5x(t)] - /t:f [%(g—i)*r(sx(wdt
T /t:f<g—ﬁ>j6u(t)dt, (4.83)

que pode ser reescrito como

5 = /t:fKg_i)*_%(g_i)*rax@)m / ! (g—ﬁ)jéu(t)dt
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+L

tr

oty. (4.84)
ty

+ <g—§)T(5x(t)

*

6. Condicao para extremo: De acordo com o Teorema 4.1 a condi¢ao para
extremo ¢ que §J = 0. Em um sistema de controle como (4.57), du(t) ¢ a variacao
de controle independente e §x(t) é a variacao de estado dependente. Primeiramente
escolhemos A(t) = A*(t) e L* tal que o coeficiente de variagao dependente dx(t) em

(4.84) seja nulo. Com isso, obtemos a Equagao Euler-Lagrange.

oL d (0L
— ) —| =) =0. 4.85
(5%) - (5). (155

Como a variagdo de controle independente du(t) é arbitraria, o seu coeficiente
de variac@o em ([4.84]) deve ser zero. Isto é

@_ﬁ): 0 (4.:56)

Por fim a primeira variacao (4.84) se reduz a

()]

Note que o sistema (4.57) pode ser escrito em termos do Lagrangiano (4.70) na

condicao 6tima L como

L —0. (4.87)

ty

5tf +
tr

(2) -0 s
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x[t)“
tangentatP ...
s — T N yo
X*(1) + ox(t :
5x(tf] ﬁxf ﬁ(tf)&f
b R R EEREY SRR+ S “'1'1'
...... B(t)
xu ..... ’-Btf‘
0 Ly L+ Ot v

Figura 4.3: Condigao de ponto final com um limite mével 6(t)
Fonte: NAIDU, 2003, p.63

Para transformar a expressao contendo 6x(t) em (4.87) em uma expressao con-
tendo 6x; (Figura [4.3), vamos aproximar a declividade de x*(t) 4 0%(t) em t; por

o0xp — 0x(t
X*(t;) + 0%(tf) ~ 0%y — 0x(ty) (4.89)
oty
que pode ser reescrito como
(5Xf = (SX(tf) + {X*<tf) + 5X(tf>}(5tf (490)
e retendo somente os termos lineares em § na relagao (4.90)), temos
5X(tf) = (5Xf — X*(tf)5tf (491)

Usando essa relagao na condigao de contorno (4.87) temos a condigao de contorno

geral em termos do Lagrangiano

Sty + (a—L)
Lok

*

L* [(SXf — X*<tf>(5tf] =0 (4.92)

ty

que pode ser escrita como

() o] (5,

7. Hamiltoniano: Definimos o Hamiltoniano H* (funcdo H de Pontryagin) na

ty

condicao 6tima como
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H* = V(x*(t),u*(t),t) + XNT(OF(x*(t),u*(t),1), (4.94)
onde
H* = H*(x*(t),u"(t), A" (t), t).
Entao, o Lagrangiano L* em termos do Hamiltoniano H* é
L* = L*(x*(t),x"(t),u*(t), X*(t), 1),

o que implica

L* = H*(x*(t), u*(£), X*(¢), ) + (g—i) X" (t) + (%) NT(#)% (). (4.95)

Usando o Lagrangiano (4.95)) em (4.86), (4.85) e (4.88)) e notando a funcdo custo

terminal, S = S(x(t),t), temos as equagoes de controle, estado e coestado expressas

em termos do Hamiltoniano. Assim, para o controle 6timo u*(t), a equagao (4.86))

torna-se
oL OH
el il 4.
(5e) -0 — (). (499
para o estado 6timo x*(t), a equagao Euler-lagrange (4.85) resulta em
OL d (OL*
(oe) () 0 -

o que leva a

(32) 32 e (53) - S{(8) oo o

isto implica

0H .
e para o coestado
oL 0H .



Finalmente, usando a equacao (4.95) na condi¢ao de contorno (4.93)) temos

* aS T-* aS * T ¢ % aS g *T | o%
e () e () = |(&) 2]

as\" .
+|:(8_X> —>\ T:| 5Xf:0

* ty

(4.101)

e (Y] s [(2) w0

ty

o que implica

Essa é a condi¢ao de contorno geral para o sistema de ponto final livre em termos

do Hamiltoniano.

4.6 Controle linear quadratico

O regulador linear quadrdatico (LQR) é um controlador 6timo de ampla utilizagao,
com diversas aplicagoes. De acordo com [I4], com o sistema inicialmente deslocado
do equilibrio, ele retornara ao estado de equilibrio de forma a minimizar um deter-
minado indice de desempenho. Os ganhos relacionados aos estados para obter a lei

de controle sao alcangados através da solucao da equacao algébrica de Riccati.

4.6.1 Formulacao do problema

Considere um sistema linear

(1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (4.103)
y(t) = C(t)x(t) (4.104)

com indice de desempenho

[2(tr) — y(t;)] F(ts)[a(t;) — y(t)]

N —

J(u(t)) = J(x(to), u(t), o) =

1[4 T

+§/ ([z(tf) —y(ty)] Q) [z(t) —y(t)]+uT(t)R(t)u(t)) dt (4.105)
to

onde, x(t) é o vetor de estado, y(t) vetor de saida, z(t) vetor de saida desejada, u(t)

vetor de controle, e(t) = z(t) — y(t) é o vetor erro, A(t) é a matriz de estado n x n,

B(t) ¢ a matriz de controle n x r e C(t) ¢ a matriz de saida m x n. Assumimos que
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o controle u(t) é sem restrigoes, 0 < m < r < n, e todos os estados e(ou) saidas s@o
completamente mensuréweisﬂ

A matriz Q(t) é chamada matriz de erro ponderado, nesse caso a integral da
expressao ie(t)TQ(t)e(t)dt deve ser pequena e ndo negativa, portanto, Q(t) deve
ser semidefinida positiva. A matriz R(t) é chamada matriz de controle ponderado,
sua natureza quadratica —u(t)" R(t)u(t) indica um alto custo para maior controle.
Como esse custo deve ser positivo, R(t) sera definida positiva. E a matriz F(ts) é
chamada de matriz custo terminal, que deve ser semidefinida positiva. Ela garante

que o erro seja o menor possivel no tempo final ¢;.

4.6.2 Regulador quadratico linear de tempo finito

O objetivo é manter o estado x(¢) proximo de zero durante um periodo de interesse
(ou seja, z(t) =0 e C(t) = I). Considere

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (4.106)
com um custo funcional

J(u) = J(x(to), u(t), to)

T = 55 (4 Pg)x(e7) + 5 [T OQUX) + T (ROl

Escrevendo em forma matricial temos

(4.107)

Nesse caso, o estado desejado é z(t) = 0 e portanto, e(t) = 0 — x(t), implicando
num sistema regulador de estado. Para encontrarmos a solugao 6tima de um controle

linear quadratico usaremos o procedimento de Pontryagin seguindo os passos abaixo.

1. Hamiltoniano: Com a definicdo Hamiltoniana dada por (4.94), junto com o
indice de desempenho (4.107]), formulamos o Hamiltoniano da seguinte forma

1 1
H(x(t),u(t), A(t)) = 5x"Q(#)x(t) + u’ (OR(B)u(t) + A ()[AE)x(t) + B(t)u(t)),
2Sa0 funcdes que apresentam comportamento suficientemente simples para que se possa desen-
volver uma teoria de integragao.
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(4.108)

onde A(t) é o vetor de coestado (multiplicador de Lagrange).

2. Controle 6timo: Obtemos o controle 6timo u*(¢) usando a equagao (4.96)) como

(%I) = 0= R(t)u*(t) + BT (A" (t) =0, (4.109)

o que nos leva a
u*(t) = —R7 ()BT (H)A*(t). (4.110)

Como R(t) é definida positiva entdo existe a inversa R (¢).

3. Sistemas de estado e coestado: As equacoes de estado e coestado, obtidas

de acordo com (4.99)) e (4.100)), resultam em

x*(t) = (g—[i)*: A(t)x*(t) + B(t)u*(t)

Substituimos a equagao de controle (4.110) na equagao de estado do sistema
(4.111]) e assim obtemos o sistema Hamiltoniano de equagoes

(4.111)
= —Q(t)x*(t) — AT(H)A"(1).

*

{ (1) = A" (1) - BUOR (BT (0N () i
A (1) = —Q(t)x"(t) — AT(t)A(2),
% (1) ] _ [ A(t)  —BHR(H)B(1) [ x (1) ] | (4113)
A'(t) —-Q(¢) —AT(t) (1)
A condigao geral de contorno é retratada aqui como
R (R T R—

sendo ¢ fixo, entao 0ty = 0 e a condicao de contorno geral se resume a
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(5), - X 0=0=X1=(5,) =¥ =Faxa) wns

4. Lago fechado: Vamos buscar uma relagao entre x(t) e A(¢) fazendo

N (1) = P(H)x*(1), (4.116)

onde P(¢) ainda esta para ser determinada. Substituindo (4.116)) em (4.110f), temos

u*(t) = —R(t)7'BT ()P (t)x*(1). (4.117)

Diferenciando a relagao (4.116)) com relagao a t

A (t) = P(t)x*(t) + P()x*(1). (4.118)

Usando as equagoes (4.117) e (4.116)), respectivamente, no estado e coestado do
sistema (4.111)) obtemos as equacoes

{ x'(t) = Al)x"(1) —B(t)R™' ()BT (1)P(t)x"(t)
A (t) = —Q()x*(t) — AT(H)P()x"(t).

(4.119)

A Substitui¢ao de (4.118) em (4.119) nos fornece

—Q(1)x*(t) — AT(1)P(t)x"(t) = P(t)x"(1) +
P(t) [A()x*(t) — BOR ' (t)B” ()P (t)x*(t)] =
P(t) + P(t)A(t) + AT(t)P(t) + Q(t) — P(t)B(t)R*l(t)BT(t)P(t)} x*(t) =0

(4.120)

Percebe-se que ao introduzir a equagao (4.118)), o coestado A*(¢) foi eliminado. A
matriz P(¢) ndo depende do estado inicial, sendo assim a equagao (4.120) sera valida

para quaisquer valores de x*(t). Logo P(t) deve satisfazer a equacao diferencial

P(t) + P(H)A(t) + AT()P(t) + Q(t) — P(t)B(H)RL()BT(1)P(t) = 0. (4.121)

Essa equagao é chamada de equagdo diferencial de Riccati. A matriz P(t) é a
matriz dos coeficientes de Riccati ou matriz de Riccati.

Se P(t) = 0 entéo temos a equacio algébrica de Riccati
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P(t)A(t) + AT()P(t) + Q(t) — P(t)B(t)R ' (t)BT (1)P(t) = 0. (4.122)

Comparando a condigao de contorno geral (4.115)) e a equacao de Riccati (4.116]),

temos a condigao final em P(#) como
N(t) = P(t)x" () = F(tpx' () (1123)
o que implica
P(ty) =F(ty) (4.124)

Toda a teoria apresentada até o momento esté relacionada a sistemas lineares.
A seguir apresentamos um teorema que nos fornece condigoes para que a teoria de

controle 6timo para sistemas lineares possa ser aplicada a sistemas nao lineares.

Teorema 4.3 (Rafikov e Balthazar) Se existem matrizes Q(t) e R(t), definidas

positiva, sendo () simétrica, de modo que a fun¢ao

l(y) =y"Qy — h" (y)Py — y" Ph(y) (4.125)
€ definida positiva, entao o controle
u=—R'B"P(t)y (4.126)

€ otimo, no sentido de que transfere o sistema nao linear

dy

o = Ay +h(y) + Bu, y(0) = yo (4.127)

de um estado inicial para o estado final
y(ty) =0 (4.128)
manimizando o funcional
ty
J= / [[(y) + v Ru]dt, (4.129)
0

onde a matriz simétrica P(t), definida positiva ¥t € [0,tf] € a solu¢do da equagdo

diferencial de Riccati:
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P+ PA+ATP - PBR'BT'P+Q =0 (4.130)

satisfazendo a condi¢do final

P(tf) = 0. (4.131)

Além disso, com o controle (4.120)), existe uma vizinhanca 0y C 0,0 C R", da
origem que, yo € 6y, a solugao y(t) = 0, t > 0, do sistema controlado é
localmente assintoticamente estdvel, e Jpin = yd P(0)yo.

Finalmente, se § = R", entao a solugao y(t) = 0, t > 0, do sistema controlado
(4.127) € globalmente assintoticamente estavel.

|

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [§].
Corolario 4.1 Se o intervalo de tempo € infinito e as matrizes A, B, () e R sao
matrizes com elementos constantes, entao a matriz definida positiva P € a solu¢do

da equagao matricial algébrica nao-linear de Riccati

PA+ AP - PBR'BT"P+Q =0. (4.132)
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Capitulo 5

Controle 6timo em um modelo de

sarampo

Neste capitulo formulamos um problema de minimizacao funcional quadrética em
tempo infinito da populacao infectada. Duas técnicas para o controle da dissemina-
¢ao do sarampo serao considerados para se obter a melhor estratégia: vacinagao e
tratamento. Diferentes cenérios sao analisados combinando os esforcos de controle
do sarampo mencionados, a fim de fornecer diretrizes para avaliar a melhor politica
a ser adotada.

A teoria do controle 6timo é um campo da Matemaética bastante utilizado no
controle de doencgas infecciosas. Foi inicialmente elaborada por engenheiros com a
finalidade de regular a dindmica de sistemas mecéanicos. Essa teoria preocupa-se
com as alteragoes dependentes do tempo (dindmica) de sistemas complexos e como
eles podem ser controlados através de feedback] ou controle com realimentagio. No
capitulo anterior apresentamos o Teorema 4.3, proposto por Rafikov e Balthazar
[8], que apresenta um método para encontrar o controle 6timo linear feedback. E
este o Teorema que sera utilizado para obtermos estratégias 6timas de vacinagao e

tratamento.

1Um sistema de controle de feedback tem sua saida controlada usando sua medi¢do como um
sinal de feedback. Este é comparado com um sinal de referéncia para gerar um erro que é filtrado
por um controlador para produzir a entrada de controle do sistema.
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5.1 Controle 6timo do sarampo

Consideremos o modelo SEIR (suscetivel, exposto, infectado e recuperado) pro-
posto em [5] para descrever a dinamica de transmissdo do sarampo em uma po-
pulagao homogeneamente distribuida em uma regiao de interesse. Na auséncia de
controle, as taxas de variagao das populacoes ao longo do tempo sao descritas pelo

seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias:

(dS

& =b—BSI— S

dE

d (5.1)
— =cF — I

g =B (v +p)

dR

il Y
\ dt 7 nit

onde S(t) é a populagao suscetivel, E(t) é a populagao exposta, I(t) é a populagao
infecciosa e R(t) é a populagao recuperada, assumida para ter imunidade permanente
ao sarampo. Este modelo assume que a populacdo total N(t) é constante, isto é,
N = S(t)+ E(t)+ I(t)+ R(t). De acordo com os autores [5], a rapida urbanizagao e
diversificagao econémica justificam que as taxas de nascimentos b e mortes u sejam
assumidas iguais em muitos paises em desenvolvimento. Os individuos infecciosos
se movem para o compartimento de recuperados a uma taxa constante v, e os
individuos latentes se movem para o compartimento dos infecciosos a uma taxa
constante ¢, assim 1/y mede a duragdo média do periodo infeccioso e 1/ mede a
duragao média do periodo latente.

Cada individuo na populagao tem igual probabilidade de contato com um indi-
viduo doente, com uma taxa de contato 5. Assim, um individuo infectado contacta
de maneira efetiva SN outros individuos por unidade de tempo, isto significa que a
taxa de contato é proporcional ao tamanho total da populagdo. A fracao de contatos
por um individuo infeccioso com um suscetivel é S/N. Com isso, o numero de novas
infecgbes por individuo infeccioso por unidade de tempo é BN (S/N), levando a taxa
de incidéncia da doenga ISN(S/N) = 5S1.

Nesse modelo nao é assumida mortalidade significativa para o sarampo, por
isso individuos de todos os compartimentos estao sujeitos a uma mesma taxa de
mortalidade p, onde 1/p é a expectativa média de vida das pessoas na regiao de

interesse.
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Como o objetivo do modelo é avaliar a dindmica de uma populagao humana,
podemos verificar que as variaveis de estado S(t), E(t), I(t) e R(t) permanecem

nao negativas para condigoes iniciais nao negativas. Consideremos a regiao biologica

b
factivel Q = (S, E,I,R) e RY : N = —.
L

Definicao 5.1 Um conjunto €2, no Espaco de Estados, é dito ser positivamente

muariante se

Va(ty) € Q = x(t) € Q,Vt > 1. (5.2)
Lema 5.1 A regiao Q2 € positivamente invariante.

Prova: Adicionando as equagoes do sistema ({5.1)) obtemos a taxa de variacao da

populagao total N(t), dada por

dN
— =b— uN. 5.3
o p (5.3)
dN . - T
Quando N(t) = — temos que T 0, assim, a populacao N é limitada por —.
M H
b b
Resolvendo a equagao acima, obtemos N (t) = — 4 (N(0) — —)e™#; particularmente,
0 1

b b
se N(0) = — entdo N(t) = — para todo t > 0. Logo, a regiao §2 é positivamente
I

invariante e atrai todas as solucoes em Ri.
|

5.1.1 Existéncia e unicidade da solucao para o modelo SEIR

A validade e autenticidade de um modelo matematico depende se o sistema de
equacgoes tem uma solucao e ela é tinica. Nesta se¢ao, usando a condi¢ao de Lipschitz,
verificaremos a existéncia e unicidade de solugao para o sistema de equagoes (5.1)).

Consideremos o sistema de equacoes lineares abaixo

.1"1 = fl(t, L1y eeny l’n)

jTQ = f?(tvwla 7xn)

(5.4)
jjn - fn(t7 L1y eeey xn)
escrevendo-o em forma compacta, temos
x = f(t,x), x(to) = %o (5.5)

Assim, de acordo com o sistema (5.1)) temos:
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fi=b— BSI — S
fo=B5T—(e+nE
fa=ceE—(v+mwl
fo=~I — pR.

(5.6)

Teorema 5.1 (Derrick e Grossman, 1976): Se Q denota a regido

t—to| < a,flx—x0[| <1, x= (21,22, ..., 2n), Xo = (T10,Z20, -, Tno)  (5.7)

e supondo que f(t,x) satisfaca a condi¢ao de Lipschitz

F (1) = [ (8 w)|] < K|y — 22| (5.8)

sempre que os pares (t,x1) e (t,z3) pertencem a §), onde k € uma constante positiva.
Entao, existe uma constante 6 > 0 tal que existe uma unica solucao vetorial continua
x(t) do sistema (5.4)) no intervalo |t —to| < 9.
E importante observar que a condicdo € satisfeita pela exigéncia de que
0fi)0xj, i, 7 =1,2,... serem continuas e limitadas em Q.
|

A prova deste resultado pode ser encontrada em [23].

Teorema 5.2 A solugcdo do modelo (5.6) com as condigoes iniciais S(0) > 0,
E(0) >0, I(0) > 0, R(0) > 0 existe e € unica em R para todo t > 0.

Prova. Seja o sistema ([5.6))

fi=b—pBSI—pusS

fo=BSI—(c+ w)E
fs=eE—(v+uwl

fo=~I —pR

(5.9)

E possivel verificar que df;/0x; sdo continuas e [0f; /O ;| < oo parai,j = 1,2,3,4
onde ;1 =S5, 2o = E, x3 =1 e x4 = R. De acordo com o Teorema ([5.8)), o sistema
(5.9) tem uma solugao tnica.

[ |
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5.1.2 Estabilidade do equilibrio livre da doenca

Um sistema em equilibrio estdvel nao muda com o decorrer do tempo sob pequenas
perturbagoes. Na epidemiologia, ha dois tipos de pontos de equilibrio: equilibrio livre

da doenca e equilibrio endémico.

e Se o ponto de equilibrio tem populagao infecciosa igual a zero (I* = 0), significa
que a doenca foi extinta, chamamos essa condi¢ao de equilibrio livre da

doenca.

e Se [* > 0 a doencga permanece na populagao, nesse caso chamamos de equi-

librio endémico.

Assumindo a taxa de variacdo de cada populagao no sistema (5.1)) igual a zero,
obtemos o equilibrio livre da doenca Py = | —,0,0,0) e o ponto de equilibrio
1

endémico P, = (S*, E*, I*, R*).

Para examinar a estabilidade local do equilibrio livre de doengas F, avaliamos a

b
matriz Jacobiana nesse ponto Py = (—, 0,0, O), dada por
1

— 0 —— 0
1
0 pb 0
J(Py) = eThE Ty (5.10)
€ —y—pn 0
i 0 Y K

Proposicao 5.1 Py € um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estdvel.

Prova.

[ —p— A 0 —@ 0 ]
"
T (Py) — M| = 0 —e—p=2A % 0 . (5.11)
—Y—p—A 0
i g —p=A
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Os autovalores de J(P,) sao

AL = Ay = —p,

N — — I/ Abef + €2 — ey 4+ Y2 — ep — yp — 2407
3 2H )
o VIS 4 e — 2yt P — e — oy — 240

4 — )
2

(5.12)

o que implica que o ponto de equilibrio livre da doenca Fy é um ponto localmente
assintoticamente estével. Com isso provamos a proposicao.

Quando trabalhamos com um modelo cuja dinamica é simplificada a apenas dois
compartimentos, suscetiveis e infectados, Ry é apenas o produto da taxa de infecgao
(B) e o periodo médio da infec¢ao (1/v). Entretanto, para modelos com mais estagios
de infecciosidade (por exemplo, expostos e infecciosos), é necessario definir o Ry de
uma forma mais geral. Para isso usamos a abordagem da matriz proxima geragao
introduzida por Diekmann et al. (1990) [15].

De acordo com Driessche e J. Watmough [30] a matriz proxima geragao, é deno-

tada por

K=Fy! (5.13)

OF; IV L : -
M] eV = [M] sao os jacobianos das matrizes de transmissao e
6xj or j

transicao, respectivamente, calculados no equilibrio livre da doenca, isto é, em zy =

onde F' = |

(0,0). Os termos F; e V; sao, respectivamente, as taxas de aparecimento de novas
infecgoes no compartimento ¢, e transferéncia de individuos para o compartimento
0.

O namero bésico de reproducao (Ry) é dado pelo maior autovalor ou raio espec-
tral da matriz proxima geracao, ou seja, o nimero de todos os individuos infecciosos

na proxima geragao

Ry = p(K) = p(FV™), (5.14)

onde p é o raio espectral da matriz F'V 1.
Seja X (t) o vetor de estado da doenga. Esse vetor é o compartimento dos expostos
e infeciosos do sistema ([5.1]) sendo denotado por X = (E, I)T. Sendo assim os estados

podem ser descritos como:
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dE

— =38SI—(e+p)E

dt

o (5.15)
a eE— (v +p)l

Os compartimentos F (transigdo) e I (transmissdo) sao usados para determina-
gao do Ry. A partir do sistema ([5.15)) obtemos as matrizes

BSI (e+nE
0 (v+p)l—cE

Com isso podemos encontrar as matrizes Jacobianas F' e V no ponto de equi-
librio livre da doenga Py = (b/11,0,0,0). Como estamos considerando apenas os

compartimentos E e I, calculamos os jacobianos no ponto Xy = (0,0). Temos entao

a(BSI)  a(BSI)

Bb
OF ol 0 —
F=JF(Xoy) = = ! (5.17)
i o) 9 0 0
oFE oI (0,0)
e de forma similar
(e + wE) (e + WE) -
OF oI €+ p 0
V=JV(Xy) =
V| ot wI —<E) (v + p)] — <E) —= (r+n)
o ol (0,0)
(5.18)
Portanto, as matrizes F' e V' sao
Bb
0o =
F= P R B (5.19)
0 0 - (r+n
com V! dada por
L 0
_ e+
vl = i . (5.20)

(e+m)y+p) v+p

Logo a matriz da proxima geracao do sistema (5.1)) é
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Beb Bb
K=Fv'=| pet+p)v+p) py+np (5.21)
0 0

Por fim, obtemos Ry que é dado pelo autovalor de maior magnitude, ou raio

espectral da matriz de proxima geragao

B Beb
e ey (5:22)

Este resultado nos diz que os individuos exposto €/u(e+p), tornam-se infecciosos
e entram em contato com 3 suscetiveis durante o periodo de infecciosidade 1/(y+pu),

resultando em uma nova exposicao.

As simulagdes numéricas do modelo (5.1)) com os coeficientes da Tabela a0
apresentadas nas Figura ef.2

Simbolos Descricao Valores
b Taxa média de natalidade 0,002

W Taxa média de mortalidade 0,002

€ Taxa de laténcia 1/12

v Taxa de recuperagao 1/6

B Taxa de transmissao 1,204
1/e Periodo latente médio 12

1/~ Periodo infeccioso médio 6

Tabela 5.1: Coeficientes do modelo obtidos de [5].

As Figuras e mostram a dinamica das populagoes na auséncia da vacina-
¢ao. Os individuos suscetiveis (nao vacinados) rapidamente se dirigem para a classe
exposta, por isso percebemos um aumento significativo nos individuos expostos. Ha
também um aumento nos recuperados, isso ocorre porque o sarampo é uma doenca
recuperavel, independente de vacina ou tratamento, o organismo naturalmente reage

para combater a viruléncia. Nesse caso obtivemos Ry = 7.
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Figura 5.1: Dinadmica das populagoes na auséncia de controle, com condic¢oes iniciais
S(0) = 0,99, £(0) =0, 1(0) = 0,01, R(0) = 0.
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Figura 5.2: Dinadmica das populagoes na auséncia de controle, com condig¢oes iniciais
S(0) = 0,90, E(0) = 0,10, 1(0) =0, R(0) = 0.

5.2 Dinamica do sarampo com vacinacao

Nesta secao introduziremos uma estratégia de controle para o sarampo, a vacina-
¢ao, através da formulacao de um problema de controle 6timo. O sistema dindmico

(5.1)) com controle tem a forma:

(dS

— =b—0BST —uS—-U
7 g I

dE

— =081 —(e+ )k
dt

(5.23)

ﬂ—eE—( +p)l
T YT

dR

— =~ —-uR+U
L dt ’y ILL + )

onde U = U(S(t)) € [0,1] é o controle que representa a propor¢ao de individuos

suscetiveis a serem vacinados por unidade de tempo. Por simplicidade, o modelo nao
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assume um compartimento de vacinados, como a imunizacao conferida pela vacina é
permanente, estes individuos migram para o compartimento de recuperados. Além
disso, o modelo pressupoe que os individuos sejam vacinados antes de contrairem a
doenga, isto é, enquanto ainda se encontram no compartimento .S.

A funcao de controle U consiste em duas partes

U=u"+u, (5.24)

onde u* é o controle constante que mantém a populacao no estado desejado e u é
o controle feedback, que estabiliza o sistema no estado estacionéario desejado. Esse

estado desejado satisfaz as seguintes equagoes:

b—pBS*I" — uS*+u* =0
BS*T* — (c + p)E* = 0
eE —(v+p)l*=0

Y I* = pR* =0

(5.25)

A partir da primeira equagao do sistema ([5.23|) obtemos o valor da densidade de

suscetiveis.

. b
S = Syt (5:26)

Da segunda equagao do sistema (5.23)) obtemos o valor da densidade de expostos.

_ BsIr
et

*

(5.27)

A partir da terceira equagao do sistema ((5.23)) obtemos a densidade de infectados.

E*
j—— (5.28)
7 +u

Da tltima equacgao do sistema ([5.23]) obtemos o valor da densidade de recuperados.

I+ uS”
o

R (5.29)

E, por fim, obtemos da primeira equagao de (5.23)) o valor do controle constante

u*

ut =S I 4+ puS*T—b (5.30)
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Em alguns casos o estado estacionario desejado (S*, E*, I'*, R*) do sistema ([5.23))
controlado por u* pode ser instavel. Nesse caso, o controle de feedback u pode ser
feito de modo que o estado desejado se torne assintoticamente estavel.

Entao, o problema do controle 6timo consiste em encontrar a func¢ao de controle
u que transfere o sistema do estado inicial y(0) = y ao estado final y(c0) = 0,

e minimiza o funcional:

1 o0
J = 5/ [y Qy + v’ Ru]dt, (5.31)
0
onde

Y1 S — 5"

E - E*
y: y2 — , U = U_u*7 (532>

Y3 I-1r

Ya R—-R*

Minimizar o funcional J significa reduzir a diferenca entre a trajetoria real e a
trajetoria desejada e, a0 mesmo tempo, minimizar os custos de controle, levando em

conta as penalidades impostas as variaveis de estado e controle através das matrizes
Qe R.
Substituindo (5.32)) em (}5.23]) obtemos:

( d<y1c; )y Blyr + 5 (ys + 17) — plyr + S*) — u(yr + 57)
w =By + ) (ys + I') — (e + p)(y2 + E7)
W (5.33)
_%E——:dm+Eﬂ—W+MmB+F)

\ —d@“; B)_ V(s + 1) — plya + R*) + u(ys + 7).

Sendo (S*, E*, I*, R*) um estado estacionario, seus valores sao constantes. Obte-
mos assim o sistema perturbado (5.34)), que descreve a taxa de variagao da diferenga

entre a trajetoria real do sistema e a trajetoéria desejada.

, % =b— Pyrys — By I" — BysS™ — BSTI — pyr — pS™ — uyr — uS”
% = Byrys + By ™ + BysS* + ST — eys — BT — pyo — pB” (5.34)
%:€y2+5E*_7y3—7[*—My3—M* '
\%%:7%+7F_“M_MR“erH£f
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Esse sistema se apresenta na forma

d
d—i = Ay + h(y) + Bu, (5.35)
onde as matrizes A e B sao
—BI'=p 0 =S 0 -1
I* —c — S* 0 0
A_| ° e—p B . B- (5.36)
0 € —y—pn 0 0
0 0 Y —H

e o vetor h(y) tem a forma:

b— Byrys — BSTI" — pS* — uwS*
Byrys + BSTI* — eE* — pE”
eEF — yI* — pul*
~yI[* — pR* — uS*

h(y) = (5.37)

O controle de feedback u pode ser encontrado aplicando o Teorema 4.3, apresen-
tado no Capitulo 4. De acordo com esse teorema, podemos encontrar o controle de

feedback linear

u=—-R'B"Py (5.38)

que minimiza o funcional

J(u) =2 / T (6)Qx(t) + uT () Ru (),

2

onde P é uma matriz simétrica, definida positiva, obtida da soluc¢ao da equagao

algébrica de Riccati

PA+ AP - PBR'B'P+Q =0 (5.39)

e () e R sao matrizes simétricas, sendo () semi-definida positiva e pondera as variaveis
de estado e R definida positiva e pondera as variaveis de controle.

Segundo o Teorema 4.3, o sistema dindmico perturbado controlado pelo
controle de feedback linear u é assintoticamente estavel e, portanto, o sistema ,
controlado por tende para o estado estacionario desejado (S*, E*, [*, R*).

Agora, estabilizando (5.23) no estado estacionério (0, 0, 0, 1), o sistema

resulta em
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d
= b= By — i (n+ )
dy
d_t2 = Byrys — (€ + 1)yo
(5.40)
L —— (v + )y
dt 2 3
d
% =7ys — p(ya + 1) +upn
\dt
ou seja,
- % -
dt
dys — 0 0 0 Y1
dt 0 —e—u 0 0 Y2
dys | = +
Y3 0 € —y—pn 0 Y3
dt 0 v —p Ya
dya
b— Byiys -1
0
BYy1y3 4 u
0
—p
(5.41)

Para os parametros ¢, i e v da Tabela ({5.1)) obtemos a matriz A dada por

—0,002 0 0 0
= 0 —0,085 0 0
B 0 0,083 —0,168 0
0 0 0,166 —0,002
Escolhendo:
1 000
01 00
= , R=]1
© 0010 1]
0001
obtemos:
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125, 3530
117, 8478
123,4919
124, 6469

117,8478
122, 8291
119, 7648
117,8519

123,4919
119, 7648
126, 5263
123, 5668

124, 6469
117,8519
123, 5668
125, 3530

da solugao da equagao de Riccati (5.39)) usando a fun¢ao LQR do Python.
Finalmente, concluimos que a fungao de controle u de (5.38]) tem a seguinte

forma:

u = 0.7061y; — 0.0041ys — 0.0749y; — 0.7061y4. (5.42)

A funcao de controle (5.42)) é projetada para conduzir a trajetéria do sistema
(5.23]) para o estado estacionario desejado (S*, E*, [*, R*), como mostram as Figuras

b3 ebd

10 A

0.8 o

0.6

0.4

0.2 o

0.0

—— Suscetiveis
Expostos

—— Infectados

—— Recuperados

Tempo (dias)

Figura 5.3: Dinamica das populacoes na presenga de controle via vacina¢ao, com
condigbes iniciais S(0) = 0,99, E(0) =0, I(0) = 0,01, R(0) = 0.
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0.6 o

0.4
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Figura 5.4: Dinamica das populacoes na presenca de controle via vacinagao, com
condigbes iniciais S(0) = 0,90, £(0) = 0,1, 1(0) =0, R(0) = 0.
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Comparando as Figuras[p.1e[5.2] com as Figuras[5.3]e[5.4 podemos perceber que

na auséncia de vacinagao a populagao reduz a infecciosidade em quase 80 dias, atra-
vés da recuperacao dos infectados, enquanto que na presenga de vacinagao a doenca
foi eliminada em 4 dias. Obviamente a simulagao foi realizada considerando uma
populacao fechada e imunizacao imediata conferida a vacina. Em termos praticos
ambos os prazos se estendem pois hé efeitos migratorios e um periodo de retardo na

imunizagao que foram suprimidos no modelo estudado.

5.3 Dinamica do sarampo com vacinacao e terapia

Na se¢ao anterior introduzimos uma estratégia de controle para o sarampo, com
vacinacao. Nesta secao além da vacina, também inserimos a terapia que, ao reduzir
os sintomas atua como um amenizador da infecciosidade.

O sistema dinamico ({5.1) com controles via vacinagao e terapia sintoméatica tem

a forma:
(dS
— = b—pSI—puS-U
7 B iz
dE
— = BSI—(e+nkE
dt
b (5.43)
> - fE— I —
o eE—(y+pl-V
dR
— = [ —puR+U+V
\ dt
As fungoes de controle U e V sao formadas por
U=u"+u (5.44)
V =0v"+ v, (5.45)

onde u* e v* sao os controles constantes que mantém a populagao no estado desejado
e u e v sao os controles feedback que estabilizam o sistema no estado estacionario

desejado. Esse estado desejado satisfaz as seguintes equagoes

b—pS* " — puS*—u* =0
pS*I* — (e +pu)E* =0

eE* — (y+u)[* —v* =0
yI* = pR* +u* +v* =0

(5.46)

A partir da primeira equagao do sistema ([5.43]) obtemos o valor da densidade de

suscetiveis
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b—u*
S* = . 5.47
BI* + ( )

Da segunda equacao do sistema (5.43|) obtemos o valor da densidade de expostos

ST

E* .
e+ p

(5.48)

A partir da terceira equacao do sistema ([5.43|) obtemos a densidade de infectados

E* _ *
=" (5.49)
A
Da ultima equagao do sistema (5.43]) obtemos o valor da densidade de recupera-

dos

_7]*+u*—i—v*
p )

R* (5.50)

E, por fim, obtemos da primeira equacao de ([5.43)) o valor do controle constante

Vi =eB" — (v +p)I” (5.51)

ou
vt = puRY — I —u”. (5.52)

Agora, o problema do controle 6timo consiste em encontrar as fungoes de controle
u e v que transferem o sistema ([5.43) do estado inicial y(0) = yo ao estado final

y(co) = 0, e minimizam o funcional:

1 [e.9]
J:—/[f@ﬁzﬁm@ (5.53)
0

2
onde zI' = [u v] e y define o desvio entre a trajetoria real e a trajetoria desejada
para o sistema. As novas variaveis que representam essa perturbagao, bem como os

desvios relacionados aos controles sao dados por:

n S — 5"
E—-FE*

y = S , u=U—-u", v=V-=21" (5.54)
Y3 I-1r
Ya R — R*
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Substituindo (5.54) em ((5.43]) obtemos:

| W = b= By +5)ys + ") — plyr + S) — u(ys + 5%)
W B) by + 9+ 1) — (e + o + ) .
W = e+ E) = (v +u)(ys + I7) — vlys +57) "
\w = Yy + 1) = plya + B) +ulys + 57) +v(ys + 57)

Como (S*, E*,I*, R*) é um estado estacionario, seus valores sdo constantes, o

que nos leva ao sistema perturbado ([5.56)):

(d
—L = b= Byiys — i (n+ u)
dy
d_t2 = Byrys — (¢ + wy2
dy (5.56)
d—;’ =eyp— (Y +p+0)ys
d
(4 o)y — plya + 1)+ uyy
\ dt
que pode ser escrito na forma matricial
— % -
dt
dy, -0 0 0 Y1
dt 0 —e—pu 0 0 Yo
dys | = .
“Ys 0 € —y—u 0 Y3
dt 0 gl —p Ya
dya
L. dt -
b— By1ys -1 0
0 O
By1ys I U
0 —1
—p 1
(5.57)
Esse sistema se apresenta na forma
dy
i Ay + h(y) + Bz. (5.58)

Os controles de feedback u e v podem ser encontrados aplicando o Teorema
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4.3, apresentado no Capitulo 4. De acordo com esse teorema, podemos encontrar o

controle de feedback linear

z=—-R'BTPy (5.59)

que minimiza o funcional ((5.53)), onde 27 = [u v] e P ¢ obtida da equagao algébrica

de Riccati ((5.39).

Utilizando os valores dos parametros €, p e vy contidos na Tabela (5.1) a matriz

A assume o valor

—0,002 0
0 —0, 085 0
A= ’
0 0,083 —0,168 0
0 0 0,166 —0,002
Escolhendo:
1 0 00
01 00 1 0
Q= , R=
0010 0 1
00 01
obtemos:
113,0986 107,8166 112,3270 112,3593
P 107,8166 111,1459 108,0951 107,8844

112,3270 108,0951 113,3999 112,5881
112,3593 107,8844 112,5881 112,9845

da solucao da equagao de Riccati usando a funcao LQR do Python. Finalmente,

chegamos nas fungoes de controle u e v:

u = 0.7392y; — 0.0677y» — 0.2610y; — 0.6252y, (5.60)
v = —0.0322y; + 0.2106y, + 0.8118y; — 0.3964y, (5.61)

As Figuras e mostram a dinamica das populacoes na presenca da vacina-

¢ao e terapia.
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Figura 5.5: Dinamica das populagoes com vacinagao e terapia, com condigoes iniciais
S(0)=0,7, E(0) =0, 1(0) = 0,3, R(0) = 0.
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Figura 5.6: Dinamica das populagoes com vacinagao e terapia, com condic¢oes iniciais
S(0) = 0,8, E(0) =0, I(0) = 0,2, R(0) = 0.

Ao adotarmos essas duas intervengoes (vacina e terapia), percebemos que os in-
dividuos rapidamente alcancam o estado desejado. Apesar de uma maior propor¢ao
de individuos apresentarem a infeccao no instante inicial, a combinacao de vacina e

terapia promove uma recuperagao em cerca de 4 dias.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho foi apresentada uma breve revisao bibliografica dos principais mo-
delos matemaéticos que regem a dinamica de transmissao do sarampo, bem como
caracteristicas dessa doenca. A teoria de controle foi revisada a fim de ser utilizada
na formulacao de dois problemas de controle 6timo para o sarampo: um deles consi-
derando apenas a vacinagao como controlador e outro considerando uma combinacao
de vacinagao e terapia sintomaética.

O Teorema 4.3, de Rafikov e Balthazar [§] permitiu a utilizagdo de uma técnica
de controle linear para a abordagem de um problema sujeito a um sistema nao-linear.
Esse problema foi resolvido via equacao de Riccati.

As simulagoes numéricas mostraram a eficicia dos controladores em ambos os
problemas, garantindo uma solu¢ao 6tima no sentido de minimizar a diferenca entre
a trajetoria do sistema sem nenhuma interferéncia (trajetoria real) e a trajetoria
desejada para o sistema, que é a imunizagao global, obtida a um custo minimo sobre
os controladores.

Efeitos provenientes de migracao merecem um estudo mais aprofundado sobre
a dinamica de transmissibilidade do sarampo, bem como os efeitos produzidos pela
interrupcéo temporaria da vacinacao. E sabido que em regides de conflitos, onde a
vacinagao é suspensa, hé uma reincidéncia de doencas que ja haviam sido erradica-

das.
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Apéndice A
Programas em linguagem Python

Parametros iniciais

b = 0.002 (Taxa de nascimento);

D = 6.0 (Numero de dias que uma pessoa pode espalhar a doenga);
gamma = 1/D (Taxa de recuperacao);

epsilon = 1/12 (Taxa de laténcia com periodo de incubagao de 12 dias);
R_0 = 7.0 (Namero de casos secundérios em uma populagao totalmente
suscetivel);

beta = 1.204 (Taxa de contatos);

mu = 0.002 (Taxa de mortalidade)

t = np.linspace(0, 80) (Intervalo de tempo (em dias))

y0 = S0, E0, 10, RO (Vetor de condigoes iniciais)

A.1 Modelo SEIR na auséncia de controle

Equacgoes diferenciais do modelo SEIR

def deriv(y, t, b, beta, epsilon, gamma, mu):
S,E, I, R=y
dSdt =b-beta*S *I-mu*S
dEdt = beta*S*I - epsilon*E - mu*E
dIdt = epsilon*E - gamma*I - mu*I
dRdt = gamma*I - mu*R
return dSdt, dEdt, dIdt, dRdt

Integracao das equacgoes do modelo SEIR no intervalo de tempo t.

ret = odeint(deriv, y0, t, args=(b, beta, epsilon, gamma, mu)) S, E, I, R = ret.T

Plote das curvas S(t), E(t), I(t) e R(t)
def plotseird(t, S, E, I, R):
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f, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(12,4))

ax.plot(t, S, 'b’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Suscetiveis’)
ax.plot(t, E, 'y’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Expostos’)
ax.plot(t, I, 't’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Infectados’)
ax.plot(t, R, ’g’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Recuperados’)

ax.set_xlabel("Tempo (dias)’)

ax.yaxis.set tick params(length—4)
ax.xaxis.set tick params(length=4)
ax.grid(linestyle="None’)
legend = ax.legend(borderpad=2.0)
legend.get frame().set alpha(0.5)
for spine in ("top’, ‘right’, "bottom’, "left’):
ax.spines(spine|.set _ visible(True)

plt.show();

plotseird(t, S, E, I, R)

A.2 Modelo SEIR na presenca de controle via
vacinacao

Equacgoes diferenciais do modelo SEIR

def deriv(y, t, b, beta, epsilon, gamma, mu):

SSE, I, R=y

dSdt = b - beta*S*I - mu*S - (-0.002 + 0.7061*S - 0.0041*E - 0.0749*I -
0.7061*(R-1))

dEdt = beta*S*I - epsilon*E - mu*E

dIdt = epsilon*E - gamma*I - mu*I

dRdt = gamma*I - mu*R + (-0.002 + 0.7061*S - 0.0041*E - 0.0749*I -
0.7061*(R-1))

return dSdt, dEdt, dIdt, dRdt

Integragao das equacgoes do modelo SEIR no intervalo de tempo t.

ret = odeint(deriv, y0, t, args=(b, beta, epsilon, gamma, mu)) S, E, [, R = ret. T

Plote das curvas S(t), E(t), I(t) e R(t)

def plotseird(t, S, E, I, R):
f, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(12,4))
ax.plot(t, S, 'b’, alpha=0.7, linewidth—2, label="Suscetiveis’)
ax.plot(t, E, y’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Expostos’)
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ax.plot(t, I, 'r’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Infectados’)
ax.plot(t, R, ’g’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Recuperados’)

ax.setxlabel("Tempo (dias)’)

ax.yaxis.set tick params(length=4)
ax.xaxis.set tick params(length=4)
ax.grid(False)
legend = ax.legend(borderpad=2.0)
legend.get frame().set alpha(0.5)
for spine in ("top’, 'right’, "bottom’, left’):
ax.spines|spine|.set _visible(True)

plt.show();

plotseird(t, S, E, I, R)

A.3 Modelo SEIR na presenca de controle via
vacinacao e terapia sintomatica

Equacgoes diferenciais do modelo SEIR

def deriv(y, t, b, beta, epsilon, gamma, mu):

SSE,LR=y

dSdt = b - beta*S*I - mu*S - (-0.002 + 0.7392*S - 0.0677*E - 0.2610*I -
0.6252*(R - 1))

dEdt = beta*S*I - epsilon*E - mu*E

dIdt = epsilon*E - gamma*I - mu*I - (0 - 0.0322*S + 0.2106*E + 0.8118*I -
0.3964%(R - 1))

dRdt = gamma*I - mu*R + (-0.002 + 0.7392*S - 0.0677*E - 0.2610*I -
0.6252*(R - 1)) + (0 - 0.0322*S + 0.2106*E + 0.8118*I - 0.3964*(R - 1))

return dSdt, dEdt, dIdt, dRdt

Integracao das equagoes do modelo SEIR no intervalo de tempo t.

ret = odeint(deriv, y0, t, args=(b, beta, epsilon, gamma, mu)) S, E, I, R = ret.T

Plote das curvas S(t), E(t), I(t) e R(t)

def plotseird(t, S, E, I, R):
f, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(12,4))
ax.plot(t, S, 'b’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Suscetiveis’)
ax.plot(t, E, 'y’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Expostos’)
ax.plot(t, I, 'r’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Infectados’)
ax.plot(t, R, ’g’, alpha=0.7, linewidth=2, label="Recuperados’)
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ax.set_xlabel("Tempo (dias)’)

ax.yaxis.set tick params(length—4)
ax.xaxis.set tick params(length=4)
ax.grid(False)
legend = ax.legend(borderpad=1.0)
legend.get frame().set _alpha(0.5)
for spine in ("top’, ‘right’, "bottom’, "left’):
ax.spines|spine|.set _visible(True)

plt.show();

plotseird(t, S, E, I, R)

A.4 Funcao LQR

def Iqr(A,B,Q,R):

Resolver a equacao de Riccati

P = np.matrix(scipy.linalg.solve continuous are(A, B, Q, R))

Calcular o ganho LQR

K = np.matrix(scipy.linalg.inv(R)*(B.T*P))
eigVals, eigVecs = scipy.linalg.eig(A-B*K)
return K, P, eigVals
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