Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Um estudo sobre a_curvatura escalar
e curvatura média de ordem superior

de hipersuperficies tipo-espaco em
espacos-tempos GRW

Paulo Vicente Correia de Moura

Joao Pessoa — PB
Marco de 2022


http://lattes.cnpq.br/6410840282190809

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Um estudo sobre a_curvatura escalar
e curvatura média de ordem superior

de hipersuperficies tipo-espaco em
espacos-tempos GRW
por
Paulo Vicente Correia de Moura

sob a orientacao do

Prof. Dr. Marcio Silva Santos

Joao Pessoa — PB
Marcgo de 2022


http://lattes.cnpq.br/6615790899334444
http://lattes.cnpq.br/8395048488297971

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e O assificacéo

MB29e Moura, Paulo Vicente Correia de.
Um estudo sobre a curvatura escalar e curvatura
nmédi a de ordem superior de hipersuperficies tipo-espago
em espagos-tenpos GRW/ Paulo Vicente Correia de Mura.
- Jodo Pessoa, 2022.
108 f.

Orientagdo: Marcio Silva Santos.
Di ssertacao (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Matematica. 2. Espago-tenpo Robertson-Wal ker
general i zado. 3. Curvatura de ordem superior. 4.
Curvatura escalar. 5. Formulas integrais
ti po-M nkowski. |I. Santos, Marcio Silva. Il. Tituloo.

UFPB/ BC CDU 51(043)

El aborado por WALQUELI NE DA SILVA ARAUJO - CRB-15/514




Um estudo sobre a_curvatura escalar
e curvatura média de ordem superior

de hipersuperficies tipo-espaco em
espacos-tempos GRW

por

Paulo Vicente Correia de Mourall

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés—Graduagao em Ma-
tematica da Universidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencao do
titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentracao: Geometria
Aprovada em 25 de marco de 2022.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Fabio Reis dos Santos — UFPE

(Examinador Externo)

Prof. Dr. Henrique Fernandes de Lima — UFCG

(Examinador Interno)

Prof. Dr. Marcio Silva Santos — UFPB
(Orientador)

1O autor foi bolsista do CNPq durante a elaboracio desta dissertacio.


http://lattes.cnpq.br/6281772137862091
http://lattes.cnpq.br/0557032915436592
http://lattes.cnpq.br/8395048488297971

A minha familia.



Agradecimentos

A Deus, por me permitir chegar até aqui.

A meus pais, Vicente Correia de Moura e Maria de Lourdes Moura, por toda educagao
e carinho fornecido no decorrer de toda minha, vida formando meu carater, pelos bons
conselhos e apoio me ajudando manter a calma inimeras vezes em momentos de estresse
e ansiedade.

Ao meu orientador, professor e amigo, Marcio Silva Santos, por ter me dado a honra
de se seu orientando, além de toda paciéncia, compreensao e conhecimento fornecido para
a realizacao deste trabalho.

Aos professores da Universidade Regional do Cariri-URCA, a qual tive o imenso prazer
e orgulho de ter sido aluno da Licenciatura em Matemaética, especialmente aos professores
Ricardo Rodrigues de Carvalho, por ter se disponibilizado a dar um curso de Analise na
Reta com o intuito de preparar a minha turma para selecao do mestrado, Paulo César
Cavalcante de Oliveira, pela oportunidade de participar dos encontros do PIBIC como
bolsista voluntario e toda ajuda no primeiro contato com a teoria dos nimeros e ao
professor Antonio Edinardo de Oliveira, um grande amigo que me deu a oportunidade de
ser seu orientando através do PIBIC na area de Geometria Diferencial, fazendo com que
eu tomasse interesse pela mesma.

A todos os professores do PPGMAT-UFPB, pelo conhecimento matematico que me
permitiu chegar até aqui. Principalmente ao professor Fagner Dias Araruna, por soluci-
onar diversos problemas burocraticos que apareceram no decorrer deste curso, desempe-
nhando seu papel de coordenador com maestria.

A minha a minha amiga e companheira Monique Marques Matias de Oliveira, por
todo amor, compreensao e incentivo que me deu em diversos momentos de dificuldades,
sem ela nao teria conseguido chegar até aqui, pois esteve sempre ao meu lado me dando
forcas par conseguir concluir essa etapa tao importante de minha carreira.

A meus amigos do periodo de graduagao, Gabriel Barbosa, Gildson Domingos, Valdete
Sampaio, Sandro Santos, Lucas Machado, Luiz Felipe e Philipe Rodrigues, por diversas
vezes terem me fornecido hospedagem e bons conselhos.

Aos colegas e amigos da UFPB. Em especial aos que me acompanham desde a gra-
duagao, Joice Saraiva, Alessandro Fernandes. Singularmente ao meu amigo conterraneo
Matheus Evangelista que motivou em momentos bastante delicados no meu periodo de

graduagao.



Aos meus amigos e professores da cidade de Altaneira-CE, Reginaldo Venancio e Paulo
Robson, por terem sido exemplos de excelentes profissionais na area da educacao e servido
de espelho para minha formacao docente. Carlos Renir e sua avé Francisca Francelino
que cuidou de mim como um filho, que me abrigaram em casa durante todo o periodo de
graduacao, evitando, assim, viagens noturnas para zona rural, que é onde resido.

A minha madrinha F4tima Pereira Souza e meu amigo Cicero Herlandio Ferreira, por
estarem sempre ao lado e terem me dado for¢ca no momento mais dificil da minha vida,
sem eles nunca teria chegado tao longe.

Ao CNPq pelo apoio financeiro.

vil



Resumo

Neste trabalho, obtemos novos resultados para que uma hipersuperficie tipo-espaco imersa
em um espago-tempo Robertson-Walker generalizado (GRW) seja um slice, sob hipdtese
de curvatura média de ordem superior. Para isso, calculamos o operador L, atuando
na funcdo altura h e na fungao (N, K). Utilizando a férmula encontrada para o opera-
dor Lj atuando na funcao altura, conseguimos desenvolver as sucessivas féormulas integrais
tipo-Minkowski para hipersuperficies tipo-espago compactas imersas em um espaco-tempo
GRW, que sao ferramentas essenciais para obter e estender resultados de unicidades para
tais hipersuperficies no GRW. Em um segundo momento fazemos um estudo sobre a
curvatura escalar de hipersuperficies tipo-espaco imersas em um espago-tempo GRW ar-
bitrario e, em seguida, aplicamos os resultados obtidos para entender o comportamento
da curvatura escalar de hipersuperficies tipo-espaco imersa em espacos-tempos GRW mais

especificos, como os Einstein e parabdlicos.

Palavras-chave: Espacgo-tempo Robertson-Walker generalizado; curvatura de ordem su-

perior; curvatura escalar; formulas integrais tipo-Minkowski.



Abstract

In this work, we obtain new results for a space-like hypersurface immersed in a generalized
Robertson-Walker spacetime (GRW) to be a slice, under the assumption of higher-order
average curvature. For this, we calculate the operator L acting on the height function
h and on the function (N, K). Using the formula found for the operator L acting on
the height function, we were able to develop successive Minkowski-type integral formulas
for compact space-like hypersurfaces immersed in a GRW spacetime, which are essential
tools to obtain and extend results from uniqueness to such hypersurfaces in the GRW.
In a second moment, we study the scalar curvature of space-like hypersurfaces immersed
in an arbitrary GRW space-time and then apply the results obtained to understand the
behavior of the scalar curvature of space-like hypersurfaces immersed in space-time. More
specific GRWs, like the Einsteins and Parabolics.

Keywords: Generalized Robertson-Walker space-time; higher order curvature; scalar

curvature; Minkowski-type integral formulas.
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Introducao

O estudo de hipersuperficies tipo-espaco com curvatura de ordem superior constante
imersas em variedades semi-Riemannianas, vem crescendo muito no decorrer das ultimas
décadas, atraindo pesquisadores da Matematica e Fisica. Uma classe importante das
variedades semi-Riemannianas, a qual iremos abordar neste trabalho, sao os espacos-
tempos Robertson-Walker generalizados (GRW), que nada mais sdo do que um produto
torcido —1 xy M™, com folha I C R, fibra M" e funcao torcao f munida da métrica
() = =)+ f()am- Do ponto de vista fisico, o estudo de hipersuperficies imersas
em espacos-tempos GRW sao utilizados para diversas questoes da relatividade geral, tais
como, folheagoes de espagos-tempos, mudanca de fases de contragao e expansao e problema
de Cauchy para equacao de Einstein. Além de estar intimamente relacionado a diversos
problemas da relatividade geral como teorema da massa positiva e a desigualdade de
Penrose, onde o conhecimento de todo espago-tempo nao se faz necessario. Do ponto
de vista matematico, o interesse se aplica a resultados de rigidez como a classificagao de
hipersuperficies, sob hipoteses de compacticidade e sinal da curvatura média de ordem
k que veremos ao longo deste trabalho. Dentre eles, damos destaque a [Montiel [22],
Teorema 5] que é uma ferramenta imprescindivel para caracterizagao das hipersuperficies

aqui estudas, tal teorema afirma que

Seja X2, n > 2, uma hipersuperficie tipo-espaco compacta imersa de forma totalmente
umbilica com curvatura de ordem superior constante em um espaco-tempo M"™T com
campo vetorial tipo-tempo conforme fechado obedecendo a condi¢do de convergéncia nula.
Entio X é uma folha da foliagio F(X); ou M™ ! € localmente um espaco-tempo de Sitter
e Y € uma hiperesfera redonda totalmente umbilica; ou localmente M™t é um produto
semi-Riemanniano R x Q"' imerso como v X Ign-1,0onde v € uma reta tipo-espago no

plano de Lorentz R3.

Uma questao basica sobre este assunto é a unicidade de hipersuperficies tipo-espaco
de curvatura média constante imersas em determinados espagos-tempos (veja [9] e [4]),
motivando assim um interesse na unicidade de hipersuperficies tipo-espago com curvatura
de ordem superior constante que engloba o caso anterior (curvatura de primeira ordem)

e o caso de segunda ordem que estd fortemente relacionado com o conceito de curvatura



escalar que veremos de maneira mais detalhada no capitulo 3. Em 1995 Alias, juntamente
com Romero e Sédnchez (vide [9]) deram inicio ao estudo de hipersuperficies tipo-espago
em espagos-tempos GRW, que estendem os espagos-tempos classicos de Robertson-Walker
(RW) para incluir os casos em que a fibra nao tem curvatura seccional constante, o este

estudo se baseia sob a seguinte indagacao:

“Em que condigcoes uma hipersuperficie tipo-espaco completa de curvatura média cons-

tante em um espaco-tempo Robertson- Walker generalizado € um slice totalmente umbilico?”

Para realizar este estudo, foi necessario determinar quando essas hipersuperficies tipo-
espaco sao compactas, a partir dai é obtido que todas essas hipersuperficies compac-
tas em espacos-tempos (necessariamente espacialmente fechados ) mostram-se totalmente
umbilicas, exceto em casos muito excepcionais, impondo que o espago tempo GRW sa-
tisfaca a chamada Condicao de Convergéncia Tipo Tempo. Em outras palavras, eles
descobriram que, quando o espaco ambiente obedece a chamada condicao de convergéncia
tipo-tempo, entao toda hipersuperficie compacta tipo-espaco com curvatura média cons-
tante deve ser totalmente umbilica e, exceto em casos muito excepcionais, deve ser um
slice tipo-espago.

Neste trabalho faremos o estudo sobre a unicidade e curvatura escalar de hipersu-
perficies tipo-espago compactas imersas em espacos-tempos GRW. Como pode ser visto
em [9, Proposigao 3.2], se um espago-tempo admite uma hipersuperficie tipo-espago com-
pacta, entao ele é espacialmente fechado, isto é, sua fibra M"™ é compacta. Observe que
considerando um espaco-tempo GRW espacialmente fechado —I x y M™, a familia de slices
M} = {t} x M™ estabelece uma folheacao de —I x s M™ compactas totalmente umbilicas
com curvatura média constante H (t) = %, de maneira mais geral, a k-ésima curvatura

I
N
média é dada por Hy(t) = (J;(—(;))> . Tendo o conhecimento de resultados tao fortes a

respeito de tais hipersuperficies, é compreensivel indagar:
“Sob quais condi¢oes uma hipersuperficie tipo-espago compacta com curvatura média

de ordem superior constante imersa em um espaco-tempo GRW é um slice tipo-espagco?”

No trabalho feito por Alias, Romero e Sénchez [7], a chamada condigao de convergéncia
nula (CCN) é suficiente para garantir que uma hipersuperficie tipo-espago deve ser to-
talmente umbilica, nao apenas em espacos tempos GRW, mas em um ambito mais geral,
para espagos-tempos Conformemente Estacionarios (CS) munido com um campo de ve-
tores conforme tipo-tempo que é um auto-campo do tensor do operador de Ricci. Dando
continuidade a este estudo, Montiel, em [22], classificou as hipersuperficies totalmente
umbilicas com curvatura média constante, mostrando que as tnicas hipersuperficies tipo-
espago compactas que satisfazem a condicao de convergencia nula sao os slices tipo-espaco,

exceto 0 caso em que o espaco-tempo é um espago de Sitter e a hipersuperficie é uma



esfera redonda umbilica.

Em todos os trabalhos citados anteriormente, uma ferramenta primordial para o de-
senvolvimento dos mesmos foram as chamadas férmulas de Minkowski. O uso de integrais
tipo-Minkowski foi utilizado por Montiel [20] para obter resultados de unicidades de hiper-
superficies tipo-espaco com curvatura média constante no espaco de Sitter e continuado
por Alias, Romero e Sénchez em [9] e [8] para hipersuperficies de curvatura média cons-
tante em espacos-tempos GRW, de maneira mais geral para espagos-tempos CS. Para o
estudo de hipersuperficies com curvatura média constante, somente a primeira e segunda
formula de Minkowski se fazem necessdarias, porém, para realizar o estudo de hipersu-
perficies tipo-espago de curvatura média de ordem superior constante é preciso ter enten-
dimento do que seriam as sucessivas formulas de Minkowski, e para isso, sao necessarios
calculos nao triviais envolvendo o tensor de Ricci e a derivada covariante do ambiente, a
menos claro que se suponha que o ambiente seja Einstein ou que tenha curvatura seccional
constante.

Para desenvolvimento da teoria que aqui apresentaremos, utilizaremos as chamadas
transformacoes de Newton P e seus operadores diferencidveis de segunda ordem Ly, para
estender os resultados de unicidades de hipersuperficies de [I], [4] e [22] onde se considera
que o espaco ambiente tem curvatura seccional constante.

No capitulo 1, estabeleceremos notacoes e apresentaremos resultados introdutérios
que serao utilizados ao longo deste trabalho. Enunciaremos a definicao de uma variedade
Riemanniana, seguida de alguns exemplos cldssicos da mesma, o conceito de conexao
de uma variedade semi-Riemanniana e os operadores diferenciaveis, sendo eles, gradiente,
Hessiano e Laplaciano. Logo apds, definiremos o tensor curvatura de uma variedade semi-
Riemanniana e apresentaremos algumas de suas propriedades,abordaremos a definigao
de curvatura seccional, tensor de Ricci e curvatura escalar. Também apresentaremos a
defini¢ao de espaco-tempo Robertson-Walker generalizado e alguns exemplos de tal espaco,
um breve comentario sobre orientacao temporal e segunda forma fundamental. Dando
sequéncia, definiremos a curvatura média de ordem superior de uma hipersuperficie, as
transformacoes de Newton, onde provaremos algumas de suas propriedades relacionadas
a curvatura média de ordem superior e lemas importantes, enunciaremos a definicao do
operador diferenciavel de segunda ordem L; e algumas de suas propriedades elipticas.

No Capitulo 2, iremos deduzir uma férmula para o operador L; atuando na fungao
altura h (Lema , que sera uma ferramenta essencial pa demonstracao dos nossos
teoremas. Em seguida, com as féormulas encontradas para o operador L, atuando na
funcao altura, faremos algumas aplicacoes para as mesmas. Como primeira aplicagao,
utilizamos tais formulas para obter uma limitacao do maximo e minimo do quociente Hfl—:l,

seguido do Teorema que nos da uma condicao para que uma hipersuperficie compacta



tipo-espaco imersa em M seja um slice tipo-espaco, que é o teorema principal desta secao.
Dando continuidade, daremos a defini¢do da condi¢ao de convergéncia nula (CCN), o
estudo e desenvolvimento das formulas de Minkowski para espagos-tempos GRW, que sera
nossa ferramenta principal para estender [22] Teorema 8| para o caso de hipersuperficies
imersas em um espaco-tempo RW que obedece a condicao de convergéncia nula e também
versoes dos teoremas [22, Teorema 5] voltadas para o caso de curvatura média de ordem
superior. Em seguida faremos o estudo do operador L, atuando na fungao (N, K), onde
obtemos uma férmula bastante ristica para mesma, e a partir dai, dedicamos o restante
da secao para aperfeicoar esta formula. Por fim, utilizaremos a férmula Ly = A para
obter novamente o [22, Teorema 6] e estendé-lo para o caso de curvatura média de ordem
superior, dessa vez, sob a chamada condi¢ao de convergéncia nula forte (CCNF).

No capitulo 3, faremos o estudo da curvatura escalar de hipersuperficies imersas em
espacos-tempos GRW. Primeiramente, definiremos a funcao angulo hiperbdlico ¢, seguida
das defini¢oes de hipersuperficies maximas, operador de Weingarten de um slice e sua cur-
vatura média. Em sequéncia utilizamos a equacao de Gauss e o tensor de Ricci para obter
uma férmula de curvatura escalar para uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um
espaco-tempo GRW. Feito isso, como uma consequéncia da igualdade obtida para curva-
tura escalar, sob a condicao convergéncia nula provamos o Teorema |3.2.1f que nos da uma
limitagao inferior para curvatura escalar, onde a mesma atinge a igualdade somente sob
algumas condicoes especificas. Em seguida, fazemos a observagao que sob algumas
hipdteses razoavelmente simples sobre a funcao torcao f, nos permite obter informagoes so-
bre a existéncia de hipersuperficies maximas que sao slices tipo-espaco. Dando sequéncia,
apresentamos mais alguns corolarios para casos particulares como a fibra ser Ricci flat, ou
ainda, tomando um subconjunto de 3, onde H? < %2 E como parte final, utilizaremos os
teoremas, corolarios obtidos e resultados tipo-Liouville para entender o comportamento
da curvatura escalar de hipersuperficies em espacos tempos GRW mais especificos, como o
espacgo Einstein de Sitter, espaco-tempo em estado estacionario (Steady state spacetime)

e espacos tempos espacialmente parabdlicos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos apresentar resultados e notacoes que serao imprescindiveis para o
desenvolvimento deste trabalho. Omitiremos muitas das demonstragoes devido a extensao
do trabalho. Caso o leitor tenha interesse em se aprofundar nas definicoes e resultados

aqui apresentados recomendamos a leitura das referéncias [25], [31],[22],

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Neste primeiro momento, iremos definir o conceito de variedade semi-Riemanniana
seguido das definicoes de sua conexao e curvatura. Veremos também a definicao de um
espaco-tempo Robertson-Walker generalizado, além das transformacoes de Newton e seus

operadores diferenciaveis associados.

Definigao 1.1.1. Seja (M, {(,)) uma variedade diferencidvel munido com um tensor métrico
g=1{(,). O indicev de g, € a maior dimensao de um subespaco o C TPW tal que, a res-

tri¢ao gploxo € negativa definida, ou seja, para todo v € o — {0} tem-se g(v,v) < 0.

Definigao 1.1.2. Um tensor métrico g em wma variedade diferencidvel M é um (0,2)-
tensor covariante e simétrico, tal que, para cada p € M a aplicacdo bilinear simétrica
gp em cada espago tangente TpM ¢ ndo degenerada, e tem indice v constante em M, ou
seja, o indice v de g, ndao depende de p. Uma variedade semi-Riemanniana M € um par
(M, g), onde M ¢é uma variedade diferencidvel e g um tensor métrico de indice constante
sobre M.

O valor constante do fndice v de g, de uma variedade semi-Riemanniana M ¢é chamado
indice de M, logo 0 < v < dzm(ﬂ) Se v = 0, entao M é uma variedade Riemanniana e
para cada p € M g, ¢ um produto interno em TPM. Caso v =1 en > 2, dizemos que M

¢ uma variedade Lorentz, como veremos no Exemplo



1. Preliminares

A partir daqui, denotaremos g = (, ), assim, para vetores u,v € T,M, temos g,(u,v) =

(u,v) € R, e g(X,Y) = (X,Y) para campos de vetores tangentes.

Exemplo 1.1.3. Sejam 0 < v < n + 1 um inteiro positivo, M = R"*! e (2!, 2%, ..., 2"1)

o sistema de coordenadas usuais de R"*!. Considere o tensor métrico definido por

n+1
(Up, Vp) = Zu%}’—i— Z ulv (1.1)
Jj+rv=1
onde u, = > u'd; e Y v'd;. Se v =0 entao
n+1
(Up,vp) = —Zu’vz%— Z ulv?
7+0=1

logo,
n+1

J ]
(Up, Up) E u’v

assim, R™"! munido com estd métrica nos dé a variedade Riemanniana chamada de

espaco Euclidiano (n+1)-dimensional. Se v =1 e n > 2 temos

n+1
(up, vy) = —ulv' + Z ulv? (1.2)

e dizemos que (M, (,)) é uma variedade de Lorentz (também chamada de espaco de
Lorentz-Minkowski (n+1)-dimensional), a qual de notaremos por R}**. Em todo caso,
se 0 < v <n+1, entao M = R™! munido com o tensor métrico aqui definido nos da

uma variedade semi-Riemanniana R,

Definigao 1.1.4. Sejam (M, {,)) uma variedade semi-Riemanniana e X um campo de

vetores tangentes & M. Dizemos que X ¢é;
(i) tipo-espago, se (X, X) >0 ou X = 0;
(ii) tipo-tempo, se (X, X) < 0;

(iii) nulo, se (X, X)=0e X #0.

Se M for uma variedade Lorentziana e (X, X) = 0 para X # 0, entio dizemos que X €

tipo-luz.



1. Preliminares

1.2 Conexao de Levi-Civita

Dada uma variedade semi-Riemanniana M, considere os campos de vetores X e Y
definidos em M. Nesta secao, queremos calcular a taxa de variacao de X na direcao de
Y,, para cada p € M. No espago Euclidiano, fazemos isso naturalmente calculando a

derivada de um campo em relagao a outro.

Definigao 1.2.1. Sejam u',u?,...,u™"" coordenadas naturais de R*"™. Se X e Y sao

campos de vetores em R onde X =" X'0;, definimos o vetor
n=1
DyX => Y(X")0, (1.3)
i=1

como a derivada covariante de X na direcao de Y.

Perceba que, pelo fato da definigao acima utilizar coordenadas distintas de R”*!, nao
é evidente como fazer o mesmo para variedades semi-Riemannianas quaisquer, tendo isso
em mente, iniciaremos apenas postulando suas propriedades. No que veremos adiante,
X (M) denota o conjunto dos campos de vetores tangentes a M de classe C>® e C>(M)

denota o anel das funcoes reais de classe C™ definidas em M.
Definigdo 1.2.2. Sejam X,Y,Z € X(M) e f,g € C*(M).Uma conevdo ¥V em uma
variedade M € uma funcdo

V:X(M)x X(M) — X(M)

satisfazendo :

() VixigvZ = fVxZ +gVvZ;
(ii) Vx(Y +2)=VxY +VxZ ;
(iii) Vx(f2) = fVxZ + X(f)Z.

Dizemos que V xZ € a derivada covariante de Z na dire¢ao de X em relacao a conexao

V.

Para darmos tal definicao, é preciso garantir que em cada variedade semi-Riemanniana
exista uma tunica conexao munida com mais duas propriedades adicionais da conexao
natural em R™*!. Condigoes estas que sao dadas no seguinte resultado também chamado
de “Milagre da Geometria Semi-Riemanniana”que pode ser encontrado em [25, Teorema
3.11].
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Teorema 1.2.3 (Levi-Civita). Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma tinica

conexdo V tal que
(i) [X,Y]=VxY -VyX;
() X(Y,2) = (ViY)+ (V. Vx2), ¥X.Y, Z € X(M).

V € chamada a conexdo de Levi-Civita de Mé caracterizada pela formula de Koszul

UAVKY,Z) = XV, Z)+Y(Z,X)— Z(X,Y) - (X,[V,Z]) + (Y,[Z,X]) (1L4)
+ (Z,[X,Y]).

1.3 Alguns operadores diferenciaveis

Nesta secao iremos definir os conceitos de gradiente, Hessiano, divergente e Laplaciano
para uma variedade semi-Riemanniana M. O referencial Fj,...E,; sempre denotard um

referencial ortonormal em M.

Definicao 1.3.1. Seja f € C°(M). O gradiente de f, Vf, é um campo vetorial metrica-
mente equivalente a diferencial df .

Assim
(Vf,X)=df(X)=X(f), VX € X(M).
Em termos de um referencial ortonormal podemos escrever
> eV, E)E;, (1.5)
i=1
onde €; = (E;, E;).

Definicao 1.3.2. Dado um campo vetorial X € X (M) definimos a divergéncia do campo
X como a fungdo divX : M — R dada por

divX =tr(Y(p) — VyX(p)), p € M.
Em termos de um referencial ortonormal podemos escrever
n+1

divX =Y €(Vp X, E).

=1

Definicao 1.3.3. Seja f : M — R uma funcdo diferencidvel. O hessiano de f, va, é
o campo tensorial va X (M) x X(M) — X(M) dado por

VX, Y) = (Vx(Vf),Y).

9
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Definicao 1.3.4. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Definimos o operador La-
placiano, A : C*(M) — C>®(M) por Af = tr(VQf), Vf € C®(M). Observe que o

Laplaciano também pode ser visto da sequinte maneira:

n+1

Af = eV F(E) E)
=1
n+1

= Y &(Vu(Vi) E)

i=1

= div(Vf).

1.4 Curvatura de uma variedade semi-Riemanniana

Nesta secao iremos definir o tensor curvatura de uma variedade semi-Riemanniana,

que na pratica mede o quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana.

Definicao 1.4.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura R de

M ¢ a aplicacio
R:X(M)x X(M)x X(M) — X(M)

dada por R(X,Y,Z) = Vixy1Z—Vx,Vy]Z. Fizando os campos X,Y € X(M) definimos

o operador curvatura

R:X(M) — x(M)

dado por R(X,Y)Z = R(X,Y,Z). Se o tensor curvatura é identicamente nulo dizemos

que M € uma variedade flat.

Perceba que, pelo fato do tensor curvatura ser definido em termos da conexao da
variedade semi-Riemanniana, temos que o mesmo € linear em cada entrada em relacao a
soma e linear em relagao a fungoes pertencentes ao anel C*°(M). Além disso, o operador

curvatura satisfaz as seguintes propriedades (Para maiores detalhes veja [25] Proposigao

3.36).
Proposicao 1.4.2. Sejam X,Y, Z,W € X(M), entdo
() T(X,Y)Z + R(Y, 2)X + B(Z, X)Y =0,

(ii) (R(X,Y)Z,W) = —(R(Y, X)Z,W);
(iii) (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z);
(iv) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

10
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A seguir iremos definir o conceito de curvatura seccional de uma variedade semi-

Riemanniana M que esta essencialmente relacionado ao operador curvatura.

Definicao 1.4.3. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e p € M. Considere um

subespaco nao-degenerado o C T,M . Denominamos o nimero

F(:Ij‘, y) _ <R(ZE, y):)ﬁ, y>

- alPlyl? = (zy)?

como a curvatura seccional de o em p, onde {x,y} € uma base de o.

Vale salientar que a curvatura seccional ndo depende da base {z,y} escolhida para o
(veja [31] Lema 1.8).

Definicao 1.4.4. Considere a aplicagdo multilinear F : X(M)* — R. Se F satisfaz

todos os itens da proposi¢ao[1.4.3 dizemos que F € tipo-curvatura.

Note que, por defini¢ao e considerando que o = span{z,y} é um plano ndo degenerado,

se F(z,y,z,y) = 0 para todo x,y € o entao F' = 0.

Lema 1.4.5. Sejam o = span{xz,y} um plano nao degenerado e F uma funcao tipo-

curvatura em T,(M) tal que

T F(x7y7x7y)
K = .
(=.9) = ZRE — (2, g7

Entao
(R(z,y)z,w) = F(z,y,2,w)

para todos x,y, z,w € T,,M.

Demonstracao. Defina B(x,y, z,w) = F(z,y,z,w) — (R(z,y)z,w). Nao é dificil verificar
que B(z,y,z,w) satisfaz todos os itens da proposigao m, isto é, B(z,y,z,w) é tipo
curvatura. Sendo ¢ = span{z,y} um plano nao degenerado, temos que B(z,y,z,y) =
0. Logo, considerando o comentario feito anteriormente sobre aplicacoes tipo-curvatura,

temos B = 0, e consequentemente F(z,y, z,w) = (R(z,y)z, w). [

Abordaremos agora o conceito de curvatura seccional constante de uma variedade

semi-Riemanniana M.

Definicao 1.4.6. Dizemos que uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura sec-

cional constante se a func¢ao curvatura seccional K € constante.

Como veremos mais adiante, um assunto que serd bastante abordado no decorrer
trabalho é o conceito de variedade de curvatura seccional constante. Sabendo disto, o

proximo resultado nos da uma férmula para R quando k é constante.

11



1. Preliminares

Corolario 1.4.7. Se M tem curvatura seccional constante k,entao

R(z,y)z =&((z,2)y — (y,2)x).

Demonstragao. Defina F(x,y, z,w) = ®({z, 2)(y, w) — (y, 2)(z,w)). Note que F satisfaz
todos os itens da Proposicao(l.4.2] ou seja, F' é tipo-curvatura. Pelo modo como definimos

F' temos

F(z,y,z,y) = &(lz]ly]* — (z,9)?),

entao sendo o = span{x,y} um plano nao degenerado obtemos

F('I.7 y’ x? y)

K=%=
|2 [*|y[* = (2, y)?

logo, pelo Lemam temos F(z,y, z,w) = (R(z,y)z, w) e, portanto,

R(z,y)z =&((z,2)y — (y,2)7).
u

Definigao 1.4.8. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana (n+1)-dimensional e Ey, ...E,
um referencial ortonormal de M. A aplicagdo Ric : X (M) x X (M) — C>(M) dada por
n+1
Ric(X,Y) =) &(R(X, E)Y, E),
i=1

€ denominada curvatura do tensor de Ricci.

Dizemos que uma variedade semi-Riemanniana M é Einstein se Ric = ¢(, ) para algum

ceR.

Definigao 1.4.9. Seja M uma variedade semi-Riemanniana (n+1)-dimensional. Defini-

mos a curvatura escalar S de M como o traco do tensor curvatura de Ricci, isto €,

1.5 Espacos-tempos Robertson-Walker

generalizados

Nesta secao, iremos apresentar algumas definigoes e resultados classicos de espagos-

tempos Robertson-Walker generalizados, os quais serao utilizados ao longo desta dis-

12
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sertacao. Faremos também um breve comentario a respeito do operador de Weingarten

juntamente com o conceito de curvaturas principais

Definicao 1.5.1. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, e seja I uma
variedade 1-dimensional (um circulo ou intervalo aberto de R). Vamos denotar por —I X ¢

M"™ a variedade produto I x M™ (n+1)-dimensional munida da métrica Lorentziana

<7> = —dt? + f2(t><7>M7

onde f >0 € uma funcdao suave em I e (, )y representa a métrica Riemanniana em M",
ou seja, —I Xy M™ é um produto torcido Lorentziano com base Lorentziana (I,—dt?) e

fibra Riemanniana (M"™, (,)n) € fungao tor¢ao f.

Vamos nos referir a —I x; M™ como espaco-tempo Roberson-Walker generalizado, e
quando a fibra Riemanniana M™ tiver curvatura seccional constante iremos nos referir a
tal espaco simplesmente por espago-tempo Robertson-Walker (RW). A seguir, daremos
exemplos cldssicos de espagos-tempos desse tipo. (Para mais detalhes recomendamos a
leitura de [31], [22] e [25].)

Exemplo 1.5.2 (Espago-Tempo de Sitter). O conjunto dado por
S+ = {z € R (z,2) = 1}

é uma variedade semi-Riemanniana completa e conexa denominada espaco de Sitter que
possui curvatura seccional constante igual a 1. De acordo com a referéncia [31] o espago
de Sitter admite o modelo GRW

SérlH_l =-R X cosh(t) S

onde S" é a esfera n-dimensional de raio unitario do espaco Euclidiano.

Exemplo 1.5.3. Considere a variedade de Lorentz RT™ com métrica
(u,v) = —u'v' + X:U’vZ
i=1

Nao € dificil ver que RY™ pode ser dada pelo produto torcido —R x5 R", onde f = 1.
Tendo em vista que a curvatura seccional de R™ ¢ zero, temos que R'™ tem curvatura

seccional constante igual a zero.

Exemplo 1.5.4 (Steady State Space). Considere e espago-tempo de Sitter visto anterior-

mente e a € L2 — {0} um vetor tipo-tempo nio nulo, apontando para o passado, temos

13
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assim que, (a,a) = 0 e {(a,eq) > 0. Definimos o espaco em estado estaciondrio (Steady

State Space) como a regiao aberta do espago-tempo de Sitter dada por
H" = {peS"™ | (p.a) >0},

Na ralidade, tomando a aplicagdo w : H" — —R X R™ dada por

z — (z,a)b — <x,b>a)’

(z,a)

(o) = (et

onde (a,b) = 1 € possivel mostrar que H"™' é isométrico ao espaco —R X R™ (veja
[31]). No Capitulo 3, faremos um comentdrio deste espaco e sua relagao com o principio

cosmologico.

Exemplo 1.5.5 (Einstein-de Sitter). O espago-tempo GRW, Einstein-de Sitter , satisfaz

¢ dado como o produto torcido & = —(0,00) x,13 R3, dotado da métrica Lorentziana
(,) = —dt* + (t*3)?(da? + da2 + da?).

O espago-tempo FEinstein-de Sitter, assim como steady state space, satisfaz o principio

cosmologico.

Como o nosso estudo é feito somente dentro de espacos-tempos GRW, iremos apresen-
tar a seguir duas propriedade relacionadas ao tensor curvatura do ambiente GRW. Estas
propriedades nos permitem expressar o tensor curvatura do ambiente em relacao ao tensor
curvatura da folha (I, —dt?) e de sua fibra (M, (,)ss). Na verdade, as duas proposigoes
a seguir decorrem de propriedades mais gerais onde a folha nao é necessariamente um
subconjunto de R. O leitor pode encontrar mais detalhes em [25, Proposicao 7.42], se

atentando ao fato da métrica utilizada.

Proposicao 1.5.6. Sejam R e Ry os tensores de curvatura de M e M™ respectivamente.

Entao dados U,V € X(M), temos

RU VYW = Ry (U, VIYW* + ((logf) (U, WV — (V,W)U)
+ (logf)"(W, ) ((V,0)U — (U, 0,)V')
— (logf)"({V, 0 (U, W) — (U, 0){V, W))0, (1.6)

onde U* = (dmp)(U) e V* = (dmp) (V) sdo as projecies sobre a fibra M™.

Demonstragio. Sejam U,V e W € X (M) onde U = U* — (U,0,)0;, V = V* — (V,0,)0, e

14
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W = W* — (W, 0;)0, sdo suas respectivas decomposigoes. Entao

RUVIW = RU* —(U,8,)0,V* — (V,0,))(W* — (W, 9,),)
= [R(U*,\V*) = (V,0)R(U*,8;) — (U,0)R(0;, V*) + (U, 0) R(s, 0,)] (W
- (W,0)9,)
= RU*,\ VYW — (W,0,)R(U*, V)0, — (V,0,)R(U*,8,) W
+ (V0 (W, 0,)R(U*,9,)d, — (U, 0)R(0y, VIW + (U, ) (W, d,)R(8y, V*)O,
+ (U, 0,)R(y, 0)W — (U, 0,)(W, 8;) R(Dy, D,) ;. (1.7)

Por [25 Proposigao 7.42|, temos

(i) R(U*,V*)d, =0

(ii) R(U*, o)W = (U, W*>];” = ((U,W) + (U, 0)(W, 5,) J;”a
(i) R(U*,0)0, = —f7"(U L (U.3)0)

(iv) R, VIW* = —(V*, W*}J;” = —((V, W) + (V,0,)(W, at>)J;”
) B v9a = Lve = L+ vaa)

f f

(vi) R(0,,0;) =0
(vii) R(U*, VYW* = Ry (U*, V)W* + "y
— (VoW + (V. 0r)(W. 0,))U~].

(U, W) + (U, 0:) (W, 0,))V*

Substituindo cada uma das férmulas em (1.7) e fazendo todos os cdlculos obtemos o

resultado desejado

RUVYW = Ry (U, VYW* + ((logf))>((U WV —(V,W)U)
+ (lagf)"(W, at>(<v7 at>U - <U7 3t>v)
- (logf)"((V, at><U7 W> - <U7 at><v7 W))at-

Proposicao 1.5.7. Sejam Ric e Ricy; os tensores de Ricci de M e M™ respectivamente.
Entdo dados U,V € X (M), temos

Ric(U,V) = Ricy(U", V") + (n((logf)')* + (log f)")(U. V')
- (n - 1)(lng)”<U, 8t><vv at>a (18)
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onde U* = (dmp)(U) e V* = (dmp) (V) sdo as projegoes sobre a fibra M™.

Demonstragao. Considere as decomposicoes U = U* — (U, 0,)0, V = V* — (V,0,)0; dos

campos U e V respectivamente. Entao, temos

W(U, V) = W(U* - <U, 8t>at7 V- <V> at)@)
= Ric(U*,V*) = (V,0,)Ric(0,,U*) — (U, 0,) Ric(0;, V*) +
+ (U, 0)(V,00) Ric(0y, By).

Por [25, Corolario 7.43] (caso o leitor queira uma férmula mais direta veja [29, Segao 2])

temos,

" / 12 "
Ric(U,V) = Riey(U*,V*) + (f? + n% - J}—Z) (U, V*Y + (U, 0V, d,) (—nf7)

— Rien (U V) + <— ol —> (U + (U, 80,V + (V,0)d,) +

+ (U, 0:)(V, ) (—n—)

= Ric(U*,V* s ni’_f_’Q -
_ R <U,v>+(f+ i f2)<<U,v>+2<U,at><v,at> (U, 0)(V,0,))

+ (U,0)(V, ) (—nf?)
= Ricy(U*,V*) + (fTN + nj:—; — ?—j) (U,v)
(J% + n% - J}—z) (U, 0)(V,8,) — (U, 0,)(V, d,) (nf?)
= Ricy(U*,V*) + (fTH + n;—; — J}—j) (U, V) +

+ (U, 0)(V,8,) (f7 + n% - J}—j —~ n%)

= Ricy(U*,V*) + (J% + n% - J}—j) (U, V) +
A (J}_jm - fTH(n - 1))

= Ric(U", V") + <f7// + n}c—; - ]}_,22) (U, V) = (n = 1)(U,0)(V, D) (f?” - ;-j)
= Ric(U", V") + (n((log f)')? + (log f)")(U. V) — (n — 1)(log f)"{U,8){V. ).

Observacgao 1.5.8. Quando M = —I Xy M™ € um espago-tempo GRW (com fibra M™

necessariamente conexa), M € Einstein com Ric =7¢(,) e ¢ € R se, e somente se, a fibra
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(M, (,)nr) tem curvatura de Ricci constante ¢ e a fungdo tor¢ao f satisfaz as equagioes

diferenciais

f_//

_ en—1) _c+(n—1)(f)
f

n f?

3|l
a

o que acarreta (n — 1)(log f)" = f2

Com efeito, seja M = —I x; M um espago-tempo GRW Einstein com Ric = ¢(,) e
considere a equagao ([1.8)), entao

Ricy/(X*,Y") = Ric(X",Y") = [n((log f))* + (log f)"|(X",Y")

= oy - [ L -0 eer
~ f// f/2 . .
= [0—7—(n—1)f2}(X LY.
como Ric(0;,0;) = f , obtemos que ¢ = nf]:/ e logo,
Ricy (X, Y") = {nf?” - f7” —(n— 1)?22} (X*,Y™") (1.9)
- [w-vE - nE e (1.10)
= (n—1)(log )" fA(X*,Y") . (1.11)

2

Agora, como a fibra M™ é conexa, consequentemente (n — 1)(log f)” f* é constante, ou

seja,

(n—1)(log )" f* =c,
onde ¢ € R, e, portanto Ricy; = c¢. Veja ainda que

e L e e e O

o que implica,

A reciproca é trivial.
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1.6 Subvariedades semi-Riemannianas

Nesta secao apresentaremos a definicao imersao isométrica de variedades semi-Riemannianas
e alguns resultados e definigoes decorrentes desta teoria, tais como, segunda forma funda-
mental, operador forma de uma variedade semi-Riemanniana 3 imersa em M e as equacoes
de Gauss e Codazzi. Consideraremos aqui que M e £ variedades diferencigveis de di-
mensao m e n respectivamente, e denotaremos simplesmente por M e ¥ quando néo

houver davidas sobre a definicao das mesmas.

Defini¢ao 1.6.1. Sejam X e (M, (,)) variedades diferencidveis. Dizemos que a aplica¢ao
Y Y — M € uma imersdo se a aplicacio diferencial dx, : T2 — T.(p)M € injetiva

para todo p € X.

Definicao 1.6.2. Sejam (%, (,)x) e (M, {,)) variedades semi-Riemannianas. Se a aplicagdo

VX — M € uma imersao, e

(u,v)2 = (dp(u), dzy(v)))
dizemos que a 1mersao € uma 1mersao isométrica.

Por defini¢ao, cada espaco tangente 7,2 ¢ um subespaco nao degenerado de TPM,
e sendo T,%+ o espaco normal a T, (que por definigdo também um subespago nao

degenerado de T, pM), podemos expressar o espaco TPM pela soma direta
T,M =T,Y> & T,x+.

Definicao 1.6.3. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e ¥V sua conexdo de Levi-
Civita e considere a imersdo isométrica ¢ : ¥ — M. Dados X,Y € X(X), temos que
VxY = (VxY)" + (VxY)*. Pela unicidade da conexdo de Levi-Civita, definimos (V)"

€ a conexao de Levi-Civita de ¥ e denotaremos simplesmente por V.

Definicao 1.6.4 (Férmula de Gauss). Considere a aplicagao II : X(X) x X(¥) —

X ()1, onde (X)* denota o conjunto dos campos de vetores normais a ¥.. A expressdo
VxY =VxY +I11(X,Y)

¢ denominada formula de Gauss e a aplicacao II é chamada de sequnda forma funda-

mental.

Note que a segunda forma fundamental I7(X,Y) = (VxY)* é uma medida da dife-

renca entre a conexao Riemanniana de ¥ e a conexao riemanniana de M. Na verdade,
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a segunda forma fundamental é uma aplicagdo simétrica e bilinear sobre o anel C'*°(X%).
Através da definicao enunciaremos uma expressao bastante 1util a respeito das cur-
vaturas de M e ¥ chamada equacdo de Gauss. A equacio de Gauss nos permite expressar
o tensor curvatura de ¥ em termos do tensor curvatura de M e da segunda forma funda-
mental.

Considere agora os campos de vetores X € X(X) e N € X(X)' e seja AyX =
—(VxN)T. Entdo, dado W € X (%)

X(N,W) = (VxN,W)+ (N,VxW)
=0

e pela férmula de Gauss, obtemos
(ANX, W) = (II(X, W), N).
Chamamos a aplicacao A : X(X) — X (X) dada por
A(X,N)=AnX

de Operador Forma ou Operador de Weingarten da imersao ¢ : ¥ — M. O operador de
Weingarten possui algumas propriedades interessantes, tais como, ser linear sobre o anel

C>(X) e auto adjunto, ou seja,
(ANX, W) = (X, AyW)

para quaisquer campos X, W € X ().
Considere componente normal (VyN)* do campo Vy N chamada de conexao normal

de ¥, a qual denotaremos por V. Temos, entdo, que

va = (va>T -+ (va>L
— _ANX 4+ VEN.

A expressao acima obtida e denominada Formula de Weingarten.

Proposicao 1.6.5. Seja ¥ uma subvariedade semi-Riemanniana de M, R e R seus res-

pectivos tensores curvatura. Dados X, Y, Z, W € X (X) tem-se,

(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) + (II(X, 2), I1(Y,W)) — (II(X, W), [I(Y, Z)).
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Demonstracdao. Por definicao, temos

R(X.Y)Z = VixyZ-[Vx,Vy|Z
= V[X,Y]Z —f-vyvxz — vXV)/Z.

Temos, também, que

VxVyZ = Vx(VyZ+11(Z,Y))
= VxVyZ +VxII(Z,Y)
= VxVyZ+1I(X,VyZ)+VxII(ZY)
= VxVyZ +I11(X,VyZ) — Az X + VxI1(Z,Y)

ou seja
~VxVyZ = -VxVyZ = II1(X,VyZ) + A1z X — VxII(Z,Y)
consequentemente
VyVxZ =VyVxZ +11(Y,VxZ) — Aix0)Y + VylI(X, Z)
e, novamente, por definicao
VixyiZ =VixyZ + 11([X,Y],2)

e, obtemos, entao, que

RX,Y)Z = Vixy +I1I(X,Y],Z2)+VyVxZ +11(Y,VxZ) - Aiiix.0Y +

+ VYII(X,Z) = VxVyZ - 11(X,VyZ) + Az X — VxII(Z,Y)
R(X,Y)Z — II(X,VyZ) + I1(Y,VxZ) + Ay X — Arrx.p)Y +
— VI, Z2)+ VyII(X,Z) + 1I([X,Y], Z).

Seja W € X (X), temos que

(R(X,Y)Z) = (RIX,Y)Z,W) —(II(X,VyZ), W)+ (II(Y,VxZ),W) +
+ (Any X, W) = (Anx,2Y W) — (VxII(Y,Z),W) +
+ (VyII(X,2), W)+ UI([X,Y],Z),W).

como a segunda forma fundamental é normal a >, enquanto W é um campo tangente,
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temos
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z W) + (A1 X, W) — (Ar1x.2) Y, W).
Porém, como (Arjy, X, W) = (II(X,W),11(Y,Z)) e (Ar1x,2)Y, W), e portanto
(RX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (II(X, Z), I1(Y,W)) — (II1(X, W), I1(Y, Z)).

A seguir, faremos um e um breve comentario sobre orientacao temporal e em seguida
definiremos conceito de hipersuperficie tipo-espaco.

Seja V um espacgo vetorial Lorentziano e considere o conjunto
T={ueV | (u,u) <0}
Para cada u € T definimos o conjunto
Clu)={veT | (uv) <0},

o qual chamamos de cone temporal de V contendo u. Agora seja M uma variedade
Lorentziana e 7 uma funcdo em M que associa cada ponto p € M a um cone tipo-
tempo 7, € TPM. Se, para cada ponto p € M existe uma vizinhanca U de p e V €
X (M), onde V(q) € T, para todo q € U, dizemos que T é diferenciavel e que 7 é uma
orientacio temporal de M. Quando M admite uma orientacio temporal dizemos que M é
temporalmente orientada. Na realidade, uma variedade Lorentziana M é temporalmente
orientada se, e somente se, existe um campo K € X (M) tipo-tempo globalmente definido
em M. Um exemplo cldssico que podemos dar é o espaco de Lorentz-Minkowski R} =
n+1 -
L™, pois 5

K=o =(10,..0)

¢ um campo de vetores globalmente definido em L"*!,
A partir daqui ¥ sempre ird denotar uma hipersuperficie tipo-espaco da variedade de
Lorentz M, onde M sempre denotard o espaco-tempo GRW . Para referéncias futuras

enunciaremos estas consideragoes na seguinte definicao.

Definigao 1.6.6. Sejam (X, (,)x) uma variedade Riemanniana e (M, (,)) um espaco
tempo GRW. Se ¢ : ¥ — M ¢ uma imersao isométrica dizemos que ¥ é uma hipersu-

perficie tipo-espago. Nesse caso, também denotaremos a métrica de ¥ por (,).
Um resultado ainda mais especifico a respeito de orientagao temporal pode ser for-
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mulado para hipersuperficies tipo-espacos imersa em uma variedade Lorentziana tem-
poralmente orientada. Este resultado é uma proposicao, cuja demonstracao pode ser

encontrada em [31), Proposicao 2.7].

Proposicao 1.6.7. Seja > uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade Lorentziana
temporalmente orientada M. Entdo © admite wm dnico campo de vetores normais e
unitdrios N € X(X)*, na mesma orientagdo temporal de M Em particular, Y €

orientdvel.

Pela proposicao anterior, considerando um campo vetorial unitario tipo-tempo global-

0 _
mente definido em GRW 0, = (5) , onde (t,z) € M, temos que existe um unico
t/ (tz)

campo de vetores normais unitarios N definido em ¥ na mesma orientagao temporal de
0y, e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (para vetores tipo-tempo veja [25, Proposigao
5.30]), obtemos

(0 )| > [BIN] = 1= (3, N) < 1.

Iremos nos referir a este campo tipo-tempo normal unitario N como aplicacao de Gauss
da hipersuperficie X.

Como o espago-tempo GRW tem indice constante igual a 1 (e portanto somente uma
dire¢@o normal), omitiremos o campo normal N que aparece como subindice de operador

de Weingarten A. Sendo assim, dados X,Y € X(X) pela férmula de Gauss temos
VxY =VyxY — (AX,Y)N.
Porém, sendo N um campo tipo-tempo normal unitario, temos que (N, N) = —1, logo
(VxN,N) =0

assim, V;N = 0 para todo X € X(X) e nossa férmula de Gauss se reduz a Vx N = —AX.
Se atentando ao fato que I7(X,Y) = —(AX,Y )N podemos reescrever a equacao de Gaus

Ccomo

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" — (AX, Z)AY + (AY, Z)AX,
e considerando que (VxA)Y = Vx(AY) — A(VxY), temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.6.8. A equacdo de Codazzi de uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em

um espaco-tempo ambiente arbitrdrio € dada por

(R(X,Y)Z,N) = {(VyA)X — (VxA)Y, Z) (1.12)
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ou equivalentemente
(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X. (1.13)

1.7 As transformacoes de Newton e seus operadores

diferenciaveis associados

Considere a imersdo ¢ : ¥ — M e seja A : X(X) — X () operador de Weingarten
(ou operador forma) de ¥ refente a aplicacao de Gauss N. Como dito anteriormente, A
¢ um operador linear auto-adjunto em cada espaco tangente 7,3, além disso, seus auto-
valores £1(p), ..., kn(p) s@0 as curvaturas principais da nossa hipersuperficie ¥. Associado

ao operador forma existem n invariantes algébricos dado por

Sk(p) = ok(K1(D), -y Kn(p)), com 1 < k < n,

onde o : R” — R é a funcao simétrica elementar dada por

n
or(x1, ..y xy) = g Tiy v Ty
11 <...<tp

Proposigao 1.7.1. Considere Sy = 1. Dado p € %, o polinomio caracteristico de A pode

ser dado por

det(tI — A) = (=1)"Sptm*

k=0

onde Sy denota as fungoes simétricas elementares de Ky, ..., K.

Demonstragao. Seja p(t) o polindémio caracteristico da matriz associada ao operador A.
Como A é simétrico, bilinear e auto adjunto, temos que A é diagonalizavel. Logo, existe
uma base na qual A pode ser representado por uma matriz diagonal. Assim, podemos

escrever seu polinomio caracteristico p(t) da seguinte forma:

t—:‘il 0 0

0 t—kKy O
p(t) = det(t] — A) = det : 0 0
0 t—FKp_1 0
0 0 t— K,

ou seja,
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p(t) = (t=r){t = Ka)...(t = Kn)

= (ZFL " 1) + Z K Kigt™ 2 4 (1) Z Ky Rk 7T 4

11 <t2 11 <...<ip

+ (=1)"K1-- Ky
= "= St Sot" P L St 4+ (=18,

n

= ) (~1)"Spt

k=0
como o esperado. [ |

Definigao 1.7.2. A k-ésima curvatura média Hy de uma hipersuperficie ¥ serd definida

por
n
(]{]) Hk = (—1)’“5;{ = Uk(—/’il, cey —/‘in),

onde 1 < k <mn.

Observe que a partir do modo como definimos Hy, para k = 1, temos
nH, =-S5, = H, = ——ZKJZ ——tr (A)=H

que ¢é justamente a curvatura média de 3, isto é, a curvatura extrinseca principal da
hipersuperficie. A escolha do sinal (—1)F em nossa definigao ¢ motivada pelo fato
de que nesse caso, o vetor curvatura média é dado por H = HN. Além disso, quando k é
par, segue-se da equacao de Gauss da hipersuperficie que o valor de Hy é uma grandeza
geométrica que esta relacionada a curvatura intrinseca de X. Por exemplo, para k = 2,

um breve calculo mostra que
n(n —1)Hy = S — S + 2Ric(N, N), (1.14)

onde S e S sao, respectivamente, a curvatura escalar de ¥ e M, e Ric representa o tensor
de Ricci do espago-tempo ambiente GRW. Para isso, considere { Fy, ..., £, } um referencial

ortonormal da hipersuperficie 3. Por defini¢ao, temos

Ric(X,Y) = i(R(X,Ei)Y,Ei)

i=1
n n

= Y (R(X,E)Y, E) Z (AX,Y)(AE;, E;) + i(AEi,Y)(AX,Ei)

=1
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= i(ﬁ(X, E)Y,E;) — (R(X,N)Y,N) + (R(X,N)Y,N) — (AX,Y)tr(A) +
+ alx, AY)
= i e(R(X, E)Y,E) + (R(X,N)Y,N) — (AX, Y)tr(A) + (AX, AY)

= Ric(X,Y)+ (R(X,N)Y,N) — (AX,Y)tr(A) + (AX, AY)

perceba que {E1, ..., E,, N} fornece um referencial ortonormal para M. Sendo S = tr(Ric)

entao,

n

S = ) Ric(E; E)
=1

= im(a, E;)+ > (R(E;, N)E;, N) =Y (AE;, E;)tr(A)

+ Y (A’E;, Ey)
=1
n+1
= Y Ric(E;, E;) + 2Ric(N,N) — tr(A%) + n’H>.

i=1

obtemos, assim que
tr(A*) —nH? = S — S+ 2Ric(N, N). (1.15)

Note que pela definicao de Hy, temos que

n
Hy =
(2> 2 SQ;

Logo,

n(n—1
QHQ = 0'2(51,...//»'”)

= E /'iil :‘ii2

11 <tg

= Slr(An) — (AP

= 5(tr(A%) —n’HY),

consequentemente
n(n — 1)Hy = tr(A?) — n*H?.
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Finalmente, substituindo a igualdade obtida em , obtemos
n(n —1)Hy = S — S + 2Ric(N, N).
Defini¢ao 1.7.3. A k-ésima transformag¢ao de Newton € a aplicagio Py, : X (X) — X (%)
definida indutivamente a partir do operador forma A e da definicao [1.7.3 por
Ph=1¢eP, = (Z)ka +AoP,_;.

para k =1,...,n, onde I denota a identidade em X (X). Fazendo (k — 1)-substitui¢des ao

operador P,_1 na definicdo acima, obtemos equivalentemente

k
P=Y C) H AR,

§=0
Observe que P, = 0. Faremos a verificacao desta observacao utilizando a proposicao

e o Teorema de Cayley-Hamilton enunciado a seguir.

Teorema 1.7.4 (Cayley-Hamilton). Seja A uma matriz quadrada de ordem n, e p(t) seu

polinomio caracteristico dado por
p(t) = det(tl — A)
onde I € matriz identidade de ordem n. Entao
p(A) = 0.

De fato, pela definicao acima, temos que

P, = Xn: (”) H A"

=0 \J

— n n—0 n n—1 n pAn—(n—1) n pAn—n
(0>H0A + <1>H1A Fot (n_ 1)H]A + (n)HJA

= A" — S AT 4 (—1)" S, AL+ (= 1), A

e pela proposicao temos P, = p(A), assim, pelo Teorema de Caley-Hamilton, con-
cluimos que P, = 0.
Perceba que, caso k seja par o operador Py, nao depende da escolha da aplicacao de

Gauss, porém, caso k seja impar, ocorre uma mudanca de sinal da definicao de Py

Proposicao 1.7.5. Para cada p € X, Py(p) € um operador linear auto adjunto em cada

espago tangente 1,3, que comuta com o operador A(p).
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Demonstracao: Utilizaremos aqui o critério de indugao. Primeiramente facamos a veri-

ficacao que P, comuta com A.

Por defini¢ao, temos

AP, = A((=1)FS) I + Ao Pp_y)

Se k = 0, segue que

APy=Al =1A=F,A

Suponhamos que nossa afirmacao seja valida para k — 1, ou seja, AP,_1 = P,_1A, e

mostremos que o resultado ainda é valido para k. Veja que

APy

A((=1)FSpI + AP,_y)
A((=1)*SiI + P, A)
(-1)FA+ AP, A
(=D)*SpI + AP,)A
PA.

Portanto, A comuta com P,. Mostremos agora que P, é auto adjunto. Sejam X,Y €

X(X), se k =0, temos

(PX,Y) = (IX,Y) = (X,IY) = (X, RY).

Suponhamos agora que o resultado é valido para k — 1, ou seja, (P,—1X,Y) = (X, B,_1Y)

e mostremos que é valido para k. Dados X,Y € X (X)), temos

Logo, P, é auto adjunto.

((=1)"SpI + APy_1),Y)
(—1)FSLX,Y) + (AP, X,Y)
(=DRSY) + (X, P AY)
—DFSpI + P A)Y)
—1)FSpI + AP,)Y)

Proposicao 1.7.6. Seja E, ..., B, um referencial ortonormal que diagonaliza o operador

A (ou seja, AE; = k;E; i=1,...,n). Entao, este referencial ortonormal também diagonaliza
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o operador P, e Py E; = p; . F; onde

pi(p) = (—Dkag—zl(m(p), cokn(0) = (1D Y R (p)-ehi ()

<o <y
Demonstracao: Fixemos i, 1 <17 < n e apliquemos inducao sobre k. Se k = 0 entao
Py = TE; = pioE;s.
Suponhamos que o resultado seja valido para k, ou seja,
P = Mz‘,kEi
e provemos para k + 1. Por defini¢ao

P B = (-D)"'Sp B+ ABE,
= (=D)""'Sp B + Al Ey)
= (—1)k+15k+1Ei + ,ui,k;/{iEr (116)

Como
ik = (—1)"Sk + Kiftig—1 = Kiptige = pigr1 — (— 1) Sk
substituindo em (|1.16]), obtemos

PonE; = (-1)"'S 0 E + (Mier — (=) Sy 1) E;
= (=1)""Sp B+ pigr B — (1)1 S B

= Wik i
Portanto, para todo & = 1,...,n, vale P,E; = p;,E;. Perceba que p;; € fjx+1 nao
O O
dependem de k;, entao Hikr1 _ OBik _ 0, logo,
8/@ 8/@
(_1)k+160_k+1 — (_1)k—|—lask’+1
8/{,- 8/@-

= (s + o)
- 8/-4;1- Hi k+1 il k
aﬂi,k—i—l +5/<z‘m,k

8/@' 6/@
Ok a,ui,k
= M Ki
(%1-’“ ok + 8/@-
= Hik-
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Proposicao 1.7.7. Para cada 1 < k < n vale

(i) tr(FPe) = ciHy;

(ii) tr(APy) = —ckHyi1;

(iii) tr(A*Py) = (1)) (nHHypy — (n— k — 1) Hypo);
(iv) Para cada € X(X) e cada 1 <k <n-—1

w(Px) = () i, ),

onde ¢y = (n—k)(}) = (k+1)(,},)-
Demonstracao:

(i) Considere o referencial ortonormal {F1, ..., E,} que diagonaliza o operador A, temos

que

n n

Tr(P:) = Z<PkEi7Ei> = Z<,uzkEuEz>

i=1 i=1

= Z ik B, Ei)
=1

n

= g Hi &
i=1
n

= ;(_1)kSk + Kifli k-1
= (=1)(n—k)Sp = (n— k) (Z) H, = (k+1) (k Z 1)Hk+1.

(ii) Por defini¢ao, temos

TT'(A o Pk) = TT’(PkJrl — (/{;
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(ili) Pela definicao do operador de Newton

n n
Pey1 = (k: n 1) Hyp+ AP, = AP, = (k: N 1) Hy A+ AP,

n
= A2Pk = APk+1 — (k‘ I 1)Hk+1A

Consequentemente,

n
Tr(A*P,) = Tr (APk+1 - (k N 1) HkHA)

n
E+1

- (k-2 (k Z 2) Hyro — (k Z 1) Hyor(—nH)

n n

n!

- (kL)”HH’““ (k42— k—2)!

_ (k Z 1) (RHHyp1 — (n — k — 2)Hyi) -

- Tr(APkH)—( )HkHTr(A)

(iv) Seja {E,..., E,} um referencial ortonormal em ¥ que diagonaliza o operador A em

um ponto p € X, ou seja, AF; = k;F;. Entao,

(VxA)(E;) = Vx(AE;) — A(VxE;))

= VX(/@EZ) — A(Z<EJ’ VXE1>EJ)
j=1
= /izVXEZ +X(/<L)Ez - Z(VXE“E]>AEJ

j=1
n

- Z ("ii - ﬁj)(Vin, Ej>Ej + X(Iil)EZ

=Lyt
Sendo assim, temos

tr(ProVxA) = i(Pk(VXA)Ei, E;)

=1

) Z <Pk (XW)Ei . 2 (54— ) (VB EJ->E]-),EZ.>

B Z(Pk(x<m))Ei,E¢>+§n:<Pk( 3 <ﬂi—ﬂj)<vXEi,Ej>Ej),Ei>,

i=1 i=1 j=lii#j
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isto é,
tr(PyoVxA) = ZX ki) (PeEy, By +Z Z ki — 1) (Vx B, E;)(PLE;, E;)
1= 1] 1]751
= ZM piw( B, E) +Z Z ki — k) (Vx Er, Bj) (B, B
i=1 j=1;j#i
= ZX(/‘%)MJ@
=1
logo,

tr(ProVxA) = ZX(Hi)Nz’,k

= Y Xw) Y (k) ()
i=1 11 <l i 50 0
= —X( Z (_/fil) e (_/{ik+l))

11 <...<i

= —X((-1)""Sks1)

- —(k Z 1) (VHys1, X).
m

Definicao 1.7.8. Seja V a conexdao de Levi-Civita de . Para cada transformacgao de
Newton Py, definimos o operador diferencial linear de sequnda ordem Ly : C®(¥) —
C>=(X) por Ly = tr(P, o V2f).

Observe que, a partir da definicao do operador Ly, podemos constatar que
tr(P, o V2f) = tr(V:f o B,).

De fato. Pela definicao do operador Ly, temos

n

Li(f) = t?"(PkOVQf)=Z<(Pkov2f)(3i),Ei>

= Z<Pk(V2f(Ei))7 Ei)

= Z<Pk(vEZVf)7 EZ>

=1
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Utilizando o fato de P, ser auto-adjunto

n

Le(f) = §<Pk<inVf),Ei> (1.17)
= i(vpk(Ei)vf>Ei> (1.18)
= zj;(VQf(Pk(Ei>)aEi> (1.19)
UV e R(E). B) (120
= ;r(1V2foPk). (1.21)

A passagem que acontece entre as equagoes ([1.18]) e (1.19)) se deve ao fato de que o

hessiano pode ser visto como um campo tensorial simétrico dado por
VX, Y) = (VxVL,Y).
Veja que pela compatibilidade da métrica temos
X(VEY) = (VxVLY) +(V,VxY) = (VxVY) = X(V[,Y) = (V[, VxY).

Pela definicao de gradiente, temos

(VxV5Y) = XY (f) - VxY(f)
= X(Y(f)) = df(VxY)
= X(Y(f)) —df(VyX +[X,Y])
= X(Y(f) = df(VyX) —df([X,Y])
= XY(f) —df(VyX) = [X,Y](f)
= X(Y([)) —df(VyX) = X(Y(f)) +Y(X(f))

(X(f) = df(Vy X)
= Y(Vf X)— (VfVyX)
= <VvaaX>

0 que justifica nossa passagem entre as equagcoes (|1.18)) e ([1.19)).

Definigao 1.7.9 (Diferencial covariante de um tensor). Seja P, um (1,1)-tensor em X.

O diferencial covariante V Py, é dado por
VP.(X,Y)=(VxP.)(Y)=Vx(PY)— P.(VxY); VX, Y € X(¥).
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Pela definigao anterior, dado um referencial ortonormal {F, ..., F,, } de ¥, temos

(VE)P(Y) = Vg (B Vf) = P(VEY) & Vi (P(Vf) = (Ve P)Vf + P(VEVY).

Agora, utilizando a definicao de divergente juntamente com a expressao anterior, temos

n

div(P(Vf)) = Z<VEi(Pk<Vf>>7Ei>

i=1
n

= > ((VeP)VS+P(VEVS), E)

i=1
n

= (Ve R)

i=1
n

i=1

= Y (VL (Ve P)E)+Y (Ve VS, PE)

=1

=1

= (V/, Z<VE¢Pk, E;)) + Ly,

= <Vf, dZ"UPk> + Lk.

VIE)+Y (P(VE V), E)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

A passagem entre (|1.22)) e ([1.23]), se deve ao fato de que o operador Vx Py é auto-ajunto

(veja [31, Proposicao 2.25 |).

Proposigao 1.7.10. Seja X € X(X) e P, : X(X) — X (X).

Vx Py € auto adjunto.

Demonstracao: Sejam X,Y, 7 € X(X).

tensor, temos

Vx(PY) = (VxP)Y + Pi(VyY)

logo,

(VxPp)Y + P.(VxY), Z)
(VxP)Y,Z) 4+ (P(VxY), Z).

Pela compatibilidade da métrica temos

X((PY),Z) = (Vx(PY),Z) + (VPY,VxZ).

Substituindo e isolando ((VxFy)Y, Z) em (1.25), obtemos,

(VxP)Y,Z) = X(PY, Z) — (BY,VxZ) — (P:(VxY), Z).
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Como P, é auto adjunto, entao

(VxP)Y,Z) = XY, PZ) = (Y, P(VxZ)) = (VxY, PZ)

(VxY, P Z) + (Y, Vx(PxZ) — (Y, P(VxZ)) — (VxY, PZ)
= (Y, Vx(PZ) — P(VxZ))

(Y, (VxF)Z).

Uma observacao interessante que podemos fazer é que, caso Py seja livre de divergéncia
(ou seja divP, = 0), entdo, Ly = div(Py(Vf)), e Ly é um operador forma diferencidvel
de divergéncia em Y. Um caso facil de notar é quando k = 0, que nos da operador L
que é justamente operador laplaciano A em Y. O mesmo ocorre para todo £k =0,1,2,...n
quando o espaco-tempo GRW tem curvatura seccional constante, pois, como pode ser visto
em [, Corolario 3.2], quando o espaco-tempo ambiente —1 x y M™ tem curvatura seccional
constante, as transformagoes de Newton Py sao livres de divergéncia (divP, = 0). Tal
resultado decorre de uma expressao para os operadores de Newton que pode ser encontrada

em [4, Lema 3.1], que serd enunciado a seguir.

Lema 1.7.11. As divergéncias das transformacoes de Newton Py, sdo dadas pela sequinte

formula indutiva

dZU(Po) =0
1.26
div(P,) = A(div(Py_)) +Z (N, Po1E)E;)" (1:26)
FEquivalentemente, para cada campo tangente X € X (X) seque que
k n
(divPy, X) =Y Y (R(N,P_jE)E;, V' X). (1.27)

7j=1 =1

Demonstrag¢ao: Dados X,Y € X(X), temos
(Vx)(Y)=Vx({IY)—-IVx(Y)=Vx(Y)—-VxY =0.

Logo,

div(FPy) = div(l) = i(VEZ.I, E;) =0.

i=1

Agora, consideremos k > 1. Pela definicao do operador de Newton temos que dados
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XY € X(%)

(VxP,) = Vi ((Z) Ho+ Ao P“) Y
— Vi ((Z) HyY + A(Pk_l)Y>
— Vy ((Z) HkY> + Vi (A(P)Y)

sendo assim,
(VxP)(Y) = ((Z)X(Hkﬂ) (V) + (Z) Hu(VxI)(Y) + Vx(Ao P )Y
= ()7 X)) + (T3 PY) + (AT P

A partir disto, temos,

div(Py) = > (Vi P)(E)

n n

= Z <k> (VHy, E;) Z(VEiA)(Pk—l o Ey) + ZA (Z(V&Pk—b Ei>)

i=1 i=1
n . .
i=1
Como Vg, A é auto-adjunto, para todo e qualquer X € X (X)), segue que,
(Vi A)(PirE;), X) = (Peo1 By, (Vg A) (X)),

Fazendo uso da equacio de Codazzi (R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X e do fato que

(Vg A) é auto-adjunto, obtemos

(Ve A) (P E), X) = (BB, (VEA)(X))
= (R(X,E)N, P, 1E) + (VxA)E), P.1E;)  (1.28)
= (R(X,E)P._1E;, N) + (VxA)(E;), P._1E;)
= (R(X,E)P,_1E;,N) + (P,_1(VxA)(E), E;).
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Assim,
(div(Fy), X) = < (Z) VH + zn:(inA)(Pk—l) + A(diU(Pk—l))>X>
- <(Z> VH,, X> DUV APr). X) + (Aldivo(Po)), X)

Fazendo uso da igualdade (|1.29) juntamente com a expressao acima, temos

(div(P,), X) = (Z)(VH,X>+i<}_%(X,Ei)Pk_1Ei,N>+
+ Z((PIH o (VxA)(E;)), Ei) + (A(div(Py-1)), X)

= (Z) (VH, X)) + i(E(X, E)) Py 1B, N) +

+ tT’(Pk_l o (VxA)) + <A(dZU(Pk_1)), X>
Pelo item (iv) da Proposigao
n
(o (V) = =( ) (T, )
o que implica

tr(Po_y o (VxA)) = — (Z) (VH,, X).

Entao, temos,

(
-

n

k) (VH, X) +Z R(X, E;)Py-1E;, N) +
n

k:> (VH, X A(div(Py-1)), X)

n

= N (R(X, E)PirEi, N) + (A(div(Pe-1)), X)

= Y (R(E;, X)N, P,1E;) + (A(div(Pey), X)

= Y R(N,PE)E;, X) + (A(div(Py1)), X),

=1
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pelo fato de X € X (X) ser arbitrario, segue-se que

div(Py) =Y (R(N, o1 E))E;) " + A(div(Pi-y)).
i=1
Como era esperado.Vamos mostrar agora a equivaléncia entre as expressoes apresentadas

neste lema, usando o critério de inducao finita. Fazendo k£ = 1, temos,

n

dZ’U(Pl) = A div P1 1 + Z N Pk 1E E) == Z(E(N, Pk_lEz)El)T

i=1
Suponhamos que o resultado seja valido para k — 1, ou seja,

k—1 n

(div(Py—1), X) = > Y (R(N,Pi_1_,E)E;, A7 X).

p=1 =1

Entao

n

(div(Py), X) = Z(E(N, Py_1E)E;, X) + (A(div(Pp_y)), X)

= Z(E(N, Py Ey)E;, X) + (div(Py-1), AX).

=1

Utilizando a hipétese de inducao obtemos,

k—1 n

(div(P), X) = Y > (RN, PioiE)E;, APX) + Y (R(N, Py ) E;, X)

p=1 i=1 =1
n k—1 . n .

= Y ) (RN, P14 E)E;, AP X) + > (R(N, Poo E) By, X)
i=1 p=1 i=1
n k

= Y Y (RN, Pi_qp E)) E;, APTVTIX)
i=1 p+1=2

n k
= Z < Z <}_%(Na Pk’—(l—i—p)Ez‘)Ei,A(j+1)_1X>> .
J p
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Fazendo j = p + 1, obtemos

n k

(div(P), X) =Y Y (R(N,P_jE)E;, A X).

i=1 j=1

Logo, a equagao ([1.26]) implica na equacao ([1.27)). Reciprocamente, tomando arbitraria-
mente X € X(X), temos,

n k—1 n
(div(P), X) = Y (R(N,PerE)E;, X)+> Y (R(N,Po_1_;E;)E;, A~ (AX))
i=1 7j=1 =1
- <Z(R(N P._E)E T,X> + (div(Py_y), AX)
i=1

— <i(}_z(jv, P E)VE)T + Adiv(Py_y), X> .

i=1
Como X € X(X) é qualquer, temos
div(Py) = A(div(Pi1)) + Y (R(N, PorE)E;) T
i=1

o que conclui a demonstracao. [ |

Pela equagao (1.24), temos que Ly, = div(P,(V f)) — (V f, div(Py)), assim, Ly, é eliptico
se, e somente se, P, é positivo definido. Claro que Ly = A é sempre eliptico. Para o estudo
que iremos realizar, sera muito util condigoes geométricas que garantam a elipticidade do
operador Ly quando k£ > 1.

Considere a seguinte proposicao.

Proposicao 1.7.12. Para cada k tal que 1 < k < n, se Hy,..., Hy sao nao negativos,

entao
(i) Hy1Hp < H}

(ii) HH, > Hp

T ol

1
(iii) H > H} > ...> H}.
Quando k£ = 1 podemos enunciar o seguinte lema.

Lema 1.7.13. Seja > uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espaco-tempo GRW.
Se Hy > 0 em X, entao Ly € eliptico ou, equivalentemente, Py é positivo definido (Para

uma escolha apropriada da aplica¢ao de Gauss N).
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Demonstracao: A fim de demonstrarmos o lema apresentado, vamos mostrar que todos
os auto-valores associados ao operador P; sao positivos. Observe que pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz H? = H? > Hy > 0.

Com efeito, veja que

H?>—-H, = 2(2/@) Z Kikj
n 1<z<j<n
1 n
= m (1 )(Zl-{l) -2 Z RiKj
=1 1<i<j<n
2
1 1 [
— m ( ) —E<Z/€Z> -2 Z Iii/ij
=1 1<i<j<n
2
1 1 (<
|G 3 )2 5 ek ()
1<i<j<n 1<i<j<n i=1
1 “ 1 [
= -1 _5<Z>

Considere os vetores v = (K, ..., k) € u = (1,..., 1), obtemos

(Z/@J (u, v) <|qu|2—nZ/<c

O que nos da que H? — Hy > 0, e como por hipétese temos Hy > 0 entao H? > Hy > 0.
Como, H > 0 entao pela definicao de curvatura média de ordem superior temos que

—S1 > 0, sendo assim, existe pelo menos um indice 7 € {1, ...,n} tal que —x; > 0, logo,
S? > K2,
e consequentemente,
Hi1 = —Sk + k; > 0.
Pelo que vimos anteriormente (PyE; = ;1 F;), temos
(PLE;, Bj) = pin(Ei, Ej) = pindi; > 0; Vi e {1,...,n}.
Como Py ¢é auto adjunto, obtemos
i (Ei, Ej) = (B, pjn Ej) = (E;, PLEj) = (PLE;, Ej) > 03 V) € {1, ..., n}.
O que implica que p; ; > 0, pois, caso nao fosse, terfamos

,uj'71:Sl—/ij:O(:)Sl:lij@HiZO;Vi#j:SQZ()#HQ:O.
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Um absurdo! Ja que por hipétese Hy > 0. Portanto, P; é positivo definido. |

Lema 1.7.14. Seja > uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espaco-tempo GRW.
Se existe um ponto eliptico de X3, com respeito a uma escolha apropriada da aplicacao de
Gauss N, e Hpy1 >0 em X, para 2 < k <n — 1, entao, para todo 1 < j < k o operador

L; é eliptico ou, equivalentemente, P; € positivo definido (para aquela escolha apropriada

da aplicagio de Gauss, se j for impar).
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Capitulo 2

Unicidade de hipersuperficies
tipo-espaco com curvatura média de
ordem superior constante em

espacos-tempos GRW

Neste capitulo, faremos o estudo sobre a unicidade de slices tipo-espago imersos em
espacos tempos GRW. Para isso precisaremos desenvolver ferramentas que nos ajudem a
demonstrar tais resultados de unicidade. A principais ferramentas sao as férmulas para
operador L atuando nas fungoes altura e (IV, K), além dos teoremas, aos quais faremos
as devidas mengoes presentes em [22]. Os resultados aqui apresentados foram baseados

no trabalho [5] feito por Luis J. Alfas e Antonio G. Colares.

2.1 O operador L; atuando na funcao altura

Nesta secao, faremos o estudo sobre operador L, atuando na funcao altura, que sera

uma ferramenta essencial para as demonstragoes feitas neste trabalho.

Definicao 2.1.1. Em uma variedade semi-Riemanniana M um campo conforme K € dito
fechado se, para todo e qualquer V € X (M), temos Vy K =V, onde 1 é uma funcdo

suave em M.

Proposicao 2.1.2. O campo de vetores dado por
0 _
K(t,.ﬁ(}):f<t) ar ; (t,:z:)EM
ot (t.2)
¢ conforme fechado, nao nulo apontando para futuro.
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Demonstracao. Pelo modo como K (¢, x) foi definido, temos que

(K,0) = (f(t)0r, 0) = —f(t) <O.

Portanto K é aponta para futuro. Seja Z € X(M). Decompondo Z como Z = Z* — y0,,
onde y = (Z,0,) € C*(M) e Z* € X(M). Entao

VzK = Vo f()0;
= —yVo f(t)0 + V2 f(
= —yf(t)Va,0r — yoi(f(t
= —yf(t)Va,0r — yoi(f(t

)
)0 + Vo, 2"
o 10 (200 7

7
() — vk + S (at;f )) z
Wyt 2 = 12

)
)

Logo,
VK = f'(t)Z. (2.1)

Definicao 2.1.3. Seja ¢ : ¥ — M wma hipersuperficie tipo-espaco com aplicacdo de
Gauss N. A funcao altura de ¥, denotada por h, € a restri¢ao wi(t,z) =t para ¥; ou

seja, h : X — I € dado por h = m o).

Em qualquer espago-tempo GRW existe uma importante classe de hipersuperficies
tipo-espago, a saber, os slices tipo-espaco {to} x M, ty € I. No decorrer deste trabalho os
slices tipo-espaco estarao presentes em boa parte de nossos resultados, fazendo-se assim,
importante a necessidade de uma definigdo que daremos a seguir (veja [3]). As fatias

tipo-espago

Definicao 2.1.4. Uma hipersuperficie tipo-espaco em M ¢é (parcialmente) um slice tipo-

espaco se, e somente se, a funcao h := wy o1 for constante.

Veja que Vr; = —3;, pois dado X € X (M) e escrevendo X = X* — (X, 9,)0;, temos

(Vrr, X) = X(77) = —(X,0,)0,(7r) + X*(71) = — (X, 0,).

Como X € X (M) foi tomado de forma arbitrdria, Vr; = —d;, sendo assim, o gradiente
de h em X é dado por
Vh = (VTF})T = —8;,
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onde
at = atT - <N7 at)‘]V

e 9] € X(M) denota a componente tangente de 0.

Para efetuarmos nossos proximos calculos, iremos considerar a fungao g(h), onde
g : I — R é uma primitiva de f, ou seja ¢’ = f. Como f > 0, podemos pensar em g
como uma reparametrizacao da fungao altura. Em particular, temos que o gradiente de

g(h) em X é dado por
Vy(h) = ¢'(h)Vh = f(B)Vh = f(h)(Vr)" = —f(h)9] = -KT,
onde KT denota a componente tangente de K ao longo da hipersuperficie ¥, no qual

K=K"—(N,K)N.

Pelo que fizemos anteriormente, a equagao ([2.1)) implica que

VxK = f'(h)X, (2.2)

para X € X(X). A partir de todas essas informacoes até aqui apresentadas, podemos

afirmar que
VxKT = f'(h)X = f(h)(N,8)AX = f'(h)X — (N, K)AX. (2.3)
Com efeito, observe que

K = K'+K*
= vxK = vxKT +vxKL
= (WX =VxK +II(X,K") - Ag: X + Vx K+

para todo X € X (X). Sendo assim, temos

(VxK)' = VxK' — A X
(VyK): = II(X,K")+ VK~

Por outro lado, como Vx K = f'(h)X, obtemos
(VxKT) = f'(h)X e (VxK)t =0

entao,
VK" = f/(h)X — A1 X. (2.4)

43



2. Unicidade de hipersuperficies tipo-espaco com curvatura média de ordem superior
constante em espagos-tempos GRW

Porém, temos ainda, que
A X = AaymvanmnX = f(t) Aoy = f()(N, 0 AX
e, portanto,
VxK" = f ()X — f(h)(N,0)AX = f'(h)X — (N, K)AX. (2.5)

Com a expressao ([2.5)) podemos verificar o seguinte lema

Lema 2.1.5. Seja ¢ : ¥ — —1 Xy M™ um a hipersuperficie tipo-espago imersa em um
espaco-tempo GRW com aplicacao de Gauss N. Seja h = w o a funcdo altura de X3, e

seja g : I — R uma primitiva arbitrdria de f. Entao, para cada k =0,...,n — 1, temos

Ly(h) = —(log f)'(h)(crHy, + (Pe(Vh), V) = (N, Op)crHiia

Li(g(h)) = —ce(f'(h)Hy + (N, K) Hy11),

onde cj, = (n —k)(}) = (k+1)(,.%,)-

k+1

Demonstracdo. Primeiramente, mostremos que

Li(g(h)) = f/(h)(Px) + (N, K)tr(Ao ) (2.6)
= —cn(f'(hHy + (N, K)Hyy1)). (2.7)

Considere um referencial ortonormal {E1, ..., E, }. Pela Defini¢ao temos

n

Li(g(h)) = Y _({Pio V2g(h))E;, E:)

i=1

e como
Vg(h) = —-K"' (2.8)

temos pela equacao (2.5) que
VxVg(h) = -VxK" = —f'(h)X + (N, K)AX. (2.9)

Sendo assim,
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n

= Y (B(TE), By

n

= D (P(VEVg(h), Ey).

=1

Pela equagao (2.9)), obtemos

n

Li(g(h)) = Z<Pk(_f/(h)Ei + (N, K)AE;), E;)

= —f'(h)> (PE:i, E;) + (N, K)> (P(AE;), E;)

= —f'(W)tr(P) + (N, K)tr(Ao P).
Pela proposicao temos

Li(g(h)) = —f'(h)exHy + (N, K)(—cxHpq1)
= —c(f'(h)Hy + (N, K)Hj1q).

Agora, considerando o fato de que

decorre,

1
VxVh = Vx (m

1 1
- X (ng(h)) + mwmm»

(1)

R 0 () U B

S pm T O g A
f'(h) (Vh, X) B f/(h)XJr(N,@t)AX

= Tw orm T
Vyg(h)

= (log f)’(h)<Vh,X>m — (log f)' ()X + (N, 0;) AX

Vg(h))

(—=f'(h)X + (N, K)AX)

Pela igualdade em ([2.10f) obtemos

VxVh = —(log f) (W) ((Vf, X)Vh+ X) + (N, 9,) AX. (2.11)
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Considere um referencial ortonormal {E1, ..., E, }, entdo temos por defini¢ao

Li(h) = tr(PyoV?h)
= Z((PkoV%)EZ-,EZ-)

= D (P(VEVh),E)

=1

pela a equagao (2.11]), obtemos

Ly (h)

n

> (Pi(=log f) (B)((Vh, E)Vh+ E;) + (N,0,)AE;, E;)

Z<Pk<— log ) (R)((Vh, E)Vh + E;), E;) + Z(Pk(—(log £ (W E), E;) +

n

i=1

Z —(log f)'(h) (Z(Pm (Ei), Bi) + Z((Vh, E;)P,(Vh), Ez)) +

(N, 0y) Z(Pk(AEi)7Ei>

=1

(g ) (1r(P) + SR, (T, E)E )

(N, 0)tr(Py, 0 A)
—(log f)'(h)(tr(Py) + (Pe(Vh), VA)) + (N, d)tr(Py o A).

Novamente, pela Proposicao

Li(h) = —(log ) (h)(cx Hy + (Po(VR), VHY) — (N, 8,)ex Hysr. (2.12)

2.2 Primeiras aplicacoes

Nesta se¢ao, iremos ver algumas aplicagoes relacionadas as formulas vistas anterior-

mente nas segoes (1.7) e (2.1).

Em boa parte desta dissertacao, o lema a seguir sera de suma importancia em diversos

resultados, e por isso apresentaremos aqui sua demonstracao. Um resultado mais geral
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deste lema pode ser visto em [4, Lema 5.4] juntamente com a Observagao 5.7, onde 14 o

caso abordado nao exige que nossa fibra M seja compacta.

Lema 2.2.1 (Existéncia de um ponto eliptico). Seja ¢ : " — —I x ¢ M™ uma hipersu-
perficie compacta tipo-espago imersa em um espago-tempo GRW espacialmente fechado e

suponha que f'(h) nao se anule em ¥ (equivalentemente, 1(X) estd contido em um slab
Q(tl,tg) = (tl,tg) x M cC -1 X f M
em que f' nao se anula).

(i) Se f'(h) > 0 em X (equivalentemente, f' > 0 em (t1,t2)), entdo existe um ponto

eliptico de Y em relagao a aplicacio Gauss N apontando para futuro.

(i) Se f'(h) < 0 em X (equivalentemente, f' < 0 em (t1,t2)), entao existe um ponto

eliptico de 3 em relagcao a aplicacdo Gauss N apontando para o passado.

Demonstracao. Seja f'(h) > 0 e N a aplicacdo de Gauss apontando para futuro. Sendo
Y) uma hipersuperficie tipo-espaco compacta, a mesma possui um ponto py tal que a
funcao altura h atinge seu minimo. Como pg é um ponto de minimo de h temos que pg
é também ponto critico e portanto Vhi(py) = 0 e pelo fato de 9, = Vh — (N, 9;) N temos
que O (po) = — (N, )N (po), ou seja N e 0, sao linearmente dependentes, e utilizando a
férmula de Cauchy-Schwarz obtemos que (9, N)(py) = —1. Por temos que para

cadat=1,..,n

Vtho (67;, 61') =

(Ve, )
= (—log f) (h(po)){e; + (N, O, N)Ae;, e;)
= (—log f)/(h(Po)x@i; ei) — (Aej, €;)
= (—log f)'(h(po)) — Ki(po) > 0,

onde {ey, .., e,} sao dire¢oes principais de py. Logo

(—log f)'(h(po)) — Ki(po) = 0 < 0> (—log f) (h(po)) > ki(po)- (2.13)

Como era esperado.

Analogamente, se f/(h) < 0 escolhemos em ¥ a aplicagao de Gauss N apontando para o
passado. Como X uma hipersuperficie tipo-espaco compacta, consideramos agora o ponto
p1 tal que a funcao altura h atinge seu maximo. Como p; é ponto de maximo de h temos
que p; é também ponto critico, e, portanto, Vh = 0 e pelo fato de 9, = Vh — (N, 0;) N,

temos que 9; = (N,9;)N, ou seja, N e 0, sao linearmente dependentes, e utilizando a
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férmula de Cauchy-Schwarz, obtemos que (9;, N) = 1. Novamente por (2.11]) temos que

paracadat=1,...n

Vil (eisei) = (=log f) (h(p1)) + ki(p1) <0 (2.14)

onde {ey, ..., e, } sao dire¢oes principais de p;. Como f'(Amqe) < 0 entao

ki(p1) < (108 f) (haz) < 0. (2.15)

A prova do Teorema serd uma consequéncia do lema seguinte, que na verdade ¢é
uma generalizagao de [6, Lema 3 e Coroldrio 4], j4 que nosso lema se aplica a curvaturas

média de ordem superior ao invés de somente o caso de curvatura média comum (k = 1).

Lema 2.2.2. Seja —1 x; M™ um espaco-tempo GRW espacialmente fechado e ¥ uma
hipersuperficie compacta tipo-espago imersa em —I Xy M"™. Suponha que para algum
k€ {0,1,...n — 1}, a k-ésima transformacao de Newton Py é semi-definida em ¥ e a

fungao Hy nao se anula em . Entao, o quociente Hyyq/Hy satisfaz

i (1) < (001 () € (f00) () < mae (2452

k k

onde hpin € hmax denotam, respectivamente, os valores minimo e mdzrimo da fun¢ao altura

em Y. Em particular, se a funcgdo tor¢ao [ satisfaz ff" — f> <0, entdio

min (H]§+1> S (ZO.gf),(hmax) S (logf)/(hmin) S max (Hf’;—i—l) .

k k

Demonstracao. Seja > uma hipersuperficie compacta imersa em —I Xy M, e considere
a aplicacao de Gauss N apontando para futuro. Pelo fato de ¥ compacta, temos que
existem pontos Puin € Pmax, tais que a funcao altura h atinge seu valor minimo e seu valor

maximo respectivamente, ou seja,
h(pmin) - le%l'lh - hmin S hmax - mSXh - h(pmax) (216)

além de Vh(pmm) = Vh/(pmax) = 0. LOgO’
(0)pmax = N (Pmax) € (O)ppin = N (Pmin)
e pelo Lema [2.1.5] temos
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Lk(hmax) = —(10g f),(hmax)(cka<pmax) + <Pk(Vhpmax)7 Vh(pmax»)
<Npmax’ (8t)pmax>cka+1(pmax)
- _(log f)/(hmax)(cka (pmax> - <Npmax; <8t)pmax>cka+1 (pmax)

(2.17)
logo,
iLk(hmax) = Hiy1(Pmax) — (10€ f) (hmax) Hi (Pmax)- (2.18)
Analogamente,
CikLk(h)(Pmm) = Hi1(Pmin) — (10gf) (hmin) He (Dmin)- (2.19)

Considere agora, sem perda de generalidade, que P, é semi-definida positiva, entao
terfamos que H; > 0, mas, como por hipdtese H, # 0 em ¥, temos H; > 0. Sendo
assim, pela DefinicddL.7.§| Ly (h) = tr(P o V2h), onde V2h(pmin) 6 positivo semi-definido
e V2h(pmax) € negativo semi-definido, temos Ly(h)(pmin) > 0 € Li(h)(Pmax) < 0 (pois B,
é positivo semi-definido). Logo, pela equagoes e obtemos

o (556 ) = (55 ) i) = (1 Y () (2.20
min (H;[;) < (H;IZI) (D) < (108 £)' (Fnase). (2.21)

Claro que se (—log f) é convexa, entao (log f)" é ndo crescente, ou seja
(log f)l(hmaX) < (log f)/<hmzn)

e, assim, pelas desigualdades ([2.20]) e (2.21)) concluimos

min (Hff?> < (log f) (hmax) < (108 f) (Funin) < max (H;l) |

k

O caso em que Py e negativo semi-definido é analogo, levando em conta que agora Hy < 0
em X, € Lip(h)(Pmin) < 0 e Li(h)(Pmaz) > 0. [
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Teorema 2.2.3. Seja —1 xy M"™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado, de modo

que sua fungao tor¢ao satisfaca a sequinte condi¢ao

ff" =7 <0, (2.22)

(isto €, tal que —log(f) é convezo). Seja 3™ uma hipersuperficie compacta tipo-espago
imersa em —I Xy M"™ cuja k-ésima transformacao de Newton Py ¢ definida em X, para
algum k = 0,1,....n — 1. Se o quociente Hy.1/Hy for constante, entdo a hipersuperficie

¢ um slice contido em {to} x M, onde ty € I satisfaz f'(to) # 0 se k > 1.

Demonstrag¢ao. Seja > uma hipersuperficie compacta tipo-espaco imersa em M e N sua

aplicacdo de Gauss apontando para futuro. Como por hipétese (—log f) e convexa e

H;}—:l = « é constante (onde o € R), temos pelo Lema [2.2.2 que
Hiq o , B ,
7, 108 f) (M) = (10g £) (Fimin) (2.23)
e, consequentemente, /
(log f)'(h) = ];EZ)) = H:I? =aq (2.24)

é constante em . Pelo Lema [2.1.5] temos
Li(g(h)) = —cx(f'(h)Hy, + (N, K) Hy 1)
mas, de ([2.24)), obtemos que f'(h)Hy, = f(h)Hg41, logo
Li(g(h)) = —cx(f(h) + (N, ) Hyy1. (2.25)

Note que, pelo fato de Py ser definida temos que Hj,; = aHy nao muda de sinal em ¥ e
(N,K) < —f(h) < 0em X. Entéo, de (2.27)), temos que Ly(g(h)) ndo muda de sinal em ¥,
que ¢ uma variedade Riemanniana compacta. No caso de Py ser positivo definido, temos
que Ly é um operador eliptico e pelo principio classico do méximo, concluimos que g(h) é
constante. Caso Py seja negativo definido, entao — Ly, é eliptico e consequentemente, g(h)
continua sendo constante. Mas, se g(t) for crescente, entao isto significa, necessariamente,
que h é constante em ¥ e, entao, nossa hipersuperficie 2 é um slice {to} x M. Finalmente,
se k > 1, entao f'(t9) # 0, ja que os slices {¢o} x M sdo totalmente geodésicas em —1 x s M,

consequentemente P, = 0, ja que A = 0. [ |

Conforme dito em Montiel [22], embora a hipdtese de — log f ser uma fungao convexa
é uma condicao razoavelmente fraca, esta condicao é suficiente para obter resultados de

unicidade para hipersuperficies tipo-espaco em espacos-tempos GRW. Um exemplo é, que
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todo espago-tempo GRW obedecendo a condigao de convergéncia tipo-tempo (que sera
visto mais adiante) satisfaz Agora como uma primeira aplicacao do Teorema m,
juntamente como o Lema [1.7.13| temos o seguinte corolario.

Corolério 2.2.4. Seja —I X M™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado de modo

que sua funcgdo torcdao satisfaca a condigao

ff”_fQSOa

Entao, as unicas hipersuperficies compactas tipo-espaco ¥ imersas em —I Xy M™ de modo
que Hy >0 em X e o quociente Hy/Hy € constante sao os slices contidos {to} x M, com
to € I satisfazendo f'(ty) # 0.

Perceba que para aplicar o Lema e obter uma segunda aplicagdo do Teorema
2.2.3, € necessario ter alguma condicao geométrica que garanta a existéncia de um ponto
eliptico. Entao pelos Lemas|1.7.14] juntamente com o Teorema obtemos,

Corolario 2.2.5. Seja M um espaco-tempo GRW espacialmente fechado de forma que

sua funcao tor¢ao satisfaca a condi¢ao

ff//_ f/2 < 0.

Assuma que X, n > 3, € uma hipersuperficie compacta tipo-espago imersa em —I x ¢ M™
que estd contida em um slab Q(ty,t3) C —I x ¢y M™ no qual f’ nao se anula. Se Hy1q >0
em X para algum k > 2 e um dos quocientes H;1/H; for constante para algum 1 < j <k,

entao . € necessariamente um slice contido em {to} x M, com ty € (t1,1t3).

Teorema 2.2.6. Seja —1 x ¢ M"™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado de forma
que sua funcao torcao satisfaca a condicao , com tgualdade apenas em pontos iso-
lados de I, no mdximo. Seja X uma hipersuperficie compacta tipo-espaco imersa em
—1 Xy M™ cuja k-ésima transformacao de Newton Py, € semi-definida em X e Hy nao se
anula em 3, para algum k =0,1,...,n — 1. Se o quociente Hyy1/Hy for constante, entao

a hipersuperficie é um slice contido em to x M, onde to satisfaz f'(ty) # 0 se k > 0.
Demonstracao. Pelo mesmo argumento do Teorema [2.2.3] temos que

Hi
Hy,

= (log f)/(hmax) = (log f),(hmin)'

Como ff”" — f? <0e ff” — f» = 0 no maximo em pontos isolados, temos entdao que

H
(log f)'(h) é estritamente decrescente e como I:':l = (log f) (hmax) = (10g f) (hmin),

entao hpax = Amin, OU seja, h é uma func¢do constante em %, e 3 é um slice {to} x M onde

J'(to) #0. n
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2.3 Formulas de Minkowski para hipersuperficies

em espacos-tempos GRW

Nesta secao, iremos apresentar as formulas de Minkowski para hipersuperficies com-
pactas tipo-espaco imersas em GRW ainda como aplicagoes das férmulas do Lema [2.1.5]
A motivacao dessa abordagem se deve ao fato de que essas novas férmulas de Minkowski
podem ser aplicadas em hipersuperficies com curvatura média de ordem superior cons-
tante em quaisquer espacos-tempos RW, até mesmo quando o espago ambiente nao tem

curvatura seccional constante.

Lema 2.3.1. Seja ¢ : ¥ — M uma hipersuperficie compacta tipo-espaco imersa em um

espago-tempo GRW. Entao

/(f’(h) + (N, K)H)dY =0 (2.26)

n(n —1) /(f’(h)H + (N, K)Hy)dS.
)
= [OVR)Riew (NN ~ (0= 1)(log Y ()[THR)E. (227
)
Demonstracao. Seja > uma hipersuperficie compacta tipo-espaco imersa em um espaco-

tempo GRW. Como
div(Py(Vf)) = (divPy, V) + Li(f)

e
Li(g(h)) = —ci(f'(Hi) + (N, K) Hy11)
logo,
div(Py(Vg(h))) = f(h){divPy, Vh) — cx(f'(h) Hi + (N, K) Hjs1) (2.28)
para cada k =0, ....,(n — 1). Integrando em X, temos pelo Teorema da Divergéncia

0= /Z div(Pu(Vg(h)))dS = /E F(R)(div(Py), VRYAS — e /Z F(h)Hy + (N, K) Hy 1
o que nos da
o [ (P Hy+ (VK Hi)ds = [ F(dio(P). Vs (2.29)

onde dY é a medida Riemanniana induzida em Y.
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Se que k = 0, entdo temos que Py = I, div(Fy) = 0, que é a primeira férmula de
Minkowski

[+ @ rymas o (2.30)
b
Vejamos agora o caso k = 1. Pelo Lema para k =1,...,(n — 1), temos que

k—1 n
(divPe, X) =) > (R(E;, A IX)N, BE;).
7=0 =1

Assim, se k = 1, temos,

(divP,Vh) = i(ﬁ(Ei, Vh)N, E;)

i=1

i=1
n

= Y —R(Vh E;, N, E)

i=1

= - iﬁ(w, E;, N, E;)

= —Ric(N,Vh)
= —Ric(Vh,N),

Decompondo nosso campo 0y, obtemos o seguinte

o = 9/ —(0,N)N

O = —Vh—{(0,N)N
Vh = —0,—(0;, N)N
logo,
(Vh)* = —(0;, N)N*, (2.31)

entao, considerando (1.8)) e (div(Py), Vh) = —Ric(N, Vh), temos

Ric(N,—Vh) = Ricy(N*,—(Vh)*) + (n((log f)')* + (log f)"){Vh, N) +
— (n—1)(log f)"({N,0;)(—=Vh, )
= Ricy(N*,(N,0,)N*) — (n — 1)(logf)"(N,d,)(—Vh,—Vh — (N, 9,)N)
= (N,9,)Ricy (N*,N*) — (n — 1)(log f)"(N, 8;)(—=Vh,—Vh)

= (N, 0;)(Ricy(N*,N*) — (n —1)(log f)"|Vh[*).
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Portanto, obtemos que a segunda férmula de Minkowski (quando k& = 1) para uma hiper-

superficie tipo-espago compacta em um espaco-tempo GRW é dada por

o / (F/(R)H + (N, K)Hy)dS
= /E<N, K)(Ricy(N*, N*) — (n — 1)(log f)"(R)|Vh|*)dX.

Com base no Lema anterior, é natural pensar como seriam sucessivas formulas de
Minkowski para k > 2. Afim de deduzirmos tais formulas iremos assumir que para n > 3,
o espago-tempo GRW —I x ¢ M tem fibra com curvatura seccional constante, em outras
palavras, —I x; M é um espago-tempo RW. Feito estas consideragoes enunciaremos o

seguinte resultado.

Teorema 2.3.2. Seja ¢ : ¥ — —1 xy M"™ uma hipersuperficie compacta tipo-espago
espaco 1mersa em um espago-tempo RW, sendo M™ uma variedade Riemanniana com

curvatura seccional constante k. Entao, para cada k = 2,...,n — 1

(3) [t v st = [ (5 - Goarf'®) (3, K) P, i

Demonstra¢ao. Primeiramente, calculemos (div(Pg), Vh) para 2 < k < n — 1. De (/1.6)

temos

R(E;, X)N = Ru(E;,X")N*+ ((log f)')*({Ei, N)X — (X, N)W) + (log f)"((X, 0:) E; +
— (E;,0)X) — (log f)”(<Xa Or)(Ei, N) — (Ei0,)(X, N))
= Ru(E], X*)N* + (log f)”<N7 ) ((X,00)E; — (E;,01) X).

Lembrando que 9; = —Vh — (N, 9,) N, advém-se que

(X,8,) = (X, —Vh) — (N,9)}(X,N) = (X, —Vh) (2.32)

Logo,

R(E;, X)N = Ry (E;,X*)N*+ (log f)"(N,9,)(—(X,Vh + (E;, Vh)X)
= Ry(EfL X*)N* — (log f)" (N, 8)((X,Vh)E; — (E;, Vh)X) (2.34)

onde X € X(X).
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Considerando agora as decomposicoes

N = N* — <N,8t>8t,

temos

(N)"

= N*"+(N
= N*+ (N +(N,0,)0;, NYN
= N*— N+ (N,9,)>N

= (N,0,)0, +
= —(N,0,)(—0; —
= —(N,0,)Vh.

Ei == Ez* — (Ez,at>8t, X=X*- <X, 8t>8t,

*7 at>at

(N,0,)>N
<N7 8t>‘]\[)
(2.35)

Repetindo o mesmo raciocinio para (X*)

(x1)" =

e analogamente

(£)"

Além disso,
(N,N) =
Isolando (N*, N*),;, obtemos,

(N*, N*) s

X —
X+
X +

X* + (X* N)N

X, 8,)0, +
+(X,0,)0, +

+ (X +(X,0,), N)N
+

(X, Vh)0, —

{

+

(X,8)(N, )N
(X, Vh)(N,d)N
X, Vh)(=0; — (N,0,)N)

X, Vh>Vh (2.36)

— E; + (E;, Vh)Vh. (2.37)

_<d7T1(N>7d7TI(N)>I + f2<N*7N*>M

( 1+ < <N7 at>at7 _<N7 8t>8t>1)

(2.38)
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Analogamente,
(N, X) = —(dn;(N),dr (X)) + f2(N*, X*)
isolando (N*, X*)yy,
(VX = 55N X) + (dma () (X))

= =V 00, ~(X.2)0))

_ —%w, ) (X, Vh, (2.39)
repetindo o processo para £ obtemos,

(B, N*)ay = _%w, 0) (Es, Vh. (2.40)

Perceba que todas as 6 equacoes vistas anteriormente continuam sendo validas para
toda e qualquer fibra Riemanniana M™, ja& que nao utilizamos a hipdtese de curvatura
seccional constante para deduzir tais férmulas. Se M™ tem curvatura seccional constante
K, entao

(Rur(B7, XN T = w(B7 N ) u (X)) T = (X5 N (E7)" (2.41)

Pois sendo M"™ uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante, temos que
dados X*, N* e Ef € X(M)

Ry (E7, XY)NT = w [(E7, N7)ar (X7) = (X5, N7 (B7)]

e a expressao ([2.41]) segue naturalmente. Pela equagao (2.41]), juntamente com ([2.36)),
(2.37), (2.40), (2.39), temos,

(Ry(Ef, X*)N)T = & —%(N,@Q(Ei,Vh)(XqL(X,Vh)Vh)
1
- fQ—(h)<N, ON(X,Vh)(E; + (E;, VR)Vh)|,

R C Al
e colocando ——— (N, 0;) em evidéncia

f2(h)

(Ru(EX, X*)N*)T = %w,a& {(X,VMEi+<X,Vh><Ei,Vh>Vh—<E¢,Vh)X

(E;, Vh)(X, Vh)Vh}
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assim,

(Rus(Ef, X*)N*)T = = =0 )<N ,0,) [(X, Vh)E; — <EZ-,Vh)X], (2.42)

Através de ([2.34]) e da equagao anterior

(R(E, X)N)T = (o7, XN = log 1) (N, 00((X, VI, = (B, Vi) X))T

= 70 ><N , Oh) {(X, VhYE; — (E;, Vh)X] —(log f)"(N,0;)({X, Vh)E;
— (E;,Vh)X)

(BB, XINT) = <f2L(h)—(logf)”(h)) (N, 0 [(X, VAYE; — (Ex, VA)X] .

Agora, para cada j = 0,1,...,n — 1 fixado, temos que

D _(R(EXIN.PE) = 3 ((Ru(Ef, X7IN" = (log f)" (N, 0) (X, V1) E,

i (B, YI)X), B (E)
- i(RM(E;,X*)N*,PjE,-H
- (logf)”<N,8t>{<X,Vh>zn: (E,, ;) Xn:EZ,Vh VX, P,E,)
= Y (Ru(BL XN BB ~ (o )V, 00| (X TRy ()
- Y (5.1

= S (Ru(E XN PE) — (log f)'(N, ) [<X, Vhytr(P) +

i=1
- (X, Vh>}
Pela equagao ([2.41))
Y ARELXIN,PE) = Y (k(ELN)MX" BE) = (:(X",N)E], P E)
i=1 i=1 i=1

— (logf)"(Rh){N, o) {(X, Vh)tr(P;) — (P X, Vh)}.

Substituindo as expressoes encontradas para (N*, X*) s e (N*, E*); obtemos

n

> ((R(E;, X)N, P, E;)

i=1

Ok (log )" (R)(N, ;) {(X, Vhtr(P;) — (P;X, vm] ,
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onde

n n

T = {ZUV, 0)(X, Vh)(E;, PiE;) =Y (N, 0)(E;, Vh)(X*, P;E;)|.

i=1 i=1

Primeiramente, facamos uma anélise somente da igualdade atribuida a Y. Substituindo

as decomposicoes dos campos E* e X*, temos

T

logo,

> [0 X, V0 B P + (V.00 (X, 81,000 P

(N, OB, Vi) (X, BE) — (N, 0){E,, VR) (X, 0,) (0, P]E»}

i |:<N7 at><X7 Vh><E’MPJEZ> + <N7 8t><X7 Vh><PJ(a;r)7 <Elvat>El> +

i—1

N (P,X (B YIVE — (N, 00X, 0 (P,(0]). (. vmm}

N
[Nat VWX, VI (P;) + (N, 0 (X, VhY(P;(8]),8) — (N, 3:){P; X, Vh)

(

(,000X.2)P,0]). 71
{N&t WX, Vh)tr(P;) + (N, 0.)(X, VhY(P;(9]),0]) — (N, 0,)(P; X, Vh)
(¥, 000X, )10, 1)

{N ) (X, Vh)tr(P;) + (N, 0:)(X, VR)(P;(9]), =V h) — (N, 0,)(P; X, Vh)
(N,0:)(X, —Vh){P;(0,), vm}

[ (N, 0) (X, Vh)tr(P;) — (N, 0) (X, Vh)(Pj(atT),VM — (N, 0)(P; X, Vh)
(N, 000X, TR)(P,(0]), 1)

(N,0) (X, Vh}tr(P) — (N,9) (X, V)

K

F2(h)
(g f)'(h)(N, ) [<X, Vh)tr(P,) — (P,X, vm]

R(E.X)N,P,E) — [<N, 0 (X.V)ir(Py) — (N.9)(P,X. vm]
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e, portanto,

n

SOURE XN PE) = (s 0w /) ) (N, 9 (N. 80 (X, Ther()

- <N7 at><ID]X7 Vh’))?

para todo campo X € X(X). Agora, pelo Lema [1.7.11] e utilizando a expressao obtida

anteriormente, temos

k‘
,_.

(divP,, Vh) = Z (R(E;, A¥=1=9(Vh))N, P;E;)

i=1

_ (m oz ') ) (V.9

<.
Il
o
o

-1

(P (w), v

<.
Il
o

- (P AR ). (243

Na verdade, em geral, ocorre que para 2 < k < n

Ea
—_

(tr(P)AF10 — Pjo A1) = (n — 1) Py _. (2.44)

Il
=)

J
Por mais que tal afirmacao nao seja tao evidente de se ver, nao é dificil prova-la. Para

fazermos isso utilizaremos o inducgao finita em k. Bem, se k = 2, entao

1
Z Ak 1—j PjoAk—l—j) = (tr(P)A—Pyo A) + (tr(P)I — PI)

J=0

= (n—1
= 77,—1P1—P1
= n—2P1

Suponhamos agora que nossa afirmacao seja valida para k — 1 > 2, ou seja,

N

-2

(tr(P) AY > — Pyo AF27) = (n — (k — 1)) Py

[
Il
o
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logo,

E
—_

(tr(P) A1 — Pjo AM170) = tr(P, — 1) — Py +

.
Il
o

k—2

£ S (P)A T — B0 A2 ) 0 A
J

= (TL —k+ 1)P]€2 oA + Ck—lHk—1[
(

n—k+ 1)<k " 1>Hk1[— Py

n-k’+].)|:Pk_20A—|— <kﬁ1>Hk_1]:| _Pk—l

Estando provada nossa afirmagao, aplicando-a na equagao (12.43)), obtemos,

S

-1
K

f2(h)

J

(div(P), Vh) = ( —(logf)”(h))W,@t) (tr<Pj><A’“-1-J‘Vh,Vh>+

Il
o

— ((Pjo AF170)Wh, Vh>)

N

-1
K

_ (— ~ (log f)”(h)) (N, )

F(PY(AF-1-3
=0 (t (P)(AF1=IVh +

J

I
o

- (B AT

- (m ~ (log f>"<h>) (N, 00) (Po1Vh, V) (2.45)

para 2 < k < n. Finalmente, substituindo (2.45)) em (12.29), obtemos

(Z) /E (f'(h)Hy, + (N, K) Hys1)dS = /Z (fQL(h) - (logf)”(h)) (N, K)(Pi1Vh, Vh)dS.

A fim de simplificar as referéncias a estas férmulas vistas nessa se¢do, iremos nos
referir as férmulas do Lema [2.3.1] como primeira e segunda férmula de Minkowski res-
pectivamente, e a expressao do Teorema chamaremos de (k + 1)-ésima férmula de
Minkowski.

60



2. Unicidade de hipersuperficies tipo-espaco com curvatura média de ordem superior
constante em espagos-tempos GRW

2.4 Umbilicidade de hipersuperficies em
espacos-tempos RW

Nesta secao, utilizaremos as formulas de Minkowski apresentadas anteriormente para
estender o Teorema (22, Teorema 8]) para o caso de hipersuperficies imersas em
espacos-tempos RW que obedecem a condicao de convergéncia nula que apresentaremos

logo nas primeiras defini¢coes desta segao.

Definicao 2.4.1. Diremos que um espaco-tempo obedece a Condicao de Convergéncia

Nula (CCN) se a curvatura de Ricci é nao negativa em dire¢oes nulas (ou tipo-luz).

Evidentemente, por definicao, todo espaco-tempo de curvatura seccional constante
obedecem a CCN. Perceba que através da equacao (|1.8) podemos extrair como con-

sequéncia o seguinte resultado

Proposicao 2.4.2. Um espaco-tempo M obedece a condicdo de convergéncia nula se, e

somente se,

Ricy = (n — 1)81}p(ff” =) (2.46)

Demonstracdo. Seja X um campo de vetores tipo-luz definido em M. Se M obedece a
CCN entdo Ric(X,X) > 0, logo, pela equacao (I.8), temos

Ric(X,X) = Ricpy(X*, X*) — (n—1)(log £)"(h){X,0,)* > 0.

Mas como,
0 = (X,X)
- <)(>’< - <X, 8t>8t,X* - <X, 8t>8t>
= <X*’X*> - <X7 at>27
entao,
(X* X" = fAX* X5 = (X,0,)%
Logo,

Ricar(X*, X*) — (n— 1)(log £)(X*, X*)as > 0
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o que implica,
Rie (X", X*) > (n = D)(log f)/ (X", X")as & Ricys > (n = )sup(£1" = £*){.has

Observacao 2.4.3. Perceba que caso o espago-tempo GRW seja Einstein, obtemos a
igualdade em ([2.46|) da sequinte maneira

C<7 >M = Sl}p(ff” - f/2)<’ >M

onde Ric =¢(,) e Ricyr = ¢{,)ur-

Em particular, decorre da proposicao anterior que um espago-tempo RW obedece CCN

se, e somente se

K> Sgp(ff” — ) (2.47)

onde k denota a curvatura seccional constante da fibra M™. Por outro lado, nao é dificil
ver que um espago-tempo —I X M"™ tem constante curvatura secional ¥ se, e somente
se, M™ tem uma curvatura seccional constante x (ou seja, —I x ¢ M"™ é um espago-tempo
RW ) e a funcao torcao f satisfaz as seguintes equagoes diferenciais

/ (f) + 5

et E = ——
f f?
(ver [I1l, Coroldrio 9.107]). A seguir, enunciaremos o teorema de Montiel [22], Teorema 8],

o qual iremos estender fazendo uso do nosso Teorema [2.3.2

Teorema 2.4.4. Seja —I xy M™ um espaco espacialmente fechado RW com curvatura
seccional constante ®, com n > 3. Entdo cada hipersuperficie tipo-espaco compacta 3
imersa em —I x ¢ M™ com curvatura escalar constante S tal que S < n(n—1)& € totalmente
umbilica. Além disso, se & < 0, entao 3 € um slice contido em {t} x M™ (necessariamente
com f'(t) #0), e se ® > 0 entao X é um slice contido em {t} x M™ (necessariamente

com f'(t) # 0) ou uma hiperesfera umbilica redonda em um espago de Sitter.

Observe que a condicao de que a curvatura escalar S de Y é constante e menor que
n(n — 1)k, no Teorema é equivalente a equagao (|1.14), desde que Hs seja uma

constante positiva, pois se Hy é constante e positiva, temos pela equagao (|1.14) que
0<n(n—1)Hy =S8 —S+2Ric(N, N).

Como M e M™ possuem curvatura seccional constante ®, k respectivamente, e conside-
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rando Ric e S o tensor de Ricci e a curvatura escalar do ambiente M, temos que

e
Ric(N,N) = nFg,
assim,
0 < S—S+2Ric(N,N)
= (n®*—=3n)F — S+ 2nk
= n*k—nk - S.
e, portanto,

S < (n—1E (2.48)

O que mostra a equivaléncia. Por este fato, o Teorema pode ser estendido da seguinte

maneira.

Teorema 2.4.5. Seja M" wm espaco-tempo espacialmente fechado RW que obedece a
condi¢ao de convergéncia nula, com n > 3. Entdao cada hipersuperficie tipo-espaco com-
pacta imersa em —I Xy M™ com Hy constante positiva € totalmente umbilica. Além disso,
Y deve ser um slice {to} x M™ (necessariamente com f'(ty) # 0), a menos no caso em que
—1 x ¢ M™ tem uma curvatura seccional constante positiva e ¥ é uma hiperesfera umbilica
redonda. Fste tltimo caso nao pode ocorrer se a desigualdade em € estrita.

Demonstra¢ao. Multiplicando a primeira formula de Minkowski, Teorema por (g) Hs,

temos que
() s = () fin s

observe que pela terceira férmula de Minkowski, ou seja, fazendo k = 2 no Teorema [2.3.2]

temos

0 = /Z < fQIZh) —(logf)”(h)) (N, K)/(P,Vh, Vh)dS — <Z) /E £'(h)Hy

- /Z (N, K)H;3dx
0 = /Z ((Z)(HHQ—Hg)Jr(%—(log f)”(h))<P1Vh,Vh>)(N,K)dZ.
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Sendo H, constante e positiva, temos pelo Lema|l.7.13, que para uma escolha conveniente
da aplicacao de Gauss N, a transformacao de Newton P; é positiva definida e H > 0,

pois, pela Proposicao [1.7.12] temos H H3 < H2, consequentemente

~H}< -HH; < H?Hy— H; < H°Hy— HHs < H*Hy, — H; < H(HH, — Hs)
H.
& ogﬁ?(m—ﬂg) < HH, — Hj

pela igualdade de Cauchy-Schwarz, com igualdade acontecendo se, e somente se, 3 for to-

talmente umbilica. Sendo P; positivo definido e pela definicao de condicao de convergencia

nula temos

(ot ~ a0 5.9 > 0 (2.49)
J2(h)

Sendo assim, desde que (N, K) nao se anule em X, a equacao ([2.49)), implica que (H Hy —
Hg) =0e

<W - (logf)”(h)> (P,Vh,Vh) =0

e, portanto, X é totalmente umbilica. Pelo fato de P; ser positivo definido, temos de
£49) que em =

(o — oar ) 0. (2:50)

ou
(P\Vh,Vh) =0 Vh=0, (2.51)

o que nos diz que X é um slice.

Veja que, se ¥ é um slice {tg} x M, entdo, necessariamente, f’(ty) # 0, j4 que por
hipétese temos que Hy > 0 (lembre que slices com f'(¢y) = 0 sdo totalmente geodésicos).
Agora, caso ¥ nao seja um slice, pelo fato de X ser totalmente umbilica, temos que
Hy = H?. Logo, por [22, Teorema 5] ( que serd enunciado a seguir) sobre classificacio
de hipersuperficies, concluimos que o 1inico caso em que X nao é um slice, ocorre apenas
quando M é uma hiperesfera redonda totalmente umbilica. Caso a igualdade seja
estrita, entao nao pode ocorrer, acarretando que (P;Vh, Vh) = 0, ou seja, Vh =0

e Y é um slice. [ ]
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Teorema 2.4.6 (Montiel [22], Teorema 5 ). Seja ¥, n > 2, uma hipersuperficie tipo-
espaco compacta imersa de forma totalmente umbilica com curvatura de ordem superior
constante em um espago-tempo M™ com campo vetorial tipo-tempo conforme fechado
obedecendo a condigcdo de convergéncia nula. Entdo ¥ € uma folha da foliagio F(X); ou
ML € localmente um espaco-tempo de Sitter e ¥ € uma hiperesfera redonda totalmente
umbilica; ou localmente M™ € um produto semi-Riemanniano R? x Q™1 imerso como

v X Iga-1,0nde vy € uma reta tipo-espago no plano de Lorentz R3.

E possivel enunciar uma versao do Teorema para o caso de curvatura média de

ordem superior constante , como veremos a seguir.

Teorema 2.4.7. Seja —1 X M™ um espaco espacialmente fechado da RW que obedece a
condi¢cao de convergéncia nula, com n > 3. Suponha que Y seja uma hipersuperficie tipo-
espago compacta imersa em —I Xy M™ que estd contido em um slab Q(t1,t2) C —I x ¢y M™
onde [’ nao se anula. Se Hj, é constante, com 3 < k <n entdo X € totalmente umbilica.
Além disso, . deve ser um slice {to} x M"™ (necessariamente com f'(ty) # 0), exceto
o caso que —I Xy M™ tem curvatura seccional constante positiva e X € uma hiperesfera

umbilica redonda. Este ultimo caso ndo pode ocorrer se a desigualdade em (2.47) é estrita.

Demonstracao. Seja f' > 0 em (t1,ts), pelo Lema e considerando a aplicagao de
Gauss N apontando para futuro, existe um ponto p, € X, tal que todas as curvaturas
principais sdo negativas, logo a constante Hy = Hg(poy) é positiva. Entdo por Caminha

[23, Proposicao 3.2] temos

1 1 1
H>H;>..>H! | >H >0 emZ, (2.52)
onde a igualdade acontece apenas em pontos umbilicos. Como f’(h) > 0, entdo

k-1

> (W HS & f(h)He = ['(h)H, . (2.53)

F(hH=
Pela k-ésima férmula de Minkowski (ou seja, a férmula para k — 1), segue-se

[+ o mos - [ (% ~ (log f)"<h>)<N, K)o sVh, Ty, (2.54)

como Hj > 0, o Lema [1.7.14] nos garante que Pj,_o é positivo definido, além disso, a
desigualdade ([2.47)) nos fornece que fQL(h) — (log f)"(h) > 0 e sendo N apontando para
futuro a igualdade em ([2.54]) é menor ou igual a zero, assim

/2<N’ K)HpdY < —/Ef’(h)Hkle
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logo,
Hk/(N,K>dZ < —/f’(h)Hk_le
2 2
k—1
< —Hkk/f’(h)dz
>
k-1
— HF /(N, K)YHAY,
2
ou seja,
k-1
0 < [ (F ) - (V) ) (2.55)
2
k-1
- /(Hkk H — Hy)(N, K)dS. (2.56)
2
k-1
Dividindo por H, * , obtemos
k-1
0< /(H— H,” * )(N,K)ds. (2.57)
2
Porém, veja que 1 — k—;l = %, entao
/ (H — HF)(N, K)dS > 0. (2.58)
2

Como N é aponta para futuro, por definigao, (IV, K') < 0 e pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz para campos de vetores tipo-tempo, temos
(N, K)| = N[0 f(h) = f(h) = (N, K) < = f(h) <0

1 1

assim, por (2.52)) temos H — H > 0 e por (2.58)) segue que H — Hf = 0 em ¥ e
consequentemente, Y é totalmente umbilica. Pelo fato de Hj ser constante positiva e
> ser totalmente umbilica, segue que todas as curvaturas médias de ordem superior sao

constantes, em particular H, é constante positiva, e o resultado segue pelo Teorema
2. 4.0 [ |

E possivel, ainda, enunciar uma outra versao do Teorema para o caso onde n > 4

e tendo sob hipotese a existéncia de um ponto eliptico como veremos no préximo resultado.

Teorema 2.4.8. Seja —1 x ¢ M™ um espago-tempo RW espacialmente fechado obedecendo
a condi¢cao de convergéncia nula, com n > 4. Suponha que X" € uma hipersuperficie
compacta tipo-espaco imersa em —I xy M™ que contém um ponto eliptico. Se Hj for

constante, com 3 < k < n—1, entdo X € totalmente umbilica. Além disso, ¥ deve ser um
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slice {to} x M™ (necessariamente com f'(ty) # 0), a menos no caso em que —I x s M"™ tem

curvatura seccional constante positiva e > € uma hiperesfera redonda umbilica. O ultimo
caso ndao pode ocorrer se a desigualdade em (2.4.1)) for estrita.

Demonstracao. De maneira semelhante ao teorema anterior, multipliquemos a primeira
férmula de Minkowski (2.26) pela constante (})Hy e fagamos a subtragao pela (k + 1)-
ésima férmula de Minkowski (2.3.2)), o que nos da

0 = /E (<Z)ka’(h)+(N,K>(Z>HkH— {(Z) f’(h)HkJr(Z) (N, K)Hi 1

- <(f2(h) (1o 1" (h >><N’K><P’“‘lw’w>)bdz

- (Z) (H H — Hypr) + (%—(log f)”(h))(PkIVh,VM](N,K)dE.
(2.59)

Seja pp um ponto eliptico de ¥, entao, temos que as curvaturas principais em pg sao
negativas, e, portanto, a constante Hy = Hy(py) é positiva. Por outro lado, por [16]

Teorema 51 e teorema 144] pelo fato de H; > 0 para cada 1 < j < n, temos
H;_1Hj ., < H]Z;

onde a igualdade ocorre somente em pontos umbilicos. logo,

Hj 1 Hjp
T < H.
H; -
Hj
e consequentemente, < ou equivalentemente
Hj Hj—l
et sy o e Hen (2.60)
Hy = Hy Hiepr = Hy
ou seja,
HH, — Hpyq > 0. (2.61)

Com igualdade ocorrendo se, e somente se ¥ for totalmente umbilica.
Pelo Lema [1.7.14] temos que P,_; é positivo definido em ¥, juntamente com (2.4.1))

temos
(f2< )(logf)”( )><Pk1Vh, Vh) >0 (2.62)
Como (N, K) nao se anula em ¥ temos de (2.59) que (HyH — H,) = 0, o que nos da
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que Y é totalmente umbilica. O restante desta demonstragao segue como no Teorema
2.4.5 [ |

2.5 Operador L; atuando na fungao (N, K)

Nesta secao, faremos o estudo do operador L, atuando na func¢ao (N, K).

Vimos anteriormente que VxK = f'(h)X, e disto, temos
X((N,K)) = (-AX, K) = —(X, A(K")) (2.63)
Pois, pela compatibilidade da métrica,

X(N,K)) = (VxN,K)+ (N,VxK)
= (ZAX,K) + (N, f((h)X)
= (-AX),K) = (X, —A(K")). (2.64)

Pela definicao de gradiente, temos que
X((N,K)) = (V((N,K)), X) = V((N,K)) = —A(K") (2.65)
e, consequentemente,
Vx(V(N,K)) = =Vx(A(K")) = =(VxA)(KT) — A(VxK"), (2.66)
onde Vx A denota a derivada covariante de A. Usando o fato que

VxK" = f ()X — f(h)(N,0,)AX = f'(h)X — (N, K)AX

e equagao de Codazzi (1.13) em (2.66)), temos que

Vx(V(N,K)) = (Ve A)(X) = (R(X,K")N)" — f/(h)AX + (N, K)A*(X). (2.67)
Veja que, pela equacao de Codazzi
(R(X,K")N)T = (VxA)(K") = (Vg A)(X)

logo,

=

(VxA)(K") = (RX,K")N)" + (Vgr A)(X)
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e por (2.3), temos A(VxK") = A(f'(h)X — (N, K)AX) = f'(h)AX — (N, K)A?X.
Substituindo estas equagoes em ([2.66]), obtemos

Vx(V(N, K)) = =(Vgr A)(X) = (R(X,K)N) " = f(R)A(X) + (N, K)A*X,

isto implica que

L((N.K) = tr(VirA) o P) = Y R(ELKTIN. Pu(E) = ' ()tr(A o Py) +
+ (N, EK)tr(A% o Py) :

n

n !
= () (T K) = SR KON, PAED) + £ (h)onHis +
=1

n (k Z 1) (N, KY(nHHyp1 — (n — k — 1) Hyso), (2.68)

onde {E}, ..., E,} é um referencial ortonormal local em Y. Pela Defini¢ao m

Ly((N,K)) = iwﬂ,vw, K), P.E;)
= iHF(Eu KN)N)T — (Vir A)(E;) — f'(R)A(E;) + (N, K)A2E;, P, E;)
= - ﬁ;«vwz‘l)(ﬂ-), Fi(E)) — Zj;«f_%(Ei, K')N)', Po(E7) +
— f'(h) Zn;(A(EZ-), P.E;) 4+ (N, K) i(Ain, P.E;)
= tr(VgrAoP,) — i;((ﬁ(Ei, KYN)T, P(E)) — f'(h)tr(Ao Py) +

+ (N,K)tr(Ao PBy)

- (k Z 1) Ve, K Zzl R(E, KT)N)', P(E) + f'(h)ex Hyer +
- (k _7_ 1) (N, K)(nHHyq — (n — k — 1) Hgya). (2.69)

Com o intuito de expressarmos a equagao ([2.69) de uma maneira mais estética, consi-
dere a decomposiciao do campo K = K" — (N, K)N. Isolando a componente K ', temos

que R(X, KT)N pode ser escrita da seguinte maneira

R(X,K")N = R(X,K+ (N,K)N)N
= R(X,K)N — (N,K)R(N,X)N (2.70)
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para todo campo de vetores X € X(X). Como a projegao de K sobre a fibra M™ é o
campo nulo (ou seja K* = 0), temos por (2.34]) que

R(X,K)N = Ruy(X*, K*)W* + ((log f))2((X, N)K — (K, N)X) +
)" (R)(N, 0r) (K, 01) X — (X, 0) K) +
)" (M) (K, 1) (X, N) = (X, ) (K, N))o,

R
+ (log f)"(
(log f)"( {
= —(N,K)((log f)')*(h)X + (log f)"(h)(N,0:)({f0r, 1) X — (X, 0p) fOr) +
(
)

"
"

f
f

— (log f)"(={X,0:)(f0, N)O)

= —(N,K)(log f)**(h) — (log f)"(h) f (R)(N, 9) X +

— (logf)"(h)f(R){N,0:)(X,0:)0; + (log f)" () f (R)(N, Op)(X, Or) O,
= —<N>K>((10gf ")?(h)X — (log f)"(N, K)X

)
- o)

cancelando os termos semelhantes, obtemos

- _f"(h)
R(X,K)N = 0 (N, K)X,

para cada campo de vetores tangentes X € X'(X). Sendo assim, podemos reescrever nossa

equacao (2.70) como segue abaixo

- TYAr f"(h) &

R(X,K")N = —(N,K) (f(h) X+R(N,X)N). (2.71)
Portanto,
R KT I e I b RN B |
> (R(E;, K")N,P.E;) = (N,K><f(h> Ez+R(N,EZ)N,PkEZ>

i=1 i=1

- NK(Z]M (E;, P,E; +Z NENPkE))+

Z0)
- W K>( )

7(h)
- _<N’K><f(h)

tr(Py) +tr(Py o RN))

Cka + tT(Pk e} RN)> (272)

onde Ry : X(¥) — X(X) é o operador dado por Ry(X) = (R(N,X)N)". Usando
(2.72) em (2.69)), obtemos o seguinte resultado.
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Lema 2.5.1. Seja X uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espaco-tempo GRW
—1 Xy M™, com aplicacao de Gauss N e funcao de altura h. Entao, para cada k =

0,....,n—1, temos

LL((N,K)) = ( " )(VHk+1,K>+f'(h)Cka+1+(kn

k+1 + 1) (N, K)(nHh Hyia

— (n—k—1)Hyy) + (N, K) <tr(Pk o Ry) + ];/((h)) cka> (2.73)

onde Ry : X(X) — X () € o operador dado por Ry(X) = (R(N,X)N)T.

Algo que podemos observar da expressao (2.73)), é que caso k = 0, o que iremos obter

¢ justamente o operador laplaciano em > (veja (1.24])), além disso

tr(Pyo Ry) = i((ﬁ(l\ﬂ E)N)' E;) = i(}_z(N, E;)N, E;) = Ric(N,N). (2.74)

i=1 i=1

Por outro lado, de ([1.8) juntamente com o fato de (N, d;)? =1+ |Vh|?, temos que

Ric(N,N) = Ricy(N*,N*) + (n((log f)))*(h) + (log f)"(R))){N, N) +
— (n—1)(log f)"(h)(N,0,)*

= Ricy (N, N) —n((log f)")*(h) — (log f)"(h) — [(n — 1)(log f)"(h)(L + [Vh[*)]

—  Rica(N*, N*) = n((log f)')2(h) — (log f)""(h) +

— (= 1){1og £)'() — (n— 1)(log £)'(h) |V hI*
I E e RIS DL DR D)

f2(h)
(f"f)(h) = f2(h)

+ 200 — (n—1)(log f)"(h)|Vh|?
10210 BN
_ ic * * f”( ) n— 0 " 2
Logo, .
tr(Ry) + n];((:)) = Ric(N*,N*) — (n — 1)(logf)"(h)|Vh|>. (2.75)

E, portanto, para k = 0, a expressao (2.73)) nos permite enunciar o seguinte resultado

Corolario 2.5.2. Seja X uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espago-tempo
GRW, com aplicacao de Gauss N e a func¢ao de altura h. Entao
A(N,K) = n(VH,K)+nf'(h)H + (N, K)|A]* +

+ (N, K)(Ricyr(N*,N*) — (n — 1)(log f)" (h)|Vh|?). (2.76)
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Demonstracao. Para k = 0, pelo Lema temos

A((N,K)) = n(VH,K)+nf'(h)H +n(N,K)(nHH — (n — 1)Hy) +
= f"(h)
+ (N, K) (tr(RN) +n f(h>)
= n(VH,K)+nf'(h)H +n(N,K)(nHH — (n — 1)H,) +

+ (N, K)(Ric(N*, N*) — (n — 1)(logf)" (h)|Vh|?) (2.77)

pela proposigao[1.7.7 temos que tr(A%o0 P) = (nHHy1 — (n — k — 1) Hy1); como k =0
entdo, tr(A? o By) = tr(A?) = n?H? — n(n — 1) H,. Substituindo em (2.77) obtemos

A(N,K) = n(VH,K)+nf'(h)H + (N, K)|A|* +
+ (N, K)(Ricy(N*, N*) = (n = 1)(log f)"(h) |V [?)

finalizando a demonstracao. [ |

Embora ja tenhamos aperfeicoado a expressao (2.69) para (2.73), e melhorado (2.73))

para (2.76) para o caso k = 0, é possivel fazer o mesmo para o caso k > 1. Pela expressao

(1.6, temos que

R(N,X)N = Ry(N*, X*)N*+ ((log f)")*(h)({N,N)X — (X, N)N) +
+ (log f)"(R){N, ) ((X, O) N — (N, 0,) X) +
— (log f)"(h)({(X, 0,{N,n) — (N, 0:)(X, N))0,
= Ry (N*, X")N" + (log f)"(R){N, ) ((X, 0) N — (N, 0;) X)) +
— (log f)"(h)(—(X,8)0,) — ((log f)')*(h) X
= Ru(N*, X*)N* — (((logf)")*(h) + (log f)"(h){N, 0:)*) X +
+ (logf)" (h){X, ;)0 + (logf)"(h){n, d){X,d)N, (2.78)

para todo campo de vetores tangentes X € X(X). Como Vh = =9, e (N, 8;)? = 1+|Vh/|?,
vale que (R(N, X)N)T = Ry(X), logo

Ry(X) = (Ru(N*, X*)N*)" = [(((log f)")*(h) + (log )" (h)(1 + [VA[*))X]" +
+ ((1ogf)”( NX,0)0:)" + ((log f)"(h){N, ) (X, 0)N)"
= (Ru(N*, X*)N*)T —[(((log £))*(h) + (log f)"(h)(1 + |[VA|*)X] +
+ ((log f )()((X /) +(X,9;))9; )
= (Ru(N*, X*)N*)" + (log )" (h)(X, VR)Vh +
- (f h)) )" (h )|Vh|2)X. (2.79)

72
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Para que consigamos simplificar a expressao ([2.73)), precisaremos encontrar uma igual-
fl/(h)
B f(h)
tr(Py o Ry). Por (2.34]) e utilizando o fato que P, é auto adjunto, procede-se

dade mais simples para (tr(Pk o Ry) + c.Hy |, com este intuito iremos calcular

n n

tr(ProRy) = Y (Ru(N* E)N*, P.E;) + (log f)"(h) Y (E;, Vh)(Vh, P,E;) +

i=1 =1

B (f”<h> + (log f)”(h)yvm?) Zn:uf P.E;)

(b
= Y (Ru(N", E[)N", BEy) + (log f)"(h) Y _(PyVh, (E;, Vh)E;) +
TG I S

(s + Qo £y iwn Yorcr

n

= Y (Ru(N*, E})N*, PE;) + (log f)" (h)(PyV RV h) +

- (f

+ (log f)”(h)|Vh\2> cLHy.

"
Somando ——=c, H;, de ambos os lados, obtemos

f(h)

n

tr(PyoRy) + cHy = Y (Ru(N*, E;)N*, B.E;) + (log f)"(h){P,VhVh) +

=1

_ J;”((hh)) cxHy + ¢ Hy(log f)"(h)|Vh|2cka . %(}?))Cka
B Z<RM(N*’E1‘*)N*7PI§E¢>+
B (i)g D" (IVhPexHy — (PeVh,Vh)), (2.80)

onde {Ey,...E,} é um referencial ortonormal arbitrdrio em 3. Agora, iremos trabalhar
em cima de dois casos, o caso em que n = 2 e 0 caso em que n > 3 e M" tem curvatura

seccional constante. Note que em qualquer um dos casos, temos
(R (N*, X*)N*)T = k(N*, N*) (X)) T — 6(N*, X*) s (NF) T (2.81)

onde k denota a curvatura gaussiana de M™ ( que nao é necessariamente constante para
k = 2, e denota a curvatura seccional constante para o caso k > 3). Pelo que fizemos

anteriormente, advém
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(Ry(N*, X*)N*)T = e )\vm (X + (X, Vh)Vh) +

_,i(

12(h)
- (|Vh| X + |Vh[*(X,VR)Vh — (1 + |VA[*)(X, Vh)Vh)
F2(h)

N O (X, Vh}) (—(N,0,)Vh)

20 (|Vh| X — (X, Vh)Vh) (2.82)

nestas circunstancias (2.80f) ¢ dado por

f"(h)

tr(Py o Ry) + )

o Hy = (W — (log f)”(h)) (e Hg|Vh|* — (PyVh,Vh))
(2.83)

pois,

n

tr(P,o Ry) = Z<f2( )(|Vh| BE; —{( 1,Vh>Vh) P.E >

=1

- 72(h) <‘Vh’ ;<PkEsz> — ;<P]gEi, <E¢,Vh>Vh>>

a partir disto, substituindo a tltima igualdade em ([2.80)) e colocando a expressao entre
parénteses em evidéncia obtemos ([2.83)), e pelo Lema juntamente com a tltima

expressao nos permitem apresentar os seguintes resultados

Coroldrio 2.5.3. Seja v : X% — —I x; M? uma superficie tipo-espago imersa em
um espaco-tempo GRW tridimensional, com aplicacao de Gauss N e funcao de altura h.

Entao,

Li(N,K)) = (VHy, K)+2f(h)Hs + (N, K)(2H, H)

C K (%j;) - (logf)”(h)) (AVh, Vh)

onde m: ¥ — M? denota a projecao de ¥* em M?, m = 7y 0 2.
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2. Unicidade de hipersuperficies tipo-espaco com curvatura média de ordem superior
constante em espagos-tempos GRW

Demonstracao. Pelo Lema temos

2

nxy =

)<VH2, K) + f'(h)e Hy + @ (N, KY(2HHy — (2 — 1 —1)H,)

+ (N,K)+ (N, K) (tr(Pl o Ry)+ J;:(%l))clH)

= (VH,K)+2f'(h)Hy + (N, K) (2H\Vh]2 — (P1Vh, Vh))@

+ (N,K)2HH,
_ (Kulm) — (log f)” ela Definicao ara k = ecorre
0ndeU—<f2(h> (log f) (h)).Pl Defini¢ao |1.7.3| para k =1, d ,
Li((N,K)) = (VH,K)+2f(h)H, + (N, K) (2H|Vh|2— (2HVh + AV, vm)zs
+ (N, K)2HH,
= (VH,K)+ (N, K) <2H]Vh\2 —2H(Vh,Vh) — (AVh, Vh>)6
+ (N, K)2HH, + 2f'(h)H,
= (VH,K)+2f'(h)Hy + (N, K) (KM(W) — (log f)”(h)) (AVh,Vh)
/ RANET |
+ (N,K)2HH,

Corolario 2.5.4. Seja ¥ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espaco-tempo RW
com fibra Riemanniana M"™ de curvatura seccional constante k, e seja N e h a aplicagao

de Gauss e funcao de altura, respectivamente. Entdo, para cada k =0, ...,n — 1 temos

n

vy = (0

) <VH]€+1, K> + f/(h)ck-Hk-Jrl

+ (k Z 1) (N, K)(nHyHpiy — (n— k — 1) Hy1s)

LK) ( - ung)"(h)) (e Hy [V — (P.Vh, V1))

P2

Demonstracao. Basta substituir (2.83) em (12.73)). [

Ainda com a intencao de melhorarmos a expressao , iremos buscar uma simpli-
ficacao do somatério em . Para isso, consideraremos um referencial ortonormal em
Y que diagonaliza o operador A. Vale ressaltar que tal referencial nem sempre existe. Por
este motivo, trabalharemos em um conjunto ¥y C X tal que, ¥y é um conjunto de pontos,
nos quais as curvaturas principais distintas sao localmente constante, além disso >y é um

conjunto aberto denso de 3 [I1l Pardgrafo 16.10]. Feito estas consideragdes, para todo
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po € Yo existe um referencial ortonormal {Ej, ..., E,,} que diagonaliza o operador A, e
consequentemente, diagonaliza o operador Py, ou seja, A(E;) = k;E; e P E; = p; 1 E.
Considere Kj/(N* A Ef) a curvatura seccional constante em M"™ do 2-plano gerado

por £ e N*. Veja que

(Ru(N*, EX)N*, P.E}) = pis(Ru(N*E;)N*, E;)
= iRy (N™, EY)N, E; = (E;, 0)0)
= wixp(Ru(N*, E)N*, Ef)
)
)

= wirf? (W) (Ru(N*, E})N*, E)mt
= wirfP(h)Kyu(N* A EHIN* A EF|3y
mas,
1
N AE = POV A B S = POV A,
Portanto
(Ry(N*, E)YN*, PuE}) = 2250 (N* A ED)|N* A B (2.84)

f2(h)

Entao temos o seguinte corolario.

Corolario 2.5.5. Seja X uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espago-tempo
GRW com aplicacdo de Gauss N e a func¢ao de altura h. Entao, para cada k =0, ...,n—1,

temos

Le((N. K)) - = (k —T: 1) (VHgir, K) + f/(h)erHya + (k j_ .

)(N, K)Y(nHyHyyq
(N,K)
f2

— (N, K)(log f)”(h)(cka]VhF — (P,Vh,Vh)).

— (n—k—1)Hy) + Z,h WK (N* A EY|N* A E}J?

Observagao 2.5.6. Pelo fato de Xg ser denso em X, para todo p € X, existe uma
sequéncia de pontos p, € Yo para todo n € N, tal que lim p, = p. Pelo fato do operador
n—0o0
Ly ser composto por funcoes continuas temos que lim Li((N, K))(p,) = Lp((N, K))(p),
n—oo

0 que garante a extensao de Yy a 2.

2.6 Umbilicidade de hipersuperficies em
espacos-tempos GRW

Quando k = 0, nossas férmulas para o operador Ly = A atuando nas fungoes g(h) e

(N, K) nos permitem obter novamente o resultado de unicidade dado por Montiel em [22,
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2. Unicidade de hipersuperficies tipo-espaco com curvatura média de ordem superior
constante em espagos-tempos GRW

Teorema 6] para hipersuperficies com curvatura média constante.

Teorema 2.6.1. Seja —I Xy M™ um espaco-tempo GRW espacialmente fechado obede-

cendo a condicao de convergéncia nula, ou seja, satisfazendo
Ricyr > (n—1)sup(f " = f)(, ) u, (2.85)
I

onde Ricy e (,)p sdo respectivamente os tensores de Ricci e métrica da variedade Rie-
manniana compacta M™. Entao, as tinicas hipersuperficies compactas imersas em —I X5
M™ com curvatura média constante sao os slices {t} x M™, t € I, exceto o caso em que
—I xy M™ seja isométrico ao espago-tempo de Sitter em uma vizinhancga de X, que deve
ser uma hiperesfera redonda umbilica. O ultimo caso nao pode ocorrer se assumirmos que
a desigualdade em (2.85|) € estrita.

Demonstracao. Seja N a aplicacao de Gauss em X apontando para futuro e consideremos
a fungao ¢ = Hg(h) + (N, K) € C*(X). Sendo H constante, temos pelos lemas e

25T que

Ap = AH
A(H
H[=n(f'(h) + (N, K)H)] + [n(Vh, K)n ' () H + (N, K)|A]

+ (N K)(Rica (N*, N*) — (n — 1)(log f)/ ()| VA )]
(N, K)(|AP = nH? + Rieyr(N*,N*) = (n — 1)(log f) ()| VA]’)

g9(h))) + (N, K)

(9(h))
(9(h))) + A((N, K))

(
(
(2.86)

pois como H é constante VH = 0. Observe que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

|A|? = nH? > 0 em X, com a igualdade acontecendo apenas em pontos umbilicos. Além

disso, por (2.89) e (2.38)

Ricyy(N*, N*) — (n — 1)(log £)"(R)|Vh|* > 0. (2.87)

Sendo N apontando para futuro, temos que (N, K) < 0 em 3, e juntamente com ([2.86))
obtemos que ¢ é super-harmonica, mas pelo fato de ¥ ser compacta temos que ¢ deve ser
constante. Consequentemente A¢ = 0 e |A?| — nH? se anula em ¥ o que nos d4 que %

totalmente umbilica e
Ricyy(N*,N*) — (n — 1)(log £)"(h)|Vh|* = 0, em X. (2.88)
Se a desigualdade em ([2.85)) é estrita, entao para cada p € X, isso é equivalente a N*(p) = 0
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o que implica |Vh| = 0, ou seja, h é constante e, portanto, 3 é um slice. Para o caso que
¥, nao é um slice, é totalmente umbilica e tem curvatura média constante em M, por [22]
Teorema 5], o tinico caso que isso ocorre, acontece se, e somente se, M for localmente um

espaco de Sitter e X for uma hiperesfera redonda umbilica. [ |

Fazendo uso da observagao [2.4.3] podemos ainda extrair um resultado do teorema
anterior que nao descarta o fato de X ser uma hiperesfera redonda umbilica, para isso,

basta considerarmos que o espago ambiente GRW ¢é Einstein.

Coroldrio 2.6.2. Seja —I x; M™ um espago-tempo GRW, Einstein com Ric = ¢(,),

espacialmente fechado e que obedecendo a condigao de convergéncia nula, ou seja, satisfaz
() =(n—1) Sl;p(ff” — )y (2.89)

onde Ricyr = ¢(, )y € o tensor de Ricci da variedade Riemanniana compacta M™. Entao,
as unicas hipersuperficies compactas imersas em —I x y M"™ com curvatura média constante
s@o os slices {t} x M™, t € I, exceto o caso em que —I Xy M™ seja isométrico ao espago-

tempo de Sitter em uma vizinhanga de ¥, que deve ser uma hiperesfera redonda umbilica.

O nosso proximo passo é de alguma forma estender o Teorema [2.6.1) para o caso
hipersuperficies com curvatura média de ordem superior constante. Para isso, utilizaremos
nossas férmulas para o operador L atuando em g(h) e (N, K). O que faremos a seguir
é estender o Teorema para o caso de espacgos-tempos GRW. Em vez de usarmos a
condicao de convergéncia nula, iremos supor que M satisfaz a condicdo de convergéncia
nula forte (CCNF), ou seja,

Ky > Sl}p(ff” — 7). (2.90)

Teorema 2.6.3. Seja —I Xy M™ um espaco-tempo GRW espacialmente fechado obede-
cendo a condicao de convergéncia nula forte, com n > 3. Suponha que ¥ é uma hipersu-
perficie compacta tipo-espaco imersa em —I Xy M™ que estd contida em um slab Q(t1,t2)
em que f' nao se anula. Se Hj for constante, com 2 < k < n, entdo ¥ € totalmente
umbilica. Além disso, ¥ deve ser um slice {to} x M"™ (necessariamente com f'(ty) # 0),
a menos no caso em que —I Xy M"™ tem curvatura seccional constante positiva e X é

uma hiperesfera redonda umbilica. O ultimo caso nao pode ocorrer se assumirmos que a
desigualdade em ([2.90)) é estrita.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, suponhamos que f’(h) > 0 em ¥ escolhamos
a aplicagao de Gauss N apontando para futuro. Pelo Lema existe um ponto py €

>} onde todas as curvaturas principais sao negativas. Sendo Hj constante e positiva,
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considere a fungao ¢ = H;/kg(h) + (N, K) € C>(%), logo, pelos Lemas e 2.85,

temos que

Liaa(p) = Li(H"g(h)) + Li1((N, K))

= [—HY*e o (f/(R)Hi_y + (N, KVH,)] + (Z) (VHy, K) + (Z) (VH, K)

+ f/(h)ck_lHk‘ + (Z

)(N, K)(?’LHHk — (7’L — k)Hk+1)

(N, K)
f2
N, K>(10g £ (h)(exr Hia [ VR = (Pio1 VA, V)

- H,i/’%(’;) (f/(h)Hy_1 + (N, K)Hk)] + (Z) kf'(h)H

ZM K (N* ES)|N* A B

|
—~

n
k

+
T~

)V ) i (1= ) i) + (. 0O

k41

(Z) FVHY . — k:(k> (N,KVH,* + k(k)f (h)H,

Il
k‘

v () ottt = 0 D) + V.10

logo,
n 1/k / n b
Liate) = ()= 1t )+ ()N IO~ (0~ )i~ k)
+ (N,K)®, (2.91)

onde
© = a7 2 Mo KN BN AE: (g (1)t Hics| T~ (Pios ¥, )

=1

e Po_1E; = i p—1 By para cada i = 1,...,n. Como X possui um ponto eliptico, pelas provas
dos teoremase sabemos que as desigualdades H >, ... > H,i/k eHH,—Hgi1 >0
sao validas para X para todo k. Por ([2.52))

Hy— H*H_ = H/*(H, " —H, ) <0 (2.92)

em ¥, com igualdade ocorrendo se, e somente se ¥ totalmente umbilica. Utilizando (2.61])),

temos também, que

nHHy, — (n— k)Hypor — kH,* > kHy(H — H*) > 0. (2.93)
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Pelos Lemas [1.7.13| (para k = 2) e |1.7.14] (para k > 3), temos que operador Ly_; é

eliptico, ou seja, os auto valores associados ao operador P_; sao positivos em Y. E de

E50), temos

ik 1 Ky (N* AN ES|N*AEF? > pig1of N* A EF|?

para cada i = 1,...,n, onde a = sup(f f” — f?). Nao ¢é dificil ver que
I
IN* A Ef|? = |[Vh|> — (E;, Vh)?.

Para visualizar isso, considere as decomposicoes

N =N*— <N, 8t>8t, Ez = E: — (Ei,3t>8t, [§ 8t =—Vh-— <N, 8t>N

Lembrando que
IN* AE;]? = IN"PIE] — (N*, E)°

observe o seguinte,
IN*[? = (N, N%)
= (N +(N,2)0,, N + (N,0,)0,)
= (N,N) +(N,8)* + (N,8,) — (N, )
= —1+(N,0,)?
= [Vhf,

analogamente

EfP = (B} E;)
= <E’LJ E’L> + <Ei7at>2 + <E’L7 at>2 - <E’L7 at>2
— 1 + <E17 8t>2.

Agora, calculando a métrica do ambiente em (N*, EY), temos

(N*",E?) = (N,0,)0y, E; + (E;, 01)0y)

(N
(N

= (FE;,01)(N,0)
<E ><N7 8t>7
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ou seja,
<N*7 Ez*>2 = <El7 Vh>2<N7 at>2 = <E’L> Vh>2(1 + ‘Vh’Z)

e, consequentemente

IN*AEF? = |Vh*(1 4+ (E;,0,)%) — (E;, Vh)*(1 + |Vh[?)
= |Vh[’ + |Vh[*(E;, 0,)* — (E;, Vh)* — |Vh|*(E;, Vh)
= |Vh|* — (E;, Vh)?.

Sendo assim, (2.95) implica que

>tk Kn(N*AE)|INANE? > a(z fige—1|Vh* = i1 (E;, Vh>2),

=1 =1

entao, considerando II = Z ui7k_1\Vh]2 — fig—1(Ei, Vh)?, segue-se

=1
oll = Oé(t?" Pk 1 ‘Vh’Q Z(Pk1EZ,EZ><EZ,V}L><E“Vh/>>
i=1
= a(tr (Pe-1)|Vh|? _Z(Pk—lEia<Ei>vh>Ei><Ei7Vh>>
=1
= a(tr (Pe_1)|Vh|? —Z(Pk_1(<Ei,Vh>Ei>),(EZ-,Vh>EZ-))

=1

= a(tr(Py_1)|Vh|* — (P,_1(Vh),Vh))
= alep1Hy 1|Vh)* — (Pe_1(Vh), Vh)).

Logo,

0> (ot~ (g /(1)) (excs s [V — (Po(VRL VR, (299

Entao, por (2.92), (2.93)) e (2.96)), como f'(h) > 0e (N, K) < 0 por consequéncia Ly_1p <

0, e como Lj_; ¢ eliptico em Y que é compacta, temos pelo principio do maximo que ¢

¢ constante. Portanto, Ly_1¢ = 0, e os trés termos em (2.91) se anulam em . Em
particular, ¢ uma igualdade e ¥ é uma hipersuperficie totalmente umbilica. Como
H), é uma constante positiva e ¥ é totalmente umbilica, temos que todas as curvaturas
médias de ordem superior sao constantes. Em particular, H é uma constante positiva e o

resultado segue pelo Teorema [2.6.1 |
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Capitulo 3

Curvatura escalar de hipersuperficies
tipo-espaco em Espacos-tempos
GRW

Neste capitulo, faremos o estudo a respeito da curvatura escalar de hipersuperficies
tipo-espaco imersas no espaco-tempo GRW, onde utilizaremos algumas ferramentas que
foram deduzidas no capitulo anterior, mais precisamente as que envolvem o operador Ly.
Os resultados aqui apresentados foram baseados no trabalho de Juan A. Aledo e Rafael

M. Rubio [3].

3.1 Convencoes

Seja M = —I x; M temporalmente orientada, neste capitulo, diferentemente do caso
anterior, iremos tomar para cada hipersuperficie tipo-espaco ¥ em M, um tnico campo
vetorial tipo-tempo N € X*(X) globalmente definido em ¥ com a mesma orientagao
temporal que —d;, ou seja, tal que —(N, ;) < 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

temos que (N,d;) > 1, onde a igualdade ocorre em um ponto p € ¥ se, e somente se,
N - —at.

Definicao 3.1.1. Para uma hipersuperficie tipo-espaco 1 : ¥ — M com aplicacio de
Gaus N, o angulo hiperbolico ¢, em qualquer ponto p € ¥ entre o vetores unitdrios N e
0y € dado por (N,0,) = cosh(¢). Iremos nos referir a ¢ como fun¢ao angulo hiperbdlico

em 2.

Definicao 3.1.2. Uma hipersuperficie tipo-espaco com H = 0 é chamada hipersuperficie

mazrima.
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/
t
Definicao 3.1.3. O operador forma de um slice h = tq é dado por A = J;C((to))f e sua
0
/!
t
curvatura média H € dada por —f ( 0>.
f(to)

Observacao 3.1.4. Pela definicdo anterior, um slice tipo-espaco € mdzrima se, e somente

se, f'(to) =0 (e, portanto, totalmente geodésico).

Seja ¢ : ¥ — M uma hipersuperficie tipo-espaco em um espaco-tempo GRW M =
—1 xy M. O tensor curvatura R de M pode ser escrito em termos do tensor curvatura R

de X e o operador forma A de acordo com a equacao de Gauss
R(X,Y)Z = (R(X,Y)2)" — (AX, 2)AY + (AY,Z)AX; X,Y,Z € X(X), (3.1)

onde (R(X,Y)Z)" denota a parte tangente de R(X,Y)Z = V|xy]Z — [Vx, Vy|Z. Logo
de (3.1)) temos que,

Ric(X,Y) = Ric(X,Y) + (Ric(X, N)Y,N) — tr(A)(AX,Y) + (AX, AY). (3.2)
Para X,Y € X(X). O que nos mostra
S = tr(Ric) = S + 2Ric(N, N) + tr(A*) — n*H?, (3.3)

onde S e S representam a curvatura escalar de M e ¥ respectivamente .
Observe que, como (N, N) = (0;,0;) = —1 e

VA = (N*,N%)
= -1+ (0, N)?
= —1+ cosh(¢)?
= —1+sinh(¢)* +1
= sinh(¢)%. (3.4)

Por [1.8] temos,

I 2
Ric(N,N) = Ricy(N*, N*) — (n — 1)f 10> + (n — 1)—|aT|2 ff : (3.5)
. . f// f/2
e como S = tr(Ric) = F +2n7 +n(n—1)= 7 (decorre de um processo similar feito para

a férmula (T.14)), veja também [I5]), pela expressio para Ric(N, N), obtemos o seguinte

resultado.
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Lema 3.1.5. Seja ¢ : ¥ — M wuma hipersuperficie tipo-espaco no espaco-tempo GRW

M. Entio, a curvatura escalar de ¥ é dada por

S 1) ) y " 12 "
s = MTWM + 2Ricy (N*, N*) + n(n — 1) (F - H2) —2(n — 1)(log )"0/’

+ tr(A?) —nH>.

Demonstragdo. Colocando —(n — 1)]9,"|? em evidéncia em ({3.5]), obtemos

"

Ric(N, N) = Ricy;(N*, N*) — (n — 1)(log )"0, | — n—

f
Como S = S + 2Ric(N, N) + tr(A?) — n2H? temos
_ SM " 2 . . i} piaT o f//
S = 7 + 2717 +n(n — 1)F + 2Ricy (N*,N*) — 2(n — 1)(log f)"|0, | — 2n7
+ tr(A*) —n*H?
S & - * * /
— f—ﬂj +n(n — 1)?—2 + 2Ricy (N*, N*) — 2(n — 1)(log f)"10,|? + tr(A?) — n*H?.
Somando e subtraindo nH?
S e f* "
S = f—Aj + 2Ricy (N*, N*) 4 n(n — 1)F —2(n—1)(log f)"|0]|? + tr(A?) — n?H?
+ nH? —nH?
S . * * 2 "
= f—]\; + 2Ricy (N*,N*) + n(n — 1)(F - HQ) —2(n —1)(log f)"10, |2

+ tr(A?*) —nH?

Considere em ¥ a fungao £ : ¥ — R definida por

L= gp(KZ” N,) + H(p)g(h(p))

ondeg=(,),eg: I — Rétal que ¢ = f. Entao, temos o seguinte lema.

Lema 3.1.6. Seja v : ¥ — M uma hipersuperficie de curvatura média constante tipo-
espaco em um espaco-tempo GRW. Se X € totalmente umbilica, entao VL € identicamente

nulo.

Demonstra¢io. Como vimos anteriormente, Vi = —3,”, onde h = m;01), e como Vx K =
f'(m7)X, temos que V(N, K) = —AKT. Como X ¢ totalmente umbilica e tem curvatura

média constante, temos que
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VL = V(K,N)+ HVG(h)
= —AK' + HG'(h)Vh
— fHO — fHO/
= 0.

Ao longo desta sec@o, iremos assumir que X tem curvatura média constante. Seja V
a conexao de Levi-Civita da métrica g = (, )y, lembre que as férmulas de da Gauss e
Weingarten sido dadas respectivamente por VxV = VxY — (AX,Y)N e AX = —VxN
para X,Y € X(2). De.3| como f'(h) = f'oh e K = f(h)9,, pelo Lema[2.1.5| decorre

__J'(n) n 2 _
Al = =7 (n+ VA% = nH(N,0) (3.6)
A(g(h)) = nf'(h) + nH(K, N). (3.7)

Pelo Corolario 2.5.2

A(N,K) = n(VH,K)+nf'(h)H + (N, K)tr(A?) + (N, K)(Ricy (N*, N*)
— (n—=1)(log f)"(R)|Vh|*)
= n(VH,K)+nf'(h)H + Ric(K",N) + tr(A*)(N, K), (3.8)

pois

Ric(K',N) = (N,K)Ric(N*,N*) — (N, K)|d; ["Ric(0, )
= (N, K)(Ricy(N*,N*) = (n = 1)]9; [*(log f)"(R)).

Assim, por (37) e (35)

AL = A

= A(N,K))+ A(HG(h))
= n(VH,K)+ Ric(K",N) +nf'(h)H + tr(A*)(N,K) — Hnf'(h) — nH*(N, k)
= n(VH,K)+ Ric(K",N) +tr(A*)(N,K) — nH*(N, K)
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Como ¥ tem curvatura média constante, podemos concluir que VH = 0, portanto

AL = Ric(K",N)+tr(A*)(N,K) —nH*(N,K)
= (N, K)(Ric(N*, N*) — (n — 1)|9/ [*(log f)"(h) + tr(A?) — nH?).

Perceba que pelo Lema |3.1.5

— Su —n(n — le(h)— 2) = ic * N*)—2(n — og )’ 12

5ot ( ) = i (v ) 200 1 £ BT
+ tr(A?*) — nH?

logo,

- Ao () o)

onde A = Ricp (N*, N*) — (n — 1)(log £)"(h)|0, |? + tr(A%) — nH?. Portanto

[S _Sm n(n —1) (—,2 - H2> + (tr(A?) — nHQ)] : (3.9)

AL =
f? f?

DO | —

3.2 Alguns Resultados

De acordo com [30, Corolério 5.10], em um espago-tempo GRW espacialmente fechado
onde (log f)” < 0, toda hipersuperficie compacta tipo-espago de curvatura média cons-
tante é um slice tipo-espaco. Na verdade, a suposicao sobre a compactacao pode ser
relaxada quando a fibra é simplesmente conexa, uma vez que toda hipersuperficie tipo-
espago completa deve ser compacta [9, Proposicao 3.3]. Nessas condigoes, pelo Lema

3.1.5 a curvatura escalar da hipersuperficie se reduz

S o Tm

S = 0L (3.10)

Quando o espago- tempo é espacialmente aberto e (log f)” < 0, o resultado nao é ver-
dadeiro. Um contra exemplo ocorre no espago-tempo de Lorentz-Minkowski, o espaco
hiperbdlico é uma hipersuperficie tipo-espago completa com curvatura média constante
que nao ¢é um slice.

Perceba que pela definicao de CCN. se, a fibra M é Ricci flat, ou seja, Ricyy = 0

entao
M = —I x; M obedece CCN < (log f)" < 0.

Por este fato, como consequéncia direta do Lema [3.1.5, conseguimos fornecer um limite
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inferior para curvatura escalar de uma hipersuperficie tipo-espag¢o (nao necessariamente

completa) em um espago-tempo cuja a fungao torgao satisfaz (logf)” < 0.

Teorema 3.2.1. Seja M = —1I x ; M um espago-tempo GRW cuja fungdo torcdo satisfaca
(logf)" < 0 e seja ¥ uma hipersuperficie tipo-espaco em M. Entdo a curvatura escalar
de X2 satisfaz

SM O s

)2 + 2Ricy(N*, N*) +n(n — 1) (— - H2> : (3.11)

S > &

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se a hipersuperficie tipo-espaco for totalmente
umbilica e (logf)"(h)|d, |*> = 0.
Além disso, se (logf)" = 0 apenas em pontos isolados, entdo S atinge a igualdade em

se, e somente se Y estiver contido em um slice tipo-espaco, e como consequéncia
Sy o
S=—-—-—-—

f(h)?
Demonstragdo. Pelo Lema [3.1.5] temos
SM ° M . * * 2 2 1 aT|2
S = W—I—QRZCM(N,N)—I—TL(TL—l) F—H —2(n —1)(log f)"|0, |
+ tr(A%) —nH?

como tr(A?) —nH? > 0e —2(n — 1)(log f)"|9, |> > 0 entao

S > SA;(% + 2Rica (N, N*) + n(n — 1) (f—j - HQ).

Se nossa hipersuperficie for totalmente umbilica, temos |A|? = tr(A%) = nH, e como
por hipétese temos (log f)”|9, |> = 0, pelo Lema m, obtemos a igualdade em m

Agora, se (log f)” = 0 apenas em pontos isolados, temos pela continuidade de |9,"| que
S o
|0, = [Vh| =0, o que implica que X é um slice, consequentemente S = ]\J/C[T;M

Uma aplicacao simples do teorema anterior pode ser feita para espacos-tempos estdticos,
ou seja, espacos-tempos cuja a funcao torcao f é constante. Considerando f = 1, temos

pelo teorema anterior o seguinte corolario.

Corolario 3.2.2. Seja M = I x M um espaco-tempo GRW estdtico cuja fibra tem cur-
vatura de Ricci ndo negativa, e seja ¥ uma hipersuperficie tipo-espaco em M. Entdo a

curvatura escalar de 3 satisfaz

S > Sy omy —n(n—1)H?,
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e a iqualdade ocorre se, e somente se, ¥ for totalmente umbilica. Em particular, se a
curvatura de Ricci da fibra for positiva, a igualdade ocorre se, e somente se, X3 for mdzima
(e, portanto, totalmente geodésica) e estiver contida em um slice tipo-espago. Neste caso

S:SMOWM.

Perceba que, caso a fibra seja Ricci-flat, cada hipersuperficie tipo-espago tem curvatura
escalar limitada inferiormente em relacao homotética ao quadrado de sua curvatura, ou

seja
S > —n(n—1)H> (3.12)

Observacgao 3.2.3. Sob a suposicao de (log f)" < 0, se a derivada da fung¢do tor¢ao f ndao
tiver zeros, entao nao existem hipersuperficie mdzrimas tais que a curvatura escalar assuma
wgualdade em . Com efeito, suponha por um momento que exista uma hipersuperficie
Y que seja maxima e atinja a igualdade em . Entao pelo Teorema temos
que Y é totalmente umbilica e (log f)"|0)] = 0, ou seja, |9| = 0, implicando que ¥
estd contido em um slice. Porém, sendo ¥ uma hipersuperficie mdxima, por defini¢do
H = fTI =0, acarretando que f' =0, o que é um absurdo, jd que contraria nossa hipdtese
de f" # 0. Portanto nao existem hipersuperficies maximas que atinjam a igualdade ,
onde (log f)" < 0 e f' # 0. Por outro lado, sendo ¥ uma hipersuperficie mdxima, onde

(log )" <0 e a curvatura de Ricci da fibra € positiva, lembrando que |N*| = sinh(¢), €

correto afirmar que uma hipersuperficie tipo-espago X tem curvatura escalar S = —A;;Z}Z;M
) . ) ) SM O 7TM
se, e somente se Y estd contido em um slice. De fato, seja S = —f2(h) . Pelo Lema
5, 1. O
SM . " " 2 nati2
S = F +2RZCM<N 7N ) +n<n_ 1)? - 2<n o 1)(1ng) ‘at |

Como cada um dos elementos da expressao acima sao positivos (exceto possivelmente Sy )
temos que Ric(N*, N*) = 0, implicando que N* = 0, assim, pela equagao (3.4), temos

Vh =0, e portanto X estd contido em um slice.

Corolario 3.2.4. Seja M = —1I X ¢ M seja um espago-tempo GRW obedecendo a CCN

com fibra M Ricci flat, e seja ¥ wma hipersuperficie tipo-espaco em M. Entdo, a curvatura

S>n(n—1) (J},EZ))E — H2> : (3.13)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a hipersuperficie tipo-espaco for total-

escalar de 3 satisfaz
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mente umbilica e (logf)"(h)|0, |? = 0.
Para mais, se (logf)" = 0 apenas em pontos isolados, entdo S atingird a igualdade em
(13.13)) se, e somente se, 3 estiver contido em um slice tipo-espago e, como consequéncia,

S sera identicamente nulo.
Demonstracao. A demonstracao decorre diretamente do Teorema [3.2.1 |

Perceba que para o espagos-tempos tradicionais, ou seja dim(M) = 3 o tensor de
Ricci da fibra Riemanniana determina seu tensor curvatura, neste caso em particular,

supondo que a fibra seja Ricci flat temos que a fibra M é plana. Além disso, a suposicao
2 h

_ ) o .
nao ¢ necessariamente constante, tem sido muito utilizada pra obter resultador de rigidez
como pode ser visto em [28]. Ainda sob as hipéteses do Corolario considerando o

conjunto

para curvatura média H de uma hipersuperficie tipo-espago, que a principio

f’2(h(p))} 6510

172

= {p e Zia0) < s
Temos que a curvatura escalar S é nao negativa em {1y, e S = 0 se somente se p for
um ponto umbfilico e (log f)"(h(p))|d, (p)|*> = 0. A seguir, enunciaremos um resultado
bastante interessante que nos concede uma formula simples para a curvatura média de uma
hipersuperficie tipo-espaco, que estd contida em um slab [t1, 5] x M, tal que Vh(t;) =0
com i = 1,2, isto é, contida entre dois slices. Este resultado pode ser encontrado em [2]
Lema 12].

Lema 3.2.5. Seja 1) : ¥ — M uma hipersuperficie tipo-espaco, com curvatura média
constante, n-dimensional (n > 2) em um produto torcido Lorentziano M = —I x ; M cuja
fungao tor¢ao satisfaz (logf)" < 0. Se a curvatura de Ricci de X € limitada inferiormente

e X estd contido um slab [ty,ts] x M, tal que Vh(t;) =0 com i = 1,2, entdo

f'(h)
f(h)

Pelo lema anterior, para uma hipersuperficie com curvatura média constante completa

do tipo-espaco que esta contida entre dois slices em um espago-tempo GRW cuja funcao

torgao satisfaz (logf)” < 0, a igualdade H? = ];I((,’:)); ¢ valida. Portanto temos o seguinte

corolério

Corolario 3.2.6. Seja M = —1I X ¢ M um espago-tempo GRW obedecendo a CCN com
fibra M Ricci flat, e seja X uma hipersuperficie com curvatura média constante, completa
do tipo-espaco contida no slab [ty ts] x M, tal que Vh(t;) =0 comi = 1,2 em M. Entdo a
curvatura escalar S de 3 € nao negativa. Além disso, S € identicamente nulo se, e somente

se a hipersuperficie tipo-espaco for totalmente umbilica e (logf)" (h(p))|d, (p)|*> = 0. Além
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disso, se (logf)” = 0 apenas em pontos isolados, entdo S = 0 se e somente se 3 estiver

contido em um slice tipo-espaco.

Demonstragao. Estando X no slab [t, 5] x M (consequentemente entre dois slices), temos

"(h 2
de 2, Lema 12| que H? = LJ;((h))Q e pelo Corolério [3.2.4] temos S > 0, e pelo Teorema
3.2.1] S = 0 se, e somente se, 3 for totalmente umbilica e (log f)’(h)|d, |*> = 0. [

Lembre-se de que cada particao de GRW induz uma folheacao do espago-tempo por
hipersuperficies de curvatura média constante tipo-espaco totalmente umbilicas. Assim,
as suposicoes sobre a hipersuperficie tipo-espago no teorema a seguir tornam-se naturais.
Além disso, quando lidamos com hipersuperficies tipo-espaco completas, o resultado pode

ser usado para obter a unicidade da divisao.

Teorema 3.2.7. Seja M = —I X5 M um espaco-tempo GRW cuja funcgdo torcao sa-
tisfaz (logf)” < 0 e cuja fibra tenha curvatura de Ricci ndo negativa. Se ¥ for uma

hipersuperficie com curvatura média constante, tipo-espaco totalmente umbilica, entdao

_SMOWM nln — f’(h)Q_ 2
S_—f(h)2 + ( 1) (—f(h)2 H). (3.15)

Além disso, se (logf)" =0 apenas em pontos isolados, entdo 3 estd contido em um slice

tipo-espaco.

Demonstracao. Sendo ¥ uma hipersuperficie de curvatura média constante, totalmente

umbilica temos pelo Lema |3que VL =0 = AL = 0, ou seja

(N, K) (S — i—ﬂj —n(n—1) (f—lz - H2) + tr(A%) — nH2) =0 (3.16)

porém, utilizando novamente o fato que ¥ é totalmente umbilica tr(A%) — nH? = 0, logo

IS 2 S o 2
5_—fg’—n(n—1)(F—H2) :O<:>S:A;T£M+n(n—l)(§—2—}[2) (3.17)

com (log f)”|0,|> = 0. E assim, pelo Teorema concluimos que se (log f)” = 0 em

pontos isolados, entao ¥ esta contido em um slice. [ |

3.3 Espacos-tempos Einstein GRW

Nesta secao, faremos o estudo da curvatura escalar de uma hipersuperficie tipo-espago
imersa em um espaco-tempo Einstein GRW, recorrendo aos teoremas vistos anteriormente.
Utilizando a definicao de espago-tempo Einstein juntamente com o Teorema [3.2.1] e a

expressao [3.4 obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 3.3.1. Seja M = I x; M seja um espago-tempo de Einstein GRW cuja fibra
tem curvatura de Ricci nao positiva ¢ < 0, e seja X uma hipersuperficie tipo-espag¢o em

M. Entdo a curvatura escalar de ¥ satisfaz

c . e f'(h)?
San+20(N ,N>+n(n—1)<f(h)2 —H).

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a hipersuperficie tipo-espaco for total-

mente umbilica e c =0 ou X estiver contido em um slice tipo-espaco.

Demonstra¢ao. Temos 2Ricy (N*, N*) = 2¢(N*, N*), e pelo Teorema [3.1.5]

S > % + 2Ricy (N*, N*) +n(n — 1) (f—; — H2> : (3.18)
Logo,
S > n% 4 2¢(N*, N*)ar + nn — 1) (% - H2>. (3.19)
Pelo Lema B11]
S = SMfﬂ + 2Ricar(N*, N*) +n(n — 1) (]}—j - H2) = 2(n = 1)(logf)"|0; I

+ tr(A*) — nH?

Se a igualdade ocorre, entao tr(A?) —nH? = 0, o que implica que ¥ é totalmente umbilica

e
c
2(n — 1)(log )" (M0, |* = 0,17 =0,
opmTt
logo, ou ¢ = 0 ou X esta contido em um slice. |
Agora, a titulo de exemplo iremos utilizar o espaco-tempo & = —(0,00) X5 R3

Finstein de Sitter, que é uma solucao classica para equacao de campo de Einstein sem a
constante cosmoldgica.

Em 1922 o fisico e cosmdlogo russo Aleksander Aleksandrovich Friedmann (1888-1925)
publicou um artigo intitulado Sobre a curvatura do espaco, que seria a mais nova contri-
buicao na area da cosmologia. Neste trabalho, Friedmann resolve as equacoes de campo
completas de Einstein, sob as hipdteses de homogeneidade e isotropia, o que chamamos
hoje de Principio Cosmologico, obtendo que o universo teria curvatura espacial positiva,
isto é, o espaco esférico. Mais tarde, foi descoberto, que a solugao obtida por Friedmann
era apenas uma das trés solucoes possiveis. Hoje sabe-se que ao resolver as equagoes de
campo completas de Einstein sob um espaco-tempo que satisfaz o principio cosmolégico,

encontramos duas caracteristicas possiveis para o formato do universo, ele é aberto ou
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fechado. Caso ele seja aberto, entao ele possui curvatura nula (o que nos diz que o uni-
verso é um espago plano), ou entao, curvatura negativa (o que nos dé que o o universo é
um espaco hiperbdlico), para o caso que ele é fechado chegamos a resposta proposta por
Friedmann.

O espago-tempo Finstein de Sitter é um modelo de Friedmann-Robertson-Walker es-
pacialmente aberto, que satisfaz o principio cosmoldgico, ou seja, contém homogeneidade
e isotropia em largas escalas além de aceitar a condi¢ao de expansao do universo.

Se Y é uma hipersuperficie tipo-espaco em &, pelo Corolario temos que a cur-
vatura escalar de X é limitada inferiormente

S >n(n— 1)(?22((2)) — H2) = 5> 6(9—]112 — H2)

Se atentando ao fato que (log f)"(z) =

3.2 < 0 pela observacao |3.2.3| e Corolario |3.2.4],
x

temos o seguinte corolario

Corolario 3.3.2. Cada hipersuperficie mdzima tipo-espago em £ tem curvatura escalar

positiva.

) . f2h)
Demonstragao. Pelo Corolario [3.2.4] temos que S > n(n — 1) ) H?). Como a
Hipersuperficie é maxima para &, temos

S>6 ! >0
— \9h?
logo,
s>-2 20 (3.20)
~ 3h? ' '
[

Juntando este fato ao Teorema obtemos o seguinte resultado.
Corolario 3.3.3. Nao existem hipersuperficies totalmente geodésicas tipo-espaco em E

Demonstracao. Suponha por um momento que exista um hipersuperficie tipo-espaco X

totalmente geodésica em &, entao, temos que X é também totalmente umbilica com curva-

tura média constante, logo pelo Corolario anterior S = ETel Pela observagao [3.2.3] como
1
(log f)"(h) < 0e f'oh = 328 # 0, esta igualdade é um absurdo, ja que nao existem

hipersuperficies méximas que satisfazem a igualdade (3.11]) [ |

Perceba que, cada hipersuperficie tipo-espaco, totalmente umbilica com curvatura
média constante em £ esta contida em um slice tipo-espaco, o que nos permite afirmar a

seguinte caracterizagao para ao slices tipo-espaco.
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Corolario 3.3.4. As unicas hipersuperficies de curvatura média constante, tipo-espaco,
totalmente umbilicas e completas no espago-tempo de Finstein de Sitter sao os slices tipo-

espaco.

Demonstracao. Seja 3 uma hipersuperficies com curvatura média constante, completa e
totalmente umbilica em £. Pelo Lema[3.1.6, a férmula (3.9) do laplaciano AL é identica-

mente nulo, ou seja,
) ,
S—n(n—l)(F—H ) =0,

consequentemente,

1
=6 — H?).
s 6(%2 )
Mas, pelo fato de (log f)” < 0, o Lema nos garante que |9, |> = 0, logo ¥ é um slice,
/

e além disso H = ——, acarretando que S = 0. |

3.4 Espaco-tempo em estado estacionario

O espaco-tempo estaciondrio N' = —R X, R™ é um modelo do universo proposto por
Hoyle [I7] e Bondi e Gold [12] que satisfaz o principio cosmoldgico, ou seja, é homogéneo
e isotropico. Porém, além de ser homogéneo espacialmente, assim como o espago-tempo
Einstein de Sitter visto anteriormente, o mesmo é homogéneo temporalmente, em outras
palavras, este modelo parece o mesmo em todos os pontos, diregoes e sentido (veja [34]
Secao 14.8]).

Definigao 3.4.1. Dizemos que uma hipersuperficie tipo-espaco ¥ em N € limitada para
longe do futuro infinito (respectivamente limitada para longe do infinito) se sup h(3) < 0o

( respectivamente sup |h(3)| < o0).

Como uma consequéncia direta do Lema temos que a curvatura escalar de uma

hipersuperficie ¥ em A é dada por

S =n(n—1)(1— H?) +tr(A*) —nH. (3.21)

logo, se H? < 1 entao S > 0. Temos que uma hipersuperficie tipo-espaco de curvatura
média constante, completa e que é limitada para longe do futuro infinito em N, tem

curvatura média H = —1. Assim, é possivel enunciar o seguinte resultado

Corolario 3.4.2. Toda hipersuperficie completa tipo-espa¢o com curvatura média cons-

tante em N que € limitada longe do infinito tem curvatura escalar ndo negativa.

93



3. Curvatura escalar de hipersuperficies tipo-espago em Espacos-tempos GRW

Demonstracdao. Pelo lema anterior, vemos facilmente que H = —1, e utilizando a ex-

pressao para curvatura escalar de uma hipersuperficie ¥ imersa em N, temos
S =tr(A*) —nH? > 0.

Considere o espago-tempo de Sitter visto no Exemplo [1.5.2] Pelo exemplo [1.5.4]visto
anteriormente, o espago-tempo de estado estacionario é realizdvel como o dominio {z €
St @ + 21 > 0}. Levando em consideracdo que o traco de toda geodésica do espago-
tempo de Sitter é dado pela interseccao do espago-tempo de Sitter com um 2-plano através
da origem de L"*? (Veja [25, Proposicao 4.28]), é facil ver que todas as geodésicas nao
constantes no espaco-tempo de estado estacionario sao incompletas. Agora, usando uma
técnica diferente, podemos estender esse fato a uma familia mais ampla do espago-tempo
GRW. Para concluir a demonstragao do teorema a seguir, precisaremos do seguinte teo-

rema tipo Liouville

Lema 3.4.3. Seja ¥ uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura de Ricci é
limitada inferiormente e seja u : X — R uma funcdo suave ndo negativa em . Se

houwver uma constante ¢ > 0 tal que Au > cu?, entdo u é identicamente nulo em ¥.

Teorema 3.4.4. Seja M = —1I X ¢ M ser um espaco-tempo GRW obedecendo a CCN
f'(t)°
f(t)?

hipersuperficies tipo-espaco completas totalmente geodésicas.

cujo fungao tor¢ao satisfaz (logf)” < 0 e inf = ¢ > 0. Entdo, M ndo admite

Demonstracdo. Suponhamos por um momento que M contenha um hipersuperficie tipo-
espaco completa totalmente geodésica X e consideremos a funcao angulo hiperbdlico ¢
dada por

(N, 0;) = cosh(¢).

Dado X € X(X), temos que

(V(N,0),X) = X(N,0)
= (Vx,at>+<N,VX8t>
= (—AX,0,) + <N, 7/(X + (X, (9t)8t)>
i aaT !
= { Aat,X>+f((N,X>+<X,8t>(N,8t))

= (=A9,X)+ "%((X, (0, N>8t>)

!/

< — AJ + 7<N, 0,0, X>.
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f/

Logo, V cosh ¢ = —A9" + 7

(N, 9,)8,. Porém, como ¥ é totalmente geodésica

V cosh ¢ = 7

A principio, temos

Af(h) = f/(h)Ah+ f"(h)|Vh]?

e pela equacao (3.6]), obtemos

Af(h) = f}(( )>+|Vh| F(h)(log £ () — nH f'(h) cosh(6)

assim,

A(f(h)cosh(¢)) = Af(h)cosh(¢) + f(h) cosh(¢) +2(V f(h),V cosh(¢))

= L) cosi(6) + F(h) cosh(6) sinh?(6) log £)" (h)

f(h)

— nHf'(h) cosh?(¢) + f(h)A cosh(¢) + 2(Ad,, ") s
o' (h)
f(h)

cosh(¢) sinh?(). (3.22)

Lembremos de (3.8) que A(N, K) = n(VH, K)+nf'(h)H + Ric(K",N) +tr(A%)(N, K),

entao, sendo X uma hipersuperficie com curvatura média constante, temos
A(N,K) = Ric(K",N) +nf'(h)H + tr(A*)(N, K). (3.23)

Assim, por (3.22)) e (3.23)), obtemos

Ric(K",N) = —f'(h)nH — f(h)cosh(¢)tr(A%) + f(h) cosh(¢) sinh*(¢)(log f)"(h)
— "}((2; ncosh(¢) — nH f'(h) cosh?(¢) + Af(h)A cosh(¢) = 2(Ad,, 0 )
f2(h) o
Ty cosh(¢) sinh”(¢). (3.24)

De (3.9), temos
Ric(K",N) = f(h) cosh(¢)(Ricyr(N*, N*) — (n — 1) sinh?(¢)(log f)"(h)) ~ (3.25)

que juntamente com ([3.24}), acarreta,
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Acosh(¢) = nH(log f)'(h)(1 + cosh®(¢)) + cosh(¢)(Ricy (N*, N*)

— nsinh*(¢)(log f)"(Rh)) + f;%) cosh(¢)(n + 2sinh?(¢)) + cosh(¢)tr(A?)

W)t o7
2 (A0], 0.

Porém, como ¥ é totalmente geodésica

Acosh(¢) = cosh(¢)(Ricy(N*, N*) — nsinh®(¢)(log f)"(h))
f(h)

) cosh(¢)(n + 2sinh?(¢)) (3.26)

+

Veja que,

Asinh?(¢) = A(cosh?(¢) — 1)
= Acosh®(¢)
= 2cosh(¢)A cosh(¢) + 2|V cosh(¢) .

entao, multiplicando (3.26)) por cosh(¢) e substituindo na expressao anterior, obtemos que

Asinh?(¢) = 2cosh?(¢)(Ricy (N*, N*) — n(log f)”(h) sinh?(¢))

+ 21;22 ((Z; cosh?(¢) sinh?(¢) + 2% cosh(¢)(n + 2sinh?(¢)) (3.27)
e, como M obedece a condicio de convergéncia nula e cosh?(¢) > sinh?(¢), entdo,
Asinh?*(h) > 2n ;2((2)) + 4];/22 ((2)) cosh?(h) sinh?(¢) + 2% cosh?(¢) sinh?(¢)
> 4?;(;)) sinh* () + 2?225}];) sinh* ()
= 6?22 ((Z)) sinh?(¢)
> 6csinh? (). (3.28)

Portanto, pelo Teorema [3.4.3] temos que ¢ = 0, ou seja X é um slice necessariamente

totalmente geodésico. O que é um absurdo, ja que um slice tipo-espaco é maximo se, e
f'@)?
f)?

=c¢>0do

somente se f = 0, o que implicaria ¢ = 0 contradizendo a hipétese inf

teorema.

96
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3.5 Espacos-tempos GRW espacialmente

parabdlicos

Definicao 3.5.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa nao compacta. Dizemos
que M™ é uma variedade Riemanniana parabolica se, as unicas fungoes super-harmonicas,
limitadas inferiormente, sao as fungoes constantes. Dizemos que um espago-tempo M =

—1 x ¢ M ¢ espacialmente parabdlico se sua fibra for parabélica.

Definicao 3.5.2. Dizemos que uma variedade tem a propriedade forte de Liouville se ela

nao admite nenhuma funcdo harmonica positiva ndao constante.

Como pode ser visto em Yau [35], Segao 2, Corolério 1], caso a fibra M tenha curvatura
de Ricci nao negativa, entao a propriedade forte de Liouville se aplica a ela, ou seja
(M, {,)n) nao admite fungao harmoénica positiva nao constante. Note que a propriedade
forte de Liouville é verdadeira para qualquer variedade Riemanniana parabdlica sem ser

necessario fazer suposicao sobre a curvatura.

Teorema 3.5.3. Seja M = —1I X ¢ M um espago-tempo GRW espacialmente parabdlico,
cuja fibra 1-conexa completa tem curvatura seccional ndo negativa e cuja funcdo torcao
[ satisfaz que (log f) € limitada e concava. Seja ¥ uma hipersuperficie tipo-espago, com-
pleta, com curvatura média constante contida em um slab [t1,ts] X M, tal que Vh(t;) =0
com i = 1,2 e cujo angulo hiperbdlico € limitado. FEntao X € totalmente umbilica e sua

curvatura escalar satisfaz
Sy oy

= iy

Além disso, se (log f)” = 0 apenas em pontos isolados, entao S satisfaz a igualdade em

(3.29)

(13.29) se, e somente se, 3 for um slice tipo-espaco.

Demonstracao. Primeiramente, perceba que a funcao £ é limitada em ¥ e AL > 0, pois
estando X contida no slab [t1, to] x M, temos que a funcao altura h é limitada superiormente
e inferiormente e como log f é limitada e concava, temos que f é limitada, portanto £ é
limitada, e pelo Teorema e [2, Lema 12] AL > 0. Por [30), Teorema 4.4 |, concluimos
que X é parabdlico, o que implica que VL = 0 e, em vista disso, £ é constante e A(L) = 0.
Como AL é composto pela soma de funcoes nao negativas, entao tr(A%) — nH? = 0, ou

seja, . € totalmente umbilica e

S———n(n—1)(f—j—H2> =0
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logo,

S:i—]g+n(n—1)<f—j—H2>,

como 2 esta entre dois slices
S o T

S = 7
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