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Prof. Dr. Márcio Silva Santos

João Pessoa – PB
Março de 2022

http://lattes.cnpq.br/6615790899334444
http://lattes.cnpq.br/8395048488297971


M929e Moura, Paulo Vicente Correia de.
         Um estudo sobre a curvatura escalar e curvatura
      média de ordem superior de hipersuperfícies tipo-espaço
      em espaços-tempos GRW / Paulo Vicente Correia de Moura.
      - João Pessoa, 2022.
         108 f.

         Orientação: Márcio Silva Santos.
         Dissertação (Mestrado)  - UFPB/CCEN.

         1. Matemática. 2. Espaço-tempo Robertson-Walker
      generalizado. 3. Curvatura de ordem superior. 4.
      Curvatura escalar. 5. Fórmulas integrais
      tipo-Minkowski. I. Santos, Márcio Silva. II. Título.

UFPB/BC                                           CDU 51(043)

Catalogação na publicação
Seção de Catalogação e Classificação

Elaborado por WALQUELINE DA SILVA ARAUJO - CRB-15/514



Um estudo sobre a curvatura escalar
e curvatura média de ordem superior
de hipersuperf́ıcies tipo-espaço em
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Resumo

Neste trabalho, obtemos novos resultados para que uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa

em um espaço-tempo Robertson-Walker generalizado (GRW) seja um slice, sob hipótese

de curvatura média de ordem superior. Para isso, calculamos o operador Lk atuando

na função altura h e na função ⟨N,K⟩. Utilizando a fórmula encontrada para o opera-

dor Lk atuando na função altura, conseguimos desenvolver as sucessivas fórmulas integrais

tipo-Minkowski para hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas imersas em um espaço-tempo

GRW, que são ferramentas essenciais para obter e estender resultados de unicidades para

tais hipersuperf́ıcies no GRW. Em um segundo momento fazemos um estudo sobre a

curvatura escalar de hipersuperf́ıcies tipo-espaço imersas em um espaço-tempo GRW ar-

bitrário e, em seguida, aplicamos os resultados obtidos para entender o comportamento

da curvatura escalar de hipersuperf́ıcies tipo-espaço imersa em espaços-tempos GRW mais

espećıficos, como os Einstein e parabólicos.

Palavras-chave: Espaço-tempo Robertson-Walker generalizado; curvatura de ordem su-

perior; curvatura escalar; fórmulas integrais tipo-Minkowski.



Abstract

In this work, we obtain new results for a space-like hypersurface immersed in a generalized

Robertson-Walker spacetime (GRW) to be a slice, under the assumption of higher-order

average curvature. For this, we calculate the operator Lk acting on the height function

h and on the function ⟨N,K⟩. Using the formula found for the operator Lk acting on

the height function, we were able to develop successive Minkowski-type integral formulas

for compact space-like hypersurfaces immersed in a GRW spacetime, which are essential

tools to obtain and extend results from uniqueness to such hypersurfaces in the GRW.

In a second moment, we study the scalar curvature of space-like hypersurfaces immersed

in an arbitrary GRW space-time and then apply the results obtained to understand the

behavior of the scalar curvature of space-like hypersurfaces immersed in space-time. More

specific GRWs, like the Einsteins and Parabolics.

Keywords: Generalized Robertson-Walker space-time; higher order curvature; scalar

curvature; Minkowski-type integral formulas.
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2 Unicidade de hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média de or-

dem superior constante em espaços-tempos GRW 41
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Introdução

O estudo de hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura de ordem superior constante

imersas em variedades semi-Riemannianas, vem crescendo muito no decorrer das últimas

décadas, atraindo pesquisadores da Matemática e F́ısica. Uma classe importante das

variedades semi-Riemannianas, a qual iremos abordar neste trabalho, são os espaços-

tempos Robertson-Walker generalizados (GRW), que nada mais são do que um produto

torcido −I ×f M
n, com folha I ⊂ R, fibra Mn e função torção f munida da métrica

⟨, ⟩ = −⟨, ⟩I + f⟨, ⟩M . Do ponto de vista f́ısico, o estudo de hipersuperf́ıcies imersas

em espaços-tempos GRW são utilizados para diversas questões da relatividade geral, tais

como, folheações de espaços-tempos, mudança de fases de contração e expansão e problema

de Cauchy para equação de Einstein. Além de estar intimamente relacionado a diversos

problemas da relatividade geral como teorema da massa positiva e a desigualdade de

Penrose, onde o conhecimento de todo espaço-tempo não se faz necessário. Do ponto

de vista matemático, o interesse se aplica a resultados de rigidez como a classificação de

hipersuperf́ıcies, sob hipóteses de compacticidade e sinal da curvatura média de ordem

k que veremos ao longo deste trabalho. Dentre eles, damos destaque a [Montiel [22],

Teorema 5] que é uma ferramenta imprescind́ıvel para caracterização das hipersuperf́ıcies

aqui estudas, tal teorema afirma que

Seja Σ, n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta imersa de forma totalmente

umb́ılica com curvatura de ordem superior constante em um espaço-tempo Mn+1 com

campo vetorial tipo-tempo conforme fechado obedecendo a condição de convergência nula.

Então Σ é uma folha da foliação F(X); ou Mn+1 é localmente um espaço-tempo de Sitter

e Σ é uma hiperesfera redonda totalmente umb́ılica; ou localmente Mn+1 é um produto

semi-Riemanniano R2
1 × Qn−1 imerso como γ × IQn−1,onde γ é uma reta tipo-espaço no

plano de Lorentz R2
1.

Uma questão básica sobre este assunto é a unicidade de hipersuperf́ıcies tipo-espaço

de curvatura média constante imersas em determinados espaços-tempos (veja [9] e [4]),

motivando assim um interesse na unicidade de hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura

de ordem superior constante que engloba o caso anterior (curvatura de primeira ordem)

e o caso de segunda ordem que está fortemente relacionado com o conceito de curvatura
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escalar que veremos de maneira mais detalhada no caṕıtulo 3. Em 1995 Aliás, juntamente

com Romero e Sánchez (vide [9]) deram ińıcio ao estudo de hipersuperf́ıcies tipo-espaço

em espaços-tempos GRW, que estendem os espaços-tempos clássicos de Robertson-Walker

(RW) para incluir os casos em que a fibra não tem curvatura seccional constante, o este

estudo se baseia sob a seguinte indagação:

“Em que condições uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa de curvatura média cons-

tante em um espaço-tempo Robertson-Walker generalizado é um slice totalmente umb́ılico?”

Para realizar este estudo, foi necessário determinar quando essas hipersuperf́ıcies tipo-

espaço são compactas, a partir dáı é obtido que todas essas hipersuperf́ıcies compac-

tas em espaços-tempos (necessariamente espacialmente fechados ) mostram-se totalmente

umb́ılicas, exceto em casos muito excepcionais, impondo que o espaço tempo GRW sa-

tisfaça a chamada Condição de Convergência Tipo Tempo. Em outras palavras, eles

descobriram que, quando o espaço ambiente obedece à chamada condição de convergência

tipo-tempo, então toda hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço com curvatura média cons-

tante deve ser totalmente umb́ılica e, exceto em casos muito excepcionais, deve ser um

slice tipo-espaço.

Neste trabalho faremos o estudo sobre a unicidade e curvatura escalar de hipersu-

perf́ıcies tipo-espaço compactas imersas em espaços-tempos GRW. Como pode ser visto

em [9, Proposição 3.2], se um espaço-tempo admite uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-

pacta, então ele é espacialmente fechado, isto é, sua fibra Mn é compacta. Observe que

considerando um espaço-tempo GRW espacialmente fechado −I×fM
n, a famı́lia de slices

Mn
t = {t} ×Mn estabelece uma folheação de −I ×f M

n compactas totalmente umb́ılicas

com curvatura média constante H(t) = f ′(t)
f(t)

, de maneira mais geral, a k-ésima curvatura

média é dada por Hk(t) =
(

f ′(t)
f(t)

)k
. Tendo o conhecimento de resultados tão fortes a

respeito de tais hipersuperf́ıcies, é compreenśıvel indagar:

“Sob quais condições uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta com curvatura média

de ordem superior constante imersa em um espaço-tempo GRW é um slice tipo-espaço?”

No trabalho feito por Aĺıas, Romero e Sánchez [7], a chamada condição de convergência

nula (CCN) é suficiente para garantir que uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço deve ser to-

talmente umb́ılica, não apenas em espaços tempos GRW, mas em um âmbito mais geral,

para espaços-tempos Conformemente Estacionários (CS) munido com um campo de ve-

tores conforme tipo-tempo que é um auto-campo do tensor do operador de Ricci. Dando

continuidade a este estudo, Montiel, em [22], classificou as hipersuperf́ıcies totalmente

umb́ılicas com curvatura média constante, mostrando que as únicas hipersuperf́ıcies tipo-

espaço compactas que satisfazem a condição de convergência nula são os slices tipo-espaço,

exceto o caso em que o espaço-tempo é um espaço de Sitter e a hipersuperf́ıcie é uma

3



esfera redonda umb́ılica.

Em todos os trabalhos citados anteriormente, uma ferramenta primordial para o de-

senvolvimento dos mesmos foram as chamadas fórmulas de Minkowski. O uso de integrais

tipo-Minkowski foi utilizado por Montiel [20] para obter resultados de unicidades de hiper-

superf́ıcies tipo-espaço com curvatura média constante no espaço de Sitter e continuado

por Álias, Romero e Sánchez em [9] e [8] para hipersuperf́ıcies de curvatura média cons-

tante em espaços-tempos GRW, de maneira mais geral para espaços-tempos CS. Para o

estudo de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante, somente a primeira e segunda

fórmula de Minkowski se fazem necessárias, porém, para realizar o estudo de hipersu-

perf́ıcies tipo-espaço de curvatura média de ordem superior constante é preciso ter enten-

dimento do que seriam as sucessivas fórmulas de Minkowski, e para isso, são necessários

cálculos não triviais envolvendo o tensor de Ricci e a derivada covariante do ambiente, a

menos claro que se suponha que o ambiente seja Einstein ou que tenha curvatura seccional

constante.

Para desenvolvimento da teoria que aqui apresentaremos, utilizaremos as chamadas

transformações de Newton Pk e seus operadores diferenciáveis de segunda ordem Lk, para

estender os resultados de unicidades de hipersuperf́ıcies de [1], [4] e [22] onde se considera

que o espaço ambiente tem curvatura seccional constante.

No caṕıtulo 1, estabeleceremos notações e apresentaremos resultados introdutórios

que serão utilizados ao longo deste trabalho. Enunciaremos a definição de uma variedade

Riemanniana, seguida de alguns exemplos clássicos da mesma, o conceito de conexão

de uma variedade semi-Riemanniana e os operadores diferenciáveis, sendo eles, gradiente,

Hessiano e Laplaciano. Logo após, definiremos o tensor curvatura de uma variedade semi-

Riemanniana e apresentaremos algumas de suas propriedades,abordaremos a definição

de curvatura seccional, tensor de Ricci e curvatura escalar. Também apresentaremos a

definição de espaço-tempo Robertson-Walker generalizado e alguns exemplos de tal espaço,

um breve comentário sobre orientação temporal e segunda forma fundamental. Dando

sequência, definiremos a curvatura média de ordem superior de uma hipersuperf́ıcie, as

transformações de Newton, onde provaremos algumas de suas propriedades relacionadas

a curvatura média de ordem superior e lemas importantes, enunciaremos a definição do

operador diferenciável de segunda ordem Lk e algumas de suas propriedades eĺıpticas.

No Caṕıtulo 2, iremos deduzir uma fórmula para o operador Lk atuando na função

altura h (Lema 2.1.5), que será uma ferramenta essencial pa demonstração dos nossos

teoremas. Em seguida, com as fórmulas encontradas para o operador Lk atuando na

função altura, faremos algumas aplicações para as mesmas. Como primeira aplicação,

utilizamos tais fórmulas para obter uma limitação do máximo e mı́nimo do quociente Hk+1

Hk
,

seguido do Teorema 2.2.3 que nos dá uma condição para que uma hipersuperf́ıcie compacta
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tipo-espaço imersa emM seja um slice tipo-espaço, que é o teorema principal desta seção.

Dando continuidade, daremos a definição da condição de convergência nula (CCN), o

estudo e desenvolvimento das fórmulas de Minkowski para espaços-tempos GRW, que será

nossa ferramenta principal para estender [22, Teorema 8] para o caso de hipersuperf́ıcies

imersas em um espaço-tempo RW que obedece a condição de convergência nula e também

versões dos teoremas [22, Teorema 5] voltadas para o caso de curvatura média de ordem

superior. Em seguida faremos o estudo do operador Lk atuando na função ⟨N,K⟩, onde
obtemos uma fórmula bastante rústica para mesma, e a partir dai, dedicamos o restante

da seção para aperfeiçoar esta fórmula. Por fim, utilizaremos a fórmula L0 = ∆ para

obter novamente o [22, Teorema 6] e estendê-lo para o caso de curvatura média de ordem

superior, dessa vez, sob a chamada condição de convergência nula forte (CCNF).

No caṕıtulo 3, faremos o estudo da curvatura escalar de hipersuperf́ıcies imersas em

espaços-tempos GRW. Primeiramente, definiremos a função ângulo hiperbólico ϕ, seguida

das definições de hipersuperf́ıcies máximas, operador de Weingarten de um slice e sua cur-

vatura média. Em sequência utilizamos a equação de Gauss e o tensor de Ricci para obter

uma fórmula de curvatura escalar para uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um

espaço-tempo GRW. Feito isso, como uma consequência da igualdade obtida para curva-

tura escalar, sob a condição convergência nula provamos o Teorema 3.2.1 que nos dá uma

limitação inferior para curvatura escalar, onde a mesma atinge a igualdade somente sob

algumas condições espećıficas. Em seguida, fazemos a observação 3.2.3 que sob algumas

hipóteses razoavelmente simples sobre a função torção f , nos permite obter informações so-

bre a existência de hipersuperf́ıcies máximas que são slices tipo-espaço. Dando sequência,

apresentamos mais alguns corolários para casos particulares como a fibra ser Ricci flat, ou

ainda, tomando um subconjunto de Σ, onde H2 ≤ f ′2

f2 . E como parte final, utilizaremos os

teoremas, corolários obtidos e resultados tipo-Liouville para entender o comportamento

da curvatura escalar de hipersuperf́ıcies em espaços tempos GRW mais espećıficos, como o

espaço Einstein de Sitter, espaço-tempo em estado estacionário (Steady state spacetime)

e espaços tempos espacialmente parabólicos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo iremos apresentar resultados e notações que serão imprescind́ıveis para o

desenvolvimento deste trabalho. Omitiremos muitas das demonstrações devido a extensão

do trabalho. Caso o leitor tenha interesse em se aprofundar nas definições e resultados

aqui apresentados recomendamos a leitura das referências [25], [31],[22],

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Neste primeiro momento, iremos definir o conceito de variedade semi-Riemanniana

seguido das definições de sua conexão e curvatura. Veremos também a definição de um

espaço-tempo Robertson-Walker generalizado, além das transformações de Newton e seus

operadores diferenciáveis associados.

Definição 1.1.1. Seja (M, ⟨, ⟩) uma variedade diferenciável munido com um tensor métrico

g = ⟨, ⟩. O ı́ndice ν de gp é a maior dimensão de um subespaço σ ⊂ TpM tal que, a res-

trição gp|σ×σ é negativa definida, ou seja, para todo v ∈ σ − {0} tem-se g(v, v) < 0.

Definição 1.1.2. Um tensor métrico g em uma variedade diferenciável M é um (0,2)-

tensor covariante e simétrico, tal que, para cada p ∈ M a aplicação bilinear simétrica

gp em cada espaço tangente TpM é não degenerada, e tem ı́ndice ν constante em M , ou

seja, o ı́ndice ν de gp não depende de p. Uma variedade semi-Riemanniana M é um par

(M, g), onde M é uma variedade diferenciável e g um tensor métrico de ı́ndice constante

sobre M .

O valor constante do ı́ndice ν de gp de uma variedade semi-RiemannianaM é chamado

ı́ndice de M , logo 0 ≤ ν ≤ dim(M). Se ν = 0, então M é uma variedade Riemanniana e

para cada p ∈M gp é um produto interno em TpM . Caso ν = 1 e n ≥ 2, dizemos que M

é uma variedade Lorentz, como veremos no Exemplo 1.1.3.
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1. Preliminares

A partir daqui, denotaremos g = ⟨, ⟩, assim, para vetores u, v ∈ TpM , temos gp(u, v) =

⟨u, v⟩ ∈ R, e g(X, Y ) = ⟨X, Y ⟩ para campos de vetores tangentes.

Exemplo 1.1.3. Sejam 0 ≤ ν ≤ n+ 1 um inteiro positivo, M = Rn+1 e (x1, x2, ..., xn+1)

o sistema de coordenadas usuais de Rn+1. Considere o tensor métrico definido por

⟨up, vp⟩ = −
ν∑

i=1

uivi +
n+1∑

j+ν=1

ujvj, (1.1)

onde up =
∑
ui∂i e

∑
vi∂i. Se ν = 0 então

⟨up, vp⟩ = −
0∑

i=1

uivi +
n+1∑

j+0=1

ujvj

logo,

⟨up, vp⟩ =
n+1∑
j=1

ujvj,

assim, Rn+1 munido com está métrica nos dá a variedade Riemanniana chamada de

espaço Euclidiano (n+1)-dimensional. Se ν = 1 e n ≥ 2 temos

⟨up, vp⟩ = −u1v1 +
n+1∑
j=2

ujvj (1.2)

e dizemos que (M, ⟨, ⟩) é uma variedade de Lorentz (também chamada de espaço de

Lorentz-Minkowski (n+1)-dimensional), a qual de notaremos por Rn+1
1 . Em todo caso,

se 0 ≤ ν ≤ n + 1, então M = Rn+1 munido com o tensor métrico aqui definido nos dá

uma variedade semi-Riemanniana Rn+1
ν .

Definição 1.1.4. Sejam (M, ⟨, ⟩) uma variedade semi-Riemanniana e X um campo de

vetores tangentes à M . Dizemos que X é;

(i) tipo-espaço, se ⟨X,X⟩ > 0 ou X = 0;

(ii) tipo-tempo, se ⟨X,X⟩ < 0;

(iii) nulo, se ⟨X,X⟩ = 0 e X ̸= 0.

Se M for uma variedade Lorentziana e ⟨X,X⟩ = 0 para X ̸= 0, então dizemos que X é

tipo-luz.
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1.2 Conexão de Levi-Civita

Dada uma variedade semi-Riemanniana M , considere os campos de vetores X e Y

definidos em M . Nesta seção, queremos calcular a taxa de variação de X na direção de

Yp, para cada p ∈ M . No espaço Euclidiano, fazemos isso naturalmente calculando a

derivada de um campo em relação a outro.

Definição 1.2.1. Sejam u1, u2, ..., un+1 coordenadas naturais de Rn+1
ν . Se X e Y são

campos de vetores em Rn+1
ν , onde X =

∑
X i∂i, definimos o vetor

DYX =
n=1∑
i=1

Y (X i)∂i (1.3)

como a derivada covariante de X na direção de Y.

Perceba que, pelo fato da definição acima utilizar coordenadas distintas de Rn+1
ν , não

é evidente como fazer o mesmo para variedades semi-Riemannianas quaisquer, tendo isso

em mente, iniciaremos apenas postulando suas propriedades. No que veremos adiante,

X (M) denota o conjunto dos campos de vetores tangentes a M de classe C∞ e C∞(M)

denota o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M.

Definição 1.2.2. Sejam X, Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ C∞(M).Uma conexão ∇ em uma

variedade M é uma função

∇ : X (M)×X (M) −→ X (M)

satisfazendo :

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ ;

(iii) ∇X(fZ) = f∇XZ +X(f)Z.

Dizemos que ∇XZ é a derivada covariante de Z na direção de X em relação a conexão

∇.

Para darmos tal definição, é preciso garantir que em cada variedade semi-Riemanniana

exista uma única conexão munida com mais duas propriedades adicionais da conexão

natural em Rn+1
ν . Condições estas que são dadas no seguinte resultado também chamado

de “Milagre da Geometria Semi-Riemanniana”que pode ser encontrado em [25, Teorema

3.11].
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Teorema 1.2.3 (Levi-Civita). Em uma variedade semi-RiemannianaM existe uma única

conexão ∇ tal que

(i) [X, Y ] = ∇XY −∇YX;

(ii) X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY ⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩, ∀X, Y, Z ∈ X (M).

∇ é chamada a conexão de Levi-Civita de M é caracterizada pela fórmula de Koszul

2⟨∇XY, Z⟩ = X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X, Y ⟩ − ⟨X, [Y, Z]⟩+ ⟨Y, [Z,X]⟩ (1.4)

+ ⟨Z, [X, Y ]⟩.

1.3 Alguns operadores diferenciáveis

Nesta seção iremos definir os conceitos de gradiente, Hessiano, divergente e Laplaciano

para uma variedade semi-Riemanniana M . O referencial E1, ...En+1 sempre denotará um

referencial ortonormal em M .

Definição 1.3.1. Seja f ∈ C∞(M). O gradiente de f, ∇f , é um campo vetorial metrica-

mente equivalente a diferencial df .

Assim

⟨∇f,X⟩ = df(X) = X(f), ∀X ∈ X (M).

Em termos de um referencial ortonormal podemos escrever

n+1∑
i=1

ϵi⟨∇f, Ei⟩Ei, (1.5)

onde ϵi = ⟨Ei, Ei⟩.

Definição 1.3.2. Dado um campo vetorial X ∈ X (M) definimos a divergência do campo

X como a função divX :M −→ R dada por

divX = tr(Y (p) −→ ∇YX(p)), p ∈M.

Em termos de um referencial ortonormal podemos escrever

divX =
n+1∑
i=1

ϵi⟨∇Ei
X,Ei⟩.

Definição 1.3.3. Seja f : M −→ R uma função diferenciável. O hessiano de f, ∇2
f , é

o campo tensorial ∇2
f : X (M)×X (M) −→ X (M) dado por

∇2
f(X, Y ) = ⟨∇X(∇f), Y ⟩.

9
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Definição 1.3.4. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Definimos o operador La-

placiano, ∆ : C∞(M) −→ C∞(M) por ∆f = tr(∇2
f), ∀f ∈ C∞(M). Observe que o

Laplaciano também pode ser visto da seguinte maneira:

∆f =
n+1∑
i=1

ϵi⟨∇
2
f(Ei), Ei⟩

=
n+1∑
i=1

ϵi⟨∇Ei
(∇f), Ei⟩

= div(∇f).

1.4 Curvatura de uma variedade semi-Riemanniana

Nesta seção iremos definir o tensor curvatura de uma variedade semi-Riemanniana,

que na prática mede o quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana.

Definição 1.4.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura R de

M é a aplicação

R : X (M)×X (M)×X (M) −→ X (M)

dada por R(X, Y, Z) = ∇[X,Y ]Z− [∇X ,∇Y ]Z. Fixando os campos X, Y ∈ X (M) definimos

o operador curvatura

R : X (M) −→ X (M)

dado por R(X, Y )Z = R(X, Y, Z). Se o tensor curvatura é identicamente nulo dizemos

que M é uma variedade flat.

Perceba que, pelo fato do tensor curvatura ser definido em termos da conexão da

variedade semi-Riemanniana, temos que o mesmo é linear em cada entrada em relação a

soma e linear em relação a funções pertencentes ao anel C∞(M). Além disso, o operador

curvatura satisfaz as seguintes propriedades (Para maiores detalhes veja [25] Proposição

3.36).

Proposição 1.4.2. Sejam X, Y, Z,W ∈ X (M), então

(i) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;

(ii) ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = −⟨R(Y,X)Z,W ⟩;

(iii) ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = −⟨R(X, Y )W,Z⟩;

(iv) ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(Z,W )X, Y ⟩.
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A seguir iremos definir o conceito de curvatura seccional de uma variedade semi-

Riemanniana M que está essencialmente relacionado ao operador curvatura.

Definição 1.4.3. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e p ∈ M . Considere um

subespaço não-degenerado σ ⊂ TpM . Denominamos o número

K(x, y) =
⟨R(x, y)x, y⟩

|x|2|y|2 − ⟨x, y⟩2

como a curvatura seccional de σ em p, onde {x, y} é uma base de σ.

Vale salientar que a curvatura seccional não depende da base {x, y} escolhida para σ

(veja [31] Lema 1.8).

Definição 1.4.4. Considere a aplicação multilinear F : X (M)4 −→ R. Se F satisfaz

todos os itens da proposição 1.4.2 dizemos que F é tipo-curvatura.

Note que, por definição e considerando que σ = span{x, y} é um plano não degenerado,

se F (x, y, x, y) = 0 para todo x, y ∈ σ então F ≡ 0.

Lema 1.4.5. Sejam σ = span{x, y} um plano não degenerado e F uma função tipo-

curvatura em Tp(M) tal que

K(x, y) =
F (x, y, x, y)

|x|2|y|2 − ⟨x, y⟩2
.

Então

⟨R(x, y)z, w⟩ = F (x, y, z, w)

para todos x, y, z, w ∈ TpM.

Demonstração. Defina B(x, y, z, w) = F (x, y, z, w)− ⟨R(x, y)z, w⟩. Não é dif́ıcil verificar

que B(x, y, z, w) satisfaz todos os itens da proposição 1.4.2, isto é, B(x, y, z, w) é tipo

curvatura. Sendo σ = span{x, y} um plano não degenerado, temos que B(x, y, x, y) =

0. Logo, considerando o comentário feito anteriormente sobre aplicações tipo-curvatura,

temos B ≡ 0, e consequentemente F (x, y, z, w) = ⟨R(x, y)z, w⟩. ■

Abordaremos agora o conceito de curvatura seccional constante de uma variedade

semi-Riemanniana M .

Definição 1.4.6. Dizemos que uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura sec-

cional constante se a função curvatura seccional K é constante.

Como veremos mais adiante, um assunto que será bastante abordado no decorrer

trabalho é o conceito de variedade de curvatura seccional constante. Sabendo disto, o

próximo resultado nos dá uma fórmula para R quando κ é constante.

11
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Corolário 1.4.7. Se M tem curvatura seccional constante κ,então

R(x, y)z = κ(⟨x, z⟩y − ⟨y, z⟩x).

Demonstração. Defina F (x, y, z, w) = κ(⟨x, z⟩⟨y, w⟩ − ⟨y, z⟩⟨x,w⟩). Note que F satisfaz

todos os itens da Proposição 1.4.2, ou seja, F é tipo-curvatura. Pelo modo como definimos

F , temos

F (x, y, x, y) = κ(|x|2|y|2 − ⟨x, y⟩2),

então sendo σ = span{x, y} um plano não degenerado obtemos

K = κ =
F (x, y, x, y)

|x|2|y|2 − ⟨x, y⟩2

logo, pelo Lema 1.4.5, temos F (x, y, z, w) = ⟨R(x, y)z, w⟩ e, portanto,

R(x, y)z = κ(⟨x, z⟩y − ⟨y, z⟩x).

■

Definição 1.4.8. SejamM uma variedade semi-Riemanniana (n+1)-dimensional e E1, ...En+1

um referencial ortonormal de M . A aplicação Ric : X (M)×X (M) −→ C∞(M) dada por

Ric(X, Y ) =
n+1∑
i=1

ϵi⟨R(X,Ei)Y,Ei⟩,

é denominada curvatura do tensor de Ricci.

Dizemos que uma variedade semi-RiemannianaM é Einstein se Ric = c⟨, ⟩ para algum
c ∈ R.

Definição 1.4.9. Seja M uma variedade semi-Riemanniana (n+1)-dimensional. Defini-

mos a curvatura escalar S de M como o traço do tensor curvatura de Ricci, isto é,

S = tr(Ric).

1.5 Espaços-tempos Robertson-Walker

generalizados

Nesta seção, iremos apresentar algumas definições e resultados clássicos de espaços-

tempos Robertson-Walker generalizados, os quais serão utilizados ao longo desta dis-
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sertação. Faremos também um breve comentário a respeito do operador de Weingarten

juntamente com o conceito de curvaturas principais

Definição 1.5.1. Sejam Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional, e seja I uma

variedade 1-dimensional (um ćırculo ou intervalo aberto de R). Vamos denotar por −I×f

Mn a variedade produto I ×Mn (n+1)-dimensional munida da métrica Lorentziana

⟨, ⟩ = −dt2 + f 2(t)⟨, ⟩M ,

onde f > 0 é uma função suave em I e ⟨, ⟩M representa a métrica Riemanniana em Mn,

ou seja, −I ×f M
n é um produto torcido Lorentziano com base Lorentziana (I,−dt2) e

fibra Riemanniana (Mn, ⟨, ⟩M) e função torção f .

Vamos nos referir a −I ×f M
n como espaço-tempo Roberson-Walker generalizado, e

quando a fibra Riemanniana Mn tiver curvatura seccional constante iremos nos referir a

tal espaço simplesmente por espaço-tempo Robertson-Walker (RW). A seguir, daremos

exemplos clássicos de espaços-tempos desse tipo. (Para mais detalhes recomendamos a

leitura de [31], [22] e [25].)

Exemplo 1.5.2 (Espaço-Tempo de Sitter). O conjunto dado por

Sn+1
1 = {x ∈ Rn+2

1 | ⟨x, x⟩ = 1}

é uma variedade semi-Riemanniana completa e conexa denominada espaço de Sitter que

possui curvatura seccional constante igual a 1. De acordo com a referência [31] o espaço

de Sitter admite o modelo GRW

Sn+1
1 = −R×cosh(t) Sn

onde Sn é a esfera n-dimensional de raio unitário do espaço Euclidiano.

Exemplo 1.5.3. Considere a variedade de Lorentz Rn+1
1 com métrica

⟨u, v⟩ = −u1v1 +
n∑

i=1

uivi.

Não é dif́ıcil ver que Rn+1
1 pode ser dada pelo produto torcido −R ×f Rn, onde f ≡ 1.

Tendo em vista que a curvatura seccional de Rn é zero, temos que Rn+1
1 tem curvatura

seccional constante igual a zero.

Exemplo 1.5.4 (Steady State Space). Considere e espaço-tempo de Sitter visto anterior-

mente e a ∈ Ln+2 − {0} um vetor tipo-tempo não nulo, apontando para o passado, temos
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assim que, ⟨a, a⟩ = 0 e ⟨a, e0⟩ > 0. Definimos o espaço em estado estacionário (Steady

State Space) como a região aberta do espaço-tempo de Sitter dada por

Hn+1 = {p ∈ Sn+1 | ⟨p, a⟩ > 0}.

Na ralidade, tomando a aplicação ω : Hn+1 −→ −R×et Rn dada por

ω(x) =

(
log(⟨x, a⟩), x− ⟨x, a⟩b− ⟨x, b⟩a

⟨x, a⟩

)
,

onde ⟨a, b⟩ = 1 é posśıvel mostrar que Hn+1 é isométrico ao espaço −R ×et Rn (veja

[31]). No Caṕıtulo 3, faremos um comentário deste espaço e sua relação com o principio

cosmológico.

Exemplo 1.5.5 (Einstein-de Sitter). O espaço-tempo GRW, Einstein-de Sitter , satisfaz

é dado como o produto torcido E = −(0,∞)×t1/3 R3, dotado da métrica Lorentziana

⟨, ⟩ = −dt2 + (t1/3)2(dx21 + dx22 + dx23).

O espaço-tempo Einstein-de Sitter, assim como steady state space, satisfaz o prinćıpio

cosmológico.

Como o nosso estudo é feito somente dentro de espaços-tempos GRW, iremos apresen-

tar a seguir duas propriedade relacionadas ao tensor curvatura do ambiente GRW. Estas

propriedades nos permitem expressar o tensor curvatura do ambiente em relação ao tensor

curvatura da folha (I,−dt2) e de sua fibra (M, ⟨, ⟩M). Na verdade, as duas proposições

a seguir decorrem de propriedades mais gerais onde a folha não é necessariamente um

subconjunto de R. O leitor pode encontrar mais detalhes em [25, Proposição 7.42], se

atentando ao fato da métrica utilizada.

Proposição 1.5.6. Sejam R e RM os tensores de curvatura de M e Mn respectivamente.

Então dados U, V ∈ X (M), temos

R(U, V )W = RM(U∗, V ∗)W ∗ + ((logf)′)2(⟨U,W ⟩V − ⟨V,W ⟩U)

+ (logf)′′⟨W,∂t⟩(⟨V, ∂t⟩U − ⟨U, ∂t⟩V )

− (logf)′′(⟨V, ∂t⟩⟨U,W ⟩ − ⟨U, ∂t⟩⟨V,W ⟩)∂t, (1.6)

onde U∗ = (dπM)(U) e V ∗ = (dπM)(V ) são as projeções sobre a fibra Mn.

Demonstração. Sejam U, V e W ∈ X (M) onde U = U∗ − ⟨U, ∂t⟩∂t, V = V ∗ − ⟨V, ∂t⟩∂t e
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W = W ∗ − ⟨W,∂t⟩∂t são suas respectivas decomposições. Então

R(U, V )W = R(U∗ − ⟨U, ∂t⟩∂t, V ∗ − ⟨V, ∂t⟩)(W ∗ − ⟨W,∂t⟩∂t)

=
[
R(U∗, V ∗)− ⟨V, ∂t⟩R(U∗, ∂t)− ⟨U, ∂t⟩R(∂t, V ∗) + ⟨U, ∂t⟩R(∂t, ∂t)

]
(W

− ⟨W,∂t⟩∂t)

= R(U∗, V ∗)W − ⟨W,∂t⟩R(U∗, V ∗)∂t − ⟨V, ∂t⟩R(U∗, ∂t)W

+ ⟨V, ∂t⟩⟨W,∂t⟩R(U∗, ∂t)∂t − ⟨U, ∂t⟩R(∂t, V ∗)W + ⟨U, ∂t⟩⟨W,∂t⟩R(∂t, V ∗)∂t

+ ⟨U, ∂t⟩R(∂t, ∂t)W − ⟨U, ∂t⟩⟨W,∂t⟩R(∂t, ∂t)∂t. (1.7)

Por [25, Proposição 7.42], temos

(i) R(U∗, V ∗)∂t = 0

(ii) R(U∗, ∂t)W
∗ = ⟨U∗,W ∗⟩f

′′

f
∂t = (⟨U,W ⟩+ ⟨U, ∂t⟩⟨W,∂t)

f ′′

f
∂t

(iii) R(U∗, ∂t)∂t = −f
′′

f
(U + ⟨U, ∂t⟩∂t)

(iv) R(∂t, V
∗)W ∗ = −⟨V ∗,W ∗⟩f

′′

f
∂t = −(⟨V,W ⟩+ ⟨V, ∂t⟩⟨W,∂t⟩)

f ′′

f
∂t

(v) R(∂t, V
∗)∂t =

f ′′

f
V ∗ =

f ′′

f
(V + ⟨V, ∂t⟩∂t)

(vi) R(∂t, ∂t) = 0

(vii) R(U∗, V ∗)W ∗ = RM(U∗, V ∗)W ∗ +

(
f ′′

f

)2

[(⟨U,W ⟩+ ⟨U, ∂t⟩⟨W,∂t⟩)V ∗

− (⟨V,W ⟩+ ⟨V, ∂t⟩⟨W,∂t⟩)U∗].

Substituindo cada uma das fórmulas em (1.7) e fazendo todos os cálculos obtemos o

resultado desejado

R(U, V )W = RM(U∗, V ∗)W ∗ + ((logf)′)2(⟨U,W ⟩V − ⟨V,W ⟩U)

+ (logf)′′⟨W,∂t⟩(⟨V, ∂t⟩U − ⟨U, ∂t⟩V )

− (logf)′′(⟨V, ∂t⟩⟨U,W ⟩ − ⟨U, ∂t⟩⟨V,W ⟩)∂t.

■

Proposição 1.5.7. Sejam Ric e RicM os tensores de Ricci de M e Mn respectivamente.

Então dados U, V ∈ X (M), temos

Ric(U, V ) = RicM(U∗, V ∗) + (n((logf)′)2 + (logf)′′)⟨U, V ⟩

− (n− 1)(logf)′′⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩, (1.8)
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onde U∗ = (dπM)(U) e V ∗ = (dπM)(V ) são as projeções sobre a fibra Mn.

Demonstração. Considere as decomposições U = U∗ − ⟨U, ∂t⟩∂t, V = V ∗ − ⟨V, ∂t⟩∂t dos
campos U e V respectivamente. Então, temos

Ric(U, V ) = Ric(U∗ − ⟨U, ∂t⟩∂t, V ∗ − ⟨V, ∂t⟩∂t)

= Ric(U∗, V ∗)− ⟨V, ∂t⟩Ric(∂t, U∗)− ⟨U, ∂t⟩Ric(∂t, V ∗) +

+ ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩Ric(∂t, ∂t).

Por [25, Corolário 7.43] (caso o leitor queira uma fórmula mais direta veja [29, Seção 2])

temos,

Ric(U, V ) = RicM(U∗, V ∗) +

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
⟨U∗, V ∗⟩+ ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩

(
−nf

′′

f

)
= RicM(U∗, V ∗) +

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
⟨U + ⟨U, ∂t⟩∂t, V + ⟨V, ∂⟩∂t⟩+

+ ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩
(
−nf

′′

f

)
= Ric(U∗, V ∗) +

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
(⟨U, V ⟩+ 2⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩ − ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩)

+ ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩
(
−nf

′′

f

)
= RicM(U∗, V ∗) +

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
⟨U, V ⟩

+

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩ − ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩

(
n
f ′′

f

)
= RicM(U∗, V ∗) +

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
⟨U, V ⟩+

+ ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩
(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2
− n

f ′′

f

)
= RicM(U∗, V ∗) +

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
⟨U, V ⟩+

+ ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩
(
f ′2

f 2
(n− 1)− f ′′

f
(n− 1)

)
= Ric(U∗, V ∗) +

(
f ′′

f
+ n

f ′

f 2
− f ′2

f 2

)
⟨U, V ⟩ − (n− 1)⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩

(
f ′′

f
− f ′2

f 2

)
= Ric(U∗, V ∗) + (n((log f)′)2 + (log f)′′)⟨U, V ⟩ − (n− 1)(log f)′′⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩.

■

Observação 1.5.8. Quando M = −I ×f M
n é um espaço-tempo GRW (com fibra Mn

necessariamente conexa), M é Einstein com Ric = c⟨, ⟩ e c ∈ R se, e somente se, a fibra

16



1. Preliminares

(M, ⟨, ⟩M) tem curvatura de Ricci constante c e a função torção f satisfaz as equações

diferenciais

f ′′

f
=
c

n
e

c(n− 1)

n
=
c+ (n− 1)(f ′)2

f 2

o que acarreta (n− 1)(log f)′′ =
c

f 2
.

Com efeito, seja M = −I ×f M um espaço-tempo GRW Einstein com Ric = c⟨, ⟩ e

considere a equação (1.8), então

RicM(X∗, Y ∗) = Ric(X∗, Y ∗)− [n((log f)′)2 + (log f)′′]⟨X∗, Y ∗⟩

= c⟨X∗, Y ∗⟩ −
[
f ′′

f
+ (n− 1)

f ′2

f 2

]
⟨X∗, Y ∗⟩

=

[
c− f ′′

f
− (n− 1)

f ′2

f 2

]
⟨X∗, Y ∗⟩.

como Ric(∂t, ∂t) = −nf ′′

f
, obtemos que c = nf ′′

f
e logo,

RicM(X∗, Y ∗) =

[
n
f ′′

f
− f ′′

f
− (n− 1)

f ′2

f 2

]
⟨X∗, Y ∗⟩ (1.9)

=

[
(n− 1)

f ′′

f
− (n− 1)

f ′2

f 2

]
⟨X∗, Y ∗⟩ (1.10)

= (n− 1)(log f)′′f 2⟨X∗, Y ∗⟩M . (1.11)

Agora, como a fibra Mn é conexa, consequentemente (n − 1)(log f)′′f 2 é constante, ou

seja,

(n− 1)(log f)′′f 2 = c,

onde c ∈ R, e, portanto RicM = c. Veja ainda que[
(n− 1)

f ′′

f
− (n− 1)

f ′2

f 2

]
f 2 =

[
c(n− 1)

n
− (n− 1)

f ′2

f 2

]
f 2

= c

o que implica,
c(n− 1)

n
=
c+ (n− 1)(f ′)2

f 2
.

A rećıproca é trivial.
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1.6 Subvariedades semi-Riemannianas

Nesta seção apresentaremos a definição imersão isométrica de variedades semi-Riemannianas

e alguns resultados e definições decorrentes desta teoria, tais como, segunda forma funda-

mental, operador forma de uma variedade semi-Riemanniana Σ imersa emM e as equações

de Gauss e Codazzi. Consideraremos aqui que M
m

e Σn variedades diferenciáveis de di-

mensão m e n respectivamente, e denotaremos simplesmente por M e Σ quando não

houver dúvidas sobre a definição das mesmas.

Definição 1.6.1. Sejam Σ e (M, ⟨, ⟩) variedades diferenciáveis. Dizemos que a aplicação

ψ : Σ −→ M é uma imersão se a aplicação diferencial dxp : TpΣ −→ Tx(p)M é injetiva

para todo p ∈ Σ.

Definição 1.6.2. Sejam (Σ, ⟨, ⟩Σ) e (M, ⟨, ⟩) variedades semi-Riemannianas. Se a aplicação

ψ : Σ −→M é uma imersão, e

⟨u, v⟩Σ = ⟨dxp(u), dxp(v))⟩

dizemos que a imersão é uma imersão isométrica.

Por definição, cada espaço tangente TpΣ é um subespaço não degenerado de TpM ,

e sendo TpΣ
⊥ o espaço normal a TpΣ (que por definição também um subespaço não

degenerado de TpM), podemos expressar o espaço TpM pela soma direta

TpM = TpΣ⊕ TpΣ
⊥.

Definição 1.6.3. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e ∇ sua conexão de Levi-

Civita e considere a imersão isométrica ψ : Σ −→ M . Dados X, Y ∈ X (Σ), temos que

∇XY = (∇XY )⊤ + (∇XY )⊥. Pela unicidade da conexão de Levi-Civita, definimos (∇)⊤

é a conexão de Levi-Civita de Σ e denotaremos simplesmente por ∇.

Definição 1.6.4 (Fórmula de Gauss). Considere a aplicação II : X (Σ) × X (Σ) −→
X (Σ)⊥, onde (Σ)⊥ denota o conjunto dos campos de vetores normais a Σ. A expressão

∇XY = ∇XY + II(X, Y )

é denominada fórmula de Gauss e a aplicação II é chamada de segunda forma funda-

mental.

Note que a segunda forma fundamental II(X, Y ) = (∇XY )⊥ é uma medida da dife-

rença entre a conexão Riemanniana de Σ e a conexão riemanniana de M. Na verdade,
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a segunda forma fundamental é uma aplicação simétrica e bilinear sobre o anel C∞(Σ).

Através da definição 1.6.4 enunciaremos uma expressão bastante útil a respeito das cur-

vaturas deM e Σ chamada equação de Gauss. A equação de Gauss nos permite expressar

o tensor curvatura de Σ em termos do tensor curvatura de M e da segunda forma funda-

mental.

Considere agora os campos de vetores X ∈ X (Σ) e N ∈ X (Σ)⊥ e seja ANX =

−(∇XN)⊤. Então, dado W ∈ X (Σ)

X⟨N,W ⟩ = ⟨∇XN,W ⟩+ ⟨N,∇XW ⟩

= 0

e pela fórmula de Gauss, obtemos

⟨ANX,W ⟩ = ⟨II(X,W ), N⟩.

Chamamos a aplicação A : X (Σ) −→ X (Σ) dada por

A(X,N) = ANX

de Operador Forma ou Operador de Weingarten da imersão ψ : Σ −→M . O operador de

Weingarten possui algumas propriedades interessantes, tais como, ser linear sobre o anel

C∞(Σ) e auto adjunto, ou seja,

⟨ANX,W ⟩ = ⟨X,ANW ⟩

para quaisquer campos X,W ∈ X (Σ).

Considere componente normal (∇XN)⊥ do campo ∇XN chamada de conexão normal

de Σ, a qual denotaremos por ∇⊤. Temos, então, que

∇XN = (∇XN)⊤ + (∇XN)⊥

= −ANX +∇⊥
XN.

A expressão acima obtida e denominada Fórmula de Weingarten.

Proposição 1.6.5. Seja Σ uma subvariedade semi-Riemanniana de M , R e R seus res-

pectivos tensores curvatura. Dados X, Y, Z,W ∈ X (Σ) tem-se,

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨II(X,Z), II(Y,W )⟩ − ⟨II(X,W ), II(Y, Z)⟩.
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Demonstração. Por definição, temos

R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z

= ∇[X,Y ]Z +∇Y∇XZ −∇X∇YZ.

Temos, também, que

∇X∇YZ = ∇X(∇YZ + II(Z, Y ))

= ∇X∇YZ +∇XII(Z, Y )

= ∇X∇YZ + II(X,∇YZ) +∇XII(Z, Y )

= ∇X∇YZ + II(X,∇YZ)− AII(Z,Y )X +∇⊥
XII(Z, Y )

ou seja

−∇X∇YZ = −∇X∇YZ − II(X,∇YZ) + AII(Z,Y )X −∇⊥
XII(Z, Y )

consequentemente

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ + II(Y,∇XZ)− AII(X,Z)Y +∇⊥
Y II(X,Z)

e, novamente, por definição

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + II([X, Y ], Z)

e, obtemos, então, que

R(X, Y )Z = ∇[X,Y ] + II([X, Y ], Z) +∇Y∇XZ + II(Y,∇XZ)− AII(X,Z)Y +

+ ∇⊥
Y II(X,Z)−∇X∇YZ − II(X,∇YZ) + AII(Z,Y )X −∇⊥

XII(Z, Y )

= R(X, Y )Z − II(X,∇YZ) + II(Y,∇XZ) + AII(Y,Z)X − AII(X,Z)Y +

− ∇⊥
XII(Y, Z) +∇⊥

Y II(X,Z) + II([X, Y ], Z).

Seja W ∈ X (Σ), temos que

⟨R(X, Y )Z⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ − ⟨II(X,∇YZ),W ⟩+ ⟨II(Y,∇XZ),W ⟩+

+ ⟨AII(Y,Z)X,W ⟩ − ⟨AII(X,Z)Y,W ⟩ − ⟨∇⊥
XII(Y, Z),W ⟩+

+ ⟨∇⊥
Y II(X,Z),W ⟩+ ⟨II([X, Y ], Z),W ⟩.

como a segunda forma fundamental é normal a Σ, enquanto W é um campo tangente,
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temos

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨AII(Y,Z)X,W ⟩ − ⟨AII(X,Z)Y,W ⟩.

Porém, como ⟨AII(Y,Z)X,W ⟩ = ⟨II(X,W ), II(Y, Z)⟩ e ⟨AII(X,Z)Y,W ⟩, e portanto

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = ⟨R(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨II(X,Z), II(Y,W )⟩ − ⟨II(X,W ), II(Y, Z)⟩.

■

A seguir, faremos um e um breve comentário sobre orientação temporal e em seguida

definiremos conceito de hipersuperf́ıcie tipo-espaço.

Seja V um espaço vetorial Lorentziano e considere o conjunto

T = {u ∈ V | ⟨u, u⟩ < 0}.

Para cada u ∈ T definimos o conjunto

C(u) = {v ∈ T | ⟨u, v⟩ < 0},

o qual chamamos de cone temporal de V contendo u. Agora seja M uma variedade

Lorentziana e T uma função em M que associa cada ponto p ∈ M a um cone tipo-

tempo Tp ∈ TpM . Se, para cada ponto p ∈ M existe uma vizinhança U de p e V ∈
X (M), onde V (q) ∈ Tq para todo q ∈ U , dizemos que T é diferenciável e que T é uma

orientação temporal deM . QuandoM admite uma orientação temporal dizemos queM é

temporalmente orientada. Na realidade, uma variedade Lorentziana M é temporalmente

orientada se, e somente se, existe um campo K ∈ X (M) tipo-tempo globalmente definido

em M . Um exemplo clássico que podemos dar é o espaço de Lorentz-Minkowski Rn+1
1 =

Ln+1, pois

K =
∂

∂t
= (1, 0, ..., 0)

é um campo de vetores globalmente definido em Ln+1.

A partir daqui Σ sempre irá denotar uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço da variedade de

Lorentz M , onde M sempre denotará o espaço-tempo GRW . Para referências futuras

enunciaremos estas considerações na seguinte definição.

Definição 1.6.6. Sejam (Σ, ⟨, ⟩Σ) uma variedade Riemanniana e (M, ⟨, ⟩) um espaço

tempo GRW. Se ψ : Σ −→ M é uma imersão isométrica dizemos que Σ é uma hipersu-

perf́ıcie tipo-espaço. Nesse caso, também denotaremos a métrica de Σ por ⟨, ⟩.

Um resultado ainda mais especifico a respeito de orientação temporal pode ser for-
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mulado para hipersuperf́ıcies tipo-espaços imersa em uma variedade Lorentziana tem-

poralmente orientada. Este resultado é uma proposição, cuja demonstração pode ser

encontrada em [31, Proposição 2.7].

Proposição 1.6.7. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de uma variedade Lorentziana

temporalmente orientada M
n+1

. Então Σ admite um único campo de vetores normais e

unitários N ∈ X (Σ)⊥, na mesma orientação temporal de M
n+1

. Em particular, Σ é

orientável.

Pela proposição anterior, considerando um campo vetorial unitário tipo-tempo global-

mente definido em GRW ∂t =

(
∂

∂t

)
(t,x)

, onde (t, x) ∈ M , temos que existe um único

campo de vetores normais unitários N definido em Σ na mesma orientação temporal de

∂t, e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (para vetores tipo-tempo veja [25, Proposição

5.30]), obtemos

|⟨∂t, N⟩| ≥ |∂t||N | = 1 ⇒ ⟨∂t, N⟩ ≤ −1.

Iremos nos referir a este campo tipo-tempo normal unitário N como aplicação de Gauss

da hipersuperf́ıcie Σ.

Como o espaço-tempo GRW tem ı́ndice constante igual a 1 (e portanto somente uma

direção normal), omitiremos o campo normal N que aparece como sub́ındice de operador

de Weingarten A. Sendo assim, dados X, Y ∈ X (Σ) pela fórmula de Gauss temos

∇XY = ∇XY − ⟨AX, Y ⟩N.

Porém, sendo N um campo tipo-tempo normal unitário, temos que ⟨N,N⟩ = −1, logo

⟨∇XN,N⟩ = 0

assim, ∇⊥
XN = 0 para todo X ∈ X (Σ) e nossa fórmula de Gauss se reduz a∇XN = −AX.

Se atentando ao fato que II(X, Y ) = −⟨AX, Y ⟩N podemos reescrever a equação de Gaus

como

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)⊤ − ⟨AX,Z⟩AY + ⟨AY,Z⟩AX,

e considerando que (∇XA)Y = ∇X(AY )− A(∇XY ), temos a seguinte definição:

Definição 1.6.8. A equação de Codazzi de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em

um espaço-tempo ambiente arbitrário é dada por

⟨R(X, Y )Z,N⟩ = ⟨(∇YA)X − (∇XA)Y, Z⟩ (1.12)
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ou equivalentemente

(R(X, Y )N)⊤ = (∇XA)Y − (∇YA)X. (1.13)

1.7 As transformações de Newton e seus operadores

diferenciáveis associados

Considere a imersão ψ : Σ −→M e seja A : X (Σ) −→ X (Σ) operador de Weingarten

(ou operador forma) de Σ refente a aplicação de Gauss N . Como dito anteriormente, A

é um operador linear auto-adjunto em cada espaço tangente TpΣ, além disso, seus auto-

valores κ1(p), ..., κn(p) são as curvaturas principais da nossa hipersuperf́ıcie Σ. Associado

ao operador forma existem n invariantes algébricos dado por

Sk(p) = σk(κ1(p), ..., κn(p)), com 1 ≤ k ≤ n,

onde σk : Rn −→ R é a função simétrica elementar dada por

σk(x1, ..., xn) =
n∑

i1<...<ik

xi1 · · · xik .

Proposição 1.7.1. Considere S0 = 1. Dado p ∈ Σ, o polinômio caracteŕıstico de A pode

ser dado por

det(tI − A) =
n∑

k=0

(−1)kSkt
n−k

onde Sk denota as funções simétricas elementares de κ1, ..., κn.

Demonstração. Seja p(t) o polinômio caracteŕıstico da matriz associada ao operador A.

Como A é simétrico, bilinear e auto adjunto, temos que A é diagonalizável. Logo, existe

uma base na qual A pode ser representado por uma matriz diagonal. Assim, podemos

escrever seu polinômio caracteŕıstico p(t) da seguinte forma:

p(t) = det(tI − A) = det



t− κ1 0 0 ... 0

0 t− κ2 0 ... 0
... 0

. . . 0
...

0 · · · 0 t− κn−1 0

0 · · · 0 0 t− κn


ou seja,

23



1. Preliminares

p(t) = (t− κ1)(t− κ2)...(t− κn)

= tn −

(
n∑

k=1

κkt
n−1

)
+
∑
i1<i2

κi1κi2t
n−2 + ...+ (−1)r

∑
i1<...<ir

κ1 · · ·κirtn−r + ...

+ (−1)nκ1 · · ·κn
= tn − S1t

n−1 + S2t
n−2 + ...+ Srt

n−r + ...+ (−1)nSn

=
n∑

k=0

(−1)nSkt
n−k

como o esperado. ■

Definição 1.7.2. A k-ésima curvatura média Hk de uma hipersuperf́ıcie Σ será definida

por (
n

k

)
Hk = (−1)kSk = σk(−κ1, ...,−κn),

onde 1 ≤ k ≤ n.

Observe que a partir do modo como definimos Hk, para k = 1, temos

nH1 = −S1 ⇒ H1 = − 1

n

n∑
i=1

κi = − 1

n
tr(A) = H

que é justamente a curvatura média de Σ, isto é, a curvatura extŕınseca principal da

hipersuperf́ıcie. A escolha do sinal (−1)k em nossa definição 1.7.2 é motivada pelo fato

de que nesse caso, o vetor curvatura média é dado por
#„

H = HN . Além disso, quando k é

par, segue-se da equação de Gauss da hipersuperf́ıcie que o valor de Hk é uma grandeza

geométrica que está relacionada à curvatura intŕınseca de Σ. Por exemplo, para k = 2,

um breve cálculo mostra que

n(n− 1)H2 = S − S + 2Ric(N,N), (1.14)

onde S e S são, respectivamente, a curvatura escalar de Σ e M , e Ric representa o tensor

de Ricci do espaço-tempo ambiente GRW. Para isso, considere {E1, ..., En} um referencial

ortonormal da hipersuperf́ıcie Σ. Por definição, temos

Ric(X, Y ) =
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)Y,Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)Y,Ei⟩ −
n∑

i=1

⟨AX, Y ⟩⟨AEi, Ei⟩+
n∑

i=1

⟨AEi, Y ⟩⟨AX,Ei⟩
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=
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)Y,Ei⟩ − ⟨R(X,N)Y,N⟩+ ⟨R(X,N)Y,N⟩ − ⟨AX, Y ⟩tr(A) +

+ ⟨AX,AY ⟩

=
n+1∑
i=1

ϵi⟨R(X,Ei)Y,Ei⟩+ ⟨R(X,N)Y,N⟩ − ⟨AX, Y ⟩tr(A) + ⟨AX,AY ⟩

= Ric(X, Y ) + ⟨R(X,N)Y,N⟩ − ⟨AX, Y ⟩tr(A) + ⟨AX,AY ⟩

perceba que {E1, ..., En, N} fornece um referencial ortonormal paraM . Sendo S = tr(Ric)

então,

S =
n∑

i=1

Ric(Ei, Ei)

=
n∑

i=1

Ric(Ei, Ei) +
n∑

i=1

⟨R(Ei, N)Ei, N⟩ −
n∑

i=1

⟨AEi, Ei⟩tr(A)

+
n∑

i=1

⟨A2Ei, Ei⟩

=
n+1∑
i=1

Ric(Ei, Ei) + 2Ric(N,N)− tr(A2) + n2H2.

obtemos, assim que

tr(A2)− nH2 = S − S + 2Ric(N,N). (1.15)

Note que pela definição de Hk, temos que(
n

2

)
H2 = S2,

Logo,

n(n− 1)

2
H2 = σ2(κ1, ...κn)

=
∑
i1<i2

κi1κi2

=
1

2
(tr(A2)− tr(A)2)

=
1

2
(tr(A2)− n2H2),

consequentemente

n(n− 1)H2 = tr(A2)− n2H2.
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Finalmente, substituindo a igualdade obtida em (1.15), obtemos

n(n− 1)H2 = S − S + 2Ric(N,N).

Definição 1.7.3. A k-ésima transformação de Newton é a aplicação Pk : X (Σ) −→ X (Σ)

definida indutivamente a partir do operador forma A e da definição 1.7.2 por

P0 = I e Pk =
(
n
k

)
HkI + A ◦ Pk−1.

para k = 1, ..., n, onde I denota a identidade em X (Σ). Fazendo (k − 1)-substituições ao

operador Pk−1 na definição acima, obtemos equivalentemente

Pk =
k∑

j=0

(
n

j

)
HjA

k−j.

Observe que Pn = 0. Faremos a verificação desta observação utilizando a proposição

1.7.1 e o Teorema de Cayley-Hamilton enunciado a seguir.

Teorema 1.7.4 (Cayley-Hamilton). Seja A uma matriz quadrada de ordem n, e p(t) seu

polinômio caracteŕıstico dado por

p(t) = det(tI − A)

onde I é matriz identidade de ordem n. Então

p(A) = 0.

De fato, pela definição 1.7.3 acima, temos que

Pn =
n∑

j=0

(
n

j

)
HjA

n−j

=

(
n

0

)
H0A

n−0 +

(
n

1

)
H1A

n−1 + ...+

(
n

n− 1

)
HjA

n−(n−1) +

(
n

n

)
HjA

n−n

= S0A
n − S1A

n−1 + ...+ (−1)n−1Sn−1A
1 + (−1)nSnA

0

e pela proposição 1.7.1, temos Pn = p(A), assim, pelo Teorema de Caley-Hamilton, con-

clúımos que Pn = 0.

Perceba que, caso k seja par o operador Pk, não depende da escolha da aplicação de

Gauss, porém, caso k seja ı́mpar, ocorre uma mudança de sinal da definição de Pk

Proposição 1.7.5. Para cada p ∈ Σ, Pk(p) é um operador linear auto adjunto em cada

espaço tangente TpΣ, que comuta com o operador A(p).
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Demonstração: Utilizaremos aqui o critério de indução. Primeiramente façamos a veri-

ficação que Pk comuta com A.

Por definição, temos

APk = A((−1)kSkI + A ◦ Pk−1)

Se k = 0, segue que

AP0 = AI = IA = P0A

Suponhamos que nossa afirmação seja válida para k − 1, ou seja, APk−1 = Pk−1A, e

mostremos que o resultado ainda é valido para k. Veja que

APk = A((−1)kSkI + APk−1)

= A((−1)kSkI + Pk−1A)

= (−1)kA+ APk−1A

= ((−1)kSkI + APk)A

= PkA.

Portanto, A comuta com Pk. Mostremos agora que Pk é auto adjunto. Sejam X, Y ∈
X (Σ), se k = 0, temos

⟨P0X, Y ⟩ = ⟨IX, Y ⟩ = ⟨X, IY ⟩ = ⟨X,P0Y ⟩.

Suponhamos agora que o resultado é valido para k−1, ou seja, ⟨Pk−1X, Y ⟩ = ⟨X,Pk−1Y ⟩
e mostremos que é valido para k. Dados X, Y ∈ X (Σ), temos

⟨PkX, Y ⟩ = ⟨((−1)kSkI + APk−1), Y ⟩

= ⟨(−1)kSkX, Y ⟩+ ⟨APk−1X, Y ⟩

= ⟨X, (−1)kSkY ⟩+ ⟨X,Pk−1AY ⟩

= ⟨X, ((−1)kSkI + Pk−1A)Y ⟩

= ⟨X, ((−1)kSkI + APk−1)Y ⟩

= ⟨X,PkY ⟩.

Logo, Pk é auto adjunto. ■

Proposição 1.7.6. Seja E1, ..., En um referencial ortonormal que diagonaliza o operador

A (ou seja, AEi = κiEi i=1,...,n). Então, este referencial ortonormal também diagonaliza
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o operador Pk e PkEi = µi,kEi onde

µi,k(p) = (−1)k
∂σk+1

∂κi
(κ1(p), ..., κn(p)) = (−1)k

∑
i1<...<ik;ij ̸=i

κi1(p)...κik(p)

Demonstração: Fixemos i, 1 ≤ i ≤ n e apliquemos indução sobre k. Se k = 0 então

P0Ei = IEi = µi,0Ei.

Suponhamos que o resultado seja valido para k, ou seja,

PkEi = µi,kEi

e provemos para k + 1. Por definição

Pk+1Ei = (−1)k+1Sk+1Ei + APkEi

= (−1)k+1Sk+1Ei + A(µi,kEi)

= (−1)k+1Sk+1Ei + µi,kκiEi. (1.16)

Como

µi,k = (−1)kSk + κiµi,k−1 ⇒ κiµi,k = µi,k+1 − (−1)k+1Sk+1

substituindo em (1.16), obtemos

Pk+1Ei = (−1)k+1Sk+1Ei + (µi,k+1 − (−1)k+1Sk+1)Ei

= (−1)k+1Sk+1Ei + µi,k+1Ei − (−1)k+1Sk+1Ei

= µi,k+1Ei.

Portanto, para todo k = 1, ..., n, vale PkEi = µi,kEi. Perceba que µi,k e µi,k+1 não

dependem de κi, então
∂µi,k+1

∂κi
=
∂µi,k

∂κi
= 0, logo,

(−1)k+1∂σk+1

∂κi
= (−1)k+1∂Sk+1

∂κi

=
∂

∂κi
(µi,k+1 + κiµi,k)

=
∂µi,k+1

∂κi
+
∂κiµi,k

∂κi

=
∂κi
∂κi

µi,k + κi
∂µi,k

∂κi
= µi,k.

■
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Proposição 1.7.7. Para cada 1 ≤ k ≤ n vale

(i) tr(Pk) = ckHk;

(ii) tr(APk) = −ckHk+1;

(iii) tr(A2Pk) =
(

n
k+1

)
(nHHk+1 − (n− k − 1)Hk+2);

(iv) Para cada ∈ X (Σ) e cada 1 ≤ k ≤ n− 1

tr(Pk(∇XA)) = −
(

n

k + 1

)
⟨Hk+1, X⟩,

onde ck = (n− k)
(
n
k

)
= (k + 1)

(
n

k+1

)
.

Demonstração:

(i) Considere o referencial ortonormal {E1, ..., En} que diagonaliza o operador A, temos

que

Tr(Pk) =
n∑

i=1

⟨PkEi, Ei⟩ =
n∑

i=1

⟨µi,kEi, Ei⟩

=
n∑

i=1

µi,k⟨Ei, Ei⟩

=
n∑

i=1

µi,k

=
n∑

i=1

(−1)kSk + κiµi,k−1

= (−1)k(n− k)Sk = (n− k)

(
n

k

)
Hk = (k + 1)

(
n

k + 1

)
Hk+1.

(ii) Por definição, temos

Tr(A ◦ Pk) = Tr(Pk+1 −
(

n

k + 1

)
Hk+1I)

= Tr(Pk+1)− Tr

((
n

k + 1

)
Hk+1I

)
= (n− (k + 1))

(
n

k + 1

)
Hk+1 − n

(
n

k + 1

)
Hk+1

=

(
(n− k − 1)

(
n

k + 1

)
− n

(
n

k − 1

))
Hk+1

= −(k + 1)

(
n

k + 1

)
Hk+1.
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(iii) Pela definição do operador de Newton

Pk+1 =

(
n

k + 1

)
Hk+1 + APk ⇒ APk+1 =

(
n

k + 1

)
Hk+1A+ A2Pk

⇒ A2Pk = APk+1 −
(

n

k + 1

)
Hk+1A

Consequentemente,

Tr(A2Pk) = Tr

(
APk+1 −

(
n

k + 1

)
Hk+1A

)
= Tr(APk+1)−

(
n

k + 1

)
Hk+1Tr(A)

= −(k − 2)

(
n

k + 2

)
Hk+2 −

(
n

k + 1

)
Hk+1(−nH)

=

(
n

k + 1

)
nHHk+1 − (k + 2)

(
n

k + 2

)
Hk+2

=

(
n

k + 1

)
nHHk+1 −

n!

(k + 2)!(n− k − 2)!

=

(
n

k + 1

)
(nHHk+1 − (n− k − 2)Hk+2) .

(iv) Seja {E1, ..., En} um referencial ortonormal em Σ que diagonaliza o operador A em

um ponto p ∈ Σ, ou seja, AEi = κiEi. Então,

(∇XA)(Ei) = ∇X(AEi)− A(∇XEi)

= ∇X(κiEi)− A

( n∑
j=1

⟨Ej,∇XEi⟩Ej

)

= κi∇XEi +X(κ)Ei −
n∑

j=1

⟨∇XEi, Ej⟩AEj

=
n∑

j=1;i ̸=j

(κi − κj)⟨∇XEi, Ej⟩Ej +X(κi)Ei.

Sendo assim, temos

tr(Pk ◦ ∇XA) =
n∑

i=1

⟨Pk(∇XA)Ei, Ei⟩

=
n∑

i=1

〈
Pk

(
X(κi)Ei +

n∑
j=1;i ̸=j

(κi − κj)⟨∇XEi, Ej⟩Ej

)
, Ei

〉

=
n∑

i=1

⟨Pk(X(κi))Ei, Ei⟩+
n∑

i=1

〈
Pk

( n∑
j=1;i ̸=j

(κi − κj)⟨∇XEi, Ej⟩Ej

)
, Ei

〉
,
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isto é,

tr(Pk ◦ ∇XA) =
n∑

i=1

X(κi)⟨PkEi, Ei⟩+
n∑

i=1

n∑
j=1;j ̸=i

(κi − κj)⟨∇XEi, Ej⟩⟨PkEj, Ei⟩

=
n∑

i=1

X(κi)µi,k⟨Ei, Ei⟩+
n∑

i=1

n∑
j=1;j ̸=i

(κi − κj)⟨∇XEi, Ej⟩µj,k⟨Ej, Ei⟩

=
n∑

i=1

X(κi)µi,k

logo,

tr(Pk ◦ ∇XA) =
n∑

i=1

X(κi)µi,k

= −
n∑

i=1

X(−κi)
∑

i1<i2,...,ik;ik ̸=i

((−κi1) · · · (−κik))

= −X
( ∑

i1<...<ik

(−κi1) · · · (−κik+1
)

)
= −X((−1)k+1Sk+1)

= −
(

n

k + 1

)
⟨∇Hk+1, X⟩.

■

Definição 1.7.8. Seja ∇ a conexão de Levi-Civita de Σ. Para cada transformação de

Newton Pk, definimos o operador diferencial linear de segunda ordem Lk : C∞(Σ) −→
C∞(Σ) por Lk = tr(Pk ◦ ∇2f).

Observe que, a partir da definição do operador Lk, podemos constatar que

tr(Pk ◦ ∇2f) = tr(∇2f ◦ Pk).

De fato. Pela definição do operador Lk, temos

Lk(f) = tr(Pk ◦ ∇2f) =
n∑

i=1

⟨(Pk ◦ ∇2f)(Ei), Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨Pk(∇2f(Ei)), Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨Pk(∇Ei
∇f), Ei⟩.
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Utilizando o fato de Pk ser auto-adjunto

Lk(f) =
n∑

i=1

⟨Pk(∇Ei
∇f), Ei⟩ (1.17)

=
n∑

i=1

⟨∇Pk(Ei)∇f, Ei⟩ (1.18)

=
n∑

i=1

⟨∇2f(Pk(Ei)), Ei⟩ (1.19)

=
n∑

i=1

⟨(∇2f ◦ Pk)(Ei), Ei⟩ (1.20)

= tr(∇2f ◦ Pk). (1.21)

A passagem que acontece entre as equações (1.18) e (1.19) se deve ao fato de que o

hessiano pode ser visto como um campo tensorial simétrico dado por

∇2f(X, Y ) = ⟨∇X∇f, Y ⟩.

Veja que pela compatibilidade da métrica temos

X⟨∇f, Y ⟩ = ⟨∇X∇f, Y ⟩+ ⟨∇f,∇XY ⟩ ⇒ ⟨∇X∇f, Y ⟩ = X⟨∇f, Y ⟩ − ⟨∇f,∇XY ⟩.

Pela definição de gradiente, temos

⟨∇X∇f, Y ⟩ = X(Y (f))−∇XY (f)

= X(Y (f))− df(∇XY )

= X(Y (f))− df(∇YX + [X, Y ])

= X(Y (f))− df(∇YX)− df([X, Y ])

= X(Y (f))− df(∇YX)− [X, Y ](f)

= X(Y (f)))− df(∇YX)−X(Y (f)) + Y (X(f))

= Y (X(f))− df(∇YX)

= Y ⟨∇f,X⟩ − ⟨∇f∇YX⟩

= ⟨∇Y∇f,X⟩

o que justifica nossa passagem entre as equações (1.18) e (1.19).

Definição 1.7.9 (Diferencial covariante de um tensor). Seja Pk um (1,1)-tensor em Σ.

O diferencial covariante ∇Pk é dado por

∇Pk(X, Y ) = (∇XPk)(Y ) = ∇X(PkY )− Pk(∇XY ); ∀X, Y ∈ X (Σ).
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Pela definição anterior, dado um referencial ortonormal {E1, ..., En} de Σ, temos

(∇Ei
)Pk(Y ) = ∇Ei

(Pk∇f)− Pk(∇Ei
Y ) ⇔ ∇Ei

(Pk(∇f)) = (∇Ei
Pk)∇f + Pk(∇Ei

∇f).

Agora, utilizando a definição de divergente juntamente com a expressão anterior, temos

div(Pk(∇f)) =
n∑

i=1

⟨∇Ei
(Pk(∇f)), Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨(∇Ei
Pk)∇f + Pk(∇Ei

∇f), Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨(∇Ei
Pk)∇f, Ei⟩+

n∑
i=1

⟨Pk(∇Ei
∇f), Ei⟩ (1.22)

=
n∑

i=1

⟨∇f, (∇Ei
Pk)Ei⟩+

n∑
i=1

⟨∇Ei
∇f, PkEi⟩ (1.23)

= ⟨∇f,
n∑

i=1

⟨∇Ei
Pk, Ei⟩⟩+ Lk

= ⟨∇f, divPk⟩+ Lk. (1.24)

A passagem entre (1.22) e (1.23), se deve ao fato de que o operador ∇XPk é auto-ajunto

(veja [31, Proposição 2.25 ]).

Proposição 1.7.10. Seja X ∈ X (Σ) e Pk : X (Σ) −→ X (Σ). Então o operador linear

∇XPk é auto adjunto.

Demonstração: Sejam X, Y, Z ∈ X (Σ). Pela definição de derivada covariante de um

tensor, temos

∇X(PkY ) = (∇XPk)Y + Pk(∇XY )

logo,

⟨∇X(PkY ), Z⟩ = ⟨(∇XPk)Y + Pk(∇XY ), Z⟩

= ⟨(∇XPk)Y, Z⟩+ ⟨Pk(∇XY ), Z⟩. (1.25)

Pela compatibilidade da métrica temos

X⟨(PkY ), Z⟩ = ⟨∇X(PkY ), Z⟩+ ⟨∇PkY,∇XZ⟩.

Substituindo e isolando ⟨(∇XPk)Y, Z⟩ em (1.25), obtemos,

⟨(∇XPk)Y, Z⟩ = X⟨PkY, Z⟩ − ⟨PkY,∇XZ⟩ − ⟨Pk(∇XY ), Z⟩.

33



1. Preliminares

Como Pk é auto adjunto, então

⟨(∇XPk)Y, Z⟩ = X⟨Y, PkZ⟩ − ⟨Y, Pk(∇XZ)⟩ − ⟨∇XY, PkZ⟩

= ⟨∇XY, PkZ⟩+ ⟨Y,∇X(PKZ)− ⟨Y, Pk(∇XZ)⟩ − ⟨∇XY, PkZ⟩

= ⟨Y,∇X(PkZ)− Pk(∇XZ)⟩

= ⟨Y, (∇XPk)Z⟩.

■

Uma observação interessante que podemos fazer é que, caso Pk seja livre de divergência

(ou seja divPk = 0), então, Lk = div(Pk(∇f)), e Lk é um operador forma diferenciável

de divergência em Σ. Um caso fácil de notar é quando k = 0, que nos dá operador L0

que é justamente operador laplaciano ∆ em Σ. O mesmo ocorre para todo k = 0, 1, 2, ...n

quando o espaço-tempo GRW tem curvatura seccional constante, pois, como pode ser visto

em [4, Corolário 3.2], quando o espaço-tempo ambiente −I×fM
n tem curvatura seccional

constante, as transformações de Newton Pk são livres de divergência (divPk = 0). Tal

resultado decorre de uma expressão para os operadores de Newton que pode ser encontrada

em [4, Lema 3.1], que será enunciado a seguir.

Lema 1.7.11. As divergências das transformações de Newton Pk são dadas pela seguinte

fórmula indutiva


div(P0) = 0

div(Pk) = A(div(Pk−1)) +
n∑

i=1

(R(N,Pk−1Ei)Ei)
⊤

(1.26)

Equivalentemente, para cada campo tangente X ∈ X (Σ) segue que

⟨divPk, X⟩ =
k∑

j=1

n∑
i=1

⟨R(N,Pk−jEi)Ei, A
j−1X⟩. (1.27)

Demonstração: Dados X, Y ∈ X (Σ), temos

(∇XI)(Y ) = ∇X(IY )− I∇X(Y ) = ∇X(Y )−∇XY = 0.

Logo,

div(P0) = div(I) =
n∑

i=1

⟨∇Ei
I, Ei⟩ = 0.

Agora, consideremos k ≥ 1. Pela definição do operador de Newton temos que dados

34



1. Preliminares

X, Y ∈ X (Σ)

(∇XPk) = ∇X

((
n

k

)
HkI + A ◦ Pk−1

)
Y

= ∇X

((
n

k

)
HkY + A(Pk−1)Y

)
= ∇X

((
n

k

)
HkY

)
+∇X(A(Pk−1)Y )

sendo assim,

(∇XPk)(Y ) =

((
n

k

)
X(Hk)I

)
(Y ) +

(
n

k

)
Hk(∇XI)(Y ) +∇X(A ◦ Pk−1)Y

=

(
n

k

)
⟨∇(Hk), X⟩(Y ) + (∇XA)(Pk−1Y ) + (A(∇XPk−1))(Y ).

A partir disto, temos,

div(Pk) =
n∑

i=1

(∇Ei
Pk)(Ei)

=
n∑

i=1

⟨∇(Hk), Ei⟩+
n∑

i=1

(∇Ei
A)(Pk ◦ Ei) +

n∑
i=1

(A(∇Ei
Pk))(Ei)

=
n∑

i=1

(
n

k

)
⟨∇Hk, Ei⟩

n∑
i=1

(∇Ei
A)(Pk−1 ◦ Ei) +

n∑
i=1

A

(
n∑

i=1

⟨∇Ei
Pk−1, Ei⟩

)

=

(
n

k

)
∇Hk +

n∑
i=1

(∇Ei
A)(Pk−1 ◦ Ei) + A(div(Pk−1)).

Como ∇Ei
A é auto-adjunto, para todo e qualquer X ∈ X (Σ), segue que,

⟨(∇Ei
A)(Pk−1Ei), X⟩ = ⟨Pk−1Ei, (∇Ei

A)(X)⟩.

Fazendo uso da equação de Codazzi (R(X, Y )N)⊤ = (∇XA)Y − (∇YA)X e do fato que

(∇Ei
A) é auto-adjunto, obtemos

⟨(∇Ei
A)(Pk−1Ei), X⟩ = ⟨Pk−1Ei, (∇Ei

A)(X)⟩

= ⟨R(X,Ei)N,Pk−1Ei⟩+ ⟨(∇XA)Ei), Pk−1Ei⟩ (1.28)

= ⟨R(X,Ei)Pk−1Ei, N⟩+ ⟨(∇XA)(Ei), Pk−1Ei⟩

= ⟨R(X,Ei)Pk−1Ei, N⟩+ ⟨Pk−1(∇XA)(Ei), Ei⟩.
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Assim,

⟨div(Pk), X⟩ =

〈(
n

k

)
∇Hk +

n∑
i=1

(∇Ei
A)(Pk−1) + A(div(Pk−1)), X

〉

=

〈(
n

k

)
∇Hk, X

〉
+

n∑
i=1

⟨(∇Ei
A)(Pk−1), X⟩+ ⟨A(div(Pk−1)), X⟩

Fazendo uso da igualdade (1.29) juntamente com a expressão acima, temos

⟨div(Pk), X⟩ =

(
n

k

)
⟨∇H,X⟩+

n∑
i=1

⟨R(X,Ei)Pk−1Ei, N⟩+

+
n∑

i=1

⟨(Pk−1 ◦ (∇XA)(Ei)), Ei⟩+ ⟨A(div(Pk−1)), X⟩

=

(
n

k

)
⟨∇H,X⟩+

n∑
i=1

⟨R(X,Ei)Pk−1Ei, N⟩+

+ tr(Pk−1 ◦ (∇XA)) + ⟨A(div(Pk−1)), X⟩

Pelo item (iv) da Proposição 1.7.7

tr(Pk ◦ (∇XA)) = −
(

n

k + 1

)
⟨∇Hk+1, X⟩

o que implica

tr(Pk−1 ◦ (∇XA)) = −
(
n

k

)
⟨∇Hk, X⟩.

Então, temos,

⟨div(Pk), X⟩ =

(
n

k

)
⟨∇H,X⟩+

n∑
i=1

⟨R(X,Ei)Pk−1Ei, N⟩+

−
(
n

k

)
⟨∇Hk, X⟩+ ⟨A(div(Pk−1)), X⟩

=
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)Pk−1Ei, N⟩+ ⟨A(div(Pk−1)), X⟩

=
n∑

i=1

⟨R(Ei, X)N,Pk−1Ei⟩+ ⟨A(div(Pk−1), X⟩

=
n∑

i=1

R(N,Pk−1Ei)Ei, X⟩+ ⟨A(div(Pk−1)), X⟩,
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pelo fato de X ∈ X (Σ) ser arbitrário, segue-se que

div(Pk) =
n∑

i=1

(R(N,Pk−1Ei)Ei)
⊤ + A(div(Pk−1)).

Como era esperado.Vamos mostrar agora a equivalência entre as expressões apresentadas

neste lema, usando o critério de indução finita. Fazendo k = 1, temos,

div(P1) = A(div(P1−1)) +
n∑

i=1

(R(N,Pk−1Ei)Ei)
⊤ =

n∑
i=1

(R(N,Pk−1Ei)Ei)
⊤.

Suponhamos que o resultado seja válido para k − 1, ou seja,

⟨div(Pk−1), X⟩ =
k−1∑
p=1

n∑
i=1

⟨R(N,Pk−1−pEi)Ei, A
p−1X⟩.

Então

⟨div(Pk), X⟩ =
n∑

i=1

⟨R(N,Pk−1Ei)Ei, X⟩+ ⟨A(div(Pk−1)), X⟩

=
n∑

i=1

⟨R(N,Pk−1Ei)Ei, X⟩+ ⟨div(Pk−1), AX⟩.

Utilizando a hipótese de indução obtemos,

⟨div(Pk), X⟩ =
k−1∑
p=1

n∑
i=1

⟨R(N,Pk−1−pEi)Ei, A
pX⟩+

n∑
i=1

⟨R(N,Pk−1Ei)Ei, X⟩

=
n∑

i=1

k−1∑
p=1

⟨R(N,Pk−(1+p)Ei)Ei, A
(p+1)−1X⟩+

n∑
i=1

⟨R(N,Pk−1Ei)Ei, X⟩

=
n∑

i=1

k∑
p+1=2

⟨R(N,Pk−(1+p)Ei)Ei, A
(p+1)−1X⟩

+
n∑

i=1

⟨R(N,Pk−(p+1)Ei)Ei, A
(p+1)−1X⟩

=
n∑

i=1

(
k∑

p+1=1

⟨R(N,Pk−(1+p)Ei)Ei, A
(j+1)−1X⟩

)
.
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Fazendo j = p+ 1, obtemos

⟨div(Pk), X⟩ =
n∑

i=1

k∑
j=1

⟨R(N,Pk−jEi)Ei, A
j−1X⟩.

Logo, a equação (1.26) implica na equação (1.27). Reciprocamente, tomando arbitraria-

mente X ∈ X (Σ), temos,

⟨div(Pk), X⟩ =
n∑

i=1

⟨R(N,Pk−1Ei)Ei, X⟩+
k−1∑
j=1

n∑
i=1

⟨R(N,Pk−1−jEi)Ei, A
j−1(AX)⟩

=

〈
n∑

i=1

(R(N,Pk−1Ei)Ei)
⊤, X

〉
+ ⟨div(Pk−1), AX⟩

=

〈
n∑

i=1

(R(N,Pk−1Ei)Ei)
⊤ + Adiv(Pk−1), X

〉
.

Como X ∈ X (Σ) é qualquer, temos

div(Pk) = A(div(Pk−1)) +
n∑

i=1

(R(N,Pk−1Ei)Ei)
⊤

o que conclui a demonstração. ■

Pela equação (1.24), temos que Lk = div(Pk(∇f))−⟨∇f, div(Pk)⟩, assim, Lk é eĺıptico

se, e somente se, Pk é positivo definido. Claro que L0 = ∆ é sempre eĺıptico. Para o estudo

que iremos realizar, será muito útil condições geométricas que garantam a elipticidade do

operador Lk quando k ≥ 1.

Considere a seguinte proposição.

Proposição 1.7.12. Para cada k tal que 1 ≤ k ≤ n, se H1, ..., Hk são não negativos,

então

(i) Hk−1Hk+1 ≤ H2
k

(ii) HHk ≥ Hk+1

(iii) H ≥ H
1
2
2 ≥ ... ≥ H

1
k
k .

Quando k = 1 podemos enunciar o seguinte lema.

Lema 1.7.13. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW.

Se H2 > 0 em Σ, então L1 é eĺıptico ou, equivalentemente, P1 é positivo definido (Para

uma escolha apropriada da aplicação de Gauss N).
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Demonstração: A fim de demonstrarmos o lema apresentado, vamos mostrar que todos

os auto-valores associados ao operador P1 são positivos. Observe que pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz H2 = H2
1 ≥ H2 > 0.

Com efeito, veja que

H2 −H2 =
1

n2

(
n∑

i=1

κi

)2

− 2

n(n− 1)

∑
1≤i≤j≤n

κiκj

=
1

n(n− 1)

(1− 1

n

)( n∑
i=1

κi

)2

− 2
∑

1≤i≤j≤n

κiκj


=

1

n(n− 1)

( n∑
i=1

κi

)2

− 1

n

(
n∑

i=1

κi

)2

− 2
∑

1≤i≤j≤n

κiκj


=

1

n(n− 1)

( n∑
i=1

κ2i + 2
∑

1≤i≤j≤n

κiκj

)
− 2

∑
1≤i≤j≤n

κiκj −
1

n

(
n∑

i=1

)2


=
1

n(n− 1)

 n∑
i=1

κ2i −
1

n

(
n∑

i=1

κi

)2
 .

Considere os vetores v = (κ1, ..., κn) e u = (1, ..., 1), obtemos(
n∑

i=1

κi

)2

= ⟨u, v⟩2 ≤ |u|2|v|2 = n
n∑

i=1

κ2i .

O que nos dá que H2 −H2 ≥ 0, e como por hipótese temos H2 > 0 então H2 ≥ H2 > 0.

Como, H > 0 então pela definição de curvatura média de ordem superior temos que

−S1 > 0, sendo assim, existe pelo menos um ı́ndice i ∈ {1, ..., n} tal que −κ1 > 0, logo,

S2
1 > κ2i ,

e consequentemente,

µi,1 = −Sk + κi > 0.

Pelo que vimos anteriormente (PkEi = µi,kEi), temos

⟨P1Ei, Ej⟩ = µi,1⟨Ei, Ej⟩ = µi,1δi,j ≥ 0; ∀i ∈ {1, ..., n}.

Como Pk é auto adjunto, obtemos

µj,1⟨Ei, Ej⟩ = ⟨Ei, µj,1Ej⟩ = ⟨Ei, P1Ej⟩ = ⟨P1Ei, Ej⟩ ≥ 0; ∀j ∈ {1, ..., n}.

O que implica que µi,j > 0, pois, caso não fosse, teŕıamos

µj,1 = S1 − κj = 0 ⇔ S1 = κj ⇔ κi = 0; ∀i ̸= j ⇒ S2 = 0 ⇒ H2 = 0.
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Um absurdo! Já que por hipótese H2 > 0. Portanto, P1 é positivo definido. ■

Lema 1.7.14. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW.

Se existe um ponto eĺıptico de Σ, com respeito a uma escolha apropriada da aplicação de

Gauss N , e Hk+1 > 0 em Σ, para 2 ≤ k ≤ n− 1, então, para todo 1 ≤ j ≤ k o operador

Lj é eĺıptico ou, equivalentemente, Pj é positivo definido (para aquela escolha apropriada

da aplicação de Gauss, se j for ı́mpar).
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Caṕıtulo 2

Unicidade de hipersuperf́ıcies

tipo-espaço com curvatura média de

ordem superior constante em

espaços-tempos GRW

Neste caṕıtulo, faremos o estudo sobre a unicidade de slices tipo-espaço imersos em

espaços tempos GRW. Para isso precisaremos desenvolver ferramentas que nos ajudem a

demonstrar tais resultados de unicidade. A principais ferramentas são as fórmulas para

operador Lk atuando nas funções altura e ⟨N,K⟩, além dos teoremas, aos quais faremos

as devidas menções presentes em [22]. Os resultados aqui apresentados foram baseados

no trabalho [5] feito por Luis J. Aĺıas e Antonio G. Colares.

2.1 O operador Lk atuando na função altura

Nesta seção, faremos o estudo sobre operador Lk atuando na função altura, que será

uma ferramenta essencial para as demonstrações feitas neste trabalho.

Definição 2.1.1. Em uma variedade semi-Riemanniana M um campo conforme K é dito

fechado se, para todo e qualquer V ∈ X (M), temos ∇VK = ψV , onde ψ é uma função

suave em M .

Proposição 2.1.2. O campo de vetores dado por

K(t, x) = f(t)

(
∂

∂t

)
(t,x)

; (t, x) ∈M

é conforme fechado, não nulo apontando para futuro.
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constante em espaços-tempos GRW

Demonstração. Pelo modo como K(t, x) foi definido, temos que

⟨K, ∂t⟩ = ⟨f(t)∂t, ∂t⟩ = −f(t) < 0.

Portanto K é aponta para futuro. Seja Z ∈ X (M). Decompondo Z como Z = Z∗ − y∂t,

onde y = ⟨Z, ∂t⟩ ∈ C∞(M) e Z∗ ∈ X (M). Então

∇ZK = ∇Z∗−y∂tf(t)∂t

= −y∇∂tf(t)∂t +∇Z∗f(t)∂t

= −yf(t)∇∂t∂t − y∂t(f(t))∂t +∇f(t)∂tZ
∗

= −yf(t)∇∂t∂t − y∂t(f(t))∂t + f(t)

(
∂t(f(t))

f(t)

)
Z∗

= −yf ′(t)− y∂t + f(t)

(
∂t(f)

f

)
Z∗

= f ′(t)(−y∂t + Z∗) = f ′Z.

Logo,

∇ZK = f ′(t)Z. (2.1)

■

Definição 2.1.3. Seja ψ : Σ −→ M uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com aplicação de

Gauss N . A função altura de Σ, denotada por h, é a restrição πI(t, x) = t para Σ; ou

seja, h : Σ −→ I é dado por h = π ◦ ψ.

Em qualquer espaço-tempo GRW existe uma importante classe de hipersuperf́ıcies

tipo-espaço, a saber, os slices tipo-espaço {t0}×M , t0 ∈ I. No decorrer deste trabalho os

slices tipo-espaço estarão presentes em boa parte de nossos resultados, fazendo-se assim,

importante a necessidade de uma definição que daremos a seguir (veja [3]). As fatias

tipo-espaço

Definição 2.1.4. Uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço em M é (parcialmente) um slice tipo-

espaço se, e somente se, a função h := πI ◦ ψ for constante.

Veja que ∇πI = −∂t, pois dado X ∈ X (M) e escrevendo X = X∗ − ⟨X, ∂t⟩∂t, temos

⟨∇πI , X⟩ = X(πI) = −⟨X, ∂t⟩∂t(πI) +X∗(πI) = −⟨X, ∂t⟩.

Como X ∈ X (M) foi tomado de forma arbitrária, ∇πI = −∂t, sendo assim, o gradiente

de h em Σ é dado por

∇h = (∇πI)⊤ = −∂⊤t ,
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onde

∂t = ∂⊤t − ⟨N, ∂t⟩N

e ∂⊤t ∈ X (M) denota a componente tangente de ∂t.

Para efetuarmos nossos próximos cálculos, iremos considerar a função g(h), onde

g : I −→ R é uma primitiva de f , ou seja g′ = f . Como f > 0, podemos pensar em g

como uma reparametrização da função altura. Em particular, temos que o gradiente de

g(h) em Σ é dado por

∇g(h) = g′(h)∇h = f(h)∇h = f(h)(∇πI)⊤ = −f(h)∂⊤t = −K⊤,

onde K⊤ denota a componente tangente de K ao longo da hipersuperf́ıcie Σ, no qual

K = K⊤ − ⟨N,K⟩N.

Pelo que fizemos anteriormente, a equação (2.1) implica que

∇XK = f ′(h)X, (2.2)

para X ∈ X (Σ). A partir de todas essas informações até aqui apresentadas, podemos

afirmar que

∇XK
⊤ = f ′(h)X − f(h)⟨N, ∂t⟩AX = f ′(h)X − ⟨N,K⟩AX. (2.3)

Com efeito, observe que

K = K⊤ +K⊥

⇒ ∇XK = ∇XK
⊤ +∇XK

⊥

⇒ f ′(h)X = ∇XK
⊤ + II(X,K⊤)− AK⊥X +∇⊥

XK
⊥

para todo X ∈ X (Σ). Sendo assim, temos

(∇XK)⊤ = ∇XK
⊤ − AK⊥X

(∇XK)⊥ = II(X,K⊤) +∇⊥
XK

⊥.

Por outro lado, como ∇XK = f ′(h)X, obtemos

(∇XK
⊤) = f ′(h)X e (∇XK)⊥ = 0

então,

∇XK
⊤ = f ′(h)X − AK⊥X. (2.4)
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Porém, temos ainda, que

AK⊥X = A(f(t)⟨N,∂t⟩N)X = f(t)A⟨N,∂t⟩N = f(t)⟨N, ∂t⟩AX

e, portanto,

∇XK
⊤ = f ′(h)X − f(h)⟨N, ∂t⟩AX = f ′(h)X − ⟨N,K⟩AX. (2.5)

Com a expressão (2.5) podemos verificar o seguinte lema

Lema 2.1.5. Seja ψ : Σ → −I ×f M
n um a hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um

espaço-tempo GRW com aplicação de Gauss N . Seja h = π ◦ ψ a função altura de Σ, e

seja g : I → R uma primitiva arbitrária de f . Então, para cada k = 0, ..., n− 1, temos

Lk(h) = −(log f)′(h)(ckHk + ⟨Pk(∇h),∇h⟩)− ⟨N, ∂t⟩ckHk+1

e

Lk(g(h)) = −ck(f ′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1),

onde ck = (n− k)
(
n
k

)
= (k + 1)

(
n

k+1

)
.

Demonstração. Primeiramente, mostremos que

Lk(g(h)) = f ′(h)(Pk) + ⟨N,K⟩tr(A ◦ Pk) (2.6)

= −ck(f ′(hHk + ⟨N,K⟩Hk+1)). (2.7)

Considere um referencial ortonormal {E1, ..., En}. Pela Definição 1.7.8, temos

Lk(g(h)) =
n∑

i=1

(⟨Pk ◦ ∇2g(h))Ei, Ei⟩

e como

∇g(h) = −K⊤ (2.8)

temos pela equação (2.5) que

∇X∇g(h) = −∇XK
⊤ = −f ′(h)X + ⟨N,K⟩AX. (2.9)

Sendo assim,

Lk(g(h)) =
n∑

i=1

(⟨Pk ◦ ∇2g(h))Ei, Ei⟩
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=
n∑

i=1

(⟨Pk(∇2g(h)Ei), Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨Pk(∇Ei
∇g(h)), Ei⟩.

Pela equação (2.9), obtemos

Lk(g(h)) =
n∑

i=1

⟨Pk(−f ′(h)Ei + ⟨N,K⟩AEi), Ei⟩

= −f ′(h)
n∑

i=1

⟨PkEi, Ei⟩+ ⟨N,K⟩
n∑

i=1

⟨Pk(AEi), Ei⟩

= −f ′(h)tr(Pk) + ⟨N,K⟩tr(A ◦ Pk).

Pela proposição 1.7.7 temos

Lk(g(h)) = −f ′(h)ckHk + ⟨N,K⟩(−ckHk+1)

= −ck(f ′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1).

Agora, considerando o fato de que

∇h =
1

f(h)
∇g(h) (2.10)

decorre,

∇X∇h = ∇X

(
1

f(h)
∇g(h)

)
= X

(
1

f(h)
∇g(h)

)
+

1

f(h)
∇X(∇g(h))

=
−X(f(h))

f 2(h)
∇g(h) + 1

f(h)
(−f ′(h)X + ⟨N,K⟩AX)

=
−f ′(h)X(h)

f 2(h)
∇g(h)− 1

f(h)
f ′(h)X +

1

f(h)
⟨N, f(h)∂t⟩AX

=
f ′(h)

f(h)

⟨∇h,X⟩
f(h)

∇g(h)− f ′(h)

f(h)
X + ⟨N, ∂t⟩AX

= (log f)′(h)⟨∇h,X⟩∇g(h)
f(h)

− (log f)′(h)X + ⟨N, ∂t⟩AX

Pela igualdade em (2.10) obtemos

∇X∇h = −(log f)′(h)(⟨∇f,X⟩∇h+X) + ⟨N, ∂t⟩AX. (2.11)
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Considere um referencial ortonormal {E1, ..., En}, então temos por definição

Lk(h) = tr(Pk ◦ ∇2h)

=
n∑

i=1

⟨(Pk ◦ ∇2h)Ei, Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨Pk(∇Ei
∇h), Ei⟩

pela a equação (2.11), obtemos

Lk(h) =
n∑

i=1

⟨Pk(− log f)′(h)(⟨∇h,Ei⟩∇h+ Ei) + ⟨N, ∂t⟩AEi, Ei⟩

=
n∑

i=1

⟨Pk(− log f)′(h)(⟨∇h,Ei⟩∇h+ Ei), Ei⟩+
n∑

i=1

⟨Pk(−(log f)′(h)Ei), Ei⟩+

+
n∑

i=1

⟨Pk(⟨N, ∂t⟩AEi), Ei⟩

=
n∑

i=1

−(log f)′(h)

(
n∑

i=1

⟨Pk, (Ei), Ei⟩+
n∑

i=1

⟨⟨∇h,Ei⟩Pk(∇h), Ei⟩

)
+

+ ⟨N, ∂t⟩
n∑

i=1

⟨Pk(AEi), Ei⟩

= −(log f)′(h)

(
tr(Pk) +

n∑
i=1

⟨Pk(∇h), ⟨∇h,Ei⟩Ei⟩
)

+ ⟨N, ∂t⟩tr(Pk ◦ A)

= −(log f)′(h)(tr(Pk) + ⟨Pk(∇h),∇h⟩) + ⟨N, ∂t⟩tr(Pk ◦ A).

Novamente, pela Proposição 1.7.7

Lk(h) = −(log f)′(h)(ckHk + ⟨Pk(∇h),∇h⟩)− ⟨N, ∂t⟩ckHk+1. (2.12)

■

2.2 Primeiras aplicações

Nesta seção, iremos ver algumas aplicações relacionadas às fórmulas vistas anterior-

mente nas seções (1.7) e (2.1).

Em boa parte desta dissertação, o lema a seguir será de suma importância em diversos

resultados, e por isso apresentaremos aqui sua demonstração. Um resultado mais geral
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deste lema pode ser visto em [4, Lema 5.4] juntamente com a Observação 5.7, onde lá o

caso abordado não exige que nossa fibra M seja compacta.

Lema 2.2.1 (Existência de um ponto eĺıptico). Seja ψ : Σn −→ −I ×f M
n uma hipersu-

perf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW espacialmente fechado e

suponha que f ′(h) não se anule em Σ (equivalentemente, ψ(Σ) está contido em um slab

Ω(t1, t2) = (t1, t2)×M ⊂ −I ×f M

em que f ′ não se anula).

(i) Se f ′(h) > 0 em Σ (equivalentemente, f ′ > 0 em (t1, t2)), então existe um ponto

eĺıptico de Σ em relação a aplicação Gauss N apontando para futuro.

(ii) Se f ′(h) < 0 em Σ (equivalentemente, f ′ < 0 em (t1, t2)), então existe um ponto

eĺıptico de Σ em relação a aplicação Gauss N apontando para o passado.

Demonstração. Seja f ′(h) > 0 e N a aplicação de Gauss apontando para futuro. Sendo

Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta, a mesma possui um ponto p0 tal que a

função altura h atinge seu mı́nimo. Como p0 é um ponto de mı́nimo de h temos que p0

é também ponto cŕıtico e portanto ∇h(p0) = 0 e pelo fato de ∂t = ∇h− ⟨N, ∂t⟩N temos

que ∂t(p0) = −⟨N, ∂t⟩N(p0), ou seja N e ∂t são linearmente dependentes, e utilizando a

fórmula de Cauchy-Schwarz obtemos que ⟨∂t, N⟩(p0) = −1. Por (2.11) temos que para

cada i = 1, .., n

∇2hp0(ei, ei) = ⟨∇ei(∇h(p0)), ei⟩

= (− log f)′(h(p0))⟨ei + ⟨N, ∂t, N⟩Aei, ei⟩

= (− log f)′(h(p0))⟨ei, ei⟩ − ⟨Aei, ei⟩

= (− log f)′(h(p0))− κi(p0) ≥ 0,

onde {e1, .., en} são direções principais de p0. Logo

(− log f)′(h(p0))− κi(p0) ≥ 0 ⇔ 0 > (− log f)′(h(p0)) ≥ κi(p0). (2.13)

Como era esperado.

Analogamente, se f ′(h) < 0 escolhemos em Σ a aplicação de GaussN apontando para o

passado. Como Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta, consideramos agora o ponto

p1 tal que a função altura h atinge seu máximo. Como p1 é ponto de máximo de h temos

que p1 é também ponto cŕıtico, e, portanto, ∇h = 0 e pelo fato de ∂t = ∇h − ⟨N, ∂t⟩N ,

temos que ∂t = ⟨N, ∂t⟩N , ou seja, N e ∂t são linearmente dependentes, e utilizando a
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fórmula de Cauchy-Schwarz, obtemos que ⟨∂t, N⟩ = 1. Novamente por (2.11) temos que

para cada i = 1, ..., n

∇2hp1(ei, ei) = (− log f)′(h(p1)) + κi(p1) ≤ 0 (2.14)

onde {e1, ..., en} são direções principais de p1. Como f ′(hmax) < 0 então

κi(p1) ≤ (log f)′(hmax) < 0. (2.15)

■

A prova do Teorema 2.2.3 será uma consequência do lema seguinte, que na verdade é

uma generalização de [6, Lema 3 e Corolário 4], já que nosso lema se aplica a curvaturas

média de ordem superior ao invés de somente o caso de curvatura média comum (k = 1).

Lema 2.2.2. Seja −I ×f M
n um espaço-tempo GRW espacialmente fechado e Σ uma

hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em −I ×f M
n. Suponha que para algum

k ∈ {0, 1, ..., n − 1}, a k-ésima transformação de Newton Pk é semi-definida em Σ e a

função Hk não se anula em Σ. Então, o quociente Hk+1/Hk satisfaz

min

(
Hk+1

Hk

)
≤ (logf)′(hmax) e (logf)′(hmin) ≤ max

(
Hk+1

Hk

)
onde hmin e hmax denotam, respectivamente, os valores mı́nimo e máximo da função altura

em Σ. Em particular, se a função torção f satisfaz ff ′′ − f ′2 ≤ 0, então

min

(
Hk+1

Hk

)
≤ (logf)′(hmax) ≤ (logf)′(hmin) ≤ max

(
Hk+1

Hk

)
.

Demonstração. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie compacta imersa em −I ×f M , e considere

a aplicação de Gauss N apontando para futuro. Pelo fato de Σ compacta, temos que

existem pontos pmin e pmax, tais que a função altura h atinge seu valor mı́nimo e seu valor

máximo respectivamente, ou seja,

h(pmin) = min
Σ
h = hmin ≤ hmax = max

Σ
h = h(pmax) (2.16)

além de ∇h(pmin) = ∇h(pmax) = 0. Logo,

(∂t)pmax = N(pmax) e (∂t)pmin
= N(pmin)

e pelo Lema 2.1.5, temos
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Lk(hmax) = −(log f)′(hmax)(ckHk(pmax) + ⟨Pk(∇hpmax),∇h(pmax)⟩)

− ⟨Npmax , (∂t)pmax⟩ckHk+1(pmax)

= −(log f)′(hmax)(ckHk(pmax)− ⟨Npmax , (∂t)pmax⟩ckHk+1(pmax)

(2.17)

logo,

1

ck
Lk(hmax) = Hk+1(pmax)− (log f)′(hmax)Hk(pmax). (2.18)

Analogamente,

1

ck
Lk(h)(pmin) = Hk+1(pmin)− (logf)′(hmin)Hk(pmin). (2.19)

Considere agora, sem perda de generalidade, que Pk é semi-definida positiva, então

teŕıamos que Hk ≥ 0, mas, como por hipótese Hk ̸= 0 em Σ, temos Hk > 0. Sendo

assim, pela Definição1.7.8 Lk(h) = tr(Pk ◦ ∇2h), onde ∇2h(pmin) é positivo semi-definido

e ∇2h(pmax) é negativo semi-definido, temos Lk(h)(pmin) ≥ 0 e Lk(h)(pmax) ≤ 0 (pois Pk

é positivo semi-definido). Logo, pela equações (2.19) e (2.18) obtemos

max

(
Hk+1

Hk

)
≥
(
Hk+1

Hk

)
(pmin) ≥ (log f)′(hmin) (2.20)

e

min

(
Hk+1

Hk

)
≤
(
Hk+1

Hk

)
(pmax) ≤ (log f)′(hmax). (2.21)

Claro que se (− log f) é convexa, então (log f)′ é não crescente, ou seja

(log f)′(hmax) ≤ (log f)′(hmin)

e, assim, pelas desigualdades (2.20) e (2.21) conclúımos

min

(
Hk+1

Hk

)
≤ (log f)′(hmax) ≤ (log f)′(hmin) ≤ max

(
Hk+1

Hk

)
.

O caso em que Pk e negativo semi-definido é análogo, levando em conta que agora Hk < 0

em Σ, e Lk(h)(pmin) ≤ 0 e Lk(h)(pmax) ≥ 0. ■
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Teorema 2.2.3. Seja −I×f M
n um espaço-tempo GRW espacialmente fechado, de modo

que sua função torção satisfaça a seguinte condição

ff ′′ − f ′2 ≤ 0, (2.22)

(isto é, tal que −log(f) é convexo). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço

imersa em −I ×f M
n cuja k-ésima transformação de Newton Pk é definida em Σ, para

algum k = 0, 1, ..., n − 1. Se o quociente Hk+1/Hk for constante, então a hipersuperf́ıcie

é um slice contido em {t0} ×M , onde t0 ∈ I satisfaz f ′(t0) ̸= 0 se k ≥ 1.

Demonstração. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em M e N sua

aplicação de Gauss apontando para futuro. Como por hipótese (− log f) e convexa e
Hk+1

Hk
= α é constante (onde α ∈ R), temos pelo Lema 2.2.2 que

Hk+1

Hk

= (log f)′(hmax) = (log f)′(hmin) (2.23)

e, consequentemente,

(log f)′(h) =
f ′(h)

f(h)
=
Hk+1

Hk

= α (2.24)

é constante em I. Pelo Lema 2.1.5, temos

Lk(g(h)) = −ck(f ′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1)

mas, de (2.24), obtemos que f ′(h)Hk = f(h)Hk+1, logo

Lk(g(h)) = −ck(f(h) + ⟨N,K⟩)Hk+1. (2.25)

Note que, pelo fato de Pk ser definida temos que Hk+1 = αHk não muda de sinal em Σ e

⟨N,K⟩ < −f(h) < 0 em Σ. Então, de (2.25), temos que Lk(g(h)) não muda de sinal em Σ,

que é uma variedade Riemanniana compacta. No caso de Pk ser positivo definido, temos

que Lk é um operador eĺıptico e pelo prinćıpio clássico do máximo, conclúımos que g(h) é

constante. Caso Pk seja negativo definido, então −Lk é eĺıptico e consequentemente, g(h)

cont́ınua sendo constante. Mas, se g(t) for crescente, então isto significa, necessariamente,

que h é constante em Σ e, então, nossa hipersuperf́ıcie Σ é um slice {t0}×M . Finalmente,

se k ≥ 1, então f ′(t0) ̸= 0, já que os slices {t0}×M são totalmente geodésicas em −I×fM ,

consequentemente Pk = 0, já que A ≡ 0. ■

Conforme dito em Montiel [22], embora a hipótese de − log f ser uma função convexa

é uma condição razoavelmente fraca, esta condição é suficiente para obter resultados de

unicidade para hipersuperf́ıcies tipo-espaço em espaços-tempos GRW. Um exemplo é, que
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todo espaço-tempo GRW obedecendo à condição de convergência tipo-tempo (que será

visto mais adiante) satisfaz 2.22. Agora como uma primeira aplicação do Teorema 2.2.3,

juntamente como o Lema 1.7.13 temos o seguinte corolário.

Corolário 2.2.4. Seja −I×fM
n um espaço-tempo GRW espacialmente fechado de modo

que sua função torção satisfaça a condição

ff ′′ − f ′2 ≤ 0,

Então, as únicas hipersuperf́ıcies compactas tipo-espaço Σ imersas em −I×fM
n de modo

que H2 > 0 em Σ e o quociente H2/H1 é constante são os slices contidos {t0} ×M , com

t0 ∈ I satisfazendo f ′(t0) ̸= 0.

Perceba que para aplicar o Lema 1.7.14 e obter uma segunda aplicação do Teorema

2.2.3, é necessário ter alguma condição geométrica que garanta a existência de um ponto

eĺıptico. Então pelos Lemas 1.7.14, 2.2.1 juntamente com o Teorema 2.2.3 obtemos,

Corolário 2.2.5. Seja M
n
um espaço-tempo GRW espacialmente fechado de forma que

sua função torção satisfaça a condição

ff ′′ − f ′2 ≤ 0.

Assuma que Σ, n ≥ 3, é uma hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em −I ×f M
n

que está contida em um slab Ω(t1, t2) ⊂ −I ×f M
n no qual f ’ não se anula. Se Hk+1 > 0

em Σ para algum k ≥ 2 e um dos quocientes Hj+1/Hj for constante para algum 1 ≤ j ≤ k,

então Σ é necessariamente um slice contido em {t0} ×M , com t0 ∈ (t1, t2).

Teorema 2.2.6. Seja −I×f M
n um espaço-tempo GRW espacialmente fechado de forma

que sua função torção satisfaça a condição (2.22), com igualdade apenas em pontos iso-

lados de I, no máximo. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em

−I ×f M
n cuja k-ésima transformação de Newton Pk é semi-definida em Σ e Hk não se

anula em Σ, para algum k = 0, 1, ..., n− 1. Se o quociente Hk+1/Hk for constante, então

a hipersuperf́ıcie é um slice contido em t0 ×M , onde t0 satisfaz f ′(t0) ̸= 0 se k > 0.

Demonstração. Pelo mesmo argumento do Teorema 2.2.3, temos que

Hk+1

Hk

= (log f)′(hmax) = (log f)′(hmin).

Como ff ′′ − f ′2 < 0 e ff ′′ − f ′2 = 0 no máximo em pontos isolados, temos então que

(log f)′(h) é estritamente decrescente e como
Hk+1

Hk

= (log f)′(hmax) = (log f)′(hmin),

então hmax = hmin, ou seja, h é uma função constante em Σ, e Σ é um slice {t0}×M onde

f ′(t0) ̸= 0. ■

51



2. Unicidade de hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média de ordem superior
constante em espaços-tempos GRW

2.3 Fórmulas de Minkowski para hipersuperf́ıcies

em espaços-tempos GRW

Nesta seção, iremos apresentar as fórmulas de Minkowski para hipersuperf́ıcies com-

pactas tipo-espaço imersas em GRW ainda como aplicações das fórmulas do Lema 2.1.5.

A motivação dessa abordagem se deve ao fato de que essas novas fórmulas de Minkowski

podem ser aplicadas em hipersuperf́ıcies com curvatura média de ordem superior cons-

tante em quaisquer espaços-tempos RW, até mesmo quando o espaço ambiente não tem

curvatura seccional constante.

Lema 2.3.1. Seja ψ : Σ −→M uma hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em um

espaço-tempo GRW. Então ∫
Σ

(f ′(h) + ⟨N,K⟩H)dΣ = 0 (2.26)

e

n(n− 1)

∫
Σ

(f ′(h)H + ⟨N,K⟩H2)dΣ

=

∫
Σ

⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2)dΣ. (2.27)

Demonstração. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em um espaço-

tempo GRW. Como

div(Pk(∇f)) = ⟨divPk,∇f⟩+ Lk(f)

e

Lk(g(h)) = −ck(f ′(Hk) + ⟨N,K⟩Hk+1)

logo,

div(Pk(∇g(h))) = f(h)⟨divPk,∇h⟩ − ck(f
′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1) (2.28)

para cada k = 0, ...., (n− 1). Integrando em Σ, temos pelo Teorema da Divergência

0 =

∫
Σ

div(Pk(∇g(h)))dΣ =

∫
Σ

f(h)⟨div(Pk),∇h⟩dΣ− ck

∫
Σ

f ′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1dΣ

o que nos dá

ck

∫
Σ

(f ′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1)dΣ =

∫
Σ

f(h)⟨div(Pk),∇h⟩dΣ (2.29)

onde dΣ é a medida Riemanniana induzida em Σ.
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Se que k = 0, então temos que P0 = I, div(P0) = 0, que é a primeira fórmula de

Minkowski ∫
Σ

(f ′(h) + ⟨N,K⟩H)dΣ = 0. (2.30)

Vejamos agora o caso k = 1. Pelo Lema 1.7.11, para k = 1, ..., (n− 1), temos que

⟨divPk, X⟩ =
k−1∑
j=0

n∑
i=1

⟨R(Ei, A
k−1−jX)N,PjEi⟩.

Assim, se k = 1, temos,

⟨divP1,∇h⟩ =
n∑

i=1

⟨R(Ei,∇h)N,Ei⟩

=
n∑

i=1

R(Ei,∇h,N,Ei)

=
n∑

i=1

−R(∇h,Ei, N,Ei)

= −
n∑

i=1

R(∇h,Ei, N,Ei)

= −Ric(N,∇h)

= −Ric(∇h,N),

Decompondo nosso campo ∂t, obtemos o seguinte

∂t = ∂⊤t − ⟨∂t, N⟩N

∂t = −∇h− ⟨∂t, N⟩N

∇h = −∂t − ⟨∂t, N⟩N

logo,

(∇h)∗ = −⟨∂t, N⟩N∗, (2.31)

então, considerando (1.8) e ⟨div(P1),∇h⟩ = −Ric(N,∇h), temos

Ric(N,−∇h) = RicM(N∗,−(∇h)∗) + (n((log f)′)2 + (log f)′′)⟨∇h,N⟩+

− (n− 1)(log f)′′(⟨N, ∂t)⟨−∇h, ∂t⟩

= RicM(N∗, ⟨N, ∂t⟩N∗)− (n− 1)(logf)′′⟨N, ∂t⟩⟨−∇h,−∇h− ⟨N, ∂t⟩N⟩

= ⟨N, ∂t⟩RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′⟨N, ∂t⟩⟨−∇h,−∇h⟩

= ⟨N, ∂t⟩(RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′|∇h|2).
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Portanto, obtemos que a segunda fórmula de Minkowski (quando k = 1) para uma hiper-

superf́ıcie tipo-espaço compacta em um espaço-tempo GRW é dada por

c1

∫
Σ

(f ′(h)H + ⟨N,K⟩H2)dΣ

=

∫
Σ

⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2)dΣ.

■

Com base no Lema anterior, é natural pensar como seriam sucessivas fórmulas de

Minkowski para k ≥ 2. Afim de deduzirmos tais fórmulas iremos assumir que para n ≥ 3,

o espaço-tempo GRW −I ×f M tem fibra com curvatura seccional constante, em outras

palavras, −I ×f M é um espaço-tempo RW. Feito estas considerações enunciaremos o

seguinte resultado.

Teorema 2.3.2. Seja ψ : Σ → −I ×f M
n uma hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço

espaço imersa em um espaço-tempo RW, sendo Mn uma variedade Riemanniana com

curvatura seccional constante κ. Então, para cada k = 2, ..., n− 1(
n

k

)∫
Σ

(f ′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1)dΣ =

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
⟨N,K⟩⟨Pk−1∇h,∇h⟩dΣ.

Demonstração. Primeiramente, calculemos ⟨div(Pk),∇h⟩ para 2 ≤ k ≤ n − 1. De (1.6)

temos

R(Ei, X)N = RM(E∗
i , X

∗)N∗ + ((log f)′)2(⟨Ei, N⟩X − ⟨X,N⟩W ) + (log f)′′(⟨X, ∂t⟩Ei +

− ⟨Ei, ∂t⟩X)− (log f)′′(⟨X, ∂t⟩⟨Ei, N⟩ − ⟨Ei∂t⟩⟨X,N⟩)

= RM(E∗
i , X

∗)N∗ + (log f)′′⟨N, ∂t⟩(⟨X, ∂t⟩Ei − ⟨Ei, ∂t⟩X).

Lembrando que ∂t = −∇h− ⟨N, ∂t⟩N , advêm-se que

⟨X, ∂t⟩ = ⟨X,−∇h⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨X,N⟩ = ⟨X,−∇h⟩ (2.32)

e

⟨Ei, ∂t⟩ = ⟨Ei,−∇h⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨Ei, N⟩ = ⟨Ei,−∇h⟩. (2.33)

Logo,

R(Ei, X)N = RM(E∗
i , X

∗)N∗ + (log f)′′⟨N, ∂t⟩(−⟨X,∇h+ ⟨Ei,∇h⟩X)

= RM(E∗
i , X

∗)N∗ − (log f)′′⟨N, ∂t⟩(⟨X,∇h⟩Ei − ⟨Ei,∇h⟩X) (2.34)

onde X ∈ X (Σ).
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Considerando agora as decomposições

N = N∗ − ⟨N, ∂t⟩∂t; Ei = E∗
i − ⟨Ei, ∂t⟩∂t; X = X∗ − ⟨X, ∂t⟩∂t,

temos

(N∗)⊤ = N∗ + ⟨N∗, ∂t⟩∂t
= N∗ + ⟨N + ⟨N, ∂t⟩∂t, N⟩N

= N∗ −N + ⟨N, ∂t⟩2N

= ⟨N, ∂t⟩∂t + ⟨N, ∂t⟩2N

= −⟨N, ∂t⟩(−∂t − ⟨N, ∂t⟩N)

= −⟨N, ∂t⟩∇h. (2.35)

Repetindo o mesmo racioćınio para (X∗)

(X∗)⊤ = X∗ + ⟨X∗, N⟩N

= X + ⟨X, ∂t⟩∂t + ⟨X + ⟨X, ∂t⟩, N⟩N

= X + ⟨X, ∂t⟩∂t + ⟨X, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩N

= X − ⟨X,∇h⟩∂t − ⟨X,∇h⟩⟨N, ∂t⟩N

= X + ⟨X,∇h⟩(−∂t − ⟨N, ∂t⟩N)

= X + ⟨X,∇h⟩∇h, (2.36)

e analogamente

(E∗
i )

⊤ = Ei + ⟨Ei,∇h⟩∇h. (2.37)

Além disso,

⟨N,N⟩ = −⟨dπI(N), dπI(N)⟩I + f 2⟨N∗, N∗⟩M .

Isolando ⟨N∗, N∗⟩M , obtemos,

⟨N∗, N∗⟩M =
1

f 2
(−1 + ⟨−⟨N, ∂t⟩∂t,−⟨N, ∂t⟩∂t⟩I)

= − 1

f 2
(1− ⟨N, ∂t⟩2)

=
1

f 2
|∇h|2. (2.38)
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Analogamente,

⟨N,X⟩ = −⟨dπI(N), dπI(X)⟩+ f 2⟨N∗, X∗⟩

isolando ⟨N∗, X∗⟩M ,

⟨N∗, X∗⟩M =
1

f 2
(⟨N,X⟩+ ⟨dπI(N), dπI(X)⟩I)

=
1

f 2
(⟨−⟨N, ∂t⟩∂t,−⟨X, ∂t⟩∂t⟩I)

= − 1

f 2
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩, (2.39)

repetindo o processo para E∗
i obtemos,

⟨E∗
i , N

∗⟩M = − 1

f 2
⟨N, ∂t⟩⟨Ei,∇h⟩. (2.40)

Perceba que todas as 6 equações vistas anteriormente continuam sendo válidas para

toda e qualquer fibra Riemanniana Mn, já que não utilizamos a hipótese de curvatura

seccional constante para deduzir tais fórmulas. Se Mn tem curvatura seccional constante

κ, então

(RM(E∗
i , X

∗
i )N

∗)⊤ = κ⟨E∗
i , N

∗⟩M(X∗)⊤ − κ⟨X∗, N∗⟩M(E∗
i )

⊤ (2.41)

Pois sendo Mn uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante, temos que

dados X∗, N∗ e E∗
i ∈ X (M)

RM(E∗
i , X

∗)N∗ = κ [⟨E∗
i , N

∗⟩M(X∗)− ⟨X∗, N∗⟩M(E∗
i )]

e a expressão (2.41) segue naturalmente. Pela equação (2.41), juntamente com (2.36),

(2.37), (2.40), (2.39), temos,

(RM(E∗
i , X

∗)N∗)⊤ = κ

[
− 1

f 2(h)
⟨N, ∂t⟩⟨Ei,∇h⟩(X + ⟨X,∇h⟩∇h)

+
1

f 2(h)
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩(Ei + ⟨Ei,∇h⟩∇h)

]
,

e colocando
κ

f 2(h)
⟨N, ∂t⟩ em evidência

(RM(E∗
i , X

∗)N∗)⊤ =
κ

f 2(h)
⟨N, ∂t⟩

[
⟨X,∇h⟩Ei + ⟨X,∇h⟩⟨Ei,∇h⟩∇h− ⟨Ei,∇h⟩X

− ⟨Ei,∇h⟩⟨X,∇h⟩∇h
]
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assim,

(RM(E∗
i , X

∗)N∗)⊤ =
κ

f 2(h)
⟨N, ∂t⟩

[
⟨X,∇h⟩Ei − ⟨Ei,∇h⟩X

]
, (2.42)

Através de (2.34) e da equação anterior

(R(Ei, X)N)⊤ = (RM(E∗
i , X

∗)N∗ − (log f)′′⟨N, ∂t⟩(⟨X,∇h⟩Ei − ⟨Ei,∇h⟩X))⊤

=
κ

f 2(h)
⟨N, ∂t⟩

[
⟨X,∇h⟩Ei − ⟨Ei,∇h⟩X

]
−(log f)′′⟨N, ∂t⟩(⟨X,∇h⟩Ei

− ⟨Ei,∇h⟩X)

(R(Ei, X)N⊤) =

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨N, ∂t⟩ [⟨X,∇h⟩Ei − ⟨Ei,∇h⟩X] .

Agora, para cada j = 0, 1, ..., n− 1 fixado, temos que

n∑
i=1

⟨(R(Ei, X)N,PjEi⟩ =
n∑

i=1

(⟨RM(E∗
i , X

∗)N∗ − (log f)′′⟨N, ∂t⟩(⟨X,∇h⟩Ei

− ⟨Ei,∇h⟩X), Pj(Ei)⟩

=
n∑

i=1

⟨RM(E∗
i , X

∗)N∗, PjEi⟩+

− (log f)′′⟨N, ∂t⟩
[
⟨X,∇h⟩

n∑
i=1

⟨Ei, PjEi⟩ −
n∑

i=1

⟨Ei,∇h⟩⟨X,PjEi⟩
]

=
n∑

i=1

⟨RM(E∗
i , X

∗)N∗, PjEi⟩ − (log f)′′⟨N, ∂t⟩
[
⟨X,∇h⟩tr(Pj)

−
n∑

i=1

⟨PjX, ⟨Ei,∇h⟩Ei⟩
]

=
n∑

i=1

⟨RM(E∗
i , X

∗)N∗, PjEi⟩ − (log f)′′⟨N, ∂t⟩
[
⟨X,∇h⟩tr(Pj) +

− ⟨PjX,∇h⟩
]
.

Pela equação (2.41)
n∑

i=1

⟨(R(Ei, X)N,PjEi⟩ =
n∑

i=1

⟨κ⟨E∗
i , N

∗⟩MX∗, PjEi⟩ −
n∑

i=1

⟨κ⟨X∗, N∗⟩ME∗
i , PjEi⟩

− (logf)′′(h)⟨N, ∂t⟩
[
⟨X,∇h⟩tr(Pj)− ⟨PjX,∇h⟩

]
.

Substituindo as expressões encontradas para ⟨N∗, X∗⟩M e ⟨N∗, E∗⟩M obtemos

n∑
i=1

⟨(R(Ei, X)N,PjEi⟩ =
κ

f 2(h)
Υ− (logf)′′(h)⟨N, ∂t⟩

[
⟨X,∇h⟩tr(Pj)− ⟨PjX,∇h⟩

]
,
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onde

Υ =

[ n∑
i=1

⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Ei, PjEi⟩ −
n∑

i=1

⟨N, ∂t⟩⟨Ei,∇h⟩⟨X∗, PjEi⟩
]
.

Primeiramente, façamos uma análise somente da igualdade atribúıda a Υ. Substituindo

as decomposições dos campos E∗ e X∗, temos

Υ =
n∑

i=1

[
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Ei, PjEi⟩+ ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Ei, ∂t⟩⟨∂t, PjEi⟩

− ⟨N, ∂t⟩⟨Ei,∇h⟩⟨X,PjEi⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨Ei,∇h⟩⟨X, ∂t⟩⟨∂t, PjEi⟩
]

=
n∑

i=1

[
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Ei, PjEi⟩+ ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Pj(∂

⊤
t ), ⟨Ei, ∂t⟩Ei⟩+

− ⟨N, ∂t⟩⟨PjX, ⟨Ei,∇h⟩Ei⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩⟨Pj(∂
⊤
t ), ⟨Ei,∇h⟩Ei⟩

]
=

[
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩tr(Pj) + ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Pj(∂

⊤
t ), ∂t⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨PjX,∇h⟩

− ⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩⟨Pj(∂
⊤
t ),∇h⟩

]
=

[
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩tr(Pj) + ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Pj(∂

⊤
t ), ∂

⊤
t ⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨PjX,∇h⟩

− ⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂⊤t ⟩⟨Pj(∂
⊤
t ),∇h⟩

]
=

[
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩tr(Pj) + ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Pj(∂

⊤
t ),−∇h⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨PjX,∇h⟩

− ⟨N, ∂t⟩⟨X,−∇h⟩⟨Pj(∂
⊤
t ),∇h⟩

]
=

[
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩tr(Pj)− ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Pj(∂

⊤
t ),∇h⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨PjX,∇h⟩

+ ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩⟨Pj(∂
⊤
t ),∇h⟩

]
= ⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩tr(Pj)− ⟨N, ∂t⟩⟨PjX,∇h⟩,

logo,

n∑
i=1

⟨(R(Ei, X)N,PjEi⟩ =
κ

f 2(h)

[
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩tr(Pj)− ⟨N, ∂t⟩⟨PjX,∇h⟩

]
− (log f)′′(h)⟨N, ∂t⟩

[
⟨X,∇h⟩tr(Pj)− ⟨PjX,∇h⟩

]

58



2. Unicidade de hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média de ordem superior
constante em espaços-tempos GRW

e, portanto,

n∑
i=1

⟨(R(Ei, X)N,PjEi⟩ =

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨N, ∂t⟩(⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩tr(Pj)

− ⟨N, ∂t⟩⟨PjX,∇h⟩),

para todo campo X ∈ X (Σ). Agora, pelo Lema 1.7.11 e utilizando a expressão obtida

anteriormente, temos

⟨divPk,∇h⟩ =
k−1∑
j=0

n∑
i=1

⟨R(Ei, A
k−1−j(∇h))N,PjEj⟩

=

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨N, ∂t⟩

k−1∑
j=0

(
tr(Pj)⟨Ak−1−j(∇h),∇h⟩

− ⟨(Pj ◦ Ak−1−j)∇h,∇h⟩
)
. (2.43)

Na verdade, em geral, ocorre que para 2 ≤ k ≤ n

k−1∑
j=0

(tr(Pj)A
k−1−j − Pj ◦ Ak−1−j) = (n− 1)Pk−1. (2.44)

Por mais que tal afirmação não seja tão evidente de se ver, não é dif́ıcil prová-la. Para

fazermos isso utilizaremos o indução finita em k. Bem, se k = 2, então

1∑
j=0

(tr(Pj)A
k−1−j − Pj ◦ Ak−1−j) = (tr(P0)A− P0 ◦ A) + (tr(P1)I − P1I)

= (c0H0A− A) + (c1HI − P1)

= (n− 1)A+ ((n− 1)
n!

(n− 1)!
HI − P1)

= (n− 1)A+ n(n− 1)HI − P1

= (n− 1)(A+ nHI)− P1

= (n− 1)P1 − P1

= (n− 2)P1.

Suponhamos agora que nossa afirmação seja válida para k − 1 ≥ 2, ou seja,

k−2∑
j=0

(tr(Pj)A
k−2−j − Pj ◦ Ak−2−j) = (n− (k − 1))Pk−2
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logo,

k−1∑
j=0

(tr(Pj)A
k−1−j − Pj ◦ Ak−1−j) = tr(Pk − 1)I − Pk−1 +

+
k−2∑
j=0

(tr(Pj)A
k−2−j − Pj ◦ Ak−2−j) ◦ A

= (n− k + 1)Pk2 ◦ A+ ck−1Hk−1I

= (n− k + 1)

(
n

k − 1

)
Hk−1I − Pk−1

= (n− k + 1)

[
Pk−2 ◦ A+

(
n

k − 1

)
Hk−1I

]
− Pk−1

= (n− k + 1)Pk−1 − Pk−1

= (n− k + 1− 1)Pk−1

= (n− k)Pk1 .

Estando provada nossa afirmação, aplicando-a na equação (2.43), obtemos,

⟨div(Pk),∇h⟩ =

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨N, ∂t⟩

k−1∑
j=0

(
tr(Pj)⟨Ak−1−j∇h,∇h⟩+

− ⟨(Pj ◦ Ak−1−j)∇h,∇h⟩
)

=

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨N, ∂t⟩

k−1∑
j=0

(
tr(Pj)⟨Ak−1−j∇h+

− (Pj ◦ Ak−1−j)∇h,∇h⟩
)

= (n− k)

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨N, ∂t⟩⟨Pk−1∇h,∇h⟩ (2.45)

para 2 ≤ k ≤ n. Finalmente, substituindo (2.45) em (2.29), obtemos(
n

k

)∫
Σ

(f ′(h)Hk + ⟨N,K⟩Hk+1)dΣ =

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
⟨N,K⟩⟨Pk−1∇h,∇h⟩dΣ.

■

A fim de simplificar as referências a estas fórmulas vistas nessa seção, iremos nos

referir as fórmulas do Lema 2.3.1 como primeira e segunda fórmula de Minkowski res-

pectivamente, e a expressão do Teorema 2.3.2 chamaremos de (k + 1)-ésima fórmula de

Minkowski.
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2.4 Umbilicidade de hipersuperf́ıcies em

espaços-tempos RW

Nesta seção, utilizaremos as fórmulas de Minkowski apresentadas anteriormente para

estender o Teorema 2.4.4 ([22, Teorema 8]) para o caso de hipersuperf́ıcies imersas em

espaços-tempos RW que obedecem a condição de convergência nula que apresentaremos

logo nas primeiras definições desta seção.

Definição 2.4.1. Diremos que um espaço-tempo obedece a Condição de Convergência

Nula (CCN) se a curvatura de Ricci é não negativa em direções nulas (ou tipo-luz).

Evidentemente, por definição, todo espaço-tempo de curvatura seccional constante

obedecem a CCN. Perceba que através da equação (1.8) podemos extrair como con-

sequência o seguinte resultado

Proposição 2.4.2. Um espaço-tempo M obedece a condição de convergência nula se, e

somente se,

RicM ≥ (n− 1) sup
I
(ff ′′ − f ′2)⟨, ⟩M . (2.46)

Demonstração. Seja X um campo de vetores tipo-luz definido em M . Se M obedece a

CCN então Ric(X,X) ≥ 0, logo, pela equação (1.8), temos

Ric(X,X) = RicM(X∗, X∗)− (n− 1)(log f)′′(h)⟨X, ∂t⟩2 ≥ 0.

Mas como,

0 = ⟨X,X⟩

= ⟨X∗ − ⟨X, ∂t⟩∂t, X∗ − ⟨X, ∂t⟩∂t⟩

= ⟨X∗, X∗⟩ − ⟨X, ∂t⟩2,

então,

⟨X∗, X∗⟩ = f 2⟨X∗, X∗⟩M = ⟨X, ∂t⟩2.

Logo,

RicM(X∗, X∗)− (n− 1)(log f)′′⟨X∗, X∗⟩M ≥ 0
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o que implica,

RicM(X∗, X∗) ≥ (n− 1)(log f)′′⟨X∗, X∗⟩M ⇔ RicM ≥ (n− 1) sup
I
(ff ′′ − f ′2)⟨, ⟩M .

■

Observação 2.4.3. Perceba que caso o espaço-tempo GRW seja Einstein, obtemos a

igualdade em (2.46) da seguinte maneira

c⟨, ⟩M = sup
I
(ff ′′ − f ′2)⟨, ⟩M .

onde Ric = c⟨, ⟩ e RicM = c⟨, ⟩M .

Em particular, decorre da proposição anterior que um espaço-tempo RW obedece CCN

se, e somente se

κ ≥ sup
I
(ff ′′ − f ′2)⟨, ⟩M (2.47)

onde κ denota a curvatura seccional constante da fibra Mn. Por outro lado, não é dif́ıcil

ver que um espaço-tempo −I ×f M
n tem constante curvatura secional κ se, e somente

se, Mn tem uma curvatura seccional constante κ (ou seja, −I ×f M
n é um espaço-tempo

RW ) e a função torção f satisfaz as seguintes equações diferenciais

f ′′

f
= κ =

(f ′)2 + κ

f 2

(ver [11, Corolário 9.107]). A seguir, enunciaremos o teorema de Montiel [22, Teorema 8],

o qual iremos estender fazendo uso do nosso Teorema 2.3.2.

Teorema 2.4.4. Seja −I ×f M
n um espaço espacialmente fechado RW com curvatura

seccional constante κ, com n ≥ 3. Então cada hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta Σ

imersa em −I×fM
n com curvatura escalar constante S tal que S < n(n−1)κ é totalmente

umb́ılica. Além disso, se κ ≤ 0, então Σ é um slice contido em {t}×Mn (necessariamente

com f ′(t) ̸= 0), e se κ > 0 então Σ é um slice contido em {t} ×Mn (necessariamente

com f ′(t) ̸= 0) ou uma hiperesfera umb́ılica redonda em um espaço de Sitter.

Observe que a condição de que a curvatura escalar S de Σ é constante e menor que

n(n − 1)κ, no Teorema 2.4.4 é equivalente a equação (1.14), desde que H2 seja uma

constante positiva, pois se H2 é constante e positiva, temos pela equação (1.14) que

0 ≤ n(n− 1)H2 = S − S + 2Ric(N,N).

Como M e Mn possuem curvatura seccional constante κ, κ respectivamente, e conside-
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rando Ric e S o tensor de Ricci e a curvatura escalar do ambiente M , temos que

S =
n+1∑
i=1

Ric(Ei, Ei) = (n− 3)nκ

e

Ric(N,N) = nκ,

assim,

0 ≤ S − S + 2Ric(N,N)

= (n2 − 3n)κ− S + 2nκ

= n2κ− nκ− S.

e, portanto,

S ≤ (n− 1)κ. (2.48)

O que mostra a equivalência. Por este fato, o Teorema 2.4.4 pode ser estendido da seguinte

maneira.

Teorema 2.4.5. Seja M
n
um espaço-tempo espacialmente fechado RW que obedece à

condição de convergência nula, com n ≥ 3. Então cada hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-

pacta imersa em −I×f M
n com H2 constante positiva é totalmente umb́ılica. Além disso,

Σ deve ser um slice {t0}×Mn (necessariamente com f ′(t0) ̸= 0), a menos no caso em que

−I×f M
n tem uma curvatura seccional constante positiva e Σ é uma hiperesfera umb́ılica

redonda. Este último caso não pode ocorrer se a desigualdade em (2.47) é estrita.

Demonstração. Multiplicando a primeira fórmula de Minkowski, Teorema 2.26, por
(
n
2

)
H2,

temos que (
n

2

)
H2

∫
Σ

f ′(h)dΣ = −
(
n

2

)
H2

∫
Σ

(⟨N,K⟩H)dΣ,

observe que pela terceira fórmula de Minkowski, ou seja, fazendo k = 2 no Teorema 2.3.2,

temos

0 =

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
⟨N,K⟩⟨P1∇h,∇h⟩dΣ−

(
n

2

)∫
Σ

f ′(h)H2

−
∫
Σ

⟨N,K⟩H3dΣ

0 =

∫
Σ

((
n

2

)
(HH2 −H3) +

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨P1∇h,∇h⟩

)
⟨N,K⟩dΣ.
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Sendo H2 constante e positiva, temos pelo Lema 1.7.13, que para uma escolha conveniente

da aplicação de Gauss N , a transformação de Newton P1 é positiva definida e H > 0,

pois, pela Proposição 1.7.12, temos HH3 ≤ H2
2 , consequentemente

−H2
2 ≤ −HH3 ⇔ H2H2 −H2

2 ≤ H2H2 −HH3 ⇔ H2H2 −H2
2 ≤ H(HH2 −H3)

⇔ 0 ≤ H2

H
(H2 −H2) ≤ HH2 −H3

pela igualdade de Cauchy-Schwarz, com igualdade acontecendo se, e somente se, Σ for to-

talmente umb́ılica. Sendo P1 positivo definido e pela definição de condição de convergência

nula 2.4.1, temos (
κ

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
⟨P1∇h,∇h⟩ ≥ 0. (2.49)

Sendo assim, desde que ⟨N,K⟩ não se anule em Σ, a equação (2.49), implica que (HH2−
H3) = 0 e (

κ

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
⟨P1∇h,∇h⟩ = 0

e, portanto, Σ é totalmente umb́ılica. Pelo fato de P1 ser positivo definido, temos de

(2.49) que em Σ (
κ

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
= 0, (2.50)

ou

⟨P1∇h,∇h⟩ = 0 ⇔ ∇h = 0, (2.51)

o que nos diz que Σ é um slice.

Veja que, se Σ é um slice {t0} ×M , então, necessariamente, f ′(t0) ̸= 0, já que por

hipótese temos que H2 > 0 (lembre que slices com f ′(t0) = 0 são totalmente geodésicos).

Agora, caso Σ não seja um slice, pelo fato de Σ ser totalmente umb́ılica, temos que

H2 = H2. Logo, por [22, Teorema 5] ( que será enunciado a seguir) sobre classificação

de hipersuperf́ıcies, conclúımos que o único caso em que Σ não é um slice, ocorre apenas

quando M é uma hiperesfera redonda totalmente umb́ılica. Caso a igualdade (2.4.1) seja

estrita, então (2.49) não pode ocorrer, acarretando que ⟨P1∇h,∇h⟩ = 0, ou seja, ∇h = 0

e Σ é um slice. ■
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Teorema 2.4.6 (Montiel [22], Teorema 5 ). Seja Σ, n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie tipo-

espaço compacta imersa de forma totalmente umb́ılica com curvatura de ordem superior

constante em um espaço-tempo Mn+1 com campo vetorial tipo-tempo conforme fechado

obedecendo a condição de convergência nula. Então Σ é uma folha da foliação F(X); ou

Mn+1 é localmente um espaço-tempo de Sitter e Σ é uma hiperesfera redonda totalmente

umb́ılica; ou localmente Mn+1 é um produto semi-Riemanniano R2
1 × Qn−1 imerso como

γ × IQn−1,onde γ é uma reta tipo-espaço no plano de Lorentz R2
1.

É posśıvel enunciar uma versão do Teorema 2.4.5 para o caso de curvatura média de

ordem superior constante , como veremos a seguir.

Teorema 2.4.7. Seja −I ×f M
n um espaço espacialmente fechado da RW que obedece à

condição de convergência nula, com n ≥ 3. Suponha que Σ seja uma hipersuperf́ıcie tipo-

espaço compacta imersa em −I×f M
n que está contido em um slab Ω(t1, t2) ⊂ −I×f M

n

onde f ′ não se anula. Se Hk é constante, com 3 ≤ k ≤ n então Σ é totalmente umb́ılica.

Além disso, Σ deve ser um slice {t0} × Mn (necessariamente com f ′(t0) ̸= 0), exceto

o caso que −I ×f M
n tem curvatura seccional constante positiva e Σ é uma hiperesfera

umb́ılica redonda. Este último caso não pode ocorrer se a desigualdade em (2.47) é estrita.

Demonstração. Seja f ′ > 0 em (t1, t2), pelo Lema 2.2.1 e considerando a aplicação de

Gauss N apontando para futuro, existe um ponto p0 ∈ Σ, tal que todas as curvaturas

principais são negativas, logo a constante Hk = Hk(p0) é positiva. Então por Caminha

[23, Proposição 3.2] temos

H ≥ H
1
2
2 ≥ ... ≥ H

1
k−1

k−1 ≥ H
1
k
k > 0 em Σ, (2.52)

onde a igualdade acontece apenas em pontos umb́ılicos. Como f ′(h) > 0, então

f ′(h)H
1

k−1

k−1 ≥ f ′(h)H
1
k
k ⇔ f ′(h)Hk−1 ≥ f ′(h)H

k−1
k

k . (2.53)

Pela k-ésima fórmula de Minkowski (ou seja, a fórmula 2.3.2 para k − 1), segue-se∫
Σ

(f ′(h)Hk−1 + ⟨N,K⟩Hk)dΣ =

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨N,K⟩⟨Pk−2∇h,∇h⟩, (2.54)

como Hk > 0, o Lema 1.7.14 nos garante que Pk−2 é positivo definido, além disso, a

desigualdade (2.47) nos fornece que κ
f2(h)

− (log f)′′(h) > 0 e sendo N apontando para

futuro a igualdade em (2.54) é menor ou igual a zero, assim∫
Σ

⟨N,K⟩HkdΣ ≤ −
∫
Σ

f ′(h)Hk−1dΣ

65



2. Unicidade de hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média de ordem superior
constante em espaços-tempos GRW

logo,

Hk

∫
Σ

⟨N,K⟩dΣ ≤ −
∫
Σ

f ′(h)Hk−1dΣ

≤ −H
k−1
k

k

∫
Σ

f ′(h)dΣ

= H
k−1
k

k

∫
Σ

⟨N,K⟩HdΣ,

ou seja,

0 ≤
∫
Σ

(H
k−1
k

k ⟨N,K⟩ − ⟨N,K⟩Hk) (2.55)

=

∫
Σ

(H
k−1
k

k H −Hk)⟨N,K⟩dΣ. (2.56)

Dividindo por H
k−1
k

k , obtemos

0 ≤
∫
Σ

(H −H
1− k−1

k
k )⟨N,K⟩dΣ. (2.57)

Porém, veja que 1− k−1
k

= 1
k
, então∫

Σ

(H −H
1
k
k )⟨N,K⟩dΣ ≥ 0. (2.58)

Como N é aponta para futuro, por definição, ⟨N,K⟩ < 0 e pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz para campos de vetores tipo-tempo, temos

|⟨N,K⟩| ≥ |N ||∂t|f(h) = f(h) ⇒ ⟨N,K⟩ ≤ −f(h) < 0

assim, por (2.52) temos H − H
1
k
k ≥ 0 e por (2.58) segue que H − H

1
k
k ≡ 0 em Σ e

consequentemente, Σ é totalmente umb́ılica. Pelo fato de Hk ser constante positiva e

Σ ser totalmente umb́ılica, segue que todas as curvaturas médias de ordem superior são

constantes, em particular H2 é constante positiva, e o resultado segue pelo Teorema

2.4.5. ■

É posśıvel, ainda, enunciar uma outra versão do Teorema 2.4.7 para o caso onde n ≥ 4

e tendo sob hipótese a existência de um ponto eĺıptico como veremos no próximo resultado.

Teorema 2.4.8. Seja −I×fM
n um espaço-tempo RW espacialmente fechado obedecendo

à condição de convergência nula, com n ≥ 4. Suponha que Σn é uma hipersuperf́ıcie

compacta tipo-espaço imersa em −I ×f M
n que contém um ponto eĺıptico. Se Hk for

constante, com 3 ≤ k ≤ n− 1, então Σ é totalmente umb́ılica. Além disso, Σ deve ser um
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slice {t0}×Mn (necessariamente com f ′(t0) ̸= 0), a menos no caso em que −I×fM
n tem

curvatura seccional constante positiva e Σ é uma hiperesfera redonda umb́ılica. O último

caso não pode ocorrer se a desigualdade em (2.4.1) for estrita.

Demonstração. De maneira semelhante ao teorema anterior, multipliquemos a primeira

fórmula de Minkowski (2.26) pela constante
(
n
k

)
Hk e façamos a subtração pela (k + 1)-

ésima fórmula de Minkowski (2.3.2), o que nos dá

0 =

∫
Σ

((
n

k

)
Hkf

′(h) + ⟨N,K⟩
(
n

k

)
HkH −

[(
n

k

)
f ′(h)Hk +

(
n

k

)
⟨N,K⟩Hk+1

−
((

κ

f 2(h)− (log f)′′(h)

)
⟨N,K⟩⟨Pk−1∇h,∇h⟩

)])
dΣ

=

∫
Σ

[(
n

k

)
(HkH −Hk+1) +

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨Pk1∇h,∇h⟩

]
⟨N,K⟩dΣ.

(2.59)

Seja p0 um ponto eĺıptico de Σ, então, temos que as curvaturas principais em p0 são

negativas, e, portanto, a constante Hk = Hk(p0) é positiva. Por outro lado, por [16,

Teorema 51 e teorema 144] pelo fato de Hj > 0 para cada 1 ≤ j ≤ n, temos

Hj−1Hj+1 ≤ H2
j ,

onde a igualdade ocorre somente em pontos umb́ılicos. logo,

Hj−1Hj+1

Hj

≤ Hj

e consequentemente,
Hj+1

Hj

≤ Hj

Hj−1

, ou equivalentemente

H ≥ H2

H1

≥ H3

H2

≥ ... ≥ Hk

Hk+1

≥ Hk+1

Hk

, (2.60)

ou seja,

HHk −Hk+1 ≥ 0. (2.61)

Com igualdade ocorrendo se, e somente se Σ for totalmente umb́ılica.

Pelo Lema 1.7.14 temos que Pk−1 é positivo definido em Σ, juntamente com (2.4.1)

temos (
κ

f 2(h)
(log f)′′(h)

)
⟨Pk−1∇h,∇h⟩ ≥ 0 (2.62)

Como ⟨N,K⟩ não se anula em Σ temos de (2.59) que (HkH − Hk1) = 0, o que nos da
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que Σ é totalmente umb́ılica. O restante desta demonstração segue como no Teorema

2.4.5 ■

2.5 Operador Lk atuando na função ⟨N,K⟩

Nesta seção, faremos o estudo do operador Lk atuando na função ⟨N,K⟩.
Vimos anteriormente que ∇XK = f ′(h)X, e disto, temos

X(⟨N,K⟩) = ⟨−AX,K⟩ = −⟨X,A(K⊤)⟩ (2.63)

Pois, pela compatibilidade da métrica,

X(⟨N,K⟩) = ⟨∇XN,K⟩+ ⟨N,∇XK⟩

= ⟨−AX,K⟩+ ⟨N, f ′(h)X⟩

= ⟨−A(X), K⟩ = ⟨X,−A(K⊤)⟩. (2.64)

Pela definição de gradiente, temos que

X(⟨N,K⟩) = ⟨∇(⟨N,K⟩), X⟩ ⇒ ∇(⟨N,K⟩) = −A(K⊤) (2.65)

e, consequentemente,

∇X(∇⟨N,K⟩) = −∇X(A(K
⊤)) = −(∇XA)(K

⊤)− A(∇XK
⊤), (2.66)

onde ∇XA denota a derivada covariante de A. Usando o fato que

∇XK
⊤ = f ′(h)X − f(h)⟨N, ∂t⟩AX = f ′(h)X − ⟨N,K⟩AX

e equação de Codazzi (1.13) em (2.66), temos que

∇X(∇⟨N,K⟩) = −(∇K⊤A)(X)− (R(X,K⊤)N)⊤ − f ′(h)AX + ⟨N,K⟩A2(X). (2.67)

Veja que, pela equação de Codazzi

(R(X,K⊤)N)⊤ = (∇XA)(K
⊤)− (∇K⊤A)(X)

logo,

(∇XA)(K
⊤) = (R(X,K⊤)N)⊤ + (∇K⊤A)(X)
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e por (2.3), temos A(∇XK
⊤) = A(f ′(h)X − ⟨N,K⟩AX) = f ′(h)AX − ⟨N,K⟩A2X.

Substituindo estas equações em (2.66), obtemos

∇X(∇⟨N,K⟩) = −(∇K⊤A)(X)− (R(X,K⊤)N)⊤ − f ′(h)A(X) + ⟨N,K⟩A2X,

isto implica que

Lk(⟨N,K⟩) = tr((∇K⊤A) ◦ Pk)−
n∑

i=1

R(Ei, K
⊤)N,Pk(Ei)⟩ − f ′(h)tr(A ◦ Pk) +

+ ⟨N,K⟩tr(A2 ◦ Pk)

=

(
n

k + 1

)
⟨∇Hk+1K⟩ −

n∑
i=1

⟨R(Ei, K
⊤)N,Pk(Ei)⟩+ f ′(h)ckHk+1 +

+

(
n

k + 1

)
⟨N,K⟩(nHHk+1 − (n− k − 1)Hk+2), (2.68)

onde {E1, ..., En} é um referencial ortonormal local em Σ. Pela Definição 1.7.8

Lk(⟨N,K⟩) =
n∑

i=1

⟨∇Ei
∇⟨N,K⟩, PkEi⟩

=
n∑

i=1

⟨−(R(Ei, K
⊤)N)⊤ − (∇K⊤A)(Ei)− f ′(h)A(Ei) + ⟨N,K⟩A2Ei, PkEi⟩

= −
n∑

i=1

⟨(∇K⊤A)(Ei), Pk(Ei)⟩ −
n∑

i=1

⟨(R(Ei, K
⊤)N)⊤, Pk(Ei)⟩+

− f ′(h)
n∑

i=1

⟨A(Ei), PkEi⟩+ ⟨N,K⟩
n∑

i=1

⟨A2Ei, PkEi⟩

= tr(∇K⊤A ◦ Pk)−
n∑

i=1

⟨(R(Ei, K
⊤)N)⊤, Pk(Ei)⟩ − f ′(h)tr(A ◦ Pk) +

+ ⟨N,K⟩tr(A ◦ Pk)

=

(
n

k + 1

)
⟨∇Hk+1, K⟩ −

n∑
i=1

⟨(R(Ei, K
⊤)N)⊤, Pk(Ei)⟩+ f ′(h)ckHk+1 +

+

(
n

k + 1

)
⟨N,K⟩(nHHk+1 − (n− k − 1)Hk+2). (2.69)

Com o intuito de expressarmos a equação (2.69) de uma maneira mais estética, consi-

dere a decomposição do campo K = K⊤ − ⟨N,K⟩N. Isolando a componente K⊤, temos

que R(X,K⊤)N pode ser escrita da seguinte maneira

R(X,K⊤)N = R(X,K + ⟨N,K⟩N)N

= R(X,K)N − ⟨N,K⟩R(N,X)N (2.70)
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para todo campo de vetores X ∈ X (Σ). Como a projeção de K sobre a fibra Mn é o

campo nulo (ou seja K∗ = 0), temos por (2.34) que

R(X,K)N = RM(X∗, K∗)W ∗ + ((log f)′)2(⟨X,N⟩K − ⟨K,N⟩X) +

+ (log f)′′(h)⟨N, ∂t⟩(⟨K, ∂t⟩X − ⟨X, ∂t⟩K) +

− (log f)′′(h)(⟨K, ∂t)⟨X,N⟩ − ⟨X, ∂t⟩⟨K,N⟩)∂t
= −⟨N,K⟩((log f)′)2(h)X + (log f)′′(h)⟨N, ∂t⟩(⟨f∂t, ∂t⟩X − ⟨X, ∂t⟩f∂t) +

− (log f)′′(−⟨X, ∂t⟩⟨f∂t, N⟩∂t)

= −⟨N,K⟩(log f)′2(h)− (log f)′′(h)f(h)⟨N, ∂t⟩X +

− (logf)′′(h)f(h)⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩∂t + (logf)′′(h)f(h)⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩∂t
= −⟨N,K⟩((log f)′)2(h)X − (log f)′′⟨N,K⟩X

= ⟨N,K⟩X
[
f ′2(h)

f 2(h)
−
(
f ′′(h)f(h)

f 2(h)
− f ′2(h)

f 2

)]
,

cancelando os termos semelhantes, obtemos

R(X,K)N =
f ′′(h)

f(h)
⟨N,K⟩X,

para cada campo de vetores tangentes X ∈ X (Σ). Sendo assim, podemos reescrever nossa

equação (2.70) como segue abaixo

R(X,K⊤)N = −⟨N,K⟩
(
f ′′(h)

f(h)
X +R(N,X)N

)
. (2.71)

Portanto,

n∑
i=1

⟨R(Ei, K
⊤)N,PkEi⟩ =

n∑
i=1

−⟨N,K⟩
〈
f ′′(h)

f(h)
Ei +R(N,Ei)N,PkEi

〉
= −⟨N,K⟩

( n∑
i=1

f ′′(h)

f(h)
⟨Ei, PkEi⟩+

n∑
i=1

⟨R(N,Ei)N,PkEi⟩
)
+

− ⟨N,K⟩
(
f ′′(h)

f(h)
tr(Pk) + tr(Pk ◦RN)

)
= −⟨N,K⟩

(
f ′′(h)

f(h)
ckHk + tr(Pk ◦RN)

)
, (2.72)

onde RN : X (Σ) −→ X (Σ) é o operador dado por RN(X) = (R(N,X)N)⊤. Usando

(2.72) em (2.69), obtemos o seguinte resultado.
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Lema 2.5.1. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW

−I ×f M
n, com aplicação de Gauss N e função de altura h. Então, para cada k =

0, ..., n− 1, temos

Lk(⟨N,K⟩) =

(
n

k + 1

)
⟨∇Hk+1, K⟩+ f ′(h)ckHk+1 +

(
n

k + 1

)
⟨N,K⟩(nH1Hk+1

− (n− k − 1)Hk+2) + ⟨N,K⟩
(
tr(Pk ◦RN) +

f ′′(h)

f(h)
ckHk

)
, (2.73)

onde RN : X (Σ) −→ X (Σ) é o operador dado por RN(X) = (R(N,X)N)⊤.

Algo que podemos observar da expressão (2.73), é que caso k = 0, o que iremos obter

é justamente o operador laplaciano em Σ (veja (1.24)), além disso

tr(P0 ◦RN) =
n∑

i=1

⟨(R(N,Ei)N)⊤, Ei⟩ =
n∑

i=1

⟨R(N,Ei)N,Ei⟩ = Ric(N,N). (2.74)

Por outro lado, de (1.8) juntamente com o fato de ⟨N, ∂t⟩2 = 1 + |∇h|2, temos que

Ric(N,N) = RicM(N∗, N∗) + (n((log f)′)2(h) + (log f)′′(h)))⟨N,N⟩+

− (n− 1)(log f)′′(h)⟨N, ∂t⟩2

= RicM(N,N)− n((log f)′)2(h)− (log f)′′(h)− [(n− 1)(log f)′′(h)(1 + |∇h|2)]

= RicM(N∗, N∗)− n((log f)′)2(h)− (log f)′′(h) +

− (n− 1)(log f)′′(h)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2

= RicM(N∗, N∗) +

(
−nf ′2(h)− (f ′′f)(h) + f ′2(h)− n(f ′′f)(h) + nf ′2(h)

f 2(h)

)
+

+
(f ′′f)(h)− f ′2(h)

f 2(h)
− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2

= RicM(N∗, N∗)− n(f ′′f)(h)

f 2(h)
− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2

= RicM(N∗, N∗)− nf ′′(h)

f(h)
− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2.

Logo,

tr(RN) + n
f ′′(h)

f(h)
= Ric(N∗, N∗)− (n− 1)(logf)′′(h)|∇h|2. (2.75)

E, portanto, para k = 0, a expressão (2.73) nos permite enunciar o seguinte resultado

Corolário 2.5.2. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo

GRW, com aplicação de Gauss N e a função de altura h. Então

∆⟨N,K⟩ = n⟨∇H,K⟩+ nf ′(h)H + ⟨N,K⟩|A|2 +

+ ⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(logf)′′(h)|∇h|2). (2.76)
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Demonstração. Para k = 0, pelo Lema 2.5.1 temos

∆(⟨N,K⟩) = n⟨∇H,K⟩+ nf ′(h)H + n⟨N,K⟩(nHH − (n− 1)H2) +

+ ⟨N,K⟩
(
tr(RN) + n

f ′′(h)

f(h)

)
= n⟨∇H,K⟩+ nf ′(h)H + n⟨N,K⟩(nHH − (n− 1)H2) +

+ ⟨N,K⟩(Ric(N∗, N∗)− (n− 1)(logf)′′(h)|∇h|2) (2.77)

pela proposição 1.7.7, temos que tr(A2 ◦Pk) = (nHHk+1 − (n− k− 1)Hk+2); como k = 0

então, tr(A2 ◦ P0) = tr(A2) = n2H2 − n(n− 1)H2. Substituindo em (2.77) obtemos

∆⟨N,K⟩ = n⟨∇H,K⟩+ nf ′(h)H + ⟨N,K⟩|A|2 +

+ ⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(logf)′′(h)|∇h|2)

finalizando a demonstração. ■

Embora já tenhamos aperfeiçoado a expressão (2.69) para (2.73), e melhorado (2.73)

para (2.76) para o caso k = 0, é posśıvel fazer o mesmo para o caso k ≥ 1. Pela expressão

(1.6), temos que

R(N,X)N = RM(N∗, X∗)N∗ + ((log f)′)2(h)(⟨N,N)X − ⟨X,N⟩N) +

+ (log f)′′(h)⟨N, ∂t⟩(⟨X, ∂t⟩N − ⟨N, ∂t⟩X) +

− (log f)′′(h)(⟨X, ∂t⟨N, n⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨X,N⟩)∂t
= RM(N∗, X∗)N∗ + (log f)′′(h)⟨N, ∂t⟩((⟨X, ∂t⟩N − ⟨N, ∂t⟩X)) +

− (log f)′′(h)(−⟨X, ∂t⟩∂t)− ((log f)′)2(h)X

= RM(N∗, X∗)N∗ − (((logf)′)2(h) + (logf)′′(h)⟨N, ∂t⟩2)X +

+ (logf)′′(h)⟨X, ∂t⟩∂t + (logf)′′(h)⟨n, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩N, (2.78)

para todo campo de vetores tangentesX ∈ X (Σ). Como∇h = −∂⊤t e ⟨N, ∂t⟩2 = 1+|∇h|2,
vale que (R(N,X)N)⊤ = RN(X), logo

RN(X) = (RM(N∗, X∗)N∗)⊤ − [(((log f)′)2(h) + (log f)′′(h)(1 + |∇h|2))X]⊤ +

+ ((log f)′′(h)⟨X, ∂t⟩∂t)⊤ + ((log f)′′(h)⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩N)⊤

= (RM(N∗, X∗)N∗)⊤ − [(((log f)′)2(h) + (log f)′′(h)(1 + |∇h|2))X] +

+ ((log f)′′(h)(⟨X, ∂⊤t ⟩+ ⟨X, ∂⊥t ⟩)∂⊤t )

= (RM(N∗, X∗)N∗)⊤ + (logf)′′(h)⟨X,∇h⟩∇h+

−
(
f ′′(h)

f(h)
+ (logf)′′(h)|∇h|2

)
X. (2.79)
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Para que consigamos simplificar a expressão (2.73), precisaremos encontrar uma igual-

dade mais simples para

(
tr(Pk ◦RN) +

f ′′(h)

f(h)
ckHk

)
, com este intuito iremos calcular

tr(Pk ◦RN). Por (2.34) e utilizando o fato que Pk é auto adjunto, procede-se

tr(Pk ◦RN) =
n∑

i=1

⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, PkEi⟩+ (log f)′′(h)
n∑

i=1

⟨Ei,∇h⟩⟨∇h, PkEi⟩+

−
(
f ′′(h)

f(h)
+ (log f)′′(h)|∇h|2

) n∑
i=1

⟨Ei, PkEi⟩

=
n∑

i=1

⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, PkEi⟩+ (log f)′′(h)
n∑

i=1

⟨Pk∇h, ⟨Ei,∇h⟩Ei⟩+

−
(
f ′′(h)

f(h)
+ (log f)′′(h)|∇h|2

)
tr(Pk)

=
n∑

i=1

⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, PkEi⟩+ (log f)′′(h)⟨Pk∇h∇h⟩+

−
(
f ′′(h)

f(h)
+ (log f)′′(h)|∇h|2

)
ckHk.

Somando
f ′′(h)

f(h)
ckHk de ambos os lados, obtemos

tr(Pk ◦RN) + ckHk =
n∑

i=1

⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, PkEi⟩+ (log f)′′(h)⟨Pk∇h∇h⟩+

− f ′′(h)

f(h)
ckHk + ckHk(log f)

′′(h)|∇h|2ckHk +
f ′′(h)

f(h)
ckHk

=
n∑

i=1

⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, PkEi⟩+

− (log f)′′(h)(|∇h|2ckHk − ⟨Pk∇h,∇h⟩), (2.80)

onde {E1, ...En} é um referencial ortonormal arbitrário em Σ. Agora, iremos trabalhar

em cima de dois casos, o caso em que n = 2 e o caso em que n ≥ 3 e Mn tem curvatura

seccional constante. Note que em qualquer um dos casos, temos

(RM(N∗, X∗)N∗)⊤ = κ⟨N∗, N∗⟩M(X∗)⊤ − κ⟨N∗, X∗⟩M(N∗)⊤ (2.81)

onde κ denota a curvatura gaussiana de Mn ( que não é necessariamente constante para

k = 2, e denota a curvatura seccional constante para o caso k ≥ 3). Pelo que fizemos

anteriormente, advém

73



2. Unicidade de hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média de ordem superior
constante em espaços-tempos GRW

(RM(N∗, X∗)N∗)⊤ = κ
1

f 2(h)
|∇h|2(X + ⟨X,∇h⟩∇h) +

− κ

(
− 1

f 2(h)
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇h⟩

)
(−⟨N, ∂t⟩∇h)

=
κ

f 2(h)

(
|∇h|2X + |∇h|2⟨X,∇h⟩∇h− (1 + |∇h|2)⟨X,∇h⟩∇h

)
=

κ

f 2(h)

(
|∇h|2X − ⟨X,∇h⟩∇h

)
(2.82)

nestas circunstâncias (2.80) é dado por

tr(Pk ◦RN) +
f ′′(h)

f(h)
ckHk =

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
(ckHk|∇h|2 − ⟨Pk∇h,∇h⟩)

(2.83)

pois,

tr(Pk ◦RN) =
n∑

i=1

〈
κ

f 2(h)

(
|∇h|2Ei − ⟨Ei,∇h⟩∇h

)
, PkEi

〉
=

κ

f 2(h)

(
|∇h|2

n∑
i=1

⟨PkEi, Ei⟩ −
n∑

i=1

⟨PkEi, ⟨Ei,∇h⟩∇h⟩
)

=
κ

f 2(h)

(
|∇h|2ckHk − ⟨Pk∇h,∇h⟩

)
a partir disto, substituindo a última igualdade em (2.80) e colocando a expressão entre

parênteses em evidência obtemos (2.83), e pelo Lema 2.5.1, juntamente com a última

expressão nos permitem apresentar os seguintes resultados

Corolário 2.5.3. Seja ψ : Σ2 −→ −I ×f M
2 uma superf́ıcie tipo-espaço imersa em

um espaço-tempo GRW tridimensional, com aplicação de Gauss N e função de altura h.

Então,

L1(⟨N,K⟩) = ⟨∇H2, K⟩+ 2f ′(h)H2 + ⟨N,K⟩(2H1H2)

− ⟨N,K⟩
(
KM(π)

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
⟨A∇h,∇h⟩

onde π : Σ −→M2 denota a projeção de Σ2 em M2, π = πM ◦ ψ.
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Demonstração. Pelo Lema 2.5.1, temos

L1(⟨N,K⟩) =

(
2

2

)
⟨∇H2, K⟩+ f ′(h)c1H2 +

(
2

2

)
⟨N,K⟩(2HH2 − (2− 1− 1)H3)

+ ⟨N,K⟩+ ⟨N,K⟩
(
tr(P1 ◦RN) +

f ′′(h)

f(h)
c1H

)
= ⟨∇H,K⟩+ 2f ′(h)H2 + ⟨N,K⟩

(
2H|∇h|2 − ⟨P1∇h,∇h⟩

)
℧

+ ⟨N,K⟩2HH2

onde ℧ =

(
KM(π)

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
. Pela Definição 1.7.3 para k = 1, decorre,

L1(⟨N,K⟩) = ⟨∇H,K⟩+ 2f ′(h)H2 + ⟨N,K⟩
(
2H|∇h|2 − ⟨2H∇h+ A∇h,∇h⟩

)
℧

+ ⟨N,K⟩2HH2

= ⟨∇H,K⟩+ ⟨N,K⟩
(
2H|∇h|2 − 2H⟨∇h,∇h⟩ − ⟨A∇h,∇h⟩

)
℧

+ ⟨N,K⟩2HH2 + 2f ′(h)H2

= ⟨∇H,K⟩+ 2f ′(h)H2 + ⟨N,K⟩
(
KM(π)

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
⟨A∇h,∇h⟩

+ ⟨N,K⟩2HH2

■

Corolário 2.5.4. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo RW

com fibra Riemanniana Mn de curvatura seccional constante κ, e seja N e h a aplicação

de Gauss e função de altura, respectivamente. Então, para cada k = 0, ..., n− 1 temos

Lk(⟨N,K⟩) =

(
n

k + 1

)
⟨∇Hk+1, K⟩+ f ′(h)ckHk+1

+

(
n

k + 1

)
⟨N,K⟩(nH1Hk+1 − (n− k − 1)Hk+2)

+ ⟨N,K⟩
(

κ

f 2(h)
− (logf)′′(h)

)
(ckHk|∇h|2 − ⟨Pk∇h,∇h⟩)

Demonstração. Basta substituir (2.83) em (2.73). ■

Ainda com a intenção de melhorarmos a expressão (2.73), iremos buscar uma simpli-

ficação do somatório em (2.80). Para isso, consideraremos um referencial ortonormal em

Σ que diagonaliza o operador A. Vale ressaltar que tal referencial nem sempre existe. Por

este motivo, trabalharemos em um conjunto Σ0 ⊂ Σ tal que, Σ0 é um conjunto de pontos,

nos quais as curvaturas principais distintas são localmente constante, além disso Σ0 é um

conjunto aberto denso de Σ [11, Parágrafo 16.10]. Feito estas considerações, para todo
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p0 ∈ Σ0 existe um referencial ortonormal {E1, ..., En} que diagonaliza o operador A, e

consequentemente, diagonaliza o operador Pk, ou seja, A(Ei) = κiEi e PkEi = µi,kEi.

Considere KM(N∗ ∧ E∗
i ) a curvatura seccional constante em Mn do 2-plano gerado

por E∗
i e N∗. Veja que

⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, PkEi⟩ = µi,k⟨RM(N∗E∗
i )N

∗, Ei⟩

= µi,k⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, Ei − ⟨Ei, ∂t⟩∂t⟩

= µi,k⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, E∗
i ⟩

= µi,kf
2(h)⟨RM(N∗, E∗

i )N
∗, E∗

i ⟩M
= µi,kf

2(h)KM(N∗ ∧ E∗
i )|N∗ ∧ E∗

i |2M

mas,

|N∗ ∧ E∗
i |2 = f 4(h)|N∗ ∧ E∗

i |2M ⇔ 1

f 2(h)
= f 2(h)|N∗ ∧ E∗

i |2.

Portanto

⟨RM(N∗, E∗
i )N

∗, PkEi⟩ =
µi,k

f 2(h)
KM(N∗ ∧ E∗

i )|N∗ ∧ E∗
i |2. (2.84)

Então temos o seguinte corolário.

Corolário 2.5.5. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo

GRW com aplicação de Gauss N e a função de altura h. Então, para cada k = 0, ..., n−1,

temos

Lk(⟨N,K⟩) =

(
n

k + 1

)
⟨∇Hk+1, K⟩+ f ′(h)ckHk+1 +

(
n

k + 1

)
⟨N,K⟩(nH1Hk+1

− (n− k − 1)Hk+2) +
⟨N,K⟩
f 2(h)

n∑
i=1

µi,kKM(N∗ ∧ E∗
i )|N∗ ∧ E∗

i |2

− ⟨N,K⟩(logf)′′(h)(ckHk|∇h|2 − ⟨Pk∇h,∇h⟩).

Observação 2.5.6. Pelo fato de Σ0 ser denso em Σ, para todo p ∈ Σ, existe uma

sequência de pontos pn ∈ Σ0 para todo n ∈ N, tal que lim
n→∞

pn = p. Pelo fato do operador

Lk ser composto por funções cont́ınuas temos que lim
n→∞

Lk(⟨N,K⟩)(pn) = Lk(⟨N,K⟩)(p),
o que garante a extensão de Σ0 a Σ.

2.6 Umbilicidade de hipersuperf́ıcies em

espaços-tempos GRW

Quando k = 0, nossas fórmulas para o operador L0 = ∆ atuando nas funções g(h) e

⟨N,K⟩ nos permitem obter novamente o resultado de unicidade dado por Montiel em [22,
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Teorema 6] para hipersuperf́ıcies com curvatura média constante.

Teorema 2.6.1. Seja −I ×f M
n um espaço-tempo GRW espacialmente fechado obede-

cendo à condição de convergência nula, ou seja, satisfazendo

RicM ≥ (n− 1) sup
I
(ff ′′ − f ′2)⟨, ⟩M , (2.85)

onde RicM e ⟨, ⟩M são respectivamente os tensores de Ricci e métrica da variedade Rie-

manniana compacta Mn. Então, as únicas hipersuperf́ıcies compactas imersas em −I ×f

Mn com curvatura média constante são os slices {t} ×Mn, t ∈ I, exceto o caso em que

−I ×f M
n seja isométrico ao espaço-tempo de Sitter em uma vizinhança de Σ, que deve

ser uma hiperesfera redonda umb́ılica. O último caso não pode ocorrer se assumirmos que

a desigualdade em (2.85) é estrita.

Demonstração. Seja N a aplicação de Gauss em Σ apontando para futuro e consideremos

a função ϕ = Hg(h) + ⟨N,K⟩ ∈ C∞(Σ). Sendo H constante, temos pelos lemas 2.1.5 e

2.5.1 que

∆ϕ = ∆(H(g(h))) + ⟨N,K⟩

= ∆(H(g(h))) + ∆(⟨N,K⟩)

= H[−n(f ′(h) + ⟨N,K⟩H)] + [n⟨∇h,K⟩nf ′(h)H + ⟨N,K⟩|A|2

+ ⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2)]

= ⟨N,K⟩(|A|2 − nH2 +RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2)

(2.86)

pois como H é constante ∇H = 0. Observe que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

|A|2 − nH2 ≥ 0 em Σ, com a igualdade acontecendo apenas em pontos umb́ılicos. Além

disso, por (2.85) e (2.38)

RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2 ≥ 0. (2.87)

Sendo N apontando para futuro, temos que ⟨N,K⟩ < 0 em Σ, e juntamente com (2.86)

obtemos que ϕ é super-harmônica, mas pelo fato de Σ ser compacta temos que ϕ deve ser

constante. Consequentemente ∆ϕ = 0 e |A2| − nH2 se anula em Σ o que nos dá que Σ

totalmente umb́ılica e

RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2 = 0, em Σ. (2.88)

Se a desigualdade em (2.85) é estrita, então para cada p ∈ Σ, isso é equivalente aN∗(p) = 0
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o que implica |∇h| = 0, ou seja, h é constante e, portanto, Σ é um slice. Para o caso que

Σ, não é um slice, é totalmente umb́ılica e tem curvatura média constante em M , por [22,

Teorema 5], o único caso que isso ocorre, acontece se, e somente se, M for localmente um

espaço de Sitter e Σ for uma hiperesfera redonda umb́ılica. ■

Fazendo uso da observação 2.4.3, podemos ainda extrair um resultado do teorema

anterior que não descarta o fato de Σ ser uma hiperesfera redonda umb́ılica, para isso,

basta considerarmos que o espaço ambiente GRW é Einstein.

Corolário 2.6.2. Seja −I ×f M
n um espaço-tempo GRW, Einstein com Ric = c⟨, ⟩,

espacialmente fechado e que obedecendo à condição de convergência nula, ou seja, satisfaz

c⟨, ⟩M = (n− 1) sup
I
(ff ′′ − f ′2)⟨, ⟩M , (2.89)

onde RicM = c⟨, ⟩M é o tensor de Ricci da variedade Riemanniana compacta Mn. Então,

as únicas hipersuperf́ıcies compactas imersas em −I×fM
n com curvatura média constante

são os slices {t}×Mn, t ∈ I, exceto o caso em que −I ×f M
n seja isométrico ao espaço-

tempo de Sitter em uma vizinhança de Σ, que deve ser uma hiperesfera redonda umb́ılica.

O nosso próximo passo é de alguma forma estender o Teorema 2.6.1 para o caso

hipersuperf́ıcies com curvatura média de ordem superior constante. Para isso, utilizaremos

nossas fórmulas para o operador Lk atuando em g(h) e ⟨N,K⟩. O que faremos a seguir

é estender o Teorema 2.4.7 para o caso de espaços-tempos GRW. Em vez de usarmos a

condição de convergência nula, iremos supor que M satisfaz a condição de convergência

nula forte (CCNF), ou seja,

KM ≥ sup
I
(ff ′′ − f ′2). (2.90)

Teorema 2.6.3. Seja −I ×f M
n um espaço-tempo GRW espacialmente fechado obede-

cendo à condição de convergência nula forte, com n ≥ 3. Suponha que Σ é uma hipersu-

perf́ıcie compacta tipo-espaço imersa em −I ×f M
n que está contida em um slab Ω(t1, t2)

em que f ′ não se anula. Se Hk for constante, com 2 ≤ k ≤ n, então Σ é totalmente

umb́ılica. Além disso, Σ deve ser um slice {t0} ×Mn (necessariamente com f ′(t0) ̸= 0),

a menos no caso em que −I ×f M
n tem curvatura seccional constante positiva e Σ é

uma hiperesfera redonda umb́ılica. O último caso não pode ocorrer se assumirmos que a

desigualdade em (2.90) é estrita.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponhamos que f ′(h) > 0 em Σ escolhamos

a aplicação de Gauss N apontando para futuro. Pelo Lema 2.2.1 existe um ponto p0 ∈
Σ onde todas as curvaturas principais são negativas. Sendo Hk constante e positiva,
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considere a função φ = H
1/k
k g(h) + ⟨N,K⟩ ∈ C∞(Σ), logo, pelos Lemas 2.1.5 e 2.85,

temos que

Lk−1(φ) = Lk1(H
1/k
k g(h)) + Lk−1(⟨N,K⟩)

= [−H1/k
k ck−1(f

′(h)Hk−1 + ⟨N,K⟩Hk)] +

(
n

k

)
⟨∇Hk, K⟩+

(
n

k

)
⟨∇H,K⟩

+ f ′(h)ck−1Hk +

(
n

k

)
⟨N,K⟩(nHHk − (n− k)Hk+1)

+
⟨N,K⟩
f 2(h)

n∑
i=1

µi,k−1KM(N∗, E∗
i )|N∗ ∧ E∗

i |2

− ⟨N,K⟩(log f)′′(h)(ck−1Hk−1|∇h|2 − ⟨Pk−1∇h,∇h⟩)

=

[
−H

1/k
k k

(
n

k

)
(f ′(h)Hk−1 + ⟨N,K⟩Hk)

]
+

(
n

k

)
kf ′(h)Hk

+

(
n

k

)
⟨N,K⟩(nHHk − (n− k)HK+1) + ⟨N,K⟩Θ

= −k
(
n

k

)
f ′(h)H

1/k
k Hk−1 − k

(
n

k

)
⟨N,K⟩H

k+1
k

k + k

(
n

k

)
f ′(h)Hk

+

(
n

k

)
(nHHk − (n− k)Hk+1) + ⟨N,K⟩Θ

logo,

Lk−1(φ) = k

(
n

k

)
(Hk −H

1/k
k Hk−1)f

′(h) +

(
n

k

)
⟨N,K⟩(nHHk − (n− k)Hk+1 − kH

k+1
k

k )

+ ⟨N,K⟩Θ, (2.91)

onde

Θ =
1

f 2(h)

n∑
i=1

µi,k−1KM(N∗∧E∗
i )|N∗∧E∗

i |2−(logf)′′(h)(ck−1Hk−1|∇h|2−⟨Pk−1∇h,∇h⟩)

e Pk−1Ei = µi,k−1Ei para cada i = 1, ..., n. Como Σ possui um ponto eĺıptico, pelas provas

dos teoremas 2.4.7 e 2.4.8 sabemos que as desigualdadesH ≥, ... ≥ H
1/k
k eHHk−Hk+1 ≥ 0

são validas para Σ para todo k. Por (2.52)

Hk −H
1/k
k Hk−1 = H

1/k
k (H

k−1
k

k −Hk−1) ≤ 0 (2.92)

em Σ, com igualdade ocorrendo se, e somente se Σ totalmente umb́ılica. Utilizando (2.61),

temos também, que

nHHk − (n− k)Hk+1 − kH
k+1
k

k ≥ kHk(H −H
1/k
k ) ≥ 0. (2.93)
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Pelos Lemas 1.7.13 (para k = 2) e 1.7.14 (para k ≥ 3), temos que operador Lk−1 é

eĺıptico, ou seja, os auto valores associados ao operador Pk−1 são positivos em Σ. E de

(2.90), temos

µi,k−1KM(N∗ ∧ E∗
i )|N∗ ∧ E∗

i |2 ≥ µi,k−1α|N∗ ∧ E∗
i |2 (2.94)

para cada i = 1, ..., n, onde α = sup
I
(ff ′′ − f ′2). Não é dif́ıcil ver que

|N∗ ∧ E∗
i |2 = |∇h|2 − ⟨Ei,∇h⟩2. (2.95)

Para visualizar isso, considere as decomposições

N = N∗ − ⟨N, ∂t⟩∂t, Ei = E∗
i − ⟨Ei, ∂t⟩∂t, e ∂t = −∇h− ⟨N, ∂t⟩N .

Lembrando que

|N∗ ∧ E∗
i |2 = |N∗|2|E∗

i |2 − ⟨N∗, E∗
i ⟩2

observe o seguinte,

|N∗|2 = ⟨N∗, N∗⟩

= ⟨N + ⟨N, ∂t⟩∂t, N + ⟨N, ∂t⟩∂t⟩

= ⟨N,N⟩+ ⟨N, ∂t⟩2 + ⟨N, ∂t⟩ − ⟨N, ∂t⟩

= −1 + ⟨N, ∂t⟩2

= |∇h|2,

analogamente

|E∗
i |2 = ⟨E∗

i , E
∗
i ⟩

= ⟨Ei, Ei⟩+ ⟨Ei, ∂t⟩2 + ⟨Ei, ∂t⟩2 − ⟨Ei, ∂t⟩2

= 1 + ⟨Ei, ∂t⟩2.

Agora, calculando a métrica do ambiente em ⟨N∗, E∗
i ⟩, temos

⟨N∗, E∗
i ⟩ = ⟨N + ⟨N, ∂t⟩∂t, Ei + ⟨Ei, ∂t⟩∂t⟩

= ⟨N,Ei⟩+ ⟨Ei, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩+ ⟨Ei, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨Ei, ∂t⟩

= ⟨Ei, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩

= ⟨Ei,−∇h⟩⟨N, ∂t⟩,
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ou seja,

⟨N∗, E∗
i ⟩2 = ⟨Ei,∇h⟩2⟨N, ∂t⟩2 = ⟨Ei,∇h⟩2(1 + |∇h|2)

e, consequentemente

|N∗ ∧ E∗
i |2 = |∇h|2(1 + ⟨Ei, ∂t⟩2)− ⟨Ei,∇h⟩2(1 + |∇h|2)

= |∇h|2 + |∇h|2⟨Ei, ∂t⟩2 − ⟨Ei,∇h⟩2 − |∇h|2⟨Ei,∇h⟩

= |∇h|2 − ⟨Ei,∇h⟩2.

Sendo assim, (2.95) implica que

n∑
i=1

µi,k−1KM(N∗ ∧ E∗
i )|N ∧ E∗

i |2 ≥ α

( n∑
i=1

µi,k−1|∇h|2 − µi,k−1⟨Ei,∇h⟩2
)
,

então, considerando Π =
n∑

i=1

µi,k−1|∇h|2 − µi,k−1⟨Ei,∇h⟩2, segue-se

αΠ = α

(
tr(Pk−1)|∇h|2 −

n∑
i=1

⟨Pk−1Ei, Ei⟩⟨Ei,∇h⟩⟨Ei,∇h⟩
)

= α

(
tr(Pk−1)|∇h|2 −

n∑
i=1

⟨Pk−1Ei, ⟨Ei,∇h⟩Ei⟩⟨Ei,∇h⟩
)

= α

(
tr(Pk−1)|∇h|2 −

n∑
i=1

⟨Pk−1(⟨Ei,∇h⟩Ei⟩), ⟨Ei,∇h⟩Ei⟩
)

= α(tr(Pk−1)|∇h|2 − ⟨Pk−1(∇h),∇h⟩)

= α(ck−1Hk−1|∇h|2 − ⟨Pk−1(∇h),∇h⟩).

Logo,

Θ ≥
(

α

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
(ck−1Hk−1|∇h|2 − ⟨Pk−1(∇h),∇h⟩). (2.96)

Então, por (2.92), (2.93) e (2.96), como f ′(h) > 0 e ⟨N,K⟩ < 0 por consequência Lk−1φ ≤
0, e como Lk−1 é eĺıptico em Σ que é compacta, temos pelo prinćıpio do máximo que φ

é constante. Portanto, Lk−1φ = 0, e os três termos em (2.91) se anulam em Σ. Em

particular, (2.92) é uma igualdade e Σ é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica. Como

Hk é uma constante positiva e Σ é totalmente umb́ılica, temos que todas as curvaturas

médias de ordem superior são constantes. Em particular, H é uma constante positiva e o

resultado segue pelo Teorema 2.6.1. ■
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Caṕıtulo 3

Curvatura escalar de hipersuperf́ıcies

tipo-espaço em Espaços-tempos

GRW

Neste caṕıtulo, faremos o estudo a respeito da curvatura escalar de hipersuperf́ıcies

tipo-espaço imersas no espaço-tempo GRW, onde utilizaremos algumas ferramentas que

foram deduzidas no capitulo anterior, mais precisamente as que envolvem o operador Lk.

Os resultados aqui apresentados foram baseados no trabalho de Juan A. Aledo e Rafael

M. Rubio [3].

3.1 Convenções

Seja M = −I ×f M temporalmente orientada, neste caṕıtulo, diferentemente do caso

anterior, iremos tomar para cada hipersuperf́ıcie tipo-espaço Σ em M , um único campo

vetorial tipo-tempo N ∈ X⊥(Σ) globalmente definido em Σ com a mesma orientação

temporal que −∂t, ou seja, tal que −⟨N, ∂t⟩ < 0. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

temos que ⟨N, ∂t⟩ ≥ 1, onde a igualdade ocorre em um ponto p ∈ Σ se, e somente se,

N = −∂t.

Definição 3.1.1. Para uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço ψ : Σ −→ M com aplicação de

Gaus N, o ângulo hiperbólico ϕ, em qualquer ponto p ∈ Σ entre o vetores unitários N e

∂t é dado por ⟨N, ∂t⟩ = cosh(ϕ). Iremos nos referir a ϕ como função ângulo hiperbólico

em Σ.

Definição 3.1.2. Uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com H = 0 é chamada hipersuperf́ıcie

máxima.
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Definição 3.1.3. O operador forma de um slice h = t0 é dado por A =
f ′(t0)

f(t0)
I e sua

curvatura média H é dada por −f
′(t0)

f(t0)
.

Observação 3.1.4. Pela definição anterior, um slice tipo-espaço é máxima se, e somente

se, f ′(t0) = 0 (e, portanto, totalmente geodésico).

Seja ψ : Σ −→ M uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço em um espaço-tempo GRW M =

−I ×f M . O tensor curvatura R de M pode ser escrito em termos do tensor curvatura R

de Σ e o operador forma A de acordo com a equação de Gauss

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)⊤ − ⟨AX,Z⟩AY + ⟨AY,Z⟩AX; X, Y, Z ∈ X (Σ), (3.1)

onde (R(X, Y )Z)⊤ denota a parte tangente de R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z. Logo

de (3.1) temos que,

Ric(X, Y ) = Ric(X, Y ) + ⟨Ric(X,N)Y,N⟩ − tr(A)⟨AX, Y ⟩+ ⟨AX,AY ⟩. (3.2)

Para X, Y ∈ X (Σ). O que nos mostra

S = tr(Ric) = S + 2Ric(N,N) + tr(A2)− n2H2, (3.3)

onde S e S representam a curvatura escalar de M e Σ respectivamente .

Observe que, como ⟨N,N⟩ = ⟨∂t, ∂t⟩ = −1 e

|∇h|2 = ⟨N∗, N∗⟩

= −1 + ⟨∂t, N⟩2

= −1 + cosh(ϕ)2

= −1 + sinh(ϕ)2 + 1

= sinh(ϕ)2. (3.4)

Por 1.8, temos,

Ric(N,N) = RicM(N∗, N∗)− (n− 1)
f ′′

f
|∂⊤t |2 + (n− 1)

f ′2

f 2
|∂⊤t |2 − n

f ′′

f
, (3.5)

e como S = tr(Ric) =
SM

f 2
+2n

f ′′

f
+n(n−1)

f ′2

f 2
(decorre de um processo similar feito para

a fórmula (1.14), veja também [15]), pela expressão para Ric(N,N), obtemos o seguinte

resultado.
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Lema 3.1.5. Seja ψ : Σ −→ M uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço no espaço-tempo GRW

M . Então, a curvatura escalar de Σ é dada por

S =
SM ◦ πM

f 2
+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
− 2(n− 1)(logf)′′|∂⊤t |2

+ tr(A2)− nH2.

Demonstração. Colocando −(n− 1)|∂⊤t |2 em evidência em (3.5), obtemos

Ric(N,N) = RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2 − n
f ′′

f

Como S = S + 2Ric(N,N) + tr(A2)− n2H2 temos

S =
SM

f 2
+ 2n

f ′′

f
+ n(n− 1)

f ′2

f 2
+ 2RicM(N∗, N∗)− 2(n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2 − 2n

f ′′

f

+ tr(A2)− n2H2

=
SM

f 2
+ n(n− 1)

f ′2

f 2
+ 2RicM(N∗, N∗)− 2(n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2 + tr(A2)− n2H2.

Somando e subtraindo nH2

S =
SM

f 2
+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

f ′2

f 2
− 2(n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2 + tr(A2)− n2H2

+ nH2 − nH2

=
SM

f 2
+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
− 2(n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2

+ tr(A2)− nH2.

■

Considere em Σ a função L : Σ −→ R definida por

L = gp(Kp, Np) +H(p)g(h(p))

onde g = ⟨, ⟩, e g : I −→ R é tal que g′ = f . Então, temos o seguinte lema.

Lema 3.1.6. Seja ψ : Σ −→ M uma hipersuperf́ıcie de curvatura média constante tipo-

espaço em um espaço-tempo GRW. Se Σ é totalmente umb́ılica, então ∇L é identicamente

nulo.

Demonstração. Como vimos anteriormente, ∇h = −∂⊤t , onde h = πI ◦ψ, e como ∇XK =

f ′(πI)X, temos que ∇⟨N,K⟩ = −AK⊤. Como Σ é totalmente umb́ılica e tem curvatura

média constante, temos que
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∇L = ∇⟨K,N⟩+H∇G(h)

= −AK⊤ +HG′(h)∇h

= fH∂⊤t − fH∂⊤t

= 0.

■

Ao longo desta seção, iremos assumir que Σ tem curvatura média constante. Seja ∇
a conexão de Levi-Civita da métrica g = ⟨, ⟩Σ, lembre que as fórmulas de da Gauss e

Weingarten são dadas respectivamente por ∇XY = ∇XY − ⟨AX, Y ⟩N e AX = −∇XN

para X, Y ∈ X (Σ). De 2.3, como f ′(h) = f ′ ◦h e K⊤ = f(h)∂⊤t , pelo Lema 2.1.5, decorre

∆h = −f
′(h)

f(h)
(n+ |∇h|2)− nH⟨N, ∂t⟩ (3.6)

e

∆(g(h)) = nf ′(h) + nH⟨K,N⟩. (3.7)

Pelo Corolário 2.5.2

∆⟨N,K⟩ = n⟨∇H,K⟩+ nf ′(h)H + ⟨N,K⟩tr(A2) + ⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗)

− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2)

= n⟨∇H,K⟩+ nf ′(h)H +Ric(K⊤, N) + tr(A2)⟨N,K⟩, (3.8)

pois

Ric(K⊤, N) = ⟨N,K⟩Ric(N∗, N∗)− ⟨N,K⟩|∂⊤t |2Ric(∂t, ∂t)

= ⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗)− (n− 1)|∂⊤t |2(log f)′′(h)).

Assim, por (3.7) e (3.8)

∆L = ∆(⟨N,K⟩HG(h))

= ∆(⟨N,K⟩) + ∆(HG(h))

= n⟨∇H,K⟩+Ric(K⊤, N) + nf ′(h)H + tr(A2)⟨N,K⟩ −Hnf ′(h)− nH2⟨N, k⟩

= n⟨∇H,K⟩+Ric(K⊤, N) + tr(A2)⟨N,K⟩ − nH2⟨N,K⟩
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Como Σ tem curvatura média constante, podemos concluir que ∇H ≡ 0, portanto

∆L = Ric(K⊤, N) + tr(A2)⟨N,K⟩ − nH2⟨N,K⟩

= ⟨N,K⟩(Ric(N∗, N∗)− (n− 1)|∂⊤t |2(log f)′′(h) + tr(A2)− nH2).

Perceba que pelo Lema 3.1.5

S − SM

f 2(h)
− n(n− 1)

(
f ′2(h)

f 2(h)
−H2

)
= 2RicM(N∗, N∗)− 2(n− 1)(log f)′′(h)|∂⊤t |2

+ tr(A2)− nH2

logo,

Λ =
1

2

(
S − SM

f 2(h)
− n(n− 1)

(
f ′2(h)

f 2(h)
−H2

)
+ tr(A2)− nH2

)
,

onde Λ = RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∂⊤t |2 + tr(A2)− nH2. Portanto

∆L =
1

2

[
S − SM

f 2
− n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
+ (tr(A2)− nH2)

]
. (3.9)

3.2 Alguns Resultados

De acordo com [30, Corolário 5.10], em um espaço-tempo GRW espacialmente fechado

onde (log f)′′ ≤ 0, toda hipersuperf́ıcie compacta tipo-espaço de curvatura média cons-

tante é um slice tipo-espaço. Na verdade, a suposição sobre a compactação pode ser

relaxada quando a fibra é simplesmente conexa, uma vez que toda hipersuperf́ıcie tipo-

espaço completa deve ser compacta [9, Proposição 3.3]. Nessas condições, pelo Lema

3.1.5, a curvatura escalar da hipersuperf́ıcie se reduz

S =
SM ◦ πM
f(h)2

. (3.10)

Quando o espaço- tempo é espacialmente aberto e (log f)′′ ≤ 0, o resultado não é ver-

dadeiro. Um contra exemplo ocorre no espaço-tempo de Lorentz-Minkowski, o espaço

hiperbólico é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa com curvatura média constante

que não é um slice.

Perceba que pela definição de CCN. (2.4.1) se, a fibraM é Ricci flat, ou seja, RicM ≡ 0

então

M = −I ×f M obedece CCN ⇔ (log f)′′ ≤ 0.

Por este fato, como consequência direta do Lema 3.1.5, conseguimos fornecer um limite
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inferior para curvatura escalar de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço (não necessariamente

completa) em um espaço-tempo cuja a função torção satisfaz (logf)′′ < 0.

Teorema 3.2.1. Seja M = −I×fM um espaço-tempo GRW cuja função torção satisfaça

(logf)′′ ≤ 0 e seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço em M . Então a curvatura escalar

de Σ satisfaz

S ≥ SM ◦ πM
f(h)2

+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
. (3.11)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se a hipersuperf́ıcie tipo-espaço for totalmente

umb́ılica e (logf)′′(h)|∂⊤t |2 = 0.

Além disso, se (logf)′′ = 0 apenas em pontos isolados, então S atinge a igualdade em

3.11 se, e somente se Σ estiver contido em um slice tipo-espaço, e como consequência

S =
SM ◦ πM
f(h)2

.

Demonstração. Pelo Lema 3.1.5, temos

S =
SM ◦ πM
f(h)2

+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
− 2(n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2

+ tr(A2)− nH2

como tr(A2)− nH2 ≥ 0 e −2(n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2 ≥ 0 então

S ≥ SM ◦ πM
f(h)2

+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
.

Se nossa hipersuperf́ıcie for totalmente umb́ılica, temos |A|2 = tr(A2) = nH, e como

por hipótese temos (log f)′′|∂⊤t |2 = 0, pelo Lema 3.1.5, obtemos a igualdade em 3.11.

Agora, se (log f)′′ = 0 apenas em pontos isolados, temos pela continuidade de |∂⊤t | que
|∂⊤t | = |∇h| = 0, o que implica que Σ é um slice, consequentemente S =

SM ◦ πM
f(h)2

.

■

Uma aplicação simples do teorema anterior pode ser feita para espaços-tempos estáticos,

ou seja, espaços-tempos cuja a função torção f é constante. Considerando f ≡ 1, temos

pelo teorema anterior o seguinte corolário.

Corolário 3.2.2. Seja M = I ×M um espaço-tempo GRW estático cuja fibra tem cur-

vatura de Ricci não negativa, e seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço em M . Então a

curvatura escalar de Σ satisfaz

S ≥ SM ◦ πM − n(n− 1)H2,
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e a igualdade ocorre se, e somente se, Σ for totalmente umb́ılica. Em particular, se a

curvatura de Ricci da fibra for positiva, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ for máxima

(e, portanto, totalmente geodésica) e estiver contida em um slice tipo-espaço. Neste caso

S = SM ◦ πM .

Perceba que, caso a fibra seja Ricci-flat, cada hipersuperf́ıcie tipo-espaço tem curvatura

escalar limitada inferiormente em relação homotética ao quadrado de sua curvatura, ou

seja

S ≥ −n(n− 1)H2. (3.12)

Observação 3.2.3. Sob a suposição de (log f)′′ < 0, se a derivada da função torção f não

tiver zeros, então não existem hipersuperf́ıcie máximas tais que a curvatura escalar assuma

igualdade em (3.11). Com efeito, suponha por um momento que exista uma hipersuperf́ıcie

Σ que seja máxima e atinja a igualdade em (3.11). Então pelo Teorema 3.2.1 temos

que Σ é totalmente umb́ılica e (log f)′′|∂⊤t | = 0, ou seja, |∂⊤t | = 0, implicando que Σ

está contido em um slice. Porém, sendo Σ uma hipersuperf́ıcie máxima, por definição

H = f ′

f
= 0, acarretando que f ′ = 0, o que é um absurdo, já que contraria nossa hipótese

de f ′ ̸= 0. Portanto não existem hipersuperf́ıcies máximas que atinjam a igualdade (3.11),

onde (log f)′′ < 0 e f ′ ̸= 0. Por outro lado, sendo Σ uma hipersuperf́ıcie máxima, onde

(log f)′′ ≤ 0 e a curvatura de Ricci da fibra é positiva, lembrando que |N∗| = sinh(ϕ), é

correto afirmar que uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Σ tem curvatura escalar S =
SM ◦ πM
f 2(h)

se, e somente se Σ está contido em um slice. De fato, seja S =
SM ◦ πM
f 2(h)

. Pelo Lema

3.1.5

S =
SM

f 2
+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

f ′2

f 2
− 2(n− 1)(log f)′′|∂⊤t |2

=
SM

f 2
.

Como cada um dos elementos da expressão acima são positivos (exceto possivelmente SM)

temos que Ric(N∗, N∗) = 0, implicando que N∗ = 0, assim, pela equação (3.4), temos

∇h = 0, e portanto Σ está contido em um slice.

Corolário 3.2.4. Seja M = −I ×f M seja um espaço-tempo GRW obedecendo a CCN

com fibra M Ricci flat, e seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço emM . Então, a curvatura

escalar de Σ satisfaz

S ≥ n(n− 1)

(
f ′(h)2

f(h)2
−H2

)
. (3.13)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a hipersuperf́ıcie tipo-espaço for total-
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mente umb́ılica e (logf)′′(h)|∂⊤t |2 = 0.

Para mais, se (logf)′′ = 0 apenas em pontos isolados, então S atingirá a igualdade em

(3.13) se, e somente se, Σ estiver contido em um slice tipo-espaço e, como consequência,

S sera identicamente nulo.

Demonstração. A demonstração decorre diretamente do Teorema 3.2.1. ■

Perceba que para o espaços-tempos tradicionais, ou seja dim(M) = 3 o tensor de

Ricci da fibra Riemanniana determina seu tensor curvatura, neste caso em particular,

supondo que a fibra seja Ricci flat temos que a fibra M é plana. Além disso, a suposição

H2 ≤ f ′2(h)

f 2(h)
para curvatura média H de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, que a prinćıpio

não é necessariamente constante, tem sido muito utilizada pra obter resultador de rigidez

como pode ser visto em [28]. Ainda sob as hipóteses do Corolário 3.2.4, considerando o

conjunto

ΩΣ =

{
p ∈ Σ;H2(p) ≤ f ′2(h(p))

f 2(h(p))

}
(3.14)

Temos que a curvatura escalar S é não negativa em ΩΣ, e S = 0 se somente se p for

um ponto umb́ılico e (log f)′′(h(p))|∂⊤t (p)|2 = 0. A seguir, enunciaremos um resultado

bastante interessante que nos concede uma fórmula simples para a curvatura média de uma

hipersuperf́ıcie tipo-espaço, que está contida em um slab [t1, t2]×M , tal que ∇h(ti) = 0

com i = 1, 2, isto é, contida entre dois slices. Este resultado pode ser encontrado em [2,

Lema 12].

Lema 3.2.5. Seja ψ : Σ −→ M uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, com curvatura média

constante, n-dimensional (n ≥ 2) em um produto torcido Lorentziano M = −I×f M cuja

função torção satisfaz (logf)′′ ≤ 0. Se a curvatura de Ricci de Σ é limitada inferiormente

e Σ está contido um slab [t1, t2]×M , tal que ∇h(ti) = 0 com i = 1, 2, então

H = −f
′(h)

f(h)
.

Pelo lema anterior, para uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante completa

do tipo-espaço que está contida entre dois slices em um espaço-tempo GRW cuja função

torção satisfaz (logf)′′ ≤ 0, a igualdade H2 = f ′(h)2

f(h)2
é válida. Portanto temos o seguinte

corolário

Corolário 3.2.6. Seja M = −I ×f M um espaço-tempo GRW obedecendo a CCN com

fibra M Ricci flat, e seja Σ uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante, completa

do tipo-espaço contida no slab [t1, t2]×M , tal que ∇h(ti) = 0 com i = 1, 2 em M . Então a

curvatura escalar S de Σ é não negativa. Além disso, S é identicamente nulo se, e somente

se a hipersuperf́ıcie tipo-espaço for totalmente umb́ılica e (logf)′′(h(p))|∂⊤t (p)|2 = 0. Além
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disso, se (logf)′′ = 0 apenas em pontos isolados, então S ≡ 0 se e somente se Σ estiver

contido em um slice tipo-espaço.

Demonstração. Estando Σ no slab [t1, t2]×M (consequentemente entre dois slices), temos

de [2, Lema 12] que H2 =
f ′(h)2

f(h)2
e pelo Corolário 3.2.4 temos S ≥ 0, e pelo Teorema

3.2.1 S = 0 se, e somente se, Σ for totalmente umb́ılica e (log f)′′(h)|∂⊤t |2 = 0. ■

Lembre-se de que cada partição de GRW induz uma folheação do espaço-tempo por

hipersuperf́ıcies de curvatura média constante tipo-espaço totalmente umb́ılicas. Assim,

as suposições sobre a hipersuperf́ıcie tipo-espaço no teorema a seguir tornam-se naturais.

Além disso, quando lidamos com hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas, o resultado pode

ser usado para obter a unicidade da divisão.

Teorema 3.2.7. Seja M = −I ×f M um espaço-tempo GRW cuja função torção sa-

tisfaz (logf)′′ ≤ 0 e cuja fibra tenha curvatura de Ricci não negativa. Se Σ for uma

hipersuperf́ıcie com curvatura média constante, tipo-espaço totalmente umb́ılica, então

S =
SM ◦ πM
f(h)2

+ n(n− 1)

(
f ′(h)2

f(h)2
−H2

)
. (3.15)

Além disso, se (logf)′′ = 0 apenas em pontos isolados, então Σ está contido em um slice

tipo-espaço.

Demonstração. Sendo Σ uma hipersuperf́ıcie de curvatura média constante, totalmente

umb́ılica temos pelo Lema 3 que ∇L ≡ 0 ⇒ ∆L = 0, ou seja

⟨N,K⟩
(
S − SM

f 2
− n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
+ tr(A2)− nH2

)
= 0 (3.16)

porém, utilizando novamente o fato que Σ é totalmente umb́ılica tr(A2)− nH2 = 0, logo

S − SM

f 2
− n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
= 0 ⇔ S =

SM ◦ πM
f 2(h)

+ n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
(3.17)

com (log f)′′|∂⊤t |2 = 0. E assim, pelo Teorema 3.2.1, conclúımos que se (log f)′′ = 0 em

pontos isolados, então Σ está contido em um slice. ■

3.3 Espaços-tempos Einstein GRW

Nesta seção, faremos o estudo da curvatura escalar de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço

imersa em um espaço-tempo Einstein GRW, recorrendo aos teoremas vistos anteriormente.

Utilizando a definição de espaço-tempo Einstein juntamente com o Teorema 3.2.1 e a

expressão 3.4 obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 3.3.1. Seja M = I ×f M seja um espaço-tempo de Einstein GRW cuja fibra

tem curvatura de Ricci não positiva c ≤ 0, e seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço em

M . Então a curvatura escalar de Σ satisfaz

S ≥ n
c

f(h)2
+ 2c⟨N∗, N∗⟩+ n(n− 1)

(
f ′(h)2

f(h)2
−H2

)
.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a hipersuperf́ıcie tipo-espaço for total-

mente umb́ılica e c = 0 ou Σ estiver contido em um slice tipo-espaço.

Demonstração. Temos 2RicM(N∗, N∗) = 2c⟨N∗, N∗⟩, e pelo Teorema 3.1.5,

S ≥ SM ◦ πM
f(h)2

+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

(
f ′

f 2
−H2

)
. (3.18)

Logo,

S ≥ n
c

f 2(h)
+ 2c⟨N∗, N∗⟩M + n(n− 1)

(
f ′2(h)

f 2(h)
−H2

)
. (3.19)

Pelo Lema 3.1.5

S =
SM ◦ πM

f 2
+ 2RicM(N∗, N∗) + n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
− 2(n− 1)(logf)′′|∂⊤t |2

+ tr(A2)− nH2.

Se a igualdade ocorre, então tr(A2)−nH2 = 0, o que implica que Σ é totalmente umb́ılica

e

2(n− 1)(log f)′′(h)|∂⊤t |2 =
c

f 2(h)
|∂⊤t |2 = 0,

logo, ou c = 0 ou Σ esta contido em um slice. ■

Agora, a t́ıtulo de exemplo iremos utilizar o espaço-tempo E = −(0,∞) ×t1/3 R3

Einstein de Sitter, que é uma solução clássica para equação de campo de Einstein sem a

constante cosmológica.

Em 1922 o f́ısico e cosmólogo russo Aleksander Aleksandrovich Friedmann (1888-1925)

publicou um artigo intitulado Sobre a curvatura do espaço, que seria a mais nova contri-

buição na área da cosmologia. Neste trabalho, Friedmann resolve as equações de campo

completas de Einstein, sob as hipóteses de homogeneidade e isotropia, o que chamamos

hoje de Prinćıpio Cosmológico, obtendo que o universo teria curvatura espacial positiva,

isto é, o espaço esférico. Mais tarde, foi descoberto, que a solução obtida por Friedmann

era apenas uma das três soluções posśıveis. Hoje sabe-se que ao resolver as equações de

campo completas de Einstein sob um espaço-tempo que satisfaz o prinćıpio cosmológico,

encontramos duas caracteŕısticas posśıveis para o formato do universo, ele é aberto ou
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fechado. Caso ele seja aberto, então ele possui curvatura nula (o que nos diz que o uni-

verso é um espaço plano), ou então, curvatura negativa (o que nos dá que o o universo é

um espaço hiperbólico), para o caso que ele é fechado chegamos a resposta proposta por

Friedmann.

O espaço-tempo Einstein de Sitter é um modelo de Friedmann-Robertson-Walker es-

pacialmente aberto, que satisfaz o prinćıpio cosmológico, ou seja, contém homogeneidade

e isotropia em largas escalas além de aceitar a condição de expansão do universo.

Se Σ é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço em E , pelo Corolário 3.2.4, temos que a cur-

vatura escalar de Σ é limitada inferiormente

S ≥ n(n− 1)

(
f ′2(h)

f 2(h)
−H2

)
⇒ S ≥ 6

(
1

9h2
−H2

)
Se atentando ao fato que (log f)′′(x) = − 1

3x2
< 0 pela observação 3.2.3 e Corolário 3.2.4,

temos o seguinte corolário

Corolário 3.3.2. Cada hipersuperf́ıcie máxima tipo-espaço em E tem curvatura escalar

positiva.

Demonstração. Pelo Corolário 3.2.4 temos que S ≥ n(n − 1)

(
f ′2(h)

f 2(h)
− H2

)
. Como a

Hipersuperf́ıcie é máxima para E , temos

S ≥ 6

(
1

9h2

)
> 0

logo,

S ≥ 2

3h2
> 0. (3.20)

■

Juntando este fato ao Teorema 3.2.7, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 3.3.3. Não existem hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas tipo-espaço em E

Demonstração. Suponha por um momento que exista um hipersuperf́ıcie tipo-espaço Σ

totalmente geodésica em E , então, temos que Σ é também totalmente umb́ılica com curva-

tura média constante, logo pelo Corolário anterior S =
2

3h2
. Pela observação 3.2.3, como

(log f)′′(h) < 0 e f ′ ◦ h =
1

3h2/3
̸= 0, esta igualdade é um absurdo, já que não existem

hipersuperf́ıcies máximas que satisfazem a igualdade (3.11) ■

Perceba que, cada hipersuperf́ıcie tipo-espaço, totalmente umb́ılica com curvatura

média constante em E está contida em um slice tipo-espaço, o que nos permite afirmar a

seguinte caracterização para ao slices tipo-espaço.
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Corolário 3.3.4. As únicas hipersuperf́ıcies de curvatura média constante, tipo-espaço,

totalmente umb́ılicas e completas no espaço-tempo de Einstein de Sitter são os slices tipo-

espaço.

Demonstração. Seja Σ uma hipersuperf́ıcies com curvatura média constante, completa e

totalmente umb́ılica em E . Pelo Lema 3.1.6, a fórmula (3.9) do laplaciano ∆L é identica-

mente nulo, ou seja,

S − n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
= 0,

consequentemente,

S = 6

(
1

9h2
−H2

)
.

Mas, pelo fato de (log f)′′ < 0, o Lema 3.1.5 nos garante que |∂⊤t |2 = 0, logo Σ é um slice,

e além disso H = −f
′

f
, acarretando que S = 0. ■

3.4 Espaço-tempo em estado estacionário

O espaço-tempo estacionário N = −R×et Rn é um modelo do universo proposto por

Hoyle [17] e Bondi e Gold [12] que satisfaz o principio cosmológico, ou seja, é homogêneo

e isotrópico. Porém, além de ser homogêneo espacialmente, assim como o espaço-tempo

Einstein de Sitter visto anteriormente, o mesmo é homogêneo temporalmente, em outras

palavras, este modelo parece o mesmo em todos os pontos, direções e sentido (veja [34,

Seção 14.8]).

Definição 3.4.1. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço Σ em N é limitada para

longe do futuro infinito (respectivamente limitada para longe do infinito) se suph(Σ) <∞
( respectivamente sup |h(Σ)| <∞).

Como uma consequência direta do Lema 3.1.5 temos que a curvatura escalar de uma

hipersuperf́ıcie Σ em N é dada por

S = n(n− 1)(1−H2) + tr(A2)− nH2. (3.21)

logo, se H2 ≤ 1 então S ≥ 0. Temos que uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de curvatura

média constante, completa e que é limitada para longe do futuro infinito em N , tem

curvatura média H = −1. Assim, é posśıvel enunciar o seguinte resultado

Corolário 3.4.2. Toda hipersuperf́ıcie completa tipo-espaço com curvatura média cons-

tante em N que é limitada longe do infinito tem curvatura escalar não negativa.
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Demonstração. Pelo lema anterior, vemos facilmente que H = −1, e utilizando a ex-

pressão para curvatura escalar de uma hipersuperf́ıcie Σ imersa em N , temos

S = tr(A2)− nH2 ≥ 0.

■

Considere o espaço-tempo de Sitter visto no Exemplo 1.5.2. Pelo exemplo 1.5.4,visto

anteriormente, o espaço-tempo de estado estacionário é realizável como o domı́nio {x ∈
Sn+1
1 ;x0 + x1 > 0}. Levando em consideração que o traço de toda geodésica do espaço-

tempo de Sitter é dado pela intersecção do espaço-tempo de Sitter com um 2-plano através

da origem de Ln+2 (Veja [25, Proposição 4.28]), é fácil ver que todas as geodésicas não

constantes no espaço-tempo de estado estacionário são incompletas. Agora, usando uma

técnica diferente, podemos estender esse fato a uma famı́lia mais ampla do espaço-tempo

GRW. Para concluir a demonstração do teorema a seguir, precisaremos do seguinte teo-

rema tipo Liouville

Lema 3.4.3. Seja Σ uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura de Ricci é

limitada inferiormente e seja u : Σ −→ R uma função suave não negativa em Σ. Se

houver uma constante c > 0 tal que ∆u ≥ cu2, então u é identicamente nulo em Σ.

Teorema 3.4.4. Seja M = −I ×f M ser um espaço-tempo GRW obedecendo a CCN

cujo função torção satisfaz (logf)′′ ≤ 0 e inf
f ′(t)2

f(t)2
= c > 0. Então, M não admite

hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas totalmente geodésicas.

Demonstração. Suponhamos por um momento que M contenha um hipersuperf́ıcie tipo-

espaço completa totalmente geodésica Σ e consideremos a função ângulo hiperbólico ϕ

dada por

⟨N, ∂t⟩ = cosh(ϕ).

Dado X ∈ X(Σ), temos que

⟨∇⟨N, ∂t⟩, X⟩ = X⟨N, ∂t⟩

= ⟨∇X , ∂t⟩+ ⟨N,∇X∂t⟩

= ⟨−AX, ∂t⟩+
〈
N,

f ′

f
(X + ⟨X, ∂t⟩∂t)

〉
= ⟨−A∂⊤t , X⟩+ f ′

f

(
⟨N,X⟩+ ⟨X, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩

)
= ⟨−A∂⊤t , X⟩+ f ′

f

(
⟨X, ⟨∂t, N⟩∂t⟩

)
=

〈
− A∂⊤t +

f ′

f
⟨N, ∂t⟩∂⊤t , X

〉
.
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Logo, ∇ coshϕ = −A∂⊤t +
f ′

f
⟨N, ∂t⟩∂⊤t . Porém, como Σ é totalmente geodésica

∇ coshϕ =
f ′

f
⟨N, ∂t⟩∂⊤t .

A prinćıpio, temos

∆f(h) = f ′(h)∆h+ f ′′(h)|∇h|2

e pela equação (3.6), obtemos

∆f(h) = −nf
′2(h)

f(h)
+ |∇h|2f(h)(log f)′′(h)− nHf ′(h) cosh(ϕ)

assim,

∆(f(h) cosh(ϕ)) = ∆f(h) cosh(ϕ) + f(h) cosh(ϕ) + 2⟨∇f(h),∇ cosh(ϕ)⟩M

= −f
′2(h)

f(h)
n cosh(ϕ) + f(h) cosh(ϕ) sinh2(ϕ)(log f)′′(h)

− nHf ′(h) cosh2(ϕ) + f(h)∆ cosh(ϕ) + 2⟨A∂⊤t , ∂⊤t ⟩M

− 2
f ′(h)

f(h)
cosh(ϕ) sinh2(ϕ). (3.22)

Lembremos de (3.8) que ∆⟨N,K⟩ = n⟨∇H,K⟩+nf ′(h)H +Ric(K⊤, N)+ tr(A2)⟨N,K⟩,
então, sendo Σ uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante, temos

∆⟨N,K⟩ = Ric(K⊤, N) + nf ′(h)H + tr(A2)⟨N,K⟩. (3.23)

Assim, por (3.22) e (3.23), obtemos

Ric(K⊤, N) = −f ′(h)nH − f(h) cosh(ϕ)tr(A2) + f(h) cosh(ϕ) sinh2(ϕ)(log f)′′(h)

− f ′(h)

f(h)
n cosh(ϕ)− nHf ′(h) cosh2(ϕ) + ∆f(h)∆ cosh(ϕ) = 2⟨A∂⊤t , ∂⊤t ⟩M

− f ′2(h)

f(h)
cosh(ϕ) sinh2(ϕ). (3.24)

De (3.9), temos

Ric(K⊤, N) = f(h) cosh(ϕ)(RicM(N∗, N∗)− (n− 1) sinh2(ϕ)(log f)′′(h)) (3.25)

que juntamente com (3.24), acarreta,
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∆cosh(ϕ) = nH(log f)′(h)(1 + cosh2(ϕ)) + cosh(ϕ)(RicM(N∗, N∗)

− n sinh2(ϕ)(log f)′′(h)) +
f ′2(h)

f(h)
cosh(ϕ)(n+ 2 sinh2(ϕ)) + cosh(ϕ)tr(A2)

− 2
f ′(h)

f(h)
⟨A∂⊤t , ∂⊤t ⟩.

Porém, como Σ é totalmente geodésica

∆ cosh(ϕ) = cosh(ϕ)(RicM(N∗, N∗)− n sinh2(ϕ)(log f)′′(h))

+
f ′2(h)

f(h)
cosh(ϕ)(n+ 2 sinh2(ϕ)) (3.26)

Veja que,

∆ sinh2(ϕ) = ∆(cosh2(ϕ)− 1)

= ∆cosh2(ϕ)

= 2 cosh(ϕ)∆ cosh(ϕ) + 2|∇ cosh(ϕ)|2.

então, multiplicando (3.26) por cosh(ϕ) e substituindo na expressão anterior, obtemos que

∆ sinh2(ϕ) = 2 cosh2(ϕ)(RicM(N∗, N∗)− n(log f)′′(h) sinh2(ϕ))

+ 2
f ′2(h)

f 2(h)
cosh2(ϕ) sinh2(ϕ) + 2

f ′(h)

f(h)
cosh(ϕ)(n+ 2 sinh2(ϕ)) (3.27)

e, como M obedece a condição de convergência nula e cosh2(ϕ) ≥ sinh2(ϕ), então,

∆ sinh2(h) ≥ 2n
f ′(h)

f 2(h)
+ 4

f ′2(h)

f 2(h)
cosh2(h) sinh2(ϕ) + 2

f ′2(h)

f 2(h)
cosh2(ϕ) sinh2(ϕ)

≥ 4
f ′2(h)

f 2(h)
sinh4(ϕ) + 2

f ′2(h)

f 2(h)
sinh4(ϕ)

= 6
f ′2(h)

f 2(h)
sinh4(ϕ)

≥ 6c sinh4(ϕ). (3.28)

Portanto, pelo Teorema 3.4.3, temos que ϕ ≡ 0, ou seja Σ é um slice necessariamente

totalmente geodésico. O que é um absurdo, já que um slice tipo-espaço é máximo se, e

somente se f ′ ≡ 0, o que implicaria c = 0 contradizendo a hipótese inf
f ′(t)2

f(t)2
= c > 0 do

teorema. ■
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3.5 Espaços-tempos GRW espacialmente

parabólicos

Definição 3.5.1. SejaMn uma variedade Riemanniana completa não compacta. Dizemos

que Mn é uma variedade Riemanniana parabólica se, as únicas funções super-harmônicas,

limitadas inferiormente, são as funções constantes. Dizemos que um espaço-tempo M =

−I ×f M é espacialmente parabólico se sua fibra for parabólica.

Definição 3.5.2. Dizemos que uma variedade tem a propriedade forte de Liouville se ela

não admite nenhuma função harmônica positiva não constante.

Como pode ser visto em Yau [35, Seção 2, Corolário 1], caso a fibraM tenha curvatura

de Ricci não negativa, então a propriedade forte de Liouville se aplica a ela, ou seja

(M, ⟨, ⟩M) não admite função harmônica positiva não constante. Note que a propriedade

forte de Liouville é verdadeira para qualquer variedade Riemanniana parabólica sem ser

necessário fazer suposição sobre a curvatura.

Teorema 3.5.3. Seja M = −I ×f M um espaço-tempo GRW espacialmente parabólico,

cuja fibra 1-conexa completa tem curvatura seccional não negativa e cuja função torção

f satisfaz que (log f) é limitada e côncava. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, com-

pleta, com curvatura média constante contida em um slab [t1, t2]×M , tal que ∇h(ti) = 0

com i = 1, 2 e cujo ângulo hiperbólico é limitado. Então Σ é totalmente umb́ılica e sua

curvatura escalar satisfaz

S =
SM ◦ πM
f(h)2

(3.29)

Além disso, se (log f)′′ = 0 apenas em pontos isolados, então S satisfaz a igualdade em

(3.29) se, e somente se, Σ for um slice tipo-espaço.

Demonstração. Primeiramente, perceba que a função L é limitada em Σ e ∆L ≥ 0, pois

estando Σ contida no slab [t1, t2]×M , temos que a função altura h é limitada superiormente

e inferiormente e como log f é limitada e côncava, temos que f é limitada, portanto L é

limitada, e pelo Teorema 3.2.1 e [2, Lema 12] ∆L ≥ 0. Por [30, Teorema 4.4 ], conclúımos

que Σ é parabólico, o que implica que ∇L ≡ 0 e, em vista disso, L é constante e ∆(L) = 0.

Como ∆L é composto pela soma de funções não negativas, então tr(A2) − nH2 = 0, ou

seja, Σ é totalmente umb́ılica e

S − SM

f 2
− n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
= 0
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logo,

S =
SM

f 2
+ n(n− 1)

(
f ′2

f 2
−H2

)
,

como Σ está entre dois slices

S =
SM ◦ πM

f 2
.

■
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[9] Aĺıas, L.J., Romero, A. e Sánchez, M., Uniqueness of complete spacelike hy-

persurfaces of constant mean curvature in Generalized Robertson-Walker spacetimes.,

Gen. Relativity Gravitation 27 (1995), 71– 84.

99



Referências Bibliográficas
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