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Resumo

MEDEIROS, E. M.Andlise de confiabilidade dependente do tempo usando modelos
de séries temporais. 98p. Tese (Doutorado) - Universidade Federal da Paraiba, Joao
Pessoa, 2022.

Nesta tese é realizada a comparacao conceitual e computacional entre o método da Expansao
da Estimativa Linear Otima (EOLE) e o modelo de série temporal Autoregressivo de Média
mével (ARMA) para a representagdo de processos estocdsticos no contexto da anédlise de
confiabilidade dependente do tempo. E demonstrado que resultados semelhantes para a con-
fiabilidade dependente do tempo podem ser obtidos usando as duas abordagens. Embora
as técnicas de expansao, como o EOLE, sejam adequadas para problemas onde as proprie-
dades dos processos estocdsticos sao explicitamente conhecidas, tais informagoes raramente
estao disponiveis em casos praticos. Por outro lado, os modelos de séries temporais, como
o ARMA, sao muito populares para representar processos estocasticos a partir do monitora-
mento em tempo real ou através de dados histéricos disponiveis. Nesta tese, sao propostas
duas novas abordagens complementares as anteriores: i) obten¢ao de um modelo ARMA
apropriado quando as propriedades do processo estocastico sao explicitamente conhecidas,
mas amostras de dados nao estao disponiveis; ii) aplicagdo do EOLE a partir de informagao
que pode ser obtida com amostras de dados reais, mas sem conhecimento explicito das propri-
edades dos processos estocasticos envolvidos. Estas duas novas abordagens complementam
as abordagens existentes até entao, contribuindo com o avanco do conhecimento da area e
possibilitando que os modelos ARMA e EOLE possam ser utilizados em casos nos quais até
entao nao eram possiveis. Com estas abordagens, modelos ARMA e EOLE foram aplicados
em cinco problemas de confiabilidade dependente do tempo. Os resultados sao notavelmente
consistentes, demonstrando que as novas abordagens propostas sao validas e que problemas

de confiabilidade dependente do tempo podem ser analisados usando ambas as técnicas.

Palavras-chave: confiabilidade dependente do tempo, séries temporais, confiabilidade es-
trutural, processos estocastico, EOLE, ARMA



Abstract

MEDEIROS, E. M.Time-dependent reliability analysis using time series models,
2022. 98p. Thesis - Universidade Federal da Paraiba, Joao Pessoa, 2022.

This thesis presents conceptual and computational comparisons between EOLE (Expan-
sion Optimal Linear Estimation) and ARMA (Autoregressive Moving Average) models to
represent stochastic processes in the context of time-dependent reliability analysis. It is
demonstrated that similar results for time-dependent reliability can be obtained using the
two approaches. Even though expansion techniques, such as EOLE, are appropriate for pro-
blems where the properties of the stochastic process are explicitly known, such information
is rarely available in practical situations. On the other hand, time series models, such as
ARMA, are widely employed to represent stochastic processes from real time monitoring or
available historical data. Two new approaches, that are complementary to the previous ones,
are presented in this thesis: i) appropriate calibration of ARMA models when the properties
of the stochastic process are explicitly known, but no data sample is available; ii) employ-
ment of EOLE using information that can be obtained from real data samples, but without
explicit knowledge of the properties of the stochastic process. These two novel approaches
complement the approaches available until now. This is an important contribution for the
field and allows the employment of ARMA and EOLE models in cases where it was not
possible until now. With these two new approaches, ARMA and EOLE models were applied
to five problems concerning time-dependent reliability. The results are notably consistent,
demonstrating that the new approaches are valid and that time-dependent reliability analysis
problems can be addressed using both ARMA and EOLE techniques.

Keywords: time-dependent reliability, time series, structural reliability, stochastic process,

EOLE, ARMA
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1 Introducao

Diversos problemas das ciéncias e engenharias nao podem ser apropriadamente analisados
no contexto deterministico devido a incerteza e aleatoriedade de seus parametros. Nestes
casos, torna-se necessaria uma analise probabilistica, que considera parametros como variaveis
aleatorias, permitindo, assim, uma modelagem mais representativa em diversas situacoes. Um
problema de grande interesse nas engenharias é aquele da Andlise de Confiabilidade, no qual
busca-se estimar a probabilidade de ocorréncia de eventos indesejados, ou probabilidade de
falha.

E comum que sistemas estejam sujeitos a efeitos dependentes do tempo, como envelhe-
cimento, degradagao, mudancas nas condigoes as quais estao expostos e alteracao das suas
propriedades ao longo dos anos. Com isso, observa-se que a Analise de Confiabilidade en-
volvendo apenas variaveis aleatorias pode falhar em representar adequadamente diversas
situacoes de interesse para a engenharia. Em muitos casos, é necessario que sejam consi-
derados aspectos dependentes do tempo. Nestas situacoes, tém-se os problemas chamados
de Analise de Confiabilidade dependente do tempo, onde sao considerados parametros com
variacao temporal, deterministica ou aleatéria. Apesar de serem mais complexos, problemas
deste tipo vém atraindo bastante atencao da comunidade cientifica da area nos ultimos anos.

Notavelmente, a maioria das contribuicoes cientificas da literatura utilizam as chamadas
técnicas de expansao para representar os processos estocasticos envolvidos nos problemas.
Dentre as técnicas de expansao disponiveis, destaca-se no contexto da Confiabilidade Estru-
tural a EOLE, do inglés Expansion Optimal Linear Estimation. Estas técnicas requerem, de
forma geral, que as propriedades do processo estocdstico sejam explicitamente conhecidas (i.e
média, desvio padrao, autocorrelacao). Isto facilita a aplicacao de técnicas de expansao em
problemas conceituais onde o processo estocastico é definido pelo analista. Porém, a aplicacao
destas técnicas em casos praticos, onde o analista disponha apenas de uma amostra de da-
dos reais, nao € usual, pois neste caso as propriedades do processo nao sao completamente
conhecidas.

Os modelos de séries temporais, como o modelo ARMA (do inglés Autoregressive Moving
Awverage), sdo muito utilizados em diversas dreas da ciéncia, como engenharia, economia,
ciéncias da natureza, entre outras. Na realidade, considerando o contexto geral, os mode-
los de Séries Temporais provavelmente sao mais populares do que as técnicas de expansao.
Através desses modelos é possivel simular observacoes futuras a partir de bancos de dados
e/ou medigoes de caracteristicas de interesse. A principal vantagem dos modelos de séries

temporais é que ao longo dos anos foram desenvolvidas diversas técnicas para se calibrar tais
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modelos a partir de bancos de dados reais. Com isso, existe um arcabougo computacional
bastante extenso que permite calibrar modelos de séries temporais a partir de dados reais.

Porém, os modelos de Séries Temporais nao sao usualmente empregados para a Analise de
Confiabilidade dependente do tempo. Isso porque nao existia uma metodologia robusta, até o
presente trabalho, para calibrar adequadamente um modelo de séries temporais diretamente a
partir das propriedades do processo estocdstico, sem considerar uma amostra de observagoes.
De fato, a maioria das aplicagbes envolvendo séries temporais, como ARMA, sao focadas
em problemas onde exista uma amostra de dados reais disponiveis. Por este motivo, a
literatura foca apenas em apresentar técnicas de calibracao das séries temporais a partir de
tais amostras, nao levando em consideragao o caso onde nao exista amostra disponivel mas
as propriedades do processo ja sejam explicitamente conhecidas.

Este trabalho visa demonstrar que a utilizagao da técnica de expansao EOLE e do modelo
de séries temporais ARMA sao capazes de fornecer resultados equivalentes no contexto da
Analise de Confiabilidade dependente do tempo. De forma a se obter tais resultados, também
sao apresentadas metodologias apropriadas para os casos nao cobertos pela literatura até
entao: Caso I, calibracao de um modelo ARMA apropriado quando as propriedades do
processo estocastico sao explicitamente conhecidas mas nao existe amostra de dados reais;
Caso 11, aplicacao do EOLE a partir de informagao que pode ser obtida com uma amostra

de dados reais, mas sem conhecimento explicito das propriedades do processo estocastico.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é verificar se a utilizacao do modelo de Séries Temporais
ARMA é capaz de fornecer resultados semelhantes aqueles obtidos com o método EOLE no
contexto da confiabilidade dependente do tempo.

Objetivos especificos:

e Desenvolver metodologia que possibilite utilizacao do ARMA na auséncia de amostra
de dados reais, utilizando apenas propriedades explicitamente conhecidas do processo

estocdstico, como média, desvio padrao e autocorrelagao;

e Desenvolver metodologia que possibilite a utilizacado do EOLE quando as proprieda-
des do processo estocédstico nao sao explicitamente conhecidas, utilizando apenas in-
formagoes que podem ser obtidas com amostras de dados reais, como média amostral,

desvio padrao amostral e autocovariancia amostral;

e Comparar os resultados de problemas de confiabilidade dependente do tempo utilizando
EOLE e ARMA.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

1.2 Justificativa

O presente trabalho busca demonstrar a equivaléncia entre métodos de expansao (EOLE) e
métodos de séries temporais (ARMA) para representar processos estocdsticos em problemas
de confiabilidade dependente do tempo. Esta equivaléncia permite que a metodologia mais
adequada para cada finalidade pratica possa ser utilizada. Por exemplo, diferentemente
do que ocorre no EOLE, nos modelos de séries temporais nao sao necessarios os calculos
dos autovalores e autovetores. Com isso, situagoes onde a fungao de autoccorelacao nao
seja do tipo exponencial, necessitam do calculo aproximado dos autovalores e autovetores,
aumentando a carga e complexidade numérica do problema. Outra situagao para utilizagao
desses métodos seria, quando dados amostrais sao conhecidos, usar inicialmente modelos de
séries temporais para calibrar um modelo numérico deste problema e, a partir deste modelo
numérico calibrado, usar o EOLE na analise de confiabilidade dependente do tempo.

Além disso, permite que a metodologia mais vantajosa do ponto de vista computacional
possa ser adotada em cada caso. Tudo isso sabendo-se que as metodologias sao capazes de
obter resultados equivalentes e, portanto, nao ha prejuizo significativo quanto a precisao dos
resultados. Entre as principais vantagens do uso de modelos de séries temporais na analise
de confiabilidade dependente do tempo em comparagao com o EOLE (e outras técnicas de

expansao), pode-se citar que:

e Processos estocasticos nao estacionarios, com tendeéncias ou com comportamentos sa-
zonais podem ser representados facilmente via modelos de séries temporais, diferente-
mente do EOLE que ¢ direcionado, na grande maioria dos casos, para a representacao

apenas de processos estacionarios;

e Modelos de séries temporais sao mais populares que o EOLE em aplicacoes praticas,
tendo em vista que ja sao amplamente utilizados ha décadas em diversas areas do
conhecimento (ver (CRYER; CHAN]| 2008))). Com isso, os modelos de séries tempo-
rais possuem uma ampla exploracao tedrica e disponibilidade de algoritmos. Diversas
aplicagoes reais da Engenharia ja fazem uso desta metodologia (LIU et al., [2021; SA-
LAMANIS et al., [2021; MELCHIOR et all 2021; WANG; ZHAO; HE, 2020; [LU; LI
2021 (CRIBARI-NETO; SCHER; BAYER] 2021; [HECQ; VOISIN| [2021});

e Em situagoes praticas onde existam amostras com dados histéricos do processo es-
tocastico, os modelos de séries temporais como ARMA sao amplamente utilizados
(GOYAL; PABLA| [2016)). Isso porque existem técnicas robustas de calibragem dos
modelos de séries temporais a partir de dados reais. O mesmo nao ocorre, de forma

geral, para técnicas de expansao como o EOLE.
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e A utilizacao do EOLE requer alguns passos intermediarios, como a solucao de um
problema de autovalores algébrico. Este problema pode ocasionar dificuldades compu-
tacionais em aplicagoes de larga escala, caso o problema numeérico torne-se mal condici-
onado. Ja a utilizacao de modelos de séries temporais nao envolve métodos numéricos

complexos, uma vez que o modelo tenha sido calibrado.

e Box e Jenkins (1978)) ressaltam ainda que outra vantagem do uso de séries temporais
é que tais modelos podem ser usados para fazer previsoes futuras dos fenomenos ana-
lisados, além de ser possivel avaliar situacoes com tendéncias, comportamento sazonal,
processos estocasticos nao estaciondrios, entre outros, servindo de base para, por exem-
plo, planejamento de negdcios, economia, produgao, otimizacao, organizagao e execugao
de projetos voltados para a engenharia. Logo, os modelos de séries temporais sao, de
forma geral, mais flexiveis e adaptaveis as condi¢oes encontradas na pratica do que as

técnicas de expansao como EOLE.

Estas caracteristicas dos modelos de séries temporais justificam o tema de estudo do presente
trabalho.

1.3 Organizacdo do Trabalho
O texto da tese foi dividido nos seguintes capitulos:

e CAPITULO[2- REFERENCIAL TEORICO: Como o intuito deste trabalho ¢ re-
alizar analise de confiabilidade usando modelos de séries temporais, neste capitulo foram
apresentados os principais trabalhos relacionados ao tema desta tese. Primeiro, foram
apresentados os principais métodos envolvidos, direto ou indiretamente, no calculo da
probabilidade de falha dependente do tempo. Posteriormente, trabalhos cientificos so-
bre aplicagoes de modelos de séries temporais na engenharia estrutural sao brevemente

revisados.

e CAPITULO [3| - ANALISE DE CONFIABILIDADE: Os principais conceitos
envolvidos no calculo e analise de confiabilidade, independente e dependente do tempo,
sao explicados. Defini¢goes de variaveis aleatérias e processos estocasticos sao apresen-
tadas, assim como os cédlculos das fungoes envolvidas na analise de confiabilidade. Além

disso, é apresentado o método da simulacao de Monte Carlo, usado nesta tese para o
calculo da probabilidade de falha.

e CAPITULOM- EXPANSAO DA ESTIMATIVA LINEAR OTIMA : O método

usualmente empregado nos trabalhos académicos relacionados a confiabilidade depen-
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dente do tempo é apresentado neste capitulo. O procedimento de cédlculo é desenvolvido

e a sua equagao final é apresentada.

e CAPITULO [5 - SERIES TEMPORAIS: Conceitos iniciais e os principais tipos
de modelos de séries temporais sao apresentados neste capitulo. Além disso, sdo apre-
sentados métodos para a obtencao dos parametros de cada modelo, além das condigoes
matematicas necessarias para que sejam gerados processos estocdsticos estacionarios.
Uma atencao especial é dada na explicacao dos possiveis caminhos para obtengao dos
parametros desses modelos, sendo apresentada a alternativa a partir de uma amostra de
dados histéricos (usualmente empregada), além de outra possibilidade sem necessitar

de uma amostra de dados histéricos (metodologia nova proposta neste trabalho).

e CAPITULO |§| - IMPLEMENTAQAO COMPUTACIONAL: O procedimento
e fluxograma de cdlculos realizados para obtencao dos resultados, para os dois casos

considerados nesta tese, sao apresentados neste capitulo.

e CAPITULO EI - EXEMPLOS NUMERICOS: Os resultados da pesquisa sao apre-
sentados através de diferentes exemplos numéricos. Com o intuito de retratar diferentes
situacoes e possibilidades da engenharia, foram selecionados exemplos numéricos con-
siderando barreira constante, barreira variavel, viga metélica sujeita a corrosao, trelica
plana com o uso do método de elementos finitos, além de sistema em série com dois

processos estocasticos.

e CAPITULO |8 - CONSIDERAQ()ES FINAIS: Por fim, conclusoes e indicagoes
de trabalhos futuros sao apresentadas e discutidas, além de ressaltar as principais con-

tribuigoes alcancadas neste trabalho.



?2 Referencial Tedrico

2.1 Métodos usados na analise de confiabilidade dependente do tempo

Entre os métodos que mais se destacam atualmente estao os métodos de expansoes em série
como o Karhunen-Loéve (KL), estimativa linear 6tima (OLE) (do inglés Optimal Linear Esti-
mation method) e expansao da estimativa linear 6tima (EOLE)(do inglés Expansion Optimal
linear estimation method). Os métodos KL, OLE e EOLE sdo usados como estratégias de
discretizacao no tempo, sendo utilizados posteriormente para gerar as simulagoes a serem
analisadas via simulagdo de Monte Carlo (SMC). Um dos trabalhos mais antigos e impor-
tantes ¢ o de |Li e Kiureghian (1993)), onde é mostrado o funcionamento do EOLE, além
de fazer comparacoes deste método com o KL e OLE. Trabalhos onde os autores explicam
cada método detalhadamente, além de fazerem varias comparacoes entre si e mostrando a
eficiéncia de cada um em casos especificos, sdo apresentados em (LI; KIUREGHIAN] [1993))
e (ZHANG; ELLINGWOOD] [1994). Cabe ressaltar que uma das dificuldades encontradas
na analise de processos estocasticos esta no tamanho e escolha dos intervalos dos tempos a
serem analisados.

O método PHI2, inicialmente proposto por |[Andrieud-Renaud, Sudret e Lemaire] (2004)),
serve para calcular a taxa de falha v para processos estocdasticos. Para isso, a ideia de tal
método era simplificar o processo de célculo fazendo a andlise do indice de confiabilidade
nos tempos t e (t + At), tornando o processo invariante no tempo, ou seja, as analises eram
realizadas nos espagos X (t) e X (¢t + At). Contudo, este método se mostrou muito sensivel e
instavel a valores pequenos de At, sendo aperfeicoado em [Sudret| (2008), definido por PHI2+,
onde o autor realizou a derivacao analitica da taxa de cruzamento v, mantendo as mesmas
vantagens do PHI2 original (de tornar a anélise invariante do tempo), além de permitir que o
PHI2+ fosse menos sensivel aos valores de At e sendo usado ainda em problemas estacionarios
e nao-estacionarios.

Uma alternativa para avaliar confiabilidade em problemas dependentes do tempo nao en-
volvendo técnicas de importance sampling e nem taxa de cruzamento (evitando aproximagoes
nos resultados e problemas nos casos nao estaciondrios) é o método proposto por |Li e Moure-
latos| (2009). No seu trabalho, |Li e Mourelatos| (2009) propdem a utilizagao de dois algoritmos
de otimizac¢ao, um para o laco “interno” e o outro para o lago “externo”. O laco interno pro-
curaria, de maneira aproximada, os maximos globais com a ajuda de um algoritmo genético e,
posteriormente, usaria outro algoritmo de otimizacao baseado em gradiente para encontrar os

pontos exatos, sendo feita a avaliacdo das fungoes de estado limite nesses pontos encontrados.
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Vale atentar que [Li e Mourelatos| (2009)) focaram em obter resultados precisos com menos
custo computacional, quando comparado aos outros métodos (por exemplo: PHI2, EOLE,
Monte Carlo, entre outros). Entretanto, os autores ressaltam que o custo computacional
pode aumentar de maneira brusca para os casos em que se tenha muitas variaveis aleatorias.

Seguindo os trabalhos de|Li e Mourelatos| (2009), Singh, Mourelatos e Li (2010) aplicaram
a técnica de algoritmos genéticos para otimizar fungoes baseada no custo usando probabi-
lidade dependente do tempo. Para o cédlculo da probabilidade de falha acumulada - Py, os
autores usaram o método PHI2 e a simulagao de Monte Carlo, além de algoritmos genéticos,
aplicando tais métodos em problemas de sistema de duas massas vibratérias e sistemas de
embreagem de automoveis.

O JUR/FORM (Joint Upcrossing Rates and First Order Reliability Method), proposto
por [Hu e Du (2013b)), apresenta como alternativa aos métodos PHI2 e PHI2+, o calculo da
taxa de cruzamento conjunta para evitar erros nos problemas onde os cruzamentos possuem
uma alta dependéncia.

Hu e Du (2013b) utilizaram o método PHI2+ para calcular a taxa de cruzamento iso-
lada e propoem como adicional o calculo da taxa de cruzamento conjunta, para evitar erros
encontrados no PHI2+ para os casos em que as falhas possuem alta dependéncia. Como o
JUR/FORM utiliza método numérico para resolver algumas integrais internas da sua for-
mulacao matematica, sua resposta pode ser afetada com o tamanho do incremento do tempo
At. Além disso, o autor argumenta que tal método pode ser aplicado também em problemas
nao gaussianos e nao estacionarios, desde que seja feita a transformagao total para o espaco
gaussiano.

Uma alternativa para avaliar a probabilidade de falha usando processos estocasticos foi
proposta por [Hu e Dul (2013a)), em que obtiveram resultados excelentes por tratar e usar a
técnica de valores extremos. O método se mostrou pouco custoso computacionalmente e tao
preciso quanto a simulacao de Monte Carlo. No entanto, uma limitacao deste método esta
relacionada a quantidade de processos estocasticos, pois apenas um processo estocastico pode
ser abordado em cada analise, além de ser focado em problemas onde o processo estocastico
representa forca ou tensao.

Os mesmos autores também criaram o método FOSA (First Order Simulation Approach)
em [Hu e Du (2014), fazendo o uso de aproximagoes de 1* ordem (FORM) e expansoes em
série (EOLE, OLE, KL), ou seja, criaram um método de amostragem baseado no FORM.
Entre as principais vantagens desse método estao em usar as vantagens dos métodos de
simulagao (precisao) junto com os de primeira ordem (rapidez), e serve para fungoes com
variaveis aleatérias e processos nao estacionarios, além de poder ser usado para qualquer
intervalo de tempo. O FOSA substitui a funcao de estado limite por um processo estocastico

equivalente com pouco custo computacional. Ao invés do OLE/EOLE, poderia ter usado
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séries temporais, mas o autor optou pelas primeiras. Caso o problema seja nao estacionario,
usa-se também a técnica de Kriking para melhorar sua precisao. Resultados mostraram uma
rapidez de até 40 vezes quando comparado com o método PHI2, além de ser mais preciso. Vale
ressaltar que o tamanho do At também interfere diretamente nos resultados desse método.

No trabalho de [Jiang et al|(2014]), os autores mostram um método de andlise de confia-
bilidade dependente do tempo baseado na discretizagao no tempo, o TRPD, transformando
um processo dependente do tempo em um processo independente do tempo, além de evitar
o calculo da taxa de cruzamento. Os resultados do TRPD mostram que, adotando-se um
valor adequado para o intervalo do tempo, o produto obtido pelo TRPD se torna tao preciso
quanto a simulacao de Monte Carlo, além de ter a vantagem relacionada ao baixo custo
computacional, necessitando analisar poucas vezes a fungao objetivo do problema. O fato de
nao calcular a taxa de cruzamento faz com que a eficiéncia do método nao dependa do tipo
da funcao estado limite e da adocao do processo estocastico como processo de Poisson ou
de Markov. Vale ressaltar que [Jiang et al. (2014) tratam o problema dependente do tempo
como um processo em série, sendo analisado em vérios tempos no decorrer da vida 1til da
estrutura, através do FORM.

Embora ainda sejam escassos estudos relacionados a analise de sistemas de confiabilidade
variando no tempo, [Jiang et al| (2017) conseguiram aplicar o TRPD para tais andlises,
obtendo resultados satisfatorios quando comparado a simulagao de Monte Carlo e com um
erro médio menor que 4% entre os dois resultados.

Baseado ainda no método TRPD, os préprios autores elaboraram uma melhoria (impro-
vement) e criaram o iTRPD (JIANG et al., [2018). A principal alteracao foi que, diferente do
TRPD, no iTRPD, a andlise de confiabilidade ¢é feita apenas para um nivel do componente e
nao precisa de variaveis aleatorias, diminuindo, assim, o custo computacional, ficando mais
estavel e mantendo a sua alta precisao. Como usa o FORM, ainda possui a limitagao para
aplicagao em problemas nao lineares e nao pode ser aplicado as situagoes em que os processos
aleatdrios sao correlacionados. A escolha do At ainda se mantém como algo que interfere dire-
tamente nos resultados, no entanto, o iTRPD se mostrou mais eficiente computacionalmente
e preciso que o TRPD e PHI2, além de poder ser aplicado a analise de sistemas variando no
tempo.

A técnica de Polynomial Chaos Ezpansion (PCE) foi usada para o célculo da Py de
processos estocdsticos, como visto nos trabalhos de Hawchar, Soueidy e Shoefs (2015) e
Hawchar, Soueidy e Shoetfs (2017)), onde os autores mostram o método t-PCE e TV-PCA-
SPCE, utilizando as PCE juntamente com as simulagoes via KL e EOLE para estimar a P.
Os resultados obtidos foram comparados com SMC e PHI2, sendo o t-PCE mais eficiente e
preciso quando comparado com o PHI2. Por fazer o uso das PCE, o t-PCE necessitou de

menos andlises da funcao de estado limite para chegar ao valor final da Py. Como dicas para
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trabalhos futuros, os autores ressaltam que ainda existem lacunas a serem exploradas no uso
do t-PCE em problemas de sistemas em série/paralelo e de otimizacao. Vale ressaltar ainda
que, entre as grandes vantagens desses métodos, estao as possibilidades de servirem para
problemas nao-gaussianos e nao-estacionarios, além de problemas com mais de um processo
estocastico, limitagoes essas que sao encontradas em outros métodos.

Um método para estimar a taxa de cruzamento na andlise de confiabilidade de estruturas
dependente do tempo foi proposto por Moarefzadeh e Sudret (2018). O método foi baseado
na técnica de simulagao direcional (Diretional Simulation Method — DSM), criada e aplicada
anteriormente em alguns problemas por Ditlevsen et al. (1988), Melchers| (1992)) e Moaretf-
zadeh e Melchers (1999)), e é um aperfeicoamento do método PHI2 e PHI2+, mostrados
anteriormente em |[Andrieud-Renaud, Sudret e Lemaire (2004) e [Sudret| (2008)).

A técnica DSM foi elaborada para ser aplicada em problemas com varias funcoes de
estado limite e em problemas nao-estacionarios. Entre suas principais vantagens esta evitar
problemas de instabilidade devido & escolha de um At muito pequeno, fator importante na
analise de problemas estocasticos. Para isso, diferentemente do método PHI2 que realizava
andlises em X(t) e X(t+Atf), a simulacdo direcional realiza as simulagoes em z(t) e sua
derivada. Mesmo usando o método das diferencas finitas para calcular a derivada, percebeu-
se uma maior estabilidade nos resultados do DMS para valores pequenos de At. Entretanto,
do ponto de vista computacional, por surgir um novo espago (o da derivada de z(t)), o DSM
é mais custoso computacionalmente, necessitando de um espago de dimensao (2n+m), ao
invés de (n+m) que é usado no PHI2.

Ainda com rela¢ao ao DSM, o trabalho de Nie e Ellingwood| (2005) mostra que essa técnica
também ¢é eficiente para tratar da andlise de confiabilidade de estruturas usando o método
dos elementos finitos - MEF. Em situacoes onde se usa MEF, um dos principais problemas é o
custo computacional, que muitas vezes torna a aplicacao da técnica invidvel. No entanto, |[Nie
e Ellingwood| (2005)) mostram que o DSM, juntamente com a técnica de conjuntos de pontos
deterministicos e com o uso de redes neurais, se mostra mais eficiente e menos custosa que usar
SMC com o importance sampling, por exemplo. Segundo os autores, no caso do importance
sampling, problemas relacionados a identificacao da localizacao, a forma da funcao densidade
de importancia e as incertezas com relagao ao custo e a optimalidade dos resultados, ainda
se mostram como pontos a serem explorados.

Além dos métodos do PHI2, PHI2+, DMS e FOSA, |Gong e Frangopol (2019)) propuseram
o método NEWREL, sendo mais preciso e menos sensivel ao valor do At que os demais. A
ideia do NEWREL foi baseada na resolucao de problema de confiabilidade dependente do
tempo através da andlise do problema como sistemas em séries, calculando as P; para cada
sistema e somando-as ao final. No entanto, mesmo sendo preciso e pouco custoso quando

comparado a SMC, o NEWREL ainda resulta em erros no caso de se adotar mais de uma
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fungao de estado limite e/ou no caso dessas serem nao-lineares. Vale salientar que |Gong e
Frangopol (2019) concluiram ainda que o NEWREL nao permite estimar o erro relacionado
ao seu resultado, sendo prejudicial e nao confiavel em alguns casos.

Seguindo a linha de processos estocéasticos, na literatura ainda se encontram poucos traba-
lhos relacionados a confiabilidade de sistemas para varias fungoes de estados limite. Trabalho
recente de [Zhou, Gong e Hong (2017)) mostra novas alternativas de fazer tal analise usando
o FORM, porém com algumas melhorias, diminuindo, assim, o custo computacional e au-
mentando a robustez do método. Em seu trabalho, Zhou, Gong e Hong| (2017) recomendam
analisar cada funcao de estado limite isoladamente na aplicacao do FORM, além de trabalhar
em um espaco distinto do espaco normal padronizado. Por fim, encontra-se o coeficiente de
correlacao entre as funcoes de estado limite e, consequentemente, a probabilidade de falha
do sistema com variaveis aleatérias. Tal método pode ser importante, pois surge como uma
alternativa futura mais robusta e menos custosa para calcular o coeficiente de correlacao
usado por varios autores na analise de processos estocasticos.

Um método recente baseado na teoria de primeira passagem é o de [Yu et al. (2020). Os
autores usam uma approximation first - crossing probability density function method - AFC-
PDFM. Utiliza-se ainda uma aproximacao baseada nos métodos dos minimos quadrados,
método da colocacao, quadratura gauss-hermite e bases polinomiais. A pesquisa mostra que
a partir de alguns pontos, uma funcao aproximada é gerada e os momentos originais do
sistema sao calculados. Com os momentos calculados, os autores usam o mazimum entropy
method — MEM para encontrar a funcao densidade probabilidade e, consequentemente, a
probabilidade de falha do sistema. O AFC-PDFM se mostrou mais rapido e eficiente que a
SMC e 0 iTRPD, no entanto, em alguns casos, dependendo do valor do intervalo At de tempo
adotado, o erro comparado com SMC chegou a 7%, algo a se analisar em outros problemas
similares. Vale ressaltar ainda que os autores nao chegam a um valor aconselhavel de At.

Wu, Hu e Du| (2020) e Hu et al| (2021) realizaram também andlises de confiabilidade
de sistemas dependentes do tempo: [Wu, Hu e Dy (2020)) usando métodos de confiabiliade
de primeira e segunda ordem, e |Hu et al.| (2021) usando métodos baseados em expansoes e
técnica de krikagem.

Zhang, Gong e Li (2021)) apresentam o método AMPPT, fazendo a andlise de confiabili-
dade dependente do tempo através do ponto mais provavel da simulacao. Os autores criam
um algoritmo iterativo que combina técnica Kriking com o uso do EOLE, alcancando re-
sultados satisfatérios quando comparados a outros métodos baseado na simulacao de Monte
Carlo.

Por fim, no trabalho de |Kroetz, Medeiros e Torii (2020)), fruto desta tese, o modelo
ARMA foi utilizado para analise de confiabilidade dependente do tempo e os resultados foram

comparados com aqueles obtidos com o EOLE. Nesse trabalho, a calibracao do modelo ARMA
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foi realizada gerando-se inicialmente uma amostra ficticia para o processo estocastico. Esta
amostra foi posteriormente utilizada para calibrar o modelo ARMA com técnicas padroes
da drea (por exemplo, analise da fungao de autocorrelagdo e autocorrelacao parcial, andlise
da funcao likelihood, entre outras citadas em (CRYER; CHAN, 2008)). Porém, observou-
se que a geracao da amostra ficticia do processo estocastico ocasiona erros estatisticos, que
posteriormente deterioram a precisao dos resultados. Evidenciou-se assim a necessidade de
uma formulagao mais robusta para a calibragao do modelo ARMA diretamente a partir das

propriedades do processo estocastico. Esta formulacao é apresentada nesta tese.

2.2 Aplicacoes de séries temporais na Engenharia

Nesta secao, serao apresentados alguns estudos relacionados a aplicagao de modelos de séries
temporais Autoregressivo (AR) (do inglés autoregressive), Média Mével (MA) (do inglés mo-
ving average), Autoregressivo de Média Mével (ARMA) (do inglés autoregressive moving
average) e Autoregressivo Integrado Média Mével (ARIMA) (do inglés autoregressive inte-
grated moving average) em problemas de confiabilidade e segurancga estrutural.

Os trabalhos de |[Singh, Mourelatos e Nikolaidis (2011a) e Singh, Mourelatos e Nikolai-
digf (2011b]) mostram um método de importance sampling aplicado a processos estocdsticos
usando modelos de séries temporais autoregressivos (AR, ARMA e ARIMA) para gerar si-
mulacoes randomicas. Os autores ressaltam que os modelos de séries temporais ja sao bas-
tante conhecidos nas areas de financas, economia, meteorologia, entre outras, e aplicam-os
na area de engenharia. A técnica é também baseada nos problemas de primeira passagem e
ao contrario das expansoes KL e EOLE que assumem a estacionariedade e sao custosos nos
célculos dos autovalores/autovetores, as simulagoes via séries temporais nao sofrem com essas
limitagoes. Os resultados de [Singh, Mourelatos e Nikolaidis| (2011a) e Singh, Mourelatos e
Nikolaidis| (2011b) mostram que, quando comparado a simulacao de Monte Carlo, o modelo
AR requer uma menor quantidade de simulagao das fungoes de estado limite.

Trabalhos como os desenvolvidos por |Walls e Bendell (1987), [Mignolet e Spanos| ((1989)),
Ho e Xie (1998) e [Billinton e Wangdee| (2007) tém realizado andlise de confiabilidade com
modelos de séries temporais. Os estudos nao foram direcionados diretamente para o calculo
da probabilidade de falha instantanea p; ou acumulada Py, principalmente para pequenos
valores da Py, que sao os mais usuais na area de Engenharia, além de nao terem verificado a
eficacia desses métodos em comparacao com outros modelos da literatura.

No trabalho de Mignolet e Spanos| (1989)), os autores mostram alguns casos de aplicagao de
modelos ARMA na engenharia estrutural focado na area de turbuléncia atmosférica, ondas e
terremotos. No entanto, os autores nao fazem anélise de confiabilidade dependente do tempo

propriamente dita, apenas mencionam alguns estudos preliminares que foram desenvolvidos
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nesta area, sendo a maioria através de dados histéricos existentes. Os autores ainda deixam
claro a intencao de usar modelos ARMA em problemas de andlise estrutural com o avanco
da tecnologia, nao tendo realizados tais estudos.

Sohn, Fugate e Farrar| (2000)), [Fugate, Sohn e Farrar| (2001)) e[Sohn e Farrar| (2001)) aplica-
ram modelos AR(36), AR(5) e AR(30), respectivamente, em anélises de danos relacionados
as vibragoes estruturais. Em [Sohn, Fugate e Farrar| (2000) foram realizados testes experi-
mentais em sistemas massa-mola, Fugate, Sohn e Farrar| (2001)) usaram um pilar de concreto
armado e [Sohn e Farrar (2001)) utilizaram um sistema massa-mola de oito graus de liber-
dade, variando caracteristicas do sistema e a temperatura, e empregaram modelos AR(36),
AR(5) e AR(30), a partir dos dados experimentais, para prever diferentes cenérios de danos
estruturais.

Owen et al.| (2001)) mostraram o uso de modelos AR para a anélise da frequéncia temporal
de estruturas da engenharia civil. Ao invés de usar a transformada rapida de Fourier para ge-
rar os espectros de frequéncia, os autores usaram modelos AR. Dados amostrais da amplitude
maxima de cabos de pontes estaiadas sujeitas a forga do vento (situagdo nao estaciondria) e
de testes modais de vigas de concreto armado fissuradas (situagao com nao lineariedade fisica
e/ou geométrica) foram analisadas. |Owen et al.| (2001)) ressaltam que, como os modelos AR
sao sensiveis dependendo da escolha dos parametros adotados, os mesmos devem ser usados
com cautela.

Omenzetter e Brownjohn/ (2006)) usaram modelos ARIMA para detectar danos e mudangas
estruturais em uma ponte, a partir de dados historicos medidos na fase de construcao e na
fase de funcionamento através do sitema de structural health monitoring (SHM). Conforme
os autores, alguns fatores nao foram levados em consideracao, por exemplo a mudanga da
temperatura didria, e os resultados encontram as mudancas estruturais bruscas, mas nao
especifica com exatidao, o local e a intensidade de tal mudanca, devendo ser complementado
com uma analise de confiabilidade e simulacao numérica, o que nao foi realizado segundo
mencionado pelos proprios autores.

Carden e Brownjohn| (2008) aplicaram modelos ARMA para filtrar dados histéricos ex-
perimentais de um poértico metalico de quatro andares e de duas pontes considerando analise
dindmica. |Carden e Brownjohn (2008) usaram em alguns casos modelos ARMA(30,30) e
mostraram que os mesmos sao capazes de, a partir da mudanga de seus coeficientes, prever
mudangas no sistema estrutural analisado.

Em seu trabalho, [Zheng e Mital (2008) aplicaram modelos ARMA com o intuito de identifi-
car a intensidade e a localizacao do dano de estruturas sujeitas a variagoes de cargas dinamicas
e diferentes cendrios de terremotos. Enquanto |Zheng e Mita (2008) criaram inicialmente mo-
delos ARMA a partir dos dados experimentais da estrutura intacta e, posteriormente, criaram

novos modelos ARMA para a estrutura possivelmente danificada (quando sujeita a diferentes
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cendrios de cargas dinamicas). Ao final, a partir da diferenga dos coeficientes desses modelos,
foi possivel identificar a intensidade e a localizacao do possivel dano estrutural.

Drignei (2011 aplicou modelos AR de séries temporais em sistemas estruturais mecanicos
(suspensao veicular). Como o préprio autor ressalta, a andlise estrutural desses modelos
requer alto custo computacional devido a complexidade do modelo matematico usado, por
isso, como alternativa de diminuir o custo computacional, modelos AR foram aplicados.

Assim como no trabalho de [Zheng e Mita| (2008), |[Bao, Hao e Li (2013]) usaram modelos
ARMA para monitorar a seguranca estrutural de tubos offshore. Os autores realizaram
estudo numérico e experimental para validar a proposta desenvolvida. Em ambos os casos,
criaram modelos ARMA para a estrutura intacta e, posteriormente, criaram novos modelos
para a estrutura possivelmente danificada, quando exposta a solicitagoes dinamicas, sendo
determinado um indicador de dano a partir da diferenca dos parametros de tais modelos. [Bao,
Hao e Li (2013) mostram que a abordagem desenvolvida é robusta, sendo possivel detectar
o dano estrutural e sua localizacao nesses tubos.

Modelos AR para deteccao de danos estruturais também foram realizados por|Yao e Pak-
zad| (2013). Os autores empregaram o AR(20) em um modelo numérico de uma ponte com
10 graus de liberdade, usando os coeficientes do AR(20) para determinar possiveis compor-
tamentos adversos e danos estruturais ao modelo numérico analisado no programa ANSYS.

A empregabilidade e importancia do uso de modelos de séries temporais, principalmente
modelos ARMA, no monitoramento de seguranca estrutural através de dados experimentais
e numéricos para solicitagoes relacionadas a vibragoes, ficam nitidos na revisao do estado da
arte feito por |Goyal e Pablal (2016). Os autores ressaltam que desde 1951 esses métodos sao
usados nos mais diversos problemas de seguranca estrutural, servindo como uma ferramenta
importante na deteccao de danos e tomada de decisoes de projetos de engenharia.

Um trabalho onde modelos de séries temporais foram aplicados juntamente com a técnica
Vine copula e Kriking na analise de confiabilidade dependente do tempo, para problemas em
que processos estocasticos sao nao-Gaussianos e correlacionados entre si, foi o desenvolvido
por [Hu e Mahadevan (2017), chamado de Vine-ARMA. No entanto, os autores ressaltam
que tal método pode resultar em um alto custo computacional com o aumento da ordem
do modelo ARMA, sendo estimado que para um modelo ARMA de ordem n a quantidade
de coeficientes a serem determinados na técnica aumenta na ordem de (n — 2)%. A Vine
copula foi usada para calcular a correlagao entre os modelos ARMA e a técnica Kriking para,
principalmente, diminuir o custo computacional. Cabe ressaltar ainda que, para utilizacao do
método proposto pelos autores, dados histéricos iniciais sao necessarios para a implementacgao
do Vine-ARMA.

Com o intuito de avaliar a sensibilidade de cada coeficiente do modelo AR quando sujeito

a diferentes sistemas estruturais, [Datteo et al.| (2018)) realizaram uma andlise de sensibilidade
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global para saber a relagao de cada parametro do modelo AR quando é feito variagoes na
forca, massa, rigidez e razao de amortecimento de porticos. Os autores concluiram que
determinados coeficientes sao mais sensiveis a determinadas mudancas estruturais, nao tendo
uma relagao de dependéncia uniforme entre todos eles. Conforme mencionado no trabalho
de [Datteo et al.| (2018]), o modelo ARMA é uma das ferramentas mais precisas para modelar
sistemas lineares sujeitos a excitagdes randomicas. |Datteo et al. (2018)) ressaltam ainda que a
principal desvantagem em usar modelos ARMA ¢ a necessidade de usar uma abordagem nao
linear do método dos minimos quadrados para encontrar os coeficientes da parcela do MA.
Nesses casos, o uso dos minimos quadrados, além de ter um alto custo computacional, pode
ter problemas de convergéncia e minimos locais. Para evitar problemas no uso de modelos
ARMA, um modelo autoregressivo AR(p) pode aproximar o ARMA(n,n—1) quando p >> n,
com p e n sendo as ordens dos modelos AR(p) e ARMA(n,n—1), respectivamente (DATTEO
et al., 2018)).

Zhang, Ju e Wang (2018]) aplicaram modelos AR para processos estocasticos que represen-
tassem a forca do vento na andlise de sistemas de torres de transmissao de energia, acoplando
tal analise com o programa ANSYS. Avci et al| (2021) fizeram uma revisao da literatura de
varios estudos onde sao empregados modelos de séries temporais para detectar danos baseado
em vibracoes em estruturas civis.

Por fim, Wang, Beer e Ayyub| (2021)) fazem uma revisdo da literatura de varios métodos
empregados na analise de confiabilidade dependente do tempo para estruturas em deteri-
oragao, citando apenas os trabalhos de [Samaras, Shinzuka e Tsurui| (1985) e Hu e Mahadevan
(2017) quando se trata do uso de modelos de séries temporais na andlise de confiabilidade
estrutural dependente do tempo, indicando que esse ramo (do uso de modelos ARMA envol-

vendo o célculo da Py) ainda tem muito a ser explorado.



3 Analise de confiabilidade

Estruturas civis sao projetadas e executadas para garantirem bem estar, conforto e seguranca
aos seus usuarios durante toda sua vida 1til, ou seja, até o fim do periodo de funcionamento
para o qual foi projetada. No entanto, existem fatores que ameacam a seguranca estrutural,
como por exemplo, a resisténcia da estrutura que pode diminuir no decorrer do tempo devido
aos impactos de condigbes naturais ou operacionais. Assim, uma analise da seguranca da
estrutura no decorrer do tempo ¢é importante para que seja avaliado seu risco de colapso ou
se a mesma necessita de reparos.

Ademais, muitas cargas tém seus valores de frequéncia e/ou magnitude modificados com
o passar do tempo, por exemplo as cargas de trafego, vento, sismicas, entre outras. Esse
conjunto de fatores indicam a importancia de avaliar a confiabilidade estrutural do ponto
de vista probabilistico e, ndo apenas, do ponto de vista deterministico. A anélise do ponto
de vista probabilistico pode ser realizada, principalmente, com o uso de variaveis aleatorias

e/ou de processos estocésticos, ambas descritas a seguir.

3.1 Variaveis aleatdrias

3.1.1 Conceitos iniciais

Como o préprio nome sugere, variqvel aleatoria (VA) é uma varidvel que pode assumir di-
ferentes valores dentro de um espago amostral. Definindo X(w) (ou apenas X) como uma
variavel aleatoria e €) o espaco amostral contendo todos os possiveis valores de um expe-
rimento aleatério w, onde para cada realizacao do experimento aleatorio w é atribuido um
nimero real z, a probabilidade P[.] que o valor de X seja menor ou igual a um nimero
real qualquer z é dada pela fun¢do de distribuicdo acumulada de probabilidade (FDA) Fx(x)
(DITLEVSEN; MADSEN, [1996; MELCHERS; BECK] 2018):

Fy(z) = P[X < 1] (3.1)

Uma das maneiras de representar a frequéncia que os valores de X aparecem em uma

determinada amostra é através da fun¢do densidade de probabilidade (FDP) fx(z):

. Plr< X <z+ AX]
fx() = Al)lcrgo AX
sendo assim, a FDP é a derivada da FDA:

(3.2)
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fx(r) = o (3.3)

Com isso, para calcular a probabilidade de um valor X ser menor ou igual a um valor z,

pode-se relacionar a FDA com a FDP por:

Fx(z) = P[X <z]=P[X € (—o0,z]] = /ﬂﬁ fx(z)dz (3.4)

O valor esperado E[.] ou média ux (ou apenas p) de uma varidvel aleatéria X é definido

como (DITLEVSEN; MADSEN| 1996; MELCHERS; BECK] 2018)):

ux = E[X] = /_ Oofo($)d$ (3.5)
ou entao por:
px = B[ X] = /Qa:fx(x)dzx (3.6)

em que €) é o espago amostral ou o suporte de fx(z). Embora as Equagoes e repre-
sentem uma média ponderada dos possiveis valores de X, ela nao fornece informacao sobre
a dispersao dos valores de X com relagao a média p. Para isso, definindo os momentos
de ordem k (Equacao de uma varidvel aleatoria e seus respectivos momentos centrais
(Equagao , respectivamente, por:

E[X" = /Ql’kfx<l’>dl’ (3.7)
BIX = )'] = [ (o= ) xla)do (3.5)

é possivel quantificar a dispersao dos dados através da varidancia (Var), igual ao quadrado

do desvio padrao (DP) ox (ou apenas o) e calculada por:

Var(X) = E[(X - px)?] = / (& — pix 2 fx () = 0% (3.9)

A dispersao dos dados pode ainda ser representada de maneira adimensional, através do
coeficiente de variagdo (CV):

CV ==, (3.10)

o
1
caso p # 0.

Nos casos onde no mesmo problema existam varias variaveis aleatorias, é possivel que as

mesmas sejam independentes entre si, ou seja, que o valor de uma VA nao tenha influéncia
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ou dependéncia sobre o valor da outra. Para duas variaveis aleatérias X e Y, por exemplo,

a condicao de independéncia entre as mesmas é definida por:

PIX <uz,Y <y|] = P[X <z|P[Y <y (3.11)

e a funcao conjunta de distribuicao cumulativa de probabilidades e a funcdo conjunta de
densidades de probabilidades sao dadas, respectivamente, pelas Equacoes e

Fxy(xz,y) = P[X <z, <y] (3.12)
o2
fav(a,y) = ) (313

As funcoes conjuntas de distribuigao cumulativa e de densidade de probabilidade refletem
a probabilidade das variaveis X e Y atingirem, conjuntamente, valores menores que x e
y, respectivamente. Baseado nas Equacoes e pode-se calcular ainda, em valores
absolutos, a covariincia (Cov) ou, como medida adimensional, o coeficiente de correlagao

(Corr) entre as VA, dadas por:

Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)] (3.14)
Corr(X,Y) = w (3.15)

Mais detalhes da formulagao matematica mostrada neste item podem ser encontrados em
Ditlevsen e Madsen (1996|) e Melchers e Beck! (2018)).

3.1.2 Problema geral de confiabilidade

No problema bésico de confiabilidade, a estrutura tem uma resisténcia R e esta sujeita a uma

solicitagao S. Para isso, temos trés possiveis cendrios:

e Cenario I: R > S - Situacao em que a parcela de resisténcia estrutural é maior que a

solicitacao, resultando em uma estrutura segura;

e Cenario II: R = S - Nesse caso temos que o valor da solicitacao é igual ao da resisténcia,

estando a estrutura no seu limite de seguranca;

e Cendrio III: R < S - Situacao em que a solicitagao é maior que a resisténcia, significando

que a estrutura esta colapsada.
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Adotando X = {R, S} como varidveis aleatérias, define-se a func¢dao de estado limite g(X)

do problema como:

gX)=R-S (3.16)

onde ¢g(X) = 0 indica o limite de falha ou a equagdo de estado limite, g(X) > 0 indica que
a estrutura estd segura (regiao segura) e g(X) < 0 indica que a estrutura colapsou (regidao
de falha). Um exemplo é apresentado na Figura [l| com X = {X;, X5} sendo duas varidveis

aleatorias, e fx(X) a funcdo densidade de probabilidade conjunta dessas duas varidveis.

g(X)<0

Regido de falha

g(X)>0

Regido Segura

@
=

///-\

Fungdo estado limite

f (X) = constante

Figura 1 — Exemplo de funcao de estado limite g(X)

Com isso, a probabilidade de falha ps do problema ¢é dada por:

m—Pmm<m—/

9(X)<0

fr(x)dx = ; fo(x)dz, (3.17)

onde Dy indica o dominio de falha da funcao ¢(X).

3.2 Processo estocastico

O problema geral de confiabilidade, representado na Equacao [3.16} é de suma importancia e
representa varios problemas da Engenharia, mas nao abrange as situacoes em que solicitagao
e/ou resisténcia, por exemplo, variam com o tempo. Caso a func¢ao de estado limite seja
invariante no tempo, a probabilidade de falha é constante e calculada pela Equagao No
entanto, a equagao de estado limite pode variar no tempo e uma andlise de confiabilidade

dependente do tempo se torna necessaria.
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Abordagens baseadas na andlise de confiabilidade dependente do tempo tém sido forte-
mente usadas na pratica da engenharia, incluindo situagoes para (WANG; BEER; AYYUB|
2021):

e determinacao da vida 1util baseada em confiabilidade de estruturas que sofrem deteri-

oracgao;
e avaliacao e otimizacao relacionadas ao custo durante a vida 1til em projetos estruturais;
e criar estratégias de manutencoes;
e analisar sistemas em séries com varios estados limites;

e avaliar situagoes onde ocorrem, ao longo do tempo/espaco, variagoes de temperaturas,

cargas do vento atuantes em edificacoes e em pontes, entre outros.

3.2.1 Conceitos iniciais

Em um determinado experimento aleatorio, pode-se atribuir a cada realizacao w do experi-
mento uma fungao z(w,t) variando no tempo. O conjunto de fungoes X (w,t) assim criado
é chamado de processo estocdstico (PE) (LOeVE, 1977; MADSEN; KRENK; LIND, (1986}
SHRIRYAEV, |1995; DITLEVSEN; MADSEN| [1996]). Com o intuito de evitar qualquer con-
fusao na definicao e notacao do processo estocastico com o de variavel aleatoria e de uma
funcao no tempo, na Tabela , adaptada de |Beck! (2019), explicam-se as diferencas entre cada

uma delas.

Tabela 1 — Diferenca entre processo estocastico com outros termos similares

Situagao Notagao utilizada Significado
w et varidveis  X(w,t) ou X(t) processo estocastico
w variavel, t fixo X(w) ou X variavel aleatéria
w fixo, t varidvel — z(w,t) ou z(t) fungao do tempo
w fixo, t fixo z(w,t) ou z numero real

Um exemplo grifico é apresentado na Figura [2| onde é apresentada uma realizagao do
processo estocastico X (t) ao longo do tempo ¢. Para cada instante ¢, atribui-se uma média
p(t) e um desvio padrao o(t). No entanto, para um tempo ¢ = ¢; fixo, o0 processo estocéstico
X(t) se comporta como uma variavel aleatéria com média u(t;) e desvio padrao o(t;), ou
seja, para cada tempo t fixo e constante, a dependéncia temporal nao existira e o processo

estocdstico se comportara como uma variavel aleatoria.
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50

Processo Estocastico X(t)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

tempo t

Figura 2 — Realizagao de um processo estocéstico X (t)

Com relagao aos parametros dos PE, a média p(t) (ux(t)) ou valor esperado E[X (t)] de
um processo estocastico X (t) é dada por (LOeVE, 1977, MADSEN; KRENK; LIND| [1986;
SHRIRYAEV] |1995; DITLEVSEN; MADSEN| 1996):

—+00
BIX(@) =n(t) = [ ahe.t)ds (318)
com fi(x,t) representando a funcao densidade de primeira ordem definida como:
8F1 (iIZ’, t)
t) = ——— 3.19
file,t) = =2 (3.19)

e Fi(x,t) sendo a distribuigdo cumulativa de primeira ordem do processo X (t) e calculada

por:

Fi(z,t) = P{X(w,t) < x}] (3.20)

Manipulando a Equacao [3.18 pode-se encontrar um momento de ordem k do processo
estocastico X (t) por:

—+00

E[X(1)F] = p*(t) = / 2* i (z, t)dx (3.21)

—00

Vale ressaltar novamente que, baseado nas caracteristicas apresentadas na Tabela[l], para
um tempo ¢ fixo, o processo estocastico X (¢) se comporta como uma varidvel aleatéria. Além
disso, algumas simplificagoes podem ser feitas para os processos estocasticos com o intuito,
principalmente, de facilitar a formulacao matematica e resolucao do problema. O processo

pode ser considerado estaciondrio quando a sua funcao densidade nao depende do tempo, ou
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seja, fi(z,t) = fi(z) (SHRIRYAEV] [1995)). Substituindo fi(z,t) por fi(z) na Equacao[3.18

tem-se que:

EIX(1)] = p(t) = /_ e h@)dz = ¥t € [0.7] (3.22)

indicando que, para um intervalo de tempo [0, 7] analisado, a média u(t) do processo es-
tocastico X (t) estaciondrio é constante e nao depende de t. Consequentemente, o mesmo
ocorre para o desvio padrao o(X (t)) e variancia Var(X(t)), os quais permanecem com valo-
res constantes para qualquer valor de ¢ (SHRIRYAEV] [1995; MELCHERS; BECK| 2018|):

Var(X(t)) = 0% vt € (0,7 (3.23)
Assumindo que X (t) é um processo estocdstico estacionério, o nivel de correlacao entre

os valores de X (t,) e X(t,) em dois instantes de tempo t,,t, € [0,7], depende apenas da

diferenca 7 = t, — t, e é calculada pela fun¢do de autocorrela¢io Rxx(tq,tp):

Rxx(ta,ty) = E[X(t) X (tp)] (3.24)

e a fungao de autocovariancia Cxx (tq,t,) de X () corresponde a covariancia de X (t,) e X (¢p)

dada por:

Cxx(ta; ty) = E[(X(ta) = p(ta) (X (8) = p(t0))] = Rxx(ta; ) — pu(ta)p(th) (3.25)

como T = t, — t, e para processos estacionarios a média u(t,) = p(ty) = p = constante,
adotando t, = tet, = t+7, para Vt € [0,T], as Equagoes e podem ser representadas

por:

RXX(ta;tb) = Rxx(t,t + T) = RX)((T) = E[X(t)X(t + 7')]

(3.26)
CXX(tmtb) = Cxx(t,t+ 7') = CXX(T) = RXx(T) — ,u2

indicando que, para processos estocasticos estacionarios, ambas fungoes de autocorrelacao
Rxx e de autocovariancia C'xx dependem apenas do valor de 7, ou seja, da distancia entre
os dois instantes t, e t; analisados.

Nesta tese, por convencgao, para processos estocasticos estacionarios, onde o valor da
fungao de autocovariancia depende apenas do valor de 7, serd usado (1) para indicar o valor

da autocovariancia entre dois valores t, e t, com 7 = t, — t,, ou seja:

Cxx(17)=Cxx(t,t+71)=~(t,t+71)=~(7) (3.27)
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Além da autocorrelagao e autocovariancia, pode-se calcular ainda o coeficiente de auto-
correlagdo p(T) para processos estocésticos, que indica a correlagao linear entre dois valores
de X (t) com uma distancia 7 entre eles e é calculado por (SHRIRYAEV] [1995; MELCHERS;
BECK, [2018)):

o(7) = pltt+7) = % (3.28)

Como o desvio padrao é constante para processos estacionarios, tem-se que o(t) = o(t +
T) =0, e p(7) é entdo calculado como (SHRIRYAEV, |1995; MELCHERS; BECK| [2018):

_ Cxx(1) ()
p(T) - 02 - 7(0)

com p(7) variando entre —1 e +1, onde p(7) = —1 indica uma dependéncia linear negativa (ou

(3.29)

inversamente proporcional linearmente), p(7) = +1 indica relagao perfeitamente proporcional
linearmente e p(7) = 0 se traduz em nenhuma correlagao linear entre ambos valores.
Usualmente, percebe-se que com o aumento da distancia 7, a dependéncia entre dois
valores X (t) e X(t + 7) vai dimuindo (em médulo) e, consequentemente, diminui o valor do
coeficiente de autocorrelagao p(7). Por ser amplamente utilizado na literatura, o coeficiente

de autocorrelagao p(7) adotado nesta tese foi do tipo exponencial quadratica, definido por:

p(At,a) = exp {— (gﬂ, (3.30)

o
com « sendo o comprimento de autocorrelacao e At a distancia entre dois instantes de tempo
(ou o passo do tempo).

Definindo lag como a distancia entre dois pontos, por exemplo, lag = 1 indicando que
estao sendo analisados os pontos em t; e ¢;,1, lag = 2 indicando que estao sendo analisados
os pontos em t; e t; o, € assim sucessivamente, um exemplo grafico do comportamento deste
tipo de coeficiente de autocorrelagao do tipo exponencial quadratica é apresentado na Figura
Bl percebendo-se que, com o aumento dos lag, a dependéncia linear vai diminuindo cada vez

mais.

3.2.2 Problema geral de confiabilidade dependente do tempo

Analisando entao o problema de confiabilidade dependente do tempo, nos casos onde a re-
sisténcia R(t) da estrutura e as cargas aplicadas S(t) sdo caracterizadas como processos es-
tocasticos e X(t) = {R(t),S(t)}, a equagdo de estado limite é definida para qualquer tempo
t por:

9(X(t)) = g(Y, X(?), 1) = g(R, 5,t) = R(t) — 5(t) (3.31)
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Figura 3 — Exemplo do comportamento do coeficiente de autocorrelacao do tipo exponencial
quadratica

onde Y representa as varidveis aleatdrias e X (t) representa os processos estocdsticos envol-
vidos no problema indexado no espaco t. Nesta tese, para simplificar a notacao empregada,
serd utilizado apenas g (ou g(z)) para representar a func¢do de estado limite para varidveis
aleatérias (ou nos casos de t constante) e g(X(t)) (ou g(t)) para processos estocasticos (de-
pendentes do tempo t).

Assumindo que g < 0 representa a falha do problema, tem-se a probabilidade de falha

instantanea py para um instante de tempo ¢ fixo dada por :

py(t) = Plg(X(t)) < 0]. (3.32)

onde a py, pelo fato de adotar ¢ fixo e constante, se torna equivalente a Equagao pelo
fato do processo estocastico se comportar como uma variavel aleatoria. Por outro lado, a
probabilidade de falha no intervalo de tempo [t, t5], conhecida também como a probabilidade

de falha acumulada Py(t;,t2) , é calculada por:

P(ty,ty) = P[3T € [t1,t2]|g(X (7)) < 0]. (3.33)

As probabilidades de falha instantanea p(t) (Equagao ¢ e acumulada Py(tq,t2)
(Equagao podem ser calculadas de duas maneiras principais: baseado em técnicas
de amostragens ou pela integragdo da taxa de falha dependente do tempo (DITLEVSEN;
MADSEN;, [1996; ANDRIEUD-RENAUD; SUDRET; LEMAIRE{ 2004)).

Abordagens computacionais baseadas na integracao da taxa de falha, por exemplo os
métodos PHI2 (ANDRIEUD-RENAUD; SUDRET; LEMAIREL [2004) , PHI2+ (SUDRET]
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2008), JUR/FORM (HU; DU} 2013b)), TRPD (JIANG et al., [2014)), iTRPD (JIANG et al.,
2018) e NEWREL (GONG; FRANGOPOLJ [2019), primeiro calculam a taxa de falha para
cada instante de tempo na analise e depois integram em todo o intervalo de tempo da analise,
resultando na probabilidade de falha dependente do tempo. Esses métodos sao vantajosos
principalmente devido a sua eficiéncia computacional, tendo em vista que o cédlculo da taxa
de falha para cada instante de tempo reduz o problema a uma andlise de confiabilidade in-
dependente do tempo. Consequentemente, abordagens eficientes baseadas no FORM podem
ser empregadas. No entanto, esses métodos tém algumas limitagoes com relacao a precisao
nos resultados. A primeira limitagdo vem do fato de que o FORM pode nao ser preciso em
algumas circunstancias frequentemente encontradas na pratica (por exemplo, os casos onde
sao adotadas equagoes nao lineares). Além disso, a integragao da taxa de falha produz um
limite superior para a probabilidade de falha (DITLEVSEN; MADSEN| |1996). Mesmo que
esse limite superior seja frequentemente muito preciso (ou seja, préximo a probabilidade de
falha real), isso pode nao ser verdade em algumas situagoes, devido a mesma simplifacagao
do modelo ser aplicada a diferentes situacoes sem prévia anélise.

Tomando como base o processo Poisson, que pode ser entendido como um processo de
contagem no tempo N (t), contando o nimero de incidentes que ocorrem aleatoriamente em
um tempo t. Vale salientar que as func¢oes N(t) sdo cumulativas com saltos 1 a cada vez que
ocorre tal fenomeno esperado (por exemplo: quando o valor da solicitagdo S ultrapassa, ou
cruza, uma determinada resisténcia R).

Para se trabalhar com Processo de Poisson, o célculo da probabilidade de falha P;(0,T)
em um intervalo [0, 7] pode ser estimada por P;(0,7) = vT, onde v indica a taxa de falha,
ou seja, a taxa de passagens ou cruzamento pela barreira limite do problema, e T representa
o tempo final da analise. Cabe ressaltar que equagao de P;(0,T") pode ser usada caso a taxa
de falha seja constante. Mais detalhes envolvidos no célculo da Pf(0,7) envolvendo a taxa
de falha pode ser visto em [Beck| (2019).

Outra abordagem para resolver problemas de confiabilidade dependente do tempo é em-
pregando técnicas de amostragens, tal como Simulagdo de Monte Carlo (ROSS, 2006; [RU-
BINSTEIN; KROESE] 2008; KROESE; TAIMRE; BOTEV] |2011). No entanto, para aplicar
essas técnicas de amostragens na analise de confiabilidade dependente do tempo, primeiro
é necessario modelar o processo estocastico usando representac¢oes em série (por exemplo,
o EOLE, OLE, KL (LI; KIUREGHIAN]| [1993)) ou através dos modelos de séries temporais
(por exemplo, o AR, MA, ARMA, ARIMA (CRYER; CHAN| 2008)).

As representacoes em série permitem gerar um conjunto de possiveis caminhos ou tra-
jetorias para os processos estocasticos usando técnicas de amostragens padroes. Como ocorre
em geral, técnicas de amostragens sao menos eficientes, principalmente do ponto de vista

computacional, que as abordagens baseadas no FORM. No entanto, essas técnicas sao con-
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vergentes para os valores reais da probabilidade de falha (ROSS|, 2006; RUBINSTEIN; KRO-
ESEL 2008, KROESE; TAIMRE; BOTEV], 2011]). Isto significa que a precisao dos resultados
pode ser melhorada com o aumento do tamanho da amostra. Consequentemente, técnicas de
amostragens sao frequentemente vistas como escolhas robustas quando o custo computacional
envolvido nao se torna um problema, por exemplo, quando o tamanho da amostra requerido
nao ¢ exageradamente grande ou quando o cédlculo da resposta do modelo nao requer um alto
custo computacional.

Neste contexto, observou-se que ambas abordagens da taxa de falha e de técnicas de
amostragens sao importantes ferramentas na analise de confiabilidade dependente do tempo.
A proposta de usar a taxa de falha é frequentemente a tnica escolha vidvel para problemas
com alto custo computacional, enquanto que técnicas de amostragens podem ser preferiveis
quando o esforco computacional nao é um problema. Neste trabalho, o foco é para abordagens

baseadas em técnicas de amostragens, via Simula¢ao de Monte Carlo (SMC).

3.3 Simulacdo de Monte Carlo

3.3.1 Problema independente do tempo

Nos problemas independentes do tempo, as probabilidade de falha da Equacao e
podem ser calculadas via simulagao de Monte Carlo. Para isso, uma maneira mais usual de

representar essa probabilidade de falha é dada por:

pr = / 1(g(2)) fu(x)da, (3:34)

sendo 2 o dominio ou suporte da fungao f,.(z) e I a fun¢ao indicadora definida como

{I(g(x)) =0, se g(x) >0 (3.35)

I(g(z)) =1, se g(x) <0
Note que a funcao indicadora simplesmente diferencia os casos onde seu argumento é negativo

ou nao. Por este motivo, I(g(x)) indica se ocorre falha ou nao.
Substituindo a Equacao [3.5 na Equagao [3.34] chega-se a:

pr = / I(g(2)) fo(x)dz = BT (g(X))], (3.36)

indicando que a probabilidade de falha py de um sistema ¢é igual ao valor esperado da fungao
indicadora de g(X).
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Realizando um ntumero total de simulagoes ng; para cada variavel aleatéria do problema,
a Equacao m pode ser estimada pela p; usando Simulagao de Monte Carlo dada por
(MELCHERS; BECK, |2018):

Ngi

prbe= o> Ho(e) = (337
na qual ns indica o niimero de simulagoes onde g(z) < 0. Em outras palavras, a probabilidade
de falha pode ser calculada a partir da razao entre a quantidade de simulagoes ny onde o
sistema falha e o total de simulacoes ng; realizadas.

Graficamente, para um exemplo de duas varidveis aleatorias X; e Xy e representando
cada simulagao pelo simbolo +, como mostrado na Figura [l a simulagdo de Monte Carlo
estima a py como a razao do nimero de simulacoes que estao na regiao de falha do sistema

g(x) < 0 sobre o nimero total de simulagoes.

g(X) <0

Regido de falha

g(X)>0

Regido Segura

g(X) =

Fungdo estado limite

f (X) constante

Figura 4 — Exemplo da aplicacao da simulagao de Monte Carlo.

A variancia e o coeficiente de variagao do estimador p; sao calculados, respectivamente,
por (MEDEIROS, [2018)):

pr(1—py)

N

OV, = %}]ﬁﬂ _ /% (3.39)

onde o coeficiente de variacao C'V pode ser entendido como o erro envolvido na simulagao

Var[ps] = (3.38)

de Monte Carlo no célculo da probabilidade de falha ps. Vale ressaltar que o esfor¢o compu-
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tacional e a precisao do método de Monte Carlo estao diretamente ligados a quantidade de
simulagoes realizadas ng;. Autores como [Melchers e Beck| (2018) recomendam que, como nos
problemas de engenharia geralmente a probabilidade de falha é na ordem de 10~ ou 107,

serao necessarias em torno de 10° a 107 simulagoes para estimar com precisao o valor da py.

3.3.2 Problema dependente do tempo

No caso da probabilidade de falha acumulada Py(t1,t2) (Equagao , a mesma também
pode ser calculada via simulacao de Monte Carlo. Para isso, primeiro é feito uma discretizacao
do intervalo de tempo [0, 7] em N instantes, onde 7" é o tempo final, obtendo-se N tempos
t; = (i—1)At, comi = 1,..., N indicando a posigao e At = % o passo de tempo considerado
na discretizacao em que a funcao de estado limite serd avaliada.

Nesta tese, adotou-se a falha como um problema de primeira passagem, ou seja, a falha
do sistema ocorre a partir do instante ¢y em que o valor de g(¢f) < 0. Por exemplo, tomando
como base a situagao da Figura , tem-se que o processo estocéstico X (t) cruza pela primeira
vez uma barreira limite do sistema no tempo ty = 3, instante este que ocorre a primeira falha
do sistema. Assim, mesmo X (¢) assumindo valores menores que a barreira limite logo apés
o instante ¢y = 3, assume-se que a estrutura ja estd colapsada a partir do momento em que

o valor de X () ultrapassou a barreira limite pela primeira vez. Com isso, considera-se:

{g(X(t)) >0 para 0<t<ty (3.40)

g(X(t) <0 para t;<t<T

¢
o

(tf; X(tf) ) = (3; 62.90)

‘ ‘\/\WAVAWAW\’\/A\/\/A\J\/\[\
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tempo t

~N
o

D
o

N
o

w
o

Processo Estocastico X(t)
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barreira limite

Figura 5 — Exemplo de problema de primeira passagem

Baseado nisto, para calcular o nimero de falhas entre os tempos [¢;;¢;41], um contador

ki+1 é usado e armazena a quantidade de falhas relacionadas ao intervalo [t;;¢;41], tal que
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todos os contadores k,,, comn = i+1, ..., N sao incrementados sempre que a funcao de estado
limite é violada pela primeira vez. Assumindo ky como o nimero de falhas no tempo t = 0,
a probabilidade de falha acumulada P; pode ser estimada por ﬁ’f e calculada via SMC no
intervalo [0, 7] por (MELCHERS; BECK] 2018):

_ k Nk,
Py(0,T) = Py(0,T) = 2ot Zunza fr. (3.41)

Ngi
com k,, sendo o contador ou o numero de falhas no instante n.

Contudo, na Figura [5| esta representado apenas uma trajetéria do processo estocéstico
X(t). Com o uso da SMC, na maioria dos problemas de engenharia, sdo necessarias amos-
tras com 105 — 107 trajetérias (ou simulagoes) para a estimativa da probabilidade de falha
(MELCHERS; BECK, [2018)).

No caso de problemas independentes do tempo, para o célculo da ps, apenas a geracao de
uma amostra com 10% — 107 valores para a varidvel aleatéria é necessério, tendo em vista que
o tempo nao é levado em consideracgao (ou é constante). No entanto, para problemas depen-
dentes do tempo, serd necessério cerca de 10® — 107 valores para cada tempo t; discretizado,
pois neste caso o tempo € levado em consideragao.

Usando como exemplo a Figura [6] percebe-se que cinco trajetérias do mesmo processo
estocdstico sao simuladas para que, posteriormente, sejam realizadas as andlises das g(X (¢))
e dos contadores k,, em todos os tempos t; discretizados.

A geracao das trajetorias do PE sao pontos chaves na analise de confiabilidade dependente
do tempo, tendo em vista que é a partir das mesmas que toda a andlise de confiabilidade
sera realizada e o custo computacional para gerar, por exemplo, 10° — 107 trajetérias pode
tornar o modelo proibitivo.

Ademais, essas simulagoes devem representar, o mais fiel possivel, as caracteristicas do
processo estocéstico original X (), principalmente com relagdo aos valores da média pu(t),
desvio padrao o(t) e autocorrelagao p. Caso as trajetdrias simuladas tenham caracteristicas
diferentes do processo estocastico original, a andlise de confiabilidade é defeituosa pois o
processo estocastico original nao esta sendo fielmente representado. Logo, o processo de
amostragem esta sujeito a erros estatisticos.

Para gerar essas trajetérias do processo estocédstico, na literatura os métodos mais utili-
zados sao os baseados nas expansoes em série, entre eles o Karhunen-Loéve (KL ), estimativa
linear 6tima (OLE) (do inglés, Optimal Linear Estimation) e a expansao da estimativa li-
near 6tima (EOLE) (do inglés Ezpansion Optimal Linear Estimation) (LI; KIUREGHIAN]
1993). Entre esses, percebe-se amplamente na literatura um maior uso pelo EOLE na
andlise de confiabilidade estrutural dependente do tempo (LI; KIUREGHIAN| 1993} [ZHANG;
ELLINGWOOD, 1994; HAWCHAR; SOUEIDY; SHOEFS, 2015, HAWCHAR,; SOUEIDY:
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Figura 6 — Exemplo de 5 trajetérias do processo estocéstico X ()

SHOEFS| 2017 ZHANG; GONG; LI, 2021} [KROETZ et all [2020; [PELLIZZER et all

2020)), tornando este um dos métodos mais utilizados na academia e que sera apresentado no
Capitulo [4

Alternativamente ao EOLE, como proposta deste trabalho, focou-se em gerar tais tra-
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jetorias via modelo de séries temporais ARMA, mostrando que resultados equivalentes podem
ser obtidos com representagoes de séries temporais. Assim, é uma importante contribuicao
tendo em vista que modelos de séries temporais tém uma formulacao matematica simples e
sao amplamente empregados na pratica. Além disso, comparacoes detalhadas entre resulta-
dos obtidos com ARMA e EOLE nao foram encontrados na literatura, exceto pelo estudo de
Kroetz, Medeiros e Torii (2020)).

Devido as suas caracteristicas, empregar séries temporais para andalise de confiabilidade
dependente do tempo pode ser vantajoso em comparacao ao EOLE em alguns casos. Neste
trabalho, apenas processos estacionarios foram considerados, o caso de nao estacionariedade
deve ser investigado em futuras pesquisas. O fluxograma da Figura [7] apresenta como é feito
o calculo da probabilidade de falha acumulada para processos estocasticos via simulagao de
Monte Carlo.

ﬁaracteristicas do Processo Estocastico X(t): \ ﬁs ng; trajetdrias do processo estocastico \

* u®)ea(t) podem ser geradas, por exemplo, pelos

* Intervalo [0, T] métodos:

e Discretizagdo do tempo em N instantes

e Passodotempo At = ﬁ :> * Karhunen-Loéve (KL);

* Escolha dos N instantes t; = (i — 1).At, *  Estimativa Linear Otima (OLE);

comi=1,..,N * Expansdoda E’st.imativa Line.ar Otima (EOLE);

* Escolha do tipo de fungdo autocorrelagdo p * Modelos de Séries Temporais
\ [ DEFINICAO DO PROCESSO ESTOCASTICO \ [ SIMULACAO DAS TRAJETORIAS DO PE
/ [ CALCULO DA P; ] [ CALCULO DA EQUACAO DE ESTADO LIMITE

Assumindo o problema como falha a primeira
passagem, para cada trajetéria e para todos os
tempos t;, analisa-se a equagdo de estado limite

Calculo dos contadores de falhas kg e ky, ,
paran=1,..,N

o — < ::l 9(X ().
Estimativa da P(0,T) = P¢(0,T) por: Definindo t; como o primeiro instante onde a
N equacdo g(X(ti)) <0, tem-se:
’P;(O, T) = ko + Xn=1kn « g(X(t))>0para0<t; < tr

\ T J k g(X(ti))<0para tr<t; <T j

Figura 7 — Célculo da probabilidade de falha acumulada via simulagao de Monte Carlo



4 Expansido da Estimativa Linear Otima

Um ponto crucial na hora de aplicar métodos baseados em simulacoes para problemas de-
pendentes do tempo é na obtengao das amostras (ou trajetorias) para o processo estocastico.
Nesta tese, o método utilizado como padrao, para validar os resultados via modelos de séries
temporais, foi a expansao da estimativa linear 6tima (EOLE) (do inglés Ezxpansion Optimal
Linear Estimation), criado por |Li e Kiureghian| (1993) e se tratando de um dos métodos
mais usados atualmente para esta finalidade. Cabe ressaltar que o EOLE é uma extensao do
método da estimativa linear étima (OLE) (do inglés, Optimal Linear Estimation), também
desenvolvido por |Li e Kiureghian| (1993)).

Ademais, como serd visto, para implementacao e célculo do EOLE, que pode ser usado
em processos estacionarios e nao estacionarios, dados amostrais do fendmeno analisado nao
sao requeridos, necessitando-se apenas dos valores da média pu(t) e desvio padrao o(t) do
processo estocastico, além da fungao de autocorrelagao p.

Considerando um processo estocéstico X (w,t) (ou X (t)), o mesmo pode ser representado
por métodos baseados em expansoes em série, como o OLE e EOLE. Para isso, o processo es-
tocéstico é exatamente representado como uma série envolvendo variaveis aleatorias e fungoes
deterministicas. Logo, uma aproximacao X (w,t) (ou X (t)) pode ser obtida pelo truncamento
desta série (LI; KIUREGHIAN] (1993).

O procedimento matematico do OLE e EOLE sao descritos e explicados minuciosamente
no trabalho de|Li e Kiureghian| (1993)). No entanto, a seguir serdo apresentados os principais
pontos, retirados do trabalho de [Li e Kiureghian| (1993), para a obtencao das equacoes finais
desses métodos.

Assumindo o vetor x = {X(¢1),..., X (tx)} como o conjunto de X (¢) para cada tempo ¢
fixo, onde o vetor dos tempos discretizados é dado por t = {t1,...,tx}, a aproximagao X (t)

é definida como uma funcao linear do conjunto de valores de x através de:

N

X(w,t) =alt)+ Y bi(t)xi (4.1)

i=1

ou na forma matricial:

~

X(w,t) = a(t) + b’ (t)x (4.2)

onde N indica o nimero de pontos envolvidos na aproximagao. As fungoes a(t) e b(t) sao

determinadas através da minimizagao do erro da variancia Var [X (t)— X (t)] em cada ponto

do vetor t, desde que X (t) seja um estimador de X (t) na média, ou seja:
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min Var [X(t) —X(t)} , WteQ (4.3)

sujeito a

.ﬂx@—i@ﬂzo (4.4)

A partir da condi¢ao apresentada na Equagao[£.4]e usando o valor da Equagao .2} resulta

que:

u(t) = a(t) + bT (V) Elx] = a(t) + b (t)pa, (4.5)

onde ¢é possivel isolar e encontrar o valor de a(t) pela relacao:

a(t) = u(t) — b7 (t)p, (4.6)

Com isso, o erro da variancia é dado por:

Var|[x(t) - X(t)] = B[(X(6) - )?(t))g] (A7)

e através de manipulacdo matematica, chega-se a (LI; KIUREGHIAN] [1993)):

N N N

Var [X(t) - )?(t)] = o2(t) — 2 bi(t)Cou [X(t), Xi] +5°5 bi)b, (6)Cov [X Xj] (4.8)

i=1 i=1 j=1

O problema de minimizacao é entao resolvido ponto a ponto para b;(t). Assim, fazendo

a derivada parcial da Equacao com relagao a b;(t) e igualando a zero, tem-se:

N
_va{X(ﬂ,XJ4—§:bﬂtﬂ?mﬂxhx4 —0,Vi=1---.N (4.9)
j=1
ou na forma matricial:
_ZX(t)X + EXXb<t) =0 (410)
e ainda por:
b(t) = E;&t)x Zixx (4.11)

onde ¥, é a matriz covariancia de x e Yx), a matriz covariancia de X (t) com x. Assim,
usando o valor de b(t) da Equacao .10 a(t) da Equacao 4.6 e substituindo ambos valores
na Equacao [1.2] a estimativa linear 6tima (OLE) finalmente resulta em (LI; KIUREGHIAN]|
1993):
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Kw,t) = () + S, Sk (x — ) (4.12)

A partir do OLE, [Li e Kiureghian (1993) criaram uma extensdo deste método usando
uma representagao espectral para o vetor de varidveis x. Com isso, assumindo que X (t) é
Gaussiano, a decomposicao espectral da matriz covariancia X,, de x = {X(¢1),..., X(tn)}

¢é dada por:

=+ ) VAG(@)6 (4.13)

onde {&,71=1,--- , N} sao varidveis aleatdrias normais padroes independentes & ~ N(0,1)

e (¢, \;) sdo os autovetores e autovalores da matriz covariancia X, encontrados por:

Lax®i = Aiti (4.14)
Substituindo as Equacoes e na Equacao (4.2)), obtém-se:

Kw,t) = (u(t) = b7 (0)p, ) + b7 (8) (12, + Z Vgi())) (4.15)
podendo ser resumida a:

~

X (w,t) = p(t) + b (t) Z\/—& &; (4.16)

=1
Em seguida, substituindo a Equacao na Equagao[d.7)e realizando todo o procedimento
matematico apresentado em |Li e Kiureghian| (1993), obtém-se a expressao do X (w, t) através

do método da expansao da estimativa linear étima (EOLE):

R0 = () + 3 e 0 (4.17)

Por fim, como é usualmente representada nos trabalhos académicos, a aproximacao via
EOLE é calculada pelo truncamento da série da Equacao e, em funcao da matriz auto-

correlagao, da média e do desvio padrao do processo estocastico, é dada por:

R(et) = ute) +00 Y 26T ) (419

onde p(t) é amédia e o(t) o desvio padrao do processo estocastico original, & (w) sdo varidveis
aleatorias normais padroes independentes, ¢; e A; sao os autovetores e autovalores da matriz

autocorrelacao A;; = p(t;,t;). O ntmero de termos r é a ordem da expansao. Cabe ressaltar
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que a ordem da expansao ¢ limitada ao nimero méaximo de instantes N empregados na
discretizacao, ou seja, r < N.

O algoritmo do EOLE se mostrou eficaz e de simples implementacao computacional, por
isso seu uso nesta tese para efeito comparativo com modelos de séries temporais. Entre
as diversas aplicagoes do EOLE pode-se citar, por exemplo, que o mesmo foi empregado
na criagdo dos métodos FOSA (HU; DU, 2014), t-PCE e TV-PCA-SPCE (HAWCHAR;
SOUEIDY; SHOEFS| 2015 HAWCHAR; SOUEIDY; SHOEFS| 2017), AMPPT (ZHANG;
GONG; LI, [2021), além de ter sido utilizado em |Kroetz et al.| (2020]), junto com a técnica
kriking, em problemas de otimizacao de risco dependente do tempo. Um fluxograma é apre-
sentado na Figura |8 mostrando as principais etapas para implementacao e calculo de uma

trajetéria do processo estocastico via EOLE.

[ Sem dados historicos amostrais ]

|

~

(Dados de entrada
Média e desvio padrdo do PE: u(t) e a(t)
Intervalo de tempo: [0, T]
Discretizacdao do tempo em: N instantes
Comprimento de Autocorrelacdo: a
\Célculo da fungdo autocorrelagdo: p (Eq. 3.30)/

v

(Célculo do EOLE \
Quantidade de termos da expanséo: r
Montagem da matriz autocorrelagdo: A;; = p(t;, t;)
Célculo dos autovalores e autovetores da Matriz A: 4; e ¢;
Gerar r valores para a varidvel aleatéria normal padréo e independente: &
\Célculo da estimativa do processo estocastico: X (w, t) (Eq. 4.18) /

v

[Geragéo de uma trajetéria do PE pelo EOLE]

Figura 8 — Obtencao da trajetoria do processo estocastico pelo EOLE



5 Séries Temporais

Conforme detalhado nos materiais de [Box e Jenkins (1978)) e |Cryer e Chan| (2008), a seguir
serao apresentadas algumas caracteristicas dos modelos de séries temporais.

Com o histérico de dados, podemos tracar um grafico com esses valores ao longo do tempo
e, posteriormente, fazer algum tipo de regressdo (ex: regressao linear simples) para saber a
tendéncia da série (se vai aumentar ou diminuir no decorrer do tempo, por exemplo).

Para se construir um modelo ideal, alguns passos devem ser seguidos, conforme sugeridos
em Box e Jenkins (1978]) e Cryer e Chan| (2008), como a identificacao, determinagao da forma
e diagnostico do modelo adotado. Vale ressaltar que a escolha do modelo ideal nao ¢ trivial,
com isso, algumas tentativas e testes devem ser realizados com o intuito de se chegar ao mais
préximo possivel do modelo real.

Na parte de identificagao, o modelo deve ser escolhido baseado na sua natureza e compor-
tamento, podendo este ser corrigido no decorrer do processo de construgao da série temporal.
Com relacao a forma do modelo, esta consiste em encontrar os parametros desconhecidos
dentro do modelo dado.

A dltima parte é a do diagndstico, ja com o modelo especificado e estimado, direciona-se
o foco a andlise da qualidade do modelo criado. Caso o modelo se ajuste bem aos dados
coletados e as suposigoes fisicas/mateméticas estejam coerentes, conclui-se que a modelagem
estd completa e o modelo pronto para ser usado, por exemplo, na estimativa de valores
futuros. Caso contrario, deve-se repetir todo o processo de escolha e calculo do modelo.

Definindo um modelo de série temporal {X () : t = 0,+1,£2,...} e sabendo que X (t) é
um processo estocastico, entao todas as propriedades e caracteristicas relacionadas a média,
desvio padrao, covariancia etc., vistas anteriormente para processos estocasticos, também

servem aqui para o caso de séries temporais, inclusive as condigoes de estacionariedade.

5.1 Conceitos iniciais

5.1.1 Tendéncia

Em uma série temporal geral, a média p(t) da série pode variar (crescendo ou diminuindo)
no decorrer do tempo t. Caso a média u(t) varie proporcionalmente no decorrer do tempo,
tem-se as chamadas tendéncias. Caso a média p(t) seja constante durante toda série, tem-se
as chamadas séries estacionarias (CRYER; CHAN]| 2008]).

A tendéncia é definida como um movimento previsivel, baseado nos dados historicos,
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de sua trajetéria no decorrer do tempo. A partir do histérico das observagoes da série,
uma das técnicas utilizada para identificar a tendéncia é a regressao linear simples, onde os
dados histéricos sao usados na formulagao da reta que indica a direcao da tendéncia, como
exemplificado na Figura [0] para o nimero de passageiros de uma empresa no decorrer do

tempo.

Passageiros — eeeeceee. Linha de Tendéncia

7.E+05
6.E+05
5.E+05
4.E+05
3.E+05

2.E+05

N2 Passageiros

0.E+00
jan/49 mai/50 set/51 fev/53 jun/54 nov/55 mar/57 ago/58 dez/59 abr/61

tempo

Figura 9 — Exemplo de tendéncia e linha de tendéncia

5.1.2 Sazonalidade

A sazonalidade de uma série é caracterizada pela repeticao ciclica de um comportamento
periodicamente, ou seja, um comportamento que se repete constantemente a intervalos fixos
de tempo. Na Figura [L0| é apresentado um exemplo de comportamento sazonal de medicoes
da temperatura média mensal de um objeto exposto ao ambiente, notando-se que o compor-
tamento se repete a cada ano.

Vale acrescentar ainda que o comportamento sazonal também pode estar atrelado a uma
tendéncia. Na Figura[9] por exemplo, nota-se um comportamento sazonal com uma tendéncia

de alta do nimero de passageiros a cada ano (que varia baseado nas estagoes anuais).

5.1.3 Estacionariedade

A situagao de estacionariedade é definida quando a média u(t) = p do processo é constante
durante todo o tempo ¢, ou seja, as observagoes do processo variam em torno da média cons-
tante. Essa condicao pode ser assumida na pratica a partir de vasto histérico de observagoes

passadas.
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Temperatura (°C)

80
70
60
50
40
30
20
10

0
jan/49 mai/50 set/51 fev/53 jun/54 nov/55 mar/57 ago/58 dez/59 abr/61

tempo

Figura 10 — Exemplo de comportamento sazonal da temperatura média mensal

Um exemplo de processo estaciondrio ¢ apresentado na Figura onde o valor de uma

forga é apresentado durante 1500 dias, variando em torno da forca média de 6000 N. No

entanto, cabe ressaltar que, na pratica, isso faria parte de um histérico de varios anos de

medigoes.

1.E+04

1.E+04

1.E+04

8.E+03

Forga (N)

6.E+03

4.E+03

2.E+03

0.E+00

125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250 1375 1500

tempo (dias)

Figura 11 — Exemplo de um processo estocastico estacionario

Nesta pesquisa, optou-se por usar a estacionariedade em todas as andlises e calculos

realizados, nao sendo utilizados processos estocasticos com tendéncias ou comportamentos



CAPITULO 5. SERIES TEMPORAIS 38

sazonais.

5.2 Modelos de séries temporais

Os modelos de séries temporais servem para estimar, assim como o EOLE, um processo
estocdstico original X (t) por uma estimativa X (t) através dos modelos: Autoregressivo (AR)
(do inglés Autoregressive), Média Mével (MA) (do inglés Moving Average), Autoregressivo
de Média Mével (ARMA) (do inglés Autoregressive Moving Average) e o Autoregressivo
Integrado Média Mével (ARIMA) (do inglés Autoregressive Integrated Moving Average)

5.2.1 Modelo Autoregressivo - AR(p)

Como o proprio nome sugere, modelos autoregressivos sao regressoes sobre eles mesmos.
Especificamente, um processo estocastico X (¢) pode ser estimado por X (¢) usando um modelo

AR(p) de ordem p através de:

AR(p) : X(t) —p=1(T1 — p) + a0 — p) + -+ (T — 1) + & (5.1)

onde ;i é a média constante, ¢, = N(0,02) é um ruido branco Gaussiano com média zero e
desvio padrao igual a o, {¢1, @2, ..., pp} 880 0s parametros a serem estimados e x; sao valores
amostrais passados. Em outras palavras, o processo estocastico X (¢) é uma combinagao
linear dos p valores {z;_1,--- ,2:_,} passados mais recentes ponderados pelos pesos ¢, sendo
adicionado um termo € que deve considerar o ruido (ou “aleatoriedade”) na previsao atual,
usualmente adotado como um ruido branco (white noise).

Por exemplo, temos que os modelos AR(1) e AR(2) s@o representados, respectivamente,

por:

AR(1) :
AR(2) :

(t) —p=wi1(ri1 — p) + &

(t) — K= 301(.7315_1 — ,u,) + @2(1}—2 _ M) 1 e (52)

Dy <)

5.2.2 Modelo Média Mével - MA(q)

Diferentemente do AR que usa combinagao linear dos p valores passados, o modelo M A(q)
¢ uma combinagao linear de (¢ + 1) sinais de ruidos ¢, aleatérios e independentes entre si.
Os ruidos podem ser entendidos como a diferenca entre o valor verdadeiro de um processo
estocdstico em um instante ¢ e seu correspondente valor estipulado. O modelo M A(q) estima

o processo estocastico X (t) por :
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MA(q) : )?(t) —p=r6€ — 0161 — Os6_o- -+ — Oye1_, (5.3)

onde {0y,6s,....,0,} e & = N(0,02) sdao os parametros a serem estimados. A nivel de exem-

plificagao, temos que os modelos M A(1) e M A(2) sao representados, respectivamente, por:

MA(1) :
MA(2) :

(t) —p =€ — 01644

(5.4)
(1) = =€ — 0161 — Og64

>y <)

5.2.3 Modelo Autoregressivo de Média Mével - ARMA(p,q)

O modelo autoregressivo de média mdvel, como o préprio nome sugere, é formado pela
combinagao dos modelos AR(p) (usando os p valores {x;_q,---,x:_,} passados) e MA(q)
(usando os ¢+ 1 ruidos/erros {¢, - - - , &, } passados), formando entao o modelo ARM A(p, q)

¢ encontrando X () como:

ARMA(p,q) : )A((f) —p=pr(ra —p) A op(Tep— p) F e — i — - = Ogerg (5.5)

onde i é a média temporal constante do processo, ¢; = N (0, 02) é um ruido branco Gaussiano
com média zero e desvio padrao igual a o, {¢1, @2, ..., p} € {01,064, ...,0,} sdo os parametros
a serem estimados. Como forma de exemplificar, o modelo ARMA(1,1) e ARMA(2,2)
estimam X (t) por:

ARMA(1,1) : )/f(t) —p =1z — p) + e — 0164

(5.6)
ARMA(Q, 2) . X(t) — U= (xi—l - M) + QOQ(ZEZ‘_Q — /JJ) + € — 91615—1 — 9261&—2

Cabe ressaltar que, devido a adocao de processos estocasticos estaciondrios, nesta tese
foi usado apenas o modelo ARM A(p, q) quando se tratar de modelo de série temporal. No
entanto, mesmo nao tendo sido o foco desta pesquisa, caso o processo estocéstico seja nao

estacionério, pode-se utilizar o modelo autoregressivo integrado média mével - ARIMA (p,d,q)
(CRYER; CHAN] 2008; [BOX; JENKINS| [1978)).

5.2.4 Modelo Autoregressivo Integrado Média Mével - ARIMA(p,d,q)

O ARIM A(p, d, q) pode ser entendido como a combinagao do ARM A(p,q) com uma parte
integrada I(d), que serve justamente para derivar/integrar ’d’ vezes o processo estocastico
original, convertendo o problema nao estacionario em um problema estacionario, resolvendo-o

posteriormente pelo préprio modelo ARM A(p, q).
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Com isso, um processo estocdstico X (¢) pode ser estimado via modelo ARIM A(p,d, q)
se a d-6sima derivada W (t) = V21X (t) é um processo estaciondrio ARM A(p, q). Assim, se
o processo estocastico W (t) segue um modelo ARM A(p, q), diz-se que X (t) é um processo
ARIMA(p,d,q). Para situagoes préticas, recomenda-se usar d = 1 ou, no méaximo, d = 2
(CRYER; CIAN]| 2008; BOX; JENKINS, [1978).

Como meio de exemplificagao, o processo estocastico X (t) pode ser estimado pelo modelo
ARIMA(p,1,q) através da equagao:

ARIMA(p,1,q) + (X(t) = 21-1) — i) =1 (T1-1 — Tema — 1) + p2(T1oa — Tyog — 1) + -+ +
Pp(Timp = Tpp1 — p) T & — b1 — - — gerg
(5.7)
Mesmo nao tendo sido usado nesta tese, percebe-se que processos nao estacionarios podem
ser representados via modelos de séries temporais do tipo ARIMA(p,d,q) e que, apds a
d—ésima derivada, recai em um modelo ARMA(p,q). Assim, o modelo ARMA (p,q) foi usado
em todos os exemplos neste trabalho, tendo em vista que, em trabalhos futuros, a adocao de

processos nao estacionarios podem ser analisados, indiretamente, através desses modelos.

5.3 Condicoes de Estacionariedade e Invertibilidade

Os modelos de séries temporais AR, MA e ARMA sao usados na representacao de proces-
sos estaciondrios, com isso, algumas condigoes matematicas devem ser satisfeitas a fim de
garantir a sua estacionariedade. Segundo Box e Jenkins (1978) e (Cryer e Chan (2008), a
verificagao da estacionariedade do modelo ARM A(p, q) pode ser feito através da andlise con-
junta das equagoes caracteristicas dos modelos AR(p) (¢(B)) e MA(q) (0(B)). As equagoes

caracteristicas ¢(B) e #(B) sao representadas, respectivamente, por:

AR(p) 1 p(B) =1 — 1B — paB* — p3B% —--- — ¢, B? = 0

(5.8)
MA((]) . Q(B) = 1-913-&232—9333—"' _quq =0

Com isso, tem-se que o modelo AR(p) é estaciondrio se e somente se todas as raizes da sua
equagao caracteristica ¢(B) estiverem fora do circulo unitério, ou seja, que as raizes excedam
a unidade em mdédulo. Similarmente ao que ocorre no modelo AR(p), para o modelo M A(q)
a condicao de invertibilidade é alcancada desde que todas as raizes da equacao caracteristica
0(B) sejam maiores que um em modulo, garantindo assim, indiretamente, a estacionariedade
do modelo M A(q).

Consequentemente, para que o modelo ARM A(p, q) seja estaciondrio, tanto a condigao

de estacionariedade para o modelo AR(p) quanto a de invertibilidade para o M A(q) devem
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ser satisfeitas conjuntamente, ou seja, todas as raizes (denominadas aqui por v) das equagoes
caracteristicas ¢(B) e 0(B) apresentadas na Equagao devem ser maiores que a unidade
em moédulo. (BOX; JENKINS, [1978; (CRYER; CHAN| |2008)).

5.4 Obtencdo dos pardmetros do ARMA(p,q)

Com a escolha do modelo de série temporal do tipo ARM A(p, q), o préximo passo é escolher
a ordem (p, q) do modelo e, posteriormente, encontrar todos os coeficientes ¢ e 6. Para isso,

antes de encontrar tais valores, é necessario definir se o problema analisado é:

e Com dados histéricos amostrais, ou seja, problemas onde observagoes passadas
de séries temporais sao conhecidas, por exemplo: medicoes passadas de forca, tem-
peratura, pressao, deslocamento, entre outros. Esta situacao onde modelos de séries
temporais sao empregados a partir de observacoes passadas é, sem duvidas, a mais em-
pregada nos trabalhos académicos e em situagao préaticas (SOHN; FUGATE; FARRAR|
2000; FUGATE; SOHN; FARRARI 2001; SOHN; FARRAR) 2001; [OWEN et al., 2001}
OMENZETTER; BROWNJOHN| 2006; [CARDEN; BROWNJOHN] [2008; ZHENG;
MITAL [2008; HU; MAHADEVAN| 2017, ZHANG: JU; WANG, [2018; DATTEO et al.|
2018)). Ademais, nos casos onde nao se tem diretamente essas observages passadas,
autores como Hu e Mahadevan| (2017)) geraram amostras inicias com o uso de softwares
de analise estrutural, a fim de partir do pressuposto que o problema sera analisado com
o uso de dados histéricos. Ao invés de gerar amostras inicias via softwares estruturais,
outra possibilidade vista foi em usar amostras iniciais via modelo EOLE (KROETYZ;

MEDEIROS; TORIL, [2020));

e Sem dados histéricos amostrais, ou seja, quando o problema nao possui observagoes
passadas. Nesses casos, os unicos valores conhecidos do processo estocdstico sao:
a média p(t), desvio padrao o(t) e tipo de funcao de autocorrelagdo p. Trabalhos

académicos nao foram encontrados na literatura com esse tipo de situacao.

A seguir sera apresentada a metodologia tradicional empregada para encontrar os parametros
do ARMA quando se tem dados histéricos amostrais e, posteriormente, a metodologia alter-
nativa utilizada neste trabalho para os casos quando nao sao conhecidos dados histéricos do

fenomeno analisado.
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5.4.1 Obten¢do dos parametros do ARMA(p,q) a partir de dados histéricos

amostrais
5.4.1.1 Anélise da Fungdo Autocorrelacao e Fun¢do Autocorrelacdo Parcial

As ordens p e ¢ podem ser encontradas a partir do comportamento da funcao do coeficiente
de autocorrelagao p(k) (ACF) (do inglés Autocorrelation Function) e da funcdo parcial de
autocorrelacao pir (PACF) (do inglés Partial Autocorrelation Function).

Conforme apresentado no item [3.2.1, a ACF pode ser entendida como o nivel de de-
pendéncia linear de uma variavel em dois pontos distintos no tempo. Para séries temporais
estaciondrias, a autocorrela¢ao entre quaisquer duas observagoes depende apenas do Lag (in-
tervalo) de tempo 7 = (ty — t1) entre eles, ou seja, a ACF mede o nivel de dependéncia linear
da série no tempo t, em relagao ao valor em t;, considerando também a dependéncia das
observagoes nos tempos intermedidrios entre [tq, to].

Na presenga de dados histéricos amostrais com N valores {x1, o, ..., 2y }, média T e desvio

padrao o, a ACF amostral p(k) é calculada para um lag k dada por:

N — _

p(k) = N —
21T —T)

e usando a relagao da Equacao [3.29) para processos estocésticos, a fungao autocovariancia

,para k=0,1,2,--- /N — 1. (5.9)

~(k) é dada por:

y(k) = p(k)o* ,para k=0,1,2,---  N. (5.10)
Para uma série temporal estaciondria X (¢), além da ACF, pode-se calcular também o
valor da PACF, definida por pyj para um lag k. A PACF ¢é dada como a correlagao entre
duas observagoes x; e ;4 separadas por k lags, sem levar em consideracao a dependéncia
dos elementos intermediarios, ou seja, é a autocorrelagao entre x; e x4, removendo-se a
dependéncia linear de cada {1, ..., Ty1p_1}-
Segundo [Cryer e Chan| (2008)), uma das maneiras de obter o valor da PACF é a partir dos
valores da ACF p(k). Com isso, para um dado lag k e usando as equagoes de Yule- Walker,

a PACF amostral py . é calculada por:

1 p(1) p2) ... plk—1) P11 p(1)
P('l) 1 P(.l) & p(k — 2) y ,02.,2 _ P(:Q) (5.11)
pk—1) plk—2) pk—3) ... 1 D p(k)

Com os resultados da ACF e PACF, é possivel estimar qual o melhor grau p e ¢ da série

temporal, além de sugerir qual o melhor tipo de modelo (AR, MA ou ARMA) a ser usado.
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A seguir na Figura[12] tem-se um exemplo do grafico da ACF e PACF para uma amostra da

velocidade do vento.

Sample Autocorrelation Function
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Figura 12 — Valores da ACF e PACF para uma amostra da velocidade do vento

Segundo o comportamento da ACF apresentada na Figura [12] percebe-se que ACF tem
um decaimento gradativo e os dados possuem uma autocorrelagao linear significativa até o
lag 2 e, apds esse valor, a autocorrelagao é praticamente nula. Logo, os 2 valores (em t;_; e
t;_o) anteriores a um tempo qualquer ¢; sdo significativos para a determinagao de um valor
da velocidade do vento no tempo t;. Com relacdo ao comportamento da PACF, nota-se que
a mesma tem um decaimento de maneira gradativa.

A Tabela[2] adaptada de|Cryer e Chan| (2008), sugere qual a ordem (p e ¢) e qual tipo de
modelo de série temporal (AR, MA ou ARMA) sao recomendados para o problema analisado
a partir dos graficos da ACF e PACF. Para o comportamento da ACF/PACF mostrado na
Figura [12| e com base na Tabela [2| uma estimativa seria o uso do modelo M A(2).

Contudo, cabe ressaltar que essas estimativas de graus e tipos de modelos devem ser ava-

liados apds a sua construcao, pois nao sao definitivas, a fim de avaliar se o0 modelo adotado
representa fielmente o modelo real. Como praticas para avaliar a qualidade desses modelos,

pode-se usar outro método complementar a analise da ACF/PACF ou entao pode ser calcu-
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Tabela 2 — Escolha da ordem p e ¢ baseada na ACF e PACF

AR(p) MA(q) ARMA(p,q)
ACF Decai gradualmente  Desprezivel apds lag q Decai gradualmente
PACF Desprezivel apés lag p Decai gradualmente  Decai gradualmente

lado a média, desvio padrao e fungao de autocorrelacao das simulagoes geradas pelo modelo
de série temporal e comparadas as do processo estocédstico original.
Um método alternativo a andlise da ACF/PACF é o critério da informagao Bayesiana

(BIC) (do inglés, Bayesian Information Criterion), que usa o valor da funcao likelihood.

5.4.1.2 Bayesian Information Criterion

Para encontrar os graus p e ¢ do modelo ARMA, segundo [Box e Jenkins (1978) e |Cryer e
Chan| (2008) outros métodos alternativos a analise da ACF/PACF podem ser usados, entre
eles o método baseado no critério da informacao Bayesiana.

Proposto por Schwarz (1978)), através do BIC os graus (p,q) do modelo sao variados e
vérias combinagoes sao avaliadas. Para cada combinacao (p, ¢) é calculado o valor BIC' dado

por:

BIC = —2log[L(p, 0, i1,02)] + alog(N) (5.12)

onde a é o nimero de parametros a serem estimados, N é o niimero de observagoes da amostra
e L(p,0,p,0%) é o valor maximo da funcdo likelihood, definida como a densidade conjunta
das N observacoes dados os ”a” parametros. Com os valores da funcao BIC calculados para
diferentes combinacoes de p e ¢, seleciona-se a combinacao que resulte em um menor valor

desta funcao.

5.4.1.3 Fungao Likelihood

A fungao likelihood L(p,0,1,0?) usada no cdlculo do BIC, serve para estimar todos os
parametros (¢, 6, u e 02) desconhecidos do modelo ARM A(p,q). Uma das vantagens de
usar a funcao likelihood é que todas as informagcoes dos dados historicos sao usadas, ao invés
apenas de usar o primeiro e segundo momento, como fazem outros métodos. A principal des-
vantagem ¢é que deve ser feito o uso da funcao densidade probabilidade conjunta, tornando-o
custoso do ponto de vista computacional em alguns casos (CRYER; CHAN| [2008).

Assim, para um modelo ARM A(p, ¢) com um conjunto de observagoes x = {x, -+ ,zny_1,ZnN},

2

) s@o encontrados através de algoritmo de otimizagao para que

os parametros (¢, 0, p e o

maximizem a funcao likelihood L dada por:
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N
L(p,0,102) = |

com ¢; sendo obtido da Equacao [5.5] e dado por:

e = (x(t) = p) —pr(T1 — p) — - — pp(Trp — p) +her1 + -+ ey

e

1 —€¢
\/Fagexp{ﬁ} (5.13)

(5.14)

Outros critérios usados para estimar a ordem e os parametros dos modelos ARMA podem

ser encontrados em [Schwarz (1978|) e |(Cryer e Chan| (2008), como por exemplo o critério da
informagaoAkaike (AIC), o AIC corrigido (AICc), AIC consistente (CAIC), Ljung-Box Q-
test, Hannan-Quinn criterion(HQC), entre outros. Um resumo da utilizagdo da ACF/PACF,
fungoes BIC e likelthood é apresentado na Figura [13]

[ Dados histéricos amostrais ]

|

[ Gerar as ACF e PACF amostrais. ]

A 4

Estimar qual o melhor tipo de modelo
entre 0 AR(p), MA(q) e ARMA(p,q).

Estimar qual a melhor ordempeq.

Gerar  véarias  combinagdes
aleatdrias de valores para p e .

L 2

( - L ™\
Usar algoritmo de otimizacdo e encontrar
0s parametros (¢, 0, g, (1) que maximizem
a funcéo likelihood L (Eq. 5.13) para cada
\combmagao depe q.1 )
( )
Calcular o wvalor BIC para cada
combinacdo p e q (Eq. 5.12).
.

:

N
Selecionar o valor de (p,q) e (¢, 0,0, 1)

J/

Vs

para o menor valor de BIC.
\ J/

Figura 13 — Obtencao dos parametros do ARMA a partir de observacoes amostrais

5.4.2 Obten¢do dos pardametros do ARMA(p,q) sem dados histéricos amostrais

No casos onde nao se tém dados histéricos amostrais do fenéomeno envolvido, sendo esta

a situacao usual nos trabalhos académicos voltados a andlise de confiabilidade estrutural

dependente do tempo e a utilizada pelos principais métodos que geram amostras estocasticas
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(como o KL,,OLE e EOLE), os tinicos valores disponiveis do processo sao a média yu(t), desvio
padrao o(t) e a funcao de autocorrelagao p(7).

No entanto, modelos de séries temporais sao geralmente empregados e calculados consi-
derando que observagoes/medigoes histéricas sao disponiveis (CRYER; CHAN]| [2008; BAO;
HAO; LI, 2013; [CARDEN; BROWNJOHNI 2008; [YAO; PAKZAD| 2013} [HU; DU 2014}
ZHANG; JU; WANG, [2018; [HU; MAHADEVAN| 2017; /AVCI et al [2021)). Por esta razao,
com o objetivo de estimar os parametros do modelo ARMA usando apenas os valores de p,
o e px(t;, tj) , empregou-se nesta tese um procedimento alternativo.

Uma primeira alternativa consistiu em simular trajetoérias de processos estocésticos usando
EOLE ou softwares de andlise estrutural e, posteriormente, aplicar as técnicas padroes usadas
na criagdo de modelos de séries temporais, conforme mostrado na Figura [I3] No entanto,
observou-se que a precisao desta abordagem é afetada pelo erro amostral no uso do EOLE
(KROETZ; MEDEIROS; TORII, 2020)). Por esta razao, esta alternativa nao é recomendada,
a0 menos que seja estritamente necessaria.

Uma segunda possibilidade, mais precisa que a primeira, é obter os parametros dos mo-
delos ARMA através da resolugao do problema de otimizagao: Encontrar os parametros ¢;,

0;, 0. que:

minf(cp,@,ae) = ”7 —7(9079#7@)” (515)

sujeito a

onde ||.|| representa a norma Euclidiana do vetor, 7 é o vetor de autocovariancias do processo

estocastico original:

v = {p(0), p(t1), p(t2)..., pltn)}o?, (5.17)

considerando cada instante de tempo analisado t; e % o vetor de autocovariancia do modelo
ARMA com parametros (¢, 8,0.). Desde que o processo seja assumido como estaciondrio,

o vetor das autocovariancias ¥ do modelo ARMA pode ser obtido resolvendo o sistema de

equagoes lineares (BROCKWELL; DAVIS| [1991; CRYER; CHAN]| [2008):

(k) — o7k —1) — - — 0,5k —p) = o2 Z 0V, , V0 <k <max{p,q+1}
k<j<q
(k) =7k =1) = =7k —p) =0, ¥V k > max{p,q + 1}
(5.18)

com
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U= > oe¥n =0, ¥0<j <max{p,g+1}

0<k<j

0<k<p

(5.19)

com 6y =1, 6; = 0 para j > q, ¢; = 0 para j > p, 7(0) = 0% e J(k) = 5(—k).

Note que a funcao objetivo da Equacao [5.15) mede a diferenca entre o vetor da auto-
covariancia verdadeira v (Equagao e um resultado 7 (Equacao em funcao dos
parametros (¢, @, 0.) do modelo ARMA. As restri¢oes da Equagao m, por outro lado, ga-
rantem que o modelo ARMA seja estacionario e invertivel durante o processo de otimizagao.

Neste caso, 1; sao as raizes das equagoes

{Qp(x):1—901$—902l’2—903$3—"'—SOpxp:O

(5.20)
0(55) :1—91$—92x2—93x3_..._gqxqzo

e € > 0 é um pequeno parametro de relaxamento, usado para evitar instabilidades computa-
cionais. Note que o modelo ARMA ¢ estaciondrio e invertivel se | 1; |> 1 (BOX; JENKINS|
1978; [CRYER; CHAN; 2008). O parametro de relaxamento é empregado para transformar
esta condicao na declaracao padrao de problemas de otimizacao que considera restricoes do
tipo < ou >, por razoes tedricas. Nesta tese adotamos ¢ = 10719,

O problema de otimizagao da Equagao[5.15foi resolvido usando a fungao fmincon do MA-
TLAB e o algoritmo SQP (Sequential Quadratic Programming). Os valores iniciais de todos
os parametros desconhecidos (¢;0;0,) foram iguais a (107°;107°; 50), respectivamente. O
critério de convergéncia adotado foi de uma diferenca de 10~!3 entre dois resultados consecu-
tivos. Um fluxograma mostrando as etapas para obtengao dos parametros do ARM A(p, q)

sem dados histéricos amostrais adotado nesta tese é apresentado na Figura
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Sem dados histéricos amostrais

(Dados de entrada \

Média e desvio padrdo do PE: u(t) e a(t)
Intervalo de tempo: [0, T]

Discretiza¢do do tempo em: N instantes
Comprimento de Autocorrelagao: a

Calculo da fungdo autocorrelagdo: p (Eg. 3.30)

\Ordens do modelo ARMA(p,q): peq )

éélculo do ARMA(p.q) \

Usar algoritmo de otimizacdo e encontrar 0s parametros
(¢, 6,0,) que:
min f((P; 0, UE) = ||Y - }_'(‘P; 0, ae)”
sujeito a: Pl =1+¢
Com:
¥Y(@, 0, 0.) = Calculado analiticamente (Eq. 5.18)
y=p.0°
y; = Raizes da Equagdo 5.20
£ = 1071° (Parametro de relaxamento) J

!

Modelo ARMA(p,q) criado (Eg. 5.5)

|

Geragéo de trajetorias via ARMA(p,q)

Figura 14 — Obtengao dos parametros do ARMA sem observagoes amostrais



6 Implementaciao Computacional

No entanto, como o intuito deste trabalho é comparar modelos ARMA e EOLE no contexto
da analise de confiabilidade dependente do tempo, dois diferentes casos de interesse pratico

sao considerados:

e Caso I: quando sdo conhecidos apenas os valores da média u(t) e desvio padrao o(t)

do processo estocastico, além do tipo da funcao do coeficiente de autocorrelagao p;

e Caso II: quando é conhecida ou pré-definida a matriz autocovariancia 7, ou seja, nos
casos onde a matriz autocovariancia ja ¢ dada inicialmente, que pode ser de acordo com
a discretizacao real do problema, a partir de dados histéricos ou até mesmo através de

outros modelos pré-definidos.

6.1 Caso |

No Caso I, foram adotados como valores conhecidos a média u(t) e desvio padrao o(t) do
processo estocastico, além do tipo da funcao do coeficiente de autocorrelacao p, sem neces-
sitar dos dados historicos do problema. Essa abordagem é a mais praticada nos trabalhos
académicos na area de confiabilidade dependente do tempo.

A metodologia de calculo para esta situacao é apresentada no fluxograma da Figura

onde em cada etapa é calculado:

e Dados de entrada: Partindo da suposicao que observacoes histéricas amostrais nao
sao conhecidas, nesta hipotese os dados de entrada sao os usualmente utilizados nos
exemplos da literatura, como a média yu(t) e desvio padrao o(t) do processo estocastico e
tipo da funcao do coeficiente de autocorrelacao p. Dados adicionais para caracterizagao
do problema sao definidos nesta etapa, como o valor do comprimento de autocorrelacao

a, tempo total [0,7] que serd feito a andlise, quantidade de instantes N que serao

T

~—7 ¢ selecionando

usados para discretizar o tempo, dando um passo de tempo At =

os tempos t; = (i — 1)At, com i = 1,..., N;

e Cilculo via ARMA(p,q) e EOLE: Com os dados de entrada definidos, os mode-
los ARMA(p,q) e EOLE sao construidos para, posteriormente, gerar as trajetérias do
processo estocdstico que serao usadas na analise de confiabilidade. O modelo EOLE é
construido baseado no fluxograma da Figura [§e o ARMA(p,q) na Figura
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Sem dados histéricos

Dados de entrada
Média e desvio padrdo: u(t) e a(t)
Fungdo autocorrelagdo: p (Eq. 3.30)

1_1 ARMA(p,q) ===  EOLE ]_l

Ordem do modelo: peq Ordem da expansao: r
/ Calculo do ARMA(.0) ) 1
Encontrar parametros (¢, 8, ¢.) que ( \

Calculo do EOLE

min f(¢,0,0¢) = lly —¥(, 0,00l
Matriz correlagdo: A;; = p(t;, t;)

sujeitoa [Pl =1+¢ i=12,..,(p+q) Autovalores e autovetores da matriz A :
onde: Aieg;

Y(¢.0,0.) = (Eq. 5.18) e (Eq.5.19) Gerar r variaveis aleatérias normais
y = p.a? (Eq. 5.17) independentes: &

; = raizes da (Eq. 5.20)

U
k: 10710 (parametro relaxamento) / \ j
| '

Modelo ARMA(p,q) (Eg. 5.5) Modelo EOLE (Eqg. 4.18)

v

Gerar uma amostra com ng; trajetérias com N pontos

!

Calculo da py e Py

Figura 15 — Fluxograma usado no Caso I

e Geragao das amostras: Apds a construcao do ARMA(p,q) e EOLE, tais modelos
serao usados para gerar, individualmente, todas as trajetérias/amostras usadas na si-
mulacao de Monte Carlo e que serao utilizadas na andlise de confiabilidade dependente
do tempo. A partir das Equagoes (para o EOLE) e[5.5| (para o ARMA) sao geradas
ng trajetérias com cada uma possuindo N valores. Usando como exemplo a Figura

que apresenta uma trajetoria do PE para todos os N tempos usados da analise, na
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prética, serao criados ng; trajetérias como essas tanto para o ARMA(p,q) quanto para
o EOLE;

e Simulacao de Monte Carlo: Com as ng; simulacoes geradas, a analise de confiabili-
dade dependente do tempo é resolvida com o uso da simulacao de Monte Carlo, sendo
usada a Equacao no calculo da probabilidade de falha instantanea py e a Equagao
no calculo da probabilidade de falha acumulada P.

6.2 Caso ll

Na segunda hipotese, adotou-se que uma matriz autocovariancia do problema é totalmente
conhecida. Nesta tese, usou-se a matriz autocovariancia % conhecida a partir de um modelo
ARMA(p,q) pré-definido inicialmente. Vale ressaltar que a matriz autocovariancia pode ser
obtida também a partir de uma amostra de dados reais. Logo, apesar de utilizarmos aqui uma
matriz de autocovariancia conhecida como dado de entrada obtida a partir de um processo
ARMA pré-definido, nao haveria problemas em substituir esta informagao por uma matriz
autocovariancia obtida diretamente através de uma amostra de dados reais.

Para o Caso II, a analise de confiabilidade dependente do tempo foi realizada conforme o

fluxograma da Figura[I6] onde em cada etapa ¢ calculado:

e Dados de entrada: No Caso II, a funcao de autocovariancia & usada na andlise foi
obtida inicialmente a partir de um modelo ARMA(p,q) j& conhecido, ou seja, ¥ =
F(p, 0, 0.) obtida pela Equagao m para um modelo ARMA(p,q) pré-definido. Cabe
ressaltar que 7 poderia ser obtida também, por exemplo, a partir de dados amostrais

ou até mesmo através de uma caracterizagao pré-definida do problema analisado;

e Calculo do ARMA e EOLE: Conforme mencionado na etapa anterior, o modelo
ARMA (p,q) ¢é inicialmente conhecido, entdo néo se fez necessario nenhum calculo adi-
cional relacionado a obtencao dos seus coeficientes. Para o modelo EOLE, com as
matrizes de autocovariancia % e autocorrelacao p conhecidas, calculam-se seus autova-
lores A e autovetores ¢, define-se a quantidade de termos r da expansao, geram-se r
varidveis aleatdrias £ e, por fim, cria-se o modelo EOLE a partir da Equagao [£.18] con-
forme apresentado no fluxograma ds Figura Por conveniéncia, adotou-se a seguinte
nomenclatura para este caso: para um modelo ARMA (p,q=p) inicialmente conhecido,
com "p”sendo a ordem do modelo ARMA, criou-se uma expansao EOLEp. Assim,
usando a matriz autocovariancia de um modelo ARMA(4,4), criou-se um EOLE4. Para
o caso de um ARMA(8,8) inicialmente conhecido, criou-se o EOLES, e assim sucessi-

vamente;
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Com dados historicos

Dados de entrada
Matriz autocovariancia obtida a partir do modelo
ARMA(p,q) : ¥ = 7(9,0,0¢) (Eq. 5.18)

r

\.

—{ ARMA(p,g) J=—d=={ EOLE ]_l

7(‘["9:06)

Fungdo autocorrelagdo: p = e

Ordem da expanséo: r

] Calculo do EOLE

A 4
[ Modelo ARMA(p,q) pré-

Matriz correlagdo: A;; = p(&;, t;)
Autovalores e autovetores da matriz A: 4; e ¢;
Gerar r varidveis aleatérias normais padronizadas: §

v

Modelo EOLE (Eq. 4.18)

definido (Eq. 5.5)

v

Gerar amostra com ng; trajetérias com N pontos

v

Calculo da Py e py

Figura 16 — Fluxograma usado no Caso II

e Geracao das amostras: Com o ARMA e EOLE definidos, tais modelos sao usados
para gerar, individualmente, todas as trajetérias/amostras usadas na simulacao de
Monte Carlo e que serao usadas para a analise de confiabilidade dependente do tempo.
A partir das Equagdes [£.1§ (para o modelo EOLE) e (para 0 ARMA) sao geradas
ng trajetérias com cada uma possuindo N valores. Usando como exemplo a Figura
que apresenta uma trajetoria do PE para todos os N tempos usados da andlise, na

pratica, serao criadas ng; trajetérias como essas para cada modelo;

e Simulacao de Monte Carlo: Com as n, simulagoes geradas, a andlise de confia-

bilidade dependente do tempo é resolvida com o uso da simulacao de Monte Carlo,
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conforme apresentado no item [3.3] sendo usada a Equagao [3.37 no cdlculo da probabi-
lidade de falha instantanea p; e a Equacao no calculo da probabilidade de falha

acumulada Py.



( Exemplos Numéricos

Com o objetivo de avaliar a capacidade de usar modelos ARMA, em comparagao com o
EOLE, em diferentes situagoes para analise de confiabilidade dependente do tempo, cinco
exemplos foram escolhidos e resolvidos usando os dois casos apresentados no Capitulo [0 e
retratando diferentes situagoes da Engenharia. O primeiro exemplo é o problema da barreira
constante usado para calibrar e validar inicialmente os modelos EOLE e ARMA, e de facil
implementagao computacional. O segundo exemplo é um problema de benchmark envolvendo
uma viga sujeita a corrosao, com a carga representada por um processo estocastico. No
terceiro exemplo, temos uma ponte trelicada onde a analise estrutural é realizada via método
dos elementos finitos. No quarto exemplo, apresenta-se um sistema em série de uma treliga
com dois processos estocasticos atuantes. No quinto exemplo, foi usado um poértico plano
de 2 andares com o intuito de simular uma estrutura real e obter pequenos valores para a
probabiliade de falha acumulada.

Vale ressaltar que, em todos os exemplos a funcao de autocorrelacao adotada no Caso
I foi a do tipo exponencial quadratica, definida na Equagao [3.30, e no Caso II foi obtida a
partir de um modelo ARMA conhecido.

No primeiro conjunto de testes foi assumido que as propriedades do processo estocastico
(i.e. funcdo autocorrelagao, média e desvio padrao) sao explicitamente conhecidos, o que
corresponde ao Caso I apresentado na Figura |15, Esses testes foram realizados para avaliar
se os modelos ARMA podem ser calibrados a partir de um processo estocastico explicitamente
conhecido, sem disponibilidade de uma amostra de dados reais do processo, e se os resultados
mostram convergéncia quando comparados ao EOLE.

No segundo conjunto de testes adota-se como conhecidos a média, o desvio padrao e a
matriz autocovariancia do processo estocastico, obtida a partir de um modelo ARMA conhe-
cido, o que corresponde ao Caso II mostrado na Figura[l6] Note que a matriz autocovariancia
pode ser obtida a partir de uma amostra de dados reais e, portanto, esta metodologia pode
ser aplicada em tais situacoes. Esta situacao ¢ importante do ponto de vista prético, pois
modelos de séries temporais sao frequentemente calibrados a partir de dados reais existentes.

Neste Caso II, por conveniéncia, foram utilizados como modelos ARMA iniciais todos
aqueles usados no Caso I. Com isso, neste Caso II, para cada modelo ARMA (p,p) com sua
fungao autocovariancia/autocorrelac¢ao ja conhecida, sendo “p” a ordem do modelo ARMA,
foi construido um respectivo EOLEp e os resultados das probabilidade de falha sao calculados
e comparados. Por exemplo, usando o modelo ARMA(4,4) como conhecido incialmente, o

fluxograma da Figura [16) é realizado, um respectivo EOLE4 é construido e os valores da Py e
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ps sao calculados e comparados via ARMA(4,4) e EOLE4. Para um ARMA(8,8) conhecido,
refaz-se a metodologia da Figura o respectivo EOLES ¢ criado e os valores da Py e py sao
novamente calculados e comparados via ARMA(8,8) e EOLES, e assim sucessivamente.

Em todos os exemplos foram calculados os valores da probabilidade de falha acumulada
P;(0,T) para o tempo final do problema, seguindo o fluxograma de célculo apresentado na
Figura[7] Este procedimento foi adotado a fim de verificar a convergéncia dos resultados da
P; via ARMA e via EOLE, sendo esta probabilidade de falha acumulada um dos parametros
mais importantes na andlise de confiabilidade dependente do tempo.

Ademais, com o intuito de avaliar também a probabilidade de falha em tempos especificos
do problema e, consequentemente, a capacidade de aplicagao de modelos ARMA para esta
finalidade, foi calculada a probabilidade de falha instantanea py (Equacao nos tempos
¢t =0 (tempo inicial), ¢ = £ (tempo intermedidrio) e t = T (tempo final). Vale salientar que,
como foram adotados processos estocasticos estacionarios, para tempos t fixos, os mesmos se
comportam como uma varidvel aleatdria, justificando a utilizagao da Equagao [3.37}

O nivel de incerteza (ou erro) amostral envolvido na simulagao de Monte Carlo, represen-
tado nas tabelas dos resultados por C'V SMC; foi estimado pela Equacao [3.39] ou seja, pelo
coeficiente de variacao, sendo esta férmula usada tanto para a p; quanto para a Pr. Com o
intuito de diminuir este erro de amostragem, adotou-se nesta tese amostras com tamanho da
ordem de 10° e 107, conforme serd apresentado nos exemplos.

A diferenca percentual A entre dois valores p; e p; de uma probabilidade, seja ela p; ou

Py, foi calculada através de:

b —Di

Di

A(%) =

100% (7.1)

sendo p; o valor de referéncia.

7.1 Exemplo 1: Problema da Barreira Constante

No primeiro exemplo foi considerado um processo estaciondrio Gaussiano X (t) com média
i1 = 3, desvio padrao ¢ = 0.3 e comprimento de autocorrelacao av = 0.1. A falha é assumida
quando X (t) ultrapassa uma barreira constante de 3.65. A fungao de estado limite g(t, X)

do problema é:

g(t,X) = 3.65 — X(t). (7.2)

O problema é resolvido para um intervalo de tempo de [0,10] com uma discretizagao

uniforme deste intervalo em 1,000 pontos. Uma expansao com 250 termos foi usada no
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EOLE. O ntimero total de simulacoes em cada analise foi de 107 e quatro modelos ARMA
foram testados: ARMA(4,4), ARMA(8,8), ARMA(16,16) e ARMA(32,32).

7.1.1 Casol

Inicialmente, assumiu-se que a funcao de autocorrelacao, média e desvio padrao do processo
estocastico eram conhecidos e os modelos ARMA e EOLE foram criados como mostrado na
Figura O resultado da Py no decorrer do periodo [0,10] é mostrado na Figura . Os
valores da probabilidade de falha acumulada Py(0, 10) e instantanea pg(t) em ¢t = {0, 5,10}
sao mostrados e comparados na Tabela[3], onde a diferenca relativa é computada usando como
referéncia o EOLE. O erro amostral relacionado a simula¢ao de Monte Carlo (Erro SMC') foi

estimado considerando 107 simulacoes.
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Figura 17 — Evolugao da probabilidade de falha acumulada no tempo (Exemplo 1 - Caso I)

De acordo com os resultados apresentados, percebe-se que os resultados via EOLE e
ARMA sao similares. A diferenca méxima nos valores da P no tempo final da andlise foi
menor que 2.40% e da py, para todos os tempos analisados, foi menor que 1.30%. A partir
desses resultados, pode-se notar que ocorre uma convergéncia dos resultados obtidos via

EOLE e via modelos ARMA usados aqui, pois esta diferenca pode ser considerada pequena
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Tabela 3 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 1 - Caso I)

Pp(0,10)  A* | pr(0)  A* | ps(5)  A* | ps(10)  A*
EOLE 89.158% — 1.512% — 1.520% — 1.518% -
ARMA(4,4) | 91.264% 2.36% | 1.530% 1.18% | 1.534% 0.95% | 1.529% 0.74%
ARMA(8,8) | 90.466% 1.47% | 1.521% 0.57% | 1.522% 0.14% | 1.518% 0.04%
ARMA(16,16) | 90.470% 1.47% | 1.520% 0.51% | 1.517% 0.15% | 1.502% 1.09%
ARMA(32,32) | 90.291% 1.27% | 1.517% 0.34% | 1.516% 0.24% | 1.499% 1.26%
CV SMC 0.01% 0.25% 0.25% 0.25%
* Diferenca computada baseada no valor do EOLE.

dentro do contexto de analise baseada em amostragem. Ademais, devido a pequena diferenca,
para este caso, um modelo ARMA(4,4) seria suficiente para representar tal problema.

Vale ressaltar também que, neste caso, para a Py, o aumento da ordem do modelo ARMA
resulta em uma melhor aproximacao com o EOLE, conforme visto na Figura [18[ através da
diferenca relativa, o que ja era teoricamente esperado, indicando que a medida que aumenta
a quantidade de coeficientes e a ordem do modelo ARMA, obtém-se uma melhor estima-
tiva para (¢, 0, 0.), o erro envolvido no processo de otimizacao (Equagao diminui e,

consequentemente, melhora a qualidade dos resultados.

7.1.2 Casoll

Posteriormente, foi utilizada a matriz de autocovariancia de modelos ARMA ja conheci-
dos. Neste caso, por conveniéncia, usaram-se como modelos ARMA iniciais todos aqueles
usados no Caso I da secao anterior. Com isso, sendo p a ordem do modelo ARMA, para
cada modelo ARMA(p,p) com sua respectiva fun¢ao autocovariancia ja conhecida, foi cons-
truido um EOLEp e as probabilidade de falha instantanea e acumulada sao calculadas e
comparadas. Por exemplo, usando inicialmente o ARMA(4,4) e sua respectiva matriz au-
tocovariancia, foi criado um EOLE4, e assim sucessivamente para o ARMA(8,8) (criando o
EOLES), ARMA(16,16) (criando o EOLE16) e ARMA(32,32) (criando o EOLE32).

Os resultados para P no decorrer do tempo para todos os conjuntos de casos sao apresen-
tados na Figura Os resultados numéricos da probabilidade de falha acumulada Pf(0, 10)
e instantanea py(t) (para t = {0,5,10}) sdo mostrados e comparados na Tabela [4]

A partir dos resultados apresentados na Tabela[d] pode ser visto que os valores via ARMA
e EOLE também sao semelhantes, com uma diferenga méxima de 1.99% nos valores da P
e de 2.51% para a py, entre todos os modelos analisados. Assim como ocorreu no Caso I,
o valor da Py melhora com o aumento da ordem do modelo ARMA, ficando praticamente
constante a partir do ARMA(8,8).

A partir dos resultados para os Caso I e Caso II, é possivel dizer que os resultados via
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Figura 18 — Variagao da diferenca relativa da Pr(0, 10) entre ARMA e EOLE com o aumento
da ordem (p,q) do modelo ARMA (Exemplo 1 - Caso I)

Tabela 4 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 1 - Caso II)

Pp(0,10)  A* | pp(0)  A* | ps(5)  A* | pr(10)  A¥
ARMA(44) | 91.264%  — | 1.530% — | 1534% — | 1.520% —
EOLE4 89.450% 1.99% | 1.505% 1.62% | 1.496% 2.51% | 1.499% 2.00%
ARMA(R) | 90.466%  — | 1.521% — |1522% — |1518% —
EOLES 89.216% 1.38% | 1.507% 0.88% | 1.503% 1.24% | 1.507% 0.71%
ARMA(16,16) | 90.470%  — | 1520% — | 1517% — | 1.502% —
EOLE16 | 89.133% 1.48% | 1.509% 0.71% | 1.506% 0.75% | 1.512% 0.67%
ARMA(32,32) | 90.291%  — | 1517% — | 1516% — | 1.499% —
EOLE32 | 89.095% 1.32% | 1.514% 0.21% | 1.510% 0.39% | 1.508% 0.59%
CV SMC 0.01% 0.25% 0.25% 0.25%

* Diferenca computada com relacdo ao modelo ARMA correspondente.

ARMA e EOLE sao convergentes, tendo em vista que as maximas diferengas encontradas

(2.36% para a Pr(0,10) e 2.51% para todas as py analisadas) estao dentro dos limites padroes

para situagoes onde técnicas de amostragens sao utilizadas, significando que modelos ARMA

podem ser usados, alternativamente ao EOLE, para a andlise de confiabilidade dependente

do tempo partindo de diferentes cenarios iniciais.



CAPITULO 7. EXEMPLOS NUMERICOS 29
1 1
D D
0.8r 08F J
0.6 0.6+ J
a a
04r 0.4+¢ 1
0.2r 1 02+ 1
ARMA(4,4) ARMA(8,8)
—©— EOLE4 —O©— EOLES
0( \ \ \ 0( \ \
0 2 4 6 8 10 0 6 8 10
t
1 1
D D
081 0.8+
0.6 061
& [
04r 0.4+
0.2 1 02f 1
ARMA(16,16) ARMA(32,32)
—O©— EOLE16 —O©— EOLE32
0 : : : - od : :
0 2 4 6 8 10 0 6 8 10

t

Figura 19 — Evolucao da probabilidade de falha acumulada dos modelos ARMA e EOLE
(Exemplo 1 - Caso II)

Ademais, as diferencas encontradas para a Py e p; entre todos os valores do ARMA e

EOLE podem estar relacionadas ainda, por exemplo, a ordem de truncamento da expansao do

EOLE (foi usada uma expansao com 250 termos, dentro de um limite de 1000 termos), baixa

ordem do modelo ARMA (tendo em vista que quanto maior a ordem, aumenta o numero de

coeficientes e melhora a qualidade dos resultados), ao processo de otimizagao para obtencao

dos coeficientes do ARMA (mostrado na Figura , especificamente para o Caso I) e ao erro

de amostragem relacionado a simulacao de Monte Carlo.
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7.2 Exemplo 2: Viga metdlica sujeita a corrosao

Neste exemplo, adaptado de |Andrieud-Renaud, Sudret e Lemaire (2004), tem-se uma viga
sujeita a corrosao e a acao de cargas dependentes do tempo, como mostrado na Figura

Aqui, o problema é de barreira variavel e a funcao de estado limite é definida como

(b(] — 2/<Lt) (ho — 2l€t)20'y (F(t)L pstb0h0L2>
4 T s ’

onde {bg, ho} e L representam a se¢ao transversal e o comprimento da viga, respectivamente.

g(t) = (7.3)

K € a taxa de corrosdo, t é o tempo (em anos), o, é a tensao de escoamento e py é a densidade
do material da viga. A viga estd sujeita a corrosao, com uma profundidade d.(t) de corrosao
no material atuando em todas as faces da viga e aumentando linearmente com o tempo, tal
que d.(t) = kt. A média e o coeficiente de variagdo das varidveis aleatérias e do processo

estocdstico, assim como os valores dos parametros deterministicos da viga, sao apresentados
na Tabela (Bl

Tabela 5 — Parametros e variaveis aleatorias da viga

Parametro Distribuicao Média CV

Forga F' (kN) Processo Gaussiano 6000 3%

Tensao escoamento do ago o, (MPa) Lognormal 240  10%

Largura inicial da viga by (m) Lognormal 020 3%

Altura inicial da viga ho(m) Lognormal 0.04 3%
Taxa de corrosao x (mm/ano) Deterministica 0.10 -
Comprimento da viga L (m) Deterministica 5.00 -
Densidade do ago pg (KN/m?) Deterministica 7850 -

Area corroida

_ ho
_&_ A l bo
ARNERNNRRRNANY

L Aco da Viga

Flw,t) d, (1)

Figura 20 — Representacao da carga no meio da viga, adaptada de |Andrieud-Renaud, Sudret
e Lemaire (2004)

O intervalo de tempo analisado foi de ¢ = [0, 15] anos, discretizados em 1,200 pontos,
usando um comprimento de correlagdo de um més (o = 1/12 ano) e uma expansao de
350 termos no EOLE. Para o ARMA, os modelos ARMA(4,4), ARMA(6,6), ARMA(8,8) e

ARMA(10,10) foram criados. O nimero total de simulagoes em cada andlise foi de 107.
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721 Casol

Inicialmente, os modelos ARMA e EOLE foram criados conforme o fluxograma da Figura
a partir dos valores da média e desvio padrao do processo estocéstico F'(t), além da fungao de
autocorrelagao (Equagao do problema. A evolugao da P; durante o intervalo de tempo
0, 15] anos é mostrado na Figura [21| e os resultados numéricos da Py(0, 15) e da py, para os
tempos t = {0,7.5,15} anos, sdo apresentados na Tabela |§|

0.3 . ;
0.25 + i
0.2+ .
a 0.15F ]
0.1+ i
EOLE
— = ‘ARMA(4,4)
0.05 — = ‘ARMA(6,6) ||
ARMA(8,8)
= = ARMA(10,10)
O 1 1
0 5 10 15

t (ano)

Figura 21 — Evolugao da probabilidade de falha acumulada no tempo (Exemplo 2 - Caso I)

Tabela 6 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 2 - Caso I)

Pf(O, 15) A* pf(O) A* pf(75) A* pf(15) A*
EOLE 28.671% — 0.062% — 0.274% — 0.983% —
ARMA(4,4) | 29.351% 2.37% | 0.064% 2.71% | 0.273% 0.24% | 0.986% 0.39%
ARMA(6,6) | 29.124% 1.58% | 0.063% 1.52% | 0.272% 0.72% | 0.981% 0.18%
ARMA(8,8) | 29.036% 1.27% | 0.063% 1.01% | 0.274% 0.09% | 0.983% 0.01%
ARMA(10,10) | 28.796% 0.44% | 0.063% 0.27% | 0.273% 0.45% | 0.984% 0.15%
CV SMC 0.05% 1.26% 0.60% 0.32%
* Diferenca computada baseada no valor do EOLE.
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De acordo com os resultados apresentados, percebe-se que a diferenca méaxima entre os
valores de Py foi de 2.37% e da py foi de 2.71%. Assim como no Exemplo , o aumento da
ordem do modelo ARMA resulta em uma melhor convergéncia nos resultados desse modelo
quando comparado ao do EOLE para o célculo da Pf(0,15) e também para as p; analisa-
das. Esse fato se deve a uma melhor aproximagao da fungao de autocovariancia (¢, 0, o)
do modelo ARMA (Equagao com a funcao de autocovariancia inicial v do problema
analisado, ou seja, ocorre uma diminui¢cao do erro no processo de otimizagao mostrado na
Figura [I5]

Além disso, o fato de aumentar a ordem (p,q) e incluir mais termos no modelo de série
temporal, resulta que mais valores passados F(t —i), com i = 1,2, ..., max(p, q), serao usados
para estimar o valor de F(t), melhorando a aproximagao deste modelo com o EOLE, conforme
percebido também na Figura 22 através da diferenca relativa da Py(0,15) para ambos os

métodos.
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Figura 22 — Variacao da diferenga relativa da Pf(0,15) entre o ARMA e EOLE com o au-
mento da ordem (p,q) do modelo ARMA (Exemplo 2 - Caso I)
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7.2.2 Caso ll

Para o Caso II, uma matriz de autocovariancia foi adotada como dado de entrada, sendo
esta obtida a partir dos modelos ARMA ja conhecidos e usados no Caso I. Assim, usando
um modelo ARMA(4,4) conhecido e sua matriz de autocoraviancia como dado de entrada,
criou-se o EOLE4 e os valores das probabilidades de falha instantanea e acumulada sao
calculados e comparados, seguindo o fluxograma da Figura[I6l O processo é repetido para os
modelos ARMA(6,6), ARMA(8,8) e ARMA(10,10), tendo os valores da Py e py comparados,
respectivamente, com os valores obtidos via EOLE6, EOLES8 e EOLE10.

Os graficos das Py ao longo do tempo para todos os modelos sao mostrados na Figura
e os valores numéricos para P(0,15) e ps(t) (para t = {0,7.5,15} anos) sao apresentados na

Tabela [Tl
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Figura 23 — Evolucao da probabilidade de falha acumulada no tempo dos modelos ARMA e
EOLE (Exemplo 2 - Caso II)
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Tabela 7 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 2 - Caso II)

Pp(0,15)  A* | pr(0)  A* | pe(75)  A* | pe(15)  A*

ARMA(4,4) 29.351% - 0.064% - 0.273% - 0.986% —
EOLE4 28.643% 2.41% | 0.062% 2.47% | 0.272% 0.53% | 0.970% 1.70%

ARMA(G,6) | 20.124%  — | 0.063% — |0272% — |0981% -
EOLEG6 28.622% 1.72% | 0.063% 0.76% | 0.273% 0.52% | 0.977% 0.37%

ARMA(8,8) 29.036% — 0.063% - 0.274% — 0.983% -
EOLES 28.631% 1.39% | 0.062% 0.98% | 0.275% 0.23% | 0.979% 0.42%

ARMA(10,10) | 28.796% — 0.063% - 0.273% — 0.984% -
EOLE10 28.652% 0.50% | 0.062% 0.26% | 0.275% 0.77% | 0.979% 0.55%

CV SMC 0.05% 1.26% 0.60% 0.32%

* Diferenca computada com relacao ao modelo ARMA correspondente.

Com os resultados apresentados na Tabela [7, nota-se que a diferenca maxima entre os
valores da Py é de 2.41% e para p; é da ordem de 2.47%. Assim como no Exemplo aqui
no Exemplo também ocorreu uma melhor convergéncia dos resultados das Py e py via
EOLE e ARMA com o aumento da ordem deste tltimo método, ocorrendo uma diminuigao
das diferengas méximas para a Py de 2.41% para 0.50% e da py de 2.47% para 0.77%.

Ademais, analisando as Tabelas[0]e[7], as diferencas encontradas entre os valores do EOLE
e ARMA podem estar relacionadas, principalmente, ao erro envolvido na simulagao de Monte
Carlo (principalmente para a p; que teve um erro amostral de até 1.26%), a adogao dos 350
termos na expansao do EOLE (de um limite de 1200 termos) e na escolha da ordem do
ARMA (a convergéncia melhora & medida que aumenta o valor de (p, q)).

A partir destes resultados, percebe-se novamente a convergeéncia e eficidcia dos resultados
obtidos via ARMA quando comparados com os obtidos via EOLE, confirmando a ideia prin-
cipal desta tese em usar, alternativamente aos modelos EOLE, modelos de séries temporais
nos problemas onde sao conhecidos incialmente apenas os valores da média e desvio padrao
do processo estocastico e da fungao de autocorrela¢ao, sem dados histéricos amostrais (Caso
I[). Da mesma maneira, mostrou-se que, alternativamente aos modelos de séries temporais,
modelos EOLE podem ser aplicados em situacoes praticas onde a matriz autocovariancia é
conhecida inicialmente, seja a mesma ja pré-definida (como feito nesta tese) ou podendo ser

obtida também a partir de dados histéricos amostrais (Caso II).

7.3 Exemplo 3: Trelica Plana com 23 barras

O terceiro exemplo trata de uma trelica plana composta por 23 barras e 13 nés, adaptada de
Kroetz et al| (2020) e apresentada na Figura[24] A estrutura estd submetida a aplicacdo de

seis cargas P onde todas sao tratadas como um processo estocastico gaussiano estaciondrio
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com média de 50 kN e desvio padrao de 7.5 kN. A trelica foi analisada em um periodo de
[0,20] anos com uma discretizagdo de 200 pontos no tempo. Foi usado um comprimento
de correlagao o = 0.2 ano para o processo estocastico e a expansao EOLE foi definida
com 200 termos. No caso do ARMA, foram criados os modelos ARMA(4,4), ARMA(8,8),
ARMA(12,12) e ARMA(16,16). A taxa de corrosao x adotada foi de 0.1 mm/ano.

Py P, Py Py Ps Pe
Ali El

Ay, E,

2m

Ay, Eq i U; —

24m

Figura 24 — Trelica plana composta de 23 barras

No céleulo da py e Py foram usadas 10° simulagoes e adotadas quatro varidveis aleatérias
Ei, E5, Ay e Ay com média e coeficiente de variacao mostradas na Tabela A funcao de

estado limite é dada por:

g(t,X) = 0.1 — U (t, X) (7.4)

sendo adotado um valor admissivel do deslocamento de 0.1 m e o deslocamento U; da estru-

tura fol encontrado via Modelo de Elementos Finitos.

Tabela 8 — Variaveis aleatérias consideradas no problema

Parametro Distribuicao Média CV
E,(MPa) Lognormal 210 10%
Ey(MPa) Lognormal 210  10%
Ai(em?)  Lognormal 25 10%
As(ecm?)  Lognormal 20 10%

7.3.1 Casol

Inicialmente, assumiu-se que a funcao de autocorrelagao era conhecida e os modelos ARMA
e EOLE foram criados como mostrado na Figura O resultado da P; no decorrer do

periodo [0, 20] anos é mostrado na Figura e os resultados numéricos da probabilidade de
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falha acumulada P;(0,20) e instantanea ps(t) (para t = {0, 10,20} anos) sao apresentados e

comparados na Tabela [0

0.15 T T T T T T T T T
0.1+
o
0.05 -
EOLE
= = :ARMA(4,4)
— — :ARMA(8,8)
ARMA(12,12)
— — ARMA(16,16)
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t (ano)

Figura 25 — Evolugao da probabilidade de falha acumulada no tempo (Exemplo 3 - Caso I)

Tabela 9 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 3 - Caso I)

Pr(0,20)  A* | pp(0)  A* | p(10) A* | pr(20) A*
EOLE 14.750% — 0.217% — 0.438% — 0.903% —
ARMA(4,4) | 14.836% 0.58% | 0.206% 4.84% | 0.458% 4.75% | 0.919% 1.74%
ARMA(8,8) | 14.798% 0.32% | 0.209% 3.51% | 0.432% 1.19% | 0.904% 0.06%
ARMA(12,12) | 14.768% 0.12% | 0.207% 4.38% | 0.444% 1.55% | 0.882% 2.35%
ARMA(16,16) | 14.795% 0.31% | 0.211% 2.49% | 0.449% 2.51% | 0.901% 0.20%
CV SMC 0.24% 2.17% 1.50% 1.05%
* Diferenca computada baseada no valor do EOLE.

De acordo com os resultados apresentados, percebe-se que os resultados via EOLE e via
ARMA sao muito similares. A diferenga maxima nos valores da P.(0,20) entre os modelos
EOLE e ARMA foi de 0.58% para o ARMA(4,4), que é da ordem de grandeza do erro da

Simula¢ao de Monte Carlo. No entanto, aumentando a ordem (p,q)), percebe-se desde o
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ARMA(8,8) uma convergéncia e tendéncia de estabilizacao do resultado da P;(0,20) tendo
em vista que a diferenga varia entre 0.32% a 0.12% e o erro de amostragem é da ordem
de 0.24%. Tal fato se d4, principalmente, devido ao melhor ajuste da autocovariancia do
modelo ARMA, com base na autocovariancia dada inicialmente, mesmo com o uso de poucos
coeficientes para o modelo ARMA. Conforme visualizado também na Figura [26], a diferenga
relativa da P.(0,20) entre o ARMA e EOLE atinge baixos percentuais, tendo em vista que

um erro de amostragem da ordem de 0.24% est4 ainda incorporado ao problema.
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Figura 26 — Variagao da diferenca relativa da Pr(0, 20) entre ARMA e EOLE com o aumento
da ordem (p,q) do modelo ARMA (Exemplo 3 - Caso I)

Para os valores da pf, nota-se uma diferenca méxima de 4.84% para o modelo ARMA (4,4)
e, a medida que se aumenta a ordem (p,q), essa diferenca vai diminuindo até 2.51% para o
ARMA(16,16), com um erro de amostragem de 2.17%. Com isso, a partir dos valores para
a P e py, pode-se notar que ocorre uma convergéncia dos resultados obtidos via EOLE e
via modelos ARMA usados aqui neste exemplo, pois estas diferencas podem ser consideradas
pequenas dentro do contexto de andlise baseada em amostragem.

Neste caso, mesmo sendo relativamente pequenas em se tratando de analise de confia-

bilidade, as diferencas apresentadas para a P e py podem ser explicadas devido ao erro
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envolvido na simulacao de Monte Carlo (principalmente no célculo da py, onde o erro amos-
tral ficou variando entre 2.17% — 1.05%) e a possivel obtencao de minimos locais no processo
de otimizacao dos coeficientes ARMA (mostrado na Figura .

7.3.2 Caso ll

Poseriormente foi utilizado o procedimento mostrado na Figura com as matrizes de auto-
covariancia iniciais obtidas a partir dos modelos ARMA(4,4), ARMA(8,8), ARMA(12,12) e
ARMA(16,16) usados no Caso I da se¢ao anterior. Usando a ¥ = F(¢, 0, 0.) do ARMA(4,4),
foi criado o EOLEA4, ja para a autocovariancia do ARMA(8,8), foi construido o EOLES, e
assim sucessivamente.

O comportamento da Py no decorrer do tempo para todos os modelos sao apresentados
na Figura Os resultados numéricos para a Pr(0,20) e ps(t) (para t = {0,10,20} anos)
sao mostrados e comparados na Tabela

Tabela 10 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 3 - Caso

1)

Pp(0,20)  A* | pg(0)  A* [ pr(10) A¥ | ps(20)  A*

ARMA(4,4) | 14836% — |0206% — |0458% — |0919% -
EOLE4 14.779%  0.38% | 0.215%  4.02% | 0.445% 2.97% | 0.869% 5.41%
ARMA(RR) | 14798%  — |0209% — |0432% — |0904% —
EOLES 14.744%  0.36% | 0.210% 0.33% | 0.448% 3.63% | 0.894% 1.08%
ARMA(12,12) | 14768%  — | 0207% — |0.444% — | 0.882% —
EOLE12 | 14.781% 0.09% | 0.209% 0.68% | 0.436% 1.82% | 0.890% 0.95%
ARMA(16,16) | 14795%  — | 0211% — | 0449% — |0901% —
EOLE16 | 14.772% 0.16% | 0.214% 1.04% | 0.446% 0.67% | 0.869% 3.64%

CV SMC 0.24% 2.17% 1.50% 1.05%

* Diferenca computada com relagao ao modelo ARMA correspondente.

A partir dos resultados encontrados na Tabela[l0| pode ser visto que os valores via ARMA
e EOLE para o Caso II sdo novamente similares. As diferencas méximas entre ARMA e EOLE
nos valores da Py ficaram todas menores que 0.40%, variando entre 0.38% e 0.09%, com um
erro amostral de aproximadamente 0.24%, o que pode ser entendido como todos os resultados
convergentes, embora ocorra uma estabilizacao e melhora na convergéncia com o aumento
da ordem (p, q)

Para a py, embora a mesma apresente uma diferenca de 5.41% usando a autocovariancia
inicial do ARMA (4,4), percebe-se que usando matrizes de autocovariancia de modelos ARMA
com ordens superiores, as diferencas diminuem e tém todos seus valores inferiores a 3.64%, o
que pode ser considerada pequena em relagao ao erro de amostragem da Simulacao de Monte

Carlo. Assim, os resultados deste exemplo para os Casos I e II mostram uma convergencia



CAPITULO 7. EXEMPLOS NUMERICOS 69

0.15 0.15
0.1f 01F
a
0.05} 0.05r
ARMA(4,4) ARMA(8,8)
—6—EOLE4 —6&—EOLES
o¢ - . : o¢ I
0 5 10 15 20 0
t (ano)
0.15 0.15
01¢r 01}
a
0.051 0.05r
ARMA(12,12) ARMA(16,16)
—O— EOLE12 —© —EOLE16
0 . : : 0 . . I
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t (ano) t (ano)

Figura 27 — Evolucao da probabilidade de falha acumulada dos modelos ARMA e EOLE
(Exemplo 3 - Caso II)

entre os modelos EOLE e ARMA, sendo suficiente, neste caso, a adocao de modelos ARMA

com ordem igual ou superior ao ARM A(8,8) para representar tal processo estocdstico.

7.4 Exemplo 4: Trelica submetida a dois processos estocasticos

O quarto exemplo, mostrado na Figura2§e adaptado de[Kroetz et al|(2020), se trata de uma

trelica cuja falha esta relacionada a atuagao de dois processos estocasticos e trés equagoes

de estados limites, ou seja, uma andlise de confiabilidade estrutural de sistemas em séries

dependentes do tempo.
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A trelica possui duas barras circulares submetidas a dois processos estocasticos (forga
horizontal H e forga vertical V') e duas varidveis aleatérias (Mdédulo de Elasticidade E e
tensao de escoamento do material o,), conforme mostrado na Figura [28] e na Tabela O
raio r das barras foram adotados com 6 mm, o comprimento L da barra com 0.47 m e um
angulo 8 de 40°. A &area e o momento de inércia das barras sao representados por A e I,

respectivamente.

Figura 28 — Treligca com duas barras

Tabela 11 — Valores dos processos estocasticos e variaveis aleatorias

Parametro Distribuicao Média CV

Forga V' (kN) Processo Gaussiano 1.1~ 20%

For¢a H (kN) Processo Gaussiano 2.1 20%

Médulo de Elasticidade E (GPa) Normal 70 3%
Tensao Escoamento do Material o, (MPa) Normal 24 10%

O tempo analisado foi de [0,15] anos, discretizado em 1,200 partes e adotando um
comprimento de correlagio o = 1/12 ano. Foram realizadas 107 simulagoes. No caso do
EOLE foi adotado uma expansao com 300 termos e para o ARMA foram criados os modelos
ARMA(4,4), ARMA(8,8), ARMA(12,12) e ARMA(16,16).

Com relacao as equacoes de estados limites, a trelica pode colapsar devido a tensao de
ruptura na barra 1 (g4 ), flambagem na barra 1 (g,;) ou flambagem na barra 2 (gy2 ), resultando

nas equagoes de estado limite
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Hit) V()
2cos 3 B 2sin

gn(X,t) = Ao, — [

2Bl Ht) V() |
gn1 (X, t) 2 o [ N 2cos 3 2sin 3 (7-5)
CmEL [ HE) V() ]
gb2(th) T2 - [2 cos 8 2sin 8

L gsyS(Xa t) = min(gs, g1, gr2)
Assume-se que a falha ocorre caso qualquer uma das funcoes de estado limite sejam
violadas. Assim, é possivel construir a fungao de estado limite do sistema gs,s como sendo o

valor minimo entre as trés fungoes individuais, o que corresponde a um sistema em série.

741 Casol

Inicialmente, os modelos ARMA e EOLE foram criados a partir da metodologia da Figura
A evolugao da Py durante o intervalo de tempo [0, 15] anos é mostrado na Figura
A py foi analisada para os tempos ¢ = {0,7,15} anos, e a Py foi avaliada no tempo final da

analise. Os resultados para Py e py sao apresentados na Tabela

Tabela 12 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 4 - Caso

D

P0,15) A% [ p;0)  AF [ pp()  AF [ p15) A
EOLE 42.272% — 0.225% — 0.225% — 0.224% —

ARMA(4,4) | 43.996% 4.08% | 0.225% 0.17% | 0.225% 0.09% | 0.228% 2.20%
ARMA(8,8) | 43.657% 3.28% | 0.229% 1.48% | 0.226% 0.62% | 0.229% 2.25%

ARMA(12,12) | 43.285% 2.40% | 0.227% 0.50% | 0.229% 1.74% | 0.223% 0.09%

ARMA(16,16) | 43.145% 2.07% | 0.227% 0.66% | 0.225% 0.01% | 0.225% 0.81%

CV SMC 0.04% 0.66% 0.66% 0.67%
* Diferenca computada baseada no valor do EOLE.

De acordo com os resultados apresentados, percebe-se que a diferenca méxima entre os
valores via EOLE e ARMA da Py foi de 4.08% e vai diminuindo & medida que se aumenta
a ordem (p,q) do modelo ARMA, até chegar em 2.07% para o ARMA(16,16), indicando
uma estabilizagao e convergéncia dos resultados entre tais modelos, conforme percebido pela
diminui¢ao da diferenca relativa da P(0,15) entre o EOLE ¢ ARMA mostrada na Figura[30]

Para a py, em todos os tempos analisados a diferenga méxima entre ARMA e EOLE ficou
na ordem de 2.25%. Assim como ocorreu para a Py, os resultados melhoram a medida que

aumenta a ordem do modelo ARMA, devido ao fato de calcular o valor final do processo
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Figura 29 — Evolugao da probabilidade de falha acumulada no tempo (Exemplo 4 - Caso I)

estocdstico com mais coeficientes e, consequentemente, levando em consideracao mais valores

passados X;_;, com ¢ = 1,2, ..., p, na determinacao do valor de Xj;.

7.42 Caso ll

No Caso II, a partir da matriz autocovariancia obtida pelos modelos de séries temporais
usados no Caso I, modelos EOLE foram criados e, em seguida, calcularam-se os valores da
probabilidade de falha (acumulada e instantanea). Por fim, esses valores foram comparados
com os obtidos pelo respectivo modelo ARMA, conforme mostrado no fluxograma repre-
sentado na Figura [I6] Assim, para o Caso II, foi criado o EOLE4 a partir da matriz de
autocovariancia do ARMA(4,4) usado no Caso I, criou-se o EOLES usando a matriz autoco-
variancia do ARMA(8,8) usado no Caso I, e assim sucessivamente.

Os gréficos da Py ao longo do tempo para todos os modelos sao mostrados na Figura
e os valores numéricos da probabilidade de falha acumulada Pf(0, 15) e instantanea p¢(t)
(para t = {0,7,15} anos) sao mostrados na Tabela

Com os resultados apresentados na Tabela [I3] nota-se que as diferen¢as méximas entre os
valores da P e py entre o EOLE e ARMA vao diminuindo a medida que aumenta a ordem
do modelo ARMA(p,q), encontrando para o ARMA(16,16) as diferencas méaximas de 2.29%
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Figura 30 — Variagao da diferenca relativa da Pf(0, 15) entre ARMA e EOLE com o aumento
da ordem (p,q) do modelo ARMA (Exemplo 4 - Caso I)

Tabela 13 — Valores da probabilidade de falha acumulada e instantanea (Exemplo 4 - Caso

1)

Pp(0,15)  A* | pg(0)  A* | pe(7)  A* | pe(15)  A¥

ARMA(4,4) | 43.996%  — |0225% — |0225% — |0228% —
EOLE4 42.157% 4.18% | 0.224% 0.35% | 0.224% 0.36% | 0.224% 1.99%
ARMA(RR) | 43.657%  — |0220% — |0226% — |0220% —
EOLES 42.129% 3.50% | 0.226% 1.32% | 0.222% 1.77% | 0.224% 1.85%
ARMA(12,12) | 43285%  — | 0.227% — |0.220% — |0223% —
EOLE12 | 42.141% 2.64% | 0.225% 0.53% | 0.226% 1.45% | 0.224% 0.52%
ARMA(16,16) | 43.145%  — | 0.227% — |0225% — | 0.225% —
EOLE16 | 42.159% 2.29% | 0.226% 0.60% | 0.222% 1.37% | 0.225% 0.32%

CV SMC 0.04% 0.66% 0.66% 0.67%

* Diferenca computada com relagao ao modelo ARMA correspondente.

para a Pf(0,15) e de 1.37% para a py, o que pode ser considerada pequena em problemas

voltados a analise de confiabilidade estrutural dependente do tempo.

Conforme notado também nos exemplos anteriores, um aumento da ordem (p, ¢) do mo-



CAPITULO 7. EXEMPLOS NUMERICOS 74

0.5 T T ] 0.5
D D
0.4f 1 o4t
0.3 1 03f
a &
0.2 1 02r
0.1 1 1 01r 1
ARMA(4,4) ARMA(8,8)
—O&— EOLE4 —O6— EOLES
0 : ‘ - 0 : ‘
0 5 10 15 0 5 10 15
t (ano) t (ano)
0.5 T T 0.5
D
0.4+ 1 04f ’
03T 1 03}
a a
02r 1 02f
0.1r 1 01t ]
ARMA(12,12) ARMA(16,16)
—6&— EOLE12 —O —EOLE16
0 . ! 0 1 |
0 5 10 15 0 5 10 15
t (ano) t (ano)

Figura 31 — Evolucao da probabilidade de falha acumulada dos modelos ARMA e EOLE
(Exemplo 4 - Caso II)

delo ARMA resulta em menores diferencas entre este modelo e o EOLE, justificado pelo fato
do aumento de coeficientes e da quantidade de valores passados usados no ARMA. Ademais,
parte desta diferenga (principalmente para a py) pode ser explicada pelo erro de amostra-
gem relacionado a simulagao de Monte Carlo, além do erro relacionado ao truncamento da
expansao do EOLE.

A partir destes resultados, percebe-se novamente a convergeéncia e eficdcia dos resultados
obtidos via ARMA quando comparados com os obtidos via EOLE, confirmando a ideia prin-
cipal desta tese em usar, alternativamente aos modelos EOLE, modelos de séries temporais

na analise de confiabilidade estrutural dependente do tempo.
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7.5 Exemplo 5: Poértico plano de 2 andares

Com a comprovacao e validacao da aplicacao dos modelos EOLE e ARMA em todos os
exemplos anteriores para os Casos I e II, neste iltimo exemplo foi adotado um pértico plano
de 2 andares submetido a duas forcas P iguais, ambas adotadas aqui como um tinico processo
estocdstico com média 50 N e desvio padrao 7.5 N, conforme mostrado na Figura[32 A ideia
deste exemplo é simular uma estrutura real de 2 andares, calculando a probabilidade de falha
acumulada P; no perfodo de [0,5] anos com valor na ordem de 107> a 10~*. Cabe ressaltar
que, com o valor da P(0,5), estratégias relacionadas a manutengoes periddicas ou a analise
da seguranca estrutural podem ser tomadas baseada neste valor da probabilidade de falha

acumulada.

4dm

»d
L |
\ 4

4m

A NN\ =

5m

d B
< »

Figura 32 — Pdrtico plano de 2 andares

O tempo de anélise foi de [0, 5] anos, discretizados uniformemente em 50 intervalos, sendo
adotado uma expansao com 50 termos para o EOLE e um comprimento de correlacao de
0.2 anos. O modelo de série temporal escolhido foi o ARMA(12,12). A simulacao de Monte
Carlo foi realizada com 107 simulacoes e o médulo de elasticidade E foi adotado como varidvel
aleatéria. A secao transversal das barras foi considerada circular vazada, com um diametro

externo inicial dy de 115 mm e um diametro interno d; com 90% deste valor, ou seja, um
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diametro interno de 103.5 mm. A estrutura estd sujeita a corrosao com uma diminuicao
da secdo transversal a uma taxa de corrosdo k constante de 1 mm/ano. Os valores dos

parametros envolvidos neste exemplo sao mostrados na Tabela

Tabela 14 — Valores do processo estocastico, variavel aleatoria e parametros deterministicos

Parametro Distribuicao Média Desvio padrao
Forca P (N) Processo Gaussiano 50 7.5
Médulo de Elasticidade E (N/mm?) Normal 210000 21000
Diametro externo inicial dy (mm) Deterministico 115 -
Diametro interno inicial d; (mm) Deterministico 103.5 -
Taxa de corrosao x (mm/ano) Deterministico 1 -

Para a funcao de estado limite, foi considerado um deslocamento maximo U4, na extre-
midade superior da estrutura no valor de 4 mm. O deslocamento U no topo da estrutura foi

calculado via modelos de elementos finitos. Logo, a equacao de estado limite ¢ dada por:
9(t,X) = 4 — U(t,X) (7.6)

751 Casol

Para o Caso I, o gréifico da evolugao da Py ao longo do tempo e o valor numérico da P (0, 5)
para o EOLE e ARMA(12,12) sdo mostrados e comparados na Figura 33 e Tabela , res-

pectivamente.

Tabela 15 — Valores da probabilidade de falha acumulada (Exemplo 5 - Caso I)

P(0,5) A*
EOLE 0.0118% —
ARMA(12,12) | 0.0113% 3.66%
CV SMC 2.94%
* Diferenca computada baseada no valor do EOLE.

Conforme pode ser constatado nos resultados apresentados neste Caso I, os valores da
P;(0,5) via EOLE e ARMA(12,12) s@o semelhantes, ficando com uma diferenca em torno de
3.66%, proximo ao valor do coeficiente de variacao da simulacao de Monte Carlo que ficou na
ordem de 2.94%. Com isso, percebe-se que ambos os métodos poderiam ser usados no célculo
da probabilidade de falha acumulada e, posteriormente, usando este valor na programacao

de manutencoes estruturais, por exemplo.
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Figura 33 — Evolugao da probabilidade de falha acumulada no tempo (Exemplo 5 - Caso I)

75.2 Casoll

Para o Caso 11, foi considerado inicialmente uma matriz autocovariancia obtida a partir do
modelo ARMA(12,12) usado no Caso I. Com isso, foi criado o EOLE12 e os resultados entre
ambos os métodos foram comparados.

O gréfico da evolucao da Py para os modelos ARMA(12,12) e EOLE12 ao longo do tempo
é apresentado na Figura [34] e os resultados numéricos da Py(0,5) sdo comparados na Tabela
10

Tabela 16 — Valores da probabilidade de falha acumulada (Exemplo 5 - Caso II)

P:(0,5)  A*
ARMA(12,12) | 0.0113%  —
EOLE12 0.0114% 0.79%
CV SMC 2.94%
* Diferenga computada baseada no valor do ARMA(12,12).

Assim como ocorreu no Caso I, para o Caso II os resultados da probabilidade de falha

acumulada também sao semelhantes, ficando a diferenga no valor da Pf(0,5) menor que
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Figura 34 — Evolugao da probabilidade de falha acumulada no tempo (Exemplo 5 - Caso II)

0.80%, inferior também ao préprio coeficiente de variagao da simulacao de Monte Carlo que
ficou na ordem de 2.94%.

Cabe ressaltar ainda que, a partir dos resultados obtidos neste Exemplo percebe-se
que tanto o EOLE quanto o ARMA também podem ser usados nos casos onde o valor da

probabilidade de falha acumulada é relativamente pequena, ou seja, na ordem de 107° a 1074,



8 Consideracoes finais

Neste trabalho, foram realizadas analises de confiabilidade dependentes do tempo usando
modelos de séries temporais (ARMA), comparadas com andlises que se utilizam de um método
tradicional de expansao (EOLE). Com os resultados obtidos a partir dos exemplos numéricos,
pode-se concluir que o modelo ARMA pode ser usado no contexto de analise de confiabilidade
estrutural dependente do tempo.

Além disso, para realizar as comparagoes deste trabalho foram apresentadas duas meto-
dologias novas: i) obten¢ao de um modelo ARMA apropriado quando as propriedades do
processo estocastico sao explicitamente conhecidas, mas amostras de dados nao estao dis-
poniveis; ii) aplicagdo do EOLE a partir de informagao que pode ser obtida com amostras
de dados reais, mas sem conhecimento explicito das propriedades dos processos estocasticos
envolvidos. Estas duas novas abordagens complementam as abordagens existentes até entao,
contribuindo com o avancgo do conhecimento da area e possibilitando que o modelos ARMA
e EOLE possam ser utilizados em casos onde até entao nao era possivel.

Modelos de séries temporais do tipo ARMA ja sao amplamente aplicados em diversas
areas a partir de dados histéricos, como no monitoramento de danos estruturais, dados de
vento registrados por uma estagao meteorologica, estacoes de medicoes de temperaturas, entre
outras, mas pouco utilizados seguindo as abordagens tratadas nesta tese. Com o objetivo
de comparar modelos ARMA com EOLE, duas estratégias foram analisadas: construgao do
modelo ARMA a partir da resolucao de um problema de otimizagao sem usar dados histéricos,
como é feito usualmente para o EOLE (Caso ), e constru¢ao do EOLE a partir de um modelo
ARMA pré-definido (Caso II).

Com isso, deve ser ressaltado que é inédita a proposta apresentada neste trabalho de
calibrar modelos ARMA sem a necessidade de dados histéricos iniciais (Caso I), como é
feito para o EOLE e a maioria dos métodos existentes na literatura. Da mesma maneira,
mostrou-se que, alternativamente aos modelos de séries temporais, modelos EOLE podem
ser aplicados em situagoes praticas onde a matriz autocovariancia é conhecida inicialmente,
seja a mesma ja pré-definida (como feito nesta tese) ou podendo ser obtida também a partir
de dados histéricos amostrais (Caso II).

Cinco exemplos de Engenharia foram resolvidos para os dois casos, usando diferentes or-
dens para os modelos ARMA e comparando os resultados com os respectivos modelos EOLE.
Em todos os casos foram comparadas a probabilidade de falha acumulada e instantanea.
Cabe ressaltar ainda que, conforme apresentado no ultimo exemplo, modelos EOLE e ARMA

também podem ser usados em situagdes onde pequenos valores (na ordem de 107> a 10™%)
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da probabilidade de falha acumulada sao encontrados.

Com relagao as diferengas existentes nos valores das Py e py entre os modelos ARMA e
EOLE, no geral se mostraram pequenas e os resultados apresentaram convergéncia, nao sendo
possivel eliminar totalmente o erro por se tratar de problemas de confiabilidade utilizando
técnicas de amostragem. Contudo, como era teoricamente esperado, percebeu-se uma melhor
convergencia dos resultados entre EOLE e ARMA a medida que se aumentava a ordem do
modelo ARMA(p,q). Isso se deve ao fato de diminuir o erro no processo de otimizagao usado
para obtengao dos coeficientes do ARMA(p,q), tendo em vista que o aumento da ordem
(p,q) acarreta em mais coeficientes para o modelo e em uma maior quantidade de valores
passados X (t — i), sendo ¢« = 1,2,...,maz(p,q), para a obtencao de X(¢), resultando em
uma melhor aproximagao da funcdo autocovariancia (¢, 0, 0.) do ARMA com a fungao de
autocovariancia v dada inicialmente, conforme mostrado nas Figuras [14] e

As diferencas entre os resultados via ARMA e EOLE também podem ser explicadas pela
necessidade de truncamento da expansao do EOLE. Nos exemplos apresentados, foram usados
em torno de 25% — 30% da capacidade maxima dos termos possiveis, exceto para o Exemplo
que foi usada a expansao completa com todos os termos. Entretanto, cabe ressaltar
que um aumento na ordem da expansao do EOLE resulta em um aumento significativo no
custo computacional, o que usualmente justifica a utilizacao de um ntimero menor de termos.
Ademais, o erro envolvido na simula¢ao de Monte Carlo (teoricamente inevitavel ao resolver
problemas baseado nas técnicas de amostragem) e a possibilidade de obtengao de minimos
locais no processo de otimizagao dos coeficientes do ARMA(p,q), também contribuem e
explicam as pequenas diferencas entre os valores da Py e py via EOLE e ARMA.

Assim, os modelos de séries temporais emergem como uma proposta robusta para proble-
mas de confiabilidade dependentes do tempo, sendo promissores, a partir do ponto de vista
de aplicabilidade, tanto para situagoes onde sao conhecidos dados histéricos reais (como usu-
almente é realizado) ou para os casos onde se conhecem apenas as propriedades estatisticas
do problema, sendo esta ultima a metodologia sugerida neste trabalho. Logo, espera-se que
esta contribuicao ajude a inspirar o desenvolvimento de novas técnicas e permita a solugao
de uma gama mais ampla de problemas.

Como sugestoes para trabalhos futuros:

e Abordar problemas envolvendo processos estocdsticos nao-estacionarios, através da uti-

lizacao de modelos ARIMA, e comparar esses resultados com o EOLE;

e Anidlise de sensibilidade para avaliar a relagdo de cada coeficiente do ARMA com as

propriedades iniciais da estrutura;



CAPITULO 8. CONSIDERACOES FINAIS 81

e Aplicar modelos ARMA, seguindo a metodologia do Caso I (sem dados histéricos ini-

ciais), para avaliar futuros danos estruturais em construgoes reais;

e Desenvolver e aplicar técnicas de importance sampling nos modelos ARMA seguindo a

metodologia do Caso I,

e Analisar se o problema de otimizacao é convexo ou nao, devido as restrigoes de estacio-
nariedade e invertibilidade, e determinar sobre quais condigoes seria recomendado usar
o ARMA;

e Como modelos ARMA podem ser aproximados por modelos AR(p), com 'p’ tendendo
ao infinito, comparar resultados obtidos via ARMA(p,q) x AR(p) x EOLE;

e Usar modelos de séries temporais, a partir de dados obtidos via sensores de baixo
custo, para monitorar e avaliar a seguranca estrutural baseada na probabilidade de

falha acumulada.

e Aplicar modelos de séries temporais em problemas de vibragoes, usando dados experi-
mentais e numéricos de estruturas intactas e, posteriormente, danificadas. Em seguida,
comparar os coeficientes dos modelos ARMA, para a estrutura intacta e danificada, e

medir o nivel de dano estrutural.
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