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RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar uma demonstragao para o Teorema
Fundamental da Algebra utilizando conceitos da Topologia Geral e conceitos iniciais da
Topologia Algébrica. Para isso, foi realizada uma pesquisa bibliografica, explorando as
ideias de espaco topoldgico, homotopia, grupo fundamental, espacos de recobrimento,

retracoes e pontos fixos.

Palavras-chave: Homotopia. Grupo Fundamental. Teorema Fundamental da Algebra.



ABSTRACT

The present work has the objective of presenting a proof for the Fundamental Theorem of
Algebra using concepts of General Topology and initial concepts of Algebraic Topology. For
this purpose, a bibliographical research was carried out, exploring the ideas of topological

space, homotopy, fundamental group, covering spaces, retractions and fixed points.

Keywords: Homotopy. Fundamental Group. Fundamental Theorem of Algebra.
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1 INTRODUCAO

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o trabalho com
equagoes deve iniciar no sétimo ano do ensino fundamental, com elaboracao e resolucao de
problemas que possam ser representados por equacoes do tipo ax + b = c¢. Em seguida, no
oitavo ano, devem ser introduzidas equacoes de segundo grau, do tipo az? = b. No nono
ano, os problemas estudados podem ser representados por equacdes do tipo az?+bx+c = 0,
e é recomendado que a resolucao seja feita por meio de fatoracao de expressoes algébricas,

utilizando produtos notaveis.

Apesar de ser estudado ja no ensino fundamental, o problema de achar raizes para
equagoes algébricas é antigo e foi tratado por estudiosos de diferentes épocas. De acordo
com Roque (2012), o mateméatico arabe Al-Khwarizmi (780 - 850), em seu livro Tratado
sobre o calculo de al-jabar e el-mugabala, apresenta métodos de resolucao para seis tipos
de equagoes de segundo grau . Utilizando linguagem retérica e tratando cada caso a partir
de exemplos (que podem ser estendidos a casos semelhantes), Al-Khwarizmi apresenta um
algoritmo equivalente a formula de resolugao de equagoes de segundo grau que usamos
atualmente. Tartaglia (1500 - 1557) e Girolamo Cardano (1501 - 1576) desenvolveram
métodos para resolugao de equagoes de terceiro e quarto grau. Frangois Viete (1540 - 1603)
introduziu uma representacao padrao, representando incognitas por vogais e os coeficientes

pelas consoantes.

Com isso, diante da dificuldade em determinar a solucao de equagdes de grau maior
que quatro, surgiu a seguinte questao: hé solugao para equagoes de grau superior a quatro?
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), em sua tese de doutorado, respondeu a essa pergunta,
demonstrando o resultado que conhecemos por Teorema Fundamental da Algebra: toda

equacao polinomial com coeficientes complexos tem pelo menos uma raiz.

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracao para
o Teorema Fundamental da Algebra (TFA), utilizando conceitos da Topologia, area da
Matematica que, de maneira geral, estuda deformacoes dos solidos. Foi realizada uma
pesquisa bibliografica, assumindo conhecimentos de teoria dos conjuntos, para estudar
os conceitos prévios até chegar a demonstracao do TFA, comecando pela definicao de
espacos topolégicos por meio de conjuntos abertos. Apresentamos como determinar um
espaco topolégico por meio de uma base para a topologia, bem como as propriedades
de um subespaco, as defini¢bes de conjuntos fechados, interior e fecho de um conjunto
e espago Hausdorff. Discutimos, também, a definicdo de continuidade de uma funcao
usando o conceito de conjuntos abertos, de modo a entendermos quando dois espagos sao

considerados homeomorfos.

A nocao de homeomorfismo é fundamental quando tratamos de invariantes topolo-



gicos (propriedades topolégicas preservadas por homeomorfismo), tais como conexidade,
compacidade e o grupo fundamental. Esses conceitos, juntamente com os estudados adi-
ante, quais sejam espacos de recobrimento, levantamento de aplicacoes, retracoes e pontos
fixos e o calculo do grupo fundamental do circulo, compoem um conjunto de ferramentas

necessarias para a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra.



2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Espacos Topolbgicos

Definicao 1. Uma topologia num conjunto X é uma colecao T de subconjuntos de X,

satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) 0, X €;
(ii) A unido de qualquer subcolegio de T pertence a T;

(1ii) A intersecao de uma subcole¢io finita de T pertence a .

Um espago topolégico é um par ordenado (X, 7), sendo X um conjunto e 7 uma

topologia em X. Na maioria das vezes, denotamos o espago topoldgico apenas por X.

Um subconjunto U de X que pertenca a 7 é chamado conjunto aberto em X.
Assim, o conjunto vazio e o X sdo abertos em X, assim como as unioes arbitrarias e as

intersecoes de subcolegoes finitas.

Exemplo 1.1. Seja X um conjunto. A cole¢io 7 = {0, X} é chamada topologia indiscreta
(ou trivial). Note que ela obedece a primeira condi¢io da Definigio 1. Além disso, a unido
de seus dois elementos € igual ao proprio X, que também é um elemento; a intersecao é

igual ao conjunto vazio, que € um elemento da colegdo. Logo, T €, de fato, uma topologia.

Exemplo 1.2. Seja X um conjunto. Definimos o conjunto das poténcias de X como
P(X)={A| AC X}. A colecio T = P(X) é chamada topologia discreta. Ou seja, nesta
topologia, todos os subconjuntos de X sdo abertos. Vamos verificar que esta colegdo €, de
fato, uma topologia:

(i) 0, X C X. Logo, 0, X € 7;

(it) Seja {U }ic; uma familia indexada de conjuntos abertos em X . Entao, ;e1U; C
X. Assim, UierU; € 7;

(iii) Sejam Uy, ..., U, conjuntos abertos em X. Temos que Uy N ...NU, C X. Logo,
Ulﬂ...ﬂUnET.
Exemplo 1.3. Seja X = {a, b, ¢}. Entao, a colegio A = {X, 0, {a}, {b}} ndo é uma
topologia, pois {a} U {b} = {a, b} ¢ A.
Definicao 2. Seja X um conjunto. Uma base para uma topologia em X é uma cole¢io B
de subconjuntos de X tal que:

(i) Se x € X, entao x € B, para algum B € B;

(ii) Sejam By, By € B, entdo se x € By N By, existe By € B tal que x € By e By C
BN B,.



Para definirmos uma topologia 7 em X em termos de uma base B, adotamos o
seguinte critério:

UcereVoelU dBeBtalquexe BCU (1)

Notemos que um elemento B da base também ¢ um elemento da topologia: sabemos

que B C B, logo, ele satisfaz (1).

Agora, vamos mostrar que uma cole¢ao 7 gerada por uma base B é uma topologia
em X. De fato,

(i) Se U =0, entao U satisfaz (1) por vacuidade. Se U = X, pela Definigdo 2, para cada
x € X, existe um elemento B € B contendo x. Além disso, sabemos que B C X.
Assim, X satisfaz (1);

(ii) Seja {U;};c; uma familia indexada de elementos de 7. Se U = ;¢;U;, tomando
x € U, entao x € U, para algum ¢ € I. Como U; é aberto, existe um elemento
BeBtalquex € BCU; CU. Assim, U = {U,} ;¢ satisfaz (1);

(iii) Sejam U, U, abertos. Dado z € U; N Uy, temos que existe B; € B tal que
xr € By C Uy e existe By € B tal que x € By C U;. Pela Definicao 2, existe
um elemento Bs € B tal que x € B3 e B3 C By N By. Assim, By C By C Uy e
Bs C By C Us, de modo que By C Uy NU,. Por (1), temos que se U = Uy N Us,

entao U € 7.

Agora, vamos mostrar, por inducdo, que qualquer intersecao finita Uy NUs N ... N U,

(com n € N) de elementos de 7 pertence a 7:

— O caso n =1 é trivial,

— Suponhamos, agora, que Uy NUy;N...NU,_1 € 7. Temos: (UyNU;N...NU,) =
UNUsN...NU,—1)NU,.
De maneira andloga ao caso n = 2 citado acima, temos que se Uy = U; N
UyN.NU,-1eUg=U,,entao Uy NUg = (U;NU:N...NU,_1)...0U, =
UunUsn...nU, €.

Portanto, a colecdo 7 é uma topologia para X.

Lema 2.1. Sejam X um conjunto e B uma base para uma topologia 7 em X. Entao, T é

a colecao de todas as unides dos elementos de B.

Prova: Dada uma colecao de elementos de B, sabemos que estes elementos estao
contidos em 7. Segue da Defini¢do 1, que a unido destes elementos também esta contida
em 7. Assim, a colecdo de todas as unides de elementos basicos esta contida em 7.

Reciprocamente, por (1), dado U € 7, para cada = € U existe B, € B tal que x € B, C U.



Entao, U = U ,cuB,, isto é, U é uma uniao de elementos béasicos. Assim, 7 esta contida

na cole¢do de todas as unides de elementos de B.

Lema 2.2. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Suponha que D é uma colegio de conjuntos
abertos de X tal que, dado um aberto U, para cada x € U, existe um C' € D tal que
x € C CU. Entao, D é uma base para a topologia T de X.

Prova: Para mostrar que D é uma base, devemos verificar as duas condigoes da

Definicao 2:

(i) Dado = € X, como X é um conjunto aberto, existe C' € D tal que x € C' C X, por
hipotese.

(ii) Seja z € C1 N Cy, com Cy e Cy elementos de D. Como Cy e Cy sdao abertos, C7 N Cy,
também é um aberto. Por hipétese, existe C3 € D tal que x € C3 C (C; N Cy).

Devemos concluir também que D gera, de fato, a topologia 7 de X. Para isso,

vamos mostrar que a topologia 7' gerada pela base D é igual a 7:

e 7C7T:U€TexeU=3CeDtalquereC CU=UEeT (porl)

o 7' C 7:se W € 7/, segue do Lema 2.1 que W é uma unido de elementos de D. Como
D é uma colecao de abertos de 7, cada elemento de D pertence a 7. Como 7 é uma
topologia, uma uniao qualquer de elementos de D também pertence a 7. Portanto,
Wer.

Definigao 3. Considere B a colecao de todos os intervalos abertos de R, isto é, os conjuntos
(a,b) ={r € R|la <z < b}.
A topologia gerada por B é chamada topologia usual da reta.
Vamos verificar que B é, de fato, uma base.

(i) Se x € R, tome a,b € R tais que a < x < b. Assim, x € B = (a,b) e B € B;

(ii) Sejam B; = (a,b), By = (¢,d) € B tais que z € By N By. Podemos considerar, sem
perda de generalidade, que a < ¢ < b < d. Tomee,f € Rtaisquec<e < ze
r < f<b Assim, B3 = (e, f) é tal que x € By C By N Bs.

Definicao 4. Sejam X e Y espacos topologicos. A topologia produto em X xY € a

topologia que tem como base a colecao

B={UxV | U éaberto em X eV € aberto em Y}
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Vamos verificar que B é, de fato, uma base.
(i) Temos que X XY € B pois X é aberto no espaco X e Y é aberto no espago Y. Logo,
dado (z,y) € X x Y, existe B=X x Y tal que (z,y) € BC X XY

(ii) Sejam Uy x Vi, Uy x Vo € B. Temos que
(U1 X%)m(ng‘/g):(UlﬂUz) X (%m‘fg)

De fato,

(r,y) € (U1 xVi)N Uy xVa) & (zelUieye WV)e(xrelyey € Vo) & (€
Uyexely)e(yeVieye W) < (z,y) € (U NUsz) x (ViNVa)

Como U;NU;y e V1N V4 sdo abertos em X e Y, respectivamente, temos que (U3 NUs) X
(V1N V3) é um elemento bésico. Assim, considerando By = (U; x Vi) e By = (Uy x V3),
dado (z,y) € By N By, existe By = B; N By € B tal que (x,y) € B3 C By N Bs.

Teorema 4.1. Se B é uma base para a topologia de X e C é uma base para topologia de
Y, entdo a colecao

D={BxC|BeBeCeC

¢ uma base para a topologia de X xY. (MUNKRES, 2000, p. 86)

Definigao 5. Sejam (X, 7) um espago topolégico e Y C X. A topologia de subespacgo
¢ dada por

v ={YNU|UEe€r}
eY € um subespaco de'Y .

Vamos verificar que 7y é, de fato, uma topologia em X:

(i) Sabemos que ) € 7 e Y N = (). Portanto, § € 7. Além disso, X e te Y NX =Y.
Portanto, Y € 7y.

(ii) Temos que dados A, B, C conjuntos, vale (ANB)N(CNB) = ANCN B. De maneira

analoga, é possivel verificar que é verdadeira a equagao:
NY)n.nU,NnY)=U;N..NnU,)NY (2)

Considerando, em (2), U,, € 7y, para todo n € N, entdo qualquer intersegao finita de

elementos de 7y é um aberto em Y.
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(iii) Note que
Uier(UinY) = (UieIUi) ny (3)
De fato,

reUics(UnY)edieltalquex e (U;NY)<s diceltalquexelU;ex €Y
@%EUieIUie$€Y<:>SL’€(Uie]Ui>ﬂY

Considerando que U; € 7, entdao a equacgao 3 afirma que uma unido qualquer de

elementos de 7 é um elemento de 7.

Exemplo 5.1. Seja X um espago topologico e Y um subespaco de X.

(a) Se X tem a topologia trivial, entdo Y também tem a topologia trivial. De fato, os

tnicos abertos em X sao X e (). Assim, os abertos em Y, na topologia de subespaco,
sioYNY =Y eYNO=0

(b) Se X tem a topologia discreta, entdo Y também tem a topologia discreta. De fato,

0s abertos em X sdo os conjuntos da cole¢gio P(X). Assim,

— se V' é aberto em Y, entao V € P(Y);
— se Ve P(Y), também temos que V € P(X), de modo que V =V NV ¢é aberto

emY.

Lema 5.1. Seja Y C X. Se B é uma base para a topologia de X, entdo a colecao
By ={BNY | B € B} éuma base para a topologia de subespago em Y .

Prova: Dado U aberto em X, se y € U NY, sabemos que existe B € B tal que
y € B C U, segundo o critério (1). Logo, y € (BNY) C (UNY). Provemos essa inclusao:

weBNY=weBeweY=>welecweY=welUNY

Assim, pelo Lema 2.2, By é uma base para a topologia de subespaco.

Lema 5.2. Seja Y um subespaco de X. Se U é aberto em'Y e Y € aberto em X, entdo U

€ aberto em X.

Prova: Se U é aberto em Y, entao U =Y NV, sendo V um aberto em X. Como

Y e V sao abertos em X, entdo, sua intersecao também é aberto em X.

Observagao 5.1. No Lema 5.2 é importante observar a hipdtese de que Y deve ser aberto

em X. Pois, por definicao, para ser subespaco de X, Y ndo precisa ser aberto em X.

Definicdo 6. Um subconjunto A de um espago topoldgico X é fechado se X — A (seu

complementar) é aberto.
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Exemplo 6.1. Considerando a topologia usual da reta (na qual os conjuntos abertos sao

intervalos abertos):

(i) |a,b] € fechado, pois R — [a,b] = (—o0,a) U (b, +00) € aberto.
(ii) |a,+00) € fechado, pois R — [a,+00) = (—00,a) € aberto.
(iii) [a,b) ndo é aberto nem fechado, pois R — [a,b) = (—o0, a) U [b, +00) ndo € aberto.

Exemplo 6.2. Na topologia discreta em um conjunto X, temos que, se U C X, entdo U
e X — U sao abertos. Isto implica que ambos também sdo fechados. Assim, na topologia

discreta, todos os abertos sao fechados.

Exemplo 6.3. Seja Y =1[0,1] U (2,3) subconjunto da reta com a topologia de subespago.
Entao, [0,1] é aberto em Y, pois € igual a Y N (—1,2) e (—1,2) é aberto em R com a
topologia usual. Além disso, [0,1] é fechado, pois Y —[0,1] = (2,3) e (2,3) é aberto em Y,

por argumento semelhante ao usado anteriormente.

O teorema a seguir traz uma forma de definir espacos topoldgicos, utilizando

conjuntos fechados, analoga a Definicao 1.

Teorema 6.1. Seja X um espaco topologico. As sequintes afirmagoes sio vailidas:

(a) O e X sdo fechados.
(b) Intersecoes arbitrarias de conjuntos fechados sao fechados.

(c) Unides finitas de conjuntos fechados sao fechados.
Prova:

(a) 0 e X sdo fechados, pois X e () sdo seus complementares, respectivamente, e sao

abertos, por definicao.

(b) Dada uma cole¢ao de subconjuntos fechados {A,} wes, entao:

X — maeJAa = UaeJ(X - Aa)

De fato,

T € X —Nacjla © 2 € Xexw & NacsAa © v € Xeda € Jtalquex ¢
A, & Jae Jtalquer € Xex ¢ Ay & Ja € Jtalquexr € (X — A,) & x €

UaEJ(X - Aa)-
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Temos que A, é um conjunto fechado, para todo «. Logo, X — A, é um conjunto
aberto. Assim, Uaes(X — A,) é uma unido arbitraria de conjuntos abertos e,
portanto, trata-se de um conjunto aberto. Logo, X — ) ,ec A, é um conjunto aberto,

o que implica que N 4esA4 € um conjunto fechado.

Se A; é fechado para i € {1,...,n}, entdo a seguinte igualdade é valida:

n

-U4a

=1

D:
><1

—A)

s
I
—

De fato,

reX-|JAdivreXexd¢g|JAoreXer¢g A, Vie{l,..,n} & Vie

i=1 i=1
{1,..n}, zeXex¢ A, o ne()A
i=1
Como o conjunto A; é fechado, para todo i € {1,...,n}, entdao X — A; é aberto, o
n n
que implica que ﬂ(X — A;) é aberto. Dessa forma, X — U A; é aberto. Assim,
i=1 i=1

LJ A; ¢ fechado.

=1

Teorema 6.2. Seja Y um subespaco de X. Entao, um conjunto A é fechado em Y se, e

somente se, ele € igual a intersecao entre Y e um conjunto fechado de X.

(<)

Prova:

Seja A = CNY, com C subconjunto fechado em X. Como C' é fechado em X, temos
que X — C é aberto em X. Pela defini¢ao de subespago, (X — C)NY é aberto em
Y. Vamos mostrar que (X —C)NY =Y — A, o que implica que Y — A é aberto e,

assim, A é fechado em Y:

re(X-C)NYere(X-ClexeYoreXex¢CexeYsard¢dAe
reYereY - A

Se A é fechado em Y, entdo Y — A é aberto em Y. Assim, Y — A=Y NU, com
U um conjunto aberto em X. Além disso, X — U ¢ fechado em X. Se é verdade
que A=Y N (X —U), entao A é a intersegdo de um conjunto fechado de X com Y.

Provemos isto:

reAecreYex¢gY-—AsreYex¢gYNU SreYere Xe
r¢UszeYN(X-U).

Teorema 6.3. Seja Y um subespaco de X. Se A € fechado em 'Y eY ¢é fechado em X,
entao A € fechado em X.



14

Prova: Se A é fechado em X, podemos escrevé-lo como A = BNY, para algum
conjunto B fechado em X. Mas, pelo Teorema 6.1, uma intersecao arbitraria de conjuntos

fechados em X é um conjunto fechado em X. Logo, BNY = A é fechado em X.

Definicao 7. Seja A um subconjunto de um espaco topolégico X. O interior de A,
denotado por IntA, € uniao de todos os abertos contidos em A. O fecho de A, denotado

por A € intersecio de todos os fechados que contém A.

Por definicao, IntA é um aberto, pois é uma uniao de abertos. J4 A é fechado,

pois é uma intersecao de conjuntos fechados.

Segue, pela definicdo, que IntA C A C A. Além disso, se A é aberto, entdo é um
conjunto aberto contido (ndo propriamente) em A. Logo, A C IntA. Assim, A = IntA. Se
A é fechado, entao é um fechado que contém (ndo propriamente) A e, assim, a intersegao
dos fechados contendo A se restringe ao A. Logo, A C A. Em outras palavras, se x € A,

entao = pertence a todos os fechados contendo A. Como A é um desses fechados, x € A.

Assim, A = A.

Teorema 7.1. Seja Y um subespaco de X, A um subconjunto de’Y e A o fecho de A em
X. Entdo, o fecho de A emY € iqual a ANY.

Prova: Chamemos de B o fecho de A em Y. O conjunto A ¢ fechado em X, entdo,
pelo Teorema 6.2, ANY é fechadoem Y. Como A C Ae ACY, temos AC ANY.
Assim, ANY é um conjunto fechado em Y que contém A. Como B é igual & intersecio de
todos os subconjuntos fechados de Y contendo A, B esta contido em todos esses conjuntos
fechados. Temos que ANY é um deles. Assim, B C ANY. Reciprocamente, como B é
fechado em Y, temos pelo Teorema 6.2, que B = C' NY, sendo C' um conjunto fechado
em X. Entdo, C' é um conjunto fechado contendo A (pois A C B C C'). Como A é a

intersecao de todos os conjuntos fechados em X contendo A, temos que A C C. Assim,
rcANY —=z2cAexcY=uwcCezxcY=—=2cCNY =28

Observagao 7.1. Sejam A e B conjuntos. Se AN B # (), diremos que A intersecta B. Se

B é um aberto contendo x, diremos que B é uma vizinhanga de x.

Teorema 7.2. Seja A um subconjunto do espaco topoldgico X .

(a) Entio x € A se, e somente se, toda vizinhanga U de x intersecta A.

(b) Supondo que a topologia de X é dada por uma base, entdo x € A se, e somente se,

todo elemento bdsico B que contém x intersecta A.

Prova:
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(a) Reescrevendo de acordo com a contrapositiva: = ¢ A se, e somente se, existe uma

vizinhanga U de x que nado intersecta A.

(=) Sex ¢ A, entdo x € X — A. Mas, como A é fechado, temos que X — A é aberto.
Se U = X — A, entdao U é uma viznhanca de z que nao intersecta A, visto que
AC A

(<) Se existe uma vizinhanga U que contém z e nao intersecta A, entdo X — U é

um conjunto fechado contendo A. Como A ¢ a intersecdo dos conjuntos fechados
contendo A, entdo A C X — U. Assim, se v ¢ X — U, temos que z ¢ A.

(b) (=) Por (a), temos que se z € A, entdo todo conjunto aberto U contendo z intersecta
A. Isso é valido para os elementos basicos, visto que sao conjuntos abertos.

(<) Se todo elemento basico B que contém x intersecta A, entao isso acontece para
qualquer conjunto aberto U que contém z, pois U contém um elemento basico que

contém x. Assim, x € A, por (a).

Exemplo 7.1. Considere R munido da topologia usual:

o Se A= (0,1], entao A = [0,1], pois toda vizinhanga de 0 intersecta A. O mesmo
acontece para os demais pontos contidos no intervalo, mas ndo para os pontos que

estao fora.
. 1 . .
e Seja B = { |n € Z+}. Note que toda vizinhanca de 0 intersecta B, de modo que
n
B={0}UB.

Definicao 8. Sejam X um espaco topologico e A C X. Dizemos que x € X é um ponto
limite ou ponto de acumulagdo de A se toda vizinhanca de x intersecta A em algum

ponto distinto de x. Denotamos por A" o conjunto de todos os pontos limites de A.

Equivalentemente, x € X é ponto limite de A C X se x € A — {x}. De fato, nessas
condigoes, pelo Teorema 7.2, podemos afirmar que toda vizinhanca de x intersecta A — {x}.

Assim, toda vizinhanca de x intersecta A em algum ponto além do x.

Exemplo 8.1. Considere R munido da topologia usual:

o Se A=(0,1], entao A" =0, 1], pois dado = € A’, toda vizinhanga de x intersecta A

em algum ponto distinto de A.

e Se B={0}U(1,2), entao B' = [1,2]. O zero ndo é ponto limite de B, pois (—1,1)

¢ uma vizinhanga de 0 que nao intersecta B em um ponto diferente de 0.

Teorema 8.1. Seja A um subconjunto de um espago topolégico X. Entdo A= AU A’
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Prova:

(C) Se x € A’, toda vizinhanga de X intersecta A. Pelo Teorema 7.2, x € A. Assim,
A" C A. Pela definicao de fecho, A C A. Assim, AUA’ C A.

(D) Se z € A, temos as possibilidades:

— x € A: entdo, r € AUA';

— 2 ¢ A: como x € A, toda vizinhanga U de z intersecta A. Mas x ¢ A, entdo,
concluimos que U intersecta A em um ponto distinto de z. Assim, x € A’ e,

consequentemente, z € AU A’.
Portanto, A = AU A’

Corolario 8.1.1. Um subconjunto A de um espaco topologico é fechado se, e somente se,

ele contém todos os seus pontos limites.
Prova:

(=) Se A é fechado, sabemos que A = A. Como, pelo Teorema 8.1, A’ C A, temos que
A C A

<) Se A’ C A, temos que AU A = A. Pelo Teorema 8.1, AUA" = A, logo A = A.
(=) : q : , log
Portanto, A é fechado.

Definigao 9. Um espaco topoligico X é um espago de Hausdorff se para quaisquer xq,
o pontos distintos de X, existem vizinhancas Uy e Uy de x1 e xo, respectivamente, tais
que Uy N Uy = 0.

Exemplo 9.1. Seja X um espaco topologico com a topologia discreta. Entdo X é um
espago de Hausdorff. De fato, dados dois pontos distintos x1 e x5 de X, existem Uy = {x1}

e Uy = {xo} vizinhangas de x1 e xy disjuntas.

Exemplo 9.2. R? ¢ um espaco de Hausdorff. De fato, dados x1, x5 € R%, tomando as

vizinhangas:
e Uy={a:|a—mx| <nr};
e Uy={a:|a— x| <o}

de x1 e x9, respectivamente. Seja r igual a distancia entre x1 e xo. Tome r1 = r9 = 5
Entdao, Uy NUy = 0.

Teorema 9.1. Todo conjunto finito num espago de Hausdorff é fechado.
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Prova: Segundo o Teorema 6.1, toda unido finita de conjuntos fechados é um
conjunto fechado. Portanto, basta mostrar que todo conjunto unitario {x} é fechado, pois
podemos considerar que um conjunto finito é uma uniao de conjuntos unitarios contendo

cada um de seus elementos.

Se x1, 1o € X e w1 # x9, entdo 1 e x5 tém vizinhancas Uy e Uy, respectivamente,
disjuntas, por tratar-se de um espaco de Hausdorff. Como U, néo intersecta {z;} (pois
U, ¢é disjunto de Uy), o ponto x5 nao pertence ao fecho de {z1} (segundo o Teorema 7.2).

Portanto, o fecho do conjunto {z;} ¢ igual a {z1}. Consequentemente, {z,} é fechado.

Teorema 9.2. Sejam X um espago topologico e Y C X. Se X é um espaco de Hausdorff,

entao Y também é de Hausdorff.

Prova: Dados z1, 9 € Y pontos distintos, exitem V;, V5 vizinhancas disjuntas
de x; e x, respectivamente, em X, tais que V; NV, = (. Temos que A1 = X NV; e
Ay = X NV, sdo vizinhancas de 1, o, respectivamente, em Y, tais que A; N Ay = (.
Logo, Y é de Hausdorft.

A proxima defini¢ao é encontrada na Teoria de Conjuntos e servird para abordarmos

a definicao de fung¢des continuas.

Definicao 10. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma funcio. Se U C X e
V CY, o conjunto

[HV) ={z e X|f(x) €V}
é chamado imagem inversa ou pré-imagem de V. E o conjunto
fU)={yeY |3z eU tal quey = f(x)}

é chamado imagem direta de U.

Definicao 11. Sejam X e Y espacos topologicos. A fungio f: X — Y € continua se
para cada aberto V-C Y, o conjunto f~*(V) é aberto em X.

Se o espago Y é dado por uma base B, podemos expressar a continuidade da funcao
f por meio dos elementos basicos. Se V' C Y é aberto, entao, pelo Lema 2.1, V = U actBa,

onde, para todo o € J, B, ¢ um elemento basico.

Assim,
fﬁl(v) = fﬁl<Ua€JBoz) = Ualeil(Ba)

Ou seja, f~1(V) é um conjunto aberto se a pré-imagem de cada B, ¢ aberto.
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Teorema 11.1. Sejam X e Y espacgos topoldgicos e f: X — 'Y uma funcao. Entdo as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) f é continua.

(2) Para cada subconjunto A de X, temos f(A) C f(A).
(3) Se B é um conjunto fechado emY , entdo f~1(B) é um conjunto fechado.

(4) Para cada x € X e cada vizinhanga V' de f(x), existe uma vizinhanga U de x tal
que f(U) C V.

Prova: Como este teorema traz multiplas equivaléncias, iremos mostrar que (1) =
2)=B)=0e)= )= (1)

« (1) = (2). Seja A C X. Queremos mostrar que se f(z) € f(A), entdo f(z) € f(A).

Para termos f(z) € f(A), devemos tomar z € A. Para concluir, devemos mostrar

que toda vizinhanga de f(z) intersecta f(A). Tomando V' vizinhanga de f(z),

como f é continua, f~!(V) é um aberto em X contendo z. Como z € A, temos

T VYNA#0D. Sejaxy € f~1 (V)N A, entao f(zy) € V (pois f(f~H(V)) CV)e
f(z1) € f(A). Assim, V intersecta f(A) e, portanto, f(z) € f(A).

e (2) = (3). Seja B fechado em Y ¢ A = f~!(B). Temos que f(A) = f(f~'(B)) C B.

Se z € A, entdo

fle) e f(A)c f(A)c B=B

A igualdade segue do fato de B ser fechado. A primeira inclusao vem de (2) e a

segunda é verdadeira pois se y € f(A), entdo qualquer vizinhanca U de y intersecta
f(A). Como f(A) C B, segue que qualquer vizinhanca de y intersecta B e, assim, y

pertence a B.

Com isso, dado = € A, temos f(x) € B, de modo que x € f~'(B) = A. Assim,
A C A, logo A= A. Portanto, A é fechado em X.

e (3) = (1). Seja V' C Y um aberto, temos que B =Y — V é fechado. Entao,
fAB) = 1Y) = (V) =X = (V)
Vamos verificar a primeira igualdade:

ref ' B)e fr)eBs flr)eY - Ve flz)eYeflr)gV &
ref'Y)exd¢ fFA(V)esxe fFHY)—- fYV)
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Como, por hip6tese, f~1(B) ¢ fechado em X, temos que f~(V) é aberto, pois é seu

complementar.

(1) = (4). Sejax € X e V uma vizinhanga de f(x). Como f é continua, U = f~1(V)
é aberto em X, sendo uma vizinhanga de x, uma vez que f(z) € V. Além disso,
f(f~1(V)) = f(U) C V, como desejado.

(4) = (1). Seja V um aberto em Y e z € f~%(V). Temos que f(x) € V. Por
hipétese, existe uma vizinhanga U, de x tal que f(U,) C V. Assim, U, C f~4V).

Verifiquemos isto:
x €U, = f(z) € f(U,) = f(z) eV =z € fH(V)

Afirmacao: f~1(V) pode ser visto como a unido dos conjuntos abertos U,. De fato,

por hipétese,
ref'V)srelU, crelU,

Portanto, f~1(V) é aberto, o que implica que f é continua.

Definigao 12. Sejam X e Y espagos topologicos e f: X — Y uma bijecao. A funcio f

¢ um homeomorfismo se ela e sua inversa f~1 sdo continuas.

Se f~! é continua, entdo a imagem inversa de cada aberto U C X sob a funcao f~!

é um conjunto aberto. A imagem inversa de U em f~! é o conjunto f(U). Portanto, um

homeomorfismo é uma bijegdo f: X — Y tal que f(U) é aberto em Y se, e somente se,
U é aberto em X.

A partir da no¢ao de homeomorfismo, podemos definir invariantes topolégicos,

0s quais sao propriedades preservadas por homeomorfismo. Isto é, se X é homeomorfo a

Y, entdao Y tem os mesmos invariantes topologicos que X.

Figura 1: Representacao de um homeomorfismo.

OU : Of(U)

Fonte: Elaborado pela autora, 2020.
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Exemplo 12.1. A func¢io f: R — R dada por f(x) = 3x + 1 é um homeomorfismo. De
fato, seja g : R — R definida por g(y) = g(y —1). Temos que

C Fo) =3[ -] +1=y-1+1=y;

. g(f(x))zé[(3x+1)_1} :%L;_;:w

Assim, g = f~1. Como f=' € uma funcdo, temos que f é uma bijecio. Além disso, f e g

sao continuas, por serem polindomios.

O teorema a seguir nos mostra regras para a construgao de fungdes continuas.

Teorema 12.1. Sejam X, Y e Z espagos topologicos.

(a) (Fungdo constante) Se f : X — Y € dada por f(x) = yo para todo v € X,

entdo f € continua.

(b) (Fungdo inclusao) Se A é um subespago de X, entdao a fungio j : A — X dada

por j(x) =z, para todo x € A, é continua.

(c) (Fung¢io composta) Se f : X — Y e g : Y — Z sao continuas, entao
gof: X — Z é continua.

(d) (Restri¢io de dominio) Se f: X — Y é continua e A C X, entdo f|[A: A —

Y € continua.

(e) (Restri¢io ou expansio de contradominio) Seja f : X — Y wma aplicagao
continua. Se f(X) C Z CY, entao a aplicagio g : X — Z € continua. Se Y C Z, entdo
h: X — Z é continua.

(f) (Formulagao local de continuidade) Seja f : X — Y wma aplicagio. Se
X =UU,, com U, aberto e f|U, continua para todo «, entao f é continua. (MUNKRES,
2000, p. 107)

Lema 12.1. (Lema da Colagem) Seja X = AUB, com A e B fechados. Sejam f: A —Y
eg: B —Y funcoes continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € AN B, entdo a fungio
h: X —Y, dada por

h(z) = f(z), sex € A

h(z) =g(x), sex € B

¢ continua. (MUNKRES, 2000, p.108)
Definicao 13. Seja X um espago topolégico. Uma separag¢do de X € um par U,V de

conjuntos abertos nao vazios tais que UNV =0 e UUV = X. O espago X € conexo se

nao existir uma separacao de X.
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Outro modo de formular a definicdo de conexidade é o seguinte: um espago X é
conexo se, e somente se, os Unicos subconjuntos de X que sdo tanto abertos como fechados

em X sao o conjunto vazio e o proprio X.
Seja X um espaco conexo. Vamos mostrar que essas duas defini¢des sao equivalentes:

Suponhamos, por absurdo, que existe A C X tal que A # X e A # () que é aberto
e fechado em X. Assim, U = A e V = X — A constituem uma separacao de X, pois sao

nao vazios, disjuntos e U UV = X. Isso é uma contradi¢ao com a hipdtese.

Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que existe uma separacao de X. Sejam
U e V uma separagao de X. Entao, U # 0 e U # X, poisse U = X, entao UNV =V # 0
(ndo seria uma separagao) e temos que U é aberto (definigdo de separagio) e fechado (pois

V', seu complementar, é aberto) em X. Isso é uma contradi¢gao com a hipdtese.

Observagao 13.1. Se f : X — Y ¢ um homeomorfismo e X € conexo, entioY € conexo.
Dizemos, dessa forma, que conexidade é uma propriedade topoldgica. De fato, suponhamos
que Y ndo € conexo, entao existem U e V' conjuntos formando uma separacao de Y. Mas
A OYUfFY V)= YY) = X. Como f~1(U) e f~1(V) sdo abertos (pois f é continua)
e disjuntos (pois U e V sdo disjuntos), eles formam uma separagio de X. Mas isso é uma

contradicao com o fato de X ser conexo. Logo, Y é conexo.

Lema 13.1. Se Y € um subespago de X, uma separacio de Y é um par de conjuntos nao
vazios A e B, com ANB =0 e AUB =Y, tais que nenhum dos dois contém um ponto

limite do outro. O espacoY € conexo se nao existe separacio de'Y .

Exemplo 13.1. Seja X um espago topolégico munido com a topologia trivial. Como os
unicos subconjuntos que sao abertos e fechados sdo o vazio e o proprio X, temos que X €

conexo.

Exemplo 13.2. Seja Y o subespaco [—1,0) U (0,1] de R. Os conjuntos [—1,0) e (0, 1]
$@o nao vazios, disjuntos e abertos em'Y (sao abertos em 'Y pois [-1,0) = (=2,0)NY e
(0,1] = (0,2) NY ). Assim, eles formam uma separa¢io de Y. Notemos que nenhum dos
dois contém um ponto limite do outro (o ponto zero é ponto limite de ambos, mas ndo estd

contido em nenhum deles). Assim, [—1,0) e (0,1] formam uma separag¢io de Y.

Exemplo 13.3. Seja X o subespago [—1,1] de R. Os conjuntos [—1,0] e (0, 1] sdo disjuntos
e ndo vazios, mas eles nao formam uma separagio de X, pois 0 € [—1,0] e 0 € ponto limite

de (0,1).

Exemplo 13.4. O conjunto Q ndo é conexo. Os unicos subespacos conexos de Q sao os
conjuntos unitdrios. De fato, sio conexos, pois se tomarmos X = {x} subespaco de Q, os
unicos subconjuntos de X que sdo abertos e fechados em X ao mesmo tempo sdo o vazio e o

proprio X. E sao os unicos, pois, se Y € um subespaco de Q contendo dois pontos distintos
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p e q, entdo existe um irracional a entre p e q, tal que Y = [Y N(—o00,a)|U[Y N (a,+00)].
Sep <gq, entaop € Y N(—00,a) eq €Y N(a,+00). Mas, Y N(—o0,a) e Y N (a,+00)
sao abertos, nao vazios e a sua unido € igual ao Y. Logo, eles constituem uma separagao

de Y e, assim, este é desconezxo.

Lema 13.2. A imagem de um espago conexo sob uma aplicacao continua é um conjunto

conexo.

Prova: Seja f : X — Y uma aplicacdo continua, com X um espago conexo.
Devemos mostrar que Z = f(X) é conexo. Para isso, podemos tomar a aplicacao

g: X — Z, a qual é continua (pelo Teorema 12.1) e sobrejetora.

Suponhamos, por absurdo, que A e B formam uma separacio de Z. Entdo, g~ 1(A)
e g '(B) sao subconjuntos disjuntos de X, pois se existe z € g~ *(A) N g '(B), entdo
existe y € AN B tal que y = g(x) (impossivel, pois A e B sao disjuntos). Além disso,
g Y (A)Ug Y(B) =X, pois

72 =X = g (AUB) = g (4 Ug ' (B) = X

Temos também que g~ *(A) e g~ (B) sdo abertos (pois g ¢ continua), e que sio nio-vazios,

pois g ¢é sobrejetiva.

Dessa forma, g~ (A) e g~ !(B) formam uma separagao de X, o que é uma contradigao

com a hipotese de que X é conexo. Logo, Z é conexo.

Observacao 13.2. Conexidade é um invariante topologico, isto é, se X é um espaco
conexo e f: X — Y € um homeomorfismo, entao Y € conexo. De fato, como f € bijetiva,

entao f(X) =Y. Pelo Teorema 13.2, temos que Y deve ser conezo.

Definigao 14. Seja A uma colecio de subconjuntos de um espaco X. Se a unidao dos
elementos de A € igual a X, dizemos que A é uma cobertura de X. Se A é uma cobertura

formada por abertos em X, dizemos que A é uma cobertura aberta de X.

Definicao 15. Dada A uma cobertura aberta de X, se existe uma subcolecao finita de
A que cobre X (isto é, cuja unidao dos elementos € igual a X ), entdo dizemos que X é

compacto.

Exemplo 15.1. O subespaco
X={0tu{t:neZ}

de R é compacto. De fato, seja A uma cobertura aberta de X, deve existir U € A tal que
0 € U. Logo, U contém infinitos pontos de X, o que implica que fora de U existem finitos
pontos de X ; para cada um destes pontos, escolha um elemento U;, de A que o contém.

Logo, {U,U;,,..., U} cobre X.
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Exemplo 15.2. Se X ¢ finito, entao é compacto. De fato, se X € finito, entdo ele contém

finitos subconjuntos. Logo, qualquer cobertura aberta A de X € finita.

Definigao 16. Se Y ¢ um subespago de X, uma colegio A de subconjuntos de X cobre

Y se a unido dos elementos de A contém Y .

Lema 16.1. Seja Y C X. Entao, Y é compacto se, e somente se, toda cobertura de Y
por abertos de X (colegio de abertos de X cuja unido contém Y ) possui uma subcolegio
finita que cobre Y (cole¢io finita cuja uniao contém'Y ). (MUNKRES, 2000, p. 164).

Teorema 16.1. Todo subconjunto fechado em um espago compacto é compacto. (MUN-
KRES, 2000, p. 165)

Teorema 16.2. Todo subespago compacto num espaco de Hausdorff é fechado. (MUN-
KRES, 2000, p. 165)

Teorema 16.3. A imagem de um conjunto compacto por uwma aplicacdo continua € um

conjunto compacto.

Prova: Sejam X um espaco compacto e f : X — Y uma aplicacao continua.
Devemos mostrar que f(X) é compacto. Seja A = {A,}acs uma cobertura aberta de
f(X). Entao, como f é continua, {f~'(A4,) : @ € J} é uma cobertura aberta de X. Como

X é compacto, existe uma subcole¢ao finita, dessa cobertura,

que cobre X. Portanto,

{Aay, -, An}
é uma subcole¢ao finita de {A, }aes que cobre f(X).

Observacgao 16.1. Compacidade € um invariante topoldgico, isto €, se X é um espago
compacto e f: X — Y € um homeomorfismo, entio Y €é compacto. De fato, como [ é

bijetiva, entao f(X) =Y. Pelo Teorema 16.3, temos que Y deve ser compacto.

Teorema 16.4. Seja f : X — Y wma bijecao continua. Se X é compacto e Y € de

Hausdorff, entdo f é um homeomorfismo.

Prova: Devemos verificar que f~! é continua, através do Teorema 11.1. Para isso,
vamos mostrar que a imagem de um subconjunto fechado via f é um conjunto fechado, o
que é equivalente a afirmar que a pré-imagem, via f~!, de um subconjunto fechado é um

conjunto fechado.

Seja A C X fechado. Pelo Teorema 16.1, A é compacto. Segue que f(A) é compacto,
pelo Teorema 16.3. Como Y é de Hausdorff, entao f(A) é fechado, pelo Teorema 16.2.
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2.2 Homotopia e Grupo Fundamental

Durante toda esta se¢do, denotamos por I o intervalo [0, 1].

Definigao 17. Sejam X e Y espacos topoldgicos e sejam f: X — Y eg: X —- Y
aplicacoes continuas. Entao, f é homotépica a g se existe uma aplicacao continua
F:XxI-—Y tal que F(z,0) = f(z) e F(x,1) = g(x) para todo x € X. F é chamada

homotopia entre f e g.

Notagao: se f é homotopica a g, escrevemos f ~ g.

Uma homotopia pode ser entendida como uma familia continua a um parametro de
aplicagoes de X em Y. A continuidade da familia significa que (z,t) — F(x,t) = F;(x)
¢ uma aplicagdo continua (LIMA, 2012). Na Figura 2.2, cada ponto da curva representa

uma aplicagdo F; (dentre elas, estao f = Fy e g = FY).

Figura 2: Homotopia entre f e g.

Ft

fr\\)_/g

Fonte: Elaborado pela autora, 2019.

Definicao 18. Seja f : I — X uma aplicagao continua tal que f(0) =z e f(1) = z1.
Chamamos f um caminho em X e dizemos que xy é o ponto inicial e x; é o ponto
final do caminho f.

Definicao 19. Dois caminhos f : I — X e g : I — X sdo homotopicos se ambos
comecam em xq e terminam em xq1 e se existe uma aplicacao continua F': [ x I — X tal

que
(1) F(s,0) = f(s) e F(s,1) = g(s);
(ii) F(0,t) =x¢ e F(1,t) =,

para todo s,t € I. F é chamada homotopia de caminhos entre f ¢ g. Se f é um

caminho homotdpico a g, escrevemos f ~, g.
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Figura 3: Homotopia de caminhos.

Fonte: Elaborado pela autora, 2019.
Lema 19.1. As relagoes ~ e ~, sao de equivaléncia. (MUNKRES, 2000, p. 324)

A classe de equivaléncia do caminho f serd denotada por [f].

Exemplo 19.1. Seja f: X — R e g : X — R duas aplicacoes continuas. A aplicagdo
F(x,t) = (1 —1t)f(x) +tg(z) é uma homotopia entre elas e é chamada homotopia da linha
reta (pois ela liga o ponto f(x) ao g(x) por meio de um segmento de reta). Vamos verificar

que F' ¢, de fato, uma homotopia:
F(z,0) = f(z) — 0f(z) + 0g(z) = f(x)
F(z,1) = f(z) = 1f(z) + 19(z) = g(z)

Além disso, se f e g sao caminhos de xy a x1, entdo F' é uma homotopia de caminhos.
De fato, como f(0) = g(0) = x¢ e f(1) = g(1) = x4, entao

F(0,1) = f(0) = t£(0) +tg(0) = f(0) = o
F,t) = f(1) =tf(1) +19(1) = f(1) =z,

Mais geralmente, seja A C R™ um subespago convero (isto é, dados a, b € A, o segmento
de reta unindo a e b estd contido em A). Se f e g sao caminhos em A de xy a 1, entdo
eles sao homotopicos, pois a imagem da homotopia da linha reta entre eles é composta por

segmentos de reta ligando f(x) a g(x) para todo x € X, 0s quais estao contidos em A.

Definicao 20. Seja f um caminho em X de xq a x1 e g um caminho de x1 a x5. O

produto f x g é o caminho h dado por
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h(s) — f(2s), se s e l0,3]
g(2s —1), sese[5,1]

N =

que vai de xy a xs.

Pelo Lema 12.1, a funcao h é bem definida e continua. Podemos pensar que
a primeira metade de h é o caminho f e a segunda metade é o caminho ¢, conforme

representado na figura a seguir.

Figura 4: Produto entre f e g.

Xo Xa Xz

Fonte: Elaborado pela autora, 2019.

Podemos definir a operagdo * no conjunto das classes de equivaléncia de homotopia

de caminhos:

[f]+ [g] = [f * gl (4)

Vamos verificar que essa operacao estd bem definida. Sejam f, f’, g, ¢’ caminhos em X,
F uma homotopia de caminhos entre f e f’ e G uma homotopia de caminhos entre g e ¢'.
Considere

F(2s,1), se s € [0, 1]

H(s,t) =
(50 G(2s —1,t), sese 1]

N | =

H ¢ continua pelo Lema 12.1; estd bem definida, pois F(2-1,t) = F(1,t) = z; =
G(0,t) = G(2- % —1,t), para todo t € I. Temos que H é uma homotopia de caminhos
entre fxge f'x ¢, pois

H(s.0) = F(2s,0) = f(2s), se s € [0, 1] — Fagls):
’ G(2s—1,0) =g(2s — 1), sese€[3,1] 7

F(2s,1) = f'(2s), ses€(0,5]
H(s,1) = = xgs)
R PR se s € [1,1] Frot)
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H(0,t) = F(0,t) = xo;
H(l,t) = G(l,t) = T2

Assim, a operacao * no conjunto de classes de homotopia estda bem definida.

Figura 5: Produto entre classes de equivaléncia.

Xo X1 Xz

Fonte: Elaborado pela autora, 2019.

E importante frisar que o produto [f] * [g] estd definido apenas para as classes
[f], lg] tais que f(1) = ¢(0). Essa operagao satisfaz as propriedades listadas no enunciado
do teorema a seguir, chamadas de propriedades grupoide de *, as quais sao semelhantes as

que encontramos na defini¢do de grupo.

Teorema 20.1. A operacio * tem as sequintes propriedades:
(1) Associatividade: Se [f] = ([g] * [h]) estd definida, entao ([f] * [g]) * [h] também estd e

[T+ (gl [A]) = ([f] * [9]) * [A];

(2) Identidade a direita e d esquerda: Dado x € X, seja e, : I — X o caminho que

leva todos os pontos de I para o ponto x € X. Se f é um caminho de xy a x1, entdo

] # fex] = [f] € lexo] * [f] = [/1;

(3) Inverso: Seja f um caminho em X de xy a 11 e seja f o caminho definido por

f(s) = f(1 —s), que é chamado inverso de f. Entdo,

[f1 [f] = leao] € [f] [f] = [ea].
Prova: Vamos assumir os seguintes fatos (MUNKRES, 2000, p. 327):

(i) Se k: X — Y é uma aplicac¢do continua e se F' é uma homotopia de caminhos em

X entre f e g, entdo ko F' é uma homotopia de caminhos entre ko f e ko g.



(i)

(2)
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Se k : X — Y é uma aplicacao continua e se f e g sao caminhos em X com
f(1) = g(0), entdo

ko(fxg)=(kof)x(kog)

Seja ey 0o caminho constante em I que leva todos os pontos em 0 e seja ¢ : 1 — [
a aplicacao identidade, que é um caminho em I com ponto inicial 0 e ponto final
1. Entao, eg * ¢ ¢ um caminho em [ de 0 a 1, pois a primeira parte do produto ¢ eg

(constante em 0) e segunda parte é i (que vai de 0 a 1).

Como I é convexo, existe uma homotopia de caminhos G em [ entre os caminhos ¢
e eg * 1. Assim, por (i), temos que f o G é uma homotopia de caminhos em X entre

foie fo(ey*1i). Além disso,

— foi=f;
— por (ii), temos fo(egxi) = (foeg)* (foi) = e, * f. A ltima igualdade segue
do seguinte fato: foeg(y) = f(eo(y)) = f(0) = zo. Assim, f oey é o caminho

constante que leva todos os pontos em xg.

Por (4), temos [e, * f] = [ex,] * [f]. Como e,, * f e f sdo caminhos homotdpicos,

estdo na mesma classe, isto é, [e,,] * [f] = [f]-

Analogamente, seja e; o caminho constante em I que leva todos os pontos em 1 e

seja i : I —> I a aplicagao identidade. Entao, ¢ x e; é um caminho em [ de 0 a 1.

Como I é convexo, existe uma homotopia de caminhos H em [ entre i e e; * i.

Assim, temos que f o H é uma homotopia de caminhos em X entre foi = f e

fo(ixer)=fx*ep. Assim, [f] *[es,] = [f]

Notemos que o caminho inverso a i é i(s) = 1 — s. De fato, i(0) = 0, i(1) = 1,
1(0)=1-0=1ei(l) =1—1=0. Assim, i x4 tem como primeira metade o
caminho ¢ (que vai de 0 a 1) e como segunda metade o caminho 7 (que vai de 1 a
0). Portanto, i * 4 tem 0 como ponto inicial e final. Mas, sabemos que ey também
obedece a estas condig¢oes. Juntamente a isso, o fato de I ser convexo assegura que
existe uma homotopia de caminhos H em [ entre ey e i *i. Assim, por (i), fo H é

uma homotopia de caminhos entre foeg e fo (i x ). Temos:

— na demonstragao de (2), vimos que f o ey = €,,;

— por (ii), obtemos fo (i*1) = (foi)x (foi)

x f. A segunda igualdade é
verdadeira, pois f oi(s) = f(i(s)) = f(1 — s) s

= f
—J(s) = foi=T.

Assim, existe uma homotopia de caminhos H entre e,, e f * f. Como se trata de

uma relacio de equivaléncia, entdo [f * f] = [f] * [f] = [ex]-
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Analogamente, temos que 7 * 4 ¢ um caminho que tem 1 como ponto inicial e final.

Como e; também obedece a isso e I é convexo, existe uma homotopia de caminhos

Gem I entre fo(i*xi)=f*fe foe =ey. Logo, [f* f]=[f]*[f] = [ex]

Vamos assumir o seguinte fato: Sejam [a, b, [c, d] intervalos contidos em R. Entao,
existe uma tnica aplicacao m : [a,b] — [¢, d] tal que m(a) = ¢ e m(b) = d. Nestas

condicgoes, p é chamada aplicacao linear positiva.

Sabendo disso, vamos descrever o produto f * g da seguinte forma: na primeira
metade do produto, que corresponde a f, temos uma aplicagao linear positiva de
[0, %] a [0, 1] dada por m(s) = 2s. Na segunda metade, que corresponde a g, temos
uma aplicacdo linear positiva de [3,1] a [0,1], dada por m/(s) = 2s — 1.

Agora, sejam f, g, h caminhos em X. Note que os produtos (f *g) xh e f * (g h)
estao definidos quando f(1) = g(0) e g(1) = h(0).

Nessas condic¢oes, vamos definir o produto triplo entre f, g, h: dados pontos a, b €
tais que 0 < @ < b < 1, podemos definir o caminho K, ; em X da seguinte forma:
na primeira parte de K, ;, que corresponde a f, temos uma aplicagao linear positiva
de [0,a] a [0,1]. Na segunda parte, que corresponde a g, temos uma aplica¢ao que
vai de [a, b] a [0, 1]. Na tltima, que corresponde a h, temos uma aplicagao de [b, 1] a

0, 1].

Vamos mostrar que dados a, b nas condigoes acima e ¢, d € [ taisque 0 < c < d < 1,
entao K, e K. 4 sao caminhos homotopicos: seja p: I — I a aplicacao que leva
todos os pontos dos intervalos [0, al, [a,b], [b, 1] nos intervalos [0,¢], [c,d], [d, 1],

respectivamente.
Afirmacao: K. q0p = Kgp.

De fato, temos que
Kc.qop={(z,y) : 3z tal que (z,2) € pe (z,y) € K. a4}

Assim, se (z,y) € K.q4, temos as possibilidades:
(a) z €[0,a] & 2z € [0, & yel0,1];
(b) x € [a,b] & z € [e,d] & y € [0,1];
(c)xebllezeldll<yel0,1].

Isto acontece se, e somente se, (z,y) € K, .

Como p é um caminho em [ de 0 a 1, existe uma homotopia de caminhos P entre p
e a aplicagao identidade i : I — I. Por (i), K. 40 P é uma homotopia de caminhos

entre KQdOp: Ka7b e Kc7d0’l' = Kc,d-

Para concluir a verificagao de (1), faremos as seguintes afirmagoes:
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1 3
— f=*(g*h) é o produto triplo K, ;, com a = 5 ® b= 1 De fato,

, f(2s), se s € [0, 5]

prlgy(e) = {7 e e ) sesern )
gxh(2s—1), sese]|3,1]

h(2(2s — 1) —1), sese[31]

1 1
— (f*g)*h é o produto triplo K, 4, com ¢ = 1 ed= 7 De fato,
f(2(2s)), se s €[0,1]
f*g(2s), sesel0,3] . i
(f % g) % h(s) = U =8908~ 1), sese L
h(2s —1), sesé€[3,1]
h(2s — 1), se s € [5,1]

Assim, por (4),
[f+(gxh)] = [(fxg)xh] = [[]x([gxh]) = ([f*g])x[h] = [f]x([g][h]) = ([f1*[g])*[h]

Note que o conjunto de classes de homotopia de caminhos em um espago X munido
da operacao * nao é um grupo, pois o produto * nao esta sempre definido para quaisquer

dois caminhos em X.

Para as defini¢oes de conceitos algébricos, consultar MUNKRES, 2000, p. 330;
YARTEY, 2017, p. 84.

Definigao 21. Sejam X um espaco topologico e xo € X. Um caminho que tem xy como
ponto inicial e final é chamado lago com base em xy. O conjunto de classes de homotopia
de caminhos entre lagcos com base em xg, munido com a operacao *, ¢ chamado grupo

fundamental e é denotado por m (X, zo).

Dados dois caminhos f e g com base em x(, o produto f * g esta sempre definido,
pois f(1) = ¢g(0) = zo. Assim, os resultados do Teorema 20.1 sempre regem o produto
entre dois lagos e, consequentemente, o grupo fundamental é, de fato, um grupo. Além

disso, pela Definicao 20, f * g também é um laco.

Exemplo 21.1. O grupo fundamental m (R™, x¢) € o grupo trivial (o grupo cujo inico
elemento € ey ]). De fato, se f é um lago em R™ com base em xq, a homotopia da

linha reta, do Exemplo 19.1, é uma homotopia de caminhos entre f e ey, (isto é, dado
[f] € m(R™, xo), temos [f] = [ex,]).

Definicao 22. Seja o um caminho em X de xy a x1. Definimos a aplicagdo
G m (X, zo) — m (X, z1) dada por a([f]) = [a] = [f] * [«].
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Figura 6: Representacao da aplicagao a.

Fonte: Elaborado pela autora, 2020.

A aplicacdo & é bem definida pois a operacao x é bem definida. Se f é um lago

com base em xg, entdo (@ * f) * o é um lago com base em z.

Teorema 22.1. A aplicacao & € um isomorfismo de grupo.

Prova: Primeiro, vamos mostrar que & é um homomorfismo:
a([f]) = alg]) = ([a] = [f] = [a]) = ([a] * [g]  [e]) = [a] = [f]  [g] = [a] = &([f] = [g])-

Agora, vamos concluir que & é um isomorfismo, exibindo sua inversa. Sejam 3 = &,

[f] € m(X,x0) e [h] € m (X, x1).

Temos:

B([R)) = ([8] * [B] % [8]) = [a] * [h] * [a);
Ga(B([h])) = [a]  ([a]  [B] % [a]) * [a] = [ex,] * [] * [ex,] = [h];

Ba([f) = 18] % ([a] * [f]  [a]) = [8] = [a] * [a] = [] % [a] * [a] = [exo] * [f] * [en] = [f].
Assim, B é a inversa de & e, desse modo, & é um isomorfismo.

Definigao 23. Um espaco X é conexo por caminhos se para todos x,y € X existe um

caminho ligando x e y.

Corolario 23.0.1. Se X € conexo por caminhos e xg e x1 sio pontos de X, entdo w1 (X, xo)

¢ isomorfo a m (X, x1).

Prova: Como X é conexo por caminhos, dados quaisquer pontos zg e 1 em X, é
possivel encontrar um caminho « ligando-os. Assim, podemos construir uma aplicacao &

entre m1 (X, o) e m (X, x1), a qual é um isomorfismo, pelo Teorema 22.1.

Definicao 24. Um espaco X ¢é simplesmente conexo se é conexo por caminhos e se
m1 (X, o) € o grupo trivial para algum xo € X e, consequentemente, para todo xo € X (pelo

Coroldrio 23.0.1). Para expressar que m1(X, xqg) € o grupo trivial, escrevemos m (X, zg) = 0.

Lema 24.1. Se X € um espago simplesmente conezo, quaisquer dois caminhos que tém o

mesmo ponto inicial e o mesmo ponto final sdo homotopicos.
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Prova: Sejam « e 3 dois caminhos de zy a x1, com xg, 1 € X. Entao, a * 3 esta

definido e é um laco em X com base em z, isto é, a x 3 € 7 (X, xo).

Como X é simplesmente conexo, w1 (X, xg) € o grupo trivial, isto é, |e, | é o inico
7 9 ? 7 0

elemento de m (X, ). Assim, [a * 3] = [ey,]. Entdo,

[k B+ [8] = [exo ] * (8] == [a]*[B]%[B] = [ex, ] *[6] = [a]*[ea,] = [exe] ¥[8] = [o] = [£].

Uma forma de provar que o grupo fundamental é um invariante topologico do

espaco X é através da nocao de homomorfismo induzido por uma aplicacdo continua.

Suponha que h : X — Y é uma aplicagdo continua que leva o ponto xq de X para
o ponto Yo de Y. Podemos denotar isto da seguinte forma: h : (X, z9) — (Y, yo). Se f é
um laco em X com base em g, entdao ho f : I — Y é um laco em Y com base em g

(em f, 0 — xg, e em h, xg — yo; em f, 1 — g, e em h, g — o).

Definigao 25. Seja h: (X, z9) — (Y, yo) uma aplicagao continua. Definimos
he @ m(X,20) — m(Y,y0) pela equacio h.([f]) = [ho f]. A aplica¢io h, é chamada

homomorfismo induzido por h relativo ao ponto base x.

A aplicagao h, estd bem definida, pois se F' é uma homotopia de caminhos entre

f e [, entao h o F é uma homotopia entre ho f e ho f'. Assim, se [f| = [f'], entdo
[ho fl=T[ho[f].

Temos que h, é um homomorfismo, pois:

(hof)x(hog)=ho(fx*g) = hlf])*h.(lg]) = h(lf * g])-

Teorema 25.1. Se h: (X,z9) — (Y,v0) e k: (Y,v) — (Z, 20) sdo continuas, entdo
(koh), = kiohs. Sei: (X,z9) — (X,2) € a aplicagio identidade, entdo i, é o

homomorfismo identidade.

Prova: Por definicao, temos:

(ko h).([fl) = [(koh)o fl=[ko(hof)] =klhof]) = k(hx([f])) = (ke o h)([f])-

Além disso, note que k o h é uma aplicacao que leva (X, xg) em (Z, zp), o que implica que
(k o hyx é uma aplicagao de 71 (X, xo) em m(Z,2). Logo, (ko h), = k. o h,. Finalmente,
temos que i x ([f]) = [i o f] = [f].

Corolario 25.1.1. Se h: (X,z9) — (Y,y0) € um homeomorfismo entre X eY, entao h,

¢ um isomorfismo entre m (X, zo) e m (Y, yo).
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Prova: Sabemos que h, é um homomorfismo. Resta mostrar que é uma bijecao,

exibindo sua inversa. Seja k : (Y, o) — (X, z0) a inversa de h. Entao,

k.oh, = (koh), =1, (5)
com ¢ a aplicagao identidade de X, e

hiok, = (hok),=j. (6)

com j a aplicacao identidade de Y.

Pelo Teorema 25.1, i, e j. sdo os homomorfismos identidade de 71 (X, z¢) e m1 (Y, yo),

respectivamente. Assim, por (5) e (6), k. é a aplicacao inversa de h,.

2.3 Grupo Fundamental do Circulo

Definicao 26. Sejam X, Y espacos topologicos. Uma aplicacao f : X — Y € um
homeomorfismo local quando para cada ponto x € X existe uma vizinhanca U C X tal

que V = f(U) € aberto em Y e f|ly : U — V € um homeomorfismo.

Exemplo 26.1. Todo homeomorfismo (global) é um homeomorfismo local. De fato, seja
f: X — Y um homeomorfismo. Basta tomar, nos termos da Definicio 26, U = X e

V =Y. Assim, a primeira e a seqgunda condi¢ao sdo satisfeitas.

Definicao 27. Seja p : E — B uma aplicagdo continua e sobrejetiva. O subconjunto

aberto U C B ¢ dito uniformemente coberto por p se
(i) pH(U) = | Vi, com V,, subconjuntos abertos e disjuntos de E, para todo o € J;
acJ

(i7) plv, : Vo —> U é um homeomorfismo, para todo o J.

A colecio {Vy}aes € chamada uma particio de p~*(U) em fatias.
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Figura 7: Conjunto U uniformemente coberto por p.

p~'(U)

Fonte: Elaborado pela autora, 2020.

Definicao 28. Seja p : E — B uma aplicagio continua e sobrejetiva. Se cada ponto
b € B tem uma vizinhanca U uniformemente coberta por p, entao p é chamada aplica¢do

de recobrimento e¢ E ¢ dito espaco de recobrimento de B.

Exemplo 28.1. Seja E = X x{1,--- ,n}. A aplicagio p: E — X dada por p(x xi) = z,

para todo i € {1,--+ ,n} é uma aplicagao de recobrimento.

De fato, note que p é sobrejetiva. Ela é continua, pois para todo U C X aberto,
p~ Y (U)=U x {1,...,n}, o qual é aberto em F.

Dado z € X, entdo X é uma vizinhanga de z tal que p~*(X) = UX;, onde
X; = X x {i}. Temos que os conjuntos X; sao abertos e disjuntos entre si. Além disso,

p

x; : X; — X é um homeomorfismo, pois é bijetiva e

e plx, é continua, pois dado U C X aberto, p~!|x,(U) = U x {i} ¢é aberto em
X = X x {i};

e pl|x, é continua, pois dado U; = U x {i} C X; aberto bésico, temos p|x,(U;) = U,

que é aberto em X.

Teorema 28.1. Seja S' = {x € R?: ||z|| = 1} C R% A aplicagio p : R — S' dada por

p(z) = (cos2mx, sen2mz) € uma aplicagao de recobrimento.

Prova: Temos que p é sobrejetiva, pois f : R — [—1, 1] dada por f(z) = cos2rz e
g: R — [—1,1] dada por g(x) = sen2mx sao sobrejetivas; p é continua, pois dado A C S!
aberto basico (que ¢ igual a interse¢do de S’ com uma bola aberta), p~'(A) é um intervalo

aberto, o qual é aberto em R.

Inicialmente, vamos mostrar que p(n + 1/4) = (0,1) e p(n — 1/4) = (0, —1), para
qualquer inteiro n. Temos que p(n) = (1,0) = by, Vn € Z, isto é, p~1(by) = Z, pois
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« dado n € Z, p(n) = (cos(n2m), sen(n27w)) = (1,0), visto que n27 trata-se de um
multiplo de 2. Assim, Z C p~(by);

o dado x € p~1(by), temos que

(cos2mx, sen2mx) = (1,0) <= cos2mx = 1 e sen2wx =0

< 2mx = k27, com k € Z < x € Z.
Logo, p~!(by) C Z.
Além disso, p(1/4) = (0,1). Assim, usando as férmulas referentes a cos(a+b) e sen(a+b),

p(n+1/4) = (cos2m(n + 1/4), sen2w(n + 1/4)) = (cos(2mn + 7/2), sen(2mn + 7/2)) =
(1-0-0-1,0-0+1-1) = (0,1)

Aplicando um processo semelhante, concluimos que p(n — 1/4) = (0, —1).

Agora, considere U C S' como sendo o conjunto de todos os pontos que tém a
primeira coordenada positiva. Ou seja, p~1(U) é o conjunto dos pontos = para os quais

cos2mz > 0. Desse modo, p~*(U) = UV, com V,, = (n — 1/4,n + 1/4) para todo n € Z.
Observe a figura:

Figura 8: Representacao da aplicacdo p: R — S'.

-1 0 1
(4 () ()
() ()

Vo Vo Vi
lp

N

U

Fonte: Elaborado pela autora, 2020.

Note que a imagem da aplicagao p corresponde a intimeras voltas no circulo unitario.
Em U, o cosseno é sempre maior que zero. Ja no seu complementar, o cosseno ¢ menor ou

igual a zero.

Temos que os conjuntos V,, sdo abertos e disjuntos. Devemos mostrar, agora, que
a aplicacao ply, : V,, — U é um homeomorfismo, para qualquer n inteiro. A aplica¢ao

ply, V,—U,comV, =[n—1/4,n+ 1/4] para todo n € Z, é injetora, pois sen2rx
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¢ estritamente crescente num intervalo desse tipo. Para mostrar que ply; ¢ sobrejetora,
consideremos o Teorema do Valor Intermediario (ver MUNKRES, 2000, p. 154). Sabemos
que plyy (n —1/4) = (0,-1) e ply; (n+1/4) = (0,1), para todo n € Z. Como (0,—1) e

(0,1) sao os extremos do conjunto U, entdo qualquer ponto de U entre eles possui um

correspondente em V,, segundo o Teorema do Valor Intermedidrio.

A aplicacao p[vn ¢é continua por ser restricao de uma aplicacao continua. Para
concluir que ply; ¢ um homeomorfismo, vamos usar o Teorema 16.4. Devemos mostrar
que V,, é compacto e U é um espaco de Hausdorff. Vamos assumir o seguinte fato: todo

intervalo fechado em R é compacto.

Assim, V,, é compacto. Pelo Exemplo 9.2, R? ¢ de Hausdorff. Entdo, pelo Teorema
9.2, U deve ser de Hausdorff. Logo, p|Vn ¢ um homeomorfismo e, em particular, p|y, é um

homeomorfismo.

Argumentos semelhantes podem ser aplicados para intersecoes de S com a parte
esquerda do plano e com as partes superior e inferior. Consequentemente, p : R — St é

uma aplicacao de recobrimento.

Proposicao 28.1. Sep : E — B ¢ uma aplicagio de recobrimento, entdao p é um

homeomorfismo local entre E e B.

Prova: Dado e € E, p(e) possui uma vizinhanga U tal que p~*(U) = UV, (onde
todos V,, sao conjuntos abertos e disjuntos). Temos que e € V, para algum «. Como
plv, : Vo — U é um homeomorfismo e U = p(V,,) é aberto em B, entao as condigoes de

homeomorfismo local estao satisfeitas.

Entretanto, a condi¢do de p ser um homeomorfismo local, nao ¢ suficiente para que

p seja uma aplicacao de recobrimento, como nos mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 28.2. A aplicagio p : R, — S dada por p(x) = (cos2rx, sen2nx) € sobrejetiva

e € um homeomorfismo local, mas nao € uma aplicagdo de recobrimento.

De fato, a aplicacdo p é um homeomorfismo local, pois é uma restricao de ho-
meomorfismo local. E sobrejetiva, pois f : Ry — [—1,1] dada por f(z) = cos2rz e

g: R, — [—1,1] dada por g(z) = sen2wx sao sobrejetivas.

Para o ponto by = (1,0) € S! nio existe uma vizinhanga U que é uniformemente
coberta por p. Isso ocorre porque uma vizinhanca tipica U de by tem como pré-imagem a
unido de intervalos abertos V,, (com n inteiro e n > 0) com o intervalo V{ da forma (0, €),

conforme esta representado na figura a seguir.
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Figura 9: Representacao da aplicacdo p: R, — S'.

0 1 2
( (4 (0
- —) N
Vo |4 Va
lp
U
bo

Fonte: Elaborado pela autora, 2020.

Para cada intervalo V,,, com n > 0, temos que pl|y, : V;, — U é um homeomorfismo.
Mas, para o intervalo Vp, ply, : Vo — U néao é sobrejetivo, pois ndo existe um ponto

x € Vp tal que p(x) = by.

Teorema 28.2. Seja p: E — B uma aplicagdo de recobrimento. Se By é um subespaco

de B e se Eg = p~1(By), entdo a aplicagio py : Ey — By ¢é uma aplicagdo de recobrimento.

Prova: A aplicacdo py é sobrejetiva, pois p~1(By) = Ej; é continua por ser uma

restricao de fungao continua.

Dado by € By, seja U uma vizinhancga de by em B que é uniformemente coberta
por p e seja {V,} uma particio de p~*(U) em fatias. Temos que U N By é uma vizinhanga
de by em By, e os conjuntos V, N Ey sdo abertos e disjuntos em Fy (visto que os conjuntos

Ve s@o abertos e disjuntos).

Afirmagao 1: p~ (U N By) = U(V, N Ep)

r€p H(UNDB,y) <= p(x) €UN By <= p(z) €U e p(x) € By <=
rep t(U)=UVeezrzep By =Fy<=zxeUV,NEy <z € UV,N Ey)

Afirmagao 2: plv,ng, : Va N Ey — U N By é um homeomorfismo para todo «.

De fato,

o ¢ bijetiva: dado y € U N By, temos que y € U. Pela aplicagao ply, : Vo, — U,
que é bijetiva, existe um tnico x € V,, tal que p(x) = y. Como y € By, entdo
x € p~Y(By) = Ey. Logo, como ply, g, ¢ uma restrigao de p|y,, entdo existe tinico

x € V, N Ey tal que y = ply,ne, ();
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« & continua e a inversa é continua: p|y, g, é restrigao de p|y,, a qual é continua; do

mesmo modo, p|y,' g, € restricdo de pl;;.

Definigao 29. Seja p: E — B uma aplicagcio. Se f : X — B € uma aplicacdo continua,
um levantamento de f é uma aplicacio f: X — E tal que po f = f

Figura 10: Levantamento da aplicagao f: X — B.

2t

S

Fonte: Elaborado pela autora, 2020.

Exemplo 29.1. Considere a aplicacdo de recobrimento p : R — S do Teorema 28.1.
O caminho f : I — S, dado por f(s) = (cosms, senws) (que comega em by = (1,0) e
termina em (—1,0)), tem como levantamento o caminho f:I—R, dado por f(s) =3
(que comeca em 0 e termina em %) De fato, devemos mostrar que p o f = f. Temos que
po f: I — S'. Resta verificar que po f(s) = f(s), para todo s € I. Dado s € I,

po f(s) =p(f(s)) = p(5) = (008271'%, 8671271'%) = (cosms, sents).

Os dois lemas a seguir nos mostram que caminhos e homotopias de caminhos podem

ser levantadas.

Lema 29.1. Considere p: E — B uma aplicagio de recobrimento e p(eg) = bg. Qualquer
caminho f : I — B que comega em by tem um unico levantamento f: I — E comecando

em eg, isto €, tal que f(0) = eo. (MUNKRES, 2000, p. 342)

Lema 29.2. Considere p : E — B uma aplica¢io de recobrimento e p(eg) = by. Seja
F : 1 x1 — B uma aplicagio continua tal que F(0,0) = by. Entdo, existe um tinico
levantamento F : I x I —s E de F comecando em ey. Se F é uma homotopia de caminhos,
entio F ¢ uma homotopia de caminhos. (MUNKRES, 2000, p. 343)

Teorema 29.1. Considere p : E — B uma aplicagio de recobrimento e p(eg) = by.
Sejam f e g dois caminhos em B de by para by; sejam f e § os levantamentos de f e
g, respectivamente, comegando em eq. Se f e g sdo caminhos homotdpicos, entdo f eq

terminam no mesmo ponto de E e sio caminhos homotdpicos. (MUNKRES, 2000, p. 344)

Definigao 30. Sejam p : E — B uma aplicacio de recobrimento e by € B. Escolha e tal
que p(eg) = bo. Dado [f] € m,(B, by), seja f o levantamento do caminho f em E que comega
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em ey. Seja ¢([f]) = f(1). Entdo, ¢ é a aplicagio ¢ : (B, by) — p~(by). Chamamos ¢
a correspondéncia de levantamento derivada da aplicagio de recobrimento p. Temos

que ¢ depende do ponto eqg (pois o levantamento f de [ depende do ponto e ).

O contradominio de ¢ é igual a p~1(by) pois p(f(1)) = f(1) = by, visto que f é um
laco. Além disso, a aplicacio ¢ é bem definida. De fato, se [f] = [g], entdao f(1) = g(1),
pelo Teorema 29.1.

Teorema 30.1. Considere p: E — B uma aplicagao de recobrimento e p(eg) = by. Se E
¢ conexo por caminhos, entdo a correspondéncia de levantamento ¢ : w (B, by) — p~*(by)

¢ sobrejetiva. Se E € simplesmente conexo, entao ¢ € bijetivo.

Prova: Suponhamos que E seja conexo por caminhos. Dado e; € p~!(by), devemos
mostrar que existe [f] € 71 (B, by) tal que ¢([f]) = e1. Temos que existe um caminho f em
E de ey a e;. Como o dominio de p é igual ao contradominio de f, a aplicacdo po f = f
existe e é um caminho em B. Note que £(0) = p(f(0)) = p(eg) = b e f(1) = pley) = by.
Logo, f é um laco em B com base em by, isto é, [f] € m (B, by). Assim, f é o levantamento

de f comecando em e e, pela definicao anterior, e; = f(1) = ¢([f]).

Se F é simplesmente conexo, entdo F é conexo por caminhos, fazendo com que ¢
seja sobrejetiva, conforme ja provamos. Resta, portanto, mostrar que ¢ é injetiva: sejam
[f], [9] € m(B,bo) tais que ¢([f]) = &([g]). Sejam f e § os levantamentos de f e g,

respectivamente, em E e que comecam em eg; assim f (1) =g(1).

Como FE é simplesmente conexo, entdao, pelo Lema 24.1, f e ¢ sao caminhos
homotépicos (visto que ambos comegam no mesmo ponto). Logo, existe F uma homotopia
de caminhos em F entre f e §. Como f = po f e g = po g, temos que po F é uma
homotopia de caminhos entre f e g. Assim, [f] = [g], 0 que implica que ¢ é injetiva e,

consequentemente, bijetiva.

Teorema 30.2. O grupo fundamental de S' é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros.

Prova: Seja p : R — S' a aplicacdo de recobrimento do Teorema 28.1. Sejam
eo =0 e by = p(eg). Como by = (1,0), entao p~1(by) = Z.

Temos que R é conexo por caminhos e, pelo Exemplo 21.1, m (R, zy) é o grupo
trivial para todo zy € R. Assim, R é simplesmente conexo. Desse modo, pelo Teorema 30.1,
a correspondéncia de levantamento ¢ : (S, by) — Z & bijetiva. Resta mostrar, entdo,
que ¢ é um homomorfismo. Dados [f], [g] € m (S, by), sejam f e § os levantamentos

de f e g, respectivamente, em R comecando em ey. Considere n = f(1) = o([f]) e
m = g(1) = ¢([g]). Seja g(s) =n+3(s).

Temos que a aplicagao p é periddica, completando um periodo a cada niimero
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inteiro, isto é, p(n + x) = p(x), para todo x € R. Logo, § é um levantamento de g, pois

pog(s) =p(n+3(s)) =p(a(s)) = g(s)

epog: I — S Além disso, § comeca em n, pois §(0) = 0.
Como f(l) =n = §(0), entdo f * § esta definido e é o levantamento para f % g que
comeca em 0. De fato, temos que f*g: I — S e po (f*§)(s): I — S* tém o mesmo

dominio e contradominio e

? = = fxg(s).

po f(2s), ses €0, 1] f(2s), ses € [0,%]
pog(2s—1), ses €[1,1] 9(2s —1), ses € [3,1]

(1) =n+g(1) =n+m.

Qu

Temos que o ponto final de f % § é dado por (f * (1) =
Logo,
o([f] % 19]) = o([f * ) = (F * §)(1) = n+m = ([f]) + ¢([g]).

L 0 inverso de x; " o

0 n-ésimo produto de x=' com si préprio; z° o

Definicao 31. Sejam G um grupo e x € G. Denotamos por x~
n-ésimo produto de x com si proprio; x™"
elemento neutro de G. Se {x™ | m € Z} = G, dizemos que G é um grupo ciclico e x é

um gerador de G.

Note que o produto representa uma operagao do conjunto que satisfaz as propri-
edades da defini¢do de grupo. Ou seja, na definigao acima, caso o grupo seja aditivo, a

operacao produto pode ser entendida como a operacao soma.

Definigao 32. Se A € um subconjunto de X, uma retragao de X em A € uma aplicagdo
continua r : X — A tal que r|4 € a aplicagao identidade de A. Se existe uma retragao de

X em A, dizemos que A é um retrato de X.
Lema 32.1. Se A é um retrato de X, entao o homomorfismo induzido pela inclusao

j:A— X € injetivo.

Prova: Se r : X — A é uma retragdo, entao r o j é a aplicagao identidade i :
A — A. Sejam 1, : m (X, a) — m(A,a) e j, : m(A,a) — m (X, a) os homomorfismos
induzidos por r e j, respectivamente. Logo, 7, o j, é a aplicacao identidade de (A, a).
De fato, dado [f] € m1(A4, a),

r(GlfD)) =r(lfo f) =lre(Ge )l =[(rej)o fl=lio fl=[f].

Logo, como 7, = r, o j, ¢ injetivo, entao j, deve ser injetiva.

Teorema 32.1. (Teorema da ndo-retragio) Seja B*> = {x : ||z|| < 1} C R%. Nao existe

retragio de B* em S*.
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Prova: Temos que 71(B?, 1) é o grupo trivial, pois é um subespaco convexo de R?.

Entretanto, 7 (S, by) ndo é o grupo trivial, pois ¢ isomorfo a Z, pelo Teorema 30.2.

Suponhamos que existe uma retracao de B? em S!, isto é, que S* é um retrato de
B?. Entao, o homomorfismo j, induzido pela inclusdo j : St — B? é injetivo, segundo o
Lema 32.1. Mas, isso é uma contradi¢io, pois m1(S', by) ndo é o grupo trivial, enquanto

m1(B?, 1) é o grupo trivial.

Lema 32.2. Seja h : S' — X wuma aplicacio continua. Entdo, as sequintes condicoes

sao equivalentes.

(1) h € homotdpica a uma aplicagao constante.
(2) h se estende para uma aplicagio continua k : B> — X.
(3) h. € o homomorfismo trivial de grupos fundamentais.

Corolario 32.1.1. A inclusio j : S' — R? — 0 ndo é homotépica a uma aplicacdo
constante. A aplicacdo identidade i : S* — S' ndo é homotdpica a uma aplicacio

constante.

Prova: Temos que a aplicagdo r : R —0 — S! dada por r(z) = ‘i é uma retragao

||
de R? — 0 em S!, pois

e ¢é continua, visto que é um quociente de fung¢oes continuas;

o 7|51 é a aplicagao identidade de S:

€S = r|g(r) =7r(r) = Tl

Mas, ||z|| = 1. Logo, r(z) = =.

Logo, pelo Lema 32.1, j, é injetivo. Com isso, nao ha como j, ser o homomorfismo
trivial, pois, para isso, deveria levar todos os pontos do seu dominio no elemento neutro

do contradominio. Assim, pelo Lema 32.2, j ndao é homotdpica a uma aplicacao constante.

Da mesma forma, 7, é o homomorfismo identidade e, portanto, injetivo. Por isso,

nao ¢é trivial e, consequentemente, ¢ nao ¢ homotopica a uma aplicagdo constante.

Definicao 33. Seja v uma aplicacio continua de B*> em R?. Um campo vetorial em

B? ¢ um par ordenado (z,v(x)), com x € B2

Teorema 33.1. Considere um campo vetorial (x,v(x)) em B? tal que v(x) # 0, para todo
x € B2. Entdo, existe um ponto em S' onde o campo vetorial aponta para dentro e um

ponto em S* onde o campo vetorial aponta para fora.
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Prova: Como v(z) # 0, para todo x € B2, entdo v aplica B em R?—0. Suponhamos,
por absurdo, que v(x) ndo aponta para dentro em nenhum ponto x € S*. Seja w = v|q1.
Como w se estende para uma aplicacdo continua de B2 em R? — 0, entdo ela é homotépica
a uma aplicacao constante, segundo o Lema 32.2. Mas, w também é homotdpica a inclusao
j: 81— R? — 0. De fato, considere a aplicacdo F' tal que F(z,t) = tz + (1 — t)w(x),
com z € St et € I. Temos que F(z,0) = w(z) e F(x,1) =z = j(z). Resta mostrar que o

contradominio de F' é R* — 0, isto é, vamos mostrar que F(x,t) #0, Vo € S', t € I.

Temos que, dado x € S, j(x) # 0 e w(z) # 0 (por hipétese). Assim, parat =0 e
t=1, F(z,t) #0. Se F(z,t) =0 para 0 <t < 1, entao

tr+ (1 —tw(z) =0 <= w(z) = —

1-t

Note que & > 0. Logo, w(x) é um miultiplo escalar negativo de z, o que implica que w(x)
aponta para dentro em z. Como isso nao é possivel (pois v(z) ndo aponta para dentro em
nenhum ponto em S, por hipétese), entao F(x,t) # 0, Vo € S*, t € I.

Logo, F' é uma aplicacdo de S' x I em R? — 0 e, como ela é continua, satisfaz as
condi¢Oes para ser uma homotopia entre w e j. Assim, j é homotdpica a uma aplicagao
constante. Mas isso é uma contradigdo, segundo o Corolario 32.1.1. Portanto, v(x) aponta

para dentro em algum ponto z € S*.

Agora, considere o campo vetorial (z, —v(x)). Pelo resultado ja provado, —v(x)
aponta para dentro em algum ponto x € § L Logo, v(z) aponta para fora, nesse ponto x

em questao.

A seguir, serd enunciado o Teorema Fundamental da Algebra e apresentada uma

demonstragao para ele baseada na prova contida em Munkres (2000).

Teorema 33.2. (Teorema do ponto-firo para o disco de Brouwer) Se f : B> — B? é

continua, entdo existe v € B? tal que f(x) = .

Prova: Suponhamos, por absurdo, que f(r) # z, para todo x € B?. Definindo
v(z) = f(x) — x, obtemos um campo vetorial (z,v(z)) em B? tal que v(x) # 0, para todo
x € B?. Pelo Teorema 33.1, o campo vetorial aponta para fora em um ponto zy € S, isto ¢,
v(xp) é um multiplo escalar positivo de . Logo, f(zo) — zo = axo = f(x) = (1 + a)xo,

com a € R%. Mas, isso significa que f(zo) ¢ B?, pois
(L + a)zol| = [(L+ )| - lzol| = [(L +a)[| - 1 > 1,

o que é uma contradigao.
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Teorema 33.3. (O Teorema Fundamental da Algebm) Uma equacao polinomial
2"+ ap 2"+ @+ a9 =0
de grau n > 0 com coeficientes complexos tem pelo menos uma raiz complexa.

Prova:
Passo 1: Seja f: S' — S! uma aplicacio dada por f(z) = 2", com z € C. Vamos

mostrar que o homomorfismo induzido f, é injetivo. Sabemos que

e = cost) + isen) = (cosf, send).

2mis

Entdo, seja py : I — St a aplicacdo dada por py(s) = €™ = (cos2ns, sen2ws), a qual é

um lago em S* (com base em by = (1,0)). Temos que f.([po]) = [f o po] €
f(po(s)) = (™) = (cos2mns, sen2mns),

a qual também é um lago em S! (com base em by). Considere o caminho g : I — R dado
por g(s) =nsep: R — S! a aplicagdo de recobrimento do Teorema 28.1. Note que
pog = fopg, isto é, g é o levantamento de f o py que comega em 0. Assim, sendo ¢ o
isomorfismo de 71 (S, by) com Z (visto no Teorema 30.2), temos que ¢([f opo]) = g(1) = n,

isto é, [f o pg| corresponde ao inteiro n.

Agora, seja h : I — I um caminho dado por h(s) = s. Temos que p o h = py, isto
¢, h ¢ o levantamento de py que comeca em 0. Assim, ¢([po]) = h(1) = 1, ou seja, [po]

corresponde ao numero inteiro 1. Logo,

f* : 7T1(Sl,b0) — 7T1(Sl,b[))
[po] — [f © o]

pode ser enxergada, via o isomorfismo ¢, como

fo i — 7

l—n

Mas, 1 é o gerador do grupo aditivo dos inteiros (pois a n-ésima soma do ntmero 1 é igual

ao inteiro n). Dessa forma, dado m € Z,
fim)=f1+---+1)=f,(D)+- -+ fi()=n+--+n=m-n

com m parcelas em cada soma (note que se m for negativo, entdo devemos ter |m| parcelas

de -1). Sabemos que dados my, my € Z tais que min = mgn, temos que m; = ms. Logo,
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f« € injetiva.

Passo 2: Vamos mostrar que a aplicagio g : S1 — R? — 0 dada por g(z) = 2" nio
é homotopica a uma aplicacdo constante. Note que g = j o f, com j a aplicacao inclusao
de S em R? — 0 e f a aplicagdo do Passo 1. Assim, g, = (j o f)., 0 que implica que
G« = Jx © [

Temos que existe uma retragao de R? — 0 em S! dada por r(z) = ﬁ Logo, pelo
Lema 32.1, j, é injetiva; pelo Passo 1, f, € injetiva. Portanto, g, = j. o f. é injetiva, nao
podendo ser o homomorfismo trivial e, consequentemente, g ndo é homotdpica a uma

aplicacao constante (segundo o Lema 32.2).

Passo 3: Vamos provar um caso especial do teorema, que vale para equagoes
polinomiais " + a, 12" + -+ + a1x + ap = 0 tais que |a,_1| + -+ + |as| + |ag| < 1.
Vamos mostrar que uma equacao desse tipo possui uma raiz em B2. Suponhamos, por

absurdo, que a equacdo ndo possui raiz em B?. Temos que
A=2"4a, 12" "+ +az+ayg#0,Vz € B?

e, assim, podemos definir uma aplicacio k : B> — R? — 0 tal que k(z) = A.

Seja h = k|g1. Como h se estende para uma aplicagio de B em R? — 0, entdo h é
homot6pica a uma constante (pelo Lema 32.2). Agora, vamos mostrar que h é homotépica

a aplicacao g do Passo 2. Considere a aplicacao F' dada por
F(z,t)=2"+t(ap_12"""+ - +a), comz€ S etel

Note que F(z,0) = 2" = g(z) e F(z,1) = h(z). Além disso, F' é continua, pois é uma
soma de aplicacoes continuas. Resta mostrar que seu contradominio é igual a R? — 0, isto

é, que F(z,t) #0Vze St tel

Temos que valem as propriedades para todos zy, z5 € C:
|21+ 22| < a1] + 22| € |21 + 22| 2 |21] = [22].
Logo, como |z|® = 1 para todo z € S*,

[F(z,6)] > 2" = [t(an-12""" + - + ao)|
> 1 —t(Jap-12"""| + - +aol)
=1 —t(lana] +---+laol) = (+).
Como t(|an—1] + -+ - + |ag]) < 1, entdo (%) > 0. Assim, F' é uma homotopia entre g e h.

Mas isso implica que g é homotdpica a uma aplicacado constante, o que ¢ uma contradigao

(segundo o Passo 2).
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Passo 4: Vamos provar o caso geral. Dada uma equacao polinomial
"+ @12 - ar +ag =0,

escolha um numero real ¢ > 0 e considere x = cy. Substituindo, obtemos:

n,,Mn n—1, n—1
c ap_1C acy a
(cy)"+an_1(cy)" "+ +ai(cy)+ap =0 & CZ = - A ;ny+;2 =0«
n—1
Ay a a
sy, A
c c c
Escolhendo ¢ suficientemente grande tal que
Ay Ay a a
S | | e < L
c c

temos, pelo Passo 3, que a equagao obtida a partir da substituicao tem uma raiz y = .

Logo, a equagao original tem uma raiz xy = cyp.

Observacio 33.1. Usando o Teorema Fundamental da Algebra, é possivel concluir que

uma equacao polinomial
A" + 12" N+ iz a9 =0

de grau n > 0 com coeficientes complexos possui n raizes complexas. De fato, primeiro

vamos mostrar que um polindomio
p(z) = anx™ + ap_ 12"+ arx + ag
pode ser escrito como
p(z) = ap(x —x1)(x — 29) -+ - (T — ),

onde x1,...,x, sao numeros complexos. Pelo Teorema 33.3, o polindmio p(x) tem uma
raiz compleza x1. Assim, p(x) = (x — z1)q1(x), onde q(x) é um polinomio (YARTEY,
2017, p. 209). Se o grau de q(x) é maior ou igual a 1, entao q(x) = (x — x2)ga(x), com
xo uma raiz de q1(x) e qa(x) um polinémio. Repetindo esse processo até que o grau de

qn(x) seja zero, obteremos
p(x) = (x —z1)(x — 22) -+ (2 — 0) ().
Pela identidade de polindmios, devemos ter q,(x) = a,. Assim, se p(x) =0, entdo

an(x —x1)(x —29) -+ - (T — ) =0,
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ou seja, p(x) possui n raizes complexas (podendo haver raizes com multiplicidade maior do

que 1).
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3 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foram estudados conceitos topolégicos, abordando a Topologia
Geral e ideias introdutérias da Topologia Algebrica, com o objetivo de apresentar uma
demonstracao para o Teorema Fundamental da Algebra. Esse teorema é abordado ainda
no ensino basico, mas sem que seja, necessariamente, trabalhada alguma de suas demons-
tragoes, dada a alta complexidade do contetido para essa etapa do ensino. No entanto, até
mesmo no contexto dos cursos de graduagao em licenciatura em Matematica, ¢ possivel

que os futuros professores se formem sem que tenham tido contato com a demonstracao
do TFA.

Tendo como requisito basico a Teoria dos Conjuntos, que costuma ser vista nos
primeiros periodos dos cursos de graduagao em Matematica, além de conceitos algébricos
basicos, que podem ser facilmente apreendidos, apresentamos uma sequéncia de con-
tetdos da Topologia que permitiram provar o TFA como um corolario do teorema em
que calculamos o grupo fundamental do circulo. Assim, utilizando contetidos vistos na
graduacao em Matematica e unindo a assuntos proprios de um curso de Mestrado, foi
feita a demonstracao de um teorema que faz parte do trabalho de qualquer professor de

Matemaética.

Apesar da sua importancia no campo da Matemaética, o TFA é apenas um dos varios
resultados aos quais pode-se chegar a partir da Topologia Algébrica, a exemplo da Teoria
de Homologia, que associa objetos topologicos a objetos algébricos. Também pode-se
expandir esse tema, investigando se o resultado estudado neste trabalho ¢é valido para
extensoes do conjunto dos nimeros complexos, como o anel dos Quatérnios. Destacamos,
ainda, que nesse trabalho foi abordada apenas uma das formas de demonstrar o TFA, com
uma prova que nao é comumente difundida, permitindo que alunos do nivel de graduagao
explorem esse tema. Mas, é importante que sejam estudadas outras formas de demonstra-lo,
oportunizando-se o aprofundamento em outras teorias e a conexao com diferentes areas da

Matemética.
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