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Resumo

A teoria da Relatividade Geral, proposta por Albert Einstein, ¢ um dos maiores sucessos da
fisica, generalizando e colocando um novo significado na Gravitagao Universal de Newton.
Mas, com isso surgiu um novo problema, geometrizar o eletromagnetismo, para assim
unificar o eletromagnetismo com a gravitacao. Uma tentativa foi proposta por Hermann
Weyl, generalizando a geometria Riemanniana, para assim acrescentar graus de liberdade
e conseguir incluir o eletromagnetismo nas equagoes. Por mais que a ideia de Weyl fosse
brilhante, ela apresentava problemas na fisica. Einstein apontou esse problema, uma dura
critica que fez com que a teoria de Weyl fosse esquecida por varias décadas. Apesar disto,
com o passar dos anos, a sua teoria tem tomado forca novamente. Esse trabalho tem como
objetivo realizar um revisao bibliografica da Teoria de Weyl, mostrando em que contexto

ela esta sendo usada atualmente.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Teoria de Weyl, Eletromagnetismo.



Abstract

The theory of General Relativity, proposed by Albert Einstein, is one of the greatest
successes in physics, generalizing and putting new meaning in Newton’s Universal Gravi-
tation. But with that came a new problem, to geometrize electromagnetism, in order to
unify electromagnetism with gravitation. An attempt was proposed by Hermann Weyl,
generalizing the Riemannian geometry, in order to add degrees of freedom and be able to
include electromagnetism in the equations. As brilliant as Weyl’s idea was, it had problems
in physics. Einstein pointed out this problem, a harsh criticism that caused Weyl’s theory
to be forgotten for several decades. Despite this, over the years, his theory has gained
strength again. This work aims to carry out a literature review of Weyl’s Theory, showing

in what context it is currently being used.

Keywords: General Relativity, Weyl’s Theory, Electromagnetism.
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1 Introducao

A humanidade, desde a sua origem, vem de forma incessante tentando compreender
o mundo a sua volta, sendo a fisica a ponte que liga os fendmenos da natureza com a
ciéncia. Uma das maiores buscas dos fisicos sdo as chamadas teorias de unificagdo, algumas
ja sdo bem conhecidas como a unificagao do campo elétrico com o magnético e da forca

fraca com o eletromagnetismo, sendo esta ultima definida como forca eletrofraca.

Em 1915, Albert Einstein concebeu a teoria da relatividade geral, proporcionando
uma nova visao a respeito do espaco e do tempo, geometrizando a gravitacao, conectando-a
com a métrica do espaco de Riemann. Este acontecimento fez com que se buscasse a
geometrizacao de outras areas da fisica, tentando, por grande parte da sua vida, geometrizar

o eletromagnetismo mas nao obteve sucesso.

Para obter uma teoria analoga para o eletromagnetismo, é preciso estabelecer
relacoess de correspondéncia entre os potenciais eletromagnéticos e o tensor métrico. Um
dos problemas encontrados logo de inicio ¢ que as componentes “g” do tensor métrico ja
sdao suficientemente determinadas pelas equagoes de Campo de Einstein, de modo que
nao parece cabivel conseguir colocar a teoria do Campo Eletromagnético nesta mesma
geometria diferencidavel (ADLER] |1965)). Atualmente nao se tem uma teoria da unificagao
do eletromagnetismo com a gravitacdo, de modo que uma tentativa de unificagdao foi
proposta por Hermann Weyl, em 1918, sendo esquecida por muito tempo por conta das

criticas feitas por Albert Einstein.

A teoria unificada de Weyl vem sendo resgatada nos tltimos anos, mostrando uma
enorme riqueza. As teorias modificadas da gravitagdo podem explicar certos fendmenos,
assim se faz necessario o estudo destas. O objetivo deste trabalho é apresentar de forma
concisa e clara, as bases da Teoria Weyl, bem como seu desenvolvimento no campo de
Proca. Esperando assim que este trabalho sirva como um guia para os graduandos que

queiram estudar e se aprofundar nesta teoria.
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2 A teoria da Relatividade Geral

Para estudar a teoria de Weyl, é necessario entender a teoria da Relatividade Geral,
j& que uma ¢ a generalizacao da outra.Por muitos séculos, a teoria da gravitagao universal
proposta por Newton, no século XVI, foi o0 melhor modelo para descrever o movimento dos
corpos celestes. Ela considera a atragdo entre corpos como instantanea e sua mudanca de
coordenadas como sendo dada pelas transformacoes de Galileu (NUSSENZVEIG] 2013)).
Foi com esta teoria que se tornou possivel a decoberta de Netuno, pois a érbita calculada
de Urano nao correspondia aos valores observaveis, o que levou a hipétese de um planeta
proximo a ele que estava por alterar o seu movimento gracas a sua influéncia gravitacional.
Por conta disso também se achou que havia um novo planeta nas proximidades de Merctrio,
como forma de explicar o avango do seu periélio, mas essa hipotese nao vingou, acabando

por apresentar uma das limitagoes da gravitagdo de Newton.

Em 1905, Albert Einstein propos a famosa teoria da relatividade restrita. Nesta
0 espago e o tempo nao tem carater absoluto e a mudanca de coordenadas ¢ dada pelas
transformacoes de Lorentz, a qual foi formulada para solucionar os problemas acerca das
equagoes de Maxwell, ja que as transformagoes ndo sao invariantes pelas equacgoes de
Galileu. Ao acrescentar o efeito da gravidade, Einstein generaliza a sua teoria e a forca
gravitacional é interpretada como uma deformacio no espaco-tempo. E essa geometrizacao
da gravitacao que o leva a formulacao da Relatividade Geral. Mas para entender as

equacoes de Einstein é necessario conhecer o formalismo matematico por tras desta.

2.1 Tensores

De forma bem resumida, os tensores sao uma generalizacao de escalares e veto-
res. Esses objetos sao invariantes ao se realizar mudangas de coordenadas, sendo entao

covariantes.

Nesta transformacao de coordenadas podemos ter um tensor contravariante, covari-
ante ou misto. A ordem de um tensor é definida como a sua quantidade total de indices,
tal que para ordem “zero” temos um escalar e para ordem “um” um vetor, para os demais
casos temos um Tensor de ordem N (ntmero total de indices). Segue as transformagoes

dos tensores contravariantes e covariantes, respectivamente.

—i
_ ox i
ori

At

(2.1)

A= =LA, (2.2)
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Tensores mistos, como o nome ja diz, obedecem as duas transformgoes acima, estes

sao da forma

1! = gzl(g‘;’; i (2.3)

Os tensores apresentam, diversas propriedades. Durante este trabalho elas serao
usadas corriqueiramente. Abaixo abordaremos algumas destas; as demais como, por
exemplo, abaixamento e levantamento de indices, teorema do quociente entre outras, podem
ser encontradas em livros como (ADLER 2021) (D’'INVERNO; 1992) (SOKOLNIKOFF|

1964) (NETO) [2010).

1) A soma de dois tensores com os mesmos nimeros de indices covariantes e
contravariantes pode ser definido como a soma de suas componentes, resultando em um
tensor,

ij ij g
2) O produto de um tensor por um escalar continua sendo um tensor.

3) Um tensor é dito simétrico quando a permutacdo entre seus indices o mantém

inaterado, ja no caso antissimetrico ha uma mudanga no seu sinal.

e Simétrico:
AV = AT (2.5)
o Antissimétrico:

BY = -pB’ (2.6)

4) A contragao de um tensor simétrico com um antissimétrico é zero.

5) A multiplica¢ao entre tensores pode ser dada por meio do produto externo ou

interno (também chamado de contragdo).

e Produto externo

ALB =l (2.7)
e Produto interno
AYB™ =" (2.8)

Nesta ultima equagao usamos a notagao de Einstein, onde indices repetidos sao
tomados como uma soma, desta forma omitimos o simbdlo de somatoério. Um tensor
bastante importante é o métrico, g,., que, além de abaixar e subir os indices de um tensor,
¢é o responsavel por informar como calcular a distancia entre dois pontos, acabando

por levar a uma generalizacao da distancia Euclidiana.
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2.2 Transporte vetorial e transporte paralelo

Trabalhando no Espaco Riemanniano, ja que a teoria da Relatividade Geral é feita
neste espago, ¢ necessario uma operagao que permita transportar objetos de um ponto a
outro, visto que diferente da geometria Euclidiana, um vetor, ao ser transportado, pode ter
alteracao na sua dire¢ao. Por meio do transporte vetorial obteremos o transporte paralelo

a0 impormos que o espago ¢ Riemanniano.

Tomando um campo vetorial ¢¢ com compontentes constantes em um sistema de

coordenadas (%), ao efetuar uma mudanga para as coordenadas T segue que:

_or
 Oxk

Como o termo da derivada parcial é arbitrario, ¢* varia ao longo do espaco. Variando este

ey (2.9)

em relacao a um parametro u, obtemos:

¢t 9% dat
= — 2.10
du  Oxkox! duC ’ (2.10)
que pode ser escrita da seguinte forma:
act o dz™
=T — (. 2.11
du ! du ( )
Onde i dgl goh
[y = —o ot 0 (2.12)

drkoz!t dz™ dxi”

Considerando apenas a diferencial de [2.9] e ignorando a origem desta, a equagao é
generalizada e assim obtemos uma lei de transporte para o campo vetorial ¢*, lembrando
que com isto, a forma da conexao nao estd mais restrita a (ADLER, [1965).Podemos
entdo transportar o vetor de um ponto P a um ponto P’, ou seja, ¢* em um ponto x é

transportado para (¢ + d¢* em um ponto x + dx.
d¢' =T",dz™ ¢ (2.13)

Para melhor entendimento desta equagao, segue a imagem:
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Figura 1 — Transporte de um vetor V.
Jat

e V=i gy

PI

Vi

p dx/

Fonte: Disponivel em ADLER, R. J. General Relativity and Cosmology. [S.1.]: Springer,
2021.

Onde vemos a atuacao do transporte em um vetor V?, este acabando por ir de um

ponto P para um P’.

Um céalculo direto, utilizando a expansao de Taylor, bem como as transformagoes
e como pontuado por (D’INVERNO 1992), leva a transformc¢ao de I'

i 077 0x® 0P _, N 0%zl Ox® O
™S 0xt 9zm 0zs” P 0xe0xP 9z 07
Gracas ao termo inomogéneo € visivel que a conexao nao é um tensor, pois nao se transforma

(2.14)

como um, mas ao se tomar transformagoes lineares de coordenadas este termo sera zero,
logo nesse caso “I'V. 7 se transforma como um tensor. Outra situagdo é a diferega entre

conexoes, [ - —T'/ .. onde temos novamente um tensor.

ms’

Com tudo isto exposto, consideremos agora o espago Riemanniano. Neste, o com-
primento de um vetor é preservado mediante o transporte paralelo mas a sua dire¢ao nao.

Essa condigao pode ser descrita pela seguinte equagao:

d  k

—(gaC'n") = 0. 2.15
gucnt) (215)
Onde temos a derivada, do produto escalar entre os vetores (* e n*, em relacdo ao pardmetro
s, onde g;; € o tensor métrico do espaco. Fazendo a derivada de e usando [2.10], apods

certas manipulacoes temos:

ro_ L, (agkl Igui _ 39ik>
M 9d Y oxi gzt 9t
Outra forma de representar a conexao I', também conhecida como simbolo de Christoffel é

o = {;;} . (2.17)

(2.16)
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Com isto obtemos um deslocamento no espago métrico

d¢t = {Ojﬁ}da;mgﬁ. (2.18)

No espag¢o Riemanianno os simbolos de Christoffel sao simétricos nos indices inferiores.

Para ilustrar o transporte paralelo tomemos a seguinte imagem.

Figura 2 — Transporte paralelo ao longo do espaco euclidiano e de um espago curvo.

/

| i
AN

Fonte: Disponivel em ADLER, R. J. General Relativity and Cosmology. [S.1.]: Springer,
2021

Adotando como ponto inicial o vértice esquerdo do triangulo, verifica-se que na
imagem da esquerda a direcao do vetor nao munda quando este volta ao seu ponto de
origem, apos ser transportado paralelamente, ja na outra imagem a direcdo do vetor muda.
Concluindo entao que a direcao do vetor depende do trajeto feito por ele quando se trata

de espacos curvos.

2.3 Geodésica

A geodésica pode ser definida tanto como curvas auto-paralelas como a curva que
minimiza a distancia entre dois pontos. Por simplicidade, o primeiro caso sera deduzido e
o segundo caso analisado. Toma-se uma curva C' : 2! = z!(u), como queremos que esta seja
uma geodésica, o transporte paralelo de um vetor tangente ¢ deve continuar sendo tangente
ao longo da curva, ou seja, paralelo a si mesmo. Usando a equagao transportaremos o

vetor tangente t* do ponto u ao ponto v/,

ti(u') = t"(u) + { ,i }dxjtk(u), (2.19)
71k
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no entanto, podemos achar o vetor no ponto u) por uma expansao de Taylor do ponto ),

- . dt’
ti(u') =t —du. 2.20
(u) =t"(u) + 7o (2.20)

Pela definicao de geodésica acima, as expressoes e sao iguais.

N TN 2.21
{jk}da:t (u) dudu (2.21)

Adotando © como o comprimento da curva, du = ds, ao usarmos a derivada da posi¢cao

normalizada como vetor tangente, segue que:

- da?

=" 2.22
7 (2.22)

Com isto, a equacgao se torna:

A2zt i | dad do*
—— =0. 2.23
ds? + {]k} ds ds ( )

Assim finalmente obtemos a equacdo da geodésica, e fazendo os simbolos de

Christoffel zero recuperamos a equagao da reta. Para o caso em que ela é definida como o
extremo de um funcional, é feito a extremizacao da seguinte equagao, como pontuado por
(ADLERY], 1965)),

ds® = g, drtdz”. (2.24)

Sendo esta a definicdo de distdncia na geometria riemannianna, ds® é o elemento de
linha e g,, o tensor métrico, por meio do célculo variacional (NETO| 2010) (BUTKOV],
1978) (ARFKEN] 2017), é desta que obtemos a distancia infinitesimal entre dois pontos
na geometria Riemanniana, uma expressao analoga ao caso Euclidiano sendo que agora

considerando geometrias mais gerais.

2.4 Derivada covariante

Pelas propriedades do espago Riemanniano, é de se esperar que a derivada ordinaria
nao seja adequada para descrever o comportamento/variagao de um tensor em pontos
diferentes do espaco, portanto precisamos de uma operacao que obedeca as transformagoes

tensoriais 2.112.2l Baseado nisto construiremos a derivada covariante.

Para contruir esta devivada tomaremos a diferenca entre dois vetores, o vetor
transportado de x até x + dx e o valor do vetor neste ponto, ou seja, sem o transporte

paralelo, assim poderemos ver o variacao do vetor ao longo do espago. Temos entao:

(@7 +da?)) = ¢ (27 + da?), (2.25)
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onde “¢%” representa o vetor transportado. Usando a expancio de Taylor em (% e em
¢" podemos reecrever da seguinte maneira:
o« It ¢Mda® + O(da*)? (2.26)
axk kl .
Desta expressao interpretamos o termo entre colchetes como um anédlogo a derivada
ordinaria. Ao usarmos o teorema do quociente (SOKOLNIKOFE] 1964)), verificamos

que esta quantidade é um tensor. Ao longo deste trabalho, a derivada ordinaria sera

Ci(a? +da?) — ¢ (27 4+ da?) = |

(LH??

representada por “|” e a covariante por como exemplo segue:

‘ DA
e = Mjf (2.27)

; _aAi 1 I i 1 !
PR (A PR .

Considerando agora o transporte paralelo e expressando a conexao em termo do

simbolo de Cristofell, como proposto na equagao [2.17], obtemos a derivada covariante de

um campo vetorial no campo Riemanniano:

Cﬁk = <|Zk + {kzl} <l~ (2'29>

Vale mencionar que, com a derivada covariante sendo zero e definindo ¢* como um vetor
tangente, obtemos a equagao [2.23, como esperado. Tomando que a derivada covariante

satisfaz a regra de Leibniz (CARROLL; 2019), segue que para um vetor covariante temos:

7
Gije = Gk — {kl} G. (2.30)

J& um caso mais geral é dado por:

b i, N ! ..
Cj...llk = Cj...\k + {lk} g] +.. = {jk} Cl R (2-31)
Uma propriedade importante, do espago de Riemman, é que a derivada covariante do

tensor métrico, g, é zero (CHAPTER) ) Sendo este um teorema demonstrado por Ricci.

Por fim, é com o auxilio da derivada covariante que se define a divergéncia de um

vetor. Esta é dada pela contracao dos indices do vetor (ﬁ o

i i k Al
G = G + ¢ (2.32)
Para escreve-la de uma forma mais simples, que ndo envolva conexdes, expressemos I'¥,

por 210
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1 1
Iy = 59 "(Gnkll + Gink — Grijn) = §gkngnk|l- (2.33)
Como mostrado em (SOKOLNIKOFF, 1964), a inversa do tensor métrico, g** é definido
pela seguinte equacao:
) Aik
L (2.34)
9]

a quantidade A é o cofator da matriz g** e |g| é o seu determinante. Dessa relacdo se

obtém

. 1 0|g|
h — — 2.35
9| Ogix ( )
substituindo em [2.33],
1,1 9lg|, 0k )
k= Z(— = (logy\/|g ) 2.36

Assim pode ser escrita da seguinte maneira

G =G+ \/f» \r\/7< (2.37)

2.5 Curvatura

A curvatura do espago tem papel fundamental nos resultados fisicos. A teoria da
Relatividade Geral, proposta por Einstein, trata a gravitagdo como uma curvatura do
espaco. Com isto vemos o quao importante é uma quantidade que descreva o grau desta
no espago. Para defini-la comegamos com o fato de que a derivada covariante nao comuta
em espagos curvos, como mostrado pela onde transportamos um vetor. Tomando um

vetor ¢ segue que:

Cilty 7 Stk (2.38)

A derivada covariante s6 comutara caso o espaco seja plano, pois assim o transporte
do vetor é independente da curva escolhida. Com isto e usando a m (ADLER/ 2021)),

definimos o tensor de curvatura de Riemann.

Chets = Clslie = Rl €' (2.39)

sendo este representado por:

L e
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Com o tensor de Riemann sendo zero o espaco é plano e temos entdo uma métrica
Lorentziana. Este tensor tem 4 dimensoes, resultando em 256 componentes que, por meio

de simetrias e identidades, conseguimos reduzir este niimero, seguem elas:

o Antissimetria entre os dois ultimos indices:

Rz’lkj = _Riljk- (2.41)

o Antissimetria entre os dois primeiros indices:

Rz’lkj = _Rlikj- (2.42)
e Simetria entre mudanca de pares:

Rilkj == Rkj'il- (243)

Onde foi usado a métrica para abaixar o indice. E com o uso desta que chegamos a seguinte
identidade:
Rk + Rigji + Rijrn = 0. (2.44)

Com tudo isso, obtemos a identidade de Bianchi:

7 7
ki T L,

+ R;‘pknj = 0. (2.45)

Desta forma as 256 componentes passam a ser 20 componentes independentes.

2.6 Postulados

A relatividade especial tem como seus pilares os dois postulados:

1.Principio da equivaléncia: As leis da Fisica sdo as mesmas em todos os sistemas

referenciais inerciais.

2.Principio da Constéancia da Velocidade da Luz: A velocidade da luz no vacuo tem

o mesmo valor para todos os sistemas referenciais inerciais.

Para clarear a ideia do primeiro postulado, consideremos o seguinte situacao
ilustrada pela figura

Um observador A estd em um elevador que se encontra em repouso em relagao a
Terra, tal que, ao soltar um corpo de massa m, ele ira cair no chao. Para um observador
B em um foguete, distante de qualquer corpo massivo, com aceleracao g, os resultados
experimentais serdo os mesmos que os obtidos por A. Ja para um observador C em queda
livre dentro de um elevador, uma vez que o cabo se rompeu, o objeto entdo, ao ser solto
estard em repouso em relagado ao observador, sendo equivalente a um observador D em um

foguete estacionario livre da influéncia de campos gravitacionais.
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Figura 3 — Observadores A,B,C e D em diferentes sistemas.
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Fonte: Disponivel em ELLIS, G. F. R.; ELLIS, G. F.; WILLIAMS, R. M. Flat and curved
space-times. [S.1.]: Clarendon Press, 2000.

2.7 Equacgoes de campo

Com o objetivo de “encontrar” as equacoes de campo da relatividade geral no
vacuo, a partir da gravitacao classica, consideremos a equacao de Laplace para um campo

gravitacional de potencial ¢

Z: o = 2 i = 0. (2.46)

e que a métrica do espago tempo para um campo gravitacional fraco (IQBAL et al.; 2020)

nos leva a: 2%
goo = 1 + e (2.47)
Segue que:
3
> oo = 0. (2.48)
i=1

Sem a presenca do campo gravitacional, ¢ = 0, consequentemente as suas derivadas

segundas também, sendo entao uma métrica Lorentziana, logo R,z,, ¢ nulo. Como a
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gravidade esta intimamente relacionada com a geometria do espago tempo, as equacoes de
campo que desejamos devem ter o tensor de curvatura, e ser analogas a [2.48] pois ela é

um caso limite por se tratar de um campo fraco.

O anélogo da soma no formalismo tensorial é a contracao de indices, o que leva o

tensor de curvatura para o tensor de Ricci Rg,,

RBJ = Ragag = ngRagyg. (249)
A contracao é feita nesses indices pois nas demais elas seriam zero, tendo em vista as

propriedades de simetria. Ja o escalar de Ricci é dado por:

R = ¢ Rg,. (2.50)

Calculando a divergéncia de Rg,, uma vez que leis de conservagao estao associadas
a divergéncia nula. Subindo os dois primeiros indices de e contraindo o primeiro com

o terceiro e o segundo com o quarto temos:

RaﬂaﬁHV + RaﬂﬁVHa + Raﬁyanﬂ = 0. (251)

Aplicando [2.49] [2.50} propriedades de simetria e renomenado os indices mudos:

v Lo
Rjj, = 5(9# R)jju (2.52)

Definimos entao o tensor de Einstein:

1
G = RM — §g‘“’R, (2.53)
que apresenta divergéncia zero, fica evidente que G*” ¢é nulo se e somente se R*” é nulo.

Agora voltemos a atengdo para o caso em que se tenha matéria. Einstein teve como

inspiracao a seguinte equagao da mecanica classica.

V¢ = 4nGp, (2.54)

sendo esta a equagdo de Poisson, como pontuado por ele em (EINSTEIN| [1921)"We must
next attempt to find the laws of gravitational field .For this purpose ,Poisson’s equation of
the Newtonian theory must serve as a model.” , G é a constante gravitacional de Newton

e p a densidade de matéria. Ele propos a seguinte equagao:

7G
G =KL, k= m

vy VR
H C4

(2.55)

onde G, é o tensor apresentado T,, é o tensor energia-momento e k a constante de

acoplamento. Por esta equacao, ¢ nitido que a energia do espaco determina sua geometria.
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Como mencionado na equagao [2.53 o divergente de G*” é nulo, logo por temos a

conservac¢ao do tensor energia-momento.

O primeiro experimento que comprovou a Teoria da Relatividade Geral, foi realizado
na cidade de Sobral, interior do Ceard, em 1919 (CRISPINO; KENNEFICK] 2019). Outros
experimentos ajudaram a ratificar essa teoria, como o redshift gravitacional, a precessao
do periélio de Merctrio, o atraso do radar e o GPS (ELLIS; ELLIS; WILLIAMS| 2000)
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3 Teoria Unificada de Weyl

A forma que Weyl encontrou para unificar o campo eletromagnético com o gravita-
cional foi generalizar a geometria Riemanniana, fazendo com que a norma de um vetor ao
longo de um transporte paralelo varie. Esta modificacao faz com que a derivada covariante

com relagdo ao tensor métrico nao seja mais zero e sim

9BAlla = Tagpr, (3.1)

com o, sendo as componetes de um campo uma forma o.

O gauge de Weyl consiste do tripleto (M,g,0), com M sendo uma variedade,
possuindo uma métrica g e um campo uma forma o. Com a derivada covariante sendo

simétrica, uma algebra direta mostra que a conexao afim ¢é escrita como:

By = {;;} - ;ga“[gﬂga,y + Gur 05 + Gy 0. (3.2)

O primeiro termo desta equacao é o simbolo de Christofell. Vale mencionar que
caso o segundo termo seja zero voltamos para a geometria Riemanniana. Por meio de
todas as ideias da Geometria Riemanniana, desenvolvidas nas se¢oes anteriores, podem
ser generalizadas, tendo como ponto de partida o transporte vetorial, ficando evidente que

basta substituir a conexao. Na teoria de Weyl, ao tomar a transformacao conforme:

/

9w =€ g, (3.3)
O f é uma funcao escalar arbitraria em M, da equagao obteremos a transformagao
para o o

9 wlre = 00y (3.4)
Substituindo no lado esquerdo temos:

(efg;w)Ha = (ef)Hag;u/ + efaaguu = aafefg/u/ + efaaguu' (35)
Retomando [3.4] temos:
Oufel g + € 00gu = € g0’ . (3.6)
Logo,
0'a =00+ fla- (3.7)

Portanto a equacao nao muda ao ir de um gauge para outro ao efetuar as

transformacoes e[3.7 Agora, veremos como o comprimento do vetor se comporta ao
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longo do transporte paralelo em uma curva fechada onde z0 é o ponto inicial. Segue da

equacao de compatibilidade:

1
dl = §(Uadxo‘)l, (3.8)

onde fica clara a analogia com [2.13] Integrando ,

a 1.
74 == f S0ads (3.9)

| = lgez § oo™ (3.10)

com dl = 0 voltaremos para geometria riemanniana, e com uma escolha adequada de f

obtemos o/, = 0, logo o, deve ser o gradiente de um campo vetorial,
Ua‘5—0/3|a = 0. (3.11)

Temos entao a teoria de Weyl integravel, dl = 0. Para a nao integral temos a seguinte
equacao tensorial:
F;w = O'Oéw - 0'5|a. (3.12)

Weyl entao viu que além da curvatura de diregao (Richtungkrummung) hé também
a curvatura de comprimento (Streckenkrummung) (ROMERO; LIMA; SANOMIYA| 2019),
a primeira sendo dada pelo tensor usual de curvatura Rj,, e a segunda por F,,. Nesta nova
geometria também se consegue definir o conceito de geodésica como curvas auto-paralelas,
j& como o extremo de uma curva sé é possivel na teoria de Weyl integravel, satisfazendo as
condigoes de Helmholtz(NIGAM; BANERJEE, 2016), tendo em vista que o comprimento

nao é invariante pelas transformagoes de Gauge.

O tensor F* ¢ invariante pelas transformacoes de gauge [3.3] ¢ [3.7] e satisfaz a

seguinte equacao tensorial.

pr\)\‘i‘F)\Mu‘i‘FuA\u =0, (313)
de forma compacta podemos escrever esta usando a notacao de antissimetrizacao:
{Fuin} (3.14)

Com isto fica clara a semelhanga de e com as equagoes de Maxwell, sendo natural

interpretar F},, e o, como o tensor eletromagnético e o potencial vetor respectivamente.
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3.1 Invariantes de Weyl

A geometria de Weyl requer uma definicao de invariante mais especifica, pois ao

tomar a contragao do vetor (,,

Coz - gaﬁcﬁa (315)
ele ndo depende da métrica, mas pela transformacao [3.3]
¢ = el (3.16)

fica nitido que o vetor apresenta uma dependéncia de gauge. Por conta disto Weyl definiu
o conceito de peso de um tensor mediante uma transformagao de gauge. Um tensor é dito

de peso n se admitir a seguinte transformacao:

e = e (3.17)

Para que seja um invariante de Weyl é necesséario que o peso seja zero. Como exemplo
temos a equacao que apresenta peso 1, ja a densidade tensorial /—g apresenta peso
2.v/—g = e*)\/=g, e a conexao afim apresenta peso zero. Como o tensor de Riemman
e de Ricci dependem apenas da conexao eles também sao invariantes de Weyl, diferente

do escalar de Ricci que apresenta peso —1; por fim o tensor F,,, como mencionado

Uy
anteriormente, é invariante pelas transformagoes de gauge 3.3 e [3.7, ou seja, F),, = Fj,

tendo portanto peso 0.

3.2 Segundo efeito do relogio

Tomando com base (ADLER], [1965), a critica de Einstein reside na equagao [3.10}
considerando o caso estatico, com um campo gravitacional radialmente simétrico, em que
um campo eletrostatico nao zero estd presente, com a tnica componente diferente de zero
do campo de Weyl sendo 0y. Em seguida, colocando um relégio em um ponto fixo do
campo, este mede o tempo por meio do seu periodo, que tem duracao 7y na medida de
tempo 2°. Este tempo do relégio parado coincide com a quatidade (1/c)l, entdo depois
que um tempo z° passa, o comprimento é dado pela . Tomando [y como o periodo 7,
ou seja, no momento 2° o “tique-taque” coincide com o intervalo do tempo fisico. Quando
o tempo x° passar teremos

e Lt (3.18)

Logo, dois relégios idénticos em dois pontos diferentes do campo com diferentes o
iam diferir cada vez mais na sua frequéncia; os relogios atomicos entao teriam seus varios
espectros dependendo do local e do passado dos atomos, mas as linhas espectrais sao bem
definidas, como mencionado em (NYAMBUYA| 2014). Einstein diz que:
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“...apart from the agreement with reality, it is at any rate a grandiose achievement

of the mind. .. a first class [stroke of] genius.”

Com essa dura critica, Weyl, bem como seus colegas, Arthur S. Eddington e Paul

A. M. Dirac tentaram salvar a teoria com as seguintes publicagoes (WEYL et al.| [1929)),

(EDDINGTON; 1921) e (DIRAC] |1973), mas nao tiveram éxito.

Este estranho fendmeno é conhecido como segundo efeito do relogio e até o momento
ele nao foi identificado por meio de experimentos. Atualmente é conhecido que a fisica
classica nao descreve os fendmenos atomicos sem a mecanica quantica, fazendo a critica

de Einstein ser um pouco menos impactante.

3.3 A critica de Einstein revisitada

Essa objecao feita por Einstein, tem como base a definicao de tempo préprio

riemanniana

a7 =1 [fo(v,v))ax

1 1
HY/ V3
- / (9 V V)3, (3.19)

c
com V sendo o vetor tangente a linha de universo do relégio viajando ao longo da curva
x® = z%(\), e ¢ a velocidade da luz. Além do campo de Weyl ndo estar presente em
3.19| essa defini¢do de tempo préprio nio é invariante pelas transformagcoes de Weyl. E
necessario uma nova definicdo de tempo proprio, satisfazendo as condigdes(ROMERO!

LIMA; SANOMIYA| 019):

o Ser construido inteiramente da geometria do espago-tempo;
« Ser consistente com o Principio da Invaridncia de Gauge;

e Depender tanto da métrica g, como do campo oy,;

« Ser igual a [3.19] quando ¢, = 0;

» Deve ser escrito na forma A7 = [ F(V, g,0)d)\, sendo F' uma fungdo homogénea de
primeiro grau em relagdo ao vetor tangente V. Garantindo entdo a invariancia de

AT sob reparametrizacao.

Nao é necessario, mas seria de grande interesse que com o novo A7, uma defini¢ao de

geodésica por meio do calculo variacional fosse possivel.

Uma definicao de A7 que satisfaz todas as condi¢des mencionadas acima foi proposta
por V. Perlick (PERLICK] 1987). Ele define que uma curva tipo tempo «(t), é chamada

/ . ~ ~ / 7’ .
de relégio padrao, se a aceleragao%“ é ortogonal a velocidade o', obtendo-se:
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Ar(t) = (L8 [ eap(— [ i) lguitir) (3.20)

\/ gaﬁi’ai‘ﬁ to 0

O ponto se refere a derivada com relagao ao parametro da curva. O segundo efeito do

relogio também ¢é previsto nesta nova definicao (AVALOS; DAHIA; ROMERO, 2018).

3.4 Eletromagnetismo de Weyl

Antes de comecar, vale mencionar novamente que Fj, corresponde ao tensor
eletromagnético e 0, ao quadripotencial eletromagnético. Para relacionar as 14 quantidades

de campo geradas por o, € go3 ¢ usado a seguinte acao:
S = /W\/—gd‘lx. (3.21)

W precisa ser um invariante de Weyl, como /—¢g tem peso 2, W deve ter um peso

—2, a acdo da relatividade geral com campo de Maxwell tem a seguinte forma:

S = /\/—_g[R 4 (1/167) Fag Fo0]d s (3.22)

Tomando em conta e sabendo que R tem peso —1, a forma mais simples para [3.21] é:

S = / (R + wF,F*P)/—gd'z. (3.23)

Sendo os termos no integrando um invariante de Weyl e w uma constante. Vale

mencionar que a densidade tensorial F*?,/—¢g apresenta peso 0, pois
PP = gtgPrF,, (3.24)

tem peso 2.

A agao[3.23 pode ser resolvida tanto tomando o gauge natural, onde o escalar de
curvatura é dado pela constante A, como para um gauge qualquer, nestas duas situacoes
ha uma variacao para ser feita na métrica e outra no campo de Weyl. Para se fazer a
variagao, € necessario conhecer a expressao de R, uma vez que ele depende explicitamente

de o,.

Para isto sera tomado um sistema de coordenadas geodésicas, ou seja, os simbolos
de Christofell serao zero. Esta escolha de sistema pode ser feita uma vez que R é um

escalar e facilitara as contas. Logo [3.2| é escrita da seguinte forma:

1
Fa/j)\ = —5(5g0A + 535 — gg,\ao‘) (3.25)
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Nesta operacao os tensores métricos foram contraidos. Substituindo em [2.49

R= gﬂu(rgaw — TG + oAl — 75 %).- (3.26)

Multiplicando por ¢®* e contraindo a com \ segue que:

R = g™ sap — (7" T8u)ja + 97T gl % — g7 T}, T a (3.27)

Abrindo o primeiro termo de [3.27],

na 1 « « a 1 1
Paga =T Ba — 5((550'6, —0—(5&03 — 9800 ) = —5(05 —i—nag — 0'5) = —§n05. (3.28)

O barra em I' representa a geometria Riemanniana ja o “n” é a dimensao da variedade.

Analogamente, como demonstrado por (SANOMIYA et al., 2020b), temos:

1
g T, = §(n —2)o" (3.29)
¢ 1
i PN A —Z(n — 2)0,0" (3.30)
Substituindo [3.28|[3.29|[3.30]| em [3.27], chegamos a
_ 1 -1
R=R+-(n—1)(n—2)o,0% — (n )(\/—gao‘)m. (3.31)

1 N

No tltimo termo foi usado [2.37] Para n = 4, pois estamos em uma variedade de 4 dimensoes.

- 3 3
R=R+ 0,0 — —
2 e

Agora é possivel calcular a variacao de [3.23]

(V=90")a- (3.32)

58S =46 / (R +wF,, F")y/—gd'z = / [2RS(Rv/—g) — R*5(\/—g) +wd(F,,, F"\/=g)]d"z.

(3.33)
Para o Gauge natural, R = A, a equacao divida por 2A fica,
A w 5 "
58 = 5/(3 - 5+ g5 FuwF™)V=gd's = 0. (3.34)

Ainda tem um R na equacao pois é preciso efetuar a variacao para depois substituir por

A. Aplicando a a acao é dada por:

_ 3 3 A w
— “_ = (V=90 — = + —F, F*"|/=gd*x = )
5/[R+ 50a0 \/__g(\/ G0%)ja 5 + oxn |V—gd*z =0 (3.35)
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O terceiro termo é zero, uma vez que ele é um termo de fronteira. Com isso em mente:

w

— 3 A
e a  * el 1% — 4.
5/[R+ 2OQO' 5 + 5 F;WF ]\/ gd x = 0. (336)

Primeiramente sera feito a variagdo na métrica e posteriormente no campo de Weyl.

Do célculo variacional de [3.22| é conchecido as expressoes:

1
0/ —qg = —5\/—g5g“”5gw, (3.37)

— 1= _

/ 9"V =GO R iz = 0 (3.39)

Dos outros termos de tem-se os seguintes variacionais

« v « 1 (07 v
5(0a0 V _g) = 5(0#01,g‘u )V —g+ 0,0 5(\/ _g) = (Uuay - 5‘7@0' gm/) Y _g5<g” ) (340)
€
1
5(F/WF;W\/ _g) = FuVFagﬁyv _gda,u + F,uuFa,Bgau\/ _gdgyﬁ - 5 aﬁFaB V _ggw/églw
1
= 2(g°‘f3FN5FaV + ZFQBFO‘*BgW)\/—gégW
(3.41)
Fazendo 1
T;UJ = gaﬂFuﬁFaV + ZguuFa,BFaﬁ (342)
a equacao se torna
S(EM Fun/—g) = =217/ —gog"". (3.43)

Substituindo [3.37} .38} .39}, [B.40] €3.43) em [3.36]

— 1= 3 1, A w y
/ [Byw = SR + 5(0u00 = 5000 gu) + g = Tl —909" d'z =0, (3.44)

de onde segue que:

w 3

_ 1- 1, A
XTHV =Ry — iRguv + 5( nov — §Uag Guv) + ZQW' (3.45)

A equagdo acima pode ser simplificada, fazendo o trago de[3.42]

1
T = guy(gaBFM/BFaV + Zg,wFaﬂFozﬁ)

rvo 1 (07
= P Foy o 0 Fag P (3.46)

=0.
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Como o espago tem 4 dimensoes 0}, = 4, multiplicando por g"” e substituindo a

expressao fica:

3
R —2R + §(O'MO'M —20"0,)+A=0 (3.47)
_ 3
R = —50"0, + A, (3.48)

com isto é escrita da seguinte forma:

- A 3
Tuu = RMV - Zg,u,u + ig,u,o-y- (349)

~| g

Retornando para [3.36| sera feito agora a variacdo no campo de Weyl. Como F*
depende de o sera usado [3.12] Logo da variacao seguem as equagoes:

§(0a0%)/—g = 2¢/—gotdo,,, (3.50)

S(Fu F"'\/=g) = V=99""g" 8 (Fu Fag) = 2¢/=gF" [(0,)1 — (00}

(3.51)
= 4[(v/=gF*50,)1, — (v/—gF"™),00,]
Aplicando [3.50], [3.51] em [3.36]
/ {30"d0,\/—9g + %i“w—_ngaaﬂ]m - 2/1\”(\/—_9F#”)|V50—N}d4x =0 (3.52)

Os demais termos de [3.36) foram desconsiderados para o célculo uma vez que nao dependem
de o“. Desprezando o termo de fronteira e admitindo que ¢, é arbitraria, de maneira

analoga a variagao na métrica, obtemos:

(V=gF"), = ?’AQ{U__QU“. (3.53)

Ja para um gauge qualquer, as equacoes podem ser obtidas tanto pelo calculo
variacional como mostrado por (LIMA et al.| [2016]), ou pelas transformagoes de Gauge
e ao aplica-las nas equagoes obtidas para o Gauge natural (SANOMIYA et al., 2020D)).

Essas equagoes sao:

_ _ 1. _
wT/ux = R(Ruu ZRg/u/) + Duz/ (354)

’ 3
(V=gF"") = 53" (Roa + Ou ) (3.55)

onde D, é:

o 1
Dy = Ryjuiiv + 5R(0uw + 0v)) + Rowoy + 00 By + 0, Ry (3.56)
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Caso 0, = 0, os tensores F),, e T}, serao zero, logo R serd uma constante, R =
R = A = constante, fazendo com que D, seja zero. Ha entao duas solucoes para m,
R=0ou RW = iAgW. Para o primeiro caso, todas as solugoes das equacoes de Einstein
no vacuo também serao soluc¢oes desta, ja no ultimo caso as solugoes correspondem a
espagos cujas curvaturas de Ricci sdo constante. A teoria de Weyl prevé corretamente o
avanco do periélio de Mercirio, como também a deflexao da luz por um corpo massivo, ja
que todas as solucoes das equacoes de Einstein satisfazem e quando o, = 0.
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4 Campo de Proca

Weyl por meio dessa nova geometria, conseguiu, de forma brilhante, acrescentar o
eletromagnetismo a gravitacao. Identificando £}, como o tensor eletromagnético e o, como

o quadripotencial eletromagnético. Mas ao comparar [3.53] com a equagao de Maxwell,
ol = =, (4.1)

¢ nitido que o campo de Weyl esta acoplado consigo mesmo, ou seja, o, atua como a
propria fonte, diferindo de (ROMERO] [2015)). J4 o termo nao linear o,0* da agio [3.36]
faz com que se tenha uma grande semelhanga com a agdo do campo de Proca(POENARU]|
2006) (HEISENBERG, [2014),

1 1
S = / (= — 5mA% (4.2)

Nesse campo os quanta apresentam massa, m a massa da particula. Alexandru Proca
obteve essa equacao ao generalizar as equagoes de Maxwell no contexto da mecanica
quantica. E este campo que descreve a dindmica de particulas com massa nao nula e spin

igual 1.

Com isto em mente, a teoria invariante de Weyl acaba por ser interpretada como
uma teoria modificada da gravitacao, acabando por geometrizar o Campo de Proca. Logo
o 0, deixara de ser interpretado como potencial eletromagnético e um campo vetorial
massivo serd introduzido(DUARTE] [2021]).

4.1 Aplicacao no campo fraco

O campo de Weyl, g, agora é interpretado como o campo de Proca geométrico.

Na auséncia de correntes, a equacao que descreve bésons massivos (POENARU| 2006]) é:

\/1__9(\/—_9170‘5)04 + p*o? = 0. (4.3)

Novamente, comparando com segue que

3A
2
= — 4.4
= 5w (4.4)
onde w < 0, uma vez que i é equivalente a massa.
Diante disso, serda obtido uma solu¢ao para um campo franco(DUARTE, [2021)) (SA+

NOMIYA et al.; [2020b), o, tem um valor muito pequeno. Logo é plausivel considerar
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o = (1$,0,0,0), (4.5)

sendo n << 1, a solucao sera feita para uma métrica com simetria esférica aproximada

dada por

ds® = (1 +nuv)dt® — (1 + n\)dr? — r?df* — r*sin®(0)d¢? (4.6)

Os termos de ordem O(n?) foram desconsiderados e A, interpretada como a constante

cosmoldgica, é no maximo de ordem 7).

Portanto, a equacao fica,

— A
Rag = 4 9as = 0. (4.7)
Do campo [£.5] o tensor F* é:
0 100
-1 0 0 0
F,,=—-npr
w ==
0 000

Desta matriz, ¢ visivel que a Unica solugao nao trivial, ¢ para =0 e v = 0 pois é

onde ha componentes nao nulas. A equagao se torna:

_3A

(\/—gF01)|1 = %\/—gao, (4.8)
que é equivalente a,
3A
ot RPN (4.9)
w
Sua solugao para A,w >0 é :
Cy _, iCy
o(r) = S min/Br + Z—Qe’\/ﬂ_r, (4.10)
r r

onde 3 = /=32 como demonstrado em (SANOMIYA et al., 2020b).

Ja para A < 0 ouw <0,

o(r) = Cr’le_ﬁr + C;ze\/a. (4.11)

Essa equagao tem o exato formato do potencial de Yukawa, decaindo exponencialmente a

medida em que se afasta da fonte, quando Cy = 0,
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plr) = — (4.12)
Substituindo [£.4] temos,
c
o(r) = . (4.13)

Apresentando uma grande semelhancga com as equagoes:

ek

00 =q © = ?e"”. (4.14)

Obtidas respectivamente por (VUILLE; IPSER; GALLAGHER] [2002)) e (SHI; LIU,
2005), equagoes que demostram o campo de Proca no ambito da relatividade geral, sistema
de equacoes Einstein-Proca. Ratificando a semelhanca do campo de Weyl e o campo de

Proca.

Agora, falta analisar [3.49 nos indices y = v =0, 1:

1 ” 777// A
g Z(l +nv)=0 (4.15)
1, nN A

- —— 4+ —(1 A)=0. 4.1
s =+ +nA) =0 (4.16)

Somando elas, temos:
A
L+ N + 0 —v) =0 (4.17)

descartando termos de ordem O(n?), resulta em:

(v+\) =0. (4.18)

Para p = v =2 em |3.49, obtem-se:

1 A
57"77(1/ —A) =i+ ZTQ = 0. (4.19)

Aplicando a [4.18] ela fica:

UL — (4.20)

Com sua solucao sendo:
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Ar) = — 4+ —1° 4.21
) ="+ g (421)
Da igualdade
C A
= — — —7r- 4.22
vr) =St = g (122)

Finalmente, obtendo o resultado de

A A
ds* = (1 — nc ﬁ7“2)dt2 -1+ ¢ + ﬁrQ)dTQ —r2d6? — r’sin*(0)d¢®.  (4.23)
r r

Correspondendo ao espaco-tempo de Schwarzschild de Sitter, que descreve um buraco
negro(NARIAIL [1999).

4.2 Aplicacao na cosmologia

Nos trabalhos de (SANOMIYA et al., 2020b) e (DUARTE, 2021), é apresentada a
teoria de Weyl, como uma teoria modificada da gravitacao, aplicada no ambito cosmolégico.
Um acoplamento de matéria faz as equacoes de campo serem (SANOMIYA et
al., 2020a):

1~ A 3 1 o w .
R — §Rg,w + ng, + i(auay - §gwa Oa) = KT,“, — k1" (4.24)

1 SN,
W) = o (1.25)

onde x ¢ a constante de acoplamento, u, a quadrivelocidade do fluido e T, ¢ o tensor

momento-energia da matéria:

T = (p+ p)uytty, — Py, (4.26)

sendo p a densidade de energia e p a pressao. O o, é adotado como:
0 = (6(1), 4(1)) (4.27)

Ao considerar o modelo cosmologico como sendo homogéneo e isotropico, temos
que g, € oy, p e p dependem apenas do tempo. Dessa forma a métrica acaba por ser dada

pelo elemento de linha de Friedmann-Robertson-Walker
ds® = dt* — a®(t)(dx® + dy* + d=?). (4.28)

Usando e [4.25] a(t) serd determinado, sendo este o fator que descreve a dindmica do
universo. Por [3.12] |3.42] e [4.28| se obtém:
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0 111 5 0 0 0 1 0
L, Y |l-1000 vl0o 1 —2 =2 [0 —a?
F’u:? Tul/:? g,u:72 2
a1 -1 0 0 0 a0 —2 1 =2 a0 0 -—a
-1 000 0 -2 -2 1 0 0 0 -a

E com o auxilio dessas matrizes que as expressoes adiantes serao calculadas.

Para p = 0, em [£.25] a equagao é:

3A
(a®F™)), = %a?’ao (4.29)
Logo 0 =0, ¢(t) = 0. J4 com v = 1,
3A
(a*F"Y), = %asal, (4.30)
segue que:
- a . 3A
v+ (a@b) = %1/1- (4.31)

Agora, para =1 e v = 2 em [4.24] obtemos:

L ET (4.32)

com a solucao sendo

P(t) = Ae*V I, (4.33)

com 3 = \/—%. Tomando a raiz positiva desta e substituindo em [4.31|, o fator de escala

fica

a(t) = e V=P, (4.34)

Analisando [4.32] ¢ nitido que w < 0, para que assim o termo da raiz seja positivo,
lembrando que A por ser a constante cosmoldgica é positivo, resultando em um universo
em contragao. Ja para a raiz negativa de 4.33} a(t) é:

a(t) = 2Vt (4.35)

Sendo um caso contrario, por se tratar de um universo em expansao, quando ¢
tende ao infitino o campo de Weyl desaparece, indo para geometria Riemanniana. Como é

de interesse o universo em expansdao, substituindo [4.35] em [4.28]
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ds® = dt? — 2V (d2? + dy?® + d2?). (4.36)
Agora a equacao para u=v =0 é:

a> A 99> 2

18 1
(—8 +-) - 9 (ov/=B, (4.38)

Ja para p=v =1,

a> 20 A 3¢* wy?

= — 4+ —+-= ) 4.39
P a? a+4+4a2+21\a2 ( )
Novamente, substituindo e[d.34
A18 1
=—(—+-). 4.40
p=(+ ) (4.40)
A equacao de estado, p = —p, é obtida quando ¢ tende ao infinito, uma equagao bem

presente para modelos de energia escura. Um resultado que, no contexto da cosmologia,
¢ de grande interesse pois a solucao da equagao representa um universo nao-singular em

expansao.
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5 Consideracoes finais

A Teoria de Weyl foi bastante ousada, ao tentar unificar o eletromagnetismo com a
gravitacao. A critica de Einstein acabou por cessar por muito tempo o desenvolvimento

dessa nova generalizacao da geometria Riemanniana.

Com a fisica da atualidade a Teoria de Weyl acabou por ser estendida, a base
dela foi apresentada no capitulo 3, monstrando-se fortemente relacionada ao Campo de
Proca e ao Potencial de Yukawa no capitulo 4. Uma teoria bem rica por conta de seu
aspecto geométrico, acabando por levar a discussao/investigagao de seus efeitos nas ondas

gravitacionais e modelizagdo da matéria escura, como perspectivas futuras.

O trabalho aqui apresentado pode ser de grande utilidade para alunos interessados
em iniciar os estudos na area de cosmologia e gravitacao, tanto por apresentar as bases da
matematica necessaria, como também as equacoes de Campo de Einstein e a Teoria de

Weyl, tendo problemas em aberto e podendo ser temas de teses.
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