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Resumo

Neste trabalho fazemos uma anélise das propriedades de coeréncia e polarizagao da luz,
primeiro revisando o que é conhecido no caso classico (onde a luz é entendida como
uma onda eletromagnética) e depois analisando como esses conceitos sao traduzidos para
a visao quantica. Utilizando o formalismo dos parametros de Stokes, descrevemos as
propriedades de polarizacao para um ensemble aleatério de fétons polarizados em termos
dos elementos de sua matriz densidade. Definimos entao, pela primeira vez, os parametros
generalizados de Stokes para a mecénica quantica e discutimos, no contexto do experimento
da fenda dupla, como esses parametros generalizados podem ser interpretados fisicamente
em termos do grau de coeréncia de uma teoria geral de interferéncia. Através desse ultimo
desenvolvimento, torna-se possivel observar uma relagao mais profunda entre coeréncia e
polarizacao no comportamento da luz, onde a polarizacao afeta o grau de coeréncia do
ensemble e, por outro lado, o grau de coeréncia determina as propriedades de polarizacao

que serao observadas depois da ocorréncia de interferéncia.

Palavras-chave: polarizagao; coeréncia; interferéncia; dptica quantica.






Abstract

In this work we analyze the coherence and polarization properties of light, first reviewing
what is known in the classical case (where light is understood as an electromagnetic
wave) and then analyzing how these concepts are translated to the quantum view. Using
the Stokes parameters formalism, we describe the polarization properties for a random
ensemble of polarized photons in terms of the elements of their density matrix. We then
define for the first time the generalized Stokes parameters for quantum mechanics and
discuss, in the context of the double slit experiment, how these generalized parameters
can be interpreted physically in terms of the degree of coherence in a general theory of
interference. Through this final development, it becomes possible to observe a deeper
relationship between coherence and polarization in the behavior of light, where polarization
affects the degree of coherence of the ensemble and, on the other hand, the degree of
coherence determines the polarization properties that will be observed after interference

has occurred.

Keywords: coherence; polarization; interference; quantum optics.
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1 Introducao

O estudo da coeréncia e da polarizagao foi e ainda é de fundamental importancia
para uma compreensao mais precisa da natureza da luz e dos fené6menos luminosos. O
primeiro a perceber um fenémeno relacionado a polarizacao foi o fisico dinamarqués
Erasmus Bartholinus (BARTHOLINUS, 1669), que observou em 1669 a dupla refracdo da
luz no mineral calcita. Alguns anos depois (em 1690), Christian Huygens interpretou a
observagao de Bartholinus postulando que a luz seria composta de uma onda priméria
e outra secundaria, e através de seus proprios experimentos concluiu que qualquer uma
delas poderia ser cancelada ao passar o feixe luminoso por um segundo cristal de calcita
rotacionado na diregdo apropriada (HUYGENS, 1690).

O primeiro a utilizar o termo polarizacio foi o engenheiro francés Etienne Louis
Malus, que em 1808 descobriu o fendmeno de polarizagao por reflexdo e desenvolveu a
regra que relaciona a intensidade da luz apods atravessar um material polarizador com o
cosseno quadrado do angulo em que o polarizador foi rotacionado (MALUS, 1809). Alguns
anos depois (1816), o cientista Augustin Jean Fresnel percebeu que dois feixes luminosos
polarizados em dire¢oes formando um angulo reto entre si, ndo sao capazes de interferir
(FRESNEL, 1866).Foi também Fresnel que concluiu em 1817 (confirmado posteriormente
por Frangois Arago (ARAGO, 1819)) que a polarizacao pode ser explicada em termos da
direcdo da oscilacao da onda luminosa, sendo essa de natureza transversal. Sua definigao ¢é

consideravelmente proxima do entendimento moderno.

Fazendo uma pequena digressdao para o passado, em 1801 Young havia decidido
concentrar seus estudos na propria natureza da luz. Passando um feixe focalizado de luz
solar por um interferdmetro de fenda dupla (o primeiro de seu tipo), Young foi capaz
de observar um padrao de maximos e minimos de intensidade luminosa em uma tela,
demonstrando que a luz, ao atravessar as fendas, interferia consigo mesma. Esse fendmeno

s6 era justificado supondo que a luz fosse uma onda (YOUNG, 1802).

Young também observou que dois fatores eram fundamentais para o sucesso do
experimento. Um deles era a distancia entre as fendas: o efeito de interferéncia é observado
mais intensamente para distancias de ordem de grandeza igual a do comprimento de onda.
O outro nao estd relacionado ao aparato, mas as caracteristicas da onda, e em especial as
correlagbes espaciais entre as amplitudes da onda em diferentes pontos. A essas correlagoes
é dado o nome de coeréncia (ZILIO, 2009). O interferometro de fenda dupla, bem como as
defini¢des de coeréncia e polarizacao serao exploradas em mais detalhes ao longo deste
trabalho.

Com a estruturagao da teoria eletromagnética por J. C. Maxwell (MAXWELL,
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1873) na segunda metade do século XIX e o novo entendimento de que a luz é uma onda
de natureza eletromagnética, o estudo de coeréncia e polarizacao ganhou consideravel
sofisticacao tedrica. A descricao do estado de polarizagao de uma onda, por exemplo,
ganhou diferentes formatos associados as componentes de seu campo elétrico. O talvez
mais 1util desses formatos é uma série de quatro quantidades intituladas parametros de
Stokes, propostos por G. G. Stokes em 1852 (STOKES, 1852) e redescobertos por Perrin e
Chandrasekar na primeira metade do século XX (CHANDRASEKHAR, 1960; PERRIN,
1942). A coeréncia tornou-se matematicamente bem definida através das expressoes de
interferéncia oriundas das somas vetoriais e das normas dos campos, como veremos na

secao seguinte.

Essa estrutura permaneceria mais ou menos a mesma até o surgimento da mecénica
quantica no comego do século XX, que traria profundas mudancas no entendimento
cientifico da luz. Foi observado que, em certas situagoes, ela se comportava como onda
(notadamente em experimentos de interferéncia e difragao), mas que em fendmenos ligados
a interagdo com a matéria (e.g. experimento fotoelétrico e espalhamento Compton), ela
se comportava como particula, o féton. Na verdade, quando nao-perturbado, o sistema
quantico se comporta como uma onda e sua posicao nao ¢ bem definida. Quando for¢cado a
interagir, entretanto, ele comporta-se como uma particula de posicao bem localizada. Essa
posicao nao pode ser determinada a priori e tudo que pode ser obtido, antes da observacao,

sao as probabilidades de que a particula se encontre em dada posi¢ao apds a medicao.

Baseado nessas descobertas, uma nova estrutura tedrica teve entao que ser criada,
tendo como fundamento a teoria de superposicao e o estudo de probabilidade. Os graus
de liberdade de um féton como posi¢ao, momento e mesmo a polarizagao foram entao
adequados a esse novo esquema. Isso era necessario para, nas palavras de Dirac, "efetuar a

reconciliagdo das propriedades corpusculares e ondulatérias da luz"(DIRAC, 1947).

Talvez em nenhuma outra situagao essa dualidade seja mais evidente do que no
experimento da fenda dupla. Como veremos mais adiante, um tnico f6ton langado contra
as fendas tera um estado de posicao representado pela superposicao dos estados de posicao
nas fendas. A cada um desses estados é entao associada uma funcdo de onda oriunda da
Otica, cuja distribuicdo pelo espago esta agora ligada com a probabilidade de se localizar o

foton em determinada posicao além das fendas.

Se qualquer experimento é realizado para observar o féton imediatamente depois
que ele cruza as fendas, ele se mostrarda em um estado bem definido que chegara na tela de
detecgao na regiao imediatamente posterior a uma das fendas. Podemos somente calcular
a probabilidade de em qual dos dois estados ele se mostrara. Se nenhuma observacao desse
tipo for feita, o féton interferird consigo mesmo até colidir com a tela de deteccao, e o
conjunto de possiveis estados de posigao que ele passa a ter (bem como a probabilidade de

acabar em um deles) segue o padrdao de maximos e minimos observado por Young para
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uma onda luminosa (DIRAC, 1947). E importante salientar que esse comportamento é
valido nao s6 para fotons, mas para qualquer sistema com propriedades quanticas como
elétrons, dtomos e até moléculas (NAIRZ; ARNDT; ZEILINGER, 2003).

E importante também observar o uso do termo propriedades qudnticas e como ele
estd intrinsecamente relacionado ao conceito de coeréncia. Os resultados que diferem a
mecanica quantica do que é esperado classicamente s6 se manifestam no experimento da
fenda dupla se o sistema for deixado imperturbado para interferir: e ele s6 ird interferir
se houver coeréncia. Nesse sentido a coeréncia pode ser considerada como uma medida

dessas propriedades quanticas.

O experimento da fenda dupla é também um excelente esquema para se observar
a intima relacao entre coeréncia e polarizacao. Fétons com certo estado de polarizacao
chegando nas fendas apresentarao um tipo de superposicdo dupla e a coeréncia se tornara
dependente nao s6 de correlagoes espaciais, mas também da polarizagao (SANTOS et
al., 2022). Por outro lado, a coeréncia do sistema influenciard diretamente no estado de

polarizacao dos fétons medidos na fenda.

O presente trabalho tem como objetivo realizar uma anélise da interferéncia de
fétons no contexto do interferometro de fenda dupla, levando em considerag¢ao nao sé o
grau de liberdade "caminho", como ¢ tradicionalmente feito, mas também o de polarizagao.
O foco da andlise serd observar a natureza interdependente da coeréncia e polarizacao ao
longo do processo e mostrar como tal relagao pode expandir a quantidade de informagao
que se obtém através da interferometria. Para tal, duas quantidades serdo fundamentais e
recorrentes: o grau de coeréncia como medida da mesma, e os parametros de Stokes como
método de quantificar a polarizacao. Essa andlise sera fortemente embasada na descri¢ao
da matriz densidade unificada (BERNARDO, 2017) como forma de quantizagao da teoria
unificada de coeréncia e polarizagao da déptica classica (WOLF, 2003) e no uso da versao
quantica dos pardmetros Generalizados de Stokes (KOROTKOVA; WOLF, 2005), derivada

pelo autor.

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. No capitulo I, a Introducao, foi realizado
um apanhado dos fatos historicos significativos que levaram ao presente estudo de coeréncia
e polarizacao da luz. Foram também delineados os objetivos do presente trabalho, dentro
desse contexto. No capitulo II, Fundamentacao Tedrica, desenvolvemos uma revisao dos
principais conceitos da Optica classica associados ao estudo de coeréncia e polarizagao,
traduzindo em seguida esses conceitos para o contexto da mecanica quantica. No capitulo
ITI, Resultados, apresentamos a versao quantica dos parametros generalizados de Stokes
e, utilizando do estudo da interferometria de fenda dupla, obtemos um significado fisico
para esses parametros, desenvolvendo uma versao expandida do conceito de interferéncia.
Finalmente, no capitulo IV, a Conclusao, fazemos um resumo do que foi discutido ao

longo do trabalho e argumentamos como tais desenvolvimentos permitiram conceber uma
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relacdo mais intima entre polarizacao e coeréncia. Apresentamos também uma perspectiva

para futuros estudos no tema.
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2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Conceitos Importantes de Optica Classica

2.1.1 Interferémetro de Fenda Dupla

O interferometro de fenda dupla sera o plano de fundo para todo desenvolvimento
teodrico deste trabalho e portanto é necessario discuti-lo com certo cuidado. Um esquema

geral do interferometro esté disposto na figura 1 abaixo.

Figura 1 — Esquema do interferometro de fenda dupla.

v

Interferéncia por fenda dupla: Uma onda luminosa atinge uma méscara A contendo duas
fendas, por onde passarao duas ondas intermedidrias que interferirao entre si até atingirem
posteriormente o anteparo B. Fonte: retirado de (SANTOS et al., 2022).

Uma onda luminosa ¢é lancada contra a mascara A, onde se encontram as fendas 1 e
2. Pelo principio de Huygens, da onda primaria terao origem duas novas ondas propagando-
se a partir das fendas. Elas interferirdo entre si até atingirem a tela de deteccao B. Se a
espessura das fendas for consideravelmente pequena, as ondas secundarias serao esféricas.
Para simplificar, consideraremos que a diregdo dos campos é igual (sdo paralelos), de modo

que podemos tratar o problema da interferéncia em termos das amplitudes dos campos



20 Capitulo 2. Fundamentacio Teorica

elétricos’. Elas poderdo ser escritas como (ZILIO, 2009):

B, = B0 iteri—atton) (2.1a)
T

E, = Ezggeﬂkr2—wt+¢2% (2.1b)
T2

onde r; =| r; |, i = 1,2 é a distancia entre a fenda i e a tela e Fy; e Fgy sdo constantes.
A interferéncia sera causada pela soma dos dois campos. Como o efeito observavel da
interferéncia serd o padrao de intensidade luminosa projetado na tela de deteccao, o

interesse volta-se ao calculo da intensidade em cada ponto P da tela, que é proporcional a
E*.E:

I(P) x E*.E = E{Ey + E}Ey + E; E, + E}E,. (2.2)
Substituindo as equagbes (2.1a) e (2.1b) em (2.2), temos:

EEBo
I(P) o< =3t + rn) 00 tk(nmr) (2.3)

rs r3 riry riTo

Aqui, para simplificar, consideramos que os campos nao possuem diferenca de fase entre
si. Os dois primeiros termos dessa equacao estao associados com a intensidade obtida se
somente a fenda 1 ou 2 estivesse aberta, respectivamente. Os dois tultimos termos sao os
de maior interesse: sio os responsaveis pela interferéncia. E facil perceber que um é o

complexo conjugado do outro, de modo que podem ser reescritos como:

2E01E02 COS []C(Tl — 7’2)]
1T .

(2.4)
Aplicando equagao (2.4) em (2.3) e definindo § = k(r; — ), é possivel obter I(P)
como:

I(P) = L,(P) + I(P) + 2\/I,(P) I,(P) cos (5). (2.5)

Aqui, [;(P) = [(0)/1"?, j = 1,2. Quando o ponto em consideracgao estiver em uma
posicao tal que a diferenca entre as distancias percorridas pelas ondas for igual a um

namero inteiro de comprimentos de onda, /(P) serd maximo. Caso a diferenga seja igual a

1 E um conhecido resultado do eletromagnetismo que a amplitude do campo magnético da onda é, em

geral, muitas ordens de grandeza menor que a amplitude do campo elétrico. Assim, nesse tipo de
estudo, somente o campo elétrico é considerado
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um ndimero semi-inteiro de comprimentos de onda, I(P) serd minimo. Em posi¢oes que
difiram dos dois primeiros casos, havera um valor intermediario para I(P). Assim, como
dito antes, o efeito final da interferéncia sera a formacao de uma padrao de méaximos e
minimos de intensidade luminosa. E possivel também quantificar o quao visivel é este
padrao de maximos e minimos de intensidade (o quanto os pontos de méaximo diferem

dos pontos de minimo). Podemos utilizar o quantificador de visibilidade proposto por
Michelson:

_ mazx[l] — min[I]
V= mazx[I] + min[I]’

(2.6)

que no caso em consideracao, torna-se:

o 2/H(PLP) .

Li(P)+ L(P)

E importante esclarecer que as condi¢oes impostas no comeco dessa andlise tiveram
uma implicagdo importante no resultado obtido. A existéncia ou nao de interferéncia, bem
como o quantificador de visibilidade, tornou-se unicamente dependente da diferenca entre
as distancias percorridas pelas ondas até cada ponto da tela, o que nao é em geral verdade.
Por exemplo, considerou-se que os campos elétricos sao paralelos entre si, e nao ha razao
para supor que o serao em qualquer situacao. Se houver um angulo relativo entre eles, o
efeito da interferéncia mudara, de tal forma que o fator de interferéncia sera nulo para um
angulo de 90°. ? Assim, no geral, o mais apropriado é definir uma funcao de correlacio ou

coeréncia entre os campos, definida como:
Tia(r,t) = (Ey(r, 1) Ea(r,1)) 1., (2.8)

Onde () é uma média temporal feita para situagoes onde as ondas nao sao perfeitamente
monocromaticas; do contrario podem removidos. Fisicamente, a funcao de coeréncia mede
a capacidade de um sistema 6tico gerar interferéncia. Pode-se reescrever (2.8) de forma a

deixar a parte espacial explicita:

eik(rl —7r2)

[ia(r,t) = Wia(t) ——, (2.9)

rire

e aplicando a (2.5), obtem-se a forma mais geral da equagao de interferéncia:

2 Observe que, na (2.8), o produto interno (que é definido em termos do cosseno entre as dire¢des dos

campos elétricos) seria zero para um adngulo de 90°.
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I(P) = I, + I + 2y/ I, (P) I (P) Re{ pet*r1—"2)}, (2.10)

onde

o= W12
V11

(2.11)

é a versao normalizada da funcao Wis, chamada de grau de coeréncia. Da desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos que:

(B0 Ea(D) | < IKEW) Ex (D) [[II(E ()" Ea(t)) [|= /11(0)y/ I2(0), (2.12)

de forma que 0 < |u| < 1. Para |pu| = 1, existe coeréncia total, como no caso tratado em

(2.5). Para |u| = 0, temos incoeréncia. Para valores intermedidrios, a coeréncia é parcial.

2.1.2 Polarizacdo e os Parametros de Stokes

A polarizagdo de uma onda eletromagnética refere-se a direcao de oscilagdo no
espaco de seu campo elétrico (também chamado de campo 6ptico). Em geral ele pode oscilar
em diferentes direcoes, com diferentes amplitudes. Caso todas as possiveis dire¢oes tenham
igual amplitude, a onda é classificada como despolarizada. Caso uma (ou algumas) diregdes
tenham amplitudes maiores do que as demais, a luz é classificada como parcialmente
polarizada. Uma onda que possua uma tnica dire¢ao de oscilacao encontra-se totalmente

polarizada.

A maioria dos fendmenos interessantes discutidos na introducao deste trabalho
referem-se a ondas totalmente polarizadas, mas a estrutura teérica apresentada ao longo
desta subsecao é geral. Sendo a polarizagao essencialmente uma dire¢do no espacgo, é
conveniente para efeitos de apresentacao escrevé-la como um vetor unitario p. Para ondas
totalmente polarizadas, esse vetor pode ser escrito em termos de uma de trés bases:
{h, T} (polarizacdo horizontal /vertical), {d, @} (diagonal/anti-diagonal) e {7,{} (polarizcio

circular a direita/a esquerda).

Como ¢ conhecido da &algebra linear, os vetores de uma base podem ser escritos em
termos dos vetores de outra. Assim, por exemplo, a polarizacao diagonal é obtida pela
superposicao dos vetores da base horizontal /vertical, onde cada vetor tem igual intensidade

luminosa e fase relativa nula:

o1 -1
d=—h+ —7, 2.13
5h+ 57 (2.13)
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onde ||d||= 1. Sendo o comprimento do vetor polariza¢ido sempre unitirio e uma fase
relativa entre os vetores nao interferindo neste comprimento, tem-se uma representagao

geral:
0\ - 0\
P = cos <2> h + sen <2> ey, (2.14)

Onde 0 < 0 <27 e 0 < ¢ < m. Uma construcao analoga poderia ser feita em termos
das outras duas bases. Nota-se que tal representacao permite descrever os vetores de
polarizacdo em termos de pontos {0, ¢} da superficie de uma esfera de raio unitério. Essa

questao sera retomada posteriormente.

Partindo agora para a descricao de um vetor de polarizacao qualquer, existem duas
formas de se definir quantitativamente o estado de polarizacao de uma onda eletromagnética:
A primeira é a matriz de coeréncia (HECHT, 2017), uma formulagao sisteméatica provinda
das conhecidas matrizes de Jones e Mueller (WOLF, 2003). A segunda, escolhida para
este trabalho, sdo os pardmetros de Stokes (STOKES, 1852; CHANDRASEKHAR, 1960;

PERRIN, 1942), cuja definicdo mais precisa serd apresentada agora.

Os parametros de Stokes possuem diversas representacoes. A mais intuitiva do ponto
de vista experimental é considerar quatro ondas eletromagnéticas igualmente preparadas,
sendo cada uma submetida aos seguintes aparatos experimentais: a primeira ¢é transmitida
integralmente, sem qualquer tipo de filtro ou bloqueio. A segunda é submetida a um divisor
de feixe polarizado ou PBS, por onde luz horizontalmente polarizada sera transmitida e
luz verticalmente polarizada serd refletida. A terceira é submetida ao PBS rotacionado em
45°, de forma que luz diagonalmente polarizada sera transmitida e luz anti-diagonalmente
polarizada sera refletida. Finalmente, a quarta onda é submetida a uma lamina de um
quarto de onda, que transformara polarizagao circular a direita em polarizagao diagonal
e polarizagdo circular a esquerda em polarizagdo anti-diagonal, e em seguida ao PBS
rotacionado em 45°, de forma que a parte no final transmitida se refere a luz polarizada
circularmente a direita e a parte refletida, a luz polarizada circularmente a esquerda. Sao
entao medidas as intensidades luminosas das partes transmitidas apds a passagem por esses
aparatos, com valores respectivos de Iy, I, I5 e I3. Considerando a intensidade luminosa
como unitaria antes dos aparatos, os pardmetros de Stokes serdo definidos como (HECHT,
2017):

So = I(), (215&)

S1 = 2[1 — [0, (215b)
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SS9 = 2[2 - Io, (2156)

S3 — 2[3 - [0. (215d)

Nessa defini¢ao é possivel observar que cada parametro representa a tendéncia da
polarizagao de uma onda eletromagnética para uma das bases de polarizagao: s; para a
base {fz, U}, so para a base {(f, a} e s3 para a base {7, f} Observa-se também, por este
mesmo motivo, que cada conjunto {so, s, S2, S3} representa de maneira tnica um dado
estado de polarizagao. Os valores dos parametros 1-3 variam entre 1 e -1, onde 1 significa
que a onda encontra-se oscilando inteiramente na dire¢ao de transmissao da respectiva

base e -1 que a oscilagao ocorre exclusivamente na direcao ortogonal a primeira.

Como exemplo para firmar o entendimento, considera-se uma onda luminosa
parcialmente polarizada de tal forma que 50% de sua intensidade oscila na direcao diagonal
e os 50% restantes oscilam circularmente a esquerda. Daqui até o fim deste trabalho,
para facilitar a compreensao, consideraremos a intensidade original da luz sempre como
unitaria®. Com relagao aos filtros, se observara que Iy = 1, (a intensidade transmitida é
total com relacao a intensidade original da onda), metade passard pelo filtro horizontal,
I, = 0,5 (ja que os estados diagonal e circularmente polarizado a esquerda, decompostos
na base {ﬁ, v}, sdo formados cada um por 50% de polarizagao horizontal cada) e pelos
dois outros filtros passarao 75% da intensidade inicial (100% da metade correspondente
a cada base e 50% da decomposicao da outra metade), de forma que I = I3 = 0,75.
Aplicando esses valores as equagoes (2.15a)-(2.15d), obtemos os pardmetros de Stokes
como: {1,0,1/2,1/2}.

Através dos parametros de Stokes também é possivel definir uma medida do quao
polarizada certa onda luminosa é. Esta medida é chamada de grau de polarizacao, definida
como (HECHT, 2017):

\/83 + 53+ s3 (2.16)

S0

p:

E ¢ facil perceber do préprio intervalo em que os parametros de Stokes estao
definidos que 0 < p < 1. Parap = 0, S = {1,0,0,0}, o que significa que a onda

estd oscilando com mesma intensidade em todas as diregoes e portanto é totalmente

3 Uma observacdo sobre unidades de medida se faz importante aqui: a intensidade luminosa é medida no

ST em Candelas (cd). Entretando, devido a normalizacao dos valores, tem-se que quaisquer intensidades
luminosas apresentadas no texto sao na verdade sua divisdo pela intensidade luminosa inicial, o que
torna os valores de I adimensionais, k = 0,1, 2, 3. Essencialmente estas intensidades sdo, na verdade,
porcentagens da intensidade inicial.
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despolarizada. Para p = 1 teremos s; = 1 e s; = 0, onde 7,5 = 1,2,3 e j # 4, 0 que
significa que a onda oscila em somente uma diregao - é totalmente polarizada. Valores
intermedidrios serdao referentes as ondas parcialmente polarizadas. Para o exemplo acima,

temos p = 0, 71.

Retornando a representacao geométrica dos estados de polarizagao, é possivel
observar que o grau de polarizacao confere o ultimo parametro necessario para representagao
de qualquer polarizacao na esfera de raio unitario: os estados totalmente polarizados, como
ja visto, encontram-se na superficie (r = 1) e possuem grau de polarizacao 1. Assim,
considerando o grau de polarizagao como o raio desta esfera, qualquer estado torna-se
um ponto da mesma, descrito por {p,d, ¢}. Os estados parcialmente polarizados ocuparao
entao pontos no interior da esfera (0 < p < 1) e o estado totalmente despolarizado ocupara
seu centro (p = 0). Esta esfera é denominada Esfera de Poincaré, proposta pelo mesmo em
1892 (GOLDSTEIN, 2010). Um esquema segue na figura 2.

Figura 2 — Representacao dos estados de polarizagao na esfera de Poincaré.

Esfera de Poincaré: Estados de polarizacao quaisquer sao representados na esfera através
dos angulos 6 e ¢ e do grau de polarizacao p. Estados polarizados encontram-se na superficie
e estados parcialmente polarizados no interior, com o estado totalmente despolarizado no
centro. Fonte: Adaptado de (GOLDSTEIN, 2010).

Uma outra forma de descrever os parametros de Stokes, de maior interesse tedrico,
¢é diretamente através das componentes do campo 6ptico da onda. Em um sistema de
coordenadas cartesianas, considerando a dire¢ao de propagacao da onda como ao longo do
eixo z, 0s possiveis componentes serao Ex e Ey. No espaco livre, esses campos podem ser
escritos como (HECHT, 2017):

E,(2,t) = Eo,(t)expli(kz — wt + €,(t))]2, (2.17a)
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E,(z,t) = Eoy(t)expli(kz — wt + €,(1))]9. (2.17b)

E sabendo que a intensidade luminosa é proporcional ao médulo quadrado dos campos, ao

aplicar as equagoes (2.17a) e (2.17b) nas equagoes de (2.15a) a (2.15d) obtém-se:

so = (B Eu)y + (EJEy) . = (Eg,)r + (Egy) (2.18a)
s1 =By Eu)p = (EyBy) . = (Bgodr — (Egy) (2.18b)
S = (E,E,)p + (BLEL), = (2Ey, Eo, cos (). (2.18¢)
ss = i(EZE,). — (E2Ey);] = (2Eg, Eoysen(e))y. . (2.184)

Aqui, € = €, — €, e os parametros 2 e 3 foram obtidos ao escrever os campos diagonal,
anti-diagonal, circularmente polarizado a direita e a esquerda em termos de E, e E,. A

importancia das equagoes (2.18a)-(2.18d) ficara clara na subsegao seguinte.

2.1.3 Parametros generalizados de Stokes

A descri¢ao dos parametros de Stokes apresentada até aqui levou em consideragao
um fator implicito que precisa ser salientado agora: a medi¢do das intensidades ou a
consideragao dos campos elétricos é feita em uma posicao r especifica do espaco. Assim, nao
ha razao para imaginar que o valor dos parametros de Stokes em certo ponto permanecerao
os mesmos em outro. Um exemplo ¢ a existéncia de algum um material posicionado a
certa distancia dos filtros, tal que a interagdo com a onda luminosa provocasse mudancas
de polarizacao. A rotagao de Faraday, por exemplo, muda a base de oscilagdo da onda
(MEYERS, 2001), de tal forma que o valor dos pardmetros antes e depois da passagem
pelo material sera geralmente distinto. Mesmo quando a onda luminosa se propaga no
espaco livre podera haver mudanca nas propriedades de polarizacao, como mostrado para
o caso de luz parcialmente coerente (JAMES, 1994) ou em interferometria, como serd

argumentado posteriormente.

Torna-se importante, entao, desenvolver um método capaz de descrever os parame-
tros de Stokes ndo como um grupo unico de valores, mas em termos de uma func¢ao espacial
que permita prevé-los em qualquer posicao r. O primeiro método foi o estabelecimento
da teoria unificada de coeréncia e polarizacao, cuja quantidade central é a matriz de

correlagao, que funciona como um complemento a matriz de coeréncia ja mencionada
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(WOLF, 2003). O segundo método foi a definigdo de um grupo extra de parametros, os
pardmetros generalizados de Stokes (KOROTKOVA; WOLF, 2005), também conhecidos

como parametros de Stokes de dois pontos:

So = (B, (r1) Ex(r2)) + (B, (r1)Ey(r2)) , (2.19a)
S1 = (EL(r1) Ex(ra)) — (B, (1) Ey(r2)) , (2.19b)
Sy = (E;(r1) Ey(r2)) + (Ey(r1) Ex(r2)) , (2.19¢)
Ss = i[(E, (1) Ex(r2)) — (E;(r1) Ey(r2))]- (2.19d)

Comparados as equagoes (2.18a)-(2.18d), os parametros generalizados seguem a
mesma defini¢do, com a fundamental diferenga de que os campos elétricos e seus conjugados
sao avaliados em duas posicoes distintas do espaco. Isso evidentemente remove a simples
conceptualizagao experimental existente até entao, ja que os parametros generalizados
nao podem ser interpretados em termos de intensidade luminosa. Eles sao, na verdade,
correlacgoes espaciais intrinsecas da onda, e esse significado ficard mais claro ao discutirmos

sua aplicacao na resolucdo do problema proposto no paragrafo abaixo.

Figura 3 — Esquema da propagacao de um feixe luminoso pelo eixo z a partir de um plano
de origem.

r
p' /'Tp
0 "z

-\

Fonte: Retirado de (KOROTKOVA; WOLF, 2005).

Considere um feixe luminoso propagando-se no espaco livre, na direcao do eixo
z, a partir de um plano de origem e cujo desvio do eixo seja pequeno. Estas condigoes
permitiriam que o campo elétrico em certa posi¢ao z > 0 fosse definido em termos do campo

elétrico no plano de origem (z = 0) através de uma aproximacao paraxial. Considerando
coordenadas cilindricas (p, 8, z) (KOROTKOVA; WOLF, 2005):
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B(rt) = [ B0 0G0 0. 2) . (2.20)

comr = (p,z), G(p— p,z) uma funcio de Green e o indice superior (0) indicando que o
campo é considerado no plano de origem. Um esquema desta situacao é representado na

figura 3. Utilizando tal defini¢do, é natural escrever:

(B (ra, OBy (ra,0)) = (BP0 DB (o 1) K py = i, p2 = 2) oy (2.21)

Aqui, K(py = py, pa = p3,2) = G*(p1 = p1,2) X G(pa = py,2) e i,j = x,y. Dado que os
pardmetros generalizados de Stokes sdo somas de termos descritos pela equagao (2.21),

eles podem ser escritos como:

Sa(r1,72, 1) = /Séo) (p1, 2, 1)K (p1 — py, p2 — po, 2) dpd?p), (2.22)

e para r; =1y =1, S, se reduz a s,(r), os pardmetros tradicionais de Stokes, de forma

que:

salrst) = [ S (o1, pa VK (pr = 01, p2 = 0, 2) 01 ). (2.23)

Ou seja, a partir do conhecimento dos parametros generalizados de Stokes na
origem, tornou-se possivel determinar os pardmetros tradicionais de Stokes (e com isso as

propriedades de polarizagao da onda) em qualquer ponto do espago de propagagao.
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2.2 Conceitos Importantes de Optica Quantica

2.2.1 Mudanca de Paradigma

Depois de considerar de forma mais detalhada a descricao tedrica da interferéncia,
coeréncia e polarizacao no caso classico, onde a luz é tratada como uma onda eletromagné-
tica, é importante avaliar como esses conceitos foram desenvolvidos para o caso quantico.
Como brevemente discutido na introducao, na mecanica quantica a luz passa a ser vista
nao mais como uma onda, mas como uma particula - o féton. O estado fisico desse féton é
descrito a partir de uma superposicao dos autoestados associados a um ou mais observaveis
fisicos. Um autoestado é, por sua vez, o estado fisico cuja medigdo do(s) respectivo(s)

observavel(is) resulta sempre em um mesmo valor.

O estado geral da particula estd entao distribuido entre todos os autoestados até
que seja feita uma medicao, e é o ato de medir que forca a particula a mostrar-se em
somente um de seus autoestados, cujo valor da medida é bem determinado. Antes da
medicao, tudo que a teoria quantica permite é calcular as probabilidades de que o processo

de medicao resulte no colapso do estado geral em qualquer dos autoestados associados.*.

Para tornar a explicacdo menos abstrata, toma-se o caso em que o observavel
fisico em consideragao é a polarizacao. Nao é mais possivel defini-la como uma direcao de
oscilacao do campo, visto que a luz comporta-se também como uma particula. Em vez disso,
a polarizacao torna-se um grau de liberdade intrinseco da particula, que pode assumir
diferentes valores. Para um féton totalmente polarizado, o estado geral de polarizacao
pode ser escrito em termos da superposicao dos autoestados das bases de polarizacao

discutidas na subsecao 2.1.2. Tomando a base horizontal/vertical:
) = a1 |H) + az V), (2.24)

onde a; e ay sdo niimeros complexos e |ai|> + |as]? = 1. O significado fisico disso é que,
antes da medicao, o foton nao tem uma polarizacao bem definida. Tudo que se pode saber
sao as probabilidades de que, imediatamente apds o ato de medi¢ao da polarizacao, ele se
mostre com polarizagao vertical ou horizontal, sendo as probabilidades dadas pelo médulo

ao quadrado dos coeficientes da superposicao associados a cada autoestado.

Como um exemplo, pode-se imaginar que fétons individuais sdo langados contra um
filtro polarizador que s6 permite a passagem de luz polarizada perpendicular a um certo

eixo interno (dicroismo) (ZILIO, 2009). Ao passar pelo filtro, o féton ou serd inteiramente

4 Os conceitos discutidos neste pardgrafo foram simplificados por assumir que o leitor j& tem certa

familiaridade com a interpretagdo de Copenhagen da mecanica quantica.
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absorvido ou inteiramente transmitido, visto que nao podem haver "meios-fotons". Caso o
foton seja transmitido, seu estado geral terd colapsado, no ato da medigao, no autoestado
associado a polarizagao perpendicular ao eixo. Caso seja absorvido, o estado geral colapsou
no autoestado associado a polarizacao paralela ao eixo. Ao lancar um nimero consideravel
de fotons por esse filtro é possivel computar a estatistica de quantos passaram e quantos

foram absorvidos e comparar com as probabilidades previstas pela teoria.

E importante mencionar que um estado quantico sé pode ser escrito na forma
da equagao (2.24) devido a suposicao inicial de que o féton é totalmente polarizado. Na
linguagem da mecanica quantica se diz que o ensemble de fétons tem um estado "puro".
Ensembles parcialmente polarizados ou despolarizados sao denominados de forma geral
como um ensemble misto. Eles sdo por definigdo uma cole¢ao de estados puros associados a
diferentes pesos estatisticos classicos (a abundancia de cada estado puro dentro do ensemble
misto), e.g., 30% do ensemble possui estado de polarizagao horizontal e 70% estado de
polarizacao diagonal. Para descrever também esses estados, utiliza-se o formalismo mais
geral da matriz densidade, introduzido por von Neumann em 1927 (SAKURAI, 1994):

p=3 il (il (2.25)

Aqui |1);) s@o todos os possiveis estados puros compondo o estado geral e ¢; sdo os pesos
estatisticos supracitados. Observa-se no caso de um estado puro que cp=1 e os demais
sdo zero, de modo que p = |tho) (Y|, sendo aqui [¢g) = |1), o tnico estado. Observa-se
também que o formalismo da matriz densidade descreve o estado do sistema como um
operador. A matriz densidade possui autovalores entre 0 e 1 e é normalizada. Sua utilidade

¢ melhor evidenciada em duas aplicagoes importantes:

1. {(a|p|a) fornece a densidade de probabilidade de encontrar o sistema no estado |«).

2. (A) = Tr(Ap) representa a média das medidas de um dado observével A sobre um

ensemble representado pelo estado p.

A primeira aplicacao é de evidente necessidade, visto que, como ja discutido, toda
a informagao que a teoria quantica é capaz de fornecer sobre um sistema sem perturba-lo
sao as probabilidades de encontra-lo, apds a medigao, em certo autoestado especifico (caso
o espectro do observavel seja discreto) ou a densidade de probabilidade de encontra-lo,
depois da medicao, em certa regiao de possiveis autoestados (caso o espectro do observavel

seja continuo).

A segunda aplicacdo requer uma consideragao adicional para tornar-se igualmente

significativa. Como a medi¢ao de um observavel em geral nao possui um valor determinis-
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tico®, a média torna-se o mais préximo em termos do conhecimento sobre tais valores que
é possivel obter (mantendo o sistema nao-perturbado). A média também pode oferecer um
comportamento de tendéncia do ensemble a certos autoestados especificos, como veremos

mais adiante.

2.2.2 Parametros de Stokes na Mecanica Quantica

Na optica classica, os parametros de Stokes apresentam a tendéncia do estado de
polarizagao em relagdo a uma das diregoes de uma das bases existentes (horizontal /vertical,
diagonal /anti-diagonal, circularmente polarizado a direita/a equerda). Na mecénica quan-
tica, o significado permanece, porém agora se traduz em termos das probabilidades de um
dado féton apresentar-se em um dos autoestados de uma dessas bases, apos efetuada uma

medigao.

De maneira mais formal, os parametros de Stokes representam as amplitudes de
probabilidade do estado geral de um sistema colapsar em um dos possiveis autoestados
de polarizacao apés a medicao; da teoria de superposicao, eles podem ser escritos como
os coeficientes que expandem a matriz densidade do sistema em certa base conveniente
(JAMES; KWIAT P. G. MUNRO; WHITE, 2001):

‘ w

L5, (2.26)
0

DO | —

p=

»

3
2
=0

onde s; sao os parametros de Stokes, 6y ¢ a matriz identidade e 61, G5 e 63 sao as matrizes
de Pauli. A divisdo por sy existe para propoésitos de normalizacio, e considerando os s;’s

como ja normalizados, é possivel reescrever (2.26) como:
N P
p= 5{00 +s.0}. (2.27)

Aqui, s = {s1,59,83} e 0 = {61,09,63}. Multiplicando ambos os lados por uma das

matrizes &;, obtemos:

E tomando o trago:

5 A excecdo, claro, é para quando a medicdo for realizada em um sistema que j& se encontra em um dos

autoestados daquele observavel.
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tr(6;.p) = ;[tr(@-) + s.tr(6;.0)]. (2.29)

Das matrizes de Pauli, tém-se as seguintes propriedades:

. tr(&z):O

Assim, a forma final da expressao se torna:

Para um dado estado de polarizacao cuja matriz densidade é:

p= P11 P12 ’ (2.31)
P21 P22

escrita na base {|H),|V)}, os parAmetros de Stokes serao, da equagao (2.30):

So = tr(69.p) = p11 + paz, (2.32a)
s1 =1tr(61.p) = p11 — paz, (2.32b)
So = tr(69.p) = p12 + po1, (2.32¢)
s3 = tr(63.p) = i[p12 — pa1l- (2.32d)

O que é um resultado importante, visto que permite extrair os parametros diretamente da

matriz densidade, sem necessidade de recorrer frequentemente ao caso classico.
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3 Resultados

3.1 Parametros Generalizados de Stokes na Mecanica Quantica

Foi discutido na subsecao 2.1.3 o desenvolvimento, na éptica classica, de dois
métodos para descrever as mudancas nas propriedades de polarizacdo de uma onda
eletromagnética a medida em que esta se propaga e também para prever, para cada
ponto do espago de propagagdo, tais propriedades: a teoria unificada de coeréncia e
polarizacao e os pardmetros generalizados de Stokes. Com a mudanca de paradigma
para a mecanica quantica, se torna importante explorar o funcionamento destes métodos
para o caso quantico. No caso da teoria unificada de coeréncia e polarizagao (WOLF,
2003), foi possivel desenvolver uma versao quantica a partir de um tratamento centrado
na matriz densidade unificada (BERNARDO, 2017). Resta entao a duvida de se seria
possivel construir uma versao apropriada para a mecanica quantica, partindo de primeiros
principios, dos pardametros generalizados de Stokes. A presente secao é dedicada a responder

tal questionamento.

Para comecar, consideremos um ensemble de fétons submetido ao aparato de um
experimento de fenda dupla, tal como representado na figura 1. Uma observacao importante
aqui € que os fotons serao lancados na méscara A de forma que ha somente um foton
interferindo no espaco entre as fendas e a tela de deteccao por vez. (HEISENBERG;
EULER, 1936; PESKIN; SCHROEDER, 1995).

Se o estado de polarizacao destes fétons é levado em consideragio, cria-se uma
dupla superposigao, onde tanto o grau de liberdade de caminho (por qual das fendas cada
féton passa) quanto o de polarizacao (em que autoestado de polarizagao ele se encontra)
sao incertos. A matriz densidade descrevendo um estado deste tipo pertence a um espago
formado pela unido do espaco das matrizes 2x2 que descrevem os possiveis estados de
polarizacdo com o espaco das matrizes 2x2 que descrevem os possiveis estados de caminho!

e portanto tem dimensao 4x4:

L O espaco de possiveis caminhos normalmente tem dimenséo infinita para uma particula livre. Entretanto,

para o experimento da fenda dupla, restringe-se os possiveis caminhos na méscara as combinacoes
dos estados de caminho das fendas. Dessa forma, todos os possiveis caminhos encontram-se em um
subspago finito.
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P11 P12 P13 Pua
P21 P22 P23 P24
P31 P32 P33 P34
P41 P42 P43 P44

aqui escrita na base: {|H),|V)} ®{|1),]2)} ={|H,1),|H.,2),|V,1),|V,2)}, onde |1), |2)
sao os autoestados de caminho correspondentes as fendas 1 e 2, respectivamente. Os
elementos dessa matriz densidade referem-se tanto a informagoes estatisticas referentes a

cada fenda individualmente, quanto a correlagoes espaciais entre as fendas.

Que resultados interessantes podem ser obtidos desta configuracao? O ja citado
trabalho de B. L. Bernardo (BERNARDO, 2017), por exemplo, constréi, a partir da
matriz densidade e de alguns principios gerais, uma equacao de interferéncia que permite
determinar a densidade de probabilidade de medir cada f6ton em um dado ponto P da
tela. Ele também determina o grau de coeréncia do ensemble, escrito em termos dos
elementos da matriz densidade. Essa parte do trabalho serd discutida em mais detalhes
como uma introducao ao tema da préoxima se¢ao. Focaremos, portanto, em outro resultado

interessante que pode ser extraido: os parametros de Stokes nas fendas.

A obtencao dos parametros nas fendas sera realizada da seguinte forma: primeiro,
focamos no significado da equacao (2.30). Nela, os pardmetros sao definidos como o valor
médio da matriz identidade (que é unitario) e das matrizes de Pauli, que representam
os observaveis de polarizagao horizontal, diagonal e circular. No cenario atual, é possivel
replicar esses observaveis através de um conjunto de operadores de proje¢ao apropriados,
associados ao estado de polarizacao e ao caminho desejados. Essas projecoes mostrarao a
tendéncia do estado geral ao ser projetado em um dado autoestado, em comparacao com

a projecao no autoestado ortogonal. Para finalizar, toma-se o trago para obter a média.
Isso resulta em (BERNARDO, 2017):

so” = Tr[(|H,1) (H, 1] + [V, 1) (V,1))p] = p11 + pss, (3.2a)
s = Tr[(|H, 1) (H, 1] — |V, 1) (V, 1)) = p11 — pas, (3.2b)
ss) = Tr|(|H, 1) (V1] + |V, 1) (H, 1)f] = p1s + pa1, (3.2¢)

si? = i Tr[(|V,1) (H, 1] — |H, 1) (V,1))3]} = i{p1s — i} (3.2d)
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para a fenda 1 e para a fenda 2:

s§ = Tr{(1H,2) (H,2] + [V, 2) (V,2])] = po> + pus, (3.3a)
S = Tr{(|H,2) (H,2] = [V,2) (V,2)] = po> — pas, (3.3b)
S8 = Tr((|H,2) (V,2] + |V,2) (H,2))7] = pos + pao, (330)
5§ = d{Tr([V.2) (H,2| = [H,2) (V.2)7]} = i{pas — pas}. (3.3d)

E importante salientar que, pelo préprio propésito salientado e pela natureza dos
operadores de projecao aplicados, os elementos da matriz densidade envolvidos nesta
construcao referem-se exclusivamente a informacoes individuais das duas fendas. Os
elementos nao envolvidos nas equagoes (3.2a)-(3.2d) e (3.3a)-(3.3d) referem-se a correlagoes
entre as fendas, e podem ser organizados de forma semelhante aos parametros de Stokes
utilizando um outro conjunto apropriado de operadores de proje¢ao, desta vez considerando

dois pontos do espaco - as duas fendas:

Wo = |H, 1) (H,2| + [V, 1) (V, 2], (3.4a)
Wy = [H,1) (H,2| — [V, 1) (V,2|, (3.4b)
W = |H, 1) (V.2 + |V, 1) (H, 2|, (3.4c)
W = i{|V, 1) (H,2| — |H,1) (V,2]}. (3.4d)

E os parametros obtidos a partir destes sdo, utilizando as equagoes (3.1) e (3.2a)-(3.2d):

So =Tr[([H,1) (H, 2|+ |V, 1) (V,2])] = p21 + pas, (3.5a)
S1="Tr((|H,1) (H,2[ = [V,1)(V,2])p] = pa1 — ps, (3.5b)
So =Tr[(|H, 1)V, 2[ + |V, 1) (H,2()p] = pas + par, (3.5¢)

Sz = {Tr[([V,1) (H,2| = [H,1) (V,2])p]} = —i{pas — pu}, (3.5d)
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onde {Sy, S1,Ss, 53} sd@o nimeros complexos. Como a matriz densidade é hermitiana,
Pmn = Pim, € 05 demais elementos de p podem ser organizados como as versoes conjugadas

complexas das equagoes (3.5a)-(3.5d):

So = (p21 + pa3)™ = pr2 + paa, (3.6a)
St = (p21 = p13)" = p12 — pau, (3.6b)
S5 = (p23 + pa1)" = pra + ps2, (3.6¢)
S5 = [—i(p2s — pa)|" = —i{p1a — pa2}- (3.6d)

Podemos obter uma interpretagao para esses novos parametros ao observar suas

principais propriedades, listadas abaixo:

1. Sao nimeros complexos.

2. Tém caracteristicas semelhantes aos parametros de Stokes, mas associados a dois, ao

invés de um 1nico ponto no espago.

3. Sao quantidades que transmitem informagoes sobre a correlacao espacial entre os

estados de polarizacdo das duas fendas.

4. Foram construidos em estreita analogia com os parametros classicos generalizados
de Stokes.

Todas essas caracteristicas permitem definir com confianca as equagoes (3.5a)-(3.5d)
como a versao quantica dos parametros generalizados de Stokes ¢ as equagoes
(3.6a)-(3.6d) como seus complexos conjugados. Como os pardmetros tradicionais de Stokes
sao sempre nimeros reais, eles sao seus proprios complexos conjugados. E interessante
observar que este resultado nao sé extrai da matriz densidade os parametros generalizados,
mas também, de forma natural, extrai seus complexos conjugados, o que nao se encontrava
postulado explicitamente para o caso classico (KOROTKOVA; WOLF, 2005).

Dois questionamentos seguem desta defini¢ao: primeiro, existe uma interpretacao
fisica para estes pardmetros na mecanica quantica ou eles sdo uma mera curiosidade
matematica? Segundo, esses pardmetros possuem algum uso pratico na 6ptica quantica,
especialmente no estudo da interferometria de fétons, que foi o plano de fundo no qual

foram construidos?
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Como veremos adiante, a resposta para essas duas perguntas é positiva. E impor-
tante observar que na optica classica, os parametros generalizados nao tem significado
fisico bem definido e sua propria construgao é na verdade secundaria a funcao que devem
desempenhar - a determinacao dos parametros de Stokes em qualquer ponto do espaco de
propagacao da onda. J& para o caso quantico, o desenvolvimento que serd apresentado
na proxima secao mostrara que é sim possivel dar um significado fisico especifico aos
parametros generalizados. E é exatamente no contexto deste significado que responderemos
a segunda questao - apresentando uma aplicacao destes parametros no desenvolvimento

de uma compreensao expandida do fenémeno de interferéncia.

3.2 Aplicacao em Interferometria

Continuamos a discussao tendo em mente um ensemble de fétons submetido a um
interferometro de dupla fenda, cujo estado quantico geral pode ser descrito pela matriz
densidade p, descrita pela equacdo (3.1). Nesta segdo, exploraremos de maneira mais
detalhada o préprio fendmeno da interferéncia para fétons individuais, que é talvez uma

das maiores descobertas da mecanica quantica em seus anos iniciais.

Foi Louis De Broglie que em 1923 primeiro percebeu que particulas individuais
deveriam possuir algum tipo de propriedade ondulatoéria e que, portanto, seria possivel
observar fendomenos como interferéncia e difragdo para fétons e elétrons individuais (BRO-
GLIE, 1923). Essa hipotese seria comprovada alguns anos depois de forma independente
por C. J. Davisson e G. P. Thomson (THOMSON, 1927; DAVISSON; GERMER, 1927)
que observaram experimentalmente a difracao de elétrons, o primeiro através do padrao de
espalhamento destes em um soélido cristalino e o segundo observando sua difracao circular

em um tubo de raios catddicos.

A discussao das caracteristicas singulares da interferometria de uma tnica particula,
especialmente no contexto do experimento da fenda dupla, levariam posteriormente a
interpretacao estatistica de Born para a funcao de onda: seu proposito nao era a descrigao
de uma onda real, mas de uma distribuigdo estatistica, sendo |¥(z,t)|? a fungao densidade
de probabilidade de encontrar o féton em dada regiao da tela. Essa nova visao traria
dréstica mudanca no entendimento da mecanica quantica (BORN, 1926). Ela mostrava,
como ja discutido, que tudo que é possivel conhecer sobre o estado da particula antes
de colidir com a tela de deteccao sao as probabilidades de que, uma vez que colida, seja
detectada em determinada posicdo. A incerteza é um aspecto fundamental da natureza,
nao um defeito do experimento. Esse fato é tdo profundo que R. P. Feynman afirmaria
algumas décadas depois que o experimento da fenda dupla contém o tnico mistério que

existe na mecéanica quantica (FEYNMAN, 1963).

Dado o contexto historico por tras do desenvolvimento da interferometria de fétons,
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partimos para um entendimento teérico mais preciso do experimento. Estamos interessados
em determinar a densidade de probabilidade de se medir um féton em um dado ponto P
da tela de detecgao. Isso sera dado pela expressao (BERNARDO, 2017):

p(P) = (H, P|p|H,P)+{V,P[p|V,P). (3.7)

Da aplicagao 1, subsegao 2.2.1, é possivel observar que a (3.7) representa a densidade
de probabilidade de que um foton seja encontrado no ponto P com o autoestado de
polarizacao horizontal, adicionado a probabilidade de que seja encontrado com autoestado
de polarizacao vertical e considerando que a base de polarizagao horizontal /vertical esté
sendo utilizada, representa a densidade de probabilidade total de obter o féton em certo

ponto P. Para desenvolver essa expressao, faremos as seguintes consideragoes:

1. Fétons polarizados horizontalmente nao interferem com fétons polarizados vertical-

mente.

2. O tamanho das fendas é muito menor que o comprimento de onda dos fétons.

A combinagao dessas duas consideracoes leva a afirmacao de que as tnicas ampli-
tudes de probabilidade diferentes de zero para fétons que emergem das fendas e a seguinte
detecgdo em um ponto P sdo (H,1|H, P), (V, 1|V, P), (H,2|H, P) e (V, 2|V, P) e que estas

podem ser escritas como ondas esféricas:?

ikry

(H1[H,P) = V1V, P) = = - (3.82)
eikrz

(H,2|H, P) = (V,2|V, P) = =~ (3.8b)

Aqui, 71 e 79 sdo as distancias das respectivas fendas 1 e 2 até o ponto P. Expandindo a

expressao (3.7), obtemos:

p(P) = pu (H, P|H, 1) (H,1|H, P) + p1s (H, P|H,1) (H,2|H, P) +
+pa1 (H, P|H,2) (H,1|H, P) + ps (H, P|H,2) (H,2|H, P) +

+ps3 (V, PV, 1) (V, 1|V, P) + psa (V, PV, 1) (V, 2|V, P) +

+paz (V, PV, 2) (V. 1V, P) + paa (V, PV, 2) (V; 2|V, P)

(3.9)

2 Consideramos aqui que o caminho entre a méscara e a tela de deteccio é livre; caso existisse algum

meio material entre as duas, seria possivel observar amplitudes de probabilidade do tipo (H, |V, P),
(V,i|H, P), i=1,2, diferentes de zero.
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e substituindo as equagoes (3.8a) e (3.8b) na equagao (3.9) resulta em:

+ + + eik(ﬁ—?“z) + eik(Tz—Tl)
p(P): P11 T P33 +/122 P44 i (1)21 /)43) i (pm 034) .

r? r3 r1Ty T1T9

(3.10)

A equacao acima pode ser rearranjada observando que os dois primeiros termos
representam a densidade de probabilidade caso somente a fenda 1 ou 2 estivesse aberta,
respectivamente®. Eles serdo representados, portanto, por pY(P) e p®(P), onde os
sobrescritos simbolizam a tnica fenda que estaria aberta. Observa-se também que o

terceiro e quarto termos sao complexos conjugados um do outro, de forma que:

2Re[(pa1 + paz)e™ "]

p(P) = pM(P) + p?(P) +
r1T9

(3.11)

Multiplicando e dividindo por \/ (p11 + pgg)\/ (p22 + paa) € considerando a defini-
cdo de p)(P) e p?(P) feita anteriormente, chegamos na forma final da equacao de

interferéncia:

p(P) = pM(P) + p™ (P) + 2/ o (P)y/p® (P) Re[ue* " =72 (3.12)

A quantidade p aqui quantifica a intensidade da interferéncia observada para cada féton e

¢é chamada de forma equivalente ao caso classico de grau de coeréncia:

_ P21 + P43
VP11 + p3zy/paz + Pag

(3.13)

cujo modulo, similar ao caso classico, tem valores entre 0 e 1.

Tudo o que foi desenvolvido nesta se¢ao até esse ponto explorou o que ja é conhecido
na literatura sobre o assunto (BERNARDO, 2017). Munidos dos resultados referentes aos
parametros generalizados de Stokes, contudo, é possivel ir mais adiante. Observa-se que,
utilizando-se das equagoes (3.2a)-(3.2d), (3.3a)-(3.3d) e (3.4a)-(3.4d), a equagao (3.9) serd

transformada para a seguinte forma:

so(P) = sO(P) + s2(P) + 2/s8(P)/s2 (P)Re[ Sy e =2)]. (3.14)

3 (Caso somente a fenda 1 estivesse aberta, todos os termos relativos a fenda dois seriam anulados, o
que resultaria para a equacao (3.9) em somente o primeiro e quinto termos diferentes de zero e como
consequéncia, p(P) = (p11 + p33)/r?. De maneira analoga encontrarfamos p(P) = (paa + paa)/r3 caso

somente a fenda 2 estivesse aberta.
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Aqui, da mesma forma que a equagao (3.9), os termos s(()z), i=1,2 sdo os parametros obtidos
caso somente a fenda i estivesse aberta, e sdo escritos em termos dos parametros nas fendas:
s(()z)(P) = s(()l) /r?. Como esse resultado talvez nio seja de imediata compreensao para os

leitores, faremos aqui uma pausa para analisar com mais cautela o que foi proposto.

Da equagbes (3.2a) e (3.3a), observamos que o primeiro dos pardmetros de Stokes é
a média da projecoes do estado de cada foton no estado de polarizagao horizontal, somado a
média das projecoes do estado de cada féton no estado de polarizagao vertical. Sendo essas
médias complementares, o que o parametro sy esta medindo é na verdade a probabilidade
de que o féton passe por aquela fenda, independente do estado de polarizacdo. E dessa
forma que o parametro sy equivale a densidade de probabilidade tradicional. Caso somente
aquela fenda esteja aberta, as informacoes estatisticas obtidas na fenda sao transladadas
para a tela na forma de uma onda esférica, cuja intensidade (e portanto, o valor da
densidade de probabilidade em dado ponto, no caso quantico) decai com o quadrado da

distancia. Isso justifica a defini¢ao de s(()i)(P) = s(()i)/ r2.

Através de um raciocinio analogo é possivel ver que o primeiro parametro de Stokes
no ponto P, so(P), equivale & densidade de probabilidade de que um dado féton seja
medido em P, independente do autoestado de polarizacao, e por isso é definido pela
equagao (3.14). O padrao de maximos e minimos de concentragao de fétons, que é a marca
registrada do fendmeno de interferéncia, é na verdade o efeito observavel de interferéncia do
primeiro dos parametros de Stokes quando consideramos os valores de so(P) em diferentes

pontos da tela.

Um termo importante na equagao (3.14) é S{), que corresponde a versao normalizada

do primeiro parametro generalizado de Stokes:

, So
S — .
VP11 Tt P33/ P22 + paa

(3.15)

e comparando com as equagoes (3.15) a (3.13), obtemos uma importante interpretagao
fisica para Sy: ele corresponde ao grau de coeréncia do ensemble de fétons. Isso
¢ um resultado notavel, pois associa um dos parametros generalizados - até entao uma
quantidade abstrata - a uma medida de coeréncia do sistema, de natureza bastante concreta.
Também faz todo sentido, visto que a propria construcao dos parametros generalizados em
(3.4a)-(3.4d) foi feita para acomodar os elementos da matriz densidade (3.1) associados a
correlagoes espaciais entre as fendas. Essa descoberta também permitira discutir possiveis

interpretacoes para os demais parametros generalizados, mais adiante.

Como discutido acima, o padrao de maximos e minimos de concentracao de fétons

é consequéncia do fendmeno de interferéncia associado ao parametro sy do ensemble. Esse
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é o tipo de interferometria tradicionalmente tratada quando consideramos o experimento
da fenda dupla. Isso ocorre em parte porque a densidade de probabilidade é uma entidade
de certa forma singular na descri¢cao do ensemble. J4 quando escrita como o parametro
Sp, torna-se parte de um conjunto de outros parametros. Isso suscita um importante
questionamento: seria possivel observar o fenémeno de interferéncia em relacao aos outros

pardmetros de Stokes? A resposta parece ser afirmativa, como sera discutido a seguir.

Tomemos como exemplo do pardmetro s;. Este parametro é uma média das
projecoes de sucessivos fotons de um dado ensemble no estado de polarizacao horizontal,
menos a mesma média com relagao ao estado de polarizagao vertical. Ou seja, o pardmetro
s1 mede a tendéncia do ensemble em relacdo a um desses autoestados. Com referéncia ao
experimento da fenda dupla, o parametro s; descreve em dado ponto P da tela de deteccao,
a tendéncia de que o féton 14 detectado esteja num autoestado de polarizagao horizontal
versus vertical. Poderia, entao, ser escrito em termos da diferenca entre a densidade de
probabilidade de medir um féton horizontalmente polarizado em P e a densidade de

probabilidade de medir um féton verticalmente polarizado:

51(P) = (H,P|p|H, P) — (V,P|p|V.P). (3.16)

Os parametros s, e s3 tém papel andlogo em termos das bases de polarizagao
diagonal /anti-diagonal e circularmente polarizado & direita/a esquerda. Assim, de forma

geral seria possivel escrever as seguintes expressoes:

so(P) = (H,P|p|H,P)+ (V,P|p|V,P), (3.17a)
s1(P) = (H, P|p|H, P) = (V, P[p[V, P), (3.17b)
s2(P) = (H,P|p|V,P)+(V,P|p|H, P), (3.17c)
s3(P) = i{(H, P| p|V,P) — (V. P|p|H,P)}* (3.17d)

Seguindo o mesmo procedimento das equagoes (3.7) a (3.12), obtém-se o conjunto

completo das equacgoes de interferéncia:

4 Para s3(P) e s3(P), essas expressoes equivalem a so(P) = (D, P|p|D, P) — (A, P|p|A, P) e s3(P) =
(R,P|p|R,P)— (L, P|p|L, P), porém escritas na base {|H),|V)}.
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so(P) = s{O(P) + s2(P) + 2¢/sV (P)/ 5P (P)Re{ S r—ra)Y, (3.18)
si(P) = sV(P) + sP(P) + 2y/sD (P)/s (P)Re{ S}, (3.18D)
52(P) = s$(P) + s (P) + /550 (P)/ s (P) Re{ Spet =)}, (3.18¢)
s5(P) = s{(P) + s2(P) + 2¢/sV (PP (P)Re{Setr—ra)Y, (3.184)

ou de maneira geral, podemos escrever como:

5u(P) = sO(P) + s@(P) + 2y/s8 (P)/sP (P) Re{ S, (3.19)

onde n =0,1,2,3.

Na optica classica, uma discussao sobre outros tipos de interferéncia ja havia
sido proposta para ondas eletromagnéticas, considerando uma adi¢ao vetorial geral dos
campos Opticos em diregoes aleatérias e através do uso da matriz de densidade espectral
cruzada (SETaL&; TERVO; FRIBERG, 2006). A derivagao aqui desenvolvida é, porém,
consideravelmente mais simples, extraida diretamente de primeiros principios, em termos
dos elementos da matriz de densidade e ja prépria para os estudos de interferéncia no nivel
quantico. Desenvolveremos também, a partir de agora, um significado fisico para essas

equacgoes de interferéncia que sao inteiramente originais.

O efeito observavel da primeira das equagoes de interferéncia é o ja citado padrao
de maximos e minimos de concentracao de fétons na tela de deteccdo. Imaginemos agora
que imediatamente na frente do ponto P de interesse na tela, posicionamos um divisor
de feixe polarizado, um aparato 6ptico cujo efeito serd permitir a passagem de fétons
horizontalmente polarizados e refletir fé6tons verticalmente polarizados. Posicionamos
também um fotomultiplicador na direcao de reflexdao dos f6tons de polarizacao vertical. O
que acontecerd é que, caso o féton seja detectado em P, sera também medido seu estado
de polarizacao, e o efeito observavel sera que o foton atingira a tela em caso de polarizacao
horizontal ou o fotomultiplicador no caso de polarizacao vertical. Quando o experimento
é repetido para diversos fotons, a diferenca entre a quantidade de fétons medidos na
tela e no fotomultiplicador determinara experimentalmente o valor de s;(P). Repetindo o
procedimento para diversos pontos da tela, observaremos um padrao de méaximos e minimos
para s;1(P), que deverd corresponder ao predito pela segunda equacao de interferéncia.

Aparatos experimentais semelhantes determinarao os valores dos parametros sy(P) e s3(P).
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Assim, resumindo o que foi discutido no paragrafo anterior, o que as equagoes de
interferéncia sugerem matematicamente é observado, fisicamente, como um padrao de
maximos de minimos dos valores de cada um dos parametros de Stokes, obtiveis experi-
mentalmente através de um aparato Optico adicional aos componentes do interferdémetro

de fenda dupla, e de relativa simplicidade.

Agora é possivel também discutir o significado fisico dos demais parametros genera-
lizados de Stokes. Das equagoes (3.18a)-(3.18d) é possivel perceber que eles possuem uma
funcao analoga a que o parametro Sy tem para o fenémeno de interferéncia tradicional. S,
S, e S3 sao uma medida de correlagao espacial que determina se havera ou nao, e em que
intensidade ocorrerd, interferéncia para os parametros de Stokes s1, s9 € s3, respectivamente.
Da literatura, sabemos que a definicao do grau de coeréncia é exatamente esta - uma
medida da coeréncia do ensemble e, portanto, da existencia e intensidade do fenémeno de
interferéncia (HECHT, 2017; ZILIO, 2009; MANDEL; WOLF, 1995). Assim, torna-se claro
que os parametros generalizados de Stokes {Sp, S1, S2, S3} sdo uma extensdo natural do
conceito de grau de coeréncia espacial, apropriado para o tratamento das diferentes
formas de interferéncia discutidas ao longo desta secao. Com esta sentenca concluimos
a resposta devida aos dois questionamentos feitos na secao anterior: estabelecemos um
significado fisico para os parametros generalizados e uma aplicacao importante destes no

estudo da interferometria.

Uma tltima observacao sobre este assunto é que, uma vez que foi possivel reconstruir
todos os parametros de Stokes no ponto P via equagoes (3.18a)-(3.18d), é também possivel
reconstruir a matriz densidade na tela de deteccao, através da equagao (2.26), bem como

determinar o grau de polarizagdo em cada ponto através da equacao (2.16).

3.2.1 Quantificadores de Contraste

Na discussao sobre o experimento da fenda dupla em éptica classica (subsegao
2.1.1), foi mostrado que é possivel quantificar o quao visivel é o padrao de interferéncia
na tela (quao diferentes sdo os maximos dos minimos de intensidade luminosa) através
do quantificador de visibilidade de Michelson (2.6). Esse mesmo quantificador pode ser
utilizado na mecanica quantica, com uma importante aplicacao no estudo da dualidade

onda-particula.

O que foi percebido a partir do inicio do século XX é que sistemas fisicos podem
manifestar um comportamento ondulatorio ou corpuscular, dependendo do fenémeno
em questao. Por exemplo, na interacdo com a matéria, os estudos de A. Einstein, A.
Compton e outros mostraram que a luz se comporta como uma particula (EINSTEIN,
1905; COMPTON, 1923). Ja quando se propaga livremente, a luz parece se comportar
como uma onda, de acordo com os estudos ja citados de Young, De Broglie, Davisson e

outros. Em certas situagoes o comportamento pode ser intermediario. Neils Bohr foi o



44 Capitulo 3. Resultados

primeiro a sugerir que a natureza corpuscular e ondulatéria seriam complementares (TANG
et al., 2013) e posteriormente, B. Englert, D. Greenberger e A. Yasin propuseram uma
forma de quantificar essa complementariedade, através de uma desigualdade (ENGLERT,
1996; GREENBERGER; A., 2013):

Ve D? <1, (3.20)

onde V é o quantificador de visibilidade ja discutido e portanto, um medidor de suas
propriedades ondulatérias - e D é o quantificador de distinguibilidade - o quao discernivel é o

caminho tomado pelo sistema e, portanto, um medidor de suas propriedades corpusculares.

Esses dois quantificadores sdo os quantificadores conhecidos no estudo da dualidade
onda-particula. Com a descricao ampliada de interferometria discutida nesta secao, se

torna possivel calcular um novo conjunto de quantificadores através da seguinte expressao:

y, — mazlss] — minfs.] (3.21)

max[se] + min[sg]

onde para n = 0, obtemos novamente o quantificador de visibilidade tradicional. Os
novos quantificadores sao obtidos para n = 1,2,3 e medem o contraste entre os valores
mais altos e mais baixos de cada um dos parametros de Stokes na tela. Estes serao
chamados de quantificadores de contraste. Na Optica classica existe uma versao desses
quantificadores, conhecidos como pardmetros de contraste (SETaLa; TERVO; FRIBERG,
2006), e evitamos o mesmo nome devido ao fato de que ja ha um duplo uso do termo
parametro (com parametros Stokes e pardmetros generalizados de Stokes) e também para

separar a versao quantica da classica.

Para escrever a expressdao (3.21) de forma mais conveniente, seguiremos o seguinte
procedimento: escreveremos os parametros generalizados S), em coordenadas polares,
S! = 5"|e?, de modo que o tltimo termo da equacio (3.19) torna-se Re[S!e*(n—r2)] =

|S!| cos [k(ry — re) + 0]. A partir disso, os quantificadores serao:

2/ (PP (P) | S, | (3.22)
5 ss)(P)+sg(P) |

Se a tela de deteccao estiver suficientemente longe das fendas, de modo que
ri /& 1y~ r e considerando também que de (3.1), (3.2a) e (3.3a), si" + s = Tr(p) =1,

a equacao anterior se reduz a:
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onde vemos mais um uso dos parametros generalizados de Stokes como um método facil
de obter os quantificadores o que, consequentemente, reforca sua interpretacao fisica como

uma medida mais completa da coeréncia espacial do ensemble.

3.2.2 Exemplo: Ensemble Hiper-Emaranhado

Para finalizar, é importante aplicar o que foi desenvolvido ao longo dessa secao
através de um exemplo. Consideraremos aqui um ensemble puro hiper-emaranhado® cujo

estado ¢ descrito por:
1
0) = <5 (. 1)+ 1V,2)), (321)

e cuja matriz densidade p = |¢) (Y] é:

3 00 3

N 00 00

p:OOOO (3.25)
oo

Seguindo as equagoes (3.2a)-(3.2d), (3.3a)-(3.3d) e (3.4a)-(3.4d), obtemos os pari-

metros de Stokes nas fendas, assim como os parametros generalizados, como:

11
fendal : {sg, s1, S2, 83} = {5, 5,0, 0}
1 -1
fenda2 : {sg, $1, 52,53} = {5, 7,0, 0} (3.26)
14
{S07 Sh 527 S3} = {07 07 57 5}

Pelos parametros generalizados vemos que nao ha nem coeréncia tradicional (para
S¢) nem coeréncia na interferéncia associada ao parametro s;, mas sim para os pardmetros
sy e s3. Aplicamos esses valores nas equagoes (3.18a)-(3.18d), considerando fétons cujo
comprimento de onda estd na faixa do vermelho (750 nm), uma distdncia de 1um entre as

fendas e de 1m entre a mascara e a tela de detecgao. Os parametros de Stokes na tela,

5 O hiper-emaranhamento tem definicdo andloga & definicdo do emaranhamento quantico tradicional,

com a diferenca de que nao sdo duas particulas emaranhadas através de um unico grau de liberdade,
mas uma unica particula com dois graus de liberdade emaranhados entre si (PRILMiLLER et al.,
2017).
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entao, se comportarao como no grafico abaixo:

Figura 4 — Distribuicao dos Parametros de Stokes na Tela de Detecgao para um Ensemble
Hiper-Emaranhado.

Parametros de Stokes na Tela de Detecgdo para um Ensemble Hiper-Emaranhado

so(P) ——
si(P) — |
s2(P)

s3(P)

05

Valores dos parémetros de Stokes

0 0.2 0.4
Disténcia na tela a partir do centro (m)

Como discutido ao longo desta se¢ao, um féton lancado no experimento da fenda dupla
sofrera diversos tipos de interferéncia, uma relativa a cada pardmetro de Stokes. Neste
grafico, observa-se o efeito da interferéncia na distribuicao de valores dos parametros na
tela de deteccao.

Os quantificadores de contraste nesse caso serao: Vo =0, V; =0,Vo=1eV3=1,0
que seria esperado pela analise do grafico, visto que nao se observara padrao de interferéncia
para os primeiros dois parametros: no caso de sg, observaremos os fétons concentrados
em maior proporc¢ao no centro da tela e diminuindo continuamente a medida que se move
para as laterais; no caso de s1, existe iguais proporg¢oes de fotons atingindo a tela e sendo
detectados no fotomultiplicador. Ja para os dois tltimos pardmetros, é de se esperar
observar um padrao de interferéncia, de modo que deve haver quantificadores de contraste
diferentes de zero: no centro da tela, todos os fétons que chegam no divisor de feixes
(rotacionado 45°) sao refletidos para o fotomultiplicador e a medida que se move para
lateral, mais deles atingem a tela. Para os fétons circularmente polarizados, no centro
da tela existem iguais proporgoes atingindo e sendo refletidos para o fotomultiplicador, e
dependendo do sentido em que se move para a lateral, havera uma quantidade maior de

fotons atingindo a tela ou sendo refletidos.
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4 Conclusao

Neste trabalho fizemos uma analise das propriedades de coeréncia e polarizagao,
fundamentais para o entendimento dos fenémenos ondulatorios da luz como a interferéncia.
O foco proposto foi especificamente a compreensao destas propriedades no a&mbito quantico,
onde a luz se comporta como uma particula, o féton, e fendmenos ondulatérios sdo
interpretados em termos da teoria das probabilidades (por exemplo, a probabilidade da

passagem ou nao de um féton por determinado aparato éptico).

No capitulo I, apresentamos uma motivacao historica para o estudo que foi desenvol-
vido. No capitulo II foi construida a fundamentacgao tedrica para esse trabalho. Primeiro, no
caso classico, apresentamos a definicao de coeréncia utilizando o exemplo do experimento
da fenda dupla, assim como a definicao de polarizagao, sendo os parametros de Stokes a
forma escolhida para representa-la. Esses conceitos foram entao traduzidos para o ambito
da mecanica quantica e para dinamica de fo6tons. No capitulo III desenvolvemos, para a
mecanica quantica, a definicio dos parametros generalizados de Stokes, e retornando ao
estudo do interferometro de fenda dupla, estabelecemos seu significado fisico em termos

do grau de coeréncia de uma teoria geral de interferéncia.

Ao fim deste trabalho, é possivel perceber como a definicdo dos parametros genera-
lizados de Stokes torna mais intima a relacao entre coeréncia e polarizacao para a luz. Em
certo sentido, sao diferentes aspectos da mesma estrutura. Para um ensemble de f6tons
polarizados, os parametros generalizados sao a medida de coeréncia do sistema e, no caso
especifico em que os dois pontos em que sdo definidos convergem para um tnico ponto, se
transformam nos parametros tradicionais de Stokes, que descreve a polarizacao do sistema
naquele ponto. As propriedades de polarizagao do sistema em duas posi¢oes determinam
seu grau de coeréncia e o grau de coeréncia, por outro lado, determina as probabilidades

de polarizagdo numa posi¢ao subsequente.

Espera-se como perspectiva futura que esse trabalho possa ser utilizado para o
estudo da dualidade onda-particula, investigando o papel dos demais quantificadores de
contraste nesse sentido. Também espera-se aplica-lo no estudo da interagao do sistema

com um ambiente.
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