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RESUMO

Neste trabalho estudaremos um famoso problema dentro da Teoria da Medida o
chamado o problema da Medida, para isso introduziremos definicdes, propriedades,
exemplos e conceitos como espagos mensuraveis, conjuntos mensuraveis, funcdes
mensuraveis, o conceito de medida, por fim enunciaremos e provaremos o resultado
conhecido como problema da medida.

Palavras-chaves: Teoria da Medida. Problema da Medida. Conjuntos Mensuraveis.
Funcbes Mensuraveis.



ABSTRACT

In this work we will study a famous problem within the Theory of Measure called the
Problem of measure, for that we will introduce definitions, properties, examples and
concepts such as measurable spaces, measurable sets, measurable functions, the
concept of measure, finally we will state and prove the result known as the problem of
measure.

Keywords: Measure Theory. The Problem of Measure. Mensurable sets. Mensurable
Functions.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar informagbdes sobre o tema “o
problema da medida”, mas concretamente o problema da teoria da medida se divide
basicamente em duas partes:

« Definir uma medida que associe a cada conjunto de uma familia em um dado
espaco um valor significativo do seu tamanho.

« Definir uma teoria de integragcédo para as fungcbes que tomam valores neste
espaco.

Nele seréo encontrados definicdes e exemplos.

Esta organizado em 3 partes/ Capitulos. Na parte 1/ Capitulo 2, sera abordado um

breve fundamento histérico de como tudo se iniciou. Na parte 2/ Capitulo 3 optamos

por abordar alguns conceitos como expor o conceito de algebra sobre conjuntos nao

vazios, e de sigma-algebra sobre conjuntos ndo vazios, (ideia que declara conjuntos

nao vazios). A algebra de uma colecdo sobre conjuntos ndo vazios acumula trés

propriedades:

Se contém o conjunto;

Se ela contém o conjunto ela contém o complementar desse conjunto;

E ela é fechada para unides finitas.

Na sigma-algebra as duas primeiras propriedades sdo “semelhantes”, s6 na ultima

propriedade ela € um “pouco melhor” no sentido de que a sigma-algebra elas séo

colecdes fechadas a unides enumeraveis dos subconjuntos de um conjunto,

previamente declara. Quando se tem um conjunto e associado a ele uma sigma-

algebra essa estrutura matematica se chama um espaco mensuravel. Nesse capitulo

ainda mostramos a definicdo de espaco mensuraveis e algumas propriedades varios

exemplos de espacos mensuraveis, como pode gerar espagos mensuraveis, como

pode gerar quando se tem apenas uma algebra e outros. Na parte 3/ Capitulos 4 e 5,

temos a definicdo do conceito de medida com todo rigor que a expressao exige,

comecamos mostrando os trabalhos de Emile Borel e em seguida finalizamos com os

trabalhos de Lebesgue que € o problema da medida provado.

A metodologia utilizada foi a pesquisa bibliografica usando varios livros que se
encontram no final do trabalho.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Medida_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto
https://pt.wikipedia.org/wiki/Integral
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2 HISTORIA DO PROBLEMA DA MEDIDA

A teoria da medida é um ramo da matematica iniciado pelos trabalhos de Emile Borel,
mas muito desenvolvido por mateméticos como Henri Lebesgue e Constantin
Carathéodory.

Figura 1: Emile Borel

Félix Edouard Justin Emile Borel, (Nasceu em Saint-
Affrique, 7 de janeiro de 1871 e morreu em Paris, 3 de
fevereiro de 1956) foi um matematico e politico francés.

Em 1894, enunciou a primeira definicho de conjunto
insignificante. Na teoria da medicdo, em um espaco
medido, um conjunto desprezivel € um conjunto de
medida zero ou uma parte de tal conjunto. A definicao
pode depender da medida escolhida: duas medidas no
espaco mensuravel que possuem 0s mesmo conjuntos de
medida zero sdo consideradas equivalentes.

Fonte:
https://pt.wikipedia.org/wiki/%e Em um nivel elementar, € possivel abordar a nogao de um
C3%89mile_Borel conjunto desprezivel para um certo nUmero de espagos

(incluindo a linha real) sem ter que introduzir uma medida
historicamente, a nocéo de conjunto desprezivel é anterior & de medicao.

Em 1897, ele definiu os conjuntos mensuraveis, um espaco mensuravel (na teoria da
medicao) é um par onde esta um conjunto e uma tribo ou o-algebra(X, A). Um espaco
mensuravel raramente € usando sozinho, na maioria das vezes é complementado por
uma medida para construiu um espaco medido u (X, A, u). Na teoria da probabilidade,
0 espaco mensuravel é chamado de espaco de probabilidade, o todo € chamado
de universo e os elementos da tribo sdo chamados de eventos ((, A) e completado
com uma medida de probabilidade

Henri-Léon Lebesgue mais conhecido sob o nome de Henri Lebesgue, (Nasceu em
Beauvais (Franca), 28 de junho de 1875 e morreu em Paris, 26 de julho de 1941) é
um dos grandes matematicos franceses da primeira metade do século XX.

E conhecido por sua teoria da medida, que estende as primeiras obras importantes
de Emile Borel, um de seus professores e depois seu amigo. A teoria se desenvolveu
até a década de 1950.

Em 1901 Ele desenvolveu uma teoria das fun¢cdes mensuraveis com base nos
resultados de Emile Borel: as tribos Borelianas.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89mile_Borel
https://pt.wikipedia.org/wiki/Saint-Affrique
https://pt.wikipedia.org/wiki/Saint-Affrique
https://pt.wikipedia.org/wiki/7_de_janeiro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1871
https://pt.wikipedia.org/wiki/1956
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pol%C3%ADtico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Franceses
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Th%C3%A9orie_des_probabilit%C3%A9s
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Univers_(probabilit%C3%A9s)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/%C3%89v%C3%A9nement_(probabilit%C3%A9s)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Mesure_de_probabilit%C3%A9
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Math%C3%A9maticien
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Math%C3%A9maticien
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Mesure_(math%C3%A9matiques)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/%C3%89mile_Borel
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Fonction_mesurable
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Tribu_bor%C3%A9lienne
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Figura 2: Henri Lebesgue Figura 3: Andrei kolImogorov

Fonte: Fonte:
https://pt.wikipedia.org/wiki/H https://pt.wikipedia.org/wiki/A
enri_Lebesgue ndrei_Kolmogorov

Andrei Nikolaevich Kolmogorov e mais conhecido sob home Andrei kolmogorov
(Nasceu em Tambov € uma cidade da Russia (Imperio Russo), 25 de abril de 1903 e
morreu em Moscou "é a maior cidade da RuUssia, além de ser a capital do pais" (Unido
Soviética), 20 de outubro de 1987) € um matematico russo e soviético que fez
contribuicdes significativas em matematica, incluindo teoria da probabilidade,
topologia, turbuléncia, mecanica classica, logica intuicionista, teoria da informacéo
algoritmica e andlise de complexidade de algoritmos.

Ele propb6s uma axiomatizacao do céalculo de probabilidade com base em particular,
na integracao definida a partir de uma medida.

Lebesgue e seus sucessores foram levados a generalizar a no¢éo de integral a ponto
de torna-la o que alguns chamam de integral abstrata. A rea sob uma curva é
calculada pela soma de pequenos retangulos cuja altura representa o valor médio da
funcdo em um intervalo e a base é a medida do intervalo. Em uma linha real, a medida
de Lebesgue de um intervalo € a diferenca nas distancias da origem. Mas uma medida
€ uma funcao, e isso levou os matematicos da época a generalizar a integral ndo mais
de acordo com uma medida particular, a de Lebesgue, mas de acordo com qualquer
medida. E como se para medir um intervalo utilizassemos um abaco (medidas
discretas) ou qualquer outro instrumento ao invés de uma fita métrica.


https://pt.frwiki.wiki/wiki/Abaque_(calcul)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Abaque_(calcul)
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3 FUNCOES MENSURAVEIS

Para introduzir o conceito de funcdo mensuravel é necessario definir outro conceito,
o de o-algebra (ou o-campo) sobre um conjunto X. Neste capitulo apresentaremos o
conceito de funcbes mensuraveis, daremos exemplos e propriedades dessa classe
de funcdes. Esse capitulo foi confeccionado seguindo as referéncias [1] e [4].

Definicdo de Algebra

Seja X um conjunto ndo vazio. Uma algebra sobre X € uma colecdo F de
subconjuntos de X tal que

i. XE€EF
i. VF €F,X/FEF
ii. VF,..,F,€ F,FFU.UE€EF

Para mais detalhe, sugiro que o leitor consulte o livro [1].

Definicdo de o — algebra

Seja X um conjunto ndo vazio. Uma o — éalgebra sobre X é uma colecdo ) de
subconjuntos de X tal que

. X ey
i. VF €Y, X/FeY
iii.  VF, .. B, .. € Y, U ELEY

Definicdo de Espaco Mensuravel

Um espaco mensuravel € uma estrutura matematica constituida de um par (X, 2),
consistindo em um conjunto ndo vazio X e uma ¢ — algebra sobre X .

1. Exemplos
i. Seja X um conjunto ndo vazio. Note que F, = {0,X} e F, = P(X) sao
exemplos de algebras sobre de X, estas sdo as chamadas algebras sobre
X mais econdmica e menos econdmica, respectivamente;

ii. Sejam X um conjunto ndo vazio e A c X. Note que F = {0,A,X/A,X} é
uma algebra sobre X;

iii.  Aintersecdo finita de algebras sobre X € uma algebra sobre X;
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iv.  Sejam X um conjunto ndo vazio e A uma cole¢éo ndo vazia de subconjuntos
de X. A intersecdo de todas as algebras sobre X contendo A € a menor
algebra sobre X contendo A. Esta € a chamada &lgebra sobre X gerada por
A.

2. Exemplos
i. Seja X um conjunto ndo vazio. Note que }; = {0, X} e), = P(X) séo
exemplos de o —algebras sobre X, estas sdo as chamadas ¢ —algebras
sobre X mais econbmica e menos econdmica, respectivamente;

ii. Sejam X um conjunto ndo vazio e A c X. Note que
F ={0,A,X/A,X} é uma o —algebra sobre X;

iii.  Aintersecao finita de ¢ —algebras sobre X é uma ¢ — é&lgebras sobre X;

iv. Sejam X um conjunto ndo vazio e A uma colecdo ndo vazia de
subconjuntos de X. A intersecéo de todas as ¢ —algebras sobre X contendo
A é amenor g —algebra sobre X contendo A. Esta € a chamada o —algebra
sobre X gerada por A.

3. Exemplos
A o —algebra sobre R gerada por todos os intervalos abertos (a, b)) em R € a

chamada algebra de Borel de R. Os elementos da algebra de Borel de R séo
chamadas Bolerianos ou conjuntos de Borel em R.

4. Exemplos
A o —algebra sobre R™ gerada por todos os conjuntos abertos em R" € a chamada
algebra de Borel do R™. Os elementos da algebra de Borel do R"
sdo chamadas Bolerianos ou conjuntos de Borel em R™.

5. Exemplos
Seja B a algebra de Borel sobre R. A ¢ —algebra sobre R gerada pela colecdo B =
{E € B,EU{—},EU {40}, E U {—x, +oo}} € a chamada algebra de Borel estendida
de R. Os elementos da algebra de Borel estendida de R sdo chamados Bolerianos
estendido ou conjuntos de Borel estendidos em R.

Definicdo de Funcdes Mensuraveis

Sejam (X, 2) um espaco mensuravel e f: X - Ruma fun¢do. Diremos que f

€ mensuravel ( ), —mensuravel ) quando para cada @ € R 0 conjunto

fH(a,+o) = {x € X; f(x) > a} pertence a Y.

Por consequéncia desta definicdo e das propriedades de uma o — algebra a
f~1(—o,a) também pertence a Y.
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6. Exemplos
i. Sejam (X, 2) um espaco mensuravel e f: X - R uma funcdo constante.
Note que f é mensuravel,

i. Sejam (X,2) um espaco mensuravel, Ec X e f: X - R a funcdo
caracteristica do E; a saber, f(x)= 1sex € Ee f(x) = 0sex ¢ E. Note
que f é mensuravel se, e somente se, E € X; comumente, se escreve f =

XEg;
Lemal

Sejam (X, 2) um espaco mensuravel, f,g: X — R fun¢cdes mensuraveis e ¢ € R.
Entdo as funcdes reais definidas em X

1
of,  f4L fre  fe=7l0+* - -9  If]

também sdo mensuraveis.

Prova:
a) Se c = 0, afirmacéo é trivial. Se ¢ > 0 entéo
{xeXicf(x)>a}={xeX:f(x)> %} € X. O caso ¢ < 0 é tratado da mesma

forma.

b) Se a < 0, entdo {x € X: (f(x))? > a} = X; Se a = 0, entdo
xeEX:(f(X)?>a}={x€X:f(x) >Va} U {x € X: f(x) < —Va}

c) Por hip6tese se r € um namero racional, entéo
S,={xeX:f(x)>r}n{x e X:g(x) >a—r}pertence a X. Uma vez que é
facilmente visto que {x € X: (f + g)(x) > a} =V {S,: r racional}, Segue —se
que f + g € mensuravel.

d) Como fg =< [(f +9)* — (f — 9)*] segue das (a), (b) e (c) que fg é
mensuravel.

e) Sea <0,entdo {x € X:|f(x)| > a} = X, enquanto que se a« = 0, entdo
{xeX:|fx)|>a}={xeX:f(x) >a} U {x €X:f(x) < —a}. Assim, a
fungéo |f(x)| € mensuravel.

Lema 2 (Parte Positiva e Parte Negativa de uma Func¢éo)

Sejam (X, ) um espaco mensuravel e f: X - R uma fungdo. Entéo as func¢des
reais definidas em X por

) =sup{f(x),0}, f~(x) = sup{—f(x),0}
chamadas parte positiva de f e parte negativa de f, respectivamente, sdo tais que
f é uma funcdo mensuravel se, e somente se, f* e f~ sdo funcdes mensuraveis.

Prova:
E claro que

F=f"—felfl=f*+ 1.
E segue dessas identidades que f* =>(If|+f), f~=5(f| - f)



Geometricamente

Figura 4: llustragao do grafico da fungdo com lei de formacgao f(x)

y

Fonte: Elaboragédo Propria

Figura 5: llustracéo do grafico da fungdo com lei de formacéo f*(x)

y

Fonte: Elaboracgédo Propria

18



19

Figura 6: llustragcdo do grafico da fungédo com lei de formacao f~(x)

y

()

Fonte: Elaboracéo Propria

Pelo Lema 1, concluimos que f é mensuravel se, e somente se, , f* e f~ séo
mensuraveis.

Em lidar com sequéncias de funcées mensuraveis frequentemente desejamos a forma
suprema, limites, etc, e € conveniente permitir a extensao dos numeros reais, ou seja,
permitiremos que —oo e +oo sejam tomados como ‘“valores”; isto é, terdo as
propriedades que intuitivamente esperamos para “infinito” e “menos infinito”.

Definicdo do Sistema Numérico Real Estendido
A reta estendida R é o conjunto
R=RU{~,+»} ou [~o,0]

Em R, definimos as operagées usuais de R e

X+ 00 =00+ x = 00; para todo x € R;
X — 0o = —00 + x = —oo; para todo x € R;

0w+0=00¢e— 0w+ (—w0)=—0o;

)

o, sex €ER ex>0;}

x'00=00'x={ —
—o0, sex€ER e x<0;

—o, sex€R e x>0; }
o, sexER e x<O0;

x- (—0) = (—e0) - x = |

0:00=0-(—0)=00-0=(-)-0=0
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Definicdo Funcao de Valores Reais Estendidos

Sejam (X,X) um espaco mensuravel e f: X - R uma funcdo a valores reais
estendidos. Diremos que f & mensuravel (X —mensuravel ) quando para cada a« € Ro
conjunto f~1(a, +) = {x € X; f(x) > a} pertence a X.

A colecado de todos as funcdes a valores reais estendidos mensuraveis é denotada
por M(X,2X).

Lema 3

Sejam (X,X) um espaco mensuravel e f: X > R uma funcdo a valores reais
estendidos. Entdo f € mensuravel se, e somente se, 0s conjuntos

A={x€eX;f(x) =+x}, B={x€X;f(x) =—o}
pertencem a X e funcéo f;: X — R definida por fi(x) = f(x) sex & AUBe f(x)=0
se x € AU B é mensuravel.

Prova: Seja f € M(X,2). N&o é dificil ver que A, B pertencem a Y. Agora, seja a >
0, e veja que

{x€X;fi(x) >a}={x€eX;f(x)>a}\A.
Sea < 0 entdo

{xeX;filx)>al={xeX;f(x)>a}UB.
Portanto f; € mensuravel.
Reciprocamente, se A, B e f; S80 mensuraveis, entao

fxeX;f(x)>al={x€eX;filx)>a}UA,
quando a = 0, e

{xeX;f(x)>a}={x€X;fi(x) > a}\B.
quando a < 0.
Portanto, f € mensuravel.

Lema 4

Sejam (X,X) um espaco mensuravel e f: X > R uma funcdo a valores reais
estendidos e ¢ € R. Entédo as funcdes a valores reais estendidos definidas em X

cf(0(x0) =0),  f% Ifl,  f*  f~

Também sdo mensuraveis.

Lema5

Sejam (X, 2) um espaco mensuravel e (f,,) uma sequéncia de func¢des a valores reais
estendidos mensuraveis. Entdo as func¢des a valores reais estendidos em X

fG) = inffo(), F(x) = sup fu(),
f*() = liminf £, x) = sup { inf f;,(x)}

F*(x) = limsup f,,(x) = inf {sup fm(x)}
nzl lmzen
Sao também mensuraveis.
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Convergéncia Pontual

Seja X € Rum conjunto e f,: X —» R uma sequéncia de fungbes a valores reais
gue compartilham do mesmo dominio X.

Diz-se que {f,},=, converge pontualmente para uma funcdo f: X — R tal que para
cada ponto x € X a sequéncia numérica f,,(x) converge para f(x). Ou, na notacdo
de limites:

lim f,(x) = f(x), para cada x € X
n—-oo

Equivalentemente, diz-se que {f,} converge para f em X se paratodo e >0 e
todo x € X existe um N tal que

If,(x) — f(x)] < &, para todon > N.
Corolario.

Sejam (X, 2) um espaco mensuravel e (f,,) uma sequéncia de funcdes a valores reais
estendidos mensuraveis que converge pontualmente para f em X, entdo f € uma
funcdo a valores reais estendidos mensuravel.

Lema 6

Sejam (X,2) um espaco mensuravel, f,g: X — R funcdes a valores reais estendidos
mensuraveis. Entdo a fungéo a valores reais estendidos definida em X dada por fg é
mensuravel.

Teorema 1

Sejam (X,X) um espago mensuravel e f: X > R uma funcdo a valores reais
estendidos mensuravel e ndo negativa. Entéo, existe uma sequéncia (¢,) em M(X,2)
tal que

L 0<@,(x) < @,eq1(x) sejam quais foremx € X en € N;

ii. f(x)=limg,(x) for cada x € X;

iii. Cada ¢, possui apenas um numero finito de valores reais.

Prova:

Para construir a sequéncia (¢,) vamos usar n argumentos, para todo n € N. Na etapa
n = 1, “dividimos horizontalmente” a ilustracdo grafico da f até a altura 1 em duas
partes iguais, definindo assim o0s conjuntos

Ey, = {x EX;0<f(x) <%} Ei4 :{x EX;%Sf(x) < 1}, e
Eyy ={x€X;f(x) =1}

e afungcdo ¢;: X - R por ¢,(x) = S se x € Eq,k € {0,1,2}.
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Na etapa n = 2, “dividimos horizontalmente” a ilustracdo gréafico da f até a altura 2
em oito partes iguais, definindo assim os conjuntos

Ey, ={xeX;0 < f(x) <%} Ei, ={x€X;%Sf(x) <%}

1 3 3
E,, = xEX;ESf(x)<Z}, E32={xEX;ZSf(x)<1,

{ }

En={rex;1<f <3, Ep={rexi<fn<i

E, ={x€X;£§f(x) <§} E,, ={x€X;£Sf(x) <2},
Egp = {x € X; f(x) = 2},

E afuncdo ¢,:X - R por ¢,(x) = % sex € Ex,k€{0/1,..,8}.

Na etapa n = 3, “dividimos horizontalmente” a ilustracédo grafico da f até a altura 3
em vinte e quatro partes iguais, definindo assim 0s conjuntos.

Sejan € N. Paracada k € {0,1, ...,n2™ — 1}, considere o conjunto

k+1
on

k
Epn={x€ X,}Z—n <f(x) <
Para k = n2", considere o conjunto

Epnn = {x € X; f(x) = n}.
Observe que os conjuntos {Ey,; k = 0,1, ...,n2"} sdo disjuntos, pertencem a %, e
Ukego,1,..,n2n} Exn = X.

Finalmente , defina ¢,: X - R por ¢, (x) = 2% se x € Ey,, entdo ¢, € M(X,2) e 0s
itens i), ii) e iii) sdo validos.
Definicao

Sejam (X,Xy) e (X, 2y) espacos mensuraveis e f: X = Y uma aplicacdo. Diremos que
f € mensuravel quando para cada E € Xy 0 conjunto

fHE) ={x€X;f(x) EE}

Pertence a Xy.
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4 MEDIDAS

Neste capitulo introduzimos a nocdo de um espaco mensuravel (X,2). Agora
consideramos certas fungcdes que séo definidas em X e tém valores reais ou reais
estendidos. Essas fungdes, que serdao chamadas de "medidas”, sdo sugeridas por
nossa idéia de comprimento, area, massa e assim por diante.

Definicdo de Medida
Sejam (X, ) um espaco mensuravel. Um medida sobre X é uma funcéo
u: X - R tal que

i u(@)=0

i. u(E)=0

iii. SekE,..,E,..€Y éuma sequéncia disjunta, entdo

p (U En) = Z H(En).
n=1 n=1

Definicao

Sejam (X, X) um espago mensuravel e u: ¥ - R uma medida.

i. A medida u é chamada finita quando u(E) < +o paratodo E € X

ii. A medida u € chamada o —finita quando existe uma sequéncia E, ... ,E,, ... €
YcomX = Uy~ E, € u(E,) < +oo paratodon € N.

Definicdo de Espaco de Medida

Um espaco de medida é uma estrutura matemética constituida de uma terna (X,2, u),
onde (X,X) um espago mensuravel e u: ¥ - R é uma medida.

1. Exemplos
Seja (X,2) um espac¢o mensuravel com X = P(X).
i. Sewu:P(X)- R édefinida por u(E) = 0 paratodo E c X, entdo u € uma
medida finita;

i. Sew:PX)—- R édefinida por u(®) = 0 e u(E) = +o paratodo E c X com
E #+ @, entdo pu € uma medida o —finita;
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ii. SepeXewPX)-> R édefinidaporu(E)=0sepéEeu(E)=1sep€E,
entdo u € uma medida finita; esta medida € chamada medida unitaria
concentrada em p.

2. Exemplos
Seja (X,2) um espa¢co mensuravel com X = Ne X = P(N).

i. Seu:P(N)- R édefinida por u(E) é igual ao nimero de elementos de E se
E é finito, e u(E) = +oo se E € infinito, entdo 4 € uma medida ¢ —finita; esta
medida € conhecida como medida de contagem sobre N.

Lemal
Seja (X,2, ) um espaco de medida.
i. Se E,F sao conjuntos mensuraveis e E c F, entdo u(E) < u(F);

ii. SeE,F sdo conjuntos mensuraveis e E c F com u(E) < +oo, entdo
u(F\E) = u(F) — u(E).

Prova:

E suficiente observar que F = E U (F\E) e E n (F|E) = @, e usar a aditividade de
u, em consequéncia temos u(F) = u(E) + u(F\E).

Uma vez que, u(F\E) = 0, segue que u(E) < u(F). Dai segue que Se u(E) < +oo,
entdo o resultado da identidade acima

u(F\E) = u(F) — u(E).

Lema 2
Seja (X,2, 1) um espaco de medida.
i. SeE,.., E, .. €2 éuma sequéncia ndo decrescente, entdo

u (U En) = lim u(Ey)

n=1

i. SeF,..E,..€ZXéuma sequéncia ndo crescente com u(F;) < +oo, entdo

I (ﬂ Fn> = lim u(F,).

n=1

Prova:

i. Se u(E,) =+, para algum n, entao
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U (U En> = +oo = lim u(Ey,).
n=1

Agora, se u(E,) < +oxo, para todo n, entdo escreva A, = E; e A, = E,\E,,_, para

oS

n > 1. Entdo, a sequéncia A4, ..., 4,, ... € X é disjunta e

")

n

Aj, En = UAn
=1 n=1

n

E, =

—-

-
1l
Juy

Consequentemente

o

Z 1(Ay) = lim i 1(4y),
n=1

n=1

u (U En)
n=1
e jaque u(A,) = u(E,) — u(E,—,) paran > 1, temos
m
> w4 = u(En).
n=1

i. SejaE, = F\F, entdo E,, ..., E,, .. € X € uma sequéncia ndo decrescente. Por
i), temos

I <U En> = lim u(Ey,) = lim[u(F;) — u(F,)]
n=1

I <nL=J1 En) =pu(F) —u <n=1 Fn)-

E o resultado segue.
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5 O PROBLEMA DA MEDIDA

Queremos investigar a existéncia de uma funcéo u: P(R) — R satisfazendo as
seguintes propriedades:

I.  u(E) = 0sejaqualfor E c R;

ii. Dadauma sequéncia disjunta Ej, ..., E,, ... de subconjuntos de R, entao

[ee]

I (Q En) = z H(En).

n=1

iii. Sejam quais forem E c Re x € R, temos u(E + x) = u(E),onde E + x =
{e+x;e € E};

iv. 0<u([0,1]) < +oo.

Nosso objetivo € mostrar que tal funcéo u néo existe. Antes disso, observamos
algumas consequéncias simples das propriedades i), ii), iii),e iv) acima.

Lemal

Se uma funcéo u: P(R) — R satisfaz as propriedades i), ii), iii) e iv) acima, entdo ela
também satisfaz as seguintes propriedades:

a) u(®) =0;
b) Dada uma colecao infinita disjunta Ej, ... , E,, ... de subconjuntos de R, entéo

Iz (O Ek> = i u(Ey).
K k=1

=1
c) Se Ac B c R, entdo u(A) < u(B);

d) Dados a,b € R coma < b, entdo u([a, b]) < +oo.

Prova:

a) Considere E; = [0,1] e E,, = @ para todo n > 2, entéo por i) € ii)
u([0,1]) = pu([0,1]) + u(®) + -+ u(@®) + -+

E usando iv) devemos ter u(@) = 0.

b) Considere E;, = @ para todo k > n, e use as propriedades i), ii) e a).

c) Basta observar que a propriedade b) implica u(B) = u(A) + u(B\A), onde
u(B\A) = 0.

d) Sejantal que b < a + n. As propriedades b) e c) implicam que
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-1

u(la,b]) < u(la,a +n)) = u(la+k,a+k+ 1))

S

=
Il

-1

u([a,b]) < u(la+k,a+k+1)])
0

S

&
Il

E as propriedades iii) e iv) implicam que u([a + k,a + k + 1]) = u([0,1]) < +o

seja qual for k.

Definicdo do Produto Cartesiano
Seja {X,}4c4 Uma colecdo nao vazia de conjuntos néo vazios. O produto Cartesiano
HaeAXa

E o conjunto de todas as aplicacdes

f:A- UXa

tais que f(a) € X, para todo a € A. Frequentemente, escrevemos x € x,, ao inves
de f ef(a), e chamamos x, a « —ésima coordenada de x.

Definicdo do Axioma da Escolha

Seja {X,}4ea Uma colecdo nado vazia de conjuntos néo vazios, entdo o produto
Cartesiano

HaEAXa
€ ndo vazio.

O teorema que veremos a seguir é o principal resultado deste trabalho

Teorema l

Nao existe uma funcdo u: P(R) — R satisfazendo as propriedades i), ii), iii) e iv)
acima.

Prova:
Considere a relacao binario ~ no intervalo [0,1] definida por

X~y x—y€eQ
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Para todos x,y € [0,1]. N&o é dificil ver que ~ € uma relacdo de equivaléncia no
intervalo [0,1]. Seja A < [0,1] um conjunto escolha para ~; isto €, A possui
exatamente um elemento de cada classe de equivaléncia.

Temos entdo x — y ¢ Q, para todos x,y € A com x # y. Em particular, os conjuntos
(A + q) 4eq S@0 dois a dois disjuntos. Note também que paratodo x € [0,1] existe

y € Acomx —y € Q; naverdade, temosx —y € Q n[-1,1] jAque x,y € [0,1].
Segue entdo que
puc |J @+roci-12
qeQn[-1,1]
Como Q n [—1,1] é enumeravel, as propriedades i), ii), iii) e c) implicam que
pOIDS Y w@+D = Y u(A) <p(-12)
Qn[-1,1] Qn[-1,1]

Agora, se u(A) = 0 concluimos que u([0,1]) = 0, contradizendo iv); se u(4) > 0
concluimos que u([—1,2]) = 4+, contradizendo d).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho trata de um importante resultado dentro da teoria da medida que é
conhecido como o problema da medida. O problema da medida € importante porqué
ele € um problema intuitivo, o0 senso comum diz que se vocé propde a apresentar a
teoria da medida, deve existir uma fungdo que associa a cada conjunto que possui
algum sentido uma mensurabilidade um numero ndo negativo associado a esse
conjunto, o problema da medida vem d& uma resposta negativa a esse problema,
entdo ele vem nos dizer que mesmo que apresente uma teoria da medida satisfatoria,
0 problema de associa a cada conjunto mensuravel um ndmero real ndo negativo é
um problema que ndo tem solucdo. E importante destacar aqui que uma teoria da
medida satisfatéria ela ndo precisa por exemplo esta associada a existéncia de uma
medida no conjunto das partes de um conjunto ndo vazio predefinido, e sim numa
o — algebra.



30

7 BIBLIOGRAFIA

[1] R. G. Bartle, The Elements of Integration and Lebesgue Measure, John Wiley
& Sons, 1995.

[2] W. Rudin, Principios de Anélise Matematica, Editora Ao Livro Técnico, 1971.

[3] G. B. Folland, Real Analysis. Modern Techniques and theirs Applications,
John Wiley & Sons, 1999.

[4] C. Isnard, Introducdo & Medida e Integragéo, Projeto Euclides, IMPA, Rio de
Janeiro, 20009.

[5] Stein, Elias M.; Shakarchi, Rami (28 de novembro de 2009). Real Analysis:
Measure Theory, Integration, and Hilbert Spaces (em inglés). [S.l.]: Princeton
University Press

[6] https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_da_medida#:~:text=A%20teoria%20da%?20
medida%20%C3%A9,Henri%20Lebesgue%20e%20Constantin%20Carath%C
3%A90dory.


https://books.google.com.br/books?id=2Sg3Vug65AsC
https://books.google.com.br/books?id=2Sg3Vug65AsC

	970588f6a41d65035db6bd21753b3a967a5f22920acfb716804f461768a33eb7.pdf
	a2bac906c8193b679be53bc72dd2e0801a87f93e189091dc5190827abc4bdf1c.pdf
	970588f6a41d65035db6bd21753b3a967a5f22920acfb716804f461768a33eb7.pdf



