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“A persistência é o caminho do êxito.” (Charles 
Chaplin)  
“A vitalidade é demonstrada não apenas pela 
persistência, mas pela capacidade de começar 
de novo.” (F. Scott Fitzgerald)  

   

  
 



   
 

RESUMO  

  
Neste trabalho estudaremos um famoso problema dentro da Teoria da Medida o 
chamado o problema da Medida, para isso introduziremos definições, propriedades, 
exemplos e conceitos como espaços mensuráveis, conjuntos mensuráveis, funções 
mensuráveis, o conceito de medida, por fim enunciaremos e provaremos o resultado 
conhecido como problema da medida. 
 
 
Palavras-chaves: Teoria da Medida. Problema da Medida. Conjuntos Mensuráveis. 
Funções Mensuráveis. 
  
  
  
  



   
 

 ABSTRACT 
 

In this work we will study a famous problem within the Theory of Measure called the 
Problem of measure, for that we will introduce definitions, properties, examples and 
concepts such as measurable spaces, measurable sets, measurable functions, the 
concept of measure, finally we will state and prove the result known as the problem of 
measure. 
 

Keywords: Measure Theory. The Problem of Measure. Mensurable sets. Mensurable 
Functions. 
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1 INTRODUÇÃO  

  

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar informações sobre o tema ‘‘o 
problema da medida’’, mas concretamente o problema da teoria da medida se divide 
basicamente em duas partes: 

 Definir uma medida que associe a cada conjunto de uma família em um dado 
espaço um valor significativo do seu tamanho. 

 Definir uma teoria de integração para as funções que tomam valores neste 
espaço. 

Nele serão encontrados definições e exemplos.  
Está organizado em 3 partes/ Capítulos. Na parte 1/ Capítulo 2, será abordado um 
breve fundamento histórico de como tudo se iniciou. Na parte 2/ Capítulo 3 optamos 
por abordar alguns conceitos como expor o conceito de álgebra sobre conjuntos não 
vazios, e de sigma-álgebra sobre conjuntos não vazios, (ideia que declara conjuntos 
não vazios). A álgebra de uma coleção sobre conjuntos não vazios acumula três 
propriedades: 
Se contém o conjunto; 
Se ela contém o conjunto ela contém o complementar desse conjunto; 
E ela é fechada para uniões finitas. 
Na sigma-álgebra as duas primeiras propriedades são ‘‘semelhantes’’, só na última 
propriedade ela é um ‘‘pouco melhor’’ no sentido de que a sigma-álgebra elas são 
coleções fechadas a uniões enumeráveis dos subconjuntos de um conjunto, 
previamente declara. Quando se tem um conjunto e associado a ele uma sigma-
álgebra essa estrutura matemática se chama um espaço mensurável. Nesse capítulo 
ainda mostramos a definição de espaço mensuráveis e algumas propriedades vários 
exemplos de espaços mensuráveis, como pode gerar espaços mensuráveis, como 
pode gerar quando se tem apenas uma álgebra e outros. Na parte 3/ Capítulos 4 e 5, 
temos a definição do conceito de medida com todo rigor que a expressão exige, 
começamos mostrando os trabalhos de Émile Borel e em seguida finalizamos com os 
trabalhos de Lebesgue que é o problema da medida provado.  
  
A metodologia utilizada foi a pesquisa bibliográfica usando vários livros que se 
encontram no final do trabalho. 
 
  

https://pt.wikipedia.org/wiki/Medida_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto
https://pt.wikipedia.org/wiki/Integral
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2 HISTORIA DO PROBLEMA DA MEDIDA   

 

A teoria da medida é um ramo da matemática iniciado pelos trabalhos de Émile Borel, 

mas muito desenvolvido por matemáticos como Henri Lebesgue e Constantin 

Carathéodory. 

 

Félix Édouard Justin Émile Borel, (Nasceu em Saint-  

Affrique, 7 de janeiro de 1871 e morreu em Paris, 3 de 

fevereiro de 1956) foi um matemático e político francês.  

Em 1894, enunciou a primeira definição de conjunto 

insignificante. Na teoria da medição, em um espaço 

medido, um conjunto desprezível é um conjunto de 

medida zero ou uma parte de tal conjunto. A definição 

pode depender da medida escolhida: duas medidas no 

espaço mensurável que possuem os mesmo conjuntos de 

medida zero são consideradas equivalentes.  

Em um nível elementar, é possível abordar a noção de um 

conjunto desprezível para um certo número de espaços 

(incluindo a linha real) sem ter que introduzir uma medida 

historicamente, a noção de conjunto desprezível é anterior á de medição. 

Em 1897, ele definiu os conjuntos mensuráveis, um espaço mensurável (na teoria da 

medição) é um par onde está um conjunto e uma tribo ou σ-álgebra(𝑋, 𝐴). Um espaço 

mensurável raramente é usando sozinho, na maioria das vezes é complementado por 

uma medida para construiu um espaço medido 𝜇 (𝑋, 𝐴, 𝜇). Na teoria da probabilidade, 

o espaço mensurável é chamado de espaço de probabilidade, o todo é chamado 

de universo e os elementos da tribo são chamados de eventos (Ω, 𝐴) e completado 

com uma medida de probabilidade  

Henri-Léon Lebesgue mais conhecido sob o nome de Henri Lebesgue, (Nasceu  em 
Beauvais (França), 28 de junho de 1875 e morreu em Paris, 26 de julho de 1941) é 

um dos grandes matemáticos franceses da primeira metade do século 𝑋𝑋. 

É conhecido por sua teoria da medida, que estende as primeiras obras importantes 
de Émile Borel, um de seus professores e depois seu amigo. A teoria se desenvolveu 
até a década de 1950. 

Em 1901 Ele desenvolveu uma teoria das funções mensuráveis com base nos 
resultados de Émile Borel: as tribos Borelianas. 

 

 

 

 

 

Fonte: 
https://pt.wikipedia.org/wiki/%

C3%89mile_Borel 

    Figura 1: Émile Borel  

https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89mile_Borel
https://pt.wikipedia.org/wiki/Saint-Affrique
https://pt.wikipedia.org/wiki/Saint-Affrique
https://pt.wikipedia.org/wiki/7_de_janeiro
https://pt.wikipedia.org/wiki/1871
https://pt.wikipedia.org/wiki/1956
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pol%C3%ADtico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Franceses
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Th%C3%A9orie_des_probabilit%C3%A9s
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Univers_(probabilit%C3%A9s)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/%C3%89v%C3%A9nement_(probabilit%C3%A9s)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Mesure_de_probabilit%C3%A9
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Math%C3%A9maticien
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Math%C3%A9maticien
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Mesure_(math%C3%A9matiques)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/%C3%89mile_Borel
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Fonction_mesurable
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Tribu_bor%C3%A9lienne
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                           Figura 3: Andrei kolmogorov 

                        

                                         

 

Andrei Nikolaevich Kolmogorov e mais conhecido sob nome Andrei kolmogorov  

(Nasceu em Tambov é uma cidade da Russia (Imperio Russo), 25 de abril de 1903 e 

morreu em Moscou "é a maior cidade da Rússia, além de ser a capital do país" (União 

Soviética), 20 de outubro de 1987) é um matemático russo e soviético  que fez 

contribuições significativas em matemática, incluindo teoria da probabilidade, 

topologia, turbulência, mecânica clássica, lógica intuicionista, teoria da informação 

algorítmica e análise de complexidade de algoritmos. 

Ele propôs uma axiomatização do cálculo de probabilidade com base em particular, 

na integração definida a partir de uma medida. 

Lebesgue e seus sucessores foram levados a generalizar a noção de integral a ponto 

de torná-la o que alguns chamam de integral abstrata. A área sob uma curva é 

calculada pela soma de pequenos retângulos cuja altura representa o valor médio da 

função em um intervalo e a base é a medida do intervalo. Em uma linha real, a medida 

de Lebesgue de um intervalo é a diferença nas distâncias da origem. Mas uma medida 

é uma função, e isso levou os matemáticos da época a generalizar a integral não mais 

de acordo com uma medida particular, a de Lebesgue, mas de acordo com qualquer 

medida. É como se para medir um intervalo utilizássemos um ábaco (medidas 

discretas) ou qualquer outro instrumento ao invés de uma fita métrica. 

 

 

 

 

 

 

Fonte: 

https://pt.wikipedia.org/wiki/H
enri_Lebesgue 

Figura 2: Henri Lebesgue 

Fonte: 

https://pt.wikipedia.org/wiki/A
ndrei_Kolmogorov 

https://pt.frwiki.wiki/wiki/Abaque_(calcul)
https://pt.frwiki.wiki/wiki/Abaque_(calcul)
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3  FUNÇÕES MENSURÁVEIS 

 

Para introduzir o conceito de função mensurável é necessário definir outro conceito, 
o de σ-álgebra (ou σ-campo) sobre um conjunto X. Neste capítulo apresentaremos o 
conceito de funções mensuráveis, daremos exemplos e propriedades dessa classe 
de funções. Esse capitulo foi confeccionado seguindo as referências [1] e [4]. 

 

Definição de Álgebra 

Seja 𝑋  um conjunto não vazio. Uma álgebra sobre 𝑋  é uma coleção  ℱ  de 

subconjuntos de  𝑋 tal que  
 

i. 𝑋 ∈ ℱ 
ii. ∀𝐹 ∈ ℱ, 𝑋 𝐹⁄ ∈ ℱ  
iii.  ∀𝐹1, … , 𝐹𝑛 ∈  ℱ, 𝐹1 ∪ … ∪ 𝐹𝑛 ∈ ℱ 

 

Para mais detalhe, sugiro que o leitor consulte o livro [1]. 
 
 
 
Definição de 𝝈 − álgebra  

Seja 𝑋 um conjunto não vazio. Uma 𝜎 −  álgebra sobre 𝑋  é uma coleção ∑  de 
subconjuntos de 𝑋 tal que  
 

i. 𝑋 ∈ ∑ 
ii. ∀𝐹 ∈ ∑, 𝑋 𝐹⁄ ∈ ∑  
iii.  ∀𝐹1, … , 𝐹𝑛, … ∈  ∑, ∪𝑛=1

∞ 𝐹𝑛 ∈ ∑ 
  
Definição de Espaço Mensurável 

Um espaço mensurável é uma estrutura matemática constituída de um par (𝑋, 𝛴), 

consistindo em um conjunto não vazio 𝑋 e uma 𝜎 − álgebra sobre 𝑋 . 
 

 

1. Exemplos  
i. Seja 𝑋  um conjunto não vazio. Note que ℱ1  =  {∅, 𝑋}  e ℱ2 = 𝒫(𝑋)  são 

exemplos de álgebras sobre de 𝑋, estas são as chamadas álgebras sobre 
𝑋 mais econômica e menos econômica, respectivamente;  
 

ii. Sejam 𝑋 um conjunto não vazio e 𝐴  ⊂  𝑋 . Note que ℱ  =  {∅, 𝐴, 𝑋 𝐴⁄ , 𝑋}  é 

uma álgebra sobre 𝑋;  
 

iii. A interseção finita de álgebras sobre 𝑋 é uma álgebra sobre 𝑋;  
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iv. Sejam 𝑋 um conjunto não vazio e 𝐴 uma coleção não vazia de subconjuntos 
de 𝑋. A interseção de todas as álgebras sobre 𝑋 contendo 𝐴 é a menor 
álgebra sobre 𝑋 contendo 𝐴. Esta é a chamada álgebra sobre 𝑋 gerada por 
𝐴.  

  
2. Exemplos  

i. Seja 𝑋  um conjunto não vazio. Note que ∑1 =  {∅,  𝑋}   𝑒 ∑2 =  𝑃(𝑋)  são  

exemplos de 𝜎 −álgebras sobre 𝑋 , estas são as chamadas 𝜎 −álgebras 

sobre 𝑋 mais econômica e menos econômica, respectivamente;  
 

ii. Sejam 𝑋 um conjunto não vazio e 𝐴  ⊂  𝑋. Note que  

ℱ  = {∅, 𝐴, 𝑋 𝐴⁄ , 𝑋}  é uma 𝜎 −álgebra sobre 𝑋;   
 

iii. A interseção finita de 𝜎 −álgebras sobre 𝑋  é uma 𝜎 −  álgebras sobre 𝑋;  
 

iv. Sejam 𝑋  um conjunto não vazio e 𝐴  uma coleção não vazia de 

subconjuntos de 𝑋. A interseção de todas as 𝜎 −álgebras sobre 𝑋 contendo 
𝐴 é a menor 𝜎 −álgebra sobre 𝑋  contendo 𝐴. Esta é a chamada 𝜎 −álgebra 

sobre 𝑋 gerada por 𝐴.  
  

3. Exemplos  

A 𝜎 − álgebra sobre ℝ  gerada por todos os intervalos abertos (𝑎,  𝑏)  em ℝ é a 

chamada álgebra de Borel de ℝ . Os elementos da álgebra de Borel de ℝ  são 
chamadas Bolerianos ou conjuntos de Borel em ℝ.  
  

4. Exemplos  

A 𝜎 −álgebra sobre ℝ𝑛 gerada por todos os conjuntos abertos em ℝ𝑛 é a chamada 
álgebra de Borel do ℝ𝑛. Os elementos da álgebra de Borel do ℝ𝑛 

são chamadas Bolerianos ou conjuntos de Borel em ℝ𝑛.  
 
 

5. Exemplos  

Seja 𝐵 a álgebra de Borel sobre ℝ. A 𝜎 −álgebra sobre ℝ̅ gerada pela coleção 𝐵̅ =

{𝐸 ∈ 𝐵, 𝐸 ∪ {−∞}, 𝐸 ∪  {+∞}, 𝐸 ∪ {−∞, +∞}} é a chamada álgebra de Borel estendida 

de ℝ̅. Os elementos da álgebra de Borel estendida de ℝ̅ são chamados Bolerianos 

estendido ou conjuntos de Borel estendidos em ℝ̅.  
 
Definição de Funções Mensuráveis  

Sejam (𝑋,  𝛴) um espaço mensurável e 𝑓 :  𝑋  →  ℝ uma função. Diremos que 𝑓   
é mensurável ( ∑ −mensurável ) quando para cada 𝛼  ∈  ℝ o conjunto  
𝑓−1(𝛼, +∞) = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) > 𝛼} pertence à ∑. 

Por consequência desta definição e das propriedades de uma 𝜎 − álgebra a  

𝑓−1(−∞, 𝛼) também pertence à ∑. 
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6. Exemplos  

i. Sejam (𝑋,  𝛴) um espaço mensurável e 𝑓 :  𝑋  →  ℝ  uma função constante. 
Note que f é mensurável;  
 

ii. Sejam (𝑋,  𝛴)  um espaço mensurável, 𝐸  ⊂  𝑋  e 𝑓 :  𝑋  →  ℝ  a função 

característica do 𝐸; a saber, 𝑓(𝑥) =  1 se 𝑥  ∈  𝐸 e 𝑓(𝑥) =  0 se 𝑥  ∉  𝐸. Note 
que 𝑓 é mensurável se, e somente se, 𝐸  ∈  𝛴; comumente, se escreve 𝑓 =
𝒳𝐸; 

 

Lema 1 

Sejam (𝑋,  𝛴)  um espaço mensurável,  𝑓, 𝑔 :  𝑋  →  ℝ  funções mensuráveis e 𝑐  ∈  ℝ . 

Então as funções reais definidas em 𝑋  

𝑐𝑓, 𝑓2, 𝑓 + 𝑔, 𝑓𝑔 =
1

4
[(𝑓 + 𝑔)2 − (𝑓 − 𝑔)2], |𝑓| 

também são mensuráveis.  
 
Prova: 

a) Se 𝑐 = 0, afirmação é trivial. Se 𝑐 > 0 então  

{𝑥 ∈ 𝑋: 𝑐𝑓(𝑥) > 𝛼} = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) >
𝛼

𝑐
} ∈ 𝑋. O caso 𝑐 < 0 é tratado da mesma 

forma. 
  

b) Se 𝛼 < 0, então {𝑥 ∈ 𝑋: (𝑓(𝑥))2 > 𝛼} = 𝑋; Se 𝛼 ≥ 0, então 

 {𝑥 ∈ 𝑋: (𝑓(𝑥))2 > 𝛼} = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > √𝛼}  ∪  {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) < −√𝛼} 
 

c) Por hipótese se 𝑟 é um número racional, então  
𝑆𝑟 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝑟} ∩ {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑔(𝑥) > 𝛼 − 𝑟} pertence a 𝑋. Uma vez que é 
facilmente visto que {𝑥 ∈ 𝑋: (𝑓 + 𝑔)(𝑥) > 𝛼} =∪  {𝑆𝑟:  𝑟 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙}, Segue –se 

que 𝑓 + 𝑔  é mensurável.  
 

d) Como 𝑓𝑔 =
1

4
[(𝑓 + 𝑔)2 − (𝑓 − 𝑔)2]  segue das (a), (b) e (c) que 𝑓𝑔 é 

mensurável.  
 

e) Se 𝛼 < 0, então {𝑥 ∈ 𝑋: |𝑓(𝑥)| > 𝛼} = 𝑋, enquanto que se 𝛼 ≥ 0 , então 
      {𝑥 ∈ 𝑋: |𝑓(𝑥)| > 𝛼} = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼}  ∪  {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) < −𝛼}. Assim, a 
      função |𝑓(𝑥)| é mensurável.  

  
Lema 2 (Parte Positiva e Parte Negativa de uma Função)  

Sejam (𝑋, 𝛴) um espaço mensurável e 𝑓 :  𝑋  →  ℝ uma função. Então as funções 

reais definidas em 𝑋 por  
    𝑓+(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥), 0},    𝑓−(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝{−𝑓(𝑥), 0} 

chamadas parte positiva de 𝑓 e parte negativa de 𝑓, respectivamente, são tais que 

𝑓 é uma função mensurável se, e somente se, 𝑓+ e  𝑓− são funções mensuráveis.  
 
Prova:   
É claro que 

𝑓 = 𝑓+  −  𝑓− 𝑒  |𝑓| = 𝑓+  +  𝑓−. 

E segue dessas identidades que  𝑓+ =
1

2
(|𝑓| + 𝑓),   𝑓− =

1

2
(|𝑓| − 𝑓) 



18 
   
 

 Geometricamente  
 
 
 
 
 

Figura 4: Ilustração do gráfico da função com lei de formação 𝒇(𝒙) 

 
Fonte: Elaboração Própria 

 

 

 

Figura 5: Ilustração do gráfico da função com lei de formação 𝒇+(𝒙) 

 

Fonte: Elaboração Própria 

 

 



19 
   
 

 

Figura 6: Ilustração do gráfico da função com lei de formação 𝒇−(𝒙) 

 

Fonte: Elaboração Própria 

 

 

Pelo Lema 1, concluímos que 𝑓  é mensurável se, e somente se, , 𝑓+  e 𝑓−  são 

mensuráveis. 

Em lidar com sequências de funções mensuráveis frequentemente desejamos a forma 

suprema, limites, etc, e é conveniente permitir a extensão dos números reais, ou seja, 

permitiremos que −∞  e +∞  sejam tomados como ‘‘valores’’; isto é, terão as 

propriedades que intuitivamente esperamos para ‘‘infinito’’ e ‘‘menos infinito’’. 

 

Definição do Sistema Numérico Real Estendido 

A reta estendida ℝ̅ é o conjunto  

ℝ̅ = ℝ ∪ {−∞, +∞}   ou   [−∞, ∞] 

Em ℝ̅, definimos as operações usuais de ℝ e 

 

𝑥 + ∞ = ∞ + 𝑥 = ∞;  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑥 ∈ ℝ; 

𝑥 − ∞ = −∞ + 𝑥 = −∞;  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑥 ∈ ℝ; 

∞ + ∞ = ∞  𝑒 − ∞ + (−∞) = −∞; 

𝑥 ∙ ∞ = ∞ ∙ 𝑥 = {
 ∞,   𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℝ̅       𝑒  𝑥 > 0;

−∞,   𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℝ̅      𝑒   𝑥 < 0;
}  

𝑥 ∙ (−∞) = (−∞) ∙ 𝑥 = {
−∞,   𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℝ̅       𝑒  𝑥 > 0;

    ∞,   𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℝ̅        𝑒   𝑥 < 0;  
} 

0 ∙ ∞ = 0 ∙ (−∞) = ∞ ∙ 0 = (−∞) ∙ 0 = 0 
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Definição Função de Valores Reais Estendidos 

Sejam (𝑋, 𝛴)  um espaço mensurável e 𝑓:  𝑋 → ℝ̅  uma função a valores reais 

estendidos. Diremos que 𝑓 é mensurável (𝛴 −mensurável ) quando para cada 𝛼 ∈ ℝ o 

conjunto 𝑓−1(𝛼, +∞) = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) > 𝛼} pertence a 𝛴.  
A coleção de todos as funções a valores reais estendidos mensuráveis é denotada 
por 𝑀(𝑋, 𝛴). 
 
Lema 3  

Sejam (𝑋, 𝛴)  um espaço mensurável e 𝑓:  𝑋 → ℝ̅  uma função a valores reais 

estendidos. Então 𝑓 é mensurável se, e somente se, os conjuntos  
𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) = +∞}, 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) = −∞}  

pertencem a 𝛴 e função 𝑓1: 𝑋 → ℝ definida por 𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥) se 𝑥 ∉ 𝐴 ∪ 𝐵 e 𝑓(𝑥) = 0 

se 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 é mensurável. 
 
Prova:  Seja 𝑓 ∈ 𝑀(𝑋, 𝛴). Não é difícil ver que 𝐴, 𝐵 pertencem a 𝛴. Agora, seja 𝛼 ≥
0, e veja que  

{𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓1(𝑥) > 𝛼} = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) > 𝛼}\𝐴. 

Se 𝛼 < 0 então  
{𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓1(𝑥) > 𝛼} = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) > 𝛼} ∪ 𝐵. 

Portanto 𝑓1 é mensurável. 
Reciprocamente, se 𝐴, 𝐵 e 𝑓1 são mensuráveis, então 

{𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) > 𝛼} = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓1(𝑥) > 𝛼} ∪ 𝐴, 
quando 𝛼 ≥ 0, e 

{𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) > 𝛼} = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓1(𝑥) > 𝛼}\𝐵. 
quando 𝛼 < 0. 
Portanto, 𝑓 é mensurável. 
 
Lema 4 

Sejam (𝑋, 𝛴)  um espaço mensurável e 𝑓:  𝑋 → ℝ̅  uma função a valores reais 

estendidos e 𝑐 ∈ ℝ. Então as funções a valores reais estendidos definidas em 𝑋 

𝑐𝑓(0(±∞) = 0), 𝑓2, |𝑓|, 𝑓+, 𝑓− 
Também são mensuráveis. 
 
Lema 5 

Sejam (𝑋, 𝛴) um espaço mensurável e (𝑓𝑛) uma sequência de funções a valores reais 

estendidos mensuráveis. Então as funções a valores reais estendidos em 𝑋 
 

𝑓(𝑥) = inf 𝑓𝑛(𝑥),   𝐹(𝑥) = sup 𝑓𝑛(𝑥), 
 

𝑓∗(𝑥) = lim inf 𝑓𝑛(𝑥) = sup
𝑛≥1

{ inf
𝑚≥𝑛

𝑓𝑚(𝑥)} 

𝐹∗(𝑥) = lim sup 𝑓𝑛(𝑥) = inf
𝑛≥1

{sup
𝑚≥𝑛

𝑓𝑚(𝑥)} 

São também mensuráveis. 
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Convergência Pontual 

Seja 𝑋 ∈ ℝ um conjunto  e 𝑓𝑛 :  𝑋  →  ℝ uma sequência de funções a valores  reais 

que compartilham do mesmo domínio 𝑋. 

Diz-se que {𝑓𝑛}𝑛=1
∞  converge pontualmente para uma função 𝑓 :  𝑋  →  ℝ  tal que para 

cada ponto 𝑥 ∈ 𝑋 a sequência numérica 𝑓𝑛(𝑥) converge para 𝑓(𝑥). Ou, na notação 

de limites: 

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), para cada 𝑥 ∈ 𝑋 

Equivalentemente, diz-se que {𝑓𝑛} converge para 𝑓 em 𝑋 se para todo 𝜀 > 0 e 

todo 𝑥 ∈ 𝑋 existe um ℕ tal que  

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀, para todo 𝑛 ≥ ℕ. 

Corolário. 

Sejam (𝑋, 𝛴) um espaço mensurável e (𝑓𝑛) uma sequência de funções a valores reais 

estendidos mensuráveis que converge pontualmente para 𝑓  em 𝑋 , então 𝑓  é uma 
função a valores reais estendidos mensurável. 
 
Lema 6 

Sejam (𝑋, 𝛴) um espaço mensurável, 𝑓, 𝑔: 𝑋 → ℝ funções a valores reais estendidos 

mensuráveis. Então a função a valores reais estendidos definida em 𝑋 dada por 𝑓𝑔 é 
mensurável. 
 
Teorema 1 

Sejam (𝑋, 𝛴)  um espaço mensurável e 𝑓:  𝑋 → ℝ̅  uma função a valores reais 
estendidos mensurável e não negativa. Então, existe uma sequência (𝜑𝑛) em 𝑀(𝑋, 𝛴) 
tal que  
 

i. 0 ≤ 𝜑𝑛(𝑥) ≤ 𝜑𝑛+1(𝑥) sejam quais forem 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑛 ∈ ℕ; 
 

ii. 𝑓(𝑥) = lim 𝜑𝑛(𝑥) for cada 𝑥 ∈ 𝑋; 
 

iii. Cada 𝜑𝑛 possui  apenas um número finito de valores reais. 
 

Prova: 

Para construir a sequência (𝜑𝑛) vamos usar 𝑛 argumentos, para todo 𝑛 ∈ ℕ. Na etapa 
𝑛 = 1, ‘‘dividimos horizontalmente’’  a ilustração gráfico da 𝑓 até a altura 1 em duas 
partes iguais, definindo assim os conjuntos  
 

𝐸01 = {𝑥 ∈ 𝑋; 0 ≤ 𝑓(𝑥) <
1

2
},   𝐸11 = {𝑥 ∈ 𝑋;

1

2
≤ 𝑓(𝑥) < 1},  e 

𝐸21 = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) ≥ 1} 
 

e a função 𝜑1: 𝑋 → ℝ por  𝜑1(𝑥) =
𝑘

2
 se 𝑥 ∈ 𝐸𝑘1, 𝑘 ∈ {0,1,2}. 
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Na etapa 𝑛 = 2, ‘‘dividimos horizontalmente’’  a ilustração gráfico da 𝑓 até a altura 2 
em oito partes iguais, definindo assim os conjuntos  
 

𝐸02 = {𝑥 ∈ 𝑋; 0 ≤ 𝑓(𝑥) <
1

4
},     𝐸12 = {𝑥 ∈ 𝑋;

1

4
≤ 𝑓(𝑥) <

1

2
},  

 

𝐸22 = {𝑥 ∈ 𝑋;
1

2
≤ 𝑓(𝑥) <

3

4
},     𝐸32 = {𝑥 ∈ 𝑋;

3

4
≤ 𝑓(𝑥) < 1}, 

 

𝐸42 = {𝑥 ∈ 𝑋; 1 ≤ 𝑓(𝑥) <
5

4
},     𝐸52 = {𝑥 ∈ 𝑋;

5

4
≤ 𝑓(𝑥) <

3

2
}, 

 

𝐸62 = {𝑥 ∈ 𝑋;
7

4
≤ 𝑓(𝑥) <

5

4
},     𝐸72 = {𝑥 ∈ 𝑋;

7

4
≤ 𝑓(𝑥) < 2}, 

 

𝐸82 = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) ≥ 2}, 
   

E a função  𝜑2: 𝑋 → ℝ por  𝜑2(𝑥) =
𝑘

4
 se 𝑥 ∈ 𝐸𝑘1, 𝑘 ∈ {0,1, … ,8}. 

Na etapa 𝑛 = 3, ‘‘dividimos horizontalmente’’  a ilustração gráfico da 𝑓 até a altura 3 
em vinte e quatro partes iguais, definindo assim os conjuntos. 
 

Seja 𝑛 ∈ ℕ. Para cada 𝑘 ∈ {0,1, … , 𝑛2𝑛 − 1}, considere o conjunto  
 

𝐸𝑘𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋, }
𝑘

2𝑛
≤ 𝑓(𝑥) <

𝑘 + 1

2𝑛
 

Para 𝑘 = 𝑛2𝑛, considere o conjunto  
 

𝐸𝑛2𝑛𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) ≥ 𝑛}. 
 

Observe que os conjuntos {𝐸𝑘𝑛; 𝑘 = 0,1, … , 𝑛2𝑛} são disjuntos, pertencem a 𝛴, e 
 

⋃ 𝐸𝑘𝑛 = 𝑋𝑘∈{0,1,…,𝑛2𝑛} . 

 

Finalmente , defina  𝜑𝑛: 𝑋 → ℝ por  𝜑𝑛(𝑥) =
𝑘

2𝑛
  se 𝑥 ∈ 𝐸𝑘𝑛, então 𝜑𝑛 ∈ 𝑀(𝑋, 𝛴) e os 

itens i), ii) e iii) são válidos. 
 
Definição  

Sejam (𝑋, 𝛴𝑋) e (𝑋, 𝛴𝑌) espaços mensuráveis e 𝑓: 𝑋 → 𝑌 uma aplicação. Diremos que 

𝑓 é mensurável quando para cada 𝐸 ∈ 𝛴𝑌 o conjunto  
 

𝑓−1(𝐸) = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑓(𝑥) ∈ 𝐸} 
Pertence a 𝛴𝑋. 
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4 MEDIDAS 

 

Neste capítulo introduzimos a noção de um espaço mensurável (𝑋, 𝛴) . Agora 
consideramos certas funções que são definidas em 𝑋 e têm valores reais ou reais 
estendidos. Essas funções, que serão chamadas de "medidas", são sugeridas por 
nossa idéia de comprimento, área, massa e assim por diante.  

 

 

Definição de Medida 

Sejam (𝑋, 𝛴) um espaço mensurável. Um medida sobre 𝑋 é uma função 

𝜇: 𝛴 → ℝ̅  tal que  
 

i. 𝜇(∅) = 0 
 

ii. 𝜇(𝐸) ≥ 0 
 

iii. Se 𝐸1, … , 𝐸𝑛 , … ∈ ∑ é uma sequência disjunta, então 
  

𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = ∑ 𝜇(𝐸𝑛)

∞

𝑛=1

. 

Definição  

Sejam (𝑋, 𝛴) um espaço mensurável e 𝜇: 𝛴 → ℝ̅ uma medida. 
 

i. A medida 𝜇 é chamada finita quando 𝜇(𝐸) < +∞ para todo 𝐸 ∈ 𝛴 
 

ii. A medida 𝜇 é chamada 𝜎 −finita quando existe uma sequência 𝐸1, … , 𝐸𝑛, … ∈
 𝛴 com 𝑋 = ⋃ 𝐸𝑛 ∞

𝑛=1 e 𝜇(𝐸𝑛) < +∞ para todo 𝑛 ∈ ℕ. 
 

Definição de Espaço de Medida 

Um espaço de medida é uma estrutura matemática constituída de uma terna (𝑋,𝛴, 𝜇), 

onde (𝑋,𝛴) um espaço mensurável e 𝜇: 𝛴 → ℝ̅   é uma medida. 

 

1. Exemplos 

Seja (𝑋,𝛴) um espaço mensurável com 𝛴 = 𝒫(𝑋). 

i. Se 𝜇: 𝒫(𝑋) → ℝ̅  é definida por 𝜇(𝐸) = 0 para todo 𝐸 ⊂ 𝑋, então 𝜇 é uma 

medida finita; 

 

ii. Se 𝜇: 𝒫(𝑋) → ℝ̅  é definida por 𝜇(∅) = 0 e 𝜇(𝐸) = +∞ para todo 𝐸 ⊂ 𝑋 com 

𝐸 ≠ ∅, então 𝜇 é uma medida 𝜎 −finita;  
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iii. Se 𝑝 ∈ 𝑋 e 𝜇: 𝒫(𝑋) → ℝ̅  é definida por 𝜇(𝐸) = 0 se 𝑝 ∉ 𝐸 e 𝜇(𝐸) = 1 se 𝑝 ∈ 𝐸, 

então 𝜇 é uma medida finita; esta medida é chamada medida unitária 

concentrada em p. 

 

2. Exemplos 

Seja (𝑋,𝛴) um espaço mensurável com 𝑋 = ℕ e 𝛴 = 𝒫(ℕ). 

i. Se 𝜇: 𝒫(ℕ) → ℝ̅  é definida por 𝜇(𝐸) é igual ao número de elementos de 𝐸 se 

𝐸 é finito, e 𝜇(𝐸) = +∞ se 𝐸 é infinito, então 𝜇 é uma medida 𝜎 −finita; esta 

medida é conhecida como medida de contagem sobre ℕ. 

 

Lema 1 

Seja (𝑋,𝛴, 𝜇) um espaço de medida. 

i. Se 𝐸, 𝐹 são conjuntos mensuráveis e 𝐸 ⊂ 𝐹, então 𝜇(𝐸) ≤ 𝜇(𝐹); 
 

ii. Se 𝐸, 𝐹 são conjuntos mensuráveis e 𝐸 ⊂ 𝐹 com 𝜇(𝐸) < +∞, então  

𝜇(𝐹\𝐸) = 𝜇(𝐹) − 𝜇(𝐸). 
 

Prova:  

 É suficiente observar que  𝐹 = 𝐸 ∪ (𝐹\𝐸) e  𝐸 ∩ (𝐹|𝐸) = ∅, e usar a aditividade de 

𝜇, em consequência  temos  𝜇(𝐹) = 𝜇(𝐸) + 𝜇(𝐹\𝐸). 

Uma vez que, 𝜇(𝐹\𝐸) ≥ 0, segue que 𝜇(𝐸) ≤ 𝜇(𝐹). Daí segue que Se 𝜇(𝐸) < +∞, 
então o resultado da identidade acima    

𝜇(𝐹\𝐸) = 𝜇(𝐹) − 𝜇(𝐸). 

 

Lema 2 

Seja (𝑋,𝛴, 𝜇) um espaço de medida. 

i. Se 𝐸1, … , 𝐸𝑛, … ∈ 𝛴 é uma sequência não decrescente, então 

𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = lim 𝜇(𝐸𝑛) 

 

ii. Se 𝐹1, … , 𝐹𝑛, … ∈ 𝛴 é uma sequência não crescente com 𝜇(𝐹1) < +∞, então  

𝜇 (⋂ 𝐹𝑛

∞

𝑛=1

) = lim 𝜇(𝐹𝑛). 

Prova: 

i. Se 𝜇(𝐸𝑛) = +∞, para algum 𝑛, então 
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𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = +∞ = lim 𝜇(𝐸𝑛). 

Agora, se 𝜇(𝐸𝑛) < +∞, para todo 𝑛, então escreva 𝐴1 = 𝐸1 e 𝐴𝑛 = 𝐸𝑛\𝐸𝑛−1 para  

𝑛 > 1. Então, a sequência 𝐴1, … , 𝐴𝑛, … ∈ 𝛴 é disjunta e  

𝐸𝑛 = ⋃ 𝐴𝑗 , ⋃ 𝐸𝑛 = ⋃ 𝐴𝑛.

∞

𝑛=1

𝑛

𝑛=1

𝑛

𝑗=1

 

Consequentemente 

𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = ∑ 𝜇(𝐴𝑛) = lim 

∞

𝑛=1

∑ 𝜇(𝐴𝑛)

𝑚

𝑛=1

, 

e já que 𝜇(𝐴𝑛) = 𝜇(𝐸𝑛) − 𝜇(𝐸𝑛−1) para 𝑛 > 1, temos  

∑ 𝜇(𝐴𝑛)

𝑚

𝑛=1

= 𝜇(𝐸𝑚). 

ii. Seja 𝐸𝑛 = 𝐹1\𝐹𝑛, então 𝐸1, … , 𝐸𝑛, … ∈ 𝛴 é uma sequência não decrescente. Por 

i), temos  

𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = lim 𝜇(𝐸𝑛) = lim[𝜇(𝐹1) − 𝜇(𝐹𝑛)]  

e 

𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = 𝜇(𝐹1) − 𝜇 (⋂ 𝐹𝑛

∞

𝑛=1

). 

E o resultado segue. 
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5 O PROBLEMA DA MEDIDA 

 

Queremos investigar a existência de uma função 𝜇: 𝒫(ℝ) → ℝ̅ satisfazendo as 
seguintes propriedades: 
 

i. 𝜇(𝐸) ≥ 0 seja qual for 𝐸 ⊂ ℝ; 
 

ii. Dada uma sequência disjunta 𝐸1, … , 𝐸𝑛, … de subconjuntos de ℝ, então  
 

𝜇 (⋃ 𝐸𝑛

∞

𝑛=1

) = ∑ 𝜇(𝐸𝑛)

∞

𝑛=1

. 

 

iii. Sejam quais forem 𝐸 ⊂ ℝ e 𝑥 ∈ ℝ, temos 𝜇(𝐸 + 𝑥) = 𝜇(𝐸), onde 𝐸 + 𝑥 =
{𝑒 + 𝑥; 𝑒 ∈ 𝐸}; 
 

iv. 0 < 𝜇([0,1]) < +∞. 
 

Nosso objetivo é mostrar que tal função 𝜇 não existe. Antes disso, observamos 
algumas consequências simples das propriedades i), ii), iii),e iv) acima. 
 
Lema 1 

Se uma função 𝜇: 𝒫(ℝ) → ℝ̅ satisfaz as propriedades i), ii), iii) e iv) acima, então ela 
também satisfaz as seguintes propriedades: 
 

a) 𝜇(∅) = 0; 
 

b) Dada uma coleção infinita disjunta 𝐸1, … , 𝐸𝑛, … de subconjuntos de ℝ, então  

𝜇 (⋃ 𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

) = ∑ 𝜇(𝐸𝑘)

∞

𝑘=1

. 

c) Se 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ ℝ, então 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵); 
 

d) Dados 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ com 𝑎 ≤ 𝑏, então 𝜇([𝑎, 𝑏]) < +∞. 
 

 
Prova: 

a) Considere 𝐸1 = [0,1] e 𝐸𝑛 = ∅ para todo 𝑛 ≥ 2, então por i) e ii) 

𝜇([0,1]) = 𝜇([0,1]) + 𝜇(∅) + ⋯ + 𝜇(∅) + ⋯ + 

E usando iv) devemos ter 𝜇(∅) = 0. 

b) Considere 𝐸𝑘 = ∅ para todo 𝑘 > 𝑛, e use as propriedades i), ii) e a). 

 

c) Basta observar que a propriedade b) implica 𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵\𝐴), onde 

𝜇(𝐵\𝐴) ≥ 0. 
 

d) Seja 𝑛 tal que 𝑏 < 𝑎 + 𝑛. As propriedades b) e c) implicam que  
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𝜇([𝑎, 𝑏]) ≤ 𝜇([𝑎, 𝑎 + 𝑛]) = ∑ 𝜇([𝑎 + 𝑘, 𝑎 + 𝑘 + 1])

𝑛−1

𝑘=0

 

e 

𝜇([𝑎, 𝑏]) ≤ ∑ 𝜇([𝑎 + 𝑘, 𝑎 + 𝑘 + 1])

𝑛−1

𝑘=0

 

E as propriedades iii) e iv) implicam que 𝜇([𝑎 + 𝑘, 𝑎 + 𝑘 + 1]) = 𝜇([0,1]) < +∞ 

seja qual for 𝑘. 

 

Definição do Produto Cartesiano 

Seja {𝑋𝛼}𝛼∈𝐴 uma coleção não vazia de conjuntos não vazios. O produto Cartesiano 

Π𝛼∈𝐴𝑋𝛼 

É o conjunto de todas as aplicações  

𝑓: 𝐴 → ⋃ 𝑋𝛼

𝛼∈𝐴

 

tais que 𝑓(𝛼) ∈ 𝑋𝛼 para todo 𝛼 ∈ 𝐴. Frequentemente, escrevemos 𝑥 e 𝑥𝛼, ao invés 

de 𝑓 e𝑓(𝛼), e chamamos 𝑥𝛼 a 𝛼 −ésima coordenada de 𝑥. 

 

Definição do Axioma da Escolha  

Seja {𝑋𝛼}𝛼∈𝐴 uma coleção não vazia de conjuntos não vazios, então o produto 

Cartesiano 

Π𝛼∈𝐴𝑋𝛼 

é não vazio. 

O teorema que veremos a seguir é o principal resultado deste trabalho 

 

Teorema 1 

Não existe uma função 𝜇: 𝒫(ℝ) → ℝ̅ satisfazendo as propriedades i), ii), iii) e iv) 

acima. 

Prova:  

Considere a relação binário ~ no intervalo [0,1] definida por  

𝑥~𝑦 ⇔ 𝑥 − 𝑦 ∈ ℚ 
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Para todos 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]. Não é difícil ver que ~ é uma relação de equivalência no 

intervalo [0,1]. Seja 𝐴 ⊂ [0,1] um conjunto escolha para ∼; isto é, 𝐴 possui 

exatamente um elemento de cada classe de equivalência. 

Temos então 𝑥 − 𝑦 ∉ ℚ, para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 com 𝑥 ≠ 𝑦. Em particular, os conjuntos 

(𝐴 + 𝑞)𝑞∈ℚ são dois a dois disjuntos. Note também que para todo   𝑥 ∈ [0,1] existe 

𝑦 ∈ 𝐴 com 𝑥 − 𝑦 ∈ ℚ; na verdade, temos 𝑥 − 𝑦 ∈ ℚ ∩ [−1,1] já que 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]. 

Segue então que 

[0,1] ⊂ ⋃ (𝐴 + 𝑞)

𝑞∈ℚ ∩[−1,1]

⊂ [−1, 2] 

Como ℚ ∩ [−1,1] é enumerável, as propriedades i), ii), iii) e c) implicam que  

𝜇([0,1]) ≤ ∑ 𝜇

ℚ∩[−1,1]

(𝐴 + 𝑞) = ∑ 𝜇

ℚ∩[−1,1]

(𝐴) ≤ 𝜇([−1,2]) 

Agora, se 𝜇(𝐴) = 0 concluímos que 𝜇([0,1]) = 0, contradizendo iv); se 𝜇(𝐴) > 0 

concluímos que 𝜇([−1,2]) = +∞, contradizendo d). 
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Este trabalho trata de um importante resultado dentro da teoria da medida que é 

conhecido como o problema da medida. O problema da medida é importante porquê 

ele é um problema intuitivo, o senso comum diz que se você propõe a apresentar a 

teoria da medida, deve existir uma função que associa a cada conjunto que possui 

algum sentido uma mensurabilidade um número não negativo associado a esse 

conjunto, o problema da medida vem dá uma resposta negativa a esse problema, 

então ele vem nos dizer que mesmo que apresente uma teoria da medida satisfatória, 

o problema de associa a cada conjunto mensurável um número real não negativo é 

um problema que não tem solução. É importante destacar aqui que uma teoria da 

medida satisfatória ela não precisa por exemplo está associada a existência de uma 

medida no conjunto das partes de um conjunto não vazio predefinido, e sim numa 

𝜎 − álgebra. 
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