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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos requisitos
necessdarios para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

CALCULO COMPUTACIONAL DA FRONTEIRA DO DIAGRAMA DE VORONOI COM
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O diagrama de Voronoi é um tipo de decomposicdo de um dado espago em sub-
conjuntos neste espaco. O objeto de estudo desta dissertacao é o diagrama de Voronoi
com dois pontos geradores quaisquer e um obstaculo circular. Este problema pode ser
aplicado no célculo de rotas para robds. No caso do obstaculo circular, além dos pon-
tos geradores, foi necessdria a criacdo de pontos adicionais para o calculo da distancia
entre um ponto P qualquer no espaco considerado e um ponto gerador do Diagrama
de Voronoi. Nesta dissertacao foram calculadas todas as coordenadas dos pontos e
todas as distancias entre os mesmos de forma exata. Também foi definida a funcao
da fronteira existente entre as células e um algoritmo para a constru¢cao da mesma foi
apresentado, assim como exemplos numéricos e figuras. Foi introduzida a noc¢do de
grafo de proximidade e foram exibidas figuras dos grafos de proximidade dos exme-
plos numéricos.
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Abstract of Dissertation presented to PPGMMC/CI/UFPB as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

DISSERTACAO MESTRADO

EMERSON CHARLES DO NASCIMENTO MARREIROS

December/2021

Advisors: Ana Flavia Uzeda dos Santos Macambira
Sérgio de Carvalho Bezerra

Program: Computational Mathematical Modelling

The Voronoi diagram is a type of decomposition of a given space into subsets in that
space. The object of this work is the Voronoi’s diagram when two generating points are
located at any positions on the Cartesian plane and there is a circular obstacle. This
problem can be applied in the calculation of routes for robots. In case of circular ob-
stacle, in addition to the generating points, it was necessary to create additional points
for the calculation of the distance between any point P in the space considered and a
generating point in the Diagram of Voronoi. In this dissertation, all point coordinates
and all distances were calculated between them exactly. The function of the existing
boundary between the cells was also defined. and an algorithm for its construction
was presented, as well as numerical examples and figures. The notion of proximity
graph was introduced and figures of the proximity graphs of the numerical examples.
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Capitulo 1

Introducao

O Diagrama de Voronoi - igualmente conhecido como Poligono de Thiessen ou Tesse-
lacao de Delaunay - é empregado nas dreas de arqueologia, biologia, cartografia, mi-
neralogia, meteorologia, fisiologia, estatistica e, mais recentemente, em planejamento
urbano e regional [2].

A histéria do uso do Diagrama de Voronoi inicia-se com Descartes, em dois de seus
trabalhos, "Le Monde de Mr. Descartes"e "Le Traité de La Lumiére", publicados em
1644, e no terceiro capitulo do livro Principia Philosophiae. Esses diagramas, usados
para demonstrar a disposicao da matéria no sistema solar, sdo semelhantes aos criados
posteriormente por Voronoi. Os primeiros trabalhos que efetivamente apresentaram
poligonos na forma do diagrama sao os de Dirichlet, realizado em 1850, e o de Voro-
noi, em 1908, os quais, ao estudarem formas quadraticas, consideraram uma forma
especial do Diagrama de Voronoi.

A diferenca na abordagem desses trabalhos é que Dirichlet estudava o diagrama
em duas e trés dimensoes, enquanto Voronoi o estudava em n dimensoes [2]. No en-
tanto, somente em 1911 foram iniciados estudos, por um pesquisador da drea de me-
teorologia de nome Thiessen, que usava os Diagramas para a representagdo espacial
do relacionamento entre dreas geograficas.

Em seu trabalho, Thiessen empregou o Diagrama de Voronoi - denominando-o Po-
ligono de Thiessen - para estimar com mais acurdcia as médias regionais de precipita-
cdo de chuva [17] e [4].

A partir desse momento, a aplicacdo do Diagrama de Voronoi passou a ser mais
intensa tanto na 4drea de meteorologia como em outras, por exemplo, cartografia e
planejamento urbano [20] e [16]. Este incremento ocorreu também em decorréncia
das facilidades de processamento de dados introduzidas pela informdtica e pela
construcdo de algoritmos, como o de [10], e o de [4], que possibilitaram a criacao
de poligonos de forma mais rdpida e em n dimensdes. Apds isso, outros algoritmos
surgiram, como os apresentados por [3], [24], [15], e [23].

1.1 Diagrama de Voronoi no plano cartesiano

Seja P = {p1,p2,..., pn} um conjunto de pontos no plano euclidiano com 2 < n <
oo. Cada ponto p; tem coordenadas cartesianas (x;,y;) € p; # pj parai # j, i,j €
{1,2,...,n}. Tomando-se um ponto p qualquer no plano cartesiano com coordenadas



(x, y), adistancia euclidiana de p até p; é dada por:

d(p,pi) = \/(xp,. —Xp)? + (Yp; — ¥p)?

Se d(p, pi) <d(p,pj), com j # i, entdo o ponto p € designado para a regidao determi-
nada por p; e aregido de Voronéi associada ao ponto gerador p; é definida por:

V(pi) ={p|d(p,pi) <d(p,pj),parai# j}.

O diagrama V(P) gerado pelo conjunto P de pontos geradores chama-se diagrama de
Vorondi e é dado por:
V(P)={V(p1),V(p2),..., V(pn)}

Denomina-se p; ponto gerador e o conjunto P = {p1, pa,..., pn} corresponde ao con-
junto gerador do diagrama de Voronéi V. Assume-se que os pontos geradores tém o
mesmo peso e a constru¢do do diagrama depende apenas da distancia euclidiana en-
tre eles.

A célula de Voronéi V(p;) é formada pelo conjunto de pontos que estdo mais
préximos de p; do que de qualquer outro ponto gerador de P. Cada par de pontos
geradores (p;, pj) pode ser separado por uma reta equidistante dos mesmos e perpen-
dicular ao segmento que os une. Esta reta divide o plano em dois semiplanos, cada
um contendo um dos pontos do par, ou seja, um dos pontos geradores.

Figura 1.1: V(p;) - Par de pontos geradores separados por uma reta equidistante.
Fonte: Interactive Voronoi Diagram Generator with WebGL

A célula de Vorondi associada a um ponto p; é definida pela interse¢do dos semi-
planos que contém p;, gerados por todos os pares de pontos que incluem p;.

Figura 1.2: V(p;) - Interseccao de semiplanos que contém p;.
Criada pelo autor

A intersecdo dos semiplanos gera uma célula poligonal convexa (eventualmente
limitada). Cada par de pontos geradores (p;, p;) pertencentes a células adjacentes €
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separado por um segmento de reta equidistante dos mesmos, denominado aresta de
Vorondi. O diagrama de Vorondi V (P) é definido pelas arestas das células de Voron6i.

Figura 1.3: Arestas de Voronoi.

Criada pelo autor

Neste trabalho consideramos um obstéculo circular entre dois porntos geradores
e, sendo assim, equidistante aos dois pontos geradores temos uma curva. Portanto,
nao podemos chama-la de aresta, ja que nao é um segmento de reta, entdo neste tra-
balho designamos por fronteira de Voronoi a curva equidistante aos pontos geradores
existente entre duas células adjacentes.

Nesta secao descrevemos exemplos e aplicagdes onde o Diagrama de Voronoi é um
modelo matematico aplicéavel.

* O reticulado 2D forma um diagrama de favo de mel regular, com hexdgonos
iguais e pontos simétricos; no caso de uma rede triangular, é regular; no caso
de uma rede retangular, sdo formados retdngulos em linhas e colunas; uma rede
quadrada nos dd um diagrama regular em forma de mosaico; note que os retan-
gulos e os quadrados também podem ser gerados por outras redes (por exemplo,
arede definida pelos vetores (1,0) e (1/2,1/2) produz quadrados).

e Uma rede cubica 3D produz um favo de mel cubico. Planos paralelos com re-
des triangulares regulares alinhadas, com cada um alinhado com o centro dos
outros, produz um favo de mel prismético hexagonal. Certos corpos centra-
dos reticulados tetragonais produzem um diagrama do espa¢co com dodecaedro
rhombo-hexagonal.

* Um reticulado cubico face-centrado produz um diagrama do espago com dode-
caedro r-hombic.

e Um reticulado cuibico corpo-centrado produz um diagrama do espaco com oc-
taedros truncados.

e Para o conjunto de pontos (X, y) com X em um conjunto discreto X e y em um con-
junto discreto Y, temos telhas retangulares com os pontos ndo necessariamente
em seus centros.

e Uma das primeiras aplicacoes do Diagrama de Voronoi foi dada por John Snow
[5] para estudar a epidemia de célera no bairro londrino do Soho em 1854, loca-
lizado na Inglaterra. Ele mostrou a correlagdo entre dreas do mapa de Londres e
as dreas com mais mortes devido ao surto, utilizando uma bomba de dgua parti-
cular.



e Uma estrutura de dados de localizacao de pontos pode ser construida através do
Diagrama de Voronoi, a fim de responder a questdes como o vizinho mais proé-
Xximo ou o objeto que estd mais pr6ximo de um ponto de determinada consulta.
Consultas a vizinho mais préximo tém intimeras aplicacdes. Por exemplo, en-
contrar o hospital mais préximo ou o objeto mais similar em um banco de dados
[12]. Uma aplicacao importante € a quantizagdo vetorial, comumente utilizada
em compressao de dados.

* Um determinado Diagrama de Voronoi, pode-se também encontrar o maior cir-
culo vazio [19] dentre um conjunto de pontos em um poligono abrangente; por
exemplo, para construir um novo supermercado o mais distante possivel dos de-
mais supermercados existentes, em uma determinada cidade plana.

* Diagrama de Voronoi € utilizado na relacao fisica de polimeros, mas especifica-
mente na representacao do volume livre do polimero [22].

e Também é utilizado em derivacoes da capacidade de uma rede sem fio [21].

* Em Climatologia, Diagramas de Voronoi sdo utilizados para calcular a precipi-
tacdo de uma 4rea, com base em uma série de medicoes pontuais. Neste caso,
geralmente referenciados como poligonos Thiessen [11].

* Diagramas de Voronoi sao utilizados para estudar os padroes de crescimento das
florestas. Também pode ser ttil no desenvolvimento de modelos preditivos para
incéndios florestais [1].

* Diagramas de Voronoi também sdo utilizados em computacao grafica para gerar
alguns tipos de texturas organicas [6].

* Em robdtica autbnoma de navegacao, Diagramas de Voronoi sdo utilizados para
encontrar rotas livres. Se cada obstdculo do percurso for representado por um
ponto, entdo as bordas do diagrama serdo as rotas mais distantes dos obstaculos
(afastando assim, em teoria, o risco de colisoes) [9].

¢ Em quimica computacional, as células Voronoi definidas pelas posi¢oes dos nii-
cleos em uma molécula sao usadas para calcular cargas atomicas. Isto é feito
utilizando o método de densidade de deformacao de Voronoi [18].

* Na ciéncia dos materiais, microestruturas policristalinas em ligas metélicas sdao
geralmente representadas utilizando Diagramas de Voronoi [25].

1.2 Descricao do Trabalho

Nesta dissertacdo, a no¢do de Diagrama de Voronoi com um obstédculo circular e de
sua fronteira sdo introduzidos. Tal situacao se apresenta com um circulo unitario cen-
trada num ponto C = (¢,0) com 0 < ¢ < 1, chamado de obstaculo. Tém-se dois pontos
geradores situados sobre o eixo y e exteriores ao circulo, designados por A = (0,a) e
B =(0,b) com a>0e —b > a, essa condicdo existe para que o ponto A sempre seja
mais préximo do obstédculo circular que o ponto B, tais que esses pontos sao exteriores
ao obstdaculo circular, ou seja,esses pontos nao pertencem ao interior do circulo de raio
1 ecentro C =(c¢,0),com0<c<1



1.2.1 Objetivo principal

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um algoritmo para o cdl-
culo computacional da fronteira do diagrama de Voronoi com dois pontos quaisquer e
um obstdculo circular unitdrio centrado no ponto C = (c,0).

1.2.2 Objetivos especificos

(i) Demonstrar proposi¢oes que mostrem como calcular a fronteira do diagrama de
Voronoi na situacdo de dois pontos pontos quaisquer.

(ii) Implementar o célculo da fronteira do Diagrama de Voronoi na situacao de dois
pontos quaisquer com um obstéculo circular.

(iii) Identificar o Grafo de Proximidade com dois pontos quaisquer com um obsté-
culo circular. Tal grafo permite identificar se um dado ponto no plano pertence
a célula de A ou a célula de B.

1.2.3 Organizacao dos Capitulos

Detalhando melhor o problema, o comportamento do Diagrama nesta situacao, difere
do comportamento do Diagrama de Voronoi planar original. No diagrama original, a
distancia euclidiana definia as células de Voronoi. Nesta nossa abordagem, a distancia
de um certo ponto p para A nao corresponde necessariamente a distancia euclidiana.
Isso interfere diretamente na fronteira do Diagrama de Voronoi com obstaculo cir-
cular, que passa a ser descrita por uma fun¢ao nao linear. No trabalho descrevemos
um método computacional para a obtencdo da fronteira do Diagrama de Voronoi,
que utiliza o método de Newton-Raphson devido ao fato da funcao que determina a
fronteira ser ndo linear. Caso um ponto p tem a propriedade do segmento pA ou do
segmento pB interceptar o obstaculo, entdo a menor distancia entre pe Aou p e B é
definida pela distancia entre p e um ponto do circulo mais um comprimento de arco
sobre o osbtdculo mais o comprimento do ponto final do arco até A, e similarmente
para B.

As coordenadas desses pontos sobre o obstaculo que definem essas distancias sao
calculadas no Capitulo 3. No Capitulo 4 as distancias dos segmentos e dos arcos acima
citados sao avaliadas.

Com o objetivo de se calcular os pontos da fronteira do diagrama no nosso caso,
vamos denotar um ponto qualquer da fronteira por E. Para determinarmos esses
pontos, faz-se necessdrio a construcao de uma fun¢ao que calcula para qualquer
ponto P do plano exterior ao circulo e com abcissa negativa, denotamos ela por D(P),
a diferenca entre a distancia de P para A e de P para B (distancia geodésica, que
considera a existéncia do obstaculo). Portanto, os zeros dessa funcdo correspondem
aos pontos da fronteira do Diagrama de Voronoi com um obstdaculo circular.

Uma observac¢do importante é o fato de se estudar s6 a fronteira do diagrama com
abcissas negativas, o cdlculo € similar para o lado direito, mas quando as fronteiras
do lado direito e do lado esquerdo se aproximam o estudo aparentemente ndo € tao



simples.

Para calcular computacionalmente zeros de uma funcao, utilizou-se o método de
Newton-Raphson e a funcdao D(P). No Capitulo 5, a funcao D(P) é definida, assim
como, sua derivada (necessdria para uso do método computacional). O método de
Newton-Raphson é descrito com detalhes no Capitulo 2. O conceito de Fecho convexo
importante para o entendimento dos primeiros resultados também é descrito no
Capitulo 2.

No Capitulo 6, mostramos graficamente alguns exemplos de pontos da fronteira
e seus respectivos pontos sobre o circulo que determina suas distancias geodésicas
para A e B. Neste capitulo, também, é mostrado o algoritmo desenvolvido para
célculo da fronteira do Diagrama de Voronoi com obstdculo circular. Um terceiro
topico considerado no capitulo 6 é o grafo de proximidade. Grafo surge como uma
ferramenta forte quando se estuda Diagrama de Voronoi. O primeiro problema de
Voronoi com obstaculo tratado foi quando se considerou objetos poligonais. Nessa
situacao, um grafo, chamado grafo de Visibilidade, determinava como calcular a qual
célula do Diagrama um ponto qualquer do plano pertence.

No capitulo 2 para entendimento da nocdo de grafo de visibilidade, introduzimos
varios conceitos da Teoria de Grafo.

Quando o problema se trata de um obstaculo circular, a ideia de grafo de visibili-
dade ndo se aplica diretamente. Um conceito de grafo é introduzido generalizando a
ideia do grafo de visibilidade, para entao, defini-se o grafo de proximidade.

No Capitulo 7, os resultados obtidos no trabalho sao mostrados (graficamente,
numericamente e verbalmente). Destacamos como resultados os gréaficos dos pontos
pertencentes a fronteira, nas trés situagoes possiveis de se realizar. De fato a fronteira
pode ter trés situacoes possiveis (destacadas no Capitulo 7). Os resultados referentes
aos grafos de proximidades também sdo destacados.

Por fim, no Capitulo 8 as conclusdes sdo tomadas e projeta-se para o futuro possi-
veis desdobramentos do trabalho.



Capitulo 2

Definicoes e conceitos importantes

Neste capitulo iremos revisar os temas matemadticos usados para o desenvolvimento
dos célculos na solucao dos problemas elencados nos Capitulos 3 e 4 deste trabalho.

2.1 Conjunto e Fecho Convexos
Conjunto Convexo
Um conjunto C c R” é convexo se para quaisquer x' e x*> € C,
x=Ax'+(1-A)x* 2.1)
para0<A <1 implicarem x € C.

Podemos definir intuitivamente um conjunto convexo como sendo um conjunto
de pontos no qual, ao tomarmos quaisquer dois pontos pertencentes esseo conjunto
e uni-los, o segmento de reta que os une também pertencerd ao mesmo conjunto
convexo.[8]

(9 (i1)

Figura 2.1: Conjunto ndo convexo (i) e convexo (ii)
Fonte: Criada pelo autor

Na Figura temos exemplos de conjuntos convexos e ndo convexos, portanto,



podemos ver graficamente a diferenca entre esses conjuntos.

O conjunto (i) da Figura é ndao convexos, pois podemos observar que nem
todas as retas unindo dois pontos pertencentes as estes conjuntos vao pertencer a ele
também.

O conjunto (ii) da Figura|2.1|é convexo porque, ao unirmos quaisquer dois pontos
pertencentes ao primeiro conjunto, a reta que os une também pertencera a ele.

Fecho Convexo
Inicialmente estabelecemos algumas defini¢des a respeito de convexidade.

Um conjunto C € R" é convexo se quaisquer que sejam x' e x? e Ce0< 1 <1,
tem-se na equacdo|[2.1} (isto é, se as combinagdes convexas de elementos de C perte-
centecem a C).

Um ponto w € C é um ponto externo (ou um vértice) de C se nao pode ser expresso
como combinacao convexa de elementos de C distintos de w.

O fecho convexo de um conjunto finito C = py, p2, ... p;,m de pontos de R" é conv(C).

m
conv(C)=shp1+Aap2+---+Aupmlli=0 e Z/li:
i=1

isto é, conv(C) é o conjunto de todas as combinac¢oes convexas de elementos de C.
Para verificarmos que o fecho convexo de um conjunto finito C fica inteiramente
caracterizado pelos seus pontos extremos, que sdo necessariamente elementos de C.

Isto 6, se C = {p € CIp} é extremo, entdo conv(C) = conv(C)).

Teorema 2.7.1: O fecho convexo de um conjunto finito € um politopo (politopo
¢ um poliedro limitado). Reciprocamente, todo politopo é um fecho convexo do
conjunto (finito) de seus pontos extremos.[14]

Embora politopos figurem completamente caracterizado através de seus
vértices ou das equacdes dos hiperplanos que limitam os semi-espagos, con-
sideramos que descrever um poliedro (poliedro convexo: ¢é a intersecdao de
um numero finito de semi-espacos (um semi-espaco é um conjunto da forma
{(x1, X2, -+, Xp)larx1 + axx2 +--- + anxp})), que consiste em descrever a sua estrutura
facial, que completamente caracteriza sua fronteira.

Uma face (ou um conjunto extremo) de um conjunto convexo C € um subconjunto
convexo F de C cujos elementos podem ser descritos como combinacdes convexas de
elementos de C somente se estes elementos pertecem a F. Pode-se demonstrar que
cada face de C é dada pela intersecao de C com um semi-espaco que o contenha.

Note que cada ponto extremo de um conjunto convexo determina uma face de
dimensao 0. (A dimensido de um subconjunto S de R? é a dimensao do espaco vetorial



pelos vetores da forma x — y, onde x e y sdo elementos de S).

Dado um poliedro de dimensao d, suas faces de dimensao 0 sao chamadas de
vértices; as faces de dimensao 1 sdo as arestas e as faces de dimensdo d — 1 sao
chamadas de facetas.

Descrever a estrutura facial de um poliedro consiste em descrever suas faces de
todas as dimensoes e as relagoes de incidéncia entre elas.

Neste trabalho, consideraremos apenas poliedro de dimensao 2, poliedro de
dimensdo 2 sdo poligonos convexos, que possuem apenas faces de dimensao 0
(vértices) e 1(arestas ou lados), e sua estrutura facial é descrita por uma lista circular
viaivaxvsas - U Ay, que caracteriza a incidéncia de seus vértices e arestas.

Em consequéncia, a descricdo de um poligono convexo de n lados requer uma es-
trutura de dados que ocupa espaco O(n).

2.2 Nocoes de Grafos

Grafos

Um grafo G = (V, E) consiste de um conjunto finito ndo vazio V(G) de elementos
denominados vértices de G e de um conjunto finito E(G) de pares de elementos de
V(G), denominados arestas.

Uma aresta como {v, w} serd denotada simplesmente por vw ou wv. Diremos que
a aresta vw incide em v e em w. Se vw é uma aresta, podemos dizer que os vértices v
e w adjacentes.

Um grafo que ndo possua arestas multiplas (arestas que incidem exatamente no
mesmo par de vértices) e nem laco (uma aresta que liga o vértice a ele mesmo) é
denominado grafo simples.

Se o grafo for denotado por G, o conjunto dos seus vértices serd denotado por
V(G) e o conjunto das suas arestas por E(G). O ntimero de vértices de G é denotado
por n(G) e o numero de arestas por m(G), portanto,

n(G) =V (G)| e m(G) = |E(G)|

Algumas definicoes

Definicao 2.9.1 (Cruzamento de arestas): Um cruzamento de arestas € a intersecao
de duas arestas no diagrama do um grafo, sem que haja um vértice na intersecao.
Um cruzamento, as vezes, pode ser eliminado desenhando-se outro diagrama para o
grafo.

Definicao 2.9.2 (Incidéncia): Uma aresta € dita incidente a um vértice v, quando
essa aresta estd ligada a v.



Figura 2.2: Adjacéncia entre os Estados Brasileiros
Fonte: [7]

Definicao 2.9.3 (Ordem de um grafo): A ordem de um grafo G é dada pelo ntimero
de vértices de G.

Definicao 2.9.4 (Passeio ou percurso): Um passeio ou percurso é uma sequéncia
alternada finita de vértices e arestas da forma.

Vo, €1,0V1,€2, *+, Vk—1, €k, Uk

comecando e terminando com vértices tais que v;_; e v; sdo os vértices terminais da
arestae;, 1<i<k.

Definicdo 2.9.5 (Caminho): Um caminho é um passeio sem vértices repetidos.

Definicao 2.9.6 (Circuito): Um circuito é um trajeto fechado, ou seja, onde o
vértice final coincide com o inicial.

Definicao 2.9.7 (Ciclo): Um ciclo é um trajeto fechado onde os vértices inicial e

final sdo os tinicos que coincidem. Portanto, concluimos que todo ciclo é um circuito,
mas nem todo circuito é um ciclo.
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Definicao 2.9.8 (Grafo finito e infinito): Um grafo é dito finito quando possui
ordem é finita. Caso contrdrio, é dito infinito.

Definicdao 2.9.9 (Grafo conexo e desconexo): Um grafo é conexo se existir um
caminho entre qualquer par de vértices. Caso Contrario, é desconexo.

Definicao 2.9.10 (Grafo Completo): Um grafo completo é aquele onde todo par de
vértices é ligado por uma aresta. Um grafo completo com n vértices é chamado Kj,.

Definicao 2.9.12 (Grafo Planar): Um grafo G € dito planar se puder ser represen-
tado graficamente no plano de tal forma que ndo haja cruzamento de suas arestas.
Caso contrdario o grafo é dito ndo-planar. Usaremos o termo grafo plano para uma
representacdo planar de um grafo planar. Se existir uma representacao do grafo em
uma superficie sem que haja cruzamento de arestas, dizemos que existe uma imersao
do grafo na superficie.

Existem dois grafos nao planares que sdo muito importantes no estudo de plana-
ridade. Estes dois grafos sdao chamados Grafos de Kuratowski e serdo apresentados a
seguir.

Grafos de Kuratowski (i): O grafo K5 é um grafo ndo planar.

Prova 1: Para mostrar este teorema usaremos uma metodologia que pode ser bas-
tante util na obten¢do de uma representacao planar de um grafo planar ou na prova de
que tal representagdo nao pode ser encontrada. Vamos considerar o grafo Ks. Sejam

{v1, 12, U3, 14, Us} 0s cinco vértices deste grafo. Como o grafo é completo, podemos en-
contrar um circuito em G. Seja por exemplo o seguinte circuito contido da figura

U1 V1 V1

V3

V4 Us U, Vs Uy Us

(1) (1) (i11)

Figura 2.3: Grafos de Kuratowski

Teoria dos Grafos (Antunes Rangel e Araujo)

1. Vamos acrescentar aresta (v, v3) na figura [2.3}(i), e termos como resultado a
figura2.3]- (ii).
2. Acrescentando a aresta (-, Vs) na ﬁgura- (i), e temos como resultado a figura

23)- (iii).
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3. Acrescentando as arestas (vy4, V1) e (v4, V3) observamos que ndo temos escolha e
que é necessario inclui-las externamente.

4. Ao tentarmos incluir a dltima aresta do grafo (vs, v;) verificamos que ndo é pos-
sivel inclui-la sem que haja cruzamento de arestas. Portanto o grafo K5 é nao
planar.

Para apresentar o proximo grafo de Kuratowski vamos relembrar a defini¢do de
grafo bipartido.

Grafo Bipartido

Um grafo G = (V, E) é bipartido quando o seu conjunto de vértices V, puder ser
particionado em dois conjuntos V! e V? tais que toda aresta de G tem uma extremi-
dade em V! e outra em V2. Um grafo bipartido completo possui uma aresta para cada
par de vértices v; € Vlie vj € V2. Se n; é o nimero de vértices em V! e n, é o nimero
de vértices em V?, o grafo bipartido completo é denotado por Ky, ,-

Grafos de Kuratowski (ii): O grafo K3 3 € um grafo ndo planar.
E possivel demonstrar este teorema usando o mesmo argumento da "Prova 1".

Observacao: O que estes dois grafos possuem em comum:

1. Sao grafos regulares.

2. Os dois sdo nao planares.

3. Aremocao de uma aresta ou um vértice torna o grafo planar.
4. Ks é ndo planar com o menor numero de vértices.

5. K33 é ndo planar com o menor nimero de arestas.

Teorema 2.9.1 Num grafo planar conexo vale a relacdo f+v—-a =2, onde f é o
nuamero de faces, v o de vértices e a o numero de arestas.

Teorema 2.9.2 Num grafo planar conexo G vale que a < 3v — 6, onde a representa
o numero de arestas de G e v indica o nimero de vértices. A igualdade vale se G é
maximal planar.

Teorema 2.9.3 Num grafo planar bipartido conexo Gvalea<2-v—4.

Teorema 2.9.4 - (Teorema de Kuratowski) Um grafo é planar se ndo contiver
subgrafo homeomorfo a K5 ou a K3 3.
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Grafo de Visibilidade
Para um melhor entendimento, vamos ilustrar a ideia desse grafo usando um gréfico
estatistico de barras conforme a figura[2.4]

(i) P1

(i)

P+ P2 Ps Pa Ps Pe

Figura 2.4: Representacdo do grafo de visibilidade através do grafico de barras.
Criada pelo autor

Aqui, cada barra P, paran =1,2,---6 do gréfico da ﬁgura simboliza um vértice
(pontos) e a visibilidade entre duas barras representa a aresta (linha) entre duas barras.

Pela figura [2.4) percebe-se no item (i) que se tivermos um dado ponto P; no topo
da barra A, que vé o ponto P, no topo da barra B, e este vé o ponto P3 no topo da barra
C e também o ponto P; vé o ponto P; temos um grafo de visibildade.

Seguindo o que temos no grafico da Figura 2.4} o ponto P3 que estd no topo da
barra C vé o ponto P, que também estd no topo da barra C, este vé, o ponto P5 que fica
no topo da barra D, e este vé o ponto Pg no topo da barra E, e portanto esse conjunto
de visualizacdo dos pontos gera a composicao do grafo de visibilidade conforme item

(ii) da Figura[2.4]

S6 é possivel termos um grafo de visibilidade se, cada ponto puder ver outro ponto
sem que haja barras intermedidrias que bloqueiem a visdo do outro ponto, ou seja,
um ponto so terd visibilidade de outro ponto apenas se puder tracar uma reta de visao
que nao intercepte outra barra.

O grafo de visibilidade é usado para mapear uma série temporal em um grafo, dessa
maneira, é capaz de preservar estruturas ndo-triviais acerca da série que representa.

(13]
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Podemos descrever uma técnica de visibilidade usando uma funcdao de mapea-
mento, Assim: Dados dois pontos pares de valores arbitrarios (¢4, y4) € (¢, y) serdo
visiveis entre si, e consequentemente serdo "ndés"conectados no grafo associado, se
qualquer outro par (tc, yc) no qual ¢, < f; < 1 satisfaz a desigualdade :

tb_tc
Ip—1a

yc<yb+(J/c—yb)'

2.3 Métodos numéricos de zeros de uma funcao

O método de Newton-Raphson é um dos métodos mais eficientes para a solugdo nu-
mérica de f(x) =0, esse método possui ordem de convergéncia 2.
Suponha que f(x) tenha uma raiz simples no intervalo [a, b] e que f seja de classe C?
em [a, b], usando o desenvolvimento de Taylor, podemos escrever

! 1 u !
FO) = foe) + f (o) (= 20) + 23 f06) (= %)%, (2.2)
onde x;l estd entre x e x,. Se « € a solucdo, entao
! 1 U !
0= f(x) +f (o) (@ =20+ 3 f (6% 2.3)

! 7 . . , .
onde x» estd entre a e x,. Supondo que x, esteja suficientemente préoximo de «, po-
demos desprezar o resto

1 " ! 2
if (X)) (x—x,)%,

donde obtemos uma aproximacdo para a

_ [ (xn)

f!
desde que f /(xn) # 0. Obtemos assim o método de Newton-Raphson que nos dé x4
COmMoO uma aproximagao para a raiz « por

=~ xl’l (xn)y

fx)
f ’(xn)’
Note que o método de Newton-Raphson é um iterativo de passo 1 e que para ser inici-
ado necessitamos da aproximacao inicial xy. A func¢ao

&)
)

Xn+l1=Xn— n=0. (2.4)

px)=x (2.5)

é chamada de funcdo de iteracdo para o método de Newton-Raphson. Como (p’(a) =0
e cp,(x) é continua, segue que existe uma vizinhanca de @ em que | (p' (x)|= k<1, onde
0 < k < 1. O que mostra que ¢(x) é uma contracdao em alguma vizinhanca de a. Isto
explica por que o método de Newton-Raphson funciona.

Método Pratico
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Uma maneira pratica para usar o método de Newton-Raphson é utilizar uma tabela
como mostrado abaixo, tabela 1. Nesse exemplo, determinamos uma aproximacao
para a solucdo da equacao 4 - cos(x) — e* = 0 localizada em [0, 1], tomamos xy = 0.9
como aproximacao inicial.

Tabela 1
k Xk f(xr) f ) | X1 — Xk |
0 0.9 0.02683676 | -5.59291075 -
1| 0.904798353 | -0.00005693 | -5.61663586 | 0.004798353
21 0.904788217 0 -5.61658576 | 0.000010136
3| 0.9047882179 - - -

Interpretacao Grafica

A reta tangente de f(x) no ponto (xj, f(xx)) cruza o eixo OX no ponto x;;; dado
por
fx)
I (xx)

Isso justifica o outro nome do método de Newton-Rapson: o método das tangentes.

Xx+k = Xk —

Q X' X2 X1 Xo %

Figura 2.5: Representacdo gréfica - Método Newton-Raphson
Fonte: Criada pelo autor

Ordem de convergéncia
Agora mostraremos que a convergéncia no método de Newton-Raphson é de ordem 2.

Suponha que f seja de classe C%em (a,b)e que tenha raiz simples «a € [a, b]. Usando a
expressao em Taylor em torno de algun x; temos:

/ ]_ I/ !
FO) = food + F (x) on =)+ S f () (x = x1)?,
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! P
onde x € algum ponto entre xi e a.
Tomando x = @ reduzimos a expressao acima

! 1 U !
0= foxe) + f (i) (@ = x0) + > f () (@ — xp)%,

onde x é algum ponto entre x; e . Dividindo toda a expressado por f’(x;) obtemos

1 " !
0= 0% oo xp+ - a2l )
I (xx) 2 I (xx)
Substituindo
—f(xk) — Xk PpOT — Xk+1
f(xx) i
temos: b
1
O=—xp1+a+—=(a —xk)Zf, (x)
2 f(xx)
Reagrupando, fica
1 ) f// (x/)
Xpp1—a=—(a—x
k+1 2 ( k) f/ (xk)
Tomando o médulo e fazendo k — oo,
_ 2 " ! "
lim —|Xk+l al :111m f,(X) :l f,(a) =
k—oo | a@— Xxi | 2 k—oo f(x) 2 f(a)

O que mostra que a convergéncia no método de Newton-Raphson é quadratica.
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Capitulo 3

Representacao grafica e calculo de
coordenadas

O principal resultado do trabalho é a determinac¢do da fronteira do diagrama de Voro-
noi gerado por dois pontos especificos A = (0,a), com a>0, e B=(0,b), com —b > a,
essa condicdo existe para que o ponto A sempre seja mais proximo do obstaculo cir-
cular que o ponto B, tais que esses pontos sao exteriores ao obstaculo circular, ou seja,
esses pontos nao pertencem ao interior do circulo de raio 1 e centro C = (¢,0), com
0 < ¢ < 1, conforme ilustrado na Figura[3.1] Vale ressaltar que se o raio nao for unitario
se faz necesséario a construcdo de figuras semelhantes, ou seja, faz-se uma homotetia,
em que transforma o circulo com raio ndo unitdrio, em um circulo de raio unitdrio e
calcula-se a fronteira do diagrama de Voronoi, e depois faz-se outra homotetia para as
coordenadas iniciais.

A Figura [3.1] auxilia bastante no entendimento da construgao da fronteira do dia-
grama de Voronoi objeto deste trabalho, pois é possivel ver os pontos Q,Q3, Q4 € Qs
pertencentes a circunferéncia centrada em C de raio 1, que sao usados para o calculo
da fronteira do Diagrama de Voronoi na situacao mais complexa.

3.1 Representacao grafica do problema

Na figura abaixo vemos os pontos que estdo relacionados para a determinac¢do da
fronteira do Diagrama de Voronoi, na situacdo mais complexa. Tém-se os pontos
A,B,C,D,Q2,Q3,Q4,Q5 e E. A e B sao os sitios geradores, o ponto C é o centro do
obstéculo circular. O ponto Q- € tal que CQ- é ortogonal a AQ,. Vamos tomar E como
um ponto da fronteira (mas ndo precisa necessariamente ser da fronteira). Os pontos
Qs e Qg sdo, tais que, EQ3 e EQ4 sdo ortogonais a CQs e CQq, respectivamente. Por fim,
0 ponto Q5 corresponde ao ponto que BQs € ortogonal Q5C. O ponto Q; serd usado no
futuro para a determinacao da fronteira do lado direito do plano.
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>
X

Figura 3.1: Principais pontos para obtencao do diagrama de Voronoi
Fonte: Criada pelo autor

Além dos pontos descritos acima, deve-se destacar os seguintes angulos:
L(KCQ) =61, £(KCQ)=0, 4L(KCQs)=0;,

K(KC\QAL) = 94 (§ K(K6Q5) = 95.

O ponto D pertence a mediatriz dos pontos A e B e pode vé-los sem interferéncia do
obstdaculo circular, é representado pelas coordenadas:

a+b
2

D = (xo0, o), para  yo=
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3.2 Equacoes das coordenadas dos pontos

Pontos parametrizados e vetorizados ao obstaculo circular:

Q1(01) = (c+cosbq,sinb,); (3.1
Q2(0,) = (c+ cosb,,sinby); (3.2)
Q3(03) = (¢ + cosbs3,sinb3); (3.3)
Q4(04) = (c+cosBy,sinb,). (3.4)

Conforme vimos no Capitulo (1} o diagrama de Vornoi pode ser obtido em funcao
da distancia euclidiana, ligando dois pontos que pertencam a quaisquer sitios por
apenas uma linha reta, caso nao haja obstdculo que impeca que estes dois pontos
sejam visiveis entre si. Diante de uma situagdo com obstdculos, deve-se encontrar
uma forma de contorné-los.

Na Figura[3.1} temos a ilustragao dos possiveis pontos que podem determinar como
encontrar a fronteira do diagrama de Voronoi com dois pontos geradores especificos
A e B, com um obstéculo circular de raio igual a 1 e centro (c,0), cuja equacao é dada
por:

x—0)?+(y-02%=1%> = (x-c)?+y*=1.

Como o obstaculo é circular, para determinar como contornd-lo precisamos de
alguns pontos que sao tangentes a circunferéncia (Q2, Q3, Q4 € Qs). Se vamos precisar
de somente os dois primeiros ou dos quatros vai depender se esse ponto da fronteira
que buscamos vé diretamente o ponto B ou ndo. Vale salientar que neste trabalho s6
estard em questdo a fronteira do Diagrama de Voronoi com abcissas negativas.

3.3 Calculo das coordenadas do ponto Q; e Q,

Proposicao 1 Os valores das coordenadas Q; e Q, sdo:

0 +—c+|a|\/a2+cz—1 —02+c|a|\/a2+02—1+1
1= c ) -
a+c? ala? + c?) a

0 +—c—|a|\/a2+02—1 —cz—clal\/a2+cz—1+1
2=\¢C -
a? + c? ’ a(a? + c?) a

coma(a®+c*) #£0,a#0e (a®>+c*>-1)>0.
Demonstracao:

Vamos determinar as coordenadas dos pontos Q; e Q2 em funcao das coordenadas
do ponto A = (0, a) e do centro C = (c,0).
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Para que os vetores AQ, e CQ, sejam ortogonais, o produto interno euclideano

entre estes vetores € igual a 0, (AQ2, CQ2) =0.
Determinando os vetores, temos:

@ =(xQ, —XA,YQ, —ya) = (c+cosbtz —0,sinb, — a)

C—Qg = (xQ, — Xc,¥Q, — Yc) = (c +cosBy — ¢,sinfz — 0) = (cosB2,sinH>)

Calculando o produto interno, temos:
(1@, @) ={(c+cosB,,sinf, — a), (cosO,,sinfb,)) = 0.

(c+cosB,) - (cosB,) + (sinf, — a) - (sinf,) =0
c-cosBs +cos® B, +sin®0, — a-sinb, =0
sin®6 + cos? 0, + ¢-cosbs — a-sinfy =0

1+c-cosfO,—a-sinf, =0
a-sinf,; = c-cosf, +1

. c-cosfr+1
sinf, = — a#0 (3.5)

Utilizando o resultado descrito na equacio (3.5) e a identidade trigonométrica sin® 6 +
cos? @ = 1, podemos escrever:

c-cosfy +1)?

(—2) +cos?0, =1
a

(c-cosf, +1)?

5 +cos’0, =1
a

2 2
c“-cos“fs+2c-cosbr+1
+cos’6, =1

a2

2

c?-cos?0, +2c¢-cosbr + 1+ a’-cos’ 0, = a°

c?-c0s?0,+2c¢-coshy+a®-cos’Or+1—a’=0

c?-cos?0, +2c-cosbs + a®-cos’O, + (1—a®) =0 (3.6)

Podemos observar que a equacdo (3.6) € uma equac¢do quadratica com variédvel
cosf,. Sendo assim, podemos encontrar o valor de cos, utilizando para isto a for-
mula de Bhaskara.

(®+a®) -cos?0y+2c-cosBr+(1—a®) =0

—20) =V (20)2-4(c +a?) (1 - a?)
2(c% + a?)

cosf, =
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—(20) /4% —4(c® — a’c% + a® — a%)
2(c? + a?)

cosf =

—(2¢) £ /4(c2 - 2 + a®c? - a® + a*)
2(c? + a?)

cosf, =

—(2¢) 2V a?c? - a?+ a*
2(c2+ a?)

cosf, =

—ctva*c®-a*+at
c2+a?

—ctva*(c®-1+a?)
e+ a?
—c+lalvVa?+c?-1
cosfy = I (3.7)
as+c
Uma vez tendo encontrado o valor de cosf,, podemos determinar a equacgao de
sinf, em func¢do das coordenadas dos pontos A e C. Temos que

cosf, =

cosO, =

c-cosfr+1
a

sin@z =

logo,

c 1
sinf, = —-cosfy + —.
a a
Substituindo cos 6, pela sua equagao apresentada em 3.7} temos:

) c [-c+lalvVa?+c?-1 1
sinfy = —- +
a

a’+c? a

Multiplicando as fra¢des, encontramos:

—c+clalVa?+c2-1 .\

a(a? + c?)

1
sinf, = - (3.8)
a

De acordo com as equacgoes (3.7) e (3.8) e substituindo elas nas equacodes (3.1) e
(3.10) encontramos as coordenadas do ponto Q; e Q» em funcdo das coordenadas dos
pontos A e C, que é dado por:

—c+lalVa?+c2-1 —-c*+clalVa?+c2-1 1

a-+c a(as + c-) a

—c—lalVa?+c2-1 —-c?-clalVa?+c2-1 1
Q=|c+ ) , ) +— (3.10)

as+c ala- + c-) a

coma(a2+cz);éO,a;éOe(a2+cz—1)>0.
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3.4 Calculo das coordenadas do ponto D

Nessa secdo, determinamos as coordenadas do ponto D, dltimo ponto com abcissa
negativa que pertence a mediatriz entre A e B e que vé A e B diretamente.

Proposicao 2 As coordenadas do ponto D sdo:

(%b)xQz a+b

D= ,
a-—yo, 2

Demonstracao:

Dados os pontos A = (0,a) e B = (0, b), temos o ponto D pertencente a mediatriz

entre esses pontos e de imediato obtemos as coordenadas de D, que sdo (xo, %b),

como podemos observar a ordenada de D estd em func¢do das coordenadas de A e B,
como de fato deveria ser, mas a abscissa de D, ndo estd definida,para encontrar o valor
da abscissa do ponto D, vamos fazer uso do modelo matemaético que determina a
equacao da reta entre os pontos A e (2, pois o ponto D pertence a essa reta, conforme
podemos ver na figura[3.1jtemos a ordenada desse ponto que é dada no momento que
determinamos a mediatriz entre os ponto A e B.

(Ya—YQ) X+ (xQ, —Xa) Y + XaYQ, — X, Ya =0 3.11)

Substituindo as coordenadas dos pontos A, Q» e a ordenada do ponto D na equacao
teremos entdo a abscissa de D. Assim:

2

a+b
A= (Oy a)) QZ = (xQz;sz) e D= (xo, )

temos:

(a—y@,)xo+ (xQ,—0)yo+0-yg,—xg,-a=0
axo— yQ,Xo+xXQ, Yo — xQ,a=0
(a— sz)xo = xQz(a_yO)(a_ sz)xo =axqQ, — JYoXq,

Agora, vamos substituir a ordenada do ponto D, para determinarmos a abscissa do
mesmo ponto. Assim:

a+b)

(a—yqQ,) X = axqg, —|——|*qQ,

a b
(a—yq,) %o = axq, - (E) XQ, — (5) XQ2
a b
(@a—yqQ,)Xo = (E) XQ, — (5) XQ,
(%) XQ, ~ (%) XQ,
(a-yq,)

X0 =
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logo, o valor de x; é:

Portanto, temos as coordenadas do ponto D.

[452) o a+b)

D= )
a=yQ. 2

3.5 Calculo das coordenadas dos pontos Qs e Q,

(3.12)

Nessa 51tua(;ao estamos considerando um m ponto E que nao vé diretamente o ponto B.
Além disso, Q3E e Q4E sao ortogonais a Q3C e Q4 C respectivamente.

Proposicao 3 As coordenadas dos ponto Qs e Q4 sdo:

0s=|cx x—0)—lylV/y2+(c-x2-1 ¥y +x-0lylv/y?+(c—x)?2-1
’ (c—x)?+y? ’ y((c—x)2+y?)

0s= s (x—0)+ |yl +(c—x)2-1 y*—(x-0)lylv/y2+(c—x)?% -1
' (c=0)%+y2 ' y((c=x2+y?)

Para y((c—x)>+y?) #0 e y*+(c—x)?-120.
Demonstracao:

Vamos determinar as coordendas do ponto Q3 seguindo a Proposi¢do ?2. As coor-
denadas do ponto Q3 serdo dadas em funcdo dos pontos C e E. Temos:

C=(c0), E=(x,y), Q3 =(c+cosbs,sin03). (3.13)

Analisando a Figura podemos observar que os vetores CQ3; e EQ3 sdo ortogo-
nais, entdo vale a relacao (CQs, EQ3) = 0. Vamos agora descrever as coordenadas de

cQ; o
CQ3 = (xg; — Xc, Yo, — Yc)
@ = (c+cosfs3—c, sinf3 —0);
C—)Q?, = (cosf3, sinfO3).

As coordenadas de 1%3) sdo:
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E—Qé = (XQ; — XE, Y0, — YE) = (C+ 0803 — X, sinf3 — y).

—_— —
Agora, usando o fato de que os vetores CQ3 e EQ3 sdo ortogonais, vamos determinar
as coordenadas do ponto Qs.

(CQs,EQ3) =0
((cos03, sinfs3), (c +cosOs3 — x, sinf3—y)) =0
(cosB3) - (c+cosf3 —x)+ (sinf3) - (sinfsz —y) =0
c-cosBs + cos’ 03 — x - cosOs + sin® O3 — y-sinf3 =0

sin® 03 + cos? O3 +c-cosfs — x - cosOs —y-sinf3=0

1

1+c-cosfO3—x-cosfs—y-sinf3 =0
1+ (c—x)-cosfO3—y-sinf3=0
y-sinfs = (c—x)-cosfs +1
(c—x)-cosfs3+1

sinfs = (3.14)
y

Vamos usar a identidade sin? 03 + cos® 65 = 1 para encontrarmos o valor de cosf; em
func¢do das coordenadas dos pontos C e E.

(c—x)-cosfs+1)2

+cos’f5=1
y
—x)-cosf3+1)?
(=% CZS 3+ 1) +005263:1
y
—x)%-c0s?605 +2(c—x)-cosfs + 1
(c—x)"-cos“ 03 yz(c x) - cosb3 +cos?Bs =1

(c—x)%-cos?03+2(c—x)-cosfs + 1 +y2~c08263 = y2
(c—x)%-cos?03+2(c— x)-cosOs + 1+y2-c03293—y2 =0
[(c—x)?+y?]-cos?05+2(c—x)-cosfz3+(1—y?) =0 (3.15)

Podemos observar que a equacao (3.15) é uma equacao quadrética com varidvel cos03.
Para resolvermos esta equacao utilizaremos a férumula de Bhascara.

~2(c-x)+£V/Q2(c—x)2—-4[(c—x)2+y%]-1-y?)

cosfs3 = CEon y2]
_ _ — 2 _ 21 2101 2
080 = 2(c x))i\/4(c xX)c—4[lc—x)=+y°]-1—-y°)
2[(c—x)?+ y?]
_ _ — 2 ((r— 21 2. (1 — 2
cos0s = 2(c—x) £/4l(c—x) 2((czx) +y°)-(1—=y2)]
2[(c—x)=+ y~]
_ 2 ((r— 21 2). (1 — 2
cos0; = 2(x—-0)+2y/(c—x)%2=((c—x)2+y2)-(1-y?)

2[(c—x)%+ y?]
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(x—0)x(c—x)2-(c—x)2+y2(c—x)2-y2+ )4

cosOs3 =

(c—x)2%+y?
_ T 222
cosegz(x O+ VY +yic—x)?2-y
(c—x)%+y?
_ T (2
c0s0; = (x—0) VY22 +(c-x)?%-1)
(c—x)2+y?
_ (2
cosfy = & O£lylVy2+ (- 0?1 (3.16)

(c—x)%+y?

Agora que encontramos a equacao do cosfs, vamos substituir (3.15) em (3.14) para
encontrar a equacao para o sinfs. Por (3.14), temos que:

(c—x)-cosfs3+1

sin93:
y
- 1
Sin93=(c x)-cos03+—
y
_ _ o
singy = £=9 | & AxYIVY +e-0n*~1] 1
(c=x)?+y? y
C(x— ~ o
singy = ~X=9) | GOV -0 1] 1
(=22 +y y
—(x—0)*F(x- 2 — )2 —
sinfs = (x—)*F (x=0)lylyVy*+(c—x) 11

y(e=x2+y?) y
—(x=)?F(x—0)lyVy2+(c—x)2%2 -1+ (x—)* + y?
y(e=02+y?)

Sil’l@g =

2 - _ 2 2 _
singy = L& MyIVy2+ (-2 -1 (3.17)
y((c—x)?%+y?)

Os pontos Q3 e Q4 tém abscissas negativas, mas Q3 tem a menor delas e de acordo

com as equagoes (3.16) e (3.17) e substituindo elas em (3.18) e (3.19) encontramos as

coordenadas do ponto Q3 e Q4 em funcao das coordenadas do ponto E e do centro C,
que é dado por:

03 = (c+ (x—0)—=yIVy2+(c—x2-1 y*+(x—o)lyl\/y?+(c—x)?% -1
5 =

) 3.18
(c—x)2+y? y((c—x2+y?) ) (3.18)

(x=0)+|yIWVY2+(c—-02-1 y = (x-lylW/y?+(c-x%-1
_ , 3.19
Q1 (C+ (c—x)2%+y? y((c—x)2+y?) (3:19)

Para y((c—x)>+y*) #0 e y*+(c—x)?>-1=0.
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3.6 Calculo das coordenadas dos pontos Q5 e Qg

Nessa secao calculamos as coordenadas dos pontos Qs e Qg pertencentes ao obstaculo
circular tal que BQs5 é ortogonal a CQs5 e BQg é ortogonal a CQg. O ponto Qg tal como
no caso de Q; ndo serd usado neste trabalho, pois estd do lado das abcissas positivas.

Proposicao 4 Os valores das coordenadas de Qs e Qg sdo:

—c—|bIVh2+c2-1 =c—c|b|Vh?>+c2-1 1
Qs=|c+ +— (3.20)

b? + ¢ ’ b(b? + c?) b

0 C+—c+|b|vb2+02—1 —cz+c|b|vb2+02—1+1
6~ b2+ c2 ’ b(b? + c2) b

—) (3.21)
comb(b®+c®)#0,b#0e (> +c%2—1)>0.

Demonstracao:

A demonstracdo é similar a que determinou as corrdenadas dos pontos Q; e Q,

tendo apenas que fazer a troca da coordenada a pela coordenada b, pois as contas
seguem 0 mesmo rito.
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Capitulo 4

Calculo das distancias entre os pontos

Neste capitulo, o objetivo é determinar as distancias entre os pontos especificados no
capitulo anterior que estabelecem a fronteria do Diagrama de Voronoi. Essas distan-
cias vao definir as distancias, entre um ponto P qualquer com relagdo a A e B, condici-
onadas a existéncia do obstaculo circular.

4.1 Calculo da distancia euclidiana entre os pontos A e

Q2

Proposicao 5 A distancia entre o ponto A e o ponto Q, é:

d(A,Q)=Va*+c%-1

Demonstracao:

Figura 4.1: Distancia entre o ponto A e Q-
Fonte: Criada pelo autor

Vamos determinar a equacdo da distancia eulidiana entre os pontos A e Q-,
para esse feito vamos utilizar o teorema de pitagoras, vejamos a figura[4.1} temos as
seguintes informacoes:

A=(0,a),C=(c,0er=1. 4.1)
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Para determinarmos a distancia d(A,Q, devemos primeiro achar a distancia
d(A, C), assim:

d(A,C) =/ (xe = x)% + (e = ya)?

d(A,C) =V (c-02+(0-a)?
dAC)=Va?+c?
Agora que temos a distancia d (A, C), usando novamente o teorema de Pitdgoras, po-

demos determinar a distancia d (A, Q»), assim:

d*(A,C) = d*(A, Qo) +1°

d*(A,Qy) = d*(A,C)—r1?

d*(A, Q) =a*+c* -1

d(A)QZ): V az+02—1

Portanto, temos agora a distancia d(A4, Q,) iguaa v a?+c2—1,Paraa®+c*-1>0.

4.2 Calculo da distancia geodésica entre os pontos Q, e

Qs

A distancia geodésica entre Q, e Q3 é o comprimento de arco entre esses dois pontos.
Ou seja, tal distancia corresponde a diferenca entre 03 — 0-.

Iniciamos essa se¢do definindo algumas funcdes que serdo usadas na sequéncia
(essas funcoes simplificam as expressoes das distancias e de suas derivadas):

1 —c—clalVa®?+c2-1 1 ¢ [-c—-lalVa®+c®2-1) 1 ¢
b=—+ =—+—- =—+—-A (4.2
a a(a?+ c?) a a a® + c? a a
—c—lalva?+c?2-1
A= (4.3)
a? + c?
My=y (4.4)
M; = y* (4.5)
My=x-c¢ (4.6)
Ms=c—x=—(x—¢c)=—M 4.7)
My =1yl (4.8)
Ms=y*+(x—c)*-1=M;+M5-1 (4.9)
Ms=(x =)~ yl-\/y2+ (x—)? ~1= My~ My - /M (4.10)
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Mz = (c—x)*+y*= My + M5 (4.11)

Mg=y-((c—x0)*+y*) =My (M1 + M5) = My- Mz (4.12)

My = Y2+ (x=0)- [yl [y + (= 12 =1 = My + My~ My /M5 (4.13)
Mio = (x—0) +yl-\/y2 +(x— 02— 1= My + My /Mg (4.14)
My =M; —My-My-\/Ms (4.15)

Proposicao 6 A distancia entre os pontos Q; e Qs é determinada pelo comprimento do
arco Q2Qs que é igual a:

-

Demonstracao:

Como podemos ver na ﬁgura o comprimento do arco Q,Qjs estd a esquerda da
abscissa do plano cartesiano, por esse motivo, vamos pegar as coordenadas mais a
esquerda do seno e do cosseno de 8, e 03, portanto esse comprimento é determinado
pela transformacao trigonométrica:

cos (03 — 0,) = cosBs3 - cosf, +sinf3 - sin O, (4.16)
) 1 —-c®—clalVa?+c?-1
sinf, = — + >
0, = a a(a-+ c-)
—c—lalVa*+c*-1
cosf, = >
as+c
e
2 _ 2 _ 2_1
sian,:y +(x =)yl Y2+ (c-x)
b y((e=202+y?)
3=
— — 2 _ 2_1
Cost93:(x o) —lylv/y*+(c—x)

(c—x)%+y?
Para facilitar o entendimento das contas vamos definir algumas funcoes em y para
as expressoes dos angulos 0, e 0s.

Podemos representar os senos e cossenos de 0, e 03, através das funcoes M;, com
i=0,1,2,---,11. Assim:

g, sinf, = ¢
~ Jcoshr =2
e

Sil’l@g = —
0 = My
- M,
cosO3 = i
M7

Fazendo as devidas substiui¢oe na equacao temos:
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M, M.
d(Q2,Q3) = (03—02) = cos_l((ﬁj) (A) + (MZ) ((/))) (4.17)

4.3 Caélculo da distancia entre os pontos Qs e E

Como E vé o ponto Qs essa distancia é a euclidiana.

Proposicao 7 A distancia entre os pontos Qs e E é determinada por:

IEQ3ll = [M6+c ik
31l = YA

Demonstracao:
Dados das coordenadas dos pontos Qs e E:

0y = |cs FO-INVY 4 (-7 -1 J/2+(x—6)|y|\/y2+(c—x)2—1)

(c—x)2+ )2 ' y((c—x)2+y?)

Vamos abordar as coordenadas do ponto Q3 em relacao as fungées M;, com i =
0,1,...,11. Assim:

Ms My
@[3 )
e
E=(x,y)

Anormadovetor EQ3; érepresentada pela distancia euclidiana entre os pontos Q3

e E. Assim:
||E3:||=\/ (c+%)—x 2+ (%)—yr
M7 Mg
2
||1Tog||:\/ Mo pemx| +|_,
M7 Mg

Portanto, temos a disntancia entre os pontos Qs e E determinada por || EQs].

4.4 Calculo da distancia entre os pontos E e Q,

Proposicao 8 A distdancia entre os pontos E e Q4 serd determinada pela distancia eucli-
diana entre esses pontos. Assim:

d(E,Q4) =\/

Dados das coordenadas dos pontos:

X—Cc——

Demonstracao:
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E=(xY)

s x—0)+|yIWy2+(c—-02-1 P+ x-0lylVy*+(c-x)?-1
(c—x)2+ )2 ' y((c—x)2+y?)

Qs=|c

Vamos abordar as coordenadas do ponto Q4 em relacdo as fungdes M;, com i =
0,1,---,11. Assim:

M M
Qs (c + Mo 11)
M, Mg
Agora, podemos determnar a distancia entre os pontos apresentados nessa secao, as-
sim:
Mo\ 1? My 2
AE, Q) =1/ |x—[c+ =] + —J]
M Mg
Logo, temos:
10]° My ]?
d(E,Q)=\/|x—c——| + y——]
7 | Mg
Atencao:

Sabendo-se que as coordenadas do ponto D = (xy, Jp) sdo:

—b
(az )xQz a+b
Xg= ———— e Yo=——
a-yqQ, 2

Os pontos E de interesse sdao da forma P; = (x;, y) com x; dado por:
Xi=Xxo+ih (4.18)

para um i fixo e sendo h o tamanho do passo que avancaremos na abscissa do plano
cartesiano onde encontra-se o diagrama de Voronoi. Portanto, sempre saberemos a
abscissa de P; e usando um método numérico que calcula zeros de func¢des, compu-
taremos o valor da ordenada y do ponto P;.

Entao, para usarmos as distancias d(Qs, P;) e d(P;, Q4) vamos adotar as coordenadas
do ponto P;. Assim:

— M, M, 2 M,
d(Qs, P;) = [ P; Qs :\/[ﬁﬁ"‘c_xi —9—3/] =\/[—6+c—(xo+i*h)

M
My 1? My 1?

4.5 Caélculo da distancia do ponto Q4 ao ponto Qs

(xo+i*h)—c———

M10]2 [ M, ]2
+
M

Proposicao 9 A distdncia entre os pontos Q4 e Qs é determinada pelo comprimento do
arco Q4Qs que é igual a:

QuQ5=05—-0,= cos_l((%) (M) + (Mﬁl;) (‘Pl))
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Demonstracao:
—c—|bIVD?+c? -1
b? + c?

—c2—c|blVb?+c2-1 +l
b(b? + ¢2?) b

A1 =cos(0s5) =

¢1 = sen(0s) =

Mo
cos(0,4) = —
(04) M,

M
sen(84) = Vll

8

4.6 Calculo da distancia do ponto Q5 ao ponto B

Essa distancia s6 € utilizada se o ponto P; ndo vé B diretamente. Essa distancia é um
valor constante e dado por:

Proposicao 10 A distdncia entre os pontos Qs e B segue o mesmo modelo que usamos
para determinar a distancia d(A, Q»), ou seja, iremos trabalhar com a definicdo da dis-
tancia euclidiana para encontrar a distancia entre dois pontos. Assim:

d(Qs,B)=Vb*+c?-1

Demonstracao:

Mesmo raciocinio da distancia de Q, a A.
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Capitulo 5

Funcao D(P;) e sua derivada

5.1 Definicao da funcao D(P;), diferenca das distancias
geodésicas d (P, A) e d(P, B)

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um algoritmo para o
célculo computacional da fronteira do diagrama de Voronoi com dois sitios fixos
e um obstdculo circular unitdrio centrado no ponto C = (¢,0). Duas situacdes sao
apresentadas para os pontos P pertencentes a regido interna do tridngulo DAB que
nao possui intersecao com o obstéaculo.

S6 existem duas situacoes a se considerar: ou o ponto P vé diretamente o ponto
B ou nao o vé. De fato, nés vamos olhar para os pontos P;(y) = (x;, y) definidos no
capitulo anterior (x; = xo + i h), com i variando de 1 até um namero fixo.

Primeira Situacao:

O ponto P; ndo vé diretamente o ponto A, a geodésica que parte de P; para A, atinge
um ponto Q3 pertencente ao circulo, em seguida anda sobre o circulo até o ponto Q-
e em linha reta segue até o ponto A. Porém, o ponto P; vé o ponto B diretamente sem
intermédio de qualquer outro ponto. Assim podemos determinar o seguinte modelo
matemadtico para D(P;). Assim:

D(P;) =d(A,Q2) +d(Q2,Q3) +d(Q3, P;) —d(P;, B) (5.1)

Usando D(P;) que defini-se como sendo as diferencas entre as distancias geodé-
sicas entre os pontos A até P; e os pontos B e P;, conforme podemos ver na figura
que da uma ideia inicial de onde partird a curva que representa a fronteira do
diagrama de Voronoi.

Segunda Situacao:
O ponto P; vé o ponto A passando pelos pontos Q3 e Q2, como na situacao anterior,

e vé o ponto B passando por Q4 e caminhando sobre o circulo até o ponto Q5. Em
seguida, segue em linha reta até B. Portanto, podemos determinar o seguinte modelo
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Figura 5.1: Distancias geodésicas: d(A, P;) = d(P;, B)

Fonte: Criada pelo autor

matemadtico para D(P;). Assim:

D(P;)(y) = d(A, Q2)(y) + d(Q2,Q3)(y) + d(Qs3, Pi) (¥)
—[d(P;,Q0)(y) +d(Q4, Q5) () +d(Qs, B)(3)] (5.2)

Demonstracao:

Diante dos dados colhidos do problema, temos a > 0 e —b > a. Entdo, queremos
encontrar os pontos E; = (x;,y;), tais que, a distancia, d(E;, A) = d(E;, B) (distancia
geodésica). Para achar esse ponto E; vamos partir de um ponto P; como definido an-
teriormente e aplicando o método de Newton-Haphson encontrarmos o valor y; tal
que D(E;) = 0. Mas tudo parte da fun¢do D(P;) = D((x;, y)) a condicao inicial para o
y usando Newton-Raphson é o valor do zero anterior y;_;. O indice i varia entre 1 até
100 (por exemplo) e sendo h > 0 pequeno, que corresponde ao passo em que andamos
no eixo das abcissas. O valor x, é a abcissa do ponto D. Substituindo essas informagoes
na equacao[4.18]

Sabendo-se que as distancias das situacdes 1 e 2, sdo todas func¢des de varidavel em
¥, entdo vamos escrevé-las, assim:
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Figura 5.2: Grafo de Visibilidade

Fonte: Criada pelo autor

dAQ)(y) =Va*+c?-1

d(Q2,Q3)(y) =03 -6, =cos™

() (5 )

Mg
+—1| - + h
c 7) (xo+1ih)

a(Qs, Pi)(y) =\/

Mo 1? M 1?
Xo+ih—c——2 +[ H]
M,

(5 ) o+(5a)0)

3
d(Pi, Qa)(y) =\/

d(Q4,Q5)(y) =05 —04 = cos™
d(Qs,B)(y) = Vb2 +c2-1

d(P;, B)(y) =/ (xo + i)+ (y— b)?

Dessa maneira, fica mais compreensivo implementar D(P;) em func¢ao das distan-
cias citadas acima.
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5.2 Definicao daderivada dafuncao D(P;) relativa a fron-
teira do diagrama de Voronoi

Como vamos utilizar o método numérico de Newton-Raphson para determinar a
curva da fronteira do diagrama de Voronoi, precisamos ter a derivada da funcao
D(P;)(y) nas duas situa¢oes apresentadas nas figuras[5.1]e[5.2} Assim:

Situacao 1:

D'(P))(y) = d'(A,Q2)(y) +d'(Q2Q3)(y) +d'(Q3, Pi)(y) — d'(Pi, B)(y) (5.3)

Situacao 2:

D'(P))=d'(A Q) (y) +d (Qz,Q3) () +d'(Q3, Py (y)—
—[d'(Pi,Qa)(y) + d'(Q4,Q5) () + d'(Qs, B) ()] (5.4)

Vamos determinar as derivadas das distancias d(A,Q2)(y), d(Q2,Q3)(y),
d(Qs,P;)(y) e d(P;,Q4)(y), d(Q4,Qs) e d(Qq,B)(y) para tanto vamos fazer uso das
derivadas das fung¢des M;(y), com i =1,2,---,10. Assim:

Myy=y — My(y=1

Mi(y)=y* — M) =2y

My(y)=x—-c — My(y)=0

Ms(y)=—-(x-¢c)= — M) =0

My =lyl — My(y»)=+1. Sey>0— Mi())=1. Sey<0— M) =-1

Ms(y) = Mi()+ M5(y) -1 —  M(y) = M{(y)

My(y) - Mi(y)

M, =M - M, -/ M — M. =—| M, -/ M +
6()) 2(y) 4(¥) -/ Ms5(y) (¥ 4 (V) -/ Ms5(y) NI
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M7(y) = My(y) + M3(y) —  M(y) = M} (y) +2M>(y) - Mb(y) = My ()

Mg(y) = My(y)- (My(p) + M5 (1)) = Mo(y)- Mz (y)  —  Mg(y) = Mz (y) + Mo () - ML (y)

Mo(y) =Mi(y) + Ma(y) - Mu(y) -/ Ms(y) —

M'(y)
ML(y) = M (1) + [Mo (). M, (D)] - /Ms + [Ma (). My ()] - ——22—
9(») 1N+ [Ma(y). M, ()] 5+ [M2(y).My(y)] NI,

/ , My (y)- ML (y)
Myo(y) = Ma(y) + My(y) -/ Ms5(y) — M102M4(y).,/M5(y)+M

2/ Ms(y)
M1 (y) = My — M- My -/ Ms —
M. () = M. () — [MaO) M. (D) /T — Mo Ma ()] — 5
wmEY T 2y 2/Ms(y)

As derivadas das distancia em func¢do das funcoes M(y), A(y) e ¢(y) dos pontos A, Q-,
Qg, p;, Q4 e B. Sao:

d'(A,Q)(y) =0 (5.5)
d'(Q,Q) ()= ——=u'(y), para u=w+u, e u'(y)=uj+u) (56)
1-u?(y)
Sendo: v .
_ |26 _ (Mo
T
M- M, — M- M M - Ma — Mo - M
u'1=/1-( : 7M2 ° 7) e ué:(/)-( 9 8M2 9 8)
7 8
d(QuP)Y) =3 —— V() para vy)=vi+v: e VO)=vj+vh (5.7
2 vy
Sendo: , )
M, M,
V) = c+ﬁ:)—(x0+ih)] e Uz:[(ﬁi)_y]
M/ - M;— Mg- M, M - Ma — Ma - M
vy =2 (C+%)—(xo+ih)]- 6 T O T . VQ:Z-[(%)—(J/)]' 9 78 O T8y
M M: M, M
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1 1
d'(P;,Qq)(y) = 5 T w'(y), para w=wi+uw,  w=wj+w), (5.8)
Sendo: M 12 Mo 12
N e R
/ My | | My M7 — Mg - M, M, M- Mg — My - My
wy=2-|x—c— . 5 e wy=2-y——|-|1- >
M M7 8 M8
d'(Q4,B)(y) = % \/%-z'(y) para z(y)=z1+z2 e Z(Y)=z;+z,. (5.9
<y
Sendo: Mg 12 " )
zZ] = +—] zz:[——b]
M7 MS
M. M! - M7 — M- M. M. M, - M, M
Zi:z- C+ 1\410][ 10 7M2 10 7] Zé: ﬁg—b] [ 8M2 ]
7 E 7
d(P;, B)(y) =\ (xo + i) + (y— b)?
.~ b
d'(P;,B)(y) = H
V(xo+ih)?+(y - b)?
d'(Qs,Q5)(y) = 1_ % )-u’(y), para u(y)=w+uz e u'(y)=uy+u,. (510)
Sendo:
" :(@)(A) e w (M”)(cp)
1=\ | M 1
M- My — Myy- M M, - Mg— My, - M
ui:h( 10 k 7 e u=g |21 k 8
M; Mg

d'(Qs,B)(y) =0

(5.11)

Para determinar a fronteira do diagrama de Voronoi, vamos utilizar o método numé-
rico de Newton Raphson através das fungdes [5.15.2)5.3| e [5.4] . Assim: com o indice
i fixo e tomando como j o indice das iteracoes de Newton-Raphson. N6és tomamos
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zp = yi—1 e usamos o método:

D(P;(z)))

Ziy1=2j— —————, J,i €N, ecom o i fixo. 5.12
AT Dy 612)

Ap6s finalizarmos as iteragdes para um i fixo nés tomamos como zero, ou seja, como
Yi o dltimo valor de z;.

Dessa forma temos como pontos da fronteira os pares E; = (x;, y;) comivariando entre
1 até o nimero de pontos especificados.
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Capitulo 6

Exemplos e Algoritmo da Fronteira

Neste Capitulo temos duas Se¢Oes: a primeira apresenta o algoritmo desenvolvido,
com exemplos numéricos e a segunda explora o tema do grafo de proximidade.

6.1 Exemplos e Algoritmo

6.1.1 Exemplos

A fim de facilitar a visualizacdo do problema, esta secao se inicia com exemplos numé-
ricos. Para um melhor entendimento, vamos fazer um exemplo inicial, um exemplo
relacionado a Primeira Situacao apresentada no inicio do Capitulo 5 e a seguir um ou-
tro exemplo relacionado a Segunda Situacao também presente no inicio do Capitulo 5.

Para determinarmos numericamente a posicdo dos pontos necessdrios para o
desenvolvimento dos exemplos, usaremos os modelos matemdticos que determinam
os pontos A, B, C, D, E;, Q2, Q3, Q4 € Qs, sendo E; um ponto da fronteira do diagrama
extraido da simulacao.

O ponto D = Ej, presente no exemplo inicial, dado abaixo, é o dltimo ponto da
fronteira que pertence a mediatriz y = (a+ b)/2.

Vamos trabalhar com hipéteses e atribuir valores numéricos para as coordenadas
dos pontos A, B e C, para exemplificar e mostrar o comportamento dos pontos Qz, Qs,

Q4 e Qs pertencentes ao obstaculo circular de raio igual a 1 e centro C.

Vejamos os modelos matematicos abaixo:
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—c—lalVa?+c2-1 —-c?-clalVa®+c2-1 1
Q2=|c+ , + —
a®+c? a(a® + c?) a
0y = C+(x—c)—|y|\/y2+(c—x)2—1 Y2+ (x-olylWy2+(c—x%-1
: (c—x)2+y? ’ y((c—x)2+y?)
(%b)xQz a+b
<D: X=—— , y:
a-—yo, 2
04 = C+(x—c)+|y|\/y2+(c—x)2—1 ¥ —(x-olylWy2+(c—x%-1
! (c—x)2+y? ’ y((c—x)2+?)
05 = C+—c—|b|vb2+cz—l —cz—clblvb2+cz—l+l
> b2 + 2 ’ b(b2 + c2) b

Exemplo inicial:

Nessa situacdo vamos analisar o que ocorre na figura em que temos um
ponto D = Ej, que é o ultimo ponto pertencente a mediatriz dos pontos com abcissa
negativa, que vé A e B. Uma vez estabelecidas estas hip6teses, veremos como se
comportam os pontos de tangencia no obstdculo circular. Vamos considerar os
seguintes valores numéricos para os pontos: A = (0,1), B = (0,-1.25) e C = (0.5,0).
Através destas coordenadas podemos ver que a = 1,b = —1.25 e ¢ = 0.5. Agora, vamos
substituir esses valores nos modelos matematicos dos pontos Q», Q3 € D.

Ap6s as devidas substituicoes dos valores numéricos de a, b e ¢, encontramos o0s
seguintes resultados para os pontos:

Q, = (-0.3, 0.6),
Q;=(-0.3,0.6) e
D =(-0.84, —0.125).

Diante das informacdes acima, ja temos os valores numéricos para as coordena-
das dos pontos A, B, C, D, Q, e Q3. Agora vamos analisar o comportamento desses
pontos nessa situacdo, podemos ver na figura[6.1] que o ponto D, consegue visualisar
diretamente os pontos A e B, podemos notar que os pontos Q2 e Q3 tém as mesmas
coordenadas, ou seja, estdo sobrepostos um ao outro, isso se dar em virtude da forma
que o ponto D ver os pontos A e B, podemos verificar também que as distancias geo-
désicas (d(A, D) e d(D, B)) estdao bem definidas.

Temos agora todas as coordenadas dos pontos A, B, C, D, Q, e, Q3 e vamos
representa-las na figural6.1]

Exemplo da Primeira Situacao:

Neste exemplo vamos analisar o que ocorre na figura[6.2]em que temos um ponto
E; pertencente a curva que determina a fronteira do diagrama de Voronoi e que esse
ponto ndo consegue visualizar imediatamente o ponto A, pois hd um obstéculo circu-
lar, que impede essa visualizacdo. Portanto, o ponto E; s6 conseguird ver o pontos B,
As distancias geodésicas de interesse sdo: d(A, E;) = d(A,Q2) +d(Q2,Q3) +d(Qs,E;) e
d(E;, B). Como queremos mostrar o comportamento dos pontos pertencente a figura
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Q2 Q3

Figura 6.1: Comportamento dos pontos tangentes ao obstaculo circular

Fonte: Criada pelo autor

vamos atribuir valores numéricos aos pontos A, B e C.

Assim: A= (0,2), B=(0,-5) e C=(0.5,0). Através destas coordenadas podemos ver
que a=2,b=-5e c=0.5, agora, tomando E; = (—0.4,-0.45), da simula¢cdo numérica,
e substituindo esses valores nos modelos matematicos dos pontos Q. e Q3, obtemos
os seguinte resultados numéricos para os pontos:

Q2 = (-0.4660,0.2584)
Qs = (—0.4975, 0.0705)
D =(-1.8731, —1.5)

Podemos verificar o comportamento desses pontos na figura[6.2} na qual consta-

tamos as distancias geodésicas. Na mesma figura vemos uma silhueta da fronteita do
diagrama de Voronoi, que estd determinada entre os pontos D e E;

Exemplo da Segunda Situacao:

Neste exemplo, adotaremos as seguintes coordenadas para os pontos A = (0,1),
B =(0,-1.3) e C = (0.5,0), logo, podemos ver que a =1, b = —1.3 e ¢ = 0.5, diante
dessas informacdes vamos alocar os pontos D, Qz, Q3, Q4 € Q5 em suas devidas
posicoes de pontos de tangencia ao obstaculo circular contido no plano cartesiano.
Para tanto, vamos fazer uso dos modelos matemadticos que foram determinados nas
equacgoes apresentadas acima. Assim:
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Figura 6.2: Visualizacdo numéricas dos pontos que determinam a fronteira do dia-
grama de Voronoi na primeira situagao

Fonte: Criada pelo autor

Q- = (-0.30000000000000004, 0.6)

Q3 = (—0.3962465759340962, 0.44355616907716255)

{ Q4 = (—0.44755251580212496, —0.31960010919438614)
Qs = (—0.4074210118186833, —0.4202226877620448)
D = (—0.6900000000000001, —0.15000000000000002)

Na ﬁgura podemos observar os pontos Q2,Q3, Q4, Q5 € D deste exemplo. Ob-
serve que o ponto E; ndo vé nem A e nem B de forma direta.

Com as coordenadas A, B e C acima o nosso algoritmo gerou como saida os se-
guintes pontos da fronteira do diagrama, apresentados na Tabela abaixo.

Agora que ja vimos os exemplos numéricos, vamos apresentar o algoritmo para ob-
tencdo da fronteira do diagrama de Voronoi. A complexisdade do algoritmo € linear no
numero de pontos da fronteira. A ideia principal é: sabendo a abcissa de um ponto
pertencente a fronteira, encontramos a ordenada desse ponto utilizando um método
numerico de zero de funcdo (Newton-Raphson). Esse zero da funcdo corresponde a
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indice i X; Vi

1 0.85250000000000004 | 0.14999247437734078

2 0.84250000000000003 | 0.14996946486029417

3 0.83250000000000002 | 0.14993029588814813
0.58250000000000002 | 0.14044905050731823
0.57250000000000001 | 0.13949961234811387
0.56250000000000000 | 0.13847148108350277

p, 0.51249999999999996 | 0.12704337884206701

Tabela 6.1: Valores de pontos da fronteira do Exemplo da Segunda Situacao:

y

A

B

Figura 6.3: Visualizacdo numéricas dos pontos que determinam a fronteira do dia-
grama de Voronoi da situacao 2

Fonte: Criada pelo autor

ordenada desejada. A func¢do para a qual buscamos o zero é a funcao F no algoritmo
abaixo, ou como definida nos capitulos anteriores por: D(P;)(y), que corresponde a
diferenca da distancia geodésica entre um ponto P;, com i sendo o indice que corres-
ponde as abcissas, e A e a distancia geodésica entre P; e B. Quando essa funcao acha
um zero, z; (ao usar o método de Newton-Raphson), encontra-se um ponto da fronte-
ria E; = (x;, y;) onde y; € o dltimo valor de z; (j € o indice das iteragdes). O critério de
parada utilizado foi o nimero de iteracoes, pois assim o diagrama tem uma quantidade
constante de iteracOes e ndo aleatéria. Vale lembrar que o método Newton-Raphson
foi utilizado pelo fato da funcao que gera a fronteira do diagrama de Voronoi ser nao
linear.
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6.1.2 Algoritmo

A seguir alguns pontos relacionados ao algoritmo sdo comentados. A fronteira do
diagrama pode tocar o obstdculo e nesta situacao o algoritmo € finalizado. Com
esta finalidade nds criamos um teste (testecirculo, variavel booleana). Também exis-
tem duas possiveis situacdes para o cdlculo da funcdao D(P;): ou o ponto P; vé di-
retamente B ou ndo vé. Assim, nds construimos um outro teste (testeabaixoda-
reta, outra varidvel booleana). Neste teste verificamos se o ponto P; +¢(1,1), com
€ > 0 e pequeno, estd acima da reta que passa por B e Qs e tem ordenada su-
perior a ordenada de Qs. Foi necessdria a utilizacao do €, pois na proxima itera-
cdo precisamos saber se usamos P; como sendo da situacdo 1 ou da situacao 2.
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Algoritmo 1: Algoritmo para a fronteira do diagrama de Vorond6i com obsté-
culo circular

Atribua valores para a, b e c respeitando as condi¢cbes a >0, -b>ae0<c<1.
testecirculo — false;

testeabaixodareta — true;

tamanho < 0;

lambda — (—c—abs(a) * sqrt(axa+c*c—1))/(a* a+c*c);

phi —(-cxc—cx*abs(a) *sqrt(axa+c+c—1))/(ax(axa+cx*c))+1/a;

X0 — ((c+lambda) « (b—a)/2)/ (phi — a);

h — —x0/200;

pontos —round((—x0+c)/h)—1;

y—(a+Db)l2;

parai — 1 até pontos faca

wli] < 0;

z[i]<—0;

i—1;

enquanto i < pontos+ 1 etestecirculo== false faca
wlil—x0+ih;

x — wlil;

Jj=0;

enquanto j < 5 e testeabaixodareta == true faca
dl —d((x, ), A);

d2 — d((x,y),B);

dlprime — derivada de d1;

d2prime — derivada de d2;

F—dl-dz;
Fprime—dlprime—d2prime;
y—y—-FI/Fprime;

Lj—Jj+1

enquanto j < 5 e testeabaixodareta == false faca
dl —d((x,y), A);

d2mod — d((x,y), B);

dlprime — derivada de d1;
d2modprime — derivada de d2mod;
F—dl-d2mod,

Fprime —dlprime—d2modprime;
y—y—-F/Fprime;

j—Jj+1

zlil < y;
se teste da reta == true entao

| testeabaixodareta— false
se teste do circulo == true entao

L testacirculo— true
i—i+1;

tamanho < i;
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Capitulo 7

Grafo de Proximidade

Na situacdo onde os obstacuos sdo poligonais, usa-se o grafo de visibilidade para deter-
minar a qual célula de Voronoi um ponto P qualquer pertence. No nosso caso, existem
pontos P para os quais ndao podemos aplicar o grafo de Visibilidade, vide Exemplo da
Primeira Situacao, na qual o ponto Q, nao vé o ponto Qs. Assim, faz-se necesséario ex-
pandir esse conceito. No nosso caso, s6 temos dois pontos geradores A e B, portanto,
s6 temos duas células. O conceito do grafo de proximidade é bem simples, mas é o
inicio para situacoes com mais pontos e com mais obstaculos circulares.

Uma outra observacado é que no caso de obstdculos poligonais os vértices do grafo
de visibilidade sdao os geradores mais os vértices dos poligonos, ou seja, todos conhe-
cidos a priori. No nosso caso, existem vértices do grafo de proximidade que dependem
do ponto P para o qual desejamos saber a qual célula de Voronoi ele pertence.

Basicamente, existem quatro casos para um ponto P posicionado do lado das ab-
cissas negativas, que estdo representados na Figura[7.1] O primeiro caso refere-se a
regido cor de rosa, na Figura[7.1] Os pontos P da regido cor de rosa pertencem a célula
do ponto gerador A e o grafo de proximidade para um ponto desses é o grafo com dois
vértices P e A e estd representado na Figura[7.2] Nesta Figura podemos ver o vértice A
em azul e o vértice P a ser classificado em vermelho.

Se o ponto P nao pertence ao tridngulo e sua ordenada é menor que %b, ou seja,
P pertence a regiao laranja, entdo P pertence a célula do ponto gerador B e seu grafo
de proximidade tem dois vértices P e B e estd representado na Figura[7.3] Nesta Figura
podemos ver o vértice B em azul e o vértice P a ser classificado em vermelho.

Agora, se o ponto P pertence a regido verde da Figura[7.1} entdo o grafo de proxi-
midade tem vértices P, Q»,Qs3, A e B e arestas PQs, Q3Q2, Q2 A e PB. Vale salientar que
o ponto Qs é dinamico, pois depende das coordenadas do ponto P. Este grafo esta re-
presentado na Figura[7.4] Nesta Figura podemos ver os vértices A e B em azul, o vértice
P a ser classificado em vermelho, o vértice estatico Q, em verde e o vértice dindmico
Qs em laranja.

Para saber se o ponto P pertence a célula do ponto gerador A temos que calcular as
distancias: d(P,Qs),0.Qs, d(Q», A) e d(P,B). Se

d(PQ3)+ Q2Qs3 +d(Q2,A) <d(P,B)

entdo P pertence a célula do ponto gerador A, caso contrério, P pertence a célula do
ponto gerador B.

Na ultima possibilidade, o ponto P pertence a regido azul da Figura[7.1] Sendo as-
sim, o grafo de proximidade é formado pelos vértices: P, A, B, Q2, Q3,Q4 € Q5 € as ares-
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Figura 7.1: Regides de atuacao dos grafos
Fonte: Criada pelo autor

A

Figura 7.2: Grafo - caso 1
Fonte: Criada pelo autor

tas PQs,Q3Q2,Q2A, PQy,Q4Qs5,QsB. Os vértices Q3 e Q4 sao dinamicos pois dependem
das coordenadas do ponto P. Este grafo esta representado na Figura[7.5] Nesta Figura
podemos ver os vértices A e B em azul, o vértice P a ser classificado em vermelho, os
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Figura 7.3: Grafo - caso 2
Fonte: Criada pelo autor

Figura 7.5: Grafo - caso 4
Fonte: Criada pelo autor

Figura 7.4: Grafo - caso 3
Fonte: Criada pelo autor

vértices estaticos Q, e Qs em verde e os vértices dindmicos Q3 e Q4 em laranja.
Para determinar se o ponto P pertence a celula do ponto gerador A ou B, calcula-
mos as distancias

d(PQ3)+ Q2Q3 +d(Q2,A) —d(P,Q4) — Q4Qs —d(Qs,B)

Se essa quantidade for positiva entdo P pertence a célula de B e se for negativa P
pertence a célula de A. Nesse grafo temos dois vértices dinamicos: Q3 e Q4 que depen-
dem de P.

Apesar de ter sido descrito em cada grafo as cores dos vértices vamos resumir o sig-
nificado de cada uma: um vértice vermelho corresponde a um ponto a ser classificado.
Um vértice azul corresponde a um ponto gerador, um vértice verde corresponde a um
ponto estatico, cujas coordenadas dependem de um ponto gerador e um ponto laranja
é um ponto dinamico, cujas coordenadas dependem das coordenadas do ponto a ser
classificado.
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Capitulo 8

Resultados e Perspectivas

Sabemos que o diagrama de Voronoi com k pontos geradores é formado por k poli-
gonos convexos. Em relacdo a obstaculos existentes no diagrama de Voronoi, o que ja
existe na literatura é relacionado a obstaculos poligonais.

Neste trabalho, foi introduzido um obstéculo circular entre dois pontos geradors A
e B. E importante lembrar que os pontos que estdo na fronteira de um diagrama de
Vorondi sao equidistantes de seus pontos geradores.

Esta dissertacdo apresenta varios resultados importantes, que estao resumidos a
seguir.

e Determinacao algébrica das coordenadas de todos os pontos de tangéncia ao
obstédculo, pontos estes estritamente necessarios para o desenvolvimento do es-
tudo;

e Determinacao algébrica de todas as distancias geodésicas de um dado ponto P
para os pontos geradores A e B. Desta forma foram calculadas e apresentadas
todas as distancias possiveis e necessdrias ao estudo;

* Defini¢do da func¢do da fronteira do diagrama de Voronoi objeto deste trabalho;

¢ Construcao do algoritmo para a determinacao da fronteira do diagrama de Vo-
ronoi objeto deste trabalho;

e Com a implementacao do algoritmo, obtivemos que a fronteira do diagrama de
Voronoi é curva, tem trajetoria ascendente e é dinamica;

* Construcao do grafo de proximidade que generaliza o grafo de visibilidade para
o diagrama de Voronoi objeto deste trabalho.

Uma vez apresentado o resumo dos resultados obtidos, vamos iniciar a discussao de
forma a apresentar uma visao mais completa do trabalho.

Um resultado que obtivemos neste trabalho é que a fronteira adquire aspectos cur-
vos, como foi observado na Figura[6.2l Como o obstaculo é uma circunferéncia, para
que as distancias entre o ponto da fronteira e os pontos geradores A e B permanecam
iguais, a ordenada do ponto da fronteira aumenta, a medida que o valor da abcissa
também aumenta.

As Figuras e ilustram, respectivamente, as possiveis configuracoes de
fronteiras obtidas com a implementac¢do do algoritmo. Nas trés figuras a semi-reta de
cor azul é a mediatriz das ordenadas dos pontos A = (0,a) e B = (0, b). A mediatriz
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aparece em posicoes diferentes em cada uma das figuras porque as coordenadas dos
pontos A e B mudam para que seja apresentado ao leitor o que se deseja em cada
figura. A parte vermelha em cada uma das figuras apresenta a fronteira do Diagrama
de Voronoi para cada caso apresentado.

Existem trés possiveis casos para o comportamento da fronteira em relacao ao obs-
tdculo. No primeiro caso a fronteira ndo toca o obstaculo, que estd apresentada na
Figura[8.1}

No segundo caso a fronteira toca o obstaculo, mas nenhum ponto da fronteira sa-
tisfaz a condicao da Segunda Situacao, descrita no Capitulo 5. Este caso estd apresen-
tado na Figura[8.2]

No terceiro caso a fronteira toca o obstdculo, mas existem pontos da fronteira que
satisfazem a condicao da Segunda Situacao, descrita no Capitulo 5 e estd apresentada

na Figura[8.3

3

Figura 8.1: Fronteira caso 1
Fonte: Criada pelo autor

Um outro resultado obtido a respeito da fronteira do diagrama de Voronoi objeto de
estudo deste trabalho, é que a sua construcao é dinamica e nao estatica como é a cons-
trucdo da fronteira de um diagrama de Vorondi sem obstaculos, por exemplo. O com-
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Figura 8.2: Fronteira caso 2
Fonte: Criada pelo autor

portamento curvo da fronteira ja define a natureza dinamica de sua construcao, pois
reflete a mudanca de comportamento da fronteira conforme a posicao do elemento
em relacdo ao obstdculo. Este resultado pode ser melhor observado na animacgao que
pode ser acessada através do link: https://fronteiravoronoi.blogspot.com/

Como perspectivas futuras, temos, o estudo do comportamento da fronteira do
lado direito do obstdculo é uma continuac¢do bastante natural deste estudo.

Pode-se calcular a derivada e a curvatura da fronteira, visto que a mesma é uma
funcao suave. A suavidade da fronteira do diagrma de Voronoi depende da suavidade
do obstaculo.

Outras perspectivas surgem ao adicionarmos mais pontos geradores e/ou mais
obstaculos.
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Figura 8.3: Fronteira caso 3
Fonte: Criada pelo autor
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