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Resumo

A presente dissertacdo versa sobre a teoria unificada de Weyl que, em 1918, buscou uni-
ficar o eletromagnetismo e a gravitagdo em uma Unica teoria. Inicialmente, apresentamos
de forma detalhada a maneira de como essa teoria foi construida. Em seguida, procurando
tornd-la completa e consistente com a ideia original de Weyl, ou seja, a de uma teoria que
possui uma nova simetria, a saber uma simetria de calibre, apresentamos uma proposta
para tornar o tensor métrico e o campo de Weyl grandezas invariantes em relacdo a trans-
formacdes de calibre. Isto nos permite ter uma concepgao de tempo-préprio invariante
de calibre (gauge), além de possibilitar descrever o acoplamento dos campos geométricos
(gravitacional e eletromagnético) com a matéria. Para tanto, foi necessdria uma modifica-
cdo e reinterpretacdo da teoria original de Weyl. Desse modo, obtemos uma nova teoria
alternativa da gravitacdo. Um aspecto importante, que enfatizamos nessa dissertacao, é
a reinterpretacdo (na teoria original de Weyl) do campo responsédvel pelo mecanismo de
transporte paralelo como um campo vetorial massivo, que nos remete a antiga teoria de-
senvolvidada pelo fisico romeno Alexandru Proca, desenvolvida em 1936, no contexto de
uma teoria das interagcdes nucleares, antecipando de certa forma a teoria posterior de Hi-
deki Yukawa para a explicacdo das forcas nucleares fortes. Assim, dedicamos boa parte
dessa dissertacao ao estudo do campo de Proca em varias situagdes distintas: no espago-
tempo de Minkowski, na teoria da relatividade geral, assim como na teoria invariante de
Weyl.

Palavras-chave: Geometria de Weyl, Gravitagcdo, Teoria invariante de Weyl, campo de

Proca, equacdes de campo.



Abstract

This dissertation constitutes a study on Weyl’s unified theory, which attempted in 1918
to unify electromagnetism and gravitation into a single theory. Initially, we present in
detail the way in which this theory was constructed. Then, trying to make it complete and
consistent with Weyl’s original spirit, that is, that of a theory exhibiting a new symmetry,
namely, a gauge symmetry, we present a new proposal to make the metric tensor and the
Weyl field invariant quantities with respect to gauge transformations. This allows us to
develop a gauge invariant notion of proper time, besides allowing to describe the coupling
of the geometric fields (gravitational and electromagnetic) with the matter fields. With
this in mind, it was necessary to modify and reinterpret Weyl’s original theory. In this
way, we obtain a new kind of alternative theory of gravity. An important aspect that we
emphasize in this dissertation is the reinterpretation (in Weyl’s original theory) of the field
responsible for the geometry of parallel transport as being formally identical to a massive
vector field, which takes us back to the old theory developed by the Romanian physicist
Alexandru Proca, developed in 1936, in the context of a theory of nuclear interactions,
somewhat anticipating Hideki Yukawa’s later theory for explaining strong nuclear forces.
Thus, we dedicate part of this dissertation to the study of the Proca field in several different
situations: in Minkowski’s space-time, in the theory of general relativity, as well as in

Wey!’s invariant theory.

Keywords: Weyl geometry, Gravitation, Weyl invariant theory, Proca field, field equati-

ons.
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CAPiTULO 1

INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Especial formulada por Albert Einstein em 1905, é funda-
mentada em dois principios fundamentais. O primeiro € o da covariancia, que diz que as
leis da fisica sdo as mesmas para todos os referenciais inerciais. O segundo principio diz
respeito a constancia da velocidade da luz no vacuo, a qual deve ser a mesma em todos
os referenciais inerciais. Entretanto, esse principio nada diz sobre a covariancia das leis
da Fisica quando expressas em referenciais ndo-inerciais. Para englobar essa classe de
referenciais em sua teoria, Einstein introduziu o chamado principio da relatividade ge-
ral, cuja formulagdo matematica corresponde ao que se costuma chamar de principio da
covaridncia geral, que pode ser entendido como significando que as equacdes da Fisica
devem ter uma forma tensorial [[1-3]].

Neste sentido, considerando o fato das equacdes de Maxwell serem covariantes, é
possivel dizer pelo principio da covariincia geral que o campo eletromagnético F*V se
transforma como um tensor para qualquer transformacao de coordenadas. A adocdo do
principio da relatividade geral foi importante para Einstein construir uma teoria que fosse
uma generalizacdo da Relatividade Especial. Além disso, ele conseguiu descrever a gra-
vitacdo em uma perspectiva inteiramente geométrica, associando o potencial gravitacio-
nal ao tensor métrico gy, cuja dindmica € determinada por um sistema de equagdes de
campo, as conhecidas equacdes de Einstein. [3].

Com esse mesmo espirito, ao que nos parece, 0 matematico alemao Hermann Weyl em
1918 formulou uma generaliza¢do da geometria riemanniana (a geometria da relatividade

geral) na tentativa de geometrizagdo do campo eletromagnético, incorporando assim o
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eletromagnetismo e a gravitagdo em uma unica teoria. O que Weyl fez, na verdade, foi
adicionar um grau de liberdade a mais a geometria riemanniana, isto é, dotar o espaco-
tempo de uma nova grandeza geométrica,além do tensor métrico. Essa grandeza aparece
na forma de um campo de 1-formas, estritamente relacionado com a lei de transporte
paralelo de vetores no espago-tempo.

Entretanto, a histéria nos mostra que a teoria de Weyl ndo foi bem aceita na época [4].
Sua proposta sofreu fortes criticas de Einstein, que sugeriu que a teoria previa alteracoes
no espectro de radiacdo atobmico de um gés quando este é submetido a um campo eletro-
magnético. Sabemos hoje, entretanto, que, na realidade, a teoria de Weyl ndo prevé esse
efeito (pelo menos dentro de certa precisao dos instrumentos de medida atuais [5]). Infe-
lizmente, a objecao de Einstein levou Weyl a abandonar sua teoria, que terminou sendo
completamente esquecida. Recentemente, porém, gracas a uma reinterpretacdo e exten-
sdo da teoria original, presenciamos um renovado interesse nas ideias de Weyl [6H11]. O
objetivo do presente trabalho € apresentar uma discussao aprofundada dessa modificacao
e reinterpretacdo, que denominaremos de teoria invariante de Weyl, uma teoria alternativa
a relatividade geral, na qual € introduzido um campo geométrico, que formalmente pode
ser visto como um campo vetorial massivo. Esse campo tem sua dinamica descrita pelas
chamadas equacoes de Proca (em homenagem ao fisico romeno Alexandru Proca) atra-
vés de uma teoria que visava a descrever a interagcdo e a dindmica de bdsons massivos de
spin- 1 [[12]].

Para uma melhor compreensdo da maneira de como este trabalho estd organizado,
vamos aqui descrever a exposi¢do dos capitulos que se seguem. No Capitulo [2apresenta-
mos de forma detalhada a maneira como a teoria e a geometria de Weyl foram construidas.
No Capitulo [3] apresentamos a construgdo da teoria invariante de Weyl, onde propomos
uma defini¢do para o tempo-proprio invariante de calibre (gauge), além de descrever-
mos as equacdes de campo, considerando o acoplamento com a matéria. Introduzimos a
seguir uma teoria modificada da gravidade considerando um campo vetorial massivo de
natureza puramente geométrica. No Capitulo 4] por completeza, apresentamos um estudo
de alguuns casos particulares com o objetivo de comparar as caracteristicas e proprie-
dades da eletrodinamica de Proca com as da eletrodinimica de Maxwell, analisando os
efeitos de "fétons" com uma massa diferente de zero. No Capitulo [5] serd abordado o
campo de Proca no contexto da relatividade geral, onde apresentamos solu¢des aproxi-
madas encontradas na literatura para o sistema de equacgdes Einstein-Proca. O Capitulo
6l ¢ uma aplicagdo do campo de Proca na teoria invariante de Weyl, onde apresentamos
uma solucao para o campo fraco e a comparamos com resultados obtidos anteriormente

no contexto da relatividade geral. Aqui também discutimos uma aplica¢do da teoria in-
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variante na cosmologia. O Capitulo [/| finaliza o trabalho, tratando de solu¢des estéticas
com simetria esférica na auséncia de matéria. Na aproximacao de campo fraco, vale aqui
ressaltar, essas solugdes se mostram grande semelhanga com as encontradas na literatura
para o campo de Proca na relatividade geral. Finalmente, em nossa conclusio, esbocamos
uma breve perspectiva de possiveis trabalhos na dire¢do de explorar novas conseqii€éncias

da teoria invariante de Weyl.



CAPITULO 2

GEOMETRIA DE WEYL

Na busca de uma teoria capaz de unificar o Eletromagnetismo e a Gravitagdo, objetivo
tentado por Einstein durante toda sua vida [[14], o matemdtico alemao Hermann Weyl ,
concebeu uma nova geometria que se constitui numa generaliza¢do da geometria rieman-
niana. Contendo um grau de liberdade a mais do que na geometria riemanniana, a partir
de uma modificacio da lei do transporte paralelo de um vetor, a geometria de Weyl con-
sidera a possibilidade de que no transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva
fechada, além de direcdo sua norma possa variar. O mecanismo para tal modifica¢ao inclui
a presenca de um novo ente geométrico, a saber um campo de 1-formas que denotaremos
daqui por diante de o, cujas propriedades muito se assemelham com as propriedades do
4-potencial eletromagnético da teoria de Maxwell. Essa foi o caminho seguido por Weyl
que, além de conseguiu introduzir o eletromagnetismo em uma perspectiva inteiramente
geométrica, o faz num contexto de unificacdo com o campo gravitacional, o qual na teoria
da relatividade de Einstein estd associado ao tensor métrico g [15].

Facamos uma breve recapitulagdo do conceito de transporte paralelo na geometria ri-
emanniana. Sabemos que para compararmos vetores definidos em uma variedade M em
pontos distintos € utilizado o conceito de transporte paralelo, no qual um vetor transpor-
tado paralelamente de um ponto P(x*) € M para um outro ponto infinitamente préximo

P(x* +dx") € M, tem suas componentes alteradas pelo incremento d&* dado por

dEH = —T,,dx" &Y 2.1)
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onde Fffy sao as componentes da conexao métrica |} Na geometria riemanniana, um
vetor transportado ao longo de uma curva fechada t€m sua direcdo alterada, uma vez que
0 espaco € curvo, mas a sua norma permanece constante, diferentemente da geometria
euclidiana em que tanto a norma quanto a direcao sdo preservadas em um transporte para-
lelo do vetor. E feita também a exigéncia de que o produto escalar entre dois vetores seja
invariante ao longo do transporte paralelo, o que é equivalente a postular que a derivada

covariante da métrica g seja identicamente nula, ou seja,

Vyguy =0 (2.2)

Tal fato, conhecido como "compatibilidade entre a métrica e a conexdo" permite
estabelecer-se uma relacdo de compatibilidade entre a métrica, de modo que os coefi-

cientes da conexao Fﬂy

1 0 dg d
oyt oud 8Av YA 98vy
vk = 28 < oxY * axv  Jx* >’ @3

que sdo conhecidos na literatura como simbolos de Christoffel de segundo tipo. A
mudanga proposta por Weyl consiste em considerar também a variacdo da norma do vetor
ao ser transportado paralelamente por uma distancia infinitesimal, sendo essa variagdo
proporcional ao comprimento do vetor antes do transporte ¢, ao vetor deslocamento infi-

nitesimal dx? e a um campo de 1-forma cujas componentes sdo oy(x), a saber:
1 Y
dt = S0y, (2.4)

onde as componentes Gy como veremos serdo associadas as componentes de um 4-
potencial eletromagnético de maneira bastante original. Considerando a equacao acima, é
razodvel pensar que 0y desempenha um papel semelhante a Fﬁy em 1i Essa modifica-
cdo produz algumas alteragdes em relacao a geometria riemanniana, caracterizando assim
uma nova geometria, a saber, a geometria de Weyl.

Para verificarmos que alteragdes sdo estas vamos analisar a equagdo (2.4). O termo
d? pode ser calculado de duas maneiras distintas [11,/13]], mas que devem ser equiva-
lentes. Vejamos que fazendo a derivada do quadrado do comprimento de um vetor &,

(2 = g, vEHEY, e substituindo o lado direito da equagdo (2.4) vamos obter:

dl* =20d0 = (guy E*EY) oydx” = di* = gy G, EHEY dxY (2.5)

*O sinal de menos na relagdo (2.1) é uma convengdo que estamos adotando, assim como [[11].
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Por outro lado, fazendo a derivada do quadrado do comprimento do vetor diretamente,

temos:

dr? = d(guvEHEY) =d(guv)EHEY +guvd(EM)EY +guvEH d(EY) (2.6)

ao fazermos uso da lei de transporte paralelo expressa na equagdo (2.1)), e escrevendo

por regra da cadeia d(gyv) = gy v|ydx?, obtém-se:

dr* = guvwéugvdxy —8uv F#yéﬂgvde —8uv F%yéuéndxy (2.7)

Fazendo uma troca de indices livres de modo a escrever £# e dx? em evidéncia na
expressdo (2.7), e mediante a igualdade com a equag@o (2.5) podemos extrair, uma vez

que EH e dx” sdo arbitrérios:

8uv Oy = &uvly — &nv ity — 8un Ty (2.8)

Fazendo uma permutagdo ciclica dos indices podemos obter a conexdo escrita em
termos da métrica e do campo 0, estabelecendo assim uma relag@o direta entre a conexao,
a métrica e o campo de 1-forma o;. Vamos obter por meio da permutagdo ciclica dos

indices trés equagdes, que sdo:

(i) 8uv Oy = guv\y_gnvrﬂ"}’_glﬂl Fg?’
(i) 8yuOv = &yulv — &nu Ty —&m Fﬂv
(ii) 8vyOyu :gvﬂu_gm/rgu_gvﬂr%

Fazendo (1) + (ii) - (iii) e considerando a simetria da métrica e da conexao pela troca

de indices, vamos obter:

(8uv Oy + 8y Ov = 8vyOu) = (8uviy +8yulv — 8vyiu) —28un vy

Multiplicando essa equacéo por g% e contraindo p, tem-se:

1 1
5#FTVI = ng (guvw+gw\v _gvylu) - Egua (guv Oy + &yu Ov — gy Ou)

1
Yy = {0y} —5(8 oy + 8 ov —gvy0”) (2.9)
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onde {J,} = %g“a (guV\7+ Syulv — 8wy i) sd0 os simbolos de christoffel de segundo
tipo, como foi apresentado em (2.3).

Quando os coeficientes da conexdo afim sdo dados pela equacdo dizemos que
eles representam os coeficientes da conexdo de Weyl, a qual se reduz naturalmente 4 co-
nexao riemanniana quando o campo de 1-formas ¢ € nulo. A expressao (2.8)) corresponde
entdo a condicdo de compatibilidade de Weyl, uma generaliza¢do da condi¢do de compa-
tibilidade riemanniana. Nesse caso, é facil mostrar que derivada covariante da métrica g

nao é nula, mas sim dada por

Por outro lado, essa se reduz a condi¢do de compatibilidade riemanniana quando
oy = 0, deste modo, a geometria de Weyl se apresenta como uma extensdo da geome-

tria riemanniana.

2.1 Transformacoes de Calibre na Geometria de Weyl

Consideremos agora a transformacao conforme dada por [|15]]

f(x)

Zap = ¢/ Vgap .11

onde ¢/¥) ¢ chamado de fator conforme e f (x) € uma funcdo escalar. Feita essa
transformac@o, precisamos saber qual deve ser a transformacédo de 0, induzida pelo novo

campo métrico, para que a condicdo de compatibilidade de Weyl descrita na expressao

(2.10) ainda seja vdlida. Para isso, devemos ter

Viudap = ZapOu = (efm gocB) = ¢/ go56, = (ef(x)> 8op +e/ggpin = Vgqpby

o F0)a W gap ¢ Vga0u = ¢/ Dgapdu = [F)a + 0] gape’™ = &/ Wgapdy

= Oy = Oy + f(X)|us (2.12)

onde estamos introduzindo a nota¢do gqp|y = Vugap para derivada covariante, e f (x) =
duf(x) para a derivada parcial.

Portanto, o, deve se transformar de acordo com a expressdo (2.12) para que a condi-
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cdo de compatibilidade de Weyl ainda depois da transformagdo conforme de g continue
vdlida. As expressdes que definem as transformagdes acima, isto €,
f(x)

8ap =€ "'8ap

G = Op + f(%)| (2.13)
representam o que se chama de transformagoes de Weyl, ou transformagoes de calibre
(também ditas transformagoes de gauge), e sao de fundamental importancia na geometria
de Weyl. Aqui é interessante notar que a conexdo de Weyl descrita em (2.9) ¢ invariante
sob tais transformacdes. De fato, temos

R Do con
Ty = 58" (8paiy+8avip — 8ypin) — 5 (85 Gy + 8,55 — 85,6)

1 _
= Ee fgla [(efgm)\y‘*— (efg,w)\/s + (engﬁ)M}

1
) [ag(cﬁf\y)ﬂLSﬁ(Gﬁ +fip) — 8py8"* (o2 +f|;L)]

1 1
=Tyt (85 iy + 87 fip — 8" *gypfin) — 5 (8 fiy + 87 fip — 8yps™ “fia).

Portanto,
l_“aﬁy: FO‘BY‘ (2.14)

Grandezas que ndo mudam sua forma sob tais transformacdes sdo chamadas de inva-
riantes de calibre.

Por defini¢do de norma ou comprimento de vetores, entdo é imediato ver que se EH
designa as componentes de um vetor &, entdo, depois da transformagdo conforme dada
por , se £ e { denotam os comprimentos do mesmo vetor em relacdo As métricas g e

g , respectivamente, entdo teremos

0% = g,uvg’uiv = ef(x)g“vguév . (2.15)

Uma questdo interessante diz respeito a quais sdo as condi¢cdes mais gerais que O
campo o deve satisfazer para que a geometria de Weyl se reduza a geometria riemanniana,
isto €, para que um vetor transportado ao longo de uma trajetéria fechada mantenha seu
comprimento preservado [16]. Essa condi¢do pode ser obtida da seguinte maneira. Seja &
uma curva fechada cujas equagdes sejam dadas por x* = x*(1), sendo A um parimetro.
Consideremos agora o transporte paralelo de um vetor tangente & de um ponto x(Ag) até

outro ponto x(A). A variagdo finita no comprimento de & serd obtida por integragéo a
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partir da equagdo (2.4). Assim,

1 Aar 1 [* ¢ 1 /2
dl = ~oudx*t = / — = —/ oudx* = In (—) = —/ opudx*
2 2 12 2 20 lo 2 "

1 A
=l =1{y exp 3 / G“dx“ , (2.16)
2o

onde ¢y é o comprimento inicial do vetor & em x(Ag). Se a trajetdria for fechada, ou
seja, se x(A1) = x(Ap), entdo podemos fazer uso do teorema de Stokes, de modo a escrever

a expressao (2.16) como:

1
{=1{y exp <Z//(G“V — Oyju)dxt A dxv> (2.17)

Para que a integral seja nula, o rotacional de 6, deve ser zero em toda parte, ou seja:

Guly — Oyju =0 (2.18)

Se isto acontece, podemos afirmar que existe pelo menos uma fungdo escalar ¢ tal
que 0y = dy¢ = ¢ - Nesse caso, € fécil ver que a integral | ;(“) oudx ndo depende
do caminho de integracdo, o que caracteriza a chamada geometria de Weyl integrdvel.
Além disso, é possivel mostrar que tal tipo de geometria pode se reduzir a uma geometria
riemanniana por uma transformacdo de Weyl apropriada, de modo a tornar o campo de
Weyl o nulo. De fato, o fator conforme que devemos escolher para que 6, = 0, deve ser

determinado pela condicao

d d
Oy = Oy + gx(z) =0=o0y=— ;x(;) = =@ dxt = df(x)
= f(x) = —¢ + constante. (2.19)

As consideragdes acima nos levam a definir naturalmente a 2-forma F' = 2d o, onde
do representa a derivada exterior da 1-forma o, de maneira andloga a definicdo do tensor

campo eletromagnético (ou tensor de Faraday), cujas componentes sdao dadas por

A chamada geometria de Weyl ndo-integrdvel trata do caso geral em que a 2-forma F é
nao-nula, o que corresponde a dizer que, pelo Lema de Poincaré, a 1-forma ¢ ndao é uma 1-

forma exata. Weyl interpretou geometricamente F como uma espécie de curvatura, a que
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ele chamou de "curvatura de comprimento" (Streckenkrummung), por oposi¢ao a curvatura
de direcdo (Richtungkrummung), esta ultima dada pelo tensor de Riemann. (Daqui em

diante, referir-nos-emos diretamente a 2-forma F' como o tensor Fy,y.)

2.1.1 Propriedades do Tensor F;,

Assim como o tensor de curvatura de Riemann, esse campo tensorial Fj, também
possui algumas propriedades importantes, a saber :
1) O campo tensorial F,y € antissimétrico:
FI'LV — _Fv” (2.21)

De fato,

Fuy = 0y — Oyjy = —(Oy|y — Opv) = Fuv = —Fuy (2.22)

2) Suas derivadas parciais satisfazem a relacao:

Fuvly + Fyupy +Foyjp— =0

3) Outra propriedade importante de Fy;y € de ser invariante sob transformagao de cali-

bre:

Fuy =6y — Gy == 0y + f(X)|u)y = Ovju — f(X)|vjy == Oujy — Oy

= F‘uv — FIJV? (2.23)

caracterizando, assim, o Fjy como sendo uma quantidade geométrica intrinseca da

geometria de Weyl.

2.1.2 Invariantes na Geometria de Weyl

Na geometria de Weyl alguns conceitos da geometria riemanniana sdo mantidos. Por
exemplo, a definicdo de transporte paralelo, em que intervém a conexao afim é a mesma.
Portanto, podemos definir uma geodésica afim (ou auto-paralela) cujo vetor tangente é
transportado seguindo a lei de transporte paralelo, ou seja, permanecendo paralelo a si
mesmo. No entanto, a segunda defini¢ao da geodésica, como sendo uma linha entre dois

pontos de menor comprimento, que € usada na geometria riemanniana, ndo pode mais
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ser considerada na geometria de Weyl, pois o comprimento de uma curva ndo € uma
quantidade invariante de calibre. Em contrapartida, o conceito de uma geodésica nula é
invariante por calibre. Este € um fato importante tendo em vista o papel da geodésica
nula na descricdo da trajetéria de uma particula livre na relatividade geral. Outro conceito
definido da mesma maneira que na geometria riemanniana € o de derivada covariante.
Sabemos que na geometria riemanniana a curvatura do espago causa o chamado des-
vio geodésico, o qual € quantificado pelo comutador das derivadas covariantes, sendo a

curvatura quantificada pelo tensor de Riemann, de acordo com a relagdo

E% By =% yip =R%npy S (2.24)

A equacdo acima nos leva naturalmente ao fensor de curvatura de Riemann, que, em

termos dos simbolos de Christoffel de segundo tipo, € definido pela expressao

5 5
Ry =Ty =Ty 105y T %65 — T pn T %5y (2.25)

A partir desse tensor definimos também por um processo de contragdo de indices as

seguintes grandezas geométricas:

a) O tensor de curvatura de Ricci, dado por

Rgn =R%gqn, (2.26)

b) O escalar de curvatura, a partir do tensor de Ricci, por uma contragdo de indices

deste dltimo, a saber,

R=gP"Rg,. (2.27)

E importante ressaltar que na geometria de Weyl, o tensor de curvatura € definido da
mesma forma como na geometria riemanniana, embora a conexao usada em sua defini¢ao

seja a conexao de Weyl, a qual é dada por

1
gy = {5y} =5 (85 0y = 670 —85,0%). (2.28)

Como a conexdo de Weyl ¢é invariante sob transformagdes de calibre (2.13)), o tensor
de curvatura R* gyn € o tensor de Ricci Rgyy, que dependem apenas da conexdo e de suas
derivadas, também sdo invariantes de calibre. Por outro lado, o escalar de curvatura R
definido por uma contragdo com a métrica g, ndo € invariante sob essas transformacdes,

ja que, designando por R e gPM as grandezas R e gPM transformadas, temos
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R— gﬁngﬁn — e_ngnRﬁn —e¢ 'R (2.29)

Nosso interesse agora € definir o escalar de curvatura na geometria de Weyl, ou seja,
em termos da conexdo de Weyl e determinar sua lei de transformacao por transformacoes
de Weyl e, também, encontra uma relagdo com o escalar de Riemann. Esse cdlculo, como
veremos, é bastante facilitado pela escolha de um sistema de coordenadas geodésicas.
Portanto, como o escalar de curvatura R independe do sistema de coordenadas usado,
vamos considerar assim como [[16], um sistema de coordenadas geodésicas em um ponto
P, e calcular o escalar de curvatura nesse ponto. Vamos, a partir de agora, identificar as
grandezas riemannianas, seguindo a mesma notacgéo de [11,/15] com um til (~) para
distinguir as grandezas de Weyl das grandezas riemannianas.

No sistema de coordenadas geodésicas, considerando no ponto P, a conexdo rieman-
niana dada pelos o simbolos de Christoffel de segundo tipo € nula, e assim o tensor de
Riemann € descrito apenas pelos dois primeiros termos de (25) por serem termos onde
intervém derivadas da conexdo, ndo necessariamente nulos.

E facil ver que na geometria riemanniana o escalar de curvatura é dado por

R=gPr g — (gB"F“ﬁn> PO pa I 5y — gPTT0 g T, (2.30)

Nesse sistema de coordenadas a conexao de Weyl assume a forma:

1
g, = —5(6§‘Gy+ 6, 05 —gp,0%) (2.31)

Para definirmos R na geometria de Weyl, precisamos definir os elementos de (2.30) em
termos da conex@o de Weyl. Da conexdo de Weyl descrita pela expressio (2.28) podemos
encontra os termos derivados da conexdo riemanniana pois podem ser diferentes de zero.

Podemos encontra o primeiro termo derivado no escalar de curvatura, fazendo agora

a contracdo de indices Y = o. Obtemos, entdo:
- 1
Faﬁy = ng— 5(6[3167/4— 5;,10!3 —gByGa)

~ 1

- 1

~ n
=T, =T§,—50. (2.32)
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De (2.28) novamente, fazendo uma contragio com a métrica inversa gP?, podemos

obter o segundo termo do escalar de curvatura:

~ 1
P, = gPUIE — Egﬁ"(agcn + 805 —gpno®)

o |
= g%, = g0, + S (n-2)0”, (2.33)

onde usamos nestas demostracdes o fato de que ghn gpn = 65 = n, sendo n a dimen-
sdo do espago. Nos outros dois dltimos termos do escalar de curvatura ndo aparecem
derivadas da conexdo; por isso consideramos a conexdo de Weyl dada em (2.31]), onde
a conexao riemanniana € nula. Desse modo, podemos determind -los diretamente, como

mostramos abaixo:

|
P ol % = 787" (85 0a + 85,05 — 850" ) (85 0y + 8703 — 824 0%)

1
= Zgﬁn(GBGn+GnGB —8pn0%0q+ 84 00Oy 4 Og Oy — O Gy — GOy —gﬁnc’lcfm-cncﬁ)

1
= Zgﬁ"(Z OOy — gpn 0 *Oq +n0ROY —gﬁnO'}”G;L)

1
= ;(20pgP Moy — gPMgpn0%0q +nopgPloy — gPMgp, 0% 0y)
1
= Z(Zcﬁoﬁ —nogo? —|—n6ﬁ6ﬁ —no,ct).

Fazendo A = 8 = «, obtemos a relago

_obrrh, e, L a 2.34

8 Bal An = 4(n )00 (2.34)
De maneira andloga, nés encontramos
1
= gPIT%5, %5, = —nln— 2)o50° (2.35)

Assim, o escalar de curvatura R em termos da conexao de Weyl é dado substituindo-se
(2.32), 2.33), (2.34) e (2.33) na expressdo (2.30) do escalar de curvatura na geometria
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riemanniana. Tem-se, entdo,

- - 1 1 1
o

n

- - n 1 1 1
= [P fan ~ (")) ~ (56708) 5 (-2t [an—z) ~(n1=2)| 640"

- 1
R:R—(n—I)Ga‘a+4—1(n—l)(n—2)0'a6a. (2.36)
Por outro lado, ndo € dificil ver que podemos reescrever essa expressao como:

R:I?+%(n—1)(n—2)6a6a—(n—1)

1
V=8

Esta € a expressao do escalar de curvatura na geometria de Weyl, dado em termos do

(V=8 0%)a (2.37)

escalar de curvatura riemanniano R e do campo de Weyl 6,,. Observa-se que a expressio
de R € invariante sob mudanca de coordenadas dado o fato que todas as partes de (2.37)
s@o escalares; assim, essa expressdo € valida em todos os sistemas de coordenadas e ndo
sO no sistema de coordenadas que adotamos para essa demostragdo. Para um espago 4-
dimensional (n = 4), a expressdo (2.37) se reduz a

R=R+ %(aao“) —3\/%_g(\/—_g 6 4. (2.38)

onde o tultimo termo pode ser escrito em termos da 4-divergéncia riemanniana do vetor

contravariante 6%, a saber, V0% = \/;Tg(‘/_g 0%)|q- Assim :

. 3 ~
R=R+3(040%) ~3V40" (2.39)

E importante ressaltar que na geometria de Weyl se tomarmos um campo vetorial co-
variante definido pela contragdo da métrica com um campo vetorial contravariante vamos

obter uma quantidade que € ndo invariante de calibre, pois

Ea = 8ap éB = ef(x)gaﬁ éﬁ
Eu=e/ME, (2.40)

Portanto, para termos quantidades tensoriais que se transformem pela lei usual de
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mudanca de coordenadas na geometria de Weyl, € introduzido assim como ressalta [[16],
o conceito de peso de um tensor em relacdo as transformacdes de calibre. De um modo

geral, se um tensor se transforma segundo a lei

Erop = (e/W)rg%p (2.41)

dizemos que &% g.. € um tensor de peso n. Segundo essa defini¢do, as grandezas de
peso nulo (n = 0) s@o invariantes de calibre, a exemplo do campo tensorial Fyy. Ja o
tensor métrico g,y ao ser submetido a uma transformacio de Weyl, tem peson=1. O
campo vetorial 6, ndo possui peso, uma vez que sua transformacao é descrita por (2.12)).
Analogamente, € possivel atribuir peso a densidade tensorial \/—g ( ver [[1 1,/16]) Podemos
verificar isso facilmente considerando g,y na forma matricial, e levarmos em conta que
ao multiplicar uma linha da matriz pelo fator ¢/ multiplicaremos o determinante de guv >
denotado aqui por g por esse mesmo fator, isto € :

f

Suv=¢egun=3=¢g (2.42)

Para o caso de uma matriz quadrada com n linhas vamos ter, entao:

g=eYg (2.43)

O determinante g de gy, portanto, tem peso n em relagdo a transformagdo de calibre
(2.11), sendo n a dimensdo da variedade. Se tomarmos o fator de densidade tensorial
\/—g para um espago-tempo quadri-dimensional (n = 4), verifica-se que ele tem peso 2

sob uma transformacao de calibre, isto € :

V=g s =M (2.44)

E interessante notar ainda, que apesar do campo tensorial Fy;, ser uma quantidade
invariante de calibre, a sua forma contravariante nao o € , tendo em vista que a mesma €
definida por duas contracdes com a métrica. Podemos verificar isso facilmente. Como a

transformacio de calibre de gV é ghv = e~/ g1V | temos

Faﬁ — ga'ugﬁvFuv — eizfgaungFuv. .

Portanto, FOF = ¢=2fFoB Logo, vemos que F aB ¢ nao invariante de calibre, tendo peso
n = —2. Por outro lado, podemos construir um tensor invariante .% B em uma variedade

4-dimensional multiplicando F op pela densidade tensorial \/—g. De fato,
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FOP —FOP\/—g = 2 FP2 \J—g = F*P /=g,
= FoP = zob (2.45)

De modo andlogo, podemos fazer o mesmo com o escalar de curvatura de Weyl R,

produzindo assim, uma grandeza invariante de calibre, considerando a seguinte expressao:

R*\/—g (2.46)

Vale notar que o conceito de transformacgdo de calibre desempenha um papel fun-
damental na geometria de Weyl, sendo assim relevante definir grandezas invariantes de
calibre para a formulacdo de uma teoria consistente com o Principio de Invaridncia de
Calibre, postulado por Weyl e necessario em sua teoria para a geometrizagao do eletro-

magnetismo.

2.2 O Eletromagnetismo na Geometria de Weyl

Para uma compreensao fisica da inten¢do de Weyl em sua geometria, é preciso fazer
uma conexao com o eletromagnetismo, incorporando seu formalismo na nova geometria.
Com esse intuito, faz-se necessdrio expressar o campo eletromagnético em termos da
geometria do espago. O fascinante € que isso ocorre naturalmente, o que torna a teoria tao
elegante. Podemos naturalmente interpretar o tensor Fy;y definido em (2.20) como o tensor
campo eletromagnético, bem como o 4-potencial eletromagnético como o campo oy, ,
sendo a componente oy identificada ao potencial escalar ¢, e por conveniéncia definimos
o; = —A; (i=1,2,3) como o potencial vetor, ja que a relagdo entre o 4-potencial e o
tensor campo eletromagnético é descrita exatamente como em (2.20). Essa interpretagdo

permite obter o primeiro par das equacdes de Maxwell, que provém da identidade

{Foplyy =0 . (2.47)

Naturalmente o segundo par de equacdes do eletromagnetismo, devem ser obtidas da
variacdo da acdo em relagdo a ¢, como veremos posteriormente.

Observemos que sendo a densidade tensorial . %% bem como Fyop » quantidades in-
variantes de calibre na geometria de Weyl, as equacdes de Maxwell nessa geometria,
obtidas a partir de um escalar construido com essas grandezas deverdo naturalmente se-

rem covariantes em relacdo a transformacdes de coordenadas e invariantes em relagao as
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transformacdes de Weyl. Desse modo, como coloca [[11]], ” o eletromagnetismo surge
como uma consequéncia natural dessa nova geometria, da mesma forma que a gravitagao
na relatividade geral”.

Para encontrarmos agora uma relacdo para o campo eletromagnético e o campo gravi-
tacional em termos das quantidades 0y € 8o, precisamos estabelecer equagdes de campo
que relacionem tais quantidades. Com esse intuito, devemos inicialmente estabelecer uma

acdo, algo como:

S = / Wy/—g d*x, (2.48)

onde € introduzido W, que deve ter peso —2 em uma transformacao de calibre, ja que
\/—g tem peso 2, para termos uma relaco escalar invariante de calibre no fator integrante.
vamos defini # = W,/—g como uma densidade escalar na geometria de Weyl (a nossa
densidade lagrangiana), tendo em vista que queremos obte equagdes de campo invariantes
de calibre.

Portanto, podemos escrever a expressao (2.48]) como:

S:/V/ d*x.

O nosso intuito é fazer uso do principio variacional, isto € , queremos encontra uma
W que, satisfazendo as condi¢des usuais na fronteira da regido de integragdo, atinja seu

extremo na configuracio que deve descrever a evolucao real do sistema [17], ou seja:

0S8 =0, (2.49)

Devemos, entdo, definir uma densidade lagrangiana %/, cuja sua forma seja invariante
sob transformacdes de Weyl, e que leve as equacdes de campo.

Conforme [16]], precisamos defini % em termos do tensor métrico gqp € de sua pri-
meira derivada, como também do campo vetorial o, € de suas primeiras derivadas, de
modo que possamos encontra as equagdes de campo na geometria de Weyl ao aplicarmos
o principio variacional.

A forma da densidade lagrangiana % proposta por Einstein para descrever o eletro-
magnetismo na relatividade geral, que leva as chamadas equacoes de Einstein-Maxwell,

foi

W:(R+§ wsF*P)v/ =g, (2.50)

onde C € uma constante que depende do sistema de unidades utilizado. Entretanto, R/—g
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tem peso 1 sobre uma mudanga de calibre, ou seja, ndo € invariante de calibre. Portanto, a
densidade lagrangiana como proposta por Einstein ndo pode ser usada na teoria de Weyl.
Devemos escolher, segundo [[16], uma densidade lagrangiana andloga a da (2.50)), mas
de modo a ser invariante de calibre, ou seja, ter peso nulo em uma transformacao de Weyl.
A forma mais simples é
W = (R*+ wFys F*F) /=g, (2.51)
tendo em vista que R>\/—g é invariante de calibre sob transformagdes de Weyl. Assim, a
acdo proposta por Weyl serd dada por

S = / (R*+ wFysF*P) /=g dx. (2.52)

Fazendo a variagc@o de S e admitindo o principio da minima ac¢ao, obtemos

85=0= 5/(R2+a)FaBF“B)\/_—g d*x=0

= /[ S(R*V=g) + 08 (FupF* /=g)] d*x=0 (2.53)

Analisando o termo 8 (R?/—g) separadamente, podemos escrever (2.53) de uma forma

mais adequada para o nosso propdsito:

8(R*\/—g) = 2RSR\/—g +R*8(\/—3)
= 2RS(R\/—g) —2R*8(\/—g) + R*8(\/—3)

= 8(R*\/—g) = 2R8(R\/—g) —R*8(v/=g) (2.54)

Considerando-se o fato de que o escalar de curvatura R ndo € invariante de calibre,
tendo peso n = —1, pode-se escolher um gauge (ou calibre) para o campo o € o tensor

métrico g4, como o fez Weyl, de modo que

R=A, (2.55)

sendo A uma constante. Podemos entdo, escrever o termo em (2.54) de modo a termos

uma expressao mais simples para a variacio de S. De fato, teremos

S(R*V/=g) = 2A8(R)\/ =g + A*3(v/~g)
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= 208(RV=g) - A26(v/ =)

= 5(R/g) =2A 5<R¢——g>—§6w——g>} 2.56)

Assim, podemos escrever (2.53)) como:

55 = ZA/ {S(R\/—_g) - %3(\/—_5’) +%5(FaﬁFaﬁ\/—_g)} dhe =
Ou ainda,

5S = 5/(R——+— F“ﬁ)\/_d4x— (2.57)

Substituindo o escalar de curvatura R da geometria de Weyl, dado em termos do esca-

lar riemanniano R pela (2.37)), vamos obter:

3 A o
6/|: GaG ) \/—__g(\/—g Ga)a—a—}—ﬂFaﬁF(xﬁ] vV —& d4X:O.:
:>6/{ ~ (040 )—ﬁ+— aﬁF“ﬁ} Vv—g d*x —3/aa V—g 6%)] d*x=0

J

(2.58)
A integral em destaque na expressdo (2.58) tem valor zero, pois trata de um termo de

fronteira. Finalmente, obtemos:

. 3 A o
5/|iR+§(GaGa)—§—|—2— FaB:| v -— d4x— (2.59)

A partir dessa expressao podemos encontra as equagdes de campo eletromagnéticas e
gravitacionais da teoria de Weyl no calibre natural, ao fazermos uso do principio variaci-
onal, considerando a varia¢do em relacdo ao campo de Weyl 6y, , e em relagdo ao campo

métrico g,y de maneira independente.

2.2.1 As equacoes de campo no calibre natural

Para encontrarmos as equagdes para o campo o, devemos considerar a variagdo em

relacdo a esse campo da expressdo (2.59). Desse modo, precisamos definir a forma das
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variagdes dos termos 6(0q0%/—g) e também & (FygF @B /=g), que sdo os tnicos ter-
mos ndo-nulos na variacdo em relacao ao campo de Weyl . Vamos calcular estas variagdes

separadamente:

8(000%\/~g) = 6(0a)0%/~g+0a6(0%)\/~¢. (2.60)

Fazendo uso da relagdo 646(0%) = 60%6(0y) , obtemos

8(0q0%/—g) =2/—g %6(0q). (2.61)

Jé a variagdo 6 (FopF @B /=g) é obtida da seguinte maneira:

S(FupFP/=g) = /=gF P §(Fyp) + \/—gFup S (FP). (2.62)

Utilizando agora a relagdo F*P 0(Fyp) = Fopo(F “B) | vamos ter:

8(FoupFP\/=g) = 2/=gF*P §(Fop) = 2/=gF*P[ (804) g — (80p) s ]
= 8(FupF ™ \/=g) = 2y/—=gF " [2(504) 3 ]. (2.63)

Para propdsitos posteriores vamos escrever a expressao (2.63)) como:

S(FupF*P/=g) = (4/—gF*F 504) 5 — 4(v/—gF*F) |5 604 (2.64)
Desse modo, ao substituirmos (2.61)) e (2.64) em (2.59)), tém-se:

/|:3\/—_g Ga66a+%<4\/—_gFaB56a)|ﬁ ——(\/_Faﬁ)ug 6005} d*x=0
(2.65)

/{3\/—_5, Ga_sz(\/—_gF“ﬁ)IBPG“d% +/%(4V_g”aﬁ5"a>ﬁ d*x=0

-~

(2.66)
Na equacdo acima, a integral em destaque se anula, pois se trata de um termo de

fronteira. Deste modo, encontramos

/l3\/—_g G“—sz(\/—_gF“ﬁ)m ] §oq d*x =0. (2.67)
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Dado o fato de que 86, é uma variagio arbitrdria, conclui-se que

A
(V=8F*)p =5 V-8 0% . (268)

Fica claro que para um calibre diferente do calibre natural (R = A), a equagio acima
deve mudar.

Do mesmo modo, tomando novamente a expressdo (2.59), podemos obte as equa-
coes de campo gravitacional na geometria de Weyl no calibre natural fazendo agora uma

variag¢@o em relagdo ao tensor métrico gv. Temos, entdo,

6/{R+%(0'a0“)—é+ O o gF | /g dx=0 (2.69)

Vamos ver como ficam as variacdes de cada termo de (2.69) em relacdo ao campo mé-
trico. Considerando a identidade 8./—g = —%\/— 28ap 0 g®P obtemos para o primeiro

termo:

S(RVE) = 8(R) 5+ R3(v/8) = 8(Rups™)y 5+ RO(/5)
= 5(Rup) 8™ V=8 + R85 )/ =8 ~ 5 Rea/~88(5°)
3(8y=0) = (Rap ~ 3Reap ) VEOGE™) + 6Rap)e®V=g  (270)

Vejamos agora os outros termos:

§(cuot/—g) = 8(0a0pg™’) =g+ 0,04 8(v/~g) = 0uopV/—g8(g*" )+

1
~50u0"gap —g8(g%F)

1
3(0u0" =) = (Gu0p ~ 30u0Meup ) VEOEP) @)

Para o termo & (FygF @B /=g) vamos obter

8 (FopF®P \/=g) = FuyF*Y 8(v/—8) + FopFuvv/—g8 (g% gP") (2.72)
1

= 5V =88ap8 (") Fuv 1" + V/=gFap Fuvs?V 8 (™) + V/=gFapFuvg™ (s

1

= —5V=88ap8 (g™ ) Fuv F*Y + /= gFauFpugh" 8(%) + V=gFyp Fuag™ (sP%).
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Considerando as propriedades antissimétricas de Fj,y, temos

1
S(FaﬁFaﬁ V—g8)=-2 <g#vFavF[3p + Zgoc[iFquuv> V _g5(gocﬁ)_ (2.73)

De maneira mais compacta:

S(FupF*P/=g) = —2T,5/—8(g*P) (2.74)

onde Top = gMV FovFp, + }‘gaﬁFqu 1V que podemos interpreta como sendo o tensor
momento-energia do campo de Weyl. Portanto, substituindo as expressdes (2.70), (2.71)
e (2.74) em (2.69), vamos obter

1.3 1 A o
SSZ/ lRaﬁ —5Rgap+3 (%Gﬁ - E%G”‘é@ﬁ) + 3 8ap — 1 Tup | V=88(s%P)d'x+

4 / §%P\/=g6Rypd*x =0 (2.75)

N

-

A integral em destaque € nula, pois o termo do integrando pode ser expresso como
um termo de superficie. Portanto, impondo que 8S = 0, e como a variacio &(g*P) é

arbitraria, podemos concluir que

_ | 3 1 A 0]
— z — H _ = —
Rep 2Rgaﬁ + > <Ga6ﬁ 20",16 gaﬁ) + 4gaﬁ = ATaﬁ (2.76)
Do mesmo modo que (2.68)), essa expressdo também sé é valida no calibre natural
(R=A). Observe que quando o campo de Weyl é nulo, o, = 0, recupera-se naturalmente
a equacao da relatividade geral que descreve o espago vazio sem a presenga de campo
eletromagnético, quando considerado a constante cosmoldgica.
- | A
Rep — ERga[; + 2808 = 0, (2.77)
onde a constante A pode ser interpretada como sendo a constante cosmoldgica. Desse
modo, podemos considera que a teoria de Weyl se apresenta como uma extensao da teoria

da relatividade geral de Einstein.
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2.2.2 Asequacoes de campo em um calibre qualquer

Podemos obter as equagdes de campo eletromagnéticas e gravitacionais validas para
qualquer calibre (gauge) e ndo apenas para o calibre natural escolhido anteriormente, o
qual restringia o escalar de curvatura de Weyl R a ser uma constante A, que poderia ser
entendida como sendo a constante cosmoldgica,

Tomando as transformagdes de Weyl definidas agora como [15]:

f(x)

gab’ =e gaﬁa

Ou = Gu+ /(%) |5

vamos busca determinar a forma da transformacdo de calibre necessaria para passarmos
do calibre natural em que R = A para um calibre qualquer R. Sendo a métrica inversa
g% = ¢=/g%P e como o tensor de Ricci ¢ invariante de calibre (R, g = Rop) na teoria de
Weyl, podemos pela defini¢ao do escalar de curvatura obter a forma da transformacgao de

calibre necessaria. Assim, temos:

R:gaBRaﬁ :e*fg“ﬁRaﬁ =e¢e/R=R=¢'R

R
VA 2.7
=e A (2.78)

Portanto, substituindo nas transformacdes de Weyl podemos escrever:

o R
8ap =¢'"Zap = gap = 3 Fap (2.79)

Como também,

R _
u

1. -

Sob essas transformagdes vejamos como ficam os termos /—go%* e \/—gF @B da

equacao (2.68):
—f - | -
V—g0% =/—gg" o, =+/—ge fgom {0'“ + EQHR}

1. 1.
= /—ge* e/ gt {Gu n I—éauR] = /—ge/ g™ [c‘;u n I—é&”R]
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R 1.
= /—go% = K\/—ggo‘“ [c‘r,l + Eg“R] (2.81)

Como Faﬁ = Fyp , temos diretamente:

(v=er aﬁ>ﬁ N <\/__gga”gﬁvF“v)|ﬁ N <\/__ge_2f€fefgaﬂgﬁvﬁ“v>|ﬁ

= (v=ar?) = (v=ar) (2.82)

Substituindo entdo (2.81) e (2.82) nas equacdes de campo eletromagnéticas obtidas

no calibre natural (2.68)), vamos obter:

(V=8F*) 5 = %\/—_g g [R6y + IuR] (2.83)

Essas sdo as equagdes de campo eletromagnéticas para o campo Gy, vélidas para
qualquer calibre.

Para obtermos agora, as equagdes de campo gravitacionais na teoria de Weyl vélidas
para qualquer calibre (gauge), vamos realiza um procedimento semelhante. Tendo em
vista que o tensor de Ricci Rqg na geometria de Weyl € invariante sob transformagdes de
calibre (gauge), podemos escrever a equagao unicamente em termos de quantidades

com valores validos para qualquer calibre. O tensor de Ricci weyliano é dada por

~ 1, - ~ ~ 1
Rop =Rop —Fop — E(Vﬁaa +Va0p +8upVuot) — E(GaGB —8qpouc*). (2.84)

Observe-se que o tensor de Ricci na teoria de Weyl nao € simétrico devido a presenca
do tensor campo eletromagnético Fyg que € antissimétrico pela troca de indices. Assim,
podemos decompor o tensor de Ricci em uma parte simétrica R, € outra antissimétrica

Ry, sendo:
- 1 -~ ~ - u 1 y
R(ap) =Rap =5 (VpOu+VaOp +8apVu0") = 7(0a0p —gapouc”) (285

Riap) = —Fup (2.86)

Da equacao (2.83) podemos expressa o tensor de Ricci riemaniano em termos da parte

simétrica do tensor de Ricci weyliano acrescentando mais alguns termos:
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- 1 - ~ ~ 1
Rop = Riap) + E(Vﬁ Co +Va0p +8apVuoh) + E(GaGﬁ — 8apOuct) (2.87)

Podemos ainda obter o escalar de curvatura riemanniano em termos do escalar de
curvatura de Weyl contraindo com g?B, isto ¢ definido por R = g“BRaB. A parte
antissimétrica € nula, uma vez que g%P Fyp = 0 por ser o produto de um tensor simétrico

g® com um antissimétrico Fyp. entdo, vamos obter:

_ 1 5= - - 1

8*PRop = g"PRup) +§gaﬁ(vﬂ0a+va65 +8apVuo)+ Egaﬁ(coccﬁ —8apOuc”)
_ 1 - - - 1

R:R+§(Vﬁcﬁ +Vo0® +4V,01) + (050" — 4oy cH) (2.88)

onde usamos o fato de g“ﬁ gap = n = 4. Fazendo uma troca dos indices livres de

modo a escrever:

. 3 ~
R:R—EGuG“—I—?)VuGu, (2.89)

que é equivalente ao escalar de curvatura encontrado pelo método de coordenadas
geodésicas. E interessante notar também, que no calibre natural o campo de Weyl &
obedece a equacdo (2.68). Dessa forma, ¢ imediato ver que ao derivarmos ambos os lados
de (2.68) em relagdo a x* obtemos

Vao® =0, (2.90)

condicdo a que nos referemos na literatura como gauge (ou calibre) de Lorentz, que
aqui aparece naturalmente. Feitas essas consideragdes, podemos reescrever o tensor de
Ricci riemanniano (2.87)) e o escalar de curvatura (2.88)) como :

- 1, -~ ~ 1
Rup =Rap) + E(Vﬁ Ca +Va0p)+ E(Gadﬁ — 8apouc*), (2.91)

o que implica

R=R-— %GNG“. (2.92)

Substituindo agora as equagdes (2.91)) e (2.92)) na equagdo de campo gravitacional no

calibre natural vamos ter:
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1 -~ - 1 1 3
Riap)+5(VpOa + VaOp) + 5 (0a0p ~ 8apouct) — 5 (R~ J0u0")gap +

3 1 A ()
+ 5(6066[3 - EgaﬁG“G“) + 280 = A lap (2.93)

A derivada covariante riemanniana também pode ser expressa em termos da derivada

covariante Weyliana, que € definida como :

~ 1

Desse modo, podemos escrever (2.93) como :

1 A 1 0}
Riap)— EgaBR + 2 8B + i(vﬁaa +Va0p)+0a0p = A aB (2.94)
Aplicando agora as transformagoes (2.78)), (2.79) e (2.80) vamos ter:

_ 1 /R _ A[R_ 1 _ | R _ 1. -
Riap) =5 (K&xﬁ) A+ (X&xﬁ) +5[Vp(Ga+ 59uR) + Va(Gp + zIpR)| +

I R I S
+ (6 + I—éaaRxGﬁ + I—?aﬁR) = A lape / (2.95)

Sendo e_f = /I—%, podemos €screver €ssa expressﬁo como:
I T N ) -
R |R(ap) ~ 18apR| + 5R(VpGa +VaOp) + Vg VaR + R60Gp +

+(6aVpR+65VoR) = 0T, (2.96)

Definindo o tensor simétrico D4 por

_ 1= _ _ _ _ _ -

a equagdo (2.96) pode ser escrita de maneira mais simples como sendo

COTaﬁ = RGaﬁ +D(aﬁ) (2.98)

onde Gop = R(aﬁ) — %gaﬁR, € o tensor de Einstein. Essas sdo as equagdes de campo
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gravitacionais na teoria de Weyl, vdlidas para qualquer calibre (gauge). Admitindo o caso
particular em que o campo de Weyl seja nulo, podemos recupera as equacdes de campo
da relatividade geral. Com efeito, sendo 6, = 0, vamos ter como consequéncia direta
que Ty =0 e Fyg = 0. Assim, de (2.83)) temos:

JduR = 0= R = A = Constante. (2.99)

Entdo, de (2.92) ficamos com:

R =R = A = Constante (2.100)

Isto implica que D 4g) = 0, e, portanto, da equagdo (2.98) vamos ter duas possibilida-
des:

=
I
=)

ou

Gop =0 (2.101)

Se R = 0 podemos concluir que as solugdes das equacdes de Weyl serdo idénticas as
solucdes das equacgdes de Einstein no vazio, com I?aﬁ = 0. Por outro lado, se G4 =0,
temos que R(aﬁ) = %gaﬁA, isso implica dizer que as solucdes no vacuo das equagdes
de Weyl correspondem a espacos em que o tensor de curvatura de Ricci é constante,
conhecidos na literatura como espacos de Einstein [15]).

Esses resultados sdo bastante interessantes, mostrando uma possivel maneira de in-
corporar eletromagnetismo e a gravitacao através de uma modificacdo da geometria do

espaco-tempo, o que €, sem dividas, uma ideia brilhante.



CAPITULO 3

A TEORIA INVARIANTE DE WEYL E O CAMPO DE
PROCA

Numa leitura atual da teoria de Weyl em sua versdo original aponta que, apesar da
sua elegdncia matemadtica existem algumas questdes a serem esclarecidas, a comecar pelo
fato dela ndo descrever como a gravitacdo e o campo eletromagnético interagem com a
matéria [[6]. Em particular, esse reexame revela que de certo modo que a teoria estava
incompleta. Neste sentido, buscamos aqui apresentar uma discussao detalhada de uma
possivel modificacdo e reeinterpretacdo da teoria, de modo a torna-la completa e consis-

tente com o espirito original de Weyl.

3.1 A Critica de Einstein a Teoria de Weyl

Einstein apontou um fato bastante desestimulador sobre a teoria de Weyl reverente
a suas previsdes observacionais, conhecido hoje como o segundo efeito do relogio [|18]].
Vindo de Einstein, isto se tornou uma forte critica a teoria, o que levou ao seu esqueci-
mento durante um longo periodo. O cerne da critica de Einstein depende da defini¢ao
e de certas interpretacdes de algumas nogdes relativas ao tempo préprio de um relégio
ideal. Para entendermos melhor isto, vamos parti de uma anélise simples, como € feito
normalmente [6,/11,|15]]. Como vimos, ao fazermos o transporte paralelo de um vetor ao

longo de um curva, a sua norma € alterada de acordo com a expressao abaixo:

28
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1 A
(= Vlyexp E/AO opdxt (3.1

Consideremos uma regiao do espagco em que o campo de Weyl e o campo gravitacional
ambos sejam estaticos e com simetria radial, sendo a unica componente diferente de zero
do campo de Weyl oy = ¢(7). A proposta de Einstein é associar o periodo (isto é, seu
"tique-taque") de um relégio ao comprimento ¢ de um certo vetor do tipo-tempo, de modo
que considerando um relégio em repouso no instante x’ = 0 associamos ao comprimento

¢y o periodo Ty, entdo, no decorrer de um tempo x° = ¢ o periodo do relégio de acordo
com (3.1) é :

0

1 [ 1
T = Tpexp 5/ oodx’ =  T=Tpexp (5 ( (pt)> , (3.2)
0

Isso implica dizer que se tivermos dois relogios atdmicos idénticos, onde o “tique-
taque” desses reldgios corresponde a frequéncia de radiacido emitida pelos relégios, ao
transportar um deles passando por uma regido do espagco com a presenca do campo de
Weyl e o outro por uma regido em que nao tenhamos o campo de Weyl, o primeiro sera
afetado, sendo que ao se encontrarem novamente o relogio afetado continuard a emitir
radiacdo em uma frequéncia diferente, ou seja, o espectro de radiacdao do atomo € afetado.
Entretanto, o espectro de radia¢do do 4tomo é bem definido e tal altera¢do nunca foi, em
principio observada (pelo menos dentro de certa precisao [S]]).

Comecemos por discutir a objecdo feita por Einstein. Entendemos que a teoria de
Weyl, como uma teoria que adota o Principio de Invaridncia de Calibre, deve ter suas
quantidades descritas de modo a serem invariantes sob transformacdes de Weyl. Sendo
assim, € de se esperar que a nocao de tempo proprio também o seja. Analisando-se o ar-
gumento de Einstein, percebemos que a sua critica se baseia, de certo modo, na defini¢ao

de tempo préprio riemanniano, a saber:

AT = 1/ [guvU“UV}% dA (3.3)
C

onde U € o vetor tangente 4 linha de universo de um relogio que viaja ao longo de
uma curva x* = x%(1), e ¢ é a velocidade da luz.

Vejamos que essa definicdo riemanniana nao € invariante sob transformacgdes de Weyl,
e que também ndo contém o campo de Weyl, ou seja, o campo de Weyl ndo contribui nessa
defini¢do de tempo préprio, o que estd em desacordo com as caracteristicas intrinsecas das

quantidades fundamentais da nova teoria. Um primeiro passo, seria, portanto, é buscar
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uma defini¢do de tempo préprio invariante sob transformacdes de Weyl.

3.2 Reexaminando a critica de Einstein

Na busca de uma defini¢do de tempo préprio AT que seja compativel com a teoria de

Weyl, [7] apresenta algumas condi¢des que devem ser considerados. Essas condi¢des sdo:

1. Ser invariante sob as transformacoes de Weyl;
2. Ter dependéncia tanto na métrica g,y quanto no campo de calibre oy;;
3. Deve recair em (3.3) quando o}, for igual a zero;

4. Deve ser escrito na forma At = [.% (U, g, 6) dA , sendo .# uma fungdo homo-
génea de primeiro grau em relagdo ao vetor tangente U. Essa condi¢do garante a

invariancia de AT sob reparametrizacao.

Uma definicdo que obedece a tais condicdes aparece na teoria escalar-tensorial geo-
métrica, em que a geometria corresponde a uma variedade de Weyl integravel, um caso

particular em que oy = @), (ver [[19])), sendo dada por

by dxt dx”\ 2
AT:L e 2 (g“vﬁﬁ> dA. (34)

No entanto, na proposta recente que traz uma abordagem invariante da teoria original
de Weyl (ver [6]), define-se uma métrica invariante 7}y COMo mostraremos a Seguir.

Com 7,y € possivel definir um tempo préprio invariante, como também buscar esta-
belecer um procedimento invariante para considerar o acoplamento entre a geometria e a
matéria.

Neste sentido, vamos busca definir esse novo tensor métrico no calibre natural R = A.
Considerando assim, como [6], a transformag¢ao de Weyl

8uv = efguv

podemos defini esse novo tensor métrico no calibre natural impondo que

R:A:g_'uvR’uv iAZE_fR
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IS (3.6)

Portanto,

R
Yuv = efg,uv = Yuv= /_\g,uv 3.7

Verifiquemos que essa nova métrica € invariante de calibre sob as transformacdes

(3.5). De fato,

_ R_ e_fR i
Yuvzxguv: A e’ guv

= Yuv = Yuv (3.8)

Desse modo, as quantidades construidas a partir dessa nova métrica também serao

invariantes. Assim, podemos defini o tempo préprio invariante como [6]:

ar=1 / [yuvUﬂUV}% da. (3.9)

c
Interessados agora no acoplamento com a matéria, notemos que a definicao da agdo
de interacdo com a matéria passa pela defini¢do invariante do tensor momento-energia da

matéria usando-se o procedimento padrao da relatividade geral, isto €,

8S( =& (K/\/WLM(W,VW)d4x) = K/\/MT;ﬁéy“ﬁd“x, (3.10)

onde Ly, representa a densidade lagrangiana da matéria, ¥ designa os campos de matéria,
V o operador de derivada covariante em rela¢do a ¥y, € K uma constante de acoplamento.
E importante notar que a forma de Ly (y, V) é obtida pela aplicagio do mesmo principio
da minima acdo adotado na relatividade geral.

Calculando, entdo, a varia¢do em relagdo a ¥,y € 0¢ da acdo total S7, dada pela soma
dessa a¢do com a ac¢do (2.69), e impondo que 0S7 = 0, vamos obter as seguintes equagdes

de campo:

~ 1~ 3 1 A o .
Rop —Rgap+5 (Gaaﬁ - gcuc“gaﬁ) +58up = N Tap—KTgp, (1D
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(vV=8F*P) 5 = F “ (3.12)

Temos entdo as equagdes de campo na presenga de maté ria, sendo Ty 0O tensor
energia-momento associado ao campo de Weyl oy , € Tj;,, 0 tensor energia-momento

de matéria.

3.3 A geometrizacao do Campo de Proca

Analisando-se as equacgdes de campo Oy, nota-se que existem certas diferencas em
relacdo as equagdes eletromagnéticas de Maxwell. Em sua teoria Weyl interpreta o campo
oy como sendo o 4—potencia1 eletromagnético Ay ; no entanto, pode-se observar que de
acordo com ( o campo eletromagnético estd acoplado consigo mesmo, uma vez que
0 campo 0y aparece como sendo sua prépria fonte, € ndo como nas equagdes de Maxwell
onde a fonte consiste de uma quadri-corrente j*, a qual s6 depende das cargas elétricas.

Por outro lado, como foi apontado por [6]], tomando a acdo no calibre natural

5/[1%%(%0 ) Fap®® | Rt =0 (3.13)

devida a presenca do termo %(GaGa), percebe-se certa semelhante entre essa acao

com a acdo que descreve o chamado campo de Proca [20], cujos quanta, como se sabe,
tém massa, ou seja, seriam um espécie de "fétons massivos"( aqui, no caso de um espaco-
tempo curvo com a presenca da constante cosmoldgica).

Neste sentido, vamos considerar a teoria invariante de Weyl como sendo uma teo-
ria modificada da gravidade, na qual € introduzido um campo vetorial massivo, o qual,
todavia, tem uma interpretacdo puramente geométrica.

Por completeza, apresentamos a seguir um estudo de algumas casos particulares na
perspectiva de comparagao das caracteristicas e propriedades da eletrodindmica de Proca

em relacdo a eletrodinamica de Maxwell.



CAPITULO 4

EQUACOES DE MAXWELL E PROCA NA RELATIVIDADE
ESPECIAL

4.1 Eletrodinamica de Maxwell no espaco-tempo de Minkowski

A Eletrodinamica cléssica, a primeira teoria de unificacdo de sucesso na fisica, des-
creve o comportamento dos campos elétricos e magnéticos e suas interacdes com as car-
gas. Essa teoria € muito bem descrita pelas famosas quatro equacdes de Maxwell, as quais
podem ser obtidas pelo formalismo da teoria cldssica de campos [2,22,23]]. Partindo deste
ponto, vamos buscar aqui obter a dindmica do campo eletromagnético fazendo uso desse
formalismo. A densidade lagrangiana que descreve o campo eletromagnético livre e sua
interacdo com as cargas € definida no formalismo lagrangiano como sendo:

1 1

Ltasvell =~ 7~ wupF P — SIaA, (4.1)

onde j* se refere ao quadri-vetor densidade de corrente € F @B ¢ o tensor campo eletro-
magnético. A quadri-corrente descreve a distribuicdo das cargas no espago-tempo, cujas
componentes sdo j* = (cp,ﬁ. Ja o tensor campo eletromagnético que é antissimétrico
(ou seja, Fopg = —Fp ), € caracterizado pelos quadri-potencial Ay = (9, —Z), de modo
que podemos escrever Fpg = 8aA/3 — 85Aa. Assim, a equagdo pode ser escrita na

forma:

33
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1

gMaxwell = - 167

(JaAp — IpAq)(9%AP — 9P A%) — CinaAo‘ (4.2)

onde dy = (%%, V) € o0 4-gradiente. Admitindo o principio de minima ac¢ao, vamos

fazer a variagdo da acdo acima para obter as equacdes de campo. Assim,

55 =" / dx* 8L (Aq,dpAq) =0 (4.3)

c
sendo esta variacdo tomada em relacdo ao 4-potencial Ay. Entdo, ao realizarmos
integragcdes por partes, e fazendo uso da versdo quadri-dimensional do teorema da diver-

géncia, vamos obter as equacdes correspondentes as equagdes de Euler-Lagrange:

0 07
(51 aw) -5 @4

Calculando cada termo dessa equacdo separadamente, onde . é dado por(4.2) e lem-

brando que 3/47‘3 = 6, vamos ter para o segundo termo:
0¥ d 1 1
= — ——J aﬁA :_—Jv. 45
dA, JA, ( 2ol ﬁ) c *3)

Ja o calculo do primeiro termo vai nos dar

0L d {1

- 16w

d(duAy)  I(duAy) n“nP (9,4 - TAY)(aaAﬁ—aﬁAa)}

1
= — P [(8]67 — 3780 (0uAp — IpAa) + (568 — 86%) (94 — 0:y)|

167
1
= —— | (P =) (ag — pAa) + (10T =TT (s — Ay
1 1
— " [AMAY _QHAV] — _ MV
i [0HAY — dHAY] 4nF
0% 1
T puv
JouAy)  ax’ (4.6)

Portanto, ao substituir (4.5)) e (4.6) em (4.4)) a equacgdo de movimento obtida € :

1 1
—QuFRY Y =0 47
ag * + c “.7)
que pOdemOS €Screver como:
4
JuFHY = "2 v 4.8)

c
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Essa equacdo corresponde ao segundo par das equagdes de Maxwell, isto €,

V.f =4np

ve B 12E 41y

c dt c
Lembremos aqui, que podemos realizar transformagdes nos quadri-potenciais de modo
que o tensor eletromagnético ndo seja afetado. Essas transformagdes sdo chamadas de
transformacoes de calibre [24].

Consideremos agora a seguinte transformacao:

AR 5 AH 4 QRE 4.9)

onde £ € uma funcéo arbitrdria. Nesse caso, o termo dyA* transforma-se como:

OuA* — JuA* +IE, (4.10)

onde [ é o operado d’Alembertiano definido como:

aa”—m—laz & 4.11)
N '
Podemos escolher um & de tal modo que (& = —d,A*, e entdo encontramos a con-

di¢ao dyA* =0, que corresponde ao calibre de Lorentz (ver [22,25-27])). Esse calibre
permite escrever a equacao (4.8)) em termos das componentes de A* separadamente. Por-
tanto, a partir dessa condi¢éo podemos reescrever a equagio (4.8) fazendo uso do operado

d’Alembertiano, isto € :
OAY = 4—nJV (4.12)

c

Essas equagdes correspondem a equagdes de onda ndo-homogéneas, revelando assim
que os campos eletromagnéticos devem se propagar como ondas. A seguir, vamos estudar

essa equacao em casos particulares.

4.1.1 Relacao de Dispersao

A relagdo de dispersdo no caso de uma onda diz como esta deve se propagar em di-
ferentes meios, como também no vacuo. Desse modo, como os campos eletromagnéticos

se propagam como ondas podemos definir uma relacao de dispersdo para essa onda.
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Se considerarmos um meio, ou uma regido, em que ndo tenhamos fontes (j¥ = 0), ou

seja, no vacuo, a equagao (4.12)) se torna:

0AY =0 (4.13)

que corresponde a uma equacdo de onda, ou seja, descreve a propagacdao da onda
eletromagnética no vacuo. Para resolver essa equacdo vamos buscar uma solugdo que

corresponda a onda plana definida na forma [28,29]:

AV = Vet (4.14)

onde ky € o quadri-vetor de onda que caracteriza a onda plana e cujas componentes
sdo k% = (a),%), em que @ descreve a frequéncia angular e k é o chamado vetor de onda
[29,30]. Substituindo (4.14) na equacgio (4.13) vamos obter:

1 .
(C—2k0k0 - kak“) gVe ikt = (4.15)

Em termos das componentes do quadri-vetor de onda obtemos a seguinte relaco:
®> -5 o ®> -5
(——2+]k\ )Cve_l a=0= (——2+|k| )A":O (4.16)
C C

como A € diferente de zero, logo:

a)z g b
— S +kP=0=> o*=c}kP (4.17)
c

Essa equacdo corresponde a relacdo de dispersdao para a propagagao da onda eletro-
magnética no vacuo, relacionando a frequéncia angular @ com o vetor de onda k.
Podemos ainda calcular a velocidade de grupo e a velocidade de fase da onda propa-

gada, isto € :

do
_ do - 418
Vg dlk] = Vvg=c¢ ( )
vy = % Svp=c (4.19)

onde c corresponde a velocidade da luz no vacuo. Desse modo, como a velocidade de
grupo e a velocidade de fase da onda propagada nao depende da frequéncia da mesma,
podemos dizer que esse meio (o vacuo) € nao dispersivo em relac@o as ondas eletromag-

néticas [23]).
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4.1.2 Solucao para o caso estatico na eletrodinamica de Maxwell

Considerando a equacdo (4.12), vamos agora analisar o caso estatico, em que tenha-
mos uma carga na origem do sistema de coordenadas, ou seja, uma carga pontual em
repouso. O potencial gerado por estd carga deve ser fungdo apenas da coordenada radial

e deve satisfazer a equacao de Poisson (para a eletrostatica)

V2®(F) = —4nqd (7). (4.20)

Nota-se que acggr) =0, ja que o potencial gerado pela carga € estatico. Uma forma de

resolver essa equagdo ¢ utilizando transformacgdes de Fourier, convertendo esta equacao
diferencial em uma equacao algébrica [31].

Vamos introduzir as seguintes transformacdes de Fourier para as quantidades ®(7) e

5(7):

1 2L
d(F) = ok / d>ke* Ty (k), (4.21)
8(7) = (2;)3 / ke (4.22)

onde o vetor k tem componentes X, Y, Z. Aplicando o operador laplaciano em ambos

os lados da expressdo (4.21]) vamos obter:

2 -
VOF) = ———— [ dke*Ty(k 4.23
A =~ | CxTwD @.23)
substituindo entdo as expressdes (@.23) e (@.22) em #.20)), podemos extrair mediante
a igualdade:
Py (k) = 4mq (4.24)
Portanto,
- 4mq
vk) =75 (4.25)

Desse modo, ao substituirmos W (k) na expressio (@21)), e usando as coordenadas esfé
ricas no espaco k, isto € , d*k = k* dksin 0d0d¢, e com r na dire¢do do eixo Z, de modo

que k-7=krcos 0, vamos ficar com [31]]:
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D) = —= / dk / sin 0™ Y 40 / do (4.26)
(27)3 Jo 0 0

Calculando as integrais nas varidveis 0 e ¢, vamos ter

(oo} 1 . .
CI)(?) — ﬁ/ dk |:_._ (e—lkr _elkr>:|
T Jo ikr

Usando a férmula de Euler vamos obter uma integral cujo resultado € bem conhecido,

de modo que o potencial obtido é :

2qg [T ink 2
cp(?)z—q/ dk{sm r] =24(2).
T Jo k rm \2

isto é,

d(F) = (4.27)

Esse € o chamado potencial de Coulomb, associado a uma carga estatica, o que € bem
conhecido. A principal caracteristica desse potencial é que ele € inversamente proporcio-

nal a distancia r da carga.

4.1.3 Tensor momento-energia do campo eletromagnético livre no espaco-tempo
de Minkowski

O tensor momento-energia carrega todas as informacdes sobre o contetido de energia
e momento associadas a um determinado campo. Desse modo € interessante buscarmos
a forma do tensor momento-energia do campo eletromagnético livre no espaco-tempo de
Minkowski.

No espago-tempo de Minkowski o tensor momento-energia é definido como [32]:

07
d(duAa)

Na relatividade geral essa definicdo muda, pois devemos considerar a presenga do

TH, = MNAq — 80 L (4.28)

campo associado a gravitagdo, ou seja, 0 tensor méEtrico gy .
O célculo do tensor momento-energia livre € feito tomando a densidade lagrangiana
de um campo eletromagnético livre definida como:
S p o peb (4.29)
167 *P

e substituindo essa densidade lagrangiana na relacdo (4.28). Como ja calculamos
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antes,

<L 1
= _— ___ FH«
TN (4.30)

Assim, de maneira simples vamos obter:

1 1
T, = —EF“O‘ hAg + ﬁaﬁFaﬁF“ﬁ (4.31)
ou na forma covariante,

1 1

Observe que esse tensor ndo € simétrico pela troca de indices. Por outro lado, pode-
mos simetrizd - lo de modo que o novo tensor momento-energia 7 *, satisfaca a lei de
conservagdo d,T#, = 0. De modo geral, podemos redefinir o tensor momento-energia

como sendo:

yuv - T“V +aaAuav (433)

sendo A%, um tensor arbitrario antissimétrico nos indices superiores, ou seja, AH%*, =
— A%, Eimediato ver que o tensor .7 *,, também satisfaz a lei de conservagio o THy =
0, e, sendo assim, temos liberdade na escolha do tensor A*%*,, que nos permite simetrizar
o tensor momento-energia no caso geral.

Para o caso do tensor momento-energia do campo eletromagnético, o tensor A*%,,

assume a forma:

AM®, = (FHA, (4.34)

Observe que devido o tensor eletromagnético ser antissimétrico a condi¢cdo A%, =
—A*H,, & preservada. Portanto, ao aplicarmos a quadri-divergéncia em (4.34) vamos

obter:

aa (Fa'uAv) - aa (FOCIJ)AV + FauaaAv (435)

Como estamos tratando o campo livre, ou seja, na auséncia de cargas, entdo o termo

do(F*) =0, isto fica claro ao olharmos a equacao (4.8)), desse modo vamos ter:

aa (Fa“Av) — Fa”aaAv (436)
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Assim sendo, ao redefinirmos o tensor momento-energia teremos:

1

1 1
THy (Tuv + HF““BQAV> = ir (—Fua OvAq + ZnquaﬁFaﬁ>

1 1 1
TH, = i (_Fua OvAq + Znquaﬁpaﬁ) _ EF(X#&(XAV

1 1
T,U,v = E < “a (8(XAV - avA(x) + ZnquaBFaB>
i, — L (prag +ln F,gF*P (4.37)
v an av 4 uvlop . .
Ou, na forma covariante,
_ 1 o 1 of

Esse € o tensor momento-energia simetrizado para o campo eletromagnético livre.

4.2 Eletrodinamica de Proca no espaco-tempo de Minkowski

Entre 1936 e 1941, Alexandru Proca fez uma modificacdo na densidade lagrangiana
do campo eletromagnético, adicionando um termo ndo-linear no campo vetorial que pode
ser interpretado, na versdo quantizada da teoria, como referente a uma massa do féton,
buscando assim entender o que aconteceria se o féton tivesse uma massa diferente de
zero [|12].

A densidade lagrangiana para o caso do campo de Proca € entdo definida como:

1 o o ‘u2 o 1 04
Lrroca =~ (0u0p — Ip0a) (9 of —oPc%) + 400" = —Ja0 (4.39)
onde o parametro U faz referéncia a massa do féton. Vamos buscar encontrar a equa-
cdo de movimento correspondente a essa densidade lagrangiana. Considerando nova-

mente as equacdes de Euler-Lagrange,

=0, (4.40)

07 \ 0%
doy,

9 <a(au6v)
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vamos ter para o segundo termo da equagdo acima

0L 9 (W up 1 ap
aav—a(g'? Op O~ o "ﬁ)

2
_H B ! B
= gnaﬁ <5v Ou +5\(/16/3) - Erlaﬁjaév.
aﬁ — 'u_zgv _ l]v
do, 4nm c

Considerando o primeiro termo, vamos ficar com

. d 1
d(duov) d(dyov) [

41

(4.41)

1
= — TP [(8]67 — 8561) (a0 — pou) + (558, — 868200 — 9: )|

(4.42)

167
1
= ——— | (0P =) (905 — pou) + ("1 T =TT (9y0: — droy)|
1 1
— —_— (AHh6Y VM) = — MV
4n(8 oV —d"ct) 47'L'F
ai:_iFuv
d(dyov) 4r

Portanto, a equagcdo de movimento obtida € :

2
I
JuFHY — i‘—nav +2JV =0
C

1
4r

a qual podemos escrever como:

4r
8MF“V+u20V —
c

(4.43)

(4.44)

Essa equacdo é a chamada equacio de Proca. Observe que ela se reduz a equacdo

de Maxwell quando u for zero. Além disso, nela aparece a dependéncia em relacdo aos

potenciais ¥ de maneira explicita. Contraindo essa equacdo com dy, vamos obter

4
a\/aﬂF”v +“28\/Gv - _nav.]v,
C

isto €,

4z
,1.123\/6‘/ == _av.]v.
c

(4.45)
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Supondo que haja a conservacio da corrente, devemos ter dyJ¥ = 0, e assim, como u? # 0

podemos concluir que:

oycV =0. (4.46)
Ou ainda, em termos das componentes do potencial 6V = (¢,A):

109 -
oo —VA=0, (4.47)

equagdo que corresponde ao calibre de Lorentz. Escrevendo agora a equacdo (4.44))

em termos do campo ¢V, vamos obter:

ou ainda,
4
dudtcY —3,9v ok + uleY = LY (4.49)
C

Como 0" e d, comutam, e sendo d*dy, o operador d’Alembertiano , ao aplicarmos a
condi¢do (4.46), temos:

4
D6 +uc’ = TﬂJV (4.50)

Observe que na auséncia de fonte (/¥ = 0), estd equag@o equivale a equagao de Klein-
Gordon para cada componente do campo o, descrevendo, entdo, um f6ton massivo, cujo

campo deve se propagar como uma onda [29].

4.2.1 Relacio de Dispersao para o caso de Proca

Vimos que a velocidade da onda eletromagnética no vacuo corresponde a velocidade
da luz, que, como sabemos da relatividade especial, é a velocidade limite de propaga-
cdo. A questdo aqui € saber o que a relagdo de dispersdo nos diz sobre a velocidade de
propagacdo da onda no caso de Proca.

Considerando a equagdo (4.50) na auséncia de fonte, vamos ficar com

Oc¥+u’c’ =0 (4.51)

Vamos buscar resolver essa equacdo de modo semelhante ao que fizemos anterior-

mente, supondo que exista uma solugdo para ¢V na forma de uma onda plana, isto é,
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oV = gveiku’” (4_52)

Substituindo (4.52)) na equagdo (@.51)) vamos ter

duote¥etkar® 4 y2eveikar® — (4.53)

que, resolvendo em termos das componentes do quadri-vetor de onda, nos da a se-
guinte relacao:

1 ; (04 ; (04
(—2kok0 — k,lk’l) gVetkar” 4 2gVeikar™ — (), (4.54)
C
ou seja,
(1)2 - PR
(——2 + [K[* + uz) gvelfa” =0, (4.55)
C
o que implica
0® -
(——2+ |k|2+u2> c'=0 (4.56)
C

Sendo ¢V # 0, vamos ficar, entdo, com

2
a) — —
—C—2+|k]2+u2=0:> w* = Ak|* +c*u? (4.57)
Essa equacdo corresponde a equacdo de dispersdo para o caso do campo de Proca,
estabelecendo uma relacdo entre o vetor de onda k a frequéncia angular @ e o parametro
u referente a massa do féton. Uma vez encontrada essa relagdo € possivel calcular a

velocidade de fase e a velocidade de grupo dessa onda. O resultado obtido pelo calculo
da velocidade de fase é :

2,42\ 72
W:Q:%:c(l—c’“‘) (4.58)
Kl (& —u?)2

jéa o cdlculo da velocidade de grupo nds da :

1
- 2 (? 2?2 1
do 2kl B c (%—u ) (Cw? - c*u?)?

Vg = = = 1 1
dlk| " (2[k]2 + )z (Cz <w_22 _ H2> +c2u2> 2 @
C
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ou seja,

1
Ve =c <1 - C;‘;z) y (4.59)

Observemos que a velocidade de fase e a velocidade de grupo desse tipo de onda
dependem da frequéncia da onda, o que implica dizer que vamos ter uma dispersdo do
pacote de ondas. Queremos chamar a atencao aqui para o fato de que a velocidade de pro-
pagagdo dessa onda eletromagnética massiva é menor que a velocidade da luz (¢), mas
que se aproxima de ¢ a medida que a frequéncia angular tende para o infinito. Portanto,
podemos dizer que no regime de altissimas frequéncias os resultados sdo entdo consisten-
tes como o postulado de Einstein de que ¢ € a velocidade limite. Desse modo, a massa do
féton implica que a velocidade limite ¢ passa a ser uma func¢do da frequéncia [30]].

A partir da relagdo de dispersao, podemos ainda verificar, de fato, u esta relacionada
com a massa do foton. Para isso devemos considerar alguns conceitos da Mecéanica Quan-
tica.

Tomando a relagdo e multiplicando ambos os lados por 7, vamos ficar com:

ho = \/ B k2 + h% 2u? (4.60)

Como sabemos, da Mecanica Quantica, temos p2 —hk2eE=h , devido as relagoes
propostas por de Broglie fazendo uma correspondéncia entre as propriedades ondulatdrias

e as de corpusculares da matéria. Podemos reescrever a relagdo acima como:

E =\/ p2c2 + R c2u2. (4.61)

Portanto, se nés compararmos essa expressao com a expressao correspondente a ener-
gia associada a uma particula relativistica, podemos concluir que:
12202 = m2

We=mld = u:(%). (4.62)

onde my seria, entdo, massa do foton. Além disso, pela equacio (4.62), podemos

perceber que o parametro (U também estd associado ao comprimento de onda de Compton

para o féton massivo, que é definido como A, = miyc, de modo que vamos ter:
1
= U=— (4.63)

Ac
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4.2.2 Solucao para o caso estatico na eletrodinamica de Proca

Vejamos agora qual seria a solucao da equagao considerando-se uma configura-
cdo estatica (aa% = O> , € sendo a componente temporal 6y = P (r) a tinica componente
ndo-nula do 4-potencial o,. Para o caso da fonte sendo um corpo carregado esfericamente
simétrico, vamos considerar, assim como foi feito por [33]], a fonte do campo correspon-
dente a uma carga pontual g em repouso na origem, de modo que possamos escrever

Ju = (cq6(7),0,0,0). Nesse caso, a equagio (4.50) se torna:

VIO — u’d = —4nqd (7). (4.64)

Sabemos que € possivel encontrar a solu¢do para o potencial ®(7) determinando a

fun¢do de Green correspondente, isto € , a fun¢ao de Green que satisfaz a equagao:

(=V2+u>)G(R) = 8(P), (4.65)

de forma que o potencial ®(7) solucdo da equagao (4.64)) sera dado por:

O(F) = / d*rG(7)4mqd (7). (4.66)

Precisamos entdo definir a forma da funcdo de Green, sendo que para isso devemos
buscar resolver a equacgdo (4.63). Essa equagio é resolvida fazendo uso de transformagdes

de Fourier, pelas quais podemos definir [30]:

G(7) = @ / &P ke TG (4.67)
e,
5(7) = (2;)3 / Bhe*T (4.68)

Substituindo (4.67) e (4.68) em (4.63)), vamos ficar com:

| - 1 -
(K*+u*)G ok / ke " = 7 / dke” 7. (4.69)

de onde concluimos que

1

G
(k2 +p)

(4.70)

Desse modo, ao substituirmos (4.70) em (4.67) e resolvendo a integral, a func¢éo de
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Green que se obtém € [|30}34,35]:

1
G(F) = —e M 471
(r) dmr ¢ ( )
Portanto, substituindo (4.71)) em (@.66), e considerando a propriedade de filtragem da

delta, o potencial para o caso estatico que vamos obter € :

®(7) = %e_’" 4.72)

Isso mostra que o potencial eletromagnético para o féton massivo ndo € o potencial de
Coulomb, mas sim o potencial de Yukawa, que decai exponencialmente com um compri-
mento tipico de 1/ , ou seja, a caracteristica fundamental da massa do f6ton [33,36].

Para que tenhamos uma no¢do da ordem de grandeza dessa massa, podemos expandir

a exponencial para valores muito pequenos de (U r, assim como [33]], onde obtém-se:

q

D(r) = .

(1—pr+0(ur)?) (4.73)

Sendo assim, as correcdes no potencial de Coulomb serdo da ordem de u, mostrando
que a massa do féton, my, deve ser incrivelmente pequena a ponto de ndo ser observada
experimentalmente [33]. O fato da massa do féton ndo ser detectada experimentalmente,
a principio, como coloca [28,[29] ndo prova que ela seja necessariamente nula, mas que
talvez a precisdo dos instrumentos ainda ndo seja suficiente para detecta-la.

Em 1936 Plimpton e Lawton realizaram testes experimentais para verificar se de fato
existe um correcdo no potencial de Coulomb [37]], estabelecendo assim um limite para a
lei do inverso da distancia. Limites cada vez menores de distancia foram estabelecidos
considerando a eletrodinamica de Proca [38], com isso € possivel impor um limite para
a massa do foton. Até entdo, experiéncias comparando o campo de dipolo magnético
derivado da teoria de Proca com as medidas de satélite do campo magnético terrestre

apontam que o limite para a massa do f6ton deve ser my < 1x10~*8 g [33.39].

4.2.3 Tensor momento-energia do campo de Proca

Vamos, aqui, encontrar o tensor momento-energia do campo de Proca no espago-
tempo de Minkowski. A densidade lagrangiana do campo de Proca € dada por (4.39).
Pela definicdo do tensor momento-energia temos

7

T'uv = ma\/ca — 6&3 (474)
u
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O célculo do termo (%8\/ Ga> ja foi realizado antes, tendo sido encontrado que

0¥ 1
=  _— _ __ phuv
FER L (4.75)

Assim, vamos obter de maneira direta

1 1 3
TH, = i (—F““ dyOq + Z5t‘Fa/3F°‘ﬁ - % 8y O 6“) ; (4.76)

ou, na forma covariante,

1 1 u?
Tyy = i (—Fuo‘ dvOy + ZnquaﬁF“B ~ 5 Muv O GO‘) . 4.77)

Esse tensor também nao € simétrico pela troca de indices, embora possamos simetriza-
lo de forma andloga ao que fizemos antes. Assim, redefinimos o tensor momento-energia

como JH, =TH, +dyA*%,, onde para este caso o tensor A%, ¢ escrito na forma:

A'uav — (Fa“)cv (4.78)

Ao aplicarmos o operador de quadri-divergéncia em (4.78)) vamos obter:

aa(Fa“ Gv) - aa(Fau)Gv +Fa'u8a6v. (479)

Como F = 9d%cH — g 0%, vamos ter para o termo do F'** da equagio (@.79):

do(F™H) = 9y (3%cH — *6%) = O (4.80)

onde usamos a condi¢do de Lorentz dy,0* = 0. Pela equacio de Proca para o campo
livre nés temos que Jo* + pu?c* = 0, de modo que podemos extrair:

Jo(F**) =D0o* = —p’ct. (4.81)

Desse modo, ao substituirmos (4.81]) em (4.79), vamos ter

0o (F* 6,) = —p’c* oy + F¥* 9,0, (4.82)

Portanto, ao redefinirmos o tensor momento-energia, teremos:

THy

1 1 1
(TuV“‘E(—[.LZGMGV—l—Fa“aOLGV)) = H(_Fﬂaavca + ZnMVFaﬁFaB+
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u?

—E v 0w 0?) (4.83)

1 1 2 1 1
Ty = in (—F““ dvOy + ZnquaﬁF“ﬁ - %n”v O G“) —{—E[JZG‘LLGV—EFO‘“&(XGV

1 1 2
T'u'v e H <Fﬂa (aan —avoa) + Zn‘quaﬁFaB _ %n'uv G(x Ga_i_uzcﬂov)

1 1 2
T+, = i (F,uoc Fov + ZnquaﬁFaﬁ - % Nuv 6a 0% + “26,116‘/) (4.84)

Na forma covariante,

1 1 W 2

Esse € o tensor momento-energia simetrizado do campo de Proca no espago-tempo
de Minkowski. Portanto, percebe-se que na eletrodinamica de Proca € adicionado termos
proporcionais a i e p? nas equagdes e nas quantidades fundamentais, que sdo os chama-
dos termos de massa. No préximo capitulo vamos considerar o campo de Proca na teoria

da relatividade geral.



CAPITULO 5

CAMPO DE PROCA NA RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo iremos considerar brevemente, no contexto da teoria da relatividade
geral, a dinamica do espaco-tempo determinada pela presenca de um campo de Proca, cuja
fonte consiste numa carga pontual. Esse tépico, isto €, a dindmica do sistema Einstein-
Proca tem merecido discussdes recentes na literatura nos ultimos anos [48-51]]. Possiveis
aplicacdes a Cosmologia podem ser encontradas em [52,53]. Solu¢cdes numéricas para
o sistema Einstein-Proca foram obtidas por alguns autores (ver, por exemplo, [54,55]).
Por outro lado, [53,/56] apresentam solucdes aproximadas bastante razodveis, fazendo
uso da teoria de perturbacdo. Vamos apresentar a seguir uma breve descri¢do do sistema
Einstein-Proca.

Pelo principio do acoplamento minimo, podemos substituir diretamente a métrica 1y
da Relatividade Especial por gy, € também as derivadas ordindrias dy, pelas derivadas
covariantes V, fazendo entdo uma generalizacdo para espagos curvos, assim, podemos
expressar as quantidades importantes na forma correspondente a Relatividade Geral.

Como vimos, as equacdes que descrevem a dindmica de um bdson massivo (spin-

1) [S7], s@o as equacdes de Proca, que na auséncia de correntes sao descritas como:

VuF* +pu?c’ =0 (5.1)

ou ainda,

(V=8F"")u+u’c” =0 (5.2)

-

49
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A lagrangiana do campo de Proca, que leva a tal equacao é dada por:

1 1,
L= —@g““gﬁVFquaﬁ + ol ca0pg*P (5.3)

onde,

Essa lagrangiana de matéria é semelhante a lagrangiana de Maxwell, a menos do
ultimo termo, o qual leva a interpretacdo do féton massivo [12]. A presenga desse termo
dificulta enormemente a obtencdo de uma solucdo das equagdes de Einstein-Proca. Para

uma melhor compreensao disso, vejamos o que se segue.

5.1 Sistema de equacoes Einstein-Proca

O campo de Proca € introduzido no espaco-tempo por meio da equagdo (5.1)), sendo
que, nas equacoes de Einstein
1
Ruv — Eg’uvR = _KT’uv (5.5)
T, v denota, nesse caso, o tensor momento-energia associado ao campo de Proca. A

seguir vamos calcular esse tensor.

5.1.1 Tensor momento-energia do campo de Proca na Relatividade Geral

Podemos definir o tensor momento-energia de Proca na relatividade Geral fazendo
uso do principio variacional. A variagdo da agdo S,, = [ \/|g|Lu (0, Vo)d*x em relagio

a métrica nos fornece a seguinte defini¢io de 7),y:

T — 2 68
BV —g Sgh’
ou seja,
0Ln

Partindo dessa definicao, temos:



5.1 SISTEMA DE EQUACOES EINSTEIN-PROCA 51

d(g®gPVE, F 0(0,058%P
a.i:m:_ 1 Jd(g*gPVFuy a/})_i_iuz (0a0pg ). 5.7)
dghn 167 dghn 87T dghn

Lembrando que a /1 =6 0‘513 vamos ter para o primeiro termo da equacao acima:

n

1 I(g™gP FuvFap) 1
167 dghn 16w

FuvFap (858487 + 8L 875"

“Ton (anF/lﬁgﬁ + FunFapg” )

Considerando o fato de Fyy ser antissimétrico, vamos ficar com:

1 (g% gPYFuvFup) 1
L~ FypFyf (5.8)
167 dg'n 8n
O segundo termo vai ser:
1 ,d(0q058%F) ) o sh 1,
Assim, vamos obter:
Dy = g Fapbn + ;17 02.0n —8anZLm (5.9)

Como o trago desse tensor € diferente de zero, diferentemente do caso do tensor

momento-energia de Maxwell, as equacdes de Einstein podem ser escritas como:

1

1
g'uvRuv - Eg'uvguvR = _KguvT,uv

lsu
R38R =—KT
R—2R=—xT = R=«T (5.11)

Substituindo (5.11)) na equagdo de Einstein, vamos obter:

1

Essa equagdo em conjunto com a equagdes (5.1]) sdo chamadas de equagdes de Einstein-

Proca.
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5.1.2 Solucao com simetria esférica das equacoes de Einstein-Proca

Analogamente ao caso da solu¢do de Reissner-Nordstrom, correspondendo ao espago-
tempo gerado por uma distribui¢do de cargas esfericamente simétrica e estatica carregada,

o elemento de linha mais geral possivel pode ser escrito na forma:

ds? = e'dt* — et dr* — r*d6?* — ¥ sin® 0d ¢, (5.13)

onde v = v(r) e A = A(r). Devido a simetria, as tnicas componentes do tensor Fjy
ndo-nulas sdo Fy, = —F,9 = —d,09(r) = —0)(r), o que pode ser escrito numa represen-
tacdo matricial por

0 -1 00
P 1 0 00
%0 0 000
0 0 00
Da equacido de Proca temos
1
——0, (V—gF") + p2et oy = 0. (5.14)

N
Considerando o elemento de linha (5.13)), o determinante da métrica é dado por

V4+A
2

g = —rtsin® 0" = V/—g = r’sinfe (5.15)

Temos, assim,

v/ /

9, (vV=g) =2rsinBe"?" — (3+3> 25in Qe (5.16)

Desse modo, podemos reescrever a (5.14)), substituindo esse resultado, ficando com:

1 v v/ A v v
—  _|(2rsineeH — (L += ) #sin e F.o + (sin 9o % r(Fo) |+
r2sin Qe 22

—uletop =0 (5.17)

2 vA

n/ n

onde "' "representa a derivada em relacio a coordenada radial . Podemos ainda sim-
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plificar essa equacao para

2 v
o) +-0p— (3+7) oy +uleton=0 (5.18)

Feito isso, vamos agora expressar o tensor momento-energia do campo de Proca em
termos de suas componentes. Dado o fato de que o tensor métrico é diagonal, podemos
concluir que o tensor momento-energia também é diagonal. Sendo assim, vamos calcular

as suas componentes diagonais, as tinicas componentes nao-nulas, a saber:

1 N 1,1
Too = pye |:(Fr0)2g +u*og — goo (——F2+ §M26a6a>]

4
1 —A "2 20, L3 n 15,
:E|:—€ (o)) +‘Ll 0-0+§€ O-O—E‘U (o)
isto €,
1 /
Too = = (—e"L 602 +u2c7§> . (5.19)
T
7L (Fo)e® — ¢ —le-l-luzG e
rr A7 r0 rr 4 > o
1 _ /2 1 _ 12 1 2.2
=i [6’ YA —5€ Yoy +t5H°0 |
isto é,
1 /
To=o (e—vc)-o%u%ge’w) . (5.20)
T
T _ _LFZ . 2 o
66 = —&00 o +8 U 00
:rz _ 1 2 —V—AA/Z_}_iuze VGZ
16 0" 8x ’
isto &,
1 /
Too = e <—rze*(v+l)602—l—rzuzoge*") . (5.21)

E, finalmente,

Tyy = (sin® 8)Tpe. (5.22)
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Encontradas as componentes, podemos representar o tensor momento-energia na forma

matricial:
—e* 0 0 0
T 1 0 eV 0 0
MTg | 0 0 —Re v 0 *
0 0 0 —r2sin® e~ (V)
1 0 0 0
1 5, ,]0 v 0 0
+ — U o 5.23
st 0o 0 eV 0 6.23)
0 0 0 r’sin®fe
O trago desse tensor serd, entao:
1 / / /
T :g“'T;Ln _ [_260267(v+/1) +e*(v”“)602+e*(v+’1)602} I
81
. (5.24)
+ guz (eVog—eVog—e Vo5 —e Vop)
Logo, temos
T = —iuze—vcz (5.25)
4w 0 ’

A partir do elemento de linha, podemos calcular as componentes do tensor de Ricci,

as quais serdo dadas por

V” }L/vl v/2 V/

Ry —e'— |V = 5.26
00=¢ { 24 4 r} (5.26)

v// )L/v/ v/2 7L’
Ry=|—— — = 2
" {2 3 r} (5:27)

v rd!

Rog=e * |1+ — -2 -1 5.28
gp =€ {+ > 2} (5.28)
R‘P‘P = (sin2 G)RQQ (529)

Desse modo, pelas equacdes de Einstein (5.12)), obtemos:



5.1 SISTEMA DE EQUACOES EINSTEIN-PROCA 55

_ K/ A 2 2
Roo = 8n( eto+2u 60> (5.30)
K _ /
Ry =~ e Vo, (5.31)
Rop = ——— (—ﬂf““”c{f) . (5.32)
81

Combinando essas equagdes para as componentes de Ry ycom as que foram apresen-

tadas anteriormente, encontramos trés equacoes, que sao:

eV {—%ﬂ ’l;vl . VTQ - VT/} - —% (~e*op+2uiad), (533

{%ﬂ _ A;V/ VT/Z . ’H - —%e’vcéz, (5.34)

et [1 + %"/ - %/} 1= %ﬂe*”l)o&. (5.35)

Se multiplicarmos a equacio (5.33) por e~ (V=*), e somando com (5.34), vamos obter
<V7/ + ’l?/) - %uzcge—w—ﬂ, (5.36)

da qual podemos tirar

T e
— A = %m%ge(l—v) _ (5.37)

Substituindo agora (5.37) em (5.33)), vamos obter

2 K 2.2 22— K 2 —(v+1) 2
e [1—|—rv’—§r wroget | — 1= e "o, (5.38)
onde podemos definir uma expressao para e apenas em termos de v e 6. De fato,
fazendo
— P lge Y e (14 rV) = 14 e (V62 (5.39)
87 ¥4
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K
— e M1 +rV) = —rPe Vol =1+ — x, 2ucge (5.40)
8 8
— e 14 v - K2, ]—1+ 2262, (5.41)
81 ¥4
Portanto,
1+rv — —rze_"G/2
A — 8w vO (5.42)

1—{-%}’2“

Substituindo entdo os termos e* e A’ nas equacdes (5.33) e (5.18), vamos obter um
sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares para as funcdes desconhecidas oy e V.

Multiplicando a equagio (5.33) por —e~¥+*, vamos ficar com:
1/, AV v?Z 2V K v K o 5 3
(v - MRS . = . 5.43
2( 2 Tt gnt 00 Taghioe ¢ (>43)

Substituindo agora os termos ete ) , teremos:

2v/ K vir\ « L+rv — £r2e Vo
v//_'_vl2_|__:__6026—v_'_ P = plcle™ 0
2 )4rxm 1+8—7t u Goe—"

r 4r
(5.44)
De modo semelhante, substituindo os termos e* e A’ na equagdo de Proca (5.18),

vamos obter

/ 2 —v /2
) 1+rv—%re o

1+ %rzu Gge*"

! —V

2
ot/ + =t = w2y (—1 n %rcocoe (5.45)

Essas equacdes podem, em principio, serem resolvidas para as funcdes desconhecidas
op € V. Por outro lado, devido a ndo-linearidade desse sistema de equagdes, uma solu-
cdo analitica seria demasiadamente dificil de se obter. Vale ressaltar que uma solugdo
exata para esse sistema ainda ndo foi encontrada [56], felizmente, na literatura, podemos
encontrar solugdes aproximadas.

Usando uma abordagem perturbativa, [56] obteve solucdes bastante interessantes. A
solucdo obtida considera corre¢des de primeira ordem para a métrica, com valor apro-
ximado a menos de uma integral final. O parametro de perturbacdo adimensional usado

por [56] é definido como:



5.1 SISTEMA DE EQUACOES EINSTEIN-PROCA 57

E=K—— (5.46)

onde k =G/ c* e g corresponde ao coeficiente de permissividade do espaco livre para
a interacdo Proca. E feito ainda uma redefini¢io que permitiu escrever as fungdes oy e v
em termos adimensionais ( definidas por [56] como Ay = su, e ¢” = f, onde s = gL /€
carrega todas as unidades Ap[)). Considerando € muito pequeno, pode-se expandir essas

funcdes de modo a obter:

f=fo+efi+0e*+... (5.47)
u=uy+eu +08e> +.. (5.48)

Considerando apenas o caso de ordem zero, em (5.48)), a solu¢do para o campo de
Proca obtida por [56] foi:
—ur ur
ot (5.49)
ur ur

sendo que para C; = 0 e fazendo as devidas substituicdes bem como a devida redefi-

u():C()

ni¢cdo da constante obtém-se:

e M

0o =¢ (5.50)

Para ¢ admitido correcdes até primeira ordem da fungdo métrica eV , sendo

obtido ao fazer a renormalizacdo apropriada das constantes:

2MG  ¢?G [e 2K < T 2HT
\% 2
=1- 5.51
¢ ! C27‘ +€0C4( 1’2 —|—,Ll/r 1”2 dr ( )

Vale resultar que no limite quando u — 0, esse resultado recai no espago-tempo de
Reissner-Nordstrom, descrevendo o corpo carregado com simetria esférica e estatico.

Outra solugdo aproximada para o caso de uma campo vetorial com féton de massa
diferente de zero € a obtida por [53]] no espago-tempo de Reissner-Nordstrom de Sitter,
considerando a aproximag¢do para o campo fraco.

Os resultados obtidos, a saber, foram:

*Onde o termo A correspondente ao Gy.
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2m A, Q@ Ly, 2uQ?
r

—1
+ (1___§r _|__2€ ezur+M2Q262”r+2r‘u3Q262“r> er
r r

o —2uUr
+ <1+u2Q26_2“’+2u2Q2/ ¢ - dr) (d6% +sin*(0)d¢?)
r
(5.52)
cuja assinatura é (—1,1,1,1). Para o campo, tém-se :
o(r)= %e_‘” (5.53)

onde a constante de integracdo C € interpretada como sendo a carga. Essa solugdo é
tipo Schwarzschild com constante cosmolégica.

No nosso caso o campo de Proca passa a ser interpretado como sendo um campo ge-
ométrico, ou seja, ele estd associado a geometria do espaco-tempo, € ndo a uma fonte
externa. A seguir, buscamos estudar campo de Proca geométrico aplicado na teoria inva-

riante de Weyl.



CAPITULO 6

CAMPO DE PROCA NA TEORIA INVARIANTE DE WEYL

Para que uma teoria fisica tenha respaldo dentro da comunidade cientifica, é de se
esperar que a sua aplicacdo tenha resultados consistentes com a realidade fisica. Neste
sentido, a relatividade geral de Einstein se mostra hoje uma teoria de sucesso, tendo em
vista os resultados obtidos quando aplicada em diferentes contextos.

Neste capitulo, buscaremos estudar possiveis solu¢des para as equacdes de campo da
teoria de Weyl ndo-integravel e suas interpretacdes, admitindo o campo de Weyl como
sendo o campo de Proca geométrico. Os célculos aqui realizados seguem os resultados
obtidos por [6,/15]]. De agora em diante, quando falarmos do campo de Weyl estamos nds
referindo ao campo de Proca geométrico.

Consideremos as equagdes de campo descritas no calibre natural (R = A) dadas por

3 1. 3 1 A )
Rap = 5Rgap+5 <Goc0/3 — EG,uGﬂgaﬁ) +78ap = 1 Tap (6.1)
capy _ 3A o 62
(w/—g )|B ——za)\/—g o . ( . )

Comparando a equacdo (6.2) com a equagdo do campo de Proca no espaco-tempo
curvo para o caso em que nao tenhamos fonte, isto é:
1

¢_—g<\/—_gF’”)|v = —p*ot (6.3)

59
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nota-se que /.Lz = —S—g. Sendo assim, devemos ter % < 0, uma vez que o termo ,uz
que aparece na equacdo de Proca é proporcional a massa. Portanto, faz sentido fazermos
men¢ao a Proca.

De modo andlogo ao que € feito na relatividade geral, podemos escrever a equacao
(6.1) de modo simplificado, dado o fato de que o tensor momento-energia do campo de

Weyl tem traco nulo. De fato, da expressao

1
Tuy = gaﬁ FupFov+ Zguv FopFap

segue imediatamente que
T=F"%Fyy,+ FopFap =0. (6.4)

Assim, ao multiplicarmos (6.1)) por g*#, vamos obter:

W

R—2R+§(Ga6a—26a6a)—{—A:0,

ou seja

~ 3
R=A—- EGaGa (6.5)

onde usamos que g%P gap = 1, n correspondendo a dimenséo do espago-tempo, que

no caso aqui € igual a 4. Desse modo, ao substituirmos (6.3)) em (6.1)), vamos ficar com:

- A 3 (0]
Rap —Zgaﬁ—FEG”GV = XTaﬁ (6.6)

Considerando, entdo, essa equacdo e a equagdo (6.2), vamos procurar encontrar uma

possivel solucdo para esse conjunto de equacdes.

6.1 Solucao para o campo fraco

Nesta secdo, vamos buscar uma solucio estética e esfericamente simétrica, conside-
rando a aproximac¢do em que o campo de Weyl tem um valor muito pequeno, sendo dado
por:

ou = (£9(r),0,0,0), 6.7)

onde € << 1. A métrica considerada, com simetria esférica, serd aproximada para:
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ds? = (1+€ev)dt* — (1+€1)dr* — r*d6* — r* sin® 0d ¢, (6.8)

sendo v e A duas func¢des dependentes apenas da coordenada radial r.

Sendo assim, nessa aproximagdo considerada, as componentes do tensor 7),, serao
nulas, pois correspondem a termos da ordem de 0(82), que desprezaremos em nossa
aproximacdo linear. Do mesmo modo, os termos de segunda ordem em € para o campo

de Weyl também sdo desprezados. Portanto, a equagao (6.6) assume a forma:

~ A
Raﬁ - ZgaB =0 (69)
onde estamos também admitindo que a constante A (interpretada aqui como sendo a
constante cosmoldgica) € também, no mdximo, de ordem €. Representando o tensor Fj;y

por uma matriz, teremos

0O -1 0O

Fuy=—€9¢'(r) b o 00 (6.10)
0O 0 0O
0O 0 0O

Sendo assim, a equagao (6.2)) tem como tnica componente ndo-trivial, qual seja

3A
(V=¢F" )1 =3 _V=g0" (6.11)

E como a métrica, representada na forma matricial, € dada por:

(1+e€v) 0 0 0

0 —(1+€A) 0 0
= , 6.12
Sy 0 0o -2 0 (€12

0 0 0 —r2sin’0
podemos facilmente ver que

€

g=—r*sin@ [1+e(v+A)] = /—g=r’sinb [1 + (v+/l)} . (6.13)

Portanto, a equacao (6.11) fica:

o (~rsind [1+5 (v )] e0'() = %ﬂsme 1+ van)] (-ea)o0).
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E assim, temos

, 3A
o (rPeq'(r) = _%rzg o(r)
L2, 3A
= ¢ (F)JF;‘P(r)ﬂL%‘P(”):O (6.14)

A solucdo geral dessa equagao diferencial, considerando que % >0,¢:

] . [13A
lCZgl Bl

C —i /|32
(p(r):—le bl + (6.15)
’

,
Como nés interessa a solucao particula, e assumindo que A > 0 uma vez que deseja-
mos interpreta-14 como sendo a constante cosmoldgica ( que € positiva), portanto, vamos

considerar que @ < 0, de modo que a equacao (6.14)) torna-se:

2 3A

" ~o'(r) - =— =0. 6.16
¢ (r)+ - (r) = 5 - 0(r) (6.16)
A solucdo dessa equacdo € :
C; — /3, C 3A
o(r)=—Le By Q2 /Hr (6.17)
r r

Neste caso, tomando C, = 0, verificamos imediatamente que o campo de Weyl (ou
Proca) tem exatamente a mesma forma do potencial de Yukawa, decaindo exponencial-

mente a medida que nos afastamos do centro da fonte, ou seja,

o(r) zge‘\/g’ (6.18)

Analisando agora as equagdes (6.9), vamos considerar os casosem que 4 =v =0,1,2,

respectivamente, o que nos leva ao seguinte sistema de equacoes:

ev evi A

ev eA A

5 —T+Z(1+£7L):O, (6.20)
A

%(v—l)’—lerZrz:O. (6.21)

Somando as equagdes (6.19) e (6.20]), vamos obter a seguinte expressio:
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—%(V+A)’+%e(/l—v):0 (6.22)

Note que, como haviamos assumido que A é da ordem de €, podemos entio descartar

o ultimo termo dessa equagdo. Assim, temos:

(V+A) =0=v=-1 (6.23)

Ao substituir esse resultado na equagao (6.21)), vamos obter:

A A
AMN+Z =0 6.24
+ r 4 (6.24)
cuja solugdol € :
=—4+— 2
A(r) . + e (6.25)

V(r)=————7=r (6.26)

Portanto, a métrica na solucao de campo fraco que estamos considerando € dada por

ds® = (1 —S—Cl—ﬁrz) dr* — (1+£+ A ) dr* —r?d6* —r* sin® 0 d¢> (6.27)
r 12 12"

Essa solucdo corresponde a que se conhece na literatura como espago-tempo de Schwarzschild-
de Sitter, que descreve um buraco negro [[60].

Em comparagio com os resultados apresentados no capitulo [5] esse resultado se mos-
tra consistente, uma vez que no nosso caso o campo vetorial massivo estd associado a
geometria do espaco e assim ndo temos uma fonte.

Para melhor compreender isso, vamos a principio fazer algumas aproximacdes no caso
do campo de Proca na Relatividade Geral. Considerando o caso em que temos g muito
pequeno de modo que os termos de segunda ordem sejam despreziveis, € para um campo

fraco onde a massa seja m << 1, a solugdo (5.52) se reduz a:

2 2
ds2:(1_7’"_% )dt ( +_m+%r)dr2—rz(d02+sin29dq>2) (6.28)

onde passamos a usar a assinatura (1, —1,—1,—1) para propésito de compara¢do com
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que desejamos fazer’] Note que se fizermos em a seguinte redefiniciio das

constantes:

2

c =" (6.29)
£

A=4N (6.30)

onde nesse caso /\ corresponde a constante cosmoldgica, e comparando com (6.28)),
percebe-se que as solucdes sao perfeitamente idénticas. De modo andlogo, se fizermos ¢

muito pequeno em ((5.57]), obtemos:

2MG

v _
e =1 5

(6.31)

cer

que corresponde ao espaco-tempo de Schwarzschild sem a constante cosmoldgica.

Podemos igualmente redefinir C; = 2;\/172G e A=0em (6.27) e obter resultados idénticos.
Note ainda que, fazendo p = /3% em (6.18) obtemos:
C
Q(r)=—et" (6.32)
r

que é equivalente ao campo (5.53) obtida por [53]], e ao campo (5.50) obtido por
[56]], que foram apresentados no capitulo [5} Desse modo, vemos que existe uma enorme

semelhanga entre o campo de Weyl e o campo de Proca geométrico.

6.2 Aplicacao no contexto cosmoldgico

Buscamos aqui estudar uma solug@o cosmoldgica para as equagdes de campo da teoria
invariante de Weyl, uma teoria modificada da gravitacdo, na qual € introduzido um campo
de 1-formas o ( o campo de Weyl). A forma da lagrangiana proposta por Weyl nos leva a
interpretar como sendo o campo massivo, andlogo ao campo de Proca. Vamos supor que

o campo de Weyl tenha apenas dependéncia temporal, sendo dado por:

ou = (0(t),B(t)) (6.33)

Adotando a hipétese de que o universo € homogéneo e isotropico, com secdo espacial

plana, a métrica considerada serd a de Friedmann-Robertson- Walker, que em coordena-

*Veja que, sendo m << 1, e uma vez que a constante cosmoldgica A é muito pequena por natureza,
nés usamos a expansio em série de poténcias no segundo termo, isto é, por exemplo: (1 —x)~! = (1+x+
Ox* 4 ...), para um x muito pequeno.
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das cartesianas € dada por

ds? = di* — a®(t)(dx* + dy* + d7?), (6.34)

onde a(t) é o fator de escala c6smico, que descreve a dindmica do universo. Queremos
determinar o comportamento de a(t), sendo que para isso vamos precisar usar as equagoes
de campo.

Como j4 vimos, as equagdes de campo na teoria invariante de Weyl (ndo-integravel)

sao dadas por

1. A3 1 ® )
Ruv— R+ g+ (Gucv Lo Gaca) = T — KT}, (6.35)
7 uv 3A u
(V=gF"))y = Sov/=g o", (636)

onde 7,y € o tensor momento-energia associado ao tensor Fyy, € 0 tensor da matéria

T;y. Admitindo que possamos descrever a matéria por um fluido perfeito, entéo

TJV = (p + p)uyuy — pguv, (6.37)

onde p e p denotam, respectivamente, a densidade de energia e a pressdo, e estamos
adotando a convengdo de que a assinatura da métrica é do tipo (+,—,—,—). Devido a
suposi¢ao de homogeneidade e isotropria, p e p devem depender apenas apenas do tempo
e ndo das coordenadas espaciais, isto é , p = p(t) e p = p(t).

Por definigéo, Fj,y = Oy — Oy|y. € usando a métrica para subir os indices, podemos

calcular as componentes de Fy,;,, onde obtemos:

0 1 11
B|-1000

F*Y = 211000 (6.38)
-1 0 0 O

Calculando também as componentes do tensor momento-energia do campo de Weyl,

vamos obter
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3 0 0 0
BEl0o 1 -2 =2
Tuv —_ —
210 -2 1 =2
0o -2 -2 1
Sendo a métrica dada por
1 O 0 0
o = 0o o0
S=1o 0 —a2 o
0 0 0 —da?
seu determinante é
_ 6 _ 3
g=—a =/ —g=a
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(6.39)

(6.40)

(6.41)

Vamos agora analisar a equagdo (6.36), considerando inicialmente o indice u = 0,

onde ficamos com:

3A
—a360

3 -0v
F —
(a v 20

(6.42)

Como a componente F% é zero e as componentes F°V sdo dependentes apenas do

tempo, temos entdo, 6° = 0. Fazendo agora u = 1, obtemos:

3A
31 31
(Cl F V)|v = %Cl o
As tinica componentes ndo-nula de F*V sio F10 = —F0l =
obter a seguinte expressao:
3A 5 4 3A
B)= 0y=B+-B=—
(a )|0 Zwa 8 O >

Calculando as componentes do tensor de Ricci, encontramos :

Roo = _3¢
a
R = ad+2d2

Ry>» = R33 =Ry

(6.43)

—a%, de modo que vamos

(6.44)

(6.45)

entdo, analisando a equagdo de campo (6.33)), para u = 1 e v =2 vamos obter
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- =ty /-2 (6.46)

200, (6.47)

onde C € a constante de integragdo. Podemos tomar C = 1 por reescalonamento do

elemento de linha. Assim, ficamos com:

B(t) ="V 20", (6.48)

onde temos duas solucdes possiveis. Considerando o caso da raiz positiva em (6.48))
e substituindo o resultado na equagdo (6.44)), o fator de escala obtido € :

a(t) = e 2V 30! (6.49)

onde novamente a constante de integracdo € tomada igual a unidade. ( Uma observa-
¢do importante: como o termo % deve ser negativo para a raiz em (6.48)) ser real, temos
que tomar necessariamente @ < 0.) Assim, vemos que o fator de escala descreve em um
universo num regime de contracao.

Por outro lado, de acordo com a outra solugdo possivel, o campo de Weyl serd dado

por

B(t)=e V30!, (6.50)

Notemos que quando ¢ — oo, ou seja, a medida que o universo evolui com o tempo,
e consequentemente se expande, o campo de Weyl tende a desaparecer, e a geometria do
espaco-tempo torna-se riemanniana. Esse resultado mostra que a importincia do campo
de Weyl nesse modelo deve ser buscada no universo primitivo.

Portanto, substituindo esse resultado em (6.44)), o fator de escala obtido € :

2./—38
a(t)=e 207 (6.51)

que corresponde ao caso do universo em expansao, com o termo 4/ — g—g > (0, uma vez
que o € negativo e A € a constante cosmoldgica (que € positiva).

Portanto, como nos interessa apenas o caso do universo em expansao, consideramos

o caso da solucdo dada em (6.5T)). Nesse caso, temos
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3A
ds® = di* — "N 720" (dx? + dy? + d2?) (6.52)
Analisando novamente a equagdo de campo (6.33), agora para u = v = 0, obtemos:

3d2+A+9BZ_3w32 .
a 4 4a® 2Ad2

substituindo o campo de Weyl (6.50) e o fator de escala (6.51) podemos obter uma

expressdo para p(z), a saber:

o) = A (§ ; 1) DS (6.54)

Para @ < 0, essa densidade de energia torna-se:

o) =2 (B - 1) _ 2 oIl (6.55)

(6.53)

Kk\o 4 2K

Fazendo agora 4 = v = 1, em (6.33)), vamos obter para p(¢) a seguinte expressao:
a2 2z:i+/\+3192+mz§2

a2 a 4 4a*? 2Ad?

sendo que, ao substituirmos novamente o campo de Weyl e o fator de escala, ficamos

(6.56)
com:

A/18 1
p(t) = p (5 + Z) (6.57)

Note que quando t — oo, a equagdo de estado obtida é p = —p, que corresponde a uma
equacdo de estado tipica de energia escura. Além disso, a solucdo obtida representa um
universo nao-singular em expansao. Do ponto de vista da Cosmologia, esse resultado é
bastante interessante tendo em vista que os modelos mais aceitos atualmente sao aqueles
que procuram explicar a atual fase de expansdo acelerada do Universo, sendo algumas
propostas baseadas na hipotese de que essa dindmica deve-se a presenca da constante
cosmoldgica positiva nas equacdes de campo, ideia originalmente concebida por Einstein.
Na perspectiva de trabalhos futuros, o caminho serd entdo buscar uma descricao para a

matéria escura a luz da teoria invariante de Weyl.



CAPITULO 7/

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

A teoria de Weyl, foco maior de nossa dissertacdo, além de representar a primeira ten-
tativa de unificacdo relativista da gravitacao e eletromagnetismo, deu origem as modernas
teorias de calibre (gauge) [4]]. Entretanto, como vimos, por causa da objecdo levantada por
Einstein, a elegante e engenhosa proposta de Weyl ndo teve seu mérito reconhecido até
recentemente. Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado dessa teoria, onde dis-
cutimos uma possivel modifica¢do, extensdo e reinterpretacao, capaz de resgatd-la como
uma alternativa a relatividade geral.

Revisitando a teoria de Weyl, analisamos a critica feita por Einstein sob uma pers-
pectiva atual e apontamos novos caminhos para a constru¢do de uma versao invariante,
mais de acordo com o espirito e filosofia inicial de Weyl. Além disso, na perspectiva
de torna-la mais completa, formulamos uma prescri¢cdo de como implementar na teoria o
acoplamento da geometria com a matéria, utilizando um novo conceito de métrica invari-
ante.

Além da discutir com maior profundidade a critica de Einstein, lancamos um novo
olhar sobre se o problema da geometrizagdo do campo eletromagnético na teoria de Weyl
teve €xito ou ndo. Argumentamos, com esse proposito, que a eletrodindmica obtida ori-
ginalmente por Weyl ndo coincide com a eletrodinamica de Maxwell. Por outro lado,
chamamos a atencdo para o fato de que a acao que leva as equacdes de campo na teoria de
Weyl t&ém grande semelhanga com a a¢ao que descreve o campo de Proca, o que nos levou
a interpretar o campo de Weyl, ndo como o campo eletromagnético, mas sim como parte

do campo gravitacional [6,(15]]. Assim, a teoria de Weyl passa a ser interpretada como uma

69
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teoria modificada da gravitagc@o, na qual introduzimos um campo vetorial entendido como
possuindo uma natureza puramente geométrica. Por completeza, apresentamos também
um estudo das caracteristicas e propriedades fisicas do campo de Proca em relagcdo ao
campo eletromagnético, analisando diferentes situacdes.

Apresentamos ainda, como aplicacdo das equacdes de campo da teoria invariante de
Weyl, solucdes considerando tanto o espago vazio, como na presenca de matéria, nas
quais, para o primeiro caso, as solu¢des obtidas se mostraram equivalentes as obtidas
por [5356] , que considerou o campo de Proca na relatividade geral. Essas soluc¢des estao
descritas no Capitulo[5] Neste sentido, podemos dizer que a descri¢do do campo de Proca
geométrico na teoria invariante de Weyl ndo altera ou inviabiliza as suas caracteristicas
fisicas, mostrando-se, de certo modo, consistente com a teoria de Proca no contexto da
relatividade geral. No segundo caso, considerando a presenga de matéria, analisamos a
solucdo cosmoldgica adotando o universo homogéneo e isotropico, com secdo espacial
plana, do tipo Friedmann-Robertson- Walker. A solucdo obtida revela um universo nao-
singular em expansdo. Além disso, observa-se que a medida que o universo se expande o
campo de Weyl tende a desaparecer e a equacao de estado do fluido cosmolégico torna-se
a mesma usada em modelos que pretendem descrever a energia escura.

Numa perspectiva futura hd, pelo menos, dois problemas que gostariamos de inves-
tigar. Primeiro, pretendemos estudar os efeitos nas ondas gravitacionais causados pela
presenca do campo de Proca na geometria do espaco-tempo. Pretendemos, também, con-
siderar, a luz da teoria invariante de Weyl, uma possivel modelizacdo da matéria escura

como uma manifestacao (geométrica) do campo de Proca.
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