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Resumo

Efeitos de Flutuacoes Devidas a Populagao Finita na
Sincronizacao de Osciladores Globalmente Acoplados

Neste trabalho, nds apresentamos um estudo sobre a influéncia do nimero finito de
osciladores na sincronizacao de dois modelos de osciladores globalmente acoplados. O
primeiro é o modelo de Kuramoto com fases discretas e o segundo é o modelo de Yu,
que tem como principal caracteristica o crescimento da populacao. Em ambos os casos,
nés partimos da dinamica microscopica do nimero de osciladores em um dado estado e
obtemos as respectivas equacoes de Langevin para as densidades de osciladores. Para o
modelo de Kuramoto discretizado nds avaliamos a evolugao temporal das densidades e
comparamos nossos resultados com o caso continuo, ja estudado na literatura na apro-
ximagao de campo médio. Em seguida, nds utilizamos a teoria de escala de tamanho
finito para obter os expoentes criticos do modelo, onde obtivemos valores proximos a uma
classe de universalidade de um modelo de dinamica de opiniao. No estudo do modelo de
Yu, que possui trés estados, nossa analise restringiu-se ao caso em que o modelo apresenta
biestabilidade. Nos estudamos, via dinamica nao linear, o diagrama de bifurcacao, que
indicou uma bifurcacao de Hopf subcritica, ou seja, o modelo possui dois atratores: um
ponto fixo e um ciclo limite. Verificamos que, ao contrario do que ocorre em modelos com
populagao fixa, a biestabilidade persiste no modelo de Yu e o mesmo apresenta histerese.
Dessa forma, percebemos que as flutuagoes nao quebram a biestabilidade em sistemas

com populagao finita e crescente.

Palavras-chaves: sincronizacgao; osciladores globalmente acoplados; flutuagoes

devidas ao numero finito.
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Abstract

Effects of Fluctuations Due to Finite Population on the
Synchronization of Globally Coupled Oscillators

In this work, we present a study on the influence of the finite number of oscillators on
the synchronization of two models of globally coupled oscillators. The first is Kuramoto’s
model with discrete phases and the second is Yu’s model, whose main characteristic is
population growth. In both cases, we start from the microscopic dynamics of the number
of oscillators in a given state and obtain the respective Langevin equations for the oscilla-
tor densities. For the discretized Kuramoto’s model, we evaluated the temporal evolution
of densities and compared our results with the continuous case, already studied in the
literature in the mean field approach. Then, we used the finite size scale theory to obtain
the critical exponents of the model, where we obtained values close to the universality
class of an opinion dynamics model. In the study of Yu’s model, which has three states,
our analysis was restricted to the case in which the model has bistability. We studied,
via nonlinear dynamics, the bifurcation diagram, which indicated a subcritical Hopf bi-
furcation, that is, the model has two attractors: a fixed point and a limit cycle. We found
that, unlike what occurs in models with a fixed population, bistability persists in Yu's
model and it has hysteresis. Thus, we realize that fluctuations do not break bistability in

systems with a finite and growing population.

Keywords: synchronization; globally coupled oscillators; fluctuations due to

the finite number
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Capitulo 1

Introducao

Segundo o senso comum, dois eventos sao sincronizados quando eles ocorrem ao mesmo
tempo. Esse conceito informal estd baseado em varias situacoes comuns, como a sincronizagao
dos tempos dos semaforos em uma via visando melhorar o fluxo de veiculos. H&, também,
o esporte olimpico nado sincronizado, onde vérias pessoas executam movimentos artisticos si-
multaneos em uma piscina e a sincronizagao de arquivos de um computador para um smartphone,
se vocé modifica um arquivo no computador essa mudanca ¢é feita no smartphone e vice versa.
Além disso, essa ideia vem da etimologia. A palavra sincronizacao, que vem do grego synchro-
nismds, significa “compartilhando um tempo comum” ou “ocorrendo ao mesmo tempo” [1].

Foi o fisico Christiaan Huygens (1629 - 1695), mais conhecido por seus trabalhos no campo da
Otica, quem iniciou os estudos sobre sincronizagao. Em seus experimentos ele utilizou relégios
de péndulo. Ele descobriu que a sincronizagao dos relégios ocorria por conta de uma trave
utilizada para sustentar tais relégios. Essa trave movia-se lentamente enquanto os péndulos
oscilavam e, apds certo tempo, eles alcancavam um mesmo ritmo, levando a sua sincronizagao.
Ou seja, a viga era responsavel pelo acoplamento (chamado de simpatia por Huygens) entre
os péndulos. Nos exemplos acima, percebemos que todos eles tém em comum a producao de
eventos simultaneos, mas isso nao é suficiente para definir, de maneira formal, como entendemos
na fisica, a sincronizagao. Além desse aspecto, os eventos precisam gerar regularidade, ou
periodicidade, no decorrer do tempo. Ou seja, eles devem produzir ritmos. Entao, podemos
dizer que a sincronizacao é o ajuste de ritmos devido a um acoplamento entre os componentes
do sistema [1]. Trata-se de uma influéncia inicialmente individual, ou de poucos individuos, que
gera um comportamento coletivo no decorrer do tempo.

No século passado, a sincronizacao de osciladores foi alvo de iniimeras pesquisas em fisica com
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(a) (b)

Figura 1.1: Em (a) temos um conjunto de osciladores de 3 estados. A interagao é global
(todos interagem com todos) com intensidade constante a. Em (b) a figura representa

uma unidade com taxa de transigao I'; entre os estados, onde I'; = T';(a).

varios aspectos diferentes explorados. Nos modelos de sincronizagao, os componentes do sistema
sao chamados de osciladores. Neste contexto, os osciladores sao elementos que possuem diversos
estados possiveis. A transicao entre os estados de um oscilador decorre da interacao com os seus
pares, que tende a sincroniza-los. Essa influéncia é chamada de acoplamento e quando a interagao
ocorre com todos os osciladores influenciando todos os outros, dizemos que essa interagao é
global, como mostrado na Fig. 1.1(a). J& ao analisarmos um oscilador isoladamente, vemos que
a transicdo entre os estados depende das taxas de transigao I', ver Fig. 1.1(b). Se as taxas
de transicao entre os estados sao probabilisticas, dizemos que os osciladores sao estocasticos.
Quanto aos estados, podem ser continuos, cujas fases assumem um intervalo continuo de valores;
ou discretos, onde assume-se um numero finito de estados (como no exemplo da Fig. 1.1). Assim,
tém-se as bases conceituais para o estudo da sincronizacao, que com o passar dos anos foram
modelados e estudados por varios pesquisadores.

Um dos modelos mais conhecidos no estudo da sincronizagao é o modelo de Kuramoto [2],
onde os osciladores sao acoplados globalmente, ou seja, todos os osciladores interagem uns com os
outros. A ideia de Kuramoto foi escrever uma equacgao diferencial para a evolucao temporal das
fases e amplitudes dos osciladores. Apesar de sua simplicidade tedrica, a primeira vista, o modelo
de Kuramoto provou ser muito robusto. Ao longo do tempo foram adicionados diversos elementos
ao modelo, como, por exemplo, as forgas aleatérias (ruido). Se o acoplamento leva um conjunto
de osciladores a sincronizagdo o ruido pode retardar esse efeito. Sendo assim, a Dinamica

Estocéastica, que é uma teoria bem estabelecida e trata de fendmenos aleatérios, tornou-se mais
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uma importante ferramenta no estudo da sincronizacido. Ao contrario do modelo de Kuramoto,
em que as fases s@o continuas, varios modelos de sincronizacao foram desenvolvidos tendo as
fases discretizadas. O primeiro destes foi apresentado por Prager et al. [14], apresentando
um modelo de 3 estados. Varios outros pesquisadores seguiram essa linha, tanto em sistemas
com 2 ou com 3 estados, como visto nas Refs. [15-22]. Aspectos experimentais e formulagao
matematica relativamente simples sdo as motivagoes para o sucesso dos modelos com fases
discretas. Recentemente, a discretizacao de fase do modelo de Kuramoto também veio a ser
explorada, como nas Refs. [23,24]. No caso de fases discretas, é comum que as equagoes de
campo médio apresentem caracteristicas de sistemas dindmicos, como sensibilidade as condigoes
iniciais, devendo ser utilizados métodos da Dinamica Nao Linear para obtencao de diagramas
de bifurcacoes e retratos de fase, entre outros. Dos exemplos acima, que se valeram de métodos
da dindmica nao linear, podemos citar [21-23]. Outro aspecto a ser investigado é o efeito do
ntmero finito de osciladores. E possivel analisar o efeito que as flutuacoes de um sistema finito
podem causar, como realizado nas Refs. [25-27], onde os autores construiram um procedimento
de contagem, do qual foi gerada a evolugao temporal do nimero de osciladores em um dado
estado. Dessa forma foi possivel avaliar as flutuagoes devidas ao ntimero finito de osciladores.
Diversos sistemas possuem comportamento onde certas quantidades fisicas tendem, apds um
dado intervalo de tempo, a um estado estavel. Ha casos, também, em que existe mais de
um estado estdvel. Pinto et al. [25] mostraram que um conjunto de infinitos osciladores de
2 estados apresentam biestabilidade, ou seja, apresentam dois estados estaveis. Contudo, ao
estudar o sistema com um ndmero finito de unidades, algumas grandezas podem transitar, de
maneira aleatdria, entre esses estados, os quais sao chamados de estados metaestaveis. Por fim,
a sincronizacao em um sistema onde hd aumento de populagao foi estudada por Yu e Wood [28].
Este modelo apresenta biestabilidade e as fases também sao discretas. Os autores exploraram a,
maneira como o crescimento do nimero total de unidades afeta a sincronizagao.

Na natureza, a sincronizacao estd presente em indmeros processos, como o disparo de
neurdnios [1,3,4], o ciclo de vérios tipos de células [5], o comportamento coletivo de inse-
tos [6], entre outros. Com o passar das décadas e até os dias de hoje, as pesquisas sobre
sincronizacao foram ramificando-se levando a publicagoes nos mais diversos campos cientificos,
em grande parte gragas ao modelo de Kuramoto. Duas areas muito influenciadas pelos avangos
dos estudos da sincronizagao sao as redes complexas e fisica biolégica, vide [1,3,4,7-13]. Uma
aplicacao consagrada de sincronizacao em fisica bioldgica é considerar os componentes do sis-

tema como osciladores. Por exemplo, recentemente, Pinto e Copelli [4] realizaram um estudo
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sobre neurdnios excitaveis, onde os neuronios foram modelados como osciladores estocasticos de
3 estados. Entao, foram definidas taxas de transicao entre esses estados e o acoplamento entre
as unidades foi responsével por modelar as sinapses (local onde ocorre a trocam informagoes
entre os neurénios). Dessa forma, percebemos que o estudo de sincronizagao tem potencial para
conectar os diversos modelos tedricos existentes com estudos experimentais conhecidos.

Neste trabalho vamos relacionar a sincronizagao de osciladores de fases discretas com flu-
tuagoes devidas ao nimero finito de unidades. Considerando trabalhos anteriores que mostraram
que o numero de unidades afeta as flutuagoes, nds realizamos um estudo acerca da influéncia
que as flutuagoes exercem em um sistema regido pelo modelo de Kuramoto com fases discretas.
A ideia aqui foi obter uma equacdo de Langevin por meio do protocolo de contagem realizado
nas Refs. [25-27]. Assim, obteremos a evolugao temporal das densidades do nimero de oscila-
dores em um dado estado. Resolvendo numericamente as equagoes de Langevin acopladas, nés
vamos comparar com os resultados para o caso de campo médio, nos devidos limites, variando a
quantidade de estados e o ntimero de osciladores. Em seguida, vamos nos valer de elementos da
teoria das transicoes de fase e criticalidade para estudar o comportamento critico entre o sistema
sincronizado e dessincronizado. Para esse estudo utilizaremos a teoria de escala de tamanho fi-
nito e obteremos os expoentes criticos para os casos do modelo de Kuramoto discretizado com
4 e 5 estados.

Outro aspecto que iremos apresentar é a maneira como as flutuacoes influenciam a sincro-
nizacao em um sistema de trés estados com processo de nascimento de populagao. Nos exemplos
citados acima, a maior parte se interessa por sistemas com um ntumero fixo de unidades, seja
para estados discretos ou continuos. Utilizando um método similar ao usado nas Refs. [25-27],
vamos obter a dinamica das densidades dos nimeros de osciladores em um estado qualquer e,
juntamente com o sistemas de equacoes de Langevin para as densidades de osciladores nos di-
ferentes estados, teremos uma equacgao a mais acoplada ao sistema para a evolucdao do nimero
total de osciladores. Nosso interesse em analisar tal sistema é verificar o caso em que existe
biestabilidade na teoria de campo médio, conforme apresentado na Ref. [28]. As flutuagoes
decorrentes da dindmica microscopica podem, baseado em trabalhos anteriores, quebrar a bi-
estabilidade. Entao, temos a seguinte questao: ao variarmos o ntumero total de osciladores as
flutuagoes destroem a biestabilidade? Primeiramente, nds fizemos uma anélise dos pontos fixos
e da estabilidade do sistema, ainda na teoria de campo médio, visto que trata-se de um sistema
dindmico. Em seguida, ndés obtemos as equacoes de Langevin, a partir da dinamica microscopica,

de onde tiramos o retrato de fase do sistema e o parametro de ordem. Por fim, nds analisamos
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a biestabilidade do sistema a partir das equacoes de evolugao das densidades.

No Cap. 2 vamos apresentar uma revisao sobre Dinamica Estocéstica, fundamental para esta
tese, visto que em todos os casos que iremos estudar ha a presenca de ruido, sobre Dinamica
Nao Linear, tratando mais especificamente a estabilidade e a teoria de bifurcagoes, e mostra-
remos, ainda, os principais conceitos de transicoes de fase e da Teoria de Escala de Tamanho
Finito, tendo como principal objetivo a obtencao de expoentes criticos. No Cap. 3 vamos in-
troduzir o modelo de Kuramoto, apresentar as caracteristicas principais dos modelos discretos,
principalmente os de 3 estados e vamos apresentar o modelo de Kuramoto com fases discretas
e de crescimento do numero de unidades. No Cap. 4 vamos apresentar os primeiros resultados
deste trabalho. Nés vamos aplicar a metodologia descrita na Ref. [25,26] para obter equagoes
de Langevin com termos de flutuacao, vamos analisar algumas grandezas perto da criticalidade,
como o parametro de ordem e a susceptibilidade, ambos em funcado do nimero de osciladores
e vamos obter os expoentes criticos, utilizando a Teoria de Escala de Tamanho Finito, para os
casos de 4, 5 e 6 estados. Finalmente, no Cap. 5 vamos apresentar detalhadamente o modelo de
osciladores, onde h4 aumento no ntmero total de componentes. Vamos descrever as equagoes
no caso em que apresenta biestabilidade e estudar seu diagrama de bifurcacées. Em seguida, o
principal resultado desta tese, a partir das equagoes de Langevin, vamos obter a dinamica das
densidades e analisar se as flutuacoes destroem a dependéncia das condigoes iniciais e quebram

a biestabilidade.
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Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo, vamos mostrar alguns conceitos tedricos necessarios para o estudo da sincro-
nizagao de osciladores estocdsticos. Primeiramente, vamos mostrar os principais conceitos da
dinamica estocastica a partir de uma forma generalizada da equacao de Langevin, da qual ob-
teremos uma equacao de Fokker-Planck. Na sequéncia, comentaremos sobre a equagao mestra e
mostraremos o método de Euler-Maruyama para resolver numericamente a equacao de Langevin
com ruido multiplicativo. Abordaremos neste capitulo, também, a dindmica nao linear a fim de
entender os conceitos de estabilidade e bifurcagao, dando énfase & bifurcagdo de Hopf. No final
do capitulo, apresentaremos alguns fundamentos das transicoes de fase e da teoria de escala de

tamanho finito.

2.1 Dinamica Estocastica

A dinamica estocdstica trata de sistemas que possuem varidveis aleatdrias, ou seja, varidaveis
que podem assumir valores diferentes sob condicoes que nao podemos controlar. Por exemplo, no
langamento de um dado ou uma moeda, nao conseguimos controlar as condigdes (imperfeigoes
na mesa a qual lancamos o dado e correntes de ar, por exemplo) para obtermos o mesmo
resultado em todos os lancamentos. E importante salientar que a aleatoriedade que assume-
se aqui nao ¢é decorrente de erros sistemaéticos, estes podem ser, de certa forma, minimizados
ou controlados. J4a as varidaveis responsaveis pela aleatoriedade de sistemas estocdsticos sao de
natureza microscépica, de maneira que s6 podemos verificar os seus efeitos [29].

A teoria mais conhecida para descrever um sistema estocastico é a teoria de Langevin.

Publicada em 1908 [30], a teoria tinha por objetivo a generalizagao da teoria de Einstein para o
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movimento browniano, publicada em 1905 [31]. O movimento Browniano é o movimento errético
de pdlen na superficie da dgua. A ideia de Langevin foi descrever as colisGes de um corpo de massa
m (pblen) suspenso no liquido com as moléculas que compoem este liquido aplicando equagoes
newtonianas somadas a uma forga aleatdria (ou forca de Langevin). Esta forga foi definida com
duas propriedades: a primeira é que, apds um tempo ¢ suficientemente grande, a média da forga
de Langevin é nula; a segunda é que as colisGes seguintes sejam independentes das anteriores.
As duas propriedades da forca de Langevin sdo conhecidas como ruido branco. Assim, através
da evolugao do sistema podemos obter as médias temporais das varidveis aleatérias de interesse.
Para o movimento browniano, um importante resultado é a variancia da posicao ser proporcional
ao tempo, confirmando o resultado obtido por Einstein [31]. A teoria de Langevin adaptou-se
bem a intimeros problemas cientificos e tornou-se bastante popular, inclusive até os dias atuais.

Na pratica, a equacao de Langevin pode fornecer a evolugao temporal e as médias, também
temporais, das varidveis aleatérias de interesse. Variaveis aleatorias podem ser discretas ou
continuas. As primeiras sao definidas quando o espaco amostral é discreto, como os lados de um
dado, ou cartas de um baralho. J4a as varidveis continuas podem assumir qualquer valor dentro do
intervalo em que o espaco amostral é definido. Como exemplo, temos o espago percorrido por um
corpo. Podemos avaliar variaveis aleatorias por meio de histogramas a partir dos dados temporais
obtidos da equacao de Langevin. Mesmo para varidveis continuas, precisamos discretizar o
espaco amostral em pequenos intervalos. Assim, sabemos em quais intervalos o valores da
varidavel sao mais e menos provaveis. Entao, a teoria de Langevin nao serve apenar para obter
variagoes temporais, mas pode-se obter distribuigoes de probabilidades das varidveis aleatérias
estudadas.

Outra equacao muito importante para a dinadmica estocdstica é a equacao de Fokker-Planck.
Foi nomeada devido aos trabalhos de A. Fokker e de M. Planck, em 1914 e 1917, respectivamente
[32,33]. Ambos investigavam, ainda, o movimento browniano. Ao invés de avaliar diretamente
as varidveis aleatorias, a equagao de Fokker-Planck tem como objetivo obter a evolugao temporal
das fungoes de densidade de probabilidade. Como a equagao de Langevin também fornece uma
distribuigao de probabilidades, isso indica que os dois formalismos s@o equivalentes [34-36].
Inclusive, na proxima secao, vamos mostrar como obter a equacao de Fokker-Planck a partir de
uma forma geral da equagao de Langevin.

Outra maneira de obter a funcao de distribuigdo de probabilidade é através da Equagao
Mestra [34-36]. Esta equacao é dada em termos das taxas de transi¢oes entre diferentes estados,

de modo que a particula possa pular de um estado a outro no decorrer do tempo. Veremos que
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a equacao mestra é uma forma mais geral do que a equagao de Fokker-Planck e seu formalismo
é muito bem aplicado em casos onde os estados sao discretos. Varios modelos de sincronizagao
com estados discretos sdo dados por equagoes mestras, como veremos nos proximos capitulos.
Nas préoximas se¢coes vamos mostrar a formulacao geral para a equacao de Langevin por meio
da expansao dos coeficientes de Kramers-Moyal até ordem 2 (coeficientes de difusao e drift),
baseado na formulacao apresentada nas Refs. [34,36], em seguida vamos mostrar a obtencao da
respectiva equacao de Fokker-Planck e a detalhar a equagao mestra. Também, vamos apresentar

o método de Euler-Maruyama para resolver numericamente a equacao de Langevin.

2.1.1 Equacoes de Langevin e Coeficientes de Kramers-Moyal

Uma forma generalizada da equagao de Langevin para uma variavel aleatéria unidimensional

§=¢(t) ¢

§= h(é-vt) + g(f,t)r(t), (21)

onde I'(t) é a forga de Langevin, que possui as seguintes propriedades:
(I'(t)) =0 e (CHT()) = 6(t —t'). (2.2)

A funcao h na equagao acima é a parte deterministica, as vezes chamada forga [35], é geral-
mente associada a efeitos macroscopicos do sistema sem ruido. O segundo termo do lado direito
é chamado de termo de ruido, ou de difusao. Se g é constante, dizemos que a Eq. (2.1) tem um
ruido aditivo, cuja intensidade é fixa para qualquer valor da varidvel aleatéria. Por outro lado,
se g for funcao de £ e t, o ruido é chamado de multiplicativo, onde para cada valor da variavel
aleatéria hd um novo valor para o ruido. Caso o termo de ruido seja nulo temos uma equacao
deterministica. As propriedades (2.2) sao denominadas ruido branco gaussiano.

Os coeficientes de Kramers-Moyal podem ser definidos em termos dos momentos de uma
densidade de probabilidade W (z) e os momentos sao dados em termos da funcao caracteristica.

Esta funcao é definida como a transformada de Fourier da densidade de probabilidade
Clu) = () = / VY (2)da (2.3)

e o n-ésimo momento M, é dado pela média da varidvel aleatéria elevada a n, ou seja,
M, = () = / W (2)da. (2.4)

A funcao caracteristica se relaciona com os momentos através da seguinte expansao

Clu) =1+ Z(zu)”%, (2.5)
n=1
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muxr

que pode ser obtida diretamente da Eq. (2.3) ao expandirmos €"** em poténcias de z. A partir

dos primeiros momentos de uma distribuicao obtemos a média da variadvel aleatéria e a variancia:
Mi=(§) e Mp—MP=(~ (¢ (2.6)

Mas, essa definigdo pode ser estendida para o momento centrado em um dado valor inicial da
variavel aleatéria £(0) = x,

My = ([€(t) — ). (2.7)
Define-se os coeficientes de Kramers-Moyal como

1 dM, (1)
n! dt

D™ () = (2.8)

t=0
Os coeficiente D(”)(x) se relacionam a equagao de Langevin, Eq. (2.1), e a equacao de Fokker-
Planck que estudaremos mais tarde. Sendo £(t + 7) a solucao da equagao (2.1) para 7 > 0,

podemos definir a seguinte expansao para os coeficientes de Kramers-Moyal

1 1
DM (z) = — lim —([¢(t +7) — 2]") : (2.9)
nt —0rT1 f(t):CE
Integrando a equacao (2.1), temos
t+71 t+7
Et+7)—x :/ h(&thdt! +/ g(E ()t (2.10)
t t

com {(t) = x. Contudo, a formulacdo matematica para uma equagao diferencial estocastica
precisa ser definida. A propriedade de correlagao, dada por uma delta de Dirac, descreve eventos
sucessivos que ocorrem em intervalos de tempo muito préximos, ou seja, a escala de tempo é
muito pequena em relagdo a variagdo de tempo do sistema. Além disso, os picos das deltas
produzem indeterminagoes na varidvel aleatéria £(t) [37]. Veremos adiante que existem duas
maneiras principais para definir o comportamento do ruido em torno dos picos do ruido.
Agora, vamos reescrever a equagao (2.10) como uma integral de Stieltjes, definida a partir

da soma

Sp = f(éo)ly(x1) —y(a)] + f(&)y(x2) — y(x)] + ... + f(&)[w(D) — y(zn)], (2.11)

onde x,41 < & < x,. Se S, tende a um Unico limite quando o maior intervalo de x tende a zero

define-se ,
/ f(x)dy(z) (2.12)

como uma integral de Stieltjes [38]. Entao, vamos realizar a seguinte mudanca de varidveis:

dW = Wdt = T(t)dt, (2.13)
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ou seja,
t+7 t+1
Et+7)—x —/ h(§,t')dt’+/ g(&)dW (). (2.14)
t t

Uma nova fun¢ao, w(7), é definida ao integrarmos a equacao (2.13),
t+7
w(r) = W(t+7) — W(t) = / r(¢)dr, (2.15)
t
de modo que, usando as propriedades de I'(t) dadas por (2.2), obtemos

w(0) = 0
(w(r)) = 0 (2.16)
T ,seT >T

7 oset' <71

(w(r)w()) = {

Agora vamos utilizar as seguintes expansoes de h(£(t'),t') e g(£(t'),t') em torno de £(¢') = x:

h(f(t,),t/) = h(.’L‘,t/) + h/(wvt/)[f(t/) - 1‘] + .

(2.17)
9(€(t)t) = glzt) + ¢/ ()W) = 2] + ...,
onde B/ (z,t') e ¢'(x,t') sdo derivadas em relagao a £(t') para £(t') = x.
Substituimos as equagoes (2.17) em (2.14) e obtemos:
t+7 t+71 t+r
Et+7)—z= / h(z,t")dt' + / B (2 )ER) — 2]dt + ... +/ g(zt")dw (')
t t t (2.18)

t+7
+ /t g @V EW) — dldW (¥ + ..

Ao fazer 7 = 0 e t = ¢’ na equagdo acima, ou seja, {(t') — x, podemos substituir o resultado

na prépria equagao (2.18), de forma que, essa substituicao seja feita iterativamente.

() —a = /t B t")dt" + /t W (@ t") ) —:C]dt//+"’+/t ot ) () (2.19)

y
n /t g (@ tEE) — 2)dW (") + ....

Agora, vamos substituir (2.19) em (2.18):

4T t+7 t'
€(t7)— 2= / ha, )t + / Wt [ hd")dt"dt
t t t

t/

t+7
+ / B (2,t') / ot AW (")t + ..
t t , (2.20)
t+7 t+7 t
4 / (@)W (1) + / J (.0 / Bt )dt" dW (1)
t t t

t/

t+1
+ /t J () /t ot )W ()W (¢ + ..
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Vamos reescrever a equacao acima com as integrais em termos de 7 e das fung¢oes w(7), cuja

correspondéncia é t' =t + 7 e dW (') = dw(7'). E tomando a média temporal, obtemos

Et+r1)—z) = </ h(zt + 7')dr’ + O(7%) + ... + termos proporcionais a w(7)

- . (2.21)

+ / J (st +7) / gt + 7 )dw (") dw () + > .
0 0

Devido & definigao dos coeficientes de Kramers-Moyal (2.9) e as propriedades (2.16), precisamos
eliminar os termos quadréticos em 7 e os termos que levam a média de w(7) a zero. Sobram os

seguintes termos:

(E(t+7)—1x) = </0T h(z,t+ 7")dr' +/OT g (xt+7") /OT

O lado direito da equacao acima possui integrais do tipo

!

g(z,t + T")dW(T")dW(T')> . (2.22)

T+T
/ f(2)da' = 7f(kz), (2.23)

onde k é um parametro positivo entre 0 e 1, de modo que xz esteja entre x e x 4+ 7. Entao,

podemos reescrever a Eq. (2.22) como
(E(t+7)—2) =Th(z,t + KT) + ¢ (2t + K3T)g(2,t + K3kaT) </ W(T’)dW(T')> . (2.24)
0

A integral dentro da média na equagao acima,

A:/O w(7')dw(r'), (2.25)

é chamada integral estocastica, decorrente da integragao da equacao de Langevin. Conforme
relatado anteriormente, existem dois formalismos diferentes para resolver esse problema, que sao

as defini¢oes de It6 (1) e de Stratonovich (.5) [34]:

N-1
Ar=1i d N oy .
= Ji, 3 Q) mlfwlris) = win)
o (7)) + w(rss1) (2.26)
i w(Ti) + W(Tit1) T + Tia
A = 1 @ 7: B .
$ 7 A% = [ 2 g (W(Tit1) — w(7)]
onde
A = max(7i41 — Ti), O=19o<T <..<TN=T. (2.27)

A primeira vista, podemos notar que na defini¢do de It a funcio ® é definida como de-
pendente apenas do passo de tempo anterior 7;, enquanto que na definicao de Stratonovich a

funcao ® depende da contribuicdo no passo de tempo anterior e do passo de tempo atual de
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maneira simétrica, ou seja, como a média do pontos w(r;) e w(7;+1). Reiteramos que o ruido
possui propriedade de correlacdo que indica que em cada passo de tempo ocorre um salto 6—
correlacionado no intervalo 7;41 — 7;. Como discutido anteriormente, os picos das sucessivas 0(7)
provocam indeterminacoes, que sao corrigidas pelas definigoes de It6 e Stratonovich. Baseado
nessa interpretagao percebemos que a definicao de It6 leva em consideracao somente os pontos
anteriores ao salto e a definicdo de Stratonovich toma o ponto médio entre os pontos anterior
e posterior ao salto. O uso dessas duas definicoes depende das caracteristicas do sistema a ser
estudado, portanto nao ha uma disputa para saber qual é o calculo mais correto. E funcao do
pesquisador analisar a utilidade de cada defini¢ao e utilizd-las nas situagoes em que cada uma
enquadra-se melhor.

De forma geral, os termos de ruido em equagoes diferenciais estocasticas podem ser gerados
de sistemas onde a fonte da aleatoriedade é externa ou interna. Segundo [37] podemos associar
os ruidos externos a utilizagao do calculo de Stratonovich e os ruidos internos a definicao de
1t6. O primeiro caso normalmente é de um sistema deterministico, onde o ruido é adicionado
por um fator externo. Por outro lado, na aleatoriedade interna, temos ruidos que sdo inerentes
ao sistema. Nos capitulos 4 e 5 obteremos equacoes de Langevim cujos ruidos sao intrinsecos

e utilizaremos, baseada na discussao acima, a definicao de It6. Utilizando as definigdes (2.26)

([ -
([ Tw(r')dw<¢'>>s -

cuja demonstracao é apresentada na Ref. [34]. Substituindo os resultados acima em (2.22),

obtemos

(2.28)

encontramos o drift coefficient a partir da Eq. (2.9) paran =1,

1
M — im = _
D 71_11}%) - Et+71)—x), (2.29)
ou seja,
(1 _
D}’ = h(x,t)
Il (2.30)
D) = h(a,t) + g (w)g ().
Para o coeficiente de difusdo, D®), usamos a equacdo (2.14) para ' = t+ 7, £&(t') = x e
obedecendo as propriedades (2.16):
Et+71)—x= / h(z,t+7")dr' + / gzt + 1")dw(r'), (2.31)
0 0
ou
Et+7)—x=h(zt+ k17T + g(x,t + KoT)W(T). (2.32)
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Elevando ao quadrado, tomando a média e eliminando os termos quadraticos em 7 sobram os
seguintes termos:

([t +7) —a]) = g*(xt + ko) (W (7)) (2.33)

Finalmente, fazendo n = 2 na equagao (2.9) obtemos o coeficiente de difusao.
D@ = g2(xt). (2.34)

Diferentemente do drift coefficient, este resultado é independente do formalismo utilizado.

2.1.2 Equacao de Fokker-Planck e Equacao Mestra

A equagao de Langevin fornece a evolugao temporal de uma variavel aleatéria x e de acordo
com esse comportamento temporal podemos obter informacoes estatisticas a respeito do sistema
fisico descrito pela varidvel aleatéria. A forma mais simples de realizar essa medida é por meio
de um histograma. Mas, de forma mais direta, podemos obter a evolugao temporal da funcao

densidade de probabilidade com uma equagao diferencial da forma

OP(@t) _ poon_ [ 9 po 9
8t - P({L‘,t) - axD (.’L‘,t) + 81’2

D (zt)| P(x,t), (2.35)

chamada de equacdo de Fokker-Planck. Onde DM (z,t) e D@ (2,t) sdo o drift coefficient e o
coeficiente de difusdo, respectivamente. Podemos observar que basta identificar os coeficientes
DWW (z,t) e D@ (z,t) na equacio de Langevin que podemos obter a respectiva equacio de Fokker-
Planck. Para obtermos a Eq. (2.35) vamos partir da transicao de densidades de probabilidade
entre os tempos ¢ e t + 7, ou seja W (x,t) — W (x,t + 7), cuja probabilidade de transigao é dada

por P(x,t+ 7|2’,t). Matematicamente, temos [34]

W(xt+71)= /P(a:,t + 7|2’ )W (2 t)dx’ (2.36)
e os momentos, baseados na Eq. (2.7),

M, (2’ t,7) = /(az — 2 \"P(x,t + 7|2 t)dw. (2.37)

Tomando a transformada inversa na Eq. (2.3) podemos escrever a densidade de probabilidade
como a transformada inversa de Fourier da funcao caracteristica e esta pode ser dada em termos

dos momentos, conforme Eq. (2.3):

1+ i(zu)”Mn(m',t,T)/n! du. (2.38)

n=1

Iy i e —wu(z—z’)
Pzt + 7|2’ t) = 5 e

T J—00
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Utilizando as relagoes

+0c0 n
% e - (‘ai) 5z — ) (2.39)
oz —a')f(2') = 6(x — 2') f(x) (2.40)

para n > 0, podemos reescrever a Eq. (2.38) como

P(xt+71]2' t) =

=1 o\" ,
1+ nz::l ~ (‘m) Mn(x,t,T)] §(x —a'). (2.41)

Substituindo a Eq. (2.41) em (2.36) e expandindo W (z,t + 7) obtemos

W(zt+71)—W(xt) = aw;a(tx’t)T +O(7?)
(2.42)

e <—aax>n[Mn(a:,t,T)/n!]W(:z,t).

Assumimos que os momentos podem ser expandidos em série de Taylor em poténcias de 7 para
n > 1, de modo que eles possam ser dados em termos dos coeficientes de Kramers-Moyal através

da Eq. (2.8):

M,
”(;“;t’” = D (2. t)r + O(). (2.43)
Inserindo (2.43) em (2.42) obtemos
5% 321 <_8:c> D' (z )W (x,t) (2.44)

chamada de expansao de Kramers-Moyal. A equacao de Fokker-Planck é dada pela expansao de
Kramers-Moyal até n = 2 e modificando a notagao da densidade de probabilidade de W (x,t) —
P(z,t) recuperamos a Eq. (2.35).

A maneira mais geral de se obter a evolucao de uma probabilidade é utilizando a equacao
Mestra. Sao equagoes diferenciais para sistemas que saltam de um estado para outro. As
transicoes para um estado posterior dependem apenas do estado imediatamente anterior. Esse
tipo de processo é chamado de markoviano. Sendo P; a probabilidade de um evento i ocorrer
e wi—j a taxa de transicao do estado i para o estado j, a variacao de P; ¢ dada em termos
da contribuic@o das transigoes de todos os outros estados para o estado i (aumentando assim o
valor de P;) e das transi¢oes do estado ¢ para todos os outros estados (diminuindo P;). Entao,

a equagao mestra pode ser escrita como

Pz‘ = E(WJ*)/LPJ - wiﬁjpi)- (245)
J
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A equacdo de Fokker-Planck pode ser considerada um caso particular e continuo da equacao
mestra. Nesta tese, a equagao mestra é particularmente especial, pois nés estudamos sistemas
que sao descritos por estas equagoes. A intencgao é obter equagoes de Langevin com caracteristicas
microscépicas em que, no limite apropriado (nimero de particulas muito grande), recuperam-se

as equacgoes mestras de campo médio.

2.1.3 Solucao Numeérica da Equacao de Langevin

A forma mais simples de resolver numericamente uma equacao de Langevin com ruido mul-

tiplicativo, Eq. (2.1), é por meio da seguinte discretizacdo com passo de tempo h:

gn-i—l = fn + f(tn)h + g(tn)wm (2.46)

onde w, sao numeros aleatérios com as propriedades dadas pelas Egs. (2.16). Um processo
formado pela sequéncia dos nimeros aleatérios w,, em dois diferentes tempos sao conhecidos por
processo de Wiener. Agora, definimos um conjunto de nimeros aleatdrios u,, os quais possuem

média zero e variancia 1, ou seja,

<un> =0,
(2.47)
<unum> = 5nm
e, sua relacao com w,, é dada por
Wy = Vh,. (2.48)
A Eq. (2.46) pode ser reescrita como
Eni1 = En + ftn)h + g(tn)Vhu,. (2.49)

A Eq. (2.49) é conhecida como método de Euler-Maruyama. Podemos reescrever a equagao acima
em termos dos coeficientes D) e D) que sdo definidas em termos das funcoes f e g [conforme
as Eqgs. (2.30) e (2.34)], entao devemos especificar o célculo utilizado, Itd6 ou Stratonovich. A
utilizagao da defini¢ao de Stratonovich nao é aconselhada para o método de Euler-Maruyama,

sendo mais apropriado o calculo de It6 [36]

€nt1 =& + DU (& tn)h + /DO (&, tn) by (2.50)

O método de Euler-Maruyama pode ser facilmente generalizado para duas ou mais dimensoes:

N
Einpr = Sin + LiGat) D+ g1 (Enstn) VI, (2.51)

j=i
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Existem varios outros métodos mais precisos para resolver numericamente equacoes dife-
renciais estocasticas. Contudo, a escolha do método de Euler-Maruyama deu-se por conta das
aplicacoes em que vamos utilizar o método. Veremos nos préximos capitulos que o tipo de pro-
blemas que estudamos possuem termos de ruido multiplicativo muito complexos. Métodos mais
precisos geralmente necessitam das derivadas das fungoes g;; analiticamente, sendo necessdrias

muitas operacoes, levando a um alto custo computacional.

2.2 Dinamica nao linear

2.2.1 Conceitos iniciais e estabilidade

A evolucao temporal de grandezas fisicas pode ser descrita por equacdes diferenciais de diver-
sos tipos. Geralmente as equagoes diferenciais lineares possuem solugoes exatas. Por exemplo, o
problema da queda de um corpo onde atua uma forca de resisténcia do ar proporcional a veloci-
dade ou o sistema massa-mola, ambos sao descritos por equacoes diferenciais lineares e podem
ser resolvidos analiticamente. Além desses simples exemplos hd muitos outros em varios ramos
da fisica onde podem ser obtidas solugoes exatas desse tipo de equagoes. Porém, alguns proble-
mas sao historicamente conhecidos como insoltuveis analiticamente e, com o passar do tempo,
surgiram intimeros problemas sem solucoes exatas. Problemas fisicos que utilizam equagoes dife-
renciais nao lineares sao exemplos de sistemas, em geral, sem solucao analitica, como a equagao
de movimento do péndulo quando nao é restringida ao caso de pequenas oscilacoes. Entao, exceto
para algumas equagoes matematicamente simples ou em que seja utilizada alguma aproximacao,
é preciso valer-se de métodos numéricos para equacoes diferenciais nao lineares.
Seja um problema fisico representado matematicamente por um sistema de equacgoes de n
variaveis
i1 = f1(21,...,2n)
(2.52)
i'n = fn($17 cee axn)v
onde &; = dx;/dt e as fungoes f; ndo dependem explicitamente do tempo. A evolugao temporal
das varidveis x; obtidas das equagoes acima representam trajetérias. No contexto dos sistemas
dinadmicos, uma trajetéria (ou 6rbita) é dada pelo conjunto de pontos (x1,x2,...,z,) obtidos em
cada instante de tempo e plotados no espaco de coordenadas x1 X x9 X ... X x,,. Este espaco
abstrato, formado por varidveis relevantes do problema fisico, é denominado espago de fase [39].

Uma propriedade importante acerca das Eqs. (2.52) é a estabilidade. Vamos exemplificar
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Figura 2.1: Postos fixos e sua estabilidade indicada pelas setas. Figura adaptada da

Ref. [39].

com o caso unidimensional
z = f(x). (2.53)

O sistema pode possuir trajetdria que se afasta ou se aproxima de um dos zeros da funcdo f(z),
dependendo da fisica do problema, ou seja, da forma da funcao f(z). Define-se como ponto fixo
o valor z*, tal que f(z*) = 0. A Fig. 2.1 mostra os pontos fixos e a estabilidade de cada um
deles. Noés interpretamos o eixo x como um fluxo, neste caso unidimensional, que se move para
a direita quando f(xz) > 0 e para a esquerda quando f(x) < 0 (representados pelas setas na
Fig. 2.1). Entao, quando o fluxo converge para um ponto nés o chamamos de ponto fixo estével.
Por outro lado, quando o fluxo se afasta de um ponto nés o denominamos ponto fixo instavel. O
ponto fixo estdvel é representado por um circulo fechado e o ponto fixo instavel é representado
por um circulo aberto.

De maneira mais geral, segundo [40], ao avaliarmos equagoes do tipo (2.52), o sistema pode
tender a regioes estaveis chamadas de atratores. No exemplo unidimensional acima, o atrator
é o ponto fixo. Entado, é importante a obtencao da evolugao temporal, e por conseguinte das
trajetorias, visto que seu comportamento varia de acordo com os atratores presentes. Se o
sistema tende para a estabilidade e permanece até o limite ¢ — oo dizemos que os estados sao
assintoticos. Ou seja, os pontos fixos podem ser estados assintoticos, visto que eles sao atratores

das trajetoérias.
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(a) r <0 (b)yr=0 (c)r>0

Figura 2.2: Bifurcagao tipo sela-né para as trés possibilidades de r. Figura adaptada da

Ref. [39].

2.2.2 Bifurcagao

A partir de agora vamos trabalhar com sistemas em que pontos fixos podem sofrer alteracoes.
Vamos supor que exista um parametro de controle, uma quantidade fisica que, ao ser modifi-
cada, pode alterar a estabilidade de um sistema. Vimos anteriormente que a estabilidade esta
relacionada aos pontos fixos. Agora, o parametro de controle r vai ter a influéncia de criar e
destruir pontos fixos, bem como de modificar a estabilidade [39].

Existem varios tipos de bifurcagoes unidimensionais, como a bifurcagao sela-né, transcritica
e forquilha. Vamos exemplificar com o tipo mais comum, a bifurcacao sela-né, cuja principal
caracteristica é a apresentacao de um mecanismo de criagdo e destruicdo de pontos fixos. A
representacao matematica tipica dessa bifurcacao, chamada na literatura de forma normal, é
dada por

i =r+az’ (2.54)

Tomando o parametro r negativo e aumentando seu valor os dois pontos fixos aproximam-
se até que eles colidam e se aniquilem. Esse comportamento é mostrado na Fig. 2.2. Para
r < 0 os dois pontos fixos, um estavel e outro instavel, coexistem sobre a linha do fluxo. Ao
aumentarmos o valor de r os pontos fixos vao se aproximando até » = 0, onde os pontos fixos
colidem (representado pelo circulo preenchido pela metade). Por fim, quando r > 0, os pontos
fixos se aniquilam. Notemos que em r = 0 o fluxo no eixo x muda de comportamento, ou
seja, nessa transicao ocorreu a bifurcagao. Os trés graficos da Fig. 2.2 podem ser representados
por apenas um, o diagrama de bifurcacao, mostrado na Fig. 2.3. Os pontos fixos estaveis e

instaveis se movem conforme r se aproxima de zero, que é o ponto onde a bifurcacao ocorre. A
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instavel

-
......
~
~ay

estavel

Figura 2.3: Diagrama de bifurcagao. Os pontos fixos estaveis sao indicados pela linha

cheia e os instdveis sao representados pela linha tracejada. Figura adaptada da Ref. [39].

representagao dos pontos estaveis é dada pela linha preenchida, enquanto que a dos pontos fixos
instaveis é dada pela linha tracejada.

Uma maneira qualitativa de avaliar a estabilidade é por meio da linearizacao em torno de
um ponto fixo. Para o caso unidimensional, dado o ponto fixo x*, vamos analisar o seu entorno
através da perturbacao

n(t) = z(t) — x™. (2.55)
Derivando 7n(t) sendo z* constante, obtemos
n(t) =z = f(x). (2.56)

Reescrevendo a fungéo f em termos de n e £* podemos tomar a seguinte expansao
fla* +n) = f@@*) +nf'(z*) + O). (2.57)

Como z* é um ponto fixo, f(z*) = 0 e assumindo que f/'(z*) # 0 e que os termos de segunda

ordem em 7 sao despreziveis, podemos escrever

n(t) ~nf'(z") (2.58)

que é uma equagao linear em 7. Se f’(z*) > 0 a perturbacdo cresce exponencialmente, caso
contrdrio, f’(z*) < 0 a perturbagdo diminui exponencialmente. Por fim, se f'(z*) = 0, os

termos de segunda ordem em 7 nao sao despreziveis.
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O estudo das bifurcagoes pode ser realizado em fluxos bidimensionais. Reduzindo as Egs. (2.52)
para duas dimensoes, temos
&= f(zy)
y=g(zy).

(2.59)

Podemos definir as caracteristicas de estabilidade e pontos fixos de maneira semelhante ao caso

unidimensional. Seja o par (z*,y*) um ponto fixo, entao

flz*y")

=0
(2.60)
) = 0.

b
*
g(z"y
Utilizamos uma aproximacao, na qual adicionamos uma pequena perturbacao ao redor do ponto

fixo nas duas diregoes x e ¥:
u=zx(t) —=x e v=uy(t)—y". (2.61)
Vamos analisar, primeiramente, a perturbacao em x. Derivando a perturbacao u, obtemos
u=2=f("+uy*+v). (2.62)

Expandindo a fungao f em série de Taylor e utilizando as definigoes dadas pelas Eqs. (2.60):

0 0
a=u +v of + O(u? v uv). (2.63)
0T | ,_ v Y |y
De maneira analoga, para v, temos
0 0
v=ud v + O(u? v uv). (2.64)
81’ r=x* 8y y=y*

Assumindo que os termos de ordem quadritica sdo despreziveis, podemos escrever, na forma

matricial, as equacoes linearizadas:

of of

u u
= 9= % . (2.65)
v g—g % A%
A matriz
of of
A= dz  dy (2.66)
99 9g
or Oy

é conhecida como matriz jacobiana. E, conforme as Egs. (2.63) e (2.64), as derivadas, elementos
da matriz jacobiana, sdo avaliadas no ponto fixo (z*,y*).
Todas as bifurcagoes citadas no caso unidimensional podem ocorrer no caso bidimensional.

Em sistemas bidimensionais existe outro atrator muito importante para este trabalho, o ciclo
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Figura 2.4: A figura mostra um ponto fixo e um ciclo limite como atratores separados por
um ciclo limite instavel, representado pela linha tracejada. As trajetdrias se aproximam

dos atratores.

limite estavel, definido como uma trajetoria fechada e isolada, para onde as trajetérias circun-
dantes se dirigem, caso estejam préximas o suficiente [40]. Um ciclo limite pode ser também
instavel, neste caso nao é mais um atrator. Como exemplo do comportamento dos atratores no
caso bidimensional a Fig. 2.4 mostra um ponto fixo e um ciclo limite estaveis, separados por
um ciclo limite instavel. Dentro deste ciclo o sistema tende ao ponto fixo, fora dele a trajetoria
dirige-se ao ciclo limite estavel. Anteriormente, nés exemplificamos o caso da bifurcacdo sela-
né. Também no caso bidimensional, os fluxos podem criar e destruir pontos criticos e alterar
as caracteristicas da estabilidade. Entdo, vamos exemplificar outro tipo de bifurcagao no caso
bidimensional que serd aplicada nos capitulos posteriores, a bifurcacao de Hopf.
Primeiramente, supondo que um sistema possua um ponto fixo estdvel, precisamos avaliar
autovalores da jacobiana A. Sejam Ay = a &+ w os autovalores, assumimos que « e w sejam
dependentes de um parametro de controle r. A bifurcacdo de Hopf ocorre para a(r) = 0
que, qualitativamente, é caracterizada por dois atratores, um ponto fixo e um ciclo limite [39].
A bifurcacao de Hopf pode ser descrita matematicamente de varias maneiras, dependendo da
natureza do problema, como pode ser visto em [39,40]. A maneira mais interessante para
problemas de sincronizacao envolve o célculo de coeficientes de Lyapunov [; utilizando um
procedimento dado em [40]. A bifurcagao de Hopf é supercritica se l; é negativo e subcritica
se [; for positivo. Os artigos de Wood e colaboradores das Refs. [15-18, 28] sao exemplos da

utilidade da Bifurcacao de Hopf. Sendo uma dessas publicacdes o nosso objeto de estudo no
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Cap. 5.
A bifurcacao de Hopf possui solugoes oscilatérias, que podem ser estaveis ou amortecidas.
Para exemplificar o comportamento oscilatério, vamos apresentar a forma normal da bifurcacao

de Hopf na origem

: 2 2
r1 =ar1 — 22 Fri(x] +x
( 1 2)7 (267)
Ty = z1 + axy F xo(z? + 22).
Se o ultimo termo do lado direito possuir sinal negativo temos a bifurcacao de Hopf supercritica,

se for positivo a bifurcacao é subcritica. O jacobiano para o sistema em equilibrio é

A= : (2.68)

1 «

cujos autovalores sao Ay = o +1. A forma polar do sistema (2.67) mostra melhor as carac-

teristicas ondulatérias. A dedugao pode ser encontrada em [40]. Temos,

p=plaFp?),
(2.69)
o =1

A primeira equacao apresenta o equilibrio quando p = 0 para todo «. Tanto no caso
supercritico quanto no subcritico temos perda de estabilidade quando o = 0. O parametro
«a tem o seguinte comportamento no caso supercritico: Se @ < 0 o equilibrio é linearmente
estavel, se @ = 0 o equilibrio permanece estavel, porém é nao linear. Por outro lado, se @ > 0
o equilibrio é linearmente instavel, porém, ha a ocorréncia de um ponto de equilibrio estavel.
No caso subcritico temos: se a < 0 o equilibrio é linearmente estével, se a > 0 é instavel (igual
ao caso anterior) e para a = 0, contrariamente ao caso anterior, o equilibrio é instdvel e nao
linear. Agora, a partir das duas equagoes em (2.69), podemos analisar a Fig. 2.5 que mostra o
comportamento grafico do caso supercritico da bifurcacao de Hopf. No caso a < 0 hd um ponto
fixo estavel para onde o sistema tende em forma de espiral e quando « > 0 o ponto fixo se torna
instavel e o atrator passa a ser um ciclo limite estdvel de raio p = /a. Na transi¢do ocorre um
ciclo limite com pequenas amplitudes. Diz-se, neste caso, que a perda de estabilidade é suave,
ou nao catastréfica. No caso subcritico a perda de estabilidade é chamada de catastréfica. A
regiao de estabilidade é cercada por um ciclo limite instavel que diminui seu raio conforme o
parametro de controle aproxima-se do valor critico (de & < 0 — a = 0). Assim, o sistema é

levado abruptamente para fora da vizinhanga do equilibrio, como mostra a Fig. 2.6.
Um aspecto muito interessante ocorre na bifurcagao de Hopf subcritica: a presenca de dois
atratores para um mesmo valor do parametro de controle. O intervalo de a onde isso ocorre é

[ag; 0] onde «y, é 0 valor de o que indica o inicio da biestabilidade. J& comentamos no pardgrafo
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Figura 2.5: Bifurcacao de Hopf supercritica. Figura retirada da Ref. [39].

(a) a<0 (b)y a>0

Figura 2.6: Bifurcagao de Hopf subcritica. Figura retirada da Ref. [39].

anterior que se o sistema caminha no sentido crescente de o o equilibrio salta do ponto fixo para
o ciclo limite em o = 0. Supondo que consideremos agora o sentido oposto de «, se o sistema
apresentar um comportamento distinto na regiao em que os dois atratores coexistam, dizemos
que ocorre histerese. No Cap. 5 vamos analisar o ciclo de histerese que surge ao variarmos o
parametro de controle k£ no modelo de Yu. Para pequenos valores de k o sistema apresenta
orbitas estaveis e para grandes valores do parametro de controle em questao o sistema tende a
um ponto fixo estavel. Para valores intermediarios verificamos um ciclo de histerese por meio

da obtencao do grafico do parametro de ordem em funcgao de k.

2.3 Teoria de Escala de Tamanho Finito

Normalmente, as substancias sofrem modificacbes sob mudanca de temperatura e quando

essa variacao modifica o estado da substancia dizemos que ocorreu uma transicao de fase. Siste-
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mas ferromagnéticos, por exemplo, exibem geralmente duas fases: uma fase ordenada, onde os
spins estao alinhados, e a fase onde os spins estao desordenados. Se esse sistema inicialmente esta
em baixas temperaturas ele apresenta a fase ordenada, mas, conforme a temperatura aumenta o
sistema se modifica e sofre uma transicao para a fase desordenada, ou seja, o sistema sofreu uma
transicao de fase [41]. As transigdes de fase ocorrem a uma temperatura especifica — chamada
temperatura critica, T, — para cada tipo de sistema ou substancias. Certas grandezas tém com-
portamento chave para descrever uma transicao de fase. De maneira geral, quantidades fisicas
que sao nulas em um lado da transicao e nao nulas no outro lado sao chamadas de parametro de
ordem [42]. Nos sistemas ferromagnéticos a magnetizagao m tem papel de parametro de ordem,
um vez que m > 0 quando T' < T, e m = 0 quando T > T..

E interessante estudar o sistema na regiao em torno de 7T,. A maneira mais utilizada é
através da obtencao de expoentes criticos, onde assume-se que cada grandeza se aproxima da
temperatura critica por leis de poténcias com expoentes especificos. Nesta secao, vamos mostrar
como obter os expoentes criticos e a temperatura critica de um sistema. Vamos fazer uso da
Teoria de Escala de Tamanho Finito (Finite Size Scaling, FSS), cujo ponto de partida é a andlise
do comportamento das grandezas fisicas em funcdao do tamanho do sistema.

As quantidades fisicas calculadas em torno da regiao critica, ou seja, proximo da temperatura
critica T, possuem comportamento assintético no limite termodindmico. Assumimos que cada
grandeza fisica se aproxima da criticalidade por meio de leis de poténcias cujos expoentes sao
definidos como expoentes criticos [42].

Os expoentes criticos foram bastante estudados, em particular, para sistemas magnéticos.
Portanto, é usual defini-los inicialmente para tais sistemas. Seguindo essa pratica, introduzimos
os expoentes criticos 3, relacionado ao comportamento critico do parametro de ordem (no caso,
a magnetizacao), 7, relacionado ao comportamento critico da susceptibilidade e v, relacionado

ao comportamento critico do comprimento de correlacdo. No limite termodinamico (N — oo),

temos, 5
T-1T,
~ 2.
m ' T , (2.70)
T—-T.|"
~ 2.71
X ’ T : (2.71)
T-T.|™"
~ 2.72
e~ 75 )

De posse dos dados das quantidades em termos da temperatura é possivel obter os respectivos
expoentes. Para isso basta plotar os pontos em escala logaritmica que d4 uma linha reta e a

declividade dessa reta é o expoente critico.
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Um dos aspectos mais importantes na obtengao dos expoentes criticos esta relacionado ao
fato de que diferentes sistemas tém os mesmos coeficientes. Por exemplo, o artigo de Wood et
al. [15] compara os expoentes [ e v aos obtidos no modelo XY. Quando dois sistemas apresentam
0s mesmos expoentes criticos dizemos que ambos estao em uma mesma classe de universalidade.
Estas classes podem ser independentes da maioria dos parametros do modelo [42].

Para sistemas finitos o comportamento das grandezas fisicas na criticalidade é modificado.
Normalmente, associamos o tamanho do sistema ao comprimento de correlagao £, definido como
o tamanho do agrupamento de constituintes do sistema em uma mesma fase. No limite termo-
dindmico e proximo ao ponto critico & — oo, ja em sistemas finitos £ ~ L. Baseado na suposicao
que relaciona o tamanho finito do sistema e o comprimento de correlagao foi formulada a teoria
de Escala de Comprimento Finito [42]. A FSS nos permite obter os expoentes criticos, dados
pelas Egs. (2.70), (2.71) e (2.72)), em termos do tamanho L bem como podemos obter uma
estimativa para a temperatura critica 7.

Podemos escrever os expoentes criticos do parametro de ordem e da susceptibilidade em

termos de &:

m o~ EPIY (2.73)
X~ &7, (2.74)

Ao limitarmos o tamanho do sistema estamos considerando que a singularidade da suscep-

tibilidade em 7T, sera eliminada. Isso pode ser descrito através da relacao

x =& xo(L/€), (2.75)
onde
cte se £ K L
XO(L/E) ~ L v/v I . (2'76)
(f) se z —0
A Eq. (2.75) pode ser dada em termos de L usando a Eq. (2.72)
x = LX), (277)
onde
XLty = L1 xol (LY 18])] (2.78)

et=(T—1T.)/T. é a temperatura reduzida.
O comportamento de y nao é simétrico em relagdo ao ponto critico, seja o limite tomado pela
esquerda ou pela direita. Dessa maneira a temperatura reduzida deve assumir valores positivos

ou negativos de t. Entao devemos reescrever a Eq. (2.77) da seguinte forma:

x = LYY(LV). (2.79)
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O mesmo procedimento pode ser usado para obtermos a expressao do expoente critico para

o parametro de ordem em termos de L:
m = L™ PVim(LV"). (2.80)

As funcoes Y(L'/"t) e m(LY"t) sdo chamadas de funcdes de escala. Para valores especificos
dos expoentes criticos ndés assumimos que as funcoes de escala sao as mesmas para diferentes
tamanhos do sistema. Também a temperatura critica deve assumir um valor fixo, mesmo se

mudarmos os valores de L. Definimos x como a varidvel de escala
x =LYt = LYY (Ty — T.) /T, (2.81)

da qual obtemos

To = T.(1 + zL~Y7). (2.82)

Interpretamos Ty como a temperatura em que a grandeza que estamos medindo é méxima. No
Cap. 4 vamos utilizar a F'SS para obter os expoentes criticos do sistema de osciladores do modelo

de Kuramoto com fases discretas.
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Capitulo 3

Sincronizacao

Neste capitulo, vamos fazer uma revisao dos modelos de sincronizagao de osciladores relevan-
tes para esta tese. Inicialmente, vamos mostrar as caracteristicas gerais do modelo de Kuramoto,
tanto a sua forma original como a com ruido. Em seguida, vamos fazer um apanhado dos princi-
pais modelos com fases discretas, sendo que reservamos uma se¢ao exclusiva para a discretizagao
do modelo de Kuramoto. Finalmente, vamos introduzir o modelo de trés estados com cresci-
mento de populacao, cuja motivagao levou ao principal resultado desta tese, como veremos no

Cap. 5.

3.1 Modelo de Kuramoto

No estudo da sincronizagao de osciladores, o Modelo de Kuramoto (MK) se destaca devido
a sua versatilidade. Alvo de inimeros estudos nas ultimas décadas, o MK foi publicado origi-
nalmente em 1975 por Yoshiki Kuramoto [2]. Sua abordagem consiste no estudo das fases (ou
das amplitudes) dos osciladores evoluidas no tempo por meio de uma equacao diferencial de
primeira ordem. Essa evolugao temporal leva em conta a frequéncia natural dos osciladores e o
acoplamento, que é fungao da diferenca das fases de um oscilador com a fase de todos os outros
osciladores, ou seja, ¢ um acoplamento global. Originalmente, no artigo de 1975, Kuramoto
apresentou a equagao de seu modelo em termos das amplitudes e depois a converteu em uma

equacao para as fases. A equagao diferencial para a amplitude A; de um dado oscilador i é
. KX
A = (wi + a)A; + NZAJ» — BlAi|?4;. (3.1)
j=1

A quantidade w; é a frequéncia do oscilador i, o e 8 sao constantes, K é a constante de
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acoplamento e N é o nimero de osciladores. A constante de acoplamento é responsavel pela
influéncia de um oscilador sobre os outros, de modo que quanto maior o valor de K o sistema
dirige-se mais rapidamente a sincronizagao. Se o sistema estd inicialmente dessincronizado,
podemos aumentar a intensidade do acoplamento até um valor critico K. acima do qual o
sistema estd sincronizado. Temos, entao para K < K. o sistema dessincronizado, K > K. o
sistema sincronizado e o ponto K = K, é o ponto de transicao entre os dois regimes. Podemos
dizer que em K. ocorre uma transicao de fase.

A conversao para a equacao das fases é feita definindo a amplitude dos osciladores como
A; = ae'. (3.2)

As amplitudes rapidamente evoluem para um tnico valor, portanto a pode ser considerado
constante. Derivando a Eq. (3.2) em funcao do tempo e substituindo o resultado em (3.1),

obtemos

\ =

0; = w; — 1(o — Ba?)

N
N Z —vcos(f; — 6;) + sin(6; — 0;)]. (3.3)

A parte real do resultado acima nos fornece a forma padrao do MK, como apresentado na
Ref. [43]:
. K&
bi = wi+ Zsm(ej —6,), (3.4)
7=1
onde 0; € [0,27]. E possivel definir um parametro de ordem para o MK nos moldes dos que sao

estudados em transicoes de fase:
1
wy 10
re = E e, (3.5)

A quantidade r mede a coeréncia dos osciladores (neste contexto, a coeréncia indica se os osci-
ladores tém a mesma fase) e estd definida no intervalo r € [0,1]. Quando as fases dos osciladores
estao sincronizadas o parametro de ordem é r > 0. Caso contrario, quando ha dessincronizagao,

= 0. A varidvel ¢ é a fase do cluster (algumas vezes referida como fase média, como na

Ref. [7]). Podemos reescrever a Eq. (3.4) em termos de r e 1) como
0; = w; + Krsin(yp — 6;). (3.6)

Apesar da aparente simplicidade, o comportamento critico do MK ainda néo é completa-
mente conhecido, isto é, nem todos os expoentes criticos foram obtidos. A criticalidade do MK
é focada na regiao préoxima de K., ou seja, onde encontra-se o acoplamento critico que separa
em duas fases, uma onde os osciladores estao sincronizados, o parametro de ordem positivo, e

outra onde os osciladores estao dessincronizados, parametro de ordem nulo. No final dos anos
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>

KC K

Figura 3.1: Esboco do gréfico do parametro de ordem r em funcao do acoplamento K.

1980, Hiroaki Daido publicou uma série de artigos baseado nos fundamentos de transigdes de
fase. Dentre outras coisas, ele calcula o expoente critico da flutuacao do parametro de ordem,
cujo valor é 1/8, e o expoente do parametro de ordem que é igual a 1/2 [44-47].

Um resultado interessante é a obtengao do parametro de ordem em termos de K de maneira
exata, cuja demonstracao pode ser encontrada em [8,43]. O pardmetro de ordem parte da

seguinte definicao:

Kr
r :/ cos f(w)g(w)dw. (3.7)
—Kr
Podemos reescrever a integral acima em termos de 6 ao fazermos 6; = 0 em (3.6). Assim,
obtemos
/2 /2
r= / cos 0g(Krsin @) Kr cos 0df = K?“/ cos? 0g(Krsin 6)df. (3.8)
—7/2 —7/2

O parametro de ordem se anula quando K = K., entao tomando o limite 7 — 0T obtemos

K.
= /1 - =€ :
r P (3.9)
onde
2
e = ———. 3.10
7g(0) (3.10)

Se as frequéncias w; obedecem & distribuicdo lorentziana, g(w) = v/m(7? + w?), temos
K.=2y. (3.11)

A Fig. 3.1 mostra o comportamento do parametro de ordem em funcao de K, conforme a
Eq. (3.9), onde r = 0 para K < K. (fase dessincronizada) e r > 0 para K > K. (fase sincroni-

zada).
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A dinadmica dos osciladores pode ser influenciada por elementos externos, além do acopla-
mento e de propriedades dos osciladores. Sakaguchi [10] apresenta dois tipos de forgas externas
que influenciam um conjunto de osciladores acoplados: uma forca periédica e ruidos aleatérios.
Neste trabalho nés daremos énfase ao caso das forcas aleatorias, que tém como base a Dinamica
Estocastica, cujos fundamentos foram apresentados no capitulo anterior. O interesse ao acres-
centarmos o ruido ao MK vem da ideia de que o ruido pode afetar os fenémenos, que em termos
praticos (como problemas do efeito de ruidos em transmissao de sinais de telecomunicagoes)
pode ser um causador de problemas. Contudo, o ruido pode gerar interessantes comportamen-
tos em alguns sistemas e em muitos casos é até 1til. No caso do MK podemos explorar as suas
principais caracteristicas baseando-nos na competicao entre a intensidade do ruido e o acopla-
mento. Esse balanco é um desafio a mais na compreensao fisica de todas as aplicagoes do MK,
porém leva a uma vantagem: a utilizacao da dindmica estocastica que é uma teoria muito bem
estabelecida cientificamente. Entao, adicionando um termo de ruido & Eq. (3.6), obtém-se, de
acordo com [10],

(9.2' =w; + Kr sin(z/; — 91) + fi(t), (3.12)

onde f;(t) é a forca de Langevin (aleatéria) a qual gera o ruido branco gaussiano, que tem média
zero, correlagao tipo delta de Dirac e intensidade D (visto no Cap. 2). Utilizando a abordagem
da dinamica estocastica é possivel obter um acoplamento critico modificado, como obtido por

Strogatz e Mirollo [48]:
~1

& D
K.=2 [/OO mg(w)dw . (3.13)
No limite apropriado, D — 07, a integral acima se reduz & Eq. (3.10). Podemos notar que as
forgas de ruido influenciam a sincronizagao, como ja discutido anteriormente. Na Eq. (3.13) a

intensidade do ruido influencia diretamente na criticalidade de tal sistema.

3.2 Sincronizacao com fase discreta

Alternativamente ao MK, existem modelos em que a sincronizacao é estudada com osciladores
que apresentam M fases discretas. A correspondéncia é feita por meio da divisdo da varidvel
continua # em M estados:

21y

beloam »0="2  j=012....M (3.14)

No caso continuo, cada oscilador pode ter uma fase dentro do intervalo 0 < 8 < 27w. No caso

discreto estamos interessados no nimero de osciladores em uma dada fase j, ou seja, na variavel

Programa de Poés-Graduagao em Fisica - UFPB



3.3. MODELO DE KURAMOTO COM FASES DISCRETAS 39

Nj, onde )| ;Nj =N e N éonumero total de osciladores. Define-se

n(t) = ~0~ (3.15)

como a densidade de osciladores no estado j, onde a soma das densidades é unitaria, ou seja,
>_;jnj(t) = 1. Muitas vezes é mais prético trabalhar com as densidades n;(t), sendo que a
maioria dos modelos de fase discreta utilizam estas quantidades. Geralmente, a equacao de
evolucao das densidades é uma equacgao mestra, onde a variacao das densidades dependem das
taxas de transicao entre os estados.

Os modelos discretos mais estudados possuem 3 estados. Podemos destacar, por exemplo, o
trabalho de Prager et al. [14] publicado em 2003. Cada oscilador possui 3 estados e a taxa de
transicao entre esses estados € ciclica e unidirecional, ou seja, 1 — 2 — 3 — 1. Foram anali-
sadas duas combinagoes diferentes de transicoes. Na primeira, todas as taxas tem distribuicao
poissoniana. Ja no segundo caso, somente a transicao 1 — 2 é poissoniana, as outras transigoes,
2 — 3 e 3 = 1 s@o deterministicas. Ao analisar o comportamento de conjuntos de osciladores
globalmente acoplados, nos dois casos de transicoes, os resultados foram distintos. No primeiro,
um estado estaciondrio estavel, enquanto que o segundo caso apresenta oscilagoes estdaveis. O
modelo de Wood e colaboradores [15-18] apresenta caracteristicas baseadas no modelo anterior.
Porém, este modelo abriu diversas possibilidades de aplicagoes por conta das caracteristicas das
taxas de transicdo entre os estados. Apesar de as transicOes ainda serem ciclicas e unidirecio-
nais, elas podem ser definidas tanto localmente como globalmente. Foram obtidos resultados dos
expoentes criticos, indicando pertencerem a classe de universalidade do modelo XY. Existem
ainda trabalhos de sincronizagao com elementos excitaveis, que sao unidades que s6 mudam
de estado ao interagir com outros componentes do sistema, do contrario, eles nao mudam de

estados (ver as Refs. [21,22]).

3.3 Modelo de Kuramoto com fases discretas

O MK pode ser definido em termos das fases ou das amplitudes dos osciladores, conforme
descrito na Sec. 3.1. Inicialmente, vamos trabalhar com uma equagao do MK modificada com

amplitudes complexas As (s € 1,...,N), proposta por Escaff et al. [23]:
A= J(1 = AP A+ KRR + Vi (1), (3.16)

onde J é um parametro responsavel pela dinamica interna de cada oscilador, K é a constante de

acoplamento, ja definida na Sec. 3.1, e R é o parametro de ordem, definido como a amplitude
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Re(As)

Figura 3.2: Os pontos representam as amplitudes dos osciladores no plano complexo.
Eles foram obtidos de simulagoes da Eq. (3.16) com N = 5000, n = 0,98696, K = 1,5708,
J=200ea=0,3.

média
1 N
R = N /El Ay (3.17)

A funcdo f é responsavel pela interacdo nao linear dos osciladores em funcéao do parametro
de ordem, a justificativa do uso da fungdo f serd mostrada mais adiante. Se f(|R|?) = 1
recuperamos o MK original [Eq. (3.1)], exceto pela adigdo do termo de ruido, cuja intensidade

é n. O ruido branco gaussiano possui uma componente real e outra imaginaria e é dado por

Cs(t) = Ca(t) +1C7 (1), (3.18)

onde as propriedades de correlagao sao
(CRICR () = (GG (1) = 85t = 1), (3.19)

(CR(GT (1) = 0. (3.20)

A Eq. (3.16) fornece as componentes real e imaginaria de As e sua dinamica mostra que,
apés um tempo de relaxamento, os modulos das amplitudes se ajustam em torno de um circulo
de raio unitario, isto é, |As| ~ 1. Esse aspecto é mostrado na Fig. 3.2 obtida por simulacoes
numéricas da Eq. (3.16) via método de Euler-Maruyama na abordagem de Itd. Notemos, na
mesma figura, que os osciladores néo se ajustam exatamente no ciclo unitario. Isso se da devido

ao ruido que compete com a intensidade do acoplamento.
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A equacdo das fases pode ser obtida a partir da Eq. (3.1) por meio da aproximacao A, ~ e'%s

para tempos grandes
Qgs = KF(T) Sin(lb - ¢s) + \/ﬁfs(t)v (3'21)

onde 1) é a fase do cluster, vista na Sec. 3.1. A funcao F(r) é definida como

F(r)= f(r2)7“ (3.22)
© N
ret = L3 e (3.23)
N s=0 ,

sendo r € [0,1]. A fungao f(r), como citada na Ref. [23], é dada por

flr) =exp(—r/a), (3.24)

onde a é um parametro positivo. A funcdo f(r) deve ser decrescente em r para uma correta
descricao da granularizacao do MK para M < 7.
A equagao de Fokker-Planck obtida da Eq. (3.21) é dada por

dp 1 0%p 0
e 5@ - K%{PQ[P@]}, (3.25)

onde p = p(¢,t) é a funcao densidade de probabilidade para a fase continua ¢ e Q[p,¢] =
F(r[p]) sin(¢[p] — ¢). O parametro de ordem é

27
R = r[p]e”lFl = / p(é,t)ede. (3.26)
0

A solugao estaciondria da Eq. (3.25), para dados 1 e r, é

n

2 )
271'[0 <2€_;KT>

onde Iy(x) é a fungao de Bessel modificada de primeiro tipo. O estado dessincronizado corres-

exp [2Kre_rj Cos((bw)]

p(o) = (3.27)

ponde a p(¢) = 1/(27). Se a — oo em (3.27) recuperamos o resultado do MK original, conforme
Mikhailov e Calenbuhr [49].
A fase continua ¢ pode ser discretizada em M estados ao dividir-se o ciclo unitdrio em M

arcos (estados),

¢ € {jagyt, (3.28)
onde
2T
Ap= 7o (3.29)
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A Eq. (3.25) pode ser transformada em uma equacao mestra com j estados discretos, conforme
[23]:

Pj = —(wjosja1 + Winj-1) P + wj1j Piv1 + wj-155 Pt (3.30)
onde P; ¢ a probabilidade de encontrar uma unidade em um estado j, wj_, ;41 sao as taxas de

transicao dadas por

n K
il = ———s F —— 31
Wj—j+1 Q(A )2:F2A(]5 79 (33)
onde
Qj = F(r)sin(y — jAP). (3.32)
No caso discreto, o estado dessincronizado é P; = 1/M para qualquer estado j. Agora, a

Eq. (3.30) é a versao discretizada da Eq. (3.25). Ela descreve a evolugao do nimero de osciladores
em um estado j. E uma equacao mestra nos moldes das equacdes dos modelos de sincronizacao
de fases discretas. Mas, como ela foi derivada da Eq. (3.21), entao, suas caracteristicas sao
compativeis com o MK. O custo que a discretizagdo do MK tem é a necessidade da fungao f(r)
ser nao linear em 7, pois, sem essa modificacdo, s6 casos com sete ou mais estados poderiam
ser descritos corretamente. No que tange a dindmica nao linear, Escaff et al. [23] mostraram
que para M > 3 as propriedades de bifurcagdo do modelo discreto e do modelo continuo sao as

mesmas.

3.4 Osciladores acoplados com crescimento de po-
pulacao

O trabalho recente de Yu e Wood [28] apresenta um estudo sobre sincronizagao em sistemas
onde ocorre crescimento da populagao. Foram propostos dois mecanismos para que o oscilador
criado (filho) seja acoplado ao sistema: o primeiro indica se o crescimento depende ou nao do
estado de cada oscilador; o segundo permite que o oscilador filho seja dependente probabilisti-
camente da fase do oscilador que o gerou (“mae”). Este sistema apresenta biestabilidade entre
os estados sincronizados e os nao sincronizados quando o crescimento nao depende do estado e
oscilador filho nao depende da fase da “mae”. Entao, conforme descrito por Yu e Wood [28], a

variacao de N; é dada pela equagao

. k
N;i=—-N;I'iy1 + NiaIy + §(Ni+1 + Ni—1), (3.33)

onde NN; é o numero de osciladores no estado i, I'; é a taxa de transicao de um oscilador do

estado 7 — 1 para o estado ¢ e k é a constante de crescimento.
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Note que o ntmero de osciladores que entram em % vindos de ¢ + 1 e 7 — 1 carregam o
termo responsavel pelo crescimento, ou seja, o aumento no nimero de osciladores no estado i
nao depende do proéprio estado, como ja esperdvamos. As quantidades IN; obedecem a soma
> ;Ni = N(t), onde N(t) é o ntimero total de osciladores no tempo ¢t > 0.

O interesse em estudar osciladores com crescimento de populagao estd em alguns sistemas
biolégicos, onde o crescimento pode afetar a sincronizagao desde que a escala de tempo das
oscilagoes seja comparavel a do crescimento do nimero de componentes do sistema (ver, por
exemplo, Ref. [50]). Apesar de haver aspectos bioldgicos como motivac¢ao, nao hé ainda muitas
pesquisas analisando a sincronizagao com aumento de populagdo. Além do modelo de Yu,

podemos destacar o artigo de Emilianova et al. [51].

3.5 Flutuacoes devidas ao nimero finito de oscilado-

res

Nesta tese vamos avaliar como as flutuagoes afetam um modelo de crescimento de populagao.
Entao, nesta secdo vamos mostrar os aspectos qualitativos mais importantes sobre a influéncia
da quantidade finita na sincronizagao de osciladores. Apesar de publicacGes recentes, este ainda
¢ um problema em aberto. Recentemente, Pinto et al. [25] e Rosas et al. [26,27] analisaram as
flutuacoes que a populacgao finita exerce no sistema. Para isso, parte-se de um procedimento de
contagem para obter uma equacao de Langevin. Porém, as flutuagoes afetam a sincronizacao e
novos comportamentos podem surgir em um estudo nesse sentido. Primeiramente, é importante
ressaltar que as equacoes da dinamica microscépica tendem as equagoes do sistema de campo
médio ao tomarmos o limite N — oo. Portanto, é natural que facamos a andlise da estabili-
dade, ainda na aproximagao de campo médio, para obter os estados assintéticos decorrentes da
evolugao temporal. Esse procedimento sera apresentado no Cap. 5, onde avaliamos em primeiro
lugar os estados assintéticos na aproximagao de campo médio para depois analisar a quantidade
finita de osciladores.

Pinto et al. [25] mostraram que um sistema de dois estados, tipo “on-off”, com quantidade
infinita de osciladores apresenta biestabilidade, ou seja, apresenta dois estados assintéticos igual-
mente provaveis. Mas, ao analisar o sistema finito, eles verificaram que algumas quantidades
fisicas transitam (saltam), aleatoriamente, entre esses estados, que nesta situagao sao denomina-
dos estados metaestaveis. Ao obter a equacao de Langevin dependente do niimero de osciladores

nés podemos aumentar os valores de N e obter a evolugao temporal, ou seja, primeiro tomamos
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t — oo e depois N — oo. Outra possibilidade é a utilizagao da equacao mestra definida no
limite termodinamico. Entao, por defini¢do é preciso tomar primeiramente N — oo, em seguida
evolui-se o sistema no tempo, ou seja, t — oo. A ordem dos limites, por exemplo, primeiramente
t — oo e depois N — oo leva a resultados diferentes do que quando toma-se os limites na ordem
oposta, N — oo seguido por ¢t — oo [25].

Recentemente, varios trabalhos que analisaram modelos discretos de sincronizacao verifica-
ram a analise da flutuacdo decorrente da populacdo finita. Por exemplo, Rosas et al. [27,52].
No primeiro foi realizada uma revisao, onde foram confrontadas as principais caracteristica dos
modelos finitos e infinitos de dois e trés estados. Inicialmente, foi analisado o sistema “on-off”
citado acima, que apresenta bifurcagao sela-né. Como as densidades de osciladores sao ntimeros
entre zero e um, a correta aplicagao da bifurcagao em questao exigiu a definicao de um sistema
modificado e as taxas de transicdo do modelo foram generalizadas. O sistema apresenta biesta-
bilidade e o niimero finito de unidades quebra essa caracteristica, levando o sistema a somente
um dos estados assintéticos. No caso de trés estados, a abordagem é a mesma, porém o com-
portamento do sistema leva a um ponto fixo e um ciclo limite, ou seja, a bifurcagdo é de Hopf.
Ha, também, biestabilidade neste modelo e as flutuacoes a quebram. Por fim, eles consideram o
MK discreto, mostrando a bifurcacao e a condicao necessaria para a realizacao da discretizacao
de fase, ja discutido na Sec. 3.3.

Rosas et al. [52] mostraram como o modelo de Wood [15-18] se comporta ao analisarem
as flutuacoes. Primeiramente, eles analisaram, na aproximacao de campo médio, as carac-
teristicas nao lineares, como a bifurcacao e os atratores do sistema, bem como as transicoes de
sincronizacao continuas e descontinuas. Quanto ao sistema finito, eles escreveram a equacao de
Fokker-Planck e de Langevin — ambas dependentes de N finito — e realizaram a anélise para cada
uma das transi¢oes encontradas no sistema infinito. Eles mostraram que as transigoes continuas
nao apresentam modificacoes significantes ao ser analisado o sistema finito em comparagao com
a aproximacgao de campo médio. Por outro lado, as transigoes continuas levaram a um compor-
tamento rico. Como exemplo, podemos citar a biestabilidade, ao variar N o sistema transita
entre as solugoes possiveis encontradas no sistema infinito. Além disso, esse sistema apresenta
modificagoes quando se analisa primeiramente ¢t — oo e, em seguida, N — 0o, ou na ordem
oposta, N — oo e depois t — oco. Por fim, a transicdo de fase pode ser quantificada por meio
do cumulante de Binder de quarta ordem, onde as transi¢bes de fase continuas e descontinuas

foram verificadas.
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Capitulo 4

Dinamica Microscopica e
Criticalidade do Modelo de

Kuramoto com Fases Discretas

4.1 Introducao

Os estudos de sincronizacao de osciladores estocdsticos nos permite explorar varios aspectos.
O artigo de Escaff et al. [23] mostra um esquema de discretizagao da fase de osciladores acoplados
do tipo Kuramoto, onde foi construido um formalismo de fases discretas a partir das fases
continuas dos osciladores. Uma din&dmica de fase continua pode ser representada por uma cadeia
de Markov de M estados discretos, desde que o parametro de ordem obedeca uma funcao nao
linear, modificando o MK original. Caso contréario, a descricao serd permitida apenas por um
numero superior a sete estados discretos.

Neste capitulo, aplicamos a dinamica microscépica proposta nas Refs. [25-27] para estudar —
através das equacoes de Langevin acopladas — o efeito do niimero de osciladores em um sistema
de osciladores estocdsticos de M estados. Assim, obtemos a dinamica de cada oscilador e mos-
tramos que existe uma concordancia entre a teoria do campo médio e a abordagem microscépica
que serdao detalhadas neste capitulo. Além disso, apresentamos alguns resultados sobre o com-
portamento critico em torno do ponto critico entre os estados sincronizados e dessincronizados.

Obtemos, também, os expoentes criticos do parametro de ordem e da susceptibilidade para 4, 5
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e 6 estados.

Na Sec. 4.2, apresentamos um modelo microscépico da granularizacdo para M estados da
qual emergird uma dependéncia do nimero de osciladores. Também mostramos que essa nova
abordagem esta de acordo com a teoria de campo médio. Na Sec. 4.3 mostramos o estudo do
comportamento critico do parametro de ordem e da susceptibilidade, bem como calculamos seus

expoentes criticos. As discussoes e a conclusao sao apresentadas na Sec. 4.4.

4.2 Dinamica microscopica

Para estudar a influéncia do nimero de osciladores no modelo, usamos a densidade n;,

definida na Eq. (3.15). O parametro de ordem para o sistema com fases discretas é dado por

M-1
R=re¥ = Z nje’jAd). (4.1)
=0

Para analisarmos a influéncia das flutuagoes vamos obter a evolucao temporal do nimero de
osciladores no estado j, N;(t), a partir da dinamica microscdpica, apresentada nas Refs. [25-27].

Trata-se de um processo de contagem que depende das taxas de transigao (3.31) e de ntmeros

aleatérios:
Nj—1 Nj—1+Nj
Nj(t+dt) = Nj(t) = Y Olwjorsgdt — Gl — > 0[wjjadt — G
k=1 k=N;_1+1
o (4.2)
Njt1+N; Nj_1+Nj+Nji1
- Z Olwj—j11dt — ] + Z O[wj1-jdt — Ckl,
k=Nji1+1 k=N;_1+N;+1

onde 6(z) é a fungao de Heaviside (se z > 0, f(z) =1 ese x < 0, f(x) = 0) e (; sao nimeros
aleatdrios independentes e uniformemente distribuidos entre 0 e 1. A dinamica de NN;(t) depende
das comparagoes entre as taxas de transicao entre os estados e dos nimeros aleatérios. Um
esquema da evolucao do niimero de osciladores em j é mostrado na Tab. 4.1. O primeiro termo
do lado direito da Eq. (4.2) indica o nimero de osciladores que chegam no estado j vindos do
estado j — 1. O segundo e o terceiro termo representam a quantidade de unidades que vao de j
para j — 1 e de j para j + 1, respectivamente. O quarto termo indica o nimero de osciladores
que saem do estado j 4+ 1 e vao para o estado j. O numero total de osciladores é constante,
YN =N

Agora, utilizamos a seguinte soma, justificivel pelo teorema do limite central, conforme

relatado na Ref. [25],

N
D 0X -] =NX +/NX(1-X)e, (4.3)

k=1
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Tabela 4.1: Variagdo de N;(t) por meio da comparagao entre as taxas w e dos nimeros

aleatdrios (.

Condicao Variagao de N;(t)

se ”LUjflﬁjdt > Ck ou se wj+1*)jdt > Ck Nj(t) — N]<t) +1

se wj_1_;dt < (g ou se wj_1;dt < Cx  N;j(t) = N;(t )
se U}j_>j_1dt > Ck ou se U}j_>j+1dt > Ck (t) ( )
se Wj_yj_1dt < (j ou se wj_j_1dt < (g N;(t) — N,(t)

onde € é um ndmero aleatério que obedece a uma distribuicao gaussiana com média zero e desvio
padrao 1.

Ao realizarmos a soma acima na Eq. (4.2) vamos obter M equagoes diferenciais acopladas
que, apds algumas manipulacoes, se transformarao em um sistema de M —1 equagoes de Langevin
acopladas, ao usarmos a condi¢ao que o niamero total de osciladores é constante. Como exemplo,

vamos obter o caso mais simples, de 3 estados. Entao, para j = 0,1,2, temos

ANy = Noywg_yodt + v/ Naws_sodtes — Nowo_1dt — v/ Nowo1dteg

— Nowosadt — /Nowo_adteg + Nywy_sodt + v/ Nywy_odte;
ANy = Nowo_1dt + v/ Nowg1dtel — Nywyodt — /Nywiodte]

— Nywi_odt — /Nywy_adte + Nowy_1dt + \/Nowy_ dtely
dNy = Nywi_sodt + /Niwi_edte? — Nows_yodt — /Nowa_odtcl

— Nowy_1dt — v/ Noywy_1dtely + Nowo_sadt 4+ /Nowg_odte].

onde dN; = N;(t+dt) — N;(t) e €} sao nimeros aleatérios de distribuicao gaussiana com média

(4.4)

zero e desvio padrao 1. A notagao com ' e ” sao para indicar que e, €} e €} sao diferentes

nimeros aleatérios. Assumimos que o passo de tempo dt é muito pequeno, entdo dt> — 0. O
ntumero de unidades que trocam de estados durante a evolucao do sistema deve ser conservado,
de modo que o nimero total de osciladores seja constante. Por exemplo, o niimero de osciladores
que deixam o estado 1, em um passo de tempo qualquer, deve ser igual ao nimero de osciladores
que entram em 2 e em 0, ambos vindos de 1 e no mesmo passo de tempo. Podemos representar

matematicamente essa migragao entre estados a partir da Eq. (4.4),

Niwi_odt + / N1w1_>0dt€/1 + Nywi_odt + +/ N1w1_>2dt€'1 = Niwqi_odt

(4.5)
Niwi_odte] + Niwqi_odt + 1/ N1w1_>2dt5’1'.
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Simplificando,

(\/lelﬁodt + \/N1w1%2dt)5/1 = v/ Nywi_odter + / leli)2dt€i,- (4.6)

Para fluxos partindo dos estados 0 e 2, podemos escrever relagoes analogas ao resultado acima:

(\/NOwO*)ldt + \/No’woﬁgdt)éo = No’wo%ldtSE) + Nowoﬁgdtﬁg. (47)

(\/N2w2*>0dt + \/N2w24)1dt)6/2, =/ Nowsg_,odtes + / N2w24)1dt8/2- (48)

Substituindo as relagdes acima nas Egs. (4.4) e dividindo todas as equagoes pelo termo Ndt nés

obtemos a evolugao para as densidades ng(t) ,n1(t) e no(t):

. 2(t L (t
Ny = Nawa—0 + \/n2w2%0£(\/]v) — NMoWo—1 — \/n0w0H1§0\/(N—) — NOWo—2

- \/mi“/%) n1w1—>0§1(Nt)

!/
. t 1(t
ny = NoWo—1 + \/nOwO—ﬂé;(}Q — N1W10 — \/n1w1—>0§\(r) — N1W12

) 70 )
=T Rawa 1
N2 = NwWi—2 + /N1w1—2 \1/%) — N2W2-0 — / n2w2—>0\/(») — N2W21
- \/n2w2%1{/(N—) + noWo—2 + /NoWo—2 \(F)
onde
€

i(t) = 4.10
() = - (4.10)

é o ruido branco gaussiano. Suas propriedades de correlagao sao dadas por
(Gi(t)) =0, (&(1)&;(t) = dio(t —1'). (4.11)

Podemos reduzir o sistema acima a duas equacoes, onde escolhemos ng e n; sabendo que a outra
variavel pode ser obtida por ne = 1 — ng — n;. Além disso, podemos associar alguns termos
de diferentes equacoes e relacionar ruidos que podem aparecer em mais de uma das equagoes

acopladas. Por exemplo, da primeira das Eqs. (4.9) obtemos

\/n2w2a0+n0w0a2§\2%) N s \(ﬁ) N s }) (1.12)

ou

V2w 5082() — V/rowosa8o(t) (4.13)

Vw0 + nowo—2

§a0(t) =
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Este resultado ¢ similar & relacao obtida na Ref. [25], vélido devido & independéncia entre £5(t)
e &(t). De maneira anéloga,

guo(t) = Y RGO - VIO g (4.14)

Vniwi—o + nowo—1

e
e (t) = Vawa5185 () — /riwi—2€7 (1) (4.15)
VNawa_s1 + niwi—2 ' '
0.4 0.4

0.3 ¢ g

Bt S STV S PO P el

S g 02 (AL E AP st 0 A SN NI i

O I I I O I I I
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t t

Figura 4.1: Evolugao temporal de n; para cinco estados com N = 500 (a) e N = 5000 (b)

osciladores.

Finalmente, utilizando as Eqgs. (4.13), (4.14) e (4.15) nds obtemos as seguintes equagoes de

Langevin, as quais reduzimos para as variaveis ng e n

§20(t)
VN
&o1()
N
512(0 (4.16)

n1 = nawa—s1 — N1 (W10 + Wi2) + NoWo—1 + vVnowa 1 + n1w1~>27N

t
— Vnowo1 + niwiso éf}](v),

Ny = Nawa—0 — No(Wo—1 + Wo—2) + N1W1—0 + V/N2Wa_0 + NYWo—2

+ V/niwi—o + nowo—1

onde

Nno = l—no—nl. (4.17)

No limite termodinamico os termos de ruidos sao nulos e as quantidades n; — P}, recuperando

a equagao de campo médio, Eq. (3.30). O procedimento para obtermos as equagoes de 3 estados
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pode ser realizado para mais estados. As equagbes para o caso de 5 estados sdo

§10(t)
VN
€a0(?)
N
&12(t)
VN
— V/nowo—1 + niwiso éi;](»\?,
§a3 ()
VN
&2(t)
ok
ng = Nawa—s3 — N3(W3—4 + W3—2) + NaWs—3—/N2Wo 3 — n3w3—>2£23\/]%)
£34(t)
N

no = Naw4—0 — No(Wo—1 + Wo—a) + N1W10+VN1W1—0 + NOWo—1

+ Vn4wa—o + nowo—a

N1 = nowz—1 — N1 (W10 + Wi-2) + NoWwo—1+vN2wa1 + Njwi—2

(4.18)

N2 = Naws—2 — N2(Wa—s1 + Wa—3) + N1wi12+v/N2Wa3 + N3Wa_y2

— Vnawa—s1 + njwio

+ V/n3ws_q + nawa_s3

nes=1-—mng—ny —ng — ns. (4.19)

As Eqgs. (4.18) foram resolvidas numericamente usando o método de Euler-Maruyama des-
crito na Sec. 2.1. A dinamica microscépica, da qual as equagoes acima derivaram, indica que o
sistema estudado neste trabalho apresenta ruido interno. Assim, é mais apropriada a descrigdo
de It0, cuja integral estocdstica é definida no passo de tempo atual, antes do salto para o tempo
posterior, conforme a Eq. (2.26). Notemos que as flutuagoes intrinsecas nao permitem o calculo
com precisao de um salto futuro, por essa razao o calculo de Stratonovich nao é apropriado para
o sistema em questao.

A Fig. 4.1 mostra a evolugao temporal de um sistema com cinco estados, para 500 e 5000
osciladores. E possivel perceber que os dois casos se diferenciam pela maior flutuacao nos
sistemas com 500 osciladores, o que é ébvio. Para simples comprovacao do método descrito
nesta segao, comparamos nossos resultados com o histograma das fases extraidas da Eq. (3.16) e
o resultado analitico da equagao de Fokker-Planck, dado pela Eq. (3.27) mostrados na Fig. 4.2.
Os pontos foram obtidos a partir da evolucao temporal de n; obtidos das Egs. (4.18), onde
tomamos a média temporal das densidades (n;) para j = 0,1,...,4 e N = 5000 osciladores.
Podemos perceber uma boa concordancia entre a simulacao numérica e os resultados anteriores.
Com a vantagem de variar o nimero de osciladores, realizamos simulagoes com 200, 300 e 1000

osciladores, todos com resultados satisfatérios.
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Figura 4.2: Histograma obtido numericamente a partir da Eq. (3.16) e os pontos re-
sultaram das evolugoes das fases, Egs. (4.18). A linha vermelha foi obtida da solugao
estaciondria da equagao de Fokker-Planck [Eq. (3.27)] multiplicada pelo fator 2w N/5. Os
valores das contantes sao n = 0,98696, K = 1,5708, J = 200 e a = 0,3. O ntmero de
osciladores foi N = 5000.

4.3 Comportamento critico

Como mencionado anteriormente, simulagoes numéricas podem fornecer informagoes sobre
certas medidas em torno do ponto critico. Outros modelos de sincronizacao também realizaram
estudos sobre o comportamento critico do parametro de ordem e outras grandezas fisicas (como
nas Refs. [15-18,53,54]). Da mesma maneira que no procedimento padrao do estudo de transigoes
de fase, mostramos o comportamento do valor absoluto do parametro de ordem, |R| = r. Outra
quantidade de interesse é a susceptibilidade, geralmente definida como proporcional as flutuagoes
do parametro de ordem, x ~ (r?) — (r)? (Para um estudo detalhado sobre a susceptibilidade em
transigoes de fase, consultar Ref. [41]). Frequentemente, x também é proporcional ao tamanho
do sistema quando os componentes sao distribuidos espacialmente em uma rede regular. Mas
neste trabalho os osciladores interagem globalmente, ou seja, todos os osciladores interagem com
todos. Entao, nao ha dependéncia espacial. Com base nessa premissa, usamos a susceptibilidade

em termos de numero de osciladores N, além da flutuacao ja citada anteriormente:
X = N[(r?) — (r)?]. (4.20)

Outra grandeza importante no estudo de fenémenos criticos é o cumulante de Binder de
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Figura 4.3: Parametro de ordem (a), susceptibilidade (b), e cumulante de Binder de
quarta ordem (c) como fungao do acoplamento K no caso de cinco estados e variando o
numero de osciladores. Nos trés casos foram tomadas médias sobre 10 amostras. A linha
vertical nas Figs.(b) e (c) indica o acoplamento critico tedrico. Os simbolos indicam os
diferentes valores de N: N = 500 (A, vermelho), N = 1000 (M, verde), N = 5000 (V,
azul), N = 25000 (4, violeta), N = 50000 (x, turquesa) e N = 100000 ([J, cinza).
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Figura 4.4: Gréficos log x log cujas declividades sao iguais a 1/v (a), v/v (b) e B/v (c)

obtidos por meio de ajuste de curva linear.

quarta ordem, definido como

Uym1— 0 (4.21)
4 3(r2)2’ '

O cumulante de Binder de quarta ordem nos fornece uma estimativa da temperatura critica,
no nosso caso a estimativa é do K.. Para varios valores do nuimero de osciladores, as curvas
correspondentes Uy x K interceptam-se quando o eixo das abscissas é préximo de K..

A Fig. 4.3(a) mostra o comportamento de r como fungao de K para osciladores de cinco
estados, M = 5. Percebemos que, aumentando o nimero de osciladores, os valores de r se
aproximam de zero quando K < K. (os osciladores estdao dessincronizados). Apds o ponto
critico, osciladores sincronizados, todos os valores de N seguem o mesmo comportamento. A
susceptibilidade, dada pela Eq. (4.20), fornece um comportamento caracteristico em torno do

ponto critico, como visto na Fig. 4.3(b). Nossa simulagao mostrou que, ao aumentar N, o pico da

Programa de Poés-Graduagao em Fisica - UFPB



4.3. COMPORTAMENTO CRITICO 54

Tabela 4.2: Expoentes criticos v, v e § utilizando o valor tedrico de K, retirado da

Ref. [23].

Nimero de Estados v Y g K. tedrico (Ref. [23])
4 estados 1,93 £0,03 0,96 £0,02 0,51 £ 0,03 1,25664
5 estados 1,944 0,06 0,97 +0,03 0,50 40,03 1,14125
6 estados 1,92+0,03 0,95+£0,02 0,45+£0,01 1,08828

susceptibilidade se torna mais alto e se aproxima do ponto critico. Por fim, a Fig. 4.3(c) mostra
o comportamento do cumulante em fun¢ao de K. Conforme comentado anteriormente, as curvas
se cruzam préximo do K.. A linha tracejada vertical na figura indica o valor K. = 1,14125 do
acoplamento critico para 5 estados da aproximagao de campo médio indicado na Ref. [23].

A partir de agora, vamos obter os expoentes criticos v, v e § utilizando a FSS. Vamos
modificar as relagoes apresentadas no Cap. 2, onde foram usadas as varidveis de um sistema
ferromagnético para as varidveis do nosso problema. Aqui, temos o parametro de ordem e a
susceptibilidade em fun¢ao do acoplamento K que é o parametro analogo a temperatura nos
sistemas magnéticos. Como ja discutido anteriormente, a grandeza referente ao tamanho do
sistema é o ntimero de osciladores N. Entao, seguindo a FSS, podemos obter o expoente v por
meio equacao

Ko = K,(1+azN~'/), (4.22)

onde Ky = Ky(NN) é o valor do acoplamento referente aos picos da susceptibilidade [ver Fig. 4.3(b)],
x € a variavel de escala e K. é o acoplamento critico. Note que K. pode ser obtido de trés ma-
neiras: por meio do grafico do cumulante Uy; pode ser um dos valores a ser obtido pelo ajuste
de curva (caso K. seja desconhecido); ou um valor tedrico, neste caso o modelo tedrico que
preveé os valores de K, para estados discretos do modelo de Kuramoto [23]. Os outros expoentes
dependem de v e sao dados por

X = NVR(NYVE) (4.23)

r=N"PVENYE), (4.24)

onde X(N'¥k) e #(NY"k) sio funcoes de escala e k = (K — K,)/K,.
O procedimento padrao para obtermos os expoentes criticos é por meio da linearizacao das

Egs. (4.22), (4.23) e (4.24). Para a primeira dessas equagoes temos

Ko— K,=K.N"'". (4.25)
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Tabela 4.3: Expoentes criticos v, v e § utilizando o K, obtido do cumulante de Binder.

Nimero de Estados v y 153 K.
4 estados 2,03 +0,02 1,00+0,01 0,54+0,03 1,255+ 0,005
5 estados 2,024+0,06 1,01 +0,02 0,524+0,03 1,140+ 0,005
6 estados 2,12+£0,02 1,060£0,01 0,49+0,01 1,085+ 0,005

Tomando o logaritmo na base 10 e manipulando os termos obtemos

log(Ko — K.) = log(K.) — (i) log (V). (4.26)

Ou seja, é uma equagao linear da forma y = ax + b para y = log(Ky — K.) e x = log(N) e as
constantes b = log(K,) e a = —1/v. Assim, podemos obter o coeficiente v a partir do gréfico
log(Koy — K.) x log(N), onde 1/v é o coeficiente angular. Da mesma maneira podemos obter
B/v e v/v da linearizacao das Egs. (4.23) e (4.24). A Fig. 4.4 mostra as retas para a obtengao
dos expoentes criticos para 5 estados. Os pontos foram obtidos das Eqgs. (4.18) e seus valores
numéricos constam nas Tabs. 4.2 e 4.3 juntamente com os coeficientes para sistemas com 4 e 6
estados. Na Tab. 4.2 nds utilizamos o acoplamento critico a partir dos valores tedricos a partir

da Ref. [23], enquanto que a Tab. 4.3 mostra os expoentes obtidos com K, obtido do gréfico do
cumulante de Binder, Fig. 4.3(c).

4.4 Conclusao

Neste capitulo aplicamos a dindmica microscopica ao MK com fases discretas. Realizamos
uma minuciosa deducao para obter as respectivas equagoes de Langevin com os termos de flu-
tuacao dependentes de N. Primeiramente, trabalhamos a evolucao temporal e comparamos
com a distribuicao de fase obtida em referéncias anteriores [23]. Em seguida, trabalhamos a
criticalidade do sistema mostrando o comportamento do parametro de ordem, susceptibilidade
e cumulante de Binder de quarta ordem, todos em funcao do acoplamento K. Por fim, foram
obtidos os expoentes criticos v, v e 3.

Nossos calculos mostraram expoentes criticos proximos a de outros expoentes encontrados
na literatura, como as Refs. [55-57] que tratam de modelos de dindmica de opinido, onde os
expoentes obtidos foram v = 2, = 0,5 e v = 1. Apesar da proximidade, alguns expoentes
mostrados nas tabelas acima estao fora do intervalo de confianca dos resultados obtidos no mo-

delo de dinamica de opiniao citado acima. Primeiramente, essa pequena discrepancia pode ser
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explicada por nao levarmos em conta outras fontes de erros. Os erros estatisticos dos expoentes
criticos contidos nas Tabs. 4.2 e 4.3 levam em consideragao somente o erro da regressao linear.
Contudo, é possivel associar os erros das médias sobre a quantidade de amostras antes da re-
gressao e, também, podemos aumentar a amostragem para 50 medidas, por exemplo, a fim de
melhorar a qualidade de nossos resultados. Além disso, os expoentes 3 e v dependem do valor
de v [ver Egs. (4.23) e (4.24)], de modo que qualquer variacdo minima em v afeta os outros
expoentes. Analogamente, qualquer pequena variagdo no valor de K. também pode afetar os
resultados. Desta forma, o erro apresentado nas tabelas de expoentes criticos, provavelmente,
é subestimado e o modelo de Kuramoto com fases discretas pertence a mesma classe de uni-
versalidade do modelo de opinides. Toda essa discussao também serve para analisar a diferenca
entre os expoentes nos casos de 4, 5 e 6 estados, ou seja, a omissao dos erros sobre os nimeros
de amostras e a dependéncia de v — ou K. — para com os outros expoentes podem gerar peque-
nas variagoes, como fica evidente nas diferencas observadas nos valores dos expoentes criticos

mostrados nas Tabs. 4.2 e 4.3.
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Capitulo 5

Flutuacoes em um Modelo com

Crescimento de Populacao

5.1 Introducao

A maioria dos trabalhos sobre sincronizacdo considera o nimero de osciladores constante.
Mas, devido a motivagoes em alguns sistemas biolégicos (por exemplo, o ciclo de cianobactérias [50]
e amebas [5]), Yu e Wood [28] propuseram um modelo de trés estados em que a populagao cresce
com o tempo. O modelo de Yu possui dois mecanismos de crescimento: no primeiro, osciladores
em qualquer um dos trés estados pode gerar um oscilador novo, ji no segundo mecanismo, so-
mente osciladores em um dos trés estados pode criar uma nova unidade. Os osciladores podem
nascer com o mesmo estado da “mae”, com probabilidade x, ou nos outros estados, com probabi-
lidade (1 —x)/2. Nosso interesse é focado no seguinte aspecto deste modelo: o modelo apresenta
biestabilidade entre os estados sincronizados e dessincronizados na abordagem de campo médio
quando os nascimentos sao independentes do estado dos osciladores e quando y = 0, ou seja,
quando o estado no novo oscilador nao depende do oscilador “mae”.

Neste trabalho nés analisamos o papel que as flutuagoes devidas ao nimero finito de os-
ciladores desempenham quando hé crescimento de populacao. Como vem sendo mostrado re-
centemente, as flutuagoes destroem a biestabilidade, prevista na aproximacao de campo médio,
quando o ndimero total de osciladores é fixo [25-27,52]. Nosso interesse é no caso particular

onde o modelo de Yu apresenta biestabilidade. Para isso nds vamos obter as equacoes de Lan-
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gevin partindo da dinamica microscépica ja discutida nos capitulos anteriores. Essas equacgoes
possuem dependéncia do niimero de osciladores no termo de ruido multiplicativo, ausente da
aproximacao de campo médio. Ou seja, essa caracteristica gerada pela dindmica microscopica é
a chave para entendermos as consequéncias da populacao ser finita.

Na Sec. 5.2, apresentamos o modelo de Yu e deduzimos as equagoes de Langevin, na Sec. 5.3

mostramos os resultados e os discutimos e na Sec. 5.4 as conclusoes.

5.2 Modelo

O modelo de Yu trata de um conjunto de osciladores de trés estados. As transigoes entre os
estados ocorrem no sentido (i — 7 + 1) cuja taxa de transicao é I';1; = e +1 sendo n;(t) =
N;(t)/N(t) a densidade de osciladores no estado i e a a constante de acoplamento. Transi¢oes
no sentido oposto, (i — ¢ — 1) néo sao contempladas pelas taxas I';. Como outros modelos
de fase discreta para o estudo da sincronizacao, aqui os estados sao ciclicos, ou seja, seguem o
esquema 1 — 2 — 3 — 1. Além das transigoes entre os estados, o modelo adiciona um processo
de nascimento de osciladores, ja discutido anteriormente. Como nossa intencao ¢ avaliar a
ocorréncia de biestabilidade, devemos considerar os seguintes aspectos analisados por Yu em seu
modelo [28]: os novos osciladores tém a mesma probabilidade de nascer a partir de qualquer
estado; e que os novos osciladores também sao igualmente provaveis em qualquer estado desde
que nao seja o do oscilador “mae” (x = 0).

Os dois aspectos considerados acima nos fornecem a evolugao do ntimero de osciladores em

um dado estado i, por meio da seguinte equacao

N; = =Ly Ni + TiN;i g + g(Ni—i-l + Ni-1), (5.1)
onde k é a taxa de crescimento. Podemos perceber que o processo de nascimento introduz no
modelo transi¢oes no sentido inverso, isto é, além das transicoes ¢ — i+ 1, agora temos, também,
i — ¢ — 1. O ntmero total de osciladores evolui no tempo como N (t) = Ny(t) + Na(t) + N3(t),
cujas quantidades N;(t) podem ser obtidas utilizando a Eq. (5.1), via N = N; 4+ Ny + N3, de
modo que

N = kN. (5.2)

Entao, temos um crescimento exponencial do nimero total de osciladores. Podemos escrever a

equagao da evolugao das densidades n;, a partir da Eq. (5.1) como

) k
n; = —Liping +Ting—1 + 5(1 — 3ni), (5:3)
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Figura 5.1: Diagrama de bifurcacao. As linhas continuas indicam os atratores estaveis
e as linhas tracejadas representam os instaveis. A linha horizontal representa o ponto
fixo e as curvas representam o valor maximo e minimo que n; assume no ciclo limite. O

acoplamento utilizado foi a = 6,75.

onde nds usamos a seguinte relagao

fi = (5.4)

z| =
z| =
z| =
2| =

=

Tratando-se de uma aproximagao de campo médio, as flutuagoes sao negligenciadas na Eq. (5.3).
Os seus estados assintoticos sao dependentes apenas das condic¢Oes iniciais, ou seja, ela descreve
um sistema dinamico e pode ser descrita por um diagrama de bifurcacao, como mostrado na
Fig. 5.1. Podemos ver que para pequenos valores de k a sincronizagao ocorre, sendo caracterizada
por um ciclo limite estavel. Para k grande os osciladores estao dessincronizados, isto é, o
atrator é o ponto onde todas as densidades sao iguais a 1/3. Na zona intermedidria dos valores
de k, o grafico mostra a regiao de biestabilidade, onde ambos, ponto fixo e ciclo limite, sao
estaveis. No Cap. 3, onde mostramos algumas definigbes sobre dinamica nao linear, vimos que
o tipo de bifurcacao bidimensional onde ciclo limite e pontos fixos sao estaveis é a bifurcagao
de Hopf. A regiao intermediaria de k, onde ocorre a biestabilidade, apresenta histerese, tipico
comportamento de uma bifurcagdo de Hopf subcritica. Os dois atratores sao separados por um
ciclo limite instavel. Isso indica que, quando as condigoOes iniciais estao dentro deste ciclo limite
instavel o sistema evolui para os estados dessincronizados. Caso contrario, condicoes iniciais
fora do ciclo limite, o sistema tende para a sincronizagao.

Partindo do protocolo de contagem — seguindo as Refs. [25-27] como discutido nos capitulos

anteriores — vamos obter as equacoes de Langevin para estudar as flutuagoes devidas ao ntimero
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finito de unidades. A variacdo do numero de osciladores é

Ni_1 Ni_1+N; 2N;_1+N;+Ni1

dN; = 0(Tudt — i) = > OTipadt —Ga)+ Y 9(’;dtc,-k), (5.5)

k=1 k=N;_1+1 k=N;_1+N;+1
onde f(z) é a funcao de Heaviside, i € [0,1] sdo nimeros aleatdrios distribuidos uniformemente
e dt é o passo de tempo infinitesimal. A primeira soma representa os osciladores no estado i
vindos de i — 1. A soma do meio conta os osciladores que deixam o estado i e vao para o estado
i+ 1 e a dltima soma mostra o aumento no nimero de osciladores referente ao processo de
nascimento.

Para N grande, nés podemos realizar a soma

N
» O0(X — ) =NX+/NX(1-X)e, (5.6)
k=1

baseada no teorema do limite central, onde € é um nimero aleatério gaussiano com média zero

e desvio padrao 1. Portanto, podemos escrever a Eq. (5.5) como
dN1 =T'{N3dt + +/T'{ N3dte1g — I'oN1dt — \/T'9Nydte1

k / k
+ (N2+Ng)§dt+ (N2+N3)§dt€1,

dNy = T'oNidt + +/T'9oN1dteor — I'sNodt — \/T'3Nodteoo

(5.7)
k k
+ (N7 + Ng)gdt + 4/ (N, + Ng)gdt@,

dN3 = F3N2dt + vV F3N2dt632 — FlNgdt -V FlNgdt€33
k k
+ (N1 +N2)§dt+ (Nl +N2)§dt53.

As quantidades ¢; ; e €; sao diferentes nimeros aleatérios gaussianos com média zero e variancia
1. Devido ao fluxo de osciladores de um estado a outro no processo de migracao, devemos ter
€ii = €i+1,i- Essa relacdo entre os niimeros aleatérios é similar as Eqgs. (4.13) e (4.14). Contudo,
aqui as taxas I' s6 permitem transigoes unidirecionais, enquanto que no caso do capitulo anterior
as transicoes eram em ambos os sentidos. Para simplificar a notagao, utilizamos a definicao

€; = €;,. Definimos, também

= = (5.8)

que sao ruidos brancos gaussianos independentes, cujas propriedades de correlagao sao dadas
por

€®))y=0 e (EBEX)) =0t —1). (5.9)
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Temos, entao

. _ k
Ny =T1 N3+ /T1N3&3 — TaNy — /T'9N1&1 + (N + N3) (N2 + N3)§§1a

. k
Ny =T9Ny + /ToN1& — T3Ny — /T3Naés + (N1 + N3) (N1 + N3)552> (5.10)

I\D\N‘ N\W 1\3\?‘

k
N3 = 3Ny + /T'3Noéy — ['1 N3 — /T N3&3 + (N1 + No) (N1 + N2)§§3-

A soma das trés equacoes acima d&

N = kN + \/E (\/ No + N3& + N1+ N3+ /N1 + N2§3> . (5.11)

Desta forma, vemos que a populacao total cresce exponencialmente com a adicao de um termo
de ruido, como era esperado. Utilizando as Eqgs. (5.10) e (5.11), podemos escrever as equagoes

para a evolugao temporal das densidades como

n1 = I'ns + / F1n3£73 —Tong — +/ F2n1€—1

k
+ (ng + n3 — 277,1)5

v N
51 N
+ 1/ (n2 +n3) N N
N -
k
ng = I'ang + v/ F2n17 —I'sng — v/ F37’L2€72 + (n1 +n3 — 2n2) <
v N 2
o (5.12)
N
+ (n1 +n3)
\ﬁ N )
k
ng = I'sng + / F3n27 —I'ing — / F1n3€—3 + (n1 +ng —2n3) =
/N 2
+4/ (1 + ng) nsfl7
1/ 1/_]\f
com os fy dados por
k
In= \/;(\/ng—i—ng&l—|—\/n1+n3£2+vn1—|—n2§3). (5.13)

Ja que ni +no +ng = 1, nés podemos eliminar uma das densidades, como realizado no capitulo
anterior. Quando N — oo na Eq. (5.12) nds retomamos o caso de campo médio dada pela
Eq. (5.3).

O parametro de ordem é definido de maneira equivalente ao do MK com fases discretas

[Eq. (4.1)]:
r = <]1[iv:6 m(k;(t)— lz/3> <an 271'] 11/3> , (514)
Jj=1 t t

onde k;(t) = (1,2,3) é o estado do oscilador j no tempo t e (-); indica a média temporal. Por

definigao, o parametro de ordem é a média das fases dos osciladores. A Eq. (5.14) apresenta
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um somatorio cujo nimero de parcelas é o nimero de estados 1, 2 e 3 associados as fases 0,
27 /3 e 47/3, respectivamente. Notemos que a segunda igualdade é apenas uma outra maneira
de escrever a primeira soma utilizando a defini¢ao n; = N;/N. Para o ponto fixo que surge na

aproximacao de campo médio (n; = ng = ng = 1/3), temos r = 0. Para o ciclo limite, r > 0.

5.3 Flutuacoes para populacgao finita

Para avaliarmos as consequéncias que a populacao finita ocasiona nas flutuagoes, nés resol-
vemos numericamente as Egs. (5.11) e (5.12) utilizando o método de Euler-Maruyama [36] na
interpretacao de It6. Na secao sobre dinamica estocastica vimos que a definicao de It é a mais
apropriada para sistemas com ruido interno, ou intrinseco, e este é o caso das equagoes de Lan-
gevin derivadas da dindmica microscépica. Nés utilizamos nas simulagoes um passo de tempo
igual a €%/100, que é um centésimo da maior taxa I' possivel. Nossa principal consideragao
aqui sao os diferentes tamanhos da populagao. No6s escolhemos trés diferentes valores de po-
pulacao inicial, que foram Ny = 500, 5000 e 50000. Notemos que o crescimento exponencial da
populagao total cria um problema numérico, uma vez que rapidamente N (¢) atinge valores que
excedem a capacidade computacional. Para contornar isso, Yu e Wood propuseram reduzir o
numero total de unidades para Ny sempre que N (t) alcancar 10Ny. Porém, na nossa concepgao,
as flutuagoes podem aumentar artificialmente ao utilizarmos esse procedimento, uma vez que
as flutuagoes sao inversamente proporcionais a VN , conforme Eq. (5.12). Podemos interpretar
que ao reduzir a populagao para Ny, um processo de morte foi adicionado ao sistema, algo que
nao é originalmente contemplado pelo modelo. Apesar disso, hd motivagoes biolégicas para um
processo de morte, o qual pode ser 1til para o estudo de certos sistemas bacterianos para os
quais um mecanismo de morte é acionado sempre que um limiar da populacao é atingido [58].
Aqui, nés realizamos uma modificacao onde N (t) aumenta até atingir 10% do maior valor que
o computador pode armazenar e a partir dai mantemos N (¢) constante. Observe que, para tal
valor de N(t), as flutuagbes ji sdo numericamente nulas, portanto nao introduzimos nenhum
erro com esse procedimento além dos erros numéricos inerentes ao calculo computacional. Além
disso, o numero total de osciladores afeta o termo de ruido na evolugao de ni, no e ns3, para
grande N (t) o termo de ruido se torna desprezivel. As varidaveis Ni, No e N3 também crescem
indefinidamente, entao a implementagao desse problema sé torna-se viavel para a evolucao das
densidades ni, n2 e n3. Por esse mesmo motivo, nao podemos utilizar diretamente a Eq. (5.5)

neste capitulo. Mas, a utilizacao das equagoes de Langevin acopladas é um método equivalente,
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Figura 5.2: Trajetorias no espago das densidades com as condigoes iniciais indicadas pelos
circulos fechados em preto. As condigoes iniciais préoximas ao ponto fixo se dirigem para
ele, e as mais distantes do ponto fixo evoluem para o ciclo limite estavel. Para esta figura o
acoplamento foi a = 6,75, taxa de crescimento k = 12,0 e quantidade inicial de osciladores

Ny = 500.

conforme as Refs. [25-27].

Nos analisamos a evolugao das densidades na regiao de biestabilidade para duas diferentes
condigoes iniciais. Devido a natureza da bifurcacao, nds escolhemos um valor préximo do ponto
fixo, e outro fora do ciclo limite estavel. Entre os dois atratores, ponto fixo e ciclo limite, hd um
ciclo limite instavel. Quaisquer condicbes iniciais dentro dessa regiao de instabilidade tendem
para o ponto fixo e, se as condigoes iniciais forem fora do ciclo instavel, o sistema se encaminha
para o ciclo limite estavel. Como indicado na Fig. 5.2, onde k = 12,0, diferentes condicoes iniciais
levam a diferentes estados estaciondrios, indicando a biestabilidade mesmo com as flutuacoes da
populacao finita.

Na Fig. 5.3(a) nés mostramos a média do parametro de ordem como funcao de k. A média
foi tomada sobre 10 amostras para diferentes populacoes iniciais Ny = 500, 5000 e 50000. Os
primeiros 30000 passos de tempo foram descartados para o sistema se equilibrar, sé a partir
desse tempo as medidas foram realizadas. A simulacao foi iniciada com valores pequenos de
k, na regiao em que o ciclo limite é estavel. Entao, qualquer condicao inicial dirige-se a este
estado assintotico. Em seguida, nds aumentamos o valor de k mantendo o estado assintético

imediatamente anterior como condicao inicial, mas utilizando ainda Ny como numero inicial de
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Figura 5.3: Média do parametro de ordem tomada sobre 10 amostras como fun¢ao da taxa
de crescimento k. O ciclo de histerese é consequéncia da biestabilidade. Nesta figura, a
constante de acoplamento é a = 6,75 em (a) e a = 8,0 em (b). Os simbolos indicam os

diferentes valores de Ny: Ny = 500 (x), 5000 (circulos) e 50000 (triangulos).

osciladores. Esse procedimento se repetiu até k deixar a regiao de biestabilidade. Depois, nés
realizamos o caminho inverso diminuindo k£ com a mesma premissa de utilizar o estado assintético
anterior como condicdo inicial. Ao plotarmos o gréfico da média do parametro de ordem é
possivel visualizar um ciclo de histerese, indicando que a biestabilidade ainda existe, apesar
da presenca da populacao finita e as suas devidas flutuacées. A largura do ciclo de histerese
aumenta quando aumentamos o valor de Ny, indicando que a biestabilidade é maior quando
Np aumenta. Isso é contrério aos resultados anteriores onde a populagao é constante [25-27],
onde as flutuagoes devidas a populacao finita destruiram a biestabilidade e as flutuacées nao
sao diminuidas ao longo do processo. O crescimento exponencial do niimero de osciladores leva
as flutuacgoes a valores muito baixos. E evidente que esse comportamento pode nao ser geral
devendo ser testado em outros modelos com crescimento de populacao.

A Fig. 5.3(b) apresenta o mesmo procedimento para a obtencao do parametro de ordem
discutido no parédgrafo anterior. Contudo, o valor do acoplamento é a = 8,0. Podemos perceber
que o acoplamento maior alarga o grafico da histerese, indicando uma zona maior de biestabili-
dade. Neste caso, o nimero inicial de osciladores também alarga o ciclo de histerese conforme
Ny cresce.

Aqui, nds utilizamos um valor limite para o crescimento da populacdo. Nés propusemos o
maior valor que o computador pode armazenar. Depois de atingido esse teto, ele permanece

constante até o final da simulacao. Todavia, a proposta original utilizada no modelo de Yu é
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Figura 5.4: Média do parametro de ordem tomada sobre 10 amostras como func¢ao da
taxa de crescimento k. O acoplamento tem intensidade a = 6,75. Os simbolos indicam
os diferentes valores de Ny: Ny = 500 (%, preto), 5000 (circulos, vermelho) e 50000

(tridngulos, verde).

que, ao chegar ao valor de 10Ny a populacao retorna a Ny. J& explicamos acima o motivo de nao
utilizarmos o mesmo procedimento. Mas, por motivos de comparacao, realizamos simulagcoes,
como originalmente construida, da média do parametro de ordem em funcao de k, com a mesma
quantidade de amostras do caso anterior e o mesmo acoplamento. A Fig. 5.4 foi obtida com o
intuito de verificar se ocorre o ciclo de histerese. Como no caso anterior, partimos de valores
pequenos de k, passando pela regiao de biestabilidade e indo até a regiao onde o ponto fixo é
estavel. Podemos perceber que, para Ny = 500 nao verificamos biestabilidade. Porém, para
5000 osciladores, o ciclo de histerese é quase imperceptivel e para 50000 unidades, a histerese é
bastante aparente [porém, menor do que o relatado na Fig. 5.3(a)]. Notamos que as flutuacoes
sao maiores por conta da variagdo do niimero de osciladores entre Ny e 10Ny. Neste caso, as
flutuacoes sao muito maiores, pois, além do teto da populacdo ser menor elas regressam ao valor

inicial instantaneamente.

5.4 Conclusoes

Neste capitulo, a dindmica de Langevin, obtida das equagoes microscépicas, Eq. (5.5), nos
permitiu estudar o modelo de Yu para osciladores de trés estados com crescimento de populagao.

O modelo, estudado inicialmente na aproximacao de campo médio, foi explorado com o intuito
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de verificar se as flutuacoes, devidas a populacao finita, quebram a biestabilidade, conforme
verificado em publicagbes anteriores [25-27]. Porém, nossos resultados mostraram que as flu-
tuagoes nao quebram a biestabilidade presentes no modelo de Yu. Em consequéncia disso, foi
verificado um ciclo de histerese, cuja largura aumenta conforme aumentamos o ntimero inicial de
osciladores. Nossa conclusao é que o rdapido crescimento no ntmero de osciladores — crescimento
exponencial — é responsavel pela preservacao da biestabilidade. Os principais resultados deste

capitulo foram publicados na Ref. [59].
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Nesta tese nds apresentamos um estudo sobre o efeito de flutuagdes na sincronizacao de
osciladores globalmente acoplados. As flutuacbes decorrem da quantidade finita de osciladores
no sistema. Foram estudados dois problemas. O primeiro foi a versao do MK com as fases
discretas e o segundo foi o0 modelo de Yu de trés estados, onde hé crescimento de populacao.
Nés partimos da metodologia de obtengao de equagoes de Langevin proposta nas Refs. [25-27].
Essas equagoes acopladas possuem termos de flutuagdes proporcionais a 1/ VN, de modo que
populactes pequenas geram maiores flutuagoes. Quando N — 0o, recuperam-se as equagoes na
aproximacao de campo médio.

Para o MK discretizado, ndés comparamos os resultados a partir das novas equacoes mi-
croscépicas com os resultados anteriores em campo médio. Mesmo com os termos de flutuagoes
e para diferentes quantidades do ntimero de osciladores foram obtidos resultados satisfatorios.
Em seguida, nés realizamos simulacoes do parametro de ordem e da susceptibilidade em funcao
de K. Verificamos que o comportamento préximo ao ponto critico K. dessas grandezas obedece
o comportamento padrao dos estudos de transicoes de fase. Ou seja, ao aumentar o nimero de
unidades, r se aproxima de zero quando K se aproxima do ponto critico e os picos da suscepti-
bilidade se aproximam de K.

O comportamento critico descrito acima nos incentivou a obter os expoentes criticos do com-
primento de correlacao, do parametro de ordem e da susceptibilidade. Por meio da teoria de
escala de tamanho finito, nés calculamos os expoentes a partir dos dados das simulagoes para 4,
5 e 6 estados. Foram obtidos dois conjuntos de expoentes criticos, no primeiro utilizamos o aco-
plamento critico tedrico apresentados na Ref. [23], no segundo obtivemos o acoplamento critico

a partir do ponto em que as curvas do cumulante de Binder de quarta ordem se interceptam.
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Os resultados obtidos por essas duas formas diferentes indicam que os expoentes pertencem a
classe de universalidade mostrada nas Refs. [55-57].

No segundo modelo, de Yu, analisamos como as flutuagoes devidas a quantidade finita de osci-
ladores influenciam a sincronizacao. Trabalhos anteriores mostraram que as flutuacées quebram
a biestabilidade descrita na aproximagao de campo médio, para osciladores com dois ou trés es-
tados. A quebra de ergodicidade é apontada como responsével por esse comportamento [25-27].
Contudo, nés mostramos que, no caso em que ha crescimento no niimero de unidades a biesta-
bilidade permaneceu. O crescimento exponencial na populagao torna as flutuagoes despreziveis,
nao destruindo a biestabilidade. Nos verificamos isso por meio do retrato de fases. Quando a
condi¢ao inicial encontra-se préximo ao ponto fixo, a trajetéria segue para ele. Caso a condicao
inicial esteja longe do ponto fixo, ela se dirige para o ciclo limite.

O parametro de ordem também mostra a biestabilidade, mesmo com a quantidade finita
de unidades. O grafico da média do parametro de ordem em funcao da taxa de crescimento
apresenta ciclo de histerese. Quando o parametro de ordem, para cada valor de k, é obtido
aumentando k a transi¢ado ocorre apds o ponto critico, porém, ao realizarmos o procedimento no
sentido contrario a transicao ocorre atras do ponto critico. Quanto maior o nimero de unidades
maior é a largura do ciclo de histerese. Além disso, nés aumentamos o valor da intensidade
do acoplamento levando ao aumento da largura do ciclo de histerese. Por fim, realizamos uma
comparacao entre a maneira de definir o nimero méaximo de osciladores. Nos optamos por
manter o nimero de unidades constante apds o sistema alcancar o maior valor suportado pelo
computador, ji o proposto originalmente no modelo faz o nimero de osciladores retornar ao
numero inicial quando o sistema alcanca 10Ny, introduzindo artificialmente um processo de
morte inexistente no modelo. Nossos resultados mostraram que a biestabilidade persiste para
grandes valores de Ny e ela nao é presente quando Ny é pequeno.

Ent&o, nesta tese mostramos que um modelo com crescimento de populagao, as flutuagoes
devidas a quantidade finita de osciladores nao quebra a biestabilidade. Notemos que a per-
sisténcia da biestabilidade foi observada para um crescimento exponencial da populacao, entao
seria interessante verificar o que ocorre em casos de crescimento mais lento. O mecanismos por
tras da influéncia das flutuacoes em tais modelos permanece como um problema em aberto.
Reforcamos, também, que esta pesquisa tedrica apresenta possiveis realizagoes experimentais de

forma similar as sugeridas nas referéncias [58,60-62].
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