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Resumo

Neste trabalho abordaremos uma classe de desigualdades do tipo Trudinger-Moser em
subespacos de funcoes radiais com pesos logaritmicos definidos na bola unitaria de R?. Como
aplicacao destas desigualdades, usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, provaremos
a existéncia de solugoes para uma classe de equagoes elipticas nao homogéneas envolvendo nao
linearidade com crescimento subcritico exponencial do tipo Trudinger-Moser. Posteriormente,
ainda usando métodos variacionais, estudaremos problemas elipticos envolvendo termos nao

lineares subcriticos e definidos em todo o espaco R2.

Palavras-chave: Desigualdade de Trudinger-Moser, Crescimento subcritico, Subespaco de

funcoes radiais.



Abstract

In this work we will approach a class of inequalities of the Trudinger-Moser type in subspaces of
radial functions with logarithmic weights defined in the unit ball of R2. As an application of these
inequalities, using the Lagrange Multipliers Theorem, we will prove the existence of solutions for
a class of non-homogeneous elliptic equations involving nonlinearity with subcritical exponential
growth of the Trudinger-Moser type. Later, still using variational methods, we will study elliptic

problems involving subcritical nonlinear terms, defined in whole space R2.

Keywords: Trudinger-Moser inequality, Subcritical growth, Radial function subspace.
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Introducao

Neste trabalho vamos estudar algumas desigualdades do tipo Trudinger-Moser e usaremos essas
desigualdades para garantir algumas imersoes dos espacos de Sobolev com peso. Esses resultados
nos permitirao tratar de solucoes para alguns problemas elipticos.

Inicialmente, com base no artigo de M. Calanchi e B. Ruf (veja [1]), vamos estudar uma classe
de desigualdades do tipo Trudinger-Moser em subespacos de fungoes radiais com pesos logaritmicos

na bola unitéria B do R?, da forma

_2

sup / e dy < o0, (1)
||u||w,rad§1 B

quando, o < ag = 2[27(1 — 5)]ﬁ, onde f € [0,1) e w é um peso logaritmico. Esse tipo

de desigualdades, comegou a ser estudada por Trudinger [12], Yudovich [13], Pohozaev [11], onde

consideraram € C RY um dominio suave e limitado, H}(Q2) o espago de Sobolev usual, e mostraram

N
~ N=1 ., ~ . /.
que a fungao f(t) = eltl ¢ a funcao com crescimento maximo de modo que

/ flu)dr < 0o, Yu € Hy(Q).
0

Este resultado foi melhorado por Moser que provou o seguinte:

Teorema 0.1. Seja u € Wy () com

/ \Vu|™ dr < 1.
Q

Entao, existe uma constante C' tal que

1

N 1
/ T dr < C1Q|, a <ay = N, 2)
Q

onde wy_1 € a medida de superficie (N-1)-dimensional da esfera unitdria a integral € finita para
qualquer a« positivo, mas ayn € otimo no sentido de que o > apn entao pode ser grande por

escolhas adequadas de u.

Depois de provarmos a desigualdade apresentada em , vamos investigar a existéncia de



solugoes para equagoes da forma

—div (w(z)Vu) = ﬁ—‘;ﬁ:, em B,
B

u >0 em B, (3)
u =0 sobre 0B,

onde consideramos dois tipos de pesos logaritmicos.
Por fim, baseados no trabalho de J. M. do O, E. Medeiros e U. Severo (veja [2]), aplicaremos
métodos variacionais em busca de existéncia e multiplicidade de solucoes para problemas elipticos

nao homogéneos da forma
— Au+V(z)u = f(u) + h(z), = €R? (4)

onde o termo nao linear f(s) tem um crescimento subcritico por meio das desigualdades de
Trudinger-Moser.

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos. No Capitulo 1 estabeleceremos alguns
resultados de imersao envolvendo espagos de Sobolev com peso logaritmico e algumas
desigualdades do tipo Trudinger-Moser em tais espacos. Para isso, faz-se necessario a prova de
um Lema Radial. Na sequéncia, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 0.2. Seja € [0,1) e w = wy(x) = (log %)B ouw = w(z) = (10g ﬁ)ﬁ FEntao,

2

1-3°

a) / e'l"dx < 0o para todo u € Hj 0q(B,w) se, e somente se, v <7
B

_2
b)  sup / el dx < 00 se, e somente se, a < ag = 2[2m(1 — ﬁ)]ﬁ
B

Hun,'radgl

Proposicao 0.1. Seja > 1. Entao temos a sequinte imersao
H&,rad(B) wl) — LOO(B)

No Capitulo 2 buscaremos solugoes para equagao (3). Para garantirmos a existéncia da

solucao para o problema, iremos mostrar que

Saqy = sup / (ealul” — 1) dz,
B

weH} g (Bav)ilullw<1

¢ atingido por uma funcao radial, nos casos em que onde y =5 e a € (0,a5) ouy <jea > 0. Ou
seja, estamos considerando o caso subcritico com relacao a desigualdade do tipo Trudinger-Moser.

Em seguida, usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para obter a solugao desejada.



Por fim, no Capitulo 3 estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes para o problema
eliptico nao homogéneo . Para isso, iremos supor que o termo nao linear f : R — R é uma
funcao continua, com uma condicao adequada na origem, que satisfaz a condicao de Ambrosetti e
Rabinowitz e que tem crescimento subcritico exponencial. Supomos que a funcao V : R? — R é
continua, tem fmfimo positivo e [V (z)] ™" estd em L'. Com essas condigdes do termo f e da funcio
V', o funcional associado ao problema possui a geometria do Passo da Montanha. Com isso, para
||h||f-1 suficientemente pequena, o problema possui uma solugao de energia positiva e, usando
o Principio Variacional de Ekeland, chegamos a existéncia de uma solucao com energia negativa.

Portanto, garantimos a multiplicidade da solucao para ||h||g-1 pequena.



Capitulo 1

Desigualdades do tipo Trudinger-Moser
em espacos de Sobolev com peso
logaritmico

Neste capitulo, baseado no artigo de Calanchi e Ruf (veja [I]), iremos estabelecer alguns
resultados de imersao envolvendo espagos de Sobolev com peso e algumas desigualdades do tipo

Trudinger-Moser em tais espacos. Para isso, sera necessario fazermos algumas consideragoes

iniciais. Sejam H}(B,w) o espago de Sobolev com o peso w, onde B = B;(0) e sua norma ¢é

lalto = (/ |Vu|2w<9c>d:z)é |

e H&md(B,w) o subespaco correspondente das funcoes radiais. Ao longo deste e do préoximo

dada por

capitulo, o peso w considerado sera

wo(x)=<1og<%>)ﬁ7 0<B<l.
wl(:c):<log<|%>)ﬁ, BER.

Comegamos o estudo provando um lema radial, Lema [1.I} Depois disso, no Teorema

ou

VEreImos que
/ e‘UPdl' < 00, para todo wu € H&,rad(Baw%
B

para cada § € [0,1) ey <7 = ﬁ Além disso, sob certas condigoes adicionais, obtemos uma

estimativa uniforme. Considerando S > 1 e w = wy, na Proposicao mostraremos que

H&,rad<B> wl) — LOO(B)



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Para 8 = 1, no Teorema|l.2] veremos que é possivel obter um crescimento duplo exponencial. Mais
precisamente,
Jul?
/ e’ dr < oo, paratodo u€ Hy,,.(B,w).
B

Também obtemos uma estimativa uniforme neste caso.

1.1 Lema Radial

Esta segao serd dedicada a prova de um lema radial, que nos permite estimar o médulo |u(z)| em

fungao do peso w e da norma ||u||,, para fungoes simétricas em u € Ci(B).

Lema 1.1. Seja u € C3(B) uma fungao radialmente simétrica. Entao,
i) Sew = wo(z) = |log|z||’, com 0 < B <1 tem-se:

1-8
| log || =

) < —E =

et o, Vz € B.

B
ii) Se w =w(x) = ‘log (ﬁ) , com B # 1 tem-se:

_ llog ()2 — 112

iii) Sew = wy(z) = )10?5 (ﬁ)

, ou seja, B =1, tem-se:

(&

1 1
ufe)] < = tog! (1og (T)) ullu, Ve € B.

Demonstragao. Seja u € Cj(B) uma fungao radialmente simétrica. Temos u(x) = v(|r|) para

alguma funcao v € C'([0,1]) com v(1) = 0, onde r(z) = |z| = (3 + a:%)% Dai

or 1,5 -1 T
e (x) 5 (xl + xQ) x 2]
Consequentemente,
ou or x;

. () = V(@) () =/ (al)

o que nos da, .
Vu()]* = (o' (Ja]))” B (27 +23) = (v'(r))*.



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Dai,

1
lullz, = /|Vul2!loglwl|ﬂd:c = /(/ |vu|2|1og|x||ﬁds)dr
B 0 9B-(0)
1
_ /<v'<r))2|1ogr|ﬁ</ dS)dr
0 8B, (0)

1
= 27r/ V' (r)?| log r|Prdr. (1.1)
0
Com isso em mente, vamos a prova do lema.

i) Para 8 < 1ew=wy(r)=|log|z||’ temos

/1 : V' (t)dt

= [ W@)tz|logt|?t 2| logt| = dt

||

1 ) SN
< |v'(t)|°t| log t dt) (/ - dt)
( 2| @ | | t]logt|?

< ¢Lz_7r (%/01 (v’(t))2t|logt|5dt>% (/f%@) (1.2)

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Proposicao no Apéndice). Uma vez que

1 0 0 1-8
1 1 1 1
o) tlogt| log 2] U] log |<| 1—-p

usando (|1.1)) concluimos que

1
< [ (o))t

||

u(@)] = fo(jz]) —v(D)] =

N|=

1
1-8\ 2 52
u@) < = (llog|x|| ) e < RERIZ
27 1-p 27(1 — 5)

B
ii) Agora, consideremos 3 # 1 e 0 peso w = wy(z) = ‘log (ﬁ) ’ . De modo andlogo ao que vimos

em i), para x € B temos



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

|z| 1
(@)l = Jo(jz]) —v(D)] = V(t)dt) < g’ [0'(#)]dt
= V(1) |log (;) 72 [log <§> B dt

|z

< ( WP

GIR(E=——)

| log(5)=7\ ']
< EHuHMI( cELy )]
llog(£)]'~ — 1]3
fullo-
2wl

B
iii) Para f=1ew =w;(x) = ’10g <@>

<|:'”””

, como em ii) vemos que

( >\dt>5(/|;;@dt)?

[un

[u(z)]

IN

Desse modo,

([ i) - (-

Consequentemente,

[ ) = (et et (s (1))

)] < =l log? (1g(m)) Ve € B,

como afirmamos. m

1.2 Desigualdades para € [0, 1)

O primeiro resultado que apresentamos aqui trata da integral da exponencial de poténcias de
fungoes de Hy,,q(B,w) para 8 € [0, 1).

B B
Teorema 1.1. Seja € [0,1) e w = wp(x) = (log ‘;1') ouw = w () = <10g |7€\> . Entao,

2

a) / e"de < 0o para todo u € H&}md(B,w) se, e somente se, ¥ <§ = 1=5.
B

b) sup / a‘“' Pdr < 0o se, e somente se, « < ag = 2[2n(1 — 5)]ﬁ
B

[lullw,rad<1



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Demonstragao. Considere inicialmente o caso w = wo(z) = |log|z||” e u € C§

Por

densidade, vemos que o resultado vale para u € Hj,,,(B). Assumiremos u > 0, caso contréario,

usaremos |u|. Seja t a varidvel dada por
x| = e72.
Como u é radial, temos u(z) = v(r) e vale (L.1). Considere a mudanca de varidveis,
() =23 2r(1 - B)bue), o] =e7E.
Tomando Cp = 2%[27r(1 — A)]z, temos

Y(t) = Cpu(r) = Cpo(r(z)) = Cpu(|z]) = Cpv(e2).

Logo,

CBG_ C/j
Dali,
() - g
OB
Observe que
t t tﬁ -
r=e % =log(r) = 5= |logr|” = 5 € dr = —%dt.
Consequentemente,
2 ' RV 8 0 FON\2 Lt to_t
Il = 20 [ oRonrfrar = o2 [ pere ety

A e [T W)
_ 0525/0 (W (820 dt = /O e

<z . _1 .
Por outro lado, usando a mudanca de varidaveis » = e~ 2 como acima, obtemos

1 1
/ @I g — / (/ ea|v(r)|“/ds> dr — / el (/ dS) dr
B 0 OBy 0 9Br

1 1
= / VN orrdy = 27?/ e gy
0 0

© Srlwp—t
= 7r/ e dt.
0

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.7)



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

a) Considerando o = 1 e os conjuntos

X={zxeB;0<u(z) <1} e Y ={ze Bu(x)> 1},

/e'“(f"’)wdm = / e'“(x)|vdx+/ e“(x)|vda7§7re+/ el dy.
B BNX BNY B

Com isso, basta estimar a integral com v = 7. Denotando @ = 1 /CZ e usando (|1.6)-(1.7) ,

/ SOt gt < oo
0

temos

precisamos mostrar que

para toda 1) tal que S~ (@' (£))*t°dt < oo, para garantirmos a condigdo suficiente do item a).
Uma vez que [;( ))2tﬂdt < 00, dado € > 0 existe "= T'(¢) tal que
[e's) / t Qtﬂ
v (1—=0)

Logo, usando o Teorema Fundamental do Calculo e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

Y(t) = w<T>+/t¢'<s)d8 /¢ e
D+ ([ W %) ([ on)
" (/T %Ck)é (19— 71s)

< P(T) +e (P -7

IN

IN

para todo t > T. Isso implica que existe T > T tal que awﬁ(t) < t/2 para todo t > T.

0o T
/ Tt gy / G T th/ (ATt gy
0 T

Entao,

T e o
< / I =ty 4 / ez tdt
0 T
T 2 00
:/ a|w|1ﬂ—tdt+/ e 5 dt
0 T

|

= / “'wlﬁ’tdt—i—%’%
0

N

2
< / Pt 4 € < 0. (1.8)



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Portanto, a integral é finita e com isso provamos a condigao suficiente do item a).

Reciprocamente, suponhamos que v = 7 + € com € > 0. Lembremos que 7 = 2/(1 — ).

1
tv7" se t>1,
p(t) =
t, se 0<t<1,

Considere a seguinte fungao

onde 1 > 0 ¢ escolhido de modo que

n:= 7 +e€) (%—n)—1>0. (1.9)

Logo,

/0 T = / (o ()2t + / (o
_ /1tﬁdt+—<1_ﬁ_2n>2 /Ootlm’?tﬁdt

4
1 1 — ) 2 00
_ / t’Bdt + ( B 77) / t—l—ant
0 4 1
1 (1-5—2p)?
= + < 00.
(1+5) 81

Observe que de ([1.9) temos que G =Gttt = t(@t" —1). JA que 77 > 0, existe T > 1

suficientemente grande, de modo que
at" —1>al™"—-1>1, Vt>T.

Consequentemente,

/00 et > /00 eatw(%_n) tdt = /OO ™t
0 T T

= / @ Ngp > / e'dt = oo. (1.10)
T

T

Com isso, usando ([1.6)) e (1.7)), vemos que a fungao u associada a ¢ através de (1.3)) tem ||u|, < 0o

mas [ @ dg = 0o, onde v > 7. Conclufmos assim o item a) para w = wy.

b) Com argumentos similares aos usados no inicio da prova do item a) vemos que é suficiente

provar o caso em que 7 = 7. Note que pelo Lema Radial [L.1] se ||ul|,, < 1, temos

1-8
_ llogla]| %"

ju(z)| <

1-8 1-5
2 2
], < [log ||| > _ [log |||

2m(1— ) 2n(1=5) ~ [2n(1 - B)]=

10



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Dai, lembrando que 1 é dada por (1.3)), temos

1-5
|log |||
0<4@t) < Cslu(z)] < Cp————%
[27r<1—ﬁ>]%
_t,1=8
< 277 |loglz||'T = [2logle 3|
= log(e )T = t'=, V>0 (1.11)

Consequentemente, para 5 = 2/(1 — 3) e a < ag, tomando @ = a/C}, ou seja, @ = (a/ag) < 1,

0 0o 1
/ eV < / et tdt = — < 0.
0 0 11—«

Com isso, usando ([1.11]), temos a condigao suficiente do item b) se o < ag. Para o caso a = ag,

concluimos que

o que nos da @ = 1, precisamos mostrar que existe M > 0 tal que

o' [t° y
/ ; 5dt<1 = / e < M.
; _

Para isso, considere as seguintes mudancas de variaveis

t=s75  p(s)=1(sF). (1.12)

Consequentemente, queremos mostrar que existe C' > 0 tal que
[e’e] [e’e) 1
Wi [Clpeas 1 [T T Odus) <
0 0

!/
onde du é a medida induzida por ( ) = s1- ﬂ, ou seja, du(s) = (51%) ds. Para A > 0,

consideramos E) = {s € [0,00) : e75' "7 ) > A\}. Note que
E, = {s€]0,00): e_SﬁJFp%(S) > A}
= {s€[0,00): —sT7 + p%(s) > log(\)}
C {s€0,00):sTF — pTA(s) < —log(\)}. (1.13)

Observe que para t = sﬁ, temos por ((1.11]) que

1-8 1 2

(8 (sﬁ> = (sﬁ> P = p(s) < sF = —sTo +p(8)$ <O0= e TP <10 s> 0.

_1 _2
Ou seja, Ey = () para A > 1 pois, se A > 1 ndo vai existir s que satisfaca e=5" " T°177() >

11



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Consideramos A € (0,1) e s1, 59 € E) arbitrarios com sy > s1. Por ((1.13) temos
2
—p7(s;)] < —log(A).

Pelo Lema|1.2| (resultado que apresentaremos a seguir), existe M > 0, independente de s, s5 € Ej,

tal que se s; 7 > M(—1log \), entao
sy 7 =877 < M(—log\). (1.14)

Agora, escrevendo m = —log(\), observe que

W(Ey) — / dy(s) = / dyu(s) + / dyu(s)
Ey Exn{s<(Mm)t-8} Exn{s>(Mm)1-5}

(Mm)l’ﬁ
< / dﬂ(S)—F/ dpu(s)
0 Exn{s>(Mm)1=F}

= Mm—l—/ du(s). (1.15)
Exn{s>(Mm)1=F}

1
Se E\N{sT7 > Mm} # (), para quaisquer s, > s; deste conjunto, temos

Isso garante que
[<s75 <Mm+1, ¥s€Byn{s> (Mm) "},

Onde I =inf (ExN{s > (Mm)'?}). Consequentemente,

(Mm~+I)1=#
/ dus) < [ du(s) = p((Mm + 1)) = (1)) = Mm.
Exn{s>(Mm)1-8} I

1-8

Por ([1.15)), concluimos que

w(Ey) < Mm + Mm = 2M(—log \).

Logo,
00 1 1 1
/ e—slfﬁﬁ—m(S)dﬂ(s) - / w(Ey)d\ < 2M/ (—log N\)d\ < 2M,
0 0 0

Como queriamos. Assim, a condi¢ao necessaria esta provada.

Resta mostrar a condic@o suficiente. Para isso, relembremos que 9 (t) = 25" 27(1 — ﬁ)]%u(as)

12



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

t . . ~
e |z| = e72. Considere, a familia de fungoes dada por

— se t <Kk,

k=, se t>k.

Suponhamos que a > 2[27(1 — 5)]ﬁ, ou seja, @ > 1. Segue que,

oo o o o
/ e®lal"—t gy > / elakl"—t gy — / ekt dt = eo‘k/ e~tdt = e7te ™ = @1k,
0 k k k

Fazendo k — oo, conclufmos que [ ™% ~tdt — oco.

Agora para w; = (log(e/|z]))?, note que
Hy(B,wy) < Hy(B, w),

pois,

]2, = /B VuPwo(z)de < / VuPw (2)de = [[u]]?,

Dessa forma, se [|ullw, < 1, entao ||u|ly, < 1, logo a afirmacao vale para v € HJ(B,w;) com
llullw, < 1. Agora, falta mostrar que a limitagao uniforme implica que a < az. Suponhamos que

a > ag, isto é, @ > 1. Consideremos, a familia de fungoes dada por

ti-F_91-8

bi(t) = ((e21=9-21-7)
((k+2)1-8 — 21-0)

se 2<t<k+2,

Y

[T TS

se t>k+2.
Logo, para o > 1

/ OBk =t 4 > ea[(k+2)13—213}11ﬁ/ e tdt — ea[(k+2)1*3—21*3]ﬁ—(k+2).
0 k+2

Fazendo k — oo, concluimos que [;° e®"~dt — co. [

Usando as notacgoes e defini¢coes do teorema anterior, temos:

Lema 1.2. Sejam A € (0,1), s1,52 € Ey, com $3 > s1 e m > 0 tais que

13



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

l
para p(s) dado em (1.12). Eziste uma constante universal C' > 0, tal que se s;° > C'm, entdo

-
-

Demonstracgao. Iremos fazer a demonstracao em duas etapas:

1

Etapa 1: sllj > 6m = 5o < 4sy.
t

Como p(s) = 9(sT7) e P(t) = Cau(x) com |z| =e"2 e ulpp = 0, temos p(0) = 0. Dai,

_2

1 9 1 2 S1 -8
m> st - pii(sy) = 77 —m < pi(sy) < ( / p’<s>ds) .
0

Pela Desigualdade de Holder (ver Proposicao |A.2)), temos
2

51 % 51 %m 1 S1 ﬁ
( / 1ds) (/ \p'<s>|2ds) <7 ( / |p’<s>|2ds) .
0 0 0

Por hipotése, [ ]0/(s)[*ds < 1, ou seja, [3* |p'(s)|?ds + f s)|?ds < 1. Dali, concluimos que

1

577 —=m <

5 5 < 2 s
s P —m<s 71— Ip'(s)|7ds . (1.16)

1 1

Como estamos supondo s =% > 6m, em particular, temos sy —m > 0. Dividindo - ) por
1

s;~? obtemos
1

o° e
0<1-— < <1 —/ |p'(s)y2ds) . (1.17)
—B s1

81

-

Como f € [0,1) temos ﬁ >1edal qﬁ < ¢, para todo ¢ € [0, 1]. Consequentemente,

| epas < (1.15)

s "

Note que, para todo a,b > 0, temos

<\/‘_\/5)220 = a—2\/5\/5+b20=>a—b§2\/5<\/_—\/5>- (1.19)

14



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Ainda por e (1.19), segue que
1-8 =S
> / 2 m
/ 19/ (s)Pds <1— |1 — — <21-[1-— (1.20)
S1 1— 1-8
S1 51

l
Se 5,77 > pﬁ (s2), temos por hipdtese

1 1 9 1 1

P> 6m > 6(s;, " = pTP(s9)) > 6(sy " =517,

e dail
1 1-8

81 -8 1 1 1 1-8 7 1-8
1= > R | >50 = | = > 59.
6 ‘|‘81 2 Sy = (81 <6+ )) ~ 89 (6) S1 2 S2

_1
Em particular, 4s; > S5. Suponhamos agora que s; ° < pl 5(32) Uma Vez que, \/5; > p(s;) onde

j=1,2, temos 5; 5 > pi- B(s ). Dai, pt- ﬁ(sl) < s 7 < pt 5(82) < 8y s . Considere a fungao

G = 51 7. Pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (,/51,/52) € D € (p(s1), p(s2)) tais que

1 1

s, =517 =GO — V1)

P (s2) — pT7 (51) = G'(p) (p(s2) — pls1))-

Como f € [0,1), temos que 2/(1 — §) > 2 e assim G é uma fungao convexa. Pela Proposigao
temos G’ é crescente. Como & > p temos que G'(€) > G'(p). Logo,

1 1 2 2

G2 —51) = 877 =517 < m+pi(sa) = p73(s1)
< m+G'@)(p(s2) = p(s1)) < m+G'(€)(ps2) — pls))-

Usando o Teorema Fundamental do Célculo e a Desigualdade de Holder, temos

GO - v <m+ @ ( | peiis) <m+c@ ([ i |p'<s>|2ds)% (/ 1ds)

Por (T18),

[NIES

1
2

G'(@)(v/52 — v/51) <m+G'(€) m V52— 51

Gragas a desigualdade numérica (|1.19)),

52— 51 < 25 (VA — V) = Ve — 51 < V25 /e — V.

15



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Segue que

G'@) (o2 — o) <m+GE) | == | V2usay/ve — Vot

Pela Desigualdade de Young (ver Proposigao no Apéndice), obtemos

G'(€) (V52 — /51) <m +G'(§) x/_+ (\/_ V1)

51

Dividindo a desigualdade acima por G’ (E) que é um numero positivo, vemos que

@ = x/_+(\/_ Vi) = (\/_—\/_)g (5) =

1

(Vo2 = vs1) <

Note que, para & € (,/31, \/32), vale

Segue dai, que

m m
(\/_—\/_> Dt < e fE /5
'(€) sIP 57 5P
Consequentemente,
1 m
/52 5~ - (1.21)
81

Multiplicando ({1.21)) por 6 e usando a hipotése de que 51 > 6m, concluimos

6 6 6 6
2\/82§\/82 5— z S 5"‘ z V' S1 §4\/51-
sy " sy 7

Assim, sy < 457 e com isso provamos a Etapa 1.

Etapa 2: s ﬁ>33m:>sl B—sl ﬁ<33m

16



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Usando os argumentos iniciais da etapa anterior temos

Sg ’ - Sll_ﬁ > 2 ? * 2
< m+ (/ o(s ds) (/ 1d3> 1.22
s L 10 (s)] ; (1.22)
Por ([1.20]), temos
1-p
1 1 1i,3 ﬁ oz
- s s m
sa P — 5P <m4 2 L ol1—-[1- YS90/
2 1 \/S_ . \/5_1 811%[3 \/_2
Multiplicando por y/s1//s1 o ultimo termo do lado direito da equacao, obtemos
1 2
ST LT P Nl ey
— si— (s " —m — Sg — /S
Sq eh m NN 1 1 5 2 1
_1
Como s; " > 33m > 6m, segue da Etapa 1 que so < 4s;. Dafl
1 1 1— %
Sg " =57 <m+ F—--—=2 s;77 —m S9 — +/S1.
\/_ \/_
. 1-873
2
Pela Desigualdade de Young, com a = 2v/2 [\/3_1 — <31 — m) ] eb=/\/52— /51
1 1
s <m0y e (oFT )| 4 Rl T
— _ — 2 — —
Segue que
! 1-8
1 1 1 \/a - (81 — m) 2
s, " — s ‘3<2m+8 — s,
2 1 ( 1 ) \/5 . \/a
1 1
Suponhamos, por contradigao, que sy ° — = > 33m, ou seja, \/Sz > (33m—+s,~ ﬂ) 5% Terfamos
1 1 1 1 \/_ ( ﬁ )ﬂ
- = s1—(s; " —m)z
577 — 5T < 2m48(sh P — s 7)Y ! :

(5177 + 33m)¥ — /51

17



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Estimando o quociente do lado direito, e considerando a funcio H(x) =z 2 ,

1 1

VI ) HG) — HGE —m)
T I
(s1 B+33m)5 \/_ H(s; " +33m)— H(s; ")
Logo, pelo Teorema do Valor Médio existem 6, € (s{ 7 —m,s; °) e 0y € (
que
1
H(sl1 ’3) H(s; " —m)  H'(6)m  H'(6,)
—— = = :
H(5176 +33m) _ H(Slli ) H’(92)33m 33Hl(92)
Como a funcao H'(z) = %xil{ﬁ é nao crescente, temos
H'(0) _ H'(s; " —m) _ (s{”+33m) %
H(02) = pi(s75 1 33m)  (s77 — m)™S?
Com isso,
=5 1-8 23 148
Vet — (s, " —m)z <i(516+33m)2

(57 +33m) % — s P (7 —m)

Como por hipotése s{ 7 > 33m, vejamos que

I

1 "

1 (s;7”4+33m) 2 o1
Q9 1 1 = g
33 (sT7 — m)%ﬁ 16

De fato, tomando A = (3—6) 45 temos A >

equivale a
5177 +33m < As] 7 — Am.
Dai,
_1
(A=1)s;7 > 33+ A)m
Segue,
s 33+ A)
7> (—33 :
1= 33a—1)"

Agora, veja que 35’5’;:41) < 1 pois, 33+ A < 334A—33 o que implica A > i’g

temos que (|1.24) é valida e, consequentemente, (|1.23)) é satisfeta. Entao

IR a1 o 1
sy P — s <2m+8(sy 7 — 51 )E =85 "

1 _1
o que é um absurdo, pois estamos supondo que 321_6

18

2 pois 2/(1+ ) > 1 para 0 < 8 < 1. Note que (1.23

—slljgélm

o
s 7,817 +33m) tais

(1.23)

(1.24)

_1

Logo, para s, ” > 33m

5177 > 33m. Esta contradicio conclui a



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Etapa 2, e com isso temos a prova do lema, com C' = 33. ]

1.3 Resultados de imersao para H& (B,wy), com [ > 1

rad

Nessa segao, trataremos do peso w = wq(z) para § > 1. O primeiro resultado que apresentaremos

garante a imersao de Hg,,,(B,w;) em L>(B) quando £ > 1.

Proposicao 1.1. Seja 8 > 1. Entao, temos a sequinte imersao
H&,rad(B7 wl) — LOO(B)
Demonstragao. Para u € Cj,,,(B), devido ao Lema |1.1| temos

1
1 2
Tog(e/lapP—T — 1 [l

V2B —1] ValB =11’

(B,wy). Existe (u,,) C C§°(B), com u,, radialmente simétrica, tal que

() < ot "~ 1

 W2r[l = p

Seja agora u € Hj

1
2
|ullw = |ullw < V|z| € (0,1).

rad
Uy, — u em HY(B,w). Logo u,, — u em H}(B). Note que, para u,, vale

| [t

V=B

Como u,, — u em H}(B), u,, — u q.t.p em B. Dessa forma, fazendo m — oo, obtemos

[um ()| < Vr € B.

[lullw

) < —

, qtp em B,
como desejado. ]

Agora, considerando 5 = 1, obtemos um crescimento do tipo duplo exponencial.

Teorema 1.2. Seja w(x) = log (ﬁ) Entao,
a) / e dx < oo para todo u € HY ,,4(B, w).
B

27ru2
b) sup / e*  dr < oo se, e somente se, a < 2.
[lu||w<l,rad J B

Demonstracao. Considere w(z) = log (ﬁ) Assumiremos u > 0, caso contrario, usaremos |u|.

Seja t a varidvel dada por

lz| = e,
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Como u ¢ radialmente simétrica, temos u(z) = v(r) onde r = r(z) = |z|. Dai

L) = @) g ) = V)
o que nos da, |Vu|* = (v/(r))?. Considere a mudanga de varidveis
o(t) = Vamu(z), o] = e

Temos,

(1) = V2ru(z) = V2ro(r(z)) = V2ru(|a]) = V2mu(e™).

Logo,

Y(t) = V2my! (e_t) e '(-1) = —V2m' (6_t) et

Pela Proposicao segue
log <i> dx
||

lullr = / VP
B
1
:/(/ |Vu| 10g< )’ )dr
o Unso E

_ /O ()2 og(e) — log(r)| < /8 » dS) dr

1
= 27r/ V' (r)?[]1 — log r|rdr.
0

Note que de (1.27)) temos,

1 —t (t
! (6 ) - _\/772_71('6)’5.
Dali,

Observe que,

Consequentemente,

0
lulley = 2%/ |1—logr|rdr = —27r/ (/ (™) (1 + t)e~dt
0

o0

_ o /0 m_% (1 + et — /0 (W (0)2(1 + )dt.

20
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Por outro lado, vemos que

O[627ru2 1 anqu 1 ae27ru2
e dr = e dS |dr = 27 e rdr
B 0 9B, 0

o 2t
= or / e =2y, (1.30)
0

Usando essas mudangas acima, vejamos as provas dos itens a) e b).

a) Para garantirmos o item a), basta estimar a integral (1.30) com « = 1, ou seja, queremos

w2 oy
e Tt < o0,
0

para toda ¢ tal que [°(¢/(t))?(1 + t)dt < oo. A finitude desta tltima integral nos diz que, dado
€ > 0 existe T'= T'(¢) tal que

mostrar que

o0

(W (1) (1 + t)dt < €.

T

Logo, usando o Teorema Fundamental do Calculo e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

w(t) = ¢(T)+/t¢'(s)ds /¢ )(s+1)2(s+ 1) 2ds
< v+ ([ wiorason ) ([a-a)
< (/ 10/ (s)](s + 1)d >§(ln(1—|—t)—ln(1+T));

N

< YT +e(ln(l+t)—In(1+7))2, Vt>T.

Isso implica que existe T > T tal que et < ¢ para todo t > T e daf

0 w0 gy W2 (1) _oy 0 w20 oy
/ee dt:/ee dt—i—/ et Tt
0 0 T
T
< / ed’ () 2tdt+/ t Qtdt
0 T

T 2., 00
- / e 2 gy +/ e~tdt < oo. (1.31)
0 T
Portanto, a integral é finita.

b) Note que, pelo Lema Radial, Lema[L.1] para 8 =1 e ||ul|,, < 1 obtemos

S|

fu(z)] = \/12_7Tlog% (log (I |)> ltllo, < \/LQ_Flog%(Ht). (1.32)

Ou seja,
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

@l _ 1

logZ(1+t) = [1(t)] < log=(1+1) = v*(t) < log(1 +1).

N

Para a < 2, temos

w2(t) log(1+t)

— og — —

/ eae 2tdt / ae 2tdt / ea+(a 2)tdt
0 0 0

o] 1 0
= ea/ el — / e’ds < oo.
0 (2 - O{) —0o0

Agora para o = 2, queremos provar que existe C' > 0 tal que

/ 2% 02 gy 0 para toda ¢ com / NZ(1+t)dt < 1.
0

(1.33)

(1.34)

(1.35)

Seja G(t) = 2t + 2 — 2¢*’ . Observe que, G(t) > 0 para todo t > 0, pelo Lema Radial pois,
2(t) < log(l +1t). Seja Ex = {t > 0: G(¢t) < A\}. A afirmagao acima pode ser reescrita da

seguinte forma

/ |Ex|e™d\ < C.
0

Para mostrar a desigualdade (|1.36)) é suficiente provar que existem S, M > 0 tal que, se x,y

(1.36)

€ E)\a

comy+1>x+1>85\entdo |y — x| < MA (em particular |Ey| < (S + M)A). Suponhamos

A > 2. Sejam z,y € Ey,com y+1>x+12> S\ (S serd escolhido mais tarde). Considere,
m = max {x +1—e® y 41—, 1} .

Logo,
z+l1-e"P<msrrl-m<e’®,

Aplicando a funcao log na desigualdade acima, obtemos

log[(z +1) —m] < ¥*(z

/ W () (5 + 1)(s + 1)~"ds.

Pela desigualdade de Holder temos,

log[(x + 1) — /W (s+1)d /:(SJr )ds_logxﬂ/\zp *(s+ 1)ds.

Por hipotése, [;7[¢/(s)|*(1+ s)ds < 1, ou seja, [ [/ (s)[P(1 4 s)ds + [ |¢'(s)|*(1 + s)ds < 1.
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Dai, concluimos que
ogl(e 1) ] < log(a 4 1) |1 [ WP+ o)

Dividindo (1.37)) por log(x + 1), obtemos

log[(x 4+ 1) —m]
log(x +1)

| R s <1~
Etapa 1: Provaremos que se x,y € E), tal que y+1 > x + 1 > 11m, entao

log(y + 1)

2.
log(z + 1) =

Como vimos anteriormente,

logl(y + 1) — m] < v2(y) = logl(y + 1) — m] < {wm T

/ "y (s)ds

(1.37)
(1.38)

(1.39)

T

Sabemos pelo Lema Radial que 1*(z) < log(x + 1), isso implica que 9 (z) < log%(l + z). Dali,

N

y
log[(y +1) —m] < {logé(x +1) + / P'(s)(1+ s)
Pela desigualdade de Holder, obtemos
10g[(y+1)—m}§[log (x+1)+ (/ 10/ ()[2(1 + s)d )

Consequentemente,

y+1
r+1

log[(y + 1) —m] < [logé(x +1)+ log? (

Usando a equagao (|1.38)), temos

) ([ weora +8>d5)5]

(s + 1)éds] 2 .

1

| (/:m“)%] '

2

12

= = el (257) (-5
Ty (= )

23




1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Desenvolvendo o quadrado perfeito,

i) % (1) 1=

1
1 1 1) — 2
+ 2log? (%) log%(x +1) (1 — Oggixg(—; _2 0 m])

< b (£10) (- )

Note que, por hipdtese x +1 > 11m onde m > 1, logo

log[(z + 1) — m] - log(10m) S 1
log(x+1)  ~ log(1lm) — 2
Dali,
- log[(z + 1) — m] < 1
log(x +1) — 2
Consequentemente,
1 y+1 1 (y+1 1 (1+2)
1 1) —m| <1 1)+ =1 — 21 — 1 — ] . (141
ogl(y +1) —m] < loglw +1) + Og(m+1)+ e (x+1) e <[(w+1)—m] A

Por outro lado,

{[log(x + 1) — log[(x + 1) — m]]% + [log(y + 1) — log(x + 1)]%}2 =log(x 4+ 1) — log[(z + 1) — m)]
+ log(y+1) —log(z+ 1) + 2[log(xz + 1) — log[(x + 1) — m]]%[log(y +1) — log(x + 1)]%
= log(x+ 1) —log[(z+1) —m]+ %[log(y +1) —log(x+1)] + %[log(y +1) —log(z 4+ 1)]

N

+ 2[log(z + 1) — log[(x 4+ 1) — m]]

= —log[(z+1) —m|+ %[IOg(?J +1) —log(z + 1)] + log(z + 1) + %log <%)

N[

+ 2[log(x + 1) — log[(z + 1) —m]]z.
Pela desigualdade (|1.41]),

{llog(w + 1) — log[(x + 1) — m]]> + [log(y + 1) — log(x + 1)]2}* >
log[(y + 1) —m] —log[(z + 1) — m| + %[log(y +1) —log(z + 1)]. (1.42)
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Considere, 7(t) = log(t —m) — log(t) parat > 0 e m > 1. Observe que 7 é crescente pois,

1 m
(t) = ——=_T 5o t>m.
=T T T W e tem

Comoy+1>x+1>11m e 7 é crescente temos, 7(y + 1) > 7(z + 1), ou seja,

log[(y + 1) — m] — log[(z + 1) — m] > log(y + 1) — log(x + 1). (1.43)

Usando a desigualdade (|1.43) em (1.42)),

+ [log(y + 1) — log(x + 1)]%}2 >

N

{Jlog(z + 1) — log[(z 4 1) — m)]] og(y + 1) —log(z + 1))

+ —(log(y+1)—log(x+1)).

(1
1
2
O que mostra que

log(z + 1) —log[(x + 1) — m]]% + [log(y + 1) — log(z + 1)]% > log(y + 1) — log(x + 1)]% )

Ny

Usando a hipotése que = + 1 > 11m e sendo 7 crescente, obtemos

<\/§ - 1) los(y +1) — logte + 1) < logt (L) <log

Segue, entao

N|=

11m
10m /)~

Portanto,
log(y + 1)
1 D<2tloglz+1)= 22T (14y 2 <o
og(y +1) +log(z +1) log(z + 1) * log(z + 1)
paray+1>x+ 1> 11lm.
Etapa 2: Agora provaremos que existem A(> 11) e B(> 4) tais que, se y +1 >z + 1 > Am,
entao

ly — x| < Bm.
Suponhamos que |y — x| > Bm. Considere a funcio h(s) = e*.
y—x = h(log%(y—|—1)> - h(log%(qul)). Pelo Teorema do Valor Médio, existe & €

(108 (2 + 1), logt (y + 1)) e € (1(x), ¥(y)) tais que

Podemos reescrever

y—x="h(z) <10g%(y +1) — log%(a: + 1))

25



1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

W — ) = () (U(y) — ()

Note que h é uma funcao convexa. Pela Proposicao temos h' é crescente. Como & > 7 pela
propsicao temos que h'(§) > h'(n). Logo,

B () <10g%(y +1) — log%(x - 1)> = y—az<m+el W @
< mA+ ) (y) — @) <m+ R E0(Y) - d(x)).

Usando o Teorema Fundamental do Célculo e a desigualdade de Holder, temos
1 1 Y
n'(z) (logi(y +1) —log2(x + 1)) < m—+h'(¢) </ z//(s)ds)
/ W(s)(s+1) 2(s+1)—éds)

l
oot [weresa) ([ 220
off

-

= m+h(¢

[SIE
=

IN

S s+1>d)%(log<z:>)’
Por (L38),
(@) (logd(y + 1) — log (2 +1)) < me+#(€) <1og<x+1)1%(1;g+[(313)+ 0 _m]>; (log (i—i))

Usando a primeira estimativa da Proposicao nos dois ultimos termos da desigualdade acima,

obtemos

D=

\/_h’( )logi(x—i- 1)
log? (x+1)
log(y + 1) — log(x + 1)]

< m+ 2K () [log%(x +1) —logz[(z + 1) — m}]

IA

h'(x) <log%(y +1) —log?(z + 1)) log? (2 4+ 1) — log?[(z + 1) — m]]

[

N

5 logi(y + 1)

(x+1).

PN N

[log%(y +1) —log?(z + 1)] 1
0g

[

W () (1og%(y +1) — log3(a + 1)) < m+2V2H(€) [log%(x 1) —log3[(z +1) — m]]

SIS

[log%(y +1)— log%(x + 1)] : (1.44)
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Agora, usando a segunda estimativa da Proposicao na desigualdade ((1.44)

h'(x) <10g%(y +1) —log?(z + 1)> < m+2V2R(€) [log%(:v +1) —log?[(z + 1) — m]]

W(E)

T

[log%(y +1) —log?(z + 1)] :

Como

’ — T
W) = —— :
log2(y + 1) — log?(z + 1)

temos, por (L.45),

log%(x +1)— log%[(x +1)— m].

y—x§2m+4\/§y—x
( ) log%(y—i-l) —log%(m—kl)

(1.45)

Suponhamos y+1 > x4+ 14 Bm, para que possamos mostrar que isso ¢ impossivel para B grande.

Assim,
log? (z + 1) — logz[(z + 1) — m]

y—x < 2m+4V2y —z)—= - .
log2(x +1+ Bm) —log2(x + 1)

Tomando ¢ = %1, podemos reescrever a estimativa 1} da seguinte forma:

(fm) —log=((£ — 1)m)
(¢+ B)m) — log? (fm)

log

=] Nl

y—x<2m+4V2(y — )
log

Agora, provaremos que existe B e £ = {(B) onde £ > tal que

4\/§log?(€m) —log=((£ —11)m) < 1
log? (¢ + B)m) — log? (fm) ~ 2
Seja
log? (¢m) — log2 ((£ — 1)m
b ) — 1A (m) —log (¢~ 1)m)

B log? (¢ + B)m) — log%(ém) .

Pelo Teorema do Valor Médio, existem & € ((¢ — 1)m, ¢m) e n € (¢m, (¢ + B)m) tais que

1
m log?2
e (m) = nlog2(n) <

logz(e) Bm T ((=1) logZ((£ - 1)m)

1
log? (C+B)m) 4 - = -
Como W ¢ nao crescente com relagdo a m em [1,00), obtemos
log2 (({—1)m

({+ B) log%(ﬁ + B)

ké,B(m) < (g _ 1)B 10g2(£ — 1) ‘
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Considere
(+1)? log(l+t)

(¢ —1)*2log(¢ — 1)

ft) =
para t > 1 e tomando ¢ = 2t + 2 com ¢ > ¢, temos

(3t +2)? log(3t + 2)
(2t + 1)%2log(2t + 1)

ft) <

Observe que 3t + 2 < 4t + 2 = 2(2t + 1). Logo,

(3t + 2)? - 22(2t + 1)?
Qt+1)2 = (2412 —

Usando o mesmo argumento,

log(3t + 2) < log(2(2t +1))  log(2) +log(2t + 1)
log(2t +1) = log(2t+1) log(2t +1)

(1.48)

Note que 2 < 2t + 1 onde t > 1 e, por (|1.48)),

log(3t +2) < 2log(2t + 1)
log(2t +1) = log(2t+1)

Dai,
beam) < V70 = 2.

Podemos escolher t; suficientemente grande tal que

com B = t; grande e £ > { = 2t, + 2. Em particular, podemos escolher B = 24, £ =50, S = 25 e
M = 12. Consequentemente, por (|1.47)),

1
y—x§2m+§(y—x) = y—x <4m.

Em particular, |Ey| < 37\. Portanto,

o o0 )\
/ |Exy|e™d)\ < 37/ —d\ <37
0 o ¢
Suponhamos o > 2. Consideremos, a familia de fungoes dada por

JogE). s 0 <t <F,
wk(t) — 10g?$1+k)
log2(1+ k), se t>k.
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Sabemos que,
/ [ (H)]*(1 + t)dt = 1.
0

Além disso,

00 W20 0o 00 ea+ak—2k
A _ _ _
/ 6066 e Qtdt 2 / 601+0£k56 Qtdt — eOé‘f‘ak? / e tht — 2 _> OO,
0 k k

quando k — oo. [ ]

1.4 Quebra de simetria
Agora iremos considerar todas as fungoes em HJ(B,w). No caso supercritico em relagio a
desigualdade de Moser, veremos que o supremo no espago inteiro Hj (B, w) serd infinito.

Proposicao 1.2. Suponha que o > 4m. FEntao,

2
sup / e dr = .
weH} (Bw);||u||w<1 /B

)

Demonstragao. Primeiro, vamos analisar o funcional

2
/ el dy
B

em um conjunto de funcgoes obtidas por uma translacao e dilatagao adequadas das funcgoes de
Moser em uma regiao de B longe da origem e longe da fronteira de B, de modo que |1 — log |z||”

pode ser desprezado. Considere a seguinte familia de fungoes

0 , Se T — x| < %,
Tog k a

1 log (4
Za(T) = Von %, se ¢ <|r—a4 <a,

0, se |z —uz,]>a.

Onde 29 = (1 —a,0),0<a<ick>2

B
Seja wy(x) = (log ﬁ) . Se a > 47 podemos reescrevé-lo como o = 4m(1+ 6)? com § > 0.

Sendo xp = (1 —a,0) e # € B,(x) com 0 < a < 3 pela desigualdade triangular,

NI

Ug p(T) = Zka(T). (1.49)

l|lz] = |zol] < |z — 20| <a = |z| >1—2a = —log(|z]) < —log(1l — 2a)

= 1 —log(|z]) <1 —log(1 —2a) = o8l < 1. (1.50)
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

Logo, por (L.49)

(/ |Vua7k(x)|2]1 —log|a:]|6dx) = (/ |Vzk,a(;1:)]2
B Ba(zO)

Pela desigualdade ([1.50)),

1 —log ||
1 —log(1 — 2a)

3 3
( / |wa,k<x>|2|1—1og|x||ﬂdx) s( / |Vzk,a<x>|2dx) .
B Ba(z0)

Note que, para § < |z — x| < a, r(z) = 2|z — zo| = L [(z; — 2¥) + x%]% Dali,

T a

azk,a 1 r1—1+a

Oy (z) = Vog k2w |z — 2]

8zk7a 1 X2

0z (w) = Vlog k2 |x — zo|?

Logo,
1 1 1

~ logk |z — zo|2 27

V20 (2))? se < |z — zo| < a.

a
k

1 1
/ Viapo(z)|* de = / —
B(zo.a) 21 10g k J B(zy )\ Blao,a/k) 1T — ol

1 @ 1
2mlogk Ja \JoBp() |2 — 2ol

1 “1
- —27RdR
27rlogk:/lz iz
1 a
= Togk [log(a) —log (EH =1, VkeN.

. . 2 A~ .
Avaliando o funcional f B e““I"dx na sequéncia Uq i Obtemos,

2 B 5
/ 64W(1+6)ﬂu“»kd$ _ / e47r(1+5)/3|10g(1f2a)| “hady.
B B

Considerando 0 < a < % — ﬁ concluimos,

1494
1 —log(l —2a) —

1
;<1—2a:>1+(521—10g(1—2a):>

Portanto, pondo £ — oo

Bq,2 B2
/ e ) e gy = / eI Fady — o0,
B B
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1. Desigualdades do tipo Trudinger-Moser com peso logaritmico

pois

B2 B2
/ 647r(1—|—5) Zady > / e47r(1-|—(5) “Eada
B

‘:E—xo‘<%

— / k(1+5)ﬁdm
lz—zo|< %

= 2ak(H 1Y 4 o

Agora consideremos a seguinte familia de fungoes

Viogk , se |z — x| < ¢,

1 -
2 Viegk 7 k ’

0, se |z—xo|>aq,

B
onde xy = (%,O) ea < Seja w(x) = <10g |71\> . Se a > 4w podemos reescrevé-lo como

1
5.
a = 4m(1+§)? com § > 0. Seja

[N]hey

Ug () =

log G - a) ‘_ weal).

Usando analogamente os argumentos anteriores obtemos,

1 1
3 1 B 2
(/ |vua,k<x)|2\1og|x\|ﬁdx> - / Vg o ()P0 1" sdr)| <1
B Ba(z0) |10g (% — a)‘

. . 2 A~ .
Avaliando o funcional f B e““” dx na sequéncia Ug 1 Obtemos,
47 (14-6)Pu? 47(14-6)P |log<l—a) ‘ 7ﬂwk
e akdr = | e 2 adx.
B B

Observe que para 0 < a < % — 61% temos,

1 1 149
e‘(1+5)>——a:>1+5>_10g - —a :;>1.
2 |log

2 (5 - a)

Logo, pondo k — oo

8,2 2 v

/ eI ek gy > / e ™hadr = ma?k* — oo,
B Bg( )

E\T0

como afirmamos. ]
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Capitulo 2

Existencia de solucao para uma equacao

eliptica envolvendo peso logaritmico

Neste capitulo, estudaremos solugoes para equagoes da forma

—div (w(z)Vu) = IB— em B,
u>0 emB, (2.1)

u =0 sobre 0B,

onde B = B;(0) ¢ a bola unitdria de R? e w = w(z) é um peso logaritmico. Para isso, iremos
trabalhar com subespaco de funcoes radiais para obtermos um crescimento subcritico. Utilizaremos

pesos adequados que nos permitam um aumento no crescimento maximo para integrabilidade.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

B B
Teorema 2.1. Seja 5 € [0,1), wy(z) = (log ﬁ) ou wy(x) = (log ﬁ) € assuma que

2
1-p

v < com o > ()

ou

1
ol com 0 < a < ag=22n(1— p)]>5.

2
=1-3
Entao, o problema admite solucao radial.

O préximo resultado é crucial para provarmos que existe solugdo para o Problema ((2.1)).

Proposicao 2.1. Hg,.,(B,w) << LY(B), para todo ¢ > 1.

B
Demonstracgao. Seja w = <1og |71\> e a € (0,ag) com 5 € [0,1). Dado ¢ > 1, existe ¢ > 0 tal

2 7/ . 7 .
que [t]? < ce*” para todo t € R. Como no capitulo 1, usaremos a mudanga de varidveis
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2. Existéncia de solugao para uma equacao eliptica envolvendo peso logaritmico

[ = e ¥(t) = Cpu(z)
_ e
onde Cs = 22" [27(1 — B)] = ag com ag = 2[27(1 — B)]TF e = 125 Considerando
Q" =B\ Bn =z R, <l|z| <1y,
vemos que
/ el dy = / el dy
Q" B\Bpn—1(0)
1 —
= / (/ eo‘lwdS) dr
=1 \JoB.(0)
1 —
= / eV 2y dy
n—1
n 1 -
= 7r/ e 2 dr.
n—1
Como 7 = ™2 temos que t = 2log (%) edr = —%e_%dt. Dai,
_ 0 PP 2log(-25)
/ €a|u\’7d$ = _W/ es W)(t)he_tdr = ﬂ—/ 1 ealw(t)p_tdra .
n 210g(ﬁ) 0

onde @ = a/ag € (0,1). Sendo u radial, com ||ul|, < 1, pelo Lema Radial [1.1] tem-se [¢(¢)]7 < t
para todo ¢t > 0 (veja ((1.11])). Assim,

-~ 210g(ﬁ) o _ .
/ el g < / Tty = " [ leeGE)] ]
n 0

Entao, existe C' = Cy o5 > 0 tal que,

-\«
sup lullpagny < C sup ( / palul” dz)
u€Hg y(Bw)s||ullw<1 weH} (Bw)s|lullw<1 n

0,rad
1

S ) a

para todo n € N. Consequentemente,

8 sp fullzan p = 0.
e {UEHé,rad(B7w);||u||wS1 (Q )
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2. Existéncia de solugao para uma equacao eliptica envolvendo peso logaritmico

1
Entdo, dado € > 0, tomando €; = €7, existe ng € N tal que ||u||rsgn) < €1 para todo n > nyg, e

u € Hy,oq(B,w) com [ull,, < 1. Sendo u € Hy,,4(B,w) tal que u # 0, considere & = i—. Dai
1 _
WHUHLq(Qn) = [[@l[zaon) < @
Donde,

[l gy < ellulll,  Vn > no, Vu € H}o(B,w)

Consideremos agora @, = Ba-1(0). Pelo que vimos acima, dado € > 0, existe ny € N tal que

wmwzéwwﬁfﬁww<mw+mm%

para todon > ng e w € Hy . ,(B,w) e ¢ = 2. Note que, devido ao Teorema , tem-se

,rad
/ u?dx < C’/ ey < C', Yue H&md(B,w) com ||ull, < 1.
B B

Logo, para u € H,,4(B) com u # 0,

2

1 U
—— ||| 22 5y = ‘ — <.
a2 E T ullu || 2
Donde,
lull2(@n) < lullzzs) < Cllullw,  VYu € Hypoo(Byw),  YneN.
B
Por outro lado, para ng € N, |z| < "0 L temos que, w(x ‘log —‘ = M,. Logo,
/ |Vul*w(x)ds > MO/ |Vul’dz para todo u € Hy,qq(B,w).
Q’no QnO
Ou seja,

lullZ2(qu) + IVUllizg,,) < (€7 + Mg ) lulls, Y € Hyppa(B,w).

Seja {uy, }» uma sequéncia limitada em Hy,,4(B,w). Dado € > 0, tomemos ¢; € (0,¢?/((2C)? + 1))
onde ||u, ||, < C para todo n € N. Por 2.2} existe ng € N tal que

lallfaisy < Nullfag,,) + ellulli, paratodo u € Hy (B, w).
Para este ng, por (2.2)) temos que u,, € H*(Q,,) para todon € N e

HunH%p(Qno) < (C'+ Mo_l)HunHi,(B) < C*(C'+ Myt =Cy, paratodo n € N.
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2. Existéncia de solugao para uma equacao eliptica envolvendo peso logaritmico

Assim, {u,} ¢ limitada em H'(Q,,. Uma vez que H(Q,,) —— L%(Q,,) para todo ¢ > 1,
segue que {u,} possui uma subsequéncia convergente {uy,, } em L9(Q,,). Em particular, {u,, } é

sequéncia de Cauchy em L9(Q,,). Entao, existe kg € N tal que
[, — Unk||qu(Qn0) <€ paratodo k,j> k.
Logo, para k,j > kg temos,

||U’nj - unk“Lq(B) < ||U’TL] - unk||%‘I(QnO) + 61”“”;‘ - U’nk“qw

< e+ a20) = a1+ (20)9) < €.

Ou seja, {uy,, } ¢ uma sequéncia de Cauchy em L?(B). Como L?(B) é completo, temos que {u,, } é

convergente em L9(B). Com isso, vemos que toda sequéncia limitada {u,} de Hj,,4(B,w) possui

subsequéncia convergente em L?(B). Portanto,
H&,rad(‘Ba w) —— Lq(B)

B
Agora, para w(x) = (log ﬁ) vemos que,

1 B
lz] < 1= m >1= (log |37£|) > (log(e))ﬁ =1.

Assim,
/|Vu|2w(x)dx2/|Vu|2dx para todo u € Hy,qq4(B,w).
B B

Além disso, como [t < ce®” para todo t € R, segue que
/ w?dr < c/ el dy < €', para todo u e Hy oq(B,w)  com||ul], < 1.
B B
para todo u € Hj,,4(B,w) com [[ul|, <1, gracas ao Teorema Consequentemente,
/ wdz < C'|[ul]}, paratodo u € Hy, (B, w),
B

o que nos da
ul| g sy £ VC' 4+ 1]||ul|, para todo u € Hé’md(B,w).

Em outras palavras,

HY, g Bow) = H)(B) —— LY(B), para todo 1< ¢ < oo,
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2. Existéncia de solugao para uma equacao eliptica envolvendo peso logaritmico

como desejado. ]

2.1 Prova do resultado principal

Considerando o resultado de imersao que acabamos de mostrar, estamos aptos para provar o

Teorema [2.1] principal resultado deste capitulo.

Demonstracao do Teorema [2.1. Considere,

Saqy = sup / (e”luh — 1) dx.
B

weH} g (Bav)ilullw<1

Seja {un }, uma sequéncia maximizante, isto é, u, € Hj,,q4(B,w) e
/ (eo‘lu"l7 —1)dx — Sa, com |[u,|w = 1. (2.2)
B
Sendo {upn }, limitada em Hj,,,(B,w) entdo existe u € Hy(B,w) tal que, a menos de subsequéncia,
u, = wem Hy,4(B,w), u, »uem L'(B) e uy(z)—=u(x)qtp, n— oo

De fato, como H&md(B,w) ¢ espaco de Hilbert com ambos os pesos, pela Proposicao
H&md(B ,w) é reflexivo, ou seja, toda sequéncia limitada admite uma subsequéncia que converge
fraco. Pela Proposicao garantimos a convergéncia em L'(B) e a convergéncia q.t.p decorre da
Proposicao

Seja F(t) = el — 1. Observe que, pela condicdo (subcritica) da ndo linearidade temos,

t alt] 2
et — 1 e . =25
< = et =esltl™=" it e R,

P >~
casltl=F T Laglt TP
Logo,
23 2
lim et =asltl ™ _ jip o=l (as—e) — 0, para v = e 0<vy<ag.
[t|—o0 [t|—o0 1— ﬁ
ou ,
2 T—g Y
. g™ _ I (@)
lim el — Jim e =0 para 7 < e a>0.
[¢|—o0 |t|—o0 1-p

Usando argumentos similares ao anterior e a regra de L’Hopital temos, para s = |t|

s (e’ —1 as”
( L)S SGL: 28

eaB31*5 eaﬁslfﬁ eaﬁslfﬁ —asY

36



2. Existéncia de solugao para uma equacao eliptica envolvendo peso logaritmico

(§]
: s : 1
lim ———— = lim 5 " = 0.
§—+00 ea331*/3 —asY t—o0 6a551*r3 —asY <f_a%3ﬂ — ’}/048'7*1)

Uma vez que
F(t t|F'(t

t— 5 3
eoslt| =P eoslt| =P

sao funcoes continuas vemos que existem C4,Cy > 0 tais que
2 2
[F(t)] < Cre™7 o [tF(1)] < Coe™7 Wt e R

_2 _2
Note que [t||F(¢)] (6%”1_5 - 1) < |t||F(t)]e*™ ™" . Logo,

Fluy) € L' / Fun)un] < Cs / (eaﬂ'%'“ﬁ - 1) <c
B B

Pelo Proposicao obtemos,
/F(un)dx — / F(u)dz  n— oc.
B B

Segue de (2.2) que [, F(u)dz = S, .
Como u # 0 e pela semi-continuidade inferior temos ||u||, < 1. Se 0 < [|ul|, < 1, tomando

V= —— temos

[l
Saqy = / (ealu\” —1)de = / (e‘lH“M'”‘7 - 1) dx < / (ea\vl” —1)dz < Sa,
B B B

o que é impossivel. Logo devemos ter ||u||, = 1 e dal S, é atingido por u. Entdo, segue do
Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (ver proposi¢ao ) que existe A € R tal que para
todo ¢ € H} (B, w) temos,

/Vquowdx = /\/ lu[7"tel” o,
B B

-1 : , .
Tomando ¢ = u, obtemos A = ([, |u[’e**"dz) . Com isso, concluimos a demonstracdo do

teorema.
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Capitulo 3

Um problema eliptico nao homogéneo

no plano

Neste capitulo estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes para problemas elipticos

nao homogéneo da forma
— Au+V(z)u = f(u) + h(z), »€R? (3.1)

onde o termo nao linear f(s) tem um crescimento subcritico por meio das desigualdades de
Trudinger-Moser. Iremos supor que:

(V1) V : R? — R é continua e satisfaz
V(z) >V, >0 paratodo z€R2

(V) A fungao [V (z)]~! pertence a L' (R?).

Para aplicarmos os métodos variacionais, consideremos o subespaco de H' (R?)

E = {u € H" (R?) : /R? V(z)u*de < oo} :

E por fim, suponhamos que o termo nao linear f(s) satisfaz as seguintes condigoes:

(fo) f € C(R,R) e
f(s)

L :=lim < A,
s—0 8
onde )
. Jzo [|VU| + V(:E)UQ] dx
A1 = inf ;
weE\{0} Jgo uPdz
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

(f1) Existem 6 > 2 e s; > 0 tal que para todo |s| > sy,

0<OF(s) = 9/08 f@)dt < sf(s);

(f2) Para todo a > 0 tem-se

2
s—o0 XS

Observe que E é um espaco de Hilbert com o produto interno

< U, v >= / (VuVo + V(z)uv)dx, u,v € FE,
R2

1
e norma dada por ||u|]| =< w,u >2. Denotaremos H'(R?) o espaco usual de Sobolev com a

seguinte norma

||l = [/R (IVuf” + [ul?) dx]

Dizemos que u € E é uma solucao fraca do Problema ({3.1)), quando satisfaz a igualdade
/ (VuVo + V(z)uv)de — | f(u)vde — / hvdr =0, Yve E.
R2 R2 R2
Observe que as solugoes fracas de (3.1)) sdo pontos criticos do funcional

I(u) = %HuHQ —/RQ F<u)dx—/R2 huds. (3.2)

3.1 Propriedades da nao linearidade

Precisaremos encontrar resultados da mnossa nao linearidade para podermos mostrar as

propriedades desejadas do funcional 1.

Proposicao 3.1. Suponha que V satisfaz (V1)-(Vz). Entao vale a sequinte imersao compacta

E < L' (R?), VYgell,o00).
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Demonstragao. Assumindo (V) temos que V(z)/Vy > 1 Vo € R?

2
(- /(]Vu|2+u2)dx§/ (\Vu|2+v(x)u>dx
R? R2 Vo
1
< max{l,—}/ (|Vu|2—|—V(x)u2)dx
\% R2

0
= K|ju|]?, VueE,

para k = max {1, V } Ou seja, a imersao £ — H! (R?) é continua. Pelo Corolério |A.13] temos

H' (R?) < L7(R?) é compacta para todo ¢ > 2. Consequentemente, £ — L?(R?) para todo
q=2
Usando a desigualdade de Holder, gragas a (143), obtemos,

—dx

e = [ W@ = [ V@Rl

(- Lovorwae) ([ vta)

1

< URQ(V(;U))ldxr ull, VucE.

IN

Com isso temos E — L'(R?). Dai, usando a desigualdade de interpolagao vemos que E <
L7 (R?), Vq € [1,2]. Portanto,
E < L7 (R*), Vqe€[l,00).

[
Note que, por definicao,
? 2d Ju?d
Moo= JeVUTEVEWE o fp V@eds
ueE\{0} Jp> uPdz ueE\{0} ng u dx
1% 2d
ueE\{0} fRQ udx
Lema 3.1. Suponha que (fo)-(f2) valem. Entdo:
a) Para cada o > 0 existem by € (0, A1) e by > 0 tal que
1£(s)] < bu|s| + bo (ea82 - 1) ., VseR. (3.3)
b) Para cada q > 2, existe by > 0 tal que
[F(s)] < 25+ bols |Q( 1), Vs € R. (3.4)
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

c) Ezistem by, bs > 0 tais que
|F(s)] > bys” —bs, Vs eR (3.5)

Demonstracao. a) A partir de (fy) e f(s) vemos que, para todo « > 0, existem by, by > 0 tais
que
|ﬂﬂ§@@+@@ﬂﬂ4» Vs € R.

= 0, em particular, lim &
s—00 @57 — 1

2

= 0 pois, f(s) <eo‘$2 - 1) < f(s)e*.

s
De fato, como lim f 2)
s—o0 e&s

Dai, para e =1 > 0 existe a; > 0 tal que

‘fQ(S)‘l <1, ouseja, |f(s)| < e — 1, V|s| > ay.

eOZS I

Agora, de (fy) temos que L = lir% /() < A1. Tomando € = % > 0, existe ay > 0 tal que
S—r S
f(s) A1

— L
——L‘S—, V0 < |s] < as.
S 2

Aplicando a desigualdade triangular obtemos,

M+ L
F6)] < 2 lsl Y0 < o] < an

Para s € [ag, a1], como f é continua, existe M > 0 tal que [|f(s)|/ <6a52 - 1)] < M, ou seja,

<M (e 1), Var < Js| < an.

Considerando b = ’“TJFL e by = max{1l, M}, vemos que a desigualdade 1} é satisfeita.
b) Por (fy) temos
2F(s) 2/(s) f(s)

lim ——= =lim——= =lim——=> =L < \;.
s—0 52 s—0 2s s—0 8

Entao, para € = % > 0 existe 6 > 0 tal que

M —L
—L‘< 12 , VO <|s| <.

‘ 2F(s)

s2

Consequentemente,

2F(s)| M+ L M+ L
e A G

):)\1—6, V0 < |s] <6,

onde € = \; — 2L, Daf,

A\ —
]HM<—%i§,VWQQ<d (3.6)
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Note que, de (f;) temos,

[£(s)] | f(s)] 1 |f(s)]
S T < T (e =1 S T e )

V|S| Z S1.

Observe que

S e

lsl2oc €257 — 1 [slso0 €257 e — ]
e, pela regra de L’Hospital . .
o0 as
slmo0 €957 — 1 Jsboo €95° L
Logo, por (f2),
tim L 1= 0

Pelo Lema concluimos que, para ¢ > 2 existe C' = C(q,0) > 0 tal que

|[F'(s)]
— <, V|s| >4 3.7
Pelas desigualdades (3.6)) e (3.7)), segue que
)\]_ — € 2 0652
[F(s)] < 255"+ Cls]? (e - 1) , VseR, (3.8)

para cada s € R e ¢ > 2. Considerando by = A\; — € e by = C' temos a equacao (13.3)).
c¢) Por (f1) temos

para s > s; temos

/ gdt < /:%dt = flog (38_1) < log (5((581))) R > Fi?)se' (39)

Analogamente, para s < —s; obtemos

F(—
F(s) > L 981) (—s)’. (3.10)
51
Para |s| < s; temos
F(s) > -2C, C >0, (3.11)

pois, F' é continua e esta definida num compacto, ou seja, atinge o minimo. Tomando m =
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

min{ F'(sy), F'(—s1)} temos por (3.9)), (3.10) e (3.11))

1
F(s) > =|s|” —2C = F(s) > —————|s|’ =2C, s€R.

Basta tomar by = m% e by =2C. [ |
maxq &> 1

O proximo resultado é crucial para nossos argumentos e sua prova pode ser vista em [14]

Lema 3.2. Sejam a >0 e u € H' (R?). Entdo

/R2 (ea“2 —1) dxr < .

Além disso, se ||Vul|3 < 1,||ulls £ M < 00 e a < 47, entao existe constante C = C(M, ) > 0

/2 <eo‘u2 — 1> de < C(M, ).

Usando o Lema [3.2] veremos um resultado de imersao.

de modo que,

Lema 3.3. Sejam > 0 er > 1. Entao, para cada o > 1 existe uma constante positiva C' = C(«)

tal que,
(eﬁsz — 1) <(C (e"‘ﬁs2 — 1) , VseR.

Em particular, se u € H' (R?) entao <€a552 - 1) pertence a L' (R?).

Demonstracao. Queremos provar que <€'BSQ — 1) / (eaﬁsz — 1) ¢é limitado, para a > r > 1.
Pela regra de L’Hospital temos

G

r—1
r («2532 — 1) e’

fim (e*F —1) fimy veBs? =0
Além disso,
efs* — 1)r erBs® <1 — e‘ﬁSZ)T <1 — 6_582>r
L (@ 1) i e (T o) i e (1 e-eney
Portanto, o quociente é limitado por uma constante positiva. [ ]

Lema 3.4. Sejam v € E, 8 > 0, ¢ > 0 e ||v]| < M tais que SM?* < 4mw. Entdio existe
C=C(B,M,q, Vo) >0 tal que

/ (eW - 1) lo]dz < C[v]].
RQ
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Demonstragao. Considere r > 1 préximo de 1 tal que r8M? < 4w e s¢ > 1 onde s =r/(r — 1).
Pela desigualdade de Holder com 1/r 4+ 1/s = 1 temos que

Jote=yuars [ (o ayad ([ orae) = [[, (1) ] v

Tomando o > r préximo de r tal que aBM? < 4w, o Lema garante que

/R2 (65”2 - 1) lv|9de < C4 [/H@ (eaﬁ”Q — 1> dxr [|v]|Z,-

Note que,

1 1 M
Y(2)de < — [ V(z)o*(x)de < —M? = < —=.
[ < i [ Viertes < 3 lolle <

Usando o Lema [3.2] obtemos que

) 1
2 o 2_w 5 T

[ (=) par e | [ (T 1) ad] ol < calll

R2 R2

Portanto, como E — L*(R?) é continua (ver Proposicao , segue que

/ (%" 1) ol < .
R2

para todo v € F. [ ]

3.2 Resultados sobre o funcional /

Iremos provar que o funcional associado I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale que nos permite

obter pontos criticos para o funcional.

Lema 3.5. Se f satisfaz (f2), existemn >0 ev € E com ||v|]| = 1 tal que I(tv) < 0 para todo
0 <t<n. Em particular,

inf I(u) <O0.
llull<n ( )

Demonstragao. Fixe h € H~! com h # 0. Considere ¢: E — R o funcional dado por

o(u) :/ hudx Yu € E.
R2

Note que ¢ é linear e continua (pois |p(u)| < ||h||g-1]jul]). Pelo Teorema da Representacao de
Riesz (Proposicao [A.20)), existe tinico v € H tal que

/ (VuVov + V(z)uv) de = / hudz, Yue€ H.
R2

R2
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Logo
/ hvdz = |[v]]* > 0.
R2

Pela regra da cadeia, para todo t € R, temos que
d
—I(tv) = I'(tv)v = t||v||* — / f(tv)vdr — / hvdz = (t — 1)|jv||* — / f(tv)vdz.  (3.12)
dt R2 R2 R2

Como f(0) =0 e f é continua, existe n > 0 de modo que se 0 < t < n tem-se |f(tv)]| < %, onde

C > 0 é tal que |jul|; < Cllul| para todo v € E. Diminuindo n > 0, caso necessario, podemos
supor 7 < % De (3.12)), para todo 0 < t < 7, temos que

G0 <=Vl + [ 1f)lelda

1 v
< (5-1) 1ot + o,

o]

1 2
= —5 ol + ol

[v]”
- -LL <o,
4

Usando que I(0) = 0 temos o resultado. n

Lema 3.6. Assuma (fo) — (f2). Seja {un}n em E tal que, I(u,) — c e I'(u,) — 0. Entdo, existe
C > 0 tal que ||u,|| < C,

/ )] da < C
RQ

|F(uy,)|dx < C.
R2

Demonstragao. Temos que

1
>~ / Fluy)dz — / hnda = 1(uy)
R2 R2

/RQ [[Vu,|® + V(z)uz] da —

Multiplicando a primeira equacao por 6 e subtraindo da segunda tem-se

f(un)u,dz — / hundr = ' (wn ) un < || T (un) ||| |]-

R2 R2

(g - 1) a2 = /R 0P () ~ fn)ug] d = (6 1) /R g+ 1) — 7' )
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Pela hipétese, (f1) e denotando €, = ||I'(u,)|| — 0 temos que
0 2
5= 1) luall” = [OF (un) = f(un)un] dz < C + enllun|.
{z: |un(z)[<s1l}
Usando que |sf(s) — F(s)| < Cy|s| para todo |s| < s; obtemos que

6
O+ zullonl 2 (5= 1) lualP = Gl

Essa desigualdade implica que (u,,) é limitada, pois caso ||uy| — 0o ento

0 == H H+€n2 (5—1) ||lun| — Ch %t
Unp,

Essa contradigao mostra que existe C' > 0 tal que ||u,|| < C. Mostremos apenas que
/ |F(up)|dz < C,
R2

pois a outra desigualdade é totalmente andloga usando (3.3) ao invés de (3.4). Fixe r > 1 com
ar < 4m. Além disso, fixe t > r tal que ot < 47. Por (3.4) e Holder (& + = = 1) temos que

Flun)lde < 2 unlZe + 55 [ Jual? (et — 1) d
| 5 llunll
R2 R2

bl alu 2 7 T
< Pl t bl e, ([ (e 1) )"

Usando a imersdao F < L7 para qualquer ¢ € [1,00) e o Lema temos que

|F(u,)|dz < %C’%C +b3CIC (/ (eatlun\Z B 1) dx) g
R2 R?

Por fim, como at < 47, o Lema [3.2] temos o resultado. n

Lema 3.7. Assuma (fo) e (f2). Entdo existe §; > 0 tal que, para todo h € H=' com ||h||g-1 < 01,
existe pp, > 0 tal que
I(u) >0 se ||ul| = pn.

Além disso, py, pode ser escolhido de modo que,

prn — 0 quando ||h||z-1 — 0.

Demonstragao. Devido a (3.8)) e (3.3)) obtemos,
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

1
I(u) = §Hu||2—/RQF(u)d:U—/RQhud:v

1

> P~ [ |P)de = Al ul

R2

1 AL —

> —ful? - 1—6/ u|® dz — C/ ul? [ — 1) dz — ||h|| -1 ||ul]-
2 2 Jeo .

Como \; = inf ||u||z isso implica que, ||ul|3 < 5-||ul|* e pelo Lema ,
ueB\{0} ||u||3 1

)\1—6
2

1 2 )\1—6 2
—||ull® — ———|ul|® — C||ul|? — ||h|| g-1||u
511l = 25 el = Cllull = [1bllr-

1 A — €
- 5(1_ 1>\1 )||U||2—C||U||q—||h||H1||U||

1(u)

v

[lullz = Cllul|” = [l = ||ul]

1
Sllul? -

v

1 A — € _
= Jlul| |5 (1-= [ul| = Cllul]*™" = ||A]]g- | . (3.13)
2 A1

Tomemos pg > 0 pequeno tal que, para g > 2,

1 AL — 1 A1 —
20(p):==(1- L p—Cpil=p|=(1-22 ) - Cpi2| >0, Vpec(0,p]. (3.14)
2 /\1 2 )\1

Portanto, para ||h||g-1 < 0 e ||u]| = p tem-se

1
](u)>p§5:?>0,

como desejado. [ ]
Lema 3.8. Suponha que fsatisfaz (f1). Entao existe e € E com |le|]| > p tal que I(e) < 0.

Demonstragao. Fixe u € H'(R?) tal que

u=s; em Bi(0),
u=0 em By(0),
u > 0.
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Note que, usando ({3.5),

t2
I(tu) = —||u||®* — | F(tu)dz —t [ hudx
2 -

RQ
t2
< Sl - cﬁ/ ul’dz — Cy | Bs(0)] —t/ hudz
B1(0) R2

t2

= SlulP = B0 - ClBa(0)] ~ t [ huds
R2

e (L a0 - 0L )

t—o00
— —OQ.

Fixando ¢, suficientemente grande tal que I (tyu) < 0 e tou ¢ B,(0), e tomando e = tyu, concluimos

a demonstracao. m
Lema 3.9. O funcional I satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (P.S) pelo Lema (un) é limitada. Passando a
subsequéncia, se necessario, temos que u, — u em F, u, — ug em LI(R?) para todo ¢ > 1 (ver

Proposigao [A.19) e u,(z) — ug(z) q.t.p em R2. Queremos provar que para n — 0o
[ () = £00) (= o) o .
R

Usando (3.3)), para a > 0,

£ (ua) = fu)l < [F(un)| + |F(uo)
= bifun] + by (€7 = 1) + bifuo] + b (e~ 1)

< O [Iun! + |uo| + (ea“ﬁ - 1) + (ea“3 _ 1)] .

Consequentemente,
() — f (o) [tn — uo| < C [\un\ + Juo| + (eaui - 1) + (eauﬁ - 1)] [t — o).

Desenvolvendo e aplicando integral em R?,
/ |f(un) — fuo)||un — uoldz < / |t ||t — ugldx —|—/ [uo|[un, — upldx

+ / <eo‘“3 - 1> |ty — up|dx +/ <e°‘“g - 1) |tn, — up|d.
R? R2
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Pela desigualdade de Holder

|f(un) = f(uo)l[un —uoldr < [un||2f[un = uoll2 + [|uol|2|[tn —woll2
R2

PR BT —u0|y2+/ (e = 1) fu, — uglda.
R2
Como ||u,|| < C e ||uy, — upl]2 = 0 quando n — oo, concluimos

lim | [f(un) — fuo)||um — uoldz < lim <eaui—1> [y, — wo|da. (3.15)
2 RQ

n—o0 n—o0

Agora, fixando t > 1 tal que ta < 47 e aplicando a desigualdade de Holder, temos
t—1

/R2 (eo‘“i — 1) [un, — upldz < (/R2 (eo‘“% — 1>td:r> (/RZ [u, —uo\t—tldas)t.

Tomando 7 > ¢ tal que ra < 47 e aplicando os Lemas [3.3] e obtemos

1 t—1 1
2 t t t t 5 t
eXn — 1) dx) ( Uy — Ug| T dm) < C (/ (em“” — 1> dx) Up — U ¢
(/RQ < R2 | 0| ! R2 H 0||Lt_l(R2)

< Collun =l 2y g = 0, (3.16)

o=

quando n — oco. Logo, pelas desigualdades (3.15)) e (3.16)), temos
/ | f(un) — f(uo)||tn — uolde — 0, n — oc.
R2

Pelo Lema temos que a primeira integral do lado direito é limitada e a outra vai para 0, isto

é, a integral do lado esquerdo vai para 0. Agora vejamos que

|un — Uo||2 = (I'(un) — I'(uo), un — uo) +/ (f (un) — fluo)|(un — ug)de.

RQ

De fato, temos

(I'(un) = I'(uo), un — o) = 1'(un)(tn — o) — I'(tn)(un — uo)
= I'(up)u, — I'(un)ug — (I'(wo)un, — I' (ug)ug) -

Observe que,

P — Ulw)ue = | [Vl + / Vpe — [ flun)un - / b
R2 R2 R2 R2

— Vu,Vuy + f(un)uo—/ V(a:')unu0+/ huy.
R2 R2 R2

R2

49



3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

I'(ug)uy — I'(ug)ug = — . |Vu0|2 — /]R2 V(z)ud + /R2 fug)ug + /R2 ha

+ Vu,Vuy — f(uo)un—i-/ V(a:)unuo—/ h,,.
R2

R2 R2 R2

Dessa forma, vemos que

I (un)tn — I'(wn)tio — (I'(uo)tn — I'(ug)ug) = /RZ [V, |* + V(2)u?] do + /}RQ ([Vuo|? + V(2)ud] da

_ ( / YV, Vg + / V(:E)unuo)
+ /fuo thy, — 11g) /fun = ).

= |un|[* = 2 < up, un > +||uol?

[ ) = 70l 0 = o)
— o =l = [ (FC) = ) = )

O que conclui o que querfamos. Como ['(u,) — 0, temos que I'(u,) — I'(ug) — I'(up). Como

u, — ug — 0, pela Proposicao [A.17], temos que
(I'(u,) — I'(ug), uy, — ug) — 0.

Portanto, ||u, — ug||*> = 0 e u,, — ug em FE. ]

3.3 Existéncia de solucao

Agora estamos em condicoes de estabelecer nosso primeiro resultado de existéncia de solugao

para a Equagao (3.1)).

Proposicao 3.2. Existe n; > 0 tal que, se ||h||g-1 < m entdo o funcional I possui um ponto
critico uy; no nivel

— inf I(g(t
ey = inf max (9(1)),

onde I' = {g € C([0,1], E) : g(0) = 0,1(g(1)) < 0}.

Demonstragao. Pelos Lemas (3.7) e (3.8) estamos nas condigoes do Teorema do Passo da
Montanha (A.12), logo o resultado segue do mesmo. |

Proposigao 3.3. Para cada h € H™' com h # 0, a equagao (3.1) possui uma solu¢do minimal

ug com I(ug) = co <0 onde co = inf I(u) <0 en € dado no Lema lﬁ

[lul[<n
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3. Um problema eliptico nao homogéneo no plano

Demonstragao. Defina

co = inf I(u).
O ull<n ()

Note que ¢q estd bem definido pela equagao (3.13]), pois

1 Al — €
I(u)>=(1-% [ul[* = Cllull® — [[h]] - |||
2 A1

> —Cn? = ||h||g— Yul| < 9.

Além disso, pelo Lema [3.5] temos que ¢y < 0. Seja (v,) em B, (onde p, é dado no Lema tal
que X
I n < Y
(1} ) < ¢+ om
1

Para cada (v,) tome e = L e X = —= no Principio Variacional de Ekeland (ver Proposicao |A.15

para obter u,, € Eph tal que

i) I(un) < I(vy);

i) |[un — vp| < \/Lﬁ;

i1) I(uy,) < I(u) + \/LEHU —upll, Vu € B,,, u# u,.

Por i) tem-se I(u,) — ¢y. Para (u,) ser uma sequéncia (PS)., basta mostrarmos que
17" (un) || & — 0.

Dados w € E com |[w|| =1 e t > 0, tomando u = u,, + tw para 0 < [t| << 1, temos u € B,(0)

pois ||u,|| < p. Por 4ii) tem-se

1 I(uy + tw) — I(uy,
T(u) < Ity + tw) + —=[[tw]| = LT w) = I{wn) _

El

vn t
Passando limite quando ¢t — 0", obtemos
1
I'(u)w > ———.
() > ——-
Trocando w por —w obtemos
1
I'uy)w < —.
() < —
Uma vez que
1 (un)l|er = sup |1 (un)wl,

weE ||w||=1
pondo n — oo obtemos
1
I'(u r < — = 0.
1@l < <=

Ou seja, concluimos que (u,) é uma sequéncia (PS)., para I. Segue do Lema que u, possui
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subsequéncia convergente. Ja que I € C'(E,R), concluimos que

co = lim I(uy,) = I(up)

n—oo
e
0= lim |[I"(un)|[pr = |[I"(u0)]| -
n—oo
Portanto, ug € um ponto critico para I no nivel c. [ ]

Teorema 3.1. Suponha que V' satisfaz (Vi) — (Vo) e que f satisfaz (fo) — (f2). Entdo, existe
61 > 0 tal que se 0 < ||h||g—1 < 01 a Equagdo (3.10) possui duas solugdes fracas, uma com energia

positiva e a outra com energia negativa.

Demonstracgao. Tomemos ¢; = 1y, dado pela Proposi¢ao [3.2] Entdo, para ||h||g-1 < 61, temos
pelo Lema (3.7) uma solugdo para equagao com energia positiva. Pela Proposicao , para

cada 0 < ||h||g-1 < §; temos uma solucao de energia negativa. |
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Apresentamos aqui alguns resultados cléssicos que foram usados ao longo do trabalho, juntamente
com referéncias indicando onde podem ser encontrados para que o leitor interessado possa ver

suas demonstragoes.

Definigao A.1. Dois nimeros reais p,p’ € (1,00) sao ditos expoentes conjugados se

Proposicao A.1 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e um par de expoentes conjugados
p>1ep >1. Entio, temos

a? b
ab < —+—/.
b p

. /
valendo a igualdade se, e somente se, aP = O .

Proposicao A.2 (Desigualdade de Hélder). Sejam p > 1 e p' > 1 expoentes conjugados. Dadas

duas fungoes mensuravéis f e g temos

1 Fglle < 11l gl

Proposicao A.3 (Teorema do Valor Médio). Suponha que f € uma fungdo continua no intervalo

fechado |a,b] e derivdvel no aberto (a,b). Entao, existe xo € (a,b) tal que

fb) = f(a)

fi(wo) = b—a

Proposicao A.4. Seja f : (a,b) = R uma fun¢do derivdvel. Entdo f é convexa se, e somente

se, f' € crescente em (a,b).

Proposicao A.5 ( Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Consideremos duas funcgoes integrdaveis
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f:la,bl > R eg:[a,b] = R. Entao,

<(/ be(x)dxf (/ bg%x)daz)%.

Proposicao A.6. (ver [8, Coroldrio 2.4.1]) Seja f : B — R uma funcdo integrdvel em B. Se

[ sty

fla) = fllzl) = f(r) 7=z,

(f € radialmente simétrica), entao

onde wy, = [, do .

Proposicao A.7. Seja Re(x,y) = [f(z) — f(v)]/[x —y] para x #y. A fungao f: I CR - R €

convexa se, somente se, para todo x,y,z € I distintos, com y < z se satisfaz
R¢(z,y) < Ry(x, 2).
Proposicao A.8. Set,s > 0, entao,

t—s <2Vt(Vt—/5) e ts<—(s2+1%). (A1)

N | —

Proposigao A.9. Seja {u,}, uma sequéncia de fungoes em L*(Q2) convergindo para uw em L*(S2).

Assumemos que F(u,(z)) e F(u(x)) também sdo funcoes de L*. Se

/ |F (1t () ()] < C.
Q

Entdo, F(u,(z)) converge para F(u(z)) em L.

Proposicao A.10 (Kakutani). (ver [4, Teorema 6.4.5]) Um espago de Banach E ¢é reflexivo se,

e somente se, a bola unitdria fechada Bg € compacta na topologia fraca.

Proposicao A.11. Sejam (u,) uma sequéncia em LP e w € LP tal que ||u, — ul|, = 0. Entao,

existe uma subsequéncia (uy,,) tal que up, (x) — u(zx) ¢.t.p em L.

Proposigao A.12 (Passo da Montanha). (ver [9, Teorema 2.2]) Seja E um espago de Banach e
I € C'(E,R) que satisfaz (PS). Suponhamos que I(0) =0 e

a) Existem constantes a, p > 0 tais que I |sp,0)> @;

b) Eziste e € E'\ B,(0) tal que I(e) < 0.
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Entao I possui um valor critico ¢ > a. Além disso, ¢ pode ser caracterizado como

c¢=inf max I(u).
g€l ue(g[0,1])

Onde I' = {g € C([0,1], E)|g(0) = 0,9(1) = e} .
Proposigao A.13. Temos W12 (R?) C L7 (R?), para todo q € [2,00).

Proposicao A.14. Seja g : (a,b) — R continua, com a < b. Se existem lim g(z) e lim g(z).

z—at z—b~
Entao, g ¢ limitada.

Proposicao A.15 (Principio Variacional de Ekeland). (ver [7, Teorema 4.2]) Sejam X um espago
métrico completo e p: X — R semicontinua inferiormente e limitada inferiormente. Sejam € > 0
eu € X tais que
€
o < €
o(u) < 1§f o+ 5
Entao, dado A\ > 0 existe uy € X tal que
i) o(un) < ¢(u);
i) d(uy,w) < A;
i) ¢(ux) < o(u) + d(ux, u) Yu # uy.
Proposicao A.16. O funcional I estd bem definido e é de classe C*.

Demonstracao: De fato, primeiramente, vamos mostrar que I esta bem definido, isto é,
|huldxr < oo e / |F(u)|dx < oo. (A.2)
R2 R2

Logo, [g» [huldz < [|h||g-1]|ul| é finita. Vejamos que a segunda integral também é. Para isso,
usaremos (i3.4]) para obtermos

b
|F(u)|dx < —1/ u?dr + b2/ |ul? (ea“2 — 1) dx.
R2 2 Jr2 R2

Fixando ¢ > 1 de modo que taw < 47 e r >t com ra < 4w pelos Lemas [3.2) e [3.3] obtemos

/Rz |ul? <e°‘“2 — 1> de < C (/R2 |UI'5‘Jalx)1 (/R2 (e’"“‘“Q — 1) daz:)1 < 0.

Agora mostraremos que I é diferenciavél com

I'(u)v = / (VuVo + V(z)uv)dz — | f(u)v do — / hv dz, Yu,v € E,
R2 R2 R2
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onde I'(u)v é o termo
I(u+tv) — I(u)

lim = ,
t—0 t
caso o limite exista. Temos
1 tv) — 1 11
lim (uttv) = I{u) = lim— |=(u+ tv,u + tv) —/ F(u+tv)d:£—/ h(u + tv)dz
-0 t t—=0 ¢t |2 R2 R2

%(u,u) + /RZ F(u)dm+/RQ hudzx
Hu, v) + £2[[o] |2 /R (F(u+ tv)dz — F(u)) dz — t/RQ /w]

F tv) — F
= (u,v) + lim #*||v||* — lim (ut ) () dx — / hvdx
t—0 R2

t—0 R2 t

= Vqud:c—i—/ V(a:)uvdx—/ [5 (u—l—tv)d:c] —/ hvdzx.
R2 R2 t t=0 R2

I
=
8
S
1

Consequentemente,
I tv) — 1
lim (uttv) = I(w) = Vquda:—i—/ V(z)uvde — f(u)vdx—/ hvdzx.
t—0 t R2 R2 R2 R2

Portanto, I'(u)v existe e é dado pela expressao acima. Resta ver que I € C'(E,R), ou seja,

I'(u,) — I'(u) para toda u, — u em E. Note que, dado v € E'\ {0},

[I'(up) — I'(w)]v = I'(up)v—I'(u)v
= Vu,Vudr + / V(z)upvdr — [ f(u,)vdr — / hvdx

R2 R2 R2 R2

— VuVudxr — /

R2 R2

Viepuwdo+ | f(ujodz + /R hds

_ /R (Vi — Vo) Vvdx—i—/RQu(x)(un—u)vdx—/Rz (F(un) — f(u)) vdz
— =) = [ () = f) vda

<l = wlloll = llol | (F(u) = f(@) 7o

ol
[ () = ) e

IA

Tomando

on= [ () = )

com a, — 0 quando n — oco. Entao

Y dr
[|v]]
11 (tn) = 1" (w)] < [tn = ul| + an =0,
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quando n — oo. [ ]

Proposicao A.17. (ver [5, Teorema 4.9]) Seja (u,,) uma sequéncia em E. Se u,, — u fracamente

emo(E,E") e f, — f fortemente em E', entao

{fottn) = (fyu).

Proposigao A.18 (Multiplicadores de Lagrange). Seja E espago de Banach, J € C'(E,R)
e um congunto de vinculo S = {v € E;J(v) =0}, onde para todo uw € S temos J'(u) # 0.
Seja F € CHE,R) (C” em S ou numa vizinhanga de S) e suponhamos que ug € S € tal que
F(ug) = sup F(v), entdao existe A tal que

vES

J (ug) = MNF" (up).

Proposigao A.19 (Teorema de Rellich-Kondrachow). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe
Cl. Entao as sequintes imersoes sio compactas:

a) Se p <n,WHP(Q) < LI(), para todo q € [1, ;2);

b) Se p=n,WP(Q) — L1(Q), para todo q € [1,00);

c) Se p <n, WP (Q) — C%(Q), para todo o € (0,1 —n/p).

Proposicao A.20. (Teorema da Representacao de Riesz, veja [5, Theorem 5.5]) Seja (H, (,)) um

espaco de Hilbert. Dado um funcional p: H — R linear e continuo, existe unico v € H tal que

o(u) = (u,v), Yue€ H.
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