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REsumo

O presente texto compreende a um estudo breve da teoria dos semigrupos de operado-
res. Comegamos expondo a teoria preliminar, prosseguindo com o conceito de semigrupo
propriamente dito, desenvolvemos suas propriedades elementares e expusemos alguns dos
principais resultados da teoria e.g. 0 Teorema de E. Hille-K. Yosida-R. S. Phillips e o Teorema de
G. Lummer-R. S. Phillips. Finalizamos o trabalho com a aplicagdo da teoria ao estudo de alguns

problemas de valor inicial.

Palavras-chave: Teoria dos Semigrupos; Operadores Lineares; Analise Funcional.



ABSTRACT

The present text comprehends to a brief study of the theory of semigroups of operators.
We start exposing the preliminar theory, proceeding with the concept of semigroup proper,
we developed its elementary properties and exposed some of the main results of the theory e.g.
the E. Hille-K. Yosida-R. S. Phillips Theorem and G. Lummer-R. S. Phillips Theorem. We finish
the work with the application of the theory to the study of some initial value problems.

Keywords: Theory of Semigroups; Linear Operators; Functional Analysis.
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PROLOGO

Segundo E. Hille e R. S. Phillips. [7] a literatura dos semigrupos de operadores tem suas origens
devido a M. H. Stone, o qual em 1930 descobriu um teorema de representagdo para grupos
de operadores limitados em espagos de Hilbert. Para ser preciso os operadores envolvidos
eram operadores unitarios [* e, constituiam uma familia de operadores definida por meio de
uma extensdo obtida a partir da decomposicio espectral de um operador unitario U dado
previamente. A familia de operadores digamos {U, : t € R} possuia as seguintes propriedades

Uo=1, UU; = Usyy,

paras,t € R [T.

No que concerne a teoria propriamente dita, deve-se precipuamente a E. Hille, sendo ele
responsavel pelo teorema de representagio para semigrupos de operadores limitados adjuntos.
Uma das aplicagdes mais notaveis da teoria dos semigrupos encontra-se no estudo do problema
de Cauchy abstrato (PCA), estudado, sobretudo, pelos matematicos proeminentes Einar Hille,
Ralph S. Phillips e Kosaku Yosida, tendo eles dedicado uma série de trabalhos relevantes sobre
o problema, com destaque especial para o trabalho [7] produzido pelos dois primeiros. Neste
tltimo trabalho é possivel notar que as aplicagdes nio se restringem somente ao PCA, temos
e.g. a aplicagdo ao problema de Matrizes de probabilidade e aos processos estocasticos.

Como o proprio nome sugere, o presente trabalho trata-se de um estudo resumido da teoria
dos semigrupos. E reconhecido que este pertence ao dominio da anélise funcional e, como tal,
exige pré-requisitos pertencentes a esta. Na realidade, a teoria € em si uma aplicagdo da analise
funcional e encontramos geralmente no final de textos que tratam do assunto, como se pode
notar em N. Dunford e J. Schwartz [5], W. Rudin [12] e K. Yosida [14].

O estudo que vamos desenvolver se fundamenta em operadores lineares definidos em
espacos de Banach e exponenciais envolvendo estes. Por este motivo, é de suma importancia
precisar estes conceitos, bem como apresentar resultados relacionados, preferencialmente sobre
uma perspectiva um tanto mais geral do que aquela necessaria. Este é o objetivo principal das
primeiras se¢des do primeiro capitulo. Mais adiante apresentaremos um resultado devido a
M. H. Stone cuja premissa envolve o conceito espago de Hilbert, desta forma dedicamos uma
secdo para tratar estes espagos e resultados relativos imprescindiveis doravante. No decorrer da
apresentagdo, sera necessaria uma teoria de integragdo, que ao menos justifique a manipulagio
de equagBes integrais. Existem varias teorias que podem ser usadas para este fim, contudo
escolhemos uma que nos permita tratar minimalmente de maneira satisfatoria argumentos
que envolvam nog¢des de medida, mesmo que o texto nio exija de maneira obrigatOria estas
nog¢des. A justificativa de tal escolha se justifica pela simplicidade na manipulago de integrais,
na generalidade e pelo uso na literatura como em feito [10]. Para tanto, dedicamos uma se¢io
que trata a integral de Bochner, um analogo da integral Lebesguiana para fungdes tomando

*A definir, vide Definigio I1.1.1.
fStone obteve uma reciproca deste resultado, i.e., dada uma familia de operadores {U; : t € R} unitarios
continua em um certo sentido, é sempre possivel determinar uma representagio integral ¢f. [4].
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valores em um espago de Banach. Finalizamos o primeiro capitulo com um apanhado de
resultados relacionados a continuidade, derivagio e integracdo de fun¢des comuns do texto.

No segundo capitulo tratamos o objeto principal do nosso estudo. Comegamos definindo
semigrupos em um objeto de carater mais geral do que vamos trabalhar, a saber em algebras
de Banach, pecorrendo algumas propriedades e resultados, finalizando com um resultado
de representagio, aqui os elementos podem ser enxergados como transformagdes lineares
limitadas ao invés de elementos em uma algebra de Banach. Seguimos com os semigrupos
fortemente continuos. Uma justificativa de se estudar este objeto reside na natureza ilimitada
dos operadores diferenciais presentes em problemas de EDP. Apos precisar o conceito de semi-
grupos, prosseguimos com um resultado de geragdo de semigrupos, onde tratamos condi¢des
necessarias e suficientes para que um operador possuindo certas propriedades produza um
semigrupo fortemente continuo. Os resultados protuberantes desta se¢io sio o Teorema de E.
Hille-K. Yosida-R. S. Phillips e o Teorema de G. Lummer-R. S. Phillips apresentado sob a forma
de corolario por razdes de apresentagdo e ndo como produto de generalizagdes. As proximas
duas se¢des sio auxiliares para a tltima se¢io de semigrupos adjuntos a qual sera coroada com
o referido teorema de M. H. Stone. Finalizaremos o presente estudo com o terceiro capitulo
onde trataremos as aplicagdes dentre as quais encontram-se os problemas homogéneo, nio
homogéneo e semilinear de valor inicial.



Carituro 1

CONCEITOS PRELIMINARES

SUMARIO

Neste capitulo apresentamos os fundamentos e conceitos que serdo usados doravante. Comega-
mos com os resultados gerais de convergéncia, determinando, assim, um artificio para as provas
das propriedades da fun¢io exponencial em algebras de Banach e na aplicagdo de limites de
sequéncias generalizadas. A justificativa de se introduzir algebras de Banach ¢é, precipuamente
o fato de espagos de transformagdes lineares continuas entre espagos de Banach constituirem
uma tal algebra.

O restante do capitulo trata-se de um epitome de alguns dos principais resultados da analise
funcional, dentre os quais destacamos o célebre Teorema de Banach-Steinhaus usado para
provar que a algebra das transformagdes lineares limitadas é fechada relativa a certos limites de
operadores. Relizaremos também uma breve passagem em alguns resultados concernentes aos
espagos de Hilbert e operadores adjuntos.

Faremos amplo uso de argumentos envolvendo equagdes integrais e, para isto, carecemos
uma teoria que abarque este prop051to E preferivel introduzir uma teoria de integragio ao
estilo Lebesgulano i.e., uma teoria reminiscente da i 1ntegragao de Lebesgue para fungdes reais.
Uma das teorias de integragio que cumpre este papel € a desenvolvida por Bochner. Por este
motivo fizemos uma breve revisio desta teoria neste capitulo.

Finalizamos com alguns resultados de continuidade, derivagdo e integra¢do que serfo
amplamente usados adiante.

§I.1 ALGUNS RESULTADOS SOBRE CONVERGENCIA

No texto que segue sempre quando fizermos referéncia a & estamos tacitamente adimitindo
4 /.
que & = C, R, cada um de seus membros ¢ chamado de escalar ou niimero.

DeriNigAo 1.1.1. Um espago de Banach X (ou B-espaco) é um espago vetorial topoldgico sobre o
corpo K, munido de uma topologia induzida por wma norma, que serd denotada por || - ||x (ou
simplesmente por || - || quando nio houver risco de confusio), o qual munido com esta é um espago
completo, i.e., toda sequéncia de Cauchy em X é convergente.

DeriNigAo 1.1.2. Seja {x,} uma sequéncia em um espaco vetorial normado X. Diremos que a

13



14 CONCEITOS PRELIMINARES

série cujo termo geral € x,, converge na norma se, e somente se, a série [*

PN AT
n

convergir.

Prorosigio 1.1.3. Se x, é uma sequéncia em um B-espaco X e a série com termo geral x,, é
convergente na norma, entdo tal série é convergente em X e seu limite é denotado por Y., x,.

Prova. A prova se baseia no critério de Cauchy. Se Y}, x,, € convergente na norma, entio
-y llxgll € uma sequéncia de Cauchy. Da subaditividade de || - || podemos inferir que a
sequéncia 7, x; também o sera. Como X ¢ Banach, esta tltima deve convergir. m

Em certas ocasides precisamos generalizar a nogdo de sequéncia usual, para isto iremos
considerar sequéncias generalizadas, € o que trataremos a seguir.

DerinigAo I.1.4. 1. Seja A wum conjunto parcialmente ordenado segundo a relacio ‘<’. Dire-
mos que A é um conjunto direcionado quando todo conjunto finito admite cota superior;

1. A toda funcio em X4 (X desprovido de estrutura) nomearemos sequéncia generalizada (ou
direcionada). Por simplicidade, denotaremos tal sequéncia por {xs}ses on simplesmente por
{xs}, quando nio honver risco de ambiguidade em relacio ao conjunto A. Quando X dispor
de uma estrutura topoldgica, diremos que o limite de {xs} ¢ x, quando para toda vizinhanga
Vi de x, existir 8o, tal que x5 € Vi, para todo § > 8o. Quando for o caso simbolizaremos
por x = limg x4;

1. Supondo que (X, 0) seja um espaco métrico, diremos que a sequéncia {xs} é uma sequéncia de
Cauchy generalizada, guando para todo € > 0, existir 6o = 6o(€) € A tal que o(xy, xs) < &,
para quaisquer y,6 > Oo;

IV. Seja {xs} uma sequéncia generalizada em um espaco topologico X. Diremos que x € X é um
ponto de acumulagio de {xs} quando para toda vizinhanca V. de x e todo 6o € A, existir
b€ dtalgues > 5gexs € V.

Prorosigio L.1.5. Um espaco topoldgico safisfaz o Axioma de Hausdorff [T se, e somente se, toda
sequéncia generalizada convergente admite um sinico limite.

Prova. Suponha que X seja um espago topologico Hausdorff. Suponhamos, por redugio
a0 absurdo, que {x;s} seja uma sequéncia generalizada convergente, possuindo dois limites
distintos x; (z = 1,2). Da hipdtese, existem vizinhangas disjuntas V; dos respectivos x;. Nio
obstante da defini¢do, existem respectivos ¢; tais que

xs €V, (6 > 6;).

*Aqui a simbologia é indiferente quanto ao inicio da sequéncia {x,}. Em geral temos que o simbolo se refere

(o]
Dl
n=0

nio obstante convenientemente denotaremos uma série genérica conforme a Definigio 1.1.2.

YO Axioma de Hausdorff trata-se de uma propriedade de uma topologia. Sejam .7 uma topologia sobre um
conjunto dado X e x; € X (z = 1,2), dizemos que .7 satisfaz o Axioma de Hausdor{ff ou simplemente que X é
Hausdorff quando existirem vizinhangas disjuntas V; de x;, respectivamente, em outros termos é sempre possivel
separa dois pontos.
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Tomando &y uma cota superior do conjunto {81, 62}, temos necessariamente que se 0 > 0o,

entdo
xs € ViNVo,=0,

0 que é um absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que toda sequéncia convergente de ¥ admita um unico limite.
Suponhamos, por redugio ao absurdo, que X nio seja Hausdorff. Necessariamente devem
existir x; (z = 1,2) distintos tal que toda vizinhanga de um ¢é vizinhanga do outro. Concebamos
o conjunto de todas estas vizinhangas, digamos 4. Certamente, tal conjunto ¢ direcionado pela
relagdo reciproca da relagdo de inclusdo, i.e.,

v <06 se esomentese, O C7y.

De fato, seja um conjunto de indices finito I € 4. Em conformidade com a definigdo 6 = (N1 é
tal que § > ¢, paratodo ¢ € I. Consequentemente, 4 é um conjunto direcionado. Seguidamente,
consideremos a sequéncia generalizada {xs}, tal que x5 € § € 4, seja 6o uma vizinhanga

arbitraria em 4 observe que
x5 € dp (6 = dp).

Isto prova que {xs} converge para x; (z = 1,2), o que contradiz a nossa suposicio. o

DEerINIGAO 1.1.6. Sejam X e Y espacos topoldgicos, com Y satisfazendo o Axioma de Hausdorff [+ e
f € 9% Diremos que f (x) converge a £, quando x converge para a, e escreveremos

(11) lim f(x) £ o,
x—a
quando, para toda vizinhanca Vi de ¥, existir uma vizinhanga V, de a tal que
f(x)eV, (x € V).

ProrosicRo 1.1.7. Sejam X e ) como na definicio 1.1.6, & C X e a um ponto limite [S de &. Se
limy—,, f(x) =/ se, e somente se, lims f (x5) = ¥, para toda sequéncia generalizada {xs} tal que
lims x5 = a, cujos termos sejam distintos de a.

Prova. Suponha que lim,_,, f(x) = £ e lims x5 = a, concebamos uma vizinhanga V; de /.
Da definigdo, existe uma vizinhanga V, de 4, tal que

f(x)eVy (x € V).

Do limte lims x5 = a, decorre que para a vizinhanga V, de a existe 8o € 4 tal que x5 € V,, para
todo § > &g, a fortiori existe &g € 4, tal que f (xs5) € Vp, paratodo § > 6. Em consquéncia
lims f (xs) = £. Pela arbitrariedade da sequéncia {xs} podemos inferir uma condicional.
Provemos a outra condicional. Suponha, por redu¢io ao absurdo, que para toda sequén-
cia generalizada {xs} € X \ {a} tal que lims x5 = a vale lims f(x5) = /¢ e, nio ocorra
limy—,, f(x) = /. Pela defini¢do, deve existir uma vizinhanga V; de 7, tal que para toda
vizinhanga 6 de a existe x5 € 6 \ {a} tal que f(xs) ¢ V,. A familia 4 das vizinhangas 6 de
a é conspicuamente um conjunto direcionado pela relagdo reciproca da relagio de inclusio.
Portanto {xs} € uma sequéncia generalizada e, por construgdo, lims x5 = a e limgs f (xs) = /¢
nio ocorre, o que contradiz a nossa suposicio. Isto prova lim,_,, f (x) = 7. m]

¥Considera-se esta hipétese a fim de eliminar a ambiguidade do limite e, portanto tornar significativa a
defini¢do em (L.1).
SDizemos que 4 é um ponto limite de & quando para toda vizinhanga V,, de 4, valer & NV, \ {a} # 0.



16 CONCEITOS PRELIMINARES
Prorosi¢Ao 1.1.8. Sejam X e ) como na defini¢io 1.1.6, & C X ea € &. Selimy_,, f(x) = ¢,
entdo lims f (xs) = ¥, para toda sequéncia generalizada {xs} tal que lims x5 = a.

Prova. E aniloga 4 Proposigio L.1.7. m

COROLARIO 1.1.9. Sejam X e Q) como na definicio 1.1.6 e a € X. Entdo f € D* é continua se, e
somente se, lims f (x5) = [ (a), para toda sequéncia generalizada {xs} cujo limite ¢ a.

Prova. E suficiente observar que limy_,, f (x) = f(a) e usar a Proposi¢io 1.1.8. m|

Lema 1.1.10. Se (X, o) é um espaco métrico completo e {x s} uma sequéncia de Cauchy generalizada,
entdo {xs} € convergente.

Prova. Para cada n € IN, podemos tomar 6 () € 4 tal que

(1.2) o(xy,x5) <n”! (v,6 > 6(n)).

Em seguida, seja B, uma cota superior do conjunto {6(z) : 1 < 7 < n}. Concebamos a

sequéncia {x,} cujos termos sejam dados por x, = xg,. Dado &€ > 0, tome N € IN tal que
N > &71. Temos, assim, que se 7,m > N, entdo por (1.2) temos que

(1.3) 0(Xpn, Xm) = 0(xp8,,%xp,) < Nl<eg,

pois By, Bm = Bn. Portanto provamos que {x,} € uma sequéncia de Cauchy em ¥X. Sendo
este tltimo completo {x,} é convegente, Digamos x = lim,, x,,. Agora, dado & > 0, tome um
natural N~! > &. Da hipdtese de que {xs} é Cauchy generalizada decorre

o(xy,x5) < N'<e (v,6 = 60 =6(N)).
Logo, se n > N, entdo
o(x,,x0) = 0o(xp,,x0) < & (6 = 60),
que por sua vez acarreta

o(x,xs) =limo(x,x5) <& (6 = do),
n
0 que prova lims x5 = x. O

Prorosi¢iAo 1.1.11. Sejam X um conjunto, Y um B-espaco, { f5} uma sequéncia generalizada de
funcées em DX, Entio { f5} converge uniformemente a uma funcio f € 9* se, e somente se, { f5}
converge uniformemente Cauchy, i.e., para todo € > 0, existe 6 € 4, tal que

(1.4) 1fy(x) = fs()l <& (7,0 2 05, x € X).

Prova. Se {fs} converge uniformemente a f em X, entdo para cada € > 0, existe J; € 4, tal
que

I1f (x) = £, ()]l < g (x € X, 6 >6,).

Logo, se y,0 > 6, entdo

15 () = fsl < N fs(x) = O+ (%) = fs(oll <& (x €X),
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ie., vale (1.4).
Reciprocamente, suponha que {5} seja uniformemente Cauchy. Assim, dado & > 0, existe
e, tal que

(L.5) Ify(x) = fs()ll <& (8,y 2 06, x € X).

Desta forma, para cada x € X, a sequéncia {f5(x)} é uma sequéncia de Cauchy generalizada
em X. Como este Gltimo é completo, decorre do Lema I.1.10 que {f5(x)} convergira. Logo
faz sentido a defini¢io

def

(L6) £ £ lim fi ().
Da continuidade de || - ||, do Corolario 1.1.9, de (1.5) e (1.6) podemos concluir
liinllfy(x) —fsI=1f(x) - fs()l <& (6 2dex €X),

0 que prova a convergéncia uniforme. m]

CorOLARIO 1.1.12 (K. WIERSTRASS). Sejam X um espago topoldgico, & C X, Y um B-espago e
{fn} wma sequéncia de funcoes em D°. Se || f(x)|| < M,, para todo (x,n) € & x N e a série
Y. M, convergir, entdo Y., f, convergird uniformente.

Prova. Se ), M, convergir, entdo dado & > 0 existe N (¢) € N tal que

ZMk<8 (n>m > N(e)),
k=m

assim
n n
Mol < Y My<e (nzm=Ne).xeé),
k=m k=m
que segundo a Proposi¢do 1.1.11 podemos inferir o requerido. O

Lema 1.1.13 (E. H. MOORE.). Sejam I', A conjuntos direcionados e, suponha que I' X A seja
direcionado segundo a relacio de ordem parcial

(a,B) < (y,0) se esomentese, a < Bey<9.

Suponha gue {x,s) : (v,6) € I X A} seja uma sequéncia generalizada no espago métrico X.
Se

L. limy x(,,6) = x5 existe para todo 6 € 4;
IL lims x(y5) = x, existe uniformemente para todoy € I';
Entdo

limxs = lim x =limx,.
5 0 (7.0) (7,9) Yy
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Prova. Dado & > 0, de II, decorre que existe dg € A, tal que

Q(x(y,é),xa) <8¢ (6 > 69).

Isto implica

(L7) 0(X(y.6) X(y50)) <4 '€ (6 = 60).

De (1.7), existe yo = yo(do) € I, tal que

Q(x(%ﬁo)’x%) <8'e (y = vo).

Analogamente

(1.8) Q(x(7,5o)’ x()’oﬁo)) <4le (¥ = o).
Combinando (1.7) e (1.8) vem

0(X (.50 X(yos0)) <271 ((7.6) > (70,60)).

Portanto
o(X(apy X)) (@ B), (¥.:6) = (¥0.60)).
Consequentemente, {x(y4)} ¢ uma sequéncia de Cauchy generalizada. Como X ¢ completo

decorre do Lema 1.1.10 que existe x = limy, 5) X(y,5). Proseguindo, dado & > 0, do que foi
provado existe (yo,00) € I' X 4, tal que

(1.9) o(x(y.6),x) < & ((y,6) = (v0,60)).
Logo

o(xy,x) =lime(xpe,x) <& (v 270)
e

Q(x(;,x) = liin Q(X(%g),X) <e& (6 = 60),
0 que prova

limxs = lim x = lim x. .
5 0 (7.6) (7,0) Yy
O

Prorosi¢cAo 1.1.14. Sejam X um espago topologico, & C X, a um ponto limite de &, Y um B-espago
ef,fs € D%, tais que { fs} converge uniformemente a f em &. Suponha que

lim f5(x) =vs €9.
Entéo {vs} converge e vale:
(1.10) lim li(lsnf(; (x) = li(lsn lim f5(x).

Prova. Seja {x,} uma sequéncia generalizada arbitraria cujo limite ¢é a.
Em seguida observemos que
L lim, f5(xy) = vs € Y, L.e., 0 limite existe;
IL. lims f5(xy) = f(x,) uniformemente para todoy € I'.

Recorrendo ao Lema I.1.13 e a Proposi¢do I.1.7 podemos inferir a tese da proposigio. o
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CoroLARIO L.1.15. Sejam X um espaco topoldgico, & C X, a € &, Y um B-espagoe f, f5 € V¢,
tais que {fs} converge uniformemente a f em &. Entdo se {fs} é uma sequéncia de funcées
continuas em a, entdo | é continua em a.

Prova. Evidentemente lim,_,, f5(x) = fs(a) € 9, que conforme a Proposi¢io 1.1.14 vale

lim £ (x) = lim lim £5(x) = lim lim /5 (x) = lim f5(a) =  (a).

Lema 1.1.16. Um espago topoldgico X é compacto [V se, e somente se, toda sequéncia generalizada
em X admite um ponto de acumulagio.

Prova. Suponhemos que X seja compacto e consideremos uma sequéncia generalizada arbitraria
{xs} em X. Para cada § € 4, concebamos a familia de conjuntos fechados { Fs} cujos membros
sejam dados por

def —/—

Fs £ A5, As S{f(6) €X:6 =6}

Considerando um conjunto finito de indices I C 4, a familia correspondente {F, : t € [} é
tal que N, F, # 0. Com efeito, sendo 4 um conjunto direcionado, tomemos § uma cota superior
def{t:1el}. E aparente que f () € F,, para todo ¢ € I. Por maior razio f(6) € N, F..
Agora, usando a nossa suposi¢io, necessariamente existe x € (5 Fs. Tomando uma vizinhanca
arbitraria V. de x, em virtude de x € (N Fs, temos que V, N As # 0, paratodo 6 € 4, o que
prova que x é um ponto de acumulagio de {xs} (vide Definigio 1.1.4).

Reciprocamente suponha que toda sequéncia generalizada em ¥ admite um ponto de
acumulagio. Consideremos uma familia arbitraria .# de conjunto fechados com a propriedade
da interse¢do finita. Concebamos a famila 4 constituida de intersec¢des finitas de membros de
Z . Conspicuamente 4 tem a propriedade da intersec¢do finita e 4 é um conjunto direcionado
pela relagio reciproca da relagdo de inclusdo. Agora, admitindo o Axioma de Zermelo (Axioma
da escolha) podemos conceber uma sequéncia generalizada {xs} cujos termos verificam a
condi¢do x5 € §. Da nossa suposi¢do, {xs} admite um ponto de acumulagio digamos x.
Provemos que x € () 4. Para tanto seja V, uma vizinhanca arbitraria de x. Dado qualquer
5, existe € € 4, tal que 6 < g e x; € Vy.. Em conformidade x. € Vi Neg,ie., Vine#0.Da
definigdo de ‘<’, temos que Vy Ne C VN6 e, consequentemente, que VNS # 0. Como V, é
arbitraria, necessariamente x € § = &, pois § ¢ um conjunto fechado de X e, como § ¢ arbitrario,
podemos inferir a pertinéncia x € () 4. Finalmente basta notar que 0 # N 4 € (.%#, o que
prova que X é compacto. O

DeriNigAo 1.1.17. Seja {xs5} uma sequéncia generalizada em um reticulado completo %, i.e., um
conjunto parcialmente ordenado tal que todo subconjunto nio vazio admite infimo e supremo.
Definimos

. . def . . def .
liminfxs = sup inf x; e limsup x5 = infsup xs.
0 y 52’)’ 5 Y 62;}/

YExistem varias maneiras de se definir um espago topolégico compacto, no Lema 1.1.16 consideramos um
espago como sendo compacto, aquele tal que toda familia de fechados com a propriedade da intersec¢io finita,
admite intersecgio nio vazia.
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SL.2 ALGEBRA DE BANACH

DeriNigAo 1.2.1. Diremos que um conjunto B é uma dlgebra de Banach sobre K (on B-dlgebra) se

I. B éum B-espaco sobre K;
II. Existe uma aplicacio K-bilinear m : B x B —> B tal que a norma || - || em B, satisfaz

lm(e, o)l < llzllllvll (#,0 €B).

Daremos a aplicagdo m o nome de multiplicagio e por simplicidade denotaremos m(x, v)
por # - v, ou simplesmente por #v. Chamaremos de unidade o elemento denotado por 1g
com a propriedade 1g - # = - 1g = u, paratodo # € B. Como usual, os elementos # tais que
existe um v € B satisfazendo # - v = v - u = 1g, serdo chamados de inversiveis (ou regulares).
A classe constituida de tais elementos sera denotada por B71.

A seguir, determinaremos uma condig¢io suficiente para a inversibilidade de elementos de
uma B-algebra com unidade.

Prorosicho 1.2.2. Segam B uma B-dlgebra com unidade 14 e u € B. Se ||u|| < 1, entdo
lg —u € B

k ¢ convergente na norma, pois

1
™l < ) llul” = .
SN L T

Como consequeéncia, faz sentido escrever Y, #” e, também vale

Prova. Primeiramente notemos que Zzzl "

0 < lim ||#”| < lim||«#||” =0
n n

Le.,

lim #” =0,
n

Conformemente

(g —u) - ZM” =(1lg —u)- limz u* = lim (1g — #™") = 1g.
n k=0

§I.3 FuNCAO EXPONENCIAL EM ALGEBRAS DE BANACH

DerINICAO 1.3.1. Seja B uma B-dlgebra. Definimos a fungéo exponencial exp : B —s B por [|

> 1
exp(v) = Z Evk
k=0

IEm que o simbolo de somatéria deve ser interpretado como um limite, i.e.,

S
i =1mZ

k=0
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ProrosigAo 1.3.2. A aplicacio exp estd bem definida.

Prova. Isto decorre da Proposigio 1.1.3, pois

Z o]k _ ol
: .
p k!

O
Prorosi¢io 1.3.3. Suponhamos que B seja uma B-dlgebra e u,v € B. Se uv = vu, entdo
exp(# +v) = exp(u) exp(v) = exp(v) exp(#).
Prova. Primeiramente, observe que se {x,} e {y,} sdo sequéncias em B, tais que lim,, x,, =
x, lim, v, =y, entdo lim, x,y, = xy. Conformemente temos
1 N1 o1
(I.11) exp(#) exp(v) = lim ( — Z)( fv]) = lim —u'v/.
n Z,Z;Jz! ]Z:(;]! ni,;Z:;)l!]!
Em seguida note
S 1, % 1
- ] = — gta]
Z lvjvu v —ZZM” v
1,7=0 i=0 j<i
n o1 1 .
= — 7
; ;; jHa =t
(1.12) :
Zn: 1 ZZ: : i~j )]
= - T 4
i=0 ! =0 ]!(l _])’
n
1
=) —(n+v)
i
1=0
Substituindo (7.12) em (/.11) temos
exp(# +v) = exp(u) exp(v).
Isto € suficiente, pois # + v = v + u. O

ProrosicAo 1.3.4. Segam B uma B-dlgebra com unidade 1 e v € B considere E : } — B dada
pela lei E(y) = exp(yv). Entdo vale

d
d—yE(y) = vexp(yv) = exp(yv)v (y € 8).

Prova. Primeiramente notemos

. exp((y +n)v) — exp(yv)
m
n—0 n

exp(nv) — 1

exp(nv) — 1

= lim|e o) -
ym xp(yv) .

= exp(yv) - )lfg(l)
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Assim é suficiente provar

exp(nv) — 1
lim =
n—0 n
Para tanto, observemos
v) -1 &) k-1
eXP(n ) -0+ Z 77 'Uk (77 + O)
d o R

Definamos

Sn(n) déf nk_ k

%"

Como o limite é um conceito local, podemos nos restringir ao conjunto {7 : || < 1}. Feito

1sto, temos
*® k-1
n ||‘v||
SP S e
=2

que, segundo o Corolério 1.1.12, decorre que a sequéncia de fungdes {S,,} converge uniforme-
mente para »;° , 7 vk Consequentemente, segundo a Proposi¢do 1.1.14, temos

© k-1
lim Y %vk = limlim S, (7) = lim lim () = 0

—0
=

§I.4 TRANSFORMACOES LINEARES

DeriNigAo 1.4.1. 1. Um conjunto X é um espaco vetorial topoldgico, guando for um espago
vetorial munido de wuma topologia, segundo a qual as operacoes de soma vetorial e produto
por escalar sio continuas;

II. Um comjunto L C X é limitado se, para toda vizinhan¢a V de 0 existe um sy > 0 tal que

LCctV (t > sy);

1. Uma aplicacio linear entre espacos vetoriais topoldgicos é limitada, guando a imagem de
conjuntos limitados é um conjunto limitado.

Vale salientar que qualquer subespago vetorial de um espago vetorial topologico nio trivial
¢ ndo limitado, consequentemente, a imagem de uma aplicagio linear nio identicamente nula
— sendo esta um subespago nio trivial do contradominio — deve ser necessariamente ilimitada.

DErINIGAO 1.4.2. Se X e Q) sdo dois espacos vetoriais topologicos, denotaremos por £(¥X,9), o
conjunto das aplicacées lineares continuas e limitadas definidas em X com imagens em ). Quando
X =9 o denotaremos por £ (X), ou simplesmente £ quando ndo howver risco de ambiguidade.

Quando Y = &, denotaremos £ (X,9) por X* e o chamaremos de dual de X.

Quando X e 9 sdo espagos vetoriais normados o conjunto .Z (¥, %) é um espago vetorial
sobre K. Além disso, ¢ um espago vetorial normado segundo a norma

(L13) TN = sup{liTxlly : lIxllx <1, x € X} (T € Z(X9)).

Esta é chamada norma da convergéncia uniforme.
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DeriNIGRO 1.4.3. Sejam X e ) espacos vetoriais normados. Uma bijegio linear A € 9¥ é chamada
de isometria quando satisfizer

[Axlly = llxllx  (x € X).

Neste caso dizemos que os espagos X e ) sdo isométricos, on que existe uma isometria entre eles, Esta
relagio € usualmente denotada por X ~ 9).

Lema 1.4.4. Seja X um espago vetorial normado sobre R (R ou C). Entio £ (8, X) é isométrico a
X.

Prova. Consideremos a aplicagio A : £ (K, X) — X definida por A(T) = T(1). Tal aplicagdo

¢ linear, pois

AQ aiTi) = ) aiTi() = ) AT)  (a.T) eKx Z(RF) (i=12).

Agora seja x € X e defina T, € X%, por

def

T (k) = kx (k € R).
Temos, que T assim definida € continua, pois é limitada. Ademais
A(Tx) = Tx(l) =X,

i.e., A é sobrejetiva. Suponhamos que 7' € ker(A). Temos, necessariamente, que 7 (1) = 0.
Consequentemente 7 = 0. Portanto ker(A) = {0} e A é injetiva, a fortiori bijetiva.
Por fim, € suficiente observar que

1A =TI =sup TN =TIl (T € LK %)).

|k|<1

Com isto, podemos inferir que A é uma isometria e, consequentemente, X ~ £ (RK,%). O

ProrosicAo 1.4.5. Sejam X um espaco vetorial normado e Y) um B-espaco. Entdo £ (X,9) é um
B-espaco.

Prova. Consideremos uma sequéncia de Cauchy {7,,} em Z(X,9). Decorre que {T,,x} é
uma sequéncia de Cauchy em 9. Como este, por sua vez, ¢ completo, podemos definir a
aplicacio T € 9% por

Tx = liin T,x.

Conspicuamente,
T(ax+By) = li7r2n T,(ax + By)
= liyrzn(aTnx + BT,y) (¢, BER, x,y €X)
=alx+ BTy
i.e., T ¢é linear. Seguidamente, dado & > 0, existe N (&) € N tal que
| Tx — Tux|| € | T — Tyl < & (m,n > N(e), x € X).
Fixando 7, tomando o limite em 72 temos
ITx - T,x|| <e (n > N(g), x € X),

o que prova que T ¢ limite uniforme da sequéncia de aplica¢des lineares continuas {7, }. Do
Corolario I.1.15 T ¢é continua. Mais ainda, € limitada, pois é limitada na bola unitaria fechada
de X, o que finaliza a prova. O
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ProrosicAo 1.4.6. £ munido com (1.13) é uma B-dlgebra.

Prova. Basta fazer m igual a operagio de composigdo, pois
I (T, HI < NT NS (. T €.2),

o que finaliza a prova. m

Lema 1.4.7. Se T é um operador linear limitado com dominio D(T) C X denso em X, entdo T
admite uma extensdo T linear limitada em X.

Prova. E natural definirmos para cada x € X
(1.14) Tx £ limTx,,
n

em que {x,} é uma sequéncia arbitraria convergindo a x.
Primeiro provemos que (I.14) faz sentido, 1.e., o limite existe, mas isto decorre da hipotese
de T ser limitado. Com efeito, seja M > 0 tal que || Tx|| < M||x||, para todo x € D(T), a

desigualdade
ITxm = Txnll < Mllxm — x5l (m,n €N)

acarreta que {7'x,} é¢ Cauchy em no B-espago X, em consequéncia convergente.

Agora, concebamos duas sequéncias {xﬁli) } com i = 1,2, tais que lim,, xfzi) = x. De maneira
homéloga ao raciocinio precedente, podemos concluir que Tx = lim, Tx, i = 1,2, o que
prova que T € X%, est4 bem definida.

Em seguida, considerando {x,} a sequéncia constante igual a x, podemos inferir 7' é uma
extensdo de 7.
Por fim, ¢ suficiente observar que se x = lim,, x,, entdo vale a sentenga

T x|| < lim ||Tx,| < lim M||x,|| < M|x]|| (x € D(T)),
i.e., T élimitada. m]

LeMA 1.4.8. Sega T um operador linear com dominio D(T') C X. Entdo T é fechado se, e somente

se, D(T) é um B-espaco segundo a norma || - ||, dada por
def
lxllz = llxll +1Tx]|.
Prova. E aparente que || - ||7 € uma norma em D(7'). Primeiramente suponha que 7T seja

fechado e cosideremos uma sequéncia de Cauchy {x,} no espago métrico D(7") com a métrica
| - I7- Isto implicard que {x,} e {T'x,} sio ambas sequéncias de Cauchy em X. Como este
tltimo é um B-espago, necessariamente existem x,y € X tais que lim,, [|x — x,|| = lim,, ||T'x,, —
yllx = 0. Agora como T ¢ fechado, podemos concluir que lim, |Tx — Tx,|| = 0. Em
consequéncia, lim, ||x — x,||7 = 0, o que prova que D(T') é um B-espaco. Reciprocamente,
suponhamos que D(7') seja completo segundo || - ||7. Admitamos que {x,} e {T'x,} sejam
tais que lim, ||x — x,|| = lim, ||y — Tx,|| =0, com x,y € X. Isto acarreta que {x,} e {Tx,}
sdo sequéncias de Cauchy. Assim decorre que {x,} é uma sequéncia de Cauchy em D(7)
segundo || - ||7. Da hipdtese, {x,} converge paraum z € D(7T). Assim, necessariamente, x = z
ey =lim, Tx, = Tx, o que prova que T ¢ fechado. O
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Mais adiante faremos uso do Teorema da limitagio uniforme ou Teorema de Banach-Steinhaus.
Este teorema nos da uma condigio suficiente para inferirmos a equicontinuidade de uma familia
de aplica¢es lineares continuas entre espagos vetoriais topoldgicos. As hipoteses deste teorema
envolvem conceitos topologicos de categoria, entretanto para o que vamos trabalhar, nos
limitaremos ao fato que espagos de Banach sdo de segunda categoria (nio magros).

TeorEMA 1.4.9 (S. BANAacH- H. STEINHAUS). Sejam X e Q) espagos vetoriais topologicos e, F uma
familia de aplicagées lineares continuas entre X € 9. Se o conjunto L dos x cujas orbitas

F(x)={DPx : P e F} (x € X)
sdo limitadas em ) é de segunda categoria, entio L = X e F € equicontinua.

Prova. vide [12, pag. 44]. m

Assim temos o seguinte:

COROLARIO 1.4.10. Sejam X e ) espacos de Banach e F uma familia de aplicacées lineares continuas
entreX e9). Se

sup ||@x|| < oo (x € X),
DeF

entdo existe M > O tal que
loxll <M (Ixl <1, & e ).

Prova. Consideremos a bola aberta By (0; 1) (vizinhanga de 0 em 9)). Da equicontinuidade de
F, existe uma vizinhanga V' de 0, tal que

(V) CBy(0;1) (b € F).
Como Bx(0; 1) ¢ limitado existe M > 0 tal que Bx(0;1) € M - V. Consequentemente
@ (Bx(0;1)) € M -d(V) C M - By(0;1) C By(0; M).

Sinonimamente,
|®x|| < M (IIx]l < 1, @ € Z).

O

TeoremA L4.11. Seja {Ts} € D* uma sequéncia generalizada de aplicagoes lineares entre F -espagos
[**. Selims Tsx existe para cada x em um conjunto fundamental e {Tsx : § € A} é limitado, para
cada x € X, entio {Tsx} converge para cada x € X. Ademais,

Tx € imTyx  (x€X¥)

define uma aplicacio linear continua.

**Espago vetorial topoldgico munido de uma métrica invariante por translagdes que, segundo a qual, é
completo.
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Prova. Primeiramente seja F o cojunto fundamental segundo o qual {7Tsx} é convergente,

J ) 8 q 8
paratodo x € F. Certamente {Tsx}, converge, para todo x € [F] (o espago vetorial gerado
por F) que, por defini¢io, é denso em X. Como a familia {T5x} € limitada para todo x € X,
decorre do Teorema de Banach-Steinhaus que {75} é equicontinua e mais precisamente o limite
lim,_,o Tsx é uniforme segundo 4. Portanto, dado & > 0, existe (&) > 0, tal que

09(T5x,0) <& (0x(x,0) <n, 6 € 4).

Da densidade de [F ] em X, temos que para x € X arbitrario, existe y € [F], tal que ox(x,y) <
n ou, equivalentemente, px(x—7y,0) < n. Do limite lims 75y = Ty, decorre que existe § (&) tal
que o9 (T,y, Tgy) < &, para quaisquer @, 8 > §(&). Concatenando todo o raciocinio anterior,
temos

09 (Tox, Tgx) < 09(To(x = 9),0) + 09(Tp(y — x),0) + 09(Toy, Tpy) < 3e,

para quaisquer @, B > 6(¢), o que implica que {7s5x} € uma sequéncia de Cauchy generalizada
paratodo x € 9. Como 9 é completo {Tsx} converge (vide Lema 1.1.10).
Sejam agora k € K e x,y € X, temos

T(kx+y)= lién Ts(kx +y) = 1i§n(KT5(x) +T5(y)) = kT (x) + T (y),

. 7 1. ’ ’ . ’ .
i.e., T é linear. Por fim, provemos que 7" é continua, para isto ¢ suficiente recorrer ao Lema
1.1.9 e observar que

L limy T5(xy) = Tsx existe para todo ¢ € 4;
IL. lims T5(xy) = T x, existe uniformemente paray € T,

em que {x,} é¢ uma sequéncia generalizada arbitraria tal que lim, x, = 0. Concluimos que T é
continua em O e, consequentemente, é continua em X. m|

Lema 1.4.12. Sejam X um espago topoldgico, & C X, a um ponto limite de &, Y um B-espago e
f e L)X Selim,_,, f(x)y existe para todo y € V), entio existe uma vizinhanga V de a, tal
gue || f (x)|| é limitada superiormente.

Prova. Suponha, por redugdo ao absurdo que nio exista uma tal vizinhanga V' de a. Podemos
construir uma sequéncia {x,} em & tal que lim, x, = a e ||f(x,)| = n. Pelo Teorema
de Banach-Steinhaus, deve existir um y € 9 tal que {||f(x,)y||} seja ilimitada. Suponha o
contrario, i.e.,

sup [|f (xn)y|| <+00  (y €9).

Consequentemente, segundo o Corolario 1.4.10, {|| f (x,)||} seria limitada, contradizendo a
suposi¢do ||f (x,)|| = n. Nio obstante, se ||/ (x,)y|| € ilimitada, entdo nio poderiamos ter
limy—,, f(x)y € 9. Assim, deve existir uma vizinhanga V' de 4 tal que ||/ (x)|| seja limitada
superiormente em V N &. mi

Lema 1.4.13. Segam X um espaco topoldgico, & C X, a um ponto limite de &, ) um B-espaco,
feVeqge LW, taisquelim,_,, f(x) existeelim,_,, g(x)y exista paratodoy € V. Entio
verifica-se

lim (4 (x)f (x)) = lim [g(x)(;i;na f(x))].
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Prova. Do Lema 1.4.12, existe uma vizinhanga V de a tal que ||g(x)|| < M, para todo
x € VN&, paraalgum M > 0. Dado € > 0, digamos que y = lim,_,, f (x), decorre que existe
uma vizinhang¢a U de 4 tal que

||f(x)—y||<3-./1/[_1 (x eUNE).

Desta forma, se x € U NV N &, entio

l7(e) f (%) = g ()| < [lg o[ - [|f o) = 9| < &

TeOREMA 1.4.14 (TEOREMA DO GRAFICO FECHADO). Suponha que as condicbes sejam validadas
1. X e sgam F -espagos;
2. A e DX élinear;
3. {(x,Ax) : x € X} sgja fechado em X x 9).

Entdo A é continua.

Prova. vide [12, pag. 51]. m

TeOREMA 1.4.15 (S. BANACH-L. ALAOGLU). Seja X um B-espaco. Entio a esfera unitdria do dual
X* é compacta segundo a topologia fraca* de X*.

Prova. vide [5, pag. 424]. |

§L.5 [Espa¢o DE HILBERT

DerINigAO 1.5.1. Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial $ sobre K, munido de um funcional
(e, 0) definido em § X § satisfazendo os seguintes axiomas:

I. {(x,x) = 0se, e somente se, x = Q;

IL. (x,x) > O, para qualquer x € $;
L. (x,y) = (y,—x), para quaisquer x,y € 9;
IV. {ax +7y,z) = alx,z) + (y,2);

V. Se{x,} é uma sequéncia em § tal que lim,, ,(x, — X, Xy, — Xmm) = 0, entdo existe x € §
tal gue lim,(x — x,,x — x,) = 0.

Quando & = R, é aparente que III equivale a simetria (x,y) = (y, x). Doravante sempre
quando nos referirmos a $, estamos a admitindo tacitamente que $ é um espago de Hilbert.
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DEerINIGAO 1.5.2. Ao funcional (e, o) daremos o nome de produto interno ou produto escalar em $ e,
ao niimero {x,y) daremos o nome de produto interno ou produto escalar de x por y. Estipularemos
de agora em diante || - || = (-, -). Diremos que x,y € $ sio ortogonais quando {x,y) = 0 e, dois
espacos lineares W e B sdo ortogonais (variedades ortogonais) qguando (N, B) = 0. Como é comum,
representaremos simbolicamente tais asser¢oes por x L y e W L B, respectivamente. Por fim, seja
A C H, o complemento ortogonal ou concisamente o ortocomplemento de W é o conjunto definido

pO?’
At = {x e $: (x,AY =0}

Ocasionalmente quando se quer explicitar o espaco sobre o qual toma-se o complemento, escreve-se

Hol
Lema 1.5.3. Para quaisquer x,y € 9, verifica-se:

(1) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz):

[ | < Al Iy 115

(12) (Desigualdade triangular):
llx + Il < [lxl + [y 1l;

(122) (Condigdo de perpendicularismo):

lex + y|| = |lyll, para todo @ € K se, e somente se, x L y.

Prova. Primeiramente observemos que
(1.15) 0 < llax +ylI* = lalPllx]® + lIylI* + 2R (@(p. %)) (@ € K),

Se (x,y) = 0, entdo (i) € trivialmente satisfeita. Portanto, suponhamos que (x,y) # O.
Tomando
_ =y - iyl
llx |l

obtemos de (1.15) que

Iyl
(L16) 0 < 2|y|2 —2|<x,y>|”f6—|| = Jlax + y|1?

o que acarreta (7). Ademais, se admitirmos que x L y, entio a vista de ||?||x]|? > 0, podemos
concluir que |lax + y|| > ||y|l, para todo @ € K. Por outro lado, se supormos a tltima
consequente como premisa, a condigio —2|(x, y)| |ly|l lx]|~! < 0 em (I.16) acarreta {x,y) =0,
i.e., x L y,afortior: valida-se (iiz). Por fim, lembrando que R(z) < |z|, paratodo z € K,
podemos concluir (iz) com o auxilio de (7). i

CoroLARIO L5.4. O funcional || - || = /{:, ) é uma norma segundo a qual $ é um B-espaco.

Prova. Pelos resultados que agora dispomos, basta notar que o item V da definigdo 1.5.1,
implica que $ é completo segundo esta norma. O
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Lema 1.5.5. Seja & C $ um conjunto fechado convexo nio vazio. Entdo existe um sinico xo € A,
tal que

L.17 = inf .
(L17) ol = inf x|

Prova. Estipulando que n = inf,c » ||x]|, escolhamos uma sequéncia {x,} em %, tal que
limy, [|x,|| = 7. Da convexidade de %, podemos concluir que 3(x, + x,,) € ¢, portanto
|, + x||* > 4n?. Dado & > 0, temos da identidade do paralelogramo a saber

lx =y +1lx + 12 =2lx|2+2[ly[I>  (x,y € $),

que
%, — xnll> +4n% < 40’ + ¢

para m, n suficientemente grandes, em consequéncia {x, } é uma sequéncia de Cauchy, como
¢ completo decorre que existe xg = lim,, x,, € $, da continuidade de || -||, podemos inferir (1.17).
Finalmente provemos a unicidade. Suponha por redugio ao absurdo que exista x € %" tal que
lx|| = n, é aparente que a sequéncia alternada {y, } de termos x € x é tal que lim,, ||y,|| =7,
pois ||xol| = ||x|| = n. Conforme vimos, o limite lim,, ||x,|| existe. Isto por sua vez implica
X = xg, porque caso contrario teriamos ||xo|| # ||x||, contradizendo a escolha de x. m|

TEOREMA 1.5.6. Se A C 9, entdo N é um espaco linear fechado. Além disso, se W é um espagco
linear fechado, entdo

(L.18) H=Us A

Prova. Concernente a primeira assertiva, a prova de que A+ ¢ linear é imediata. Quanto a
prova de que é fechado, decorre imediatamente do fato do produto escalar ser continuo e,
consequentemente, A+ é fechado.

Suponhamos, agora, que U seja subespaco linear fechado. Seja x € §, inequivocadamente
x — A é um conjunto convexo fechado trivialmente ndo vazio, pois A é um espago linear.
Conforme vimos, existe xo € U, tal que ||x — xol| = inf,eq [|x = y||. Fazendo yo = x — x0 temos,
necessariamente

lyoll < llyo =yl (y €?N).

Em conformidade com o Lema 1.5.3, podemos inferir que yg L y, para todo y € A. Portanto
yo € A+, conformemente
x=x0+y € A+A".

Por fim, se x € A N A+, entdo da definig¢do decorre que (x, x) = 0 que, por sua vez, acarreta
x = 0. O que prova (1.18). o

TeoremA 1.5.7 (F. Riesz-M. R. FRECHET). Seja ¢ um funcional linear continuo com dominio
denso em §. Entdo existe um vinico y € D () tal gue ¢(x) = (x,y), para todo x € D(¢p).

Prova. Se ¢ = 0, entdo basta tomar y = 0, caso contrario consideremos o conjunto A =
{¢ =0}, em que
def
{p=0} ={x €9H:9p(x)=0}
Necessariamente A+ N D(¢) # {0}, pois supondo por redugdo ao absurdo, i.e., D(¢) € A

(A & A+ = H), decorre que para cada x € D(¢) existe uma sequéncia {x,} em {¢ = 0}
tal que x = lim,, x,,. Da continuidade de ¢, podemos inferir que ¢(x) = 0, o que acarreta



30 CONCEITOS PRELIMINARES

D(¢) = {¢ = 0} e, consequentemente, ¢ = 0, o que contradiz a premisa. Conformemente,
existe yo € A+ N D(¢) \ {0}. Defina y = ayg com @ = ¢(yo) - ||yol| 7, entdo

x — 5((;0))310 e (x € D(p)),
pois
‘4x_¢u»%):¢ummmerM¢@w:o
¢(y0) ¢(y0) ’
em conformidade )
_ px _
(x,y) = 9D(yo)@o,y) @(x).

Por fim, provemos a unicidade. Para isto, sejam y; (z = 1,2) tais que ¢(x) = (x,y;). Conforme-
mente (y1 — y2,x) = 0, para todo x € D(¢). Da densidade deste tltimo, existe uma sequéncia
{x,} em D(¢p) tal que y; — y2 = lim,, x,,. Assim

ly1 = y2ll* = lim(y1 = y2,%4) =0,

0 que acarreta Y| = y2.
O

Agora estamos em condiges de definir o operador adjunto de um operador ilimitado em
um espago de Hilbert.

DeriNigAO 1.5.8. Seja T um operador em $ com dominio denso D(T'), definiremos o dominio de
seu operador adjunto, como o conjunto que compreende aos elementosy € 9, tais que (T'x,y) é
continuo.

Conforme vimos, se estipularmos provisoriamente que ¢, € .2 (D(T), R)) seja definido
por ¢y (x) = (T'x,y), para cada y € D(T*), temos que existe um tnico y* € D(T) tal que
@y (x) = (x,y*). Convenientemente estipularemos 7%y = y* e portanto vale

(Tx,y) ={(x,T"y) ((x,7) € D(T) x D(TY)).

Em conformidade com a defini¢3o anterior, sempre quando fizermos referéncia ao adjunto
de um operador 7' em um espago de Hilbert $, estamos admitindo tacitamente que D(7') seja
denso em $.

Lema 1.5.9. Sejam A; (i = 1,2) os antomorfismos em $ & §, definidos por

def

Ai(x,y) = (3, (=)"™x),

e T uma transformagio linear. Entdo
AiAr =-A2A;,  Al= (=D e T(T") = (AD(T))".
Adicionalmente, se T é injetiva com imagem I(T), entio
(T = AiT(T),

em que I'(S) denota o grafico do operador §.



§1.5 Espaco DE HILBERT 31

Prova. Seja (x,y) € & $ temos
A1Az(x,y) = A1(y,—x) = (=x,y) = Aa(=y, —x) = —A241(x,y)

A(xy) = (D%, (D™ y) = (=DM (x,y)  (1=1,2).
Da defini¢io do operador adjunto, obtemos que (y,y*) € ['(T*) se, e somente se,
(A2(x, Tx), (3.97)) = ((Tx, =), (3.99)) =0 ((x,9) € D(T) x D(T™)),
i.e., se, e somente se, (y,7*) € (A2I(T))*. Consequentemente I'(7™) = (AZF(T))l.
Finalmente supondo que T seja injetiva temos
DT ={(.T"y) 1y e I(D)}
={A1(Tly.y) 1y € 3(D)}
= {Al(x, Tx):x¢€ @(T)}
= A(T).

Lema 1.5.10. Se T é um operador em $§, entio sio vdlidas

(2) Se D(T) édenso, entdo T* é um operador linear fechado;
(i3) Se T=\ tem dominio denso, entiio (T*)~' existe ¢ (T*)~ = (T-1)%;
(i#i) Se B é tal gue D(B) = $, entio
(T+B)*=T"+B", (BT)* = T*B%;

(1v)
I(T)" =ker(T).

Prova. Comegamos provando (). E suficiente observar o Lema 1.5.9 e o Teorema 1.5.6, mais
precisamente a identidade I'(7) = (A,I'(T'))* e que ortocomplementos s3o obrigatoriamente

fechados.

Prosseguindo, provemos o item (ii). Para provar que (7*)~! existe basta mostrar que
ker(7*) = {0}. Para isto suponha que 7"y = 0. Da defini¢do (T'x,y) = (x,T*y) = 0, para
todo x € D(T), como I(T) = D(T') é denso, decorre que y = 0, o que prova o requerido.
Posteriormente provemos a identidade, para tanto observemos que

AU =AW (AcHeH).
Portanto
L((T*™) = A0(T*)

= A1 (A0(D))*

= (A1 A0 (D))"
(-A2AT(T))*
(A2AT(T))*
(AoD(Th)*
r((T=hH"),
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que é suficiente para concluir a igualdade (7%)~! = (T~1)*.
Em seguida, provemos (72z). Antes de tudo, observemos que faz sentido considerar B* e

(B+T)". Seja (x,y) € D(T) x D(T*), temos

((B + T)x,y> = (Bx,y) + (T'x,y)
(1.19) = (x, B*y) + (x, T*y)
= <x, (B* + T*)y>

Dai podemos inferir que o funcional ¢,(x) = ((B+T)x,y) é continuo e, portanto, y €
(B+T)*. De (1.19) e da densidade de D(T'), decorre que B* + T* = (B + T)*. Prova-se de
forma analoga a identidade (BT)* = T*B*.

Finalmente provemos (iv). Sejay € {T* = 0}. Temos

(1.20) (Tx,y)=(x,T*y) =0  (x € D(T)),

0 que acarreta na pertinéncia y € I(7)* e por maior razdo a inclusdo {7T* = 0} € J(7)*.
Por outro lado, suponha que y € J(7)*. Vale, portanto, ¢,(x) = (T'x,y) = 0, para todo
x € D(T). Desta maneira ¢, ¢ continua e a fortiori y € D(T™). De (1.20) e da densidade
de ®(T'), podemos concluir que 7%y =0, 1.e., y € {T* = 0}, 0 que prova a outra inclusio e
finaliza a prova. o

DeriNigAo 1.5.11. Seja § um espaco de Hilbert com produto interno , ). Diremos que um
operador T €é simétrico quando

(Tx,y) = Ty)  (x.y € D(T)).
Quando T € densamente definido e T* = T, diremos que T é antoadjunto. Se U € L (9) e

U* = U\, diremos que U é unitdrio. Sempre quando nos referirmos a operadores unitdrios e nio
houver mengdo explicita ao seu dominio, estamos admitindo tacitamente que U é um operador em
um espago de Hilbert $.

Lema 1.5.12. Um operador U é unitario se, e somente se, for sobrejetivo e uma isometria.

Prova. Se U ¢ unitario, a fim de provar que U é sobrejetivo ¢ suficiente provar que D(U*) = §.
Para tanto, provemos que $ € D(U*). Suponha que y € $. Temos

[KUx. ) < WU Nyl (x€9)

e, em consequéncia, (Ux,y) é continua para todo y € §, o que prova por sua vez a inclusio
requerida.
Para provarmos que U ¢ uma isometria ¢ suficiente observarmos

(Ux,Ux) ={x,U"Ux) = {x,x) (x €9).

Reciprocamente, suponhamos que U seja sobrejetora e uma isometria. Desta ultima
suposi¢do decorrera que U preserva produto interno e, sera evidentemente injetiva. Ademais,
da sobrejetividade acarreta que sera bijetiva, assim

Ux,y) =(Ux,UUT) =(x,U"y)  ((x,9) € 9% 9),

o que prova U* = UL, i.e., U ¢ unitério. O
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§I.6  INTEGRAGCAO VETORIAL

No texto que segue sempre quando fizermos referéncia a X, S, X, u estamos considerando um
B-espago X, S um conjunto, £ uma o-algebra em § e ¢ uma medida contavelmente aditiva em
3, i.e., (8, Z, u) € um espago de medida.

DeriNigAo L6.1. 1. Uma fungio ¢ € X5 é simples se existir uma colegio finita de subconjuntos
disjuntos aos pares X-mensuraveis {A, } e (I finito), todos de medida finita e uma colegio
finita de elementos {x,},er em X tais que

Y= Z XA X
el
com x 4, sendo a funcdo carvacteristica do conjunto A,. Sua integral é definida por

/«pdu £ u(A)xs;

el

Il. Uma fungio f € X5 é fortemente X-mensurivel quando for limite forte de uma sequéncia de
fungoes simples @, u-q.s. (u-quase sempre), i.e.,

li}l;n ©n(s)=f(s) U-q.s.

L. Uma fungio f € X5 é fracamente X-mensurivel qguando x* f for X-mensurdvel para todo

x* € X* (dual de X).

Lema 1.6.2. Se E é um conjunto enumerdvel, entdo o conjunto
& déf{go e EN : card {9 # 0} < No}

7/ /7
é enumerdvel.

Prova. Definindo
def

Fr = {p € EN :card{¢ # 0} = n},

& =%

Em seguida, seja ¢ € &,. O conjunto {¢ # 0} ¢ N pode ser ordenado naturalmente,
nomeadamente pela ordem induzida dos naturais. Esta ordenagio, por sua vez, nos fornece um
tinico elemento @ € IN” satisfazendo @; < a; se i < j. Em seguida tomando 8 € E” tal que
Bi = ¢(a;), construamos ¥ : §, — IN” x E” dada por ¥(¢) = (a, B). A propria construgio
de ¥ implica na sua boa defini¢io.

Posteriormente provemos que ¥ ¢ injetiva. Para este fim, consideremos ¢,y € &, tais que
¥(p) =¥ () = (a,B). A fim de provar que ¢ =, provemos inicialmente que

temos

(1.21) A= {p#0)={y#0).

Sejan € {¢ # 0}, decorre que existe um i € {1,...,n} tal que n = @;. Em virtude de
¥Y(¥) = (a,B), temos que ¥ (n) = ¥(a;) # 0, 1.e., n € {¢ # 0}. Em consequéncia, {¢ #
0} € {¢ # 0}. Com um argumento simétrico, prova-se a outra inclusdo e, consequentemente,
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vale (I1.21). Agora, seja n € A, existe, portanto, 7 € {1,...,n}, tal que n = ;. Da igualdade
Y(p) =¥(¥) = (@, B), vale
o(a;) = B = y(aj),

Por conseguinte, ¢ = i.

Por fim, para provar que ¥ é sobrejetiva, consideremos (a, 8) € IN”? x E”, basta definir
¢(a;) = Bi,paratodo i € {1,...,n} e p(n) =0, paratodo n ¢ {@;}. Assim ¥ € uma bijecio,
como ¥(§,) ¢ IN”x E” ¢, sendo este Gltimo enumeravel podemos inferir que &, ¢ enumeravel,
sabendo que reunifo enumeravel de enumeraveis ainda é enumeravel podemos finalmente
concluir a prova. m

COROLARIO 1.6.3. Seja {x,} uma sequéncia em um B-espaco entio a envoltdria linear fechada [ 11
(0 fecho de todas combinagoes lineares finitas de elementos de {x,}) é um B-subespaco separivel.

Prova. Com a mesma notagio do Lema (1.6.2), tome E como sendo um conjunto enumeravel
denso em K], em seguida observemos que

6= ot v e 5)

¢ enumeravel e denso na envoltdria linear fechada. De fato, dado & > 0, seja Y,c; @,x, uma
combinagio linear arbitraria de elementos da sequéncia {x,}, com I um subconjunto finito
de IN, para cada ¢ € I. Tomemos B, € E, tal que |a, — B/ < ey~ !2%, com y > max, ||x]|.
Definamos

df | B, m€;

p(n) = o mel
logo
Dl = wmxa) =D (ex - e@x)| < > e = Bulllxl < v )l - Bl < &
el n el el el

Imediatamente observemos que qualquer elemento x na envoltdria linear fechada, é um limite
de combinagdes lineares dos elementos da sequéncia {x,}. Estes, por sua vez, sio limites
de elementos de €, por conseguinte este ultimo é denso na envoltdria linear fechada. Para
ver que € ¢ enumeravel, considermos 9 um conjunto maximal [ de vetores linearmente
independentes em {x, : n € IN}, com respeito aos escalares em E, i.e., nenhum deles pode se
escrito como uma combinagio linear dos termos da sequéncia com coeficientes em E. Se M
for finito, entdo € estara contido em um espago € equivalente a E”, para algum n € IN, que
por sua vez ¢ enumeravel. Caso contrario ¢ suficiente considerar a subsequéncia {x,, } de {x,}
cujos termos estejam em M e, em seguida tome

(G {Z o(k)xy, : @ € 3}
k

Certamente € C €’ e card €’ = card § = No, o que conclui a prova. O

T Também conhecida na literatura por variedade linear fechada.

HA existéncia de tal conjunto ¢ garantida pelo axioma de Zorn, bastando para isto considerar a colegio de
todos os conjunto linearmente independentes segundo E, constituido de membros da sequéncia {x,} e ordenado
pela relagdo de inclusio.
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LemA 1.6.4. Seja X um espaco vetorial normado e x € X. Entdo existe um funcional linear ¢ € X*
tal que o(x) = ||x||. Em particular se x # 0, entdo vale ||¢]|| = 1.

Prova. Primeiramente, se x = 0, é suficiente considerar o funcional identicamente nulo, caso
contrario concebamos 9 = {ax : @ € K}. Evidentemente, 9 é um subespago vetorial de X.
Defina o funcional linear ¢ € 9%, por ¢ (a - x) = a - ||x||, dessarte |¢(y)| < ||y||, para todo
y € 9,. Segundo o Teorema de Hahn-Banach, podemos obter uma extensdo ¢ € X* de y tal
que |p(x)| < ||x||, para todo x € X.

Por fim, observemos que

lo(llxlI7" )] = 1,
a fortiori ||| = 1. m|

LeMA 1.6.5. Segam X um espaco vetorial normado, & um conjunto denso em X e {¢,} uma
sequéncia em X* tal que

I. {¢,} élimitada;
II. {¢,} converge fortemente para ¢ € X* em &.
Entdo {¢,} converge fortemente para ¢ em X.

Prova. Seja x € X. Em consequéncia da densidade de & em ¥, existe uma sequéncia {x,} cujo
limite é x. Notemos que

l@n(x) = @(X)| < l@n(x) = @n(xp)| + [0n(xp) = @(xp)| +[0(xp) — ()]
(1.22) < l@nll - llx = xpll + l@n(xp) = o(xp)| + l@(xp) = @(x)]
< sup [lgmll - [lx = xpll + [0 (x) = @(xp)] + [ (xp) = @(x)].

Das premisas, podemos tomar k suficientemente grande tal que

sup lom - llx = xell + le(x) = ¢(x)] < 27e.

m

Para tal k£, podemos tomar 7 suficientemente grande tal que

lon(xp) — @(xp)| < 27e.

Combinando as duas ultimas desigualdades com (1.22) e observando que x é arbitrario, podemos
concluir a prova. O

DeriNIGAO 1.6.6. Sejam X um espaco vetorial normadoe A € A C X*. Diremos que A é fracamente
denso em A, guando todo elemento de A for o limite forte de uma sequéncia em A.

Lema L.6.7 (S. BANACH). Se X seja um espaco normado separavel, entdo todo subconjunto A C X*
admite um subconjunto E enumerdvel e fracamente denso em A.

Prova. Nos concentraremos inicialmente em provar o resultado para um conjunto A cujas
normas dos funcionais sejam limitadas uniformemente, i.e., existe A > 0, tal que

A:{QOEA:HQOHSA}.
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Se X é separavel entdo existe um conjunto enumeravel denso &. Assim, seus termos podem ser
arranjados em uma sequéncia viz. {x,}. Em seguida construamos a sequéncia de conjuntos
{P,}, cujos termos sejam dados por

Py ={(p(x1),....0(xs)) € K" : p € A}.

Como K” ¢ separavel, podemos determinar um conjunto enumeravel denso E;, C P,. Seguida-
mente concebamos a sequéncia {E,}, com termos dados por

def

E, = {‘10 €eA: (QO()Cl), . 7‘70(xn)) € E;z}

Por construgio, E, é enumeravel a fortiori
def
E<|JE,
n

o sera. Além disso, pela propria construgdo, fixada ¢ decorre que para cada » € IN podemos
determinar ¢, € E,,, tal que

max [0(x;) — on(x)] <~ (neN),

1<i<n n

0 que prova que ¢, converge fortemente para ¢ em &. Como sup,, [|¢,|| < 4, recorrendo ao
Lema 1.6.5, podemos inferir que {¢,} converge fortemente para ¢ em X.

Agora consideremos o caso em A ¢é tal que as normas dos seus funcionais no seja limitadas
uniformemente. Certamente

A:LJAm Ay E{pe Aol <n).
n

Em conformidade com o que provamos, temos que para cada n € IN, podemos tomar um
conjunto F, que é enumeravel e fracamente denso em A,. O conjunto

E¥Un
n

¢ evidentemente enumeravel. Seja, agora, ¢ € A. Existe n € N tal que ||¢|| < 7. Assim

podemos determinar uma sequéncia {¢; } em F, que converge fortemente para ¢. Como este
ultimo ¢é arbitrario, podemos concluir que E ¢é fracamente denso em A. O

Lema L.6.8. Se X ¢é um B-espaco separavel e h € X5 é uma funcio fracamente Z-mensurdvel, entio
1A (s)|| é Z-mensurdvel.

Prova. Primeiramente, definamos para cada @ € Ry e 4 € X*, os conjuntos
A s: k) <a} e A, € {s:1g(h(s))| < a}.

Seguidamente, pelo Lema 1.6.7, existe £ C X* enumeravel e fracamente denso em B;(0) =
{7 € X* : |lg]| < 1}, que podemos arranja-lo em uma sequéncia {g,}. Nestas condi¢des vale

(1.23) A= (] A, =()A,.

llzll<1
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Com efeito, seja s € A. Decorre da definicio que ||4(s)|| < a. Seja agora g € B1(0). Em
conformidade, vale

7 (A())| < g ()1l < W (s)Il < a

e, por conseguinte s € A,. Da arbitrariedade de ¢, vale a inclusdo A € <1 A4- Como
a tltima interse¢io em (1.23) compreende a uma subcole¢io de B1(0), decorre a inclusio
Nigi<1 Ag € Ny Ay, Agora, suponha que s € (), A,. Temos que |, (h(s))| < 4, para todo
n € IN. Considere ¢ € B1(0). Do fato de {gx} ser fracamente densa em B1(0), temos que existe
uma subsequéncia {g,,} tal que lim,, ¢/, = 4 em X, a fortior:

|9 (~(5))] = lim|g,, (h(s))] < a,

o que prova a inclusdo ), A,, C Ay, paratodo 7 € B;(0). Assim, podemos inferir a inclusio
NnAg, S Njgi<1 Ag- Seguidamente seja s € (M, <1 A;- Do Lema 1.6.4, existe g € X* tal que
l7(h(s))| = llh(s)ll e llgll = 1. Como s € A,, decorre que [|A(s)]| < a e, consequentemente,
s € A. Por fim, basta usar o fato de que / é fracamente mensuravel, isto por sua vez implica que
A, € X, paratodo n € N. Em conformidade com o que foi obtido A € X. Da arbitrariedade
de a € R,, podemos concluir que ||/4(s)|| € mensuravel. m|

Teorema 1.6.9 (B. J. PETTIS). Uma funcio f € X5 é fortemente X-mensurivel se, e somente se,
for fracamente Z-mensurivel e for separavelmente valorizada p-q.s. i.e., existe um conjunto N €

de medida nula tal gue f (N ) é separdvel.

Prova. Suponhamos que f seja fortemente X-mensuravel, entdo f é um limite forte de fungdes
simples ¢, € X5 em N° tal que u(N) = 0. Consequentemente, ¢ o £ é um limite de fungdes
simples g 05, paratodo g € X*. Desta forma, f ¢ fracamente X-mensuravel. Com a notagio do
Corolario 1.6.3, considerando {x,} uma enumeragio [ de (U, §,(S), decorre que a envoltéria
linear fechada gerada pela unido das imagens ¢, (S) é separavel e contem o conjunto f(N°).
Assim, podemos inferir que f é separavelmente valorizada u-g.s.

Reciprocamente, suponhamos que f seja separavelmente valorizada p-q.s. e fracamente %-
mensuravel. Podemos sem perda de generalidade supor que £ (S) seja separavel. Para isso basta,
redefinir / dentro de um conjunto de medida nula conveniente. Desta maneira, segundo o
Corolario 1.6.3, podemos supor que f () esta contido em um subespago separavel 9). Cobrindo
f(8) por bolas abertas em 9) de raio 1/7 com centros nos elementos f (s), temos, em virtude da
separabilidade de 9), que tal cobertura admite uma subcobertura enumeravel {9,,, : m € N}.
Se X, € o centro da bola 9,,,, entdo || f(s) — Xu,|l € mensuravel, pois f é fracamente
mensuravel. Logo f (s) — x,,, 0 serd e, certamente f (S) — x,n, C %) que é por sua vez separavel.
Assim, o Lema L.6.8 corrobora a assertiva. Conformemente E,,,, = f ~1(9,,,,) é Z-mensuravel
e S = U,, Emn- Posteriormente, definamos ¢,,(s) = xun,se s € E/ . = E;pp \ U;’gl E;,. Por
construgio, vale

17 () = gn(s)] < % (es).

Como cada ¢, € constante em cada membro de {E/,, },,, podemos inferir que ¢, € fortemente
mensuravel e, do fato de f ser o limite uniforme de {¢,}, decorre que f serd fortemente
mensuravel. |

$50 caso em que a unido ¢ finita pode ser tratado como um caso particular, bastando que todos os elementos
daquela estejam na sequéncia a0 menos uma vez.
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CorOLARIO 1.6.10. Seja S um espago topoldgico separivel e (S, B(S), u) o espago de medida Borel.
Se f é continua, entdo f € fortemente mensurdvel.

Prova. Usando o teorema anterior, € suficiente provar que f tenha sua imagem um conjunto
separavel e fracamente mensuravel. Para este fim, seja £ um subconjunto enumeravel denso de
S. Decorre que f(E) é enumeravel e denso em f(S§). Com efeito, considere uma vizinhanga

V de f(s) € £(S). Da continuidade de f, decorre que (V') é uma vizinhanga de s. Da
suposigdo inicial vem E N f~1(V) # 0. Consequentemente

0+ fF(Enf (V) CfE)nV,

0 que prova a assertiva. Finalmente seja x* € X*. Claramente x*f ¢ continua a fortiori
mensuravel, e, portanto, f é fracamente mensuravel. m|

DEFiNIGAO L.6.11 (INTEGRAL DE S. BOCHNER). Uma fungio f € X5 é Bochner integrivel quando
existir wma sequéncia de fungies simples {¢, } convergindo fortemente para f tal que

(1L24) lim [ 11/ - eull du =0,

Para todo conjunto E-mensuravel E definimos integral de Bochner de f sobre o conjunto E por

(1.25) /fd,u o lim/ XE@» du.
E n

Antes de prosseguirmos indaguemos se a definigdo € significativa, i.e., se o limite (1.25)
existe e seja independente da sequéncia de fung¢bes {¢,}. Primeiramente, averiguemos que
I/ — ¢nll € Z-mensuravel, pois ¢ limite p-q.s. de uma sequéncia de fungdes reais simples viz.
{llen. — @nll}m- Em seguida, seja E € X. Para assertarmos que o limite no lado esquerdo de
(1.25) existe, ¢é suficiente inferirmos que a sequéncia I,, dada por

In=/andu

¢ Cauchy, pois ¥ & Banach. De fato, decorre de
/)(Ecpndﬂ—/xwm dﬂH

= H/ XE(¢n _‘;Dm)d,uH

< [ xeliten = el d
s/llf—sonlldu—/llf+90mlldu

”Im - [n” =

e de (1.24).
Seguidamente, averiguemos que o limite ¢ independente da sequéncia. Para tal, considere
duas sequéncias {¢,} e {¢,} satisfazendo as condi¢des da Defini¢do 1.6.11. Temos

/ Eendi - / xEczsndu' -1 / (@ - 62) dul

s/EII(son—%)lldﬂ
< [1F = ealldus [ 17 - ol du
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e portanto a independéncia decorre de (1.24).

ProrosiGho 1.6.12. Seja f € X5 uma funcio fortemente S-mensurdvel. Entdo f é Bochner
integravel se, e somente se, || f || for Lebesgue integravel. Além disso, vale

|[ran= [1f1an @)

Prova. Seja {¢,} uma sequéncia de fung¢des simples satisfazendo as condi¢des da defini¢io
I.6.11 e, E € X. Temos, evidentemente,

/IIfIIdMS/||f—¢n||du+/||<pn||du,
E E E

o que prova que || f|| é p-integravel a Lebesgue. Logo faz sentido a desigualdade

)/E ”f”dﬂ—/Ellsanlldu‘ < / If = enlldp.

De (1.24) e da tltima desigualdade vem

tim [ llealldu = [ 1711du
E E
[ L7 =l [ xsenn]

= lim H/ XE®n duH

< lim / ol du
n E

. /E 11l

para todo E € X. Reciprocamente, suponhamos que || /|| seja Lebesgue integravel. Sejam n > 1
e {¢,} uma sequéncia de fun¢des simples convergindo a /' u-q.s. Consideremos a sequéncia
{¥n} cujos termos sejam dados por

Em consequéncia,

w [0n®), T <l O
) = {o, len ()1l > nlf Gl

Podemos afirmar que lim, ¢, = f p-q.s. De fato, se lim, ¢, = f u-q.s. entdo existe um
conjunto N € X de medida nula, tal que lim,, ¢, = f em N€. Sejas € N¢, decorre que para
todo 7 suficientemente grande vale ||¢,(s)|| < ]l f (s)]l, o que prova que ¢, (s) = ¥, (s), para
todo 7 suficientemente grande, a fortior:

lim |l£(s) = n(s)ll = lim [ £ (s) = u(s)]l = 0.

Seja agora
def

R & s e §:limllf (s) - n(s)] = O},
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o raciocinio previamente exposto nos permite inferir que N¢ € R. Em consequéncia R° C N.
Que por sua vez, implica u(R°) = 0. Conformemente, lim, ||/ (s) — ¢¥,(s)|| = 0 u-g.s.
Imediatamente observemos que

£ () =N < T+mIf I ((n,5) e NxS).

Como || £ (s)|| € Lebesgue integravel e lim,, ||, (s) = £ (s)|| = O u-g.s. decorre do Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim [ 11/ = vl du =0,
Isto finaliza a prova. O

ProrosicAo 1.6.13. Seja T uma aplicacio linear limitada entre espacos de Banach X ¢ 9). Se
f € X5 é Bochner p-integrivel, entio T f € 93 é Bochner p-integrivel e

/Ede,u:T/Efd,u (Eex).

ProvA. Seja {¢,} uma sequéncia de fun¢Bes simples convergindo fortemente para f p-q.s. tal
que

lim [ 11/ - eulldu =0,

Em consequéncia, {7'¢,} ¢ uma sequéncia de fung¢des simples convergindo fortemente para

Tf p-q.s.. Além disso, vale

0<tim [ ITf =~ Telldu < ITI-lim [ 1f = gallde =0

o que prova que T f é Bochner pu-integravel. Decorre da continuidade de 7' (¢ limitada) e da
defini¢io da integral de Bochner que

/de,uzlim/Tcpnd,u:limT/gond,u:T/fd,u.
Isto finaliza a prova. m]

COROLARIO 1.6.14. Sejam B uma B-dlgebra e v € B. Se f € B é Bochner u-integrivel, entio
v - f € BS é Bochner pi-integrivel e

/Efv~fd,u:fv-/Efd,u (E €X).

Prova. E suficiente observar que T € B® dada por Tu = v - # ¢ linear e limitada. O

TeorREMA 1.6.15. Sejam X,9) B-espacos, T uma aplicacio linear fechada com dominio D(T) € X
e com imagensem V). Se f € D(T)S étal que f e T f sio Bochner integriveis, entio

/Edey:T/Efdﬂ (Eex).
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ProvA. Se f ¢ integravel necessariamente deve ser fortemente mensuravel, o que por sua vez
acarreta que f deve ser separavelmente valorizada u-q.s. (vide Teorema1.6.9). Sem perda de
generalidade, podemos admitir que ela o é sempre. Assim suponha que I(f) = {x; : b € IN}.
Temos, portanto, f = ¥,° | x4,Xp, em que {A} ¢ a sequéncia de conjuntos disjuntos aos
pares, cujos termos sejam dados por A, = f~!(x}), necessariamente mensuraveis.

Em seguida, notemos que a sequéncia de fungdes simples {¢,}, com termos dados por
Pn = Xp_g XA, Xk, converge para f em toda parte. Além disso, como f ¢ Bochner integravel,
temos da Proposi¢do 1.6.12 que || /|| é Lebesgue integravel. Portanto

(o)

J1r-eldu< Y uaolsd< [1fldu<o. (EeD).

k=n+1

Fazendo 7 tender ao infinito, obtemos

lim [ 117 - eull du =0,

Seguidamente, provemos que

(1.26) lim/ Tyo,du= / Tfdu (E € X).
n JE E

Usando a hipdtese de que T f é Bochner integravel e, consequentemente, que || 7 f || é Lebesgue
integravel, podemos deduzir que

H/E T‘Pndﬂ—/Ede/J”: S w(ADITxl S/||Tf||d/l<°° (E %),
k=n+1

Como anteriormente, fazendo 7 tender ao infinito, podemos inferir (1.26).
Finalmente, do que foi provado e da hipdtese de que T ¢ fechado, derivamos

/de,uzlim/Tgond,u:T(lim/gondu):T/fd,u (E €X),
E n JE n JE E

e o resultado segue. o

§I.7 ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

Doravante estamos supondo que X é um B-espago e que o intervalo [, 5] ndo seja degenerado,
i.e., a # b. Também suporemos durante todo o texto, a menos da mengio explicita em
contrario, que sempre quando for assertado que uma fungdo / com imagens em um espago de
Banach ¢ integravel, deve-se entender que sera integravel no sentido de Bochner.

Lema L7.1. Sejam S um espago topoldgico, (S, B(S), i) o espaco de medida Borel e f € X5
fortemente mensurdvel limitada em E € PB(S) de medida finita. Entdo f € integravel sobre E.

Prova. E suficiente observar que

/E 1/l du < w(E) - sup [ £ ()] < o0

seE

e a prova decorre da Proposigdo 1.6.12. O
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Lema L.7.2. Se f € %1401 é continua em ¢ € [a, b), entio

. 1 C+h
fim 2 [ 76 duts) = £
Prova. Da continuidade de f em ¢, dado & > 0, existe § > 0 tal que

If(s)=f(ll<e (s €Bs),

com
Bs € (c-6,c+08)N[ab].

Desta forma, se 4 € R é tal que ¢ + & € Bs, entdo

H%/Cﬁhf(s) — f (o) d/l(s)” <sup|lf(s)=f(o)] <&,

5€B§

provando o requerido. O

CororArio 1.7.3. Se f € X141 ¢ continua em ¢ € [a, b], entdo g€ X148 dada por

J(0) & / £(s) du(s)

étal que g’ (c) = f (c).

Prova. E suficiente observar que para |h| suficientemente pequeno vale

c+h c+h c
i [0 -ro= [ rode -5 [ 16 due - o

_ g(c+h})l—g(c) _ £ (o).

Fazendo & — 0 o resultado decorre do Lema anterior. O

Lema L7.4. Se f € X148 ¢ continua e f! = 0 em [a, b), entéo f é constante em [a, b].

ProvA. Sejam ¢ € [a,b) e & > 0, desde que f/(c) =0, existe m < b, tal que

(127) If &) =f@ll<et-c)  (tele,m).

Sem perda de generalidade, suponhamos que 7 seja 0 maior nimero menor que b, tal que
(1.27) é valida. Necessariamente m = b. De fato, suponhamos, por redugio ao absurdo, que
m < b. De maneira analoga, existe n < b tal que

(1.28) If ()= f(m)| <e(t —m) (t € [m,n)).

Em virtude da continuidade de f, podemos inferir de (1.27) e (1.28) que, para t € [m,n), vale

1/ (&) = FOI<Nf @) = f)l+1f(m) = f()ll <&t —m) +e(m —c) =&(t —c),

o que contradiz a maximalidade de 7. Em consequéncia, m = b, portanto,

(1.29) I f(t) = f (o)l <e(t—c) (r € [c,D)).

Da arbitrariedade de £ > 0, podemos concluir que f é constante em [c, ). Ademais, da
arbitrariedade de ¢ € [a,b), podemos inferir que f ¢é constante em (a,b). Por fim, da
continuidade de f em [a, b] podemos, finalmente, concluir a tese. O
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COROLARIO 1.7.5. Sejam f,F € X1 tais que f é continua e F diferencidvel satisfazendo F' = f.
Entdo

b
[ redu) =r)-ra.
Prova. Conforme o Corolario I.7.3 e o Lema L.7.4 podemos concluir que
(F-g)y=F-g.=f-f=0
Usando o Lema 1.7.4, segue que F — 4 é constante e, portanto,
b
F®) - F@=g(b) - 9@ = [ f(5)du(s)

concluindo a prova. O

COROLARIO 1.7.6. Se f € X141 ¢ continua e continuamente derivivel & direita, entio f ¢é
continuamente derivavel.

Prova. Consideremos ¢ € X[¢%1 dada por

q&)ﬁj'ﬂcNMQ.

Pelo Corolario 1.7.3, sabemos que ¢’(¢) = f/(t), a fortiori 4 é continuamente derivavel. Em
virtude do Lema I.7.4 e do fato (f — ¢)} = O, podemos deduzir que f — g € constante, em
consequéncia f € continuamente derivavel. m

LeMA L.7.7. Sejam X um B-espaco e | € X% uma funcio continuamente diferencidvel em (a, b).

Entdo o limite .
Lk - f@
h—0 h

=f'(v)
¢ uniforme em € (a, b).

ProvA. Sejam & > O et € (a + b). Da continuidade uniforme, temos que existe 6 > 0, tal que

If/cem - f Ol <e  (Inl <3).
Logo

‘V0+2_ﬂ”‘f“wﬁéﬁﬂvv+m—fwmmmn3a

parahtalquet+h e (t —6,t +6) N (a,b). m|

Finalizemos esta se¢do com um comentario concernente a medidas definidas por integrais
indefinidas de fungdes reais estendidas nfo negativas, i.e., fungdes em com imagens em R..
Primeiro consideremos um espaco de medida (S, Z, u) e f € R, Lebesgue integravel. Entfo a
funcio de conjuntos 1 € R definida por

)t [fa Eey)

¢ uma medida em X, absolutamente continua com respeito a g, i.e., A(E) = 0, paratodo E € X
tal que u(E) = 0. Isto, por sua vez, é equivalente (vide [1]) a afirmar que para todo & > 0,
existe 5 (&) > 0, tal que

AE) <e (L(E) < 6(8)).

Baseando-se nisto, podemos inferir o
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Lema L.7.8. Se f € X148) ¢ integrivel em S = [a, b], entdo

4(2) =/ Fdu (¢ €[ab])

¢ uniformemente continua em [a, b].

Prova. Dado & > 0, em conformidade com o que foi dito anteriormente existe § (&) > O, tal

- [ rau [ rau|<| [ s [Cirndne

para quaisquer s,t € E,taisque s < tels—t| < d(e). m|

<

Referéncias ao capitulo 1. Para as nog¢Oes de convergéncia em espagos de Banach, espagos de
Banach, algebra de Banach e propriedades da fungio exponencial em algebras de Banach vide
[3]. Para os resultados de convergéncia envolvendo sequéncias generalizadas vide [5] e ¢f. [11].
No que diz respeito aos resultados relativos as transformagdes lineares vide [3], [5] e [12].
Para os resultados que dizem respeito aos espagos de Hilbert vide [6] e [12]. E, finalmente,
para os resultados referentes a integral de Bochner e resultados suplementares de integragio

vide [1],[8], [9] e [14].



Carituro 11

TEORIA BASICA DOS SEMIGRUPOS

SUMARIO

O desenvolvimento da teoria dos semigrupos e a sua aplicagdo a teoria das equagdes diferenciais
parciais deve-se principalmente ao estudo do problema de Cauchy, feito pelos matematicos
Einar Hille e Kosaku Yosida, posteriormente generalizado pelo matematico Ralph S. Phillips.
Neste momento, a teoria dos semigrupos encontra-se extensivamente generalizada, como por
exemplo, os semigrupos equicontinuos de classe Cy em espagos localmente convexos, ou, os
semigrupos de distribui¢des. Tal teoria é aplicavel a varias outras areas da matematica além do
estudo de EDPs, como por exemplo semigrupos associados a processos estocasticos na teoria
das probabilidades.

Neste trabalho, nos restringiremos ao estudo de semigrupos de operadores limitados em
espagos de Banach. Comegamos o presente capitulo com a defini¢do de semigrupos em algebras
de Banach, em seguida trataremos o nosso objeto principal de estudo, prosseguimos com o
estudo dos semigrupos fortememente continuos. A razio de se considerar tais semigrupos
¢ que quando, se trabalha na solugio de um problema de Cauchy abstrato, os operadores
presentes no problema sio, em geral, ilimitados. Isto se deve ao fato que o dominio de tais
operadores nio compreender ao espago adjacente sobre o qual esta se trabalhando, ou melhor,
porque seus dominios nio sdo completos segundo a topologia induzida. A seguir, trataremos
condigBes necessarias e suficientes para obtermos semigrupos do tltimo tipo. Aqui, um teorema
desempenha um papel fundamental, o famoso Teorema de Hille-Yosida-Phillips, descoberto
independentemente por E. Hille e K. Yosida e, posteriormente melhorado por R.S. Phillips.
Finalizaremos este capitulo com o estudo dos Co-grupos, pseudorresolventes e semigrupos
adjuntos. Isto ira nos fornecer um ferramental para as aplicagdes mais adiante.

A ideia por tras dos semigrupos de operadores limitados, talvez encontra inspiragio na
fung¢io exponencial exp € (0, 00)® definida pela série de poténcias

ok
exp(x) £ )’ % (x € R).
k=0 °

Como ¢ bem sabido da analise, possui as seguintes propriedades:
(1) exp(0) = 1;
(12) exp(x +y) = exp(x) exp(y), para quaisquer x,y € R (¢f. Proposi¢io 1.3.3).

E por meio dela que determinamos uma solugdo para o problema classico de Cauchy:

%u(t) =au(t), t>0;
u(0) = x.

45
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A saber, #(t) = x exp(at), em que 4, x € R sdo numeros dados.

Conforme veremos mais adiante, tomaremos as duas propriedades mencionadas da fung¢io
exponencial como axiomas para os objetos que vamos estudar. Isto nos fornecera um aparato
que, segundo o qual, poderemos determinar uma solugio para o problema de Cauchy abstrato

Lu(t)=Au(t), t>0
u(0) = x,

em que x € um elemento arbitrario de um B-espago X, A um operador ndo necessariamente
limitado e # uma funcio de variaveis reais tomando valores no dominio de A.

§II.1 SEMIGRUPOS

DerinigRo IL1.1. Seja B uma B-dlgebra com unidade 1. Uma fungio T € BB+ [* é um
semigrupo em B (B-semigrupo) se satisfizer os seguintes axiomas:

I. T(0) =1g;
Il. T(s+t)=T(s)T(t), para quaisquer s,t € Ry (axioma de semigrupo).

Quando B = L (X) (X é um B-espago) a funcio T serd chamada de semigrupo de operadores
limitados sobre X (ou um semigrupo em L).

DerinigAo I1.1.2. Um semigrupo T em £ é uniformemente continuo quando
lim||7' () - T(0)|| = 0.
t]0
Doravante, nesta se¢do, estamos admitindo que 7 seja um semigrupo uniformente continuo
em uma B-algebra B arbitraria.
Lema I1.1.3. T é limitada em todo intervalo limitado de R..

Prova. Dado & > 0, decorre da continuidade de 7" a direita em 0 que existe & > 0 tal que
IT()I <& (s €(0,6)),

com k = ¢ + || 1g]|. Agora dado ¢t > 0 existe segundo o postulado de Eudoxo, um n € Z, tal
que t = nk + o, com g € (0,5). Tomando w = §~! In k, obtemos

t
wt = —Ink = Ink'/?.
o)

Sabendo que

=n+—-=2n,

Scllie)

t
0
tem se

||T(t)|| = ||T(n/< + Q)” < ||T(nK)||||T(g)|| < kK" = ki < kit = ket

o que ¢ suficiente para concluir a prova. O

*Ao definirmos semigrupo, poderiamos igualmente considerar um conjunto indexado por R,. Desta forma,
é comum definir um semigrupo como uma familia {7'(¢z) € B : t € R4 }.
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Prorosi¢Ao I1.1.4. T ¢ continua, i.e.,

(I.1) %igg”T(s) ~T@)|=0  (seRy).

ProvA. Se s = 0, a continuidade é equivalente a continuidade a direita e, portanto, vale (IL.1).
Seja agora s > 0. Pelo axioma de semigrupo e da propriedade da norma relativa ao produto em
B, temos

ltifcr)l |T(s+2)-T ()| < ltifl(;l (I7H|||7 2) - 1]]) = 0.

Isto, por sua vez, implica

liin”T(s) - T(t)” =0.
tls
Temos também

131101 |7(s—1)-T(s)| < ltiig (17 = |7 (2) - 1%]))=©,

pois, conforme o Lema anterior, 7' (s—t) é limitada em toda vizinhanga de 0. Equivalentemente,
lim ||T(s) - T(t)” =0.
ts

Em sintese,
lim |7 (s) - T (1) =0,

O que encerra a prova. O

No que segue, vamos restringir 4 integragio no espago de medida (S, %(S), u), sendo
S C R, A(S) a o-algebra Borel em S e u a medida de Lebesgue usual.

Prorosigio I1.1.5. T' é integravel sobre todo compacto K C R,.

Prova. Decorre do Lema L.7.1. O

ProrosigAo I1.1.6. Vale o seguinte resultado de derivacio:

1 S+t
lim - Tdu=T(s) (¢ € Ry).
tl0 ¢ ¢
Prova. Visto que 7" é uniformente continuo, a prova decorre do Lema 1.7.2. m

Com base nos resultados anteriores obtemos o
Teorema IL.1.7. T € BR+ satisfaz
(1) T(0) = 1g;
(1) T(s+1t)=T(s)T(t), s, t € Ry;
(i1i) lim,o||T'(t) = T(0)|| =0

se, e somente se, existir v € B, tal que T (t) = exp(tv).
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Prova. Certamente, se 7(¢) = exp(tv), com v € B, podemos inferir facilmente que os
axiomas (i)—(ziz) sdo satisfeitos, vide Se¢io I.3. Reciprocamente, suponha que 7' € B+ satisfaca
(7)-(122). Decorre da proposi¢do imediatamente anterior (fazendo ¢ = 0) que podemos tomar

7 > 0 tal que
1 T
—/ Td,u—lgg
T Jo

Segundo a Proposi¢do 1.2.2 podemos concluir que /OT T du € B~L. Do Corolario 1.6.14 e do
axioma de semigrupo obtemos

T(t)-1y (7 ! '
M/O Tdﬂ:%/o T(s+t)d,u(s)—%/o T(s)dpu(s)

:%/ T(s)dy(s)—%/o T(s) du(s).

< 1.

Fazendo ¢t | 0 em ambos membros da tltima igualdade temos novamente da Proposigio 1.2.2
que
g d* . T(t) -1y
= —T(0) =lim———
BT © 0 t

_(T(r) - 1) - (/OTTdy)_l e B,

Agora, dado s > 0, temos

d+ o T(s+1)=T(s)
@@ =ln }

. ltiig(w . T(S)) =v-T(s).

Analogamente

d- . T(s)=-T(s—1t) _
mT(s) = 1;{101 =

. 1;18(@ T(s - t)) =v-T(s).

Portanto T ¢é derivavel em R,.
Finalmente, consideremos a fungio ¢ € BR+ dada por ¢(t) = exp(~tv)T (t). Temos

%‘P(S) = (% exp(—s'v)) -T(s) +exp(—sv) - %T(s)

= —exp(—sv)vT (s) +exp(—sv)vT (s)
=0.

Consequentemente, ¢ ¢ constante e, em virtude de ¢(0) = 1g e exp(—sv)~! = exp(sv),
podemos finalmente inferir que

T(t) = exp(—tv)™1 - 1g = exp(tv).

§II.2  Cy-SEMIGRUPOS

DerinigAo I1.2.1. Um semigrupo T em £ é fortemente continuo quando

lim”T(t)x - x|| =0 (x € X).
tl0

Neste caso, o semigrupo T € dito ser de classe Co (on um Co-semigrupo).
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OsgservagAo I1.2.2. Doravante, sempre quando nio for deixado explicito a caracterizagio de X,
estamos admitindo tacitamente que este ¢ um B-espaco e, sempre quando nos referirmos ao
simbolo .Z, estamos considerando .Z(X).

Conforme foi visto na se¢do anterior, um semigrupo 7' em .Z uniformemente continuo
admite uma notagdo exponencial, 1.e., existe um operador A € .Z tal que

T(t) =exp(tA).

Desta forma, por analogia ao caso escalar, ¢ natural considerar — em certo sentido — um
semigrupo I como uma fungio exponencial.

Para o caso em que o semigrupo ¢ de classe Cp, o problema ¢ um pouco mais delicado.
Neste caso, podemos, em certo sentido, determinar uma representagio exponencial por meio
de um operador A nem sempre limitado. Vimos, para o caso uniformemente continuo, que o
operador A era dado pelo limite

lim A (k)
h10

com T -1
def -
Alh) = ———.

Em geral temos a

DerinigAo 11.2.3. O gerador infinitesimal de um semigrupo em £ é definido por

(IL.2) Ax = limA(R)x  (x € D(4))

sendo D(A) o comjunto dos x € X para os quais o limite em (11.2) existe, 1.e., 0 dominio de A.
Prorosi¢io I1.2.4. D(A) é um subespaco vetorial de X e A é um operador linear.

Prova. Decorre da propria definigio. o

Exempro 11.2.5. Seja F C Ry um intervalo ilimitado & diveita. Entio a funcio T € £ (D)%,
com ) = € (F; X), definida por

T()f(s) € f(s+t)  ((s,t) € F xRy),

¢é um Co-semigrupo em V), cujo gerador infinitesimal A é o operador derivada, i.e, Af = f’, para

todo [ € D(A).
Prova.

I. Observemos, inicialmente, que
TOf()=f(s)  ((f.59) €9xF).
Em particular, 7'(0) = Iy;
IL. Paratodo (f,s) € Y x F,
T(t+u)f(s)=ft+u+s)=T )T (u)f(s)  (t,ueRy).

Por maior razdo, T (t + u) = T (t)T (u), para quaisquer #,t € Ry;
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III. Primeiramente observemos que F é compacto. Seja /' € ), esta deve ser necessariamente
uniformemente continua em F. Portanto, dado & > 0, existe 6 > O, tal que

1f ()= ft+9)llx<e  ((s.t) € Fx[0,9)).

Dai vem
IT@)f-fll<e (te[00)

e, da arbitrariedade de f € 9, podemos concluir

lim|I7(0)f = flln =0 (f €D).

Em seguida, seja A o gerador infinitesimal de 7 e f € D(A). Temos
lim||[Af — A(h =0.
im 1Af =AW flly

Necessariamente,

lim
hl0

fGs+h) - f(s)
h

Af(s) -

=0 (seF)
X

e, em consequéncia, f{ = Af €Y. Assim f/ ¢ continua em cada intervalo compacto limitado
[a,b] C F. Como f é continua em F, o serd em [a, b]. Invocando o Corolario 1.7.6, f deve
ser derivavel em [a, b]. Como este tltimo € arbitrario, f* sera derivavel em F e, em particular,

Af = fi=f" -
Prorosi¢io I1.2.6. Todo Cy-semigrupo T é limitado em todo intervalo limitado contido em R..

Prova. Em virtude do limite lim, o 7'(¢)x = x, para todo x € X, decorre do Lema 1.4.12 que
existem n, M > O tais que ||7(¢)|| < M, paratodo ¢ € [0,n]. Do fato 7' (0) = 1, decorre que
M > 1. Procedendo como no Lema I1.1.3 existe w > O tal que

|7 ()| < Me®®  (t €Ry)

e isto € suficiente para concluirmos a prova. O

CoroLARIO I1.2.7. Seja T um Co-semigrupo. Entdo a funcio T, € L+ dada por Ty (t) = T (t)x
é continua.

Prova. A prova procede analogamente a prova do Teorema II.1.4, trocando o limite uniforme
pelo limite forte e usando a proposi¢do imediatamente anterior. o

Lema 11.2.8 (E. HiLLg). Se f € R+ (4 > 0) ¢ subaditiva e limitada em todo intervalo
limitado, entdo
f(@) f(@)

lim —— = inf ¥——.

t—+c0 t>a t
Prova. Seja @ = inf;», f(¢)/t. Temos que @ € {—o0} UR, Consideremos v > . Da defini¢io
de infimo, existe b € (a,+), tal que f(b) < vb. Seja agora t € (a,+0). Decorre do
postulado de Eudoxo que existe » € IN, tal que t = nb + 7, r € [0,5). Temos, portanto,

(113) L SO _flnsn) _f) f() _f()
t t b t t
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Como f ¢ limitada em todo intervalo limitado, decorre

sup f(r) < +co.

re[0,b)
De (IL.3), obtemos
t
a < lim & <.
t—+00 t

Por fim, da arbitrariedade de v > «, inferimos

i 1O _
m —=a

t—o0 t

CorOLARIO I1.2.9. Se T é um Coy-semigrupo, entdo para todo B € R tal gque

o . o In|[T@)]
0 = inf —————,
t>0

> w
F t

existe Mg > 1, tal que
T (2)Il < Mg - eP* (t € Ry).

Prova. Antes de tudo fagamos f (¢) = In||T(¢)||, temos para s, t € D(f), que

[+t =T +s)| <In(I7ONTOI) =TI +In T @1 = f(s) + f(2).

Assim, f & subaditiva, e como [|7°(¢)]| € limitada em todo intervalo limitado em R, a fortior:
/ o sera. Portanto, as hipoteses do Lema anterior s3o validadas e, em conformidade vale a

identidade
LTl
im ———— =w
t—+00 t
Seguidamente seja B > wq. Da tltima igualdade, existe 6 > O tal que

Tl _

(IL4) t

(£ € (6,+09)).

Temos também das hipdteses que

def

(IL.5) Mg = sup |T(2)| < +oo.

te[0,6]

Imediatamente, dado ¢ € R, temos pelo postulado de Eudoxo que existe (n,7) € Z, X [0,6),
tal que t = 6 + r. Assim

InIT@N < In[IT (RO +In |7 ().
Em consequéncia de (I1.4) e (IL5), temos

IT @I < IT ()N - e < Mp - eP*.
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Na notagio do corolario anterior, o nimero wq recebe o nome de tipo do semigrupo.

TeorEMA 11.2.10. Seja A o gerador infinitesimal de T .

a) Vale o seguinte resultado de derivagio:

1 S+t

lim — T(s)xdu(s)=T(s)x  ((s,x) € Ry x X);

S

b) Para todo x € X verifica-se

s s
/ T(s)xdu(s) € D(A) e A(/ T(s)x du(s)) =T(g)x — x;
0 0

%T(g)x =AT(o)x =T(s)Ax  ((s,x) € Ry x D(A));

d) Dados ¢, 7 € Ry, vale

T(t)x =T (¢)x = /T T(s)Axdu(s) = /TAT(s)x du(s) (x € D(A)).
s 5

Prova.

a) Vimos que 7 é continua para cada x € X (vide Corolario I1.2.7). Em consequéncia, a
prova decorre do Lema 1.7.2.

b) Se ¢ =0, as duas identidades sio evidentes. Portanto, suponhamos que ¢ > 0. Conside-
rando ¢ € (0, <), temos portanto

T(t)-1 [ ¢ )
(fi /OT(S)xd#(s):%/O T(s+t)xd/,¢(s)—%/o T(s)x dp(s)

1 t+¢ 1 S

= Z/t T(s)xdu(s) - ;/o T (s)xdpu(s)
1 t+¢ S 1 S

= Z/g T(s)xdu(s) +/t T(s)xdu(s) — Z/o T (s)xdu(s)
1 t+¢ 1 t

= Z/g T(s)xdu(s) — Z/o T(s)xdu(s).

Em seguida, fazendo ¢ | 0, temos do item anterior que

A(/Oq T(s)x d,u(s)) =T(¢)x — x.

¢) Sejax € D(A). Primeiramente notemos que

AT ()% = lim PO gy = im 1) X0 o roar  (ceR),
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o que prova que 7' (¢)x € D(A). Em seguida, observemos que

T(c+1t)-T(s) T(t) 1
t

Cl—T(g‘)x = lim x =lim——T(¢)x = AT (¢)x (¢ € Ry).
dt t10 t10

Em particular,

d
- 7(0) = Ax.

Agora, suponha ¢ > 0. Para A suficientemente pequeno vale

”T(g) -T(s— h)x

; - T(s)Ax

< Irs -l
+ ||T(g - h)Ax — T(g‘)Ax”.

%x —AxH

Conforme vimos, ||7 (g —A)|| é limitado em uma vizinhanga de 0, fazendo ¢ | 0, obtemos
iT( )x =T (g)Ax
Consequentemente,
d
1 @x=AT(s)x=T(s)Ax (s €Ry).
d) Isto decorre do Teorema fundamental do calculo, integrando a identidade do item

anterior.

O

CoroLARIO 11.2.11. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo T. Entdo D(A) € denso
em X e A é um operador fechado.

Prova. Do item b) e Teorema (I1.2.10) vale a pertinéncia ¢! /Ot T(s)du(s) € D(A), para
todo x € X. Além disso,

hmt / T(s)xdu(s) = x.

Por conseguinte, D(A) = X. Para provarmos que A ¢é fechado, consideremos uma sequéncia
{x,} em D(A) tal que

limx, =x e limAx,=y,
n n

Segundo o item d) do teorema anterior, segue que

T(t)x, —x, = /t T (s)Ax, du(s).
0

Sabemos que existe § > 0, tal que ||7(s)|| é limitado em [0, §]. Portanto, para t < ¢, temos

t t
[ T Avdu= [ Ty <o 14,51 swp ITOI (5 <0,

s€[0,6]
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Fazendo n — oo, acarreta

lim/t T(s)Ax,du = /t T(s)ydu (t £9).
n Jo 0

Posteriormente, observemos

T(t)x —x =lim(T(t)x, — x,) = lim/)f T(s)Ax,du = /)f T(s)ydu (t <96),

Assim, podemos concluir

Ax =lim A(t)x = lim T(t)x-x
t—0 t—0 t

.1t
= lim —/ T(s)ydu=y.
t—=01 Jo
O
CoroOLARIO I1.2.12. Um Cy-semigrupo T tem um gerador infinitesimal limitado se, e somente se,
ele for uniformemente continuo.

Prova. Certamente, se o semigrupo for uniformemente continuo, entio seu gerador infini-
tesimal € limitado. Agora, suponhamos que um semigrupo tenha um gerador infinitesimal
limitado A. Seja x € X. Da densidade de D(A) em X, existe uma sequéncia {x,} em X tal que
lim,, x, = x. Como A ¢é limitado, existe M > 0 tal que

”A(xn - xm)” < M”xn - xm”

Decorre que {Ax,} é uma sequéncia de Cauchy em X. Logo, em virtude de X ser Banach e do
fato de A ser um operador fechado, deriva-se a identidade lim,, Ax, = Ax. Por este motivo,
podemos assertar que A esta definido em todo X. Como lim; g A(h)x = x, paratodo x € X,
temos do Lema 1.4.12 que existem 6, K > 0, tais que

(IL6) sup [|A(R)| < K.
hel[0,6]

Do fato de T ser fortemente continuo, podemos inferir que para s > 0, existe Ms > 0, tal que
1T < M5 (t€Ren(s—6,5+05)).

Assim,

ITT@=s)-T)| t>s;

(117) ||T(Z)—T(S)” = {“T(t)(T(S_t)_[)H’ s>1t.
De (I1.6), temos

T(lt-s|)-1

T H<K (0 <t —s| < &)

4z = shll = |

e, de (II.7), podemos concluir
T (t) =T (s)|| <Ms-K-|t—s| (teRiN(s=6,5+0)),

o0 que prova que 7' é um semigrupo uniformemente continuo. o
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DEerINICRO 11.2.13. Sejam & CR,a € Ee f € L%, Se f for derivivel em a definimos

fla+h)x = f(a)x
h

= A(f"(a)),

d
af(t)

def 4.
= lim
t=a h—0

em que A é a isometria entre £ (R; X) e X dada pelo Lema 1.4.4.

Lema I1.2.14. Sejam &,.F C R abertos, p € F¢ e f € L7 . Suponha que x € ¥ seja tal que a
fungio F € X7 definida por F (t) o [ (¢)x seja derivavel em ¢(a) e ¢ seja derivavel em a. Entdo
vale

d d
E(foso)(t)x =¢'(a) - Ef(t)x

t=a t=¢(a)

Prova. Seja A a isometria entre 2 (R; X) e X, tem-se

LFonn)| =AlF e (@)

t=a

= A(¢'(a) - F'(¢(a)))
= ¢'(a) - A(F'(¢(a)))

- (@) f )

t=¢(a)

O

CoroOLARIO I1.2.15. Sejam &,.F C R abertos, a € &, ¢,y € F¢ derivdveis em a, f e Lx)7
eq € X7, tais que t — f(t)x é continua para todo x € X, t — f(£)g(y(a)) seja derivivel em
¢(a) e, g derivivel em y(a). Entdo vale a formula

%[(foso) (gon]()| =¢'(a)- d%f(t)q(y(a)) +y'(a) ~f(90(a))%q(t)

t=a t=p(a) t=y(a)

Prova. Pelo o que foi provado nos Lemas 1.4.13 e I1.2.14 é suficiente observar

d : h)) -
o0 Gonlo]| = lim| KA ZLEED )
+f((p(d+h))g(7(a+h)})l_q(7(d))

d d
=¢'(@) T Osr@)| (@) flp@)ga(0)

t=¢(a) t=y(a)

O
ProrosigAo I1.2.16. Se T e S sio dois Co-semigrupos tendo o mesmo gerador infinitesimal A, entdo

T =S§.

Prova. Seja x € D(A). Se s = 0, entdo conspicuamente S(s)x = T(s)x = x. Desta forma,
admitamos que s > 0. Do Teorema I1.2.10 e do Corolario I1.2.15, decorre que a fungdo

def

a(t) ¥ T(s—1)S(t)x
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é tal que
d d
(1) = E(T(s _ t)S(t))x
=T(s— t)%S(t)x - C%T(s —1)(8(2)x)
= T(s—t)AS(t)x — T(s — )AS(t)x
=0,

paratodo r € R,.
Agora, do Lema 1.7.4, decorre que w é constante. Em consequéncia,

SG)x =w@(s) =w(0) = T(s)x (x € D(A)).

Seguidamente usando o fato de D(A) ser denso em X, existe uma sequéncia {x,} em X, tal
que lim, x,, = x. Por conseguinte, supondo s fixo e notando que S(s) e 7' (s) sio limitados,
podemos inferir a igualdade

T(s)x = lizn T(s)x, = li}gn S(s)x, = S(s)x (x € X).

O

A seguir apresentemos um resultado mais forte que o Corolario I1.2.11. Para isto, enuncie-
mos um dos corolarios do Teorema de Hahn-Banach. Conforme estipulado (vide observagio
I1.2.2), excepcionalmente admitamos que X no proximo lema nio seja um B-espago.

Lema 11.2.17. Seja Y um subespaco vetorial de um espaco vetorial topologico localmente convexo
X. Entdo se x ndo estd no fecho de ), entdo existe x* € X*, tal que x*(x) = 1 e x*(9) = {0}.

Prova. wvide [12, pag. 60]. m

TeoreMA 11.2.18. Seja A o gerador infinitesimal de um Coy-semigrupo T. Entdo (), D(A”) é denso
em X.

Prova. Seja ¥ a classe de todas as fungdes em € (R) com suporte compacto contido em
(0, +00). Para cada (x, ¢) € X x ¢, defina

(IL8) x(¢) & / ()T ()x dpa(s).

em que a integragio € feita sobre o conjunto § = R,. Antes de seguirmos, provemos que (11.8)
faz sentido, dessarte devemos provar que a integral em (IL.8) existe. Em virtude de toda fung¢io
continua ser fortemente mensuravel (vide Corolario 1.6.10), decorre em particular ¢ € X5

definida por
U(s) = e()T(s)x (s €Ry)

o sera.
Seguidamente notando que

/ ()l dpa(s) = / 1 (5)1l da(s) < +oo,
supp ¢

recorrendo a Proposicio 1.6.12, podemos concluir que ¢ ¢ integravel, o que corrobora a boa

definigdo de (IL.8).
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Imediatamente, observemos que, para 4 > 0, temos

%/ @()[T (s +h)x = T(s)x] du(s) = %/ o(s)T (s +h)xdu(s)

I )T () duls)

= /h o(s — BT (s)x du(s)

E nula, pois supp ¢ C (0, +c0).

h
N % /O w(s = h)T (s)x du(s)

I )T () duls)

h
=5 | Lot =m o) T duto)

Posteriormente, conceba a sequéncia {1}, } em RS cujos termos sejam dados por

0ut) & £ 807,

usando a Proposi¢do I.1.11 podemos concluir que ¢, converge uniformemente para —¢’(s) 7T (s)x.
Seguidamente, seja s ¢ supp ¢. Sendo supp ¢ fechado, decorre que existe uma vizinhanga V
de s, tal que ¢ (V) = {0}. Provemos que s ¢ supp ¢’. Raciocinando por redugio ao absurdo,
suponhamos que s € supp ¢’. Entdo existe ¢ € {¢’ # 0} NV, pois s é ponto de acumulagio
de {¢’ # 0}. Entretanto, visto que (V') = {0}, obrigatoriamente ¢’(V) = {0}, o que é uma
contradi¢io. Consequentemente, (supp )¢ C (supp ¢’)°.

Assim

-1
T@ =1 »

lim B, (s) du(s)
n Supp(p

- / o ()T (5)x dyu(s)
supp ¢

Ax(p) =lim

- / & ()T (s)x du(s)
supp ¢’

- / & ()T ()x du(s).

Pelo principio de indugdo finita, prova-se

Ax(¢) = (~1)" / G OT()xdu(s)  (n e,

O quc¢ lmpllca que
def

x(g)el ¥ ﬂD(A”).
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Em seguida, consideremos a variedade linear 9) gerada por {x(¢) : (x,¢) € X x £ }. Como [
¢ um espaco vetorial, decorre que 9 C I. Por esta razdo, se ) for denso em X, entdo 7 o sera, o

que prova a asser¢io do teorema. Suponha, por redugio ao absurdo, que exista x € ¥\ 9. Do

lema imediatamente anterior existe, x* € X*, tal que x*(x) = 1 e x*(9) = {0}. Como todo
x* € X* ¢ limitado, decorre da Proposi¢io 1.6.13 que

(IL9) / ()%™ (T (s)x) du(s) = x(/ o(s)T (s)x d,u(s)) = x"(x(g)) = 0.

A aplicagio ¢ € ¥5 dada por
w(s) £ 2" (T (s)x)

¢ notavelmente continua.
Concebamos agora a aplicacio o € X5 definida pela lei

def

o(s) = Ry (s).

Eem virtude de 0(0) = 1, podemos escolher 7 > 0 suficientemente pequeno tal que o seja
positiva em [0, 7]. Posteriormente, consideremos ¢ € RF dada por

o(s) del {exp(ﬁ) s € (0,7);
0 s¢(0,7).

E conhecido que ¢ € 7. Além disso, vale

/90~9d/1=/ 90-Qdﬂ=/ e - o(s) du(s) = min 9(5)'/ e dp(s) > 0,
0 0 se[0,7] 0

0 que por sua vez implica

/#@ﬁﬁ@ﬂ@:/¢w@¢o

contradizendo (II.9). Esta contradi¢do foi deduzida admitindo-se que ) nio era denso em X,
portanto 9 = X. o

§II.3  GERAGAO DE SEMIGRUPOS

Nesta segdo determinamos condi¢es necessarias e suficientes para que um operador fechado
com dominio denso, seja gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo. Antes
do resultado principal, apresentamos dois lemas aplicaveis de maneira aparente a condigio
necessaria e, em seguida, a finalizaremos com o Teorema de Hille-Yosida-Phillips.

DeriNigAo 11.3.1. Sega T wma transformacio linear com dominio D(T) C X, sendo X um B-
espaco sobre C. Ao conjunto dos escalares A tais que a transfomagio AI — T, cujo dominio seja D(T),
admita inversa (AI — T)™! limitada com dominio X, serd dado o nome de conjunto resolvente de
T e serd denotado por o(T). O conjunto o-(T) = o(R)¢ é chamado de spectrum (espectro) de T'. Se
A € o(T), entdo (Al — T)~! serd denotada por R(A; T) e serd dada o nome de fungio resolvente
de T em A ou simplesmente resolvente de T
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Lema 11.3.2. Suponha T um operador fechado como na Definicio 11.3.1. Entdo vale

n—1
(IL10) R(4;T)" = R(usT)" = (u— ) ZR(ﬂ; T R(w 7)™ (A peo(T), neNN).
k=0

Prova. Antes de tudo, fagamos a seguinte estipulagio tipografica R(«; T) = R, (k € o(T)).
Provemos primeiramente a ‘férmula do resolvente’ viz.

R/1 —R# = (,Lt - /I)RAR#
Para isto observe que R R u=RyuR,. Logo
Ri—Ry= Wl -T)RyRy— (A =T)R R, = (u—D)RR,.

Imediatamente, suponha por hipétese de indugio, que para 7 valha a identidade em (I1.10).
Multiplicando esta tltima por R, obtemos

n—1
R = (u—-2) Z RE2Rk 4+ R R
k=0

n
=(u—-2A) Z REARnF L ROR,
k=1

Em seguida, observemos
n n
('Ll _ /l) Z R//el+1RZ—k+1 — (R;ll _ R/_ll) Z R/fl+1RZ—/e+1
k=0 k=1
+R,RY, - R}

1 1
= R - R
Assim, do principio de indugio finita, podemos inferir (I1.10). O

Lema I1.3.3. O conjunto resolvente o(T') é aberto e a fungio R(A; T) é analitica.

Prova. Suponhamos que 4 € o(T) e seja p € C. Queremos determinar uma condigdo
suficiente para que A + u € o(T). Para tal, facamos

(IL11) S=I-RGT)((A+wI+T).

Em seguida, notemos
S :R(/l;T)(/l]+T - (u+ﬂ)1+T)) ——u-R(;T) e Z.

Assim,
ISIF < [l - [IR(A; THI.

Escolhendo |u| < ||R(A;T)||™!, podemos concluir que ||S|| < 1, decorre da Proposigio que
I - § ¢ invertivel e seu inverso ¢ dado pela série Y, 5 S”.
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Posteriormente, notando que
(I-$7"= ZS” = io(—u)”R(ﬂ; T)".
De (IL.11) temos
(IL12)  RA+mT)=(A+wI+T) " =T -S)"'R(A;T) = i(—ﬂ)"zeu; )",

n=0

Por maior razio, desde que |u| < ||R(A;T)|~!, podemos concluir que A + u € o(T). Em
outros termos,

By £{veC:|a—v| <RI} € o(T),

o que da arbitrariedade de A podemos deduzir que o(7T') ¢é aberto.
Por fim, de (I1.12) podemos assertar que a fungio S € .#5+ dada por S(u) = R(A+u;T) ¢
analitica em p = 0, o que por sua vez implica que R(4; T') € analitica. o

Lema 11.3.4. Sejam T um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo existe wg € Ry tal

que
def

{R >wo} ={1€C:R(A) >wo} C o(A)

(I1.13) R(A;A)x = /Ooe_MT(s)x du(s) ((4,x) € {R > wo} x X)
0

ProvA. Primeiramente, segundo o Corolario I1.2.9 existe o limite

w T
wo = lm ————.

§—00 S

Em seguida suponha que 1 € {R > wo} e seja d € (wo, R(A)). Decorre também do Corolario
11.2.9 que existe Ms > O tal que

NT(s)|| < My - e (s € Ry).

Assim,

x| - Ms

(IL.14) /O' ”e—/lsT(S)x” d,u(s) < ||x|| - Ms - /O 3(5—%(1))5 d,u(S) = —‘R(/l) —5

e, portanto, a integral em (I1.13) existe. Definindo
R()x & / e BT (s)x du ((A,x) € {R > wo} x ¥),
0

decorre da linearidade do operador integral e do operador 7' (s) que R(1) é um operador em
X. Além disso, (I1.14) prova que tal operador ¢ limitado.
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Seguidamente, observemos que
A(WR(A)x = %/ e BT (s +h)xdu(s) - %/ e BT (s)x du(s)
0 0

_ %/hmeﬂ(s—hﬁ(s)x du(s) —%/hme”sT(S)x du(s)

1 h
- — e BT (s)x du(s)
h Jo
eh/l_l 00 2 1 h _a
- / e T (s)xdu(s)—— [ e T (s)xdu(s).
h h h Jo

Fazendo 4 — 0, obtemos
AR(D)x = A - / e BT (s)xdu(s) —x = AR(A)x — x,
0

o que prova que R(2)x € D(A) e (A —A)R(A) = I. Para provarmos (I.13), devemos mostrar
que

(I1.15) R(A)(AI —A)x =x (x € D(A)).
Para isto, ¢ suficiente provar
AR(Dx = R(DAx  (x € D(A)),
pois, admitindo esta Gltima identidade,
R(A)(AI — A)x = AR(D)x — R()Ax = AR(1)x — AR(V)x = (A — AR()x = x,

para todo x € D(A). Para tanto, seja x € D(A). Conforme provamos, R(1)x € D(A) e,
segundo o Teorema I1.2.10, vale AT (s)x = T'(s)Ax, para todo s € R,. Conformemente,
usando o Teorema 1.6.15, podemos inferir

AR(A)x = A(/OOO e BT (s)x d,u(s)) = /000 e SAT (s)x du(s)
- [ e T6Avdue) =R A
o0 que prova o requerido e finaliza a prova. O
Lema 11.3.5. Sejam A um operador fechado com dominio denso e T um Co-semigrupo tais que

{R > w} C 0o(A),
IT(s)Il < Me®™ (s €Ry)

e
R(1;A)x = / e BT (s)x du(s) (x € X).
0
Entdo
M
(IL.16) IR(A; A)"|| < () e Nx {R > w})

(R(1) - w)”
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Prova. Provemos, inicialmente, a formula

1

(L17) R(GAY"x = o=,

/OO eI ()x du(s)  ((n,4,x) € Nx{R > w} x X).
0

Do Lema I1.3.2, temos a 1dentidade
R(A+m;A) = R(3;A) = —nR(A+ ;5 A)R(4; A),

valida para 7, cujo mddulo seja suficientemente pequeno, pois o conjunto resolvente é aberto
(vide Lema I11.3.3).
Agora fazendo n — 0, da continuidade do operador resolvente, obtemos

d . _ . 2
T7R(4:4) = ~R(1; 47

Suponhamos, por hipdtese de indugio, que valha

d}’l
- . — (—=1)"%! . n+l
d/l”R(/l’A) (=D)"n!R(A; A)".
Como anteriormente, derivamos, de forma analoga, a identidade
(I1.18) cunR(A +1m;A) - %R(A;A) = (=1)"n! (R(A +n; A)™' = R(1; A)™).

Em seguida, usando novamente o Lema II.3.2, obtemos

(IL.19) R(A+n; A)" =R A == 3" R(A+m; AP R(4; A"+,
k=0

Combinando (I1.18) e (I1.19), usando a continuidade da fungio resolvente e fazendo 1 — 0
obtemos

dn+1
d/lnHR(/l;A) = (=) (n+ 1)! R(1; A)"*.
Pelo principio de indugio finita podemos concluir
%R(A;A) = (=1 R( A (neN).
Consequentemente,
(I1.20) RasAy = CV & oy e
' T - prdr rER

Imediatamente calculemos d”~'/ dA”"1R(A; A). Paraisto, fixemos A € o(A). Concebamos
§ € (w,R(A) e f € COF+ dada por

def  _ e’ -1
f.s) = e n o

Temos

f (.5l = e

e’ -1 s s
—‘ = e_%(/l).? . ‘/ e"ﬁ du(t)‘ S e_(ss . / e_‘},\(n)t d/.l(t)
n 0 0
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e,portanto,
s
1f (. 5)s” T ()| < llxll - M - 57 - (@) / XD du(t)  (neZy).
0

Em seguida, sejam {1, } uma sequéncia em C arbitraria convergindoaOey € (0,6 — w).
Para k suficientemente grande, temos

~R(e) < Rl <.

Logo, considerando a sequéncia {¢;} em X5 cujos termos sejam dados por

0p(s) = f (1 5)s"T (5)x,

decorre, que para k suficientemente grande, vale

s

21) g < Il Ms7e@ 0 [ S0 due) < el My el (k)
0

Em virtude da nossa escolha w — 6 +y < 0, o que implica por sua vez que a funcio no ultimo

membro da desigualdade (I1.21) ¢é integravel. Evidentemente, a sequéncia de fung¢des {¢}

converge u-q.s. para —s"*le=4T (s)x. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

vale

lilgn‘/ opdu =- / e s T (s)x du(s).
0
Da arbitrariedade da sequéncia {7, }, podemos finalmente inferir que

d —As .n 1
ﬁ/e s T(s)xdu(s)—h]gn

1 [ee]
—/ e~ Vs T () x dp
Mk Jo

1 [ee]
- — e T (s)x du
Mk Jo

(IL.22) = lilgn/ f (e, s)s™ T (s)x du
0
=i
im /O ¢r dp
:—/e_’ISS””T(S)x du(s),

paratodo n € N. Pelo que vimos, temos

(%R(J;A)x = d—i/e_MT(s)x du(s) = —/ e BT (s)x du(s).

Agora, supondo, por hipétese de indugdo, que

%R(A;A)x = / e~ (=s)"T (s)x du(s),
temos de (I1.22) que
dr+
R A)x = / e~ (Y™ T ()x du(s).
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Pelo principio de indugio finita e (I1.13) deduzimos

d»
dar

R(1;A)x = / e (=) T (s)x du(s) (neZ,).

Voltemos ao calculo da formula (I1.17), recorrendo a identidade (I1.20) e por (I1.20),
obtemos

. ) _(_1)72—1 dn—l .
R( A" = s R (45 4)

_1\n—1
(I1.23) = Enl—) 1)!/e_ﬁs(—s)“_lT(s)x du(s)
1

= (n_l)!/e'ﬂss”_lT(s)xd,u(s)

Por fim, resta-nos o calculo da estimativa (II.16). Para tanto, podemos inferir de (I1.23) que

IR A2l < (s [ e RO g
sl M (1)
= -0 R -0
il - M

TR -0

O que por sua vez acarreta

" M
IR A < oo = a7

TeoremA 11.3.6 (E. HiLLe-K. Yosipa-R. S. PriLLips). Uma condicio necessdria e suficiente
para que um operador fechado A com dominio denso em X, seja o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo ¢, que existam reais w e M tais que se 1 > w, entdo A € o(A) e

" M

Prova. Considerando wg > w no contexto dos Lemas I1.3.4 e I1.3.5 concluimos que a condigdo
¢ necessaria. Para provarmos a suficiéncia, contruiremos um semigrupo 7', como um limite
semigrupos, cujo gerador infinitesimal seja A.

Primeiro, defina

By=-A(I-AR(;A)) (1> w).

Temos

tBy _ _—Atl N (/lzt)n . n _ _—At N (/lzt)n . n
etBr = ;)TR(/LA) =e ; ——R(4;4)
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e de (I1.24) obtemos

e (%) ,
let#i) < et S S IR AY
n=0 :

s 2.\n
Se_ﬂt.z(/lt) M

(IL.25) = o o)
_ o 1/ A%t \n»
= ¢ MM';)E(/I—IQ))
(),

Seguidamente, visto que lim e wA - (4 — w)~! = w, tomando w; > w, decorre que, para A
suficientemente grande, vale wA - (1 — w) < wy de (I1.25) vem

(I1.26) letBy| < M et
Posteriormente, provemos que

lim Byx = Ax (x € D(A)).

A—

Para tanto, seja x € D(A). Temos da Defini¢io I1.3.1 que
R(A;A) (Al — A)x = x.

Equivalentemente,

(1I1.27) AR(A;A)x —x = R(1; A)Ax.

De (I1.24),

M - Ax|]

[AR(A; A)x — x| = |IR(1; A)Ax|| < ||[R(4; Al Ax]| < o)

Em confomidade com a tltima desigualdade decorre que

lim AR(A;A)x = x (x € D(A)).

A—00

Novamente (II.24) acarreta

[AR(A; A)x|| <

< ool <Ml (xe®),

para A suficientemente grande. Recorrendo ao Lema 1.4.11, podemos inferir

lim AR(A;A)x = x (x € X).

A—00

Particularmente, usando (I1.27), podemos assertar

lim Bx = /llim AR(A; A)Ax = Ax (x € D(A)).

A—00
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Prosseguindo para cada ¢t € Ry defina S (t) = e84, . Sabendo que, para quaisquer

A,v € o(A) vale BB, = B, B,, a fortiori B, comuta com os termos da série $,(¢) e, portanto,
B,S,(t) = Sa(t)B,. Agora invocando a Proposi¢do 1.3.4, o Corolario 1.7.5 e o Corolario
I1.2.15 temos que, para cada x € D(A), vale

td
Sa(t)x = S, (£)x = /O S8, - )S1(5)]x du(s)
(11.28) = /t[—SV(t —$5)B, S (s)x + S, (t —5)S1(s)Byx] du(s)
0

- /O §y(t = )S4(5) (B — By)x du(s).

para todo R,. Portanto, usando (I1.26) e (I1.28), decorre que, para A suficientemente grande,
que

(I1.29) 1S2(£)x — S, (£)x|| < M2te™||Bax — Byx].

Uma vez que lim 1,0 Byx = Ax, decorre da desigualdade acima que {S,(2)x} 1 € uma sequéncia
de Cauchy generalizada no B-espaco X. Do Lema 1.1.10, podemos inferir que {S,(¢)x}a
converge. Além disso tal convergéncia ¢ uniforme em todo intervalo limitado [0, 8] (B € R.).

De fato, consideremos a sequéncia de fungdes {f;} em X%+ cujos termos sejam dados por
def

fa(t) = Si(t)x. Da desigualdade (I1.29), obtemos

Ifa(8) = /(DI < M*eP“!||Byx = Byx|l (¢ € [0, B]).

Com o auxilio da Proposi¢do 1.1.11, podemos assertar que {f3} converge uniformemente em

[0, B]. A vista de (I.26), temos
(I1.30) IS2(t)x]| < Me || x| ((1,x) € o(A) X X).

Do fato de D(A) ser denso em X, podemos deduzir do Lema 1.4.11 que, para cada ¢ € Ry,
existe 7' (¢) € £ definido pelo limite 7'(¢)x = lim o Sa(2)x. De (I1.30), temos

I7@)xll = lim [IS2(e)x]l < M e Hixll  (x € X).

Ademais, T valida os axiomas de Cy-semigrupo. Com efeito, temos
def

T(0)x = liin $.00)x =x (x € X).

Em seguida, sejam ¢, s € R,. Usando o Lema 1.4.13 (no contexto deste lema considere X = R),
obtemos

T(s+t)x 9 limn S, (¢ + 5)x = lim $1(6)S.(5)x :li/rln[Sl(t)(li/rlnSﬂ(s)x)] T ()T (t)x.

Agora, provemos o ultimo axioma de Cp-semigrupo. Para tanto, consideremos uma sequén-
cia generalizada {ts} (6§ € 4 = R) em (0, +o0) convergindo a 0. Em virtude desta convergéncia,
podemos supor que t5 € [0, 3], para todo § € A e para B conveniente. Imediatamente
observemos

L lims $i(ts5)x = S,(0)x = x, paratodo A > w, pois S,(t) = e*B4 é continua em Ry;
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II. limy Sa(¢5)x = T (ts)x, pois conforme vimos {S,(¢)x} converge uniformemente em

[0, B].

DeIe I, da proposigdo I.1.7 e do Lema 1.1.13 temos

ltiiél T(t)x = li;n T (ts)x = li;n liin Si(ts)x = li/rlnliin Sa(ts)x = x,

o que prova que 7' é um Cop-semigrupo.
Seguindo, dado x € D(A), observemos que

1Sa(s)Bax = T (s)Ax|| < ISa(s)(Bax — Ax)[| + [|(Sa(s) — T (s))Ax||
< Me!|Bax — Ax|| +11(Sa(s) = T(s)) Axl,

para todo (s,x) € Ry x D(A). Conformemente,
(I1.31)

H/t Sa(s)Byx du(s) - /t T(s)Ax du(s)|| < wi'M||Bax — Ax|[(e“t - 1)-
0 0

. /O 1S4(5) = T (s)Ax |l du(s).

Lembrando que lim, §,(s)Ax = T (s)Ax uniformemente em [0, ¢], decorre de (IL.31) que
t t
}im / Sa(s)Bx du(s) = / T(t)Axdu(s).

A Proposi¢io 1.3.4 acarreta %S/l (s)x = S,(s)B,x e, do Corolario I.7.5, obtemos

/O Sa(S)Baxd#(S)=/O %[51(5)96] du(s) = Sax —x.

Logo,

t t
T(t)x —x = Alim (Syx —x) = Alim / Sa(s)Byx du(s) = / T(t)Axdu(s).
—00 — Jo 0
Chamando B o gerador infinitesimal de 7', a ltima igualdade acarreta
1 t
Bx = lirré - T(s)Axdu(s) = Ax (x € D(A)).
t— 0

Consequentemente, D(A) € D(B), i.e., B ¢ uma extensio de A. Ademais, se A é suficiente-
mente grande, entdo A € o(A) N o(B). Em consequéncia

(A - B)D(A) = (Al — A)D(A) = X = (I - B)D(B)

podemos finalmente concluir que D(A) = D(B). Portanto A = B, o que prova que A € o
gerador infinitesimal de 7. O

A demonstragdo de Hille-Yosida-Phillips nos sugere uma férmula exponencial para um
Co-semigrupo, ¢ o que trataremos no
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CoroOLARIO I1.3.7. Seja T um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se

By £ -A(I - AR(1;4)) (1> w > wo),

com
@i 1. In||T(s)]]
wo = lim s
entao
(I1.32) T(t)x = ﬂlim etBix  (x €X)
—+00
e
(IL.33) IT(s)|| < Me“t (¢ € Ry).

Prova. Segundo o Teorema de Hille-Yosida-Phillips existem reais w e M tais que se 1 > w,

entio 1 € o(A) e
M
R(LA)| € ———
R4V <
Seguindo os passos da demonstragdo do referido teorema podemos inferir que A é o gerador
infinitesimal de um Cop-semigrupo § tal que

(n € IN).

S(t)x = lim e'Pix (x € X),
A—+00

. _ . tB) . . wAt wt
S 0= i W i [l )] e e

recorrendo a Proposi¢do I1.2.16 podemos inferir que S = 7', consequentemente valem (I1.32) e

(I1.33). O

§II.4 OPERADORES DISSIPATIVOS

DerinigAo I1.4.1. Seja T um Cy-semigrupo. Quando ||T (s)|| < 1, para todo s € R, diremos que
T é um Co-semigrupo de contragoes.

Prorosicio 11.4.2. Uma condicio necessiria e suficiente para que um operador fechado A com
dominio denso em X, seja o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées é que, se A > 0,
entio A € o(A) e ||R(A; A)|| < A7

Prova. Seja A um gerador infinitesimal de um Cop-semigrupo de contragdes 7. Analisando a
prova do Lema I1.3.4, podemos inferir que {R > 0} C o(A) e

R(1;A)x = /00 e BT (s)x du(s) ((1,x) € {R > 0} x X).
0

Em virtude de sup,.o [|7(s)|| < 1, do Lema IL.3.5 inferimos que se 4 > 0, entdo A € o(A) e
IR(; A <2t

Reciprocamente, tomando w = 0e M = 1 no Teorema I1.3.6 e observando que [|R(2; A)|| <
A71 acarreta

1
IR A < = (n €N).

Do mesmo teorema, podemos concluir que A ¢ o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo
T > Recorrendo ao Corolario I1.3.7, podemos inferir

IT@I =T e <1 (¢ Ry,

Le., A € o gerador infinitesimal do Co-semigrupo de contragdes 7. O
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DeriNigAo 11.4.3. Diremos que um operador A é dissipativo quando
(A1 = A)x]|| > Allx]| ((A,x) € (0,+00) x D(A)).

Se além de dissipativo o operador A for tal que AI — A seja sobrejetivo, para todo A > 0, entdo A é
chamado de maximalmente dissipativo, ou simplesmente m-dissipativo.

ProrosicAo I1.4.4. Um operador A é m-dissipativo se, e somente se, for tal que se A > 0, entdo
Aeo(A)e||R(LA)| <AL,

ProvAa. Suponhamos que A seja m-dissipativo, provemos que A é um operador fechado. Para
isto, basta observar que A é fechado se, e somente se, (11 — A)~! = R(4; A) o for para algum
A > 0. Observe que faz sentido falar em R(1; A), pois os axiomas que definem um operador m-
dissipativo garantem que A/ — A é uma bijecio de D(A) em X. Com efeito, A1 — A é sobrejetiva
e, além disso, A||x|| < ||(AI — A)x|| acarreta que A — A seja injetiva, consequentemente bijetiva.
Ademais, provamos que A € p(A), paratodo 4 > 0.

Para concluirmos a consequente, ¢ suficiente notar que

(I1.34) (A —A)x]|| = A|x]] (x € D(A)),

acarreta

1
IR Al < 7l (v € %),

com y = (Al — A)x, que por sua vez implica |R(2; A)|| < 7L, Da arbitrariedade de A > 0,
podemos concluir a tese.

Reciprocamente, vé-se que ||R(1; A)|| < 17! implica (I1.34) e (0, +00) C 0(A) acarreta que
Al — A é sobrejetora para todo A > 0, o que finaliza a prova. o

Com base no que provamos podemos concluir imdiatamente o

CoroLARIO 11.4.5. Um operador é o gerador infinitesimal de um Coy-semigrupo de contragées se, e
somente se, for m-dissipativo com dominio denso. O

A fim de determinarmos uma caracterizagio mais simples de geradores infinitesimais de
Co-semigrupos de contragdes, precisamos do

Lema 11.4.6. Seja A um operador linear dissipativo. Existe Ao > 0, tal gue Aol — A €é sobrejetivo se,
e somente se, A é m-dissipativo.

Prova. Da Definigio 11.4.3 que se A é m-dissipativo, entdo existe um tal 1. Reciprocamente,
suponhamos que exista um A com as propriedades dadas na hipdtese. Seguidamente definamos
o conjunto
A E{A1eRE:I(AI - A) = X}

Da nossa suposi¢io, 19 € A e, em consequéncia A # 0. Consideremos 4 € A. Como A
¢ dissipativo, obrigatoriamente A/ — A é uma injegio, a fortiori uma bijecdo. Ademais, a
dissipatividade garante que (17 — A)~! seja limitada, consequentemente A € o(A). Recorrendo
a0 Lema I1.3.3, mais precisamente ao resultado de que o(A) é aberto, temos que p(A) contem
uma vizinhanga A. A intersec¢do de tal vizinhanga com a semirreta RY ¢ um aberto relativo e,
claramente ¢ um subconjunto de A. Consequentemente A é um conjunto aberto de R}.

Agora, suponha que {1, } seja uma sequéncia em A convergente em R, digamos lim,, 4,, =
A € R}. Provemos que A € A. Para este fim, consideremos arbitrariamente um y € X. Da
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defini¢do de A, podemos inferir que, paracadan € N, existe x,, € D(A), tal que A,,x,—Ax, = y.
Novamente, da dissipatividade de A, deduzimos

1
12 = xull < =1l (m = %) = ACtm = x)

m
-y /lnxn_y
1] ———— e
< — | =Amxm + Axpy + A x, — Axy ||
Am
11.35 1
(1139 = —|Am — Anlllx4|l
m
1
< |y = Ay - A, | s, _Axn”
<—J2,, -4 .
o = Al

Da nossa suposig¢io de {1,,} convergir para um ntimero A > 0, podemos concluir que 4, é
convergente e portanto limitada. Além disso, deste tltimo fato {1,} é Cauchy. Em consequén-
cia de (I.35), podemos inferir que {x,} € Cauchy, como X é completo, aquela convergira,
digamos para x € X. Assim temos lim,, Ax, = Ax —y. Como A ¢ fechado, pois é dissipativo,
devemos ter x € D(A) e Ax — Ax = y. Da arbitrariedade de y, podemos inferir que A7 — A é
sobrejetivo, por conseguinte A € A e, consequentemente A ¢ fechado.

Seguidamente, sendo A aberto, fechado e nio vazio e, sabendo que R’ é conexo, necessaria-
mente A = R}.

Finalmente da hipotese de A ser dissipativo e, conforme provamos, A1 — A € sobrejetivo
para todo A > 0, podemos concluir que A é m-dissipativo. o

CoroLARIO I1.4.7 (G. LuMEr-R. S. PHiLLIPS). Uma condicdo necessdria e suficiente para que um
operador linear A dissipativo com dominio denso seja o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo
de contracies é, que exista um Ao > 0, tal gue Aol — A seja sobrejetivo.

Prova. vide Corolario I1.4.5 e Lema I1.4.6. O

A seguir, daremos uma outra caracterizagio para operadores dissipativos. Para este fim,
primeiro precisamos fazer uma digressio. A vista do Lema 1.6.4, podemos concluir que para
todo x € X, existe um funcional ¢ € X*, tal que ¢(x) = ||x]| e

el <yl (reX).

4

Certamente ¢ = ||x||¢ € X* é tal que ¥(x) = ||x|* e,

2 2
x> = 1w (7' %) 1> < sup [w()I* < (sup Iw(y)l) < (lell- sup Iw(y)l) < Ixll%,
llyll<1 llyll<1 llyll<1

em consequéncia Nl = ||x||%
Isto dito, temos a

DerINIGAO 11.4.8. Para cada x € X, podemos conceber o conjunto ndo vazio
def 2 2
D(x) = {x" € X" : x"(x) = [lx]I* = lIlx"|I*},

o qual serd chamado de conjunto dualidade.
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TeorEMA 11.4.9. Um operador linear A é dissipativo se, e somente se, para todo x € D(A), existe
x* € D(x), tal que Rx*Ax < 0.
Prova. Suponha que para cada x € D(A), existe x* € X*, tal que Rx*Ax < 0. Consdidere

(1,x) € Ri x D(A), queremos provar a desigualdade A||x|| < [[Ax — Ax]|. Primeiramente
observemos que para todo A > 0, vale

x> < A|x]]> = Rx*Ax = Rx*(Ax — Ax) < |[x*(A1x — Ax)| < [|[Ax — Ax]||||x]],

o que prova a desigualdade requerida.
Reciprocamente, suponhamos que A seja dissipativo e seja x € D(A). Se x = 0, basta tomar
_ /o _ -1 . J4 ’

x* = 0. Caso contrario, conceba y; € D(Ax — Ax) e faga 27y = ||y3]|™" - 3. Disto, é conspicuo

que ||z*|| = 1. Desta forma, temos para cada 4 > 0 que
Allx[] < [[Ax = Ax||
=z (Ax — Ax)
= ARz \x — Rz Ax
(I1.36) . .
< Alzix| - Rz Ax
< Az xll = Rz Ax
= A|x|| - Rz Ax.

Desse modo

Alx]| € ARz)x — Rz{jAx = ARz \x + | Rz ) Ax| < ARz x + || Ax]||
donde
(I1.37) x| — %HAxII < Rzix.

Do Teorema 1.4.15 a bola unitaria de X* é compacta, em consequéncia a sequéncia generalizada
{z*} admite um ponto de acumulagio z* € X* (vide Lema1.1.16) tal que ||z*|| < 1. De fato,
seja & > 0. Da Definigdo 1.1.4, podemos deduzir que existe 4 > 0 tal que [|z* - z}]| < e.
Portanto

Iz < llz" =zl + llz3]l < e+ 1,
e a desigualdade requerida decorre da arbitrariedade de &£ > 0. Ademais,

Rz*Ax — Rz Ax < |27 Ax — 2, Ax]|

Consequentemente,

Rz*Ax < Rz Ax + g||Ax|| < el|Ax]|.

Novamente, da arbitrariedade de &, podemos concluir que Rz*Ax < 0.
Do que ja provamos, obtemos de (I1.37) que

. - 1
Rz"x 2 lim(||x|| = <[l Ax[l) = llx]|.
bl A
Em consequéncia,

llxll < R(z"(x)) < [z"(x)] < [x]I.

Logo |z*x| = ||x]|.
Por fim, tomando x* = ||x|| - z*, temos que x* € D(x) e Rx*Ax <0, pois Rz*Ax < 0o
que finaliza a prova. O
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ProrosicAo 11.4.10. Se X é um espaco de Hilbert, entio para todo x € X, o conjunto D(x) é
unitdrio e seu uinico elemento é o funcional x* € X* dado por

x'(0) £ () (ed).
Prova. Sejam x € X e x* € D(x). Do teorema 1.5.7, decorre que existe v € X tal que
x*(y) = (y,v), paratodo y € X. Disto, podemos inferir que [|x*|| = ||v||. Com efeito, da

desigualdade de Cawuchy-Schwarz obtemos

") =12 < llyllllell < llel iyl < D.

Além disso, se y = ||v||"'v, entio |x*(y)| = ||v|, donde podemos concluir o requerido.
Ademais, da propria defini¢io temos

(x,v) ={(x,x) ={v,0).
Em consequéncia,
lx =l =(x —v,x —v) = {x,x) + (v, 0) — (x,v) — (0,x) =0

e, portanto, x = v, o que finaliza a prova. m]

§IL.5 Cp-GRUPOS

DeriNigAo IL.5.1. Diremos que uma funcgio S € L éum Co-grupo em £ se, satisfizer os seguintes
axiomas:

I. S(0)=1;
II. S(s+1t)=S8(s)S(t), para quaisquer s,t € R;
II. lim; 0 ||S(s)x — x| = 0.

Precipuamente, Co-semigrupos e Co-grupos diferenciam-se apenas no dominio de defini¢io
e que a continuidade forte agora é dada bilateralmente em 0.
Como no caso dos Cp-semigrupos temos a

DeriNigAo I1.5.2. Seja S um Co-grupo. Seu gerador infinitesimal é o operador A, cujo dominio
corresponde ao conjunto dos elementos x € X tais que o limite

. S(H)x —x
lim ———
t—0 t
existe e, cuja lei de fomagio é
wf . S(t)x —x
Ax = lim L
t—0 t

Prorosicio 11.5.3. Se S é um Co-grupoe A seu gerador infinitesimal, entdo as funcbes S_ e S,
dadas respectivamente por

def def

§-(t) = Slr_(=t) e S:(2) = Slr,(+t) (£ € Ry),

sdo Co-semigrupos cujos geradores infinitesimais sio —A e A, respectivamente.
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Prova. A provade que S_ e S sio Co-semigrupos é imediata. Vamos nos concentrar. portanto.

na asser¢do final. Sejam A_ e A, os respectivos geradores infinitesimais de S_ e S;. Temos
assim

def Si()x—x . St)x—x

—_—_— m —_—

Aix = lim =1
tl0 t t]0 t

=Ax  (x € D(A) UD(AL)),

o que conduz a conclusio A = A.. Homologamente,

df . S_(t)x —x . S(-t)x —x
= lim——=-lim———
t10 t t10 -t

A_x =—Ax  (x e D(-A) UD(A))

leva-nos a inferir que A_ = —A. O

TeoREMA I1.5.4. Seja A um operador linear. Entdo A € o gerador infinitesimal de wum Co-grupo S

satisfazendo
IS < e (z e R)

se, e somente se,

(i) A éfechado e densamente definido;
(z2) Se|A] > w (A € R), entdo A € p(A) e

IRGA] < s (n e ).

)n

Prova. Conforme vimos, se S ¢ um Cp-grupo, entdo S_ e S, sio Co-semigrupos com gerador
infinitesimal —A e A, respectivamente. Ademais, A é necessariamente fechado com dominio
denso (vide Corolario I1.2.11), em consequéncia vale (z). Das premisas temos

(IL.38) w_ & lim T[Sl <o e o e lim 7 n 18,0 < 0.

Em conformidade com o Lema I1.3.4, podemos inferir que se 4 > w, entdo A € o(A) N o(—A).
Efetivamente, se 4 > w, entio 4 > max{w_,w;} e assim, temos o requerido. Portanto,
supondo que 1| > w (1 € R), entdo A € o(A), pois se |[1| > w, entdo |1]| € p(A) N p(-A), 0
que implica, em qualquer caso, que A € o(A).

Supondo || > w, temos dois casos a tratar. Primeiro admitamos que A < —w. Decorre da
nossa suposi¢io e do que acabamos de ver que -1 € o(A). Visto que R(—-1 : A) = —R(1;-A),
por conseguinte A € o(—A), podemos concluir do Lema I1.3.5 que

(I1.39) IR(A;—A)"|| < (n e N).

T (-l-w)”
Analogamente, de 1 > w a inclusdo A € o(A) e, consequentemente, do Lema I1.3.5 inferimos

" M

Tendo em vista (I1.39) e (I1.40) deduzimos que em qualquer caso vale

(n € IN).

IRGAYI S o (€ )
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Segue, portanto, o item (iz).

Reciprocamente, suponha que (7) e (i) sejam validas entdo —A e A estdo sobre uma das
sentengas do TeoremaIL.3.6 ¢, portanto, dio origem a dois Cp-semigrupos, os quais denotaremos
por S_ e S, respectivamente. Em conformidade com o Corolario I1.3.7 temos

S_(t)x = li/l;ne_B“x e S.(t)x = lign eBitx (x €X)

em que
B, ¥ —A(I = AR(A; A)) (1> w = max{w_,w;}),

com w- e w4 definidos como em (I1.38). Necessariamente vale (vide Lema 1.4.13)

S_(£)S,(t)x = 1i5ne—3ﬂe3ﬂx = 1i5ne3ﬂe—3ﬂx =S.()S_(t)x  (x € X).

Notemos que W = S_S, é um Cp-semigrupo. Com efeito,
(a) W(0) =S5-(0)8+(0) = I;
(b) Wi(s+1t) =S5-(5)S+(s)S-(£)84(2) = S-(5)S-(£)S+(5)S+(t) = W(s)W(z) (s,t € R4);
(c) Pelo Lema 1.4.13, podemos deduzir

lim W (1)q = l}fg[S_(t)(l}ﬁlS+(t)x)] = x.

Assim, podemos conceber o gerador infinitesimal Ay do Cop-semigrupo W. Da sentenga

Agx & fim DX —x lim[S_(t)
t10 t tl0

S:(t)x - x+S_(t)x - X
t t

] =Ax-Ax =0 (x € fD(A))’

podemos inferir que D(A) € D(Aw). Além disso Aw (D(A)) = {0}.
Sabe-se que Aw ¢é fechado e D(A) ¢ denso. Ademais, para cada x € D(Aw), existe uma
sequéncia {x,} em D(A), tal que x = lim,, x,,. Portanto, como {Awx,} converge para zero,

Awx =limAwx, =0,
n

Desta maneira deduzimos que Aw = 0. Em virtude de Aw ser densamente definido e limitado

decorre que D(Aw) = X. Como se verifica facilmente S € .+ dado por S(¢) = I é um Co-

semigrupo com gerador infinitesimal identicamente nulo. Em conformidade com a Proposi¢io

11.2.16, podemos inferir que W = S, que por sua vez acarreta S_(t) = S4(¢)~!, paratodo t > 0.
Seguidamente provemos que

S(e) = S.(+t), t>0;
S(-p), <0

define um Co-grupo, tal que
ISl < e (¢ eR).

Para tanto, observemos

(a) $(0)=5-(0) =1;
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(b) lim; o S()x = lim, o S+(£)x = x = limy0 S—(—t)x = lim;10 S(2)x (x € X);

(c) Para provarmos o axioma remanescente de semigrupo, consideremos s, ¢ € R, tais que
s <0< tes+t>0. Temos, assim,

S()S(t)=8S_(=5)S(t) =S_(-s—t+1t)S:(t) =S_(t)S_(-s —t)S:(t) =S(s + t).
Os outros casos sio demonstrados de maneira analoga.

Para concluirmos concideremos ¢ € R. Temos dois casos a considerar. Admitamos primeira-
mente que ¢ < 0. Em consonancia ao Corolario II.3.7 e a nossa escolha de w vale

IS = IS- (=)l < €.

Homologamente, se ¢t > 0

IS = IS+ (e)II < e’

Desta forma, em qualquer caso, vale

IS < e,

§II.6 PSEUDORRESOLVENTES

Conforme observamos, podemos deduzir que um determinado operador linear fechado e
densamente definido é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo, isto baseando-se nas
propriedades que os seus operadores resolventes possuiam. A determinagio de operadores
semelhantes pode ser simplificada isolando uma propriedade dos operadores resolventes, este
sera o escopo desta se¢io.

Motivado pela identidade dos operadores resolvente (vide I1.3.2) temos a

DerFINIGAO 11.6.1. Uma aplicagio | € £ (A € C) possuindo a propriedade

(IL.41) JO) =J() = (=] () (Lueh),
serd chamada de pseudorresolvente em A.

Para o resto desta se¢io, sempre quando ocorrer os simbolos A e ], estes devem ser
interpretados segundo a defini¢do precedente.

Lema 11.6.2. Vale a propriedade comutativa

JWJ ) =JD] () (4 pen).

Além disso, para todo A € A, o conjunto ker(J (1)) é fechado e, tanto ker(J (1)) como I(J(A))
sdo independentes de A, i.e., estes conjuntos sdo invariantes com A.

ProvA. Sejam A, 1 € A. Se estes forem iguais decorrera, diretamente de (I1.41), que a comutati-
vidade é validada. Caso contrario, verifica-se

JJ () = (=07 () =) = (A=)~ (J () = J () = J (D] ().
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Seguindo, em virtude de J (1) (1 € A) ser limitado, decorre que /(1) sera fechado e, em
consequéncia ker(J (1)) é fechado.
Provemos agora a indepedéncia, ou melhor a invariancia referida. Para isto consideremos

A, 1 € A. Temos de (I1.41) que ker(J (u)) = ker(J (1)) e
JO) = J() [ (u = D)J () +1]

Esta ultima igualdade implica a inclusio J(J (1)) € IJ(J(u)). Por um argumento simétrico,
podemos inferir a inclusio oposta e, portanto, a igualdade I(J (1)) = I(J(w)), o que finaliza
a prova. o

TeorEMA 11.6.3. ] define uma familia de operadores resolventes de um snico operador linear A
fechado e densamente definido se, e somente se, ker(J(A)) = {0} e I(J(A)) = X, para todo A € A.

Prova. Se, paracada A € A, J(Q) for o resolvente de um operador fechado densamente definido
A, entio vale a conjungio do enunciado.

Reciprocamente, dado 4 € A suponhamos que valha a sentenga ker(J(1)) = {0} e
J(J(A)) = X, paratodo 4 € A. Concebamos 1o € A. Da suposi¢io ker(J(10)) = {0}
decorre que [ (o) € injetiva. Ademais, do fato de J(Ao) ser limitado, em particular fechado,
decorre que J(1g)™! o serd. Conformemente, o operador linear A tal que D(A) = I(J (o)),
definido pela lei

A= 20l —](20)7",

¢ fechado com dominio denso, pois por hipdtese J(J (1)) = X.
Seguidamente, seja 4 € A. Note que

JOJ(A0)™ =1 = (2= 2] (1) =] (20)7'] (2).
Em conformidade,
J)QAI=A) = J()[(A= )T +](20)™'] =1 = [(A= )T +] (20) '] J(2) = (AT =A)J (),
0 que prova portanto que /(1) = R(4; A), paratodo A € A. O

TEOREMA 11.6.4. Se para cada A € A, I(J(A)) for denso em X e existir uma sequéncia {1, } em A
tal que lim,, | 1,,| = +00, cujos termos satisfacam

(IL.42) (4] (Al <M (n €N),

para algum M € Ry, entdo para cada A € A, J(A) € o operador resolvente em A de um sinico
operador fechado densamente definido A.

PrOVA. Seja A € A. A vista do Teorema I1.6.3, ¢ suficiente provar que ker(J (1)) = {0}. De
(I1.42) e da condigio concernente a sequéncia {4, }, podemos inferir que lim,, ||/ (1,)|| = O.
Assim, da identidade em (I1.41) podemos deduzir

1i£n||(an](an) -N)J()||=0 (1 eA).

Com efeito, observemos que

(2] (An) = 1) J(A) = (2] (An) = 1) J(2) + 2] (2)] (2) = A] (An)] (A)
= A ()] () = [(An = D] (2n) + 1] ()
=J(An) (4] (1) - I).
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Fazendo n — oo, podemos deduzir o requerido. Em consequéncia, se x € I(J (1)), entdo

limA,J(1,)x = x.

Agora faremos o uso da densidade de J(J(2)). Para cada x € X, temos que existe {x,} em
J(J(Q)) tal que x = lim,, x,,. Conformemente

(11.43) limA,] (4,)x =1lim A,,] (1,) (lim x,,) = lim lim 4, ] (2,,) X ..

Em seguida, notemos que
(Z) hmn /ln](/ln)xm = Xm;
(12) limy, 4,J(An)Xm = A,] (1,)x existe uniformemente, pois

1/ (An)x = J(An)xmll < Mllx = xmll  (m,n € N).

Do Lema 1.1.13, podemos inferir que

(11.44) limlim A,/ (1,)x,, =limlim A,/ (1,,)x,, = limx,, = x

Combinando (I1.43) e (I1.44), podemos deduzir

(11.45) lizn A (Ap)x = x (x € X).

Agora seja x € ker(J(1)). Conforme vimos x € ker(J(41,)), para todo n € IN. Portanto
A, (1,)x = 0. De (IL.45), podemos concluir que x = 0, dessarte concluimos que ker(J (1)) =

{0}. O
CoRrOLARIO I1.6.5. Se existir uma sequéncia {1, } em A, tal que lim,, |,,| = +co e

(I1.46) liign A, J(A,)x = x (x € X),

entdo para cada A € A, J () € o resolvente de um operador linear fechado densamente definido A.

Prova. Pautando-se na prova do Teorema I1.6.4, podemos inferir que ker(J (1)) = {0}, para
todo A € A. Para concluirmos, é suficiente provar as condi¢gdes remanescentes do teorema
anterior.

Primeiramente, observemos que (I1.46) implica que a familia {1,/ (4,)} é tal que

sup ||/1n](/l)x|| < +00.
nelN

Pelo Teorema da Banach-Steinhaus, podemos deduzir que existe M > 0, tal que
]| <M (neN).

Segundamente, (I1.46) também implica que J(J (1)) € denso, pois 1,,] (1,)x € I(J(A)).
Isto porque J(J (1)) independe de p € A vide Lema I1.6.2.
Por fim, recorrendo ao Teorema I1.6.4, podemos deduzir o requerido. O
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§II.7 SEMIGRUPOS ADJUNTOS

Antes de prosseguirmos, faremos um breve comentario a respeito da notagio que empregaremos
adiante. Seja x* € X* denotaremos x*(x) por (x*, x), para cada x € X [T, quando se trabalha
em espagos de Hilbert.

DeriNigAo I1.7.1. Seja S um operador linear densamente definido. O operador adjunto de S ¢é
definido como sendo o operador S* cujo dominio compreenda ao conjunto dos elementos x* € X*
tais que existe y* € X* satisfazendo a condicio

(I1.47) (x*,Sx) = (y",x) (x € D(S)).

T1al operador faz corresponder todo x* € D(S*) ao elemento y* satisfazendo (1L.47), i.e., S*x* = y*.
Assim, necessariamente temos que

(§*x*,x)y = (x*,8x) (x € D(S)).

A densidade de D(S) e a existéncia de y* implicam na unicidade de tal elemento. Com
efeito, suponha que y* € X*, (i = 1,2) sejam tais que

(yl,x) = (x",Sx) (x € D(S)).

Em virtude de D(S) ser denso, podemos determinar para cada x € X uma sequéncia {x,} em
D(S) tal que x = lim,, x,. Da continuidade de y € X*, decorre a igualdade

(7.x) = iy, x) = im(y3. xa) = (03,.%).

Como x € X ¢ arbitrario, podemos inferir y} = y;. Isto nos permite inferir a boa definigdo da
aplicagdo S™.

Lema I1.7.2. Se S é um operador limitado, entio S* serd um operador linear limitado com dominio

X*, tal que ||S*|| = ||S|I.

Prova. Dado x* € X*, ¢ conspicuo que (x*, Sx) € um funcional linear limitado. Pela propria
defini¢do, podemos inferir que x* € D(S5*). Em conformidade, podemos concluir a igualdade

D(S*) = X~
Sejam x* € D(S*), (1 = 1,2) e @ € K. Por definigio, para x € D(S), temos

(" (ax]+x3),Sx) = (ax] + x5, Sx)
= (ax], Sx) + (x5, Sx)
= (§"ax], x) + (§7x3, x)

= (§Tax] + §7x5,x).
A unicidade do adjunto nos permite inferir a identidade que S*ax} = aS*x7] e
% % % _ k% k %k
S (ax]+x5) =aS x]+ 857 x;.

o0 que prova a linearidade.

"Nio confundir com a notagio de produto interno. A justificativa desta notagio encontra-se, talvez, na
notagio de produto interno que, em conformidade com o Teorema 1.5.7, podemos considerar uma como sendo a
outra e vice-versa.
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Seguidamente, usando a hipdtese de que D(S) é denso e que S é limitado, podemos deduzir
(™% )| < I USHlxll (e, x7) € X x %),

donde podemos inferir a desigualdade ||S*|| < ||S|| e,  fortiori $* é limitado.

Conforme ja haviamos notado em outras ocasides, para cada x € X, com o auxilio do
Teorema de Hahn-Banach podemos determinar x; € X* tal que (x},Sx) = ||Sx|| e ||xi]| < 1
(vide Lema1.6.4). Assim

ISII = sup{|ISx|l : [Ix]| < 1,x € D(S)}
= sup{| (x5 S0} l1xl] < 1,x € D(S))
= sup{[(S"x3, )| : [lx]) < 1, x € D(S)}
< sup{l(S*x;,x)l x|l € 1,x € %}
< sup{I (8" x5 ) lxlh 7] < 1, (2, x) € X x X7}
=187,

o que nos permite inferir || S*|| = S]] m|

Lema I1.7.3. Sga {Ay : k € {1,...,n}} uma familia de operadores densamente definidos em X.
Entéo vale

(IL.48) (Z Ak) =3 4.
k=1 k=1
Além disso, para qualquer operador B densamente definido tal que I(B) C D(B), verifica-se
(I1.49) [B"]" = [B*]" (n € IN).
Prova. Notemos que para cada x € D(A) temos
((A+B)'x",x) =(x", (A+ B)x)

= (x",Ax) + (x*, Bx)

= (A"x", x) + (B"x", x)

= ((A" + B")x", x).

Da densidade de D(A) em X e da unicidade do operador adjunto podemos concluir que a
expressdo vale para n = 2.
Suponha que valha (I1.48) para uma familia com 7 elementos. Consideremos, agora, uma

familia com 7 + 1 elementos {A; : k € {1,...,7 + 1}}. Temos necessariamente
n+1 y n+l
(S )= (.5 e
k=1



80 TEORIA BASICA DOS SEMIGRUPOS

em que
n+1

(x,x%) € ﬂ D(A,) x X*
k=1

Pelo principio de indugdo finita, podemos concluir que (I1.48) vale para qualquer familia finita
de operadores densamente definidos.
Por fim, suponhamos que valha (I1.49) para n. Conformemente

([B"'7"x", x) = (x*, B™\x) = ([B*]"x", Bx) = ([B*]"*'x", x)
o que pelo principio de indugio finita decorre o resultado requerido. o
Lema IL.7.4. Se A € Z(X), entdo [exp A]* € L (X*) e
[expA]" =exp A”.

Prova. Seja (x,x*) € X x X*. Temos

= (exp A"x", x),
A {ltima identidade se deve do fato de A* € £ (X*). m]

Lema IL7.5. Seja A um operador linear densamente definido em X. Se A € o(A), entdo A € o(A*)
e

(IL.50) R(L;A) = R(1; A").

Prova. Se A € o(A), entio R(A;A) é limitado. Pelo Lema I1.7.2, R(1; A)* sera limitado com
dominio ¥*. Temos, assim,

Upanx®,x) = (Ipanx™, x)
= (x*, (I —A)R(A;A)x)
= (R(A; A)*(AI = A)*x", x),

para todo (x,x*) € X x D(A").
Dai e da definigdo podemos inferir

R(L;A) (A = A)* = Iy o).

Temos também
I*x*, x) = (x*, x)
= <x*,R(/l;A)(/U —A)x)
= (R(A; A)"x*, (A — A)x),
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para todo (x,x*) € D(A) x X*.
Analogamente,
(Al —=A)'R(L;A)" =17

em que fizemos I* = Ipx+). Logo podemos inferir R(1; A)* = ((11 — A)*)~L.
Por fim, basta usar o Lema I1.7.3 e concluir que (A7 — A)* = AI* — A*, conformemente
podemos finalmente deduzir (11.50). |

Prorosi¢io I1.7.6. Se S é um Cy-semigrupo, entdo a aplicacio S* definida por S*(t) = S(¢)* ¢é
um semigrupo de operadores limitados em X*, e serd chamado de semigrupo adjunto.

Prova. Primeiro observemos que
<x*,S(O)x> =I"x",x (x* € X%).
Logo §*(0) = §(0)* = I'*. Em seguida,

(S(s +t)*x", x) = <x*,S(s + t)x>

= <x*,S(s)S(t)x>
= <S(t)*S(s)*x*,x
= (S(t)*S(s)*x*,x

para todo (x,x*) € X x X*. Portanto, podemos deduzir que S(s + t)* = S(s)*S(¢)*, para
quaisquer s, t € R,. o

DerINIGAO IL.7.7. Sejam S um operador linear em X e Y) um subespaco linear de X. Ao operador S
cujo dominio é

DS ={s€DES)NY:Sx €Y}

eSx =Sx para x € D(S), daremos o nome de parte S em ).

TeoreMA 11.7.8. Seja T um Co-semigrupo em X com gerador infinitesimal A e segja T o sen
semigrupo adjunto. Se A* é o adjunto de A eY) = D(A™) em X*, entdo S* dado por

def

§5) =T(@®)'ly  (teRy)
é um Cy-semigrupo em N*. O gerador infinitesimal B* de S* é a parte de A* em ), i.e.,

D(B*) = {x* € D(A") : A"x* € 9}

B*x*=A"x" (x € D(BY)).

Prova. A vista do Teorema de Hille-Yosida-Phillips (Teorema I1.3.6), existem constantes w e
M, tais quese A > wentdo A € p(A) e

IR(4;4)"| <

_m (nE]N)

Pelo Lema I1.7.5, podemos inferir que se 1 > w, entdo A € p(A*) e
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. M
IR(A; AN = I[R(4; A)°]"[ = [I[R(A4; )] = IR(4; A)"|| <

_m (nE]N)

As duas tltimas igualdades decorrem do Lema I1.7.3 e Lema I1.7.2, respectivamente.
Para cada A > w, defina J (1) = R(A; A*)|y-. Desta forma, J é um pseudoresolvente em
A = (w,+c0) tal que

" M

Agora, recorrendo ao Teorema de Hille-Yosida-Phillips, podemos inferir
li/rln AR(A; A%)x™ = x* (x* € X%).
Particularmente,
i AR(LAYY =)' (e,

que, segundo o Corolario I1.6.5, podemos deduzir que | define uma familia de operadores
resolvente de um unico operador B* fechado densamente definido em 9). Da propria definigdo
do pseudorresolvente ], prova-se que se 4 > w, entdo A € p(B*), porque o pseudorresolvente,
ou melhor, neste caso o resolvente esta definido.

Seguidamente, (I1.51) acarreta

M
IR(A;B*)"|| < A=) (n € IN).

Recorrendo novamente ao Teorema de Hille-Yosida-Phillips, podemos concluir que B* é o
gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo $* em 9.
Agora, usando o Lema I1.7.4 e o Corolario I1.3.7, obtemos

(x, T (t)x) = lim (x*,exp(At(AR(L;A) = )x))
= li/{n (exp(At(AR(L;A*) = I*)x*), x)
= li/rln (exp(At(A] () = I")x"),x)
= li/gn (exp(At(AR(A;B*) — I*)x*), x)
= (S(t)"x", x),
para todo (x,x*) € X x 9. Em consequéncia,
S5()y=T@)"lyg  (t €Ry).

Imediatamente provemos que B* é a parte de A* em 9", a qual denotaremos por A*. Para

tanto consideremos x* € D(z‘i*), temos necessariamente que x* é tal que x* € 9* N D(A*) =
D(A*) e A*x € Y*. Se A € p(A), entdo (A" — A*)x* € 9*. Em consequéncia,

(IL.52) R(A; BY) (AT — A%)x* = x* € D(B).

Portanto vale a inclusdo D(A*) € D(B*). Por outro lado, suponha que x* € D(B*). Temos
em conformidade

x*=R(A4;B*)(AI* — BY)x™ = R(A; A") (A" — B")x™ € D(A").
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Conformemente D(A*) = D(B*).
Por fim, de (I1.52) podemos concluir que

(AI* = A"x* = (A" = B")x*  (x* € D(BY)),
donde podemos inferir que A*x* = B*x*, o que finaliza a prova. m

Lema I1.7.9. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se S é um operador linear fechado densamente
definido, entdo D(S*) é denso em X*.

Prova. Raciocinemos por redugio ao absurdo. Suponhamos que D(§*) nio seja denso em
X* (equivalentemente X* # D(S*)). Seguidamente notemos que X*é um B-espago. Seja
xo ¢ X*\ D(§*), pelo Teorema de Hahn-Banach [* podemos determinar x3* € X**, tal que
(x5%,x0) = Te (x3",x*) =0, paratodo x* € D(S*), mas como ¢ conhecido da analise funcional
existe uma isometria entre X e um subconjunto do seu bidual X**. Ademais, tal isometria
garante a existéncia de um xg € X tal que

(x5, x") = (x", x0) (x* € X%).
Particularmente, existe xo, tal que
(I1.53) (x*,x0) =0 (x* € D(S)).

Agora, como § ¢ um operador fechado, necessariamente seu grafico I's ¢ um conjunto
fechado em XxX. E conspicuo que (0, xg) ¢ I's raciocinando analogamente existe = € (XxX)*
tal que 5(0,x0) = 1 e £(Is) = {0}. Também ¢é conhecido da analise funcional que (¥ x X)* e
X* x X* sio isométricos, uma isometria ¢ dada por I : X¥* X X* — (X x X)* definida pela lei

I(x"y")(x,y) = (xx) + (%) (((x*,y*), (x,7)) € (X" x X*) x (¥ x x)*)

Assim, existe (£],€5) € X* x X7, tal que 1(£],&5) = £. Em conformidade com IL.53 e da
escolha de &, podemos deduzir

(IL54) (€3, %0) = (€,0) + (£3.%0) = 1 % 0
€
(IL55) (Ex)+ (6,50 =0 (x eD(S)).

disto deduzimos que (&£5,x0) # 0 e & # 0. No entanto, de I1.55, & € D(§*). Agora,
recorrendo a I1.53 vem que (&3, x0) = 0, 0 que é uma contradi¢io. Consequentemente D(S*) ¢
denso em X*. m|

CororArIO 11.7.10. Sejam X um espago de Banach reflexivo e T um Co-semigrupo em X com
gerador infinitesimal A. Entdo o semigrupo T é de classe Cy cujo gerador infinitesimal é o adjunto

A

Prova. Pelo Lema I1.7.9, D(A*) é denso, em conformidade 9 = D(A*) = X*, o que, pelo
Teorema I1.7.4, prova o requerido. o

tcf. [12, pag. 60].
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Lema I1.7.11. Seja A um operador linear densamente definido. Se A e A* sio dissipativos, entio A
¢ o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo de contracdes em X.

Prova. Provemos que I — A ¢é sobrejetivo. De acordo com o Lema I1.4.6 e do fato de A ser
densamente definido, podemos concluir do Corolario I1.4.5 que A ¢ o gerador infinitesimal
de um Cp-semigrupo. Devemos portanto provar I(/ — A) = X. Para isto, raciocinemos
por redugdo ao absurdo, i.e., suponhamos que I(/ — A) # X. Conforme vimos, J(I — A)
¢ fechado. Assim, temos pelo Teorema de Hahn-Banach, que existe x* € X* \ O tal que
(x*,(I —A)x) = 0, para todo x € D(A). Isto, por sua vez, implica que x* € D([* - A*) e
(I* — A*)x* = 0. No entanto, a dissipatividade de 7* — A* implica que x* = 0, contradizendo a
hipétese. Consequentemente J(/ — A) = X.

Em seguida, provemos que A é fechado. Para tanto, suponhemos que {(/ — A)x, } seja uma
sequéncia convergente, em particular de Cauchy. Da hipétese de A ser dissipativo podemos
concluir que {x,} é de Cauchy e, portanto, convergente, admitamos x = lim, x,. Agora
sabendo que A ¢ fechado temos lim,, (I —A)x, = (I —A)x, o que prova que ] — A éfechado. O

TeoremaA I1.7.12 (M. H. STONE). A ¢é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de operadores
unitdrios em um espago de Hilbert $ se, e somente se, i A é autoadjunto.

Prova. Suponha que A ¢ o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de operadores unitarios.
Pelo Teorema I1.5.4, podemos concluir que A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo,
em consequéncia A ¢ densamente definido.

Imediatamente observemos que

—-Ax =lim Utx—x = lim Ur(t)x -«
t0 t t]0 t

=A'x  (xeD(A)UDA)

assim A* = —A, a partir dai provemos que (14)* = iA. Primeiro note que D((1A4)*) = D(1A).
De fato, vejamos que

(I.56) D(A) = D(A*) = D(aA*) =D((BA)*) (@, B ).

temos que D((zA4)*) = D(zA).
Agora sejam x,y € D(A). Temos

(1Ax,y) = (x,—1Ay) = (x,1Ay),

o que prova a identidade (1A)* = i A.
Reciprocamente, suponhamos que 7A seja autoadjunto. Em virtude de (I1.56), podemos
inferir que D(-A*) = D(A). Seguidamente, notemos que

(Ax,y) = {x,A"x) = —(x, Ax) = —(Ax, x) (x € D(A)).

Logo, R(Ax,x) = 0, para todo x € D(A). Assim, para todo x € D(A) existe ¢, € X*,
definido por

def

ex () = (9, %),

tal que
Ry, (Ax) = R{Ax,x) =0.

Em conformidade com o Lema I1.4.9, obtemos que A ¢é dissipativo e da identidade A* = —A,
podemos deduzir de forma idéntica que A* ¢ dissipativo.



§II.7 SEMIGRUPOS ADJUNTOS 85

Agora, baseando-se no Lema I1.7.11, podemos concluir que A é o gerador infinitesimal de
um Cp-semigrupo de contragdes e a vista de A** = A, o mesmo ocorre para A* = —A. Digamos
que U, e U- sio os Cp-semigrupos cujos respectivos geradores sejam A e —A. Observando a
prova do Teorema I1.5.4, podemos deduzir que U € .#®+, dado por

Ur) = Uy(+t), t >0
|U_(-0), <o,

é um Co-grupo, visto que U (t)~! = U_(~t). Decorre que (U (¢)) = X. Além disso,
Ixll < U U @0)x| < [[U@x| < lIxll - (x € %),

ie., U(t) é uma isometria. Do Lema 1.5.12 U é um Cp-grupo de operadores unitarios. O

Referéncias ao capitulo I1. As duas referéncias principais para a confecgdo deste capitulo foram [5]
e [10]. Outras referéncias foram [4] e [7].



Carituro III

APLICACOES

SUMARIO

Originalmente a nog¢do do problema de Cauchy abstrato deve-se a Einar Hille. Inicialmente,
estamos interessados em estabelecer condi¢des necessarias e suficientes para determinarmos
uma solugdo do referido problema. Na realidade, o que veremos € uma relagdo reciproca entre
a unicidade das solugSes para cada dado inicial e a determinag¢io de um Cp-semigrupo em
termos dessas solugdes. O problema possuindo a propriedade de admitir solugdes unicas para
cada dado inicial, recebe 0 nome de problema bem posto. Na primeira segdo deste capitulo
trataremos o estudo do problema homogéneo de valor incial e algumas aplicagdes elementares.
Nas duas tltimas se¢Bes faremos uma breve passagem no problema nio homogéneo de valor
inicial e no problema semilinear de valor inicial.

§III.1 O PROBLEMA HOMOGENEO DE VALOR INICIAL

DeriNigAo II1.1.1. Dados um operador A com dominio e imagem contidos em um B-espaco X e
um elemento x € X (dado inicial). O problema de Cauchy abstrato (ou problema homogéneo
de valor inicial) para A com dado inicial x, trata-se do problema de determinar uma funcio u,
tal que

1. écontinua em Ry;
ii. € continuamente diferencidvel e u(t) € D(A), para todo t > 0;
iil. e satisfaz
u'(t) =Au(t), t >0

b(n; A, x) 4(0) = x.

Nestas condigdes u é chamada de solucio do problema de Cauchy abstrato, também chamada de
solugio classica. Doravante sempre guando ocorrer problema §(u; A, x), ou simplesmente h(A, x),
estamos nos referindo ao problema dado na Defini¢io 111.1.1 para A com dado inicial x e, quando
for conveniente explicitar que a funcdo estd associada ao dado x, escreve-se u( - ; x) no lugar de u.

Em virtude da continuidade de #» em R, e da hipotese #(¢) € D(A), para todo ¢ > 0, sua
imagem deve se acumular em D(A), i.e., limites tomados em rel¢io ao parametro ¢ estario

contidos em D(A). Em consequéncia, lim, o #(t) = #(0) = x € D(A). Conformemente, se
x ¢ D(A), entdo o problema III.1.1, ndo admite solugio.

TeoreMA II1.1.2. Se A é o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo S entio, para cada x € D(A),
o problema H)(A, x) admite wma #nica solucio continuamente diferenciavel em R, dada por
u(t) = S(t)x, para todo t € R,.

86
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Prova. Provemos, inicialmente a, existéncia da solugio. Dado x € D(A), considere # € ¥R+,

definida por
u(t) € S(t)x  (t € Ry).

Da hipétese de S ser um Cy-semigrupo, podemos inferir a continuidade de # em R,. A vista
do item c) do Teorema I1.2.10, podemos concluir

%%(t) = %S(t)x = AS(t)x (t € R+)

Ademais, de AS(¢)x = S(t)Ax e da continuidade forte de semigrupo, podemos concluir que
u é continuamente diferenciavel em R..

Em seguida provemos a unicidade. Para tanto, consideremos uma outra solugdo v associa-
dada a0 dado inicial x € D(A). Concebamos ¢ > 0 e definamos ¢ € D(A)!®*! definida por
9(s) = S(t — s)v(s). Do Corolario 11.2.15 e do item ¢) do Teorema 11.2.10, podemos deduzir

%ﬂ(s) = %S(t —s)v(s) =S(t —s)Av(s) = AS(t —s)v(s) =0 (s € [0,2]).

Do Lema 1.7.4, ¢ é constante em [0, t] e, conformemente

v(t) =9(t) =90) = S(t)x = u(t) (t >0).
Como v(0) = x = #(0), temos que # = v, 0 que prova a unicidade da solugio e conclui a
demontragio do teorema. i

Em conformidade com o Teorema III.1.2 temos que uma condig¢io suficiente para a unici-
dade da solugio, é que x € D(A). Na realidade, a unicidade da solugio decorre de condi¢des
mais gerais para dados iniciais x € X, € 0 que veremos no proximo teorema. Antes, necessitamos

do
Lema IIL.1.3. Sejam X um B-espaco, T € Ry eu € € ([0, T],%). Se

T
H/ e u(s)du(s)|| <M (n € N),
0

entdou =0em [0, T].

Prova. Inicialmente concebamos x* € ¥* e definamos ¢ € KI%71 por ¢(t) = (x*, u(z)).
Temos que ¢ é continua, pois € uma composi¢io de fungdes continuas. Imediatamente obser-
vemos a desigualdade

T T
'/ e p(s)du(s)| = <x*/ e u(s) d,u(s)> < x| - M £ My (n € IN).
0 0
Em seguida, para cada 7z € IN consideremos a fungio %, € R® definida por
e S -1 k-l n n
(IIL.1) Z(t) & kz( k)! eF" = 1 — exp(—e™).
=1

Supondo ¢ € [0, 7], podemos deduzir da desigualdade

i i
E(—e”f)k‘ <Dt (ke
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A vista do Corolério 1.1.12, a série dada em (IIL.1) converge uniformemente em [0, 7]. Em
consequéncia das propriedades da integral de Lesbegue temos

T X 1\k-1
:'/ Z( 2' elen(t—T+s)"0(S) d/J(S)

T
‘ /O 5,(t =T +5)¢(s) du(s)

3 D T )

(I1.2)

< lim
m

m o a\k-1 T
Z %e/m(t—” . / e o (s) du(s)
k=1 ' °

<1 2n(e=T)[- M

paratodo ¢t € [0,7). O tltimo termo de (IIL.2) tende a 0, quando 7 tende ao infinito. Agora,
usando (III.1), obtemos

T

T T—t
/zn<t—T+s>¢<s>du<s>=/ En(t—T+S)90(S)d#(S)+/ Zo(t =T +5)0(s) du(s).
0 0

T-t

Notando que, se s € [0,7 — t], entdo t — T +s < 0. Equanto que se s € [T —t,T], entdo
t =T +s > 0. Agora, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

T
(I11.3) 0= ‘/T— o(s)du(s) (re[0,T]),

pois
. 0, < 0;
lim X, (s) = 5
n 1, ses>0.
Lembrando que ¢ é continua em [0, 7], podemos concluir de (II1.3) que ¢ =0 em [T — £, T].
Como ¢ € [0,T) é arbitrario, necessariamente ¢ = 0 em [0, 7]. Lembrando também que
o(t) = (x*,u(t)) e x* € X* é arbitrario, vale

(I1.4) (x*u(0)) =0 ((x*1) € £x[0,T]).

A vista do Lema L.6.4, podemos concluir que # = 0 em [0, T]. De fato, suponhamos, por
redu¢do ao absurdo, que existe t € [0,7] tal que #(¢) # 0. Do Lema 1.6.4, existe x* €
X*,tal que (x*, u(t)) = ||u(t)||. Assim, (IIl.4) implica #(¢) = O, o que é uma contradig¢io.
Conformemente # =0, em [0, T]. o

TeoreMA II1.1.4. Seja A um operador densamente definido em um B-espaco X e 1o € R. Entdo se
[Ao,+00) C o(A) e
r In [|R(2;A)|
im sup ——————
2 A

entio o problema Y)(A, x) tem, no maximo, uma solucio para cada x € X.

<0,

Prova. Primeiramente, observemos que # é uma solugio de h(A4, x) se, e somente se, v(t) =
“ty(t) (z € C) € uma solugdo de h(zI + A, x). Com efeito, suponha que # seja solugido de
H(A, x). Decorre do Corolario I1.2.15 e da Proposi¢io 1.3.4 que

%v(t) =ze'u(t) + e Au(t) = zv(t) + Av(t) = (zI + A)v(t) (t € RY)
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e é conspicuo que v(0) = x.

Reciprocamente, suponha que v(¢) = e* u(t) seja solugdo de h(z/ + A,x). Por um
argumento simétrico, #(t) = e “*e“'u(t) = e **v(t) € solugdo de h(A, x). Da hipdtese temos
que [Ag,+) C 0(A). Provemos que [0,40) C o(A — Aol). Seja, portanto, n € [0, +00).
Entdo A =17 + Ao € [0, +0). Para finalizar basta notar que

0l — (A = AoI) = (A = A)T — (A — AoD) = AT — A,
o que provaa pertinéncian € o(A—A1ol). Isto dito, podemos admitir, sem perda de generalidade,
que A seja tal que [0,+00) € p(A).

Sejam #,v duas solugbes de h(A, x). Pela linearidade do problema, w Yy _véum
solugdo do problema h(A,0). A fim de provar a unicidade da solugio de h(A, x), € suficiente
provar que @ = 0 € a Unica. Para este fim, consideremos a aplicagio t — R(1; A)w(¢) (1 > 0).

Como R} € 0(A), temos
R(GAY(AL - A) =1

e, portanto,
R(L; A)A = AR(L; A) - 1.

Se w ¢ solugdo de h(A;0), entdo

%R(A;A)w(s) = R(A;A)%w(s) = R(A;A)Aw(s) = AR(L; A)w(s) —w(s).

Notemos também

d

ER(A;A)e/l(t_S)fw(s) = R(A;A)%(ew—f)w(s))
= R(:4) |7 (Aw(s) - dw(s)) |

= —R(4; A) (AT — A)et g (s)

= —e ) (s)

Recorrendo ao Corolario 1.7.5, temos da tltima identidade que

- /t et e (s) du(s) = [R(/I;A)e’l(t_s)w(s)]zzoz R(A;A)w(t),
0

pois w(0) = 0.
Agora, faremos o uso da hipdtese
fmsp SIRCEAN L InIRASA)
Pl T azp A

(vide Definigio 1.1.17).
Dado o > 0, da defini¢io de infimo e em virtude de 8 € RE,

w Inf[R(A)

B(n) = up 1

¢ uma fungio crescente. Temos que para cada A suficientemente grande, vale 8(n) < 0-/2. Em
consequéncia, 17! - In ||R(2; A)|| < /2, para A suficientemente grande. Assim,

IR(A;A)|le "t < eT70) = 747,
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para A suficientemente grande. Consequentemente,

(IIL.5) lim IR(A;A)|le 4 = li/rlne_/l% =0.

De (??) obtemos

—/ " et (s) du(s) = e T R(A; A)w(t — o).
0

Em consequéncia,

/ " ety (5) du(s)

0

< e YR (A A)llu(t = o).

Com o auxilio de (I1.5) concluimos

t—o
(I11.6) li}m/ e =gy (s) du(s) = 0.
0

Visto que
t—o -0
/ et (s) du(s) = / eBw(t —o —s)du(s),
0 0
percebemos de (II1.6) que

t—o
li/rln/ eBw(t —o —s)du(s) = 0.
0

Como consequéncia, a sequéncia de integrais

/HT e w(t —o —s)du(s) (n € N),
0

¢ limitada. Além disso, a fungio ¢ € X1%¢=71 dada por ¢(t) = w(t — o — s5) é continua. Com
o0 auxilio do Lema I1I.1.3, podemos deduzir que ¢ = 0 em [0, — o] e, portanto w = 0 em
[0,—0]. Como t e o sdo arbitrarios, podemos deduzir que w = 0 em R+ e, consequentemente
que # = v. Portanto, sob aquelas condi¢des o problema §(A4, x) admite, no maximo, uma
solucdo. m|

Embora o Teorema III.1.4 asserte a unicidade da solugio, ele ainda é deficiente no quesito
de fornecer condi¢3es para a existéncia da solugdo. A fim de determinar a existéncia, bem
como a diferenciabilidade da solu¢do para valores iniciais x € D(A), devemos assumir que A
seja um gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo. Discutiremos isto com pormenores no

TeoreMA II1.1.5. Seja A um operador linear densamente definido com conjunto resolvente ndo
vazio. O problema Y)(A, x) tem uma solugio vinica continuamente diferencidavel em Ry, para cada
x € D(A) se, e somente se, A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S.

Prova. Uma das condicionais foi provada no Teorema III.1.2. Desta forma, provemos a
reciproca. Para tanto, suponhamos que, para cada x € D(A), o problema h(A, x) tenha
uma unica solugdo continuamente diferenciavel em R+, que denotaremos por #( - ;x). Das
hipoteses, podemos considerar A € o(A). E sabido que A ¢é fechado se, e somente se, R(1; A) o
for, que € o caso. Assim, como A é fechado, podemos, em virtude do Lema 1.4.8, munir D(A)
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com anorma || - ||4 que, segundo a qual, D(A) € um B-espago. No que segue, denotaremos
D(A) munido com a topologia induzida de || - [|4 por [D(A)].

Seguidamente, seja to > 0. Definamos X,, = € ([0, 0]; [D(A)]). Sabe-se que X, é um
B-espago munido da norma

1Nl € sup If(£)]la-

te[0,t0]

Posteriormente, concebamos § € %t[?(A)] dada por Sx = #( - ;x). A boa defini¢do de §
decorre da unicidade da solugdo de h(A, x), para cada x € D(A). Além disso, pela linearidade
do problema, S é necessariamente linear. Ademais, também é fechado. De fato, consideremos
{x,} uma sequéncia em D(A) tal que lim, x, = x em [D(A)] e lim, Sx,, = v em ¥X;,. Da
hipotese de {#( - ;x,)} ser uma sequéncia de solugdes dos respectivos problemas h(A4, x,),
podemos inferir do Corolario 1.7.5 que

T
(IIL.7) u(t,x,) = xy, +/ Au(s,x,)du(s) ((£,m) € [0,10] X IN)
0

Imediatamente, observemos que se lim,, ||#( - ;x,) — v||, = 0, entdo

lim sup ||#(¢;x,) —v(2)||=0 e lim sup ||Au(t,x,) —Av(2)|| =0.

7 rel00] " te[0,10]

Portanto {#( - ; x,)} converge uniformemente para v em [0, 5], bem como {Au( - ;x,)} con-
verge uniformemente para Av em [0, tp]. Em consonancia, {||#( - ;x,)||} e {|[Ax( - ;x,)||}
sio sequéncias de fungdes integraveis convergindo uniformemente para ||v|| e ||Av||, respecti-
vamente. Desta forma, a vista da Proposicio 1.6.12, v e Av sio concomitamente integraveis.
Portanto de (IIL.7), da hipdtese de A ser fechado e do Teorema 1.6.15, vem

v(t) :x+/tAfvdu (£ € [0, 20]).
0

Do corolario 1.7.3, temos
d
Ev(t) = Av(t) (£ € [0, z0]).

Em connsequéncia, v € €1([0, to], X), pois Av € € ([0, to], X).
Seguidamente, definamos 7 € D(A)** por

M{Mﬂ, t € [0, to];

vl(e) = u(t —to;v(ty)), t € [to,+00).

E aparente que

v'(to) = Av(to) = %%(t — to; v(t0)),

1.e., as derivadas laterais coincidem. Assim

Au(t —to;v(tg)), t € [to,+0).
= Av(1),

7(1) = {Afv(t), t € [0, to];



92 APLICAGOES

para todo ¢ € R,. Adicionalmente v(0) = x. Da unicidade, v = #( - ,x) em [0, to]. Em
conformidade, podemos concluir que Sx = #( -, x) = v e, consequentemente, que S ¢é fechado.
Como seu dominio é um F-espago, podemos concluir do Teorema 1.4.14 que S ¢ limidado.
Portanto, existe M > 0, tal que

(IL.8) sup [lu(t;x)|la = ISx]ls < Mllx| 4.

t€[0,z0]

Posteriormente, definamos 7' € [D(A)]PA] por T'(t)x = u(t;x). Provemos que T satisfaz a
propriedade de semigrupo. Para tanto, observemos que # (s + ¢;x) e #(s, u(¢; x)) sio solugdes
do mesmo problema para t fixo. E aparente que

%%(s+t;x) =Au(s+t;x) e %u(s;%(t;x)) =Au(s;u(t;x))

nw(O+t;x)=u(t;x) =u(0,u(t;x)),

o que prova o requerido. Ademais, da arbitrariedade de ¢, concluimos

T(s+t)x =u(s+t;x) =u(s;u(t;x)) =T (s)u(t;x) =T ()T (t)x (x € D(A), s,t € Ry).

Verifica-se também que T € uniformemente limitado em [0, z9]. Mais precisamente,
IT()xlla <M -llxlla (%) € [0,t0] X D(A)),

que, por sua vez, implica
1Tl <M (¢ el0tl).

Com um argumento semelhante a prova do Lema II.1.3 podemos determinar uma constante

w > 0tal que
IT ()l < M (¢ €Ry).

Imediatamente provemos
(I1.9) T(t)Ay = AT (t)y (y € D(AY).
Para este fim, consideremos y € D(A?) e definamos
t
v(t) € y +/ u(s; Ay) du(s) (t € Ry).
0
Do Corolario 1.7.5, vale
td
v'(t) = u(t; Ay) = Ay +/ Eu(s;Ay) du(s)
0
t
= Ay +/ Au(s; Ay)du(s)
0

= A(y + /o Au(s; Ay)du(s)
= Av (1),

paratodo ¢ € R;.
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A vista de v(0) = y, decorre da unicidade da solugio do problema que v = #( - ;y) e, em
consequéncia,

Au(t;y) =0'(t) = u(t;Ay),

o que prova (IIL.9).
Em seguida, provemos que D(A?) é denso em X. Para tanto, consideremos 1 € o(A)
(0(A) # 0 por hipétese). E suficiente observar a inclusio

(I11.10) R(A;A)D(A) € D(A?),
pois R(1; A) é continua e D(A) é denso. Todavia, (II1.10) ¢ equivalente A inclusio
AR(1; A)D(A) € D(A).
Porém, isto decorre de
AR(2; A)D(A) € (AR(1;4) —)D(A) € D(A).
Além disso de (II1.10) vem
(IL.11) D(A) C (A - A)D(A?).
Temos que AD(A2), D(A%) € D(A). Em consequéncia,
(A — A)D(A?) C D(A).

De (III.11) inferimos
(AI — A)D(A?) = D(A),
a fortiori (A1 — A)D(A?) é denso.
Sejam agora A € o(A) \ {0} e y € D(A?). Suponha que x = (A1 — A)y. De (II1.9) deduz-se
(TI1.12) T()x=T(t)(Al —A)yy = - AT (t)y.

Temos, similarmente,

lylla = llyll + 1Ayl
= [R(4; A)x|| + |y — x|
= IR(4; A)x|| + | AR(A; A)x — x]|
< (IR A+ AR A) = TH])lx]l.

(IIL.13)

Desta forma, com o auxilio de (I11.12) e (II1.13), podemos concluir
(II1.14) T (£)x|| < Mie“||x|| (x € D(A)),

pois x € (A —A)D(A?) = D(A). Invocando o Lema 1.4.7, paracada t € R, podemos estenter

T (t) a um operador linear limitado T (t) em X. Provemos que a familia {T(t)}te]R+ constitui
um Cp-semigrupo em .Z.

I. Seja {x,} uma sequéncia em D(A) tal que lim, x,, = x, da propria defini¢do, verifica-se

T(0)x = lim T (0)x, = limx, = x;
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II. Sejam s, ¢ € Ry e x € X. Concebamos {x,} em D(A), tal que lim, x,, = x. Temos, em
consonancia,

T(s+t)x=limT(s+t)x, =im T (s)T(t)x, = T ()T (),
n n
pois da defini¢do
T(t)x = lim T (¢)x,, e T()T(t)x =lim T ()T ()x,.
n n
III. Sejam {5} uma sequéncia generalizada arbitraria convergindo a 0 em (0, +c0), x € X e
{x,} uma sequéncia em D(A) cyjo limite € x. Dispomos
1. limgs T'(ts)%;
ii. lim, T'(t5)x, = T (ts)x, uniformemente, pois a vista de (III.14) temos
WT(t5)xn = T(ts)xXmll = 1T (ts)(xn — xm)ll < Mlewtéllxn — Xl (6 €4)
por continuidade concluimos
IT (t5)x = T (ts)xmll < Mie“|lx = xull (5 € 4).
Recorrendo ao Lema 1.1.13, deduzimos

lim 7 (t5)x = lim lim T'(¢5)x, = lim lim T (¢5)x,, = lim x,, = x.
9 6 n n 0 n
Fixado x, da arbitrariedade da sequéncia {5}, podemos concluir da Proposi¢io I.1.7 que

lim 7 (£)x = x.
tl0

Portanto, de I-1II, concluimos que T ¢ um Cop-semigrupo em .¥. Convenientemente, denota-

remos T por T
Seja B o gerador infinitesimal de 7" e x € D(A). Da construgio de T vale T'(¢)x = u(t; x)
e, em consequéncia,

(II1.15) %T(t)x = %M(t;x) =Au(t;x) = AT (t)x (t € Ry),

pois # € €1 (Ry; D(A)). Ademais, (I11.15) acarreta
BT (t)x = AT (t)x (t € Ry)

Por conseguinte, tomando ¢ = 0, temos B 2 A. Por outro lado, seja x € D(A) € D(B).
Segundo o Lema I1.3.4, se

R(A) > wo = inflln 1S (o)l
t>0¢
entdo
BR(A;B)x = / e S BS(s)x du(s) :/ e Y AS(s)x du(s) = AR(A; B)x.

0 0

Portanto,
AR(A;B)x = BR(A;B)x = AR(A;B)x — x (x € D(A)).
Agora, usando o fato de que D(A) é denso em X e AR(4; B) limitado, podemos inferir
AR(A;B)x = BR(A;B)x = AR(A;B)x — x (x € X).

Como R(4; B)(¥) = D(B), podemos deduzir que D(B) € D(A) e, portanto, A = B. m|
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DerinigAo 1I1.1.6. Sejam X um B-espago, T um Co-semigrupo e to € Ry. Diremos que T é um
semigrupo diferencidvel para t > to (on T é um semigrupo diferenciavel em (to,+00)), se para cada
x € X a funcdo t — T (t)x for diferenciavel para t > to. Quando to = 0 diremos simplesmente
gue T é um semigrupo diferencidvel.

Lema IIL.1.7. Sejam X um B-espago, T um Co-semigrupo e to € Ry. Entdo T € um semigrupo
diferencidvel em (to,+00) se, e somente se, T (t)X C D(A) para todo t > to.

Prova. Se T éum semigrupo diferenciavel em (g, +00), entio em conformidade com o Teorema
11.2.10 dispomos

%T(t)x _AT(H)x (£ > to),

ou equivalentemente

T(t)X Cc DA (t > to).

Reciprocamente suponhamos que 7'(¢)X € D(A) paratodo ¢ > to. Verifica-se
d+
AT (t)x =lim AW)T (t)x = —T(t)x (t > o).
hl0 dt

Provemos que ¢ € X0+ dada por ¢(t) = AT (t)x ¢é continua. E aparente que 7' (t) € L e
em particular, ¢ um operador fechado, em virtude de A ser fechado (vide Corolario I11.2.11).
Decorre que AT (¢) também o é. Como D(AT (t)) = X, podemos afirmar, com o auxilio do
Teorema 1.4.14, que AT (¢) é continua.

Posteriormente, concebamos s, t € (Zg,+00). Sem perda de generalidade suponhamos s < .
Conforme acabamos de provar, temos a desigualdade

(II1.16) et +h)+ @) < JASG)IIS(e+h—s)x +S(t —$)x]|.
Da continuidade forte de T e da arbitrariedade de ¢ > to, podemos concluir de (II1.16) que

%irrtl) p(t+h)=p(t)  (t>1),

0 que prova que ¢ é continua.

Agora recorrendo novamente a continuidade forte de 7 e a continuidade de %T(t)x =
¢(t) = AT (t)x, podemos concluir com o auxilio do Corolario 1.7.6, que t — T (¢)x é conti-
nuamente diferenciavel em todo intervalo nio degenerado [a, 5] C (to, +0), por conseguinte
em (tg, +00). O

TeoremaA I11.1.8. Se A é um gerador infinitesimal de wm semigrupo diferencidvel T, entdo o
problema Y(A, x) admite uma vinica solucio. Ademais, se x € D(A), a solugio é continnamente
diferenciavel em R,.

ProvA. Seja x € X. Definamos # € X%+ por u(t) = S(t)x. Seguindo a prova da reciproca
do Lema III.1.7, podemos inferir que # € €1(R%; X), e satisfaz as condigdes da Definigio
III.1.1 e é nica. Com efeito, em razdo da hipdtese de A ser um gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo, tem-se do Teorema I1.3.6 que existem M,w > O tais que, se 1 > w, entdo
deo(A)e

M

IR A < 77—
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Dai vem
InfIRAAHI M
1 S Ad-w)

pois In x < x, para todo x € R}. Em consequéncia,

r RGN _ . InIR(AN_

imsup —————— = lim—————— =0.

2 A Pl A

A vista do Teorema II1.1.4, podemos concluir que # ¢ a tnica solugZo. o

Em razio do grande volume de informag3o necessaria para o entendimento completo ou
parcial das aplicagdes, apresentaremos superficialmente a seguir alguns exemplos de problemas
que podem ser solucionados com o auxilio da teoria construida até entio.

Dentre os conceitos essenciais que transcendem o escopo do presente estudo, — funda-
mentais para uma boa compreensio — tem-se especialmente: limites indutivos de uma familia
de espagos lineares, as fun¢des generalizadas (ou distribui¢des de L. Schwartz), derivadas ge-
neralizadas e suas propriedades, a transfomada de Fourier e sua conexdo com a resolugio de
EDDPs, os espagos de Sobolev, em particular os espagos de Hilbert F¥ e H* e, principalmente
os teoremas de imersio de Sobolev, que fornecem dados a respeito da regularidade das solugdes
de problemas envolvendo EDPs, i.e., determinam os espagos em que as solugdes se encontram.

Doravante, consideremos Q € R” um dominio (aberto e conexo) limitado com fronteira
0Q suave, i.e., localmente, 9Q € o grafico de uma fungio suave. Com suave queremos dizer
que tal fungio seja k > 1 vezes continuamente diferenciavel.

Exempro I11.1.9 (EQuagAO DO cALOR). O problema

O — Au =0, em (0, +00) X Q;
u=0, sobre (0, +00) X 9Q;
#(x,0) = uo(x), em L,

admite wuma vinica solucio u continuamente diferenciavel com respeito a t em Ry, para cada dado
inicial no € H*(Q) N H}(Q).

Prova. Em conformidade com a hipétese #o € H*(Q) N H, (), revela-se que o dominio
apropriado para o operador A é

def

D(A) = H*(Q) N Hy(Q).

Com isto, o problema se reduz a

Oy — Au =0, em (0, +00) X Q;
n(x,0) = no(x), emQ,
pois a condi¢do
u =0, sobre (0,+00) X 0Q,

¢ redundante para os elementos de D(A).
E conhecido que D(A) é denso em L*(Q). Ademais este Gltimo é um espago de Hilbert
segundo o produto interno

(u,v) o /147) du (n,v € LZ(Q)).
Q
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Decorre da Proposigio I1.4.10 que, para cada # € L?(Q), seu conjunto dualidade ¢ unitario
cujo o Unico elemento #* € D(u) é dado por

u*(v) ={u,v); = /Qwv du (u € L*(Q)).

Seja agora # € D(A). Decorre da formula de Green (para uma prova veja [2]) que

/uAMd,u:/ Mayﬂdz—/|VM|2d/.lSO.
Q 0Q Q

| —
=0

Consequentemente, vale

u*(Au) <0 (#* € D(u)).

Com o auxilio do Teorema I1.4.9, deduzimos que o operador A ¢é dissipativo.
Posteriormente, fixemos Ao > 0, é sabido que, para cada f € L*(Q), a equagio

(/lo[ —A)I/t :f

admite um unica solu¢io em # € D(A) (consulte por exemplo [8, pag. 155] ou [2, pag. 297]).
Como consequéncia, 1o/ — A é sobrejetivo.

Agora, baseando-se no Corolario I1.4.7, podemos inferir que A é o gerador infinitesimal
de um Cp-semigrupo de contragdes. Finalmente, basta usar o Teorema II1.1.2 para concluir o
requerido. o

Exempro I11.1.10 (EQuagAo DA ONDA). Se xo = (#0, v0) € (H*(Q) N H, (Q)) x H} (Q), entdo
o problema de valor inicial

6?14 —Au =0, em (0, +o0) X Q;
u =0, sobre (0, +00) X 9Q;
(#,0,u)(0) = x9, sobre Q,

admite uma vinica solucio. Ademais,
”V%(t’ )HiZ(Q) + ||(9tl4(t, )HEZ(Q) = ”V%O”iZ(Q) + ||{UO”iZ(Q) (t € IPb+)

Na wltima expressio fizemos o seguinte abuso de notagdo:
(1I1.17) IV, o) = Z/ 0wPdy (w e HN(Q)).

Prova. Raciocinaremos no sentido de escrever o presente problema sob a forma do problema
de Cauchy III.1.1. Notemos inicialmente que

v —0;u =0;
0;v—Au =0,
u =0, sobre (0, +00) X 0Q;
(#,v)(0) = xg9, emQ,

em (0, +o0) X Q;
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Fazendo,
def

U(t) = (M(t’ '),@(t, ))a

podemos reescrever o problema como sendo

0;U = AU, em (0,+0);
Ui =0, sobre (0, +00) X 9Q;
U (0) = xo,

em que U; (i = 1,2) é a projecdo de U na i-ésima coordenada, e A é o operador tal que

def

D(A) € (HA(Q) N HA(Q)) x HA(Q).

O operador A possui a seguinte representagdo matricial:

01
A O]
Observemos que o dominio de A ¢ escolhido de maneria a ser compativel com a hipotese

xo € (H*(Q) N H)(Q)) X Hy(Q).
Em seguida, concebamos o funcional

ol £ ) [ 1ol (v e @)
1=1
em virtude de Q ser limitado, decorre da desigualdade de Poincaré que paratodo i € {1,...,n}

existe k; € R, tal que
[t du < i [ 1ot du
Q Q

- max; k;, temos

n
[tdu <y [ 1ot du =l
Q =1 Q

tomando k = 7~}

Portanto.
def
el < Nloell g ) = Mol +/Q|%|2du < (T+ ) |lmlly (n € Hy (Q)).

Isto prova que || - ||1 define uma norma em H (Q), equivalente a || - | HI(©)- Ademais, também

prova que o funcional
(n,v); & / Vu-Vodu = Z / O;nd;vdu (u,v € Hy (Q))
Q —'Jo

¢ um produto interno em Hy (Q).
Assim, verifica-se que funcional dado por

def

(U, Uz)g =

def

/Vm Vuy+vivpdu (U = (wj,v;) €9 = Hol(Q) x L*(Q), i = 1,2)
Q
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determina um produto interno em $) e, consequentemente tornando-o em um espago de
Hilbert.

Seguidamente prova-se que A* = —A (vide [13, pag. 51]). Isto por sua vez implica que 74 ¢
autoadjunto. Recorrendo ao Teorema I1.7.12, A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de operadores unitarios S, portanto A, é o gerador do Co-semigrupo S,. Se U € $, entdo
U1(0Q) = {0}, portanto a condigio

U; =0, em (0,+00) X 0Q

é supérflua, por conseguinte o problema (O) é equivalente ao problema
0U(t)=AU(t), teR:
U(0) = xo,
que conforme o Teorema III.1.2 possui uma unica solugdo continuamente diferenciavel em Ry,
digamos U(t) = S.+(t)xo. Assim
u(t,x) = Ui(2)(x) € €(R;; HA(Q) N Hy(Q))

d,u(t,x) = Us(t)(x) € (R HY(Q)) NG (RE; LAH(Q)).
Em sintese
u(t,x) € € (Ri; H*(Q) N HY(Q)) N € (R HY (Q)) N G2 (RE; LA(Q)).
Agora, em virtude de S ser um Cp-semigrupo de operadores unitarios, decorre do Lema
I.5.12 que
IU@)ls = IS()xollg = llxolls (2 € Ry).

Explicitamente

/Vu(t,‘)-Vu(t,-)dy+/vz(t,~)dy:/Vuo-Vuod,u+/fv§d,u.
Q Q Q Q

Lembrando que v = 9, %, obtemos de (II1.17) a seguinte identidade

”VM(I’ )HiZ(Q) + ||a[1/t(t, )”iZ(Q) = ”VMO”iZ(Q) + ||{UO||EZ(Q) (t € IR'+)

Exempro I1I.1.11 (EQUAGAO DE SCHRODINGER). A equagio
1
-0u—Au=Vu
1

admite wuma vinica solugio no espago § = L*(R") continnamente diferencidvel em R. Aqui V é

o operador com dominio
def

D(V) ={neH:VueH}
i.e., V é um operador invariante dado por
Vu=Vu
chamado de potencial, com V' uma funcio real em § comp > nf2ep > 2.

Prova. Com o auxilio da teoria dos espagos de Sobolev e das propriedades da transformada
de Fourier, ¢ possivel provar que (A — V) ¢ autoadjunto, recorrendo ao Teorema I1.7.12
concluimos que i (A—V) é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de operadores unitarios,
por conseguinte pelo Teorema III.1.2 decorre que o problema referido admitira uma tnica
solugido continuamente diferenciavel em R, para uma prova completa veja [10] pag. 223. O
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DeriNigAo I11.2.1. Sejam A um operador com dominio e imagem em um B-espaco X, x € X,
T € Rye f € XI0T) escreveremos nh(u; A, f, x) para indicar que u satisfaz

w'(t) =Au(t) + f(t), t>0;
u(0) = x,

em que u é uma fungio adeguada.
Diremos que uma fungio u € X1%7) é uma solucio (classica) do problema nio homogéneo
de valor inicial para A em [0,t), com dado x, se u

1. écontinuaem [0,T);
ii. € continuamente diferenciavel e u(t) € D(A), paratodot € (0,T);
iii. verificanly(u; A, f,x) em [0, T).

Dagqui em diante por conveniéncia, a menos que seja dito explicitamente o contrario, sempre
que ocorrer nh(A, f, x), estaremos nos referindo ao problema dado pela definigdo I11.2.1.

ProrosigAo 1I1.2.2. Sejam X um B-espaco e T o Co-semigrupo gerado pelo gerador infinitesimal
A Sef e x[0D) ¢ integravel, entio para cada x € X o problema wy(A, f, x) admite, no mdximo,
uma solucio n dada por

(TI1.18) u(t)=T(t)x + /Ot T(t—s)f(s)du(s).

Prova. Suponhamos que # seja a solugdo de nh(A, f,x) e ¢ > 0. Verifica-se, com o auxilio do
Teorema I1.2.10 e do Corolario I1.2.15 que
diT(t —s)u(s) = =AT(t —s)u(s) +T(t —s)u(s)
s
=T(t—s)(u'(s) — Au(s))
=T(t=9)f(s),

paratodo s € [0,¢]. Se f ¢ integravel, entdo s — T (¢ —s) f (s) também o sera. De fato, sendo
T um Cop-semigrupo, decorre que existem M, w > 0 (vide Lema II.1.3) tais que

(II1.19)

T (s)|| < Me®* (s € Ry).

Conformemente, da Proposi¢io 1.6.12, deduzimos

T T
/O 1Tt = )£ (5)ll dpa(s) < Me“” /O 17 ()l du(s) < +oo

e, assim podemos inferir que 7'(¢ —s) f (s) também ¢é integravel.
Em vista de (II1.19) e do Corolario 1.7.5 deduzimos a expressdo (II1.18). i

Com o auxilio do Lema 1.7.8, podemos concluir que o lado esquerdo de (II1.18) define
uma fungio continua em [0, T']. Desta forma, em certo sentido, podemos pensar esta fun¢do
como uma solugio generalizada do problema nh(A4, £, x). Isto porque nio ha garantias de sua
diferenciabilidade e de que satisfaga nh(; A, f, x). Neste sentido temos a
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Derinigio IM1.2.3. Seja T o Co-semigrupo gerado por um gerador infinitesimal A e f € X107
integravel em [0, T|. Entdo a funcio u € € ([0, T]; X) dada por

t
u(t) =T(t)x +/ T(t—s)f(s)du(s),
0
é dita solugio suave do problema wy(A, f,x) em [0, T].

TeoreMA I11.2.4. Segam T um Co-semigrupo gerado por A, f integravel em [0, T e continua em
(0,T] e v € X171 definida por

(TI1.20) v(t) = /Ot T(t—s)f(s)du(s).

Entéo o problema nwh(A, f,x) em [0, T) tem uma unica solucio para cada dado x € D(A) se, e
somente se, a0 menos uma das seguintes condicoes é verificada

i. v é continuamente diferenciavel em [0, T);
i. v(t) € D(A) e Av(t) € continuamente diferencidavel, para t € (0,T).
Senbh(A, f,x) tem uma solucio em [0, T, para algum x € D(A), entdo v verifica i e ii.

Prova. Se o problema de valor inicial nh(A4, f, x) tem uma solu¢io para algum x € D(A),
entdo em virtude da Proposi¢do II1.2.2 ela é dada por

u(t) =T(t)x +/o T(t—s)f(s)du(s).

Em conformidade com a Definigdo II1.2.3 # é continuamente diferenciavel em (0, T') e, eviden-
temente 7'(t)Ax é diferenciavel. Por maior razio, v € X1%7) definida por

(IIL.21) () € u(t) - T(t)x
¢ diferenciavel em (0,7) e
v (t) =u'(t) - S(t)Ax (t > 0).
Portanto v € €1((0, T); ¥), donde deduz-se o item .
Agora a vista da hipdtese x € D(A), temos do Teorema I1.2.10 que S(¢)x € D(A), para
t > 0e, em consequéncia, v(t) € D(A) para t > 0. Assim

Av(t) = Au(t) — AT (t)x = u'(t) — f(t) — T (¢)Ax

¢ continua em (0, 7'), o que prova ii.
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Sejat € [0,T), para h > 0 suficientemente pequeno, vale

T(h) - T(h -1 [!
BTy - IO = [ se=9f6due)

1 [t L[
:Z/o S(t—s+h)f(5)du(s)—Z/o S(t=s)f(s)du(s)

t+h
+%/O S(t—s+h)f(s)duls)

1 t+h

(II1.22) - S(t—s+h)f(s)duls)
0

t+h t
:%/O S(t—s+h)f(s)d/1(s)—%/c; S(t=s)f(s)du(s)

t+h

[ st =9f (6 duts)
0
h) — t+h
Sdad) ”“)—%/O S(t = )£ () du(s)

Ulteriormente, reparemos que
lim im 7' (o) f (1) = f(2)
oc—0T1T-t
Dai, dado & > 0, determinemos n > 0 tal que

IT()f(r)-fDll<e (O<o,T-t<n).

Com isto, podemos concluir

N T(t+h-s)f(s)—f()ll<e (O<s—t<n).

Em consonancia,

sup [[T(t+h=s)f(s)-fD) <e.

se[tt+h]

Sendo assim, desde que concebamos % € (0, 7), obteremos

t+h
%/ IT (¢ +h=5)f(s) = Ol du(s) < &,

0 que prova

t+h

(I11.23) gm%/ Tt +h-s)f(s)du(s) = £(2)
- t

Supondo que i seja verificada, i.e., v € €1((0,T); X), (I11.20) e (II1.23) implicam concomi-

tamente

Av(t) = 12%1,4(/2)@@) ='(t) - f(t) (t € (0, 7)),

0 que, por sua vez, acarreta que v(t) € D(A), paratodo ¢t € (0,T).

Baseando-se na Definigio I11.2.1 # € X[%7) definida por #(t) = T (t)x + v(t) satisfaz os
prerrequisitos que caracterizam uma solugio de nh(4, f, x). Conformemente, com o auxilio
da Proposigdo I11.2.2 % é a unica solugdo de nh(A, f, x), com x € D(A).
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Agora, suponhamos iz. Da hipotese v(t) € D(A), paratodo ¢ € (0,T), podemos com o
auxilio de (I11.23) concluir que v é diferenciavel a direita em (0, 7). Com efeito,

d* v +h) —o(t)
(111.24) Efu(t) = l}ﬁlg ;

=Av(t) + [ (¢).

De II1.24, da hipétese Av € €1((0,T);X) e f € €((0,T];%), podemos concluir que v/,
¢ continua em (0, 7). Ademais, da defini¢io de v (II.21) e da hipotese de integrabilidade
de f, Concluimos que s — S(t — s)f(s) também é integravel. Com o auxilio do Lema
1.7.8, podemos concluir que v ¢ continua em (0, 7). Na realidade, o que concluimos é que
v é continua e continuamente derivavel em (0, T) e, evidentemente v’ = Av + f em (0, 7).
Portanto, # € X1%7) dada por #(t) = T (t)x + v(t), é uma solucio de nh(A, f,x) com dado
x € D(A). O

CororArio 111.2.5. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo T. Se f € €1([0,T]; %),
entio para cada x € D(A), o problema wh(A, [, x) tem uma sinica solugio.

Prova. Seja v € X971 dada por

(II1.25) v(t) £ /t T(t—s)f(s)du(s).
0
Averiguemos que

v(t+h) —o(@) _ 1
h ~h

t+h t
/O T)f (¢ =5+ ) du(s) - /O T(s)f (¢ - ) du(s)
+%‘[tT(S)f(t—S+h)dﬂ(S)—%[tT(S)f(t—S+h)dﬂ(S)

t+h
:%/t T(s)f (t —s+h) du(s)
t f(t=s+h) = f(t-5)
T d )
+/O (5) ; u(s)

Imediatamente, recorrendo a hipétese f € €1([0,7T];X) e ao Lema 1.7.7, obtemos que

t+h _ h) — _ t
[T oI g < [ duts)
0 0

lim
h—0

Podemos inferir de (II1.25) e do que ja foi provado no Teorema I11.2.4 (vide (I11.23)) que

YO =T+ [ TOfE=duts) (>0

e, portanto, v’ é continua em (0, 7). Recorrendo ao Teorema I11.2.4 item i, podemos a prova
do resultado. O

CororARIO 111.2.6. Sejam X um B-espago, T um Cq-semigrupo cujo gerador infinitesimal seja A e
f integravel em [0, T] e continua em (0,T). Se f ((0,T)) € D(A) e Af é integravel em [0,T],
entdo nh(A, f,x) tem uma solucio em [0, T, para cada dado inicial x € X.
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Prova. Por um argumento semelhante a Proposicio I11.2.2, podemos deduzir, em virtude de
Af ser integravel que, s — T (t — s)Af (s) € integravel. Ademais temos

At(t =s)f(s) =T (t —s)Af(s) (t > 0).

Em conformidade v € X[%71 definida por

o= [ S =9f () du(s).

étal que v(t) € D(A), parat >0, e

Av(e) =4 [ T(=9f ) duts) = [ T( =947 () du(s

¢ continua em (0, T') (vide Lema1.7.8). Com o recurso do Teorema II1.2.4 item iz, podemos
concluir o requerido. O

O préximo resultado atesta que, uma solugio suave em [0, T'] (vide Definigdo I11.2.3) &, um
limite uniforme em [0, 0] (® < T) de solu¢des cldssicas (vide Defini¢io I11.2.1) do problema

nh(A4, f,x).

TeoREMA I11.2.7. Sejam X um B-espacoe f € L1(0,T;X). Se u é uma solugio suave denbh(A, f, x)
em [0, T, entdo para cada ©® < T, u é um limite uniforme em [0, ®] de solucies de nh(A, f, x).

Prova. Seja A o gerador infinitesimal de 7. Da Proposi¢do 11.2.6 existem M, w > 0, tais que
T (¢)]] < Me“" (¢t € Ry). Sendo €1 ([0, T]; X) denso em L(0, T; X), existe uma sequéncia
{f»} em €1([0, T; X) convergindo uniformemente para f € L'(0, T; X). Do Corolario I11.2.5,
para cada n € IN, o problema nh(A4, f,, x,,) admite uma solugdo #, e, em consonancia com a
Proposigido II1.2.2, podemos assertar que tal solugdo é dada por

M2 =T+ [ Te-0f)dus)  (nel, te[0T)).
Da hipbtese de # ser uma solugio suave de nh(A, £, x) temos (vide Definigio I11.2.3)
(1.27) we) =T(0x+ [ T -9f6)dus) (e 0T]).
De (I11.26) ¢ (I11.27) concluimos
() = (0 < My = 2l + [ M f(5) - F(5)] dia(s)
- Mewf(uxn e [ ) - F6)l ducs)

para quaisquer n € N, ¢t € [0,0]. o que prova a convergéncia uniforme de {#,} a # em
[0, ©]. O
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Lema IIL3.1. Sejam (X, 0) um espaco métrico completo, f € X* e k € (0,1), tais que existe r € N
satisfazendo

o(f7(x), fT () <k-o(x,y) (x5 €X).

Entéo [ admite um dinico ponto fixo.

Prova. Como « € (0, 1), decorre que ), k” é convergente. Em consequéncia, dado & > 0,
existe 7 € IN, tal que 37 _ Kk < g, paran > m > n.. Por conseguinte, fazendo g = f7,
temos

0(4"(x),4™(x)) < (g (x),x) - > k¥ <& 0(g(x),%),
k=m

para x € X fixado arbitrariamente. Como consequéncia, {4”(x)} é uma sequéncia de Cauchy
que, por hipotese, é necessariamente convergente, pois X é completo. Representemos y =
lim,, 4" (x). Da continuidade de 4 vem

g(y) = g(lim g" (x)) = lim 4" (x) = y

i.e., ¥ € um ponto fixo de 4.
Suponhamos, por redug¢do ao absurdo, que exista um outro ponto fixo z de ¢, distinto de
y. Temos, assim, que

0(y,2) = 0(9(¥),9(2)) < k- 0(y,2).

Como supomos que y # z, temos da tltima desigualdade que k > 1, o que contradiz a hipdtese
k € (0,1). Por maior razio ¢, admite um tnico ponto fixo.
Seguidamente notemos

g(fON=fTON=F")=Ffg)=f)

i.e., f(y) é um ponto fixo de 4. Da unicidade do ponto fixo, devemos ter, necessariamente,
f(y) =y. Agora se z € um ponto fixo f, entdo sera um ponto fixo de 4. Novamente, da
unicidade, vem que z = y. m

DerinigAo 1I1.3.2. Segam X um B-espaco, —A o gevador infinitesimal de um Co-semigrupo T em
L, 1020, T >0, f € €([to, T] x X; X) que satisfaz uma condicio de Lipchitz global em u e,
ug € X. O problema semilinear de valor inicial para A em [to, T) com dado uo, consiste em
determinar uma solucio u adequada, satisfazendo adicionalmente sl(u; A, f, no), i.e.,

{M’(t) +Au(t) = f(t.u(t)), t> to;

u(to) = uo.
Neste contexto diremos gue u é solugdo cldssica gnando
1. écontinuaem [to, T);
ii. € continuamente diferencidvel e u(t) € D(A), paratodot € (to, T);

i, verifica s\(u; A, f,uo0) em [to, T).
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ProrosigAo I11.3.3. Nas condi¢bes da Definigio 111.3.2, se u é uma solugdo classica de sU(A, f, uo),
entdo

(T11.28) u(t) =T(t—to)ug+ /t T(t—s)f(s,u(s))du(s)

Prova. Analogamente a prova da Proposi¢do I11.2.2, podemos deduzir que
(111.29) C%T(t —=)u(s) =T (t —s)f(s,u(s))

Sabe-se que # é continua em [to,7T) e f é continua [to,T) X X, logo f(t,#(t)) é continua
em [to, 1), a fortiori integravel em [zo, T]. Disto, decorrera, como na Proposicio I11.2.2, que
s T(t—s)f (s,u(s)) é integravel. De (II1.29) e da continuidade da atima fun¢io, deduzimos,
de acordo como o Corolario 1.7.5, que

u(t) —T(t—to)uo=T(t—t)u(t) —T(t - to)uo
= [ T =57 (50 dus)

donde inferimos (I11.28). i

A vista da tltima proposi¢io temos a

DeriNigAo 1I1.3.4. Uma solugio continua da equagio integral (111.28) é definida como sendo nma
solucdo suave para o problema s\(A, f, uo).

A seguir daremos condiges suficientes para a unicidade e existéncia da solugdo suave do
problema sI(A, f, o).

TeoreMA I11.3.5. Seja f : [to, T] X X — X continua em t € [to, T| e uniformemente Lipchitz
continua (com constante L) em X. Se —A é o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo, entdo para
cada uo € X, o problema sl(A, [, uo) admite um sinica solucio suave u € € ([to, T]; X). Ademais,
a aplicacio ¥V € € ([to, T']; X)X, que associa o dado uo do problema a sua vinica solugio suave u, é
Lipschitz continua.

PrOVA. A estratégia de provar a existéncia é provar que a fungio F € € ([to, T); %)% ([0 T)%)

definida por

(II1.30) (Fu)(t) &€ T(t - to)uo +/t T(t—s)f(s,u(s))du(s) (t € [t0. 7))

admite um Unico ponto fixo # € € ([to, T); %), 1.e., a existéncia de um unico # € € ([to, T); X)
tal que F# = u, equivalentemente

u(t) =T (t —to)uo +/ T(t—s)f(s,u(s))du(s) (t € [t0, T))

que, em confomidade com a Defini¢io I11.3.4, é uma solugio suave do problema sI(A, f, #o).
Convenientemente, denotemos ) = € ([to, T'); X), o qual € um B-espaco segundo a norma

llully = sup |lu(e)llx.
te(to, 7]
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De (I11.30), deduzimos

[(Fau)(t) = (Fo)(o)]| < / 1T (2 = )IIIf (s, 2(5)) = £ (s, 0(s)l dua(s)
< ML(t = to)lln = vlly,

em que M é um limite superior de ||7(¢)|| em [to, T'] (vide Proposi¢io I1.2.6). Suponhamos,
agora, por hipdtese de indugido, que

[ML(t — t0)]"

I(F7u)(2) = (F*0)(0)]] < " [ = vllp.

Decorre de (II1.30) que
I(F™ u) (1) = (F™ o) ()] < / T (£ =L (s, F7u(s)) = f(s, F"0(s)) |l du(s)

t ML _ n
sML-/to [ (tn! to)] ln —vllg du(s)

_ ML= 1))
- (n+1)!

|2 = lly,

donde, pelo principio de indug¢do finita, podemos concluir

[ML(t — £0)]”

I(F?u)(2) = (F ) (0)]] < " lu—vlly  (zeN),

0 que, por sua vez, acarreta

(I11.31) |F"u — F"vllg <

ML(t - to)]”
[ (’;! I _oly (e,

Agora, em virtude da convergéncia da série

b

i (MLT)" _ iy
o nl

tem-se que

. (MLT)"

lim——— =0

n n!
Consequentemente, para 7 suficientemente grande vale (M LT)” /n! < 1. Com isto, recorrendo
a0 Lema II1.3.1, podemos inferir que F admite um Unico ponto fixo que, segundo nossa
consideragio inicial, é a solugdo procurada.

Posteriormente, consideremos v uma solu¢io do problema sl(A, f,v0) (vo € X). A

existéncia ¢ garantida pelo argumento anterior. Temos, conformemente,

I (2) = v (DI < IT (£ = to)uo — T (¢ — to)voll
+/ 1T (& = $)(f (s, (5)) = f(s,0(s)) dpu(s)

Mo ol +ML/ l(s) = o()]| dua(s).
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Pela desigualdade de Gronwall, podemos deduzir

|lu(t) —v(t)|| <M - ||lvo— %o||(1+MeML(t_t°))

| —vlly < M - ||lvo — uol| (1 + MeMLE=1)),

o que prova a unicidade da solugio para cada dado e, em consequéncia, a boa defini¢do de ¥ e
que a mesma verifica a condi¢io de Lipschitz. o

Referéncias ao capitulo II. A construgio deste capitulo foi pautada majoritariamente em [10],
com o auxilio de [8] para algumas aplicagdes do problema homogéneo de valor inicial.
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