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Resumo

O estudo das formas multilineares A: £3 x --- x {7 — K com coeficientes +1 (ou
matrizes com entradas 1) possui importantes aplicagdes em varios ramos da Matematica
e tem sido explorado por diversos autores em diferentes contextos desde o final do século
XIX. As ideias que norteiam este topico repousam na busca por formas multilineares
unimodulares, isto é, formas multilineares com coeficientes +1, de menor norma possivel.
Pelo uso de métodos probabilisticos, uma familia de desigualdades que fornecem formas
multilineares unimodulares com “norma pequena’ emerge: sao as chamadas desigualdades
de Kahane-Salem-Zygmund (por simplicidade, desigualdades KSZ). Para o caso de formas
bilineares, uma desigualdade do tipo KSZ foi tratada independentemente por Bennett
em 1977 em um contexto mais geral que permite dimensoes diferentes nos espagos que
compoem o dominio da forma bilinear. Ocorre que a abordagem nao-deterministica,
embora muito efetiva no que diz respeito a estabelecer a otimalidade dos expoentes
envolvidos nestas desigualdades, fornece constantes imprecisas. Por meio de resultados
analiticos, provamos que as constantes sao, em alguns casos, dominadas assintoticamente
por 1. Além disso, fornecemos estimativas universais melhores do que as conhecidas até
entao. Os resultados e técnicas provenientes dessa investigagao sao aplicados ao jogo das
luzes desbalanceadas de Gale—Berlekamp e permitem melhorar algumas das estimativas
conhecidas, quanto as solugoes do jogo. Em contrapartida, as melhores estimativas para
o jogo das luzes desbalanceadas sao utilizadas para que uma dominagao universal mais
precisa das constantes na desigualdade de Bennett seja apresentada.

Palavras-chave: formas multilineares, desigualdade KSZ, desigualdade de Bennett,
métodos deterministicos, dominagao das constantes, jogo das luzes desbalanceadas de
Gale—Berlekamp.
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Abstract

The study of multilinear forms A: £3 x---x {7 — K with coefficients +1 (or matrices
with £1 entries) has several applications in various branches of mathematics and has been
investigated by several authors in different contexts since the end of the 19th century.
The ideas that guide this topic rest on the search for unimodular multilinear forms,
that is, multilinear forms with coefficients 1, with the lowest possible norm. By using
probabilistic methods, a family of inequalities that yield unimodular multilinear forms
with “small norm” emerges: these are the so-called Kahane-Salem-Zygmund inequalities
(KSZ inequalities for short). For the case of bilinear forms, an inequality of KSZ type
was independently obtained by Bennett in 1977 in a more general setting that allows
different dimensions for the spaces that form the domain of the bilinear form. It occurs
that the non-deterministic approach, although very effective with regard to establishing
the optimality of the exponents involved in these inequalities, provides very imprecise
constants. By means of analytical results we prove that the constants are, in some
cases, asymptotically dominated by 1. In addition, we provide more accurate estimates
of universal domination for these cases previously known. The results and techniques
from this investigation are applied to the Gale-Berlekamp switching game and allow us
to improve some known estimates regarding the solutions of the game. In contrast, the
best estimates for Gale-Berlekamp switching game are used to present a more accurate
universal domination of the consntants in the Bennett inequality.

Key-words: multilinear forms, KSZ inequality, Bennett inequality, deterministic
methods, constants domination, Gale-Berlekamp switching game.
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Notacao e terminologia

Em todo o trabalho os simbolos N, R e C denotam, respectivamente, o conjunto
{1,2,3,...} dos inteiros positivos, o corpo dos nameros reais e o corpo dos ntumeros
complexos. O simbolo K denotara, de forma indistinta, os corpos R e C e a sequéncia
(¢;);_; denotard a base canonica de K".

Se p € [1, 00], entdo a fungao ||-||, : K* — R definida por

N 1/p
> lzl" ] ise 1l <p< oo,
H(:L’l,...,a:n)Hp = j=1

max |z, se p = 00,

define uma norma comumente chamada de p-norma. Nestas condicoes, utilizaremos
a notagdo () para denotar o par (K”, ||Hp) Escreveremos ainda (7 (R) = (]R”, ||||p)

quando for necessaria a distingao K = R.
Como de costume, a bola fechada de centro na origem e raio 1 em um espago vetorial
normado E serd denotada por Bp. Assim,

Bg:={z e E:|z|]| <1}.

Se Ei,...,E,, E sdo espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K, entao uma aplicagao
A: By X --- X B, — E sera dita um operador m-linear (ou multilinear) se ¢ linear
em cada uma de suas m variaveis. Mais precisamente, a aplicagdo A serd um operador
m-linear quando para todo £k =1,...,m, vale a igualdade

/
A(xy,y ooy T, Tk + ATy Thi1y -+ o Tn) = A (X1, oo o1, Thy Tht 1y - -y Tin)
/
FAA(T1, . T 1, T, Tty - T
. . ,
quaisquer que sejam (X1, ..., Tg—1, Thy Thils - Tm) s (T1s e vy Thols Thy Thtls - - -y Tm) €
Ey x---xFE, euXeK. Quando EF = K o operador m-linear A serd dito uma forma

m-linear. Quando Ei,..., FE,,, E sao normados e o operador m-linear A for continuo,
sua norma sera o numero real

|Al| = sup{||A(z1,...,2m)| : xx € Bg,, paratodo k =1,...,m}.

Em particular, devemos lembrar que, se Fi,..., E,, sao espacgos vetoriais de dimensao
finita, entao todo operador m-linear A: Fy X --- x E,, — F & continuo.
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Convencionamos aqui que 1/00 = 0 e 1/0 = oo. Neste caso, o conjugado de Lebesgue
de p € [1, 0] sera o tnico elemento p* de [1, 0] tal que

1 1
S+ = =1,
p p
isto é,
'
p—1
Quando o espago vetorial £ é munido de produto interno, este sera denotado por (-, )
e, sempre que F = K", ficard subentendido que o produto interno em questao é o produto

interno euclidiano
<‘Ia y> = <(£L‘1, cee 71771) ) (yh s 7yn)> = Z lxjy_ja
]:

onde 7; denota o complexo conjugado de y;.
A notagao

n

2

i1,eim=1

indicara sempre o somatério multiplo
n n
11=1 im=1

Sejam ny,...,n, € N. Uma fungao f: {1,...,n1} x - x{1,...,n,} — K sera dita
uma m-matriz ou matriz de dimensao m. A imagem de uma m-upla (ji, ..., jm) por
f serd denotada por a;, ;. e, seguindo a notagao matricial, indicaremos a m-matriz f
POT (@) jp ), o, - Quando ny = -+ = n,, = n, diremos que (aj _j,), ..., ¢ UMa
m~matriz de ordem n.

Sejam f,g: N — R fungées. Escreveremos f (n) = O (g (n)) se existe uma constante
positiva C' tal que, para todo n suficientemente grande, temos

f(n) <Cg(n).

Equivalentemente, dizer que f (n) = O (g (n)) significa que

lim sup ; ((Z;

< 00

As demais notacoes e terminologias serao apresentadas em momento oportuno no
decorrer do texto.



Introducao

O estudo das formas bilineares e, mais geralmente, das formas multilineares A: £} X

- X £, ~— K com coeficientes 1 possui importantes aplicagoes em varios ramos da

Matematica. Essa linha de investigacao tem sido explorada por diversos autores em

diferentes contextos desde o final do século XIX. Por exemplo, a desigualdade 4/3 de

Littlewood estabelece que, dados n;,ns € N e uma forma bilinear A: {21 x (72 — K|
temos

i=1j=1

3/4
(Z > |A(6ia€j)|4/3> < V2|4

e o expoente 4/3 nesta desigualdade é 6timo no sentido de que, se p > 0 é tal que

1/p
(Z > \M@u%)\”) < C|A],

i=1j=1

para todo par (ni,ns) de nimeros naturais, toda forma bilinear A: ¢ x (72 — K e
alguma constante positiva C, entdao p > 4/3. Tanto a otimalidade da constante V2 (para
K = R), quanto a do expoente 4/3 sdo provadas por meio de formas unimodulares. A
forma bilinear Ag: (2 x (2, — K definida por

Ao (2,y) = 191 + 21Y2 + Toy1 — TaYo

garante a otimalidade da constante v/2 e a otimalidade do expoente 4/3 & obtida pela
consideracao de formas bilineares unimodulares definidas por uma classe especial de
matrizes com entradas +1.

As ideias que norteiam este topico repousam na busca por formas multilineares
unimodulares com normas relativamente pequenas, isto é, considerar, dentre as formas
multilineares com coeficientes 1 e —1 (por vezes, nimeros complexos de modulo 1), as
de menor norma possivel. Em 1931, H. Bohnenblust e E. Hille (vide [13|) construiram
uma forma m-linear A,,: {2 x --- x ¢ — C com coeficientes complexos de modulo 1

satisfazendo
||An|| S n(m+1)/2

e mostraram que o expoente (m + 1) /2 é 6timo, ou seja, ele ndo pode ser substituido
por um expoente menor, mesmo se multiplicarmos o segundo membro da desigualdade
por uma constante positiva. Contudo, em muitas ocasioes, argumentos deterministicos
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nao estao disponiveis e métodos probabilisticos sao utilizados. FEntretanto, provar
desigualdades 6timas por meio de argumentos combinatorios é, geralmente, uma tarefa
dificil. Uma abordagem poderosa e comumente utilizada nessas situacoes consiste em
construir um espaco de probabilidade adequado e mostrar que a probabilidade de existir
um elemento com certas propriedades neste espaco é positiva. Esta abordagem foi cunhada
por Paul Erdos (vide [4, Prefacio| para um tratamento completo) e ¢ denominada de
“Método Probabilistico”. O Método Probabilistico, apesar de efetivo em muitos aspectos, é
fortemente nao construtivo. Nas décadas de 1970 e 1980, varios autores seguiram esta linha
(vide, por exemplo, [8, 16, 25, 30, 40|) e, hoje em dia, estas abordagens probabilisticas sao
exploradas em diferentes linhas de pesquisa (vide [4, 6, 10, 11, 12, 14, 18, 19, 20, 32, 35] e
suas respectivas referéncias). Em geral, os argumentos probabilisticos sao suficientes para
fornecer expoentes 6timos, mas as constantes envolvidas nao sao precisas.

Estas desigualdades que garantem a existéncia de formas multilineares unimodulares
(e polindmios) com norma pequena por meio de métodos probabilisticos sao geralmente
chamadas de desigualdades de Kahane-Salem—Zygmund (por simplicidade, desigualdades
KSZ). Recentemente, importantes abstragoes destas desigualdades foram desenvolvidas,
inicialmente, por M. Mastyto e R. Szwedek em [32] e, posteriormente, por A. Defant e M.
Mastyto em [20].

Neste trabalho estamos interessados nas versoes multilineares das desigualdades KSZ
(em [1, Lema 6.1] e [3, 35| elas s@o obtidas seguindo a abordagem de H. Boas em [11,
Teorema 4]; vide também [30, Teoremas 1.1 e 1.2]). Aplicagoes destas desigualdades
podem ser encontradas, por exemplo, em [2, 12, 16, 37, 40]. Para o caso de formas
bilineares, uma desigualdade do tipo KSZ foi provada independentemente por G. Bennett
[9] em 1977 (vide também [8]), de forma bastante completa.

A desigualdade KSZ para formas multilineares estabelece em [30] e [2] (este ultimo
segundo a abordagem de Boas em [11]) que dados m,n € N e py,...,p, € [1,00], existe
uma forma m-linear A, : £ x --- x {7 — K do tipo

IO S SR < + 2D
=1 =1
tal que
1 1

m
1
min{max{Q,pT} ..... max{Q,p,’,‘n}}+Z max{iia’o
=1

|4, < Cpun = , (1)

Chy = \/32m1log (6m)vVm!. (2)

Para o caso de formas bilineares, a abordagem de Bennett (vide |9, Proposicao 3.2])
¢ mais geral, permitindo dimensoes diferentes no dominio das formas bilineares. Mais
precisamente, a desigualdade de Bennett afirma que existe uma constante C' > 1 tal
que, para quaisquer pq,ps € [1,00] e quaisquer inteiros positivos ny, ng, existe uma forma,
bilinear A, n,: {3} x €72 — R com coeficientes +1 satisfazendo

" 1_19 " 1_109
Ay g | < € max {n}/plnja"{z R IRt }}‘ 3)

com

A desigualdade KSZ foi recentemente estendida por N. Albuquerque e L. Rezende em [3|
e D. Pellegrino, D. Serrano-Rodriguez e J. Silva em [35] as formas m-lineares (conforme a
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abordagem de Bennett) como segue: sejam m, ny, ..., n,, inteiros positivos e py,...,p, €
[1,00]. Existem uma constante Cy, e uma forma m-linear A, _,,.: {53! x - x 7™ — K
do tipo
LN L)
ATLl, Mom (2(1),.'.’2(7”‘)) — Z e E :I:Z;Z1 ."Z’L‘nl s

i1=1 im=1

tais que
1
..... max{2,pf,}} M max{lfi 0

m min{max{Q,pI} 2 e
[Any, ol < Co | 2o [17 0 (4)
k=1

k=1

Para generalizagoes recentes e de amplo espectro, vide [20].
E evidente que (4) é equivalente a escrever

1 m xd1_ 1

L T (A 91 O e %)
k=1,....m k1

para alguma constante D,, > (,,. Um calculo direto mostra que, quando m = 2 e

p1, P2 € [2,00], a desigualdade (5) recupera (3). A prova feita em [3] das desigualdades (4)

e (5) segue as linhas da demonstragao de (1) e as constantes C,,, e D,, s@o, essencialmente,

as constantes que aparecem em (2).

O expoente de n em (1) ¢ otimo (vide [35]; de fato, este resultado foi provado
anteriormente com outras técnicas por A. Mantero e A. Tonge em [30, Teorema 1.2]) e,
quando py, ..., Py € [2,00], todos os expoentes de ny, . .., n, em todas as expressoes acima
sao também o6timos (vide [3]). Por outro lado, os valores exatos das constantes C', C,,, e D,,
sao desconhecidos; as abordagens de Bennett, Boas e Mantero e Tonge (]9, 11, 30]) sdo nao-
construtivas e dependem de argumentos fortemente nao-deterministicos, nao fornecendo
uma pista precisa dos valores exatos das constantes envolvidas.

O Capitulo 1 foi publicado em

[33] D. Pellegrino, A. Raposo Jr, Constants of the Kahane—Salem-Zygmund
inequality asymptotically bounded by 1, J. Funct. Anal. 282 (2022), 109293, 21pp.

Nele, as constantes das desigualdades KSZ para o caso p; = -+ = p, = o0 e de
Bennett sao abordadas do ponto de vista assintotico. Mais precisamente, mostramos no
Teorema 1.2 que, dados um inteiro positivo m e € > 0, existe um inteiro positivo N tal que,
para quaisquer ni, ..., n,, > N, existe uma forma m-linear A,, . : €0 x--- x {2 = K
do tipo

ni Nm
Anh_,_mm(z(l), e z(m)) => > % zz(ll) e z-(m),

im
11=1 im=1

satisfazendo .
||A’n1,...,nm || S (]. + 5) max {n}/Q, . ,n%Q} Hn1/2

Verificamos ainda que o mesmo tipo de dominagao ocorre em varios casos da desigualdade
de Bennett (de fato, pouquissimos casos restaram abertos). Finalizamos este capitulo
ressaltando que, seguindo as linhas dos argumentos probabilisticos de Mantero e Tonge
em [30, Teorema 1.1], é possivel melhorar as constantes de (4) e (5) no caso em que
P1,---,Pm € [2,00]. Mais precisamente, verificamos que é possivel substituir as constantes
de (4) e (5) por

2™t/ (2m + 1) log (1 + 4m)
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no caso de escalares complexos e por

24/ (2m + 1) log (1 + 4m)

no caso de escalares reais.
O Capitulo 2, que é baseado em nosso preprint

[34] D. Pellegrino, A. Raposo Jr, Upper bounds for the constants of Bennett’s
Inequality and the Gale-Berlekamp switching game, preprint (2022), 20 pp. ar-
Xiv:2111.00445v2,

prossegue com a investigacao iniciada no capitulo anterior e contempla resultados de
dominagao universal das constantes nas desigualdades KSZ e de Bennett. Verificamos
aqui que a constante C' em (3) satisfaz a estimativa

C < (8/5)

em diversos casos e que a constante C,, em (4) satisfaz

Cm < 2(m+1)/2
quando p; = -+ = p,, = c0. Provamos ainda que essa estimativa pode ser melhorada
para (8/ 5)(m_1)/ % quando nos restringimos ao caso particular ny; = - - - = n,, = n.

O Capitulo 3 traz uma aplicacao dos resultados obtidos nos dois primeiros capitulos: o
jogo das luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp. Aqui, a dindmica do jogo do ponto de
vista de um modelo matematico e sua relagao com as formas multilineares de coeficientes
+1 é descrita e os resultados e técnicas apresentados nos capitulos que o precedem sao
utilizados para fornecer, analiticamente, uma melhora nas estimativas conhecidas das
solugoes do jogo em alguns casos especificos. O caminho inverso também é feito e as
estimativas obtidas no jogo das luzes desbalanceadas sao utilizadas para melhorar um
caso especial de dominagao universal na desigualdade de Bennett. Discutimos ainda uma
generalizagao do jogo para dimensoes mais altas.

Os apéndices tém a finalidade de deixar o texto autossuficiente. Em todo o trabalho as
matrizes de Hadamard desempenham um papel fundamental e, portanto, o Apéndice A
traz o essencial sobre o assunto para que o texto seja melhor compreendido. O Apéndice B
traz uma versao sob medida do Teorema de Interpolagao de Riesz—Thorin baseada em
[23, Teorema 6.27]. O Apéndice C versa sobre a teoria de pontos extremos em espagos
de dimensao finita servindo como ponte entre o jogo das luzes desbalanceadas de Gale—
Berlekamp e a desigualdade de Bennett.

Ao contrario da abordagem de Boas, nosso estudo nao se debruga sobre as formas
multilineares simétricas visto que, sempre que possivel, desejamos permitir dimensoes di-
ferentes para os espacos que determinam o dominio das formas multilineares consideradas
e, neste contexto, nao faz sentido falarmos em simetria.



Capitulo

Dominacao assintotica das constantes nas
desigualdades KSZ e de Bennett

Lembremos que a desigualdade KSZ para formas multilineares afirma que, dados
MmNy, ..., Ny € N epp,...,pm € [1,00], existem uma constante C,, > 0 e uma forma
m-linear A,, .- £t x - x fpm — K do tipo

(1) (m)) — S~ R L m)
Ay (2,2 = 50 ST kY,
i1=1 =1
tais que
m min{max{2,p{} ,,,,, max{2,pj,}} ™M max{%_ii)
||An1,---7nm|| < Cn an an . (1.1)
k=1 k=1
Obviamente, (1.1) é equivalente a escrever
4 — * m 1_14,
HAnL.“’an S Dm max {n;nln{max{lpl} ,,,,, max{2,pm}}} anlax{2 oh (12)
k=1,....m k=1

para alguma constante D,, > C,. O caso bilinear da desigualdade KSZ, devido a Bennett,
estabelece que existe uma constante C' > 1 tal que, para quaisquer ni,ny € N e quaisquer
p1,p2 € [1,00], existe uma forma bilinear A, ,,: Cyt x €32 — R com coeficientes +1
satisfazendo

. 1_1, . 1_1
. sc*max{ni/“n;“‘”"‘“ I et }}. 13)

Vale frisar que a desigualdade de Bennett em (1.3) fornece estimativas mais precisas
para o caso bilinear do que (1.2). Mais precisamente, (1.2) nao recupera (1.3) quando

{phpQ} N [17 2) 7é Q) com pi 7£ D2
A colegao das formas multilineares A: (1 x --- x {7 — K do tipo

ny Nm
A(x(1)7...7x(m)) pr— z DY Z :i:l‘gi[)...xg:?)
i1=1 =1

serd denotada por A, ., .0, Observemos que este conjunto é o mesmo indepen-
dentemente da escolha de py,...,p, € [1,00].

7
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Dados m > 2, py,...,pm € [1,00] e ny,...,n, €N seja

mln{HAH : A € Aply---7p7rL;nla---7nm}

Cplw,pm;m,m,nm = { (1.4)

1
min{max{2,p’1‘} ..... max{2,py, }} m maX{%—i,O
n 17,
k

max

k=1,...m k

=1

Neste caso, como Ay, 5 0y 0
tantes positivas para as quais existe uma forma m-linear satisfazendo uma desigualdade
como (1.2). No caso de formas bilineares, utilizando a desigualdade de Bennett, definimos

min {[|A| : A € Am,pz;m,nz}
{ni/mn‘;a"{i—é@} n;/pzn‘;ax{%—évo}}

¢ finito, segue que Cp, ;. n1...n,, € a menor das cons-

m

(1.5)

Cphm;me =

max ,

Como Ay, poiny e € finito, segue que Cp, pyony m, € @ menor das constantes positivas para as
quais existe uma forma bilinear satisfazendo uma desigualdade como (1.3).

No presente capitulo, veremos que as constantes Cp, ;... ., €M alguns casos, sao
assintoticamente dominadas por 1 no sentido de que, dado € > 0, existe N = N (¢) € N
tal que

CP17-~~7Pm§n1,~~~,nm S 1 + €

sempre que ng,...,N,; > N. Vale observar que a dominagao assintotica por 1 das
constantes Coooomn (€ apenas destas) esta presente de modo implicito no trabalho de
Brown e Spencer (vide [14, pagina 166]). Em suma, encoberto pelo manto do jogo das
luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp, Brown e Spencer mostram por meio de um
argumento diferente do que apresentamos aqui que

Coo,oo;n,n S 1+o (1) )

ou seja, seu trabalho fornece dominagao assintoética por 1 das constantes na desigualdade
de Bennett apenas no caso de formas bilineares unimodulares definidas sobre 7 x ¢ .

De modo geral, este capitulo e o préoximo deixarao claro que as constantes obtidas
pelos métodos probabilisticos sao bastante imprecisas.

Sejam py,...,pm € [1,00] e ny,...,n, € N. E facil ver que, se A: oy xfpm — C
¢ uma forma m-linear com coeficientes £1 e Ag: 31 (R) x --- x 7™ (R) — R ¢ tal que
Ag (zM, . 2t = A (W, ... 2(™) entdo ||Ag|| < ||A]|. Diante deste fato, em algumas
ocasioes sera suficiente estabelecermos a validade de um resultado no contexto de escalares
complexos para que tenhamos garantida a sua validade no contexto de escalares reais.

1.1 Constantes da desigualdade KSZ

Nesta secao, nosso objetivo principal é mostrar a dominacao assintética por 1 das

constantes em (1.1) e (1.2) quando p; = -+ = p,,, = o0.

Lema 1.1 Sejam ny < ny < --- < n,, inteiros positivos tais que, para todo k =

2,...,m, existe uma matriz de Hadamard H,, = [hz(f)} . Entado, a forma m-linear
N XN

A0 x - x 0 — K definida por

n1 Tm m m
A, amy = 35S (_ﬁlm) (vaﬁs))

i1=1 im=1
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€ tal que

A <2 TIn,".

j=1

Demonstracgao: Para cada = 2,...,m, seja ul(”), i=1,...,ny,, ai-¢sima linha de H,,;
entao

<U§'u), u§“)> = n‘u&'j. (16)
Consideremos as matrizes quadradas de ordem n,, definidas por

[h(u)} - |: Hnu Onux(nm—nu) } (17>
L xnam, 0(”m—”u)><”u 0(”m—”u)><(nm_”u)

para cada 1= 2,...,m. Para cada k =1,...,m, dado 2 em Sy, fagamos

) N Y
Dai, usando a desigualdade de Holder,
‘A (x(l) . ,x(m))‘
5 8 (Hn ) (1))
i1=1 im=1 \r=2 s=1

< B8 % (1) (T )
=1 |i1=1  im_1=1 \r=2
Nom ( )2 1/2 N Nm m—1 () 2 1/2
s(z g ) LR (Hh)(ny)
im=1 im=1]i1=1 im—1=1 \r=2 s=1

1/2

2
Nom Nom m—1
<ot B35 3 (Hbi?m)(ljlyi:))‘

Z-mzl i1:1 Zm 1= 1\r
1/2
12 | & & (s)
_nm Z ) Z bzm 1%m ]m 1im H hlr 1 ]'r 1Jr H st
im=1%1,...,im—1=1 s=1
j17"'7jm—1:]-
Logo,
‘A (m(l), e ,a:(m))‘
1/2
Nm
1/2
S T . z (H hlr Lir Jr 1]T) (H yle y]s > Z blm 11mem 1%m
1] 4eeeytm—1=1 r=2 im=1
jl?"'?jm—lzl
1/2

- n717-{2 Z (H h’LT 10 ]1” 1]"') (H yzs y]S ) Z hlm 1%m S:nn) 1im

il,...zm 1=1 r=2 im=1
.717~-7.7m 1=1
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1/2

Nom, m—1 —_—
S| 8 () () (| s

’L'1,...,l"m71:1 r=2
]17"'7]777.—1:1

Observemos que, se m > 3, entao para todo t € {3,...,m}, de (1.6) e (1.7), temos

S ® ®
) Z L (thr 1%r Jr m) (Hyzg y]s ) < U, 1’ujt71>
U1 5eeylt—1= r=2

J1y-esdt—1=1

= Z (thr 12,« Jr— 1]T> (Hyzj)y](:> 5%71]‘1:—1

150t —1=1
]17""]t71:1

I ) p(t=D
=T Z Z hlt—2it 17 Jt—21t—1 (Hh%r 10 Jr 1]r) (Hyzs y]s ) ‘y“ 1‘

tp—1=1i1,...,0p—2=1
J1yeeenjt—2=1
N Nm
(t—1) (t—1)
S nt Z Z hzt 20— 1b —201—1 thr 1% ]7’ 1]'r Hyls y]s
t—1=101,...,0p—2=1
J1yenjt—2=1

- MNm, Nm, t 1)
=" Z (thr 1ir ]r 1]7> (Hyzs yjé ) Z bu 2641 ]t 20¢—1

11,0t—2=1 \r=2 ig—1=1
.717"'7]t 2o=1

_ = R D)
=T Z (Hhu 1ir J7 1JT> (Hyzs y]s) Zt 20— 1th 2%t 1
i—1=1

1,02 =1 \r=2
J1yeejt—2=1

S - S S t—1 t—1
:nt Z (_ Zr l'lr Jr— 1]T> (HyZS)y;5> Z(t 2)7 §t 2)>) (19)

1,00 —2=1
]17“"]t72:1

b
ficando subentendido que (Harﬁr) = 1 se b < a. Fazendo uso recursivo de (1.9) em
(1.8), obtemos

1/2
1 m 1/277.,.1/2 M, M /,@ @

11,j1=1

1/2
M 179
= nl?T]n}/ ( >y na)
J=3

i1,J1=1
12 172 [ 2\ /2
( 1/21—[ /) 2/ <Z >
7=3 11=1

1
Yoy
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Se m = 2, entao o procedimento recursivo é evitado e a desigualdade acima é obtida
diretamente. De todo modo, concluimos que

IAll = sup A (20, ..., z™)| < nlf? ﬁln;/27
P

o] == o =

como queriamos demonstrar. |

Teorema 1.2 Sejam m um inteiro positivo e € > 0 dados. FExiste um inteiro positivo N
tal que, para quaisquer my,...,n, > N, existe um forma m-linear A,, ., €0 X - X
i — K do tipo

ny Nm,
Anl,...,nm(z(l)a'"7Z(m)) = z Z :tzz(j)zf:r?)’
i1=1 im=1

satisfazendo

|l < (1 &) max {n}/?, 02} [Ty,

Demonstracao: Sabemos da Observacao A.12 que o conjunto das ordens de Hadamard
¢é assintoticamente denso em N e, portanto, para

§=(1+e)mT —1>0,

existe um inteiro positivo N tal que, para todo kK = 1,...,m, sempre que ny > N é um
inteiro, existe uma ordem de Hadamard ¢, satisfazendo

ng <t < (1+5)nk

Observemos que, sem perda de generalidade, podemos supor t; < --- <t,,. Do Lema 1.1,
considerando os inteiros ti,...,t,,, existe uma forma m-linear Ag: (L x --- x 'm — K
com coeficientes £1 tal que

I 4oll < 6,2 T3

Se ny = t;, para todo k, basta fazer A,, _,,. = Ao. Caso contrério, consideramos a forma
m-linear

. pm MNm,
Apy oo i U2 o x5 = K

definida por

:A0<(z§”,...,zgll>, 0,...,0),...,<z§m>,...,z§[y, 0,....0 ))

t1—n1 zeros tn—Nym Zeros
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Entao, dado z*) ¢ By, k=1,...,m, temos

n Nm,
Anro ((@p) () )‘
ir=1 im=1
= ‘AO ((xgl),...,xﬁf,O,...,O) Sy (xgm),...,a:,%%O,...,O))’

1/2 77 41/2
< 4ol < 6 T11)

< (1400l T (1+8) 0}
j=1

<1+ (5)mTH max {n}/Q, . ,n}f} Hln;/z
]:

= (1+€)max{n1/2,...,nl/2} Hn1-/2

m j
Jj=1
e isso finaliza a prova. [ |

Como uma consequéncia imediata, temos a mesma dominagao assintotica para (1.2)
no caso em que 1y = -+ = Ny, = N

Corolario 1.3 Sejam m um inteiro positivo e € > 0 dados. Fxiste um inteiro positivo N
tal que, para todo n > N, existe uma forma m-linear A, : 3 x --- x £ — K do tipo

Az, My = Y £ zi(ll) e zf::),
i1 yererim =1

satisfazendo
+1

1An] < (L +e)n™.
OBsERvACAO 1.4 Uma famosa conjectura de Hadamard sugere que todo inteiro positivo
multiplo de 4 é uma ordem de Hadamard. Se isso for verdade ou, pelo menos, se a
distancia entre duas ordens de Hadamard consecutivas for limitada por uma constante
universal, uma modificacao direta de nossa demonstracao mostra que existe uma forma
m-linear A,,: 3, x --- x {3 — K do tipo

A2, My = Y & zl(ll) e zi(ZL),
i1y =1

tal que

1A < (1+0 (n7V2))n™"
De fato, suponhamos que a distancia entre duas ordens de Hadamard consecutivas seja
limitada por r € N. Fixado n € N, seja ¢ a maior ordem de Hadamard tal que

t<n.

Neste caso, existe 0 < s < r tal que t + s > n também é ordem de Hadamard. Do
Lema 1.1, existe uma forma m-linear Ag: (5% x -+ x (/75 — K com coeficientes +1 tal
que

[Ao]| < (¢ + )™+,
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Se n = t, entao basta tomar s = 0 e fazer A,, = Ag. Caso contrario, consideramos a forma
m-linear
. pmn mn
Ap: 0o x - x U, - K

definida por

A, ((Z;p) () )
i1=1 im=1
= Ay ((zi”,...,zé”,O,...,O) e (me),...,z,(Lm),O,...,O>> .

Entdo, dado z® ¢ By, k=1,...,m, temos

)
i1=1 ™ ) im=1

= ‘AO((.:1:%”,...,;1:5}%0,...,0),...,<:1:§m),...,x;m),O,...,()))’

+1

< [[Aoll < (t+5) 2
m+1

<(n+4r):?2

- {1+ ((1+%)m;1 —1” n" .

Definindo f: (0,00) — R por
PRI

temos _—
|4, < [1+ ((1 + f) - 1)} n"% = [1+ f(n)n V2] 0" (1.10)
n

Fazendo u = (1 + r/z)"?, observamos que z = r/ (u? — 1) e que u — 17 quando z — co.
Logo,

m+1
lim f(z) = lim {(1 + i) — 1] zt/?
T—00 r—00 xz
= lim (v —1) ot
w1t (u? — 1)1/2
; 12 (um—i—l —1) (um-i-l —1) 1/2
= lim r
u—1+ u?—1
m m— m 1/2
i 2 (u—1)(u™+u™ 4 1) (™ — 1) /
u—s1+ (u—1)(u+1)
Y A VI it VAN
u—1+ u+1
= 0.

Concluimos daqui que a sequéncia (f (n)), -, converge para zero sendo, portanto, limitada.
Seja C' > 0 tal que f (n) < C para todo n € N. Entéao, de (1.10) segue que

m—+1 m—+1

[Aull < [1+ £ ()2 0" < (14 Cn %) 0"
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1.2 Constantes da desigualdade de Bennett

Na secao anterior garantimos a dominacao assintética por 1 das constantes na
desigualdade KSZ relativamente as formas m-lineares com coeficientes +1 definidas sobre
lyt X -+ X Lpm sempre que p; = -+ = py, = 00. Nesta se¢ao mostraremos que 0 mesmo
tipo de dominacgao ocorre no caso de formas bilineares com coeficientes +1 definidas sobre
£yt X €32 para quaisquer py,ps € [1, 0], com algumas poucas excegdes a depender do par
(n1,n2) (vide Figura 1.1). Veremos também que as constantes na desigualdade de Bennett
(1.3) s@ao “uniformemente” assintoticamente limitadas por 1 quando py, ps € [2,00]. Além
disso, a constante 1 se revelard 6tima no caso em que ny =ny =n e py,ps € [1,2].

Lema 1.5 Sejam 2 <p<qg< o0 ex € K", SexEng ez:n%_%x, entdozeBZg.

Demonstracao: O resultado é evidente se p = ¢. Suponhamos entao 2 < p < ¢ < o0.
Se ¢ = oo, entao

n

1/p
_ _ _ 1
2]l = n Y ||z||, = n~ 1P <Z W) <n VP (nz|?)"P = ||zl = 1.

J=1

Se ¢ < 0o, da desigualdade de Holder, temos

N 1/p
11 11
2], =na"? |z, =n"> <Zl Iﬂfj!p>
J:
pq 1/p

N vla /s -
<ni v || T |2 S 19/(ap)
j=1 j=1

1
=i [l 5] "
= llall, <1
u

OBseRVACAO 1.6 Sabemos que, se 1 < p < ¢, entao, para todon € N, By C Byn. Sejam
Ay ph - xym — Koe Ag: £ x - x £y — K formas m-lineares definidas pela
mesma regra. Neste caso, se p, < ¢ para todo k =1,...,m, fazendo

By = {]Ay (2, 2| (2D, 2) € Byy x -+ x By |
By = { |4z (29, ...at) | : (20, a0) € Byy x -+ x By |
temos B; C Bj e, consequentemente,
|A1]| = sup By < sup By = [|Aq| -

O proximo lema servira a miltiplos propoésitos e também serd usado na proxima
secao. Por questoes de simplicidade, utilizamos a notagao N para representar o conjunto

{k,k+1,k+2,...}.
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Lema 1.7 Sejam k,m € N e seja f: Ny — [0,00) uma fungao crescente. Se para todo

n € Ny existe uma forma m-linear Ay: €5 x --- x £y — K com coeficientes £1 tal que
[ Aol < f (n),
entdo, para quaisquer pi, ..., Py, € [2,00] e quaisquer ny, ..., n,, € Ny existe uma forma

m-linear A: (31 x -+« x £y — K com coeficientes 1 tal que

_ 1 1 1

1 _1
JAll < max {f (n1),....f (na)}ng ™ nm ™.
Demonstragao: Seja n = max{ny,...,n,}. Por hipotese, existe uma forma m-linear

Ag: 0y x -+ x 5y — K do tipo

Ao (20, 2M) = Z Z + x(l) . (m)

i1=1 im=1

tal que
[Aoll < f (n).

Consideremos a forma m-linear A;: ¢3' x --- x £5™ — K definida por

Ay (:L'(l),...,x ) AO<<x1),...,x7(111),0,...,0> ,...,(:cgm),...,:c;?,o,...,()».

E claro que
[Asll < [[Aoll < f () = max{f (n1),.... [ (nm)}- (1.11)
Agora, definamos A: €1 X -+ x £y — K por

A (x(l), . ,x(m)) = A (ZL'(l), . ,x(m)) .

Neste caso,
Mn
A= sup |30 35l
||z(k)|| <1 li1=1 im=1
Pk

11 1_ 1 71 m Qj(l) x(m)
=ny "eoonm osup |30 e 30 e | (1.12)

el [

11

Para todo k = 1,...,m, seja 2! = n/* *2). Do Lema 1.5, como Hw(k)Hpk < 1, temos

2%, < 1. Segue de (1.11) e (1.12) que

%_ﬁ 2 1 n Nm ) (m)
[A]l < ny “Nm "™ sup DDRERED D =S ARy

||z(k)|| Sl i1=1 im=1
2
= a7

_ 1 11

< max {f (n1),.. f(nm)}n% P T

como desejado. |

Agora, provaremos um outro lema que desempenhara um papel fundamental nesta
Secao.
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Lema 1.8 Seja ¢ > 0. FEziste um inteiro positivo N (que depende apenas de €) tal que,
sempre que n > N, existe uma forma bilinear A: {5 x (3 — K do tipo

n

A (z(l), 2(2)) => >+ zi(l)zj@),

i=1j=1
satisfazendo

1Al < (1 +e)n'/2.
Demonstracao: E suficiente considerarmos K = C. Seja [h;], . uma matriz de

Hadamard de ordem n. E facil ver que a forma bilinear Ay: €5 x £ — C dada por

Ag(21,2) = lelhijz}”zj@), (1.13)
1=17=
tem norma
[ 4ol < n'/2.

Com efeito, se z(V, (@) ¢ Byp, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

Mostraremos que, para outros valores de n, temos a mesma desigualdade, com o acréscimo
do “fator assintotico” (1 + €).

Sabemos da Observacao A.12 que, dado § > 0, existe um inteiro positivo N tal que,
sempre que n > N, existe uma ordem de Hadamard ¢ satisfazendo

n<t<n(l+9). (1.14)

Agora, consideremos uma matriz de Hadamard [h;;], , de ordem ¢. Seja Ay: ¢4 x ¢4 — C

como em (1.13). Logo,

tXt

14o]) < 72,

Se n = t, basta considerarmos A = Ag. Se n < t, definimos

A 02 x (2 — C,

ALY E2) ) = a0 (000 0) (2 a0 0)).
i=1 j=1
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Entdo, dados 2",z € By, por (1.14), temos

() ) ) =0 (a8 t00) (o0, 0) )
1= 1=

< ||A0|| < t1/2 < (1 +5)1/2 n1/2
e a prova esta completa. |

Para fins meramente didaticos, os resultados que seguem serao sempre escritos na
forma de (1.3) mesmo que saibamos precisar quanto vale

11 11
1/p; max{ 2 g 0} 1/p3 max{g—a,o
max { y Mo~ Ty .

Combinando o resultado acima com o Lema 1.7, obtemos o resultado principal desta
secao:

Teorema 1.9 Sejam ¢ > 0 e p;,ps € [2,00|. FEuxiste um inteiro positivo N (que
depende apenas de €) tal que, sempre que max{ni,ns} > N, existe uma forma bilinear
A x 72 — K do tipo

1 n2

A( (2)) ZZ j:z(l) (2)

1=17=

satisfazendo
% max Lo * Imax 0
|All < (14 ¢)max {nl/p {35 }mé/ {3-& }}

Demonstragao: Segue do Lema 1.8 que dado € > 0, existe N € N (que depende apenas
de ¢) tal que, sempre que n > N, existe uma forma bilinear Ay: ¢§ x ¢ — K com
coeficientes +1 satisfazendo

14o]l < (1 4 ) n'2.

Seja f: Nyy1 — [0,00) a fungao definida por

f(n)=(1+e)n'.

Como f é claramente crescente, segue do Lema 1.7 que, se max{ni,ns} > N e
p1,P2 € [2,00], entao existe uma forma bilinear A: £31 x (72 — K com coeficientes 1 tal
que

1_1 1 1

1Al < max {f (n1), f (n2)} ni "ny ™

1 11

:max{(1+5) 1/2,(1—1—5) 1/2}7112 ipg P
L Aol 1oL
:(1+€)max{n1/191n22 p27n2/P2n12 p1}

*  max 0 + max{i—-L0
:(1+5)max{ VP {2 p2} é/anl i },
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como desejado. |

Provamos, agora, trés corolarios que, essencialmente, cobrem a maioria dos casos nao
contemplados pelo teorema anterior (vide Figura 1.1).

Corolario 1.10 Sejame >0 el <p; <2 <py (1 < py <2 < py). Eziste um inteiro
positivo N (que depende apenas de €) tal que, sempre que ng > N en; < ng (ng > N e
ny < ny), existe uma forma bilinear A: (3} x €32 — K do tipo
ni no
FICED 3 SR
i=1j=

tal que

)

* 1_Lo . 19
HA” < (1 4 5) maX{ 1/p} maX{ P2 } n;/anTaX{Q o }} .
Demonstracao: Suponhamos que 1 < p; < 2 < py e que n; < ny. Notemos que, neste

caso,
1 1
*  maxqj 0 1/p* maxq5;—=-,0 1
max{ /o Ny & ”} /pnl e :nz/pQ.

Do Teorema 1.9, dado € > 0, existe N (que depende apenas de ¢) tal que, se ny > N,
existe uma forma bilinear A;: £3" x (2 — K do tipo

ni ng

A (2, 2y = 22 + 2102
1=17=
satisfazendo .
A1 ]| < (1 +¢)ny/™. (1.15)

Agora, definamos A: (! x (2 — K fazendo

Az, y) = Ay (2,y)
Da Observagao 1.6 e de (1.15),
JAIl < Al < (1+2) )™,
O caso em que 1 < py < 2 < py e ny < ny € analogo. [ |

Corolario 1.11 Sejam ¢ > 0 e p € [l,00]. Existe um inteiro positivo N (que
depende apenas de €) tal que, sempre que max{ny,ns} > N, existe uma forma bilinear
A 5 x 072 — K do tipo

ny n2

A, 2®) = $558 £ 202,

i=1j5=

tal que
» max{ -1 » max{i-1
|All < (1+5)max{n}/p Ny {: po},né/p n, {: PO}}.
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Demonstracao: Basta considerarmos K = C. Além disso, é suficiente tratarmos o
caso em que p € [1,2), pois o caso p € [2,00| ja foi investigado no Teorema 1.9.
Segue do Corolario 1.10 que existe um inteiro positivo N (que depende apenas de ¢)
tal que, se ny,ny € N sdo tais que max {ny,ns} > N, entao existe uma forma bilinear
Ay 05" x 057 — C com coeficientes +1 tal que

4] < (1+ £) max {n}/?, ny/?}
Seja Ap: £1' x (7* — C a forma bilinear definida por
A (20,22 = 4, (:10, 29)
E evidente que ||A;| = 1. Seja A,: £yt x £3* — C a forma bilinear definida por
A4, (z0,22) = 4, (:10,2).

Tomando # =2 (1 —1/p) = 2/p*, como 1 < p < 2, segue do Teorema de Interpolagao de
Riesz-Thorin (Teorema B.4) que

140 < 1A ([ Aa])” = | Aa])”
< [(1 +¢) max{ }/2 néﬂ}r/p*
— (1+€)2/p* max{n}/p*,n;/p*}
< (1+5)max{n}/p*,n;/p*}

1 1 1_1
1/p* maxy5—:,0 1/p* maxq5—:,0
= (1—{—5)max{n1/p T B },nQ/p n, s }}
e isto encerra a prova. [ |

Corolario 1.12 Sejame >0 e 1 <p; < py <2 (1 < py < py <2). Eziste um inteiro
positivo N, que depende apenas de ¢, tal que, sempre que ng > N (ng > N) e ny < ng
(n2 < my), existe uma forma bilinear A: £31 x €32 — K do tipo

ny n2

AWV, 2?) = 20 +2(02?,

i=1j5=

tal que

« max{i—L ,0 + maxd L— L .0
HAHﬁ(l—i-S)maX{ i a{2 v },n;/pznla{2 pr’ }}
Demonstracao: Se 1 < p; < py, <2 e ny < ny, entao

1 1 1
* max{2 0} 1/p* max{§f—,0 1/px
max{ /i "2 n/p2n1 o :n2/p2.

Ty ) 12

Do Corolario 1.11, dado & > 0, existe N (que depende apenas de ¢) tal que, se ny > N,
existe uma forma bilinear A;: £} x (72 — K do tipo

n1 n2

A((l) ) ZZj:z 22

i=1j=
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satisfazendo .
IA1] < (1 +¢)ny/™. (1.16)

Definindo A: (3! x (2 — K por
A (fL’,y) = Al (l’,y) )
segue da Observagao 1.6 e de (1.16) que
1/p5
JAI < Al < (1 +2)ny"
[ |

OBseERvAacAO 1.13 Vale mencionar que existem ainda alguns poucos casos em aberto
acerca do comportamento assintotico das constantes da desigualdade de Bennett. Nossa
abordagem nao cobre formas bilineares A: égll X E;‘; — Kcom 1l < pp < pp <2
(1<py<p1 <2)eng >ny (ng>n).

Como um corolario final, mostramos que a constante assintdtica 1 é 6tima quando
ni =ny e py,ps € [1,2]:

Corolario 1.14 Sejam p1,ps € [1,00] ee > 0. Existe um inteiro positivo N (que depende
apenas de €) tal que, sempre que n > N, existe uma forma bilinear A: (3 x {3 — K do
tipo

AW @) = S5 £ 100 (1.17)

i=1j=1

satisfazendo
HAH S (1 + 8) max {nl/p’{nmax{é—p;,o}’ nl/pénmax{%—%p }

e a constante 1 € dtima sempre que py,ps € [1,2].

Demonstracao: Para a primeira afirmacao, basta considerarmos n; = ns = n no
Teorema 1.9 e nos Coroléarios 1.10 e 1.12. Assim, tudo o que nos resta mostrar é a
otimalidade da constante assintética 1. Mostremos que 1 nao pode ser substituido por
uma constante menor quando pi,ps € [1,2]. Sem perda de generalidade, suponhamos
pa = max{p1, p2}. Sabemos que a correspondéncia

pE (622)* — (90]')?:1 = (p (%’))?:1 = %

estabelece um isomorfismo isométrico entre (EZQ)* e ﬁ;}s. Sejam A: 7 x £, — K como
em (1.17) e ¢ € (¢,,)" o funcional linear definido por

) (r) = Aler, ).

Entao, por um lado,

" 1/ps
(z e ej>|p’5> = il
=1
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e, por outro,

o~ IPll=sup ¥ ()

2 lz]lp2<1

1/p3
(i |A<el,ej>|p3) — | @ ey,

Jj=1

= sup |A(er,x)] < sup [[A[leal],, [lz]l,, = [IA]l-

llll,, <1 2|, <1
Portanto,
|Al| > n'/P2 = max {nl/anmax{éPl?’o},nl/psnmax{%pll’o}} )
e a prova esta feita. [ |
b2,
B Teorema 1.9 para quaisquer nq, ns
Teorema 1.9 para quaisquer nq,no
Corolarios 1.10 e 1.12 para no < nyq
2 Corolérios 1.10 e 1.12 para nq < ns
B Corolario 1.11 para quaisquer nq, no
1 -
1 2 P1

Figura 1.1: O comportamento assintético uniforme das constantes da desigualdade de
Bennett.

OBseERvACAO 1.15 Observamos que, sequindo a linha do que estabelece o Teorema 1.9,
podemos reescrever o Teorema 1.2 de forma ligeiramente mais relaxada. De fato, sua
demonstracao garante que, dados um inteiro positivo m e € > 0, existe N € N para o
qual, sempre que nq,...,n,, € N satisfazem

max {min{n; : j #i}} > N,

ewiste uma forma m-linear Ay, .1 (o2 X - x £ — K do tipo

ni1 Nm,
An1,...,nm(z(1)7'"az(m)) =3 3 izy('ll)"'zg(':)f

=1 =1
tal que

Al < (14 ¢) max {ni/z, o ,n}f} Hlnjl./Q.
J:
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1.3 Algumas consideragoes

Foge do escopo deste trabalho o tratamento da desigualdade KSZ via métodos
probabilisticos. Contudo, vale a pena observar que as técnicas probabilisticas utilizadas
na prova das desigualdades cléssicas de KSZ melhoram as estimativas obtidas por
Albuquerque e Rezende em |[3] para os casos nao cobertos nas segoes anteriores. De
fato, combinando os argumentos de Mantero e Tonge em [30, Teorema 1.1] para p; =
- = Py, = 2 com o Lema 1.7 conseguimos melhorar as constantes de (1.1) e (1.2) no
caso em que Ny = -+ = Ny, =N € Pr,...,P;m € [2,00]. Mais precisamente, seguindo as
linhas de 30, Teorema 1.1] e fazendo uso do Lema 1.7, podemos substituir as constantes
de (1.1) e (1.2) por

2™t /(2m + 1) log (1 + 4m)

no caso de escalares complexos e, no caso de escalares reais, podemos evitar o fator 2™ e
obter

24/ (2m + 1) log (1 + 4m),

quando nos atemos apenas & mesma dimensao nos espagos que compoem o dominio das
formas m-lineares e tomamos py,...,p, € [2,00]. Ainda permanece aberto o problema
de se obter constantes assintoticamente dominadas por 1 nestes casos.

S. Dineen e R.M. Timoney afirmam em |[21, Lema 3.3] que é possivel garantir,
utilizando os argumentos de Mantero e Tonge em [30, Teorema 1.1|, que, dados os inteiros
positivos m,n > 2, existe uma forma unimodular simétrica A tal que

|A| < 2™ /mlog (1 + 4m)n™ /2 4 1.

Contudo, Boas mostra em [12, Observagoes 2 e 3| que esta afirmagao é falsa e um dos
motivos é o fato de que os argumentos de Mantero e Tonge nao se aplicam diretamente
as formas simétricas.

Finalizamos esta secao observando que o vao aparente quanto ao que estabelecem os
Teoremas 1.2 e 1.9 é, de alguma forma, justificado pelo seguinte teorema cuja prova segue
exatamente as mesmas linhas da demonstracao do Teorema 1.2:

Teorema 1.16 Sejam m um inteiro positivo, py, Py, € [2,00], po =+ = pm_1 = 0 €
e > 0. FExiste um inteiro positivo N tal que, para qualquer escolha de inteiros positivos
Ny, ..o yNy > N, comny =min{ny,...,ny,} € ny, =max{ny,...,n,}, existe uma forma

_1i .y n2 . Nm—1 M, ;
m-linear A: ()1 x €72 X X Lyt x £y — K do tipo

n1

A(z(l),...,z(m)) = > - Zm izfll)---zl-(:),
=1 im=1

satisfazendo

3
=
|

‘H

1Al < (1 +e)ny® TIng ™.

m
k=1

O resultado acima é o méximo que conseguimos vislumbrar com as técnicas aqui
apresentadas de modo que completé-lo, no sentido de estabelecer o que ocorre quando
permitimos, mais geralmente, que py,...,pn-1 € [2,00], parece ser um problema aberto
interessante.
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Dominacao universal das constantes nas
desigualdades KSZ e de Bennett

Para cada py,...,p, € [1,00], seja

Opl,--mm ‘= Sup {Cplv---ypm;m,---,nm TNy Ty € N} ) (2'1>

onde Cp,  pony.nm € cOmo em (1.4) se m > 2 e como em (1.5) se m = 2. As desigualdades
KSZ e de Bennett garantem, entao, que o supremo em (2.1) ¢ finito.
Continuando a investigacao iniciada no capitulo anterior, neste capitulo, entre outros
resultados, mostramos que
Cpipr < V/8/5 (2.2)

sempre que p1,ps € [2,00] ou p; = ps = p € [1,00|. Além disso, também fornecemos
novas cotas superiores universais para as constantes na desigualdade de Kahane—Salem—
Zygmund para formas m-lineares A: {21 x --- x (" — K com coeficientes +1 (isto é,
cotas superiores que nao dependem das dimensoes nq,...,n,, dos espagos que compoem
o dominio de A) e obtemos estimativas melhores ainda para elas no caso particular em
que nqy = -+ =Ny, =n.

2.1 Resultados preliminares

E evidente que, para K = R, as constantes Cy, ;,:n,.n, € Cp, p, 30 menores do que ou
iguais as respectivas constantes para K = C. Nesta secao, provamos alguns resultados
preliminares que nos auxiliardo na prova de (2.2) para os casos de escalares reais e
complexos.

Proposicao 2.1 Se py,ps € [2,00], entao
Cprps < Cpp
sempre que 2 < p < min {p1,p2} e, em particular,
Cp,p < 02,2

sempre que 2 < p.

23



2.1. Resultados preliminares 24

Demonstragao: Sejam 2 < p < min {py,pa}, n1,n2 € Ne Ag: £31 x £72 — K uma forma

bilinear do tipo
ni no

Ao (m,y) = 22> T aiy;

i=1j=1
satisfazendo
Ut 373 g
P P
||A0||§Cp7p;n17nzmax ny Mg Ny Ty .

Seja A: (31 x (72 — K a forma bilinear definida por

A (C(],y) = AO (I7 y) :
Notemos que

1 niy ng i1 _1

111 11
lny 72 sup YodoEn "ny? Txy,l. (2.3)

lzll,, llyllp, <1 {i=17=1

1
[Al} = n{

1 1 1 1

Fazendo z = n{* "z e w = ny* "y, segue do Lema 1.5 que | z|,, [|w]|, < 1 sempre que

Izl ; lyll,, < 1. Portanto, de (2.3),

1 1 1 1 niy n2

A<l 0l % sup [553% s
Izl llwll, <1 |i=1j=1
1 1 1 1

=n{ "ng " [|Adl

1.1 1_1

1 1 1 1
Yy 1/p* 27 % 1/p* 27 %
P Pl P P2 p 2 p p 2 p
<ng Ny Cp piny ny MAX {n1 Ng ", Mg Ty }
1 1 1 1
1/pi 2795 1/p5 27y
= Cppiny ny Max {nl Ty Ty "1y .

Isto mostra que, para quaisquer nq,ns € N, temos

Opl )P2;M1,12 S Opﬂp;m ;12

e, portanto,

Cp17p2 S Cp,}”
como desejado. |
Proposicao 2.2 Se K = C, entao C,, < Cy2 para todo p € [1,00].
Demonstracao: Se p € [2,00|, a Proposi¢do 2.1 assegura que C,, < Cs5. Supondo,
entdo, p € [1,2), seja As: £3' x €3> — C uma forma bilinear do tipo
ni no
Az (m,y) = 32> T ay;

i=1j=1

tal que
42| < Ca iy max {0, i}



Capitulo 2. Dominagao universal das constantes nas desigualdades KSZ e de Bennett 25

E 6bvio que, se a forma bilinear A;: /7' x £} — C ¢é definida pela mesma regra que
define Ay, entao ||A;|| = 1. Tomando 6 = 2 (1 — 1/p) = 2/p*, segue do Teorema de Riesz-
Thorin (Teorema B.4) que, se a forma bilinear A,: £ x £32 — C é também definida pela
mesma regra que define Ay, entao

1-6 0 0
[Ap [l < A 1A= = [| Azl
2/p*
S <02,2;n1,n2 max {ni/{ n§/2}>

— 2/ 1/p*  1/p*
= O350y mp, MAX 17" Mg :

Finalmente, como Cy9 > 1 (pois Cao > Coo11 = 1) ¢ 2/p* < 1, concluimos que

Cpp =5up{Cppnyny : 11,12 € N} < sup {022’/ i

p
n1,n2

N, No € N} S Cgép* S 0272.
Proposicao 2.3 Se
(1) 1<p1<2<pyen <nyou

(17) 1 <py<2<p; eng > noy,

entao
Cp17p2;n1,n2 < 0272‘

Demonstragao: Provemos (i); a prova de (iz) é analoga. Como 1 < p; < 2 < po, temos

11 11 11
1/p* max{if—,o 1/ps max{af—,o 1p* 5% 1/ps
.- {nl/ I R | G (VN R

:max{(ni/pf/@ﬂ) n;/pg,né/pé}.

Notemos também que 1/pf < 1/2 e, sendo assim, como n; < ng, temos

n}/pl - n}/Q (m 1/2 -
/2 = 1/2° \ p, =5

O que nos fornece

1/p}

1 P2 P2

1/2 L) S Ty )
U

ou seja,
1 1

1_1
1/p* max{g——,O} 1/p* max{g——,o 1/p*
max {nl/pan P2 ,n2/p2n1 p1 —_ nQ/Pz.

Seja Ag: fy' x (2 — K uma forma bilinear do tipo

n1 n2

Yo gy

i=1j=1
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tal que
12, {330} 1y max{i-10} 1/}

[ Aol < Copyiny mp max § my "ny g "1y = Copyinanala -
Definamos A: 31 x {72 — K por A (x,y) = Ao (z,y). Sabemos da Observacao 1.6 que
|Al| < [|Ao|| e, da Proposigao 2.1, temos

1/p3 1/p5 1/p3
HAOH < C2,P2;n1,n2n2/p2 < CZ,P2n2/p2 < C2,2n2/p27
0 que encerra a prova. [
Proposicao 2.4 Se
(i) 1<p1<py<2en <ny ou
(11) 1 <pa<p1 <2 eny >ny,

entao
Cpl,Pz;m,nz < 0272'

Demonstragao: Mais uma vez, provaremos apenas (i). E facil perceber que, nas
condigoes fornecidas em (i),

11 11
1/p* max{§f—,0} 1/p* max{if—,O} 1/p*
max {nl/P1n2 P2 ,n2/l’2n1 P1 —_ n2/172.

Seja Ag: £} X (2 — K uma forma bilinear do tipo

ny ng
Ao (z,y) = 2> £ wy;
i=1j=1
tal que
1/ps
||A0|| < CP%PQ;m,nQnQ PZ' (24)

Definamos A: (! x {72 — K por A (z,y) = Ao (z,y). Da Observagao 1.6 e de (2.4), temos
1/p5 1/p5

ANl < 14oll < s pins mania™ < Cp g™, (2.5)

De (2.5) e da Proposicao 2.2, concluimos que
Cplmz;nhm < Cm,pz < 02,27
como desejado. [ |
Uma consequéncia imediata das Proposicoes 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 é:

Corolario 2.5 Se K = C, entao

Cp1,pa se p1,p2 € [2,00],
0272 Z Cp,p; sepc [1, OO] .

Chypaimangs S€ P1,P2,N1, N2 SG0 como nas Proposicoes 2.3 ou 2.4.
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2.2 As constantes da desigualdade de Bennett sao
dominadas por /8/5
Nesta se¢ao mostramos que Cp, ,, < 1/8/5 sempre que pi,pe € [2,00] ou p; = py =

p € [1,00], e que a cota superior 1/8/5 domina universalmente a maioria dos casos que
surgem no estudo da desigualdade de Bennett.

Lema 2.6 Para cada ny,ns € N, seja r uma ordem de Hadamard tal que max {ny,ns} <

r. Entao,
r 1/2
Cooimyms < | ——5—< -
max {ny, ns}

Demonstragao: Seja [h;;] . uma matriz de Hadamard de ordem 7. Seja A: (5" x €3> —
K a forma bilinear definida por

Ale.y) = 523 higaiy,.
i=1j=1
Sejam = = (x1,...,%y,,) € Bypiey= (Y1, -y Uny) € Byra. Se
u=(up,...,u)=(T1,...,2n,,0,...0),
{ v=(v1,...,0) = (Y1, Yny,0,...0),
entao, u,v € By e, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
ni na

Z Z hl]xly]

i=1j=

1/2
< <Z !Uj|2> (Z
=1 =1 i=
1/2
(Z > hz’jhkjuiu_k>
j=14,k=1

1/2
T
> uUEr i
ih=1

- 1/2
()

1/2
<2 = <;) max {ni/Q,né/Q} :
max {ny,ns}

encerrando a demonstracao. [ |

Z Zhwu Uj

j=1li=
2)1/2

A (z,y)| =

ij

OBSERVACAO 2.7 Sejam nq, ny inteiros positivos. Se n = max {ny,na}, entdao Cs 2.1, n,
Cy9.n.n €, consequentemente,

sup{Ca.2:mn : 1 € N} = sup {Co0.ny np - 1,12 € N} = Chs. (2.6)
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Com efeito, seja A: £5 x ¢ — K uma forma bilinear do tipo

Az,y) = ii + 7y;

i=1j=1

tal que
||A|| S 02,2;n,nn1/2'

Considerando a forma bilinear Ay: 5" x ¢5* — K dada por
Ao (z,y) = A((x1, .., 20y, 0,...,0) , (Y1 -+ -, Uy, 0,...,0))

é evidente que
Al < A € Casyn™™ = Gy mae {n} %y}

Logo, C22:nymy < Co9:n0 €, cOMO {Co 9.5 1 1 € N} C {Co0.ny 1y : M1, 2 € N}, aigualdade
(2.6) segue.

Estamos aptos agora a estabelecer o resultado principal desta secao.
Teorema 2.8 Se p1,ps,p € [1,00], entao

CPLPW se p1,P2 € [2700];

V8/5>< Cpp, sep € [1,00].

Cpy painangs S€ P1,P2, N1, N2 sG0 como nas Proposicoes 2.3 ou 2.4.

Demonstracgao: Segue do Corolario 2.5 e da Observagao 2.7 que é suficiente mostrarmos
que Cg9., < \/% para cada n € N. E 6bvio que Cy2.11 = 1 e, do Lema 2.6, sabemos
que

Coopo < 1,

Co33 < (4/3)1/2 ~ 1.15,
Coo44 < 1.

E sabido que, para todo k = 1,...,166, 4k ¢ uma ordem de Hadamard (vide [27] para
mais detalhes). Assim, para n = 5,...,664, do Lema 2.6 temos Cy2.,,, < 1 sempre que
n =4k e, se 4k +1 < n < 4k + 3, temos

A+ D\ [4k+1\"?
. < |-z < [ = '
Cozinin < < n ) =\ 4k +1

4(k+1)\"?
4(/6—1—1)> ¢ atingido quando k£ = 1, o que nos da

CV2,2;n,n S V 8/5

E facil ver que o valor maximo de (
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para todon =1,2,...,664.

De agora em diante, utilizaremos a propriedade multiplicativa estabelecida no
Teorema A.6: se p e ¢ sao ordens de Hadamard, entdo pg também o é. Assim, para
cada p € {1,...,166} e r € N, sabemos que 2" - 4p ¢ uma ordem de Hadamard.

Para cada m € N e cada k € {8,...,63}, seja

Apr ={8"k+1,....,8"(k+1)}.

Como 8™ (k + 1) = 2™ 2.4 (k + 1) ¢ uma ordem de Hadamard, do Lema 2.6, se n € A, 1,
temos

]m (k?+1) 1/2 ]m (k+1) 1/2 1 1/2 1 1/2
o < | ——— < (2t = hd < - ,
02,2,77,,71 = ( n ) > 8mk‘ 1 + k‘ >~ 1 + 8 < 8/5

Resta mostrar que, se n > 665, entdo n € A, para algum par (m, k) em N x {8,...,63}.
Pois bem, se n > 665, existe m > 3 tal que

gml.8 =8m < <8 = 8™ 64,

ouseja, n € A,—18U---UA,,_;63. Portanto,

00 63
N={1,...,664} U | ( Am,k>
m=2 8

k=

e a prova esté feita. [ |

2.3 Dominacao superior para as constantes da KSZ

Como dito antes, a desigualdade de Bennett é parte de uma familia de desigualdades
nao-deterministicas semelhantes que emergiram nos anos 1970 (vide [25, 30, 40]).
Contudo, exceto pelo resultado de Bennett, as outras abordagens lidavam apenas com
ny = -+ =n,, e s6 muito recentemente a abordagem m-linear com ny, ..., n,, arbitrarios
surgiu com o trabalho de Albuquerque e Rezende (vide [3]): existe uma constante
C,, tal que, dados py,...,pm € [1,00] € ny,...,n, € N, existe uma forma m-linear
Ay Lyl X pm — Ko do tipo

1 SN SR L m)
Anl,...,nm (Z( )7’2(7”)) — Z P Z :l:zil Zlm ,
11=1 im=1
tal que
m min{max{2,p{}1...,max{2,pifn}} m max{%fii)
[ Ay | < Co | 210 [T
k=1 k=1

Obviamente, isto significa que existe uma constante D,, > C,, satisfazendo

HAnL.”’nm H S Dm . HllalX {n;:in{max{lp{}%..4,max{2,p;‘n}} } ﬁ n:lax{%—i,o
= k=1

=1,...
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Em [3], as constantes C,, satisfazem

Chn < /32mlog (6m)vVm! (2.7)

e, no capitulo anterior, mostramos que, dados € > 0 e um inteiro positivo m, se

pL == p, = 00, existe um inteiro positivo N tal que

D, <1+4c¢
se consideramos nq,...,n,, > N (e, a fortiori, C,, < 1+ € para ny,...,n, > N). O
proximo resultado melhora a estimativa (2.7) para o caso p; = -+ = p,, = 00 sem
restrigoes sobre nq, ..., Ny:

Teorema 2.9 Para cada inteiro positivo m existe uma forma m-linear Ay, . . {0 X
x m — K do tipo

Ay (20, 2W) = S5 SR L0 m)
=1 tm=1
satisfazendo
Aol < 275 max {l %, 1/2} Hn
Demonstragao: Notemos que, sem perda de generalidade, podemos supor n; < --- <
N, Para cada k =1,...,m, seja {; o tnico inteiro tal que

ot <y < 2L

Segue do Lema 1.1 que existe uma forma m-linear Ag: Eztﬁl X ee X Eg:’"“ — K com
coeficientes +1 tal que
HAOH < (2tm+1)1/2 H (2tk+1)1/2
k=1
Se ni = 2%+ para todo k = 1,...,m, basta considerarmos Anynm = Ao. Caso

contrario, definimos A,,, . : €02 x --- x {2 — K fazendo

A A " 2m) o
MN1ye.osNm 21 7;1:17"'7 Tm Zm:l
—AO(<z1),..., M0, 0),...,(z§m),...,zgﬁ>,o,...,o>).

Entdo, dado z® em By, k=1,...,m, temos

L)™ (m))"™™
Ay ((x” )ilzl T (Iim )im:1) ‘
:‘AO((xf),... 20,0, . 0),...,<x§m>7...,xm,o,...,o))’

< || 4o] < (2tm+1)1/2 ﬁ (2tk+1)1/2

k=1
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(2tm+1)1/2 ﬁ (2tk+1)1/2

m
= =1 — max{n}/27...,n%2} Hn;/Q
ax {n1/2 n1/2} 1/2 j=1
U n,
k=1
m
(2t7n+1)1/2 H (2tk+1>1/2
m
< h=l max {n}/Q,...,n%Q} Hnjl./2
() 1 2)"
7=1
= 2" max {n1/2 n1/2} ﬁn1/2
= e g g
‘7:
e isto encerra a demonstracao. |

Agora, mostraremos que, se considerarmos apenas o caso particular em que n; =
- = n,, = n, as estimativas fornecidas pelo Teorema 2.9 podem ser melhoradas para

\/(8/ 5)m71. Para tanto, adaptamos alguns argumentos e técnicas das segoes anteriores.

Lema 2.10 Sejam m um inteiro positivo e f: N™ — [0,00) uma fun¢ao. Se para cada

(n1,...,nm) € N existe um forma m-linear Ag: €5 x €22 X -+« x £2m=1 x 3™ — K do
tipo
Ag (20, 2™ = S z) g™ (2.8)
i1=1 im=1
satisfazendo

[Aoll < f (1, ),
entdo, para cada (ny,...,n,) € N existe uma forma m-linear A: (% x --- x £ — K
como em (2.8) tal que
A < (nanm)'? f (0, - nm) -

Demonstracao: Seja A: {2 x --- x (I — K a forma m-linear definida por
A (m(l), e ,x(m)) = Ay (:v(l), e ,x(m)) .

Entao,
1 Nm
[All = sup Y a2l
||x(1)||m,,_,,||x(m>||w§1 i1=1  im=1
1/2 S SR =12 (0, (2) | (m=1) 172 (m)
= (nlnm) || (1)” Sll||p< )|| = 'izlinl Tip Tig " Ly Mo " T3,
T seeny ||t <1 111= m=
oo} oo
(2.9)

Para k E {1,m}, seja z*) = n71/2 k). Da desigualdade de Holder, como z*) € By,
temos zs (k) ¢ By e, portanto, de (2.9),

ni

Z iz x Cgmmhm)

Tm—1 im

1A < (namm)' sup
[ ]l ] 0]
2 e} oo 2

= (mnyn) (| Ayl

S (nlnm>1/2 f (nla s 7nm) )

i1=1 im=1
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como desejado. |
Proposigao 2.11 Sejam nq,...,n,, € N tais que ny = min {ny,na, ..., n,}. Entdo
0007...,oo;n1,...7nm S CQ,OO,...,OO,Q;?’Ll,...,TLm

Demonstragao: Seja f: N — [0,00) a funcdo definida por

m—1
_ 1/2 1/2 1/2
fny,..oinm) = Coco . co2my....n, AKX {”1 ..., } [~
k=2
Sabemos que, neste caso, para cada (ng,...,n,) € N™ existe uma forma m-linear

Ag: 05" X 002 x -+ x (21 x fy™ — K do tipo

1

Ag (W, 2y =3 . Z + x(l) - (m)
i1=1 im=1
tal que
_ 1/2 12 T 172
HAOH - C2,00,-~~7OO72;7L17-~~,nm maxqmng ,...,My H Ny .
k=2
Do Lema 2.10, existe uma forma m-linear A;: £} x --- x £ — K com coeficientes +1
tal que
44 < ()" Coe, e e {2} T n?

== CQ,OO,...,OO,Q;nl,...,nm max {n}/Q 1/2} H n1/2 (210)

Mas, da defini¢ao de C . coiny....nm» € €vidente que
m
Creromiven max i/, nlf2} [Ty < A (2.11)
k=1
Portanto, de (2.10) e (2.11), obtemos
Coo,...,oo;nl,...,nm S C2,oo,...,oo,2;n1,...,nm
e o resultado segue. [
Proposigao 2.12 Sejam ny, ng,...,n, € N tais que ny = min{ny,ng, ..., Ny}, Ny =
max {ny,na, ..., Ny} €, para cada k = 2,... m, existe uma matriz de Hadamard Hy, =
[hgf)] de ordem ny. Entao, a forma m-linear
Np XN

Ag: 05" X 002 x -+ x o=t x tgm — C

definida por

m uat m 1 m
AO ($(1)7 s ,{L'( )) = 'Zl Z hzlzg 1213 ) hz(m)limxgl) e "Ez(m)
i1 im=1

€ tal que

m—1
ol < ot [T nif* = ma {ml”, ... nif2} 'TT i
k=2
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~ . k . o, . .
Demonstracgao: Para cada k = 2,...,m, seja ug ), 1 =1,...,ng, a 1-ésima linha de Hj.

Logo,
<u(k) u<k)> = Nk (2.12)

3 ? )

Consideremos as matrizes quadradas de ordem n,, definidas por

b — { H; O (=) }
] i X nm O(nmfnk)xnk O(nmfnk)x(nmfnk)
para cada k = 2,...,m. Dado z* E”k, onde pp, = 2se k € {1,m} e pp = oo se

ke {2,...,m— 1}, denotemos

J0 = (59, a®,0,....0) €
Definamos
Ag: 05 x 022 - x fom=t x ym™ — K
por
o (k
AO (1’(1)7. ) Z Z (H lk)1%k> <Hxl(k))
i1=1 im=1 \k= k=1
Nom m i
i1yemim=1 k=1
Supondo z*) € B (e para k=1,...,m, temos y* € Bg;lzn para cada k =1,...,m e,

da desigualdade de Holder

£ (f) (ﬁygp)\
21 ,eesbm =1 k=1

}Ao(m(l), e ,x(m)) | =

Nm Nm m i
<X | X (Hbik)lik) (Hy ) yZm)(
im=1 [i1,...,im—1=1 \k=2
9 1/2
Nom Nom m—1 (k) (m)
< Z . Z thk 1%k Hyik ||y ||2
im=1 [i1,....im—1=1 k=1
1/2
Nom Nom, m—1 (k)
im=1 |i1,.ccrim—1=1 k=1

1/2

Nom Nm m—1 —_—
— (m) (m) (k), (k)
- Z Z ( H blk 1Zk Jk— ljk)him—limhjm—lim (kl:ll ylk y]k )

tm=1i1,...,im—1=1
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b
ficando subentendido que (H arﬁr) = 1se b < a. Logo,

1/2
1 m &
anla®cca) < |8 (T ) () 80,
115--5tm—1= k=1 im=1
jlv"'vjm—lzl
1/2
Nm m—1 —_—
_ (k), (k) (m) (m)
1. Z (H blk 1%k Jk 1jk) <H L ) <u7;m717uj7n71>
1yeeytm—1=1 k=1
j17"'7jm71:1
e, de (2.12), temos
|A0 (x(l), e ,x(m))‘
1/2
Nm Nm 2
(m 1) (m—1) (m—1)
S 3 Z 1i Z 1< H [jzk 1lkb]k 1]k> (H y]k) Im—2%m— lb]m 2%m—1 yzm 1 nm
tm—1=111,-..;tm—2= k=1
J1yeorjm—2=1
1/2
1/2 X & (m—1) (m—1)
S TLW{ . Z 1< H hzk 1%k Jk 1]k> (H yzk y]k: ) Z hlm—Qim 1h]m 2tm—1
115--5tm—2= k=1 im—1=1
jl’“-»jme:l
1/2
N m—2
1/2 (k) (m=1)  (m—-1)
= M . Z <H h’bk llkb]k 1Jk) (H ylk yjk ) < Ui,y Uj s >
11 4eestm—2=1 \ k=2 k=1
jlv"'?jm—Qzl
Como
1/2
X K (m-1) (m—1)
. Z (H hlk 1%k Jk 1jk) (H ylk > < Wiy Wy >
i1,ebm—2=1 \ k=
j17~~~7jm72:1
1/2
Nm, Nm, 2
o 1/2 m—2) (m—2) (m—2)
= M- ) Z 1 Z 1( H Zk 1%k ]k 1jk) ( H ylk y]k ) Im—3m— 2h3m sim—2 | Jim—2
tm—2=111,-.;2m—-3= k=2 k=1
jl?"'?jm—3:1
1/2
Nm MNm, -3
1/2 (k), (k) (m—2) (m—2)
< My ) Z . Z (H hlk 1ik ]k uk) ( H ylk o ) 1m—3im—2hjm—3im—2
im—2=1%1,....im—3=1 \ k=2 k=1
j1’~~-)jm73:1
1/2

Nm

12 (m—2)
= M1 Z (H blk 1Zk Jk— 1]k> ( H y'Lk y]k ) Z lh%m 3im—2 Jm 3im—2
z’m 2=

7‘17 ﬂm 3= 1
Jiy-esJm—3=1

1/2

N m—3
_ o 1/2 (k), (k) (m=2)  (m-2)
= Mm—1 Z ( H hlk 1l ]k 1ch) ( H Yir, Yj, ) <uim—2 Uy > )

11: 774m 3=1 =
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obtemos

‘AO (x(l), . ,:C(m)) }

1/2
1/2, 1/2 X g (m=2)  (m-2)
= nm/ Mm—1 . Z (H blk 1%k ]k IJk) (H ylk y]k ) < L R

©1yeenyim—3=1 k=2

j17“'7j7‘VL73:1
e, repetindo este procedimento, inferimos finalmente que

1 1/2 1/2 12 (= m)? 2
\Ao (x( )wa(m))‘ Sn/nm Ly (Z Yi, )
i1=1
1/2m_1 1/2
S My H ny
k=2

e a prova esta completa. [ |
Corolario 2.13 Sejam ny,ng,...,n, € N tais que ny = min{ny,ng,...,nyp} € n, =
max {ny, N, ..., Ny }. Sejary =ny e, para cada k =2,...,m seja ry > ny, uma ordem de
Hadamard, com r,, = max{ry,...,r,}. Entao,

12 1/2
C’2,c>o,...,oo,2;nl,...,nm < (Tm/nm> H (’I"k/nk) :
k=2

Demonstragao: Segue da Proposi¢ao 2.12 que existe uma forma m-linear A: £3' x {72 X
x L=t x 5™ — K do tipo

A(z(l),...,z(m)) = Z Z :|:z . (m)

i1=1 im=1

tal que
m—1
Al < T
k=2
Se Ag ¢ a restricdo de A a (5" x 12 X -+ x {Tm=1 x 5™ entao ||Ag|| < [|A| e o resultado
segue. |

Teorema 2.14 Para cada m € N, vale
m—1

Coo,...,oo,n,...,n S (8/5) 2

Demonstragao: E evidente que Cw,...00:1,..1 = 1. Além disso, da Proposicao 2.11 e do
Corolario 2.13, temos

.,00;2,...,2 S OQ,OO,...,OO,Q;Q,...

m—1
0033 < Cooo002s,..3 < (4/3) 2,

..,0034,...,4 S CQ,OO,...,OO,QA,...
m—1

005 < Cooo 00255 < (8/5) 2
m—1

..,00;6...,6 S CQ,OO,...,OO,Q;G,...,G S (8/6) 2

m—1
oot L Cooo. oo, 7 < (8/7) 2

0088 < O 00 002:8,.8 < 1

S R RN DY B S
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Para 9 < n < 64, seja k o Gnico inteiro positivo tal que
dk <n<4(k+1). (2.13)

Da Proposigao 2.11 e do Corolario 2.13, bem como de (2.13),

m—1
4(k+1)\ 2
Ce...., o S 027007---70072;71,...,71 < <w)
n

Se n > 65, fazendo uso dos conceitos e notagoes estabelecidos no Teorema 2.8, existe
um par (£, k) em N x {8,...,63} tal que n € Ay, ou seja,

8k <n <8 (k+1), (2.14)

para algum ¢t € N e algum 8 < k£ < 63. Da Proposicao 2.11 e do Corolario 2.13, bem
como de (2.14),

m—1
2

C'oo ..... oO;N...,N S CZ,oo,...,oo,Q;n,...,n S (

S041)

_ (%)m_ <1+%>21 < (9/8)"F" .

Isto conclui a prova. [



Capitulo

O jogo das luzes desbalanceadas de
Gale-Berlekamp

O jogo das luzes desbalanceadas (unbalancing lights) ou jogo dos interruptores de
Gale—Berlekamp (Gale-Berlekamp switching game) é um jogo de natureza combinatoria
proposto entre os anos de 1966 e 1971 de modo independente pelos mateméticos
americanos David Gale e Elwyn Berlekamp. Neste capitulo, descrevemos sua dinamica
e como se relaciona com as formas bilineares de coeficientes +1 quando descrito por
um modelo mateméatico. Nesta perspectiva, os resultados e técnicas desenvolvidos nos
capitulos anteriores relativos a desigualdade de Bennett sao utilizados para melhorar
algumas das estimativas obtidas J. Carlson e D. Stolarski em [17]. O caminho inverso
também ¢é contemplado: os dados conhecidos relativos ao jogo das luzes desbalanceadas
sao utilizados para que a estimativa concernente & dominacgao universal das constantes
Coo,00m,n da desigualdade de Bennett seja melhorada em alguns casos.

3.1 Sobre o jogo

O jogo das luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp, também conhecido como jogo dos
interruptores (vide [4, Segao 2.5] e [39, Capitulo 6]), consiste em n? lampadas distribuidas
em uma placa de modo a formarem uma matriz quadrada de ordem n. Para cada
1 = 1,...,n existe um interruptor L; que, ao ser acionado, inverte o estado de todas
as lampadas da i-ésima linha, ligando aquelas que estavam desligadas e desligando as que
estavam ligadas e, do mesmo modo, para cada j = 1,...,n, existe um interruptor C; que,
quando acionado, é responsavel por inverter o estado de todas as lampadas da j-ésima
coluna. Dada uma configuragao inicial ©,, de lampadas ligadas e desligadas, seja i(0,,) o
menor numero de lampadas ligadas que pode ser obtido a partir de ©,, pelo acionamento
dos interruptores Li,...,L,,Ci,...,C,. O objetivo é encontrar o valor R, de i(@%o))
onde O ¢ uma pior configuracao inicial possivel, no sentido de que i(@g))) > i(©,) para
todo ©,,. Assim,

R, = max{i(©,) : ©,, ¢ uma configuracao inicial das n x n lampadas}.

Algumas vezes o problema é posto do seguinte modo: desejamos encontrar a diferenca
méaxima entre o nimero de lampadas desligadas e ligadas, assim como antes, a partir de

37
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uma pior configuragao inicial possivel. Este valor sera denotado por GG,,. Observemos que,
nestas circunstancias,

G, = (n2 - Rn) — R, =n?—2R,,
de onde extraimos que

R, = (n2 — Gn) ) (3.1)

| —

A determinagao dos valores exatos de R,, parece ser concebivel apenas para valores
pequenos de n, dado o envolvimento de argumentos de natureza combinatoéria. Os valores
exatos de R, paran = 1,2,...,12 foram obtidos por J. Carlson e D. Stolarski ([17]; ver
também [14, 22|).

.@@@@@@Qﬁ&@&@i Q.,_-Q.,g.,g.,%.,g.,g.%g.
190:90202025202529 2037 120202025202520 20209y
56:6:6:6:6:6:6:6:6-2 76:6:0:6:6:6:6:6:6-1
.%9"9’9’*%"%’@"2’?’*%9 .@"9’@"%’@"%"%’*%"%’@!
DS DS DS LRI LIRS LS LS LS LS DI DHS DS DS LRI LS LS LS RF LS
8:0:6:6,6:6:6;¢;¢:474 €;6;6:0:6:6;6:6:¢:¢74
67676:6:6:676:6:6:67 76:67676:67676:676

AP %ﬁf%%%/@f AP %ﬁﬁ%%%fﬁ

Figura 3.1: Uma matriz de lampadas de ta- Figura 3.2: Uma matriz de lampadas de ta-
manho 10 x 10 em uma configuragao inicial manho 10 x 10 em uma configuracao inicial
@10 tal que Z(@lo) = 0. @10 tal que ’L(@lo) =1.

A abordagem natural para modelarmos o jogo das luzes desbalanceadas ¢ identificar
cada configuragao ©,, com uma matriz (a;;), ., com a; € {—1,1} de modo que, dizer
que a;; = 1 significa dizer que a lampada da i-ésima linha e j-ésima coluna esté ligada e,
analogamente, dizer que a;; = —1 significa dizer que a lampada da i-ésima linha e j-ésima
coluna esté desligada. Deste modo, fazer uso dos interruptores Ly, ..., L, é equivalente a
considerar um produto de matrizes da forma

zg; 0 -+ 0 a3 a2 -+ Aip 111 Q1271 -+ A1p
0 22 --- 0 Q21 Q22 *-° A2p 21T2 Q22X -+ Q2pd2
0 0 MR 7% Anp1 Ap2 - App An1Typ  Ap2Tpn - Qppdp

onde z; € {—1,1} para todo i, de modo que z; = 1 significa dizer que o interruptor L;
nao foi acionado, ao passo que dizer que x; = —1 significa dizer que o interruptor L;
foi acionado. Do mesmo modo, fazer uso dos interruptores C4,...,C,, é equivalente a
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considerar um produto de matrizes da forma

ay; a2 v Qg vy 0 - 0 anyi a12Y2 ccc Aipln
a1 Qg2 -+ Qg 0 y --- 0 a21y1  A22Y2 - A2pYp
an1 Ap2 - App 0 0 o Yn Ap1yYr aAn2Y2 - QpplYn

onde y; € {—1,1} para todo j, de modo que y; = 1 significa dizer que o interruptor C;

nao foi acionado, ao passo que dizer que y; = —1 significa dizer que o interruptor Cj foi
acionado.
Sejam
aip Q2 - Qip by bz - big
Q21 Q22 -+ Q2 bor Doz -+ Doy
(1) — (2 _
ol = . e 0O = . ) .
Qp1 Qp2 -+ App bnl bn? e bnn

duas configuragoes do jogo das luzes desbalanceadas. Diremos que ol ¢ 0 sio
configuragées equivalentes se existem (z;);_; , (y;);_; € {—1,1}" tais que

z;, 0 - 0 gy 0 o 0
0 29 -+ 0 0 e 0

e — |~ T Tl emy | DT (3.2)
0 0 - x, 0 0 - y,

Em verdade, é facil ver que (3.2) define de modo natural uma relagao de equivaléncia.
A reflexividade é evidente. A transitividade decorre da associatividade do produto de
matrizes bem como do fato de que o produto de matrizes da forma

e 0 --- 0

0 €9 ¢ 0 n

T (e1,...,en) €{—1,1} (3.3)
0 o --- €n

produz uma matriz do mesmo tipo. A simetria é garantida pelo fato de que cada matriz
da forma (3.3) possui a si propria como inversa. Dito de outro modo, as configuragoes

o e 0 sio equivalentes se é possivel chegar em uma delas tendo a outra como ponto
de partida apenas pelo uso dos interruptores L1,..., L,,Ci,...,C,. Fica evidente que, se

ol ¢ 6 sio configuragoes equivalentes, entao ¢ (@S)) = (@,(12)).
Observemos que cada uma das matrizes

z, 0 -+ 0 p 0 - 0
0 29 -+ 0 0 yo --- 0
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em (3.2) pode ser escolhida de 2" formas diferentes. Notemos que, se o ¢ uma

configuragao dada, x e z representam acionamentos do interruptores Li,...,L, e y e
w representam acionamentos dos interruptores C1,...,C,, entao
X =1z X =—2
(1) — 1)
XxX0,'xXy=zx0,'xwé& e ou e
y=w y=-w

e, consequentemente, cada classe de equivaléncia possui 22"~! elementos (pois cada

elemento da classe que contém e ¢ da forma x x O x y). Como a configuragao

—2n+1

inicial O pode ser escolhida de 27 formas distintas, temos um total de 2 classes

de equivaléncia.

Exemplo 3.1 Para n = 2, temos as seguintes classes de equivaléncia de configuragoes

e )
E R s A

T, — -1 1 1 -1 1 1 -1 -1
2T L 1] -1 =1 |1 =1|"|-1 1|
1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
1 1 ('] -1 =1’ -11"] 1 -1 ’
Daqui, percebemos claramente que

(@ ) 07 s€ ®2€I1a
1 =
2 1, se Oy € I,,

de onde segue que Ry = 1.

Agora, observemos que, se (&), € tal que ;; € {—1,1} para quaisquer 1 <14, j <mn,

entao

nxn

n n
> D Eij
1

i=1j=

corresponde & diferenca em modulo entre o ntimero de entradas iguais a —1 e o ntmero
de entradas iguais a 1. Deste modo, fica claro que, se ©,, = (a;;) é uma configuracao
inicial do jogo das luzes desbalanceadas, entao

nxn

max

AijTiYj
(i) (y)) T €~ 1,137 2. G il

ij=1
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corresponde a diferenca maxima que se pode obter entre o nimero de lampadas desligadas
e o niamero de lampadas ligadas a partir de O, apenas pelo uso dos interruptores
Ly,...,L, Ci,...,C,. Assim, obtemos

n
> ATy
1,j=1

G, = min max tai; =—1lou +15,.
(Ii)?:lv(yj)?zle{flvl}n

Do ponto de vista da teoria de operadores multilineares, a aplicacao que a cada
configuragao inicial ©, = (a;;), ., do jogo das luzes desbalanceadas associa a forma
bilinear A: 2 x (% — R definida por

Az, y) = X agry; = Y Ty (3.4)

ij=1 ij=1

define, claramente, uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das configuragoes
iniciais do jogo das luzes desbalanceadas e a colecao das formas bilineares definidas sobre
07 x 0% com coeficientes 1. Do Exemplo C.2 e do Corolario C.14,

n

D 4Ty
=1

> aziy;| = [|All,

Z?-]Zl

max
@)y () {11}

= o %ax B
(z i:lv(yj)j:1€eXt( o)

ou seja,
G, =min{||A]| : A: [, x {2 — R é uma forma bilinear como em (3.4)}

e, de (1.5),
) G = Coosomnn®? (3.5)

Uma aplicagao imediata da desigualdade 4/3 de Littlewood (vide [5, Teorema 3.1|) mostra
que \
n2 < v2G,. (3.6)

3.2 Melhores estimativas para R,

De (3.5) e (3.6), observamos que
1 G,
ﬁ S W - Ooo,oo;n,n‘

Do que vimos no Capitulo 1, segue que, dado € > 0, se n é suficientemente grande, entao

1 n
E < 32 <1l+eg,
3/2

de onde segue que G, ¢é dominado assintoticamente por n°/“. Por outro lado, do
Teorema 2.8, obtemos a seguinte estimativa para G,/ n3/2:

1 G,
7 S < V/8/5 (3.7)
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para todo n € N.

Nesta se¢do melhoramos a cota superior 4/8/5 em (3.7) bem como fornecemos
estimativas mais precisas para R, e G, do que as apresentadas em [17] quando n
15, 17,18, 19.

Sabemos do Lema 1.1 que G,, < n*? sempre que n é uma ordem de Hadamard e,
portanto, de (3.1),

Ro> 5 (0"~ nv) (338)

para toda ordem de Hadamard n. (A desigualdade acima também aparece em [14, pagina
168].) No proximo teorema, utilizamos as técnicas da Segao 2.2 para obtermos uma
extensao de (3.8) e fornecer estimativas para os casos n = 15,17, 18,19 que melhoram as
respectivas estimativas da Tabela 3.1 abaixo.

Tabela 3.1: Estimativas para R,,.

n | Brown-Spencer, 1971 | Fishburn-Sloane, 1989 | Carlson-Stolarski, 2004
1 =0 =0 =0
2 =1 =1 =1
3 =2 =2 =2
4 =4 =4 =4
5 =7 =7 =7
6 — =11 =11
7 — =16 =16
8 > 22 =22 =22
9 — =27 =27
10 > 32 — =35
11 — — =43
12 — — =54
13 — — > 60
14 — — >T71
15 > 72 — > 82
16 > 96 — > 94
17 — — > 106
18 — — > 120
19 — — > 132
20 > 156 — > 148

Teorema 3.2 Ri; > 83, Ri7; > 107, Rig > 122, Ry9 > 139.

Demonstracao: Dado n € N, seja k,, a menor ordem de Hadamard tal que
n <k,.

Se [hil,, ., ¢ uma matriz de Hadamard, entdo, obviamente,

o> hijxiy;

i=1j=1

G, <

~ max
Ii’yje{flvl}

. (3.9)
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Sejam z = (21,...,2,),w = (wy,...,w,) € {3 tais que ||z||,,||w], < 1. Procedendo
exatamente como no Lema 2.6, concluimos que

Z Zhijziwj S v kn

i=17=1

Logo, considerando a fungdao f: N — R dada por f (n) = v/k,, segue do Lema 1.7 que

Z thwzyj S ny/ kn. (310)

i=1j=1

max
x4,y €{—1,1}

Definindo Gy, := nv/k, e combinando (3.9) e (3.10), temos
Gn S G2,n-

Da desigualdade acima e de (3.1), para cada n € N, temos

R, > = (n®—Gay) . (3.11)

N | —

Como

G5 = 15v/16 = 60,

Gaa7 = 17V/20 ~ 76.02,
G = 18v/20 ~ 80.49,
G0 = 19v/20 ~ 84.97,

concluimos de (3.11) que
Ri5 > 83, Ri7 2107, Rig > 122, Ry > 139,

como desejado. [ ]

Tabela 3.2: Novas estimativas para R, quando n = 15,17,18,19

n 15 17 18 19
R, > 83 > 107 > 122 > 139




44

3.2. Melhores estimativas para R,

O]O]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0]|O
O]0]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O]0]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|O|010|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O]O]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|O]O]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|O]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O]0O]0]0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|O|0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O]O]0]0]0|0|0|0|0]|0|0]|0]|0]|0]0

Figura 3.3: Configuragao inicial do jogo das luzes gerando R;5 > 83.

Ol0|0|0|0|0]0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O[0|0[0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0I0|0|0|0|0
O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
Ol0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O[0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|0|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|0|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|O|0|0|0|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O[0|0[0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0
O]0|O|0]0|0|0]0|0|0|0]|0|0|0|0|0|0

Figura 3.4: Configuragao inicial do jogo das luzes gerando Ry; > 107.

O|0|O|0|0|0|O|O|0|0|0|O|0|0|0|0|0|O

O|0|O|0|0|0|O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|0|0|0|0|O|O|0|0|0|O0|0|0|0|0|0|O

O|0|O|0|0|0|O|O|O0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|0]0|0]0|0|O|0|O|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|O|0|0|0|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0]O|0|0|0|O|O|0|0|0|O|0|0|0|0|0|O

O|0|0|0|0|0]|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0]|O

O|0|0|0|0|0|O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|O|0|0|0|O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|0|0|0|0]|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|0|0|0|0|O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|O|0|0|0|O|O|0|O|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O0|0|0|0|0|0|O

O|0|0|0|0|0|O|O|0|0|0|O0|0|0|0|0|0|O

O|0|O|0|0|O[O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O|0|0|0|0|0|O|O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O

O]0]O]O|0]O]O]O|0|O|0]0]0]|0|0|0]|0|0

Figura 3.5: Configuragao inicial do jogo das luzes gerando Rig > 122.
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O|0|0|0|0|0|0|0|0|O|0|0|0|0|0|0|0[0|O
O|0]|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O0|0|0|0|O
O|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|0O|0|0|0|O
O|0|0|0|O|0|0|O|0|O|O|0|0|0|O|0|0|0|O
O|0|O|0|O|O|0|0|O|O|O|0|0|O|O|0|0|0|O
O|0|0|0|0|0|0|0|0|O|0|0|0|0|0|0|0[0|O
O|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|O
O|0]|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|O
O|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|O
O|O|O|0|O|O|O|O|0|O|O|0|0|0|O|0|0|0|O
Ol0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0]|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|O
O|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|0O|0|0|0|O
O|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|O
O|O|O|0|O|O|O|0|0|O|0|0|0|0|0|0|0|0|O
O|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0[0|O
O|0]|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|O
O|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|0|O|0|0|0|O
O]O]O]|0]|O|O]|0|0]|0|O|0]|0|0]|0|0|0]|0[|0|O

Figura 3.6: Configuracao inicial do jogo das luzes gerando Ri9 > 139.

3.3 Constantes da desigualdade de Bennett para p; =
P2 = O

Agora, combinamos os resultados da se¢ao anterior e da Sec¢ao 2.2 para melhorar a
estimativa (3.7) e fornecer melhores constantes para a desigualdade de Bennett quando
P1=p2=00€MN; =N =nN.

Segue de (3.1) que

G, =n?—2R,.

Sabemos da Proposicao 2.1 que
Coo,oo;n,n S C2,2;n,n7 (312)

para todo n € N. Assim, usando as Tabelas 3.1 e 3.2, (3.12) e o Lema 2.6 (ou a parte
inicial da prova do Lema 1.8), temos

Tabela 3.3: Cotas superiores para Cog ocoinn com 1 < n < 20.

n| R, G | Cxocomm = Gp/n3? n R, Gn | Cooomm = Gn/n?
1| =0]| =1 =1 11| =43 | =35| =35/11%2? <0.96
2 | = =2 =2/232 < 0.71 12| =54 [ =36| =36/12%2 <0.87
3] =21]=5 =5/3%2 < 0.97 13| >60 | <49 | <49/13%2 < 1.05
4| =4 1] =8 =8/43% =1 14| >71 [ <54 | <54/14%% < 1.04
51 =7 =11 =11/5%<0.99 15| >83 | <59 | <59/15%2 < 1.02
6 |=11|=14| =14/6%%<0.96 6| - — <1

7=16|=17| =17/7*<0.92 17| >107 | <75 | <75/17%? < 1.08
8 |=22]1=20| =20/87%<0.89 18| >122 | <80 | <80/18%2 < 1.05
9 | =27 =27 =27/932 =1 19| >139 ] <83 | <83/19%2 < 1.01
10 =35]=30] =30/10%2 < 0.95 20 [ — — <1
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Teorema 3.3 Para todo n, temos

G

n3/2

0.70 ~ < 75/173/% ~ 1.07.

Sl

Demonstracao: Tudo que nos resta fazer é estabelecer a estimativa superior. Segue
da Tabela 3.3 que é suficiente considerarmos o caso em que n > 20, uma vez que o
limite superior fornecido por ela para n = 1,...,20 é 75/17%2. Se 21 < n < 664, seja
ke {5,...,165} tal que 4k <n <4 (k+1). Assim, de (3.12) e do Lema 2.6, temos

G, A+ D\ (4k+D\Y? 24
n3/2 o0, 2z ( n ) 4k + 1 21
Agora, para cada m € N e cada k € {8,...,63} seja A, como no Teorema 2.8, isto &,

Apr ={8"k+1,...,8"(k+1)}.

Fixado n > 665, sabemos que existe (m, k) € Nx{8,...,63} tal que n € A,,, e, portanto,
de (3.12) e do Lema 2.6, obtemos

gm (l<:+1)>1/2 _ (8m (k+1))1/2 9

<3/ -
8"k -

Gn
= Cooo0mm < Cooinn <
n3/2 oco,00m,n = Y2,.2inn = .

Como +/24/21 e \/9/8 sdo menores do que 75/17%/2, a prova esta completa. |

3.4 Algumas consideracoes em dimensoes mais altas

O jogo das luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp possui diversas variantes naturais
(vide, por exemplo, [7, 15, 36| e suas referéncias); indicamos também a leitura de [26] para
um resultado correlato recente. Estamos interessados em sua generalizacao a dimensoes
mais altas (vide [5]). Seja m > 2 um inteiro e seja (aj,..;,,), .. ., Uma m-matriz de
lampadas de ordem n. Assim como no caso bidimensional, aj,..;,, = 1 indicard uma
lampada ligada e a;,..;,, = —1 indicard uma lampada desligada. Suponhamos também
que, para cada k = 1,...,m e cada j = 1,...,n existe um interruptor :cgl:) que, ao
ser acionado, inverte o estado de todas as lampadas a;, ;. com j; fixo, ligando as que
estavam ligadas e desligando as que estavam ligadas. Mais uma vez, escrever M =1

Jk
dicars . 50 foi acionad #) — 1 indicars
Indicara que este Interruptor nao foi acionado e escrever z,°~ = 1 Indicara que o mesmo

foi acionado. O objetivo é maximizar a diferenca entre o nimero de lampadas ligadas e o
numero de lampadas desligadas.
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Figura 3.7: Versao tridimensional do jogo das luzes para n = 5.
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Assim como no caso bidimensional, maximizar a diferenca entre o nimero de lampadas
ligadas e desligadas é equivalente a determinar
. ajl_.jm = ﬂ:l} N

Mais uma vez, a aplicacao que a cada configuracao (a;, .. j,.), ..., associa a forma m-linear
. n mn 3
Ay 02 % - x 2 — R definida por

n

— mi (1) (m)
Spnn = min . max ' Z Ay g5, T
(Ijl )?1:1""’(xjm );lmzle{*l:l}n Jisenjm=1

m 1 m L 1 m
Apn (x(l), o )) = > ajlmjma:;) . -x§m) = > + 9(:5-1) . 'xg»m) (3.13)
J1yeendm=1 J1sesJm=1

é uma correspondéncia biunivoca. Do Exemplo C.2 e do Corolério C.14,

A - S o m)
|| m,n” 0 %n)ax Z a]l---]mle Ijm

@5y V€ Bag, ) [315Gm =1

n
1
= max > a2

@) @) {11 |1 edm=1

e, consequentemente,
S = min{|| Ayl : A, € uma forma m-linear como em (3.13)} . (3.14)

Para ilustrar como as estimativas das constantes da desigualdade KSZ sao associadas
a este contexto, notemos que, combinando (3.14) e o Lema 1.1, obtemos G5 < 64 de onde
segue que Ry > 96, melhorando a estimativa Ryg > 94 fornecida em [16, Teorema 8§].

Como de costume, a notagao o(1) significa que, na variavel n, temos lim o(1) = 0. O
n—oo
Teorema 1.2 garante que
m+1

Smn < (I4+o0(1))n 2
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e, combinando nossas estimativas com as que sao fornecidas em [5, Teorema 3.2 e [4,
Teorema 2.5.1], obtemos

m F 3]4;__2 2k—2 S
9=3%(m)=5v I (M) +o(l) < 22 <1+0(1),
k=2

r ()

onde ¥ é a funcao digamma e vy é a constante de Euler-Mascheroni. Por exemplo, para
m € {2,3} temos

San
0.797 4+ 0 (1) < =22 <1+ o0(1),

0.694 + 0(1) < 22" < 14 0(1).

No que diz respeito & dominagao universal, o Teorema 2.14 garante que
+1

Sonm < (8/5)°F n"

quaisquer que sejam m,n € N.



Apéndice

Matrizes de Hadamard e densidade
assintotica

Uma matriz quadrada H = [h;;] .~ ¢ dita uma matriz de Hadamard se h;; €
{—1,1} para todo i e todo j e
HH' = nl,,

onde H' denota a transposta de H e I,, é a matriz identidade de ordem n.

Exemplo A.1 As matrizes

1 1 1 1
P e O
1 -1 -1 1
sao de Hadamard.
Observamos que, se H é uma matriz quadrada de ordem n e uq, . . ., u, Sao seus vetores

linha (coluna), entdo H é uma matriz de Hadamard se, e somente se
<Ui, Uj> = n(SI

para todo 7 e todo j, onde ;5 ¢ o delta de Kronecker. Isto nos revela que, em particular, os
vetores linha (coluna) de uma matriz de Hadamard de ordem n sao dois a dois ortogonais
e possuem norma euclidiana n'/2. Neste caso, por um lado, |det (H)| é claramente um
nimero inteiro positivo e, por outro, é o volume do n-cubo determinado por wuq,...,u,
(vide [29, Capitulo 19]), isto é,

[det (H)| = Jlu - - [fun|| = n"/>.

Assim, a fim de que n™/? seja inteiro, n precisa ser, necessariamente, um quadrado perfeito
ou um numero par. Isso mostra que nao existem matrizes de Hadamard de todas as ordens.
Portanto, se n é um inteiro positivo para o qual existe uma matriz de Hadamard de ordem
n, entao n sera dito um inteiro de Hadamard ou uma ordem de Hadamard.

49
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E evidente que quando permutamos duas linhas (ou colunas) quaisquer de uma matriz
de Hadamard, a matriz obtida por este processo é ainda uma matriz de Hadamard. Além

disso, é claro que se €1,...,e, € {—1,1} e H = [h;j] . € uma matriz de Hadamard, entao

eg 0 -+ 0 ethii e1his -+ e1hy, |
0 € -+ 0 H— gohar  €3hoy -+ 3l

0 0 - &, snﬁnl 5nﬁn2 En;znn ]

e -
eg 0 -+ 0 e1hi1 eahia -+ enhay
H 0 e -~ 0 _ e1har  €3hay -+ gnl:LQn

o 0 --- e'n 51f.zn1 Egﬁng gnﬁnn ]

também o sao. Logo, se n é uma ordem de Hadamard, é sempre possivel exibir uma
matriz de Hadamard H = [h;;] . do tipo

o |
1 hn? hnn

na qual todas as entradas da primeira linha e da primeira coluna sao iguais a 1. Uma
matriz de Hadamard nestas condicoes sera dita uma matriz de Hadamard normalizada.

Teorema A.2 Sen é uma ordem de Hadamard, entdao
ne{l,2yU{4dk: ke N}.

Demonstracao: Ja sabemos do Exemplo A.1 que existem matrizes de Hadamard de
ordens 1 e 2. Portanto, seja n > 2 uma ordem de Hadamard e H = [h;;] . uma matriz
de Hadamard normalizada. Seja u; o i-ésimo vetor linha de H. Como u; = (1,1,...,1) e
uy e u; sdo linearmente independentes sempre que i # 1 (pois, se i # 1, entao u; L u;),
u; deve ter pelo menos uma entrada igual a —1, pois, caso contrario, deveriamos ter
u; = up (0 que, evidentemente, ¢ um absurdo). Deste modo, para ¢ # 1, sejam x; e y;,
respectivamente, a quantidade de entradas iguais a 1 e a quantidade de entradas iguais a
—1 de u;. Observemos inicialmente que z; # 0 pois a primeira entrada de u; é sempre 1
e y; # 0 pelo que acabamos de ver. Além disso, notemos que

Tty =n
z; — Y = (u,u;) =0

de onde vem que
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sempre que ¢ # 1. Segue daqui que, em particular, n é par. Reordenando as colunas de
H, se necessério, podemos, sem perda de generalidade, supor que

wp=(1,...,1,-1,...,—1).
——— N——

n/2 entradas n/2 entradas

Notemos que essa reordenagao nao afeta u;. Observemos agora que encontramos entradas
1 e —1 nas n/2 primeiras entradas de uz e o mesmo vale para as suas ultimas n/2
entradas pois, caso contrario, como uy e us possuem exatamente n/2 entradas iguais
a 1 e n/2 entradas iguais a —1, teriamos us = tug, contrariando o fato de que usy e ug
sao linearmente independentes (dado que us L u3). Assim, reordenando separadamente
as n/2 primeiras colunas e as n/2 ultimas colunas de H se necessério (e observando que
isso nao afeta u; e us), podemos supor

us= (1.1, =1, =11, .1, —1,...,—1).
A ~~ 7 ~ 7
n/2 entradas n/2 entradas

Em suma, sem perda de generalidade, podemos supor que as trés primeiras linhas de H
sao dadas por

w: 1 -+~ 1 1 -+ 1 1 -+ 1 1 - 1

Up: 1 -+ 1 1 -+ 1 =1 v =1 =1 -+ —1.

uz: 1 1 -1 =1 1 -~ 1 -1 - =1
x c;lGnas y C(;EH&S z c;lgnas w cglrmas

Daqui, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

n=r+y+z+w

0= (uj,ugy) =x+y—z—w

0= (u,uz) =z —y+z-w

0= (ug,u3) = —y—z+w

cuja solucao é
r=y=z=w=n/4d

Como n/4 deve ser um numero inteiro, concluimos a prova. [ |

Um problema que permanece aberto ¢ a validade da reciproca deste resultado. Mais
precisamente, nao se sabe se todo multiplo de 4 é uma ordem de Hadamard.

Teorema A.3 (Sylvester) Se H ¢ uma matriz de Hadamard de ordem n, entao

ke

¢ uma matriz de Hadamard de ordem 2n.
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Demonstracao: Sejam uq,...,u, os vetores linha de H. Entao,
R
H H H H T_ Uy  Up Uy -+ Uy UL Up
H -H H-H| | u —u Uy o Uy —UL o Uy
| Un —Un |
[ 2 (up,uq) 2 (uy, up) 0 0 i
| 2(up,un) e 2 (U, up) 0 0
N 0 0 2 (ug,ur) oo 2{ug, up)
| 0 0 2 (Up,ur) o 2 (Up, Up)
[ 2n 0 0 0]
0 2n 0 O
= e = 2nly,.
0 0 - 2n 0
| 0 0 0 2n |

Exemplo A.4 Segue do Teorema de Sylvester que, para todo t € N, existe uma matriz de
Hadamard de ordem 2¢. Com efeito, basta considerar a sequéncia definida recursivamente
por

H, H,
H1 = [1] e Hn+1 = |: :| 5

H, —-H,

cujos quatro primeiros termos sao apresentados no Exemplo A.1.

Definicao A.5 Seja A = [ay), . uma matriz de ordem m com entradas escalares. Se

mX
B{,B,,...,B,, sao matrizes de ordem n com entradas escalares entao o produto de
Kronecker (ou produto direto) A ® [By,B,,...,B,,] ¢ a matriz quadrada de ordem

mn definida por

a11Bq a2B1 - a1,By
A®[By,Bs,....B,] = aaBy 4By e donBe ) (A1)
aml.Bm amg.Bm x G B
Quando By = --- = B,, = B, escreveremos simplesmente A ® B = [a;;B].

Por exemplo, a construcao de Sylvester apresentada no Teorema A.3 é dada pelo
produto de Kronecker
[ 1 1 } 9 H,

1 -1
onde H é uma matriz de Hadamard de ordem n.
O proximo resultado estende de modo natural o Teorema de Sylvester.
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Teorema A.6 Sejam H; = [h@ eH,; = [h@-)] matrizes de Hadamard de ordens
nxn

1] ] ]
mXm
m e n, respectivamente. FEntao H; ® Hy € uma matriz de Hadamard de ordem mn.

Demonstragao: Para cada i € {1,2,...mn}, seja u; a i-ésima linha de H; ® Hy. Sejam
i,7 € {1,2,...,mn} e ry e ry, respectivamente, os restos na divisdo de i e j por n.
Definamos

n, ser; =0 n, serg =0

r1, caso contrario T9, caso contrario.
Finalmente, sejam p,q os tunicos inteiros positivos tais que (p—1)n < i < pn e
(¢ —1)n < j < gn. Entao,

e (U U U R 3 Y )
= (h% SR T CTY 1Y A .,hggghgg)
e, consequentemente,
(s, uj> = hV RGBSR - h R 2
A BRI g hpmhjghg}nhsn
- h“sh(? (hi?h‘” -+ hﬁB hgn) T R )

= (AR -+ h,&i%héi%) (R + -+ n2n2)
= (mdpg) (ndys) -

Observemos agora que, se @ # j, entao ou p # q ou r # s. Logo, d,, =0 ou 6,5 =0 e, em
todo caso, teremos (u;, u;) = 0. Se i = j, entdo p = g e r = 5. Neste caso, §py = 1 = 0,5 €
(u;, u;) = mn. Isso mostra que H; ® Hy é uma matriz de Hadamard. [ |

Exemplo A.7 Como

1 1 1 1
1 -1 1 -1
e R T
1 -1 -1 1
e —
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1
1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 =1
1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1

H,

Il
g G g g g G SO G gy
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sdo matrizes de Hadamard, segue do Teorema A.6 que, dados i, € {0,1,2,3,...}, existe
uma matriz de Hadamard de ordem 47127,

O proximo resultado pode ser encontrado em [31, Observacao 3.6] e, no que segue,
para todo x € R, [z] denota o maior inteiro menor do que ou igual a x.

Teorema A.8 (Teorema da Aproximagao de Dirichlet) Se o € R\Q entao
{m+na:m,n € Z}

€ um subconjunto denso de R.

Demonstragao: Mostraremos que dados xo € R e N € N, existem m,n € Z, tais que
m+na € [xg—1/N,zo+ 1/N]J.
Seja f: R — R a funcao definida por
flz)=z—|z].

Para cadai=1,...,N+1, f (ia) € [0, 1] e, portanto, do Principio das Casas de Pombo,
existem 4,7 € {1,..., N 4+ 1} tais que

0 < f(ia) = f (ja) <1/N

ou seja, tais que
0 < (jo — i)+ (i —j)a < 1/N.

Denotemos mgy = |ja| — |ia| e ng =i — j. Como a € R\Q, temos

R = kLEJZ [k (mo + noat) , (k + 1) (mg + noa)]

e, consequentemente, existe kg € Z tal que
ko (mo 4+ noar) < &g < (ko + 1) (mo + noa) .
Fazendo m = komg e n = kqng, obtemos
0<xzy—(m+na) <my+na<1/N

e a prova esta concluida. [ |

Corolario A.9 Sejam o > 0 um niamero irracional e ¢ > 0. Fxiste n. € N tal que,
sempre que x > n., existem a,b € {0,1,2,3,...} satisfazendo

O<a+ba—z<e.
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Demonstracao: Sem perda de generalidade, seja 0 < ¢ < 1. Para cada x € R seja
f(x) =2 — |z]. Segue do Teorema da Aproximacao de Dirichlet que existem ag, by € Z
tais que

0 <ay+ba <e. (A.2)

E evidente que ag e by nao podem ser simultaneamente negativos. Dividiremos nosso
estudo em trés casos.

e Caso I: ag, by > 0. Fixado xg > 0, seja k o tnico inteiro nao-negativo tal que

(k—1) (ap + boer) < f () < k(ap+ boa) . (A.3)
Entao, de (A.3) e (A.2), segue que

0 <k (ap+ boar) — f () < ap+ boox < €. (A4)

Seja n. = 1. Se |x¢] > ne, fazendo a = |x¢| + kag ¢ b = kby, observamos que a,b > 0 e
que
a+ba —xy = |xo| + kag + kbpox — xg = k (ag + bocr) — f (o) . (A.5)

De (A.5) e (A.4) concluimos que
0<a+ba—u1xy<e,
com a e b inteiros nao-negativos.

e Caso II: ag < 0 e by > 0. Seja m o menor inteiro ndo-negativo tal que m (ag + bpcx) > 1.
Fixado xy > 0, seja k o tnico inteiro nao-negativo tal que

(k — 1) (ag + boar) < f (20) < k (ag + boar) . (A.6)
Entdo, de (A.6) e (A.2), segue que
0 <k (ap+ boar) — f () < ap+ boax < €. (A7)
Como f (o) < 1, temos
m (ao + boar) > 1> f(z0) > (k — 1) (ag + boa)

e, consequentemente, m > k. Seja n. = —mag. Se |zq] > n., fazendo a = |zo] + kag e
b = kby, lembrando que m > k, observamos que a,b > 0 e que

a+ba —xy = |xo] + kag + kbpaw — g = k (ag + bocr) — f (o) - (A.8)
De (A.8) e (A.7) concluimos que
0<a+ba—1xy<e,

com a e b inteiros nao-negativos.
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e Caso ITI: qy > 0 e by < 0. Seja m o maior inteiro nao negativo tal que 1—m (ag + bpcr) >
0. Fixado zy > 0, seja k o tnico inteiro nao-negativo tal que

1-— (k + 1) ((IO + boOé) < f (l’o) <1-k (CLO + boOé) . (Ag)
Entao, de (A.9) e (A.2), segue que
0<1—Fk(ap+bocx) — f (z0) < ap + bpax < €. (A.10)

Como 1 — k(ag+ bpa) > 0, temos m > k. Seja n. = mag. Se |xo] > n., fazendo
a = |xo] +1—kag e b = —kbg, lembrando que m > k, observamos que a,b > 0; além
disso,

a+ba —xg = |xo] + 1 — kag — kbpar — g
=1— kag — kbpa — (z9 — |20])
=1—k(ap+boax) — f (). (A.11)
Finalmente, de (A.11) e (A.10) concluimos que
0<a+ba—uxy<e,
com a e b inteiros nao-negativos. |

Definicao A.10 Um subconjunto infinito Ny de nimeros naturais é dito assintotica-
mente denso em N se, para todo € > 0, existe n. € N tal que, se m > n. entao existe
n € Ny tal que

m<n<(l+e)m.

Lema A.11 O conjunto {4127 : 4,5 € {0,1,2,3,...}} € assintoticamente denso em N.

Demonstracao: Observemos inicialmente que log, 3 é irracional. De fato, se log, 3 fosse
racional, entdo existiriam inteiros positivos p e ¢ tais que 3 = 4P/7 e, em particular, 3 seria
um divisor de 4 o que, evidentemente, seria um absurdo. Logo, segue do Corolario A.9,
com a = 1+ log, 3, que, dado € > 0, existe n. € N tal que, sempre que m > 4" existem
i,7€40,1,2,3,...} tais que

0<i+j(1+4logy3)—log,m<log,(1+¢),
ou, equivalentemente, tais que
log, m <i+j(1+log,3) <log,(1+¢)+log,m=1log, ((1+¢e)m).
Mas
i+j(1+1log,3)=1i+j+jlog,3

= (i +7)log, 4+ jlog,3

= log, 4737 = log, 4127
e, sendo assim, existem 4,5 € {0,1,2,3,...} tais que

log,m < log, 4127 <log, ((1+4¢)m)
sempre que m > 4™, Consequentemente, existem 7,5 € {0,1,2,3,...} tais que
m < 4'12 < (1 +¢)m,

sempre que m > 4", [ |
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OBsERvACAO A.12 Segue diretamente do Exemplo A.7 e do Lema A.11 que o conjunto
das ordens de Hadamard é assintoticamente denso em N.



Apéndice B

O Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin

Iniciemos esta se¢ao observando que, se a > 0 e z = z + iy € C, entao,

a*| = |a**¥| = |a|* |a¥] = |a]* (61n(a))iy

—d° ‘eiyln(a)} =% = aRe(z)‘ (B]_)

No que segue, se F': C — C ¢é uma funcgdo complexa, entdo |F| denota a
correspondéncia z — |F' (z)].

Para o proximo resultado, lembramos que o Principio do Médulo Maximo estabelece
que, se F': C — C é uma fungao analitica sobre um aberto conexo limitado D e continua
sobre seu fecho D, entdo max {|F (z)| : = € D} ¢ atingido em algum ponto z da fronteira
de D.

Teorema B.1 (Principio de Phragmén-Lindel6f) Seja F': C — C uma fungao
analitica sobre a faiza aberta

S={z€C:—7m/2 <Re(z) <7/2}
e continua sobre a faiza fechada
S={2€C:-n/2<Re(z) <7/2}.

Suponhamos que |F| < 1 sobre as retas verticais Re (z) = —7/2 e Re(z) = 7/2 e que
existam o, C' > 0 tais que

|F ()] < Ce
sempre que z € S. Entdo, |F| <1 sobre S.
Demonstragao: Seja 0 < 8 < 1. Para cada ¢ > 0, definamos
g: (2) == F (2) g 2ecos(B2)
Denotando z = 6 + it, notemos que

¢iBz | o—iBz B9t 4 —iBO+Bt  —BtoiBO | Bt,—iBo

cos (fBz) = 5 = 5 = ;
= % [e77 (cos (B0) + isen (80)) + e’ (cos (80) — isen (59))]
et + et et e ht

= ——5 ——cos (86) — Iy sen (89),

58
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de onde segue que
2Re (cos (Bz)) = (e’ + e cos (B0) .

Como 0 < 8 < 1, existe ¢ > 0 tal que cos () > ¢, para todo 6 € [—7/2,7/2]. Assim,
fica claro que

a|z| — 2 Re(cos (B2)) = aV? + 12 — e (e’ + e ") cos (8) — —o0
quando |z| — oo, z € S. Consequentemente, de (B.1), temos

()] = | (2) e
— |F (Z)| 6—25Re(cos(6z))
< Cea|z\e—25Re(cos(,Bz))

_ Cea|z|—2aRe(cos(ﬁz)) N O,

quando |z| — oo, z € S. Logo, existe K, > 0 tal que, sempre que K > K, temos
lg- (0 £iK)| < 1, para todo 0 € [—7/2,7/2]. Como |F| < 1 sobre as retas verticais
Re(z) = —m/2 e Re (z) = m/2 é imediato que |g.| < 1 sobre estas mesmas retas. Portanto,
do Principio do M6dulo Méximo, se K > Ky, entao |g (z)| < 1 sempre que z pertence ao
retangulo

{0+iteC:—7/2<0<7/2e —K<t<K}.

Fazendo K — oo, concluimos que |g. (z)] < 1 sobre S, de onde segue que
|F ()] < et Re(cos(32), (B.2)
para todo z € S e todo € > 0. Fixando z, € S e fazendo ¢ — 0 em (B.2), concluimos que
|F (20)| < 1.

Tendo sido 2y escolhido arbitrariamente em S, inferimos que |F| < 1 sobre S. [

Corolario B.2 Seja F': C — C uma funcao analitica sobre a faiza aberta
S={z€C:a<Re(z) <b}

e continua sobre a faiza fechada
S={2€C:a<Re(z)<b}.

Suponhamos que |F| < M sobre a reta vertical Re (2) = a, |F| < My sobre a reta vertical
Re(z) = b, com My, My > 0, e que existam o, C > 0 tais que

|F (2)] < Cel

sempre que z € S. Entdo, |F| < max {M,, My} sobre S.
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Demonstracao: Sejam ¢, G: C — C as fungoes definidas, respectivamente, por

0(2) = (0 +it) = <b_ae+b+a) +it

T 2

__(Foy)(2)
G(Z) n maX{Ml,Mg}

Notemos que G ¢é analitica sobre a faixa aberta

So=4{2€C:—n/2 <Re(z) <m/2},

continua sobre a faixa fechada

So=1{2€C:—n/2 <Re(z) <7/2},

que |G| < 1 sobre as retas Re(z) = —7n/2 e Re(z) =
correspondéncia biunivoca entre Sy e S. Notemos que

|G (2)] = [G (0 +it)]

b— b

'F( Y+ +&+z’t)'
s 2
max { My, My}

< ¢ 6a|’7*7“9+b+7“+it|

~ max { My, My}

max { My, My}

/2 e que ¢ define uma

c ool (B520+252—0)+(0+it) |

C aftzeortge—ol ot

<
~ max { My, My}

_ C €a|b7¢7zrf7r9+b+7a

|
max { My, My} c

Além disso, a fungao f: R — R definida por

O oft=a=mostye)

f <8) B max {Ml, Mg}e

alzl, (B.3)

é claramente continua e, portanto, existe 0y € [—7/2,7/2] tal que

C
max {Ml, MQ}

el = p (o) < £ (00) = Cos (B.4)

para todo 0 € [—7/2,7/2]. Consequentemente, de (B.3) e (B.4), temos

|G (2)] < Coe?,

para todo z € C. Logo, do Principio de Phragmén-Lindeldf, |G| < 1 sobre Sy e, portanto,

|F| < max {M;, My}
sobre S.
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Teorema B.3 (Teorema das Trés Linhas) Seja F': C — C uma fungao analitica sobre
a faixa aberta

S={2e€C:0<Re(z) <1}
e limitada e continua sobre a faixza fechada
S={2€C:0<Re(z) <1}.

Se
’F(Zt)’ < M, € ’F<1 +Zt)’ < M27 M17M2 >0,

para todo t € R, entao
|F (04 dt)| < M~ MY

para todo 0 < 0 <1 e todot € R.

Demonstracgao: Sejam G: C — C a fungao definida por
G (z) = Mi™'M;"F (2)

e M > max { M, My} tal que |F'| < M sobre S. E evidente que G ¢ analitica sobre S e
continua sobre S. Além disso, de (B.1), se z = 0 + it € S, entao

G (2)| = |G (0 +it)| = | M VT MR ()| = MET My |F (2)] .

Segue daqui que, |G| < 1 sobre as retas verticais Re (z) = 0 e Re (z) = 1 e que, de modo
geral,

G (2)| < MMM
sobre S. Notemos que,

M
MMM ———— = (C
! 2 - min{Ml,Mg}

Re(2) > 1 para todo z € S, temos

para todo @ € [0,1]. Logo, como el*l = ¢
|G| < Cel?l,
sempre que z € S. Do Corolario B.2,
MM |F (0 +it)) = |G (6 +it)| <1,
para todo 6 € [0,1] e todo t € R, ou seja,

|[F (0 +it)] < M{~"Mj,

para todo 6 € [0,1] e todo t € R. |
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Teorema B.4 (Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin) Sejam
T:C" x ... xC'" — C"
uma forma m-linear e
Tlye ey Timy S1y e« s Smy @1, Q2 € [1,00] .

Consideremos as formas m-lineares Ty: €7} X -+ X £y — 47 e To: £31 X -+ X Lgm — L
definidas por

11 (x(l), e ,x(m)) =T (:E(l), e ,x(m)) =T (x(l), e ,x(m)) .
Fizado 0 < 6 < 1, sejam

1 1—-46 0 1 1-6 0
— = +—,k=1....m e —-= + —.
Pk Tk Sk q q1 q2

A forma m-linear Ty: €31 X - -+ x £7m — {y definida por

Th (x(l), . ,x(m)) =T (az(l), e ,aj(m))

satisfaz
1-6 0
| Toll < 1Tl 172" -
Demonstracao: Para cada k= 1,...,m, fixemos
n L (K)N\ Tk
o= )7 = (] ) e
Ik= k=

Fixemos também .
b= (b;)j_, = (Ibsl ezﬂj)jzl € C

J
Para cada z € C, facamos

1 11—z =z 1 1—2z =z
= +— e " =t
Pr (2) Tk Sk q* (2) 4 2
com k=1,...,m. Observemos que

Pe(0) =7k, pe(@)=pp e pp(l)=sy,

e que
F0)=q¢, O =¢ e q¢1)=dg.

Para todo z € C e todo k =1,..., m definamos

(k)\ " _
a, | L se pr = 00,
k2 — (agk7z)> B

e ) =1 o®
Tk

PSR
pr(z) 40 L.
e Ik , caso contrario;
Jk=1
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(b;)j=1 » seq=1,

n
b(z) _ (bEZ)> = . N .
j=1 <|bj 7*(2) elﬁﬂ) , €Caso contrario.
Jj=1

Agora, seja F': C — C a fungao definida por

F(z) =]

J

(T (a4, at™)) .o

J

n
Y

1

onde, para todo 57 = 1,...,n, (T (a(lvz),...,a(mvz)))j ¢ a j-ésima coordenada de

T (), ... a™2) € C". Suponhamos 1 < < oo para todo k e 1. Notemos
(a2, p < pr p q

que, para todo k=1,...,m e todo j, = 1,...,ng, temos
4 e _ 0 n(5E+3)
Ik Jk

e, do mesmo modo,

. . (-1} \°
Ib;|7® = |b i <|bj|q (q’s qi‘)) .
Logo,
* m Pk
L k (2)
|b‘7 q*(z) . H ‘agk) Pk
k=1
* Pk 11 1 _ 1 ?
o) (&%) m wp ()
- <|bj B .kl:ll ag'k) k) (|b]| (q2 ql) 'k—l aék) c ) . (B.5)
Denotando por (eé?) *  a base canénica de Cm, sejam
Jr=1
o | i(65) 4007 +5;) (1) (m)
QG dmad — ’bj 1. kl;ll ajk e 1 m (T <€j1 s ,ejm ))j, (BG)
e
| -4 m L pk(%_rl)
M1 reimnd = 5] (q2 ql) 'kljl )| (B.7)

Deste modo, das definicdes de a**) e b*), da multilinearidade de 7', de (B.5), de (B.6) e
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de (B.7), temos

(2) m (k,z) (1) (m)
ij <Hk:1ajk ) (T <ej1 s € >>]

m
n nm N q* m | (k) e\ (60 4 r0l™ g, 1) (m)
— *(z m J
3 Z‘b].qu( i RICRES ><T<€j1’---a€jm>)4
=1 jm=1j=1 J
ni Nm N
=S S S
JLseens va]lLL]1 ..... Jm,J "
Ji1=1 im=1j=1

Isto mostra que F' é uma combinagao linear finita de fungoes do tipo f (2) = a* com a > 0
e, por conseguinte, mostra também que F' é analitica sobre S = {z € C:0 < Re(z) < 1}
e continua sobre S = {z € C : 0 < Re (z) < 1}. Portanto, sea > 0e z € S, segue de (B.1)
que

la?| = a®®) < max {1,a}

e, em particular, F é limitada sobre S. Sendo assim, do Teorema das Trés Linhas,

sup |F (6 + it)| < <sup|F(it)|)1_9~ <sup|F(1 +it)|)9. (B.8)

teR teR teR

Devemos estimar |F (it)| e |F (1 +it)|. Da desigualdade de Holder, temos

|F (it)| = j; (T (a(l’”),...,a(m’”)))j-bgit) g; (T (a0, ... atm0)) it
<7 @0, ], < I ] e, m
e, do mesmo modo,
F(L4+t) < [T (@9, atmt0) | st
< |l |60+ . ﬁ alrein]| (B.10)
D) hel Sk

Percebamos agora que

1—it it 11
pk>=pk<—l+z—):&+ipk(———)t. (B.11)

PE (Zt Tk Sk Tk Sk Tk

Assim, da definicio de a®® de (B.1) e de (B.11), para todo k = 1,...,m, temos

Nk

a0 =32
Tk o K

Jr=1

Pk Tk
k) | pg (it)
o]
Jk

_ R Re(l )
|at"]
. w
~ 35
s=1
O k)| PE || (k) [|PE
= S = .
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De modo analogo verificamos que

e e I i ' A
Logo, de (B.9) e (B.10), bem como das identidades acima,
P (@) < |73 fof13-" H |a®* Hpk/rk (B.12)
e
£ (i < Il B T a0 (B.13)

para todo t € R. De (B.8), (B.12) e (B.13), concluimos que

1-6
k)“pk/"'k) (

ZI(” ) g fi o] *>

0
k)“pk/sk)

sup (0 i) < (I3 bl

= I T2
1-6 0
= |77 1T ol TT 0],
Em particular, fazendo t = 0 e observando que a*? = a*) para todo k = 1,...,n, temos

= FO) < |7 Il

5 (7 (aV..a)), -, o 1T 1,

j=1
e, dai,
HT (a(l), e ,a(”)) H = sup i ( ( @ . ,a("))) - b,
Tl = ’
SH iup T 1720 0]l H [,
= [T T I ],
Logo,
170l = wp (@ a)
o], lla1,,. '
< sup 1T Nl TT (™,
o, lla], <1 e
= | Tl |1 T
O caso em que pp = oo para todo k em um subconjunto nao-vazio de {1,...,m}

e/ou g =1 é feito de modo semelhante. De fato, basta observar que, se py, = 0o, entao
Tky = Sk, = OO €, Neste caso,

oo = ] = ]
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e,se ¢ =1, entao ¢; = q2 = 1 e, neste caso, ¢ = ¢5 = ¢* = 00, de onde vem que

1] = 16" ] = 18] -



Apéndice

Pontos extremos em espacos de dimensao
finita

Sejam E um espago vetorial sobre K e C' um subconjunto convexo de E. Diremos que
x € C' ¢ um ponto extremo de C se

r¢{tey+(1—t)z:0<t <1} (C.1)

quaisquer que sejam zq,xs € C, com x1 # x5, ou seja, quando x nao pertence ao interior
de [z1,x9] com z1,29 € C, x1 # x5. O conjunto dos pontos extremos de C' é denotado
por ext (C'). Notemos que, equivalentemente, x serd um ponto extremo de C' se, sempre
que x1, 9 € C, tivermos

xle—;—@@xl:xz:x. (C.2)

De fato, é 6bvio que a validade de (C.1) para xy, € C implica na ocorréncia de (C.2)
para zp. Reciprocamente, admitindo que ocorre (C.2) para xy € C, suponhamos que
existam 1,9 € C, com 7 # x9 € 0 < tg < 1 tais que xg = tox; + (1 — to) xo. Fixando
0 < e <min{ty, 1 —to}, sejam

$3:(t0—€)l’1+[1—(t0—8)]l’2 [§ .T4:(t0—|—€)$1+[1—(t0+€)]$2.
E evidente que x3,24 € C e 23 # x4. No entanto,

T3+ X4

2

:xo

e isto ¢, flagrantemente, uma contradicao.

Exemplo C.1 Em vermelho destacamos os pontos extremos de algumas regioes convexas
planas:

67
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Figura C.1: Pontos extremos de algumas regioes planas.

Exemplo C.2 Seja (% = (2 (R). Vejamos que ext (B ) = {—1,1}". Se (z1,...,3,) €
B \ {—1,1}", entao
|l’z| <1

para algum ¢ € {1,...,n}. Seja ¢ = min {1 — x;, 1 4+ z;}. Neste caso,
1<z, —e<op;+e<1
e, consequentemente,
([El,...,ZL‘i_l,l’i—€,ZL‘Z‘+1,...,[En) e (IL‘l,...,l'i_l,l'i+€,ZL‘Z‘+1,...,ZL‘n)

sao elementos distintos de By, . Contudo,

1 1
Tiyeo3Tp) = S\ T1y oo o5 X1, T3 — &, Tjg1y- -+ 5Ty S\ L1y, Ti—1, T4 EyTitly---5»Tn),
( )= 2 )+ 5 v )
o que significa que (z1,...,,) ¢ ext (B, ) e, portanto,

ext (B ) C {—1,1}".

Agora, sejam z = (z1,...,2,) € {-1,1}" ez = (z1,...,2,),y = (Y1, -,Yn) € £, com
x # y, tais que

z_x+y
2
Como x # y, entdo, para algum i € {1,...,n}, temos x; # y;. Sem perda de generalidade,
suponhamos que z; < y;. Entao
i+ Y;

de onde concluimos que
r; < —1,8e z; = —1,
y; > 1, sez =1.

De todo modo, isso significa que {x,y} ¢ B . Consequentemente, z € ext (Bf&) e

{—1,1}" Cext (B -
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Exemplo C.3 Seja C' um subconjunto convexo de um espaco vetorial £. Fixemos a € E.
Entao ext (a + C) = a+ext (C), ouseja, zg € ext (C) se, e somente se, a+xy € ext (a + C).
De fato, se zg € ext (C), entao

a+zx a+z T+ x
a-i—Io:( fr)tlat 2),x1,x260®x0: 1;— 2

2
<~ Tog =T = T2

, 1,10 € C

Sat+r9g=a+ T =a+ 29,
ou seja, a + g € ext (a + C'). A reciproca é analoga.

Proposicao C.4 Sejam E um espaco vetorial sobre K e A C E. O conjunto

co(A):{Zl)\jxj:ijA,nEN, Aj>0e . 1)\j:1},
j= =

denominado o envoltoria convexa de A, € o menor subconjunto convero de E que
contém A, ou seja, se B é convero e A C B, entao A C co(A) C B.

Demonstracao: Vejamos inicialmente que co (A) é convexo. Sejam x,y € co (A). Neste

caso, existem x1,..., Ty, Y1,.. -, Ym €E A€ aq,..., 00, b1,...,Bn €K, com a;, B > 0 para
n m

todoj=1,...,netodok=1,...,me Y a; =) fr =1, tais que
j=1 k=1

T =) a;T; e Y= Ok
j=1 k=1

Devemos mostrar que z = (1 —A)z + Ay € co(A), qualquer que seja A € [0,1]. A
afirmacdo ¢ trivialmente verificada se A = 0 ou A = 1. Suponhamos entdao A € (0,1).

Neste caso, se \; = (1 =N aj, para j = 1,...,n, e A\ = A\, para k = 1,...,m, ¢é
m+n

evidente que \; > 0 paratodoi=1,....,m+neque > A\ =1. Assim, fazendo z; = z;,
k=1
para j =1,...,n, € 2,4 = Y, para k= 1,...,m, concluimos que

m+n
z= Y Nz €co(A).
=1

(2

Seja, agora, B um subconjunto convexo de FE que contém A. Para verificar que

co (A) C B, mostraremos, fazendo indugao em n, que todas as combinagoes lineares
n

convexas de elementos de A, isto é, combinagoes lineares da forma Y \;z; com x; € A,
Jj=1

n
Aj >0e > A\ =1, pertencem a B. A afirmacao ¢ trivialmente verificada para n =1 ou
j=1

n = 2. Supondo sua validade para um certo n > 2, mostremos que ainda é vélida para
n+1. Sejam x1, ..., o410 € Ae Ai,..., A1 €K, com A\; >0 paratodoj=1,...,n+1
n+1 n+l
e > A;j = 1. Desejamos mostrar que z = ) \;z; € B. Notemos que
j=1 j=1

)\] - ]_ - An—‘rl
=1

J
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>\ . n
,entdo a; > 0e Y a; = 1. Assim, se g = Y ;xj,
— g1 = :

segue da hipotese de 1ndu(;ao que zg € B. Observando que

e, consequentemente, se a;; =

T =Y AT+ Apy1Tpg1
j=1
n )‘j
= (1 — )\n+1) Z—/\I’J -+ >\n+1xn+1
]:

= (1 - )‘n+1) Z QT + At 1Tn41

7j=1
= (1= Nt1) To + A1 Tng1

segue da convexidade de B que x € B e o resultado desejado é obtido. [

Osservagao C.5 Seja {Co},o; uma familia de subconjuntos convexos de um espago

vetorial E. Se x,y € () C,, entao x,y € C, para todo o € I e, como cada C,, é convezo,
ael

(1—=XNz+ My € C, para todo o € T sempre que X € [0,1]. Logo, sempre que X € [0,1],
(1=XNzx+ Xy € NCu. Da arbitrariedade de xz,y € () Cy seque entao que [)C, €

acl acl acl
convexo. Isso mostra que a intersecao arbitrdria de conjuntos convexos € também um

conjunto convexo e nos permite caracterizar co (A) como sendo a interse¢io de todos os
subconjuntos convexos de E que contém A. Além disso, essa caracteriza¢do nos permite
concluir facilmente que, se A e B sao subconjuntos de um espago vetorial E e A C B,
entdo co (A) C co (B).

OBsERVAGAO C.6 Sejam E um espaco vetorial sobre K e A C E. E fdcil ver que
co(a+A)=a+co(A)
para todo a € E. De fato:

CO(CL+A>:{ a—f—l'])[EJGA,TLEN,/\]ZOGZA]:].}

=1 j=1

Jj=1

:{<Z )a—i—Z)\jxj:ijA,nEN,/\jZOeZ/\jzl}
= =1

:{a—I—Z)\jmj:ijA,nEN, )\jZOeZ)\jzl}
j=1 j=1
:a—l—{Z)\jmj:ijA,nEN, A >0 eZAjzl}
j=1 j=1

=a+co(A).
OBseErvacAo C.7 Sejam E; e E, espacos vetoriais normados sobre o mesmo corpo K e

de mesma dimensao finita n. Lembremos que se T': Ey — Ey € um isomorfismo entao T
leva aberto em aberto, fechado em fechado, compacto em compacto e convexo em convexo.



Apéndice C. Pontos extremos em espagos de dimensao finita 71

Como em espacos de dimensao finita quaisquer duas normas sao equivalentes e,
portanto, geram a mesma topologia, no que segue, R™ é sempre considerado munido
da norma euclidiana. Lembremos ainda que, em R™, a topologia proveniente da
norma euclidiana (e, portanto, de qualquer norma) tem os paralelepipedos da forma
(a1,b1) X -+ x (an,by,), onde (a;,b;) ¢ um intervalo aberto, limitado e nao-degenerado,
como sub-base.

Lembremos que se E é um espago vetorial real, dizemos que V' C E é uma variedade
afim se, dados z1, 29 € V, entao a reta que passa por x; e x5 esta contida em V. Dito de
outro modo, V' C E é uma variedade afim se, dados 1, e € V, temos (1 — t) x;+txs € V,
para todo t € R.

Definigao C.8 Sejam E um espago vetorial real e A C E. A envoltdria afim de A € o
conjunto

aff(A):{Z/\,;xi:nEN, :(:iEApamtodoz'zl,...,neZ)\izl}.
i=1

1=1 =

E facil ver que, se A C E, entdo aff (4) é uma variedade afim que contém A. De fato,

) " (1) 2 (2) 1 (2 ~
sejam y1 = Y p;r; Y2 = Y My, com x;,x,” € A para todo j = 1,...,n; e todo
i=1

k=1

k=1,...,nye Zluj = ZQW: = 1, elementos de aff (4). Se

j=1 k=1

{1'1,...,$n} = {xgl)"">$$111)} U {1'52),7%';22)}’

fazendo

{ [y, S€ T; = xg-l) para algum 7, 5 { Mk, S€ T; = :v,(f) para algum £k,
o; = € i

0, caso contrario, 0, caso contrario,

observamos que
n n
Y1 = € Y2 = > _Bim;.
=1 i=1

Deste modo, dado t € R, temos
(1=t +tys = (1 —t) Doz + )y P
i=1 i=1

=2

n
=1

[(1—1t)a; + 6] x;

e, como
n

Z[(l—t)osztﬁi]:(1—t)iai+tiﬂi:(1—t)+t:1,

i=1
concluimos que (1 —t)y; + tys € aff (A) e aff (A) é uma variedade afim. Por outro lado,

se V C F é uma variedade afim que contém A, entdo usando induc¢ao em n verificamos
n

facilmente que todas as combinagoes lineares » \;x; com x; € A para todoi =1,...,n
i=1
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e Y A = 1 pertencem a V', ou seja, que aff (4A) C V. Logo, aff (A) é a menor variedade
i=1
afim em F que contém A.

Se V é uma variedade afim de um espaco vetorial real E e a € V', entao é evidente
que —a + V é um subespaco de E. Além disso, se b € V e v # a, entao

—a+V=—-b+V.

De fato, seja © € (—a + V). Neste caso, existe v € V tal que © = —a + v. No entanto,
como (—=b+v),(=b+a) e (=b+V) e (=b+V) ésubespago, temos

r=—-a+v=(-b+v)—(=b+a)e(-b+V),

ou seja, (—a+ V) C (=b+ V). A inclusdo contraria ¢ analoga. Deste modo, se V' é uma
variedade afim, entao a dimensao de V' é a dimensao do subespagco —a + V', onde a é
qualquer elemento fixado de V.

Diremos que um subconjunto compacto e convexo K de um espago vetorial normado
FE possui dimensao m se

dim (aff (K)) = m.

Evidentemente, se 0 € K, entao aff (K) = span (K).
Seja E um espago vetorial real. Se a € E' e A € R, entao as novas operagoes de soma
e multiplicagao por escalar dadas por

(x1,m9) = 1 + T2 —

Nz)—=Az+(1—-Na

fazem de E um espaco vetorial com origem em a. Tal espago serd denotado por a + E. E
facil ver que o operador

T,:a+FEF — FE
T T —a
é linear e biunivoco e que, se E' é um espago vetorial normado com norma ||-||, entdo a

correspondéncia
T ||z — all

define uma norma sobre a + E. Observemos ainda que, se V' é uma variedade afim de F
ea €V, entao V é um subespaco de a + F.

Teorema C.9 (Teorema do Interior Relativo) Seja K um subconjunto compacto e
convezo de R". Se L = aff (K) entdo o interior de K relativamente a L, que denotamos
por inty, (K), € nao-vazio.

Demonstracao: Sejam a € K e T,: a + R®* — R" o operador linear definido por
T, (x) = x —a. Como T, é uma isometria, da Observagao C.7, segue que, se K é compacto
e convexo, entao Ky =T, (K) também o é e

inty, (K) 7é T & intyy (Ko) 7é I,
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onde M =T, (L) = —a+L = span (Kj). Sejam a dimensao de Ky e sejam vy, ..., v, € Ky
vetores linearmente independentes. Seja 7': M — R™ um isomorfismo tal que T" (v;) = e;.
Da Observacao C.7, sabemos que

ity (Ko) # @ < intgn (T (Ky)) # 2.

Logo, tudo o que precisamos fazer é concluir que intgm (7' (Ky)) # &. Para tanto,
mostraremos que o m-cubo [0,1/2™71]™ esta contido em T (K;). Seja (ai,...,a,) €
[0,1/2m ™. Sea; = -+ = a,, =0 éclaro (ay,...,ay,) € T (Ky). Suponhamos entiao que
(ay,...,am,) # 0. Notemos que

m 1
i <m- <1
T

m
uz-—(Zaj)ei, i=1,...,m,
Jj=1

como 0 € T'(Ky) e T (Ky) é convexo, observamos que

() 5 e

qualquer que seja i = 1,...,m. Além disso, como T (Kj) é convexo, temos

e, portanto, fazendo

= iU
(a1,...,am) —i;al n

+am

€ co(T(Ky)) =T (Ko)

e, consequentemente,
[0,1/2" ™ C T (Ko).

Isto encerra a demonstragao. [

Lema C.10 Seja K um subconjunto compacto e convexo de um espago vetorial normado
E de dimensao finita. Entdo ext (K) # @.

Demonstracao: Como E tem dimensao finita, podemos supor que a norma ||-|| : £ — R
¢ proveniente de um produto interno. Como K ¢ compacto e ||| é sabidamente uma
func@o continua, existe xy € K tal que ||z| < ||xo|| para todo z € K. Sejam x1,20 € K
tais que

_ + X9

o = 9 .

Entao,

1
2 2 2 2
lzoll” < 5 (el + )™ = 5 (nll” + llwall” + 2 [l ]| | 1)

g N

2 2 2
< = (Izoll” + lzolI” + 2 |wo| [lol[) = [lol]
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e, consequentemente,

1
ol = 5 (]l + [l2[]) (C.3)
De (C.3) e do fato de que ||z4||, ||z2|| < ||zo|| concluimos que
1] = {2 = [lol

Da Lei do Paralelogramo, temos

2 2

T1 — T2 1 2 2 Ty + Ty 2 2
S22 = 5 Ul + hoall®) = [ 2] = ol = ol = 0
ou seja, 1 = Ty = X, donde z( € ext (K). [ |
Lema C.11 Sejam E ..., E,, espacos vetoriais sobre K. Se C1,...,C,, sao subconjuntos
convezros de Ey, ..., E,,, respectivamente, entao

ext (C7 X -+ x Cy) = ext (Cy) x -+ x ext (Cy,) .

Demonstracao: E claro que é suficiente estabelecermos o caso m = 2. Como C; e C,
sao subconjuntos convexos de F; e Es, respectivamente, entao C x Cy é sabidamente um
subconjunto convexo de Ey X Ey. Se (z9,y0) € C1 X Cy, dados (x1,y1) , (22,92) € C1 X Cy,
observamos que

(20, y0) € ext (C7 x Cy)
1

o [ora0) = 5 (o1000) + (o290  Con ) = (2, ) = o)
o +
ﬁ{ﬂ?o: 12 2eyozyl2y2¢>$1=$2:$06y1:y2=y0}

< xg € ext (C) e yp € ext (Cy)
< (2, y0) € ext (C1) x ext (Cy)

e o resultado segue. ]

Seja C' um subconjunto convexo de um espago vetorial real E. Sejam f: F — R um
funcional linear nao-nulo e a € R. Diremos que o hiperplano H = f~!(a) de £ é um
hiperplano suporte em zg € C' se g € H e

a = f(xo) =sup f(z).

zeC

Diremos também que um hiperplano H é um hiperplano suporte de C se H é um
hiperplano suporte em algum ponto zq € C.

-

Lema C.12 Seja C' um subconjunto convexo de um espago vetorial real E. Se H C E ¢
um hiperplano suporte de C', entdo

ext(CNH)=ext(C)NH.
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Demonstracao: Seja xzy € ext (C'N H). Entao, em particular, zo € C' N H. Logo,
para verificarmos a inclusdo ext (CN H) C ext(C) N H, ¢& suficiente mostrarmos que
xo € ext (C). Pois bem: sejam x1, 25 € C' tais que

T+ X2

Sejam o € R e f: F — R um funcional linear nao-nulo tais que H = f~!(a). Como
xo € C'N H, sabemos que H é um hiperplano suporte em . Logo,

f (o) = sup f(z) = a.

zeC

Portanto f (z1), f (z2) < a e, de (C.4) temos

fa)+f )
: ,

e, consequentemente,
f(x1) = f(22) = a. (C.5)

Mas (C.5) garante que x1,x9 € H. Portanto, z1,29 € C'N H e, como z( € ext (C'N H),
de (C.4) temos z1 = x5 = xg, de onde segue z € ext (C).
Reciprocamente, sejam xg € ext (C') N H e z1,x9 € C'N H. Neste caso, em particular,

ro€ext(C) e xzoeCNH

e, consequentemente,
1+ T2
g —
2

isto &, xy € ext (C'N H). |

<~ T1 = Ty = Xy,

Teorema C.13 (Carathéodory-Minkowski) Seja K C R™ um subconjunto convezxo e
compacto. Entao,
K = co(ext (K)).

Demonstracao: Procedamos por indugao com respeito a dimensao de K. O caso em
que dim (K) = 0 é trivial. Supondo a validade do resultado para todo compacto convexo
de dimensao menor do que ou igual a m, seja K um compacto convexo de dimensao
m + 1. Seja L = aff (K). Do Teorema do Interior Relativo sabemos que int;, (K) # @.
Denotemos por 0, K a fronteira de K com respeito a L. Como

K = intL (K) U 8LK
e essa reuniao ¢ disjunta, fixado g € K, temos duas situagoes possiveis:

(1) Se xo € O, (K), como {xzo} e inty, (K) sdo convexos e disjuntos e inty (K) é aberto
em L, uma das formas geométricas de Hahn-Banach garante a existéncia de um
hiperplano suporte H C L de K em xy. Se

Ky :=KnNH,
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entao Ky é um subconjunto de L que é convexo, pois € a intersecao de dois conjuntos
convexos, e compacto, pois é a interse¢ao do compacto K com o fechado H, tal que
dim (K;) < m, pois aff (K;) C H e dim(H) = m. Assim, como z, € K, da
hipotese de indugao, do Lema C.12 e da Observagao C.5, temos

xo € co(ext (K1) = co(ext (K)N H) C co(ext (K)).

(i1) Se g € inty, (K), entdo existem z1, 25 € O K tais que zg = Axy + (1 — \) x9, para
algum 0 < XA < 1. De (i), z1, 29 € co(ext (K)) e, portanto, xy € co (ext (K)).

Fica entao estabelecido que K C co(ext (K)) e, como a inclusdo contraria é 6bvia, a

igualdade desejada é obtida. [
Corolario C.14 Sejam FEi,...,E,, espacos vetoriais reais normados e de dimensdo
finita. Para cadai=1,...,m, seja K; C E; compacto e conexo. SeT: E1x---xE,, - R
¢ um operador m-linear e K = K1 X -+ X K,;,, entao existe (z1,...,xy) € ext K1 X -+ X

ext K, tal que
T (z1,...,2,)| =max{|T (z1,...,2m)| : (21,---,2m) € K}.

Demonstracao: A compacidade e a convexidade de cada K; garante que K ¢é um
subconjunto compacto e convexo de Ey X --- X FE,, (relativamente & topologia produto).
Assim, como |T'| é uma fungao continua, existe (aq,...,a,) € K tal que

IT (a1, ...,an) =max{|T (z1,...,2m)| : (21,...,2m) € K}.
O Lema C.10 e o Teorema de Carathéodory-Minkowski garantem que
ext (K) # @ e que K = co (ext (K)).
Neste caso, existem n € N, (xgl), e ,xf})) e (q:g"), e ,ng)) € ext(K) e 0 <

A, .., Ay < 1 tais que

=1 e (a,...,am) =D N <x§i),...,x£,?> = (Z Ao Aimxfflm)> :

Logo,
T (a1, .., am)| = 'T (z Ayt Ame;gw)‘
ir=1 im=1
= Z ’ Z )\il )\'LmT (wgll)a 7$nlIM)) '
=1 ipm=1
< Z ’ Z )‘11 /\im )T (l’g“), 7xnlmm)>‘
=1 im=1
S Z c Z >‘i1 >‘lm ]T(al,...,am)] = \T(al,...,am)\
=1 ip=1
e, consequentemente, )T (xgil), - ,xv(qim)> ’ = |T (ai,...,an)| para todo (iy,...,0,) €
{1,...,n}"™, ou seja, o maximo de |T'| em K é atingido em um elemento de ext (K). O
Lema C.11 assegura o resultado. [ |
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