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Resumo

O estudo das formas multilineares A : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K com coeficientes ±1 (ou
matrizes com entradas ±1) possui importantes aplicações em vários ramos da Matemática
e tem sido explorado por diversos autores em diferentes contextos desde o final do século
XIX. As ideias que norteiam este tópico repousam na busca por formas multilineares
unimodulares, isto é, formas multilineares com coeficientes ±1, de menor norma possível.
Pelo uso de métodos probabilísticos, uma família de desigualdades que fornecem formas
multilineares unimodulares com “norma pequena” emerge: são as chamadas desigualdades
de Kahane–Salem–Zygmund (por simplicidade, desigualdades KSZ). Para o caso de formas
bilineares, uma desigualdade do tipo KSZ foi tratada independentemente por Bennett
em 1977 em um contexto mais geral que permite dimensões diferentes nos espaços que
compõem o domínio da forma bilinear. Ocorre que a abordagem não-determinística,
embora muito efetiva no que diz respeito a estabelecer a otimalidade dos expoentes
envolvidos nestas desigualdades, fornece constantes imprecisas. Por meio de resultados
analíticos, provamos que as constantes são, em alguns casos, dominadas assintoticamente
por 1. Além disso, fornecemos estimativas universais melhores do que as conhecidas até
então. Os resultados e técnicas provenientes dessa investigação são aplicados ao jogo das
luzes desbalanceadas de Gale–Berlekamp e permitem melhorar algumas das estimativas
conhecidas, quanto às soluções do jogo. Em contrapartida, as melhores estimativas para
o jogo das luzes desbalanceadas são utilizadas para que uma dominação universal mais
precisa das constantes na desigualdade de Bennett seja apresentada.

Palavras-chave: formas multilineares, desigualdade KSZ, desigualdade de Bennett,
métodos determinísticos, dominação das constantes, jogo das luzes desbalanceadas de
Gale–Berlekamp.
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Abstract

The study of multilinear forms A : ℓnp1×· · ·×ℓnpm → K with coefficients ±1 (or matrices
with ±1 entries) has several applications in various branches of mathematics and has been
investigated by several authors in different contexts since the end of the 19th century.
The ideas that guide this topic rest on the search for unimodular multilinear forms,
that is, multilinear forms with coefficients ±1, with the lowest possible norm. By using
probabilistic methods, a family of inequalities that yield unimodular multilinear forms
with “small norm” emerges: these are the so-called Kahane–Salem–Zygmund inequalities
(KSZ inequalities for short). For the case of bilinear forms, an inequality of KSZ type
was independently obtained by Bennett in 1977 in a more general setting that allows
different dimensions for the spaces that form the domain of the bilinear form. It occurs
that the non-deterministic approach, although very effective with regard to establishing
the optimality of the exponents involved in these inequalities, provides very imprecise
constants. By means of analytical results we prove that the constants are, in some
cases, asymptotically dominated by 1. In addition, we provide more accurate estimates
of universal domination for these cases previously known. The results and techniques
from this investigation are applied to the Gale–Berlekamp switching game and allow us
to improve some known estimates regarding the solutions of the game. In contrast, the
best estimates for Gale–Berlekamp switching game are used to present a more accurate
universal domination of the consntants in the Bennett inequality.

Key-words: multilinear forms, KSZ inequality, Bennett inequality, deterministic
methods, constants domination, Gale–Berlekamp switching game.
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Notação e terminologia

Em todo o trabalho os símbolos N, R e C denotam, respectivamente, o conjunto
{1, 2, 3, . . .} dos inteiros positivos, o corpo dos números reais e o corpo dos números
complexos. O símbolo K denotará, de forma indistinta, os corpos R e C e a sequência
(ej)

n
j=1 denotará a base canônica de Kn.
Se p ∈ [1,∞], então a função ∥·∥p : Kn → R definida por

∥(x1, . . . , xn)∥p =


(

n∑
j=1

|xj|p
)1/p

, se 1 ≤ p <∞,

max
1≤j≤n

|xj| , se p = ∞,

define uma norma comumente chamada de p-norma. Nestas condições, utilizaremos
a notação ℓnp para denotar o par

(
Kn, ∥·∥p

)
. Escreveremos ainda ℓnp (R) =

(
Rn, ∥·∥p

)
quando for necessária a distinção K = R.

Como de costume, a bola fechada de centro na origem e raio 1 em um espaço vetorial
normado E será denotada por BE. Assim,

BE := {x ∈ E : ∥x∥ ≤ 1} .

Se E1, . . . , Em, E são espaços vetoriais sobre o mesmo corpo K, então uma aplicação
A : E1 × · · · × Em → E será dita um operador m-linear (ou multilinear) se é linear
em cada uma de suas m variáveis. Mais precisamente, a aplicação A será um operador
m-linear quando para todo k = 1, . . . ,m, vale a igualdade

A (x1, . . . , xk−1, µxk + λx′k, xk+1, . . . , xm) = µA (x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xm)

+ λA (x1, . . . , xk−1, x
′
k, xk+1, . . . , xm) ,

quaisquer que sejam (x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xm) , (x1, . . . , xk−1, x
′
k, xk+1, . . . , xm) ∈

E1 × · · · × Em e µ, λ ∈ K. Quando E = K o operador m-linear A será dito uma forma
m-linear. Quando E1, . . . , Em, E são normados e o operador m-linear A for contínuo,
sua norma será o número real

∥A∥ = sup {∥A (x1, . . . , xm)∥ : xk ∈ BEk
, para todo k = 1, . . . ,m} .

Em particular, devemos lembrar que, se E1, . . . , Em são espaços vetoriais de dimensão
finita, então todo operador m-linear A : E1 × · · · × Em → E é contínuo.

1



Notações e terminologias 2

Convencionamos aqui que 1/∞ = 0 e 1/0 = ∞. Neste caso, o conjugado de Lebesgue
de p ∈ [1,∞] será o único elemento p∗ de [1,∞] tal que

1

p
+

1

p∗
= 1,

isto é,
p∗ =

p

p− 1
.

Quando o espaço vetorial E é munido de produto interno, este será denotado por ⟨·, ·⟩
e, sempre que E = Kn, ficará subentendido que o produto interno em questão é o produto
interno euclidiano

⟨x, y⟩ = ⟨(x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn)⟩ =
n∑
j=1

xjyj,

onde yj denota o complexo conjugado de yj.
A notação

n∑
i1,...,im=1

indicará sempre o somatório múltiplo

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

.

Sejam n1, . . . , nm ∈ N. Uma função f : {1, . . . , n1} × · · · × {1, . . . , nm} → K será dita
uma m-matriz ou matriz de dimensão m. A imagem de uma m-upla (j1, . . . , jm) por
f será denotada por aj1...jm e, seguindo a notação matricial, indicaremos a m-matriz f
por (aj1...jm)n1×···×nm

. Quando n1 = · · · = nm = n, diremos que (aj1...jm)n×···×n é uma
m-matriz de ordem n.

Sejam f, g : N → R funções. Escreveremos f (n) = O (g (n)) se existe uma constante
positiva C tal que, para todo n suficientemente grande, temos

f (n) ≤ Cg (n) .

Equivalentemente, dizer que f (n) = O (g (n)) significa que

lim sup
n→∞

f (n)

g (n)
<∞.

As demais notações e terminologias serão apresentadas em momento oportuno no
decorrer do texto.



Introdução

O estudo das formas bilineares e, mais geralmente, das formas multilineares A : ℓnp1 ×
· · · × ℓnpm → K com coeficientes ±1 possui importantes aplicações em vários ramos da
Matemática. Essa linha de investigação tem sido explorada por diversos autores em
diferentes contextos desde o final do século XIX. Por exemplo, a desigualdade 4/3 de
Littlewood estabelece que, dados n1, n2 ∈ N e uma forma bilinear A : ℓn1

∞ × ℓn2
∞ → K,

temos (
n1∑
i=1

n2∑
j=1

|A (ei, ej)|4/3
)3/4

≤
√
2 ∥A∥

e o expoente 4/3 nesta desigualdade é ótimo no sentido de que, se p > 0 é tal que(
n1∑
i=1

n2∑
j=1

|A (ei, ej)|p
)1/p

≤ C ∥A∥ ,

para todo par (n1, n2) de números naturais, toda forma bilinear A : ℓn1
∞ × ℓn2

∞ → K e
alguma constante positiva C, então p ≥ 4/3. Tanto a otimalidade da constante

√
2 (para

K = R), quanto a do expoente 4/3 são provadas por meio de formas unimodulares. A
forma bilinear A0 : ℓ

2
∞ × ℓ2∞ → K definida por

A0 (x, y) = x1y1 + x1y2 + x2y1 − x2y2

garante a otimalidade da constante
√
2 e a otimalidade do expoente 4/3 é obtida pela

consideração de formas bilineares unimodulares definidas por uma classe especial de
matrizes com entradas ±1.

As ideias que norteiam este tópico repousam na busca por formas multilineares
unimodulares com normas relativamente pequenas, isto é, considerar, dentre as formas
multilineares com coeficientes 1 e −1 (por vezes, números complexos de módulo 1), as
de menor norma possível. Em 1931, H. Bohnenblust e E. Hille (vide [13]) construíram
uma forma m-linear An : ℓn∞ × · · · × ℓn∞ → C com coeficientes complexos de módulo 1
satisfazendo

∥An∥ ≤ n(m+1)/2

e mostraram que o expoente (m+ 1) /2 é ótimo, ou seja, ele não pode ser substituído
por um expoente menor, mesmo se multiplicarmos o segundo membro da desigualdade
por uma constante positiva. Contudo, em muitas ocasiões, argumentos determinísticos

3



Introdução 4

não estão disponíveis e métodos probabilísticos são utilizados. Entretanto, provar
desigualdades ótimas por meio de argumentos combinatórios é, geralmente, uma tarefa
difícil. Uma abordagem poderosa e comumente utilizada nessas situações consiste em
construir um espaço de probabilidade adequado e mostrar que a probabilidade de existir
um elemento com certas propriedades neste espaço é positiva. Esta abordagem foi cunhada
por Paul Erdös (vide [4, Prefácio] para um tratamento completo) e é denominada de
“Método Probabilístico”. O Método Probabilístico, apesar de efetivo em muitos aspectos, é
fortemente não construtivo. Nas décadas de 1970 e 1980, vários autores seguiram esta linha
(vide, por exemplo, [8, 16, 25, 30, 40]) e, hoje em dia, estas abordagens probabilísticas são
exploradas em diferentes linhas de pesquisa (vide [4, 6, 10, 11, 12, 14, 18, 19, 20, 32, 35] e
suas respectivas referências). Em geral, os argumentos probabilísticos são suficientes para
fornecer expoentes ótimos, mas as constantes envolvidas não são precisas.

Estas desigualdades que garantem a existência de formas multilineares unimodulares
(e polinômios) com norma pequena por meio de métodos probabilísticos são geralmente
chamadas de desigualdades de Kahane–Salem–Zygmund (por simplicidade, desigualdades
KSZ). Recentemente, importantes abstrações destas desigualdades foram desenvolvidas,
inicialmente, por M. Mastyło e R. Szwedek em [32] e, posteriormente, por A. Defant e M.
Mastyło em [20].

Neste trabalho estamos interessados nas versões multilineares das desigualdades KSZ
(em [1, Lema 6.1] e [3, 35] elas são obtidas seguindo a abordagem de H. Boas em [11,
Teorema 4]; vide também [30, Teoremas 1.1 e 1.2]). Aplicações destas desigualdades
podem ser encontradas, por exemplo, em [2, 12, 16, 37, 40]. Para o caso de formas
bilineares, uma desigualdade do tipo KSZ foi provada independentemente por G. Bennett
[9] em 1977 (vide também [8]), de forma bastante completa.

A desigualdade KSZ para formas multilineares estabelece em [30] e [2] (este último
segundo a abordagem de Boas em [11]) que dados m,n ∈ N e p1, . . . , pm ∈ [1,∞], existe
uma forma m-linear An : ℓnp1 × · · · × ℓnpm → K do tipo

An(z
(1), . . . , z(m)) =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

tal que

∥An∥ ≤ Cmn

1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}}+

m∑
k=1

max
{

1
2
− 1

pk
,0
}
, (1)

com
Cm =

√
32m log (6m)

√
m!. (2)

Para o caso de formas bilineares, a abordagem de Bennett (vide [9, Proposição 3.2])
é mais geral, permitindo dimensões diferentes no domínio das formas bilineares. Mais
precisamente, a desigualdade de Bennett afirma que existe uma constante C ≥ 1 tal
que, para quaisquer p1, p2 ∈ [1,∞] e quaisquer inteiros positivos n1, n2, existe uma forma
bilinear An1,n2 : ℓ

n1
p1

× ℓn2
p2

→ R com coeficientes ±1 satisfazendo

∥An1,n2∥ ≤ Cmax

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
. (3)

A desigualdade KSZ foi recentemente estendida por N. Albuquerque e L. Rezende em [3]
e D. Pellegrino, D. Serrano-Rodríguez e J. Silva em [35] às formas m-lineares (conforme a
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abordagem de Bennett) como segue: sejam m,n1, . . . , nm inteiros positivos e p1, . . . , pm ∈
[1,∞]. Existem uma constante Cm e uma forma m-linear An1,...,nm : ℓn1

p1
× · · · × ℓnm

pm → K
do tipo

An1,...,nm

(
z(1), . . . , z(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

tais que

∥An1,...,nm∥ ≤ Cm

(
m∑
k=1

nk

) 1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}} m∏

k=1

n
max

{
1
2
− 1

pk
,0
}

k . (4)

Para generalizações recentes e de amplo espectro, vide [20].
É evidente que (4) é equivalente a escrever

∥An1,...,nm∥ ≤ Dm max
k=1,...,m

{
n

1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}}

k

}
m∏
k=1

n
max

{
1
2
− 1

pk
,0
}

k (5)

para alguma constante Dm ≥ Cm. Um cálculo direto mostra que, quando m = 2 e
p1, p2 ∈ [2,∞], a desigualdade (5) recupera (3). A prova feita em [3] das desigualdades (4)
e (5) segue as linhas da demonstração de (1) e as constantes Cm e Dm são, essencialmente,
as constantes que aparecem em (2).

O expoente de n em (1) é ótimo (vide [35]; de fato, este resultado foi provado
anteriormente com outras técnicas por A. Mantero e A. Tonge em [30, Teorema 1.2]) e,
quando p1, . . . , pm ∈ [2,∞], todos os expoentes de n1, . . . , nm em todas as expressões acima
são também ótimos (vide [3]). Por outro lado, os valores exatos das constantes C, Cm eDm

são desconhecidos; as abordagens de Bennett, Boas e Mantero e Tonge ([9, 11, 30]) são não-
construtivas e dependem de argumentos fortemente não-determinísticos, não fornecendo
uma pista precisa dos valores exatos das constantes envolvidas.

O Capítulo 1 foi publicado em

[33] D. Pellegrino, A. Raposo Jr, Constants of the Kahane–Salem–Zygmund
inequality asymptotically bounded by 1, J. Funct. Anal. 282 (2022), 109293, 21pp.

Nele, as constantes das desigualdades KSZ para o caso p1 = · · · = pm = ∞ e de
Bennett são abordadas do ponto de vista assintótico. Mais precisamente, mostramos no
Teorema 1.2 que, dados um inteiro positivom e ε > 0, existe um inteiro positivo N tal que,
para quaisquer n1, . . . , nm > N , existe uma forma m-linear An1,...,nm : ℓn1

∞ ×· · ·× ℓnm
∞ → K

do tipo

An1,...,nm(z
(1), . . . , z(m)) =

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

satisfazendo
∥An1,...,nm∥ ≤ (1 + ε)max

{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j .

Verificamos ainda que o mesmo tipo de dominação ocorre em vários casos da desigualdade
de Bennett (de fato, pouquíssimos casos restaram abertos). Finalizamos este capítulo
ressaltando que, seguindo as linhas dos argumentos probabilísticos de Mantero e Tonge
em [30, Teorema 1.1], é possível melhorar as constantes de (4) e (5) no caso em que
p1, . . . , pm ∈ [2,∞]. Mais precisamente, verificamos que é possível substituir as constantes
de (4) e (5) por

2m+1
√

(2m+ 1) log (1 + 4m)
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no caso de escalares complexos e por

2
√

(2m+ 1) log (1 + 4m)

no caso de escalares reais.
O Capítulo 2, que é baseado em nosso preprint

[34] D. Pellegrino, A. Raposo Jr, Upper bounds for the constants of Bennett’s
Inequality and the Gale-Berlekamp switching game, preprint (2022), 20 pp. ar-
Xiv:2111.00445v2,

prossegue com a investigação iniciada no capítulo anterior e contempla resultados de
dominação universal das constantes nas desigualdades KSZ e de Bennett. Verificamos
aqui que a constante C em (3) satisfaz a estimativa

C ≤ (8/5)1/2

em diversos casos e que a constante Cm em (4) satisfaz

Cm ≤ 2(m+1)/2

quando p1 = · · · = pm = ∞. Provamos ainda que essa estimativa pode ser melhorada
para (8/5)(m−1)/2 quando nos restringimos ao caso particular n1 = · · · = nm = n.

O Capítulo 3 traz uma aplicação dos resultados obtidos nos dois primeiros capítulos: o
jogo das luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp. Aqui, a dinâmica do jogo do ponto de
vista de um modelo matemático e sua relação com as formas multilineares de coeficientes
±1 é descrita e os resultados e técnicas apresentados nos capítulos que o precedem são
utilizados para fornecer, analiticamente, uma melhora nas estimativas conhecidas das
soluções do jogo em alguns casos específicos. O caminho inverso também é feito e as
estimativas obtidas no jogo das luzes desbalanceadas são utilizadas para melhorar um
caso especial de dominação universal na desigualdade de Bennett. Discutimos ainda uma
generalização do jogo para dimensões mais altas.

Os apêndices têm a finalidade de deixar o texto autossuficiente. Em todo o trabalho as
matrizes de Hadamard desempenham um papel fundamental e, portanto, o Apêndice A
traz o essencial sobre o assunto para que o texto seja melhor compreendido. O Apêndice B
traz uma versão sob medida do Teorema de Interpolação de Riesz–Thorin baseada em
[23, Teorema 6.27]. O Apêndice C versa sobre a teoria de pontos extremos em espaços
de dimensão finita servindo como ponte entre o jogo das luzes desbalanceadas de Gale–
Berlekamp e a desigualdade de Bennett.

Ao contrário da abordagem de Boas, nosso estudo não se debruça sobre as formas
multilineares simétricas visto que, sempre que possível, desejamos permitir dimensões di-
ferentes para os espaços que determinam o domínio das formas multilineares consideradas
e, neste contexto, não faz sentido falarmos em simetria.



Capı́tulo 1
Dominação assintótica das constantes nas
desigualdades KSZ e de Bennett

Lembremos que a desigualdade KSZ para formas multilineares afirma que, dados
m,n1, . . . , nm ∈ N e p1, . . . , pm ∈ [1,∞], existem uma constante Cm > 0 e uma forma
m-linear An1,...,nm : ℓn1

p1
× · · · × ℓnm

pm → K do tipo

An1,...,nm

(
z(1), . . . , z(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

tais que

∥An1,...,nm∥ ≤ Cm

(
m∑
k=1

nk

) 1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}} m∏

k=1

n
max

{
1
2
− 1

pk
,0
}

k . (1.1)

Obviamente, (1.1) é equivalente a escrever

∥An1,...,nm∥ ≤ Dm max
k=1,...,m

{
n

1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}}

k

}
m∏
k=1

n
max

{
1
2
− 1

pk
,0
}

k (1.2)

para alguma constanteDm ≥ Cm. O caso bilinear da desigualdade KSZ, devido a Bennett,
estabelece que existe uma constante C ≥ 1 tal que, para quaisquer n1, n2 ∈ N e quaisquer
p1, p2 ∈ [1,∞], existe uma forma bilinear An1,n2 : ℓ

n1
p1

× ℓn2
p2

→ R com coeficientes ±1
satisfazendo

∥An1,n2∥ ≤ Cmax

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
. (1.3)

Vale frisar que a desigualdade de Bennett em (1.3) fornece estimativas mais precisas
para o caso bilinear do que (1.2). Mais precisamente, (1.2) não recupera (1.3) quando
{p1, p2} ∩ [1, 2) ̸= ∅, com p1 ̸= p2.

A coleção das formas multilineares A : ℓn1
p1

× · · · × ℓnm
pn → K do tipo

A
(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± x
(1)
i1

· · ·x(m)
im

será denotada por Ap1,...,pm;n1,...,nm . Observemos que este conjunto é o mesmo indepen-
dentemente da escolha de p1, . . . , pm ∈ [1,∞].

7
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Dados m > 2, p1, . . . , pm ∈ [1,∞] e n1, . . . , nm ∈ N, seja

Cp1,...,pm;n1,...,nm :=
min {∥A∥ : A ∈ Ap1,...,pm;n1,...,nm}

max
k=1,...,m

{
n

1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}}

k

}
m∏
k=1

n
max

{
1
2
− 1

pk
,0
}

k

. (1.4)

Neste caso, como Ap1,...,pm;n1,...,nm é finito, segue que Cp1,...,pm;n1,...,nm é a menor das cons-
tantes positivas para as quais existe uma forma m-linear satisfazendo uma desigualdade
como (1.2). No caso de formas bilineares, utilizando a desigualdade de Bennett, definimos

Cp1,p2;n1,n2 :=
min {∥A∥ : A ∈ Ap1,p2;n1,n2}

max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

} . (1.5)

Como Ap1,p2;n1,n2 é finito, segue que Cp1,p2;n1,n2 é a menor das constantes positivas para as
quais existe uma forma bilinear satisfazendo uma desigualdade como (1.3).

No presente capítulo, veremos que as constantes Cp1,...,pm;n1,...,nm , em alguns casos, são
assintoticamente dominadas por 1 no sentido de que, dado ε > 0, existe N = N (ε) ∈ N
tal que

Cp1,...,pm;n1,...,nm ≤ 1 + ε

sempre que n1, . . . , nm ≥ N . Vale observar que a dominação assintótica por 1 das
constantes C∞,∞;n,n (e apenas destas) está presente de modo implícito no trabalho de
Brown e Spencer (vide [14, página 166]). Em suma, encoberto pelo manto do jogo das
luzes desbalanceadas de Gale–Berlekamp, Brown e Spencer mostram por meio de um
argumento diferente do que apresentamos aqui que

C∞,∞;n,n ≤ 1 + o (1) ,

ou seja, seu trabalho fornece dominação assintótica por 1 das constantes na desigualdade
de Bennett apenas no caso de formas bilineares unimodulares definidas sobre ℓn∞ × ℓn∞.

De modo geral, este capítulo e o próximo deixarão claro que as constantes obtidas
pelos métodos probabilísticos são bastante imprecisas.

Sejam p1, . . . , pm ∈ [1,∞] e n1, . . . , nm ∈ N. É fácil ver que, se A : ℓn1
p1
×· · ·× ℓnm

pm → C
é uma forma m-linear com coeficientes ±1 e A0 : ℓ

n1
p1
(R) × · · · × ℓnm

pm (R) → R é tal que
A0

(
x(1), . . . , x(m)

)
= A

(
x(1), . . . , x(m)

)
, então ∥A0∥ ≤ ∥A∥. Diante deste fato, em algumas

ocasiões será suficiente estabelecermos a validade de um resultado no contexto de escalares
complexos para que tenhamos garantida a sua validade no contexto de escalares reais.

1.1 Constantes da desigualdade KSZ

Nesta seção, nosso objetivo principal é mostrar a dominação assintótica por 1 das
constantes em (1.1) e (1.2) quando p1 = · · · = pm = ∞.

Lema 1.1 Sejam n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nm inteiros positivos tais que, para todo k =

2, . . . ,m, existe uma matriz de Hadamard Hnk
=
[
h
(k)
ij

]
nk×nk

. Então, a forma m-linear

A : ℓn1
∞ × · · · × ℓnm

∞ → K definida por

A
(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

(
m∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

)(
m∏
s=1

x
(s)
is

)
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é tal que

∥A∥ ≤ n1/2
m

m∏
j=1

n
1/2
j .

Demonstração: Para cada µ = 2, . . . ,m, seja u(µ)i , i = 1, . . . , nµ, a i-ésima linha de Hnµ ;
então 〈

u
(µ)
i , u

(µ)
j

〉
= nµδij. (1.6)

Consideremos as matrizes quadradas de ordem nm definidas por[
h
(µ)
ij

]
nm×nm

:=

[
Hnµ 0nµ×(nm−nµ)

0(nm−nµ)×nµ 0(nm−nµ)×(nm−nµ)

]
(1.7)

para cada µ = 2, . . . ,m. Para cada k = 1, . . . ,m, dado x(k) em Sℓnk∞
, façamos

y(k) =
(
x
(k)
1 , . . . , x(k)nk

, 0, . . . , 0
)
∈ Sℓnm∞ .

Daí, usando a desigualdade de Hölder,∣∣A (x(1), . . . , x(m)
)∣∣

=

∣∣∣∣ nm∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

(
m∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

)(
m∏
s=1

y
(s)
is

)∣∣∣∣
≤

nm∑
im=1

∣∣∣∣∣ nm∑
i1=1

· · ·
nm∑

im−1=1

(
m∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

)(
m−1∏
s=1

y
(s)
is

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣y(m)
im

∣∣∣
≤
(

nm∑
im=1

∣∣∣y(m)
im

∣∣∣2)1/2

·

 nm∑
im=1

∣∣∣∣∣ nm∑
i1=1

· · ·
nm∑

im−1=1

(
m∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

)(
m−1∏
s=1

y
(s)
is

)∣∣∣∣∣
2
1/2

≤ n1/2
m

 nm∑
im=1

∣∣∣∣∣ nm∑
i1=1

· · ·
nm∑

im−1=1

(
m∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

)(
m−1∏
s=1

y
(s)
is

)∣∣∣∣∣
2
1/2

= n1/2
m

 nm∑
im=1

nm∑
i1,...,im−1=1
j1,...,jm−1=1

h
(m)
im−1im

h
(m)
jm−1im

(
m−1∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
m−1∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)
1/2

.

Logo, ∣∣A (x(1), . . . , x(m)
)∣∣

≤ n1/2
m

 nm∑
i1,...,im−1=1
j1,...,jm−1=1

(
m−1∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
m−1∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)
nm∑
im=1

h
(m)
im−1im

h
(m)
jm−1im


1/2

= n1/2
m

 nm∑
i1,...,im−1=1
j1,...,jm−1=1

(
m−1∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
m−1∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)
nm∑
im=1

h
(m)
im−1im

h
(m)
jm−1im


1/2
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= n1/2
m

 nm∑
i1,...,im−1=1
j1,...,jm−1=1

(
m−1∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
m−1∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)〈
u
(m)
im−1

, u
(m)
jm−1

〉
1/2

. (1.8)

Observemos que, se m ≥ 3, então para todo t ∈ {3, . . . ,m}, de (1.6) e (1.7), temos

nm∑
i1,...,it−1=1
j1,...,jt−1=1

(
t−1∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
t−1∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)〈
u
(t)
it−1

, u
(t)
jt−1

〉

=
nm∑

i1,...,it−1=1
j1,...,jt−1=1

(
t−1∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
t−1∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)
ntδit−1jt−1

= nt
nm∑

it−1=1

nm∑
i1,...,it−2=1
j1,...,jt−2=1

h
(t−1)
it−2it−1

h
(t−1)
jt−2it−1

(
t−2∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
t−2∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

) ∣∣yit−1

∣∣2
≤ nt

nm∑
it−1=1

nm∑
i1,...,it−2=1
j1,...,jt−2=1

h
(t−1)
it−2it−1

h
(t−1)
jt−2it−1

(
t−2∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
t−2∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)

= nt
nm∑

i1,...,it−2=1
j1,...,jt−2=1

(
t−2∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
t−2∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)
nm∑

it−1=1

h
(t−1)
it−2it−1

h
(t−1)
jt−2it−1

= nt
nm∑

i1,...,it−2=1
j1,...,jt−2=1

(
t−2∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
t−2∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)
nt−1∑
it−1=1

h
(t−1)
it−2it−1

h
(t−1)
jt−2it−1

= nt
nm∑

i1,...,it−2=1
j1,...,jt−2=1

(
t−2∏
r=2

h
(r)
ir−1ir

h
(r)
jr−1jr

)(
t−2∏
s=1

y
(s)
is
y
(s)
js

)〈
u
(t−1)
it−2

, u
(t−1)
jt−2

〉
, (1.9)

ficando subentendido que
(

b∏
r=a

αrβr

)
= 1 se b < a. Fazendo uso recursivo de (1.9) em

(1.8), obtemos

∣∣A (x(1), . . . , x(m)
)∣∣ ≤ n1/2

m

m∏
j=3

n
1/2
j

(
nm∑

i1,j1=1

y
(1)
i1
y
(1)
j1

〈
u
(2)
i1
, u

(2)
j1

〉)1/2

= n1/2
m

m∏
j=3

n
1/2
j

(
nm∑

i1,j1=1

y
(1)
i1
y
(1)
j1
n2δi1j1

)1/2

=

(
n1/2
m

m∏
j=3

n
1/2
j

)
n
1/2
2

(
nm∑
i1=1

∣∣∣y(1)i1

∣∣∣2)1/2

= n1/2
m

m∏
j=2

n
1/2
j

(
n1∑
i1=1

∣∣∣x(1)i1 ∣∣∣2)1/2

≤

(
n1/2
m

m∏
j=2

n
1/2
j

)
n
1/2
1 = n1/2

m

m∏
j=1

n
1/2
j .
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Se m = 2, então o procedimento recursivo é evitado e a desigualdade acima é obtida
diretamente. De todo modo, concluímos que

∥A∥ = sup
∥x(1)∥∞

=···=∥x(m)∥∞
=1

∣∣A (x(1), . . . , x(m)
)∣∣ ≤ n1/2

m

m∏
j=1

n
1/2
j ,

como queríamos demonstrar. ■

Teorema 1.2 Sejam m um inteiro positivo e ε > 0 dados. Existe um inteiro positivo N
tal que, para quaisquer n1, . . . , nm > N , existe um forma m-linear An1,...,nm : ℓn1

∞ × · · · ×
ℓnm
∞ → K do tipo

An1,...,nm(z
(1), . . . , z(m)) =

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

satisfazendo

∥An1,...,nm∥ ≤ (1 + ε)max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j .

Demonstração: Sabemos da Observação A.12 que o conjunto das ordens de Hadamard
é assintoticamente denso em N e, portanto, para

δ = (1 + ε)
2

m+1 − 1 > 0,

existe um inteiro positivo N tal que, para todo k = 1, . . . ,m, sempre que nk > N é um
inteiro, existe uma ordem de Hadamard tk satisfazendo

nk ≤ tk < (1 + δ)nk.

Observemos que, sem perda de generalidade, podemos supor t1 ≤ · · · ≤ tm. Do Lema 1.1,
considerando os inteiros t1, . . . , tm, existe uma forma m-linear A0 : ℓ

t1
∞ × · · · × ℓtm∞ → K

com coeficientes ±1 tal que

∥A0∥ ≤ t1/2m

m∏
k=1

t
1/2
k .

Se nk = tk para todo k, basta fazer An1,...,nm = A0. Caso contrário, consideramos a forma
m-linear

An1,...,nm : ℓn1
∞ × · · · × ℓnm

∞ → K

definida por

An1,...,nm

((
z
(1)
i1

)n1

i1=1
, . . . ,

(
z
(m)
im

)nm

im=1

)
= A0

((
z
(1)
1 , . . . , z(1)n1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
t1−n1 zeros

)
, . . . ,

(
z
(m)
1 , . . . , z(m)

nm
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
tn−nm zeros

))
.
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Então, dado x(k) ∈ Bℓ
nk∞

, k = 1, . . . ,m, temos∣∣∣∣An1,...,nm

((
x
(1)
i1

)n1

i1=1
, . . . ,

(
x
(m)
im

)nm

im=1

)∣∣∣∣
=
∣∣∣A0

((
x
(1)
1 , . . . , x(1)n1

, 0, . . . , 0
)
, . . . ,

(
x
(m)
1 , . . . , x(m)

nm
, 0, . . . , 0

))∣∣∣
≤ ∥A0∥ ≤ t1/2m

m∏
j=1

t
1/2
j

≤ (1 + δ)1/2 n1/2
m

m∏
j=1

(1 + δ)1/2 n
1/2
j

≤ (1 + δ)
m+1

2 max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j

= (1 + ε)max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j

e isso finaliza a prova. ■

Como uma consequência imediata, temos a mesma dominação assintótica para (1.2)
no caso em que n1 = · · · = nm = n:

Corolário 1.3 Sejam m um inteiro positivo e ε > 0 dados. Existe um inteiro positivo N
tal que, para todo n > N , existe uma forma m-linear An : ℓn∞ × · · · × ℓn∞ → K do tipo

An(z
(1), . . . , z(m)) =

n∑
i1,...,im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

satisfazendo
∥An∥ ≤ (1 + ε)n

m+1
2 .

OBSERVAÇÃO 1.4 Uma famosa conjectura de Hadamard sugere que todo inteiro positivo
múltiplo de 4 é uma ordem de Hadamard. Se isso for verdade ou, pelo menos, se a
distância entre duas ordens de Hadamard consecutivas for limitada por uma constante
universal, uma modificação direta de nossa demonstração mostra que existe uma forma
m-linear An : ℓn∞ × · · · × ℓn∞ → K do tipo

An(z
(1), . . . , z(m)) =

n∑
i1,...,im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

tal que
∥An∥ ≤

(
1 +O

(
n−1/2

))
n

m+1
2 .

De fato, suponhamos que a distância entre duas ordens de Hadamard consecutivas seja
limitada por r ∈ N. Fixado n ∈ N, seja t a maior ordem de Hadamard tal que

t ≤ n.

Neste caso, existe 0 ≤ s ≤ r tal que t + s ≥ n também é ordem de Hadamard. Do
Lema 1.1, existe uma forma m-linear A0 : ℓ

t+s
∞ × · · · × ℓt+s∞ → K com coeficientes ±1 tal

que
∥A0∥ ≤ (t+ s)(m+1)/2 .
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Se n = t, então basta tomar s = 0 e fazer An = A0. Caso contrário, consideramos a forma
m-linear

An : ℓ
n
∞ × · · · × ℓn∞ → K

definida por

An

((
z
(1)
i1

)n
i1=1

, . . . ,
(
z
(m)
im

)n
im=1

)
= A0

((
z
(1)
1 , . . . , z(1)n , 0, . . . , 0

)
, . . . ,

(
z
(m)
1 , . . . , z(m)

n , 0, . . . , 0
))

.

Então, dado x(k) ∈ Bℓn∞ , k = 1, . . . ,m, temos∣∣∣∣An((x(1)i1 )n
i1=1

, . . . ,
(
x
(m)
im

)n
im=1

)∣∣∣∣
=
∣∣∣A0

((
x
(1)
1 , . . . , x(1)n , 0, . . . , 0

)
, . . . ,

(
x
(m)
1 , . . . , x(m)

n , 0, . . . , 0
))∣∣∣

≤ ∥A0∥ ≤ (t+ s)
m+1

2

≤ (n+ r)
m+1

2

=

[
1 +

((
1 +

r

n

)m+1
2 − 1

)]
n

m+1
2 .

Definindo f : (0,∞) → R por

f (x) =

[(
1 +

r

x

)m+1
2 − 1

]
x1/2,

temos
∥An∥ ≤

[
1 +

((
1 +

r

n

)m+1
2 − 1

)]
n

m+1
2 =

[
1 + f(n)n−1/2

]
n

m+1
2 (1.10)

Fazendo u = (1 + r/x)1/2, observamos que x = r/ (u2 − 1) e que u→ 1+ quando x→ ∞.
Logo,

lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

[(
1 +

r

x

)m+1
2 − 1

]
x1/2

= lim
u→1+

(
um+1 − 1

) r1/2

(u2 − 1)1/2

= lim
u→1+

r1/2
(
(um+1 − 1) (um+1 − 1)

u2 − 1

)1/2

= lim
u→1+

r1/2
(
(u− 1) (um + um−1 + · · ·+ 1) (um+1 − 1)

(u− 1) (u+ 1)

)1/2

= lim
u→1+

r1/2
(
(um + um−1 + · · ·+ 1) (um+1 − 1)

u+ 1

)1/2

= 0.

Concluímos daqui que a sequência (f (n))∞n=1 converge para zero sendo, portanto, limitada.
Seja C > 0 tal que f (n) ≤ C para todo n ∈ N. Então, de (1.10) segue que

∥An∥ ≤
[
1 + f (n)n−1/2

]
n

m+1
2 ≤

(
1 + Cn−1/2

)
n

m+1
2 .
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1.2 Constantes da desigualdade de Bennett

Na seção anterior garantimos a dominação assintótica por 1 das constantes na
desigualdade KSZ relativamente às formas m-lineares com coeficientes ±1 definidas sobre
ℓn1
p1

× · · · × ℓnm
pm sempre que p1 = · · · = pm = ∞. Nesta seção mostraremos que o mesmo

tipo de dominação ocorre no caso de formas bilineares com coeficientes ±1 definidas sobre
ℓn1
p1

× ℓn2
p2

para quaisquer p1, p2 ∈ [1,∞], com algumas poucas exceções a depender do par
(n1, n2) (vide Figura 1.1). Veremos também que as constantes na desigualdade de Bennett
(1.3) são “uniformemente” assintoticamente limitadas por 1 quando p1, p2 ∈ [2,∞]. Além
disso, a constante 1 se revelará ótima no caso em que n1 = n2 = n e p1, p2 ∈ [1, 2].

Lema 1.5 Sejam 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ e x ∈ Kn. Se x ∈ Bℓnq e z = n
1
q
− 1

px, então z ∈ Bn
ℓp
.

Demonstração: O resultado é evidente se p = q. Suponhamos então 2 ≤ p < q ≤ ∞.
Se q = ∞, então

∥z∥p = n−1/p ∥x∥p = n−1/p

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

≤ n−1/p (n ∥x∥p∞)
1/p

= ∥x∥∞ = 1.

Se q <∞, da desigualdade de Hölder, temos

∥z∥p = n
1
q
− 1

p ∥x∥p = n
1
q
− 1

p

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

≤ n
1
q
− 1

p

( n∑
j=1

|xj|q
)p/q(

n∑
j=1

1q/(q−p)

)1− p
q

1/p

= n
1
q
− 1

p

[
∥x∥pq n

1− p
q

]1/p
= ∥x∥q ≤ 1.

■

OBSERVAÇÃO 1.6 Sabemos que, se 1 ≤ p ≤ q, então, para todo n ∈ N, Bℓnp ⊂ Bℓnq . Sejam
A1 : ℓ

n1
p1

× · · · × ℓnm
pm → K e A2 : ℓ

n1
q1

× · · · × ℓnm
qm → K formas m-lineares definidas pela

mesma regra. Neste caso, se pk ≤ qk para todo k = 1, . . . ,m, fazendo

B1 =
{∣∣A1

(
x(1), . . . x(m)

)∣∣ : (x(1), . . . x(m)
)
∈ Bℓ

n1
p1

× · · · ×Bℓnm
p2

}
,

B2 =
{∣∣A2

(
x(1), . . . x(m)

)∣∣ : (x(1), . . . x(m)
)
∈ Bℓ

n1
q1

× · · · ×Bℓnm
qm

}
,

temos B1 ⊂ B2 e, consequentemente,

∥A1∥ = supB1 ≤ supB2 = ∥A2∥ .

O próximo lema servirá a múltiplos propósitos e também será usado na próxima
seção. Por questões de simplicidade, utilizamos a notação Nk para representar o conjunto
{k, k + 1, k + 2, . . .}.
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Lema 1.7 Sejam k,m ∈ N e seja f : Nk → [0,∞) uma função crescente. Se para todo
n ∈ Nk existe uma forma m-linear A0 : ℓ

n
2 × · · · × ℓn2 → K com coeficientes ±1 tal que

∥A0∥ ≤ f (n) ,

então, para quaisquer p1, . . . , pm ∈ [2,∞] e quaisquer n1, . . . , nm ∈ Nk existe uma forma
m-linear A : ℓn1

p1
× · · · × ℓnm

pm → K com coeficientes ±1 tal que

∥A∥ ≤ max {f (n1) , . . . , f (nm)}n
1
2
− 1

p1
1 · · ·n

1
2
− 1

pm
m .

Demonstração: Seja n = max {n1, . . . , nm}. Por hipótese, existe uma forma m-linear
A0 : ℓ

n
2 × · · · × ℓn2 → K do tipo

A0

(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

± x
(1)
i1

· · · x(m)
im

tal que
∥A0∥ ≤ f (n) .

Consideremos a forma m-linear A1 : ℓ
n1
2 × · · · × ℓnm

2 → K definida por

A1

(
x(1), . . . , x(m)

)
= A0

((
x
(1)
1 , . . . , x(1)n1

, 0, . . . , 0
)
, . . . ,

(
x
(m)
1 , . . . , x(m)

nm
, 0, . . . , 0

))
.

É claro que
∥A1∥ ≤ ∥A0∥ ≤ f (n) = max {f (n1) , . . . , f (nm)} . (1.11)

Agora, definamos A : ℓn1
p1

× · · · × ℓnm
pm → K por

A
(
x(1), . . . , x(m)

)
= A1

(
x(1), . . . , x(m)

)
.

Neste caso,

∥A∥ = sup
∥x(k)∥

pk
≤1

∣∣∣∣ n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± x
(1)
i1

· · ·x(m)
im

∣∣∣∣
= n

1
2
− 1

p1
1 · · ·n

1
2
− 1

pm
m sup

∥x(k)∥
pk

≤1

∣∣∣∣∣∣
n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

±
x
(1)
i1

n
1
2
− 1

p1
1

· · ·
x
(m)
im

n
1
2
− 1

pm
m

∣∣∣∣∣∣ . (1.12)

Para todo k = 1, . . . ,m, seja z(k) = n
1
pk

− 1
2

k x(k). Do Lema 1.5, como
∥∥x(k)∥∥

pk
≤ 1, temos∥∥z(k)∥∥

2
≤ 1. Segue de (1.11) e (1.12) que

∥A∥ ≤ n
1
2
− 1

p1
1 · · ·n

1
2
− 1

pm
m sup

∥z(k)∥
2
≤1

∣∣∣∣ n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

∣∣∣∣
= ∥A1∥n

1
2
− 1

p1
1 · · ·n

1
2
− 1

pm
m

≤ max {f (n1) , . . . , f (nm)}n
1
2
− 1

p1
1 · · ·n

1
2
− 1

pm
m ,

como desejado. ■

Agora, provaremos um outro lema que desempenhará um papel fundamental nesta
seção.
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Lema 1.8 Seja ε > 0. Existe um inteiro positivo N (que depende apenas de ε) tal que,
sempre que n > N , existe uma forma bilinear A : ℓn2 × ℓn2 → K do tipo

A
(
z(1), z(2)

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

± z
(1)
i z

(2)
j ,

satisfazendo
∥A∥ ≤ (1 + ε)n1/2.

Demonstração: É suficiente considerarmos K = C. Seja [hij]n×n uma matriz de
Hadamard de ordem n. É fácil ver que a forma bilinear A0 : ℓ

n
2 × ℓn2 → C dada por

A0(z
(1), z(2)) =

n∑
i=1

n∑
j=1

hijz
(1)
i z

(2)
j , (1.13)

tem norma
∥A0∥ ≤ n1/2.

Com efeito, se x(1), x(2) ∈ Bℓn2
, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos∣∣A0

(
x(1), x(2)

)∣∣ ≤ n∑
j=1

∣∣∣∣ n∑
i=1

hijx
(1)
i

∣∣∣∣ ∣∣∣x(2)j ∣∣∣
≤

(
n∑
j=1

∣∣∣x(2)j ∣∣∣2
)1/2

·

(
n∑
j=1

∣∣∣∣ n∑
i=1

hijx
(1)
i

∣∣∣∣2
)1/2

≤

(
n∑
j=1

n∑
i,k=1

hijhkjx
(1)
i x

(1)
k

)1/2

=

(
n∑

i,k=1

x
(1)
i x

(1)
k nδik

)1/2

≤ n1/2.

Mostraremos que, para outros valores de n, temos a mesma desigualdade, com o acréscimo
do “fator assintótico” (1 + ε).

Sabemos da Observação A.12 que, dado δ > 0, existe um inteiro positivo N tal que,
sempre que n > N , existe uma ordem de Hadamard t satisfazendo

n ≤ t ≤ n (1 + δ) . (1.14)

Agora, consideremos uma matriz de Hadamard [hij]t×t de ordem t. Seja A0 : ℓ
t
2 × ℓt2 → C

como em (1.13). Logo,
∥A0∥ ≤ t1/2.

Se n = t, basta considerarmos A = A0. Se n < t, definimos

A : ℓn2 × ℓn2 → C,

por

A

((
z
(1)
i

)n
i=1

,
(
z
(2)
j

)n
j=1

)
= A0

((
z
(1)
1 , . . . , z(1)n , 0, . . . , 0

)
,
(
z
(2)
1 , . . . , z(2)n , 0, . . . , 0

))
.
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Então, dados x(1), x(2) ∈ Bℓn2
, por (1.14), temos∣∣∣∣A((x(1)i )n

i=1
,
(
x
(2)
j

)n
j=1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣A0

((
x
(1)
1 , . . . , x(1)n , 0, . . . , 0

)
,
(
x
(2)
1 , . . . , x(2)n , 0, . . . , 0

))∣∣∣
≤ ∥A0∥ ≤ t1/2 ≤ (1 + δ)1/2 n1/2

e a prova está completa. ■

Para fins meramente didáticos, os resultados que seguem serão sempre escritos na
forma de (1.3) mesmo que saibamos precisar quanto vale

max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
.

Combinando o resultado acima com o Lema 1.7, obtemos o resultado principal desta
seção:

Teorema 1.9 Sejam ε > 0 e p1, p2 ∈ [2,∞]. Existe um inteiro positivo N (que
depende apenas de ε) tal que, sempre que max {n1, n2} > N , existe uma forma bilinear
A : ℓn1

p1
× ℓn2

p2
→ K do tipo

A(z(1), z(2)) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

± z
(1)
i z

(2)
j ,

satisfazendo

∥A∥ ≤ (1 + ε)max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
.

Demonstração: Segue do Lema 1.8 que dado ε > 0, existe N ∈ N (que depende apenas
de ε) tal que, sempre que n > N , existe uma forma bilinear A0 : ℓ

n
2 × ℓn2 → K com

coeficientes ±1 satisfazendo
∥A0∥ ≤ (1 + ε)n1/2.

Seja f : NN+1 → [0,∞) a função definida por

f (n) = (1 + ε)n1/2.

Como f é claramente crescente, segue do Lema 1.7 que, se max {n1, n2} > N e
p1, p2 ∈ [2,∞], então existe uma forma bilinear A : ℓn1

p1
× ℓn2

p2
→ K com coeficientes ±1 tal

que

∥A∥ ≤ max {f (n1) , f (n2)}n
1
2
− 1

p1
1 n

1
2
− 1

p2
2

= max
{
(1 + ε)n

1/2
1 , (1 + ε)n

1/2
2

}
n

1
2
− 1

p1
1 n

1
2
− 1

p2
2

= (1 + ε)max

{
n
1/p∗1
1 n

1
2
− 1

p2
2 , n

1/p∗2
2 n

1
2
− 1

p1
1

}
= (1 + ε)max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
,
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como desejado. ■

Provamos, agora, três corolários que, essencialmente, cobrem a maioria dos casos não
contemplados pelo teorema anterior (vide Figura 1.1).

Corolário 1.10 Sejam ε > 0 e 1 ≤ p1 < 2 ≤ p2 (1 ≤ p2 < 2 ≤ p1). Existe um inteiro
positivo N (que depende apenas de ε) tal que, sempre que n2 > N e n1 ≤ n2 (n1 > N e
n2 ≤ n1), existe uma forma bilinear A : ℓn1

p1
× ℓn2

p2
→ K do tipo

A(x, y) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

± xiyj,

tal que

∥A∥ ≤ (1 + ε)max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
.

Demonstração: Suponhamos que 1 ≤ p1 < 2 ≤ p2 e que n1 ≤ n2. Notemos que, neste
caso,

max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
= n

1/p∗2
2 .

Do Teorema 1.9, dado ε > 0, existe N (que depende apenas de ε) tal que, se n2 > N ,
existe uma forma bilinear A1 : ℓ

n1
2 × ℓn2

p2
→ K do tipo

A1(z
(1), z(2)) =

n1∑
i=1

n2∑
j=1

± z
(1)
i z

(2)
j ,

satisfazendo
∥A1∥ ≤ (1 + ε)n

1/p∗2
2 . (1.15)

Agora, definamos A : ℓn1
p1

× ℓn2
p2

→ K fazendo

A (x, y) = A1 (x, y) .

Da Observação 1.6 e de (1.15),

∥A∥ ≤ ∥A1∥ ≤ (1 + ε)n
1/p∗2
2 .

O caso em que 1 ≤ p2 < 2 ≤ p1 e n2 ≤ n1 é análogo. ■

Corolário 1.11 Sejam ε > 0 e p ∈ [1,∞]. Existe um inteiro positivo N (que
depende apenas de ε) tal que, sempre que max {n1, n2} > N , existe uma forma bilinear
A : ℓn1

p × ℓn2
p → K do tipo

A(z(1), z(2)) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

± z
(1)
i z

(2)
j ,

tal que

∥A∥ ≤ (1 + ε)max

{
n
1/p∗

1 n
max{ 1

2
− 1

p
,0}

2 , n
1/p∗

2 n
max{ 1

2
− 1

p
,0}

1

}
.
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Demonstração: Basta considerarmos K = C. Além disso, é suficiente tratarmos o
caso em que p ∈ [1, 2), pois o caso p ∈ [2,∞] já foi investigado no Teorema 1.9.
Segue do Corolário 1.10 que existe um inteiro positivo N (que depende apenas de ε)
tal que, se n1, n2 ∈ N são tais que max {n1, n2} > N , então existe uma forma bilinear
A2 : ℓ

n1
2 × ℓn2

2 → C com coeficientes ±1 tal que

∥A2∥ ≤ (1 + ε)max
{
n
1/2
1 , n

1/2
2

}
.

Seja A1 : ℓ
n1
1 × ℓn2

1 → C a forma bilinear definida por

A1

(
z(1), z(2)

)
= A2

(
z(1), z(2)

)
.

É evidente que ∥A1∥ = 1. Seja Ap : ℓn1
p × ℓn2

p → C a forma bilinear definida por

Ap
(
z(1), z(2)

)
= A2

(
z(1), z(2)

)
.

Tomando θ = 2 (1− 1/p) = 2/p∗, como 1 ≤ p < 2, segue do Teorema de Interpolação de
Riesz-Thorin (Teorema B.4) que

∥Ap∥ ≤ ∥A1∥1−θ ∥A2∥θ = ∥A2∥θ

≤
[
(1 + ε)max

{
n
1/2
1 , n

1/2
2

}]2/p∗
= (1 + ε)2/p

∗
max

{
n
1/p∗

1 , n
1/p∗

2

}
≤ (1 + ε)max

{
n
1/p∗

1 , n
1/p∗

2

}
= (1 + ε)max

{
n
1/p∗

1 n
max{ 1

2
− 1

p
,0}

2 , n
1/p∗

2 n
max{ 1

2
− 1

p
,0}

1

}
e isto encerra a prova. ■

Corolário 1.12 Sejam ε > 0 e 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ 2 (1 ≤ p2 ≤ p1 ≤ 2). Existe um inteiro
positivo N , que depende apenas de ε, tal que, sempre que n2 > N (n1 > N) e n1 ≤ n2

(n2 ≤ n1), existe uma forma bilinear A : ℓn1
p1

× ℓn2
p2

→ K do tipo

A(z(1), z(2)) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

± z
(1)
i z

(2)
j ,

tal que

∥A∥ ≤ (1 + ε)max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
.

Demonstração: Se 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ 2 e n1 ≤ n2, então

max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
= n

1/p∗2
2 .

Do Corolário 1.11, dado ε > 0, existe N (que depende apenas de ε) tal que, se n2 > N ,
existe uma forma bilinear A1 : ℓ

n1
p2

× ℓn2
p2

→ K do tipo

A1(z
(1), z(2)) =

n1∑
i=1

n2∑
j=1

± z
(1)
i z

(2)
j ,
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satisfazendo
∥A1∥ ≤ (1 + ε)n

1/p∗2
2 . (1.16)

Definindo A : ℓn1
p1

× ℓn2
p2

→ K por

A (x, y) = A1 (x, y) ,

segue da Observação 1.6 e de (1.16) que

∥A∥ ≤ ∥A1∥ ≤ (1 + ε)n
1/p∗2
2 .

■

OBSERVAÇÃO 1.13 Vale mencionar que existem ainda alguns poucos casos em aberto
acerca do comportamento assintótico das constantes da desigualdade de Bennett. Nossa
abordagem não cobre formas bilineares A : ℓn1

p1
× ℓn2

p2
→ K com 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ 2

(1 ≤ p2 ≤ p1 ≤ 2) e n1 > n2 (n2 > n1).

Como um corolário final, mostramos que a constante assintótica 1 é ótima quando
n1 = n2 e p1, p2 ∈ [1, 2]:

Corolário 1.14 Sejam p1, p2 ∈ [1,∞] e ε > 0. Existe um inteiro positivo N (que depende
apenas de ε) tal que, sempre que n > N , existe uma forma bilinear A : ℓnp1 × ℓnp2 → K do
tipo

A(z(1), z(2)) =
n∑
i=1

n∑
j=1

± z
(1)
i z

(2)
j , (1.17)

satisfazendo

∥A∥ ≤ (1 + ε)max

{
n1/p∗1n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}
, n1/p∗2n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}}

e a constante 1 é ótima sempre que p1, p2 ∈ [1, 2].

Demonstração: Para a primeira afirmação, basta considerarmos n1 = n2 = n no
Teorema 1.9 e nos Corolários 1.10 e 1.12. Assim, tudo o que nos resta mostrar é a
otimalidade da constante assintótica 1. Mostremos que 1 não pode ser substituído por
uma constante menor quando p1, p2 ∈ [1, 2]. Sem perda de generalidade, suponhamos
p2 = max{p1, p2}. Sabemos que a correspondência

φ ∈
(
ℓnp2
)∗ 7→ (φj)

n
j=1 = (φ (ej))

n
j=1 ∈ ℓnp∗2

estabelece um isomorfismo isométrico entre
(
ℓnp2
)∗ e ℓnp∗2 . Sejam A : ℓnp1 × ℓnp2 → K como

em (1.17) e ψ ∈ (ℓp2)
∗ o funcional linear definido por

ψ (x) = A (e1, x) .

Então, por um lado, (
n∑
j=1

|A (e1, ej)|p
∗
2

)1/p∗2

= n1/p∗2
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e, por outro,(
n∑
j=1

|A (e1, ej)|p
∗
2

)1/p∗2

=
∥∥∥(ψ (ej))

n
j=1

∥∥∥
p∗2

= ∥ψ∥ = sup
∥x∥p2≤1

|ψ (x)|

= sup
∥x∥p2≤1

|A (e1, x)| ≤ sup
∥x∥p2≤1

∥A∥ ∥e1∥p1 ∥x∥p2 = ∥A∥ .

Portanto,

∥A∥ ≥ n1/p∗2 = max

{
n1/p∗1n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}
, n1/p∗2n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}}

,

e a prova está feita. ■

1 2 p1
1

2

p2

■ Teorema 1.9 para quaisquer n1, n2

■ Teorema 1.9 para quaisquer n1, n2

■ Corolários 1.10 e 1.12 para n2 ≤ n1

■ Corolários 1.10 e 1.12 para n1 ≤ n2

■ Corolário 1.11 para quaisquer n1, n2

Figura 1.1: O comportamento assintótico uniforme das constantes da desigualdade de
Bennett.

OBSERVAÇÃO 1.15 Observamos que, seguindo a linha do que estabelece o Teorema 1.9,
podemos reescrever o Teorema 1.2 de forma ligeiramente mais relaxada. De fato, sua
demonstração garante que, dados um inteiro positivo m e ε > 0, existe N ∈ N para o
qual, sempre que n1, . . . , nm ∈ N satisfazem

max
i=1,...,m

{min {nj : j ̸= i}} > N ,

existe uma forma m-linear An1,...,nm : ℓn1
∞ × · · · × ℓnm

∞ → K do tipo

An1,...,nm(z
(1), . . . , z(m)) =

n1∑
j1=1

· · ·
nm∑
jm=1

± z
(1)
j1

· · · z(m)
jm

,

tal que

∥An1,...,nm∥ ≤ (1 + ε)max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j .
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1.3 Algumas considerações

Foge do escopo deste trabalho o tratamento da desigualdade KSZ via métodos
probabilísticos. Contudo, vale a pena observar que as técnicas probabilísticas utilizadas
na prova das desigualdades clássicas de KSZ melhoram as estimativas obtidas por
Albuquerque e Rezende em [3] para os casos não cobertos nas seções anteriores. De
fato, combinando os argumentos de Mantero e Tonge em [30, Teorema 1.1] para p1 =
· · · = pm = 2 com o Lema 1.7 conseguimos melhorar as constantes de (1.1) e (1.2) no
caso em que n1 = · · · = nm = n e p1, . . . , pm ∈ [2,∞]. Mais precisamente, seguindo as
linhas de [30, Teorema 1.1] e fazendo uso do Lema 1.7, podemos substituir as constantes
de (1.1) e (1.2) por

2m+1
√

(2m+ 1) log (1 + 4m)

no caso de escalares complexos e, no caso de escalares reais, podemos evitar o fator 2m e
obter

2
√

(2m+ 1) log (1 + 4m),

quando nos atemos apenas à mesma dimensão nos espaços que compõem o domínio das
formas m-lineares e tomamos p1, . . . , pm ∈ [2,∞]. Ainda permanece aberto o problema
de se obter constantes assintoticamente dominadas por 1 nestes casos.

S. Dineen e R.M. Timoney afirmam em [21, Lema 3.3] que é possível garantir,
utilizando os argumentos de Mantero e Tonge em [30, Teorema 1.1], que, dados os inteiros
positivos m,n ≥ 2, existe uma forma unimodular simétrica A tal que

∥A∥ ≤ 2m+1
√
m log (1 + 4m)n(m+1)/2 + 1.

Contudo, Boas mostra em [12, Observações 2 e 3] que esta afirmação é falsa e um dos
motivos é o fato de que os argumentos de Mantero e Tonge não se aplicam diretamente
às formas simétricas.

Finalizamos esta seção observando que o vão aparente quanto ao que estabelecem os
Teoremas 1.2 e 1.9 é, de alguma forma, justificado pelo seguinte teorema cuja prova segue
exatamente as mesmas linhas da demonstração do Teorema 1.2:

Teorema 1.16 Sejam m um inteiro positivo, p1, pm ∈ [2,∞], p2 = · · · = pm−1 = ∞ e
ε > 0. Existe um inteiro positivo N tal que, para qualquer escolha de inteiros positivos
n1, . . . , nm > N , com n1 = min {n1, . . . , nm} e nm = max {n1, . . . , nm}, existe uma forma
m-linear A : ℓn1

p1
× ℓn2

p2
× · · · × ℓnm−1

pm−1
× ℓnm

pm → K do tipo

A(z(1), . . . , z(m)) =
n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

satisfazendo

∥A∥ ≤ (1 + ε)n1/2
m

m∏
k=1

n
1
2
− 1

pk
k .

O resultado acima é o máximo que conseguimos vislumbrar com as técnicas aqui
apresentadas de modo que completá-lo, no sentido de estabelecer o que ocorre quando
permitimos, mais geralmente, que p2, . . . , pm−1 ∈ [2,∞], parece ser um problema aberto
interessante.



Capı́tulo 2
Dominação universal das constantes nas
desigualdades KSZ e de Bennett

Para cada p1, . . . , pm ∈ [1,∞], seja

Cp1,...,pm := sup {Cp1,...,pm;n1,...,nm : n1, . . . , nm ∈ N} , (2.1)

onde Cp1,...,pm;n1,...,nm é como em (1.4) sem > 2 e como em (1.5) sem = 2. As desigualdades
KSZ e de Bennett garantem, então, que o supremo em (2.1) é finito.

Continuando a investigação iniciada no capítulo anterior, neste capítulo, entre outros
resultados, mostramos que

Cp1,p2 ≤
√

8/5 (2.2)

sempre que p1, p2 ∈ [2,∞] ou p1 = p2 = p ∈ [1,∞]. Além disso, também fornecemos
novas cotas superiores universais para as constantes na desigualdade de Kahane–Salem–
Zygmund para formas m-lineares A : ℓn1

∞ × · · · × ℓnm
∞ → K com coeficientes ±1 (isto é,

cotas superiores que não dependem das dimensões n1, . . . , nm dos espaços que compõem
o domínio de A) e obtemos estimativas melhores ainda para elas no caso particular em
que n1 = · · · = nm = n.

2.1 Resultados preliminares

É evidente que, para K = R, as constantes Cp1,p2;n1,n2 e Cp1,p2 são menores do que ou
iguais às respectivas constantes para K = C. Nesta seção, provamos alguns resultados
preliminares que nos auxiliarão na prova de (2.2) para os casos de escalares reais e
complexos.

Proposição 2.1 Se p1, p2 ∈ [2,∞], então

Cp1,p2 ≤ Cp,p

sempre que 2 ≤ p ≤ min {p1, p2} e, em particular,

Cp,p ≤ C2,2

sempre que 2 ≤ p.

23
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Demonstração: Sejam 2 ≤ p ≤ min {p1, p2}, n1, n2 ∈ N e A0 : ℓ
n1
p × ℓn2

p → K uma forma
bilinear do tipo

A0 (x, y) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

± xiyj

satisfazendo
∥A0∥ ≤ Cp,p;n1,n2 max

{
n
1/p∗

1 n
1
2
− 1

p

2 , n
1/p∗

2 n
1
2
− 1

p

1

}
.

Seja A : ℓn1
p1

× ℓn2
p2

→ K a forma bilinear definida por

A (x, y) = A0 (x, y) .

Notemos que

∥A∥ = n
1
p
− 1

p1
1 n

1
p
− 1

p2
2 sup

∥x∥p1 ,∥y∥p2≤1

∣∣∣∣∣ n1∑
i=1

n2∑
j=1

± n
1
p1

− 1
p

1 n
1
p2

− 1
p

2 xiyj

∣∣∣∣∣ . (2.3)

Fazendo z = n
1
p1

− 1
p

1 x e w = n
1
p2

− 1
p

2 y, segue do Lema 1.5 que ∥z∥p , ∥w∥p ≤ 1 sempre que
∥x∥p1 , ∥y∥p2 ≤ 1. Portanto, de (2.3),

∥A∥ ≤ n
1
p
− 1

p1
1 n

1
p
− 1

p2
2 sup

∥z∥p,∥w∥p≤1

∣∣∣∣∣ n1∑
i=1

n2∑
j=1

± ziwj

∣∣∣∣∣
= n

1
p
− 1

p1
1 n

1
p
− 1

p2
2 ∥A0∥

≤ n
1
p
− 1

p1
1 n

1
p
− 1

p2
2 Cp,p;n1,n2 max

{
n
1/p∗

1 n
1
2
− 1

p

2 , n
1/p∗

2 n
1
2
− 1

p

1

}
= Cp,p;n1,n2 max

{
n
1/p∗1
1 n

1
2
− 1

p2
2 , n

1/p∗2
2 n

1
2
− 1

p1
1

}
.

Isto mostra que, para quaisquer n1, n2 ∈ N, temos

Cp1,p2;n1,n2 ≤ Cp,p;n1,n2

e, portanto,
Cp1,p2 ≤ Cp,p,

como desejado. ■

Proposição 2.2 Se K = C, então Cp,p ≤ C2,2 para todo p ∈ [1,∞].

Demonstração: Se p ∈ [2,∞], a Proposição 2.1 assegura que Cp,p ≤ C2,2. Supondo,
então, p ∈ [1, 2), seja A2 : ℓ

n1
2 × ℓn2

2 → C uma forma bilinear do tipo

A2 (x, y) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

± xiyj

tal que
∥A2∥ ≤ C2,2;n1,n2 max

{
n
1/2
1 , n

1/2
2

}
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É óbvio que, se a forma bilinear A1 : ℓ
n1
1 × ℓn2

1 → C é definida pela mesma regra que
define A0, então ∥A1∥ = 1. Tomando θ = 2 (1− 1/p) = 2/p∗, segue do Teorema de Riesz-
Thorin (Teorema B.4) que, se a forma bilinear Ap : ℓn1

p × ℓn2
p → C é também definida pela

mesma regra que define A2, então

∥Ap∥ ≤ ∥A1∥1−θ ∥A2∥θ = ∥A2∥θ

≤
(
C2,2;n1,n2 max

{
n
1/2
1 , n

1/2
2

})2/p∗
= C

2/p∗

2,2;n1,n2
max

{
n
1/p∗

1 , n
1/p∗

2

}
.

Finalmente, como C2,2 ≥ 1 (pois C2,2 ≥ C2,2;1,1 = 1) e 2/p∗ ≤ 1, concluímos que

Cp,p := sup {Cp,p;n1,n2 : n1, n2 ∈ N} ≤ sup
{
C

2/p∗

2,2;n1,n2
: n1, n2 ∈ N

}
≤ C

2/p∗

2,2 ≤ C2,2.

■

Proposição 2.3 Se

(i) 1 ≤ p1 < 2 ≤ p2 e n1 ≤ n2 ou

(ii) 1 ≤ p2 < 2 ≤ p1 e n1 ≥ n2,

então
Cp1,p2;n1,n2 ≤ C2,2.

Demonstração: Provemos (i); a prova de (ii) é análoga. Como 1 ≤ p1 < 2 ≤ p2, temos

max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
= max

{
n
1/p∗1
1 n

1
2
− 1

p2
2 , n

1/p∗2
2

}
= max

{(
n
1/p∗1
1 /n

1/2
2

)
n
1/p∗2
2 , n

1/p∗2
2

}
.

Notemos também que 1/p∗1 < 1/2 e, sendo assim, como n1 ≤ n2, temos

n
1/p∗1
1

n
1/2
2

≤ n
1/2
1

n
1/2
2

=

(
n1

n2

)1/2

≤ 1,

o que nos fornece
n
1/p∗1
1

n
1/2
2

n
1/p∗2
2 ≤ n

1/p∗2
2 ,

ou seja,

max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
= n

1/p∗2
2 .

Seja A0 : ℓ
n1
2 × ℓn2

p2
→ K uma forma bilinear do tipo

n1∑
i=1

n2∑
j=1

± xiyj
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tal que

∥A0∥ ≤ C2,p2;n1,n2 max

{
n
1/2
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max{ 1
2
− 1

2
,0}

1

}
= C2,p2;n1,n2n

1/p∗2
2 .

Definamos A : ℓn1
p1

× ℓn2
p2

→ K por A (x, y) = A0 (x, y). Sabemos da Observação 1.6 que
∥A∥ ≤ ∥A0∥ e, da Proposição 2.1, temos

∥A0∥ ≤ C2,p2;n1,n2n
1/p∗2
2 ≤ C2,p2n

1/p∗2
2 ≤ C2,2n

1/p∗2
2 ,

o que encerra a prova. ■

Proposição 2.4 Se

(i) 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ 2 e n1 ≤ n2 ou

(ii) 1 ≤ p2 ≤ p1 ≤ 2 e n1 ≥ n2,

então
Cp1,p2;n1,n2 ≤ C2,2.

Demonstração: Mais uma vez, provaremos apenas (i). É fácil perceber que, nas
condições fornecidas em (i),

max

{
n
1/p∗1
1 n

max
{

1
2
− 1

p2
,0
}

2 , n
1/p∗2
2 n

max
{

1
2
− 1

p1
,0
}

1

}
= n

1/p∗2
2 .

Seja A0 : ℓ
n1
p2

× ℓn2
p2

→ K uma forma bilinear do tipo

A0 (x, y) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

± xiyj

tal que
∥A0∥ ≤ Cp2,p2;n1,n2n

1/p∗2
2 . (2.4)

Definamos A : ℓn1
p1
×ℓn2

p2
→ K por A (x, y) = A0 (x, y). Da Observação 1.6 e de (2.4), temos

∥A∥ ≤ ∥A0∥ ≤ Cp2,p2;n1,n2n
1/p∗2
2 ≤ Cp2,p2n

1/p∗2
2 . (2.5)

De (2.5) e da Proposição 2.2, concluímos que

Cp1,p2;n1,n2 ≤ Cp2,p2 ≤ C2,2,

como desejado. ■

Uma consequência imediata das Proposições 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 é:

Corolário 2.5 Se K = C, então

C2,2 ≥


Cp1,p2, se p1, p2 ∈ [2,∞] ,

Cp,p, se p ∈ [1,∞] .

Cp1,p2;n1,n2, se p1, p2, n1, n2 são como nas Proposições 2.3 ou 2.4.



Capítulo 2. Dominação universal das constantes nas desigualdades KSZ e de Bennett 27

2.2 As constantes da desigualdade de Bennett são
dominadas por

√
8/5

Nesta seção mostramos que Cp1,p2 ≤
√

8/5 sempre que p1, p2 ∈ [2,∞] ou p1 = p2 =

p ∈ [1,∞], e que a cota superior
√

8/5 domina universalmente a maioria dos casos que
surgem no estudo da desigualdade de Bennett.

Lema 2.6 Para cada n1, n2 ∈ N, seja r uma ordem de Hadamard tal que max {n1, n2} ≤
r. Então,

C2,2;n1,n2 ≤
(

r

max {n1, n2}

)1/2

.

Demonstração: Seja [hij]r×r uma matriz de Hadamard de ordem r. Seja A : ℓn1
2 × ℓn2

2 →
K a forma bilinear definida por

A (x, y) =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

hijxiyj.

Sejam x = (x1, . . . , xn1) ∈ Bℓ
n1
2

e y = (y1, . . . , yn2) ∈ Bℓ
n2
2

. Se{
u = (u1, . . . , ur) = (x1, . . . , xn1 , 0, . . . 0) ,

v = (v1, . . . , vr) = (y1, . . . , yn2 , 0, . . . 0) ,

então, u, v ∈ Bℓr2
e, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|A (x, y)| =

∣∣∣∣∣ n1∑
i=1

n2∑
j=1

hijxiyj

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ r∑
j=1

r∑
i=1

hijuivj

∣∣∣∣∣
≤

(
r∑
j=1

|vj|2
)1/2(

r∑
j=1

∣∣∣∣ r∑
i=1

hijui

∣∣∣∣2
)1/2

≤

(
r∑
j=1

r∑
i,k=1

hijhkjuiuk

)1/2

=

(
r∑

i,k=1

uiukrδik

)1/2

= r1/2
(

r∑
i=1

|ui|2
)1/2

≤ r1/2 =

(
r

max {n1, n2}

)1/2

max
{
n
1/2
1 , n

1/2
2

}
,

encerrando a demonstração. ■

OBSERVAÇÃO 2.7 Sejam n1, n2 inteiros positivos. Se n = max {n1, n2}, então C2,2;n1,n2 ≤
C2,2;n,n e, consequentemente,

sup {C2,2;n,n : n ∈ N} = sup {C2,2;n1,n2 : n1, n2 ∈ N} = C2,2. (2.6)
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Com efeito, seja A : ℓn2 × ℓn2 → K uma forma bilinear do tipo

A (x, y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

± xiyj

tal que
∥A∥ ≤ C2,2;n,nn

1/2.

Considerando a forma bilinear A0 : ℓ
n1
2 × ℓn2

2 → K dada por

A0 (x, y) = A ((x1, . . . , xn1 , 0, . . . , 0) , (y1, . . . , yn2 , 0, . . . , 0))

é evidente que

∥A0∥ ≤ ∥A∥ ≤ C2,2;n,nn
1/2 = C2,2;n,nmax

{
n
1/2
1 , n

1/2
2

}
.

Logo, C2,2;n1,n2 ≤ C2,2;n,n e, como {C2,2;n,n : n ∈ N} ⊂ {C2,2;n1,n2 : n1, n2 ∈ N}, a igualdade
(2.6) segue.

Estamos aptos agora a estabelecer o resultado principal desta seção.

Teorema 2.8 Se p1, p2, p ∈ [1,∞], então

√
8/5 ≥


Cp1,p2, se p1, p2 ∈ [2,∞] ,

Cp,p, se p ∈ [1,∞] .

Cp1,p2;n1,n2, se p1, p2, n1, n2 são como nas Proposições 2.3 ou 2.4.

Demonstração: Segue do Corolário 2.5 e da Observação 2.7 que é suficiente mostrarmos
que C2,2;n,n ≤

√
8/5 para cada n ∈ N. É óbvio que C2,2;1,1 = 1 e, do Lema 2.6, sabemos

que 
C2,2;2,2 ≤ 1,

C2,2;3,3 ≤ (4/3)1/2 ≈ 1.15,

C2,2;4,4 ≤ 1.

É sabido que, para todo k = 1, . . . , 166, 4k é uma ordem de Hadamard (vide [27] para
mais detalhes). Assim, para n = 5, . . . , 664, do Lema 2.6 temos C2,2;n,n ≤ 1 sempre que
n = 4k e, se 4k + 1 ≤ n ≤ 4k + 3, temos

C2,2;n,n ≤
(
4 (k + 1)

n

)1/2

≤
(
4 (k + 1)

4k + 1

)1/2

.

É fácil ver que o valor máximo de
(
4 (k + 1)

4k + 1

)1/2

é atingido quando k = 1, o que nos dá

C2,2;n,n ≤
√

8/5
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para todo n = 1, 2, . . . , 664.
De agora em diante, utilizaremos a propriedade multiplicativa estabelecida no

Teorema A.6: se p e q são ordens de Hadamard, então pq também o é. Assim, para
cada p ∈ {1, . . . , 166} e r ∈ N, sabemos que 2r · 4p é uma ordem de Hadamard.

Para cada m ∈ N e cada k ∈ {8, . . . , 63}, seja

Am,k := {8mk + 1, . . . , 8m (k + 1)} .

Como 8m (k + 1) = 23m−2 ·4 (k + 1) é uma ordem de Hadamard, do Lema 2.6, se n ∈ Am,k,
temos

C2,2;n,n ≤
(
8m (k + 1)

n

)1/2

≤
(
8m (k + 1)

8mk

)1/2

=

(
1 +

1

k

)1/2

≤
(
1 +

1

8

)1/2

<
√
8/5.

Resta mostrar que, se n ≥ 665, então n ∈ Am,k para algum par (m, k) em N×{8, . . . , 63}.
Pois bem, se n ≥ 665, existe m ≥ 3 tal que

8m−1 · 8 = 8m < n ≤ 8m+1 = 8m−1 · 64,

ou seja, n ∈ Am−1,8 ∪ · · · ∪ Am−1,63. Portanto,

N = {1, . . . , 664} ∪
∞⋃
m=2

(
63⋃
k=8

Am,k

)
e a prova está feita. ■

2.3 Dominação superior para as constantes da KSZ

Como dito antes, a desigualdade de Bennett é parte de uma família de desigualdades
não-determinísticas semelhantes que emergiram nos anos 1970 (vide [25, 30, 40]).
Contudo, exceto pelo resultado de Bennett, as outras abordagens lidavam apenas com
n1 = · · · = nm e só muito recentemente a abordagem m-linear com n1, . . . , nm arbitrários
surgiu com o trabalho de Albuquerque e Rezende (vide [3]): existe uma constante
Cm tal que, dados p1, . . . , pm ∈ [1,∞] e n1, . . . , nm ∈ N, existe uma forma m-linear
An1,...,nm : ℓn1

p1
× · · · × ℓnm

pm → K do tipo

An1,...,nm

(
z(1), . . . , z(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

tal que

∥An1,...,nm∥ ≤ Cm

(
m∑
k=1

nk

) 1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}} m∏

k=1

n
max

{
1
2
− 1

pk
,0
}

k .

Obviamente, isto significa que existe uma constante Dm ≥ Cm satisfazendo

∥An1,...,nm∥ ≤ Dm max
k=1,...,m

{
n

1
min{max{2,p∗1},...,max{2,p∗m}}

k

}
m∏
k=1

n
max

{
1
2
− 1

pk
,0
}

k .
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Em [3], as constantes Cm satisfazem

Cm ≤
√

32m log (6m)
√
m! (2.7)

e, no capítulo anterior, mostramos que, dados ε > 0 e um inteiro positivo m, se
p1 = · · · = pm = ∞, existe um inteiro positivo N tal que

Dm < 1 + ε

se consideramos n1, . . . , nm > N (e, a fortiori, Cm < 1 + ε para n1, . . . , nm > N). O
próximo resultado melhora a estimativa (2.7) para o caso p1 = · · · = pm = ∞ sem
restrições sobre n1, . . . , nm:

Teorema 2.9 Para cada inteiro positivo m existe uma forma m-linear An1,...,nm : ℓn1
∞ ×

· · · × ℓnm
∞ → K do tipo

An1,...,nm(z
(1), . . . , z(m)) =

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

,

satisfazendo

∥An1,...,nm∥ ≤ 2
m+1

2 max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
k=1

n
1/2
k .

Demonstração: Notemos que, sem perda de generalidade, podemos supor n1 ≤ · · · ≤
nm. Para cada k = 1, . . . ,m, seja tk o único inteiro tal que

2tk < nk ≤ 2tk+1.

Segue do Lema 1.1 que existe uma forma m-linear A0 : ℓ
2t1+1

∞ × · · · × ℓ2
tm+1

∞ → K com
coeficientes ±1 tal que

∥A0∥ ≤
(
2tm+1

)1/2 m∏
k=1

(
2tk+1

)1/2
Se nk = 2tk+1 para todo k = 1, . . . ,m, basta considerarmos An1,...,nm = A0. Caso

contrário, definimos An1,...,nm : ℓn1
∞ × · · · × ℓnm

∞ → K fazendo

An1,...,nm

((
z
(1)
i1

)n1

i1=1
, . . . ,

(
z
(m)
im

)nm

im=1

)
= A0

((
z
(1)
1 , . . . , z(1)n1

, 0, . . . , 0
)
, . . . ,

(
z
(m)
1 , . . . , z(m)

nm
, 0, . . . , 0

))
.

Então, dado x(k) em Bℓ
nk∞

, k = 1, . . . ,m, temos∣∣∣∣An1,...,nm

((
x
(1)
i1

)n1

i1=1
, . . . ,

(
x
(m)
im

)nm

im=1

)∣∣∣∣
=
∣∣∣A0

((
x
(1)
1 , . . . , x(1)n1

, 0, . . . , 0
)
, . . . ,

(
x
(m)
1 , . . . , x(m)

nm
, 0, . . . , 0

))∣∣∣
≤ ∥A0∥ ≤

(
2tm+1

)1/2 m∏
k=1

(
2tk+1

)1/2
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=

(2tm+1)
1/2

m∏
k=1

(2tk+1)
1/2

max
{
n
1/2
1 , . . . , n

1/2
m

} m∏
k=1

n
1/2
k

max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j

≤
(2tm+1)

1/2
m∏
k=1

(2tk+1)
1/2

(2tm)1/2
m∏
j=1

(2tk)1/2
max

{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j

= 2
m+1

2 max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
j=1

n
1/2
j

e isto encerra a demonstração. ■

Agora, mostraremos que, se considerarmos apenas o caso particular em que n1 =
· · · = nm = n, as estimativas fornecidas pelo Teorema 2.9 podem ser melhoradas para√
(8/5)m−1. Para tanto, adaptamos alguns argumentos e técnicas das seções anteriores.

Lema 2.10 Sejam m um inteiro positivo e f : Nm → [0,∞) uma função. Se para cada
(n1, . . . , nm) ∈ Nm existe um forma m-linear A0 : ℓ

n1
2 × ℓn2

∞ × · · · × ℓnm−1
∞ × ℓnm

2 → K do
tipo

A0

(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± x
(1)
i1

· · ·x(m)
im

(2.8)

satisfazendo
∥A0∥ ≤ f (n1, . . . , nm) ,

então, para cada (n1, . . . , nm) ∈ Nm, existe uma forma m-linear A : ℓn1
∞ × · · · × ℓnm

∞ → K
como em (2.8) tal que

∥A∥ ≤ (n1nm)
1/2 f (n1, . . . , nm) .

Demonstração: Seja A : ℓn1
∞ × · · · × ℓnm

∞ → K a forma m-linear definida por

A
(
x(1), . . . , x(m)

)
= A0

(
x(1), . . . , x(m)

)
.

Então,

∥A∥ = sup
∥x(1)∥∞

,...,∥x(m)∥∞
≤1

∣∣∣∣ n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± x
(1)
i1

· · ·x(m)
im

∣∣∣∣
= (n1nm)

1/2 sup
∥x(1)∥∞

,...,∥x(m)∥∞
≤1

∣∣∣∣ n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± n
−1/2
1 x

(1)
i1
x
(2)
i2

· · ·x(m−1)
im−1

n−1/2
m x

(m)
im

∣∣∣∣ .
(2.9)

Para k ∈ {1,m}, seja z(k) = n
−1/2
k x(k). Da desigualdade de Hölder, como x(k) ∈ Bℓ

nk∞
,

temos z(k)2 ∈ Bℓ
nk
2

e, portanto, de (2.9),

∥A∥ ≤ (n1nm)
1/2 sup

∥z(1)∥
2
,∥x(2)∥∞

,...,∥x(m−1)∥∞
,∥z(m)∥

2
≤1

∣∣∣∣ n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± z
(1)
i1
x
(2)
i2

· · ·x(m−1)
im−1

z
(m)
im

∣∣∣∣
= (n1nm)

1/2 ∥A0∥
≤ (n1nm)

1/2 f (n1, . . . , nm) ,
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como desejado. ■

Proposição 2.11 Sejam n1, . . . , nm ∈ N tais que n1 = min {n1, n2, . . . , nm}. Então

C∞,...,∞;n1,...,nm ≤ C2,∞,...,∞,2;n1,...,nm.

Demonstração: Seja f : Nm → [0,∞) a função definida por

f (n1, . . . , nm) = C2,∞,...,∞,2;n1,...,nm max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

}m−1∏
k=2

n
1/2
k .

Sabemos que, neste caso, para cada (n1, . . . , nm) ∈ Nm, existe uma forma m-linear
A0 : ℓ

n1
2 × ℓn2

∞ × · · · × ℓnm−1
∞ × ℓnm

2 → K do tipo

A0

(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

± x
(1)
i1

· · · x(m)
im

tal que

∥A0∥ = C2,∞,...,∞,2;n1,...,nm max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

}m−1∏
k=2

n
1/2
k .

Do Lema 2.10, existe uma forma m-linear A1 : ℓ
n1
∞ × · · · × ℓnm

∞ → K com coeficientes ±1
tal que

∥A1∥ ≤ (n1nm)
1/2C2,∞,...,∞,2;n1,...,nm max

{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

}m−1∏
k=2

n
1/2
k

= C2,∞,...,∞,2;n1,...,nm max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
k=1

n
1/2
k (2.10)

Mas, da definição de C∞,...,∞;n1,...,nm , é evidente que

C∞,...,∞;n1,...,nm max
{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

} m∏
k=1

n
1/2
k ≤ ∥A1∥ . (2.11)

Portanto, de (2.10) e (2.11), obtemos

C∞,...,∞;n1,...,nm ≤ C2,∞,...,∞,2;n1,...,nm

e o resultado segue. ■

Proposição 2.12 Sejam n1, n2, . . . , nm ∈ N tais que n1 = min {n1, n2, . . . , nm}, nm =
max {n1, n2, . . . , nm} e, para cada k = 2, . . . ,m, existe uma matriz de Hadamard Hk =[
h
(k)
ij

]
nk×nk

de ordem nk. Então, a forma m-linear

A0 : ℓ
n1
2 × ℓn2

∞ × · · · × ℓnm−1
∞ × ℓnm

2 → C

definida por

A0

(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

h
(2)
i1i2
h
(3)
i2i3

· · ·h(m)
im−1im

x
(1)
i1

· · ·x(m)
im

é tal que

∥A0∥ ≤ n1/2
m

m−1∏
k=2

n
1/2
k = max

{
n
1/2
1 , . . . , n1/2

m

}m−1∏
k=2

n
1/2
k .
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Demonstração: Para cada k = 2, . . . ,m, seja u(k)i , i = 1, . . . , nk, a i-ésima linha de Hk.
Logo, 〈

u
(k)
i , u

(k)
j

〉
= nkδij. (2.12)

Consideremos as matrizes quadradas de ordem nm definidas por

[
h
(k)
ij

]
nm×nm

:=

[
Hk 0nk×(nm−nk)

0(nm−nk)×nk
0(nm−nk)×(nm−nk)

]

para cada k = 2, . . . ,m. Dado x(k) ∈ ℓnk
pk

, onde pk = 2 se k ∈ {1,m} e pk = ∞ se
k ∈ {2, . . . ,m− 1}, denotemos

y(k) =
(
x
(k)
1 , . . . , x(k)nk

, 0, . . . , 0
)
∈ ℓnm

pk
.

Definamos

A0 : ℓ
n1
2 × ℓn2

∞ · · · × ℓnm−1
∞ × ℓnm

2 → K

por

A0

(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n1∑
i1=1

· · ·
nm∑
im=1

(
m∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

)(
m∏
k=1

x
(k)
ik

)
=

nm∑
i1,...,im=1

(
m∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

)(
m∏
k=1

y
(k)
ik

)
.

Supondo x(k) ∈ Bℓ
nk
pk

para k = 1, . . . ,m, temos y(k) ∈ Bℓnm
pk

para cada k = 1, . . . ,m e,
da desigualdade de Hölder,

∣∣A0

(
x(1), . . . , x(m)

)∣∣ = ∣∣∣∣∣ nm∑
i1,...,im=1

(
m∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

)(
m∏
k=1

y
(k)
ik

)∣∣∣∣∣
≤

nm∑
im=1

∣∣∣∣∣ nm∑
i1,...,im−1=1

(
m∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

)(
m−1∏
k=1

y
(k)
ik

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣y(m)
im

∣∣∣
≤

 nm∑
im=1

∣∣∣∣∣ nm∑
i1,...,im−1=1

(
m∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

)(
m−1∏
k=1

y
(k)
ik

)∣∣∣∣∣
2
1/2 ∥∥y(m)

∥∥
2

≤

 nm∑
im=1

∣∣∣∣∣ nm∑
i1,...,im−1=1

(
m∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

)(
m−1∏
k=1

y
(k)
ik

)∣∣∣∣∣
2
1/2

=

 nm∑
im=1

nm∑
i1,...,im−1=1
j1,...,jm−1=1

(
m−1∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)
h
(m)
im−1im

h
(m)
jm−1im

(
m−1∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)
1/2

.
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ficando subentendido que
(

b∏
r=a

αrβr

)
= 1 se b < a. Logo,

∣∣A0

(
x(1), . . . , x(m)

)∣∣ ≤
 nm∑
i1,...,im−1=1
j1,...,jm−1=1

(
m−1∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−1∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)
nm∑
im=1

h
(m)
im−1im

h
(m)
jm−1im


1/2

=

 nm∑
i1,...,im−1=1
j1,...,jm−1=1

(
m−1∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−1∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)〈
u
(m)
im−1

, u
(m)
jm−1

〉
1/2

e, de (2.12), temos∣∣A0

(
x(1), . . . , x(m)

)∣∣
≤

 nm∑
im−1=1

nm∑
i1,...,im−2=1
j1,...,jm−2=1

(
m−2∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−2∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)
h
(m−1)
im−2im−1

h
(m−1)
jm−2im−1

∣∣∣y(m−1)
im−1

∣∣∣2 nm

1/2

≤ n1/2
m

 nm∑
i1,...,im−2=1
j1,...,jm−2=1

(
m−2∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−2∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)
nm∑

im−1=1

h
(m−1)
im−2im−1

h
(m−1)
jm−2im−1


1/2

= n1/2
m

 nm∑
i1,...,im−2=1
j1,...,jm−2=1

(
m−2∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−2∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)〈
u
(m−1)
im−2

, u
(m−1)
jm−2

〉
1/2

.

Como nm∑
i1,...,im−2=1
j1,...,jm−2=1

(
m−2∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−2∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)〈
u
(m−1)
im−2

, u
(m−1)
jm−2

〉
1/2

= n
1/2
m−1

 nm∑
im−2=1

nm∑
i1,...,im−3=1
j1,...,jm−3=1

(
m−3∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−3∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)
h
(m−2)
im−3im−2

h
(m−2)
jm−3im−2

∣∣∣y(m−2)
im−2

∣∣∣2

1/2

≤ n
1/2
m−1

 nm∑
im−2=1

nm∑
i1,...,im−3=1
j1,...,jm−3=1

(
m−3∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−3∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)
h
(m−2)
im−3im−2

h
(m−2)
jm−3im−2


1/2

= n
1/2
m−1

 nm∑
i1,...,im−3=1
j1,...,jm−3=1

(
m−3∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−3∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)
nm∑

im−2=1

h
(m−2)
im−3im−2

h
(m−2)
jm−3im−2


1/2

= n
1/2
m−1

 N∑
i1,...,im−3=1
j1,...,jm−3=1

(
m−3∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−3∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)〈
u
(m−2)
im−2

, u
(m−2)
jm−2

〉
1/2

,
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obtemos∣∣A0

(
x(1), . . . , x(m)

)∣∣
≤ n1/2

m n
1/2
m−1

 nm∑
i1,...,im−3=1
j1,...,jm−3=1

(
m−3∏
k=2

h
(k)
ik−1ik

h
(k)
jk−1jk

)(
m−3∏
k=1

y
(k)
ik
y
(k)
jk

)〈
u
(m−2)
im−2

, u
(m−2)
jm−2

〉
1/2

e, repetindo este procedimento, inferimos finalmente que∣∣A0

(
x(1), . . . , x(m)

)∣∣ ≤ n1/2
m n

1/2
m−1 · · ·n

1/2
2

(
nm∑
i1=1

∣∣∣y(1)i1

∣∣∣2)1/2

≤ n1/2
m

m−1∏
k=2

n
1/2
k

e a prova está completa. ■

Corolário 2.13 Sejam n1, n2, . . . , nm ∈ N tais que n1 = min {n1, n2, . . . , nm} e nm =
max {n1, n2, . . . , nm}. Seja r1 = n1 e, para cada k = 2, . . . ,m seja rk ≥ nk uma ordem de
Hadamard, com rm = max {r1, . . . , rm}. Então,

C2,∞,...,∞,2;n1,...,nm ≤ (rm/nm)
1/2

m−1∏
k=2

(rk/nk)
1/2 .

Demonstração: Segue da Proposição 2.12 que existe uma forma m-linear A : ℓr12 × ℓr2∞ ×
· · · × ℓrm−1

∞ × ℓrm2 → K do tipo

A(z(1), . . . , z(m)) =
r1∑
i1=1

· · ·
rm∑
im=1

± z
(1)
i1

· · · z(m)
im

tal que

∥A∥ ≤ r1/2m

m−1∏
k=2

r
1/2
k .

Se A0 é a restrição de A a ℓn1
2 × ℓn2

∞ × · · · × ℓnm−1
∞ × ℓnm

2 então ∥A0∥ ≤ ∥A∥ e o resultado
segue. ■

Teorema 2.14 Para cada m ∈ N, vale

C∞,...,∞,n,...,n ≤ (8/5)
m−1

2 .

Demonstração: É evidente que C∞,...,∞;1,...,1 = 1. Além disso, da Proposição 2.11 e do
Corolário 2.13, temos

C∞,...,∞;2,...,2 ≤ C2,∞,...,∞,2;2,...,2 ≤ 1,

C∞,...,∞;3,...,3 ≤ C2,∞,...,∞,2;3,...,3 ≤ (4/3)
m−1

2 ,

C∞,...,∞;4,...,4 ≤ C2,∞,...,∞,2;4,...,4 ≤ 1.

C∞,...,∞;5,...,5 ≤ C2,∞,...,∞,2;5,...,5 ≤ (8/5)
m−1

2

C∞,...,∞;6...,6 ≤ C2,∞,...,∞,2;6,...,6 ≤ (8/6)
m−1

2

C∞,...,∞;7,...,7 ≤ C2,∞,...,∞,2;7,...,7 ≤ (8/7)
m−1

2

C∞,...,∞;8,...,8 ≤ C2,∞,...,∞,2;8,...,8 ≤ 1
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Para 9 ≤ n ≤ 64, seja k o único inteiro positivo tal que

4k < n ≤ 4 (k + 1) . (2.13)

Da Proposição 2.11 e do Corolário 2.13, bem como de (2.13),

C∞,...,∞;n...,n ≤ C2,∞,...,∞,2;n,...,n ≤
(
4 (k + 1)

n

)m−1
2

=

(
4 (k + 1)

4k

)m−1
2

=

(
1 +

1

k

)m−1
2

≤ (3/2)
m−1

2

Se n ≥ 65, fazendo uso dos conceitos e notações estabelecidos no Teorema 2.8, existe
um par (t, k) em N× {8, . . . , 63} tal que n ∈ At,k, ou seja,

8tk < n ≤ 8t (k + 1) , (2.14)

para algum t ∈ N e algum 8 ≤ k ≤ 63. Da Proposição 2.11 e do Corolário 2.13, bem
como de (2.14),

C∞,...,∞;n...,n ≤ C2,∞,...,∞,2;n,...,n ≤
(
8t (k + 1)

n

)m−1
2

=

(
8t (k + 1)

8tk

)m−1
2

=

(
1 +

1

k

)m−1
2

≤ (9/8)
m−1

2 .

Isto conclui a prova. ■



Capı́tulo 3
O jogo das luzes desbalanceadas de
Gale-Berlekamp

O jogo das luzes desbalanceadas (unbalancing lights) ou jogo dos interruptores de
Gale–Berlekamp (Gale–Berlekamp switching game) é um jogo de natureza combinatória
proposto entre os anos de 1966 e 1971 de modo independente pelos matemáticos
americanos David Gale e Elwyn Berlekamp. Neste capítulo, descrevemos sua dinâmica
e como se relaciona com as formas bilineares de coeficientes ±1 quando descrito por
um modelo matemático. Nesta perspectiva, os resultados e técnicas desenvolvidos nos
capítulos anteriores relativos à desigualdade de Bennett são utilizados para melhorar
algumas das estimativas obtidas J. Carlson e D. Stolarski em [17]. O caminho inverso
também é contemplado: os dados conhecidos relativos ao jogo das luzes desbalanceadas
são utilizados para que a estimativa concernente à dominação universal das constantes
C∞,∞;n,n da desigualdade de Bennett seja melhorada em alguns casos.

3.1 Sobre o jogo

O jogo das luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp, também conhecido como jogo dos
interruptores (vide [4, Seção 2.5] e [39, Capítulo 6]), consiste em n2 lâmpadas distribuídas
em uma placa de modo a formarem uma matriz quadrada de ordem n. Para cada
i = 1, . . . , n existe um interruptor Li que, ao ser acionado, inverte o estado de todas
as lâmpadas da i-ésima linha, ligando aquelas que estavam desligadas e desligando as que
estavam ligadas e, do mesmo modo, para cada j = 1, . . . , n, existe um interruptor Cj que,
quando acionado, é responsável por inverter o estado de todas as lâmpadas da j-ésima
coluna. Dada uma configuração inicial Θn de lâmpadas ligadas e desligadas, seja i(Θn) o
menor número de lâmpadas ligadas que pode ser obtido a partir de Θn pelo acionamento
dos interruptores L1, . . . , Ln, C1, . . . , Cn. O objetivo é encontrar o valor Rn de i(Θ(0)

n )

onde Θ
(0)
n é uma pior configuração inicial possível, no sentido de que i(Θ(0)

n ) ≥ i(Θn) para
todo Θn. Assim,

Rn := max{i(Θn) : Θn é uma configuração inicial das n× n lâmpadas}.

Algumas vezes o problema é posto do seguinte modo: desejamos encontrar a diferença
máxima entre o número de lâmpadas desligadas e ligadas, assim como antes, a partir de

37
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uma pior configuração inicial possível. Este valor será denotado por Gn. Observemos que,
nestas circunstâncias,

Gn =
(
n2 −Rn

)
−Rn = n2 − 2Rn,

de onde extraímos que

Rn =
1

2

(
n2 −Gn

)
. (3.1)

A determinação dos valores exatos de Rn parece ser concebível apenas para valores
pequenos de n, dado o envolvimento de argumentos de natureza combinatória. Os valores
exatos de Rn para n = 1, 2, . . . , 12 foram obtidos por J. Carlson e D. Stolarski ([17]; ver
também [14, 22]).

Figura 3.1: Uma matriz de lâmpadas de ta-
manho 10× 10 em uma configuração inicial
Θ10 tal que i(Θ10) = 0.

Figura 3.2: Uma matriz de lâmpadas de ta-
manho 10× 10 em uma configuração inicial
Θ10 tal que i(Θ10) = 1.

A abordagem natural para modelarmos o jogo das luzes desbalanceadas é identificar
cada configuração Θn com uma matriz (aij)n×n com aij ∈ {−1, 1} de modo que, dizer
que aij = 1 significa dizer que a lâmpada da i-ésima linha e j-ésima coluna está ligada e,
analogamente, dizer que aij = −1 significa dizer que a lâmpada da i-ésima linha e j-ésima
coluna está desligada. Deste modo, fazer uso dos interruptores L1, . . . , Ln é equivalente a
considerar um produto de matrizes da forma

x1 0 · · · 0
0 x2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · xn



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


a11x1 a12x1 · · · a1nx1
a21x2 a22x2 · · · a2nx2

...
... . . . ...

an1xn an2xn · · · annxn


onde xi ∈ {−1, 1} para todo i, de modo que xi = 1 significa dizer que o interruptor Li
não foi acionado, ao passo que dizer que xi = −1 significa dizer que o interruptor Li
foi acionado. Do mesmo modo, fazer uso dos interruptores C1, . . . , Cn é equivalente a
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considerar um produto de matrizes da forma
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann



y1 0 · · · 0
0 y2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · yn

 =


a11y1 a12y2 · · · a1nyn
a21y1 a22y2 · · · a2nyn

...
... . . . ...

an1y1 an2y2 · · · annyn


onde yi ∈ {−1, 1} para todo j, de modo que yj = 1 significa dizer que o interruptor Cj
não foi acionado, ao passo que dizer que yj = −1 significa dizer que o interruptor Cj foi
acionado.

Sejam

Θ(1)
n =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 e Θ(2)
n =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn


duas configurações do jogo das luzes desbalanceadas. Diremos que Θ

(1)
n e Θ

(2)
n são

configurações equivalentes se existem (xi)
n
i=1 , (yj)

n
j=1 ∈ {−1, 1}n tais que

Θ(2)
n =


x1 0 · · · 0
0 x2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · xn

×Θ(1)
n ×


y1 0 · · · 0
0 y2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · yn

 (3.2)

Em verdade, é fácil ver que (3.2) define de modo natural uma relação de equivalência.
A reflexividade é evidente. A transitividade decorre da associatividade do produto de
matrizes bem como do fato de que o produto de matrizes da forma

ε1 0 · · · 0
0 ε2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · εn

 , (ε1, . . . , εn) ∈ {−1, 1}n (3.3)

produz uma matriz do mesmo tipo. A simetria é garantida pelo fato de que cada matriz
da forma (3.3) possui a si própria como inversa. Dito de outro modo, as configurações
Θ

(1)
n e Θ

(2)
n são equivalentes se é possível chegar em uma delas tendo a outra como ponto

de partida apenas pelo uso dos interruptores L1, . . . , Ln, C1, . . . , Cn. Fica evidente que, se
Θ

(1)
n e Θ

(2)
n são configurações equivalentes, então i

(
Θ

(1)
n

)
= i
(
Θ

(2)
n

)
.

Observemos que cada uma das matrizes

x =


x1 0 · · · 0
0 x2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · xn

 e y =


y1 0 · · · 0
0 y2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · yn


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em (3.2) pode ser escolhida de 2n formas diferentes. Notemos que, se Θ
(1)
n é uma

configuração dada, x e z representam acionamentos do interruptores L1, . . . , Ln e y e
w representam acionamentos dos interruptores C1, . . . , Cn, então

x×Θ(1)
n × y = z×Θ(1)

n ×w ⇔


x = z

e
y = w

ou


x = −z

e
y = −w

e, consequentemente, cada classe de equivalência possui 22n−1 elementos (pois cada
elemento da classe que contém Θ

(1)
n é da forma x × Θ

(1)
n × y). Como a configuração

inicial Θ(1)
n pode ser escolhida de 2n

2 formas distintas, temos um total de 2n
2−2n+1 classes

de equivalência.

Exemplo 3.1 Para n = 2, temos as seguintes classes de equivalência de configurações
iniciais:

I1 =

{[
1 1
1 1

]
,

[
−1 −1
−1 −1

]
,

[
−1 −1
1 1

]
,

[
1 1
−1 −1

]
,[

−1 1
−1 1

]
,

[
1 −1
1 −1

]
,

[
1 −1
−1 1

]
,

[
−1 1
1 −1

]}
e

I2 =

{[
−1 1
1 1

]
,

[
1 −1
−1 −1

]
,

[
1 1
1 −1

]
,

[
−1 −1
−1 1

]
,[

1 −1
1 1

]
,

[
−1 1
−1 −1

]
,

[
1 1
−1 1

]
,

[
−1 −1
1 −1

]}
.

Daqui, percebemos claramente que

i (Θ2) =

{
0, se Θ2 ∈ I1,

1, se Θ2 ∈ I2,

de onde segue que R2 = 1.

Agora, observemos que, se (εij)n×n é tal que εij ∈ {−1, 1} para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ n,
então ∣∣∣∣∣ n∑i=1

n∑
j=1

εij

∣∣∣∣∣
corresponde à diferença em módulo entre o número de entradas iguais a −1 e o número
de entradas iguais a 1. Deste modo, fica claro que, se Θn = (aij)n×n é uma configuração
inicial do jogo das luzes desbalanceadas, então

max
(xi)

n
i=1,(yj)

n
j=1∈{−1,1}n

∣∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aijxiyj

∣∣∣∣∣
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corresponde à diferença máxima que se pode obter entre o número de lâmpadas desligadas
e o número de lâmpadas ligadas a partir de Θn apenas pelo uso dos interruptores
L1, . . . , Ln, C1, . . . , Cn. Assim, obtemos

Gn = min

{
max

(xi)
n
i=1,(yj)

n
j=1∈{−1,1}n

∣∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aijxiyj

∣∣∣∣∣ : aij = −1 ou + 1

}
.

Do ponto de vista da teoria de operadores multilineares, a aplicação que a cada
configuração inicial Θn = (aij)n×n do jogo das luzes desbalanceadas associa a forma
bilinear A : ℓn∞ × ℓn∞ → R definida por

A (x, y) =
n∑

i,j=1

aijxiyj =
n∑

i,j=1

± xiyj (3.4)

define, claramente, uma correspondência biunívoca entre o conjunto das configurações
iniciais do jogo das luzes desbalanceadas e a coleção das formas bilineares definidas sobre
ℓn∞ × ℓn∞ com coeficientes ±1. Do Exemplo C.2 e do Corolário C.14,

max
(xi)

n
i=1,(yj)

n
j=1∈{−1,1}n

∣∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aijxiyj

∣∣∣∣∣ = max
(xi)

n
i=1,(yj)

n
j=1∈ext(Bℓ∞ )

∣∣∣∣∣ n∑
i,j=1

aijxiyj

∣∣∣∣∣ = ∥A∥ ,

ou seja,

Gn = min {∥A∥ : A : ℓn∞ × ℓn∞ → R é uma forma bilinear como em (3.4)}

e, de (1.5),
Gn = C∞,∞;n,nn

3/2 (3.5)

Uma aplicação imediata da desigualdade 4/3 de Littlewood (vide [5, Teorema 3.1]) mostra
que

n
3
2 ≤

√
2Gn. (3.6)

3.2 Melhores estimativas para Rn

De (3.5) e (3.6), observamos que

1√
2
≤ Gn

n3/2
= C∞,∞;n,n.

Do que vimos no Capítulo 1, segue que, dado ε > 0, se n é suficientemente grande, então

1√
2
≤ Gn

n3/2
≤ 1 + ε,

de onde segue que Gn é dominado assintoticamente por n3/2. Por outro lado, do
Teorema 2.8, obtemos a seguinte estimativa para Gn/n

3/2:

1√
2
≤ Gn

n3/2
≤
√

8/5 (3.7)
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para todo n ∈ N.
Nesta seção melhoramos a cota superior

√
8/5 em (3.7) bem como fornecemos

estimativas mais precisas para Rn e Gn do que as apresentadas em [17] quando n =
15, 17, 18, 19.

Sabemos do Lema 1.1 que Gn ≤ n3/2 sempre que n é uma ordem de Hadamard e,
portanto, de (3.1),

Rn ≥ 1

2

(
n2 − n

√
n
)

(3.8)

para toda ordem de Hadamard n. (A desigualdade acima também aparece em [14, página
168].) No próximo teorema, utilizamos as técnicas da Seção 2.2 para obtermos uma
extensão de (3.8) e fornecer estimativas para os casos n = 15, 17, 18, 19 que melhoram as
respectivas estimativas da Tabela 3.1 abaixo.

Tabela 3.1: Estimativas para Rn.

n Brown-Spencer, 1971 Fishburn-Sloane, 1989 Carlson-Stolarski, 2004
1 = 0 = 0 = 0
2 = 1 = 1 = 1
3 = 2 = 2 = 2
4 = 4 = 4 = 4
5 = 7 = 7 = 7
6 − = 11 = 11
7 − = 16 = 16
8 ≥ 22 = 22 = 22
9 − = 27 = 27
10 ≥ 32 − = 35
11 − − = 43
12 − − = 54
13 − − ≥ 60
14 − − ≥ 71
15 ≥ 72 − ≥ 82
16 ≥ 96 − ≥ 94
17 − − ≥ 106
18 − − ≥ 120
19 − − ≥ 132
20 ≥ 156 − ≥ 148

Teorema 3.2 R15 ≥ 83, R17 ≥ 107, R18 ≥ 122, R19 ≥ 139.

Demonstração: Dado n ∈ N, seja kn a menor ordem de Hadamard tal que

n ≤ kn.

Se [hij]kn×kn é uma matriz de Hadamard, então, obviamente,

Gn ≤ max
xi,yj∈{−1,1}

∣∣∣∣∣ n∑i=1

n∑
j=1

hijxiyj

∣∣∣∣∣ . (3.9)
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Sejam z = (z1, . . . , zn) , w = (w1, . . . , wn) ∈ ℓn2 tais que ∥z∥2 , ∥w∥2 ≤ 1. Procedendo
exatamente como no Lema 2.6, concluímos que

∣∣∣∣∣ n∑i=1

n∑
j=1

hijziwj

∣∣∣∣∣ ≤√kn.

Logo, considerando a função f : N → R dada por f (n) =
√
kn, segue do Lema 1.7 que

max
xi,yi∈{−1,1}

∣∣∣∣∣ n∑i=1

n∑
j=1

hijxiyj

∣∣∣∣∣ ≤ n
√
kn. (3.10)

Definindo G2,n := n
√
kn e combinando (3.9) e (3.10), temos

Gn ≤ G2,n.

Da desigualdade acima e de (3.1), para cada n ∈ N, temos

Rn ≥ 1

2

(
n2 −G2,n

)
. (3.11)

Como

G2,15 = 15
√
16 = 60,

G2,17 = 17
√
20 ≈ 76.02,

G2,18 = 18
√
20 ≈ 80.49,

G2,19 = 19
√
20 ≈ 84.97,

concluímos de (3.11) que

R15 ≥ 83, R17 ≥ 107, R18 ≥ 122, R19 ≥ 139,

como desejado. ■

Tabela 3.2: Novas estimativas para Rn quando n = 15, 17, 18, 19

n 15 17 18 19
Rn ≥ 83 ≥ 107 ≥ 122 ≥ 139
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Figura 3.3: Configuração inicial do jogo das luzes gerando R15 ≥ 83.

Figura 3.4: Configuração inicial do jogo das luzes gerando R17 ≥ 107.

Figura 3.5: Configuração inicial do jogo das luzes gerando R18 ≥ 122.
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Figura 3.6: Configuração inicial do jogo das luzes gerando R19 ≥ 139.

3.3 Constantes da desigualdade de Bennett para p1 =

p2 = ∞
Agora, combinamos os resultados da seção anterior e da Seção 2.2 para melhorar a

estimativa (3.7) e fornecer melhores constantes para a desigualdade de Bennett quando
p1 = p2 = ∞ e n1 = n2 = n.

Segue de (3.1) que
Gn = n2 − 2Rn.

Sabemos da Proposição 2.1 que

C∞,∞;n,n ≤ C2,2;n,n, (3.12)

para todo n ∈ N. Assim, usando as Tabelas 3.1 e 3.2, (3.12) e o Lema 2.6 (ou a parte
inicial da prova do Lema 1.8), temos

Tabela 3.3: Cotas superiores para C∞,∞;n,n com 1 ≤ n ≤ 20.

n Rn Gn C∞,∞;n,n = Gn/n
3/2 n Rn Gn C∞,∞;n,n = Gn/n

3/2

1 = 0 = 1 = 1 11 = 43 = 35 = 35/113/2 < 0.96
2 = 1 = 2 = 2/23/2 < 0.71 12 = 54 = 36 = 36/123/2 < 0.87
3 = 2 = 5 = 5/33/2 < 0.97 13 ≥ 60 ≤ 49 ≤ 49/133/2 < 1.05
4 = 4 = 8 = 8/43/2 = 1 14 ≥ 71 ≤ 54 ≤ 54/143/2 < 1.04
5 = 7 = 11 = 11/53/2 < 0.99 15 ≥ 83 ≤ 59 ≤ 59/153/2 < 1.02
6 = 11 = 14 = 14/63/2 < 0.96 16 − − ≤ 1
7 = 16 = 17 = 17/73/2 < 0.92 17 ≥ 107 ≤ 75 ≤ 75/173/2 < 1.08
8 = 22 = 20 = 20/83/2 < 0.89 18 ≥ 122 ≤ 80 ≤ 80/183/2 < 1.05
9 = 27 = 27 = 27/93/2 = 1 19 ≥ 139 ≤ 83 ≤ 83/193/2 < 1.01
10 = 35 = 30 = 30/103/2 < 0.95 20 − − ≤ 1
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Teorema 3.3 Para todo n, temos

0.70 ≈ 1√
2
≤ Gn

n3/2
≤ 75/173/2 ≈ 1.07.

Demonstração: Tudo que nos resta fazer é estabelecer a estimativa superior. Segue
da Tabela 3.3 que é suficiente considerarmos o caso em que n > 20, uma vez que o
limite superior fornecido por ela para n = 1, . . . , 20 é 75/173/2. Se 21 ≤ n ≤ 664, seja
k ∈ {5, . . . , 165} tal que 4k < n ≤ 4 (k + 1). Assim, de (3.12) e do Lema 2.6, temos

Gn

n3/2
= C∞,∞;n,n ≤ C2,2;n,n ≤

(
4 (k + 1)

n

)1/2

≤
(
4 (k + 1)

4k + 1

)1/2

≤
√

24

21
.

Agora, para cada m ∈ N e cada k ∈ {8, . . . , 63} seja Am,k como no Teorema 2.8, isto é,

Am,k := {8mk + 1, . . . , 8m (k + 1)} .

Fixado n ≥ 665, sabemos que existe (m, k) ∈ N×{8, . . . , 63} tal que n ∈ Am,k e, portanto,
de (3.12) e do Lema 2.6, obtemos

Gn

n3/2
= C∞,∞;n,n ≤ C2,2;n,n ≤

(
8m (k + 1)

n

)1/2

<

(
8m (k + 1)

8mk

)1/2

≤
√

9

8
.

Como
√

24/21 e
√

9/8 são menores do que 75/173/2, a prova está completa. ■

3.4 Algumas considerações em dimensões mais altas

O jogo das luzes desbalanceadas de Gale–Berlekamp possui diversas variantes naturais
(vide, por exemplo, [7, 15, 36] e suas referências); indicamos também a leitura de [26] para
um resultado correlato recente. Estamos interessados em sua generalização a dimensões
mais altas (vide [5]). Seja m ≥ 2 um inteiro e seja (aj1···jm)n×···×n uma m-matriz de
lâmpadas de ordem n. Assim como no caso bidimensional, aj1···jm = 1 indicará uma
lâmpada ligada e aj1···jm = −1 indicará uma lâmpada desligada. Suponhamos também
que, para cada k = 1, . . . ,m e cada jk = 1, . . . , n existe um interruptor x(k)jk

que, ao
ser acionado, inverte o estado de todas as lâmpadas aj1...jm com jk fixo, ligando as que
estavam ligadas e desligando as que estavam ligadas. Mais uma vez, escrever x(k)jk

= 1

indicará que este interruptor não foi acionado e escrever x(k)jk
= 1 indicará que o mesmo

foi acionado. O objetivo é maximizar a diferença entre o número de lâmpadas ligadas e o
número de lâmpadas desligadas.
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Figura 3.7: Versão tridimensional do jogo das luzes para n = 5.

Assim como no caso bidimensional, maximizar a diferença entre o número de lâmpadas
ligadas e desligadas é equivalente a determinar

Sm,n = min

{
max

(x
(1)
j1

)nj1=1,...,(x
(m)
jm

)njm=1∈{−1,1}n

∣∣∣∣∣ n∑
j1,...,jm=1

aj1...jmx
(1)
j1

· · ·x(m)
jm

∣∣∣∣∣ : aj1...jm = ±1

}
,

Mais uma vez, a aplicação que a cada configuração (aj1...jm)n×···×n associa a forma m-linear
Am,n : ℓ

n
∞ × · · · × ℓn∞ → R definida por

Am,n
(
x(1), . . . , x(m)

)
=

n∑
j1,...,jm=1

aj1...jmx
(1)
j1

· · ·x(m)
jm

=
n∑

j1,...,jm=1

± x
(1)
j1

· · · x(m)
jm

(3.13)

é uma correspondência biunívoca. Do Exemplo C.2 e do Corolário C.14,

∥Am,n∥ = max
(x

(1)
j1

)nj1=1,...,(x
(m)
jm

)njm=1∈ext(Bℓn∞)

∣∣∣∣∣ n∑
j1,...,jm=1

aj1...jmx
(1)
j1

· · ·x(m)
jm

∣∣∣∣∣
= max

(x
(1)
j1

)nj1=1,...,(x
(m)
jm

)njm=1∈{−1,1}n

∣∣∣∣∣ n∑
j1,...,jm=1

aj1...jmx
(1)
j1

· · ·x(m)
jm

∣∣∣∣∣
e, consequentemente,

Sm,n = min {∥Am,n∥ : Am,n é uma forma m-linear como em (3.13)} . (3.14)

Para ilustrar como as estimativas das constantes da desigualdade KSZ são associadas
a este contexto, notemos que, combinando (3.14) e o Lema 1.1, obtemos G16 ≤ 64 de onde
segue que R16 ≥ 96, melhorando a estimativa R16 ≥ 94 fornecida em [16, Teorema 8].

Como de costume, a notação o(1) significa que, na variável n, temos lim
n→∞

o(1) = 0. O
Teorema 1.2 garante que

Sm,n ≤ (1 + o(1))n
m+1

2
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e, combinando nossas estimativas com as que são fornecidas em [5, Teorema 3.2] e [4,
Teorema 2.5.1], obtemos

2−
1
2
ψ(m)− 1

2
γ
m∏
k=2

(
Γ
(
3k−2
2k

)
Γ
(
3
2

) ) k
2k−2

+ o (1) ≤ Sm,n

n
m+1

2

≤ 1 + o (1) ,

onde ψ é a função digamma e γ é a constante de Euler-Mascheroni. Por exemplo, para
m ∈ {2, 3} temos

0.797 + o (1) ≤ S2,n

n3/2
≤ 1 + o (1) ,

0.694 + o (1) ≤ S3,n

n2
≤ 1 + o (1) .

No que diz respeito à dominação universal, o Teorema 2.14 garante que

Sm,n ≤ (8/5)
m−1

2 n
m+1

2

quaisquer que sejam m,n ∈ N.



Apêndice A
Matrizes de Hadamard e densidade
assintótica

Uma matriz quadrada H = [hij]n×n é dita uma matriz de Hadamard se hij ∈
{−1, 1} para todo i e todo j e

HH⊤ = nIn,

onde H⊤ denota a transposta de H e In é a matriz identidade de ordem n.

Exemplo A.1 As matrizes

[1] ,
[
1 1
1 −1

]
e


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


são de Hadamard.

Observamos que, se H é uma matriz quadrada de ordem n e u1, . . . , un são seus vetores
linha (coluna), então H é uma matriz de Hadamard se, e somente se

⟨ui, uj⟩ = nδij

para todo i e todo j, onde δij é o delta de Kronecker. Isto nos revela que, em particular, os
vetores linha (coluna) de uma matriz de Hadamard de ordem n são dois a dois ortogonais
e possuem norma euclidiana n1/2. Neste caso, por um lado, |det (H)| é claramente um
número inteiro positivo e, por outro, é o volume do n-cubo determinado por u1, . . . , un
(vide [29, Capítulo 19]), isto é,

|det (H)| = ∥u1∥ · · · ∥un∥ = nn/2.

Assim, a fim de que nn/2 seja inteiro, n precisa ser, necessariamente, um quadrado perfeito
ou um número par. Isso mostra que não existem matrizes de Hadamard de todas as ordens.
Portanto, se n é um inteiro positivo para o qual existe uma matriz de Hadamard de ordem
n, então n será dito um inteiro de Hadamard ou uma ordem de Hadamard.

49
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É evidente que quando permutamos duas linhas (ou colunas) quaisquer de uma matriz
de Hadamard, a matriz obtida por este processo é ainda uma matriz de Hadamard. Além
disso, é claro que se ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1} e H = [hij]n×n é uma matriz de Hadamard, então

ε1 0 · · · 0
0 ε2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · εn

H =


ε1h11 ε1h12 · · · ε1h1n
ε2h21 ε2h22 · · · ε2h2n

...
... . . . ...

εnhn1 εnhn2 · · · εnhnn


e

H


ε1 0 · · · 0
0 ε2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · εn

 =


ε1h11 ε2h12 · · · εnh1n
ε1h21 ε2h22 · · · εnh2n

...
... . . . ...

ε1hn1 ε2hn2 · · · εnhnn


também o são. Logo, se n é uma ordem de Hadamard, é sempre possível exibir uma
matriz de Hadamard H = [hij]n×n do tipo

H =


1 1 · · · 1
1 h22 · · · h2n
...

... . . . ...
1 hn2 · · · hnn


na qual todas as entradas da primeira linha e da primeira coluna são iguais a 1. Uma
matriz de Hadamard nestas condições será dita uma matriz de Hadamard normalizada.

Teorema A.2 Se n é uma ordem de Hadamard, então

n ∈ {1, 2} ∪ {4k : k ∈ N} .

Demonstração: Já sabemos do Exemplo A.1 que existem matrizes de Hadamard de
ordens 1 e 2. Portanto, seja n > 2 uma ordem de Hadamard e H = [hij]n×n uma matriz
de Hadamard normalizada. Seja ui o i-ésimo vetor linha de H. Como u1 = (1, 1, . . . , 1) e
u1 e ui são linearmente independentes sempre que i ̸= 1 (pois, se i ̸= 1, então u1 ⊥ ui),
ui deve ter pelo menos uma entrada igual a −1, pois, caso contrário, deveríamos ter
ui = u1 (o que, evidentemente, é um absurdo). Deste modo, para i ̸= 1, sejam xi e yi,
respectivamente, a quantidade de entradas iguais a 1 e a quantidade de entradas iguais a
−1 de ui. Observemos inicialmente que xi ̸= 0 pois a primeira entrada de ui é sempre 1
e yi ̸= 0 pelo que acabamos de ver. Além disso, notemos que{

xi + yi = n

xi − yi = ⟨u1, ui⟩ = 0

de onde vem que
xi = yi = n/2.
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sempre que i ̸= 1. Segue daqui que, em particular, n é par. Reordenando as colunas de
H, se necessário, podemos, sem perda de generalidade, supor que

u2 = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n/2 entradas

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n/2 entradas

).

Notemos que essa reordenação não afeta u1. Observemos agora que encontramos entradas
1 e −1 nas n/2 primeiras entradas de u3 e o mesmo vale para as suas últimas n/2
entradas pois, caso contrário, como u2 e u3 possuem exatamente n/2 entradas iguais
a 1 e n/2 entradas iguais a −1, teríamos u2 = ±u3, contrariando o fato de que u2 e u3
são linearmente independentes (dado que u2 ⊥ u3). Assim, reordenando separadamente
as n/2 primeiras colunas e as n/2 últimas colunas de H se necessário (e observando que
isso não afeta u1 e u2), podemos supor

u3 = (1, . . . , 1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n/2 entradas

, 1, . . . , 1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n/2 entradas

).

Em suma, sem perda de generalidade, podemos supor que as três primeiras linhas de H
são dadas por

u1 :
u2 :
u3 :

1 · · · 1
1 · · · 1
1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
x colunas

1 · · · 1
1 · · · 1
−1 · · · −1︸ ︷︷ ︸

y colunas

1 · · · 1
−1 · · · −1
1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
z colunas

1 · · · 1
−1 · · · −1
−1 · · · −1︸ ︷︷ ︸

w colunas

.

Daqui, obtemos o seguinte sistema de equações:
n = x+ y + z + w

0 = ⟨u1, u2⟩ = x+ y − z − w

0 = ⟨u1, u3⟩ = x− y + z − w

0 = ⟨u2, u3⟩ = x− y − z + w

,

cuja solução é
x = y = z = w = n/4.

Como n/4 deve ser um número inteiro, concluímos a prova. ■

Um problema que permanece aberto é a validade da recíproca deste resultado. Mais
precisamente, não se sabe se todo múltiplo de 4 é uma ordem de Hadamard.

Teorema A.3 (Sylvester) Se H é uma matriz de Hadamard de ordem n, então[
H H
H −H

]
é uma matriz de Hadamard de ordem 2n.
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Demonstração: Sejam u1, . . . , un os vetores linha de H. Então,

[
H H
H −H

] [
H H
H −H

]⊤
=



u1 u1
...

...
un un
u1 −u1
...

...
un −un


[
u1 · · · un u1 · · · un
u1 · · · un −u1 · · · −un

]

=



2 ⟨u1, u1⟩ · · · 2 ⟨u1, un⟩ 0 · · · 0
... . . . ...

...
...

2 ⟨un, u1⟩ · · · 2 ⟨un, un⟩ 0 · · · 0
0 · · · 0 2 ⟨u1, u1⟩ · · · 2 ⟨u1, un⟩
...

...
... . . . ...

0 · · · 0 2 ⟨un, u1⟩ · · · 2 ⟨un, un⟩



=


2n 0 · · · 0 0
0 2n · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 2n 0
0 0 · · · 0 2n

 = 2nI2n.

■

Exemplo A.4 Segue do Teorema de Sylvester que, para todo t ∈ N, existe uma matriz de
Hadamard de ordem 2t. Com efeito, basta considerar a sequência definida recursivamente
por

H1 = [1] e Hn+1 =

[
Hn Hn

Hn −Hn

]
,

cujos quatro primeiros termos são apresentados no Exemplo A.1.

Definição A.5 Seja A = [aij]m×m uma matriz de ordem m com entradas escalares. Se
B1,B2, . . . ,Bm são matrizes de ordem n com entradas escalares então o produto de
Kronecker (ou produto direto) A ⊗ [B1,B2, . . . ,Bm] é a matriz quadrada de ordem
mn definida por

A⊗ [B1,B2, . . . ,Bm] :=


a11B1 a12B1 · · · a1mB1

a21B2 a22B2 · · · a2mB2
...

... . . . ...
am1Bm am2Bm · · · ammBm

 . (A.1)

Quando B1 = · · · = Bm = B, escreveremos simplesmente A⊗B = [aijB].

Por exemplo, a construção de Sylvester apresentada no Teorema A.3 é dada pelo
produto de Kronecker [

1 1
1 −1

]
⊗H,

onde H é uma matriz de Hadamard de ordem n.
O próximo resultado estende de modo natural o Teorema de Sylvester.
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Teorema A.6 Sejam H1 =
[
h
(1)
ij

]
m×m

e H2 =
[
h
(2)
ij

]
n×n

matrizes de Hadamard de ordens
m e n, respectivamente. Então H1 ⊗H2 é uma matriz de Hadamard de ordem mn.

Demonstração: Para cada i ∈ {1, 2, . . .mn}, seja ui a i-ésima linha de H1 ⊗H2. Sejam
i, j ∈ {1, 2, . . . ,mn} e r1 e r2, respectivamente, os restos na divisão de i e j por n.
Definamos

r =

{
n, se r1 = 0,

r1, caso contrário
e s =

{
n, se r2 = 0,

r2, caso contrário.

Finalmente, sejam p, q os únicos inteiros positivos tais que (p− 1)n < i ≤ pn e
(q − 1)n < j ≤ qn. Então,

ui =
(
h
(1)
p1 h

(2)
r1 , . . . , h

(1)
p1 h

(2)
rn , . . . , h

(1)
pmh

(2)
r1 , . . . , h

(1)
pmh

(2)
rn

)
uj =

(
h
(1)
q1 h

(2)
s1 , . . . , h

(1)
q1 h

(2)
sn , . . . , h

(1)
qmh

(2)
s1 , . . . , h

(1)
qmh

(2)
sn

)
e, consequentemente,

⟨ui, uj⟩ = h
(1)
p1 h

(2)
r1 h

(1)
q1 h

(2)
s1 + · · ·+ h

(1)
p1 h

(2)
rn h

(1)
q1 h

(2)
sn

+ · · ·+ h(1)pmh
(2)
r1 h

(1)
qmh

(2)
s1 + · · ·+ h(1)pmh

(2)
rn h

(1)
qmh

(2)
sn

= h
(1)
p1 h

(1)
q1

(
h
(2)
r1 h

(2)
s1 + · · ·+ h(2)rn h

(2)
sn

)
+ · · ·+ h(1)pmh

(1)
qm

(
h
(2)
r1 h

(2)
s1 + · · ·+ h(2)rn h

(2)
sn

)
=
(
h
(1)
p1 h

(1)
q1 + · · ·+ h(1)pmh

(1)
qm

)(
h
(2)
r1 h

(2)
s1 + · · ·+ h(2)rn h

(2)
sn

)
= (mδpq) (nδrs) .

Observemos agora que, se i ̸= j, então ou p ̸= q ou r ̸= s. Logo, δpq = 0 ou δrs = 0 e, em
todo caso, teremos ⟨ui, uj⟩ = 0. Se i = j, então p = q e r = s. Neste caso, δpq = 1 = δrs e
⟨ui, uj⟩ = mn. Isso mostra que H1 ⊗H2 é uma matriz de Hadamard. ■

Exemplo A.7 Como

H1 =


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


e

H2 =



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1
1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1
1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1
1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1 −1
1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 1
1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1
1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1
1 1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1


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são matrizes de Hadamard, segue do Teorema A.6 que, dados i, j ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}, existe
uma matriz de Hadamard de ordem 4i12j.

O próximo resultado pode ser encontrado em [31, Observação 3.6] e, no que segue,
para todo x ∈ R, ⌊x⌋ denota o maior inteiro menor do que ou igual a x.

Teorema A.8 (Teorema da Aproximação de Dirichlet) Se α ∈ R\Q então

{m+ nα : m,n ∈ Z}

é um subconjunto denso de R.

Demonstração: Mostraremos que dados x0 ∈ R e N ∈ N, existem m,n ∈ Z, tais que

m+ nα ∈ [x0 − 1/N, x0 + 1/N ] .

Seja f : R → R a função definida por

f (x) = x− ⌊x⌋ .

Para cada i = 1, . . . , N + 1, f (iα) ∈ [0, 1] e, portanto, do Princípio das Casas de Pombo,
existem i, j ∈ {1, . . . , N + 1} tais que

0 < f (iα)− f (jα) < 1/N

ou seja, tais que
0 < (⌊jα⌋ − ⌊iα⌋) + (i− j)α < 1/N .

Denotemos m0 = ⌊jα⌋ − ⌊iα⌋ e n0 = i− j. Como α ∈ R\Q, temos

R =
⋃
k∈Z

[k (m0 + n0α) , (k + 1) (m0 + n0α)]

e, consequentemente, existe k0 ∈ Z tal que

k0 (m0 + n0α) ≤ x0 ≤ (k0 + 1) (m0 + n0α) .

Fazendo m = k0m0 e n = k0n0, obtemos

0 ≤ x0 − (m+ nα) ≤ m0 + n0α ≤ 1/N

e a prova está concluída. ■

Corolário A.9 Sejam α > 0 um número irracional e ε > 0. Existe nε ∈ N tal que,
sempre que x ≥ nε, existem a, b ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} satisfazendo

0 < a+ bα− x < ε.
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Demonstração: Sem perda de generalidade, seja 0 < ε < 1. Para cada x ∈ R seja
f (x) = x − ⌊x⌋. Segue do Teorema da Aproximação de Dirichlet que existem a0, b0 ∈ Z
tais que

0 < a0 + b0α < ε. (A.2)

É evidente que a0 e b0 não podem ser simultaneamente negativos. Dividiremos nosso
estudo em três casos.

• Caso I: a0, b0 ≥ 0. Fixado x0 > 0, seja k o único inteiro não-negativo tal que

(k − 1) (a0 + b0α) < f (x0) ≤ k (a0 + b0α) . (A.3)

Então, de (A.3) e (A.2), segue que

0 ≤ k (a0 + b0α)− f (x0) < a0 + b0α < ε. (A.4)

Seja nε = 1. Se ⌊x0⌋ ≥ nε, fazendo a = ⌊x0⌋ + ka0 e b = kb0, observamos que a, b ≥ 0 e
que

a+ bα− x0 = ⌊x0⌋+ ka0 + kb0α− x0 = k (a0 + b0α)− f (x0) . (A.5)

De (A.5) e (A.4) concluímos que

0 ≤ a+ bα− x0 < ε,

com a e b inteiros não-negativos.

• Caso II: a0 < 0 e b0 ≥ 0. Seja m o menor inteiro não-negativo tal que m (a0 + b0α) ≥ 1.
Fixado x0 > 0, seja k o único inteiro não-negativo tal que

(k − 1) (a0 + b0α) < f (x0) ≤ k (a0 + b0α) . (A.6)

Então, de (A.6) e (A.2), segue que

0 ≤ k (a0 + b0α)− f (x0) < a0 + b0α < ε. (A.7)

Como f (x0) < 1, temos

m (a0 + b0α) ≥ 1 > f(x0) > (k − 1) (a0 + b0α)

e, consequentemente, m ≥ k. Seja nε = −ma0. Se ⌊x0⌋ ≥ nε, fazendo a = ⌊x0⌋ + ka0 e
b = kb0, lembrando que m ≥ k, observamos que a, b ≥ 0 e que

a+ bα− x0 = ⌊x0⌋+ ka0 + kb0α− x0 = k (a0 + b0α)− f (x0) . (A.8)

De (A.8) e (A.7) concluímos que

0 ≤ a+ bα− x0 < ε,

com a e b inteiros não-negativos.
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• Caso III: a0 ≥ 0 e b0 < 0. Sejam o maior inteiro não negativo tal que 1−m (a0 + b0α) ≥
0. Fixado x0 > 0, seja k o único inteiro não-negativo tal que

1− (k + 1) (a0 + b0α) < f (x0) ≤ 1− k (a0 + b0α) . (A.9)

Então, de (A.9) e (A.2), segue que

0 ≤ 1− k (a0 + b0α)− f (x0) < a0 + b0α < ε. (A.10)

Como 1 − k (a0 + b0α) ≥ 0, temos m ≥ k. Seja nε = ma0. Se ⌊x0⌋ ≥ nε, fazendo
a = ⌊x0⌋ + 1 − ka0 e b = −kb0, lembrando que m ≥ k, observamos que a, b ≥ 0; além
disso,

a+ bα− x0 = ⌊x0⌋+ 1− ka0 − kb0α− x0

= 1− ka0 − kb0α− (x0 − ⌊x0⌋)
= 1− k (a0 + b0α)− f (x0) . (A.11)

Finalmente, de (A.11) e (A.10) concluímos que

0 ≤ a+ bα− x0 < ε,

com a e b inteiros não-negativos. ■

Definição A.10 Um subconjunto infinito N0 de números naturais é dito assintotica-
mente denso em N se, para todo ε > 0, existe nε ∈ N tal que, se m ≥ nε então existe
n ∈ N0 tal que

m ≤ n ≤ (1 + ε)m.

Lema A.11 O conjunto {4i12j : i, j ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}} é assintoticamente denso em N.

Demonstração: Observemos inicialmente que log4 3 é irracional. De fato, se log4 3 fosse
racional, então existiriam inteiros positivos p e q tais que 3 = 4p/q e, em particular, 3 seria
um divisor de 4p o que, evidentemente, seria um absurdo. Logo, segue do Corolário A.9,
com α = 1 + log4 3, que, dado ε > 0, existe nε ∈ N tal que, sempre que m ≥ 4nε , existem
i, j ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} tais que

0 ≤ i+ j (1 + log4 3)− log4m ≤ log4 (1 + ε) ,

ou, equivalentemente, tais que

log4m ≤ i+ j (1 + log4 3) ≤ log4 (1 + ε) + log4m = log4 ((1 + ε)m) .

Mas

i+ j (1 + log4 3) = i+ j + j log4 3

= (i+ j) log4 4 + j log4 3

= log4 4
i+j3j = log4 4

i12j

e, sendo assim, existem i, j ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} tais que

log4m ≤ log4 4
i12j ≤ log4 ((1 + ε)m)

sempre que m ≥ 4nε . Consequentemente, existem i, j ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} tais que

m ≤ 4i12j ≤ (1 + ε)m,

sempre que m ≥ 4nε . ■
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OBSERVAÇÃO A.12 Segue diretamente do Exemplo A.7 e do Lema A.11 que o conjunto
das ordens de Hadamard é assintoticamente denso em N.



Apêndice B
O Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin

Iniciemos esta seção observando que, se a > 0 e z = x+ iy ∈ C, então,

|az| =
∣∣ax+iy∣∣ = |a|x

∣∣aiy∣∣ = |a|x
∣∣∣(eln(a))iy∣∣∣ = ax

∣∣eiy ln(a)∣∣ = ax = aRe(z). (B.1)

No que segue, se F : C → C é uma função complexa, então |F | denota a
correspondência z 7→ |F (z)|.

Para o próximo resultado, lembramos que o Princípio do Módulo Máximo estabelece
que, se F : C → C é uma função analítica sobre um aberto conexo limitado D e contínua
sobre seu fecho D, então max

{
|F (z)| : z ∈ D

}
é atingido em algum ponto z da fronteira

de D.

Teorema B.1 (Princípio de Phragmén-Lindelöf) Seja F : C → C uma função
analítica sobre a faixa aberta

S = {z ∈ C : −π/2 < Re (z) < π/2}

e contínua sobre a faixa fechada

S = {z ∈ C : −π/2 ≤ Re (z) ≤ π/2} .

Suponhamos que |F | ≤ 1 sobre as retas verticais Re (z) = −π/2 e Re (z) = π/2 e que
existam α,C > 0 tais que

|F (z)| ≤ Ceα|z|

sempre que z ∈ S. Então, |F | ≤ 1 sobre S.

Demonstração: Seja 0 < β < 1. Para cada ε > 0, definamos

gε (z) := F (z) e−2ε cos(βz).

Denotando z = θ + it, notemos que

cos (βz) :=
eiβz + e−iβz

2
=
eiβθ−βt + e−iβθ+βt

2
=
e−βteiβθ + eβte−iβθ

2

=
1

2

[
e−βt (cos (βθ) + i sen (βθ)) + eβt (cos (βθ)− i sen (βθ))

]
=
eβt + e−βt

2
cos (βθ)− i

eβt + e−βt

2
sen (βθ) ,

58
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de onde segue que
2Re (cos (βz)) =

(
eβt + e−βt

)
cos (βθ) .

Como 0 < β < 1, existe c > 0 tal que cos (βθ) ≥ c, para todo θ ∈ [−π/2, π/2]. Assim,
fica claro que

α |z| − 2εRe (cos (βz)) = α
√
θ2 + t2 − ε

(
eβt + e−βt

)
cos (βθ) → −∞

quando |z| → ∞, z ∈ S. Consequentemente, de (B.1), temos

|gε (z)| =
∣∣F (z) e−2ε cos(βz)

∣∣
= |F (z)| e−2εRe(cos(βz))

≤ Ceα|z|e−2εRe(cos(βz))

= Ceα|z|−2εRe(cos(βz)) → 0,

quando |z| → ∞, z ∈ S. Logo, existe K0 > 0 tal que, sempre que K ≥ K0, temos
|gε (θ ± iK)| ≤ 1, para todo θ ∈ [−π/2, π/2]. Como |F | ≤ 1 sobre as retas verticais
Re (z) = −π/2 e Re (z) = π/2 é imediato que |gε| ≤ 1 sobre estas mesmas retas. Portanto,
do Princípio do Módulo Máximo, se K ≥ K0, então |gε (z)| ≤ 1 sempre que z pertence ao
retângulo

{θ + it ∈ C : −π/2 ≤ θ ≤ π/2 e −K ≤ t ≤ K} .

Fazendo K → ∞, concluímos que |gε (z)| ≤ 1 sobre S, de onde segue que

|F (z)| ≤ e2εRe(cos(βz)), (B.2)

para todo z ∈ S e todo ε > 0. Fixando z0 ∈ S e fazendo ε→ 0 em (B.2), concluímos que

|F (z0)| ≤ 1.

Tendo sido z0 escolhido arbitrariamente em S, inferimos que |F | ≤ 1 sobre S. ■

Corolário B.2 Seja F : C → C uma função analítica sobre a faixa aberta

S = {z ∈ C : a < Re (z) < b}

e contínua sobre a faixa fechada

S = {z ∈ C : a ≤ Re (z) ≤ b} .

Suponhamos que |F | ≤M1 sobre a reta vertical Re (z) = a, |F | ≤M2 sobre a reta vertical
Re (z) = b, com M1,M2 > 0, e que existam α,C > 0 tais que

|F (z)| ≤ Ceα|z|

sempre que z ∈ S. Então, |F | ≤ max {M1,M2} sobre S.
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Demonstração: Sejam φ,G : C → C as funções definidas, respectivamente, por

φ (z) = φ (θ + it) =

(
b− a

π
θ +

b+ a

2

)
+ it

e
G (z) =

(F ◦ φ) (z)
max {M1,M2}

Notemos que G é analítica sobre a faixa aberta

S0 = {z ∈ C : −π/2 < Re (z) < π/2} ,

contínua sobre a faixa fechada

S0 = {z ∈ C : −π/2 ≤ Re (z) ≤ π/2} ,

que |G| ≤ 1 sobre as retas Re (z) = −π/2 e Re (z) = π/2 e que φ define uma
correspondência biunívoca entre S0 e S. Notemos que

|G (z)| = |G (θ + it)|

=

∣∣∣∣F (b− a

π
θ +

b+ a

2
+ it

)∣∣∣∣
max {M1,M2}

≤ C

max {M1,M2}
eα|

b−a
π
θ+ b+a

2
+it|

=
C

max {M1,M2}
eα|(

b−a
π
θ+ b+a

2
−θ)+(θ+it)|

≤ C

max {M1,M2}
eα|

b−a
π
θ+ b+a

2
−θ|eα|θ+it|

=
C

max {M1,M2}
eα|

b−a−π
π

θ+ b+a
2 |eα|z|. (B.3)

Além disso, a função f : R → R definida por

f (θ) =
C

max {M1,M2}
eα|

b−a−π
π

θ+ b+a
2 |

é claramente contínua e, portanto, existe θ0 ∈ [−π/2, π/2] tal que

C

max {M1,M2}
eα|

b−a−π
π

θ+ b+a
2 | = f (θ) ≤ f (θ0) = C0, (B.4)

para todo θ ∈ [−π/2, π/2]. Consequentemente, de (B.3) e (B.4), temos

|G (z)| ≤ C0e
α|z|,

para todo z ∈ C. Logo, do Princípio de Phragmén-Lindelöf, |G| ≤ 1 sobre S0 e, portanto,

|F | ≤ max {M1,M2}

sobre S. ■
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Teorema B.3 (Teorema das Três Linhas) Seja F : C → C uma função analítica sobre
a faixa aberta

S = {z ∈ C : 0 < Re (z) < 1}

e limitada e contínua sobre a faixa fechada

S = {z ∈ C : 0 ≤ Re (z) ≤ 1} .

Se
|F (it)| ≤M1 e |F (1 + it)| ≤M2, M1,M2 > 0,

para todo t ∈ R, então
|F (θ + it)| ≤M1−θ

1 M θ
2

para todo 0 ≤ θ ≤ 1 e todo t ∈ R.

Demonstração: Sejam G : C → C a função definida por

G (z) =M z−1
1 M−z

2 F (z)

e M ≥ max {M1,M2} tal que |F | ≤ M sobre S. É evidente que G é analítica sobre S e
contínua sobre S. Além disso, de (B.1), se z = θ + it ∈ S, então

|G (z)| = |G (θ + it)| =
∣∣∣M (θ−1)+it

1 M−θ−it
2 F (z)

∣∣∣ =M θ−1
1 M−θ

2 |F (z)| .

Segue daqui que, |G| ≤ 1 sobre as retas verticais Re (z) = 0 e Re (z) = 1 e que, de modo
geral,

|G (z)| ≤M θ−1
1 M−θ

2 M

sobre S. Notemos que,

M θ−1
1 M−θ

2 M ≤ M

min {M1,M2}
:= C

para todo θ ∈ [0, 1]. Logo, como e|z| = eRe(z) ≥ 1 para todo z ∈ S, temos

|G| ≤ Ce|z|,

sempre que z ∈ S. Do Corolário B.2,

M θ−1
1 M−θ

2 |F (θ + it)| = |G (θ + it)| ≤ 1,

para todo θ ∈ [0, 1] e todo t ∈ R, ou seja,

|F (θ + it)| ≤M1−θ
1 M θ

2 ,

para todo θ ∈ [0, 1] e todo t ∈ R. ■
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Teorema B.4 (Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin) Sejam

T : Cn1 × · · · × Cnm → Cn

uma forma m-linear e

r1, . . . , rm, s1, . . . , sm, q1, q2 ∈ [1,∞] .

Consideremos as formas m-lineares T1 : ℓn1
r1

× · · · × ℓnm
rm → ℓnq1 e T2 : ℓn1

s1
× · · · × ℓnm

sm → ℓnq2
definidas por

T1
(
x(1), . . . , x(m)

)
= T2

(
x(1), . . . , x(m)

)
= T

(
x(1), . . . , x(m)

)
.

Fixado 0 < θ < 1, sejam

1

pk
=

1− θ

rk
+

θ

sk
, k = 1, . . . ,m e

1

q
=

1− θ

q1
+
θ

q2
.

A forma m-linear T0 : ℓn1
p1

× · · · × ℓnm
pm → ℓnq definida por

T0
(
x(1), . . . , x(m)

)
= T

(
x(1), . . . , x(m)

)
satisfaz

∥T0∥ ≤ ∥T1∥1−θ ∥T2∥θ .

Demonstração: Para cada k = 1, . . . ,m, fixemos

a(k) =
(
a
(k)
jk

)nk

jk=1
=
(∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ eiθ(k)jk

)nk

jk=1
∈ Cnk .

Fixemos também
b = (bj)

n
j=1 =

(
|bj| eiβj

)n
j=1

∈ Cn.

Para cada z ∈ C, façamos

1

pk (z)
:=

1− z

rk
+

z

sk
e

1

q∗ (z)
:=

1− z

q∗1
+
z

q∗2
,

com k = 1, . . . ,m. Observemos que

pk (0) = rk, pk (θ) = pk e pk (1) = sk,

e que
q∗ (0) = q∗1, q∗ (θ) = q∗ e q∗ (1) = q∗2.

Para todo z ∈ C e todo k = 1, . . . ,m definamos

a(k,z) =
(
a
(k,z)
jk

)nk

jk=1
:=


(
a
(k)
jk

)nk

jk=1
, se pk = ∞,(∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pk
pk(z)

e
iθ

(k)
jk

)nk

jk=1

, caso contrário;



Apêndice B. O Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin 63

e

b(z) =
(
b
(z)
j

)n
j=1

:=


(bj)

n
j=1 , se q = 1,(

|bj|
q∗

q∗(z) eiβj
)n
j=1

, caso contrário.

Agora, seja F : C → C a função definida por

F (z) :=
n∑
j=1

(
T
(
a(1,z), . . . , a(m,z)

))
j
· b(z)j ,

onde, para todo j = 1, . . . , n,
(
T
(
a(1,z), . . . , a(m,z)

))
j

é a j-ésima coordenada de
T
(
a(1,z), . . . , a(m,z)

)
∈ Cn. Suponhamos 1 ≤ pk < ∞ para todo k e q ̸= 1. Notemos

que, para todo k = 1, . . . ,m e todo jk = 1, . . . , nk, temos

∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pk
pk(z)

=
∣∣∣a(k)jk

∣∣∣pk( 1−z
rk

+ z
sk

)

=
∣∣∣a(k)jk

∣∣∣pk[ 1
rk

+z
(

1
sk

− 1
rk

)]

=
∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pkrk (∣∣∣a(k)jk

∣∣∣pk( 1
sk

− 1
rk

))z

e, do mesmo modo,

|bj|
q∗

q∗(z) = |bj|
q∗
q∗1

(
|bj|

q∗
(

1
q∗2

− 1
q∗1

))z

.

Logo,

|bj|
q∗

q∗(z) ·
m∏
k=1

∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pk
pk(z)

=

(
|bj|

q∗
q∗1 ·

m∏
k=1

∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pkrk)(|bj|q∗( 1
q∗2

− 1
q∗1

)
·
m∏
k=1

∣∣∣a(k)jk

∣∣∣pk( 1
sk

− 1
rk

))z

. (B.5)

Denotando por
(
e
(k)
jk

)nk

jk=1
a base canônica de Cnk , sejam

αj1,...,jm,j = |bj|
q∗
q∗1 ·
(

m∏
k=1

∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pkrk) ei(θ(1)j1
+···+θ(m)

jm
+βj

) (
T
(
e
(1)
j1
, . . . , e

(m)
jm

))
j
, (B.6)

e

µj1,...,jm,j = |bj|
q∗

(
1
q∗2

− 1
q∗1

)
·
m∏
k=1

∣∣∣a(k)jk

∣∣∣pk( 1
sk

− 1
rk

)
(B.7)

Deste modo, das definições de a(k,z) e b(z), da multilinearidade de T , de (B.5), de (B.6) e
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de (B.7), temos

F (z) =
n∑
j=1

(
T
(
a(1,z), . . . , a(m,z)

))
j
· b(z)j

=
n1∑
j1=1

· · ·
nm∑
jm=1

n∑
j=1

b
(z)
j

(∏m
k=1a

(k,z)
jk

)(
T
(
e
(1)
j1
, . . . , e

(m)
jm

))
j

=
n1∑
j1=1

· · ·
nm∑
jm=1

n∑
j=1

|bj|
q∗

q∗(z)

(∏m
k=1

∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pk
pk(z)

)
e
i
(
θ
(1)
j1

+···+θ(m)
jm

+βj

) (
T
(
e
(1)
j1
, . . . , e

(m)
jm

))
j

=
n1∑
j1=1

· · ·
nm∑
jm=1

n∑
j=1

αj1,...,jm,jµ
z
j1,...,jm,j

.

Isto mostra que F é uma combinação linear finita de funções do tipo f (z) = az com a > 0
e, por conseguinte, mostra também que F é analítica sobre S = {z ∈ C : 0 < Re (z) < 1}
e contínua sobre S = {z ∈ C : 0 ≤ Re (z) ≤ 1}. Portanto, se a > 0 e z ∈ S, segue de (B.1)
que

|az| = aRe(z) ≤ max {1, a}
e, em particular, F é limitada sobre S. Sendo assim, do Teorema das Três Linhas,

sup
t∈R

|F (θ + it)| ≤
(
sup
t∈R

|F (it)|
)1−θ

·
(
sup
t∈R

|F (1 + it)|
)θ

. (B.8)

Devemos estimar |F (it)| e |F (1 + it)|. Da desigualdade de Hölder, temos

|F (it)| =

∣∣∣∣∣ n∑j=1

(
T
(
a(1,it), . . . , a(m,it)

))
j
· b(it)j

∣∣∣∣∣ ≤ n∑
j=1

∣∣∣(T (a(1,it), . . . , a(m,it)))
j

∣∣∣ ∣∣∣b(it)j

∣∣∣
≤
∥∥T (a(1,it), . . . , a(m,it))∥∥

q1

∥∥b(it)∥∥
q∗1

≤ ∥T1∥
∥∥b(it)∥∥

q∗1

m∏
k=1

∥∥a(k,it)∥∥
rk

(B.9)

e, do mesmo modo,

|F (1 + it)| ≤
∥∥T (a(1,1+it), . . . , a(m,1+it))∥∥

q2

∥∥b(1+it)∥∥
q∗2

≤ ∥T2∥
∥∥b(1+it)∥∥

q∗2

m∏
k=1

∥∥a(k,1+it)∥∥
sk

. (B.10)

Percebamos agora que

pk
pk (it)

= pk

(
1− it

rk
+
it

sk

)
=
pk
rk

+ ipk

(
1

sk
− 1

rk

)
t. (B.11)

Assim, da definição de a(k,it), de (B.1) e de (B.11), para todo k = 1, . . . ,m, temos∥∥a(k,it)∥∥rk
rk

=
nk∑
jk=1

∣∣∣∣∣∣∣a(k)jk

∣∣∣ pk
pk(it)

∣∣∣∣rk
=

nk∑
s=1

∣∣a(k)s

∣∣Re
(

pk
pk(it)

)
rk

=
nk∑
s=1

∣∣a(k)s

∣∣ pkrk rk
=

nk∑
s=1

∣∣a(k)s

∣∣pk =
∥∥a(k)∥∥pk

pk
.
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De modo análogo verificamos que∥∥a(k,1+it)∥∥sk
sk

=
∥∥a(k)∥∥pk

pk
e

∥∥b(it)∥∥q∗1
q∗1

=
∥∥b(1+it)∥∥q∗2

q2∗
= ∥b∥q

∗

q∗ .

Logo, de (B.9) e (B.10), bem como das identidades acima,

|F (it)| ≤ ∥T1∥ ∥b∥
q∗/q∗1
q∗

m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥pk/rk
pk

(B.12)

e
|F (1 + it)| ≤ ∥T2∥ ∥b∥

q∗/q∗2
q∗

m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥pk/sk
pk

, (B.13)

para todo t ∈ R. De (B.8), (B.12) e (B.13), concluímos que

sup
t∈R

|F (θ + it)| ≤
(
∥T1∥ ∥b∥

q∗/q∗1
q∗

m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥pk/rk
pk

)1−θ (
∥T2∥ ∥b∥

q∗/q∗2
q∗

m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥pk/sk
pk

)θ
= ∥T1∥1−θ ∥T2∥θ ∥b∥

q∗
(

1−θ
q∗1

+ θ
q∗2

)
q∗

m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥pk( 1−θ
rk

+ θ
sk

)
pk

= ∥T1∥1−θ ∥T2∥θ ∥b∥q∗
m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥
pk

.

Em particular, fazendo t = 0 e observando que a(k,θ) = a(k) para todo k = 1, . . . , n, temos∣∣∣∣∣ n∑j=1

(
T
(
a(1), . . . , a(n)

))
j
· bj

∣∣∣∣∣ = |F (θ)| ≤ ∥T1∥1−θ ∥T2∥θ ∥b∥q∗
m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥
pk

e, daí,

∥∥T (a(1), . . . , a(n))∥∥
q
= sup

∥b∥q∗≤1

∣∣∣∣∣ n∑j=1

(
T
(
a(1), . . . , a(n)

))
j
· bj

∣∣∣∣∣
≤ sup

∥b∥q∗≤1

∥T1∥1−θ ∥T2∥θ ∥b∥q∗
m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥
pk

= ∥T1∥1−θ ∥T2∥θ
m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥
pk

.

Logo,

∥T0∥ = sup
∥a(1)∥

p1
,...,∥a(m)∥

pm
≤1

∥∥T (a(1), . . . , a(n))∥∥
q

≤ sup
∥a(1)∥

p1
,...,∥a(m)∥

pm
≤1

∥T1∥1−θ ∥T2∥θ
m∏
k=1

∥∥a(k)∥∥
pk

= ∥T1∥1−θ ∥T2∥θ .

O caso em que pk = ∞ para todo k em um subconjunto não-vazio de {1, . . . ,m}
e/ou q = 1 é feito de modo semelhante. De fato, basta observar que, se pk0 = ∞, então
rk0 = sk0 = ∞ e, neste caso,∥∥a(k0,it)∥∥∞ =

∥∥a(k0,1+it)∥∥∞ =
∥∥a(k)∥∥∞
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e, se q = 1, então q1 = q2 = 1 e, neste caso, q∗1 = q∗2 = q∗ = ∞, de onde vem que∥∥b(it)∥∥∞ =
∥∥b(1+it)∥∥∞ = ∥b∥∞ .

■



Apêndice C
Pontos extremos em espaços de dimensão
finita

Sejam E um espaço vetorial sobre K e C um subconjunto convexo de E. Diremos que
x ∈ C é um ponto extremo de C se

x /∈ {tx1 + (1− t)x2 : 0 < t < 1} (C.1)

quaisquer que sejam x1, x2 ∈ C, com x1 ̸= x2, ou seja, quando x não pertence ao interior
de [x1, x2] com x1, x2 ∈ C, x1 ̸= x2. O conjunto dos pontos extremos de C é denotado
por ext (C). Notemos que, equivalentemente, x será um ponto extremo de C se, sempre
que x1, x2 ∈ C, tivermos

x =
x1 + x2

2
⇔ x1 = x2 = x. (C.2)

De fato, é óbvio que a validade de (C.1) para x0 ∈ C implica na ocorrência de (C.2)
para x0. Reciprocamente, admitindo que ocorre (C.2) para x0 ∈ C, suponhamos que
existam x1, x2 ∈ C, com x1 ̸= x2 e 0 < t0 < 1 tais que x0 = t0x1 + (1− t0)x2. Fixando
0 < ε < min {t0, 1− t0}, sejam

x3 = (t0 − ε)x1 + [1− (t0 − ε)]x2 e x4 = (t0 + ε)x1 + [1− (t0 + ε)]x2.

É evidente que x3, x4 ∈ C e x3 ̸= x4. No entanto,

x3 + x4
2

= x0

e isto é, flagrantemente, uma contradição.

Exemplo C.1 Em vermelho destacamos os pontos extremos de algumas regiões convexas
planas:

67
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Figura C.1: Pontos extremos de algumas regiões planas.

Exemplo C.2 Seja ℓn∞ = ℓn∞ (R). Vejamos que ext
(
Bℓn∞

)
= {−1, 1}n. Se (x1, . . . , xn) ∈

Bℓn∞\ {−1, 1}n, então
|xi| < 1

para algum i ∈ {1, . . . , n}. Seja ε = min {1− xi, 1 + xi}. Neste caso,

−1 ≤ xi − ε < xi + ε ≤ 1

e, consequentemente,

(x1, . . . , xi−1, xi − ε, xi+1, . . . , xn) e (x1, . . . , xi−1, xi + ε, xi+1, . . . , xn)

são elementos distintos de Bℓn∞ . Contudo,

(x1, . . . , xn) =
1

2
(x1, . . . , xi−1, xi − ε, xi+1, . . . , xn) +

1

2
(x1, . . . , xi−1, xi + ε, xi+1, . . . , xn) ,

o que significa que (x1, . . . , xn) /∈ ext
(
Bℓn∞

)
e, portanto,

ext
(
Bℓn∞

)
⊂ {−1, 1}n .

Agora, sejam z = (z1, . . . , zn) ∈ {−1, 1}n e x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn) ∈ ℓn∞, com
x ̸= y, tais que

z =
x+ y

2
.

Como x ̸= y, então, para algum i ∈ {1, . . . , n}, temos xi ̸= yi. Sem perda de generalidade,
suponhamos que xi < yi. Então

xi < zi =
xi + yi

2
< yi

de onde concluímos que {
xi < −1, se zi = −1,

yi > 1, se zi = 1.

De todo modo, isso significa que {x, y} ̸⊂ Bℓn∞ . Consequentemente, z ∈ ext
(
Bℓn∞

)
e

{−1, 1}n ⊂ ext
(
Bℓn∞

)
.
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Exemplo C.3 Seja C um subconjunto convexo de um espaço vetorial E. Fixemos a ∈ E.
Então ext (a+ C) = a+ext (C), ou seja, x0 ∈ ext (C) se, e somente se, a+x0 ∈ ext (a+ C).
De fato, se x0 ∈ ext (C), então

a+ x0 =
(a+ x1) + (a+ x2)

2
, x1, x2 ∈ C ⇔ x0 =

x1 + x2
2

, x1, x2 ∈ C

⇔ x0 = x1 = x2

⇔ a+ x0 = a+ x1 = a+ x2,

ou seja, a+ x0 ∈ ext (a+ C). A recíproca é análoga.

Proposição C.4 Sejam E um espaço vetorial sobre K e A ⊂ E. O conjunto

co (A) =

{
n∑
j=1

λjxj : xj ∈ A, n ∈ N, λj ≥ 0 e
n∑
j=1

λj = 1

}
,

denominado a envoltória convexa de A, é o menor subconjunto convexo de E que
contém A, ou seja, se B é convexo e A ⊂ B, então A ⊂ co (A) ⊂ B.

Demonstração: Vejamos inicialmente que co (A) é convexo. Sejam x, y ∈ co (A). Neste
caso, existem x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ A e α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ K, com αj, βk > 0 para

todo j = 1, . . . , n e todo k = 1, . . . ,m e
n∑
j=1

αj =
m∑
k=1

βk = 1, tais que

x =
n∑
j=1

αjxj e y =
m∑
k=1

βkyk.

Devemos mostrar que z = (1− λ)x + λy ∈ co (A), qualquer que seja λ ∈ [0, 1]. A
afirmação é trivialmente verificada se λ = 0 ou λ = 1. Suponhamos então λ ∈ (0, 1).
Neste caso, se λj = (1− λ)αj, para j = 1, . . . , n, e λn+k = λβk, para k = 1, . . . ,m, é

evidente que λi > 0 para todo i = 1, . . . ,m+ n e que
m+n∑
k=1

λi = 1. Assim, fazendo zj = xj,

para j = 1, . . . , n, e zn+k = yk, para k = 1, . . . ,m, concluímos que

z =
m+n∑
i=1

λizi ∈ co (A) .

Seja, agora, B um subconjunto convexo de E que contém A. Para verificar que
co (A) ⊂ B, mostraremos, fazendo indução em n, que todas as combinações lineares

convexas de elementos de A, isto é, combinações lineares da forma
n∑
j=1

λjxj com xj ∈ A,

λj > 0 e
n∑
j=1

λj = 1, pertencem a B. A afirmação é trivialmente verificada para n = 1 ou

n = 2. Supondo sua validade para um certo n ≥ 2, mostremos que ainda é válida para
n+ 1. Sejam x1, . . . , xn+1 ∈ A e λ1, . . . , λn+1 ∈ K, com λj > 0 para todo j = 1, . . . , n+ 1

e
n+1∑
j=1

λj = 1. Desejamos mostrar que x =
n+1∑
j=1

λjxj ∈ B. Notemos que

n∑
j=1

λj = 1− λn+1
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e, consequentemente, se αj =
λj

1− λn+1

, então αj > 0 e
n∑
j=1

αj = 1. Assim, se x0 =
n∑
j=1

αjxj,

segue da hipótese de indução que x0 ∈ B. Observando que

x =
n∑
j=1

λjxj + λn+1xn+1

= (1− λn+1)
n∑
j=1

λj
1− λn+1

xj + λn+1xn+1

= (1− λn+1)
n∑
j=1

αjxj + λn+1xn+1

= (1− λn+1)x0 + λn+1xn+1

segue da convexidade de B que x ∈ B e o resultado desejado é obtido. ■

OBSERVAÇÃO C.5 Seja {Cα}α∈I uma família de subconjuntos convexos de um espaço
vetorial E. Se x, y ∈

⋂
α∈I

Cα, então x, y ∈ Cα para todo α ∈ I e, como cada Cα é convexo,

(1− λ)x + λy ∈ Cα para todo α ∈ I sempre que λ ∈ [0, 1]. Logo, sempre que λ ∈ [0, 1],
(1− λ)x + λy ∈

⋂
α∈I

Cα. Da arbitrariedade de x, y ∈
⋂
α∈I

Cα segue então que
⋂
α∈I

Cα é

convexo. Isso mostra que a interseção arbitrária de conjuntos convexos é também um
conjunto convexo e nos permite caracterizar co (A) como sendo a interseção de todos os
subconjuntos convexos de E que contém A. Além disso, essa caracterização nos permite
concluir facilmente que, se A e B são subconjuntos de um espaço vetorial E e A ⊂ B,
então co (A) ⊂ co (B).

OBSERVAÇÃO C.6 Sejam E um espaço vetorial sobre K e A ⊂ E. É fácil ver que

co (a+ A) = a+ co (A)

para todo a ∈ E. De fato:

co (a+ A) =

{
n∑
j=1

λj (a+ xj) : xj ∈ A, n ∈ N, λj ≥ 0 e
n∑
j=1

λj = 1

}

=

{(
n∑
j=1

λj

)
a+

n∑
j=1

λjxj : xj ∈ A, n ∈ N, λj ≥ 0 e
n∑
j=1

λj = 1

}

=

{
a+

n∑
j=1

λjxj : xj ∈ A, n ∈ N, λj ≥ 0 e
n∑
j=1

λj = 1

}

= a+

{
n∑
j=1

λjxj : xj ∈ A, n ∈ N, λj ≥ 0 e
n∑
j=1

λj = 1

}
= a+ co (A) .

OBSERVAÇÃO C.7 Sejam E1 e E2 espaços vetoriais normados sobre o mesmo corpo K e
de mesma dimensão finita n. Lembremos que se T : E1 → E2 é um isomorfismo então T
leva aberto em aberto, fechado em fechado, compacto em compacto e convexo em convexo.



Apêndice C. Pontos extremos em espaços de dimensão finita 71

Como em espaços de dimensão finita quaisquer duas normas são equivalentes e,
portanto, geram a mesma topologia, no que segue, Rn é sempre considerado munido
da norma euclidiana. Lembremos ainda que, em Rn, a topologia proveniente da
norma euclidiana (e, portanto, de qualquer norma) tem os paralelepípedos da forma
(a1, b1) × · · · × (an, bn), onde (ai, bi) é um intervalo aberto, limitado e não-degenerado,
como sub-base.

Lembremos que se E é um espaço vetorial real, dizemos que V ⊂ E é uma variedade
afim se, dados x1, x2 ∈ V , então a reta que passa por x1 e x2 está contida em V . Dito de
outro modo, V ⊂ E é uma variedade afim se, dados x1, x2 ∈ V , temos (1− t)x1+tx2 ∈ V ,
para todo t ∈ R.

Definição C.8 Sejam E um espaço vetorial real e A ⊂ E. A envoltória afim de A é o
conjunto

aff (A) =

{
n∑
i=1

λixi : n ∈ N, xi ∈ A para todo i = 1, . . . , n e
n∑
i=1

λi = 1

}
.

É fácil ver que, se A ⊂ E, então aff (A) é uma variedade afim que contém A. De fato,

sejam y1 =
n1∑
j=1

µjx
(1)
j , y2 =

n2∑
k=1

ηkx
(2)
k com x

(1)
j , x

(2)
k ∈ A para todo j = 1, . . . , n1 e todo

k = 1, . . . , n2 e
n1∑
j=1

µj =
n2∑
k=1

ηk = 1, elementos de aff (A). Se

{x1, . . . , xn} =
{
x
(1)
1 , . . . , x(1)n1

}
∪
{
x
(2)
1 , . . . , x(2)n2

}
,

fazendo

αi =

{
µj, se xi = x

(1)
j para algum j,

0, caso contrário,
e βi =

{
ηk, se xi = x

(2)
k para algum k,

0, caso contrário,

observamos que

y1 =
n∑
i=1

αixi e y2 =
n∑
i=1

βixi.

Deste modo, dado t ∈ R, temos

(1− t) y1 + ty2 = (1− t)
n∑
i=1

αixi + t
n∑
i=1

βixi

=
n∑
i=1

[(1− t)αi + tβi]xi

e, como
n∑
i=1

[(1− t)αi + tβi] = (1− t)
n∑
i=1

αi + t
n∑
i=1

βi = (1− t) + t = 1,

concluímos que (1− t) y1 + ty2 ∈ aff (A) e aff (A) é uma variedade afim. Por outro lado,
se V ⊂ E é uma variedade afim que contém A, então usando indução em n verificamos

facilmente que todas as combinações lineares
n∑
i=1

λixi com xi ∈ A para todo i = 1, . . . , n



Apêndice C. Pontos extremos em espaços de dimensão finita 72

e
n∑
i=1

λi = 1 pertencem a V , ou seja, que aff (A) ⊂ V . Logo, aff (A) é a menor variedade

afim em E que contém A.
Se V é uma variedade afim de um espaço vetorial real E e a ∈ V , então é evidente

que −a+ V é um subespaço de E. Além disso, se b ∈ V e v ̸= a, então

−a+ V = −b+ V .

De fato, seja x ∈ (−a+ V ). Neste caso, existe v ∈ V tal que x = −a + v. No entanto,
como (−b+ v) , (−b+ a) ∈ (−b+ V ) e (−b+ V ) é subespaço, temos

x = −a+ v = (−b+ v)− (−b+ a) ∈ (−b+ V ) ,

ou seja, (−a+ V ) ⊂ (−b+ V ). A inclusão contrária é análoga. Deste modo, se V é uma
variedade afim, então a dimensão de V é a dimensão do subespaço −a + V , onde a é
qualquer elemento fixado de V .

Diremos que um subconjunto compacto e convexo K de um espaço vetorial normado
E possui dimensão m se

dim (aff (K)) = m.

Evidentemente, se 0 ∈ K, então aff (K) = span (K).
Seja E um espaço vetorial real. Se a ∈ E e λ ∈ R, então as novas operações de soma

e multiplicação por escalar dadas por

(x1, x2) 7→ x1 + x2 − a

(λ, x) 7→ λx+ (1− λ) a

fazem de E um espaço vetorial com origem em a. Tal espaço será denotado por a+E. É
fácil ver que o operador

Ta : a+ E → E

x 7→ x− a

é linear e biunívoco e que, se E é um espaço vetorial normado com norma ∥·∥, então a
correspondência

x 7→ ∥x− a∥

define uma norma sobre a+ E. Observemos ainda que, se V é uma variedade afim de E
e a ∈ V , então V é um subespaço de a+ E.

Teorema C.9 (Teorema do Interior Relativo) Seja K um subconjunto compacto e
convexo de Rn. Se L = aff (K) então o interior de K relativamente a L, que denotamos
por intL (K), é não-vazio.

Demonstração: Sejam a ∈ K e Ta : a + Rn → Rn o operador linear definido por
Ta (x) = x−a. Como Ta é uma isometria, da Observação C.7, segue que, se K é compacto
e convexo, então K0 = Ta (K) também o é e

intL (K) ̸= ∅ ⇔ intM (K0) ̸= ∅,
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ondeM = Ta (L) = −a+L = span (K0). Sejam a dimensão deK0 e sejam v1, . . . , vm ∈ K0

vetores linearmente independentes. Seja T : M → Rm um isomorfismo tal que T (vi) = ei.
Da Observação C.7, sabemos que

intM (K0) ̸= ∅ ⇔ intRm (T (K0)) ̸= ∅.

Logo, tudo o que precisamos fazer é concluir que intRm (T (K0)) ̸= ∅. Para tanto,
mostraremos que o m-cubo [0, 1/2m−1]

m está contido em T (K0). Seja (a1, . . . , am) ∈
[0, 1/2m−1]

m. Se a1 = · · · = am = 0 é claro (a1, . . . , am) ∈ T (K0). Suponhamos então que
(a1, . . . , am) ̸= 0. Notemos que

m∑
j=1

aj ≤ m · 1

2m−1
≤ 1

e, portanto, fazendo

ui =

(
m∑
j=1

aj

)
ei, i = 1, . . . ,m,

como 0 ∈ T (K0) e T (K0) é convexo, observamos que

ui =

(
m∑
j=1

aj

)
ei +

(
1−

(
m∑
j=1

aj

))
0 ∈ T (K0) ,

qualquer que seja i = 1, . . . ,m. Além disso, como T (K0) é convexo, temos

(a1, . . . , am) =
m∑
i=1

aiui
a1 + · · ·+ am

∈ co (T (K0)) = T (K0)

e, consequentemente, [
0, 1/2m−1

]m ⊂ T (K0) .

Isto encerra a demonstração. ■

Lema C.10 Seja K um subconjunto compacto e convexo de um espaço vetorial normado
E de dimensão finita. Então ext (K) ̸= ∅.

Demonstração: Como E tem dimensão finita, podemos supor que a norma ∥·∥ : E → R
é proveniente de um produto interno. Como K é compacto e ∥·∥ é sabidamente uma
função contínua, existe x0 ∈ K tal que ∥x∥ ≤ ∥x0∥ para todo x ∈ K. Sejam x1, x2 ∈ K
tais que

x0 =
x1 + x2

2
.

Então,

∥x0∥2 ≤
1

4
(∥x1∥+ ∥x2∥)2 =

1

4

(
∥x1∥2 + ∥x2∥2 + 2 ∥x1∥ ∥x2∥

)
≤ 1

4

(
∥x0∥2 + ∥x0∥2 + 2 ∥x0∥ ∥x0∥

)
= ∥x0∥2
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e, consequentemente,

∥x0∥ =
1

2
(∥x1∥+ ∥x2∥) . (C.3)

De (C.3) e do fato de que ∥x1∥ , ∥x2∥ ≤ ∥x0∥ concluímos que

∥x1∥ = ∥x2∥ = ∥x0∥ .

Da Lei do Paralelogramo, temos∥∥∥∥x1 − x2
2

∥∥∥∥2 = 1

2

(
∥x1∥2 + ∥x2∥2

)
−
∥∥∥∥x1 + x2

2

∥∥∥∥2 = ∥x0∥2 − ∥x0∥2 = 0

ou seja, x1 = x2 = x0, donde x0 ∈ ext (K). ■

Lema C.11 Sejam E1 . . . , Em espaços vetoriais sobre K. Se C1, . . . , Cm são subconjuntos
convexos de E1, . . . , Em, respectivamente, então

ext (C1 × · · · × Cm) = ext (C1)× · · · × ext (Cm) .

Demonstração: É claro que é suficiente estabelecermos o caso m = 2. Como C1 e C2

são subconjuntos convexos de E1 e E2, respectivamente, então C1×C2 é sabidamente um
subconjunto convexo de E1×E2. Se (x0, y0) ∈ C1×C2, dados (x1, y1) , (x2, y2) ∈ C1×C2,
observamos que

(x0, y0) ∈ ext (C1 × C2)

⇔
[
(x0, y0) =

1

2
((x1, y1) + (x2, y2)) ⇔ (x1, y1) = (x2, y2) = (x0, y0)

]
⇔
[
x0 =

x1 + x2
2

e y0 =
y1 + y2

2
⇔ x1 = x2 = x0 e y1 = y2 = y0

]
⇔ x0 ∈ ext (C1) e y0 ∈ ext (C2)

⇔ (x0, y0) ∈ ext (C1)× ext (C2)

e o resultado segue. ■

Seja C um subconjunto convexo de um espaço vetorial real E. Sejam f : E → R um
funcional linear não-nulo e α ∈ R. Diremos que o hiperplano H = f−1 (α) de E é um
hiperplano suporte em x0 ∈ C se x0 ∈ H e

α = f (x0) = sup
x∈C

f (x) .

Diremos também que um hiperplano H é um hiperplano suporte de C se H é um
hiperplano suporte em algum ponto x0 ∈ C.

Lema C.12 Seja C um subconjunto convexo de um espaço vetorial real E. Se H ⊂ E é
um hiperplano suporte de C, então

ext (C ∩H) = ext (C) ∩H.
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Demonstração: Seja x0 ∈ ext (C ∩H). Então, em particular, x0 ∈ C ∩ H. Logo,
para verificarmos a inclusão ext (C ∩H) ⊂ ext (C) ∩ H, é suficiente mostrarmos que
x0 ∈ ext (C). Pois bem: sejam x1, x2 ∈ C tais que

x0 =
x1 + x2

2
. (C.4)

Sejam α ∈ R e f : E → R um funcional linear não-nulo tais que H = f−1 (α). Como
x0 ∈ C ∩H, sabemos que H é um hiperplano suporte em x0. Logo,

f (x0) = sup
x∈C

f (x) = α.

Portanto f (x1) , f (x2) ≤ α e, de (C.4) temos

f (x1) + f (x2)

2
= α,

e, consequentemente,
f (x1) = f (x2) = α. (C.5)

Mas (C.5) garante que x1, x2 ∈ H. Portanto, x1, x2 ∈ C ∩H e, como x0 ∈ ext (C ∩H),
de (C.4) temos x1 = x2 = x0, de onde segue x0 ∈ ext (C).

Reciprocamente, sejam x0 ∈ ext (C)∩H e x1, x2 ∈ C ∩H. Neste caso, em particular,

x0 ∈ ext (C) e x0 ∈ C ∩H

e, consequentemente,
x0 =

x1 + x2
2

⇔ x1 = x2 = x0,

isto é, x0 ∈ ext (C ∩H). ■

Teorema C.13 (Carathéodory-Minkowski) Seja K ⊂ Rn um subconjunto convexo e
compacto. Então,

K = co (ext (K)) .

Demonstração: Procedamos por indução com respeito à dimensão de K. O caso em
que dim (K) = 0 é trivial. Supondo a validade do resultado para todo compacto convexo
de dimensão menor do que ou igual a m, seja K um compacto convexo de dimensão
m + 1. Seja L = aff (K). Do Teorema do Interior Relativo sabemos que intL (K) ̸= ∅.
Denotemos por ∂LK a fronteira de K com respeito a L. Como

K = intL (K) ∪ ∂LK

e essa reunião é disjunta, fixado x0 ∈ K, temos duas situações possíveis:

(i) Se x0 ∈ ∂L (K), como {x0} e intL (K) são convexos e disjuntos e intL (K) é aberto
em L, uma das formas geométricas de Hahn-Banach garante a existência de um
hiperplano suporte H ⊂ L de K em x0. Se

K1 := K ∩H,
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então K1 é um subconjunto de L que é convexo, pois é a interseção de dois conjuntos
convexos, e compacto, pois é a interseção do compacto K com o fechado H, tal que
dim (K1) ≤ m, pois aff (K1) ⊂ H e dim (H) = m. Assim, como x0 ∈ K1, da
hipótese de indução, do Lema C.12 e da Observação C.5, temos

x0 ∈ co (ext (K1)) = co (ext (K) ∩H) ⊂ co (ext (K)) .

(ii) Se x0 ∈ intL (K), então existem x1, x2 ∈ ∂LK tais que x0 = λx1 + (1− λ)x2, para
algum 0 < λ < 1. De (i), x1, x2 ∈ co (ext (K)) e, portanto, x0 ∈ co (ext (K)).

Fica então estabelecido que K ⊂ co (ext (K)) e, como a inclusão contrária é óbvia, a
igualdade desejada é obtida. ■

Corolário C.14 Sejam E1, . . . , Em espaços vetoriais reais normados e de dimensão
finita. Para cada i = 1, . . . ,m, seja Ki ⊂ Ei compacto e conexo. Se T : E1×· · ·×Em → R
é um operador m-linear e K = K1 × · · · ×Km, então existe (x1, . . . , xm) ∈ extK1 × · · · ×
extKm tal que

|T (x1, . . . , xn)| = max {|T (z1, . . . , zm)| : (z1, . . . , zm) ∈ K} .

Demonstração: A compacidade e a convexidade de cada Ki garante que K é um
subconjunto compacto e convexo de E1 × · · · × Em (relativamente à topologia produto).
Assim, como |T | é uma função contínua, existe (a1, . . . , am) ∈ K tal que

|T (a1, . . . , am)| = max {|T (z1, . . . , zm)| : (z1, . . . , zm) ∈ K} .

O Lema C.10 e o Teorema de Carathéodory-Minkowski garantem que

ext (K) ̸= ∅ e que K = co (ext (K)) .

Neste caso, existem n ∈ N,
(
x
(1)
1 , . . . , x

(1)
m

)
, . . . ,

(
x
(n)
1 , . . . , x

(n)
m

)
∈ ext (K) e 0 <

λ1, . . . , λn ≤ 1 tais que
n∑
i=1

λi = 1 e (a1, . . . , am) =
n∑
i=1

λi

(
x
(i)
1 , . . . , x

(i)
m

)
=

(
n∑

i1=1

λi1x
(i1)
1 , . . . ,

n∑
im=1

λimx
(im)
m

)
.

Logo,

|T (a1, . . . , am)| =
∣∣∣∣T ( n∑

i1=1

λi1x
(i1)
1 , . . . ,

n∑
im=1

λimx
(im)
m

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

λi1 · · ·λimT
(
x
(i1)
1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣∣
≤

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

λi1 · · ·λim
∣∣∣T (x(i1)1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣
≤

n∑
i1=1

· · ·
n∑

im=1

λi1 · · ·λim |T (a1, . . . , am)| = |T (a1, . . . , am)|

e, consequentemente,
∣∣∣T (x(i1)1 , . . . , x

(im)
m

)∣∣∣ = |T (a1, . . . , am)| para todo (i1, . . . , im) ∈
{1, . . . , n}m, ou seja, o máximo de |T | em K é atingido em um elemento de ext (K). O
Lema C.11 assegura o resultado. ■
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