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RESUMO

O Principio de Dirichlet € muito conhecido como o Principio da Casa dos Pombos ou Principio
das Gavetas e pode ser apresentado como uma ferramenta importante no processo de ensino e
aprendizagem de alunos do ensino médio, buscando despertar nos alunos o interesse pelos
estudos e assim o0s projetarem para um futuro académico, contribuindo socialmente com suas
pesquisas. O Principio das Gavetas é simples e intuitivo, o que possibilita que este principio
tenha uma funcionalidade didatica em sala de aula na resolucdo de problemas matematicos.
Podemos mencionar que o Principio de Dirichlet, apesar de ter uma facil compreensdo, é
possivel, a partir dele, resolver problemas de alta complexidade. Tal Principio € uma
ferramenta que possibilita a resolucéo problemas matematicos de vérios niveis de dificuldade,
contudo o que veremos nesse trabalho é a utilizacdo do mesmo utilizado como objeto didatico

no ensino médio.

Palavras-chaves: Principio de Dirichlet; Resolugdo de problemas; Ensino de Matematica.



ABSTRACT

The Dirichlet Principle is well known as the Pigeonhole Principle or Drawer Principle and can
be presented as an important tool in the teaching and learning process of high school students
and from this Principle seek to arouse in students an interest in studies and thus projecting them
to an academic future and contributing socially with their research. The Drawer Principle is
simple and intuitive, which makes it possible for this principle to have a didactic functionality
in the classroom in solving mathematical problems. We can mention that the Dirichlet Principle,
despite having an easy understanding, it is possible, from it, to solve problems of high
complexity. In other words, The Pigeonhole Principle is a tool that makes it possible to solve
mathematical problems of various levels of difficulty, however what we will see in this work is

the use of Dirichlet's Principle of Drawers used as a didactic object in high school.

Keywords: Dirichlet's Principle; Problem solving; Teaching Mathematics.
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1- INTRODUCAO

E baseado na historia que muitos fatos s&o explicados a sociedade e é por meio
desta ciéncia que, na maioria das vezes, a matematica se fundamenta para explicar a forma
a qual uma determinada teoria foi construida. Deste modo, a Historia da Matemaética é
muito importante, pois surge da necessidade que o homem tem em resolver alguns
problemas do seu dia a dia, e usada como ferramental metodoldgico, tem um alto
potencial para ajudar no processo de ensino e aprendizagem daqueles que desejam
aprender Matematica. Segundo D'Ambrosio (1996), a Histéria da Matematica utilizada
como objeto no processo de ensino de Matematica possibilita que os envolvidos tenham
um entendimento de como surgiram e se desenvolveram 0s assuntos em matematica,

como exemplo, O Principio da Casa dos Pombos de Dirichlet.

Diante do que se mencionou acima busca-se responder as seguintes perguntas:
Como a Historia da Matematica pode ajudar a entender o Principio das Gavetas de
Dirichlet? Como o Principio das Gavetas de Dirichlet pode ser utilizado no ensino de

Matemaética para desenvolver as habilidades dos alunos em resolugdo de problemas?

O principio das gavetas de Dirichlet, a priori, é considerado como um Principio
que apresenta nivel médio de dificuldade de compreensdo, mas é necessario mencionar,
que na verdade o principio de Dirichlet ndo é tdo complexo como se parece. Além disso,
tudo esté relacionado com o principio das Gavetas é apresentado. Visto que o Principio
de Dirichlet pode ser abordado de forma mais didatica, o que favorece seu entendimento,
ja que esse Principio pode ser trabalhado utilizando problemas relacionados ao dia a dia
das pessoas. Dessa forma é possivel que professores do ensino basico possam inserir o
ensino do Principio das Casas dos Pombos, ndo sendo considerado como um mero
conteddo trabalhado em sala de aula e que compde o plano de curso, mas sim como um
objeto didatico para a resolucdo de problemas ligados a diversas areas da Matematica. E,
assim, buscando o despertar nos alunos o interesse pelas aulas de Matematica e 0s
engajando nos estudos e 0s motivando para investir cada vez mais no universo dos estudos
e da investigacdo. Por fim, deve-se entender que o Principio de Dirichlet ajuda o
desenvolvimento do individuo usando as mais diversas situa¢fes problemas do cotidiano

e tudo isso sem o0 uso restrito de férmulas.
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2. DESENVOLVIMENTO HISTORICO

A principio vale ressaltar a importancia de entender-se todo o processo de
desenvolvimento do Principio da Casa dos Pombos, esse principio foi mencionado pela
primeira vez, indiretamente, no livro Selectae Propositiones, escrito em latim datado de
1622 pelo jesuita francés Jean Leurechonem na frase que dizia: “Necesse est, duos
hominum, habere totidem ndmero pilos, aureos, & similia.”, que traduzindo: “E
necessario, para dois de homens, tendo 0 mesmo nimero de cabelos, com moedas ouro e
semelhantes”, (LEURECHON , 1622).

Em 1624 o Principio das gavetas foi citado no livro Recreation mathematicque;
composee de plusieurs problemes plaisants et facetieux; “en faict d'arithmeticque
geometrie, mechanicque, opticque, et autres parties de ces belles sciences”, que
traduzindo temos: Recreacdo matematica; composta de varios problemas agradaveis e
facetas; na verdade, da geometria, mecénica, éptica e outras partes dessas belas ciéncias
(HANZLET,1624).

Ja em 1625 o livro La Vérité des sciences escrito por Marin Mersenne, trouxe
diversas proposicOes de aritmética, incluindo o Principio das Gavetas. Ha registro do
Principio no ano de 1737, na obra “Ouvrajes de morale et de politique”, escrita por
Charles-Irénée, neste livro o principio da Casa de Pombos apareceu dentro de um
contexto ndo matematico, de acordo com Charles irénée o trecho diz: “eu disse a ele que
um dia eu poderia apostar e provar que havia pelo menos dois habitantes em Paris que
tinham até um certo nimero de cabelos, embora eu ndo pudesse identificar quem eram

esses dois homens,” vale salientar que quando foi mencionado O Principio das
Gavetas anteriormente, ndo se tinha o conhecimento do conceito que se conhece hoje, isto

é, ndo havia uma nomenclatura especifica para se referir o tal Principio.

Consonante com Silva (2020, p.59), o conceito do Principio da casa dos Pombos
aparecia nas obras de maneira isolada e n&o tinha ligagdo um com o outro, deve-se ficar
claro que nédo se sabe quem foi o criador do Principio das Gavetas, esse Principio ndo
tinha um nome especifico. Com o passar dos tempos, os trabalhos de Dirichlet tomavam
referéncia para o Principio da Casa dos Pombos, lembrando que € possivel dizer que
Dirichlet ndo foi o primeiro a tratar do tema. Mas quem foi Dirichlet? Johann Peter Gustav

Lejeune Dirichlet foi um matematico Alemdo que nasceu no dia 13 de fevereiro de 1805
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em Ddren, regido que pertencia ao império francés e atualmente pertence a Alemanha.
Como mencionado anteriormente, ele é considerado o criador do Principio da Casa dos
Pombos. Suas primeiras contribui¢cGes para matematica se deram em 1825, mas ndo foi

com O Principio das Gavetas.

De acordo com Silva (2020, p.219), deve-se chamar atencdo para o fato que o
principio das Gavetas de Dirichlet ja era utilizado a pelo menos 2 séculos antes de
Dirichlet como comprovamos nas obras de Jean Leurechon. Outro fato interessante é que
o0 Principio das Gavetas aparecia nos livros, mas ndo tinha um nome especifico e nem era
tratado como uma teoria matematica, ou seja, o Principio das Gavetas em algumas
situacOes ndo se relacionava ao contexto matematico, como exemplo, no trecho do livro
de moralidade e politica de Saint-Pierre. No entanto, foi Dirichlet que formalizou
matematicamente O Principio na construcdo da teoria dos nimeros, tendo como principal
trabalho o desenvolvimento das equacGes diofantinas, ainda assim, o tal principio ainda
ndo possuia uma denominagdo prépria que o caracterizasse. Seu nome s apareceu em
1940 na obra de Robinson, em que o principio foi chamado de Pigeonhole Principle, que
em traducgdo, significa, “Casa dos Pombos”. De modo geral, as “casas dos pombos”
citadas, sdo pequenos compartimentos para guardar papéis ou cartas, como visto na figura
1.

Q\ | '_‘_ 7‘7

—— -'.Z. A—

Figura 1, imagem de um pigeonhole. Fonte: Google

Consoante com Silva (2020, p.219), acredita-se que O Principio das Gavetas
recebeu esse nome porque o pai de Dirichlet trabalhava nos correios e 0s mdveis em que

as cartas ficam sé@o compartimento ou gavetas.
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Em uma breve revisao literaria constatou-se que O Principio de Dirichlet foi
utilizado em diversos contextos. E visto que Dirichlet utilizou esse principio na teoria dos
nameros, ndo podendo esquecer que esse principio foi utilizado em um contexto
totalmente diferente do que Dirichlet propds, como visto nas entrelinhas do livro escrito
em latim datado de 1622 pelo jesuita francés Jean Leurechon, onde afirmou:
“desnecessario sera dizer que dois homens tém o mesmo nimero de cabelos, moedas de
ouro e similares”. Esse principio ainda foi visto na obra de Jean Appier Hanzelet no livro
de Recreacdo matematica que trazia diversos problemas agradaveis e facetas. Por fim,
Dirichlet aprofunda seus estudos a aplicando O Principio das Gavetas na teoria das formas
quadréticas relacionando-o com os nimeros complexos e cada vez mais a generalizando
(SILVA, 2020).

14



3. O PRINCIPIO DE DIRICHLET
3.1 0 PRINCIPIO DE DIRICHLET USADO COMO OBJETO DIDATICO

Devemos chamar a atengdo para um ponto muito importante, durante toda
educacao bésica, mais precisamente no ensino fundamental 11 e 0 ensino médio, é bastante
comum se trabalhar em sala de aula o contetdo Analise Combinatoria. Por outro lado,
dificilmente o Principio de Dirichlet é apresentado no ensino médio. Partindo dessa
observagdo poderiamos levantar o seguinte questionamento: seria possivel trabalhar o
Principio de Dirichlet em sala de aula no ensino médio. Inicialmente é necessario
compreendermos a diferenca entre a Analise combinatdria e o Principio de Dirichlet. De
acordo com Carvalho (2006) a Analise Combinatoria pode ser chamada de "arte de
contar", e é tida como uma area da matematica que causa temor ou desagrado aos alunos
do ensino médio. De modo geral é muito conhecida como combinatoria, esse ramo da
Matematica trata de diversas questdes fascinantes cujos enunciados sdo extremamente
simples, mas que exigem, por vezes, para sua solucdo, raciocinios complexos. Ja o
Principio da Casa Dos Pombos, ou também, conhecido por principio de Dirichlet € um
principio basico da Combinatoria que possui diversas aplicacdes. Embora se trate de uma
um conceito extremamente elementar, tal principio é bastante Gtil para resolver problemas
que, pelo menos a primeira vista, ndo sdo imediatos. Para aplica-lo, devemos identificar,

na situacdo dada, quem faz o papel dos pombos e quem faz o papel das casas.

Como o objetivo desse trabalho é abordar O Principio da Casa dos Pombos em
sala de aula como objeto didatico, devemos entender como se da o processo de ensino e
aprendizagem utilizando a resolucdo de problemas. A priori, a resolucdo de problemas
durante muito tempo € alvo de estudos e pesquisas. E sem duvida a resolugdo de
problemas é metodologia de ensino muito utilizada, analisando-se a relacdo entre ensino
de Matematica e resolucdo de problemas. Dessa forma, é visto na literatura que existe trés
modos diferentes de abordar essa tematica: ensinar sobre resolucéo de problemas; ensinar
a resolver problemas e ensinar por meio da resolucao de problemas (ONUCHIC, 1999).

O primeiro modelo citado, aborda a forma de ensinar sobre resolucdo de
problemas e consiste em evidenciar o estudo sobre os modelos e procedimentos utilizados
para a resolucdo de problemas, esse modelo tem como base a estrutura de resolugéo de
problemas de Polya, que consiste em: compreender o problema; construir um plano de

acdo; executar o plano e rever a resolugdo. VVamos resolver um problema par exemplificar
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a utilizacdo do processo de resolucdo de problemas pelo método de Polya. Vejamos o

exemplo:

Num sitio ha vacas e galinhas num total de 35 animais e 100 patas (pés dos

animais). Quantas séo as vacas e quantas sao as galinhas?

Solucdo. Pelo método de Polya devemos identificar inicialmente as incégnitas, logo,
temos que nossas incognitas € o nimero de vacas (X) e niumeros de galinhas (y) que existe
no sitio, sabendo que x +y = 37 e que 4x + 2y = 100. Segundo passo é construir um plano
de acdo, que neste caso, devemos utilizar a técnica de resolucao de sistema de equacéo
do primeiro grau. Ja que temos duas incognitas e duas equacBes. Terceiro passo, € a
execucdo do plano tragcado anteriormente. Ou sejam, resolver o sistema de equacdes do
primeiro grau. Mas antes, € necessario multiplicar x +y = 35 por -2, dessa forma vamos
obter.

{—Zx —2y=-70
4x + 2y =100

Em seguida basta somar as duas equagbes, com isso, temos 2x=30; x=15.
Substituindo o valor de x na segunda equacéo teremos 4. (15) + 2y = 100; 2y = 100-60;
y=20. O quarto e ultimo passo é rever a resolu¢do do problema. Neste caso, basta
substituir os valores encontrados em uma das equagdes. Vamos escolher a equagéo 2. Do
passo 3 temos que x = 15 e y = 20, substituindo, teremos 4. (15) + 2. (20) = 60+40=100.

Com esse resultado podemos concluir que 0s passos tomados estavam certos.

No segundo modelo, ensinar a resolver problemas, o professor se concentra nas
formas como os problemas matematicos podem ser resolvidos e como chegar a sua
resposta. Concentra-se 0 processo no ato de ensinar a resolver corretamente os problemas
e como utilizar processos, procedimentos e conhecimentos matematicos para isso. Ja no
ensino por meio da resolucdo de problemas, estes séo vistos ndo s6 como ponto de partida

para a aprendizagem da Matematica, mas também, como o meio principal de fazé-lo.

Nessa perspectiva, 0 ensino de determinado contetdo matematico comega com
uma situacdo problema e, a partir dela, sdo desenvolvidas discussdes que levam a

elaboracdo daquele contetdo pelos alunos. Como exemplos, se um pedreiro vai colocar
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ceramica em um quarto que tem 6 metros de comprimento e 3 metros de largura. Quantos
metros quadrados sdo necessarios para revestir esse piso? essa aprendizagem pode ser
entendida como um movimento onde se parte de um problema do mundo real, para sua

posterior aplicacdo.

3.2 O PRINCIPIO DE DIRICHLET

Pode-se dizer que o Principio das Gavetas de Dirichlet € um resultado simples e
intuitivo. Salientamos que tal principio trata de com nimeros inteiros e positivos.
Simplificadamente esse principio é enunciado da seguinte maneira, usando a analogia da

“casa dos Pombos”:

"Se tivermos n+1 pombos para serem colocados em n casas, entédo pelo

menos uma casa devera conter dois pombos."

Genericamente, basta distribuir os n+1 pombos nas n casas que estd disponivel,
obviamente percebe-se que em uma das casas ficara com um pombo a mais. Formalmente
podemos enunciar o resultado no formato a seguir. Para tanto, uma terminologia é util:
seja X um conjunto arbitrario. A particdo disjunta de X € qualquer colecdo P de

subconjuntos ndo vazios de X que satisfaca a seguinte propriedade:
“todo elemento de X deve pertencer a um e apenas um dos elementos de P.”

Logo, uma colecéo de conjuntos P= {Ai}ie1 € uma parti¢do disjunta do conjunto X, se as

seguintes condicbes forem simultaneamente satisfeitas:

(i) Viei, Ai@ e Aic X;

(i) X= H A

(iii) {Ai} € uma familia mutuamente disjunta, i.e., Ai. N Ai,= @ sempre que i1 # iz, com
i, i€

Exemplo 1. Seja X = {1, 3, 7}, entdo a particdo disjunta de X é dada por P={{1}, {3}, {7}},
como A= {1}, A= {3} e A,= {7}. E fécil notar que X=A1 UA2 UAs, igualmente visto na

condigéo 3 anunciada anterior mente.

17



Exemplo 2. Dado X= {1,2,....,10}, entdo a colecdo {Au,...,A10}, com A,={n} para
n=1, 2, ...,10, é uma parti¢cdo disjunta de X.

Exemplo 3. X=R, e {Ai}iercom A= {i}, é uma parti¢ao disjunta de R.

Teorema (Principio de Dirichlet). Sejam n € N e X um conjunto com n+1 elementos.
Se {As,...,An} é uma parti¢do disjunta de X, entdo existe algum subconjunto ndo vazio

(de X) Aj com 2 elementos.

E possivel buscar demonstrar esse principio de varias formas. Neste trabalho
apresentaremos apenas uma das diversas formas possiveis de demonstragdes do resultado.

Mas antes de provarmos o Principio da Casa dos Pombos uma definicéo é importante.

O método da inducdo finita € um procedimento matematico para provar
propriedades que sdo verdadeiras para uma sequéncia de objetos. E um método bastante
utilizado em teoria dos nimeros, geometria, analise combinatoria etc. Mas trata-se de um
tipo de demonstracdo que pode aparecer em qualquer dominio da Matematica. De modo
geral, Seja P(n) um enunciado que descreve uma propriedade sobre um nimero natural n
maior ou igual a um ndmero natural no fixado. Logo, se pudermos provar que valem as

duas condicdes:
Condicéo 1. P(no) é verdadeira (ou seja, vale a propriedade para no);

Condic&o 2. E verdadeira a implicagio P(n) — P (n + 1) para todo n > no. Entdo

podemos afirmar que a propriedade P(n) é verdadeira para todo »n > no.

No uso prético, para provar um teorema por indug&o finita devemos assim mostrar que as
duas condi¢des do principio acima estdo satisfeitas. Isso nos garante a validade da
propriedade para a infinidade de casos aos quais o teorema faca referéncia. Abaixo iremos

provar o Principio da casa dos Pombos pelo Métodos da Induc¢éo Finita.

Prova (Inducdo). Vamos provar este Principio por Inducdo Matematica sobre o
namero n de gavetas. Para n = 1, o resultado é ébvio pois, se temos mais de um objeto e
uma sé gaveta, teremos que acomodar nesta gaveta mais de um objeto. Suponha entéo o
resultado valido para um certo nimero n de gavetas e consideremos a situacao de termos
n+1 gavetas e m > n+1 objetos. Queremos mostrar que o resultado vale também neste
caso, para aplicar a Inducdo Matematica e concluir que vale para todo numero natural n.
Depois de acomodar todos 0s objetos nas n + 1 gavetas, escolha uma gaveta ao acaso. Se

nesta gaveta ha mais de um objeto, a nossa assercao esta provada. Se nesta gaveta nao ha

18



nenhum objeto, nas n gavetas restantes estdo acomodados m > n + 1 > n objetos, 0 que,
pela hipotese de inducdo, acarreta que em uma das gavetas hd mais de um objeto. Se na
gaveta escolhida ha um objeto, logo, nas n gavetas restantes, estdo distribuidos m — 1 >
n objetos, o que, novamente, pela hipotese de inducdo, acarreta que em uma das gavetas
h& mais de um objeto (HEFEZ, 2007, p. 69).

Ha versdes mais gerais do Principio das Gavetas. Apresentaremos duas versdes

generalizadas, segundo PACIFICO, a seguir.

Proposicao 1 (Principio de Dirichlet Generalizado 1). Sejam k e N inteiros positivos.
Se distribuirmos kN+1 objetos em N gavetas, entdo em alguma gaveta temos pelo menos

k+1 objetos.

Demonstracdo. Denotemos por X;j 0 numero de objetos contidos na gaveta i, com i
pertencente ao conjunto {7, 2, 3, ..., N}. Mesmo ndo sabendo do valor inicial de x;, sabe-
se que o valor da soma x1 + X2 +x3 + ... + xn = KN+1. Suponhamos que ndo temos mais

do que k objetos em cada uma das N gavetas. Com isso, obteriamos
X1+ X2+ X3 + ... +xn <KN < kN+1,

0 que contradiz o fato de termos da soma (xi + X2 + X3 + ... + xn) ser igual &8 kN+1 objetos.
Portanto, uma das gavetas ira conter pelo menos k+1 objetos. Como queriamos

demonstrar.

Para apresentarmos a préxima versdo generalizada do principio, necessitamos
recordar as seguintes notacdes e definicdes. Paraum x €R, |x] =n €Z, tal que n <x <

n+1. Onde | x| < x. Dessa forma, se x <y teremos |x] < [y]. Como na imagem abaixo.

Note que:
n X n+1 0 1 2 [xJ -n
| ] l ] ] ] l
1 N B N B R [x] = n+1

Proposicao 2 (Principio de Dirichlet Generalizado 2). Sejam k e N inteiros positivos.

Se k objetos sdo colocados em N gavetas, entdo alguma gaveta deve conter a0 menos

[%JH objetos.
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~ - k-1
Demonstracédo. suponhamos que em cada uma das N gavetas, temos no maximo [TJ

objetos, logo o total de objetos é dado por
k-1 k—1\_
N Ty (F)= ke <k
0 que € uma contradi¢cdo. Como queriamos demostrar.

Apos a generalizacdo do principio das gavetas de Dirichlet podemos observar

algumas aplicagdes bem interessantes.

3.3 APLICACOES E PROBLEMAS PROPOSTOS

Problema 1. Caso tenha um grupo de 13 pessoas, entdo, com certeza, duas delas fazem

aniversario no mesmo més.

Solucdo. Pelo principio da casa dos pombos, se houvesse mais pessoas (13) do que meses

(12) é certo que pelo menos duas pessoas terdo nascido no mesmo més.

Problema 2. (Média Aritmética):Se X é a média aritmética de uma lista de numeros,
entdo, mostre que pelo menos um desses nimeros € maior que ou igual a X, assim como,

pelo menos um deles é menor que ou igual a x.

Solugdo. Para iniciarmos a resolucdo desse problema devemos saber que a média
aritmética é considerada uma medida de tendéncia central e é muito utilizada no
cotidiano. Surge do resultado da divisdo do somatério dos nimeros dados pela quantidade
de numeros somados. Como exemplo, vamos determinar a média dos nimeros 3, 12, 23,
15, 2. Logo, Média Aritmética = (3+12+23+15+2) / 5=55/5 Ma = 11.

Vale lembrar que a média ndo pode ser maior que todos 0s nimeros e que também
ndo pode ser menos que todos os nimeros. Ou seja, a média deve estar entre 0 menor e 0

maior nimero ou pode ser igual a todos eles. Como exemplo, a média destas sequencias

1+2+3+6+8

4+4+4+4+4
c =
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Consideremos que X1 < X, X2 <X, X3<X, ... , xn < X. Somando todos os termos dessa

desigualdade temos x1 + X2 + X3 +... + xn < n.Xx, sendo n um ndmero inteiro positivo.

sl 1+x24x3++ _
Agora vamos dividir a igualdade por n. Dessa forma, termos: ———— = <x

n

Sendo que a parte esquerda da igualdade a igual a x. Logo temos que X < X 0 que € um
absurdo. De forma analoga provamos que existem pelo menos um ndmro maior que ou

igual a média.

Problema 3. Sejam O e G dois conjuntos finitos com m e n elementos respectivamente.
Mostre pelo Principio de Dirichlet que se m > n, entdo ndo existe uma funcg&o injetora de
OemG.

Solucéo. Dizemos que uma fungdo, f: O — G é injetora se elementos diferentes de O séo
transformados por f em elementos diferentes em G, isto é, se 01,0, € O, sdo tais que 01 #
02, entdo f(01) # f(02). Dessa forma é possivel utilizar essa proposi¢cdo igualmente no
contexto do Principio das Gavetas. De modo geral, uma funcdo € injetora se temos uma
Unica e exclusiva gaveta para cada objeto. Portanto, isso s6 é possivel se 0 nimero de
objetos for menor ou igual a0 numero de gavetas, pois, caso contrario, alguma gaveta
necessariamente ira ter mais de um objeto. Dessa forma teremos pelo menos dois objetos

01,02 €0, 01 # 02, que estdo na mesma gaveta, ou seja, f(01) = f(02).

Problema 4. Se d for o mdc de dois nimeros naturais ndo nulos a e b, mostre entdo que

existem nameros inteiros x e y tais que d = ax+by.

Solucdo. Antes de mais nada devemos saber que o méaximo divisor comum de dois
nameros inteiros a e b, denotado por mdc (a,b), € o maior nimero inteiro que divide

ambos. Assim, mdc (a,b) = max{ d/d divide m e k divide n }.

Para demonstrar a resolucdo desse problema iremos utilizar o teorema de Bézout.
b
Observemos que d = ax+by se, e somente se 1 :(%)x + (5) y. Logo, sem perda de

generalidade, podemos supor que d = 1, ou seja, que a e b sdo primos entre si, ou seja,
dois numeros sdo chamados de primos entre si, quando o0 seu Unico divisor em comum &
a unidade. Desta definicdo resulta que 0 mdc (Maximo Divisor Comum) entre esses dois
nameros é o nimero 1. Assim, dados a, b € N, com mdc(a,b) = 1, queremos mostrar que

existem X, y € Z tais que ax+by=1. Levemos em considera¢do os subconjuntos, A =
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{a,2a,3a,4a,53,6a,7a,:-- ,ba} e R={0} U {z € N; 2 <z<b—1}. Se em A nao existe um
elemento que deixe resto 1 quando dividido por b, temos que os restos da divisdo dos
elementos de A por b estdo em R. Assim, considerando os elementos de A como objetos
e os elementos de R como gavetas, de modo geral, um elemento de A estd na gaveta k €
R se quando dividido por b deixar resto k, pelo Principio das Gavetas Dirichlet, teremos
que pelo menos dois elementos de A estardo na mesma gaveta. Logo existem ia, ja € A,

taisque 1 <i<j<beia=qib+r,ja=q2b+r, paraunicosqs, g2 E Ner € R.

Por fim, obtemos, ja—ia = (q1—q2)b = K . b, para algum K € N ¢, consequentemente, b é
um divisor de (j—i)a e, como a e b s@o primos entre si, temos que necessariamente b é um
divisor de j—i, o que ¢ uma contradigdo, pois b > j —i > 0. Portanto, algum dos elementos
de A deixa resto 1 quando dividido por b, ou seja, se xa for este elemento, temos que xa

= gb+1, para algum q € Z. Assim, 1 = xa—qb = xa+yb, comy=—q € Z.

Problema 5. Ao escolher 101 nimeros dentre os elementos do conjunto A= {1, 2, . . .,
200}. Mostre que, entre os nimeros escolhidos, hd dois nimeros tais que um deles é

divisivel pelo outro.

Solucgdo. Inicialmente devemos lembrar que todo ndmero inteiro n pode ser escrito da
seguinte forma n = 2% . b, onde k é um nimero inteiro nfo negativo e b é um ndmero
inteiro impar. Por exemplo, 2=21.1,3=2°.3,4 =221 e assim por diante. Desse modo
suponha que n pertence ao conjunto A e que b é um numero impar: 1,3,5,7,..., 199. E
importante lembrarmos que de 1 até 10 existem 5 nUmeros impares, de 11 até 20 também
existem 5 numeros impares, logo é possivel perceber que de 1 até 200, ou seja, no
conjunto A, existem 100 nimeros impares. Afirmamos que ao escolhermos 101 nimeros
do conjunto A, dois terdo partes impares iguais. Isto é consequéncia do Principio da Casa
dos Pombos. De fato, vamos considerar 100 gavetas, os impares de 1 a 199, em que cada
gaveta "guarda" nimeros com a mesma "parte impar" de 1 a 199. Por exemplo, 30=2.15
e 60=4.15 estdo na gaveta 15. Portanto, pelo Principio das casas dos pombos, qualquer
que seja a forma de selecionar 101 nameros de 1 a 200, h& dois niUmeros com a mesma
parte impar. Sejam ni e nz estes nimeros, ou seja, N1=24.b e n;=2*%. b. Se ki<kz, logo n;

n2=2k2p
n1=2k1p

.. ., 2 - :
divide n2, ja que % = = 2*2-k1_Se considerarmos ko<ki, a prova acontece de

forma analoga, neste caso nz divide ny. Isso era o que queriamos demostrar.
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Problema 6. Se escolhemos 17 pontos aleatoriamente dentro de um quadrado de area 16,

entdo existem ao menos 2 pontos cuja distancia de um para o outro é menor ou igual a

V2.

Solucdo. Observe que queremos provar a existéncia de certo subconjunto dos pontos (2
pontos) cujos elementos estdo em uma certa relacdo (distam um do outro de no méximo
v/2). Vamos considerar P como sendo o conjunto dos pontos e C como sendo o conjunto

dos quadrados unitarios desenhados dentro do quadrado de area 16:

Do enunciado temos que 0 nimero de pontos (pombos) é igual a 17 e considerando
que a quantidade de quadrados unitarios (casas) é igual a 16, temos que, pelo menos, dois
pontos devem ficar no mesmo quadrado unitario e sabendo que a diagonal do quadrado

unitario mede 2, concluimos que existem ao menos dois pontos que estdo a uma

distancia menor ou igual a v/2.

Problema 7. Se uma urna contém 4 bolas vermelhas, 7 bolas verdes, 9 bolas azuis e 6
bolas amarelas, qual € o menor nimero de bolas que devemos retirar (sem olhar) para que

possamos ter certeza de termos tirado pelo menos 3 bolas de uma mesma cor?

Solucédo. Considere como casas as n = 4 cores diferentes. Como desejamos ter certeza de
retirar pelo menos 3 bolas da mesma cor, consideramos k+1 = 3, logo k = 2, entdo se
fizermos Nk+1 = 9 retiradas, teremos certeza de que tiramos pelo menos 3 bolas de uma

mesma cor. Dessa forma esse € 0 menor valor possivel.

Problema 8. Em Porto Alegre ha pelo menos duas mulheres com a mesma quantidade de

fios de cabelo na cabeca.

Solucéo. Cientificamente é observado que uma pessoa tem, no maximo, 500 mil fios
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de cabelo na cabeca, assim temos as gavetas 0, 1, 2, . .. 500000. Como em Porto Alegre
tem mais de 500001 mulheres, pelo principio de Dirichlet, certamente existem duas
mulheres que possuem a mesma quantidade de cabelos na cabeca.

Problema 9. Sdo dados dois discos A e B, cada um deles dividido em 200 setores iguais,
0s quais estdo pintados de azul e vermelho. No disco A ha 100 setores azuis e 100
vermelhos, mas ndo sabem em que ordem. No setor ndo sabemos quantos sdo azuis e nem
quantos sao vermelhos. Colocamos o disco A sobre o B, de modo que os setores de A
figuem exatamente sobre 0s setores de B. Entéo € possivel, girando o disco A, obter uma
posicao na qual pelo menos 100 setores de A tenham a mesma cor que 0s correspondentes
de B.

Solugéo. Cologuemos o disco A sobre B e seja a; a quantidade de setores sobrepostos que
tém cores iguais. Gire A de um setor, ou seja, 360/200° deixando B fixo e seja a2 0 nimero
de setores sobrepostos com cores coincidentes. Faca esse processo e obtenha as, aa, . . .,
az0. Assim a quantidade de coincidéncia ap6s 200 giros é igual aay + a2 + - - - + axpo €
esse valor € igual a 100 x 200. De fato, se fixarmos um setor do disco B, digamos que
seja azul, havera 100 posi¢Ges em que a cor dele coincidird com algum de A. Logo a
quantidade de coincidéncias € igual a 100 vezes o numero de setores de B e assim

aq +a2 + - +a200

= 100 > 99.
200

Se a média aritmética dos ai € maior que 99, entdo pelo menos um deles devera
ser maior ou igual a 100. Portanto em algum momento o nimero de coincidéncias é maior

ou igual a 100.
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4. PROBLEMAS PROPOSTOS PARA SALA DE AULA

Neste capitulo iremos propor alguns exercicios para serem trabalhados em salas
de aulas do ensino médio e a partir deles, buscar que os alunos consigam desenvolver
uma aprendizagem significativa, além de tentar promover interesse deles pelos conteidos
matematicos. Devemos ter conhecimento que o Principio da Casa dos Pombos
normalmente ndo é um conteddo trabalhado no médio, ficando restrito ao Ensino Superior
e cursos preparatorios para concursos. A Base Nacional Comum Curricular - BNCC
(BRASIL, 2022) ndo prevé a abordagem desse contedo em nenhum ano especifico do
Ensino Médio. Porém, sugere que o desenvolvimento das habilidades dos alunos ocorra
gradativamente ano a ano, e assim, aumentando a complexidade das situacdes problemas
aos poucos, para esse aumente progressivo das dificuldades é necesséario a utilizacéo de
novas ferramentas de ensino. Nesse sentido, o Principio da Casa dos Pombos pode ser

utilizado como um objeto didatico eficaz.

E visto também na BNCC que é competéncia da disciplina de matematica o
desenvolvimento do raciocinio l6gico, o espirito de investigacdo e a capacidade de
argumentacdo. Tais habilidades podem ser desenvolvidas através do Principio da Casa
dos Pombos e da Resolugéo de Problemas. Para buscar a melhor forma da abordagem do
Principio da Casa dos Pombos em sala de aula, vamos sistematizar as resolugdes dos
exercicios em trés partes, primeiro determinando as incognitas em cada exercicios
(devemos saber quem sdo as “caixas” e quem sdo os “pombos”), segundo entendo o

problema e por fim aplicando o Principio da Casa dos Pombos.

O primeiro problema a ser trabalhado usard o conceito de média aritmética

utilizado no problema de aplicagdo nimero 2.

Problema 1. Considere um grupo de 90 torcedores, distribuidos entre os seguintes times:
Fluminense, Botafogo, Flamengo e Vasco. Mostre que nesse grupo ha pelo menos 23

torcedores de um mesmo time.
Solugéo.

1) Encontrando as incdgnitas: neste problema k= 90 (torcedores/Objetos) e N=4
(times/caixas). Vale lembrar que quando nos referimos a objetos € 0 mesmo que

nos referimos a “pombos”.
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2)

3)

Entendo o problema: Devemos saber que o numero da média de torcedores por
. . 90 7 1=
time é dado por; N= - " 22,5. Devemos lembrar o que ao calcularmos a média

aritmética de uma sequéncia de ndmeros, seguramente, termos pelo menos um
que € maior que ou igual a essa media. O que nos leva termos a certeza que deve
haver um nimero maior ou igual a essa média (22,50), mas como estamos tratando
de pessoas é impossivel que tenhamos 22,5. Sendo |22,5]|=22.

Aplicando o Principio de Dirichlet: para resolver este problema usaremos a

proposicdo 2, que é dada por: Se k objetos sdo colocados em N gavetas, entdo

alguma gaveta deve conter ao menos [%JH objetos. Logo,

90—-1
4

J+1:[%]+1:22+1:23

Problema 2. Em uma gaveta ha 12 meias brancas e 12 meias pretas. Faltou luz na casa

de Maria e ela ndo consegue enxergar a cor das meias que estdo na gaveta. Quantas meias

Maria deve retirar da gaveta, no minimo, para ter certeza de que conseguira vestir um par

de meias com a mesma cor?

Solucéo.

1)

2)

Encontrando as incognitas: Do enunciado temos que N=2 (as cores/ gavetas). O
namero de objetos € o que queremos determinar. Pelo Principio de Dirichlet deve
haver uma gaveta com k+1, que deste caso deveremos ter um par de meias, ou
seja, k+1=2; k=2-1; k=1.

Entendo o problema: A primeira meia que Maria ira retirar da gaveta pode ser
branca ou preta. A segunda se tiver sorte, sera da mesma cor da primeira. Nesta
hipotese sdo retiradas duas meias e a condicdo € satisfeita. Mas o que pode
acontecer é que a segunda meia retirada pode nao ser da mesma cor que a primeira,
entdo a terceira meia devera ser da mesma cor da primeira ou da mesma cor da
segunda, ja que sdo apenas duas possibilidades de cores. Neste caso, também ha
formacdo de um par com a mesma cor, satisfazendo a condi¢do do problema.
Portanto sdo necessarias, no minimo, trés meias para se ter certeza de que Maria

tera um par da mesma cor para vestir. Resolvendo dessa forma pode parecer que
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3)

0 exemplo proposto ndo tem relacdo com o Principio da Casa dos Pombos. A
seguir apresentaremos solucgéo usando a terminologia da Proposicao 1.
Aplicando o Principio de Dirichlet: sendo N = n° de cores = 2 (que representam
as caixas). Neste caso cada caixa separa as meias por cores. A Proposicdol
informa que se kN+1 de objetos (meias) sdo distribuidos em N caixas, entdo ha
alguma caixa com ao menos k+1 meias (objetos). Como devemos ter uma caixa
com 1 par de meias da mesma cor, ou seja, 2 meias, 2=k+1. Logo k=1, usando a
proposicao 1, teremos:
Nk+1=2.1+1=3.

Portanto, é necessario que Maria tire 3 meias no minimo.

Problema 3. Um professor de Sdo Paulo foi dar uma palestra para alunos em uma escola

em Campo Grande, MG. Em certo momento, o professor diz: “Eu ndo conhego nenhum

de vocés, mas posso ter certeza, que aqui existem pelo menos 5 alunos que fazem

aniversario no mesmo més”. Qual o nimero minimo de alunos que havia na sala?

Solucéo.

1) Encontrando as incognitas: Neste problema N=12 (meses/caixas) e o k=5
(pessoas/objetos).

2) Entendo o problema: Temos que pelo menos cinco alunos fazem aniversario no
mesmo més. De modo geral, basta encontrarmos o nimero total de objetos de
modo que em uma das gavetas (meses) tenha 5 pessoas, ou seja, k+1=5; k=5-1;
k=4.

3) Aplicando o Principio de Dirichlet: usando a proposi¢éo 1, teremos

Nk+1=
12.4+1=
48+1=49.
Dessa forma, para quem tenhamos ao menos uma sala de aula com 5 alunos

fazendo aniversario no mesmo més é necessario que tenha 49 alunos, no minimo.

Problema 4. Uma prova de concurso possui 10 questdes de multipla escolha, com cinco

alternativas cada. Qual € o menor numero de candidatos para o qual podemos garantir que

pelo menos dois deles deram exatamente as mesmas respostas para todas as questfes?
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Solucéo.

1) Encontrando as incdgnitas: Do enunciado temos que N= 9765625 (gavetas) e que
numero de objetos = 2.

2) Entendo o problema: Do enunciado temos que 0 nimero de gavetas serd o nimero
de possibilidades de gabaritos diferentes para a prova. Como cada questdo pode
ser respondida de 5 formas diferentes, pelo principio fundamental da contagem
teremos 5.5.5.5.5.5.5.5.5.5 = 59 = 9765625 possibilidades diferentes de se
responder a prova, ou seja, teremos 9765625 possibilidades de gabaritos
diferentes, em nosso caso serd 0 N= 9765625. como a questao exigi que a0 menos
dois candidatos tenham o mesmo gabarito, logo k+1=2; k=2-1; k=1.

3) Aplicando o Principio de Dirichlet: Para resolver esse problema iremos utilizar a
preposicao 1, que é dado por:

Nk+1=
9765625.1+1=
9765625 + 1 = 9765626.

Problema 5. Vinte e cinco engradados de macés foram entregues em uma loja. As magas
sdo de trés tipos diferentes, mas todas as mac¢ads em cada engradado sdo do mesmo tipo.

Mostre que pelo menos nove engradados contém o mesmo tipo de maca.
Solucéo.

1) Encontrando as incognitas: temos que N= 3; devemos mostrar que k=9.
2) Entendo o problema: Nesse caso, 0s tipos de macas representam as casas € 0S
pombos correspondem aos engradados onde as magés séo colocadas.
3) Aplicando o Principio de Dirichlet: Para resolver essa questdo utilizaremos a
preposicédo 1, dada por:
Nk+1=25, com N=3.
3k+1=25
3k=24
k=24/3
k=9
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Problema 6. Jorge guarda suas blusas em uma das gavetas do seu armario. Estdo na
gaveta, cinco blusas pretas, sete amarelas, quatro verdes, uma rosa, trés vermelhas e
quatro azuis. Certa noite, no escuro, Jorge retira algumas blusas da gaveta. Qual o nimero
minimo de blusas a serem pegas por Jorge a fim de ter certeza de que foram retiradas ao

menos duas blusas da mesma cor?
a) 4;

b) 5;

C) 6;

d)7;

e) 8.

Solucéo.

1) Encontrando as incognitas: Neste caso N=6 (cores) e 0 k=1.

2) Entendo o problema: Do enunciado podemos observar que existem 6 cores
diferentes de camisa que sdo: preta, amarela, verde, rosa, vermelha e azul. Mas o
problema exige que Jorge retire no minimo duas camisas da mesma cor, ou seja,
k+1=2; k=1.

3) Aplicando o Principio de Dirichlet: para resolver esse problema utilizaremos a
proposicéo 1 dada por:

Nk+1=
6.1+1=
6+1=7
Logo, para que Jorge retire a0 menos duas camisas da mesma cor é necessario que

ele retire 7 camisas.

Problema 7. Alguns amigos de colégio resolveram marcar um jantar de reencontro depois
de 10 anos sem se ver. Compareceram ao jantar 13 pessoas. Sobre essas pessoas, podemos

afirmar com certeza que:
a) Pelo menos 3 sdo mulheres.

b) Todos sdo homens.
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c) Pelo menos 2 fazem aniversario no mesmo més.
d) Pelo menos 2 tém altura inferior a 1,6 metros.
e) Nenhuma das alternativas.

Solucéo.

1) Encontrando as incognitas: N=12 e k=13

2) Entendo o problema: Do enunciado temos que 13 pessoas compareceram ao
jantar, de inicio ndo podemos ter certeza de que dessas 13 pessoas 3 sdo mulheres,
como cita a alternativa “a”. Da mesma forma que a alternativa “b” também ¢
refutada, pois existe a possibilidade de todos serem homens, mas a questao exige
que tenhamos certeza. Por esse fato a alternativa “b” ndo satisfaz a questdo; a

GC 2

alternativa ¢ a que satisfaz a questdo uma vez que se temos 13 pessoas termos

com toda certeza duas fazendo aniversario no mesmo més. Como essa questao
apresenta apenas uma questao correta, por eliminagdo temos que a alternativa “d”
esta errada. Mas é facil perceber que ndo tem condicGes de termos certeza que

pelo menos 2 pessoas tém estatura inferior a 1,6 m.

[P

3) Aplicando o Principio de Dirichlet: Como ja vimos a alternativa correta ¢ a “c

agora vamos aplicar a proposicao 2, dada por:

i

l13 1J+1_
[%J+1:
1+1=2

Problema 8. O nimero minimo de pessoas de um grupo para que Se garanta que,

necessariamente, haja 7 delas que fazem aniversario no mesmo més do ano é:
a) 73
b) 83
c) 13
d) 43

e) 23
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Solucéo.

1) Encontrando as incognitas: N=12 e k=6.
2) A pior hipGtese para esse caso € que tenhamos uma pessoa fazendo aniversario
para cada més do ano. Neste caso teremos um total de 12 pessoas, ou seja, N=12,
O que a questdo quer é que 7 pessoas desse grupo aniversariem no mesmo més,
ou seja, k+1=7; k=7-1; k=6.
3) Aplicando o Principio de Dirichlet: Para resolver essa questdo, utilizaremos a
proposicdo 1. Dada por:
Kk+1=
12.6+1=
72+1=73.

Problema 9. Em uma escola, ha uma e somente uma turma de cada uma das séries do
ensino fundamental (1° ao 9° ano). Em cada turma, temos 40 ou mais alunos. Todos 0s
alunos dessas turmas — e apenas dessas turmas — estdo no patio. Qual o nimero minimo
de alunos que, escolhidos aleatoriamente, garante a escolha de, pelo menos, 4 alunos de

uma mesma turma?

A) 22 alunos sorteados
B) 25 alunos sorteados
C) 27 alunos sorteados
D) 28 alunos sorteados
E) 37 alunos sorteados

Solucéo.
1) Encontrando as incdgnitas: N=9 e o k é 0 que procuramos.
2) Entendo o problema: Veja que temos 9 turmas ao todo (do 1° ao 9° ano). Todos
o0s alunos dessas turmas estao no patio. O nosso objetivo é escolher pelo menos 4
alunos da mesma turma.

3) Aplicando o Principio de Dirichlet: Nesta resolu¢do iremos usar a proposicao 2,

dada por: [%Jﬂ. Do enunciado temos que l%]+1:4; [%J:S, dessa forma,

devemos perceber que [%J:x, de modo que o x esteja entre 3 e 4. Veja




Logo,

3<=<4

Multiplicando a inequacéo por 9, chegaremos em:
27<k-1<36
Somando 1 a inequagéo, obtemos o seguinte resultado,
28 <k <37

Como a questdo exige 0 nimero minimo de alunos, o resultado que satisfaz nossa questdo
é k= 28.

Problema 10. Qual deve ser o numero minimo de pessoas que deve haver em um grupo

para que nele tenha no minimo 3 pessoas nascidas no mesmo dia da semana?

Solucéo.

1) Encontrando as incognitas: Temos que N=7 e k=2

2) Entendo o problema: Do enunciado temos que determinar 0 nimero de pessoas
em um grupo para que pelo menos 3 aniversariem no mesmo dia da semana, ou
seja, k+1=3; k=2. Como elas devem fazer aniversario no mesmo dia da semana,
temos que N=7.

3) Aplicando o Principio de Dirichlet: Para resolver essa questdo usaremos a
proposicdo 1. Dada por: Nk+1. Logo,

7.2+1=
14+1=15.

Assim, devemos ter um grupo de no minimo 15 pessoas para que 3 delas facam

aniversario no mesmo dia da semana.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

A partir desse trabalho esperamos que nosso esfor¢o possa atingir seu principal
objetivo que é motivar e despertar o interesse dos alunos a partir da abordagem de
problemas matematicos utilizando o Principio das Gavetas de Dirichlet como objeto
didatico, ou seja, utilizar as caracteristicas intrinsecas do resultado matematico e dos
problemas que sugerem o seu uso para desenvolver este e outros conceitos matematicos
poucos trilhados nos curriculos no ensino médio e que assim os alunos possam ir mais a

fundo no magnifico universo matematico.

Que alunos e professores consigam usufruir da simplicidade dos resultados e que
a partir deles, percebam a grande oportunidade de que resolver problemas matematicos
vai além de regras que os alunos devem apenas decorar, e que possam desenvolver
competéncias e habilidades associadas matematica, como exemplo, o raciocinio l6gico,
técnicas de argumentacdo, interpretacao etc. Algo que vem se percebendo na prética do
ensino € que essas técnicas estdo sendo pouco desenvolvidas na escola, e assim fazendo

com que as aulas se tornem mondtonas.
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