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Resumo

Neste trabalho, discorremos sobre alguns aspectos importantes associados a trivi-
alidade topolégica em uma familia de funcoes analiticas. Nesse sentido, apresentamos
uma condicao suficiente para que uma deformacao linear de uma funcao analitica seja

topologicamente trivial.

Palavras-chave: Fungoes Analiticas, Familias de Funcoes, Deformacoes Lineares, Tri-

vialidade Topoldgica.



Abstract

In this work, we discuss some important aspects associated with topological trivi-
ality in a family of analytic functions. In this sense, we present a sufficient condition

for a linear deformation of an analytic function to be topologically trivial.

Keywords: Analytics Functions, Family of Functions, Linear Deformations, Topolo-

gical Triviality.
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Introducao

O estudo de propriedades associadas as familias p—constante de hipersuperficies
com singularidades isoladas é um dos temas de destaque da area de Teoria das Singu-
laridades, inclusive, devido a existéncia de intrigantes problemas em aberto. Um dos
enigmas atrelados ao estudo desse tipo de familia se baseia numa conjectura introdu-
zida por Tessier[23] que atrela p—constancia a invariancia do tipo topoldgico, problema
que, mais tarde, foi estudaoa por Lé e Ramanujam[§].

A respeito desse tema, Lé e Ramanujam[8] provaram, exceto para hipersuperficies
de dimensao dois, que em uma familia analitica de hipersuperficies com singularidade
isolada na origem a invariancia do numero de Milnor implica a invariancia do tipo
topolégico. Baseado nesse resultado, Parusinski[2I] comenta que, com excegao das
familias de superficies, familias py—constante de hipersuperficies com singularidades
isoladas sao topologicamente triviais, mas que o caso mais geral ainda é um problema
em aberto.

Um avanco feito na direcao de desvendar a validade do caso mais geral foi introdu-
zido pelo préprio Parusinski[2I] que deu uma condicao suficiente para que familias do
tipo f(z) + tg(z) sejam topologicamente triviais e, a partir disso, provou, sem impor
restricao para a dimensao, que deformagodes lineares p—constante sao topologicamente
triviais.

Com base nisso, o principal objetivo desse trabalho é abordar alguns aspectos impor-
tantes associados a trivialidade topoldogica em familias de deformacoes lineares, dentre
eles, os resultados obtidos por Parusinski[2I]. Com o intuito de tornar essa discussao
mais efetivas nos subdividimos esse trabalho em quatro capitulos, cada qual com uma
finalidade especifica, conforme destacamos abaixo.

Ao longo do primeiro capitulo desse trabalho, discutimos algumas nocoes elementa-
res que sao importantes para o desenvolvimento e a compreensao de temas dos demais
capitulos. Dentre esse conceitos definimos e apresentamos uma série de resultados
associado as variedades suaves. Além disso, introduzimos também, limitando-se ao
necessario, a nocao de fibrado localmente trivial, bem como algumas nocoes basicas de

algebra e dos germes de fungoes analiticas.



No segundo capitulo, apresentamos o conceito de ponto singular de uma variedade
algébrica, bem como alguns resultados importantes associados, entre os quais, o Te-
orema da Estrutura Conica, o Lema de Selecao da Curva, Teorema da Fibracao de
Milnor e o Teorema da Fibracao de Lé-Milnor. Além disso, discutimos também sobre
a topologia das fibras de Milnor e a partir disso definimos o niimero de Milnor.

No terceiro capitulo, abordamos o Campo de Vetores de Kuo, uma ferramenta que,
embora tenha aparecido em um contexto bastante restrito, é util para a estruturacao
das dedugoes que sao estabelecidas no quarto capitulo, que é, de fato, o capitulo central
desse trabalho, no qual estudamos os resultados que Parasinski|21] obteve com relagao

a trivialidade topolégica em deformacoes lineares defungoes analiticas.



Capitulo 1
Nocoes Preliminares

Neste capitulo discutimos uma série de nogoes e resultados que estruturam todo o
nosso trabalho. Basicamente, todo o objeto de estudo dessa parte gira em torno de
nocoes e resultados a respeito das variedades suaves, dos fibrados localmente triviais e
dos conjuntos algébricos e analiticos. As principais referéncias para este capitulo sao
Pollack e Guillemin|20] e Lee[12]

1.1 Variedades Suaves

Nessa secao nos dedicamos a definir e apresentar alguns conceitos e resultados
relacionados as variedades suaves que, de maneira geral, sao espagos em que uma
vizinhanca de cada ponto pode ser vista como um espaco euclidiano. Nesse sentido,
é natural tentar generalizar alguns dos fatos e nogoes desses espacos também para as

variedades. Mas antes disso definimos que

Defini¢ao 1.1. [20] Uma aplicagao f : U C R® — R™ é suave se cada fungao coorde-

nada fi, fao, -+, fin : U = R possui as derivadas parciais de todas as ordens continuas.

Se considerarmos o caso em que X C R" é um conjunto arbitrario também definimos

que

Defini¢ao 1.2. [20] Uma aplicacao f : X — R™ é suave se, para cada x € X, existir

uma vizinhanga U C R™ e uma aplica¢ao suave F': U — R™ tal que F|ynx = f.

E, além disso, supondo agora que X C R" e Y C R™ sao conjuntos arbitrarios

estabelecemos que

Definigao 1.3. [20] Uma aplicagao suave f : X — Y é um difeomorfismo se f é

bijetora e f~!:Y — X é suave.

Partindo disso, definimos que
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Definicao 1.4. [20] X C R" é uma variedade suave k—dimensional se é localmente
difeomorfo & R*, ou seja, se para cada € X existe uma vizinhanca V em X que é
difeomorfo a um aberto U C R*. Além disso, o difeomorfismo ¢ : U — V é denominado

uma parametrizacao da vizinhanca V.

Exemplo 1.1. O conjunto
St ={(z,y) e R;a® +y* =1}

é uma variedade 1—dimensional.

Figura 1.1: Representaciao Gréfica de S!
De fato, tomemos (z,y) € S*, com y >0 e

b1:(—1,1) — {(z,9) eR%:2*+y* =1,y > 0}

r — (x,V1—2a?)
Observemos, primeiramente, que
{(z,y) eR%2? +y* =1,y > 0} = {(z,y) e R%y >0} NS

é um aberto de S'. E, notemos também que ¢; é uma bijecdao, pois é claramente
injetiva, além de ser também sobrejetiva, ja que dado (z,y) € R com 2> +y?* =1 e

y > 0, temos que ¢1(z) = (z, V1 — 22) = (x,y).
Vejamos que ¢ é suave, pois as fungoes coordenadas de ¢, sao naturalmente C*°.

Além disso,

ot {(y) eRE P+ =1,y >0 — (=1,1)

(z,y) — @
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é também suave. Dali, concluimos que ¢; é um difeomorfismo.

Agora, tomemos (z,y) € R? com y < 0. Entdo podemos considerar

oo (—1,1) — {(z,y) €R2;x2+y2:1,y<0}

r — (x,—V1—2?)

e, por um raciocinio totalmente analogo, concluir que ¢, é um difeomorfismo.
. ~ . ~ 1 .
Com isso provamos que ¢; e ¢y sdo parametrizagoes de S* para quaisquer ponto,
exceto para (1,0) e (—1,0), e para esse caso tomaremos, respectivamente, as seguintes

aplicagoes

o3 (—1,1) — {(z,y) eR* 2242 = 1,z >0}

y — (V1—=9%y)

o3 :(—1,1) {(z,y) e R} 2* +4* = 1,2 < 0}

—
y — (V1-92%y),

ambas parametrizagoes para vizinhas que contém tais pontos. Disso, concluimos que
S é uma variedade 1—dimensional.

E muito comum a supressao do termo "suave” " quando se deseja referir a esse tipo
de variedade e, neste trabalho, também o suprimimos, salvo situacoes em que podem
haver confusao. Deixado isso claro, é importante destacar que uma variedade X pode
conter um conjunto Z que também é difeomorfo a um aberto de um espago R™ e

quando isso ocorre Z recebe uma nomenclatura especial, conforme definimos abaixo.

Defini¢ao 1.5. [20] Se X C R" é uma variedade, entdo um conjunto Z C X ¢é uma

subvariedade de X se é também uma variedade.

1.1.1 Espaco Tangente

Agora que ja apresentamos cada um desses aspectos iniciais introduzimos a ao
longo dessa secao a nocao de espago tangente, de grande importancia ao longo deste e
dos proximos capitulos. Nesse sentido, tomemos X C R"™ uma variedade diferenciavel
m—dimensional, x € X e ¢ : U — U; N X uma parametrizacao de uma vizinhanca de

x tal que ¢(0) = z. Da diferenciabilidade de ¢ temos, para u € U, que

o(u) = ¢(0) + dpo(u) + r(u), com lim rlv) _ 0.

=0 Jlu]|
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Assim, é coerente estabelecer, tomando como base [20], uma aproximacao linear para

¢ :U — V NX pela aplicacao
u— ¢(0) + doo(u) = x + doo(u).

E, a partir disso, estabelecemos:
Definigao 1.6. [20] O espagco tangente de X em z é a imagem do mapa d¢, : R™ — R™.

Comecemos observando que essa definicao esta bem estabelecida. De fato, supo-
nhamos que ¥ : V' — V3 N X também seja uma parametrizagao para uma vizinhanca
de x que satisfaz ¥(0) = z, temos que ¢(U’') = (V'), para U’ e V' abertos de R™

devidamente tomados contidos em U e V. Assim, consideremos os difeomorfismos
h =l 0@l U = V' e hy = ¢l obly : VI = U

Como ¢|yr = dhy o dip|yr e Y|yr = dhy o dg|yr, temos que do|y (R™) C dip|y(R™) e
dy|y(R™) C doly(R™), assim, dy[y(R™) = do|i(R™). Mas do|i(R™) = dp(R™) e
dy |y (R™) = dip(R™), logo dip(R™) = dp(R™) e, portanto, segue o resultado.
Definido desse modo, o espago tangente de X em x, denotado por T,(X), é um
subespago de R" cuja translagao paralela x + T,(X) é a aproximagao plana (mais
préxima) para X em z, conforme indicamos na figura abaixo e, nesse caso, um vetor

tangente de X C R™ é um ponto v € R™ que pertence T, (X).

r+T,.X

Figura 1.2: Translacao de 7, X

Observemos também que a dimensao do espaco de vetores T, X é m, pois do fato de
¢! ser suave, temos que existe uma aplicacao suave ® : W C R® — R™ que estende

¢~1. Como ® o ¢ é a aplicacao identidade, temos pela regra da cadeia que

doo P,

R™ T.X R™

d(Pog)
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¢ a identidade, assim d¢g : R™ — T, X é invertivel, donde segue que d¢g é um isomor-
fismo e, portanto, dim 7, X = m.
Agora, consideremos X e Y variedades de dimensoes m e n, respectivamente, e uma

aplicagdo f: X — Y com f(z) =y.

Definigao 1.7. [20] A derivada da aplicagdo f em z é uma transformagao linear df, :
T,X = T,Y.

Para concluirmos que essa definigao estd bem estabelecida basta observarmos que
se ¢ : U — U; N X é uma parametrizagao para uma vizinhancade z e : Y = Vo, NX
¢ uma parametrizacdo para uma vizinhanga de y que satisfazem ¢(0) = = e ¥(0) = y,

entao temos, para U’ suficientemente préximo da origem, que o diagrama

X Y

X h

! Vv

h:w_lofoqﬁ
comuta, donde obtemos que
T,X & T,Y
d¢oT wao

R™ e R"

comuta, e dai

dfy = dipg o dhg o dey .

Como isso nao depende das parametrizacoes ¢ e 1, concluimos que df, esta bem defi-
nida.

Além disso, notemos que se g : Y — Z é outra aplicacao suave entre variedades e
v: W — WiNZ é uma parametriza¢do para uma vizinhanga de z = g(y) com v(0) = z,

entao para U’ e V' contidos em U e V' o diagrama

X 4 Y 4 Z
/| d d
U — Vv’ — 1%
h=1y"1lofop j=v—Llogor
comuta e dele obtemos o diagrama
X oo Z
| k
!
U o w
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comuta. Assim,

d(gof)x:dyood(joh)god¢0_1 = duoocljooclhooclgbal
= (dvyodjoodiy ") o (digodhgody')
= dgy o dfy,

0 que prova o seguinte resultado:

Teorema 1.1 (Regra da Cadeia). [20] Se X,Y e Z sao variedades suaves e f : X =Y

eg:Y — Z sao aplicagoes suaves, entao

d(g o f)z = dg() © dfs.

Agora suponhamos que X e Y sejam duas variedades diferencidveis de mesma

dimensao.

Teorema 1.2. Dada f : X — Y wuma aplicagio suave. Se f(x) = y e f é um

difeomorfismo local em x, entao df, : T, X — T,Y € um isomorfismo.

Demonstracgao: Sejam UNX e VNY vizinhangas de x e y taisque f : UNX — VNY
¢ um difeomorfismo e consideremos a aplicacdo f~': VNY — U N X. Entao, como

f~lo f é aidentidade, temos pela regra da cadeia que

1
T,X i T,Y =y T, X
d(f~'of)a

¢ a identidade. Assim, df, : T, X — T,Y é invertivel e, portanto, df, é um isomorfismo.
[ |

A reciproca desse resultado também é valida e isso garante, basicamente, uma ge-
neralizacao do Teorema da Aplicacao Inversa para variedades suaves, conforme enun-

ciamos abaixo.

Teorema 1.3 (Teorema da Fungao Inversa). Suponhamos que f : X — Y seja uma
aplica¢ao suave cuja derivada df, € um isomorfismo. Entdo f € um difeomorfismo local

em T.

Demonstracao: De fato, tomemos ¢ : U — U1NX ety : V — ViNX parametrizacoes

para x e y, respectivamente, com ¢(0) = = e ¥(0) = y tais que o diagrama

X Y
o ls
V

h=y~lofogp
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comute. Como df, é um isomorfismo, temos que dhy = ;" o f, 0 ¢y é um isomorfismo,
donde segue pelo Teorema da Aplicacao Inversa para espacos R” que existem abertos
U cUeV' CVtaisqueh: U — V' éum difeomorfismo. Dali, restringindo dominios,
temos que f =1 oho¢t:p(U") — (V') é um difeomorfismo local. [ |

1.1.2 Forma Local das Imersoes

Até entao estavamos estudando o comportamento local de aplicagoes f : X — Y
nos casos em que, exclusivamente, dim X = dimY. Ao longo dessa secao vamos supor
que dim X < dimY e discutir alguns aspectos relacionados ao comportamento de f

quando exigidas determinadas condigoes.

Definigao 1.8. [20] Uma aplicacao f : X — Y é uma imersao em z se a transformagao
dfy : T, X — Ty)Y ¢ injetiva

Um exemplo trivial de imersao é a prépria imersao canonica, isto é, a aplicacao f :
R™ — R™, n < m, dada por f(a,...,a,) = (ai,...,a,,0,...,0). A partir do teorema
abaixo vamos garantir que, se f é uma imersao em x, entao existem de parametrizacoes
para vizinhangas de z e y = f(x) (¢ e 1, respectivamente), tais que h =v¢~'o fo¢p é

a lmersao canonica.

Teorema 1.4 (Forma Local das Imersoes). Sejam X e Y wvariedades de dimensio n
em (m > n), respectivamente, e f : X — Y um aplicagdo suave que é uma imersao
num ponto x € X. Entao, existem parametrizacoes ¢ : U — U NX ey :V = ViNY,
de x ey = f(x), tais que

(W o fod)(zy,...,2n) = (21,...,2,,0,...,0) €R™

para todo (xy,...,x,) € U.

Demonstracao: Tomemos o : U — U N X ev: V' — V/NY parametrizagoes para
vizinhangas de x e y = f(z), respectivamente, de maneira que o(0) = z, v(0) =y e

que o diagrama

X ! Y
| I

hzvl_lofoa

comute. Entdo, como dhy = dvy ' o df, o dog e dvy', df, e doy sdo injetoras, temos
que dhg é injetora. Dai, h é uma imersio em 0 = o~ '(x) € R" e, portanto, pela

Forma Local da Imersoes em espagos euclidianos, temos que existe um difeomorfismo

10
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g:Z — U x W, onde Z é vizinhanga de 0 € R™, U vizinhanga de 0 € R" (U C U’) e
W vizinhanca de 0 € R™™", tal que

(goh)(z1,...,x,) = (21,...,2,0,--+,0)
para todo (x1,...,2,) € U, ou seja, tal que
(govtofoo)(xy,...,x,) = (x1,...,20,0,...,0)

para todo (x1,...,z,) € U.

-1

Desse modo, tomemos ¢ = |y e ) = (gov™1)™ =wvog™! e observemos que ¢ e v

sao, claramente, parametrizagoes para x e y que satisfazem

(W tofod)(x,...,xn) = (z1,...,2,,0,...,0)

para todo (xy,...,2,) € U, jad que ¥»~! = gowv, e com isso fica provado o resultado. W

1.1.3 Forma Local das Submersoes

Nessa subsecao estudamos o comportamento local de aplicacoes f : X — Y, mas
dessa vez damos énfase a Forma Local das Submersoes para variedades suaves. Nesse
sentido, é importante destacar, primeiramente, que toda a construcao desenvolvida ao

longo dessa discussao parte da suposigao de, em f, que dim X > dimY’.

Definicao 1.9. [20] Uma aplicacdo f : X — Y é uma submersao em z se a trans-

formacao df, : T, X — Ty,)Y ¢ sobrejetiva.

Um exemplo trivial de submersao é a prépria projecao canonica, ou seja, a aplicagao
f:R" = R"™ n>m,dadapor f(z1,...,Zm,...,2,) = (21,...,2Tp). De maneira simi-
lar ao caso das imersoes, garantimos logo abaixo que se f : X — Y é uma submersao
em x, entao existem parametrizagoes ¢ e v para vizinhancas de x e y = f(x) tais que

Y"1 o fo¢ éasubmersao candnica.

Teorema 1.5 (Forma Local das Submersoes). Sejam X e Y wvariedades diferencidveis
de dimensoes n e m (m < n), respectivamente, e f : X — Y wuma aplica¢io suave que
¢ uma submersao no ponto x € X. Entao, existem parametrizacoes ¢ : U — U NY e
Vv:V =>ViNY tais que

(Wl ofod) @y, ., Tmy.Tn) = (21,...,70m)

para todo (T1,...,Tmy. .., Tp) €V X W,

11
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Demonstragao: Tomemos o : U — U NY ewv: V' — V/ N X parametrizacoes para
vizinhangas de x e y = f(z), respectivamente, de maneira que o(0) = z, v(0) =y e

que o diagrama

X ! Y

h=v~lofoo

comute. Notemos que do fato de dhy = dv, Yo df, o dog e dv, L df, e doy serem
sobrejetivas temos que dhg ¢é sobrejetiva. Assim, h é um submersao em 0 = o~ '(z) € R"
e, portanto, pela Forma Local das Submersoes para espacos euclidianos temos que existe
um difeomorfismo g : Z x W — U, onde Z é uma vizinhanca de 0 € R™, W é uma

vizinhanca de 0 € R"™ e U uma vizinhanca de 0 € R" (U C U'), tal que

(hog)(x1,...,Tmy...,2n) = (Viofooog)(wy,...,Tm,...,Tp)
= (xlu"wxm)u
para todo (z1,...,Zm,...,2T,) € Z x W. Dali, basta tomarmos 1) = v e ¢ = ¢ o g para
concluirmos o resultado. [ |

Mantenhamos a hipotese de que f : X — Y uma aplicacao entre as variedades X

e Y, de dimensoes n e m (n > m), respectivamente, e consideremos o conjunto

f ) ={z e X; f(z) =y}

Definimos agora que

Definig¢ao 1.10. [20] Um ponto y € Y é um valor regular de f se df, : T, X — T,Y é
sobrejetiva para todo z € f~1(y).

Notemos que, se f é uma submersao no ponto z € f~!(y), entdo podemos, pela
Forma Local das Submersoes, obter parametrizacoes ¢ : U — U;NX,com U = Z x W,
onde Z é aberto de R™ e W é aberto de R*™™™ e ¢ : V — V1 N X, com ¢(0) = y, tais
que

(0 tofod) Tt .., Tmy .. Tn) = (T1,..., 7).

para todo (Tq,...,Tpm,...,T,) € Z x W. Assim, consideremos o conjunto f~(y) NUj.
Temos que
STy NU) ={(21,. Ty ooy an) EU oy = ... =2, =0} = {(0,...,0)} x W,

pois dado =z € {(0,...,0)} x W, temos que (f o ¢)(z) = y e, portanto, ¢(x) €

12
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f~Yy) N Uy, o que implica que x € ¢~ (f~1(y) N U;). Além disso, ¢ claro que se
(1, Ty ey n) € 07NN y)NU) C U, entdo oy = ... = x,, = 0, pois se x; # 0

para algum ¢ = 1,...,m, entao

(Wl o fod) @y, ., Ty Tn) = (21, .., 24 ..., Tm) 7 (0,...,0)

o que é um absurdo. Desse modo, ¢ define um difeomorfismo entre f~1(y) N U, e
{(0,...,0)} x W. Mas, como {(0,...,0)} x W é difeomorfo a W, concluimos que

f~Yy) N U, é difeomorfo a W e isso prova o seguinte resultado:

Teorema 1.6. [20] Sey € Y é um valor reqular de f: X — Y, entio a f~(y) € uma
subvariedade de X e dim f~'(y) = dim X —dimY".

Supondo ainda que y é o valor regular de uma aplicacao f : X — Y precisa-
mos também discutir um outro ponto relevante e que diz respeito exatamente a uma

importante caracterizagao do espaco tangente a variedade f~1(y).

Teorema 1.7. [20)] Seja f : X — Y uma aplicagdo suave entre variedades de dimensdo
n em (n > m), respectivamente. Se y € Y é um valor reqular de f e Z = f~(y),

entao, para qualquer ponto x € Z, kerdf, =T, Z.

Demonstragao: Tomemos x € Z e parametrizacoes ¢ : U C R"™™ — Uy NZ e

YV — ViNY para vizinhangas de x e y, com ¢(0) = z, ¢(0) = y tais que o diagrama

X / Y

d K

U — Vv
h=v¢"1ofop

comute. Entao, como h = ¢~ o f o ¢ é constante, ji que
h(u) = 6 (F(p(u))) = 2 (y) = 0, para todo u € U,
temos que dhg = dyp, Lo df, odpy = 0. Disso segue que
dho(R"™"™) = dip, " (dfu(po(R"™™))) = dvb,  (dfe(TZ)) = 0

e, dai, como d¢y_1 é injetiva, temos que df,(1,Z) = 0, ou seja, T, Z C kerdf,. Agora

observemos que, do fato df, : T, X — T,Y ser sobrejetiva, temos que
dimkerdf, = dim X —dimY = dim Z.

Dai, como T,Z é um subespaco de kerdf, que tem a mesma dimensao que ker df,,

concluimos que T, 7 = ker df,. [ |

13
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1.1.4 Transversalidade

Podemos estender a nogao de regularidade por meio de uma nova propriedade di-
ferencial. A ideia central que motiva esse estudo parte da tentativa de verificar quais
condigoes exigir para que a imagem inversa de uma subvariedade de Y seja também
uma subvariedade de X. Impulsionados por esse objetivo e tomando como referéncia
Lima[I3], apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que possamos ter tal
fato e definimos a partir disso a nocao de transversalidade, principal objeto de estudo
nessa subsecao.

Vamos fixar a partir de agora que X e Y sao variedades diferenciaveis de dimensao
n e m, respectivamente, que Z é uma subvariedade de Y de dimensao [ e que f :
X — Y ¢é uma aplicacao suave. Tomemos x € f~1(Z) e fagamos y = f(z). Entao, se
i1 Z — Y é a aplicacdo inclusao entre as variedades Z eY e : U CR = U, NZ
ey :V CR™— ViNY sao parametrizagdes para vizinhancas de y, com ¢(0) = y e
¥ (0) = y, tais que o diagrama

A : Y

o ls

U , Vv
h=v"1ojogp

comute, entdo temos do fato h = ¢ oio¢ = 1 o ¢ que dhy = diy " o dgy. Dai,
dhy é uma transformagao ¢ injetiva, donde segue que, di, = diy o dhgy o dg, ! também
¢ uma transformacao injetiva. Logo, ¢ é uma imersao e, assim, pela Forma Local das
Imersoes, temos que existem parametrizacoes ¢ : U - U1 NZed:UXxW —ViNY
tais que

(W toiop)(zy,...,z) = (v1,...,2,0,...,0),

para todo (zy,...,z,) € U, o que implica que 9" (U; N Z) = U x {(0,...,0)}.

Desse modo, definamos T o9 1o f: SNX — R™! onde SN X é uma vizi-
nhanga de = tal que f(SNX) C UyNY er : R — R™! é a aplicagio dada
por m(T1,..., ..., Ty) = (21,..., %) para todo (x1,...,2;,...,2,) € R™ facamos
g = mo Y~ e notemos, primeiramente, que SN f~1(Z) = (go f)~'(0). Observemos
também que dg, : T,Y — R™~! ¢ uma aplicagao sobrejetiva, logo Im(T,Y) = R™ ! e
kerdg, = T,Z, j4 que 0 € R™™! ¢ um valor regular de g e y € g7'(0) = U, N Z C Z.

Além disso, notemos também que 0 € R™~! é um valor regular de go f se e, somente
se, d(go f), : T.X — R™ ! & sobrejetiva, para todo z € SN f~1(Z). Mas, para que
d(go f). : T.X — R™! seja sobrejetiva, para todo z € SN f~1(Z) é necessario e
suficiente exigir que dg,(Im(df,)) = R™™', para todo z € SN f~!(Z). Nosso intuito,
a partir de agora, é provar que dg,(Im(df,)) = R™! para todo z € SN f71(Z) se e,
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somente se, Im(df,) + T,Z = T,(Y) para todo z € SN f~1(Z), pois a partir disso
podemos exigir uma condicdo necessaria e suficiente para que 0 € R™ ! seja um valor
regular de g o f. Para isso, comecemos supondo que dg,(Im(df,)) + T,Z = T,Y para
todo z € SN f~!. Entao

dgy(Im(df.)) = dg,(Im(df.)) + dg,(T,2) = dg,(Im(df.) +1,Z)
= dg,(T,Y)=R™ ' Vze SN f12).

Reciprocamente, se Im(df,) + T,Z # T,Y, entao existe v; € T,)Y tal que
v & Im(df,) +T,Z.

Mas desse fato segue que dg,(vi) € dg,(Im(df.)), pois se existe vo € Im(df,) tal que
dgy(v1) = dgy(vq), entdo vy — vy € kerdg, = T,,Z, donde obtemos que

vy = vg + (v1 — ve) € Im(df,) + T, Z,

o que contradiz a hipdtese. Dai, se Im(df,) + T,Z # T,Y, entao dg,(Im(df,)) # R™!
e isso conclui a demonstracao do fato afirmado. Com isso provamos que 0 € R™~! é um
valor regular de go f se e, somente se, Im(df,)+T,Z = T,Y, para todo z € SN f~(Z).

A partir disso introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.11. [20] Uma aplicacio f é transversal a Z no ponto x € f~1(Z) se
Im(df,) + T,Z = T,Y.

Observemos pelo que vimos anteriormente que, se f é transversal a Z nos pontos de
SN f=1(Z), entao 0 € R™~! ¢ um valor regular de go f, donde temos que SN f~1(Z) =
(go f)71(0) é uma subvariedade de X de dimensao n — (m — [). Na verdade, de modo

geral:

Teorema 1.8. Se f : X — Y é uma aplicacao suave transversal a subvariedade Z C 'Y,

entao f~(Z) € uma subvariedade de X de dimensao n — (m —1).

Suponhamos dessa vez que X também seja uma subvariedade de Y, tomemos a
aplicagao inclusao i : X — Y e observemos que i~ }(Z) = Z N X. Além disso, notemos
também que di, : T,(X) — T,Y é a inclusao do mapa T,(X) em T,Y, para todo

x € X. Dali, 7 é transversal a Z se e, somente se, para todo z € X N Z,

I X+1T1T,Z2=1Y
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e com base nisso definimos:

Definigao 1.12. [20] X e Z, subvariedades de Y, sdo transversais se
T.X+T,Z2=T,Y.

para todoz € X N Z.

A partir de agora vamos estabelecer uma importante caracterizagao para os pontos

criticos de uma fungao g de R™ em R restrita a uma variedade X.

Proposigao 1.9. Se g|x : X — R é a restrigdo de uma aplicacao g : R" — R & uma

variedade X, entao o conjunto dos pontos criticos de g restrito a X é dado por:
(i) Pontos x € X tais que x é ponto critico de g;

(ii) Pontos z € X tais que x é valor regular de g e Z = g~ '(g(z)) intersecta X nao

transversalmente em z.

Demonstragao: Comecemos tomando a aplicacao inclusao i : X — R" e definamos
fpondo f =goi: X — R. Entao, é importante destacar primeiramente que, dado
re X,

dfy = dgi(z) © diy = dgg 0 iy,

onde i, é a inclusao entre T, X e R" e que, claramente, se x € X é um ponto critico de
g, entao = é ponto critico também de f.
Suponhamos, agora, que x é um ponto regular de g. Temos que x é ponto critico

de f se e, somente se, df, nao é sobrejetiva, ou seja, se e, somente se,
dg.(Im(iz)) = dg.(T. X) C R.
Por meio desse fato vamos provar que x é ponto critico de f se e, somente se,
Im(i,) =T, X C kerdg,.

E claro que uma dessas implicagdes é ébvia, pois se Im(i,) = T,X C kerdg,, entao
df (T, X) = dg.(i.(T.X)) = dg.(T.X) C dg.(kerdg,) = 0, donde segue que df, ¢é
injetiva e, portanto, x é ponto critico de f. Para provar que vale também a reciproca
basta supormos, por absurdo, que existe y € T, X tal que dg,(y) = a # 0, isto é, que
existe y € T, X — ker dg, e observamos que disso segue que, para todo b € R, podemos
tomar um elemento em T,,(X) cuja imagem por dg, é b (a saber, z = P Y), 0 que nos

levaria a concluir que dg,(7T,X) = R que é seria uma absurdo.
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Tomando o conjunto

7 =g Yg(x)) ={(z1,...,2,) €ER" g(x1,...,7,) = g(z)},

usando a afirmacao provada acima e também o fato de que kerdg, = T, Z concluimos
que x é ponto critico de f se e, somente se, T, X C T,Z, ou seja, x é ponto critico
de f se e, somente se, Z = g~ '(g(x)) intersecta X nao transversalmente em z. Como

f = glx, segue a proposigao. -

Exemplo 1.2. Tomemos a fun¢io g : R* — R dada por g(z1, T2, x3) = 3 € a variedade
X = {(x1,29,23) € R3% 2% + 23 + 22 = 1}. Como Vg(xy,29,73) = (0,0,1) para
todo (z1, 79, 73) € R3, temos que g nao possui ponto critico. Mas, notemos que nos
pontos (0,0,1) e (0,0,—1) os planos tangentes a g~ '(1) = {(z1,79,1); 21,70 € R}
e g7 (=1) = {(z1,79,—1);x1,72 € R} coincidem, respectivamente, com os planos
tangentes & X em (0,0,1) e (0,0,—1), assim, os planos tangentes & g~'(1) e g7'(—1)
sdo nao-transversais aos planos tangentes & X em (0,0,1) e (0,0, —1), respectivamente
e, portanto, (0,0,1) e (0,0, —1) s@o pontos criticos de g restrito & X. Na verdade, esses

sao os unicos pontos criticos dessa restricao.

1.1.5 Variedades com Fronteira

Os objetos de estudo dessa subsecao sao subconjuntos de R™ que nao podem ser
consideradas variedades uma vez que suas fronteiras nao sao difeomorfas a um aberto

de um espaco R™. O exemplo mais simples desse tipo de espaco é o conjunto
H™ = {(‘1'17' - 7xm);x17' cTm—1 € Ral'm > O}

cuja fronteira é R™~1. Nesse tipo de espaco estabelecemos um novo conceito, mais

precisamente, o de variedades com fronteiras. Assim, definimos que

Definicao 1.13. [20] Um subconjunto X de R"™ é uma variedade com fronteira m—
dimensional se para cada z € X existir uma vizinhanca de x difeomorfa a um aberto
de H™. Como anteriormente, tal difeomorfismo é dito uma parametrizagao local de
uma vizinhanca de z. A fronteira de X, denotada por 0X, consiste dos pontos que

pertencem a imagem da fronteira de H™ por alguma parametrizagao local e o interior

de X é dado por 0X.

Observe que o préprio conjunto H™ é uma variedade com fronteira. além disso,
claro que por essa definicao o conceito que ja definimos de variedades se encaixa na
definicao de variedades com fronteira. Nesse sentido, é natural tentar pensar que algu-

mas nocoes sobre variedades suaves sem fronteira se estendam também para variedades
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com fronteira. De fato, basta notarmos que espagos tangentes e derivadas ainda podem
ser definidos nesses espacos.

Essa construcao, feita em [20], parte basicamente do fato de que se g : U — R™, com
U aberto de H™, é uma aplicacao suave, entao para pontos do interior de U dg, esta,
automaticamente, bem definida. No entanto se u € U, o caminho para mostrar que
dg, esta bem definida parte por de uma estratégia diferente. Nesse caso, é necessario
considerar uma aplicacao G que estende g a uma vizinhanga de u, em R", e definir a
derivada de dg, como sendo dG, : R" — R™ e isso esta de fato bem definido.

De acordo com [20], podemos também tomar x € X e ¢, uma parametrizagao
local, e definir o espago tangente a x, T, X, pondo que T, X = d¢,(R") e podemos
verificar que T, X esta bem definido, provando apenas esse conjunto nao depende de
parametrizacao. Assim como no caso de variedades sem fronteira, 7, X também é um
subespaco de R™ de dimensao m, inclusive para ¢ € 0X. E, por fim, se F': X — Y é
uma aplicacao suave entre duas variedades com fronteira, entao para qualquer ponto
xr € X podemos definir também, como para o caso de variedades sem fronteiras, a
derivada df, : T, X — T,(Y) satisfazendo, inclusive, a regra da cadeia.

Por [20] temos também que se X é uma variedade com fronteira de dimensao m,
entao IntX é uma variedade sem fronteira de mesma dimensao, pois dado um ponto
r € X e uma vizinhanca desse ponto temos, por uma parametrizacao local, que a
imagem inversa dessa vizinhanca é um aberto de H™ que estd totalmente contido em
Int(H™), sendo portanto um aberto de R™. Nesse sentido, serd que 0X seria também
uma variedade sem fronteira? Se sim, qual seria dimensao de 0X? Bem, tomando
como um caso especifico a variedade com fronteiras H™, ja citada aqui, temos que
OH™ = R™ ! ¢ de fato uma variedade sem fronteira e de dimensao m — 1, mas isso
pode ser garantido de maneira mais geral, uma vez que se X ¢é uma variedade com
fronteira de dimensao m, entao 0.X é uma variedade sem fronteira com dimensao m—1,

conforme podemos verificar em [20].

1.1.6 Campo de Vetores e Fluxo em Variedades Suaves

Ao longo dessa subsecao nds apresentamos os principais resultados a respeito de
campos de vetores definidos sobre variedades suaves. A maior parte desses resultados
estao relacionados com objetos geométricos associados a tais campos, como ¢ o caso de

curvas integrais e, posteriormente, do fluxo. Nesse sentido, definimos:

Definigao 1.14. [20] Um campo de vetores suave ¥/ sobre uma variedade X é uma
aplicacdo suave ¥ : X — R" tal que ¥ (z) € T, X, para todo 2 € X. Além disso, uma

curva integral de 7, com condigao inicial x, é uma curva diferenciavel A : (—e, €) — X
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tal que A(0) = z e N(t) = T (\(t)) para todo t € (e, e).

Naturalmente, um questionamento que pode surgir a partir dessa definicao diz
respeito, basicamente, a existéncia ou nao de curvas integrais associadas a um campo
de vetores suave. Por meio do Teorema da Existéncia, Unicidade e Diferenciabilidade

de Solugbes de uma EDO, [12] podemos garantir, de maneira geral:

Lema 1.10. Se ¥ é um campo de vetores suave em uma variedade suave X, entao
para cada x € X existe um caminho diferenciavel A : (—e, ¢) — X tal que A\(0) = x e
N(t) = T (A\(t)) para todo t € (—¢,€).

Agora, consideremos em R x X um aberto D com a propriedade de que, para cada
r € X o conjunto D, = {t € R;(t,x) € D} é um intervalo aberto contendo 0 entao

podemos estabelecer que:
Definigao 1.15. [20] O fluxo local é um mapa continuo ¢ : D — X que satisfaz:
(i) ¢(0,z) = z, para todo z € X

(ii) o(t, (s, x)) = o(t + s,x), para todo x € X e s,t € R tais que s,s +t € (—¢,¢€) e
t e {t;(t,0(s,2)) € (—e, ) x U}.

Suponhamos que ¢ seja uma aplicacao suave e definamos a aplicacao T:X >R

dada por 7(95) = ¢'(0,z). Entao:

Proposicao 1.11. [12] A aplicacio ¥ é um campo vetorial suave de X e, dado z € X,
d(x,t) - (—e,€) = X é uma curva integral de .

Assim, dado um fluxo suave, podemos a partir desse fluxo definir um campo de
vetores suaves. Logo abaixo provaremos também que, dado um campo de vetores
suave, podemos definir a partir dele um fluxo que satisfaz determinadas condicoes.

Para isso, definimos, para cada t € R, o conjunto
X, ={x € X;(t,x) € D}

e estabelecemos que uma curva integral é dita maximal se nao é possivel estendé-la por
uma curva integral em um intervalo aberto "maior”e o fluxo é dito maximal se também
nao admite nem uma extensao para um aberto "maior”que o seu dominio. Partindo

disso, [12] demonstra que

Teorema 1.12 (Teorema Fundamental em Fluxos). [19] Se ¥ ¢ um campo de vetores
suave em uma variedade X, entao existe um unico fluro mazximal ¢ : D — X tal que
Y (x) = ¢'(0,2), para todo x € D. Além disso,
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(i) Para cada x € X, a curva ¢(t,x) : R — X € a unica curva integral mazimal de

7, com condi¢cao inicial x.

(ii) Para cada t € R, o conjunto X; € um aberto de X e ¢(t,x) : Xy — X_4 é um

difeomorfismo com inversa ¢(—t,z) : X — X,.

E importante destacar que nem todo campo de vetores gera um fluxo global, mas
quando isso ocorre dizemos que um campo de vetores é completo. O principal resultado

a respeito disso segue logo a seguir:

Teorema 1.13. [712] Em uma variedade suave compacta todo campo de vetores suave

€ completo.

Nesse caso, também temos que o fluxo ¢ gerado por qualquer um desses campos de
vetores determina, para cada t € R, uma familia de difeomorfismo {¢(t,z) : X — X}.
E é com base nessas propriedades de fluxo que a utilizacao de campo de vetores para
determinar homeomorfismos entre conjuntos é, por nés, amplamente abordada ao longo
desse trabalho, como é o caso com o Teorema da Estrutura Conica e o Campo de Vetores
de Kuo.

A maioria das deducbes de cada um desses resultados parte de uma construcao
que toma uma particao da unidade como ferramenta uma para construgao de campos
vetoriais. Nesse sentido, abordamos a partir de agora algumas defini¢oes e resultados

acerca desse tema. Para isso, comecemos estabelecendo a seguinte definicao:

Definicao 1.16. [I9] Sejam X C R™ uma variedade suave e ¢ : X — R. Entao o
suporte de ¢ é definido como sendo o fecho do conjunto ¢~ '(R — {0})

Sabemos que o fecho de ¢~'(R — {0}) é um conjunto fechado, portanto, possui
complementar aberto. Dai, se x € X nao pertence ao fecho de ¢~ (R — {0}) (ou seja,

nao pertence ao suporte) entdo existe uma vizinhanga V' de x tal que

V C (@ (R={0})" =¢7(0),

ou seja, existe uma vizinhanga V' de = que anula ¢. Agora, tomemos {Uy, ..., U,} uma

cobertura aberta finita do espaco X, definimos que:

Defini¢ao 1.17. [I9] Uma familia de fungdes
¢;: X = [0,1] para i=1,...,n

¢ dita uma parti¢do da unidade dominada por {U;} se

20
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(i) suporte ¢; C U; para cada i € {1,...,n};
(ii) Z ¢(x) =1 para todo = € X.
i=1

Um questionamento natural que pode surgir com relagao a uma particao da unidade
dominada por um conjunto finito de aberto diz respeito justamente a existéncia de tal

conjunto de funcoes. Que, de maneira geral, é garantida pelo seguinte resultado:

Teorema 1.14 (Existéncia de uma Particdo da Unidade Finita). [19/ Se {Ui,...,U,}
uma cobertura aberta finita do espaco X, entao existe uma particao da unidade domi-
nada por {U;}.

Podemos ainda generalizar a definicao de particao da unidade para o caso em que

{U;} € J é uma cobertura infinita aberta do espaco X.

Defini¢ao 1.18. Uma parti¢do da unidade dominada por {U;};c; é uma familia de
fungoes
¢ X —100,1 ieJ

tais que
(i) suporte ¢; C U; para cada i € J,;

(ii) Cada x € X possui uma vizinhanca na qual apenas um nimero finito de ¢; sao

nao nulos.
(iii) Z ¢(z) = 1 para todo z € X
ied
E importante destacar que, por [I7], podemos garantir também, para uma cobertura

infinita aberta {U; };cs, um resultado analogo ao Teorema ou seja, a existéncia de

uma parti¢ao da unidade infinita dominada por {U;}c.

1.2 Fibrados Localmente Triviais

O objeto de estudo central dessa secao sao os fibrados localmente triviais.

Defini¢ao 1.19. [12] Um fibrado localmente trivial é uma estrutura (F, B, f, F') onde
E, B e F sao espacos topologicos e f : E — B é uma aplicagao sobrejetiva continua
que satisfaz a condicao de trivialidade local, ou seja, que para todo z € B existe uma
vizinhanga U de x e um homeomorfismo ¢ : f~1(U) — U x F tal que o diagrama a

seguir comuta
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onde m: U x F'— U é a projecao dada por 7(z,y) =z, parax € U ey € F.

Aos espagos E, B e F' damos os nomes de espaco total, espaco base e fibra do
fibrado, respectivamente. E muito comum também se referir a aplicacao f como sendo
o fibrado. Agora, observemos que, para qualquer z € B, f~!(z) é homeomorfo a F,
nesse caso, dizer que (F, B, f, ') é um fibrado equivale a dizer que para todo = € B
existe uma vizinhanca U de z e um homeomorfismo ¢ : f~1(U) — U x f~'(z) que
satisfaz m o ¢ = f. Podemos ainda generalizar essa definicao também para variedades

diferenciaveis da seguinte forma:

Definigao 1.20. [12] Sejam E, B e F variedades diferenciaveis e f : E — B uma
aplicacao sobrejetiva diferencidvel, entao (F, B, f, F') é um fibrado localmente trivial
se, para todo z € B, existir uma vizinhanca U de x e um difeomorfismo ¢ : f~}(U) —
Ux Ftalque mro¢p = f,onde m: U X F é a proje¢ao dada por 7(z,y) = z, parax € U
e y € F', ou de maneira equivalente, se para todo x € B existe uma vizinhanca U de x
e um difeomorfismo ¢ : f~1(U) — U x f~1(z) que satisfaz 7o ¢ = f.

Exemplo 1.3. Denotemos por S' = {z € R* 2% + y*> = 1} e tomemos F = S' x R,
B=S'e f:E— Bdadapor f(z,t) = z. Dado x € B, a quadrupla (F, B, f, f~'(x))
¢ um fibrado localmente trivial. De fato, seja € B e U uma vizinhanga de z, entao
Y U)=UxRe f~}z) =R. Tomando ¢ : U x R — U x R dada por ¢(z,t) = (z,t)
temos que (7o ¢)(x,t) = 7(¢(x,t)) = w(z,t) =2 = f(x,t) paratodoz € Uet €Re

disso segue o resultado.

Figura 1.3: Projecao do cilindro sobre S*
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Agora que ja estabelecemos cada uma dessa nogoes é natural pensar quais condi¢oes
podemos exigir para que uma quadrupla (E, B, f, F') seja um fibrado localmente trivial.
Um dos principais resultados a respeito disso é o Lema de Fibracao de Ehresmann, cuja

demonstracao pode ser consultada em [22].

Lema 1.15 (Lema de Fibragao de Ehresmann). [I2] Se N e P sao variedades suaves e
f: N — P uma submersao prépria. Entao (E, B, f, f~!(z)) ¢ um fibrado localmente

trivial.

OBS: Podemos ainda generalizar esse lema para o caso em que N e P sao variedades

com bordo.

1.3 Nocgoes Algébricas Preliminares

Ao longo dessa se¢ao abordamos alguns resultados e defini¢oes associados a dlgebra
que sao importantes, principalmente, para o segundo capitulo desse trabalho. As prin-

cipais referéncias utilizadas no decorrer dessa abordagem sao Atiyah[l] e Kunze[6].

Definicao 1.21. [I] Seja A um anel. Um A—mdédulo é um par (M, ) onde M é um
grupo abeliano e g uma aplicagdo de A x M em M (que por conveniéncia escreveremos

p(a, z) = ax que satisfaz, para todo a,b € A e xz,y € M,
(i) a(r +y) = ax + ay;
(i) (a+b)xr = ax + bx;
(iii) (ab)x = a(bz);
(iv) 1z = .

Observemos que disso segue que qualquer ideal de A é um A—mddulo. Agora,

definimos também que:

Defini¢ao 1.22. [I] Um submédulo N de um A—mddulo M é um subgrupo de M que

é fechado para a aplicagao pu.

Definicao 1.23. [1I] M ¢é um A—mddulo Noetheriano se toda cadeia
N CN,C...CN,C---

de submédulos de M estaciona, ou seja, se existe n € N tal que N, = Ny, 1 =---.

E importante destacar ainda, a respeito disso, a seguinte caracterizacgao:
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Proposigao 1.16. [I] M é um A—mddulo Noetheriano se, e somente se, todo submédulo

de M ¢ finitamente gerado (como um A—mdédulo.).

A demonstragao desse resultado pode ser consultada em [I] e aqui o apresentaremos

sem demonstragao. Agora, definimos que
Definicao 1.24. [1] Um anel A ¢é dito Notheriano se é Noetheriano como um A—mdédulo.

Assim, se A é um anel Noetheriano temos, nao s6, que toda cadeia de ideais de A
estaciona, como também, que todo ideal de A é finitamente gerado. Nesse contexto,
um exemplo trivial de anel Noetheriano os corpos , ja que os tnicos ideais de um
corpo K sao {0} e K. Isso, em conjunto com os resultados que seguem logo em
seguida, garantem uma série de fatos importantes sobre os objetos de estudo ainda
dessa secao. Nesse trabalho nds simplesmente os assumiremos sem nos preocuparmos

com as demonstragoes, que podem também ser consultadas em [I].

Teorema 1.17 (Teorema da Base de Hilbert). [1/ Se A é um anel Noetheriano, entdo

Alz] € um anel Noetheriano.

Corolario 1.18. Se A é um anel Noetheriano, entdao A[zy, -+ ,x,] é um anel Noethe-

riano.

Partindo dessas observacgoes, tomemos K um corpo infinito e K™ o conjunto formado

pelas n—uplas © = (x1,...,2,), onde z1, ..., x, € K. Definamos que:

Defini¢ao 1.25. [6] Um subconjunto V' C K" é chamado um conjunto algébrico se

existe um cole¢ao S C K[zy,...,x,] tal que
V={(z1,...,2,) € K" f(z1,...,2,) =0,Vf € S}.
Assim, suponhamos que V' seja um conjunto algébrico e consideremos o ideal
IV)={f eKlxy,...,z); f(x1,...,2,) =0, V(2x1,...,2,) € V}.

Como K é um anel Noetheriano, temos pelo Corolério que K[z, ..., z,] é Noethe-
riano. Assim, todo ideal de K[zy,...,x,] é gerado (como um K[zy,..., z,]-mddulo)
por uma quantidade finita, fi, fo, ..., f;n, de polinémios de K[z, ..., z,] e isso é valido
particularmente para I(V).

Unindo isso ao fato de que V' = {(x1,...,2,); f(z1,...,2,) = O,Vf € I(V)},
resultado cuja demonstracao pode ser verificada em [6], chegamos & conclusao de que

V' pode ser descrito como o conjunto das raizes comuns a uma quantidade finita de
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equacoes polinomiais, digamos fi, fa, ..., f,n. Em outras palavras,

V= f10)n f10) N0 f,H0)

e disso podemos concluir também que V' é um conjunto fechado em R™, pois cada
f71(0) é um fechado em R", uma vez que 0 é fechado em R e cada f; é continua.
Segue também do fato de Klzy,...,z,] ser Noetheriano que qualquer cadeia de

conjuntos algébricos V; DV, D --- DV, D .- estaciona. De fato, se

‘/13[/23...3‘/”3...7

entdo podemos concluir facilmente que I(Vy) C I(Va) C --- C I(V,,) C ---. Como essa

cadeia estaciona, uma vez que K[zy, ..., x,] é Noetheriano, temos que existe n € N tal

que I(V,) = 1(Vpyq) =---. Dai, V, = V.1 = --- e, portanto, V; D Vo D --- DV, D
- estaciona.

E importante ressaltar também que se Vi e V5 sao dois conjuntos algébricos, entao
ViNVy e ViUV, também sao conjuntos algébricos, conforme podemos verificar em [6].

Por fim, definimos que:

Definig¢ao 1.26. [6] Um conjunto algébrico V', ndo-vazio, é uma variedade algébrica se
nao pode ser escrito como uniao de dois subconjuntos algébricos proprios. Em outros

termos, uma variedade algébrica é um conjunto algébrico irredutivel.

1.4 Conjuntos Analiticos e Germes de Funcgoes

Analiticas

Cada objeto de estudo abordado ao longo dessa secao parte de uma classe especial
de funcgoes que, a grosso modo, é mais ampla que a classe dos polinomios, mas que
ainda preserva certas propriedades associadas a esse conjunto. Ou seja, nessa secao
noés apresentamos alguns aspectos relacionados a classe de fungoes analiticas. Desse

modo, de maneira geral, definimos que:

Definicao 1.27. Uma funcao f : K" - K (K = R ou K = C) ¢é analitica se para cada

a=(ay,...,a,) € K" existir uma vizinhanga U C K" de a tal que

flze, .. xn) = flag, ..., a,) + ZM(%—%)

i=1 Oz;

*f(ay,. ..,
5> fg;:,(‘?x; ") (o, — )y — )+ -+

i=1 j5=1
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para todo x = (z1,...,2,) € U.

Ou seja, uma funcao f : K" — K é dita analitica se localmente pode ser expandida
por uma série de Taylor. Para o caso em que K = C, dizer que f é analitica é equivalente

a dizer que f é holomorfa. Além disso, definimos também que

Defini¢ao 1.28. Um conjunto V' C K" (K = R ou K = C) é dito analitico se, para
cada a € V, existe uma vizinhanca U de a e fungoes analiticas f1,...,f, : U C— K
tais que

VNU={zxeK" fi(zr)=...= f(x) — 0}.

Entao um conjunto analitico é uma extensao natural de um conjunto algébrico.
Claro que disso temos que todo conjunto algébrico é também um conjunto analitico.
No espago das fungoes K—analiticas (definidas em uma vizinhanga 0) definiremos agora
uma relacao de equivaléncia ~ estabelecendo que, dada duas funcoes f : Uy — K e
g : Uy = K, f ~ g quando existe uma vizinhanca U de 0 tal que f|y = g|y. As
classes de equivaléncia determinadas por ~ sao chamadas de germes e denotadas por
f (K" 0) = (K, f(0)) e a colecao de todos esses germes de fungoes é denotado por
O,. E importante destacar que o conjunto O,, é um anel comutativo com unidade cujo
tnico ideal maximal é M = {f € O,; f(0) = 0}.
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Capitulo 2
Singularidades e Fibracao de Milnor

Nesse capitulo apresentamos uma série de nogoes e resultados importantes para
a construcao de toda a teoria que sera discutida nas proximas secoes. Todos esses
resultados foram construidos sobre uma classe especifica de conjuntos: os conjuntos
algébricos, mas que podem também ser estendidos para conjuntos mais gerais. Na
secao abaixo introduzimos algumas definicoes e resultados importantes acerca disso.

As principais referéncias para esse capitulo sao: Milnor|[18§]

2.1 Fatos Basicos sobre Conjuntos Algébricos

Nessa secao, introduzimos algumas nogoes associados aos conjuntos algébricos (reais
ou complexos) e apresentamos a partir disso alguns resultados relacionados, como é o
caso, por exemplo, do Teorema da Estrutura Conica. E importante destacar, antes de
tudo, que ao longo dessa secao K indica sempre C ou R.

Tomemos V' C K" um conjunto algébrico nao-vazio. Escolhamos uma quantidade

finita de polindémios fi, ..., f,, que gerem o ideal I(V') e para cada z € V consideremos
a matriz
dfr df1
B, (x) - D (z)
(0fi/0xj(x)) = : - :
Afm fm
a—xl(x) T oz, ()

Seja p o maior posto dessas matrizes. Entao, definimos que

Definigao 2.1. [18] Um ponto z € V' é chamado nao-singular se o posto de (9f;/0z;(x))

é p e é dito singular se o posto de (0f;/0x;(z)) é menor que p.

Notemos que a definicao nao depende de fi,..., f,, pois qualquer polinomio f,,11

extra adicionado a lista pode ser escrito como f,,11 = g1f1 + - + gmfm. Além disso,
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2. Singularidades e Fibracao de Milnor

Lema 2.1. [I8] O conjunto (V') de todos os pontos singulares de V' é um subconjunto

algébrico proprio de V.

Demonstracao: Comecemos observando que, se z € X(V), entao (0f;/0x;(x)) nao
assume posto maximo, donde segue que, o determinante de todo menor p X p de
(0fi/0x;(x)) se anula. Além disso, notemos também que, se x € V é tal que o de-
terminante de todo menor p x p de (0f;/0x;(x)) se anula, entdo z € X(V). Dai,
considerando, estrategicamente, o conjunto S de todos determinantes de menores p X p
de (0f;/0x;) e observando que, S C K[zy,- -+ ,z,], chegamos a conclusao que X(V) é
o conjunto dos pontos de V' que anulam todos os polinomios de S. Sendo assim, temos
que X(V') é um subconjunto algébrico de V. E claro também que (V') é préprio, pois
se V .C X(V), entao (0f;/0x;(x)) tem posto menor que p para todo x € V, mas isso é
um absurdo. [ ]
Podemos também obter um resultado importante a respeito dos pontos nao-singulares

de um conjunto algébrico V' C K", conforme destacamos abaixo:

Teorema 2.2. (Whitney)[18] O conjunto V- — X(V') de pontos nao-singulares de V' é

uma variedade suave nao vazia (de dimensio n — p sobre K).

Além disso, mais especificamente, para qualquer par de conjuntos algébricos V' e

W (V. O W), podemos garantir também que:

Teorema 2.3. (Whitney)[[18]] V — W tem, no mdzimo, um nimero finito de compo-

nentes conexas.

Exemplo 2.1. A seguinte variedade algébrica:

V ={(z,y) € R*y* - 2*(1 — 2*) = 0}

a

Figura 2.1: Representacao de V'

ilustra bem o tipo de ponto singular mais bem comportado e de facil compreensao, um
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"ponto duplo”, onde dois ramos analiticos reais com tangente distintas se cruzam.

De fato, consideremos a fungao f : R? — R dada por f(z,y) = y? — 2® + 2*

(f(x,y) =0, para todo (z,v) € V) e a matriz

( %(w,y) %(az,y) > = < —2x + 423 2y >

2 2
(0,0) e apenas (0,0) pertence a V', temos que (0,0) é o tinico ponto singular de V.

1
que tem posto maximo 1. Entao, como essa matriz se anula em (——, O), (—, O> e

E importante ressaltar que nesse exemplo usamos, implicitamente, o fato de que
qualquer outro polinomio que zerasse o conjunto V' era multiplo do polinomio f, sendo
assim, poderiamos tomar f como sendo o tnico gerador de I(V') e isso, sem duvidas,
facilitou a determinacao dos pontos singulares de V. Esse artificio é, na verdade, garan-
tido pelo resultado abaixo, que aqui apenas o enunciaremos, mas que a demonstracao

pode ser consultada em [I8].

Lema 2.4. [I8] Seja V' um conjunto algébrico real ou complexo definida por uma
equagao polinomial f(x) = 0, com f irredutivel. No caso real adicionemos a hipétese
que V contem um ponto regular de f. Entao, todo polindomio que se anula em V é

multiplo de f.

Observemos também que, pelos Teorema e Teorema de Whitney, podemos

assegurar que

Corolario 2.5. [18] Qualquer conjunto algébrico V' real ou complexo pode ser escrito

como a seguinte uniao finita disjunta
V:M1UM2UUMp

onde cada M; ¢ uma variedade diferencidvel com apenas uma quantidade finita de

componentes conexas.

Demonstracao: Ponhamos, indutivamente, M; =V —X(V), My = £(V) —X(E(V)),
M; = 3(3(V)) — E(X(X(V))) e assim sucessivamente e observemos que, para algum
pEN,
X(---X(V)=0
p

pois do contrario, terfamos pelo Lema que

V2 E(V) 2XEWV)) 2 B(EEWV))) -
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nao estacionaria, o que seria um absurdo. Dai, como podemos escrever

V=(V-2WV)UEWV)=2EMW)U---UE(--X(V)) = E(---X(V)) UE( - 5(V)),

concluimos que

V=MUMU--UM,

|

A partir de agora, tomemos M; = V —% (V) a variedade suave formada pelos pontos
nao-singulares de um conjunto algébrico V' C K" e tomemos g uma func¢ao polinomial
em K”. Sabemos pelo Teorema qual as condigoes exigidas para que pontos em
M, sejam pontos criticos de g|p,. Mas nem sempre é facil obter tais pontos por meio
dessa caracterizacao. Em algumas situagoes é mais interessante empregar a seguinte

ferramenta de carater algébrico:

Lema 2.6. [I8] O conjunto dos pontos criticos de uma restrigdo da funcao g|y, é igual
a intersecao de M; com o conjunto algébrico W, que consiste dos pontos x € V' tais

que a matriz

dg dg
8_x1(x) oz, (z)
Ny o Sl
0, oz,
O O
9, @) oz, %)
tem posto menor ou igual a p; onde fi,- -, f,, denota os polinémios que geram I(V).

Demonstragao: Considerarmos o caso em que K" = R” (o caso complexo pode ser
feito de modo andlogo) e lembremos que M; = V — (V') é uma variedade de dimensao
n — p. Tomemos y € My, i : My — R™ a aplicagao inclusdo e ¢ : U’ C R** — U N M,
ey V] CR" — V/ NR" parametrizagoes para y que satisfazem ¢ (0) = ¢(0) = y tais

que o diagrama abaixo

M, ! R™

¢ E

U/ V/
h=y~"loiop

comuta. Entao, como 7 é uma imersao temos pela forma local das imersoes que existem

existem parametrizacoes ¢ : U CR"? - U NM; e : U x U — Vi NR™ tais que

(W oiop)(ur, ... tnp) = (Ug,. .., Uy, 0,...,0),
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para todo (uy,...,u,) € U edal "YUy N M) =U x {(0,---,0)}.
Com isso concluimos que para uma vizinhanca de y podemos escolher um sistema
analitico de coordenadas locais uq,...,u, de R™ tais que M; corresponde ao lugar

geométrico u; = -+ = u, = 0. Assim, Upt1,Ups2, - .., U, podem ser tomados como

coordenadas locais de M;. Observemos agora que a—z (x) = 0 para todo x € M; quando
Uj

j > p~+1, uma vez que f; anula M;. Além disso, notemos também que (0f;/0u;)(x) tem

posto p ja que (0f;/0u;)(x) é coluna equivalente a (0f;/0x;)(x). Assim, as p primeiras

colunas de (9f;/0u;)(x) sao linearmente independentes e, portanto, a matriz

9g 9g
6_u1( ) o, (z)
Oy o Py
ouy ou,,
O O
a—ul(l’) o, (z)
dg
tem posto p se e, somente se, () =--+ = (x) = 0, ou em outros termos, se
8up+1 aun

e, somente se, x é um ponto critico de g restrito a M; e, como a matriz acima é coluna
equivalente a matriz indicada no enunciado no lema, segue que o resultado. [ |

E importante ressaltar também, a respeito de g e My, que:

Corolario 2.7. [18] A funcao g|y; pode ter no méximo um nuimero finito de valores

criticos.

Demonstracao: Sabemos, pelo Lema [2.6] que o conjunto de pontos criticos de g,
restrito a My, é dado por MiNW = (V =X(V))NW =W —3(V) e, como a intersegao
de conjuntos algébricos ainda é um conjunto algébrico, temos, pelo Corolario que

My N W pode ser expresso pela seguinte uniao disjuntas:
MiNW =M UM,U---UM,,

onde cada M, é uma variedade diferencidvel como apenas uma quantidade finita de
componentes conexas. Claro que cada ponto = € M; é ponto critico de g restrito a M
ja que M} C My NW. Assim, x é também um ponto critico de g restrito a M; e disso
temos que todos os pontos de M| sao pontos criticos dessa restrigao. Mas desse fato
temos que g é constante em cada componente conexa de M, logo g(M]) é conjunto
finito e, portanto, o conjunto de todos os valores criticos de g restrito a My, que é dado
por g(Mj U ---Ug(M))), é finito. [

% um ponto nao-singular de V' ou um ponto singular isolado de

Agora, tomemos x
V (isto é, um ponto para o qual existe uma vizinhanca na qual 2° é o tnico ponto

singular de V'). Podemos garantir pelo resultado acima que:
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Corolario 2.8. [1§] Toda esfera S, centrada em z° e de raio &, com ¢ suficientemente

pequeno, intersecta V' em uma variedade suave.

Demonstracao: Consideremos, primeiramente, o caso real. Vamos provar, antes de

0 ¢ um ponto nao-singular, entao existe uma esfera S, centrada em z°,

tudo, que se x
tal que (V) NS, = ). Para isso observemos que do fato de z° ser nao-singular, existe

um menor (9fy /0 (x°)),x, da matriz

0 0
aﬁ(x()) ai@o)
6m' am:
B G

tal que o determinante é diferente de 0. Tomemos ¢g : R” — R uma fungao que para
cada z € R™ associa o determinante de (0f;/0x;/(x)),x, € observemos que g é continua,
ja que se trata do produto e diferenca de funcoes continuas. Como 0 é fechado em R,

temos que g~'(0) é fechado em R" e disso segue que
R" — g7 1(0) = {z € R"; g(z) # 0}

é aberto. Desse fato podemos concluir que existe um disco D, centrado em 2°, que estd
contido em R™ — g71(0) e assim, da prépria definigao de g, temos que D, N (V) = 0.
Claro que para € > 0 suficientemente pequeno isso é valido também para uma esfera
S, e disso segue o resultado.

Tomemos a fungao r : R — R dada por
r(z) = ||z — "%

Notemos que, pelo Corolario r restrito & V' — X(V) tem um numero finito de
valores criticos. Sendo assim, tomemos €2 > 0 menor que qualquer um dos valores
criticos positivos dessa restri¢ao e observemos que, se © € V — (V) é um valor regular
de r restrito & V — X(V), entao x ¢ S.. Assim, £ ¢é valor regular de r restrito a

V —3(V) e, portanto, a imagem inversa de €2, por essa restrigao, que é o conjunto
{z eV -XS(V)ir(z) =} =S.n(V - %(V))

¢ uma subvariedade de V' —X(V'). Mas, tomando ¢ suficientemente pequeno, S, e 3(V)

0

sao disjuntos, tanto para o caso que z” é um ponto singular isolado, como para o caso

que z° é um ponto nao-singular, temos que (V) NS, = (). Disso segue que

Sen(V-=%X(V))=S.nV
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o que prova o resultado. O caso complexo pode ser provado observando que uma
variedade complexa em C" vista como uma variedade real em R?". [ |

Curiosamente, essa mesma justificativa permite concluir também que, para ¢ sufi-
cientemente pequeno, V' e S, sao transversais. Na verdade, em determinadas situagoes
é até mais prético utilizar essa consequéncia, ao invés do préprio lema em si. E impor-
tante destacar também que o conjunto K = V NS, é comumente chamado de link e
ao longo desse capitulo ainda abordamos varios resultados a respeito dessa variedade

suave, o primeiro deles é o Teorema da Estrutura Conica.

Teorema 2.9 (Teorema da Estrutura Conica). [18] Seja 2° um ponto nao-singular ou
um ponto singular isolado, D, = {x € K"; |[x — 2°|| < e} eS. = {z € K"; ||z — 2% =
e}. Para € pequeno, a interse¢ao de V. com o disco D. é homeomorfo ao cone sobre

K =VnNS§..

Figura 2.2: Estrutura Conica

Demonstragao: Primeiramente, lembremos que o cone sobre K ¢é a uniao de todos
os segmentos de reta
thk+(1—1t)2° 0<t<1lkeckK.

e observemos que para demonstrar o teorema basta considerarmos, novamente, o caso
real, ja qualquer conjunto algébrico em C" pode ser considerada conjunto algébrico em

R2". Novamente, consideremos a funcao r : R* — R dada por
r(z) = [lz — 2°|?

e tomemos € > 0 suficientemente pequeno, de modo que z° seja o tinico ponto singular
(ou nao-singular) de V' que pertenca a D. e que a intersecao (V — X(V)) N D, nao
contenha nenhum ponto critico de r restrito a V' — (V). Para provar esse teorema nés
construiremos um campo de vetores diferenciavel 7 : D, — {2%} — R" satisfazendo as

seguintes condigoes:
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(i) O vetor 7(:5) aponta para fora de z°, para todo x € D, — {2°}, isto ¢,

(U (z),z — 2 >0

(ii) Se z € V — %(V), ¥ (z) serd tangente & variedade V — X(V).

Para isso construiremos um campo de vetores em vizinhancas de cada ponto de
D, —{x°} satisfazendo as condigoes acima. Assim, tomemos z,, € D.—{z"} e lembremos
que se x, € V entao podemos considerar U, uma vizinhanca de x, contida em R™ —V
e definir um campo ¥, : U, — R dado por ﬁa(x) = 2 —2° E claro que dessa

construcao temos que <7a(x), x — 2% > 0 para todo z € U,, pois
(Valz),x—2%) = (=2 2 — 2% = || —2°|

e ||z — 2°)? > 0, ja que z # 2°. Além disso, (ii) é vélido por vacuidade.

Se, por outro lado, z, € V e, portanto, pertence a M;, entao podemos escolher

um sistema de coordenadas locais uq,...,u, de uma vizinhanca de z, tal que M,
corresponde ao lugar geométrico uy = --- = u, = 0, conforme indicamos no Lema [2.6]

Do fato de x, nao ser um ponto critico de r restrito a M;, segue que ao menos uma

das derivadas parciais

or or
—(2a)y -, — (x4
G (o) ()
0
é diferente de 0, digamos a—r(xa) # 0. Seja U, vizinhanga conexa suficientemente
Up

0
pequena na qual 0_T # 0 e seja 7(:16) o vetor
Up

(214 D)

Quh
tangente a u,— curva coordenada em x, cujo sinal é escolhido de acordo com o sinal
r , : .
de — (). Esse vetor ¢é tangente a M) se x € My, pois a u,— curva coordenada estd

8uh

contida em M;. Além disso, como

AV a(w),x—2% = ) 2w —a))V?

i=1

57‘ 8@
- 2w (i o <x>)
= :I:;—Jh(x) >0

para todo = € U,, segue também que <7a(x),:r — 2% > 0 pra todo x € U,.
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Agora, construamos a partir desses campos de vetores locais um campo de vetores
global. Para isso tomemos uma partigao da unidade {¢,} em D, — {2°}, dominada por

{U,}, e definamos o campo vetorial

7@) = Z ¢a<$>7a(x)

em D, — {2°}. Notemos que, para cada x € D, — {2°},

<7($>, T — x0> — <Z ¢a(x)7a(x),x . x0>
= D a(@) (Valz),z —2°) >0,

pois (U (), z — 2°) > 0, pa(z) > 0 e a soma acima ¢ finita. Além disso, notemos que,
do fato de cada ¥ () ser tangente & V — X(V), sempre que 2 € V — X(V), temos que
U (x) é tangente a V — X(V), sempre que z € V — X(V). Assim, o campo de vetores
que construimos satisfaz os itens (i) e (ii).

Definamos, a partir disso, um campo vetorial % : D, — R dado por

7 (x)
(2(z = 20), ¥ ()

W (x) =
e consideremos a equacao diferencial

dx

Sejam p(t) = x as solugbes para essa equacao, definida em um intervalo (a, #). Entao,

para quaisquer uma delas temos que

B 1) = p(0) = W x).

dn.
Logo, cada %(t) corresponde exatamente a w;(x) e, consequentemente,

TR0 = @ GO+ e R0
or o
— 8—x1($) . Wl(x) 4ot . (z) - Wn(x)

= 2 —2°) Wi(x)+ -+ 2z, — 2°) - W,(x)
= ((2(x; —2%),...,2(z, — 2%)), (wy (), ..., w,(2)))
= 2z —2"),w(x)).
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Substituindo w (z), obtemos que

d(rop) B o g0
—ar W= <2< " B —), 7 @)

Portanto, (r o p)(t) = t + ¢, para alguma constante ¢. Como podemos subtrair a

constante ¢ do parametro t (se necesséario), assumiremos que

r(p(t) = lIp(t) — 2| = ¢.
Vamos mostrar agora que:

Lema 2.10. A solucao p(t) pode ser estendida para o intervalo 0 < t < 2.

Demonstragao: Primeiramente vamos supor que o campo W foi construido sobre
um conjunto aberto um tanto maior que D, — 2°, de maneira que a fronteira de D,
nao nos traga problemas. Seja & o conjunto de todos os intervalos abertos no qual p
pode ser definida e tomemos {Cy} ea uma cadeia de S (Com a relagdo de ordem dada
pela continéncia). Claro que essa cadeia é limitada superiormente. Dai, pelo Lema de
Zorn nés temos que a solugao p(t) pode ser estendida para um intervalo (o/, 8'). Agora
suponhamos, por absurdo, que £ < /. Vamos provar que p(t) pode ser estendido para
um intervalo ligeiramente maior, o que ira contradizer a hipotese. Para isso comecemos
observando que, como os pontos p(t), com o/ <t < ', pertencem ao compacto D, o
limite 2’ de {p(t)} com t — " pertence a D, e como r(z') = ' # 0, j& que r(p(t)) = t,
temos que 2’ € D, — 2°.

Usando o Teorema da Existéncia, Unicidade e Diferenciabilidade na equacgao di-
ferencial Z—f = E)(a:), numa vizinhanga U de z/, podemos garantir que para cada
2 € U e t” em algum intervalo arbitrariamente pequeno I contendo [’ existe uma
tunica solugdo = = ¢(t), t € I, tal que ¢(t") = 2", onde ¢(t) é uma fungao diferencidvel
de 2”,t" e t. Sendo assim, para aplicar esse teorema, escolhamos t” € (o/,5') N1 e
tomemos z” = p(t”). Usando a unicidade local nés temos que, p(t) = ¢(t) para todo
t € (o/,0") € I. Desse modo, as solugoes p e p podem ser unidas para fornecer uma
solucdo definida no intervalo (o, ") U I, mas isso é um absurdo e disso segue que
B" < 2. O mesmo raciocinio pode ser usado para concluir que a’ = 0 o que prova o
resultado. [ |

Observemos também que a solugao p(t), com 0 < t < &2 estd unicamente determi-

36



2. Singularidades e Fibracao de Milnor

nada pelo valor inicial p(e?) € S.. Assim, para cada a € S. tomemos
pa(t) = P(a,t), 0 <t <e?

a tinica solucao que satisfaz a condicao inicial p,(g) = P(a,&?) = a. Provaremos agora

que a aplicagao

P:S. x(0,e] — D.— {2
(z,t) — palt)

aplica S, x (0, ¢] difeomorficamente a D, — {2"}.

Para isso, comecemos observando que a sobrejetividade de P segue do fato de que,
dada qualquer solucao = = p(t), 0 < t < &, temos que r(p(t)) = t, donde segue que
para todo z € D, — {2°} existe (a,to) tal que = = p,(to). Além disso, P é também

injetiva, pois se p,(t1) = py(t2), entdo
Ipa(tr) = 2°1* = [[py(t2) — 2°|1%.

Assim, r(pq(t1)) = r(py(t2)) e, portanto, t; = to. Mas, se t; = t, = €%, entao implica a
injetividade. E claro também que P é diferenciavel e que a derivada de P é nao nula,
logo, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, P é um difeomorfismo local, donde segue o
resultado, ja que f é uma bijecao.

Agora notemos que do fato de ﬁ(az) ser tangente a M, para todo x € My, temos
que toda curva integral p(t) que tem um ponto M; esté contida em M;. Assim, P leva
K x (0, ¢] difeomorficamente em VN (D.—{z}). Claro que P(a,t) tende uniformemente

para z° quando ¢t — 0. Logo, a correspondéncia
ta + (1 —t)2° — P(a,te?)

definida para 0 < ¢t < 1 estende-se unicamente a um homeomorfismo do cone sobre S,

a D, e além disso, este homeomorfismo leva o cone sobre o link K em V N D.. [ |

2.2 Lema de Selecao da Curva

O foco central dessa secao ¢ o Lema de Selecao da Curva. E importante ressaltar
que a versao que abordamos aqui pode ainda ser generalizada para conjuntos mais
amplos, conforme pontuamos no fim das discussoes a respeito do tema e que essas

generalizagoes terao papel crucial ao longo desse trabalho. Agora que destacamos isso,
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tomemos V' C R™ uma conjunto algébrico real e U C R™ um conjunto aberto definido
por:
U={zeR"g(z)>0,...,q(x) > 0},

onde gy, -, g; sao polinomios. Entao o Lema de Selecao da Curva garante que

Lema 2.11 (Lema de Selegao das Curvas). [I8] Se 0 € U NV, entédo existe uma curva

analitica real
p:[0,e) > R"”

com p(0) =0 e com p(t) € UNV parat > 0.

Demonstragao: Suponhamos, primeiramente, que dim V' > 2. Vamos construir uma
variedade algébrica prépria Vi C V tal que 0 € UNV; e por um processo repetido
individualmente encontraremos um subconjunto algébrico V; de V, tal que dimV, <1
el e WVq. Partindo dessa ideia, ja podemos supor que V ¢ irredutivel, pois se V
¢ a uniao de dois conjuntos algébricos proprios, entao podemos tomar um desses dois
conjuntos como sendo V; o que trivializa o resultado.

Além disso, podemos supor também que existe uma vizinhanca D, de 0 tal que
D, NUNX(V) =0, pois do contrério 0 € m e disso poderiamos tomar V; como
sendo X(V). Agora, definamos fungoes r : R” — R e g : R — R dadas por

r(z) = lzl* e g(x) = g1(2) - g2(2) - u(z),

tomemos f1,. .., fr geradores do ideal I(V') e V' o conjunto de todos os pontos x € V

tais que o posto de

dg dg
a—xl(ﬂf) axn(ﬂf)
or or
a—xl(:v) 8%(9«“)
%(x) . O (2)
0y oz,
O fn s,
a—xl(ﬂf) T oz, (z)

¢ menor ou igual a p + 1. Entao segue que:

Lema 2.12. A intersecao U NV’ também contém pontos arbitrariamente préximos de
0.

Demonstracao: Por hipdtese, existem esferas suficientemente pequenas centradas em
0 que contém pontos de U N'V. Tomemos S, uma dessas esferas e consideremos o

conjunto
K={zxeVnNnS;aq(x)>0,...,9(x) >0}
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Provaremos, agora, que o conjunto K é compacto. Para isso, observemos, primeira-
mente, que o conjunto U; = {x € R™; g;(z) > 0} é fechado, ja que R — U; = {x €
R™; g;(x) < 0} é aberto, pois é a imagem inversa do intervalo (—oo,0) por g; continua.

Assim,

K ={reVnNnS;gq(x)>0,...,q(x) >0} =U;nU,N---NY,

¢ fechado. Mas, como V NS, é fechado, temos que K = V NS, N K’ é fechado e do
fato de K ser limitado, temos que K é compacto.

Assim, como ¢ é continua, temos que g deve assumir maximo em algum ponto z’ de
K. E claro que ' € U. Vamos mostrar, agora, que ' € V'. Comecemos relembrando
que, para £ > 0 suficientemente pequeno, nao s6 podemos ter que U NS, nao intersecta
(V) como também teremos que qualquer valor critico de r, restrito a (V —%(V))NU,
¢ maior que €2, donde por uma argumentacao semelhante ao do Corolario segue
que 2 é valor regular dessa restricao.

Logo, a imagem inversa dessa fungao, que é o conjunto S, N (V —X(V))NU é uma
subvariedade de (V' — X(V)) N U (uma variedade de mesma dimensao de V' — X(V),
ou seja, de dimensao n — p), mas S. N (V —=3(V))NU =S. NV NU e disso segue que
S:NV NU é uma variedade de dimensao n — p — 1. Além disso observemos também
que do fato de cada z € S, NV N U ser valor regular de r restrito a (V — X(V))NU

temos, pela mesma construcao do Lema [2.6] que o posto da matriz

or or

é igual a p + 1.

Seguindo o mesmo raciocinio do Lema [2.6] podemos concluir também que se = €

S. NV NU é ponto critico de g restrito a S, NV NU, entao x € S.NV NU NV, pois

se x ¢ V' entao

g—?(x) %?l(:v)
a—m(x) De. (x)
0t Ofm

a—zl(ﬂ?) oz, (z)

dg dg
6—%(1’) o, (z)
or or
a—h(af) o (x)
Dy Sl
8x1 8xn
O fn o,
6_:El< ) oz, (z)
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tem posto p + 2, donde temos que

dg dg
g—?(%’) %?n( )
a—zl(ﬂf) amn(x)
of.. of.
Loy o S

tem posto p+1 e isso nos que nos leva a concluir que = nao é ponto critico de g restrito
aS.NV NU. Assim, notemos que, como ¢ restrito a S, NV NU assume valor maximo
em z’, temos que ' é ponto critico dessa restricao. Dai, 2’ € V' e, portanto, como isso
é valido para e cada vez mais pequeno chegamos & conclusao de que U NV’ contém
pontos arbitrariamente préoximos de 0. [ |
Assim, é claro que, se V' for um conjunto préprio V', entdo podemos tomar V; = V.
A questao é que podemos ter V' = V', Caso isso aconteca tomemos funcoes g; : R — R
dadas por
)

gi(z1, ... x,) = 2ig(2q, . ..

e ponhamos, para cada i, V; o conjunto de todos os pontos x € V' tais o posto de

agi 891‘
By () o ()
or or
a—xl(x) o ()
Dy Sl
8x1 6xn
Ofm o
8_:51(‘%) oz, (z)

¢ menor ou igual a p + 1. De forma andlogo ao que fizemos anteriormente podemos
concluir que 0 € U NV}, para cada 7. Se, para algum ¢, V; for préprio, entao podemos

fazer Vi = V; e isso conclui a demonstracao. Sé que existe a possibilidade de que

V=V'=V/=...=V!e para esse tipo de situagdo provaremos agora que:
Lema 2.13. V =V'=V/ = ... = V! ocorre apenas quando a dimensao de V' ¢ igual
al.

Demonstracao: Por hipotese, existem pontos de U NV arbitrariamente proximo de
0. Desse modo podemos tomar 2’ € U NV de modo que uma esfera S,, centrada em
0 contendo 2/, seja tal que S. N X(V) = 0 e que qualquer valor critico positivo de r
restrito a U N (V — 3(V)) seja maior que €. Entdao da mesma maneira que procedemos
anteriormente podemos concluir que nenhum ponto de S, N U N (V' — 3(V)) é ponto
critico de r restrito a U N (V — 3(V)) e, em especial, ' ndo é ponto critico dessa

restricao, donde temos que o posto de
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or or

8_901(x,) T oz, (')
%(x,) . O (z')
61’1 8[En

., O, ,
a—xl(ﬂﬁ) awn(i’«“)

¢ igual a p+ 1.

Observemos também que se V = V', entao =’ € V'. Assim,

Jg Jg
@(w) %rn (z)
T T
a—ﬁ(f) T oz, (z)
%(Q;) .. 9h (z)
01‘1 8$n
O fn o,
a—xl(ﬂ?) oz, (z)

tem posto p+1 e disso segue que dg(z’) pertence ao espago vetorial, de dimensao p+ 1,

gerado pelos vetores

{df1(2"), ..., dfim(2’), dr(a")}.

Analogamente, se V' = V! entao dg;(x) pertence a esse mesmo espago vetorial. Mas,
do fato

dgi(x') = dx;(2')g(2") + xidg(2'),

dg(x') pertencer ao espago vetorial gerado por {df;(z'), ..., dfn(z),dr(2")} e g(z') # 0,
jd que ' € U, temos que cada dz;(x’) também pertence ao espago vetorial gerado
por {df1(z'),...,dfn(z),dr(z")}. E, como o conjunto de vetores {dxi(2'),...,dz,(x)}
¢ uma base para o espaco vetorial de dimensao n temos que o espago gerado por
{df1(2'),...,df(2'),dr(2")} deve ser todo o espago. Assim, p + 1 = n e, portanto,
dimV =n—p=1. [ |

Agora que ja provamos isso faremos uso de uma descricdo muito comum de varie-

dades algébricas de dimensao 1 que é enunciado por Milnor da seguinte forma:

Lema 2.14. Seja 2° um ponto nao-isolado de uma variedade V real (ou complexa)
de dimensao 1. Entao uma vizinhanca de 2° em V, escolhida de forma conveniente, é
a uniao de um ntmero finito de ramos que se intersectam apenas em z°. Cada ramo
¢ homeomorfo a um intervalo aberto de ntimeros reais (ou a um disco complexo) por

meio de um homeomorfismo = = p(t) que é dado por uma série de poténcias
p(t) = 2° + art + agt® + ast® + - -
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convergente para |t| < e.

Agora que estabelecemos todos esses pontos importantes nés vamos concluir a de-
monstracao do Lema de Selegao da Curva. Para isso comecemos supondo, primei-
ramente, que dimV = 1 e observemos que, como 0 € UNV, 0 é um ponto de V
nao-isolado. Assim, pelo Lema podemos escolher uma vizinhanca de 0 que é a uniao
de um numero finito de ramos que se intersectam apenas em 0. Um desses ramos deve

conter pontos de U arbitrariamente proximos de 0. Tomemos
r=p(t)=0+ait +at’ +azt+---, |t|<e

uma parametrizacao desse ramo.

Notemos que, para cada g;, ou g;(p(t)) > 0 para todo t € (—¢’,0) (com ¢ suficien-
temente pequeno) ou g;(p(t)) < 0 para todo t € (—&’,0). De fato, suponhamos que,
para algum t; € (—¢,0, ¢;(p(t1)) > 0. Se existir 5 < t; tal que g;(p(t2)) < 0 entdo
pelo Teorema do Valor Intermediario deve existir t3 € (¢, t2) tal que g;(p(t3)) = 0. Do
mesmo modo, se existir t; < to tal que g;(p(t4)) > 0, entdo segue, pelo mesmo resul-
tado, que existe t5 € (t2,t4) tal que g;(p(t5)) = 0. Seguindo essa mesma construgao
nds obteremos uma sequéncia infinita de pontos distintos p(t3), p(ts), - - - que sao raizes
de ¢;, mas isso é um absurdo, ja que ¢g; é um polinomio. Essa mesma justificativa
impede que tenhamos pontos distintos 1, to, - - - suficientemente préximos de 0 tais que
gi(p(t;)) = 0 e assim restringindo o intervalo de maneira conveniente segue o resultado.

Claro que seguindo o mesmo raciocinio podemos concluir também que, para cada g;,
ou g;(p(t)) > 0 para todo t € (0,¢’), (com ¢ suficientemente pequeno) ou g;(p(t)) <0
para todo t € (0,¢’). Assim, ou p((—¢’,0)) estd contido em U ou é disjunto de U e da
mesma forma ou p((0,¢)) estd contido em U ou ¢ disjunto de U, mas como p((—¢,¢))
contém pontos arbitrariamente préximo de 0, nao podemos ser simultaneamente dis-
junto de U e disso segue o Lema Selecao da Curva. Agora, se dimV > 2, entao
podemos tomar V, um subconjunto algébrico com dim V;, = 1 e concluir também, pela
mesma construgao, o resultado. [

Essa versao do Lema de Selecao da Curva, embora importante, é ainda muito res-
tritiva e pode nao ser uma ferramenta 1til em conjuntos mais gerais. Nesse sentido,
é natural pensar para quais conjuntos esse resultado pode ser generalizado. Algumas
respostas para esse questionamentos podem ser obtidas em Lojasiewicz[I5], que aponta
uma versao do Lema de Sele¢ao da Curva para conjuntos semianaliticos, em Hironaka[5]
que obtém uma versao para o resultado em conjuntos subanaliticos, conhecido como
Lema de Selegdo de Hironaka, e em Coste[2] que apresenta também uma versao do

Lema de Selecao da Curva para estruturas o-minimais. Nao vamos nos ater nas de-
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2. Singularidades e Fibracao de Milnor

monstragoes desses resultados, mas é relevante ter conhecimento desses aspectos mais

gerais.

2.3 Teorema da Fibracao de Milnor

No decorrer dessa se¢ao nés abordamos o Teorema da Fibracao de Milnor, tanto na
formulagao original apresentada por Milnor[18], quanto também na versdo obtida por
Le[10]. Por se tratar de resultado que exige uma construcao argumentativa de um certo
grau de complexidade preferimos suprimir os detalhes da demonstracao desse teorema,
tanto na versao original, quanto naquela dada por Lé, e nos atemos simplesmente em
comenté-las. Mas destacamos que as dedugoes podem ser consultadas em [18] e [10].

Iniciemos tomando f : C* — C uma fungao analitica, V = f~1(0), K = V NS,

onde S, = {z € C; ||z|| = €}, e definamos ¢ : S, — K — S! pondo que

Com base em [I8], podemos estabelecer uma caracterizacao para os pontos criticos da
funcao ¢ através da qual é possivel concluir que, se a funcao f acima é polinomial e
se anula em 0, entdao ¢ : S, — K — S* ndo tem pontos criticos para ¢ suficientemente
pequeno, digamos, para € < £g.

Os mesmos argumentos que viabilizam a deducao desse resultado possibilita também
a construcao de campos de vetores suaves locais T tangentes em S, — K, donde por
meio de uma particao da unidade podemos construir também um campo vetorial global
T satisfazendo as mesmas condigdes. A partir do campo U, [18] define também um
campo w (com propriedade semelhante ao que é construido no Corolério tangente
em S, — K, toma a partir disso curvas integrais desse campo, define o fluxo h em S, — K

e utilizando as propriedades de fluxo conclui que

Teorema 2.15 (Teorema da Fibragao de Milnor). [18] Para € < g9, S. — K € um

fibrado diferencidvel localmente trivial sobre S* com projecao

Uma outra reformulagao desse teorema foi dado por [I0], inicialmente para um caso

bem especifico, conforme enunciado abaixo:

Teorema 2.16. [I{}] Sejam f : C* — C wuma fun¢ao polinomial com singularidade

isolada po, B.(po) uma bola de raio € (¢ suficientemente pequeno) centrada em py e
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2. Singularidades e Fibracao de Milnor

Sy(f(po)) a fronteira do disco D, (f(po)) de raion (n suficientemente pequeno) centrado
em f(po). Entdo a aplicacao

¢+ B.(po) N f71(Sy(f(p0))) = Sy(f (o))

induzida por f € uma proje¢ao do fibrado diferencidvel localmente trivial de B.(py) N
F7HS,(f(po))) sobre Sy (f(po))-

E importante destacar que essa mesma reformulagao foi obtida também por [18] no
estudo do Teorema da Fibracao para singularidades reais, mais especificamente, para
o caso em que 0 é ponto critico de f. Ainda em [10], podemos encontrar também uma
versao mais ampla para o teorema acima extraindo apenas a hipétese de que py é uma

singularidade isolada, conforme indicamos abaixo

Teorema 2.17 (Teorema da Fibragao de Lé-Milnor). [10] Sejam f : C* — C e py €
C". FEntao existe €qy, tal que para qualquer €, €9 > € > 0, emiste 19, tal que, para

qualquer n, ng >n >0, a aplicagao

¢ :B.(po) N f(Sy(f(p0))) = Sy(f(po))

mduzida por f € uma projecao do fibrado diferencidavel localmente trivial.

f71 (Sn(f (po)))

B (po) N fﬁl(Slf(f(pU))

Sr/(f(pﬂ)

Figura 2.3: Fibragao de Lé-Milnor

Essa reformulacao permite mais generalizacoes e pode ser mais 1til do ponto de
vista algébrico. A dedugao dessa versdo pode ser encontrada em [I0] e utiliza como
ferramenta o Lema de Fibracao de Ehresmann e o Teorema de Hironaka para funcoes
holomorfas, associados as condig¢oes de Thom. E importante destacar também que
cada uma dessas duas versoes podem ainda ser generalizadas para outros contextos. A
exemplo disso, Le[I1] comenta, mais especificamente, que é possivel obter um resultado
analogo ao Teorema da Fibragao de Milnor para funcoes analiticas f : C" — C tais

que f(0) =0, enquanto que Hamm|[3] prova isso também para germes ICIS.
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2. Singularidades e Fibracao de Milnor

2.4 Topologia das Fibras de Milnor

Ao longo dessa secao, estudamos sobre a topologia das fibras obtidas a partir da
projecao ¢ do fibrado localmente trivial definido no Teorema da Fibracao de Mil-
nor e definimos também o nimero de Milnor, um importante invariante topoldgico
e algébrico. Desde jé, destacamos que nao nos atemos as demonstracoes dos resul-
tados que abordamos abaixo, uma vez que muitos deles exigem nocoes de Topologia
Algébrica (para se familiarizar com os conceito, ver [4]), mas sempre que necessario
faremos mencao de ideias e referéncias que podem ser usadas para a consulta das
deducgoes.

Assim, comecemos, primeiramente, relembrando que [I8] conclui, para € < &g, que

a aplicacao ¢ : S, — K — S! dada por

nao tem ponto critico. Consequentemente, para cada e € S,, a fibra
Fy=¢(")CS.— K

¢ uma variedade suave de dimensao 2(n — 1).
Os préximos pontos que [I§] discute a respeito das fibras de ¢ dependem essencial-
mente da Teoria de Morse e da caracterizagao dos pontos criticos de s : S, — K — R

dada por s(z) = |f(z)| e de s|F,, donde de modo geral, temos que

Teorema 2.18. [18] Cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia de um CW-

complexo de dimensdo n.
Além disso, para o caso em que 0 é uma singularidade isolada temos que

Teorema 2.19. [18] Para e suficientemente pequeno, o fecho em S, de cada fibra Fy
¢ uma variedade com bordo, cuja dimensao € 2(n — 1). O interior dessa variedade é,

mais precisamente, Fy e o bordo é K =V NS..
E temos também que

Teorema 2.20. [18] Cada fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia de um bouquet
Sytve-v st

de esferas.

Motivados por isso estabelecemos que
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2. Singularidades e Fibracao de Milnor

Definigao 2.2. O nimero de Milnor de f (denotado por p(f)) em 0 é definido como

sendo o nimero de esferas S"~! do bouquet.

Mantendo a hipétese de que 0 é uma singularidade isolada, de acordo com [I1],
podemos também generalizar alguns desses resultados sobre as fibras para o caso em
que f é uma funcao analitica, ou mesmo um germe de fungao analitica. Além disso,
[T1] também garante nesses casos que o nimero de Milnor é um invariante do tipo
topologico de V. A questao é que nem sempre é tao simples determinar o nimero
de Milnor através desse viés topoldgico, em alguns casos vale a pena também partir
para outras caracterizagbes associadas. Aqui nés discutimos apenas uma delas (A
caracterizagao algébrica do numero de Milnor), mas caso necessario é possivel também
consultar mais algumas das demais em [24], bem como as dedugoes das equivaléncias.

Nesse contexto, tomemos um germe de fungao analitica f : (C*,0) — (C,0) com
singularidade isolada na origem. Podemos caracterizar algebricamente o niimero de

Milnor estabelecendo que em 0
O,

p(f) = dime <J_f>’

onde (J f) é oideal de O,, gerado pelos germes em 0 das derivadas parciais g—i, cee g—i
Em outros termos, podemos definir o nimero de Milnor como sendo a multiplicidade
algébrica de f em 0. Claro que definir p(f) dessa maneira pode trazer incontéveis
vantagens, principalmente, nao sé no diz respeito ao célculo em si do niimero de Milnor,
mas pode ser também particularmente interessante em um contexto mais objetivo para

justificar a exigéncia de que a origem seja um ponto singular isolado, uma vez que,

n

(/)

dim¢ < 00 se e, somente se, a origem satisfaz essa condicao.
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Capitulo 3
Campo de Vetores de Kuo

Nos dedicamos a abordar nesse capitulo alguns pontos relevantes associados ao
campo de vetores introduzido por Kuo[7] no estudo da C°— suficiéncia em r— jatos de
polinomios. Algumas peculiaridades a respeito desse campo sao interessantes quando
analisadas sob a 6tica do estudo de trivialidades topoldgicas. Inclusive, é pautada nessa
verossimilhanca que estruturamos alguns aspectos importantes discutidos no préximo
capitulo. Mas antes de tudo isso apresentamos um pouco o contexto na qual cada um

desses pontos se inserem. A referéncia norteadora desse capitulo é Kuol[7]

Defini¢ao 3.1. [7] Seja V : R® — R um polinomio de grau r com V(0) = 0. Nés
dizemos que V' é C%—suficiente r—jato se, dada uma funcao, P : R® — R, de classe C
(¢ > r+1) que se anula em 0 e cujas derivadas parciais de ordem menor ou igual a r
também se anulem em 0, existir um homeomorfismo ¢g : U C R* — R", U vizinhanca
de 0, tal que g(0) =0e (V + P)(g(x)) = V(zx) para todo = € U, ou seja, se existir um

homeomorfismo ¢ tal que o diagrama abaixo comuta.

| N

n n
RivFR

Partindo disso, tomemos V' : R" — R um polindémio de grau r com V(0) = 0,
escrevamos, por conveniéncia, V(z) = Hy(z) + --- + H,(z), onde H;(x) é a forma

homogénea de grau ¢ e denotemos

VHi(z) = <ag;(f) . 8?;5”)) .

Provaremos a seguir que:

Teorema 3.1. [7] Se existir ¢ > 0 e k < r tais que

IVH(z) + -+ VH(@)[| > [|l2]" " e
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3. Campo de Vetores de Kuo

para todo x em uma vizinhanca de 0, entao
V=H +---+H,

¢ C'—suficiente r — jato.

Demonstracgao: Primeiramente observemos que se existe € > 0 e k < r tais que
IVH(z) + - + VH(2)[| > ||| ¢
para todo x em uma vizinhanga de 0, entao existe também & > 0 tal que
IVV (@)l = [|l=[|*~"e’ (3.1)

para todo x em uma vizinhanca de 0, pois do contrario, para todo p € N, podemos

tomar x, € R™, com 0 < ||z,| < —, tal que
p

IVV ()| _ IVHL(2p) + -+ VH ()] _ 1

[y ][ [Jp|[F1 p’
o que nos dd uma sequéncia (z,),en convergindo para 0 que satisfaz

YV
[l

donde obtemos que

o IV ) - V)] — | Hio (o) 4 V)| (V)]

[+ I %

ja que

IVV ()|l = [VHi(xp) + ... + VH(z,)]]
> |VHi(zp) + -+ VHi(2p)|| = [[Hea(z) + - + VH(2),]]

e, portanto, temos que

. ||VH1(5CP) +oeee VHk(xp)H

lim =0.

< lim |VHk+1($p) +oeee VHr(xp)H
||| ~ a0 [Fo e

Mas isso é um absurdo. Assim, podemos tomar € no Teorema [3.1] de modo a satisfazer
também a desigualdade (3.1)).

Agora, tomemos P : R" — R uma funcao de classe C%(q > r + 1) que se anula em
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3. Campo de Vetores de Kuo

0 e cujas derivadas parciais de ordem menor ou igual a » também se anulem em 0 e

observemos que, se Hy; # 0, entao VH; # 0. Logo,
VV(0) = VH(0) + VH3(0) +---+ VH,.(0) = VH;(0) # 0

e, portanto, V' é uma submersao em 0. Nesse caso, temos pela Forma Local das

Submersoes, V(x) = x; para uma base adequada e disso segue que,
V(V + P)(0)=VV(0)+ VP(0) = VV(0) # 0.

Claro que desse fato temos também que V 4+ P é uma submersao em 0 e, consequen-
temente, pela Forma Local das Submersoes concluimos que V' é C°—suficiente r—jato.
Assim, podemos a partir de agora vamos considerar apenas o caso em que H; = 0.

Por fim, observemos que, para todo x = (xy,...,x,) € R",
" 9£(0) 1S, & 9/(0)
P(Qf) :P<O)+;8—x@xl++ﬁ;;mxlxﬂxk+r<x) :7“((17),

r(z)

onde r : R®" — R satisfaz lim

= 0 (Pela Férmula de Taylor). Assim,

=0 [l
P
lim 2 _ iy 70 (3.2)
a0 [|z]|” =0 ||z
P P
e, consequentemente, lim M = (_a:) = 0. Claro que disso temos que
25 el ™ e Tall

[P@) _ . 1P@)]

P
— . ”xHr—k — lim | (CB)|
w0 |zl 0 [[z|”

lim ||z]|"* =0
z—0 ||{L‘||7° z—0

e com isso concluimos as discussoes dos aspectos iniciais que sao relevantes para essa
demonstracgao.

Agora, consideremos a fungao F : R" x R — R dada por F(z,a) = V(z) 4+ aP(x).
Entao, como VV(0) = (0,...,0), j4 que H; = 0, temos que

oV (0) 0P(0) oV (0) dP(0)
VF(O,a):( o, +a o, o +a oz, ,P(O))z(O,...,0,0)

para todo a € R. Portanto, o conjunto F' = 0 tem como singularidades os pontos

(0,a),a € R. Ainda nesse contexto vamos provar também que:

Lema 3.2. Existe § > 0 tal que ||VF(x,a)| > g||:70||"“*1 para 0 < ||z|| < d e a € [0,1].
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3. Campo de Vetores de Kuo

Demonstracao: De fato, seja a € [0, 1] e z # 0. Temos que

IVE(z,a)l| = [VV(z) +a-VP@)| = [[VV(2) = (=a- VP(2))]
> [VV(@)| =l —a- VP()|
= [VV@)l =|=al-[VP(@)]
= [VV(@)|l =a-[[VP()]

Mas, como a € [0, 1], temos que a - [|[VP(x)| < ||[VP(x)||. Disso segue que
IVV(@)[| = a- [VP()|| = [[VV(2)]| - [[VP()]
e consequentemente, por (3.1f), temos que

IVE(z,a)| = [[VV(2)] = [[VP()]

) L IVP@)|
o et et IVP@I
Jalf-te = gt - L)
_ VP(x
zmwﬁemwﬂﬂ, (33)

para ||x|| suficientemente pequena.
Mas, do fato das fungoes OP/0x1,...,0P/0x, : U C R" — R, dadas por

OP(z)
391:1-

(OP/0x;)(x) = ,i=1,...,n,
serem de classe C97! (e em especial de classe C"7!) e de suas derivadas parciais até a

ordem r — 1 se anularem em 0, obtemos, de modo anélogo ao que foi feito para provar

a equacio (32), que

limwz(), 1=1,...,n,
2=0  [l[*1
donde segue que
IVP@]
]|+~

e, portanto, para ||x|| suficientemente pequena temos que

IvP@) _ <
Ter <% (34)

Assim, por (3.3) e (3.4]), temos que

S ISP@NY o e o S o i
it (o IVP@IY oy s
O e L G Y
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3. Campo de Vetores de Kuo

para ||z|| suficientemente pequena. |
Agora, tomemos X (x, a) a projegao do vetor (0,1) € R" xR na diregao de VF(zx,a),

com 0 < ||z|| < ¢ e observemos que X (x,a) é dado por

(VF(x,a),(0,1))

X = VF
9 = NraE

<(8(V(m29+a-P(x))’ L 8(V(:Jc2;ra-P(m))7P(x)> 0,0, 1)>

_ X1 Tn - . VF(Q;)@)

IVF(z,a)|
P(x)

=——*—— .VF(z,a). 3.5

N~ L Ea (3:5)

A partir disso, definamos um campo de vetores o pondo
7(ZE, CL) = (07 1) - X(l’, CL)
quando 0 < ||z|| < d e
7(1'7 CL) = (0> 1)
quando x = 0 e provemos que:
Lema 3.3. [7] O campo de vetores ¥ satisfaz as seguintes condicoes:

(i) ¥ (x,a) é continua para 0 < ||| < d e ¢ C¢ 'para 0 < ||z < 6.

i) g 17 220) = T0,0)]

= 0, uniformemente para a € [0, 1].
20 ]

(iii) Para z # 0, 7(35, a) é tangente a superficie de nivel F' = C que passa por (z,a).
(iv) Existe n > 0 tal que, para 0 < ||z| < n, (¥ (z,a),(0,1)) > 0.

Demonstragao: Comecemos observando que o Lema (3.2)) garante que

IVF(z,a)ll > 5 - || > 0,

DN ™

sempre que 0 < ||z| < §. Dai, para 0 < ||z]] < 6, X(z,a) é de classe C?"! conforme
podemos concluir por (3.5) e, portanto, 7(3:, a) é de classe C77! para 0 < ||z|| < 6.

Observemos também que, do fato de
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3. Campo de Vetores de Kuo

10 - TOal _ 0.1 = X(,0) - ©.1)]
= ] 2 ]

— 1 . -1
= lim [|X(z,a)] - ]

. NP) - VE(z, 0

e 1 . -1
L e
o PRI VFEal

2 V(@ a)?
= lim |P(@)] - [VF(xa)| 7 - 2]

_ 9
IVE @, a)ll = [l=]*" - 5,

para 0 < ||z|| < 4, temos que

. . . -1 —1
lim izl lim [[P(z)[| - [[VE(z, @)~ - [|]]
P ||t
< hn12-|| ()] - [|=]]
20 |||~ - e
P
SN Gl e
@0 ||z||*
= 0

Dai, segue nao apenas a afirmagao (ii) como também a primeira afirmagao de (i).

Agora, observemos que, para 0 < ||z|| < 9,

(7(x,a),VF(x,a)> = ((0,1) — X(x,a),VF(z,a))
B B (VF(z,a),(0,1))
= O = RFm. o

B o (VF@a).0.1)

- (ODVE@ ) = e R e

= ((0,1),VF(z,a)) — ((0,1),VF(x,a))

= 0.

-VF(z,a),VF(z,a))

|IVF(z,a)|?

Assim, para 0 < ||z| < 8, ¥ (2, a) é ortogonal a VF(z,a). Mas sabemos que VF(z, a)
é ortogonal a superficie de nivel F' = C que passa por (z,a) e isso nos leva a concluir
que, para x # 0, 7($, a) é tangente a essa superficie de nivel o que prova (iii).

Por fim, notemos também que
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3. Campo de Vetores de Kuo

(V(,0),(0,1)) = ((0,1) = X(z,a),(0,1))
= <(07 1)7 (07 1)> - <X(:L‘,a>, (07 1)>

= 100 - { e VR0 0.1))

_ 2 P(x) ) a

— 1 (P@))|VF(x,a)| (3.6)
e que, pelo Lema

IVF(z, )| 7> < 4|z 720D 72, (3.7)

para 0 < ||z|| < 6. Dai, por (3.6) e (3.7), temos que

— (P())* - [VF(z,a)||”*
> 1= (P(x))? - 4lla]| 725D 72

- ()

para 0 < ||z|| < § e, portanto, para ||z|| suficientemente pequena temos que

(¥ (2, a),(0,1))

(7(x, a),(0,1)) >0,

P(z) \?
pois lim ( k_1> = 0, uma vez que, por (3.2,
a=0 \ ||z

L P@) L P)

=0 [|z|[* i [

o @)
=0 Jallt e

llm lz|| =

|

Restringiremos, agora, o campo 7(:5, a) sobre Bs x (0, 1) (onde By indica o conjunto

{z € R™;||z|| < d}) e provaremos que esse campo construido satisfaz a condigao de

Lipschitz ao longo de curvas integrais, isto é, provaremos que dado (xg, ag) € Bs x (0, 1)

e dada ¢(t, z, ag) uma curva integral local associada a ¥ (definida para |t| < 1) que

satisfaz ¢(0, xg, ap) = (xg, ap), existe K (dependendo de ¢) tal que para todo (z,a) em
uma vizinhanca de {¢(t, xg, ao); |t| < n},

17 (x,a) = ¥ (6(t, 20, 00) || < K||(z, @) — 6(t, 20, a0)]|-

Comecemos observando que do fato do campo o ser continuo nesse dominio ja
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3. Campo de Vetores de Kuo

garante por si s6 a existéncia de solugdes locais para todo ponto (xg,ag) € Bs x (0, 1).
Além disso, para pontos (zg, ag) € Bs % (0, 1) tais que o # 0, ¥ satisfaz imediatamente
a condicao de Lipschitz ao longo de uma curva ¢(t, xq, ap), pois nesse caso o é de classe
C?~1 (em especial, ¢ de classe C'!) e aplicagoes de classe C'! sao localmente Lipchitzianas
(o que claramente implica ser Lipschitz ao longo de uma curva). Essa mesma condi¢ao
é valida também para pontos (g, ag) € Bs x (0, 1) tais que x¢g = 0, conforme é possivel
concluir do item (ii) do Lema [3.3]

Claro que esses dois pontos garantem que U satisfaz a condicao de Lipschitz ao

longo de curvas integrais, o que nesse contexto é particularmente interessante ja que:

Teorema 3.4. [7] Se X € um campo de vetores continuo definido em um aberto U e
para cada ug € U existe uma solug¢ao ¢(t,ug) com ¢(0,ug) de modo que X satisfaz a
condicao de Lipschitz, entdo X admite uma unica solugao em cada ponto de U. Além
disso, a solugdo ¢(t,ug), definida num intervalo mazimal de existéncia, € uma fungdo

continua de t e ug.

Assim, as solugoes locais de o nao s6 existem, como também sao tnicas. E claro
também que essas solugoes podem ser estendidas continuamente em funcao do valor
inicial, o que permite redirecionar uma nova condi¢ao inicial para tais solugoes até
mesmo em pontos para os quais, a priori, nao estariam definidas. Nesse contexto,
denotemos por ¢(t, xg, ag) uma solugao que satisfaz ¢(0, zo, ag) = (2o, ag) € observemos
que a solugao ¢(t,0,t) = (0,t) satisfaz a condigao inicial ¢(0,0,0) = (0,0) (estendida
continuamente).

Notemos também que pelo item (iii) do Lema para todo x em uma vizinhanca
de 0, a componente a de qualquer solugao ¢(t, z,0) cresce monotonamente com ¢. Dai,
¢(t,z,0) (estendida continuamente) encontra o hiperplano ¢ = 1 em um tnico ponto
g(x) e com isso podemos definir um homeomorfismo que associa cada = a g(z) através
dessas solugoes. Além disso, observemos pelo o item (iii) do Lemapodemos garantir
que qualquer solugao ¢(t, xg, ag) (o # 0) que intersecte uma curva de nivel F' =t estd
inteiramente contida nessa curva de nivel. Assim, F' é constante ao longo de cada uma

dessas solugoes ¢ e, portanto,

V(z) = F(z,0) = F(g(z),1) = V(g(z)) + P(g(x)) = (V + P)(g(z)).

Com isso concluimos que V é C°— suficiente r— jato. [ |

Ainda que tenha aparecido em um contexto bem especifico, o campo de vetores
apresentado nesse capitulo pode ser util também em outras circunstancias, inclusive no
estudo da C°- suficiéncia em r— jatos de germes (Ver [16]). Além disso, alguns aspectos

associados a esse campo também serao importantes para o proximo capitulo, quando o
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3. Campo de Vetores de Kuo

utilizamos como uma ferramenta para estabelecer uma familia de homeomorfismo que

determina a trivialidade topolégica estudada.
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Capitulo 4

Trivialidade Topoldégica em Familias

de Funcoes Analiticas do Tipo
f(x) +tg(x)

Ao longo desse capitulo nés estudamos alguns aspectos relacionados a trivialidade
topoldgica em uma familia de funcoes analiticas. O objetivo central dessa discussao
¢ apresentar uma condi¢do, introduzida por Parusinski[2I], para que uma familia de
fungoes analiticas, definidas por meio de deformacoes lineares, seja topologicamente
trivial. Um ponto importante referente a esse resultado que também destacamos diz
respeito ao estudo de trivialidade topoldgica em uma familia g—constante de fungoes
analiticas com singularidade isolada. Nesse contexto, de maneira geral, mostramos que
uma familia y—constante de fungoes analiticas com singularidade isolada, definidas por
meio de deformacoes lineares, é topologicamente trivial.

Mas antes disso, precisamos ainda estabelecer alguns pontos importantes acerca da
notacao empregada ao longo desse capitulo. A primeira delas diz respeito basicamente
ao ambiente no qual os resultados se estruturam: o espago de fungoes analiticas (reais
ou complexas), que aqui estamos denominando como espago de fungoes K—analiticas,
onde K indica o conjunto dos nimeros reais ou dos nimeros complexos. Além disso,
destacamos também que, dada uma fungao analitica F(z,t) definida de K" em K,
estamos denotando por VF(x,t) o gradiente de F' em (z,t) e por %F(:L‘, t)e %F(x, t)o
gradiente de F' em (z,t), com respeito as varidveis z e t, respectivamente. E importante

observar ainda que, no corpo dos complexos,

[ OF(x,1) OF (z,t) OF(x,t)
VF(x,t)—( T R S e T :

onde a barra acima indica o conjugado complexo e, nesse caso,
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x OF (x,t OF (x,t t OF (x,t
VF(x,t):( G(xl >,..., 8(951 )> e VF(:c,t):%.

Ressaltamos também que, dada duas aplicagoes (reais ou complexas) ¢ e ¢ e Y um

subconjunto fechado de um dominio comum de ¢ e 9, estamos estabelecendo que
lo(2)|| < ||v(z)|| com z—Y

se

[¢(z(s))l]

lim ST g

0 [y (x(s))l

para toda curva analitica real z(s), s € [0,¢), tal que z(s) — zo € Y quando s — 0.

E, agora que discutimos cada um desses pontos, definimos que:

Definigao 4.1. Uma familia de germes de fungoes F : (K"™1 0) — (K,0) é to-
pologicamente trivial se existe uma familia continua de germes de homeomorfismos

he : K" — K", t € K, tal que Fy(z) = (F; o hy) ().

A partir dessas circunstancias, tomemos f,g : (K", 0) — (K,0) dois germes de
funcoes K—analiticas, donde, podemos consideréd-los como germes de funcoes de n + 1
variaveis pondo f(x,t) = f(x) e g(x,t) = g(x) e a partir disso definamos F(x,t) =

f(x) + tg(x). Provaremos, ao longo desse capitulo, o seguinte teorema:

Teorema 4.1. [2]] Se, em uma vizinhan¢a da origem,
9(x)| < [[VF(z,8)[, com (z,t) = g~ (0) N f7(0),

entdo Fy(x) = F(z,t) € uma familia topologicamente trivial de germes de fungées (ao

longo do eizo t, para t suficientemente pequeno)

As ideias que empregamos para demonstrar esse resultado foram introduzidas por
Parusinski[2I] e tomam como ferramentas o Lema de Selegdo da Curva (estendido
em conjuntos subanaliticos ou estruturas o-minimais), além de ideias de Kuol[7] e
Lojasiewicz[15]. A construcao desenvolvida nesse sentido parte, inicialmente, do fato

de que, em uma vizinhanca da origem,
lg(2)| < [|VF(z,t)]], com (z,t) = g~'(0) N f71(0)

se e, somente se,

l9(2)] < BV E (2, 1) + AV ()|}
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com (x,t) € F71(0) e (z,t) — f71(0) N g~*(0) e é a demonstragao dessa afirmagao o

foco principal da secao abaixo.

4.1 Desigualdade do Tipo Lojasiewicz: Principais

Desfechos

Ao longo dessa se¢ao deduzimos a equivaléncia afirmada anteriormente e discutimos
algumas consequéncias que decorrem desse resultado. O primeiro passo dado nessa

diregao é demonstrar o seguinte teorema auxiliar:

Teorema 4.2. [2]] Seja F : (K", 0) — (K,0) e g : (K*,0) — (K,0) dois germes de
funcoes K—analiticas. Entdo existe uma constante real C' tal que para p € F~1(0),

suficientemente proximo da origem,

l9®)l < Clipll inf {limVEP) + Vo(p)ll} (4.1)

Demonstracao: Comecemos pelo caso em que K = R e suponhamos, por absurdo,
que afirmacao acima nao se aplica, ou seja, que para toda constante real C' e para todo

§ > 0 existe p € F~1(0), com 0 < ||p|| < 4, tal que

lg(p)| > C|ip| ggﬂg{lanF(p) + Va(p)|}.

1
Entao, em especial, para todo k € N existe pp € F1(0), com 0 < ||pi]| < 7 due

satisfaz
l9(px)| > El[px]| ggﬂg{lanF(pk) + Vg(pe)|}

e que, consequentemente, satisfaz também

9(pr)| > EllpellllneV F(pr) + Vg (i), (4.2)

para algum 7, € K.
Construamos a partir disso as sequéncias {px }ren € {7k fren satisfazendo a desigual-
dade (4.2]) e observemos que disso segue que

pe 1V E(px) + Vapr)ll _ 1
|9(p)| k
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para cada k € N. Consequentemente,

lim e 7.V F(pe) + Va(pe)||

9(o0)] =0

e, portanto, como a sequéncia {py tren converge para 0 ( e {nx}ren também pode ser
tomada satisfazendo isso), podemos garantir, pelo Lema de Selegdo da Curva, que

existe uma curva analitica real p e uma funcdo analitica 7, definidas em [0, €), tais que

(i) F(p(s)) = 0;

(i) lim [p(s)llIn(s)VF (p(s)
50 l9(p(s))

Mas, é claro que se F(p(s)) = 0, entao

= 0.

)+ Vy((s))l
|

dF(p(s))

P — AP (p(s)) - (5) = 0.

Assim, podemos reformular (i), (ii) e (iii) afirmando que p e 7 satisfazem

(IL) dE(p(s)) - p'(s) = 0;
() lllin(s)VE(p(s)) + Vg(p(s))ll

() 8 90(s))] =0

Agora, observemos que, nao s6 p, como também ¢ o p sao analiticas. Assim, para

todo s em uma vizinhanca de 0, temos que

p(s) = p(0) +p'(0)s + ]@52 4ot (7;)1!(0) R
9(p(s)) = 9p(0)) + (gopy(@)s + LD O 2 (90P)O) o

2 n!

Mas, como p(0) = 0 e g(p(0)) = ¢g(0) = 0, temos que

p(s) =p'(0)s + @82 + -+ p(2§0)3" 4
oo() = (gopy0)s + Lo Oy 0Py
Logo
p™0) .
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<gopy@>=<gopym>+<¢uu»%ms+u.~+E%}§§§Dyl1+.”
e, portanto, .
sp/(s) =/ (0)s + p(0)s? + +£f3w+u
S(gop)’<s) = (g OP)/(0)3+ (g”op)/(O)SQ 4+t (g(;]i—y;glo)sn 4.,
Disso temos que
L gl(s) :@wmm+@%?@§+m+ﬁ%§@y+”<m
5—0 8(9 Op)/(S) (g Op)’(O)S + (g// Op)’(0)52 RS %S” L
/ "o ) (0)s2 (9 Op)”(O) o
lim s(gop)(s) (gop)(0)s + (g” p)/(O) T (n—1)! + .
5—0 g(p(S)) (g op)’(O)s + (g O;)) (0) 2 . (g oi? (O) ot
se (gop)*(0) # 0 para algum n € N. Logo, nesse caso, 9(p(s)) o s(gop)'(s) <o

. . _ s(gop)(s)  g(p(s))
limitadas em vizinhancas 0 e, portanto, existem C7, Cy > 0 tais que

9(p(s)) < Cis(gop)(s) e s(gop)'(s) < Cag(p(s)) (4.3)

para todo s suficientemente préximo da origem. E claro também que as desigualdades
de (4.3) sao validas também quando (g o p)"(0) = 0 para todo n € N, pois desse caso

temos que g o p = 0 e disso segue, de maneira geral, que em uma vizinhanga de 0

l9(p(s))] < Culs(gop)(s)| e [s(gop)(s)] < Calg(p(s))] (4.4)

De modo analogo e usando a norma do maximo, podemos garantir também que

/
I _ o ISP

1
50 [|sp/(s) ] =0 [p(s)]]

I

quando p"(0) # 0 para algum n € N, donde novamente podemos assegurar a existéncia

de C3,Cy > 0 tais que

Ip(s)ll < Csllsp'(s)l| = Cssllp'(s)l] e sllp' ()] = st/ ()]l < Callp(s)l (4.5)
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numa vizinhanga de 0. Dai, de (4.4]) e (4.5)) e do fato de

(gop)'(s) =dg(p(s))-p'(s) = n(s)dF(p(s))-p'(s)+dg(p(s))-p'(s)
= (n(s)dF +dg)(p(s)) - P'(s)
= ((n(s)dF +dg)(p(s)),P'(s))
= (n(s)VEF(p(s)) + Vg(p(s)),r'(s))
< |ln(s)VE(p(s)) + Va(p(s)IlP'(s)],

temos, em uma vizinhanca de 0, que

l9(p(s))| < Cils(gop)(s)]

Cis[(gop)'(s)]
CisllIn(s)VE(p(s)) + Va(p(s) [l Ip'(s)]l|
Cisllp' ()| In(s) VE (p(s)) + Vg(p(s))]l
CiCallp(s)||In(s)VE(p(s)) + Vg(p(s))|-

IN

IN

No entanto, isso contradiz (III) e, portanto, segue o teorema. O caso em que K = C"
pode ser concluido de modo andlogo, uma vez que podemos associar C" a R?". [ |

Por meio do Teorema podemos concluir, para qualquer curva analitica real
p(s) = (z(s), t(s)) = (0,0) em F~*(0), que

- 9(p(s))
s=0 inf{||nV F(p(s)) + Vg(p(s))|l}

=0,
pois dada p satisfazendo essa condicdo, temos por (4.1)) que

| g(p(s)) )
M IV E(s) + Ve~ Lm )] =0

e disso segue o fato afirmado. Com base nisso, podemos provar, por meio de uma
construgao totalmente andloga a que foi usada na demonstracao do Teorema [4.2] que

em uma vizinhanca da origem
l9(p)| < it {9V E(p) + Vg (p)ll} com p— g7 (0). (4.6)

Curiosamente, da desigualdade acima podemos, por ([15], p. 136), deduzir também

que existe a > 0 tal que

9@ < 9@ it {llmVEP) + Vop)l},
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que pode ser entendida como uma versao da segunda desigualdade de Lojasiewicz (Ver
[15], p. 92) para uma fungao g em F~'(0). E agora que ji discutimos isso nosso

objetivo é provar o seguinte corolario:

Corolario 4.3. [21] Seja F(x,t) = f(x)+tg(x), onde f,g: (K", 0) — (K, 0) sdo germes
de fungoes K—analiticas (que podem ser consideradas como sendo germes de fungaos
de n + 1 varidveis) e t € K. Entao, suficientemente préximo da origem, as seguintes

condigoes sao equivalentes:
(i) lg(z)| < [[VF(z,t)|| com (z,t) — f~H(0) N g~ (0);
(i) |g(z)| < iI}{f{HVF(x, t)+AVg(2)||} com (z,t) € F71(0) e (z,t) — f~1(0)Ng~1(0)

Demonstragao: (i) = (ii) Comecemos considerando g como sendo uma funcao de

n + 1 varidveis dada por g(x,t) = g(z) e observemos que, de maneira mais geral,

of (x dg(x of (x dg(r) —
VFE(z,t) = (g:il)—i—t g;f,..., ggi )+t8955' ),g(x)>
Dai,
of(x dg(x)|? of (x dg(z) |?
IVEG D] = \/\ PO 4 20y |2 P e

_ @ + @+ e
A partir disso, provaremos agora que
(D) [g@@)| < [IVF(z, t)]| com (2,t) = f~1(0) N g~"(0)
se e, somente se,
(1) lg(@)] < [Vf(2) + V()| com (x1) = f7(0) N g™ (0).
Para isso, suponhamos primeiramente que
l9(a)| < [V () + V()| com (z.1) = f7(0) g™ (0)

e tomemos uma curva analitica real p(s) = (z(s),t(s)) — (zo,t0) € f71(0) N g~1(0).

Como, por hipétese,

. 92 (s))| . 9(a(s), 1(5))
TS (s) + UV IV () + ) Vgla(s), )

=0,
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temos que
. J9(a(s))P o ( 9(x(s) ) .
TV a(s) + ts)Vaa(s)IE NIV ((s)) + t(s) Vg ((s))]]
Consequentemente,
. g(a(s))I < lim gl ()l L
TNV ((s) + t(s)Vala(s) P+ g@)P TV () + ts)Vla(s))|?
e, portanto, )
lim l9((s))] ~ 0. (4.7)

VA () + 1) V()P + lg(w)?

Como

(et ) ) e lg(), )P
[VEG()H)])  — 8 IVF(s), 1)

. 9 (s), (3))1”
() + V9(a(s), s(0) ]2 + lg(a(5), s)

~ lim— l9(z(s)) . (48)
O IG F(a(s)) + 17g(e() 2 + lgla(s)]?

lim
s—0

temos, por @), que

oy (LY

0\ [VF(2(s),(s)
Assim,
N VCIORI0) .
=0 [[VE(x(s), £(s)) ]
e, portanto,

l9(2)] < IVF(z,8)]| com (z,t) = f7(0) N g~'(0).

O que prova que (II) implica (I).
Agora, suponhamos que |g(z)| < ||[VF(x,t)| com (z,t) — f~1(0) N ¢g~1(0) e to-
memos uma curva analitica real p(s) = (z(s),t(s)) — (zo,t0) € f~1(0) N g~1(0). Por

hipotese,

NC0)
t

D lole(s), 1)
s=0 | VF (z(s), t

| _
N~ =D VEGE )]

Logo
NN VICI0)] S A IC1 ) B
i et~ 2 (et fot) =
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e, consequentemente, por (4.8]), temos que

lim l9(z(s)I* = 0. (4.9)

TGS (2(s)) + t(s)Vala(s))]I2 + |g((s))[?

De (4.9), temos que

o IV () + 6(5) Vg ()] + loe(s))I

a0 l9(x(s)P -

Dai, como

Vo(a(s))|?

| 2

1 IV @(s) + () VgD +lgle()? VS (@(s) +Us

)
s 9 (s)P? = 9(e(5))
o IVFG(s) + 1) VeI

- 9((s)P |

+1

temos que

Consequentemente,

lg(a(s))?

lim =

IV (@) + 1(s)Vg((s))]?

e, portanto,
l9(x)| < |V f(x) + tVg(x)|| com (z,t) = f71(0) N g~*(0).

Disso segue (I) implica (II).

A partir disso, provaremos a seguir que de (I) podemos garantir que
9(@)] < [VF(e.)+AVg(a)]| com (z,8) € F(0) e (a,t) = £~ (0)Ng™"(0), (4.10)

para |A| suficientemente pequeno (digamos, para |A| < €). Para isso comecemos obser-

vando que, do fato de

IV f(x) + tVg(x) + AWg(@)| > [|Vf(z) + tvg(@)] — [A[[Vg(@)]]

L Iv/@) ;tégmrr,

para |A| suficientemente pequena, dada uma curva analitica real p(s) = (z(s),t(s)) —
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(20,t0) € f1(0) N g71(0), temos que

IV £ (2(s)) + t(s)Vg((s))]]

IV £ (2(s)) + t(s)Vg(x(s)) + AVg(x(s))|| >

5 )
para || < e. Disso segue que
- 9(a(s)) o 2l
TNV f(a(s)) + Hs)Vg(x(s)) + AVg(a(s)) TN F(a(s)) + Hs)Vgla(s))|
. o(e()]
TN (a()) + t(s)Vg(a(s))|
(4.11)

para |A| < ¢ e assim, como (I) implica (II), temos, por (4.11}), que (I) implica

- lg(2(s))]
50 ||Vf( (s)) + t(s)%g(a:(s)) + )\%9(33(5))||

—0 (4.12)

para |[A\| < e. Mas, do fato de

VF(a(s), t(s)) + AVg(a(s)) = (Vf((s)) + t(s)Vg(z(s)), 9(x(s))) + AVg(x(s)),0)
= (Vf(w(s)) + t(s)Vg(x(s)) + AVg(x(s)), g(x(s))),

podemos concluir também, por meio da mesma justificativa utilizada em (IT)= (I), que

(4.12) implica

o 9(a(s) 0
V(). 4(:)) + AVgla(D]

para |A| < e, o que prova que (I) implica (4.10). Claro que, para esse caso, (4.10)

implica (ii), sendo assim, nos resta apenas provar que (ii) pode ser deduzido quando
|A| > e.

Com esse intuito, notemos que se |[A| > &, entao temos, por (4.6)), que

|1| inf {[[VF (. 1) + AVg(x)]]}

com (z,t) € F71(0) e (z,t) € f~1(0) N g~*(0). No entanto, como

l9(z, 1)] <

&' inf {[[VF(x. 1) + AVg(a)]} < - mf{nvm £) + AVg(x)|[},

temos que
l9(z, )] < 2 mf{IIVF(x t) + AVg(z)||}
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com (z,t) € F71(0) e (z,t) € f~1(0) N g~1(0) e claro que disso também segue (ii).
(il)=(i) Suponhamos que |g(z)| < iI;f{HVF(ZC,t) + AVyg(x)||}, com (z,t) € F~1(0)

e (2,1) = <xo,t0> & /(0)Ng"(0), e neguemos que |g(x)] < [ VE(z, B)], com (z,) -
(zo,t0) € f71(0)Ng~1(0). Entao existe uma curva analitica real p(s) = (X(s),T(s)) —
(wo,t0) € f71(0) N g1(0), definida em [0, ¢), e existe C' > 0 tais que para todo § > 0

existe s € (—5, d) N[0, ¢] satisfazendo

pX XTI,
IVE(X(s), T(s))l  [IVEX(s), T(s)I —
Disso segue que, em particular, para todo n € N existe s, € (—%, %) N [0,e) que
satisfaz
oD K (s). T

IVE(X (s0), T(s))ll  [IVE(X (50), T(s0))
Tomemos a sequéncia { (X (s,), T(sn)) }nen € observemos que {(X (s,), T(Sn)) fneny —
(xo,t0), pois s, — 0. Logo, pelo Lema de Selecao da Curva, temos que existe uma

curva analitica real ¢(s) = (z(s),t(s)) — (zo, o), tal que

()l lg((s), t(s))]
IVE(z(s),t(s)I| - [[VE(2(s),t(s))]

> (),

ou seja, tal que
lg(z(s))| > CIVF(x(s), t(s))]l. (4.13)

Agora, notemos que do fato de F(x,t) = f(x) + tg(x) ser uma fungao analitica,

temos, pondo ¢ = x,,1, que em uma vizinhanca de (o, yo) € f~1(0) N g~*(0)

Fa(s).s)) = Plao.o) + 3 2000y IS S EEC0 D) )4

i Oz, J < L 0z,;0;
n+1 1 ntl
aF(Z‘o, to) 1 62 (ZE(), to)
= (s)+3 (s)zx(s) +
; Ox; / 2 ; — Ox;0xy 7
Consequentemente,
OF(x(s),t(s)) _ OF (2o, o) o= 9P F (20, to) .
. e =1.-.. 1
0x; ox; Z Ox;0x; zj(s) +-+, para i S
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OF (x(s), 1(s))

5 # 0, para algum 7 € {1,--- ,n+ 1}, entdo
L

e, portanto, se

LCURID)
OF (2(),1(5)

>‘ = i |22 L8); (3) = 0. (4.14)
ox;

s=0 | OF (x(s),(s))
ox;

s—0

Nesse caso, considerando

OF (x(s), t(s))

IV E(z(s), t(s))]] = max{ b OF (x(s), (s))

|

‘(91’(56(8),2?(8)) |

Sttt

|F(x(s), t(s))| . [F(x(s),t(s))]
<
para algum [, temos, por (4.14)), que }gl_{fé OF(a(s)(s)) ] = ll_{% OF (2(5),1(5)) 0.
ox; oz,
Consequentemente,
| (x(s), t(s))] | F(x(s),t(s))|
lim = lim =0, 4.15
P IV F (o) 1) o0 [9F (). 1)) (419)
(93:1
Logo,
- |F(x(s), t(s))]
lim =0,
=0 Cl|AF (z(s),t(s))]]
e portanto, por , temos que
| F(x(s),£(s))|
lim ——————= =0 4.16
2 gl 10
Se M =0 parat =1,--- ,n+ 1, entao (4.16)) segue, imediatamente,

81‘,‘
do fato de |g(z(t))| > C||VE(z(t),t(s))|| = |F(x(s),t(s))] = 0. Assim, em todo caso,
(4.16) é satisfeita. Agora que estabelecemos isso, observemos que, do fato de

AE@)L )] Ifa) )] [ fa(s) + (s)gle(s))
=0 g(x(s))] 50 l9(z(s))] 50 g(x(s))
o )
~ ey T
temos que (o(s))
| flx(s
i Gy +149] =
Assim,
f(z(s))
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e, desse modo,

S
() to. (4.17)
_ (s .
Tomemos t;(s) = ~y (2(5)) e observemos, primeiramente, que

IV E(a(s), t(s)]| = [|(Vf(x) + t(s)Vg(x), g(x(s)))]]
= (Vf(x), g(x(s))) + (t(s)Vg(x(s)), 0)]]
= (V£ (), g(x(s))) + (t(5)Vg(x),0) + (t:(s) — t1(5)) (Va(a(s)), 0)]]
= (V£ (), g(a(s))) + (t1(5)Vg(x),0) + (¢(s) — t1(5)) (Va(a(s)), 0)]]
= [(V (@) + ti(s)Vg(x(s)), g(a(s))) + (t(s) — t2(s))(Vg(), 0) |
= [V F(x(s), t:(5)) + (t(s) — t1(5)) (Vg (x(s)), 0)|
= [V F(x(s), t1(s)) + (t(s) — t1(5)) Vg((s), t(s))]-
Dai, por (4.13)), (z(s),t1(s)) satisfaz
g(x(s)| > CIVF(x(t), t1(s)) + (t(s) — t1(5))Vg(z(s))]- (4.18)

Além disso, notemos também que, por (4.17)), (z(s),t1(s)) — (zo, o) € que, do fato de

F(a(s), ta(s)) = f(x(s)) + tr(s)g(x(s)) = f(x(s)) —

temos que (z(s),t1(s)) € F~1(0). Agora, facamos A\(t) = t(s) —t1(s) e observemos que,
por (4.18),
lg(z(s))| > CIIVF(x(t), t2(s)) + A(s) Vg(x(s))]].

CIVE(t), t1(s)) + A(s)Vg(x(s))l| > Cmt{[[VE(z(s), t1(s)) + AVg(x(s))[[},
temos que (x(s),t1(s)) satisfaz
l9((s))| > Cmf{[VE((s), tr(s)) + AVg(z(s))]}-

Mas isso, claramente, contradiz a hipétese considerada e com isso concluimos que (i) e

(ii) sdao equivalentes. |
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Por meio de alguns raciocinios analogos ao que foram feitos no corolario acima
podemos concluir também, supondo que (z,t) € F~1(0) e (z,t) — f~1(0) N g~1(0),
que, para pontos suficientemente préximo da origem, a condicao (ii) do Corolério
é equivalente a

lg(z)|

inf\{||Vf(z) + AVg(z)||}

Ou ainda, sob a mesma hipdtese, temos que a condicao (ii) é equivalente a

U(z) = l9(@)” — 0. (4.19)

inf{ |V f(x) + AVg(z)]|2}

Assim, suponhamos que %g(m) # 0. Provaremos que lI;f{”%f(fL“) + )\%g(m)HQ} é

atingido em

(V/(x), Vg(x))

)\1 - — T
IVg(z)|]”

(Vf(x), Vg(z))
Vg ()2

Com esse intuito, comecemos observando que, quando A\ = —

(%) + MFgla). Fo@)) = <%f<x> VIV G, %g<x>>

IVg()|2

= (), gla)) — IEVID) & Sy
e

= (f(a), Ggla)) — VIELVID) &
e

= (Vf(x),Vg(2)) — (Vf(z), Vg(x))

= 0 (4.20)

Consequentemente,
(Vf(x) + \Vg(x), Vg(x)) = 0. (4.21)

Nosso objetivo é provar, a partir disso que, para todo A # \;

IV f(x) + AVg()|? > |V f(z) + M V()] (4.22)
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Para isso, basta observar que, como

VI(x) + AVg(x) = Vf(z)+AVg(x) + MVg(z) — MVg(z)
= V() +MVe(x) + (A= A\)Vg(),

temos, por (E20) e (E21), que

IV £(x) + AVg(@)|? =1V f(z) + MVg(z) + (A — M) V()]
=V £(x) + MVg(@)]® + X = M (V () + M Vg(x), Va(z))

(A= MV () + MVg(@), Va(a)) + A = M| Va(a)|
=1V f(x) + MVg(@)|? + A = AP IVg(@)])?

e, como, por hipétese, |\ — )\1|2H%g(:c)H2 > 0, (4.22) segue de imediato. Como con-

sequéncia de (4.22), temos que 1rif{||%f(x) + )\%g(x)HQ} é atingido em

Vi), V()
[V()?

e disso segue que

int {9/ (@) + Ag(x) |7} = H%fm—(w Y)’Vg(x”-%mH .
[Sg(a) P

Mas, como

2

Gy - VIV &

: = [ p )PV & ) &
1992

Vg ()|l
B <Vf(xfC)a Vy(2)) (V£(z), Vg(z))
V()|
ENE

2
T

Vg ()%,

+
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W@ VDD & by o)y = VIOVID) &y &o)
IVg(z)|2 IVg()]?
[V f (), V(o))
IVg()|?

2

Vg ()2 IVg(z)|* V()|
temos que
IVg(2)]* Vg ()]
el
V@I V@) = [(Vf (), Vg())?
IVa()]?

e, portanto, por (4.19)), a condigao (ii) do Corolario é equivalente a

b(&) = @) _ _l@r
b {|Vf(2) + AVg(@)|2} V@2 [Ve(@)|)? - [(Vf(x), Vg(x)) ]
Vg ()|

_ lg(@)[? - [ Vg(x)]?
IV f ()2 - [[Wg(@)]|2 = [(Vf(x), Vg(x))|?

— 0

(4.23)

em F~1(0). Assim, facamos A(z) = |Vf(2)]12 - [|[Vg(@)|]? — [(Vf(z), Vg(x))|2. Temos

da equivaléncia acima que a condigao (ii) do Corolério acima implica que

A~H0) N FY(0) € {Vg =0} C g}(0). (4.24)
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4.2 'Trivialidade Topolégica em Familias de Funcoes
do Tipo f(x)+ tg(x)

O objetivo principal dessa secao é provar o Teorema |.1| enunciado no inicio do
capitulo. A ideia central empregada com esse intuito parte, resumidamente, da cons-
trugao de um campo vetores e da obtencao de uma familia continua de homeomorfismos
a partir do fluxo associado a esse campo.

Primeiramente, vamos mostrar como trivializar o conjunto X = F~1(0), ou seja,
vamos provar que, para t suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo de germes
he © (F7H0),0) — (F;1(0),0). Para isso, definamos um campo de vetores @ pondo

que

Pt (0.1) < LDIVIDI? 9(2) (V£ (2), Vg(x))

se (z,t) € X' =X — g 1(0) e ¥(z,t) = (0,1) se (x,t) € X N g 1(0) e observemos que

o satisfaz as seguintes condigoes:

(i) ¥ ¢é tangente as curvas de nivel de F e g, para (z,t) € X',
(ii) || 7 (z,t) — (0,1)]| = 0 com (z,t) = f~1(0)Ng~1(0) e (x,t) € X.

De fato, suponhamos que (z,t) € X’. Entao

(3 2.0), Va.1)) = ((0.2). Vit 0) ~ LI 6 100),0), 90,0
(

x

glr
N g<x)<v£2; Vg(z)) <(%g(x)’0)7 Vy(z,t)).

(4.25)

Mas, como

((0,1), Vg(z,1)) = ((0,1), (Vg(),0)) = (0,Vg(x)) +0-1=0+0=0,

g(@)[Vg(@)|? , 9(@)|[Vg(@)[2{(V f(x),0), (Vg(x),0))

Aoy \(VF@),0), Vo(0) = A
9(@) [V g(@)|2[(V f(x), Vg(x)) + 0 - 0]
Az)
9(@)IVg(2) |2V f(2), Vg (x))
A(x)

8
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temos, por (4.25)), que

Portanto, o ¢ tangente as curvas de nivel de g.

Além disso, notemos também que

(3 0.0), VP (o.1) = (0.0), V(o)) - LRI 50y 00,

9(x)(Vf (), Vg(x)) (&

+ Al) (Vy(x),0), VF(z,t)).

(4.26)

Mas, do fato de

(0,1, VF(z,t)) = ((0,1),(Vf(x) + tVg(x), g(z)))
= {0,Vf(z) + AVg(x)) + g(z) - 1
= g(x),

(Vf(2),0),VE(z,t)) = ((Vf(x),0),(V/(z)+ tVg(x), 9(2)))
= <%f<x f(z) + tVg(@)) + 9(z) -0
= (Vf(2).Vf(x )>+t<Vf() g(x))
= V@) + 1V f(z), V(@)

),V
f(@).v

Y
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(Vg(x).0), (Vf(z) +tVg(x), g(x)))
duf () + tVg(2)) + g(z) - 0
)+ H(Vg(x), Vg(x))
)+t Vg ()|

(Vg(2),0), VF(z,t)) =

temos, por (4.26]), que

(@ . 0), V) = o) — LI & e 4G 1), G

A(w)
.\ g(waA% VIO (& o), % 1)) + V()]
(4.27)

donde, reordenando (4.27)), obtemos que

(2)|{Vf(2), V(@)

_ 9@ [Ve@)IPIVI@IP | g
(V(2,t),VF(x,t)) = g(z)— Ao + AD)
) - CDUVI@IPIVI @I = [(V£(2), Vo))
Alw)
g(x) - Afx)

= gla) = T = o) —gla) = 0

e portanto segue também que 6 tangente as curvas de nivel de F', o que prova a
condigao (i).

Para provar (ii) basta mostrarmos isso para qualquer curva analitica real (x(z), t(s)) —
(xo,t0) € g7 1(0) N f71(0). Assim, tomemos (z(x),t(s)) — (zo,t0) € g1 (0) N f~1(0)
e observemos que se (z(z),t(s)) € g~'(0) para todo s € [0,&) (com e suficientemente
pequeno) entao o resultado é imediato pela prépria definigao de . Do contrario basta

observarmos que para pontos (z,t) € X’

I (@) (0 1)||2:H_M. w o)V (), Vgla)) e
o A1)

donde, desenvolvendo a igualdade acima, temos que
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I7(e.0) - 0, ) = | 42T 1.0l
_gla) f(;(x)\ﬁ g<x><%fA<8)%g<x>> (B £(2),0), (Dg(a), 0)
) g(xxéﬁxﬁ; Vg(e) gla) f(;(x)n? (G F@).0). (D). 0)
N QW%’;@; o] g0

(4.28)

e, portanto, do fato

2

J@IV@IP| o oIV V@)
Ao (V£ (), 0)|[2 = NG ,
de
g(@)|Ve@)2 g(x)(Vf(z),Vg(x)), = z
A(z) A() (Vf(x),0),(Vg(z),0))
9(@)(Vf(z), Vg(x)) g@)|Ve(@)|? = ;
A(r) A(z) (V/(2),0),(Vg(z),0))

serem dados por

9(@)g(@)|Vg(@) |2V f(2), V(@) (V[ (), Vg(x))  |g(@)2|Vg(@)]?(
A(z)? A(z)?

e

9(@)g(2)[0,9@) [PV f (), Va(@))(V f(2), Vg(x))  |g(x)PIVg(@)|?]
A(z)? A(z)?

respectivamente, e de

2 x

1(Fg(z),0)[? = l9()] |<Vf(:v)AVx§3(2w)>| [Vg(@)|

T

(@) (Vf(x), Vg(x))
A(x)

5
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temos, por (4.28]), que

9@ PIVe@) [IVF@I2 _ lg@)PIVg@)IPIV S (@), Vo))

I e.1) — (0, 1) = N N

_|_

Ou seja,

17 (,t) — (0, 1) = ALy o
(

l9(@)PIVg @) (IV @) 21V g@) 2 = (V]
Ala)?

19(2) 2|V g(2)PA(x)
A(x)?

l9(2) 2|V g(2)])?
A(x)

e disso segue (ii).

Vamos provar agora que (i) e (ii) implicam a continuidade do fluxo de ¥'. Para
isso comecemos observando que pelo Corolario X' = X — g7 !(0) é ndo-singular e
que, por , U é suave em X', jé que {A(z) =0} C {g = 0}. Além disso, notemos
também que as curvas integrais de ?\X/ nao podem cair em Y = X N ¢g~1(0), pois K
¢ tangente as curvas de nivel de g.

Sejam ®(p, s) o fluxo de U, po = (zo,t0) €Y e py = (21,t1) € X'. Temos que
T (po) = V(D(po, 5)) + Ry e T (p1) = V(D(p1,5)) + Ru.
Assim,

17 (1) = T o)l = 17 (@(pr:5)) + Ry = (T (@(po, ) + Ro)|
< T (@(p1,) — T (@(po, ) + Ry — Rol

e, portanto, por (i) temos que ||| 7 (p1) — ¥ (po)|| — 0 quando p; — py. Além disso,

observemos também que, para s suficientemente pequeno,
D(pr,s) =p1+sV(p1)+11 e B(po,s) =po+ sV (po) + 7o.

Logo,
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1©(pr,s) = @(p2,8)| = llp1 + 57 (p1) + 71— (po + 57 (po) + 7o)
< oy = woll + 18|17 (p1) = T (po)l| + llr1 = roll~ (4:29)

e, consequentemente, ||®(p1,s) — ®(p2,s)|| — 0 quando p; — po. Isso mostra a
continuidade de ® e nos permite concluir a trivialidade de X.
Para trivializar F' como uma fungao nds tomaremos como base o Campo de Vetores

de Kuo. Assim, definamos o seguinte campo:

Be,t) = (0,1) - -2 (Gr,1,0)
IV F@)?

e observemos que do fato de

((0,1), VE(z,1)) = ((0,1), (VF(x,t), g(x))) = (0, VF(z, 1)) + g(x) - 1 = g(x)

(VF(x,1),0),VF(z,t)) = ((VF(,1),0), (VF(x,1),g(x)))
— (VF(2,1), VF(z,1)) + g(z) - 0
e 1Co
IVF ()]
temos que

B (), V) = (0,1), VF( ) — —25) (&P 1),0), VF(2,1)),

IVF(2)|?
PR Co R PR
= g(z) —g(z)
=0

e disso segue que W é tangente as curvas de nivel de F'.

Usando uma particao da unidade vamos “colar” os campos de vetores o e W. Para
isso, fixemos U uma vizinhanca suficientemente pequena de (0,0) € K" x K, tomemos
V) uma vizinhanga de X’ = X — Y em U — Y que ainda satisfaca (4.23) e ponhamos
Vo =U — X. Como V; e V, formam uma cobertura de & — Y, podemos tomar uma

partigdo da unidade p1, ps : U — Y — [0, 1] dominada por V; e Vs, e definir um campo

7
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vetores 7 pondo que
V(@ 1) = po(2,8)T (2, ) + pal, )T (2, £).

Claro que o campo 7 ¢ tangente as curvas de nivel de F' em U — Y, uma vez que
T e W sdo tangentes as curvas de niveis de F' em X — Y e U — X, respectivamente,
conforme provado anteriormente na construcao de ambos os campos. Além disso, 7 é
tangente também as curvas de g, em X — Y. Assim, o fluxo associado a 7 ¢é continuo
emU —Y.

Além disso, do fato de py(x,t) + pa(z,t) = 1, temos que

Ve, )= (0,1) = pi(a, )T (@,8) + palar, )T (2, 8) — (0,1)

U (2, t) 4 po(a, )W (x,t) — (0, py(z, t) + polz,t))
(2, 1) + pala, )W (x,t) — pr(x, £)(0,1) — pa(z, )(0,1)
U (z,t) — (0,1)) + po(z, t)(W(x, ) — (0,1)).

—~

Disso segue que

Vi@ t) = 0D = lpala, (T (@) = (0.1)) + pala, (@ (z,2) = (0, 1))
< lon(a, (T (2,8) = (0, 1) + pa(z, 0)(@ (x,8) — (0, 1)
= pu(@, (T (@) = (0, 1) + pala, )| (W (1) — (0, 1)

e, portanto, ||7(:c,t) —(0,1)]] — 0 com (z,t) — Y. Assim, podemos provar a
continuidade do fluxo de 7 por um raciocinio completamente analogo ao que utilizamos

para provar a continuidade do fluxo de o e disso segue o teorema.

4.3 'Trivialidade Topolégica em Familias y— Cons-
tante de Hipersuperficies com Singularidades

Isoladas do Tipo f(z)+ tg(x)

Ao longo dessa se¢ao discutimos uma consequéncia importante do Teorema [.1] para
o estudo de trivialidade topolégica em familias py—constante de hipersuperficies com
singularidades isoladas na origem. De maneira geral, Parusinski[2I] provou a partir
desse teorema que um caso especifico de deformagao pu— constante é topologicamente

trivial, conforme verificamos abaixo.
Corolario 4.4. Seja f,g : (C*,0) — (C,0) tais que F(z,t) = f(x) + tg(z) é uma
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familia y—constante de singularidades isoladas. Entao F' é topologicamente trivial.

Demonstragao: Suponhamos que F(z,t) = f(x) + tg(x) é uma familia y—constante
com singularidades isoladas. Para concluir que F' é topologicamente trivial vamos

provar que, em uma vizinhanga da origem,
l9(2)| < [[VF(,t)]], com (z,t) = ¢~'(0) N f7(0).

Nesse sentido, comecemos denotando o eixo ¢t por L. Por [9] podemos garantir que,

se a familia F'(x,t) = f(z) + tg(z) é p—constante, entao
t
IVE(z, )| < [[VF(z, )]

com (x,t) — L, ou seja,
9(z)| < [[VF(z, 1)

com (z,t) — L. Assim, para provar que F' é topologicamente trivial precisamos provar
apenas que
l9(z)| < [IVF(z,1)]]

para (z,t) — (x, 1), onde g(xo) = f(xg) = 0 e zo # 0. Mas, isso segue do fato de que,
por hipétese, %F(mo, to) # 0. [ |
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