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ficativamente para o meu aprendizado.
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Ícaro.
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Resumo

Neste trabalho, discorremos sobre alguns aspectos importantes associados à trivi-

alidade topológica em uma famı́lia de funções anaĺıticas. Nesse sentido, apresentamos

uma condição suficiente para que uma deformação linear de uma função anaĺıtica seja

topologicamente trivial.

Palavras-chave: Funções Anaĺıticas, Famı́lias de Funções, Deformações Lineares, Tri-

vialidade Topológica.



Abstract

In this work, we discuss some important aspects associated with topological trivi-

ality in a family of analytic functions. In this sense, we present a sufficient condition

for a linear deformation of an analytic function to be topologically trivial.

Keywords: Analytics Functions, Family of Functions, Linear Deformations, Topolo-

gical Triviality.
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Introdução

O estudo de propriedades associadas às famı́lias µ−constante de hipersuperf́ıcies

com singularidades isoladas é um dos temas de destaque da área de Teoria das Singu-

laridades, inclusive, devido à existência de intrigantes problemas em aberto. Um dos

enigmas atrelados ao estudo desse tipo de famı́lia se baseia numa conjectura introdu-

zida por Tessier[23] que atrela µ−constância à invariância do tipo topológico, problema

que, mais tarde, foi estudaoa por Lê e Ramanujam[8].

A respeito desse tema, Lê e Ramanujam[8] provaram, exceto para hipersuperf́ıcies

de dimensão dois, que em uma famı́lia anaĺıtica de hipersuperf́ıcies com singularidade

isolada na origem a invariância do número de Milnor implica a invariância do tipo

topológico. Baseado nesse resultado, Parusinski[21] comenta que, com exceção das

famı́lias de superf́ıcies, famı́lias µ−constante de hipersuperf́ıcies com singularidades

isoladas são topologicamente triviais, mas que o caso mais geral ainda é um problema

em aberto.

Um avanço feito na direção de desvendar a validade do caso mais geral foi introdu-

zido pelo próprio Parusinski[21] que deu uma condição suficiente para que famı́lias do

tipo f(x) + tg(x) sejam topologicamente triviais e, a partir disso, provou, sem impor

restrição para a dimensão, que deformações lineares µ−constante são topologicamente

triviais.

Com base nisso, o principal objetivo desse trabalho é abordar alguns aspectos impor-

tantes associados à trivialidade topológica em famı́lias de deformações lineares, dentre

eles, os resultados obtidos por Parusinski[21]. Com o intuito de tornar essa discussão

mais efetivas nós subdividimos esse trabalho em quatro caṕıtulos, cada qual com uma

finalidade espećıfica, conforme destacamos abaixo.

Ao longo do primeiro caṕıtulo desse trabalho, discutimos algumas noções elementa-

res que são importantes para o desenvolvimento e a compreensão de temas dos demais

caṕıtulos. Dentre esse conceitos definimos e apresentamos uma série de resultados

associado às variedades suaves. Além disso, introduzimos também, limitando-se ao

necessário, a noção de fibrado localmente trivial, bem como algumas noções básicas de

álgebra e dos germes de funções anaĺıticas.
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No segundo caṕıtulo, apresentamos o conceito de ponto singular de uma variedade

algébrica, bem como alguns resultados importantes associados, entre os quais, o Te-

orema da Estrutura Cônica, o Lema de Seleção da Curva, Teorema da Fibração de

Milnor e o Teorema da Fibração de Lê-Milnor. Além disso, discutimos também sobre

a topologia das fibras de Milnor e a partir disso definimos o número de Milnor.

No terceiro caṕıtulo, abordamos o Campo de Vetores de Kuo, uma ferramenta que,

embora tenha aparecido em um contexto bastante restrito, é útil para a estruturação

das deduções que são estabelecidas no quarto caṕıtulo, que é, de fato, o caṕıtulo central

desse trabalho, no qual estudamos os resultados que Parasinski[21] obteve com relação

à trivialidade topológica em deformações lineares defunções anaĺıticas.
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Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo discutimos uma série de noções e resultados que estruturam todo o

nosso trabalho. Basicamente, todo o objeto de estudo dessa parte gira em torno de

noções e resultados à respeito das variedades suaves, dos fibrados localmente triviais e

dos conjuntos algébricos e anaĺıticos. As principais referências para este caṕıtulo são

Pollack e Guillemin[20] e Lee[12]

1.1 Variedades Suaves

Nessa seção nos dedicamos a definir e apresentar alguns conceitos e resultados

relacionados as variedades suaves que, de maneira geral, são espaços em que uma

vizinhança de cada ponto pode ser vista como um espaço euclidiano. Nesse sentido,

é natural tentar generalizar alguns dos fatos e noções desses espaços também para as

variedades. Mas antes disso definimos que

Definição 1.1. [20] Uma aplicação f : U ⊂ Rn → Rm é suave se cada função coorde-

nada f1, f2, · · · , fm : U → R possui as derivadas parciais de todas as ordens cont́ınuas.

Se considerarmos o caso em que X ⊂ Rn é um conjunto arbitrário também definimos

que

Definição 1.2. [20] Uma aplicação f : X → Rm é suave se, para cada x ∈ X, existir

uma vizinhança U ⊂ Rn e uma aplicação suave F : U → Rm tal que F |U∩X = f .

E, além disso, supondo agora que X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm são conjuntos arbitrários

estabelecemos que

Definição 1.3. [20] Uma aplicação suave f : X → Y é um difeomorfismo se f é

bijetora e f−1 : Y → X é suave.

Partindo disso, definimos que
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1. Noções Preliminares

Definição 1.4. [20] X ⊂ Rn é uma variedade suave k−dimensional se é localmente

difeomorfo à Rk, ou seja, se para cada x ∈ X existe uma vizinhança V em X que é

difeomorfo a um aberto U ⊂ Rk. Além disso, o difeomorfismo ϕ : U → V é denominado

uma parametrização da vizinhança V .

Exemplo 1.1. O conjunto

S1 = {(x, y) ∈ R;x2 + y2 = 1}

é uma variedade 1−dimensional.

Figura 1.1: Representação Gráfica de S1

De fato, tomemos (x, y) ∈ S1, com y > 0 e

ϕ1 : (−1, 1) −→ {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1, y > 0}

x 7−→ (x,
√

1 − x2)

Observemos, primeiramente, que

{(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1, y > 0} = {(x, y) ∈ R2; y > 0} ∩ S1

é um aberto de S1. E, notemos também que ϕ1 é uma bijeção, pois é claramente

injetiva, além de ser também sobrejetiva, já que dado (x, y) ∈ R2, com x2 + y2 = 1 e

y > 0, temos que ϕ1(x) = (x,
√

1 − x2) = (x, y).

Vejamos que ϕ1 é suave, pois as funções coordenadas de ϕ1 são naturalmente C∞.

Além disso,

ϕ−1
1 : {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1, y > 0} −→ (−1, 1)

(x, y) 7−→ x

5



1. Noções Preliminares

é também suave. Dáı, conclúımos que ϕ1 é um difeomorfismo.

Agora, tomemos (x, y) ∈ R2, com y < 0. Então podemos considerar

ϕ2 : (−1, 1) −→ {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1, y < 0}

x 7−→ (x,−
√

1 − x2)

e, por um racioćınio totalmente análogo, concluir que ϕ2 é um difeomorfismo.

Com isso provamos que ϕ1 e ϕ2 são parametrizações de S1 para quaisquer ponto,

exceto para (1, 0) e (−1, 0), e para esse caso tomaremos, respectivamente, as seguintes

aplicações

ϕ3 : (−1, 1) −→ {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1, x > 0}

y 7−→ (
√

1 − y2, y)

e

ϕ3 : (−1, 1) −→ {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1, x < 0}

y 7−→ (
√

1 − y2, y),

ambas parametrizações para vizinhas que contém tais pontos. Disso, conclúımos que

S1 é uma variedade 1−dimensional.

É muito comum a supressão do termo ”suave´´ quando se deseja referir a esse tipo

de variedade e, neste trabalho, também o suprimimos, salvo situações em que podem

haver confusão. Deixado isso claro, é importante destacar que uma variedade X pode

conter um conjunto Z que também é difeomorfo a um aberto de um espaço Rm e

quando isso ocorre Z recebe uma nomenclatura especial, conforme definimos abaixo.

Definição 1.5. [20] Se X ⊂ Rn é uma variedade, então um conjunto Z ⊂ X é uma

subvariedade de X se é também uma variedade.

1.1.1 Espaço Tangente

Agora que já apresentamos cada um desses aspectos iniciais introduzimos a ao

longo dessa seção a noção de espaço tangente, de grande importância ao longo deste e

dos próximos caṕıtulos. Nesse sentido, tomemos X ⊂ Rn uma variedade diferenciável

m−dimensional, x ∈ X e ϕ : U → U1 ∩X uma parametrização de uma vizinhança de

x tal que ϕ(0) = x. Da diferenciabilidade de ϕ temos, para u ∈ U , que

ϕ(u) = ϕ(0) + dϕ0(u) + r(u), com lim
v→0

r(v)

∥v∥
= 0.
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1. Noções Preliminares

Assim, é coerente estabelecer, tomando como base [20], uma aproximação linear para

ϕ : U → V ∩X pela aplicação

u→ ϕ(0) + dϕ0(u) = x+ dϕ0(u).

E, a partir disso, estabelecemos:

Definição 1.6. [20] O espaço tangente de X em x é a imagem do mapa dϕ0 : Rm → Rn.

Comecemos observando que essa definição está bem estabelecida. De fato, supo-

nhamos que ψ : V → V1 ∩X também seja uma parametrização para uma vizinhança

de x que satisfaz ψ(0) = x, temos que ϕ(U ′) = ψ(V ′), para U ′ e V ′ abertos de Rm

devidamente tomados contidos em U e V . Assim, consideremos os difeomorfismos

h1 = ψ|−1
V ′ ◦ ϕ|U ′ : U ′ → V ′ e h2 = ϕ|−1

U ′ ◦ ψ|V ′ : V ′ → U ′.

Como ϕ|U ′ = dh1 ◦ dψ|V ′ e ψ|V ′ = dh1 ◦ dϕ|U ′ , temos que dϕ|U ′(Rm) ⊂ dψ|V ′(Rm) e

dψ|V ′(Rm) ⊂ dϕ|U ′(Rm), assim, dψ|V ′(Rm) = dϕ|U ′(Rm). Mas dϕ|U ′(Rm) = dϕ(Rm) e

dψ|V ′(Rm) = dψ(Rm), logo dψ(Rm) = dϕ(Rm) e, portanto, segue o resultado.

Definido desse modo, o espaço tangente de X em x, denotado por Tx(X), é um

subespaço de Rn cuja translação paralela x + Tx(X) é a aproximação plana (mais

próxima) para X em x, conforme indicamos na figura abaixo e, nesse caso, um vetor

tangente de X ⊂ Rn é um ponto v ∈ Rn que pertence Tx(X).

Figura 1.2: Translação de TxX

Observemos também que a dimensão do espaço de vetores TxX é m, pois do fato de

ϕ−1 ser suave, temos que existe uma aplicação suave Φ : W ⊂ Rn → Rm que estende

ϕ−1. Como Φ ◦ ϕ é a aplicação identidade, temos pela regra da cadeia que

Rm dϕ0 //

d(Φ◦ϕ)

66TxX
dΦx // Rm

7



1. Noções Preliminares

é a identidade, assim dϕ0 : Rm → TxX é invert́ıvel, donde segue que dϕ0 é um isomor-

fismo e, portanto, dimTxX = m.

Agora, consideremos X e Y variedades de dimensões m e n, respectivamente, e uma

aplicação f : X → Y com f(x) = y.

Definição 1.7. [20] A derivada da aplicação f em x é uma transformação linear dfx :

TxX → TyY .

Para concluirmos que essa definição está bem estabelecida basta observarmos que

se ϕ : U → U1 ∩X é uma parametrização para uma vizinhança de x e ψ : Y → V2 ∩X
é uma parametrização para uma vizinhança de y que satisfazem ϕ(0) = x e ψ(0) = y,

então temos, para U ′ suficientemente próximo da origem, que o diagrama

X
f // Y

U ′
h=ψ−1◦f◦ϕ

//

ϕ

OO

V

ψ

OO

comuta, donde obtemos que

TxX
dfx // TyY

Rm
dh0

//

dϕ0

OO

Rn

dψ0

OO

comuta, e dáı

dfx = dψ0 ◦ dh0 ◦ dϕ−1
0 .

Como isso não depende das parametrizações ϕ e ψ, conclúımos que dfx está bem defi-

nida.

Além disso, notemos que se g : Y → Z é outra aplicação suave entre variedades e

ν : W → W1∩Z é uma parametrização para uma vizinhança de z = g(y) com ν(0) = z,

então para U ′ e V ′ contidos em U e V o diagrama

X
f // Y

g // Z

U ′
h=ψ−1◦f◦ϕ

//

ϕ

OO

V ′

ψ

OO

j=ν−1◦g◦ψ
//W

ν

OO

comuta e dele obtemos o diagrama

X
g◦f // Z

U ′
j◦h

//

ϕ

OO

W

ν

OO

8



1. Noções Preliminares

comuta. Assim,

d(g ◦ f)x = dν0 ◦ d(j ◦ h)0 ◦ dϕ−1
0 = dν0 ◦ dj0 ◦ dh0 ◦ dϕ−1

0

= (dν0 ◦ dj0 ◦ dψ−1
0 ) ◦ (dψ0 ◦ dh0 ◦ ϕ−1

0 )

= dgy ◦ dfx,

o que prova o seguinte resultado:

Teorema 1.1 (Regra da Cadeia). [20] Se X, Y e Z são variedades suaves e f : X → Y

e g : Y → Z são aplicações suaves, então

d(g ◦ f)x = dgf(x) ◦ dfx.

Agora suponhamos que X e Y sejam duas variedades diferenciáveis de mesma

dimensão.

Teorema 1.2. Dada f : X → Y uma aplicação suave. Se f(x) = y e f é um

difeomorfismo local em x, então dfx : TxX → TyY é um isomorfismo.

Demonstração: Sejam U∩X e V ∩Y vizinhanças de x e y tais que f : U∩X → V ∩Y
é um difeomorfismo e consideremos a aplicação f−1 : V ∩ Y → U ∩ X. Então, como

f−1 ◦ f é a identidade, temos pela regra da cadeia que

TxX
dfx //

d(f−1◦f)x

55TyY
df−1

y // TxX

é a identidade. Assim, dfx : TxX → TyY é invert́ıvel e, portanto, dfx é um isomorfismo.

■

A rećıproca desse resultado também é válida e isso garante, basicamente, uma ge-

neralização do Teorema da Aplicação Inversa para variedades suaves, conforme enun-

ciamos abaixo.

Teorema 1.3 (Teorema da Função Inversa). Suponhamos que f : X → Y seja uma

aplicação suave cuja derivada dfx é um isomorfismo. Então f é um difeomorfismo local

em x.

Demonstração: De fato, tomemos ϕ : U → U1∩X e ψ : V → V1∩X parametrizações

para x e y, respectivamente, com ϕ(0) = x e ψ(0) = y tais que o diagrama

X
f // Y

U
h=ψ−1◦f◦ϕ

//

ϕ

OO

V

ψ

OO

9
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comute. Como dfx é um isomorfismo, temos que dh0 = ψ−1
0 ◦ fx ◦ϕ0 é um isomorfismo,

donde segue pelo Teorema da Aplicação Inversa para espaços Rn que existem abertos

U ′ ⊂ U e V ′ ⊂ V tais que h : U ′ → V ′ é um difeomorfismo. Dáı, restringindo domı́nios,

temos que f = ψ ◦ h ◦ ϕ−1 : ϕ(U ′) → ψ(V ′) é um difeomorfismo local. ■

1.1.2 Forma Local das Imersões

Até então estávamos estudando o comportamento local de aplicações f : X → Y

nos casos em que, exclusivamente, dimX = dimY . Ao longo dessa seção vamos supor

que dimX < dimY e discutir alguns aspectos relacionados ao comportamento de f

quando exigidas determinadas condições.

Definição 1.8. [20] Uma aplicação f : X → Y é uma imersão em x se a transformação

dfx : TxX → Tf(x)Y é injetiva

Um exemplo trivial de imersão é a própria imersão canônica, isto é, a aplicação f :

Rn → Rm, n < m, dada por f(a1, . . . , an) = (a1, . . . , an, 0, . . . , 0). A partir do teorema

abaixo vamos garantir que, se f é uma imersão em x, então existem de parametrizações

para vizinhanças de x e y = f(x) (ϕ e ψ, respectivamente), tais que h = ψ−1 ◦ f ◦ ϕ é

a imersão canônica.

Teorema 1.4 (Forma Local das Imersões). Sejam X e Y variedades de dimensão n

e m (m > n), respectivamente, e f : X → Y um aplicação suave que é uma imersão

num ponto x ∈ X. Então, existem parametrizações ϕ : U → U1 ∩X e ψ : V → V1 ∩Y ,

de x e y = f(x), tais que

(ψ−1 ◦ f ◦ ϕ)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) ∈ Rm

para todo (x1, . . . , xn) ∈ U .

Demonstração: Tomemos σ : U ′ → U ′
1 ∩X e υ : V ′ → V ′

1 ∩ Y parametrizações para

vizinhanças de x e y = f(x), respectivamente, de maneira que σ(0) = x, υ(0) = y e

que o diagrama

X
f // Y

U ′
h=υ−1

1 ◦f◦σ
//

σ

OO

V ′

υ

OO

comute. Então, como dh0 = dυ−1
0 ◦ dfx ◦ dσ0 e dυ−1

0 , dfx e dσ0 são injetoras, temos

que dh0 é injetora. Dáı, h é uma imersão em 0 = σ−1(x) ∈ Rn e, portanto, pela

Forma Local da Imersões em espaços euclidianos, temos que existe um difeomorfismo

10
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g : Z → U ×W , onde Z é vizinhança de 0 ∈ Rm, U vizinhança de 0 ∈ Rn (U ⊂ U ′) e

W vizinhança de 0 ∈ Rm−n, tal que

(g ◦ h)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, · · · , 0)

para todo (x1, . . . , xn) ∈ U , ou seja, tal que

(g ◦ υ−1 ◦ f ◦ σ)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0)

para todo (x1, . . . , xn) ∈ U .

Desse modo, tomemos ϕ = σ|U e ψ = (g ◦ υ−1)−1 = υ ◦ g−1 e observemos que ϕ e ψ

são, claramente, parametrizações para x e y que satisfazem

(ψ−1 ◦ f ◦ ϕ)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0)

para todo (x1, . . . , xn) ∈ U , já que ψ−1 = g ◦ υ, e com isso fica provado o resultado. ■

1.1.3 Forma Local das Submersões

Nessa subseção estudamos o comportamento local de aplicações f : X → Y , mas

dessa vez damos ênfase à Forma Local das Submersões para variedades suaves. Nesse

sentido, é importante destacar, primeiramente, que toda a construção desenvolvida ao

longo dessa discussão parte da suposição de, em f , que dimX > dimY .

Definição 1.9. [20] Uma aplicação f : X → Y é uma submersão em x se a trans-

formação dfx : TxX → Tf(x)Y é sobrejetiva.

Um exemplo trivial de submersão é a própria projeção canônica, ou seja, a aplicação

f : Rn → Rm, n > m, dada por f(x1, . . . , xm, . . . , xn) = (x1, . . . , xm). De maneira simi-

lar ao caso das imersões, garantimos logo abaixo que se f : X → Y é uma submersão

em x, então existem parametrizações ϕ e ψ para vizinhanças de x e y = f(x) tais que

ψ−1 ◦ f ◦ ϕ é a submersão canônica.

Teorema 1.5 (Forma Local das Submersões). Sejam X e Y variedades diferenciáveis

de dimensões n e m (m < n), respectivamente, e f : X → Y uma aplicação suave que

é uma submersão no ponto x ∈ X. Então, existem parametrizações ϕ : U → U1 ∩ Y e

ψ : V → V1 ∩ Y tais que

(ψ−1 ◦ f ◦ ϕ)(x1, . . . , xm, . . . , xn) = (x1, . . . , xm)

para todo (x1, . . . , xm, . . . , xn) ∈ V ×W .

11
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Demonstração: Tomemos σ : U ′ → U ′
1 ∩ Y e υ : V ′ → V ′

1 ∩X parametrizações para

vizinhanças de x e y = f(x), respectivamente, de maneira que σ(0) = x, υ(0) = y e

que o diagrama

X
f // Y

U ′
h=υ−1◦f◦σ

//

σ

OO

V ′

υ

OO

comute. Notemos que do fato de dh0 = dυ−1
0 ◦ dfx ◦ dσ0 e dυ−1

0 , dfx e dσ0 serem

sobrejetivas temos que dh0 é sobrejetiva. Assim, h é um submersão em 0 = σ−1(x) ∈ Rn

e, portanto, pela Forma Local das Submersões para espaços euclidianos temos que existe

um difeomorfismo g : Z ×W → U , onde Z é uma vizinhança de 0 ∈ Rm, W é uma

vizinhança de 0 ∈ Rn−m e U uma vizinhança de 0 ∈ Rn (U ⊂ U ′), tal que

(h ◦ g)(x1, . . . , xm, . . . , xn) = (υ−1 ◦ f ◦ σ ◦ g)(x1, . . . , xm, . . . , xn)

= (x1, . . . , xm),

para todo (x1, . . . , xm, . . . , xn) ∈ Z ×W . Dáı, basta tomarmos ψ = υ e ϕ = σ ◦ g para

concluirmos o resultado. ■

Mantenhamos a hipótese de que f : X → Y uma aplicação entre as variedades X

e Y , de dimensões n e m (n > m), respectivamente, e consideremos o conjunto

f−1(y) = {x ∈ X; f(x) = y}.

Definimos agora que

Definição 1.10. [20] Um ponto y ∈ Y é um valor regular de f se dfx : TxX → TyY é

sobrejetiva para todo x ∈ f−1(y).

Notemos que, se f é uma submersão no ponto x ∈ f−1(y), então podemos, pela

Forma Local das Submersões, obter parametrizações ϕ : U → U1∩X, com U = Z×W ,

onde Z é aberto de Rm e W é aberto de Rn−m e ψ : V → V1 ∩X, com ψ(0) = y, tais

que

(ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ)(x1, . . . , xm, . . . , xn) = (x1, . . . , xm).

para todo (x1, . . . , xm, . . . , xn) ∈ Z ×W . Assim, consideremos o conjunto f−1(y)∩U1.

Temos que

ϕ−1(f−1(y) ∩ U1) = {(x1, . . . , xm, . . . , xn) ∈ U ;x1 = . . . = xm = 0} = {(0, . . . , 0)} ×W,

pois dado x ∈ {(0, . . . , 0)} × W , temos que (f ◦ ϕ)(x) = y e, portanto, ϕ(x) ∈

12
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f−1(y) ∩ U1, o que implica que x ∈ ϕ−1(f−1(y) ∩ U1). Além disso, é claro que se

(x1, . . . , xm, . . . , xn) ∈ ϕ−1(f−1(y) ∩ U1) ⊂ U , então x1 = . . . = xm = 0, pois se xi ̸= 0

para algum i = 1, . . . ,m, então

(ψ−1 ◦ f ◦ ϕ)(x1, . . . , xm, . . . , xn) = (x1, . . . , xi, . . . , xm) ̸= (0, . . . , 0)

o que é um absurdo. Desse modo, ϕ define um difeomorfismo entre f−1(y) ∩ U1 e

{(0, . . . , 0)} × W . Mas, como {(0, . . . , 0)} × W é difeomorfo a W , conclúımos que

f−1(y) ∩ U1 é difeomorfo a W e isso prova o seguinte resultado:

Teorema 1.6. [20] Se y ∈ Y é um valor regular de f : X → Y , então a f−1(y) é uma

subvariedade de X e dim f−1(y) = dimX − dimY .

Supondo ainda que y é o valor regular de uma aplicação f : X → Y , precisa-

mos também discutir um outro ponto relevante e que diz respeito exatamente à uma

importante caracterização do espaço tangente à variedade f−1(y).

Teorema 1.7. [20] Seja f : X → Y uma aplicação suave entre variedades de dimensão

n e m (n > m), respectivamente. Se y ∈ Y é um valor regular de f e Z = f−1(y),

então, para qualquer ponto x ∈ Z, ker dfx = TxZ.

Demonstração: Tomemos x ∈ Z e parametrizações φ : U ⊂ Rn−m → U1 ∩ Z e

ψ : V → V1∩Y para vizinhanças de x e y, com ϕ(0) = x, ψ(0) = y tais que o diagrama

X
f // Y

U
h=ψ−1◦f◦φ

//

φ

OO

V

ψ

OO

comute. Então, como h = ψ−1 ◦ f ◦ φ é constante, já que

h(u) = ψ−1(f(φ(u))) = ψ−1(y) = 0, para todo u ∈ U ,

temos que dh0 = dψ−1
y ◦ dfx ◦ dφ0 = 0. Disso segue que

dh0(Rn−m) = dψ−1
y (dfx(φ0(R

n−m))) = dψ−1
y (dfx(TxZ)) = 0

e, dáı, como dψ−1
y é injetiva, temos que dfx(TxZ) = 0, ou seja, TxZ ⊂ ker dfx. Agora

observemos que, do fato dfx : TxX → TyY ser sobrejetiva, temos que

dim ker dfx = dimX − dimY = dimZ.

Dáı, como TxZ é um subespaço de ker dfx que tem a mesma dimensão que ker dfx,

conclúımos que TxZ = ker dfx. ■
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1.1.4 Transversalidade

Podemos estender a noção de regularidade por meio de uma nova propriedade di-

ferencial. A ideia central que motiva esse estudo parte da tentativa de verificar quais

condições exigir para que a imagem inversa de uma subvariedade de Y seja também

uma subvariedade de X. Impulsionados por esse objetivo e tomando como referência

Lima[13], apresentamos uma condição necessária e suficiente para que possamos ter tal

fato e definimos a partir disso a noção de transversalidade, principal objeto de estudo

nessa subseção.

Vamos fixar a partir de agora que X e Y são variedades diferenciáveis de dimensão

n e m, respectivamente, que Z é uma subvariedade de Y de dimensão l e que f :

X → Y é uma aplicação suave. Tomemos x ∈ f−1(Z) e façamos y = f(x). Então, se

i : Z → Y é a aplicação inclusão entre as variedades Z e Y e ϕ : U ⊂ Rl → U1 ∩ Z

e ψ : V ⊂ Rm → V1 ∩ Y são parametrizações para vizinhanças de y, com ϕ(0) = y e

ψ(0) = y, tais que o diagrama

Z
i // Y

U
h=ψ−1◦i◦ϕ

//

ϕ

OO

V

ψ

OO

comute, então temos do fato h = ψ−1 ◦ i ◦ ϕ = ψ−1 ◦ ϕ que dh0 = dψ−1
0 ◦ dϕ0. Dáı,

dh0 é uma transformação é injetiva, donde segue que, diy = dψ0 ◦ dh0 ◦ dϕ−1
0 também

é uma transformação injetiva. Logo, i é uma imersão e, assim, pela Forma Local das

Imersões, temos que existem parametrizações φ : U → U1 ∩ Z e ϑ : U ×W → V1 ∩ Y
tais que

(ϑ−1 ◦ i ◦ φ)(x1, . . . , xl) = (x1, . . . , xl, 0, . . . , 0),

para todo (x1, . . . , xn) ∈ U , o que implica que ϑ−1(U1 ∩ Z) = U × {(0, . . . , 0)}.

Desse modo, definamos π ◦ ϑ−1 ◦ f : S ∩ X → Rm−l, onde S ∩ X é uma vizi-

nhança de x tal que f(S ∩ X) ⊂ U1 ∩ Y e π : Rm → Rm−l é a aplicação dada

por π(x1, . . . , xl . . . , xm) = (xl, . . . , xm) para todo (x1, . . . , xl, . . . , xm) ∈ Rm, façamos

g = π ◦ ϑ−1 e notemos, primeiramente, que S ∩ f−1(Z) = (g ◦ f)−1(0). Observemos

também que dgy : TyY → Rm−l é uma aplicação sobrejetiva, logo Im(TyY ) = Rm−l e

ker dgy = TyZ, já que 0 ∈ Rm−l é um valor regular de g e y ∈ g−1(0) = U1 ∩ Z ⊂ Z.

Além disso, notemos também que 0 ∈ Rm−l é um valor regular de g◦f se e, somente

se, d(g ◦ f)z : TzX → Rm−l é sobrejetiva, para todo z ∈ S ∩ f−1(Z). Mas, para que

d(g ◦ f)z : TzX → Rm−l seja sobrejetiva, para todo z ∈ S ∩ f−1(Z) é necessário e

suficiente exigir que dgy(Im(dfz)) = Rm−l, para todo z ∈ S ∩ f−1(Z). Nosso intuito,

a partir de agora, é provar que dgy(Im(dfz)) = Rm−l para todo z ∈ S ∩ f−1(Z) se e,
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somente se, Im(dfz) + TyZ = Ty(Y ) para todo z ∈ S ∩ f−1(Z), pois a partir disso

podemos exigir uma condição necessária e suficiente para que 0 ∈ Rm−l seja um valor

regular de g ◦ f . Para isso, comecemos supondo que dgy(Im(dfz)) + TyZ = TyY para

todo z ∈ S ∩ f−1. Então

dgy(Im(dfz)) = dgy(Im(dfz)) + dgy(TyZ) = dgy(Im(dfz) + TyZ)

= dgy(TyY ) = Rm−l, ∀z ∈ S ∩ f−1(Z).

Reciprocamente, se Im(dfz) + TyZ ̸= TyY , então existe v1 ∈ TyY tal que

v1 ̸∈ Im(dfz) + TyZ.

Mas desse fato segue que dgy(v1) ̸∈ dgy(Im(dfz)), pois se existe v2 ∈ Im(dfz) tal que

dgy(v1) = dgy(v2), então v1 − v2 ∈ ker dgy = TyZ, donde obtemos que

v1 = v2 + (v1 − v2) ∈ Im(dfz) + TyZ,

o que contradiz a hipótese. Dáı, se Im(dfz) + TyZ ̸= TyY , então dgy(Im(dfz)) ̸= Rm−l

e isso conclui a demonstração do fato afirmado. Com isso provamos que 0 ∈ Rm−l é um

valor regular de g◦f se e, somente se, Im(dfz)+TyZ = TyY , para todo z ∈ S∩f−1(Z).

A partir disso introduzimos a seguinte definição:

Definição 1.11. [20] Uma aplicação f é transversal a Z no ponto x ∈ f−1(Z) se

Im(dfx) + TyZ = TyY.

Observemos pelo que vimos anteriormente que, se f é transversal a Z nos pontos de

S∩f−1(Z), então 0 ∈ Rm−l é um valor regular de g ◦f , donde temos que S∩f−1(Z) =

(g ◦ f)−1(0) é uma subvariedade de X de dimensão n− (m− l). Na verdade, de modo

geral:

Teorema 1.8. Se f : X → Y é uma aplicação suave transversal a subvariedade Z ⊂ Y ,

então f−1(Z) é uma subvariedade de X de dimensão n− (m− l).

Suponhamos dessa vez que X também seja uma subvariedade de Y , tomemos a

aplicação inclusão i : X → Y e observemos que i−1(Z) = Z ∩X. Além disso, notemos

também que dix : Tx(X) → TxY é a inclusão do mapa Tx(X) em TxY , para todo

x ∈ X. Dáı, i é transversal à Z se e, somente se, para todo x ∈ X ∩ Z,

TxX + TxZ = TxY
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e com base nisso definimos:

Definição 1.12. [20] X e Z, subvariedades de Y , são transversais se

TxX + TxZ = TxY.

para todo x ∈ X ∩ Z.

A partir de agora vamos estabelecer uma importante caracterização para os pontos

cŕıticos de uma função g de Rn em R restrita a uma variedade X.

Proposição 1.9. Se g|X : X → R é a restrição de uma aplicação g : Rn → R à uma

variedade X, então o conjunto dos pontos cŕıticos de g restrito à X é dado por:

(i) Pontos x ∈ X tais que x é ponto cŕıtico de g;

(ii) Pontos x ∈ X tais que x é valor regular de g e Z = g−1(g(x)) intersecta X não

transversalmente em x.

Demonstração: Comecemos tomando a aplicação inclusão i : X → Rn e definamos

f pondo f = g ◦ i : X → R. Então, é importante destacar primeiramente que, dado

x ∈ X,

dfx = dgi(x) ◦ dix = dgx ◦ ix,

onde ix é a inclusão entre TxX e Rn e que, claramente, se x ∈ X é um ponto cŕıtico de

g, então x é ponto cŕıtico também de f .

Suponhamos, agora, que x é um ponto regular de g. Temos que x é ponto cŕıtico

de f se e, somente se, dfx não é sobrejetiva, ou seja, se e, somente se,

dgx(Im(ix)) = dgx(TxX) ⊊ R.

Por meio desse fato vamos provar que x é ponto cŕıtico de f se e, somente se,

Im(ix) = TxX ⊂ ker dgx.

É claro que uma dessas implicações é óbvia, pois se Im(ix) = TxX ⊂ ker dgx, então

dfx(TxX) = dgx(ix(TxX)) = dgx(TxX) ⊂ dgx(ker dgx) = 0, donde segue que dfx é

injetiva e, portanto, x é ponto cŕıtico de f . Para provar que vale também a rećıproca

basta supormos, por absurdo, que existe y ∈ TxX tal que dgx(y) = a ̸= 0, isto é, que

existe y ∈ TxX − ker dgx e observamos que disso segue que, para todo b ∈ R, podemos

tomar um elemento em Tx(X) cuja imagem por dgx é b (à saber, z =
b

a
· y), o que nos

levaria a concluir que dgx(TxX) = R que é seria uma absurdo.
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Tomando o conjunto

Z = g−1(g(x)) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; g(x1, . . . , xn) = g(x)},

usando a afirmação provada acima e também o fato de que ker dgx = TxZ conclúımos

que x é ponto cŕıtico de f se e, somente se, TxX ⊂ TxZ, ou seja, x é ponto cŕıtico

de f se e, somente se, Z = g−1(g(x)) intersecta X não transversalmente em x. Como

f = g|X , segue a proposição. ■

Exemplo 1.2. Tomemos a função g : R3 → R dada por g(x1, x2, x3) = x3 e a variedade

X = {(x1, x2, x3) ∈ R3;x21 + x22 + x23 = 1}. Como ∇g(x1, x2, x3) = (0, 0, 1) para

todo (x1, x2, x3) ∈ R3, temos que g não possui ponto cŕıtico. Mas, notemos que nos

pontos (0, 0, 1) e (0, 0,−1) os planos tangentes à g−1(1) = {(x1, x2, 1);x1, x2 ∈ R}
e g−1(−1) = {(x1, x2,−1);x1, x2 ∈ R} coincidem, respectivamente, com os planos

tangentes à X em (0, 0, 1) e (0, 0,−1), assim, os planos tangentes à g−1(1) e g−1(−1)

são não-transversais aos planos tangentes à X em (0, 0, 1) e (0, 0,−1), respectivamente

e, portanto, (0, 0, 1) e (0, 0,−1) são pontos cŕıticos de g restrito à X. Na verdade, esses

são os únicos pontos cŕıticos dessa restrição.

1.1.5 Variedades com Fronteira

Os objetos de estudo dessa subseção são subconjuntos de Rn que não podem ser

consideradas variedades uma vez que suas fronteiras não são difeomorfas a um aberto

de um espaço Rm. O exemplo mais simples desse tipo de espaço é o conjunto

Hm = {(x1, . . . , xm);x1, . . . , xm−1 ∈ R, xm ≥ 0}

cuja fronteira é Rm−1. Nesse tipo de espaço estabelecemos um novo conceito, mais

precisamente, o de variedades com fronteiras. Assim, definimos que

Definição 1.13. [20] Um subconjunto X de Rn é uma variedade com fronteira m−
dimensional se para cada x ∈ X existir uma vizinhança de x difeomorfa a um aberto

de Hm. Como anteriormente, tal difeomorfismo é dito uma parametrização local de

uma vizinhança de x. A fronteira de X, denotada por ∂X, consiste dos pontos que

pertencem a imagem da fronteira de Hm por alguma parametrização local e o interior

de X é dado por ∂X.

Observe que o próprio conjunto Hm é uma variedade com fronteira. além disso,

claro que por essa definição o conceito que já definimos de variedades se encaixa na

definição de variedades com fronteira. Nesse sentido, é natural tentar pensar que algu-

mas noções sobre variedades suaves sem fronteira se estendam também para variedades
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com fronteira. De fato, basta notarmos que espaços tangentes e derivadas ainda podem

ser definidos nesses espaços.

Essa construção, feita em [20], parte basicamente do fato de que se g : U → Rm, com

U aberto de Hm, é uma aplicação suave, então para pontos do interior de U dgu está,

automaticamente, bem definida. No entanto se u ∈ ∂U , o caminho para mostrar que

dgu está bem definida parte por de uma estratégia diferente. Nesse caso, é necessário

considerar uma aplicação G que estende g a uma vizinhança de u, em Rn, e definir a

derivada de dgu como sendo dGu : Rn → Rm e isso está de fato bem definido.

De acordo com [20], podemos também tomar x ∈ X e ϕ, uma parametrização

local, e definir o espaço tangente à x, TxX, pondo que TxX = dϕx(Rn) e podemos

verificar que TxX está bem definido, provando apenas esse conjunto não depende de

parametrização. Assim como no caso de variedades sem fronteira, TxX também é um

subespaço de Rn de dimensão m, inclusive para x ∈ ∂X. E, por fim, se F : X → Y é

uma aplicação suave entre duas variedades com fronteira, então para qualquer ponto

x ∈ X podemos definir também, como para o caso de variedades sem fronteiras, a

derivada dfx : TxX → Ty(Y ) satisfazendo, inclusive, a regra da cadeia.

Por [20] temos também que se X é uma variedade com fronteira de dimensão m,

então IntX é uma variedade sem fronteira de mesma dimensão, pois dado um ponto

x ∈ X e uma vizinhança desse ponto temos, por uma parametrização local, que a

imagem inversa dessa vizinhança é um aberto de Hm que está totalmente contido em

Int(Hm), sendo portanto um aberto de Rm. Nesse sentido, será que ∂X seria também

uma variedade sem fronteira? Se sim, qual seria dimensão de ∂X? Bem, tomando

como um caso espećıfico a variedade com fronteiras Hm, já citada aqui, temos que

∂Hm = Rm−1 é de fato uma variedade sem fronteira e de dimensão m − 1, mas isso

pode ser garantido de maneira mais geral, uma vez que se X é uma variedade com

fronteira de dimensão m, então ∂X é uma variedade sem fronteira com dimensão m−1,

conforme podemos verificar em [20].

1.1.6 Campo de Vetores e Fluxo em Variedades Suaves

Ao longo dessa subseção nós apresentamos os principais resultados a respeito de

campos de vetores definidos sobre variedades suaves. A maior parte desses resultados

estão relacionados com objetos geométricos associados a tais campos, como é o caso de

curvas integrais e, posteriormente, do fluxo. Nesse sentido, definimos:

Definição 1.14. [20] Um campo de vetores suave −→v sobre uma variedade X é uma

aplicação suave −→v : X → Rn tal que −→v (x) ∈ TxX, para todo x ∈ X. Além disso, uma

curva integral de −→v , com condição inicial x, é uma curva diferenciável λ : (−ϵ, ϵ) → X
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tal que λ(0) = x e λ′(t) = −→v (λ(t)) para todo t ∈ (ϵ, ϵ).

Naturalmente, um questionamento que pode surgir a partir dessa definição diz

respeito, basicamente, a existência ou não de curvas integrais associadas a um campo

de vetores suave. Por meio do Teorema da Existência, Unicidade e Diferenciabilidade

de Soluções de uma EDO, [12] podemos garantir, de maneira geral:

Lema 1.10. Se −→v é um campo de vetores suave em uma variedade suave X, então

para cada x ∈ X existe um caminho diferenciável λ : (−ϵ, ϵ) → X tal que λ(0) = x e

λ′(t) = −→v (λ(t)) para todo t ∈ (−ϵ, ϵ).

Agora, consideremos em R×X um aberto D com a propriedade de que, para cada

x ∈ X o conjunto Dx = {t ∈ R; (t, x) ∈ D} é um intervalo aberto contendo 0 então

podemos estabelecer que:

Definição 1.15. [20] O fluxo local é um mapa cont́ınuo ϕ : D → X que satisfaz:

(i) ϕ(0, x) = x, para todo x ∈ X

(ii) ϕ(t, ϕ(s, x)) = ϕ(t+ s, x), para todo x ∈ X e s, t ∈ R tais que s, s+ t ∈ (−ϵ, ϵ) e

t ∈ {t; (t, ϕ(s, x)) ∈ (−ϵ, ϵ) × U}.

Suponhamos que ϕ seja uma aplicação suave e definamos a aplicação −→v : X → Rn

dada por −→v (x) = ϕ′(0, x). Então:

Proposição 1.11. [12] A aplicação −→v é um campo vetorial suave de X e, dado x ∈ X,

ϕ(x, t) : (−ϵ, ϵ) → X é uma curva integral de −→v .

Assim, dado um fluxo suave, podemos a partir desse fluxo definir um campo de

vetores suaves. Logo abaixo provaremos também que, dado um campo de vetores

suave, podemos definir a partir dele um fluxo que satisfaz determinadas condições.

Para isso, definimos, para cada t ∈ R, o conjunto

Xt = {x ∈ X; (t, x) ∈ D}

e estabelecemos que uma curva integral é dita maximal se não é posśıvel estendê-la por

uma curva integral em um intervalo aberto ”maior”e o fluxo é dito maximal se também

não admite nem uma extensão para um aberto ”maior”que o seu domı́nio. Partindo

disso, [12] demonstra que

Teorema 1.12 (Teorema Fundamental em Fluxos). [12] Se −→v é um campo de vetores

suave em uma variedade X, então existe um único fluxo maximal ϕ : D → X tal que
−→v (x) = ϕ′(0, x), para todo x ∈ D. Além disso,
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(i) Para cada x ∈ X, a curva ϕ(t, x) : R → X é a única curva integral maximal de
−→v , com condição inicial x.

(ii) Para cada t ∈ R, o conjunto Xt é um aberto de X e ϕ(t, x) : Xt → X−t é um

difeomorfismo com inversa ϕ(−t, x) : X−t → Xt.

É importante destacar que nem todo campo de vetores gera um fluxo global, mas

quando isso ocorre dizemos que um campo de vetores é completo. O principal resultado

a respeito disso segue logo a seguir:

Teorema 1.13. [12] Em uma variedade suave compacta todo campo de vetores suave

é completo.

Nesse caso, também temos que o fluxo ϕ gerado por qualquer um desses campos de

vetores determina, para cada t ∈ R, uma famı́lia de difeomorfismo {ϕ(t, x) : X → X}.

E é com base nessas propriedades de fluxo que a utilização de campo de vetores para

determinar homeomorfismos entre conjuntos é, por nós, amplamente abordada ao longo

desse trabalho, como é o caso com o Teorema da Estrutura Cônica e o Campo de Vetores

de Kuo.

A maioria das deduções de cada um desses resultados parte de uma construção

que toma uma partição da unidade como ferramenta uma para construção de campos

vetoriais. Nesse sentido, abordamos a partir de agora algumas definições e resultados

acerca desse tema. Para isso, comecemos estabelecendo a seguinte definição:

Definição 1.16. [19] Sejam X ⊂ Rn uma variedade suave e ϕ : X → R. Então o

suporte de ϕ é definido como sendo o fecho do conjunto ϕ−1(R− {0})

Sabemos que o fecho de ϕ−1(R − {0}) é um conjunto fechado, portanto, possui

complementar aberto. Dáı, se x ∈ X não pertence ao fecho de ϕ−1(R− {0}) (ou seja,

não pertence ao suporte) então existe uma vizinhança V de x tal que

V ⊂ (ϕ−1(R− {0}))C = ϕ−1(0),

ou seja, existe uma vizinhança V de x que anula ϕ. Agora, tomemos {U1, . . . , Un} uma

cobertura aberta finita do espaço X, definimos que:

Definição 1.17. [19] Uma famı́lia de funções

ϕi : X → [0, 1] para i = 1, . . . , n

é dita uma partição da unidade dominada por {Ui} se
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(i) suporte ϕi ⊂ Ui para cada i ∈ {1, . . . , n};

(ii)
n∑
i=1

ϕ(x) = 1 para todo x ∈ X.

Um questionamento natural que pode surgir com relação a uma partição da unidade

dominada por um conjunto finito de aberto diz respeito justamente a existência de tal

conjunto de funções. Que, de maneira geral, é garantida pelo seguinte resultado:

Teorema 1.14 (Existência de uma Partição da Unidade Finita). [19] Se {U1, . . . , Un}
uma cobertura aberta finita do espaço X, então existe uma partição da unidade domi-

nada por {Ui}.

Podemos ainda generalizar a definição de partição da unidade para o caso em que

{Ui} ∈ J é uma cobertura infinita aberta do espaço X.

Definição 1.18. Uma partição da unidade dominada por {Ui}i∈J é uma famı́lia de

funções

ϕi : X → [0, 1] i ∈ J

tais que

(i) suporte ϕi ⊂ Ui para cada i ∈ J ;

(ii) Cada x ∈ X possui uma vizinhança na qual apenas um número finito de ϕi são

não nulos.

(iii)
∑
i∈J

ϕ(x) = 1 para todo x ∈ X

É importante destacar que, por [17], podemos garantir também, para uma cobertura

infinita aberta {Ui}i∈J , um resultado análogo ao Teorema 1.14, ou seja, a existência de

uma partição da unidade infinita dominada por {Ui}i∈J .

1.2 Fibrados Localmente Triviais

O objeto de estudo central dessa seção são os fibrados localmente triviais.

Definição 1.19. [12] Um fibrado localmente trivial é uma estrutura (E,B, f, F ) onde

E,B e F são espaços topológicos e f : E → B é uma aplicação sobrejetiva cont́ınua

que satisfaz a condição de trivialidade local, ou seja, que para todo x ∈ B existe uma

vizinhança U de x e um homeomorfismo ϕ : f−1(U) → U × F tal que o diagrama a

seguir comuta
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f−1(U)
ϕ //

f
��

U × F

π
yy

U

onde π : U × F → U é a projeção dada por π(x, y) = x, para x ∈ U e y ∈ F .

Aos espaços E, B e F damos os nomes de espaço total, espaço base e fibra do

fibrado, respectivamente. É muito comum também se referir a aplicação f como sendo

o fibrado. Agora, observemos que, para qualquer x ∈ B, f−1(x) é homeomorfo a F ,

nesse caso, dizer que (E,B, f, F ) é um fibrado equivale a dizer que para todo x ∈ B

existe uma vizinhança U de x e um homeomorfismo ϕ : f−1(U) → U × f−1(x) que

satisfaz π ◦ ϕ = f . Podemos ainda generalizar essa definição também para variedades

diferenciáveis da seguinte forma:

Definição 1.20. [12] Sejam E,B e F variedades diferenciáveis e f : E → B uma

aplicação sobrejetiva diferenciável, então (E,B, f, F ) é um fibrado localmente trivial

se, para todo x ∈ B, existir uma vizinhança U de x e um difeomorfismo ϕ : f−1(U) →
U ×F tal que π ◦ϕ = f , onde π : U ×F é a projeção dada por π(x, y) = x, para x ∈ U

e y ∈ F , ou de maneira equivalente, se para todo x ∈ B existe uma vizinhança U de x

e um difeomorfismo ϕ : f−1(U) → U × f−1(x) que satisfaz π ◦ ϕ = f .

Exemplo 1.3. Denotemos por S1 = {x ∈ R2;x2 + y2 = 1} e tomemos E = S1 × R,

B = S1 e f : E → B dada por f(x, t) = x. Dado x ∈ B, a quadrupla (E, B, f , f−1(x))

é um fibrado localmente trivial. De fato, seja x ∈ B e U uma vizinhança de x, então

f−1(U) = U ×R e f−1(x) = R. Tomando ϕ : U ×R → U ×R dada por ϕ(x, t) = (x, t)

temos que (π ◦ ϕ)(x, t) = π(ϕ(x, t)) = π(x, t) = x = f(x, t) para todo x ∈ U e t ∈ R e

disso segue o resultado.

Figura 1.3: Projeção do cilindro sobre S1
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Agora que já estabelecemos cada uma dessa noções é natural pensar quais condições

podemos exigir para que uma quádrupla (E,B, f, F ) seja um fibrado localmente trivial.

Um dos principais resultados a respeito disso é o Lema de Fibração de Ehresmann, cuja

demonstração pode ser consultada em [22].

Lema 1.15 (Lema de Fibração de Ehresmann). [12] Se N e P são variedades suaves e

f : N → P uma submersão própria. Então (E,B, f, f−1(x)) é um fibrado localmente

trivial.

OBS: Podemos ainda generalizar esse lema para o caso em que N e P são variedades

com bordo.

1.3 Noções Algébricas Preliminares

Ao longo dessa seção abordamos alguns resultados e definições associados à álgebra

que são importantes, principalmente, para o segundo caṕıtulo desse trabalho. As prin-

cipais referências utilizadas no decorrer dessa abordagem são Atiyah[1] e Kunze[6].

Definição 1.21. [1] Seja A um anel. Um A−módulo é um par (M,µ) onde M é um

grupo abeliano e µ uma aplicação de A×M em M (que por conveniência escreveremos

µ(a, x) = ax que satisfaz, para todo a, b ∈ A e x, y ∈M ,

(i) a(x+ y) = ax+ ay;

(ii) (a+ b)x = ax+ bx;

(iii) (ab)x = a(bx);

(iv) 1x = x.

Observemos que disso segue que qualquer ideal de A é um A−módulo. Agora,

definimos também que:

Definição 1.22. [1] Um submódulo N de um A−módulo M é um subgrupo de M que

é fechado para a aplicação µ.

Definição 1.23. [1] M é um A−módulo Noetheriano se toda cadeia

N1 ⊆ N2 ⊆ . . . ⊆ Nn ⊆ · · ·

de submódulos de M estaciona, ou seja, se existe n ∈ N tal que Nn = Nn+1 = · · · .

É importante destacar ainda, a respeito disso, a seguinte caracterização:
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Proposição 1.16. [1]M é umA−módulo Noetheriano se, e somente se, todo submódulo

de M é finitamente gerado (como um A−módulo.).

A demonstração desse resultado pode ser consultada em [1] e aqui o apresentaremos

sem demonstração. Agora, definimos que

Definição 1.24. [1] Um anelA é dito Notheriano se é Noetheriano como umA−módulo.

Assim, se A é um anel Noetheriano temos, não só, que toda cadeia de ideais de A

estaciona, como também, que todo ideal de A é finitamente gerado. Nesse contexto,

um exemplo trivial de anel Noetheriano os corpos , já que os únicos ideais de um

corpo K são {0} e K. Isso, em conjunto com os resultados que seguem logo em

seguida, garantem uma série de fatos importantes sobre os objetos de estudo ainda

dessa seção. Nesse trabalho nós simplesmente os assumiremos sem nos preocuparmos

com as demonstrações, que podem também ser consultadas em [1].

Teorema 1.17 (Teorema da Base de Hilbert). [1] Se A é um anel Noetheriano, então

A[x] é um anel Noetheriano.

Corolário 1.18. Se A é um anel Noetheriano, então A[x1, · · · , xn] é um anel Noethe-

riano.

Partindo dessas observações, tomemos K um corpo infinito e Kn o conjunto formado

pelas n−uplas x = (x1, . . . , xn), onde x1, . . . , xn ∈ K. Definamos que:

Definição 1.25. [6] Um subconjunto V ⊂ Kn é chamado um conjunto algébrico se

existe um coleção S ⊂ K[x1, . . . , xn] tal que

V = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn; f(x1, . . . , xn) = 0,∀f ∈ S}.

Assim, suponhamos que V seja um conjunto algébrico e consideremos o ideal

I(V ) = {f ∈ K[x1, . . . , xn]; f(x1, . . . , xn) = 0,∀(x1, . . . , xn) ∈ V }.

Como K é um anel Noetheriano, temos pelo Corolário 1.18 que K[x1, . . . , xn] é Noethe-

riano. Assim, todo ideal de K[x1, . . . , xn] é gerado (como um K[x1, . . . , xn]-módulo)

por uma quantidade finita, f1, f2, . . . , fm, de polinômios de K[x1, . . . , xn] e isso é válido

particularmente para I(V ).

Unindo isso ao fato de que V = {(x1, . . . , xn); f(x1, . . . , xn) = 0, ∀f ∈ I(V )},

resultado cuja demonstração pode ser verificada em [6], chegamos à conclusão de que

V pode ser descrito como o conjunto das ráızes comuns a uma quantidade finita de
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equações polinomiais, digamos f1, f2, . . . , fm. Em outras palavras,

V = f−1
1 (0) ∩ f−1

2 (0) ∩ · · · ∩ f−1
m (0)

e disso podemos concluir também que V é um conjunto fechado em Rn, pois cada

f−1
i (0) é um fechado em Rn, uma vez que 0 é fechado em R e cada fi é cont́ınua.

Segue também do fato de K[x1, . . . , xn] ser Noetheriano que qualquer cadeia de

conjuntos algébricos V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vn ⊃ · · · estaciona. De fato, se

V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vn ⊃ · · · ,

então podemos concluir facilmente que I(V1) ⊂ I(V2) ⊂ · · · ⊂ I(Vn) ⊂ · · · . Como essa

cadeia estaciona, uma vez que K[x1, . . . , xn] é Noetheriano, temos que existe n ∈ N tal

que I(Vn) = I(Vn+1) = · · · . Dáı, Vn = Vn+1 = · · · e, portanto, V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vn ⊃
· · · estaciona.

É importante ressaltar também que se V1 e V2 são dois conjuntos algébricos, então

V1 ∩ V2 e V1 ∪ V2 também são conjuntos algébricos, conforme podemos verificar em [6].

Por fim, definimos que:

Definição 1.26. [6] Um conjunto algébrico V , não-vazio, é uma variedade algébrica se

não pode ser escrito como união de dois subconjuntos algébricos próprios. Em outros

termos, uma variedade algébrica é um conjunto algébrico irredut́ıvel.

1.4 Conjuntos Anaĺıticos e Germes de Funções

Anaĺıticas

Cada objeto de estudo abordado ao longo dessa seção parte de uma classe especial

de funções que, a grosso modo, é mais ampla que a classe dos polinômios, mas que

ainda preserva certas propriedades associadas a esse conjunto. Ou seja, nessa seção

nós apresentamos alguns aspectos relacionados à classe de funções anaĺıticas. Desse

modo, de maneira geral, definimos que:

Definição 1.27. Uma função f : Kn → K (K = R ou K = C) é anaĺıtica se para cada

a = (a1, . . . , an) ∈ Kn existir uma vizinhança U ⊂ Kn de a tal que

f(x1, . . . , xn) = f(a1, . . . , an) +
n∑
i=1

∂f(a1, . . . , an)

∂xi
(xi − ai)

+
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f(a1, . . . , an)

∂xi∂xj
(xi − ai)(xj − aj) + · · · ,
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para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ U .

Ou seja, uma função f : Kn → K é dita anaĺıtica se localmente pode ser expandida

por uma série de Taylor. Para o caso em que K = C, dizer que f é anaĺıtica é equivalente

a dizer que f é holomorfa. Além disso, definimos também que

Definição 1.28. Um conjunto V ⊂ Kn (K = R ou K = C) é dito anaĺıtico se, para

cada a ∈ V , existe uma vizinhança U de a e funções anaĺıticas f1, . . . , fm : U ⊂→ K
tais que

V ∩ U = {x ∈ Kn; f1(x) = . . . = fm(x) − 0}.

Então um conjunto anaĺıtico é uma extensão natural de um conjunto algébrico.

Claro que disso temos que todo conjunto algébrico é também um conjunto anaĺıtico.

No espaço das funções K−anaĺıticas (definidas em uma vizinhança 0) definiremos agora

uma relação de equivalência ∼ estabelecendo que, dada duas funções f : U1 → K e

g : U2 → K, f ∼ g quando existe uma vizinhança U de 0 tal que f |U ≡ g|U . As

classes de equivalência determinadas por ∼ são chamadas de germes e denotadas por

f : (Kn, 0) → (K, f(0)) e a coleção de todos esses germes de funções é denotado por

On. É importante destacar que o conjunto On é um anel comutativo com unidade cujo

único ideal maximal é M = {f ∈ On; f(0) = 0}.
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Caṕıtulo 2

Singularidades e Fibração de Milnor

Nesse caṕıtulo apresentamos uma série de noções e resultados importantes para

a construção de toda a teoria que será discutida nas próximas seções. Todos esses

resultados foram constrúıdos sobre uma classe espećıfica de conjuntos: os conjuntos

algébricos, mas que podem também ser estendidos para conjuntos mais gerais. Na

seção abaixo introduzimos algumas definições e resultados importantes acerca disso.

As principais referências para esse caṕıtulo são: Milnor[18]

2.1 Fatos Básicos sobre Conjuntos Algébricos

Nessa seção, introduzimos algumas noções associados aos conjuntos algébricos (reais

ou complexos) e apresentamos a partir disso alguns resultados relacionados, como é o

caso, por exemplo, do Teorema da Estrutura Cônica. É importante destacar, antes de

tudo, que ao longo dessa seção K indica sempre C ou R.

Tomemos V ⊂ Kn um conjunto algébrico não-vazio. Escolhamos uma quantidade

finita de polinômios f1, . . . , fm que gerem o ideal I(V ) e para cada x ∈ V consideremos

a matriz

(∂fi/∂xj(x)) =


∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
. . .

...
∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)

.


Seja ρ o maior posto dessas matrizes. Então, definimos que

Definição 2.1. [18] Um ponto x ∈ V é chamado não-singular se o posto de (∂fi/∂xj(x))

é ρ e é dito singular se o posto de (∂fi/∂xj(x)) é menor que ρ.

Notemos que a definição não depende de f1, . . . , fm pois qualquer polinômio fm+1

extra adicionado a lista pode ser escrito como fm+1 = g1f1 + · · · + gmfm. Além disso,
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Lema 2.1. [18] O conjunto Σ(V ) de todos os pontos singulares de V é um subconjunto

algébrico próprio de V .

Demonstração: Comecemos observando que, se x ∈ Σ(V ), então (∂fi/∂xj(x)) não

assume posto máximo, donde segue que, o determinante de todo menor ρ × ρ de

(∂fi/∂xj(x)) se anula. Além disso, notemos também que, se x ∈ V é tal que o de-

terminante de todo menor ρ × ρ de (∂fi/∂xj(x)) se anula, então x ∈ Σ(V ). Dáı,

considerando, estrategicamente, o conjunto S de todos determinantes de menores ρ×ρ
de (∂fi/∂xj) e observando que, S ⊂ K[x1, · · · , xn], chegamos a conclusão que Σ(V ) é

o conjunto dos pontos de V que anulam todos os polinômios de S. Sendo assim, temos

que Σ(V ) é um subconjunto algébrico de V . É claro também que Σ(V ) é próprio, pois

se V ⊂ Σ(V ), então (∂fi/∂xj(x)) tem posto menor que ρ para todo x ∈ V , mas isso é

um absurdo. ■

Podemos também obter um resultado importante a respeito dos pontos não-singulares

de um conjunto algébrico V ⊂ Kn, conforme destacamos abaixo:

Teorema 2.2. (Whitney)[18] O conjunto V − Σ(V ) de pontos não-singulares de V é

uma variedade suave não vazia (de dimensão n− ρ sobre K).

Além disso, mais especificamente, para qualquer par de conjuntos algébricos V e

W (V ⊃ W ), podemos garantir também que:

Teorema 2.3. (Whitney)[[18]] V −W tem, no máximo, um número finito de compo-

nentes conexas.

Exemplo 2.1. A seguinte variedade algébrica:

V = {(x, y) ∈ R2; y2 − x2(1 − x2) = 0}

Figura 2.1: Representação de V

ilustra bem o tipo de ponto singular mais bem comportado e de fácil compreensão, um
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”ponto duplo”, onde dois ramos anaĺıticos reais com tangente distintas se cruzam.

De fato, consideremos a função f : R2 → R dada por f(x, y) = y2 − x2 + x4

(f(x, y) = 0, para todo (x, v) ∈ V ) e a matriz(
∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂x
(x, y)

)
=
(

−2x+ 4x3 2y
)

que tem posto máximo 1. Então, como essa matriz se anula em

(
−1

2
, 0

)
,

(
1

2
, 0

)
e

(0, 0) e apenas (0, 0) pertence a V , temos que (0, 0) é o único ponto singular de V .

É importante ressaltar que nesse exemplo usamos, implicitamente, o fato de que

qualquer outro polinômio que zerasse o conjunto V era múltiplo do polinômio f , sendo

assim, podeŕıamos tomar f como sendo o único gerador de I(V ) e isso, sem dúvidas,

facilitou a determinação dos pontos singulares de V . Esse artif́ıcio é, na verdade, garan-

tido pelo resultado abaixo, que aqui apenas o enunciaremos, mas que a demonstração

pode ser consultada em [18].

Lema 2.4. [18] Seja V um conjunto algébrico real ou complexo definida por uma

equação polinomial f(x) = 0, com f irredut́ıvel. No caso real adicionemos a hipótese

que V contem um ponto regular de f . Então, todo polinômio que se anula em V é

múltiplo de f .

Observemos também que, pelos Teorema 2.2 e Teorema 2.3 de Whitney, podemos

assegurar que

Corolário 2.5. [18] Qualquer conjunto algébrico V real ou complexo pode ser escrito

como a seguinte união finita disjunta

V = M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mp

onde cada Mj é uma variedade diferenciável com apenas uma quantidade finita de

componentes conexas.

Demonstração: Ponhamos, indutivamente, M1 = V −Σ(V ), M2 = Σ(V )−Σ(Σ(V )),

M3 = Σ(Σ(V )) − Σ(Σ(Σ(V ))) e assim sucessivamente e observemos que, para algum

p ∈ N,

Σ(· · ·Σ︸ ︷︷ ︸
p

(V )) = ∅

pois do contrário, teŕıamos pelo Lema 2.1 que

V ⊋ Σ(V ) ⊋ Σ(Σ(V )) ⊋ Σ(Σ(Σ(V ))) · · ·
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não estacionaria, o que seria um absurdo. Dáı, como podemos escrever

V = (V −Σ(V ))∪ (Σ(V )−Σ(Σ(V )))∪· · ·∪ (Σ(· · ·Σ︸ ︷︷ ︸
p−1

(V ))−Σ(· · ·Σ︸ ︷︷ ︸
p

(V )))∪Σ(· · ·Σ︸ ︷︷ ︸
p

(V )),

conclúımos que

V = M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mp.

■

A partir de agora, tomemos M1 = V −Σ(V ) a variedade suave formada pelos pontos

não-singulares de um conjunto algébrico V ⊂ Kn e tomemos g uma função polinomial

em Kn. Sabemos pelo Teorema 1.9 qual as condições exigidas para que pontos em

M1 sejam pontos cŕıticos de g|M1 . Mas nem sempre é fácil obter tais pontos por meio

dessa caracterização. Em algumas situações é mais interessante empregar a seguinte

ferramenta de caráter algébrico:

Lema 2.6. [18] O conjunto dos pontos cŕıticos de uma restrição da função g|M1 é igual

a interseção de M1 com o conjunto algébrico W , que consiste dos pontos x ∈ V tais

que a matriz 

∂g

∂x1
(x) · · · ∂g

∂xn
(x)

∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
...

∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)


tem posto menor ou igual a ρ; onde f1, · · · , fm denota os polinômios que geram I(V ).

Demonstração: Considerarmos o caso em que Kn = Rn (o caso complexo pode ser

feito de modo análogo) e lembremos que M1 = V −Σ(V ) é uma variedade de dimensão

n− ρ. Tomemos y ∈M1, i : M1 → Rn a aplicação inclusão e ϕ : U ′ ⊂ Rn−ρ → U ′
1 ∩M1

e ψ : V ′
1 ⊂ Rn → V ′

1 ∩ Rn parametrizações para y que satisfazem ψ(0) = ϕ(0) = y tais

que o diagrama abaixo

M1
i // Rn

U ′
h=ψ−1◦i◦ϕ

//

ϕ

OO

V ′

ψ

OO

comuta. Então, como i é uma imersão temos pela forma local das imersões que existem

existem parametrizações φ : U ⊂ Rn−ρ → U1 ∩M1 e ϑ : U × U ′ → V1 ∩ Rn tais que

(ϑ−1 ◦ i ◦ φ)(u1, . . . , un−ρ) = (u1, . . . , un−ρ, 0, . . . , 0),
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para todo (u1, . . . , un) ∈ U e dáı ϑ−1(U1 ∩M1) = U × {(0, · · · , 0)}.

Com isso conclúımos que para uma vizinhança de y podemos escolher um sistema

anaĺıtico de coordenadas locais u1, . . . , un de Rn tais que M1 corresponde ao lugar

geométrico u1 = · · · = uρ = 0. Assim, uρ+1, uρ+2, . . . , un podem ser tomados como

coordenadas locais deM1. Observemos agora que
∂fi
∂uj

(x) = 0 para todo x ∈M1 quando

j ≥ ρ+1, uma vez que fi anula M1. Além disso, notemos também que (∂fi/∂uj)(x) tem

posto ρ já que (∂fi/∂uj)(x) é coluna equivalente a (∂fi/∂xl)(x). Assim, as ρ primeiras

colunas de (∂fi/∂uj)(x) são linearmente independentes e, portanto, a matriz

∂g

∂u1
(x) · · · ∂g

∂un
(x)

∂f1
∂u1

(x) · · · ∂f1
∂un

(x)

...
...

∂fm
∂u1

(x) · · · ∂fm
∂un

(x)


tem posto ρ se e, somente se,

∂g

∂uρ+1

(x) = · · · =
∂g

∂un
(x) = 0, ou em outros termos, se

e, somente se, x é um ponto cŕıtico de g restrito a M1 e, como a matriz acima é coluna

equivalente a matriz indicada no enunciado no lema, segue que o resultado. ■

É importante ressaltar também, a respeito de g e M1, que:

Corolário 2.7. [18] A função g|M1 pode ter no máximo um número finito de valores

cŕıticos.

Demonstração: Sabemos, pelo Lema 2.6, que o conjunto de pontos cŕıticos de g,

restrito à M1, é dado por M1∩W = (V −Σ(V ))∩W = W −Σ(V ) e, como a interseção

de conjuntos algébricos ainda é um conjunto algébrico, temos, pelo Corolário 2.5, que

M1 ∩W pode ser expresso pela seguinte união disjuntas:

M1 ∩W = M ′
1 ∪M ′

2 ∪ · · · ∪M ′
p,

onde cada M ′
i é uma variedade diferenciável como apenas uma quantidade finita de

componentes conexas. Claro que cada ponto x ∈M ′
1 é ponto cŕıtico de g restrito à M1

já que M ′
i ⊂M1 ∩W . Assim, x é também um ponto cŕıtico de g restrito à M ′

1 e disso

temos que todos os pontos de M ′
1 são pontos cŕıticos dessa restrição. Mas desse fato

temos que g é constante em cada componente conexa de M ′
1, logo g(M ′

1) é conjunto

finito e, portanto, o conjunto de todos os valores cŕıticos de g restrito à M1, que é dado

por g(M ′
1 ∪ · · · ∪ g(M ′

p)), é finito. ■

Agora, tomemos x0 um ponto não-singular de V ou um ponto singular isolado de

V (isto é, um ponto para o qual existe uma vizinhança na qual x0 é o único ponto

singular de V ). Podemos garantir pelo resultado acima que:
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Corolário 2.8. [18] Toda esfera Sε centrada em x0 e de raio ε, com ε suficientemente

pequeno, intersecta V em uma variedade suave.

Demonstração: Consideremos, primeiramente, o caso real. Vamos provar, antes de

tudo, que se x0 é um ponto não-singular, então existe uma esfera Sε, centrada em x0,

tal que Σ(V )∩ Sε = ∅. Para isso observemos que do fato de x0 ser não-singular, existe

um menor (∂fi′/∂xj′(x
0))ρ×ρ da matriz

∂f1
∂x1

(x0) · · · ∂f1
∂xn

(x0)

...
...

∂fm
∂x1

(x0) · · · ∂fm
∂xn

(x0)


tal que o determinante é diferente de 0. Tomemos g : Rn → R uma função que para

cada x ∈ Rn associa o determinante de (∂fi′/∂xj′(x))ρ×ρ e observemos que g é cont́ınua,

já que se trata do produto e diferença de funções cont́ınuas. Como 0 é fechado em R,

temos que g−1(0) é fechado em Rn e disso segue que

Rn − g−1(0) = {x ∈ Rn; g(x) ̸= 0}

é aberto. Desse fato podemos concluir que existe um disco Dε, centrado em x0, que está

contido em Rn − g−1(0) e assim, da própria definição de g, temos que Dε ∩ Σ(V ) = ∅.

Claro que para ε > 0 suficientemente pequeno isso é válido também para uma esfera

Sε e disso segue o resultado.

Tomemos a função r : Rn → R dada por

r(x) = ∥x− x0∥2.

Notemos que, pelo Corolário 2.7, r restrito à V − Σ(V ) tem um número finito de

valores cŕıticos. Sendo assim, tomemos ε2 > 0 menor que qualquer um dos valores

cŕıticos positivos dessa restrição e observemos que, se x ∈ V −Σ(V ) é um valor regular

de r restrito à V − Σ(V ), então x ̸∈ Sε. Assim, ε2 é valor regular de r restrito à

V − Σ(V ) e, portanto, a imagem inversa de ε2, por essa restrição, que é o conjunto

{x ∈ V − Σ(V ); r(x) = ε2} = Sε ∩ (V − Σ(V ))

é uma subvariedade de V −Σ(V ). Mas, tomando ε suficientemente pequeno, Sε e Σ(V )

são disjuntos, tanto para o caso que x0 é um ponto singular isolado, como para o caso

que x0 é um ponto não-singular, temos que Σ(V ) ∩ Sε = ∅. Disso segue que

Sε ∩ (V − Σ(V )) = Sε ∩ V
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o que prova o resultado. O caso complexo pode ser provado observando que uma

variedade complexa em Cn vista como uma variedade real em R2n. ■

Curiosamente, essa mesma justificativa permite concluir também que, para ε sufi-

cientemente pequeno, V e Sε são transversais. Na verdade, em determinadas situações

é até mais prático utilizar essa consequência, ao invés do próprio lema em si. É impor-

tante destacar também que o conjunto K = V ∩ Sε é comumente chamado de link e

ao longo desse caṕıtulo ainda abordamos vários resultados a respeito dessa variedade

suave, o primeiro deles é o Teorema da Estrutura Cônica.

Teorema 2.9 (Teorema da Estrutura Cônica). [18] Seja x0 um ponto não-singular ou

um ponto singular isolado, Dε = {x ∈ Kn; ∥x − x0∥ ≤ ε} e Sε = {x ∈ Kn; ∥x − x0∥ =

ε}. Para ε pequeno, a interseção de V com o disco Dε é homeomorfo ao cone sobre

K = V ∩ Sε.

Figura 2.2: Estrutura Cônica

Demonstração: Primeiramente, lembremos que o cone sobre K é a união de todos

os segmentos de reta

tk + (1 − t)x0, 0 ≤ t ≤ 1, k ∈ K.

e observemos que para demonstrar o teorema basta considerarmos, novamente, o caso

real, já qualquer conjunto algébrico em Cn pode ser considerada conjunto algébrico em

R2n. Novamente, consideremos a função r : Rn → R dada por

r(x) = ∥x− x0∥2

e tomemos ε > 0 suficientemente pequeno, de modo que x0 seja o único ponto singular

(ou não-singular) de V que pertença à Dε e que a interseção (V − Σ(V )) ∩ Dε não

contenha nenhum ponto cŕıtico de r restrito a V −Σ(V ). Para provar esse teorema nós

construiremos um campo de vetores diferenciável −→v : Dε − {x0} → Rn satisfazendo as

seguintes condições:
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(i) O vetor −→v (x) aponta para fora de x0, para todo x ∈ Dε − {x0}, isto é,

⟨−→v (x), x− x0⟩ > 0

(ii) Se x ∈ V − Σ(V ), −→v (x) será tangente à variedade V − Σ(V ).

Para isso construiremos um campo de vetores em vizinhanças de cada ponto de

Dε−{x0} satisfazendo as condições acima. Assim, tomemos xα ∈ Dε−{x0} e lembremos

que se xα ̸∈ V então podemos considerar Uα uma vizinhança de xα contida em Rn−V

e definir um campo −→v α : Uα → Rn dado por −→v α(x) = x − x0. É claro que dessa

construção temos que ⟨−→v α(x), x− x0⟩ > 0 para todo x ∈ Uα, pois

⟨−→v α(x), x− x0⟩ = ⟨x− x0, x− x0⟩ = ∥x− x0∥2

e ∥x− x0∥2 > 0, já que x ̸= x0. Além disso, (ii) é válido por vacuidade.

Se, por outro lado, xα ∈ V e, portanto, pertence a M1, então podemos escolher

um sistema de coordenadas locais u1, . . . , un de uma vizinhança de xα tal que M1

corresponde ao lugar geométrico u1 = · · · = uρ = 0, conforme indicamos no Lema 2.6.

Do fato de xα não ser um ponto cŕıtico de r restrito à M1, segue que ao menos uma

das derivadas parciais
∂r

∂uρ+1

(xα), . . . ,
∂r

∂uρ+1

(xα)

é diferente de 0, digamos
∂r

∂uh
(xα) ̸= 0. Seja Uα vizinhança conexa suficientemente

pequena na qual
∂r

∂uh
̸= 0 e seja −→v (x) o vetor

±
(
∂x1
∂uh

(x), . . . ,
∂xn
∂uh

(x)

)
tangente à uh− curva coordenada em x, cujo sinal é escolhido de acordo com o sinal

de
∂r

∂uh
(x). Esse vetor é tangente a M1 se x ∈ M1, pois a uh− curva coordenada está

contida em M1. Além disso, como

2⟨−→v α(x), x− x0⟩ =
n∑
i=1

2(xi − x0i )
−→v α

i

=
∂r

∂xi
(x) ·

(
± ∂xi
∂uh

(x)

)
= ± ∂r

∂uh
(x) > 0

para todo x ∈ Uα, segue também que ⟨−→v α(x), x− x0⟩ > 0 pra todo x ∈ Uα.
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Agora, construamos a partir desses campos de vetores locais um campo de vetores

global. Para isso tomemos uma partição da unidade {ϕα} em Dε−{x0}, dominada por

{Uα}, e definamos o campo vetorial

−→v (x) =
∑

ϕα(x)−→v α(x)

em Dϵ − {x0}. Notemos que, para cada x ∈ Dε − {x0},

⟨−→v (x), x− x0⟩ =
〈∑

ϕα(x)−→v α(x), x− x0
〉

=
∑

ϕα(x)
〈−→v α(x), x− x0

〉
> 0,

pois ⟨−→v (x), x− x0⟩ > 0, ϕα(x) ≥ 0 e a soma acima é finita. Além disso, notemos que,

do fato de cada −→v α(x) ser tangente à V −Σ(V ), sempre que x ∈ V −Σ(V ), temos que
−→v (x) é tangente a V − Σ(V ), sempre que x ∈ V − Σ(V ). Assim, o campo de vetores

que constrúımos satisfaz os itens (i) e (ii).

Definamos, a partir disso, um campo vetorial −→w : Dε → Rn dado por

−→w (x) =
−→v (x)

⟨2(x− x0),−→v (x)⟩

e consideremos a equação diferencial

dx

dt
= −→w (x).

Sejam p(t) = x as soluções para essa equação, definida em um intervalo (α, β). Então,

para quaisquer uma delas temos que

dp

dt
(t) = −→w (p(t)) = −→w (x).

Logo, cada
dpi
dt

(t) corresponde exatamente à wi(x) e, consequentemente,

d(r ◦ p)
dt

(t) =
∂r

∂x1
(x) · dp1

dt
(t) + · · · +

∂r

∂xn
(x) · dpn

dt
(t)

=
∂r

∂x1
(x) · −→w 1(x) + · · · +

∂r

∂xn
(x) · −→w n(x)

= 2(x1 − x0) · −→w 1(x) + · · · + 2(xn − x0) · −→w n(x)

= ⟨(2(x1 − x0), . . . , 2(xn − x0)), (w1(x), . . . , wn(x))⟩

= ⟨2(x− x0), w(x)⟩.
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Substituindo −→w (x), obtemos que

d(r ◦ p)
dt

(t) =

〈
2(x− x0),

−→v (x)

⟨2(x− x0),−→v (x)⟩

〉
=

⟨2(x− x0),−→v (x)⟩
⟨2(x− x0),−→v (x)⟩

= 1.

Portanto, (r ◦ p)(t) = t + c, para alguma constante c. Como podemos subtrair a

constante c do parâmetro t (se necessário), assumiremos que

r(p(t)) = ∥p(t) − x0∥2 = t.

Vamos mostrar agora que:

Lema 2.10. A solução p(t) pode ser estendida para o intervalo 0 < t ≤ ε2.

Demonstração: Primeiramente vamos supor que o campo −→w foi constrúıdo sobre

um conjunto aberto um tanto maior que Dε − x0, de maneira que a fronteira de Dε

não nos traga problemas. Seja S o conjunto de todos os intervalos abertos no qual p

pode ser definida e tomemos {Cλ}λ∈Λ uma cadeia de S (Com a relação de ordem dada

pela continência). Claro que essa cadeia é limitada superiormente. Dáı, pelo Lema de

Zorn nós temos que a solução p(t) pode ser estendida para um intervalo (α′, β′). Agora

suponhamos, por absurdo, que ε2 ≤ β′. Vamos provar que p(t) pode ser estendido para

um intervalo ligeiramente maior, o que irá contradizer a hipótese. Para isso comecemos

observando que, como os pontos p(t), com α′ < t < β′, pertencem ao compacto Dε, o

limite x′ de {p(t)} com t→ β′ pertence à Dε e como r(x′) = β′ ̸= 0, já que r(p(t)) = t,

temos que x′ ∈ Dε − x0.

Usando o Teorema da Existência, Unicidade e Diferenciabilidade na equação di-

ferencial
dx

dt
= −→w (x), numa vizinhança U de x′, podemos garantir que para cada

x′′ ∈ U e t′′ em algum intervalo arbitrariamente pequeno I contendo β′ existe uma

única solução x = q(t), t ∈ I, tal que q(t′′) = x′′, onde q(t) é uma função diferenciável

de x′′, t′′ e t. Sendo assim, para aplicar esse teorema, escolhamos t′′ ∈ (α′, β′) ∩ I e

tomemos x′′ = p(t′′). Usando a unicidade local nós temos que, p(t) = q(t) para todo

t ∈ (α′, β′) ∈ I. Desse modo, as soluções p e p podem ser unidas para fornecer uma

solução definida no intervalo (α′, β′) ∪ I, mas isso é um absurdo e disso segue que

β′ < ε2. O mesmo racioćınio pode ser usado para concluir que a′ = 0 o que prova o

resultado. ■

Observemos também que a solução p(t), com 0 < t ≤ ε2 está unicamente determi-
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nada pelo valor inicial p(ε2) ∈ Sε. Assim, para cada a ∈ Sε tomemos

pa(t) = P (a, t), 0 < t ≤ ε2

a única solução que satisfaz a condição inicial pa(ε) = P (a, ε2) = a. Provaremos agora

que a aplicação

P : Sε × (0, ε] −→ Dε − {x0}

(x, t) 7−→ pa(t)

aplica Sε × (0, ε] difeomorficamente à Dε − {x0}.

Para isso, comecemos observando que a sobrejetividade de P segue do fato de que,

dada qualquer solução x = p(t), 0 < t ≤ ε, temos que r(p(t)) = t, donde segue que

para todo x ∈ Dε − {x0} existe (a, t0) tal que x = pa(t0). Além disso, P é também

injetiva, pois se pa(t1) = pb(t2), então

∥pa(t1) − x0∥2 = ∥pb(t2) − x0∥2.

Assim, r(pa(t1)) = r(pb(t2)) e, portanto, t1 = t2. Mas, se t1 = t2 = ε2, então implica a

injetividade. É claro também que P é diferenciável e que a derivada de P é não nula,

logo, pelo Teorema da Aplicação Inversa, P é um difeomorfismo local, donde segue o

resultado, já que f é uma bijeção.

Agora notemos que do fato de −→w (x) ser tangente a M1, para todo x ∈ M1, temos

que toda curva integral p(t) que tem um ponto M1 está contida em M1. Assim, P leva

K×(0, ε] difeomorficamente em V ∩(Dε−{x0}). Claro que P (a, t) tende uniformemente

para x0 quando t→ 0. Logo, a correspondência

ta+ (1 − t)x0 7−→ P (a, tε2)

definida para 0 < t ≤ 1 estende-se unicamente a um homeomorfismo do cone sobre Sε
à Dε e além disso, este homeomorfismo leva o cone sobre o link K em V ∩ Dε. ■

2.2 Lema de Seleção da Curva

O foco central dessa seção é o Lema de Seleção da Curva. É importante ressaltar

que a versão que abordamos aqui pode ainda ser generalizada para conjuntos mais

amplos, conforme pontuamos no fim das discussões a respeito do tema e que essas

generalizações terão papel crucial ao longo desse trabalho. Agora que destacamos isso,
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tomemos V ⊂ Rm uma conjunto algébrico real e U ⊂ Rm um conjunto aberto definido

por:

U = {x ∈ Rn; g1(x) > 0, . . . , gl(x) > 0},

onde g1, · · · , gl são polinômios. Então o Lema de Seleção da Curva garante que

Lema 2.11 (Lema de Seleção das Curvas). [18] Se 0 ∈ U ∩ V , então existe uma curva

anaĺıtica real

p : [0, ε) → Rn

com p(0) = 0 e com p(t) ∈ U ∩ V para t > 0.

Demonstração: Suponhamos, primeiramente, que dimV ≥ 2. Vamos construir uma

variedade algébrica própria V1 ⊂ V tal que 0 ∈ U ∩ V1 e por um processo repetido

individualmente encontraremos um subconjunto algébrico Vq de V , tal que dimVq ≤ 1

e 0 ∈ U ∩ Vq. Partindo dessa ideia, já podemos supor que V é irredut́ıvel, pois se V

é a união de dois conjuntos algébricos próprios, então podemos tomar um desses dois

conjuntos como sendo V1 o que trivializa o resultado.

Além disso, podemos supor também que existe uma vizinhança Dη de 0 tal que

Dη ∩U ∩Σ(V ) = ∅, pois do contrário 0 ∈ U ∩ Σ(V ) e disso podeŕıamos tomar V1 como

sendo Σ(V ). Agora, definamos funções r : Rn → R e g : Rn → R dadas por

r(x) = ∥x∥2 e g(x) = g1(x) · g2(x) · · · gl(x),

tomemos f1, . . . , fk geradores do ideal I(V ) e V ′ o conjunto de todos os pontos x ∈ V

tais que o posto de 

∂g

∂x1
(x) · · · ∂g

∂xn
(x)

∂r

∂x1
(x) · · · ∂r

∂xn
(x)

∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
...

∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)


é menor ou igual a ρ+ 1. Então segue que:

Lema 2.12. A interseção U ∩V ′ também contém pontos arbitrariamente próximos de

0.

Demonstração: Por hipótese, existem esferas suficientemente pequenas centradas em

0 que contém pontos de U ∩ V . Tomemos Sε uma dessas esferas e consideremos o

conjunto

K = {x ∈ V ∩ Sε; g1(x) ≥ 0, . . . , gl(x) ≥ 0}.
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Provaremos, agora, que o conjunto K é compacto. Para isso, observemos, primeira-

mente, que o conjunto Ui = {x ∈ Rn; gi(x) ≥ 0} é fechado, já que Rn − Ui = {x ∈
Rn; gi(x) < 0} é aberto, pois é a imagem inversa do intervalo (−∞, 0) por gi cont́ınua.

Assim,

K ′ = {x ∈ V ∩ Sε; g1(x) ≥ 0, . . . , gl(x) ≥ 0} = U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Ul

é fechado. Mas, como V ∩ Sε é fechado, temos que K = V ∩ Sε ∩ K ′ é fechado e do

fato de K ser limitado, temos que K é compacto.

Assim, como g é cont́ınua, temos que g deve assumir máximo em algum ponto x′ de

K. É claro que x′ ∈ U . Vamos mostrar, agora, que x′ ∈ V ′. Comecemos relembrando

que, para ε > 0 suficientemente pequeno, não só podemos ter que U ∩Sε não intersecta

Σ(V ) como também teremos que qualquer valor cŕıtico de r, restrito à (V −Σ(V ))∩U ,

é maior que ε2, donde por uma argumentação semelhante ao do Corolário 2.8 segue

que ε2 é valor regular dessa restrição.

Logo, a imagem inversa dessa função, que é o conjunto Sε ∩ (V −Σ(V ))∩U é uma

subvariedade de (V − Σ(V )) ∩ U (uma variedade de mesma dimensão de V − Σ(V ),

ou seja, de dimensão n− ρ), mas Sε ∩ (V − Σ(V )) ∩ U = Sε ∩ V ∩ U e disso segue que

Sε ∩ V ∩ U é uma variedade de dimensão n − ρ − 1. Além disso observemos também

que do fato de cada x ∈ Sε ∩ V ∩ U ser valor regular de r restrito à (V − Σ(V )) ∩ U
temos, pela mesma construção do Lema 2.6, que o posto da matriz

∂r

∂x1
(x) · · · ∂r

∂xn
(x)

∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
...

∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)


é igual à ρ+ 1.

Seguindo o mesmo racioćınio do Lema 2.6 podemos concluir também que se x ∈
Sε ∩ V ∩ U é ponto cŕıtico de g restrito à Sε ∩ V ∩ U , então x ∈ Sε ∩ V ∩ U ∩ V ′, pois

se x ̸∈ V ′, então 

∂g

∂x1
(x) · · · ∂g

∂xn
(x)

∂r

∂x1
(x) · · · ∂r

∂xn
(x)

∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
...

∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)


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tem posto ρ+ 2, donde temos que

∂g

∂x1
(x) · · · ∂g

∂xn
(x)

∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
...

∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)


tem posto ρ+1 e isso nos que nos leva a concluir que x não é ponto cŕıtico de g restrito

a Sε ∩ V ∩U . Assim, notemos que, como g restrito à Sε ∩ V ∩U assume valor máximo

em x′, temos que x′ é ponto cŕıtico dessa restrição. Dáı, x′ ∈ V ′ e, portanto, como isso

é válido para ε cada vez mais pequeno chegamos à conclusão de que U ∩ V ′ contém

pontos arbitrariamente próximos de 0. ■

Assim, é claro que, se V ′ for um conjunto próprio V , então podemos tomar V1 = V ′.

A questão é que podemos ter V = V ′. Caso isso aconteça tomemos funções gi : Rn → R
dadas por

gi(x1, . . . , xn) = xig(x1, . . . , xn)

e ponhamos, para cada i, V ′
i o conjunto de todos os pontos x ∈ V tais o posto de

∂gi
∂x1

(x) · · · ∂gi
∂xn

(x)

∂r

∂x1
(x) · · · ∂r

∂xn
(x)

∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
...

∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)


é menor ou igual a ρ + 1. De forma análogo ao que fizemos anteriormente podemos

concluir que 0 ∈ U ∩ Vi, para cada i. Se, para algum i, Vi for próprio, então podemos

fazer V1 = Vi e isso conclui a demonstração. Só que existe a possibilidade de que

V = V ′ = V ′
1 = · · · = V ′

n e para esse tipo de situação provaremos agora que:

Lema 2.13. V = V ′ = V ′
1 = · · · = V ′

n ocorre apenas quando a dimensão de V é igual

a 1.

Demonstração: Por hipótese, existem pontos de U ∩ V arbitrariamente próximo de

0. Desse modo podemos tomar x′ ∈ U ∩ V de modo que uma esfera Sε, centrada em

0 contendo x′, seja tal que Sε ∩ Σ(V ) = ∅ e que qualquer valor cŕıtico positivo de r

restrito a U ∩ (V −Σ(V )) seja maior que ε. Então da mesma maneira que procedemos

anteriormente podemos concluir que nenhum ponto de Sε ∩ U ∩ (V − Σ(V )) é ponto

cŕıtico de r restrito a U ∩ (V − Σ(V )) e, em especial, x′ não é ponto cŕıtico dessa

restrição, donde temos que o posto de
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

∂r

∂x1
(x′) · · · ∂r

∂xn
(x′)

∂f1
∂x1

(x′) · · · ∂f1
∂xn

(x′)

...
...

∂fm
∂x1

(x′) · · · ∂fm
∂xn

(x′)


é igual a ρ+ 1.

Observemos também que se V = V ′, então x′ ∈ V ′. Assim,

∂g

∂x1
(x) · · · ∂g

∂xn
(x)

∂r

∂x1
(x) · · · ∂r

∂xn
(x)

∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)

...
...

∂fm
∂x1

(x) · · · ∂fm
∂xn

(x)


tem posto ρ+1 e disso segue que dg(x′) pertence ao espaço vetorial, de dimensão ρ+1,

gerado pelos vetores

{df1(x′), . . . , dfm(x′), dr(x′)}.

Analogamente, se V = V ′
i , então dgi(x) pertence a esse mesmo espaço vetorial. Mas,

do fato

dgi(x
′) = dxi(x

′)g(x′) + xidg(x′),

dg(x′) pertencer ao espaço vetorial gerado por {df1(x′), . . . , dfm(x′), dr(x′)} e g(x′) ̸= 0,

já que x′ ∈ U , temos que cada dxi(x
′) também pertence ao espaço vetorial gerado

por {df1(x′), . . . , dfm(x′), dr(x′)}. E, como o conjunto de vetores {dx1(x′), . . . , dxn(x)}
é uma base para o espaço vetorial de dimensão n temos que o espaço gerado por

{df1(x′), . . . , dfm(x′), dr(x′)} deve ser todo o espaço. Assim, ρ + 1 = n e, portanto,

dimV = n− ρ = 1. ■

Agora que já provamos isso faremos uso de uma descrição muito comum de varie-

dades algébricas de dimensão 1 que é enunciado por Milnor da seguinte forma:

Lema 2.14. Seja x0 um ponto não-isolado de uma variedade V real (ou complexa)

de dimensão 1. Então uma vizinhança de x0 em V , escolhida de forma conveniente, é

a união de um número finito de ramos que se intersectam apenas em x0. Cada ramo

é homeomorfo a um intervalo aberto de números reais (ou a um disco complexo) por

meio de um homeomorfismo x = p(t) que é dado por uma série de potências

p(t) = x0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + · · ·
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convergente para |t| < ε.

Agora que estabelecemos todos esses pontos importantes nós vamos concluir a de-

monstração do Lema de Seleção da Curva. Para isso comecemos supondo, primei-

ramente, que dimV = 1 e observemos que, como 0 ∈ U ∩ V , 0 é um ponto de V

não-isolado. Assim, pelo Lema podemos escolher uma vizinhança de 0 que é a união

de um número finito de ramos que se intersectam apenas em 0. Um desses ramos deve

conter pontos de U arbitrariamente próximos de 0. Tomemos

x = p(t) = 0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + · · · , |t| < ε

uma parametrização desse ramo.

Notemos que, para cada gi, ou gi(p(t)) > 0 para todo t ∈ (−ε′, 0) (com ε suficien-

temente pequeno) ou gi(p(t)) ≤ 0 para todo t ∈ (−ε′, 0). De fato, suponhamos que,

para algum t1 ∈ (−ε′, 0, gi(p(t1)) > 0. Se existir t2 < t1 tal que gi(p(t2)) < 0 então

pelo Teorema do Valor Intermediário deve existir t3 ∈ (t1, t2) tal que gi(p(t3)) = 0. Do

mesmo modo, se existir t4 < t2 tal que gi(p(t4)) > 0, então segue, pelo mesmo resul-

tado, que existe t5 ∈ (t2, t4) tal que gi(p(t5)) = 0. Seguindo essa mesma construção

nós obteremos uma sequência infinita de pontos distintos p(t3), p(t5), · · · que são ráızes

de gi, mas isso é um absurdo, já que gi é um polinômio. Essa mesma justificativa

impede que tenhamos pontos distintos t1, t2, · · · suficientemente próximos de 0 tais que

gi(p(tj)) = 0 e assim restringindo o intervalo de maneira conveniente segue o resultado.

Claro que seguindo o mesmo racioćınio podemos concluir também que, para cada gi,

ou gi(p(t)) > 0 para todo t ∈ (0, ε′), (com ε suficientemente pequeno) ou gi(p(t)) ≤ 0

para todo t ∈ (0, ε′). Assim, ou p((−ε′, 0)) está contido em U ou é disjunto de U e da

mesma forma ou p((0, ε)) está contido em U ou é disjunto de U , mas como p((−ε, ε))
contém pontos arbitrariamente próximo de 0, não podemos ser simultaneamente dis-

junto de U e disso segue o Lema Seleção da Curva. Agora, se dimV ≥ 2, então

podemos tomar Vq um subconjunto algébrico com dimVq = 1 e concluir também, pela

mesma construção, o resultado. ■

Essa versão do Lema de Seleção da Curva, embora importante, é ainda muito res-

tritiva e pode não ser uma ferramenta útil em conjuntos mais gerais. Nesse sentido,

é natural pensar para quais conjuntos esse resultado pode ser generalizado. Algumas

respostas para esse questionamentos podem ser obtidas em Lojasiewicz[15], que aponta

uma versão do Lema de Seleção da Curva para conjuntos semianaĺıticos, em Hironaka[5]

que obtém uma versão para o resultado em conjuntos subanaĺıticos, conhecido como

Lema de Seleção de Hironaka, e em Coste[2] que apresenta também uma versão do

Lema de Seleção da Curva para estruturas o-minimais. Não vamos nos ater nas de-
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monstrações desses resultados, mas é relevante ter conhecimento desses aspectos mais

gerais.

2.3 Teorema da Fibração de Milnor

No decorrer dessa seção nós abordamos o Teorema da Fibração de Milnor, tanto na

formulação original apresentada por Milnor[18], quanto também na versão obtida por

Lê[10]. Por se tratar de resultado que exige uma construção argumentativa de um certo

grau de complexidade preferimos suprimir os detalhes da demonstração desse teorema,

tanto na versão original, quanto naquela dada por Lê, e nos atemos simplesmente em

comentá-las. Mas destacamos que as deduções podem ser consultadas em [18] e [10].

Iniciemos tomando f : Cn → C uma função anaĺıtica, V = f−1(0), K = V ∩ Sε,
onde Sε = {z ∈ C; ∥z∥ = ε}, e definamos ϕ : Sε −K → S1 pondo que

ϕ(z) =
f(z)

∥f(z)∥
.

Com base em [18], podemos estabelecer uma caracterização para os pontos cŕıticos da

função ϕ através da qual é posśıvel concluir que, se a função f acima é polinomial e

se anula em 0, então ϕ : Sε −K → S1 não tem pontos cŕıticos para ε suficientemente

pequeno, digamos, para ε < ε0.

Os mesmos argumentos que viabilizam a dedução desse resultado possibilita também

a construção de campos de vetores suaves locais −→v α tangentes em Sε −K, donde por

meio de uma partição da unidade podemos construir também um campo vetorial global
−→v satisfazendo as mesmas condições. A partir do campo −→v , [18] define também um

campo −→w (com propriedade semelhante ao que é constrúıdo no Corolário 2.9) tangente

em Sε−K, toma a partir disso curvas integrais desse campo, define o fluxo h em Sε−K
e utilizando as propriedades de fluxo conclui que

Teorema 2.15 (Teorema da Fibração de Milnor). [18] Para ε < ε0, Sε − K é um

fibrado diferenciável localmente trivial sobre S1 com projeção

ϕ(z) =
f(z)

∥f(z)∥
.

Uma outra reformulação desse teorema foi dado por [10], inicialmente para um caso

bem espećıfico, conforme enunciado abaixo:

Teorema 2.16. [10] Sejam f : Cn → C uma função polinomial com singularidade

isolada p0, Bε(p0) uma bola de raio ε (ε suficientemente pequeno) centrada em p0 e
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Sη(f(p0)) a fronteira do disco Dη(f(p0)) de raio η (η suficientemente pequeno) centrado

em f(p0). Então a aplicação

ϕ : Bε(p0) ∩ f−1(Sη(f(p0))) → Sη(f(p0))

induzida por f é uma projeção do fibrado diferenciável localmente trivial de Bε(p0) ∩
f−1(Sη(f(p0))) sobre Sη(f(p0)).

É importante destacar que essa mesma reformulação foi obtida também por [18] no

estudo do Teorema da Fibração para singularidades reais, mais especificamente, para

o caso em que 0 é ponto cŕıtico de f . Ainda em [10], podemos encontrar também uma

versão mais ampla para o teorema acima extraindo apenas a hipótese de que p0 é uma

singularidade isolada, conforme indicamos abaixo

Teorema 2.17 (Teorema da Fibração de Lê-Milnor). [10] Sejam f : Cn → C e p0 ∈
Cn. Então existe ε0, tal que para qualquer ε, ε0 > ε > 0, existe η0, tal que, para

qualquer η, η0 > η > 0, a aplicação

ϕ : Bε(p0) ∩ f−1(Sη(f(p0))) → Sη(f(p0))

induzida por f é uma projeção do fibrado diferenciável localmente trivial.

Figura 2.3: Fibração de Lê-Milnor

Essa reformulação permite mais generalizações e pode ser mais útil do ponto de

vista algébrico. A dedução dessa versão pode ser encontrada em [10] e utiliza como

ferramenta o Lema de Fibração de Ehresmann e o Teorema de Hironaka para funções

holomorfas, associados as condições de Thom. É importante destacar também que

cada uma dessas duas versões podem ainda ser generalizadas para outros contextos. A

exemplo disso, Lê[11] comenta, mais especificamente, que é posśıvel obter um resultado

análogo ao Teorema da Fibração de Milnor para funções anaĺıticas f : Cn → C tais

que f(0) = 0, enquanto que Hamm[3] prova isso também para germes ICIS.
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2.4 Topologia das Fibras de Milnor

Ao longo dessa seção, estudamos sobre a topologia das fibras obtidas a partir da

projeção ϕ do fibrado localmente trivial definido no Teorema da Fibração de Mil-

nor e definimos também o número de Milnor, um importante invariante topológico

e algébrico. Desde já, destacamos que não nos atemos as demonstrações dos resul-

tados que abordamos abaixo, uma vez que muitos deles exigem noções de Topologia

Algébrica (para se familiarizar com os conceito, ver [4]), mas sempre que necessário

faremos menção de ideias e referências que podem ser usadas para a consulta das

deduções.

Assim, comecemos, primeiramente, relembrando que [18] conclui, para ε < ε0, que

a aplicação ϕ : Sε −K −→ S1 dada por

ϕ(z) =
f(z)

∥f(z)∥

não tem ponto cŕıtico. Consequentemente, para cada eiθ ∈ Sε, a fibra

Fθ = ϕ−1(eiθ) ⊂ Sε −K

é uma variedade suave de dimensão 2(n− 1).

Os próximos pontos que [18] discute a respeito das fibras de ϕ dependem essencial-

mente da Teoria de Morse e da caracterização dos pontos cŕıticos de s : Sε −K → R
dada por s(z) = |f(z)| e de s|Fθ

, donde de modo geral, temos que

Teorema 2.18. [18] Cada fibra Fθ tem o mesmo tipo de homotopia de um CW-

complexo de dimensão n.

Além disso, para o caso em que 0 é uma singularidade isolada temos que

Teorema 2.19. [18] Para ε suficientemente pequeno, o fecho em Sε de cada fibra Fθ

é uma variedade com bordo, cuja dimensão é 2(n − 1). O interior dessa variedade é,

mais precisamente, Fθ e o bordo é K = V ∩ Sε.

E temos também que

Teorema 2.20. [18] Cada fibra Fθ tem o mesmo tipo de homotopia de um bouquet

Sn−1
1 ∨ · · · ∨ Sn−1

µ

de esferas.

Motivados por isso estabelecemos que
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Definição 2.2. O número de Milnor de f (denotado por µ(f)) em 0 é definido como

sendo o número de esferas Sn−1 do bouquet.

Mantendo a hipótese de que 0 é uma singularidade isolada, de acordo com [11],

podemos também generalizar alguns desses resultados sobre as fibras para o caso em

que f é uma função anaĺıtica, ou mesmo um germe de função anaĺıtica. Além disso,

[11] também garante nesses casos que o número de Milnor é um invariante do tipo

topológico de V . A questão é que nem sempre é tão simples determinar o número

de Milnor através desse viés topológico, em alguns casos vale a pena também partir

para outras caracterizações associadas. Aqui nós discutimos apenas uma delas (A

caracterização algébrica do número de Milnor), mas caso necessário é posśıvel também

consultar mais algumas das demais em [24], bem como as deduções das equivalências.

Nesse contexto, tomemos um germe de função anaĺıtica f : (Cn, 0) → (C, 0) com

singularidade isolada na origem. Podemos caracterizar algebricamente o número de

Milnor estabelecendo que em 0

µ(f) = dimC
On

⟨Jf⟩
,

onde ⟨Jf⟩ é o ideal de On gerado pelos germes em 0 das derivadas parciais
∂f

∂z1
, . . . ,

∂f

∂zn
.

Em outros termos, podemos definir o número de Milnor como sendo a multiplicidade

algébrica de f em 0. Claro que definir µ(f) dessa maneira pode trazer incontáveis

vantagens, principalmente, não só no diz respeito ao cálculo em si do número de Milnor,

mas pode ser também particularmente interessante em um contexto mais objetivo para

justificar a exigência de que a origem seja um ponto singular isolado, uma vez que,

dimC
On

⟨Jf⟩
<∞ se e, somente se, a origem satisfaz essa condição.
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Caṕıtulo 3

Campo de Vetores de Kuo

Nos dedicamos a abordar nesse caṕıtulo alguns pontos relevantes associados ao

campo de vetores introduzido por Kuo[7] no estudo da C0− suficiência em r− jatos de

polinômios. Algumas peculiaridades a respeito desse campo são interessantes quando

analisadas sob a ótica do estudo de trivialidades topológicas. Inclusive, é pautada nessa

verossimilhança que estruturamos alguns aspectos importantes discutidos no próximo

caṕıtulo. Mas antes de tudo isso apresentamos um pouco o contexto na qual cada um

desses pontos se inserem. A referência norteadora desse caṕıtulo é Kuo[7]

Definição 3.1. [7] Seja V : Rn → R um polinômio de grau r com V (0) = 0. Nós

dizemos que V é C0−suficiente r−jato se, dada uma função, P : Rn → R, de classe Cq

(q ≥ r + 1) que se anula em 0 e cujas derivadas parciais de ordem menor ou igual a r

também se anulem em 0, existir um homeomorfismo g : U ⊂ Rn → Rn, U vizinhança

de 0, tal que g(0) = 0 e (V + P )(g(x)) = V (x) para todo x ∈ U , ou seja, se existir um

homeomorfismo g tal que o diagrama abaixo comuta.

U
V

!!
g
��

Rn
V+P

// Rn

Partindo disso, tomemos V : Rn → R um polinômio de grau r com V (0) = 0,

escrevamos, por conveniência, V (x) = H1(x) + · · · + Hr(x), onde Hi(x) é a forma

homogênea de grau i e denotemos

∇Hi(x) =

(
∂Hi(x)

∂x1
, . . . ,

∂Hi(x)

∂xn

)
.

Provaremos a seguir que:

Teorema 3.1. [7] Se existir ε > 0 e k ≤ r tais que

∥∇H1(x) + · · · + ∇Hk(x)∥ ≥ ∥x∥k−1 ε
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3. Campo de Vetores de Kuo

para todo x em uma vizinhança de 0, então

V = H1 + · · · +Hr

é C0−suficiente r − jato.

Demonstração: Primeiramente observemos que se existe ε > 0 e k ≤ r tais que

∥∇H1(x) + · · · + ∇Hk(x)∥ ≥ ∥x∥k−1 ε

para todo x em uma vizinhança de 0, então existe também ε′ > 0 tal que

∥∇V (x)∥ ≥ ∥x∥k−1ε′ (3.1)

para todo x em uma vizinhança de 0, pois do contrário, para todo p ∈ N, podemos

tomar xp ∈ Rn, com 0 ≤ ∥xp∥ <
1

p
, tal que

∥∇V (xp)∥
∥xp∥k−1

=
∥∇H1(xp) + · · · + ∇Hr(xp)∥

∥xp∥k−1
<

1

p
,

o que nos dá uma sequência (xp)p∈N convergindo para 0 que satisfaz

lim
∥∇V (xp)∥
∥xp∥k−1

= 0,

donde obtemos que

lim
∥∇H1(xp) + · · · + ∇Hk(xp)∥ − ∥Hk+1(xp) + · · · + ∇Hr(xp)∥

∥xp∥k−1
≤ lim

∥∇V (xp)∥
∥xp∥k−1

= 0,

já que

∥∇V (xp)∥ = ∥∇H1(xp) + . . .+ ∇Hr(xp)∥

≥ ∥∇H1(xp) + · · · + ∇Hk(xp)∥ − ∥Hk+1(x) + · · · + ∇Hr(x)p∥

e, portanto, temos que

lim
∥∇H1(xp) + · · · + ∇Hk(xp)∥

∥xp∥k−1
≤ lim

x→0

|∇Hk+1(xp) + · · · + ∇Hr(xp)∥
∥xp∥k−1

= 0.

Mas isso é um absurdo. Assim, podemos tomar ε no Teorema 3.1 de modo a satisfazer

também a desigualdade (3.1).

Agora, tomemos P : Rn → R uma função de classe Cq(q ≥ r + 1) que se anula em
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3. Campo de Vetores de Kuo

0 e cujas derivadas parciais de ordem menor ou igual a r também se anulem em 0 e

observemos que, se H1 ̸= 0, então ∇H1 ̸= 0. Logo,

∇V (0) = ∇H1(0) + ∇H2(0) + · · · + ∇Hr(0) = ∇H1(0) ̸= 0

e, portanto, V é uma submersão em 0. Nesse caso, temos pela Forma Local das

Submersões, V (x) = x1 para uma base adequada e disso segue que,

∇(V + P )(0) = ∇V (0) + ∇P (0) = ∇V (0) ̸= 0.

Claro que desse fato temos também que V + P é uma submersão em 0 e, consequen-

temente, pela Forma Local das Submersões conclúımos que V é C0−suficiente r−jato.

Assim, podemos a partir de agora vamos considerar apenas o caso em que H1 = 0.

Por fim, observemos que, para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

P (x) = P (0) +
n∑
i=1

∂f(0)

∂xi
xi + · · · +

1

n!

n∑
i=1

. . .
n∑
l=1

∂rf(0)

∂xi · · · ∂xl
xixj · · ·xk + r(x) = r(x),

onde r : Rn → R satisfaz lim
x→0

r(x)

∥x∥r
= 0 (Pela Fórmula de Taylor). Assim,

lim
x→0

P (x)

∥x∥r
= lim

x→0

r(x)

∥x∥r
= 0. (3.2)

e, consequentemente, lim
x→0

|P (x)|
∥x∥r

=

∣∣∣∣limx→0

P (x)

∥x∥r

∣∣∣∣ = 0. Claro que disso temos que

lim
x→0

|P (x)|
∥x∥k

= lim
x→0

|P (x)|
∥x∥r

· ∥x∥r−k = lim
x→0

|P (x)|
∥x∥r

· lim
x→0

∥x∥r−k = 0

e com isso conclúımos as discussões dos aspectos iniciais que são relevantes para essa

demonstração.

Agora, consideremos a função F : Rn × R → R dada por F (x, a) = V (x) + aP (x).

Então, como ∇V (0) = (0, . . . , 0), já que H1 = 0, temos que

∇F (0, a) =

(
∂V (0)

∂x1
+ a

∂P (0)

∂x1
, . . . ,

∂V (0)

∂xn
+ a

∂P (0)

∂xn
, P (0)

)
= (0, . . . , 0, 0)

para todo a ∈ R. Portanto, o conjunto F = 0 tem como singularidades os pontos

(0, a), a ∈ R. Ainda nesse contexto vamos provar também que:

Lema 3.2. Existe δ > 0 tal que ∥∇F (x, a)∥ ≥ ε

2
· ∥x∥k−1 para 0 ≤ ∥x∥ < δ e a ∈ [0, 1].
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3. Campo de Vetores de Kuo

Demonstração: De fato, seja a ∈ [0, 1] e x ̸= 0. Temos que

∥∇F (x, a)∥ = ∥∇V (x) + a · ∇P (x)∥ = ∥∇V (x) − (−a · ∇P (x))∥

≥ ∥∇V (x)∥ − ∥ − a · ∇P (x)∥

= ∥∇V (x)∥ − | − a| · ∥∇P (x)∥

= ∥∇V (x)∥ − a · ∥∇P (x)∥

Mas, como a ∈ [0, 1], temos que a · ∥∇P (x)∥ ≤ ∥∇P (x)∥. Disso segue que

∥∇V (x)∥ − a · ∥∇P (x)∥ ≥ ∥∇V (x)∥ − ∥∇P (x)∥

e consequentemente, por (3.1), temos que

∥∇F (x, a)∥ ≥ ∥∇V (x)∥ − ∥∇P (x)∥

≥ ∥x∥k−1ε− ∥x∥k−1 · ∥∇P (x)∥
∥x∥k−1

≥ ∥x∥k−1

(
ε− ∥∇P (x)∥

∥x∥k−1

)
, (3.3)

para ∥x∥ suficientemente pequena.

Mas, do fato das funções ∂P/∂x1, . . . , ∂P/∂xn : U ⊂ Rn → R, dadas por

(∂P/∂xi)(x) =
∂P (x)

∂xi
, i = 1, . . . , n,

serem de classe Cq−1 (e em especial de classe Cr−1) e de suas derivadas parciais até a

ordem r− 1 se anularem em 0, obtemos, de modo análogo ao que foi feito para provar

a equação (3.2), que

lim
x→0

(∂P/∂xi)(x)

∥x∥k−1
= 0, i = 1, . . . , n,

donde segue que
∥∇P (x)∥
∥x∥k−1

= 0

e, portanto, para ∥x∥ suficientemente pequena temos que

∥∇P (x)∥
∥x∥k−1

<
ε

2
. (3.4)

Assim, por (3.3) e (3.4), temos que

∥∇F (x, t)∥ ≥ ∥x∥k−1

(
ε− ∥∇P (x)∥

∥x∥k−1

)
≥ ∥x∥k−1

(
ε− ε

2

)
≥ ∥x∥k−1 ε

2
,
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3. Campo de Vetores de Kuo

para ∥x∥ suficientemente pequena. ■

Agora, tomemos X(x, a) a projeção do vetor (0, 1) ∈ Rn×R na direção de ∇F (x, a),

com 0 ≤ ∥x∥ < δ e observemos que X(x, a) é dado por

X(x, a) =
⟨∇F (x, a), (0, 1)⟩

∥∇F (x, a)∥2
∇̇F (x, a)

=

〈(
∂(V (x)+a·P (x))

∂x1
, . . . , ∂(V (x)+a·P (x))

∂xn
, P (x)

)
, (0, . . . , 0, 1)

〉
∥∇F (x, a)∥2

· ∇F (x, a)

=
P (x)

∥∇F (x, a)∥2
· ∇F (x, a). (3.5)

A partir disso, definamos um campo de vetores −→v pondo

−→v (x, a) = (0, 1) −X(x, a)

quando 0 < ∥x∥ < δ e
−→v (x, a) = (0, 1)

quando x = 0 e provemos que:

Lema 3.3. [7] O campo de vetores −→v satisfaz as seguintes condições:

(i) −→v (x, a) é cont́ınua para 0 ≤ ∥x∥ < δ e é Cq−1para 0 < ∥x∥ < δ.

(ii) lim
x→0

∥−→v (x, a) −−→v (0, a)∥
∥x∥

= 0, uniformemente para a ∈ [0, 1].

(iii) Para x ̸= 0, −→v (x, a) é tangente a superf́ıcie de ńıvel F = C que passa por (x, a).

(iv) Existe η > 0 tal que, para 0 ≤ ∥x∥ < η, ⟨−→v (x, a), (0, 1)⟩ > 0.

Demonstração: Comecemos observando que o Lema (3.2) garante que

∥∇F (x, a)∥ ≥ ε

2
· ∥x∥k−1 > 0,

sempre que 0 < ∥x∥ < δ. Dáı, para 0 < ∥x∥ < δ, X(x, a) é de classe Cq−1, conforme

podemos concluir por (3.5) e, portanto, −→v (x, a) é de classe Cq−1, para 0 < ∥x∥ < δ.

Observemos também que, do fato de
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3. Campo de Vetores de Kuo

lim
x→0

∥−→v (x, a) −−→v (0, a)∥
∥x∥

= lim
x→0

∥(0, 1) −X(x, a) − (0, 1)∥
∥x∥

= lim
x→0

∥X(x, a)∥ · ∥x∥−1

= lim
x→0

∥P (x) · ∇F (x, a)∥
∥∇F (x, a)∥2

· ∥x∥−1

= lim
x→0

∥P (x)∥ · ∥∇F (x, a)∥
∥∇F (x, a)∥2

· ∥x∥−1

= lim
x→0

∥P (x)∥ · ∥∇F (x, a)∥−1 · ∥x∥−1

e

∥∇F (x, a)∥ ≥ ∥x∥k−1 · ε
2
,

para 0 ≤ ∥x∥ < δ, temos que

lim
x→0

∥−→v (x, a) −−→v (0, a)∥
∥x∥

= lim
x→0

∥P (x)∥ · ∥∇F (x, a)∥−1 · ∥x∥−1

≤ lim
x→0

2 · ∥P (x)∥ · ∥x∥−1

∥x∥k−1 · ε

= 2 · lim
x→0

∥P (x)∥
∥x∥k

· ε−1

= 0

Dáı, segue não apenas a afirmação (ii) como também a primeira afirmação de (i).

Agora, observemos que, para 0 < ∥x∥ < δ,

⟨−→v (x, a),∇F (x, a)⟩ = ⟨(0, 1) −X(x, a),∇F (x, a)⟩

= ⟨(0, 1) − ⟨∇F (x, a), (0, 1)⟩
∥∇F (x, a)∥2

· ∇F (x, a),∇F (x, a)⟩

= ⟨(0, 1),∇F (x, a)⟩ − ⟨∇F (x, a), (0, 1)⟩
∥∇F (x, a)∥2

· ∥∇F (x, a)∥2

= ⟨(0, 1),∇F (x, a)⟩ − ⟨(0, 1),∇F (x, a)⟩

= 0.

Assim, para 0 < ∥x∥ < δ, −→v (x, a) é ortogonal a ∇F (x, a). Mas sabemos que ∇F (x, a)

é ortogonal a superf́ıcie de ńıvel F = C que passa por (x, a) e isso nos leva a concluir

que, para x ̸= 0, −→v (x, a) é tangente a essa superf́ıcie de ńıvel o que prova (iii).

Por fim, notemos também que
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3. Campo de Vetores de Kuo

⟨−→v (x, a), (0, 1)⟩ = ⟨(0, 1) −X(x, a), (0, 1)⟩

= ⟨(0, 1), (0, 1)⟩ − ⟨X(x, a), (0, 1)⟩

= ∥(0, 1)∥2 −
〈

P (x)

∥∇F (x, a)∥2
· ∇F (x, a), (0, 1)

〉
= ∥(0, 1)∥2 − P (x)

∥∇F (x, a)∥2
· ⟨∇F (x, a), (0, 1)⟩

= 1 − (P (x))2 · ∥∇F (x, a)∥−2 (3.6)

e que, pelo Lema 3.2,

∥∇F (x, a)∥−2 ≤ 4∥x∥−2(k−1) · ε−2, (3.7)

para 0 < ∥x∥ < δ. Dáı, por (3.6) e (3.7), temos que

⟨−→v (x, a), (0, 1)⟩ = 1 − (P (x))2 · ∥∇F (x, a)∥−2

≥ 1 − (P (x))2 · 4∥x∥−2(k−1) · ε−2

= 1 − 4

(
P (x)

∥x∥k−1

)2

· ε−2,

para 0 < ∥x∥ < δ e, portanto, para ∥x∥ suficientemente pequena temos que

⟨−→v (x, a), (0, 1)⟩ > 0,

pois lim
x→0

(
P (x)

∥x∥k−1

)2

= 0, uma vez que, por (3.2),

lim
x→0

P (x)

∥x∥k−1
= lim

x→0

P (x)

∥x∥k
· ∥x∥ = lim

x→0

P (x)

∥x∥k
· lim
x→0

∥x∥ = 0.

■

Restringiremos, agora, o campo −→v (x, a) sobre Bδ×(0, 1) (onde Bδ indica o conjunto

{x ∈ Rn; ∥x∥ < δ}) e provaremos que esse campo constrúıdo satisfaz a condição de

Lipschitz ao longo de curvas integrais, isto é, provaremos que dado (x0, a0) ∈ Bδ×(0, 1)

e dada ϕ(t, x0, a0) uma curva integral local associada a −→v (definida para |t| < η) que

satisfaz ϕ(0, x0, a0) = (x0, a0), existe K (dependendo de ϕ) tal que para todo (x, a) em

uma vizinhança de {ϕ(t, x0, a0); |t| < η},

∥−→v (x, a) −−→v (ϕ(t, x0, a0))∥ < K∥(x, a) − ϕ(t, x0, a0)∥.

Comecemos observando que do fato do campo −→v ser cont́ınuo nesse domı́nio já
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3. Campo de Vetores de Kuo

garante por si só a existência de soluções locais para todo ponto (x0, a0) ∈ Bδ × (0, 1).

Além disso, para pontos (x0, a0) ∈ Bδ×(0, 1) tais que x0 ̸= 0, −→v satisfaz imediatamente

a condição de Lipschitz ao longo de uma curva ϕ(t, x0, a0), pois nesse caso −→v é de classe

Cq−1 (em especial, é de classe C1) e aplicações de classe C1 são localmente Lipchitzianas

(o que claramente implica ser Lipschitz ao longo de uma curva). Essa mesma condição

é válida também para pontos (x0, a0) ∈ Bδ× (0, 1) tais que x0 = 0, conforme é posśıvel

concluir do item (ii) do Lema 3.3.

Claro que esses dois pontos garantem que −→v satisfaz a condição de Lipschitz ao

longo de curvas integrais, o que nesse contexto é particularmente interessante já que:

Teorema 3.4. [7] Se X é um campo de vetores cont́ınuo definido em um aberto U e

para cada u0 ∈ U existe uma solução ϕ(t, u0) com ϕ(0, u0) de modo que X satisfaz a

condição de Lipschitz, então X admite uma única solução em cada ponto de U . Além

disso, a solução ϕ(t, u0), definida num intervalo maximal de existência, é uma função

cont́ınua de t e u0.

Assim, as soluções locais de −→v não só existem, como também são únicas. É claro

também que essas soluções podem ser estendidas continuamente em função do valor

inicial, o que permite redirecionar uma nova condição inicial para tais soluções até

mesmo em pontos para os quais, a priori, não estariam definidas. Nesse contexto,

denotemos por ϕ(t, x0, a0) uma solução que satisfaz ϕ(0, x0, a0) = (x0, a0) e observemos

que a solução ϕ(t, 0, t) = (0, t) satisfaz a condição inicial ϕ(0, 0, 0) = (0, 0) (estendida

continuamente).

Notemos também que pelo item (iii) do Lema 3.3, para todo x em uma vizinhança

de 0, a componente a de qualquer solução ϕ(t, x, 0) cresce monotonamente com t. Dáı,

ϕ(t, x, 0) (estendida continuamente) encontra o hiperplano a = 1 em um único ponto

g(x) e com isso podemos definir um homeomorfismo que associa cada x à g(x) através

dessas soluções. Além disso, observemos pelo o item (iii) do Lema 3.3 podemos garantir

que qualquer solução ϕ(t, x0, a0) (x0 ̸= 0) que intersecte uma curva de ńıvel F = t está

inteiramente contida nessa curva de ńıvel. Assim, F é constante ao longo de cada uma

dessas soluções ϕ e, portanto,

V (x) = F (x, 0) = F (g(x), 1) = V (g(x)) + P (g(x)) = (V + P )(g(x)).

Com isso conclúımos que V é C0− suficiente r− jato. ■

Ainda que tenha aparecido em um contexto bem espećıfico, o campo de vetores

apresentado nesse caṕıtulo pode ser útil também em outras circunstâncias, inclusive no

estudo da C0- suficiência em r− jatos de germes (Ver [16]). Além disso, alguns aspectos

associados a esse campo também serão importantes para o próximo caṕıtulo, quando o
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utilizamos como uma ferramenta para estabelecer uma famı́lia de homeomorfismo que

determina a trivialidade topológica estudada.
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Caṕıtulo 4

Trivialidade Topológica em Famı́lias

de Funções Anaĺıticas do Tipo

f (x) + tg(x)

Ao longo desse caṕıtulo nós estudamos alguns aspectos relacionados à trivialidade

topológica em uma famı́lia de funções anaĺıticas. O objetivo central dessa discussão

é apresentar uma condição, introduzida por Parusinski[21], para que uma famı́lia de

funções anaĺıticas, definidas por meio de deformações lineares, seja topologicamente

trivial. Um ponto importante referente a esse resultado que também destacamos diz

respeito ao estudo de trivialidade topológica em uma famı́lia µ−constante de funções

anaĺıticas com singularidade isolada. Nesse contexto, de maneira geral, mostramos que

uma famı́lia µ−constante de funções anaĺıticas com singularidade isolada, definidas por

meio de deformações lineares, é topologicamente trivial.

Mas antes disso, precisamos ainda estabelecer alguns pontos importantes acerca da

notação empregada ao longo desse caṕıtulo. A primeira delas diz respeito basicamente

ao ambiente no qual os resultados se estruturam: o espaço de funções anaĺıticas (reais

ou complexas), que aqui estamos denominando como espaço de funções K−anaĺıticas,

onde K indica o conjunto dos números reais ou dos números complexos. Além disso,

destacamos também que, dada uma função anaĺıtica F (x, t) definida de Kn+1 em K,

estamos denotando por ∇F (x, t) o gradiente de F em (x, t) e por
x

∇F (x, t) e
t

∇F (x, t) o

gradiente de F em (x, t), com respeito as variáveis x e t, respectivamente. É importante

observar ainda que, no corpo dos complexos,

∇F (x, t) =

(
∂F (x, t)

∂x1
, . . . ,

∂F (x, t)

∂x1
,
∂F (x, t)

∂t

)
,

onde a barra acima indica o conjugado complexo e, nesse caso,
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x

∇F (x, t) =

(
∂F (x, t)

∂x1
, . . . ,

∂F (x, t)

∂x1

)
e

t

∇F (x, t) =
∂F (x, t)

∂t
.

Ressaltamos também que, dada duas aplicações (reais ou complexas) ϕ e ψ e Y um

subconjunto fechado de um domı́nio comum de ϕ e ψ, estamos estabelecendo que

∥ϕ(x)∥ ≪ ∥ψ(x)∥ com x→ Y

se

lim
s→0

∥ϕ(x(s))∥
∥ψ(x(s))∥

= 0,

para toda curva anaĺıtica real x(s), s ∈ [0, ε), tal que x(s) → x0 ∈ Y quando s → 0.

E, agora que discutimos cada um desses pontos, definimos que:

Definição 4.1. Uma famı́lia de germes de funções F : (Kn+1, 0) → (K, 0) é to-

pologicamente trivial se existe uma famı́lia cont́ınua de germes de homeomorfismos

ht : Kn → Kn, t ∈ K, tal que F0(x) = (Ft ◦ ht)(x).

A partir dessas circunstâncias, tomemos f, g : (Kn, 0) → (K, 0) dois germes de

funções K−anaĺıticas, donde, podemos considerá-los como germes de funções de n+ 1

variáveis pondo f(x, t) = f(x) e g(x, t) = g(x) e a partir disso definamos F (x, t) =

f(x) + tg(x). Provaremos, ao longo desse caṕıtulo, o seguinte teorema:

Teorema 4.1. [21] Se, em uma vizinhança da origem,

|g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥, com (x, t) → g−1(0) ∩ f−1(0),

então Ft(x) = F (x, t) é uma famı́lia topologicamente trivial de germes de funções (ao

longo do eixo t, para t suficientemente pequeno)

As ideias que empregamos para demonstrar esse resultado foram introduzidas por

Parusinski[21] e tomam como ferramentas o Lema de Seleção da Curva (estendido

em conjuntos subanaĺıticos ou estruturas o-minimais), além de ideias de Kuo[7] e

 Lojasiewicz[15]. A construção desenvolvida nesse sentido parte, inicialmente, do fato

de que, em uma vizinhança da origem,

|g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥, com (x, t) → g−1(0) ∩ f−1(0)

se e, somente se,

|g(x)| ≪ inf
λ
{∥∇F (x, t) + λ∇g(x)∥}
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com (x, t) ∈ F−1(0) e (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0) e é a demonstração dessa afirmação o

foco principal da seção abaixo.

4.1 Desigualdade do Tipo  Lojasiewicz: Principais

Desfechos

Ao longo dessa seção deduzimos a equivalência afirmada anteriormente e discutimos

algumas consequências que decorrem desse resultado. O primeiro passo dado nessa

direção é demonstrar o seguinte teorema auxiliar:

Teorema 4.2. [21] Seja F : (Kn, 0) → (K, 0) e g : (Kn, 0) → (K, 0) dois germes de

funções K−anaĺıticas. Então existe uma constante real C tal que para p ∈ F−1(0),

suficientemente próximo da origem,

|g(p)| ≤ C∥p∥ inf
η∈K

{∥η∇F (p) + ∇g(p)∥} (4.1)

Demonstração: Comecemos pelo caso em que K = R e suponhamos, por absurdo,

que afirmação acima não se aplica, ou seja, que para toda constante real C e para todo

δ > 0 existe p ∈ F−1(0), com 0 ≤ ∥p∥ < δ, tal que

|g(p)| > C∥p∥ inf
η∈K

{∥η∇F (p) + ∇g(p)∥}.

Então, em especial, para todo k ∈ N existe pk ∈ F−1(0), com 0 ≤ ∥pk∥ <
1

k
, que

satisfaz

|g(pk)| > k∥pk∥ inf
η∈K

{∥η∇F (pk) + ∇g(pk)∥}

e que, consequentemente, satisfaz também

|g(pk)| > k∥pk∥∥ηk∇F (pk) + ∇g(pk)∥, (4.2)

para algum ηk ∈ K.

Construamos a partir disso as sequências {pk}k∈N e {ηk}k∈N satisfazendo a desigual-

dade (4.2) e observemos que disso segue que

∥pk∥∥ηk∇F (pk) + ∇g(pk)∥
|g(pk)|

<
1

k
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para cada k ∈ N. Consequentemente,

lim
∥pk∥∥ηn∇F (pk) + ∇g(pk)∥

|g(pk)|
= 0

e, portanto, como a sequência {pk}k∈N converge para 0 ( e {ηk}k∈N também pode ser

tomada satisfazendo isso), podemos garantir, pelo Lema de Seleção da Curva, que

existe uma curva anaĺıtica real p e uma função anaĺıtica η, definidas em [0, ε), tais que

(i) p(0) = 0;

(ii) F (p(s)) = 0;

(iii) lim
s→0

∥p(s)∥∥η(s)∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥
|g(p(s))|

= 0.

Mas, é claro que se F (p(s)) = 0, então

dF (p(s))

ds
= dF (p(s)) · p′(s) = 0.

Assim, podemos reformular (i), (ii) e (iii) afirmando que p e η satisfazem

(I) p(0) = 0;

(II) dF (p(s)) · p′(s) = 0;

(III) lim
s→0

∥p(s)∥∥η(s)∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥
|g(p(s))|

= 0.

Agora, observemos que, não só p, como também g ◦ p são anaĺıticas. Assim, para

todo s em uma vizinhança de 0, temos que

p(s) = p(0) + p′(0)s+
p′′(0)

2
s2 + · · · +

p(n)(0)

n!
sn + · · ·

e

g(p(s)) = g(p(0)) + (g ◦ p)′(0)s+
(g′′ ◦ p)′(0)

2
s2 + · · · +

(g ◦ p)n(0)

n!
sn + · · ·

Mas, como p(0) = 0 e g(p(0)) = g(0) = 0, temos que

p(s) = p′(0)s+
p′′(0)

2
s2 + · · · +

p(n)(0)

n!
sn + · · ·

e

g(p(s)) = (g ◦ p)′(0)s+
(g ◦ p)′(0)

2
s2 + · · · +

(g ◦ p)n(0)

n!
sn + · · · .

Logo

p′(s) = p′(0) + p′′(0)s+ · · · +
p(n)(0)

(n− 1)!
sn−1 + · · ·

59



4. Trivialidade Topológica em Famı́lias de Funções Anaĺıticas do Tipo f(x) + tg(x)

e

(g ◦ p)′(s) = (g ◦ p)′(0) + (g′′ ◦ p)′(0)s+ · · · +
(g ◦ .p)n(0)

(n− 1)!
sn−1 + · · ·

e, portanto,

sp′(s) = p′(0)s+ p′′(0)s2 + · · · +
p(n)(0)

(n− 1)!
sn + · · ·

e

s(g ◦ p)′(s) = (g ◦ p)′(0)s+ (g′′ ◦ p)′(0)s2 + · · · +
(g ◦ p)n(0)

(n− 1)!
sn + · · · .

Disso temos que

lim
s→0

g(p(s))

s(g ◦ p)′(s)
=

(g ◦ p)′(0)s+
(g′′ ◦ p)′(0)

2
s2 + · · · +

(g ◦ p)n(0)

n!
sn + · · ·

(g ◦ p)′(0)s+ (g′′ ◦ p)′(0)s2 + · · · +
(g ◦ p)n(0)

(n− 1)!
sn + · · ·

<∞

e

lim
s→0

s(g ◦ p)′(s)
g(p(s))

=

(g ◦ p)′(0)s+ (g′′ ◦ p)′(0)s2 + · · · +
(g ◦ p)n(0)

(n− 1)!
sn + · · ·

(g ◦ p)′(0)s+
(g′′ ◦ p)′(0)

2
s2 + · · · +

(g ◦ p)n(0)

n!
sn + · · ·

<∞

se (g ◦ p)n(0) ̸= 0 para algum n ∈ N. Logo, nesse caso,
g(p(s))

s(g ◦ p)′(s)
e
s(g ◦ p)′(s)
g(p(s))

são

limitadas em vizinhanças 0 e, portanto, existem C1, C2 > 0 tais que

g(p(s)) ≤ C1s(g ◦ p)′(s) e s(g ◦ p)′(s) ≤ C2g(p(s)) (4.3)

para todo s suficientemente próximo da origem. É claro também que as desigualdades

de (4.3) são válidas também quando (g ◦ p)n(0) = 0 para todo n ∈ N, pois desse caso

temos que g ◦ p ≡ 0 e disso segue, de maneira geral, que em uma vizinhança de 0

|g(p(s))| ≤ C1|s(g ◦ p)′(s)| e |s(g ◦ p)′(s)| ≤ C2|g(p(s))| (4.4)

De modo análogo e usando a norma do máximo, podemos garantir também que

lim
s→0

∥p(s)∥
∥sp′(s)∥

<∞ e lim
s→0

∥sp′(s)∥
∥p(s)∥

<∞,

quando pn(0) ̸= 0 para algum n ∈ N, donde novamente podemos assegurar a existência

de C3, C4 > 0 tais que

∥p(s)∥ ≤ C3∥sp′(s)∥ = C3s∥p′(s)∥ e s∥p′(s)∥ = ∥sp′(s)∥ ≤ C4∥p(s)∥ (4.5)
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numa vizinhança de 0. Dáı, de (4.4) e (4.5) e do fato de

(g ◦ p)′(s) = dg(p(s)) · p′(s) = η(s)dF (p(s)) · p′(s) + dg(p(s)) · p′(s)

= (η(s)dF + dg)(p(s)) · p′(s)

= ⟨(η(s)dF + dg)(p(s)), p′(s)⟩

= ⟨η(s)∇F (p(s)) + ∇g(p(s)), p′(s)⟩

≤ ∥η(s)∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥∥p′(s)∥,

temos, em uma vizinhança de 0, que

|g(p(s))| ≤ C1|s(g ◦ p)′(s)| = C1s|(g ◦ p)′(s)|

≤ C1s|∥η(s)∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥∥p′(s)∥|

= C1s∥p′(s)∥∥η(s)∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥

≤ C1C4∥p(s)∥∥η(s)∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥.

No entanto, isso contradiz (III) e, portanto, segue o teorema. O caso em que K = Cn

pode ser conclúıdo de modo análogo, uma vez que podemos associar Cn a R2n. ■

Por meio do Teorema 4.2, podemos concluir, para qualquer curva anaĺıtica real

p(s) = (x(s), t(s)) → (0, 0) em F−1(0), que

lim
s→0

g(p(s))

inf{∥η∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥}
= 0,

pois dada p satisfazendo essa condição, temos por (4.1) que

lim
s→0

g(p(s))

inf{∥η∇F (p(s)) + ∇g(p(s))∥}
≤ lim

s→0
C∥p(s)∥ = 0

e disso segue o fato afirmado. Com base nisso, podemos provar, por meio de uma

construção totalmente análoga a que foi usada na demonstração do Teorema 4.2, que

em uma vizinhança da origem

|g(p)| ≪ inf
η∈K

{∥η∇F (p) + ∇g(p)∥} com p→ g−1(0). (4.6)

Curiosamente, da desigualdade acima podemos, por ([15], p. 136), deduzir também

que existe α > 0 tal que

|g(p)| ≤ |g(p)|α inf
η∈K

{∥η∇F (p) + ∇g(p)∥},
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que pode ser entendida como uma versão da segunda desigualdade de  Lojasiewicz (Ver

[15], p. 92) para uma função g em F−1(0). E agora que já discutimos isso nosso

objetivo é provar o seguinte corolário:

Corolário 4.3. [21] Seja F (x, t) = f(x)+tg(x), onde f, g : (Kn, 0) → (K, 0) são germes

de funções K−anaĺıticas (que podem ser consideradas como sendo germes de funçãos

de n + 1 variáveis) e t ∈ K. Então, suficientemente próximo da origem, as seguintes

condições são equivalentes:

(i) |g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥ com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0);

(ii) |g(x)| ≪ inf
λ
{∥∇F (x, t)+λ∇g(x)∥} com (x, t) ∈ F−1(0) e (x, t) → f−1(0)∩g−1(0)

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Comecemos considerando g como sendo uma função de

n+ 1 variáveis dada por g(x, t) = g(x) e observemos que, de maneira mais geral,

∇F (x, t) =

(
∂f(x)

∂x1
+ t

∂g(x)

∂x1
, . . . ,

∂f(x)

∂xn
+ t

∂g(x)

∂xn
, g(x)

)
.

Dáı,

∥∇F (x, t)∥ =

√∣∣∣∣∂f(x)

∂x1
+ t

∂g(x)

∂x1

∣∣∣∣2 + · · · +

∣∣∣∣∂f(x)

∂xn
+ t

∂g(x)

∂xn

∣∣∣∣2 + |g(x)|2

=

√
∥
x

∇f(x) + t
x

∇g(x)∥2 + |g(x)|2.

A partir disso, provaremos agora que

(I) |g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥ com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0)

se e, somente se,

(II) |g(x)| ≪ ∥
x

∇f(x) + t
x

∇g(x)∥ com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0).

Para isso, suponhamos primeiramente que

|g(x)| ≪ ∥
x

∇f(x) + t
x

∇g(x)∥ com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0)

e tomemos uma curva anaĺıtica real p(s) = (x(s), t(s)) → (x0, t0) ∈ f−1(0) ∩ g−1(0).

Como, por hipótese,

lim
s→0

|g(x(s))|

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥
= lim

s→0

|g(x(s), t(s))|

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s), t(s))∥
= 0,
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temos que

lim
s→0

|g(x(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2
= lim

s→0

(
|g(x(s))|

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥

)2

= 0.

Consequentemente,

lim
s→0

|g(x(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2 + |g(x)|2
≤ lim

s→0

|g(x(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2
= 0.

e, portanto,

lim
s→0

|g(x(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2 + |g(x)|2
= 0. (4.7)

Como

lim
s→0

(
|g(x(s), t(s))|

∥∇F (x(s), t(s))∥

)2

= lim
s→0

|g(x(s), t(s))|2

∥∇F (x(s), t(s))∥2

= lim
s→0

|g(x(s), t(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t
x

∇g(x(s), s(t))∥2 + |g(x(s), t(s))|2

= lim
s→0

|g(x(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t
x

∇g(x(s))∥2 + |g(x(s))|2
, (4.8)

temos, por (4.7), que

lim
s→0

(
|g(x(s), t(s))|

∥∇F (x(s), t(s))∥

)2

= 0

Assim,

lim
s→0

|g(x(s), t(s))|
∥∇F (x(s), t(s))∥

= 0.

e, portanto,

|g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥ com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0).

O que prova que (II) implica (I).

Agora, suponhamos que |g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥ com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0) e to-

memos uma curva anaĺıtica real p(s) = (x(s), t(s)) → (x0, t0) ∈ f−1(0) ∩ g−1(0). Por

hipótese,

lim
s→0

|g(x(s))|
∥∇F (x(s), t(s))∥

= lim
s→0

|g(x(s), t(s))|
∥∇F (x(s), t(s))∥

= 0,

Logo

lim
s→0

|g(x(s))|2

∥∇F (x(s), t(s))∥2
= lim

s→0

(
|g(x(s))|

∥∇F (x(s), t(s))∥

)2

= 0
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e, consequentemente, por (4.8), temos que

lim
s→0

|g(x(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2 + |g(x(s))|2
= 0. (4.9)

De (4.9), temos que

lim
s→0

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2 + |g(x(s))|2

|g(x(s))|2
= ∞.

Dáı, como

lim
s→0

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2 + |g(x(s))|2

|g(x(s))|2
= lim

s→0

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2

|g(x(s))|2
+ 1

= lim
s→0

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2

|g(x(s))|2
,

temos que

lim
s→0

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2

|g(x(s))|2
= ∞.

Consequentemente,

lim
s→0

|g(x(s))|2

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥2
= 0.

e, portanto,

|g(x)| ≪ ∥
x

∇f(x) + t
x

∇g(x)∥ com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0).

Disso segue (I) implica (II).

A partir disso, provaremos a seguir que de (I) podemos garantir que

|g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)+λ∇g(x)∥ com (x, t) ∈ F−1(0) e (x, t) → f−1(0)∩g−1(0), (4.10)

para |λ| suficientemente pequeno (digamos, para |λ| < ε). Para isso comecemos obser-

vando que, do fato de

∥
x

∇f(x) + t
x

∇g(x) + λ
x

∇g(x)∥ ≥ |∥
x

∇f(x) + t
x

∇g(x)∥ − |λ|∥
x

∇g(x)∥|

≥ ∥
x

∇f(x) + t
x

∇g(x)∥
2

,

para |λ| suficientemente pequena, dada uma curva anaĺıtica real p(s) = (x(s), t(s)) →
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(x0, t0) ∈ f−1(0) ∩ g−1(0), temos que

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s)) + λ
x

∇g(x(s))∥ ≥ ∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥
2

,

para |λ| < ε. Disso segue que

lim
s→0

|g(x(s))|

|
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s)) + λ
x

∇g(x(s))∥
≤ lim

s→0

2|g(x(s))|

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥

= 2 lim
s→0

|g(x(s))|

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s))∥
(4.11)

para |λ| < ε e assim, como (I) implica (II), temos, por (4.11), que (I) implica

lim
s→0

|g(x(s))|

∥
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s)) + λ
x

∇g(x(s))∥
= 0 (4.12)

para |λ| < ε. Mas, do fato de

∇F (x(s), t(s)) + λ∇g(x(s)) = (
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s)), g(x(s))) + (λ
x

∇g(x(s)), 0)

= (
x

∇f(x(s)) + t(s)
x

∇g(x(s)) + λ
x

∇g(x(s)), g(x(s))),

podemos concluir também, por meio da mesma justificativa utilizada em (II)⇒ (I), que

(4.12) implica

lim
s→0

|g(x(s))|
|∇F (x(s), t(s)) + λ∇g(x(s))∥

= 0,

para |λ| < ε, o que prova que (I) implica (4.10). Claro que, para esse caso, (4.10)

implica (ii), sendo assim, nos resta apenas provar que (ii) pode ser deduzido quando

|λ| ≥ ε.

Com esse intuito, notemos que se |λ| ≥ ε, então temos, por (4.6), que

|g(x, t)| ≪ 1

|λ|
inf
λ∈K

{∥∇F (x, t) + λ∇g(x)∥}.

com (x, t) ∈ F−1(0) e (x, t) ∈ f−1(0) ∩ g−1(0). No entanto, como

1

|λ|
inf
λ∈K

{∥∇F (x, t) + λ∇g(x)∥} ≤ 1

ε
inf
λ∈K

{∥∇F (x, t) + λ∇g(x)∥},

temos que

|g(x, t)| ≪ 1

ε
inf
λ∈K

{∥∇F (x, t) + λ∇g(x)∥}
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com (x, t) ∈ F−1(0) e (x, t) ∈ f−1(0) ∩ g−1(0) e claro que disso também segue (ii).

(ii)⇒(i) Suponhamos que |g(x)| ≪ inf
λ
{∥∇F (x, t) + λ∇g(x)∥}, com (x, t) ∈ F−1(0)

e (x, t) → (x0, t0) ∈ f−1(0)∩g−1(0), e neguemos que |g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥, com (x, t) →
(x0, t0) ∈ f−1(0)∩g−1(0). Então existe uma curva anaĺıtica real p(s) = (X(s), T (s)) →
(x0, t0) ∈ f−1(0) ∩ g−1(0), definida em [0, ε), e existe C > 0 tais que para todo δ > 0

existe s ∈ (−δ, δ) ∩ [0, ε] satisfazendo

|g(X(s))|
∥∇F (X(s), T (s))∥

=
|g(X(s), T (s))|

∥∇F (X(s), T (s))∥
> C.

Disso segue que, em particular, para todo n ∈ N existe sn ∈
(
− 1

n
,

1

n

)
∩ [0, ε) que

satisfaz
|g(X(sn))|

∥∇F (X(sn), T (sn))∥
=

|g(X(sn), T (sn))|
∥∇F (X(sn), T (sn))∥

> C.

Tomemos a sequência {(X(sn), T (sn))}n∈N e observemos que {(X(sn), T (sn))}n∈N →
(x0, t0), pois sn → 0. Logo, pelo Lema de Seleção da Curva, temos que existe uma

curva anaĺıtica real q(s) = (x(s), t(s)) → (x0, t0), tal que

|g(x(s))|
∥∇F (x(s), t(s))∥

=
|g(x(s), t(s))|

∥∇F (x(s), t(s))∥
> C,

ou seja, tal que

|g(x(s))| > C∥∇F (x(s), t(s))∥. (4.13)

Agora, notemos que do fato de F (x, t) = f(x) + tg(x) ser uma função anaĺıtica,

temos, pondo t = xn+1, que em uma vizinhança de (x0, y0) ∈ f−1(0) ∩ g−1(0)

F (x(s), t(s)) = F (x0, y0) +
n+1∑
j=1

∂F (x0, t0)

∂xj
xj(s) +

1

2

n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

∂2F (x0, t0)

∂xj∂i
xj(s)xk(s) + · · ·

=
n+1∑
j=1

∂F (x0, t0)

∂xj
xj(s) +

1

2

n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

∂2F (x0, t0)

∂xj∂xk
xj(s)xk(s) + · · · .

Consequentemente,

∂F (x(s), t(s))

∂xi
=
∂F (x0, t0)

∂xi
+

n+1∑
j=1

∂2F (x0, t0)

∂xi∂xj
xj(s) + · · · , para i = 1, · · · , n+ 1
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e, portanto, se
∂F (x(s), t(s))

∂xi
̸= 0, para algum i ∈ {1, · · · , n+ 1}, então

lim
s→0

|F (x(s), t(s))|∣∣∣∣∂F (x(s), t(s))

∂xi

∣∣∣∣ = lim
s→0

∣∣∣∣∣∣∣∣
F (x(s), t(s))

∂F (x(s), t(s))

∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (4.14)

Nesse caso, considerando

∥∇F (x(s), t(s))∥ = max

{∣∣∣∣∂F (x(s), t(s))

∂x1

∣∣∣∣ , · · · , ∣∣∣∣∂F (x(s), t(s))

∂xn+1

∣∣∣∣} =

∣∣∣∣∂F (x(s), t(s))

∂xl

∣∣∣∣ ,
para algum l, temos, por (4.14), que lim

s→0

|F (x(s), t(s))|∣∣∣∣∂F (x(s), t(s))

∂xl

∣∣∣∣ ≤ lim
s→0

|F (x(s), t(s))|∣∣∣∣∂F (x(s), t(s))

∂xi

∣∣∣∣ = 0.

Consequentemente,

lim
s→0

|F (x(s), t(s))|
∥∇F (x(s), t(s))∥

= lim
s→0

|F (x(s), t(s))|∣∣∣∣∂F (x(s), t(s))

∂xl

∣∣∣∣ = 0, (4.15)

Logo,

lim
s→0

|F (x(s), t(s))|
C∥∆F (x(s), t(s))∥

= 0,

e portanto, por (4.13), temos que

lim
s→0

|F (x(s), t(s))|
|g(x(s))|

= 0 (4.16)

Se
∂F (x(s), t(s))

∂xi
= 0 para i = 1, · · · , n + 1, então (4.16) segue, imediatamente,

do fato de |g(x(t))| > C∥∇F (x(t), t(s))∥ = |F (x(s), t(s))| = 0. Assim, em todo caso,

(4.16) é satisfeita. Agora que estabelecemos isso, observemos que, do fato de

lim
s→0

|F (x(s), t(s))|
|g(x(s))|

= lim
s→0

|f(x(s)) + t(s)g(x(s))|
|g(x(s))|

= lim
s→0

∣∣∣∣f(x(s)) + t(s)g(x(s))

g(x(s))

∣∣∣∣
= lim

s→0

∣∣∣∣f(x(s))

g(x(s))
+ t(s)

∣∣∣∣ ,
temos que

lim
s→0

∣∣∣∣f(x(s))

g(x(s))
+ t(s)

∣∣∣∣ = 0.

Assim,

lim
s→0

f(x(s))

g(x(s))
+ t(s) = 0
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e, desse modo,

lim
s→0

f(x(s))

g(x(s))
= −t0. (4.17)

Tomemos t1(s) = −f(x(s))

g(x(s))
e observemos, primeiramente, que

∥∇F (x(s), t(s))∥ = ∥(
x

∇f(x) + t(s)
x

∇g(x), g(x(s)))∥

= ∥(
x

∇f(x), g(x(s))) + (t(s)
x

∇g(x(s)), 0)∥

= ∥(
x

∇f(x), g(x(s))) + (t(s)
x

∇g(x), 0) + (t1(s) − t1(s))(
x

∇g(x(s)), 0)∥

= ∥(
x

∇f(x), g(x(s))) + (t1(s)
x

∇g(x), 0) + (t(s) − t1(s))(
x

∇g(x(s)), 0)∥

= ∥(
x

∇f(x) + t1(s)
x

∇g(x(s)), g(x(s))) + (t(s) − t1(s))(
x

∇g(x), 0)∥

= ∥∇F (x(s), t1(s)) + (t(s) − t1(s))(
x

∇g(x(s)), 0)∥

= ∥∇F (x(s), t1(s)) + (t(s) − t1(s))∇g(x(s), t(s))∥.

Dáı, por (4.13), (x(s), t1(s)) satisfaz

|g(x(s))| > C∥∇F (x(t), t1(s)) + (t(s) − t1(s))∇g(x(s))∥. (4.18)

Além disso, notemos também que, por (4.17), (x(s), t1(s)) → (x0, t0) e que, do fato de

F (x(s), t1(s)) = f(x(s)) + t1(s)g(x(s)) = f(x(s)) − f(x(s))

g(x(s))
g(x(s))

= f(x(s)) − f(x(s))

= 0,

temos que (x(s), t1(s)) ∈ F−1(0). Agora, façamos λ(t) = t(s)− t1(s) e observemos que,

por (4.18),

|g(x(s))| > C∥∇F (x(t), t1(s)) + λ(s)∇g(x(s))∥.

e, assim, como

C∥∇F (x(t), t1(s)) + λ(s)∇g(x(s))∥ > C inf
λ
{∥∇F (x(s), t1(s)) + λ∇g(x(s))∥},

temos que (x(s), t1(s)) satisfaz

|g(x(s))| > C inf
λ
{∥∇F (x(s), t1(s)) + λ∇g(x(s))∥}.

Mas isso, claramente, contradiz a hipótese considerada e com isso conclúımos que (i) e

(ii) são equivalentes. ■
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Por meio de alguns racioćınios análogos ao que foram feitos no corolário acima

podemos concluir também, supondo que (x, t) ∈ F−1(0) e (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0),

que, para pontos suficientemente próximo da origem, a condição (ii) do Corolário 4.3

é equivalente a

ϕ(x) =
|g(x)|

infλ{∥
x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥}
−→ 0.

Ou ainda, sob a mesma hipótese, temos que a condição (ii) é equivalente a

ψ(x) =
|g(x)|2

infλ{∥
x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2}
−→ 0. (4.19)

Assim, suponhamos que
x

∇g(x) ̸= 0. Provaremos que inf
λ
{∥

x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2} é

atingido em

λ1 = −⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
.

Com esse intuito, comecemos observando que, quando λ1 = −⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
,

〈 x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x),
x

∇g(x)
〉

=

〈
x

∇f(x) − ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
·
x

∇g(x),
x

∇g(x)

〉

= ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩ − ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
· ⟨

x

∇g(x),
x

∇g(x)⟩

= ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩ − ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
· ∥

x

∇g(x)∥2

= ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩ − ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

= 0 (4.20)

Consequentemente,

⟨
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x),
x

∇g(x)⟩ = 0. (4.21)

Nosso objetivo é provar, a partir disso que, para todo λ ̸= λ1

∥
x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2 > ∥
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x)∥2. (4.22)
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Para isso, basta observar que, como

x

∇f(x) + λ
x

∇g(x) =
x

∇f(x) + λ
x

∇g(x) + λ1
x

∇g(x) − λ1
x

∇g(x)

=
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x) + (λ− λ1)
x

∇g(x),

temos, por (4.20) e (4.21), que

∥
x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2 =∥
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x) + (λ− λ1)
x

∇g(x)∥2

=∥
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x)∥2 + λ− λ1⟨
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x),
x

∇g(x)⟩

+(λ− λ1)⟨
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x),
x

∇g(x)⟩ + |λ− λ1|2∥
x

∇g(x)∥2

=∥
x

∇f(x) + λ1
x

∇g(x)∥2 + |λ− λ1|2∥
x

∇g(x)∥2

e, como, por hipótese, |λ − λ1|2∥
x

∇g(x)∥2 > 0, (4.22) segue de imediato. Como con-

sequência de (4.22), temos que inf
λ
{∥

x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2} é atingido em

λ1 = −⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2

e disso segue que

inf
λ
{∥

x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2} =

∥∥∥∥∥ x∇f(x) − ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
·
x

∇g(x)

∥∥∥∥∥
2

.

Mas, como

∥∥∥∥∥ x∇f(x) − ⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
·
x

∇g(x)

∥∥∥∥∥
2

= ∥
x

∇f(x)∥2−⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

−⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

+

∣∣∣∣∣⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2

∣∣∣∣∣
2

∥
x

∇g(x)∥2,
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⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩ =
⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2
⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

=
|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥2

e ∣∣∣∣∣⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

∥
x

∇g(x)∥2

∣∣∣∣∣
2

∥
x

∇g(x)∥2 =
|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥4
∥
x

∇g(x)∥2 =
|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥2
,

temos que

inf
λ
{∥

x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2} = ∥
x

∇f(x)∥2 − 2
|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥2
+

|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥2

= ∥
x

∇f(x)∥2 − |⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥2

=
∥
x

∇f(x)∥2 · ∥
x

∇g(x)∥2 − |⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥2

e, portanto, por (4.19), a condição (ii) do Corolário 4.3 é equivalente a

ψ(x) =
|g(x)|2

infλ{∥
x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)∥2}
=

|g(x)|2

∥
x

∇f(x)∥2 · ∥
x

∇g(x)∥2 − |⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∥
x

∇g(x)∥2

=
|g(x)|2 · ∥

x

∇g(x)∥2

∥
x

∇f(x)∥2 · ∥
x

∇g(x)∥2 − |⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2
−→ 0

(4.23)

em F−1(0). Assim, façamos ∆(x) = ∥
x

∇f(x)∥2 · ∥
x

∇g(x)∥2 − |⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2. Temos

da equivalência acima que a condição (ii) do Corolário 4.3 acima implica que

∆−1(0) ∩ F−1(0) ⊂ {
x

∇g = 0} ⊂ g−1(0). (4.24)
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4.2 Trivialidade Topológica em Famı́lias de Funções

do Tipo f (x) + tg(x)

O objetivo principal dessa seção é provar o Teorema 4.1 enunciado no ińıcio do

caṕıtulo. A ideia central empregada com esse intuito parte, resumidamente, da cons-

trução de um campo vetores e da obtenção de uma famı́lia cont́ınua de homeomorfismos

a partir do fluxo associado a esse campo.

Primeiramente, vamos mostrar como trivializar o conjunto X = F−1(0), ou seja,

vamos provar que, para t suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo de germes

ht : (F−1
t (0), 0) → (F−1

0 (0), 0). Para isso, definamos um campo de vetores −→v pondo

que

−→v (x, t) = (0, 1) − g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)
· (

x

∇f(x), 0) +
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

· (
x

∇g(x), 0),

se (x, t) ∈ X ′ = X − g−1(0) e −→v (x, t) = (0, 1) se (x, t) ∈ X ∩ g−1(0) e observemos que
−→v satisfaz as seguintes condições:

(i) −→v é tangente às curvas de ńıvel de F e g, para (x, t) ∈ X ′.

(ii) ∥−→v (x, t) − (0, 1)∥ → 0 com (x, t) → f−1(0) ∩ g−1(0) e (x, t) ∈ X.

De fato, suponhamos que (x, t) ∈ X ′. Então

⟨−→v (x, t),∇g(x, t)⟩ = ⟨(0, 1),∇g(x, t)⟩ − g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)
⟨(

x

∇f(x), 0),∇g(x, t)⟩

+
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

⟨(
x

∇g(x), 0),∇g(x, t)⟩.

(4.25)

Mas, como

⟨(0, 1),∇g(x, t)⟩ = ⟨(0, 1), (
x

∇g(x), 0)⟩ = ⟨0,
x

∇g(x)⟩ + 0 · 1 = 0 + 0 = 0,

g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)
⟨(

x

∇f(x), 0),∇g(x, t)⟩ =
g(x)∥

x

∇g(x)∥2⟨(
x

∇f(x), 0), (
x

∇g(x), 0)⟩
∆(x)

=
g(x)∥

x

∇g(x)∥2[⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩ + 0 · 0]

∆(x)

=
g(x)∥

x

∇g(x)∥2⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)
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e

g(x)⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

⟨(
x

∇g(x), 0),∇g(x, t)⟩ =
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩⟨(
x

∇g(x), 0),∇g(x, t)⟩
∆(x)

=
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩⟨(
x

∇g(x), 0), (
x

∇g(x), 0)⟩
∆(x)

=
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩[⟨
x

∇g(x),
x

∇g(x)⟩ + 0 · 0]

∆(x)

=
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)

temos, por (4.25), que

⟨−→v (x, t),∇g(x, t)⟩ = 0.

Portanto, −→v é tangente às curvas de ńıvel de g.

Além disso, notemos também que

⟨−→v (x, t),∇F (x, t)⟩ = ⟨(0, 1),∇F (x, t)⟩ − g(x)∥
x

∇xg(x)∥2

∆(x)
⟨(

x

∇f(x), 0),∇F (x, t)⟩

+
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

⟨(
x

∇g(x), 0),∇F (x, t)⟩.

(4.26)

Mas, do fato de

⟨(0, 1),∇F (x, t)⟩ = ⟨(0, 1), (
x

∇f(x) + t
x

∇g(x), g(x))⟩

= ⟨0,
x

∇f(x) + λ
x

∇g(x)⟩ + g(x) · 1

= g(x),

⟨(
x

∇f(x), 0),∇F (x, t)⟩ = ⟨(
x

∇f(x), 0), (
x

∇f(x) + t
x

∇g(x), g(x))⟩

= ⟨
x

∇f(x),
x

∇f(x) + t
x

∇g(x)⟩ + g(x) · 0

= ⟨
x

∇f(x),
x

∇f(x)⟩ + t⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩

= ∥
x

∇f(x)∥2 + t⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
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e

⟨(
x

∇g(x), 0),∇F (x, t)⟩ = ⟨(
x

∇g(x), 0), (
x

∇f(x) + t
x

∇g(x), g(x))⟩

= ⟨
x

∇g(x), ∂xf(x) + t
x

∇g(x)⟩ + g(x) · 0

= ⟨
x

∇g(x),
x

∇f(x)⟩ + t⟨
x

∇g(x),
x

∇g(x)⟩

= ⟨
x

∇g(x),
x

∇f(x)⟩ + t∥
x

∇g(x)∥2

temos, por (4.26), que

⟨−→v (x, t),∇F (x, t)⟩ = g(x) − g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)
[∥

x

∇f(x)∥2 + t⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩]

+
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

[⟨
x

∇g(x),
x

∇f(x)⟩ + t∥
x

∇g(x)∥2],

(4.27)

donde, reordenando (4.27), obtemos que

⟨−→v (x, t),∇F (x, t)⟩ = g(x) − g(x)∥
x

∇g(x)∥2∥
x

∇f(x)∥2

∆(x)
+
g(x)|⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∆(x)

= g(x) − g(x)(∥
x

∇g(x)∥2∥
x

∇f(x)∥2 − |⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2)
∆(x)

= g(x) − g(x) · ∆(x)

∆(x)
= g(x) − g(x) = 0

e portanto segue também que −→v é tangente às curvas de ńıvel de F , o que prova a

condição (i).

Para provar (ii) basta mostrarmos isso para qualquer curva anaĺıtica real (x(x), t(s)) →
(x0, t0) ∈ g−1(0) ∩ f−1(0). Assim, tomemos (x(x), t(s)) → (x0, t0) ∈ g−1(0) ∩ f−1(0)

e observemos que se (x(x), t(s)) ∈ g−1(0) para todo s ∈ [0, ε) (com ε suficientemente

pequeno) então o resultado é imediato pela própria definição de −→v . Do contrário basta

observarmos que para pontos (x, t) ∈ X ′

∥−→v (x, t)−(0, 1)∥2 =

∥∥∥∥∥−g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)
· (

x

∇f(x), 0) +
g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

· (
x

∇g(x), 0)

∥∥∥∥∥
2

donde, desenvolvendo a igualdade acima, temos que
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∥−→v (x, t) − (0, 1)∥2 =

∣∣∣∣∣g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)

∣∣∣∣∣
2

∥(
x

∇f(x), 0)∥2

− g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)
· g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

⟨(
x

∇f(x), 0), (
x

∇g(x), 0)⟩

− g(x)⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

· g(x)∥
x

∇g(x)∥2
∆(x)

⟨(
x

∇f(x), 0), (
x

∇g(x), 0)⟩

+

∣∣∣∣∣g(x)⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

∣∣∣∣∣
2

∥(
x

∇g(x), 0)∥2.

(4.28)

e, portanto, do fato∣∣∣∣∣g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)

∣∣∣∣∣
2

∥(
x

∇f(x), 0)∥2 =
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥4∥
x

∇f(x)∥2

∆(x)2
,

de

g(x)∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)
· g(x)⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

⟨(
x

∇f(x), 0), (
x

∇g(x), 0)⟩

e

g(x)⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

· g(x)∥
x

∇g(x)∥2
∆(x)

⟨(
x

∇f(x), 0), (
x

∇g(x), 0)⟩

serem dados por

g(x)g(x)∥
x

∇g(x)∥2⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)2

=
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥2|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∆(x)2

e

g(x)g(x)∥∂xg(x)∥2⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)2

=
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥2|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∆(x)2
,

respectivamente, e de∣∣∣∣∣g(x)⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩
∆(x)

∣∣∣∣∣
2

∥(
x

∇g(x), 0)∥2 =
|g(x)|2|⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)2
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temos, por (4.28), que

∥−→v (x, t) − (0, 1)∥2 =
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥4∥
x

∇f(x)∥2

∆(x)2
−2

|g(x)|2∥
x

∇g(x)∥2|⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2

∆(x)2

+
|g(x)|2|⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)2
.

Ou seja,

∥−→v (x, t) − (0, 1)∥2 =
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥4∥
x

∇f(x)∥2

∆(x)2
− |g(x)|2|⟨

x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2∥
x

∇g(x)∥2

∆(x)2

=
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥2
(
∥
x

∇f(x)∥2∥
x

∇g(x)∥2 − |⟨
x

∇f(x),
x

∇g(x)⟩|2
)

∆(x)2

=
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥2∆(x)

∆(x)2

=
|g(x)|2∥

x

∇g(x)∥2

∆(x)

e disso segue (ii).

Vamos provar agora que (i) e (ii) implicam a continuidade do fluxo de −→v . Para

isso comecemos observando que pelo Corolário 4.3 X ′ = X − g−1(0) é não-singular e

que, por (4.24), −→v é suave em X ′, já que {∆(x) = 0} ⊂ {g = 0}. Além disso, notemos

também que as curvas integrais de −→v |X′ não podem cair em Y = X ∩ g−1(0), pois −→v
é tangente as curvas de ńıvel de g.

Sejam Φ(p, s) o fluxo de −→v , p0 = (x0, t0) ∈ Y e p1 = (x1, t1) ∈ X ′. Temos que

−→v (p0) = −→v (Φ(p0, s)) +R0 e −→v (p1) = −→v (Φ(p1, s)) +R1.

Assim,

∥−→v (p1) −−→v (p0)∥ = ∥−→v (Φ(p1, s)) +R1 − (−→v (Φ(p0, s)) +R0)∥

≤ ∥−→v (Φ(p1, s)) −−→v (Φ(p0, s))∥ + ∥R1 −R0∥

e, portanto, por (ii) temos que ∥|−→v (p1)−−→v (p0)∥ −→ 0 quando p1 −→ p0. Além disso,

observemos também que, para s suficientemente pequeno,

Φ(p1, s) = p1 + s−→v (p1) + r1 e Φ(p0, s) = p0 + s−→v (p0) + r0.

Logo,
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∥Φ(p1, s) − Φ(p2, s)∥ = ∥p1 + s−→v (p1) + r1 − (p0 + s−→v (p0) + r0)∥

≤ ∥p1 − p0∥ + |s|∥−→v (p1) −−→v (p0)∥ + ∥r1 − r0∥ (4.29)

e, consequentemente, ∥Φ(p1, s) − Φ(p2, s)∥ −→ 0 quando p1 −→ p0. Isso mostra a

continuidade de Φ e nos permite concluir a trivialidade de X.

Para trivializar F como uma função nós tomaremos como base o Campo de Vetores

de Kuo. Assim, definamos o seguinte campo:

−→w (x, t) = (0, 1) − g(x)

∥
x

∇F (x)∥2
(
x

∇F (x, t), 0)

e observemos que do fato de

⟨(0, 1),∇F (x, t)⟩ = ⟨(0, 1), (
x

∇F (x, t), g(x))⟩ = ⟨0,
x

∇F (x, t)⟩ + g(x) · 1 = g(x)

e

⟨(
x

∇F (x, t), 0),∇F (x, t)⟩ = ⟨(
x

∇F (x, t), 0), (
x

∇F (x, t), g(x))⟩

= ⟨
x

∇F (x, t),
x

∇F (x, t)⟩ + g(x) · 0

= ∥
x

∇F (x, t)∥2 − g(x)

∥
x

∇F (x)∥2

temos que

⟨−→w (x, t),∇F (x, t)⟩ = ⟨(0, 1),∇F (x, t)⟩ − g(x)

∥
x

∇F (x)∥2
⟨(

x

∇F (x, t), 0),∇F (x, t)⟩,

= g(x) − g(x)

∥∂xF (x)∥2
∥∂xF (x)∥2

= g(x) − g(x)

= 0

e disso segue que −→w é tangente às curvas de ńıvel de F .

Usando uma partição da unidade vamos “colar” os campos de vetores −→v e −→w . Para

isso, fixemos U uma vizinhança suficientemente pequena de (0, 0) ∈ Kn ×K, tomemos

V1 uma vizinhança de X ′ = X − Y em U − Y que ainda satisfaça (4.23) e ponhamos

V2 = U − X. Como V1 e V2 formam uma cobertura de U − Y , podemos tomar uma

partição da unidade ρ1, ρ2 : U − Y → [0, 1] dominada por V1 e V2 e definir um campo
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vetores
−→
V pondo que

−→
V (x, t) = ρ1(x, t)

−→v (x, t) + ρ2(x, t)
−→w (x, t).

Claro que o campo
−→
V é tangente às curvas de ńıvel de F em U − Y , uma vez que

−→v e −→w são tangentes às curvas de ńıveis de F em X − Y e U −X, respectivamente,

conforme provado anteriormente na construção de ambos os campos. Além disso,
−→
V é

tangente também às curvas de g, em X − Y . Assim, o fluxo associado à
−→
V é cont́ınuo

em U − Y .

Além disso, do fato de ρ1(x, t) + ρ2(x, t) = 1, temos que

−→
V (x, t) − (0, 1) = ρ1(x, t)

−→v (x, t) + ρ2(x, t)
−→w (x, t) − (0, 1)

= ρ1(x, t)
−→v (x, t) + ρ2(x, t)

−→w (x, t) − (0, ρ1(x, t) + ρ2(x, t))

= ρ1(x, t)
−→v (x, t) + ρ2(x, t)

−→w (x, t) − ρ1(x, t)(0, 1) − ρ2(x, t)(0, 1)

= ρ1(x, t)(
−→v (x, t) − (0, 1)) + ρ2(x, t)(

−→w (x, t) − (0, 1)).

Disso segue que

∥
−→
V (x, t) − (0, 1)∥ = ∥ρ1(x, t)(−→v (x, t) − (0, 1)) + ρ2(x, t)(

−→w (x, t) − (0, 1))∥

≤ ∥ρ1(x, t)(−→v (x, t) − (0, 1))∥ + ∥ρ2(x, t)(−→w (x, t) − (0, 1))∥

= ρ1(x, t)∥(−→v (x, t) − (0, 1))∥ + ρ2(x, t)∥(−→w (x, t) − (0, 1))∥

e, portanto, ∥
−→
V (x, t) − (0, 1)∥ −→ 0 com (x, t) → Y . Assim, podemos provar a

continuidade do fluxo de
−→
V por um racioćınio completamente análogo ao que utilizamos

para provar a continuidade do fluxo de −→v e disso segue o teorema.

4.3 Trivialidade Topológica em Famı́lias µ− Cons-

tante de Hipersuperf́ıcies com Singularidades

Isoladas do Tipo f (x) + tg(x)

Ao longo dessa seção discutimos uma consequência importante do Teorema 4.1 para

o estudo de trivialidade topológica em famı́lias µ−constante de hipersuperf́ıcies com

singularidades isoladas na origem. De maneira geral, Parusinski[21] provou a partir

desse teorema que um caso espećıfico de deformação µ− constante é topologicamente

trivial, conforme verificamos abaixo.

Corolário 4.4. Seja f, g : (Cn, 0) → (C, 0) tais que F (x, t) = f(x) + tg(x) é uma
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famı́lia µ−constante de singularidades isoladas. Então F é topologicamente trivial.

Demonstração: Suponhamos que F (x, t) = f(x) + tg(x) é uma famı́lia µ−constante

com singularidades isoladas. Para concluir que F é topologicamente trivial vamos

provar que, em uma vizinhança da origem,

|g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥, com (x, t) → g−1(0) ∩ f−1(0).

Nesse sentido, comecemos denotando o eixo t por L. Por [9] podemos garantir que,

se a famı́lia F (x, t) = f(x) + tg(x) é µ−constante, então

|
t

∇F (x, t)| ≪ ∥∇F (x, t)∥

com (x, t) → L, ou seja,

|g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥

com (x, t) → L. Assim, para provar que F é topologicamente trivial precisamos provar

apenas que

|g(x)| ≪ ∥∇F (x, t)∥

para (x, t) → (x0, t0), onde g(x0) = f(x0) = 0 e x0 ̸= 0. Mas, isso segue do fato de que,

por hipótese,
x

∇F (x0, t0) ̸= 0. ■
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[10] Lê, D. T. Notes on non-isolates singularities. Université de Aix-Marseille.

[11] Topologie des singularités des hypersurfaces complexes. Astérisque,
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