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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo expor resultados publicados no artigo classico
de Jiirgen Herzog e Michael Kiihl, Maximal Cohen-Macaulay Modules over Gorenstein
Rings and Bourbaki Sequences, publicado em 1987. Concentraremos nossa atengao
em modulos Cohen-Macaulay maximais sobre um dominio Gorenstein, apresentaremos
fatos sobre os mesmos e também abordamos o caso especifico em que o anel base é uma
hipersuperficie. Por fim, demonstramos o resultado principal, que conecta a nocao de

sequéncias de Bourbaki com o conceito de linkage algébrico.

Palavras-chave: Mdédulos Cohen-Macaulay maximais; Sequéncias de Bourbaki; Link-

age algébrico.



Abstract

The purpose of this work is to investigate some results due to Jirgen Herzog and
Michael Kiihl, published in 1987 in their classic paper Maximal Cohen-Macaulay Mod-
ules over Gorenstein Rings and Bourbaki-Sequences. We concentrate our attention on
maximal Cohen-Macaulay modules over a local Gorenstein domain, prove general facts
about it and we also explore the case when the base ring is a hypersurface. Finally,
we present the main result, which connects the notion of Bourbaki-Sequences to the

algebraic linkage concept.

Keywords: Maximal Cohen-Macaulay Modules; Bourbaki-Sequences; Algebraic link-

age.
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Notacoes

Neste trabalho R denota, a menos de menc¢ao contraria, um anel comutativo e com
identidade. A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e ht(/) denota a altura do ideal I;

o 1r(M) denota o nimero minimo de geradores de um R-moédulo M;

e dim(R) denota a dimensao de Krull de R;

e /(M) denota o comprimento de um R-mdédulo;

e dimg (V') denota a dimensao do K-espago vetorial V;

e Spec(R) denota o conjunto dos ideais primos de R.;

e Ass(M) denota o conjunto dos ideais primos associados do A-médulo M;

e ¢(R) denota a multiplicidade de R;

e Se {ey,...,e,} é uma base de um R-moddulo livre F', denotaremos por {ej,...,e}

ceey Cp

sua base dual;

e [] denota o final de uma demonstracao;



Introducao

Este trabalho tem por objetivo apresentar resultados obtidos por Jiirgen Herzog e
Michael Kiihl, no seu cléassico artigo Maxzimal Cohen-Macaulay Modules over Goren-
stein Rings and Bourbaki Sequences, publicado em 1987.

A dissertacao esta dividida em quatro capitulos, mais um Apéndice que inclui um
ferramental da Algebra Homoldbgica, alguns fatos sobre o grupo das classes dos divisores
e uma brevissima discussao sobre o complexo de Koszul, ambos os assuntos necessarios
no decorrer do texto.

Reservamos o primeiro capitulo para oferecer um breve panorama dos pré-requisitos
que serao necessarios no decorrer do trabalho. A maioria dos conceitos apresentados diz
respeito ao estudo da Algebra Comutativa, especialmente de anéis e moédulos Cohen-
Macaulay. Baseamos as definicoes e resultados no classico livro Cohen-Macaulay rings,
de Bruns-Herzog, assim como na dissertacao de mestrado de André Désea, Uma jor-
nada aos anéis de Gorenstein. Omitimos as provas e deixamos a referéncia em cada
enunciado. Defini¢oes e resultados referentes a um primeiro curso de Algebra Comu-
tativa serao assumidos como verdade.

A partir do Capitulo 2, trabalharemos principalmente com médulos finitos sobre
um dominio base Gorenstein e local R . Trabalhar sobre anéis deste tipo traz muitas
vantagens técnicas, especialmente quando aliados a médulos Cohen-Macaulay maxi-
mais (MCM do inglés mazimal Cohen-Macaulay). Estes dltimos s@o reflexivos sobre R
e seus duais continuam sendo MCM. Mais ainda, o funtor M ~ M* := Homg(M, R),
que associa um moédulo ao seu dual, é exato na subcategoria completa dos mddulos
MCM.

E de posse desse bonus técnico que podemos e comecamos abordar resultados pre-
sentes em [I2]. Na primeira se¢ao, derivamos um apanhado de fatos e propriedades de
modulos MCM, com o intuito de provar uma desigualdade que relaciona o posto do
modulo, seu posto livre e nimero minimo de geradores, assim como a multiplicidade
do anel base. Também reservamos a nossa atencao para o caso especifico em que R é
uma hipersuperficie, mostrando que médulos MCM sobre essa classe de anéis admitem

resolucao periddica, desde que nao possuam somando direto livre.



Ainda no mesmo capitulo, introduzimos a nogao do que [12] chamou de sequéncia
de Bourbaki (do inglés, Bourbaki-Sequence), inspirado em um resultado mostrado em
[5]: todo mddulo finito livre de tor¢ao M sobre um dominio normal R admite um
submédulo livre F' tal que o quociente M/F seja isomorfo a um ideal I de R. E
a sequéncia 0 — F — M — I — 0 que norteia nossa definicao de sequéncia de
Bourbaki. O principal objetivo é garantir sua existéncia, sob certas condi¢oes, para
modulos MCM e ideais de grade 2 dados.

No Capitulo 3, definimos a nogao de linkage de dois ideais por uma sequéncia
regular. Mostramos que um ideal I estd inserido em uma sequéncia de Bourbaki com
um moédulo M em seu centro, entao qualquer ideal J na mesma classe de linkage de
I tem primeira sizigia estavelmente isomorfa a M*. Isto é uma dica na direcao do
que configura nosso principal resultado: duas sequéncias de Bourbaki cujos médulos
centrais sao estavelmente isomorfos tém necessariamente ideais ligados por um nimero
par de links.

Os resultados de existéncia de sequéncias de Bourbaki do Capitulo 2 juntamente
com o teorema principal mencionado acima culminam em um enunciado que resume
bem o que tudo o que foi feito: sobre um dominio local Gorenstein, existe uma bijecao
entre as classes de linkage par de ideais Cohen-Macaulay de grade 2 e as classes de
isomorfismo estavel de médulos Cohen-Macaulay maximais.

Por fim, mostramos como os ideais de Bourbaki podem influenciar invariantes do
modulo central, exibindo um teorema que determina a paridade do ntimero minimo de

geradores de um modulo MCM orientavel sobre um anel de hipersuperficie.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sequéncias Regulares e Médulos Cohen-Macaulay

Definicao 1.1. Seja M um R-médulo. Um elemento x € R é dito M-regular se a
multiplicacio M — M for injetiva. Uma sequéncia x = z1,...,z, € R é dita uma

M-sequéncia ou uma sequéncia M-regular se valem as condigoes abaixo:
(i) 1 é M-regular e x; é M/(xq,...,z;_1)M-regular para cada i = 2, ..., n.
(i) xM # M.

Quando M = R, dizemos simplesmente que x é uma sequéncia regular. O inteiro
positivo n é o comprimento da sequéncia x. Dizemos que x é maximal se nao existe
y € R tal que xq,...,x,,y seja M-regular. Mais geralmente, se x C I, onde [ é um
ideal de R, dizemos que x é maximal em I se nao existe y € I'\x tal que x1,..., 2,y

seja M-regular.

Exemplo. Seja R = k[X3,..., X,], com k corpo. Entdao Xji,..., X, Uma sequéncia
regular. Para k[X,Y, Z], tem-se que X,Y (1 — X), Z(1 — X) é regular.

Verifica-se facilmente que uma sequéncia M-regular x C I induz uma cadeia estrita
(x1) € (z1,22) € -+ C (21, ..., 7,). Particularmente, no caso em que R é noetheriano,
toda sequéencia M-regular em I pode ser estendida a uma maximal e, mais ainda, toda
sequéncia maximal em I possui o mesmo comprimento, desde que M seja finitamente

gerado. Isso é garantido pelo seguinte resultado devido a Rees:

Proposigao 1.2. Sejam R um anel noetheriano, I C R um ideal e M um R-mddulo

finitamente gerado. Se x= x1,...,x, é um M-sequéncia maximal em [, entao

n =min{i | Ext'(R/I, M) # 0}.
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Em particular, todas as sequéncias M-regulares maximais em [ possuem o mesmo

comprimento.
Demonstrac¢ao. Vide [6], Theorem 1.2.5. O

Definicao 1.3. Sejam R um anel noetheriano, I C R um ideal e M um R-mddulo

finitamente gerado. Definimos o niimero
grade (I, M) = min{i | Ext'(R/I, M) # 0},

o qual é o comprimento comum das M-sequéncias maximais em /. Quando R é um anel
local com ideal maximal m, o nimero grade (m, M) ganha a notagao classica depth M
e é chamado de profundidade de M. Nesse caso, escrevendo k = R/m, é importante

reescrever a definicao acima:
depth M := grade (m, M) = min{i | Ext’(k, M) # 0}.

Proposigao 1.4. Sejam R um anel noetheriano, I C R um ideal e M um R mddulo

finitamente gerado.

(a) Se x = x1, ..., ¥, ¢ uma M-sequéncia em I, entao

grade (I, M /xM) = grade (I, M) — n;

(b) 0 > M" - M — M"” — 0 uma sequéncia exata de R-mddulos finitamente

gerados. Entao:
(i) grade(/, M') > min{grade (I, M), grade (I, M")+ 1};
(ii) grade (I, M) > min{grade (I, M'), grade (I, M")};
(iii) grade (I, M") > min{grade (I, M), grade (I, M’) — 1}.

Demonstragao. Vide [6], Proposition 1.2.9. ]

Relembremos o conceito de dimensao de Krull de um modulo.

Definicao 1.5. Seja M um R-moédulo. A dimensao de Krull de M é o maior
comprimento das cadeias de ideais primos em Supp(M) := {p € Spec(R)| M, # 0} e é
denotada por dim M.

Definigao 1.6. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente
gerado nao-nulo. Uma sequéncia x1, ...,y C m é dito um sistema de parametros

para M se

M
dim { ————— ] =0, com d menor possivel.
<<x1,. ,xd>M) b

5
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Proposigao 1.7. No contexto da defini¢cao anterior, tem-se que todo sistema de parametros

tem dim M elementos.

Proposicao 1.8. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-médulo finita-

mente gerado nao-nulo. Entao toda M-sequéncia faz parte de um sistema de parametros
de M. Em particular, depth M < dim M.

Demonstragao. Veja [6], Proposition 1.2.12. ]
Este ultimo resultado motiva a classica defini¢ao a seguir:

Defini¢ao 1.9. Seja (R, m) um anel noetheriano local e M um R-médulo finitamente
gerado. Dizemos que M é Cohen-Macaulay (CM) se M = 0 ou depth M = dim M.
Um anel noetheriano local R é dito anel Cohen Macaulay se for Cohen-Macaulay
como R-médulo. Se I C R é um ideal e R/I é Cohen-Macaulay, diremos que I é um

ideal Cohen-Macaulay.

Exemplo. Todo corpo é um anel Cohen-Macaulay. O anel dos inteiros Z (mais geral-
mente, qualquer dominio noetheriano de dimensao 1) é Cohen-Macaulay. Um anel

quociente do tipo
k[ X1, ..., Xp]

p ?
onde k£ é um corpo, é um anel Cohen-Macaulay para todo ideal primo p de altura

htp € {0,1,n —1,n}.

A proposicao a seguir reune algumas propriedades validas no ambiente Cohen-

Macaulay. Apenas algumas serao utilizadas no decorrer deste trabalho:

Proposigao 1.10. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-médulo Cohen-

Macaulay nao-nulo. Entao:
(a) dim R/p = depth M, para todo p € Ass(M);
(¢) x =x1,..., 2, 6 um M-sequéncia se, e somente se, dim M /xM = dim M — n;

(d) x = x1,...,x, é um M-sequéncia se, e somente se, x faz parte de um sistema de

parametros de M.
Demonstragao. Veja [6], Theorem 2.1.2. O

Corolario 1.11. Seja R um anel Cohen-Macaulay. Entao

grade ] := grade(/, R) = ht [,
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para todo ideal I C R. Além disso, se R for local, também vale
ht/ +dim R/I = dim R

para todo ideal I C R.
Demonstragao. Veja [6], Corollary 2.1.4. O

Vimos que, em geral, depthM < dim M. Como dim M < dim R, é importante

destacar o caso Cohen-Macaulay em que a dimensao atinge o maior valor possivel.

Definicao 1.12. Seja R um anel local. Dizemos que um R-médulo M é Cohen-

Macaulay maximal (MCM, do inglés mazimal Cohen-Macaulay) se for Cohen-Macaulay
e dim M = dim R.

Veremos que médulos MCM sobre uma classe especifica de anéis que definiremos a
seguir, os chamados anéis de Gorenstein, possuem étimas propriedades e serao protag-

onistas no decorrer do presente trabalho.

1.2 Anéis de Gorenstein e o Modulo Canonico

Seja R um anel. Ja definimos a nocao de resolucao injetiva deletada de um R-
moédulo M (veja Apéndice, |5.16]). Utilizando a mesma notagao, se Z® é uma resolugao
injetiva de M, entao H°(Z*) = ker{I® — I'} ~ M. Assim, pode-se escrever a sequéncia

exata longa
0—M-—1"——I"—. ... " — " ..

a qual é chamada de uma resolugao injetiva para M. Dizemos que Z* ¢ finita se existe
n>0tal que I" # 0 e I' = 0 para i > n. O ntimero n é chamado de comprimento da
resolucao Z°® e o menor dentre estes numeros é chamado de dimensao injetiva de M
e denotado por injdimgr M. Nem todo moédulo admite uma resolucao injetiva finita.
Nesses casos, escrevemos injdimg M = oo. Obviamente, M ¢ injetivo se, e somente se,
injdimg M = 0.

Proposicao 1.13. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-médulo finita-

mente gerado. Se injdimz M < oo, entao

dim M < injdimgr M = depth R.
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Definigao 1.14. Seja (R, m) um anel noetheriano local. Dizemos que R é um anel
de Gorenstein se injdim R < oo. Quando R nao é local, ele é dito ser um anel de

Gorenstein se injdim R, < oo, para todo ideal maximal m de R.

Exemplo. Anéis de Gorenstein incluem todos anéis regulares (vide segao seguinte), em
particular todos os corpos e anéis de polinomios. Para k corpo, os anéis k[X]/(X?) e

kKIX,Y, Z] /(X% Y2, XZ Y Z 7Z?— XY) configuram outros exemplos de anéis de Goren-

stein.

Proposicao 1.15. Seja R um anel noetheriano. Se R é um anel de Gorenstein e x é
um sequéncia regular, entdo R/(x) é um anel de Gorenstein. Quando R é local, vale a

reciproca.
Demonstracao. Vide [8], Proposicao 3.3.2, (b). O

Se R é um anel de Gorenstein, a Proposicao [1.13| garante dim R < depth R. Uma
vez que a desigualdade contraria é sempre valida, concluimos que depth R = dim R,
mostrando que ser Cohen-Macaulay é uma condigao necessaria para que um anel seja

Gorenstein. Exibimos agora uma condigao suficiente:

Definicao 1.16. Sejam (R, m, k) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finita-

mente gerado com profundidade ¢. O tipo de M é o ntimero
r(M) = dim Ext(k, M).

Proposicao 1.17. Sejam R um anel noetheriano local. Para que R seja um anel de

Gorenstein, é necessério e suficiente que R seja um anel Cohen-Macaulay e r(R) = 1.
Demonstragao. Vide [§], Coroldrio 3.3.7. O

Os resultados a seguir, que escolhemos demonstrar, deixam claro as vantagens de

se trabalhar no contexto Gorenstein com médulos Cohen-Macaulay maximais.

Proposigao 1.18. Sejam (R, m) um anel de Gorenstein com dimensao n e M # 0 um
R-médulo finitamente gerado. Entao depth M > 0 se, e somente se, Ext" (M, R) = 0.

Demonstracao. Como R é Gorenstein, injdim R < oo e diminj R = depthR = n.
Suponha que depthM > 0 e tome x € m elemento M-regular. Da sequéncia exata

0— M3 M— M/xM — 0, obtemos a sequéncia exata

Ext"(M/xM, R) — Ext"(M, R) - Ext"(M, R) — Ext"*Y(M/xM, R).
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De injdim R = n, temos que Ext" ™ (M/xM, R) = 0. Segue que a multiplicacdo por z
é sobrejetiva e por Nakayama, Ext"(M, R) = 0.

Reciprocamente, suponha que depth M = 0. Nesse caso, m nao possui elemento
M-regular, de modo que m C Z(M) = UPGASS(M)]J. Pelo Lema da Esquiva, existe
p € Ass(M) tal que m C p. Como m é maximal, temos que p = m € Ass(M). Assim,

conseguimos uma sequéncia exata 0 — R/m — M — C' — 0 e, a partir desta, temos
Ext"(M, R) — Ext"(R/m, R) — Ext"™'(C, R) = 0.

A igualdade depth R = n nos garante Ext"(R/m, R) # 0 e a sobrejetividade do mapa
Ext"(M, R) — Ext"(R/m, R) fornece Ext"(M, R) # 0, como querfamos. O

Coroléario 1.19. Sejam (R, m) um anel de Gorenstein de dimensao n e M # 0 um

R-modulo finitamente gerado. Entao
depth M = min{i| Ext" (M, R) # 0}.

Demonstracao. Faremos inducao em d = depth M. O caso d = 0 decorre imediata-
mente de Suponha que d > 0 e que o resultado vale para d — 1. Tome x € m

elemento M-regular. Mais uma vez, temos a sequéncia exata

Ext" (M, R) — Ext"" """ (M/xM, R) — Ext""*'(M, R)
5 Ext" (M, R)
— Ext"" (M /xM, R).
Por (a), depth (M/zM) = d—1 e Ext""*?(M/xM, R) = 0 da hipétese de inducio.
A multiplicacao por = é entao sobrejetiva e por Nakayama, Ext”_d+1(M ,R) = 0. Por
outro lado, a hipdtese de inducao também nos garante que Ext"_d“(]\/[ JxM,R) # 0

e, assim, Ext""%(M, R) # 0. Resta mostrar que d é o menor valor que satisfaz essa
propriedade. De fato, se i < d, tem-se Ext"~“"(M/zM, R) = 0. Logo

Ext" (M, R) % Ext" (M, R) — Ext"""(M/zM, R) = 0.

Por Nakayama, Ext" *(M, R) = 0 e o resultado segue. O

Corolario 1.20. Sejam (R, m) um anel de Gorenstein de dimensao n e M um R-
modulo finitamente gerado de profundidade d. Entao M é Cohen-Macaulay maximal

se, e somente se, Ext’(M, R) = 0, para todo i > 0.

Demonstragdo. Suponha que M seja MCM, isto é, n = d. Por[I.19] n é o menor valor i



1. Preliminares

tal que Ext" (M, R) # 0. Assim Ext"(M, R) # 0 e Ext'(M,R) = --- = Ext"(M, R) =
0. Por outro lado, injdim R = depth R = n e, portanto, Ext’(M, R) = 0 para i > n.
Reciprocamente, suponha que Ext’(M, R) = 0 sempre que i > 0. Temos por m
que d satisfaz Ext"~%(M, R) # 0. Devemos ter n—d = 0 ou contradirfamos a hipéStese.
Logon=de M é MCM. O

Corolario 1.21. Sejam (R, m) um anel de Gorensteine 0 — M' — M — M"” — 0 uma
sequéncia exata de R-moédulos, com M” Cohen-Macaulay maximal. Entao a sequéncia
dual 0 = M"™ — M* — M"™ — 0 é exata.

Demonstracao. Aplique [5.21)com N = R a sequéncia dada para obter
0— M"™ — M* — M"™ — Extp(M”", R)

Por m, Exty(M"”, R) = 0 e o resultado segue. O

Corolério 1.22. Sejam (R, m) um anel de Gorenstein de dimensao n e I C R um ideal
Cohen-Macaulay de altura r > 1. Entdo Ext'(I, R) = 0, para todo i > r.

Demonstragio. Como Ext’(I, R) ~ Ext"™(R/I, R), para todo i > 1, basta mostrar
que Ext/(R/I, R) = 0 para j > r. Como I é Cohen-Macaulay, por definicido R/I é um
anel Cohen-Macaulay com profundidade (e dimensao) dada por dim R —ht ] =n — r.
Por n—r é o menor valor i satisfazendo Ext"“(R/I, R) # 0, ou, equivalentemente,
n—(n—r) = r é o maior valor tal que Ext’(R/I, R) # 0. Logo Ext/(R/I, R) = 0, para
g > ]

Definicao 1.23. Seja R um anel Cohen-Macaulay local. Um R-mddulo Cohen-Macaulay
maximal de dimensao injetiva finita e tipo 1 é chamado de um mdédulo canénico de

R.

Proposigao 1.24. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local, C' e C" médulos canonicos
de R. Entao C ~ C".

Demonstragao. Ver [§], Teorema 3.4.6. O

Portanto, quando um anel Cohen-Macaulay local admite um médulo canonico, este
é Unico e o denotaremos por wg. Em face a um anel é de Gorenstein R se, e

somente se, admite um modulo candnico e wgr ~ R.

Proposicao 1.25. Seja R um anel local Cohen-Macaulay com médulo canonico wg e

M um médulo Cohen-Macaulay maximal. Entao o mapa canonico

M — HOHlR(HOHIR(M, LUR), (.UR)

10
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é um isomorfismo. Em particular, quando R é um anel de Gorenstein local, M é um

R-modulo reflexivo no sentido usual.
Demonstracao. [§], Teorema 3.4.17. O

Proposigao 1.26. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis locais Cohen-Macaulay,
de modo que S seja finitamente gerado como R-mdédulo. Se wg existe, entao wg existe

e é isomorfo a Ext'(S,wg), com t = dim R — dim S.
Demonstagao. [§], Proposigao 3.4.10. ]

Proposigao 1.27. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay com médulo canonico wg
e M um R-médulo Cohen-Macaulay de dimensdo ¢. Entdo 7(M) = u(Ext%: (M, wg)).

Demonstragao. [0], Proposition 3.3.11. O

Corolario 1.28. Se I C R é um ideal Cohen-Macaulay de um anel de Gorenstein
local, entdo wg/r ~ Exti!(R/I,R) e r(R/I) = w(Ext ' (R/I, R)).

1.3 Resolucoes projetivas minimais e a formula de

Auslander-Buchsbaum

Seja R um anel. J& definimos a nocao de resolucao projetiva deletada (e também
livre) de um R-médulo M (veja Apéndice, [5.15). Utilizando a mesma notagao, se P, é
uma resolucao projetiva de M, entao Hy(P,) = Coker{ P, — Py} ~ M. Assim, pode-se

escrever a sequéncia exata longa
o— Py —P,—— P —F—M—0,

a qual é chamada de uma resolugao projetiva para M. Escreva P_; := M. Para
cada i > 0, o médulo K; = ker{P; — P;_1} é dito o i-ésimo mddulo de sizigias de M
com relagao a resolugao P,. Dizemos que P, ¢ finita se existe n > 0 tal que P, # 0
e P, = 0 para ¢ > n. O ntumero n é chamado de comprimento da resolucao P, € o
menor dentre estes nimeros é chamado de dimensao projetiva de M e denotado
por projdimg M. Como esperado, nem todo médulo admite uma resolugao projetiva
finita. Nesses casos, escrevemos projdimg M = oo. Obviamente, M é projetivo se, e
somente se, projdimgz M = 0.

Todo médulo admite uma resolucao projetiva. Na verdade, todo médulo M admite
uma resolucao livre e portanto projetiva. O processo € bem simples e conhecido: tome

uma sobrejecao Fy — M, com Fj livre. O ntcleo K deste mapa pode ser sobrejetado

11
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por um livre F; de forma andloga. A composicao F; — Ky — Fj torna a sequéncia

Fy — Fy — M — 0 exata e assim fazemos inducao para obter
== == F—=-M=0,

onde K; = ker{F; — F; 1} em cada passo é o i-ésimo médulo de sizigias de M com
relacao a resolugao livre construida.

Quando R é noetheriano e M é um R-moddulo finitamente gerado, pode-se escolher
F; ~ R™, com n; € Z>q, para todo ¢ > 0. Nosso caso mais bem comportado ocorre
quando R é um anel local: se ugr(—) denota o nimero minimo de geradores de um
moddulo, podemos escolher o menor n; possivel em cada passo, a saber, n;, = pu(K;).

Isso motiva a seguinte definigao:

Definigao 1.29. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-mdédulo finita-

mente gerado. Uma resolugao livre de M
oo — Fpyy — F,— - — F — I — M —0

¢ dita minimal se p(F;) = p(Im{F; — F,_1}), para todo i > 0.

Pela nossa discussao acima, uma resolucao minimal sempre existe no caso local. A

minimalidade de uma resolucao livre pode ser caracterizada de outras formas 1teis:

Proposicao 1.30. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local com corpo residual k, M

um R-médulo finitamente gerado e
Fo=+—Fyyw—FK— - —F—F—M-—0

uma resolucao livre de M. Sao equivalentes:
(a) Fo é minimal;
(b) Im{F; = Fi_1} C mF;_y;
(¢) p(F;) = dimy, Tor® (M, k).
Demonstracao. Vide [§], Teorema 1.3.4. O

Resolugoes projetivas isomorfas de M, digamos P, e P., necessariamente determi-

nam os mesmos médulos de sizigias. De fato, no diagrama

0 > K > By > M > 0
: lﬁ l’i
0 > K| > Py > M > 0

12
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o mapa induzido Ky — K{, é um isomorfismo em decorréncia do Lema da Serpente.
Um argumento indutivo mostra que as demais sizigias sao isomorfas. Em particular, as
sizigias K;_; obtidas a partir de resolugoes livres minimais de M sao tnicas a menos de
isomorfismo e serao denotadas por syz,(M), para cada i > 0 (escreva syz,(M) := M).
Note que syz; (M) = syz,(syz;(M)). Os nimeros §;(M) := p(syz;(M)) sdo chamados

de ntimeros de Betti do modulo M.

Proposigao 1.31. Sejam R um anel noetheriano local e M um R-moddulo finitamente
gerado. Se F' é um R-mddulo livre finitamente gerado e /' — M é um mapa sobrejetivo,
entao ker{ ' — M} ~ syz;(M)&G, onde G é um submédulo livre de F'. Em particular,
se -+ — Foy — F, — -+ — Fy — M — 0 é uma resolucao livre de M, com cada F;
finitamente gerado, entao para cada ¢ > 0, existe um submodulo livre G; do médulo

de sizigias K; tal que K; ~ syz, (M) @& G;.

Demonstragao. Veja [I7], Theorem 26.1 e argumente por indugao para mostrar a se-

gunda afirmacao. O]

Outra vantagem de trabalhar no ambiente local é ter em maos a férmula de Auslander-

Buchsbaum, que relaciona a dimensao projetiva de um maédulo com a sua profundidade.

Teorema 1.32 (Teorema de Auslander-Buchsbaum). Seja R um anel noetheriano local

e M um R-mddulo finitamente gerado. Se projdimg M < oo, entdao
projdimg M + depth M = depth R.

Demonstracao. Veja [§], Teorema 1.3.7. O

Como nem todo médulo possui uma dimensao projetiva finita, a formula de Auslander-
Buchsbaum nao pode ser usada em geral. No entanto, existem ambientes onde ela

sempre vem a mao.

1.4 Anéis Regulares

Seja (R, m) um anel noetheriano local. Lembre que o nimero minimo de geradores
de m, visto como R-mdédulo, pode ser expresso por dimy m/m?. Definimos este niimero
como sendo a dimensao de imersao de R, denotada por embdim R. Em geral, temos
dim R < embdim R, pelo teorema do ideal de Krull.

Definigao 1.33. Seja (R, m, k) um anel local. Dizemos que R é um anel regular local
se embdim R = dim R.

13
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Exemplo. Os exemplos mais comuns de anéis regulares locais sao 0s corpos e os anéis
de polinomios localizados em maximais. Se k e um corpo, o anel das poténcias formais

K[ X]] ={ao+a: X +---+a, X" +---] a; €k, Vi} é um anel regular local.
Como de costume, é possivel caracterizar anéis regulares de outra forma:

Teorema 1.34 (Auslander-Buchsbaum-Serre). Seja (R, m, k) um anel noetheriano lo-

cal. Entao R € reqular se, e somente se,
proj dimg k = sup{projdimr M| M R-mddulo} < cc.

Demonstracao. Ver [§], Teoremas 2.2.10 e 2.2.12. O

Em outras palavras, se R é um anel regular local, entao todo R-moédulo tem di-
mensao projetiva finita; mais que isso, de acordo com o teorema acima, existe uma
cota superior para essas dimensoes. O supremo indicado acima ¢ usualmente chamado
de dimensao global de R e concorda com projdimg k£ no caso local.

Anéis regulares locais sao anéis de Gorenstein, portanto Cohen-Macaulay. Com
efeito, se R é um anel regular local com dimensio global d, tem-se que Ext%™ (M, R) =
0, para qualquer R-moédulo M. Isto nos diz que injdim R < d. Por defini¢ao, segue
que R é um anel de Gorenstein.

Também em virtude de a férmula de Auslander-Buchsbaum sempre pode ser
usada quando estivermos estudando moédulos sobre anéis locais regulares, uma vez que
estes necessariamente possuem dimensao projetiva finita. Um fato interessante ocorre

na classe dos médulos MCM:

Corolario 1.35. Seja R um anel noetheriano local. Entao R é regular se, e somente
se, todo R-mdédulo MCM é livre.

Demonstracao. Se R for regular, entao todo R-médulo tem dimensao projetiva finita.
Por projdimgr M = 0, para todo médulo MCM. Segue que todo MCM é projetivo,
o que significa ser livre no caso local. Reciprocamente, syzg,, (k) é nulo ou MCM em

decorréncia de 1.4, Em todo caso, projdimg k < co. O

Observacao 1.36. Na verdade, anéis regulares locais pertencem a uma classe mais
restrita de anéis de Gorenstein, os chamados anéis de intersecao completa, aque-
les cujo completamento é o quociente de um anel regular por um ideal gerado por
uma sequéncia regular. Decidimos nao introduzir suas propriedades aqui, pois foge do

objetivo deste trabalho.

14



Capitulo 2

Moédulos MCM e Sequéncias de
Bourbaki

Neste capitulo estaremos interessados no caso em que (R, m, k) é um dominio Goren-
stein local e os R-mdédulos sao finitamente gerados. Nesse caso, o anel total de
fragoes Q(R) de R é na verdade um corpo, de modo que todo R-mdédulo finitamente
gerado M possui posto, dado como de costume pela dimensao do Q(R)-espago vetorial
M ®r Q(R) e denotado aqui por rank M.

No mesmo contexto citado acima, M possui um nimero minimo de geradores
pr(M) e um unico (a menos de isomorfismo) primeiro médulo de sizigias syz, (M)
satisfazendo 0 — syz, (M) — R*M) — M — 0 . Para qualquer resolucdo livre mini-
mal de M, ja vimos que o i+ 1-ésimo mddulo de sizigias de M pode ser definido de forma
recursiva como syz; (M) = syz,(syz;(M)). Também convencionamos syz,(M) := M.
Os numeros 5;(M) = pu(syz;(M)) sao os nimeros de Betti de M.

2.1 Fatos Gerais sobre Mdédulos MCM

Definicao 2.1. Sejam R um anel noetheriano e M um R-moédulo finitamente gerado.
O posto livre de M, o qual denotaremos por f-rank (M), é o posto méximo de um

somando direto livre de M. Quando nao existe somando direto livre, f-rank (M) = 0.
Para o caso local, escreva D(M) := syz,(M)*. Temos o nosso primeiro resultado:

Lema 2.2. Sejam R um dominio Gorenstein local e M um R-médulo MCM tal que
rank M = m, u(M) = n e frank(M) = p. Entdo as seguintes afirmagoes sao ver-

dadeiras:

(i) Se F' é um modulo livre, entao D(M @ F') ~ D(M);
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(i) M =~ D(D(M)) ® RP;
(iii) rank D(M) =m —n e u(D(M)) =n — p.
Demonstra¢ao. (i) Primeiro notemos que vale a afirmagao mais geral D(M @& N) ~
D(M)@& D(N). De fato, é claro que syz, (M) @ syz,(N) é uma primeira sizigia de
M @ N, sendo nesse caso isomorfa a syz, (M @& N), pois u(MSN) = u(M)+u(N).

Segue, aplicando Hompg(—, R), que D(M & N) ~ D(M) @ D(N). O resultado (i)
decorre do fato que D(F') = 0, pois F' é livre.

(ii) Suponhamos primeiro que f-rank (M) = 0. Veremos que esse caso ¢ suficiente.

Considere a sequéncia exata
0 — syz; (M) — R" — M — 0,
a qual nos leva a sequéncia dual
0 — M*"— R"— D(M)—0, (%1)

também exata por [[.21] Por M* = syz,(D(M)) @ F com F livre. Mas
M ~ M** ~syz,(D(M))* & F, nos levando a F' = 0, pois f-rank (M) = 0. Entao
M* =syz,(D(M))e M ~ D(D(M)). Para ver o caso geral, escreva M ~ M'@®RP.
Temos por (i) que D(M) ~ D(M’). Mas f-rank M’ = 0 e concluimos pelo caso
anterior que M’ ~ D(D(M)). Segue que M ~ D(D(M)) & RP.

(iii) Lembre que

rank M* = dimggr) Homg(M, R) ®r Q(R)
= dimg(r) Homg(r) (M ®r Q(R), Q(R))
= dimQ(R) M Qg Q(R)

=rank M = m.

A segunda igualdade segue do isomorfismo demonstrado em [20], Lemma 4.85.
Aplicando a adividade do posto a sequéncia , conseguimos rank D(M) =
n — m. Escrevamos M = M’ & RP. Como f-rank M’ = 0, aplique a M’
para obter que D(M’) tem ntimero minimo de geradores dado por u(M'), isto é,
exatamente n — p.

]

Lema 2.3. Sejam R um dominio Gorenstein local e M um R-mhodulo MCM. Entao
f-rank (syz;(M)) = 0, para todo i > 1.
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Demonstra¢ao. Mais uma vez, considere a sequéncia exata 0 — syz,(M) S R 5
M — 0, com n = p(M). Nesse caso, sabemos que i(syz;(M)) C mR™ em virtude de
Segue por linearidade que ¢(i(syz,(M))) C m, sempre que ¢ € (R")*. Como a
sequéncia 0 — M* — (R")* — D(M) — 0 é exata, para todo ¢y € D(M) deve existir
© € (R")* tal que 1 = @ oi. Assim, para todo ¢» € D(M), ¢ (syz,(M)) C m. Se fosse
f-rank (syz, (M)) > 0, R seria somando direto livre de syz, (M), nos levando a um mapa
sobrejetivo syz, (M) — R, com n +— 1 para algum n € syz,(M). Esse mapa certamente
pertence a D(M), contradizendo o fato de que todo elemento nesse conjunto assume
valores em m. Devemos ter f-rank (syz;(M)) = 0. Como syz,(M) é definida de forma

iterada, o resultado esta mostrado. O

Proposigao 2.4. Seja (R, m) um anel noetheriano local de dimensao d. Existe um

polinomio P(n) de grau d e com coeficientes racionais tal que, para n suficientemente

P(n) = ¢ (%) |

Demonstragao. Ver [14], Theorem 11.1.3. O

grande, tem-se

Definicao 2.5. Seja (R, m) um anel noetheriano local de dimensao d. A multiplici-

dade de R, denotada por e(R), é definida como sendo d! vezes o coeficiente lider de

P(n).

Corolario 2.6. Suponha que R seja um dominio Gorenstein de multiplicidade e(R) =
e > 1 e seja M um médulo MCM tal que rank M = m, pu(M) = n e f-rank (M) = p.

Entao

Demonstracao. Seja (x) o ideal gerado por um sistema de parametros de R. Por [6],
Corollary 4.7.11, ¢(M/xM) = e(R) - rank M = e - m. Segue que

n=puM)=0M/mM)<{l{(M/xM)=ec-m.

Por2.2] (iii), rank D(M) = m e u(D(M)) = n—p. Usando o mesmo argumento (lembre
que D(M) é MCM), obtemos pu(D(M)) < e-rankD(M) = n—p <e-(n—m).
Reorganizando os termos, temos (e-m —p)/(e —1) < n e o resultado foi mostrado. [
Definigao 2.7. Sejam R um dominio Cohen-Macaulay e M # 0 um médulo MCM.
Dizemos que M é um moédulo de Ulrich se a iltima desigualdade acima é uma

igualdade, isto €, se
u(M) = e(R) - rank M
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Corolario 2.8. Sejam R um dominio Gorenstein local de multiplicidade 2 e M mddulo
MCM nao-livre. Entao M pode ser escrito como U @ F', onde U é um médulo de Ulrich

e F' é livre. Em particular, todo anel deste tipo admite um modulo de Ulrich.

Demonstragao. Seja p = f-rank (M) e escreva M = U @ RP. Pela definigdo do posto
livre, é claro que f-rank(U) = 0. Por temos p(U) = 2 - rankU e portanto U é
um modulo de Ulrich. A segunda afirmacao segue do fato de que R nao é regular (ou
terfamos e(R) = 1). Por[L.35] R admite um R-médulo MCM nao-livre. O

Introduzimos agora um tipo de especifico de anel de Gorenstein, os anéis de hipersu-
perficie. Sao quocientes de anéis regulares locais por elementos nao-nulos e continuam

Gorenstein em virtude de [L.13

Definicao 2.9. Neste trabalho, diremos que R é um anel de hipersuperficie ou
simplesmente uma hipersuperficie se R = A/(f), onde A é um anel regular local e f

nao-nulo.

Lema 2.10. Sejam R um anel de hipersuperficie e M um R-médulo MCM. Entao
p(M) = p(M).

Demonstrag¢ao. Por hipotese, R = A/(f), onde A é um anel regular local e f um
elemento nao-nulo. Considerando M como A-mdédulo, temos projdimy (M) < oo por
[1.34 Pela férmula de Auslander-Buchsbaum [1.32] projdim4 (M) = dim R — dim A =
dim R — (dim R — 1) = 1. Escrevendo n = u(M), tome uma A-resolugao livre minimal
dada por 0 - A™ — A" — M — 0. Como f anula M, localizando esta iltima
sequencia em f, conseguimos 0 — A} — A} — 0 = n = m. Podemos entao
considerar 0 — A" % A" = M — 0 e ao aplicar Hom(—, A), obtemos a sequéncia
exata 0 — Homy (A", A) % Hom, (A", A) — Extl(M,A) — 0. J& que tomamos
uma resolugao minimal, lembre que 9(A") C mA" por [L.30] Uma computacio direta
mostra que o mapa dual 0* satisfaz 0*(Homa (A", A)) C mHom (A", A) e concluimos
que n = p(Exty (M, A)), novamente por m
Por outro lado, considere a sequéncia 0 — A LA R0 Aplicando o

funtor Hom (M, —), temos 0 — Homy (M, R) — Ext}(M, A) EN Exth (M, A) — ---.
Mas f anula M, entdo por fim 0 — Homs(M, R) = Exts(M,A) — 0. Logo M* =
Homy (M, R) = Homg(M, R) ~ Ext' (M, A) e u(M) = n = p(Ext' (M, A)) = u(M*).
O
Corolario 2.11. Seja M um médulo MCM sobre um anel de hipersuperficie. Entao:

(1) Erank (M) = Go(M) — By (M);

(i) Bi(M) = (M), para todo i > 1.
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[I&

Demonstra¢ao. (i) Temos que (M) = p(syz,(M)) = pu(syz,(M)*) = w(D(M))
(M) — f-rank (M). Como Bo(M) = u(M), segue o resultado.

(ii) O resultado é 6bvio para i@ = 1. Se vale para algum ¢ > 1, entao repetindo
0 mesmo processo acima, temos ;11 (M) = p(syz,(syz;(M))) = u(syz,(M)) —
f-rank (syz;(M)). Por 2.3 frank(syz;(M)) = 0 e pela hipétese de indugao
Bir1(M) = plsyz,(M)) = B;(M).

[

Lema 2.12. Seja M um moédulo MCM sobre um anel de hipersuperficie R. Escreva
M ~ RP@ U, onde p = f-rank (M). Entao syz,(M) ~ U. Em particular, quando p = 0,
syzy(M) ~ M e M admite uma R-resolucdo periédica de periodo 2.

Demonstra¢ao. Como syz, (M) ~ syz,(U), temos que syz,(M) =~ syz,(U). Podemos
supor, portanto, que p = 0 e por que f1(M) = Bo(M). Considere, mais uma vez,

a A-resolucao minimal

00— A" — A" — M — 0.

Aplicando — ® 4 R, obtemos
0 — Tor}(M,R) — R" — R" — M — 0.

Como (M) = By(M) = n, devemos ter Tor{ (M, R) =~ syz,(M). Por outro lado,
0> AL A5 R 06uma A-resolucio projetiva de R. Logo Tor{(M,R) =
H(M&a4(0— AL A—0)=H(0—ML M-0)~M,ijique f-M=0. Segue
que syzq (M) ~ M. O

2.2 Sequéncias de Bourbaki

Nesta secao introduziremos o conceito de sequéncias de Bourbaki. Esta nogao surge

de um teorema de [5] (Ch. 7, §4.9, Theorem 6), o qual tem o seguinte enunciado:

Teorema 2.13. Sejam R um dominio noetheriano normal e M um R-mddulo finita-
mente gerado livre de tor¢ao. Entao existe um submddulo livre F C M tal que M/F é

isomorfo a um ideal de R.

Foi mostrado por E. Evans, em [I1], que a propriedade acima na verdade caracteriza

os dominios normais, isto é, vale a reciproca.

Teorema (Evans). Seja R um dominio noetheriano. Se todo R-médulo finito livre de
torgdo M admite um submddulo livre F' tal que M/F ¢ isomorfo a um ideal de R,

entao R é normal.

19



2. Médulos MCM e Sequéncias de Bourbaki

Outros autores também investigaram [2.13}

e Em Remarks on a Theorem of Bourbaki (1965), por M. Auslander, temos uma
prova de que todo mdédulo reflexivo sobre um dominio CM normal admite um

submodulo livre tal que o quociente seja isomorfo a um ideal.

e M. Miller em Bourbaki’s Theorem and Prime Ideals (1978) estudou sob que

condicoes temos que o ideal I é primo.

e Uma versao graduada e envolvendo sequéncias longas pode ser encontrada em Ho-
mogeneous prime ideals and graded modules fitting into long Bourbaki sequences
(1993), por M. Amasaki;

e O recente paper de Herzog, Kamashiro e Stamate, Graded Bourbaki Ideals of

Graded Modules (2021), explora também o caso graduado de forma bem geral.

e O artigo de Herzog e Kiihl ; Maximal Cohen-Macaulay Modules over Gorenstein

rings and Bourbaki-Sequences (1987), define a nocao de sequéncia de Bourbak:i.

Definicao 2.14. Seja R um dominio Gorenstein local. Uma sequéncia exata de R-
modulos
0O—=+F—=M-—=1—=0

¢ dita uma sequéncia de Bourbaki se F' é livre, M é MCM e I C R é um ideal de
R de altura 2 ou [ = R. O ideal I é chamado de ideal de Bourbaki para M.

Com a defini¢ao posta dessa forma e utilizando um vocabulario moderno, podemos
dizer que [2.13]| garante a existéncia de sequéncias de Bourbaki para mddulos finitos e
livres de torgao sobre dominios normais.

E importante ressaltar que sequéncias de Bourbaki nao-triviais sao obtidas apenas
quando grade I < 2. Isto é evidenciado pelo seguinte resultado exposto em [I3], Lemma
2.2:

Lema 2.15. Sejam R um anel notheriano e M um R-modulo finitamente gerado in-
serido numa sequéncia 0 — F — M — I — 0, com F' livre e [ ideal. Se gradel > 2,
entao M ~ F & I.

Demonstracio. Se gradel > 2, entdo 0 = Ext*(R/I,R) ~ Ext'(I, R). Pela relacio

entre Ext e extensoes, a sequéncia exata em questao cinde, com queriamos. O

Antes de continuarmos, precisamos definir a nocao de orientabilidade para modulos.

Suponha que R seja um dominio normal, isto é, integralmente fechado em seu corpo
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2. Médulos MCM e Sequéncias de Bourbaki

de fragoes Q(R). Denotamos por CI(R) o grupo das classes dos divisores de R
(do inglés, divisor class group), definido pelo quociente entre o grupo dos divisores
de D(R) e o seu subgrupo de divisores principais B(R). Para um ideal fracionério 1
de R, suas imagens em D(R) e CI(R) sdo comumente denotadas por div(/) e [div(])],
respectivamente. O elemento neutro de CI(R) é [div(1)]. Tem-se que [div(])] = [div(1)]
se, e somente se, Rz = (R :gr) 1) ~r Hompg(I,R), para algum z € Q(R). Esta
discussao encontra-se na primeira secao do Apéndice.

De forma semelhante, é também possivel definir divisores para médulos. Omitimos
os detalhes, pois estes envolvem uma longa construgao que foge do objetivo deste
trabalho. Isto nao serda um problema no contexto exposto aqui, ja que a ideia de
divisores para modulos acaba se traduzindo na nocao para ideais via sequéncias de
Bourbalki.

Se M é um R-médulo finitamente gerado, existe um submédulo livre F' de M tal
que M/F é um médulo de torgao. Utilizando a notacao de [0], defina x(M/L) =
> ply(M/L) - p, onde a soma é tomada sobre todos primos de altura 1 e [, denota o
comprimento do R,-médulo (M/L),. Esta soma é finita e a classe [x(M/L)] em CI(R)
nao depende do submddulo livre L ([5], Ch. 7, §4.7, Theorem 15). Manteremos a
notacao de [12] e denotaremos [x(M/L)] por det M, chamada de classe de divisores

anezxada a M.

Definicao 2.16. Sejam R um dominio normal e M um R-mdédulo finitamente gerado.

Dizemos que M é orientavel se det M = 0.
Exibimos agora algumas propriedades da classe de divisores anexadas a médulos:
Proposicao 2.17. Seja R um dominio normal. Entao:

(a) Se 0 - M' - M — M” — 0 uma sequéncia exata de mddulos finitamente
gerados, entao
det M = det M' + det M".

(b) Se I é um ideal fracionario de R, entao det I = [div([)], isto é, a defini¢ao de det

é coerente e recupera a estrutura de CI(R).
(¢) Se F é um R-médulo livre, entao det F' = 0.
Demonstragao. Ver [B], Ch.7, §4.7, Theorem 16. ]

O seguinte Lema é um primeiro passo na direcao de garantir existéncia de sequéncias

de Bourbaki.
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Lema 2.18. Sejam R um anel noetheriano e F R-moédulo finitamente gerado. Se
Ext!'(E, R) é gerado por r elementos, entdo existe um R-médulo M satisfazendo

Ext!(M, R) = 0 e uma extensio 0 = R" — M — E — 0.

Demonstragio. Facamos indugdo em r. Para r = 1, seja & um gerador de Ext'(E, R).
Em decorréncia de [5.24] existe uma sequéncia exata 0 - R — M — E — 0.
Dualizando-a, obtemos R ~ Hom(R, R) 2 Ext'(E,R) — Ext'(M,R) — 0 exata,
com J(1g) = £ Como & gera Ext'(E, R), o homomorfismo 0 é sobrejetor. Assim,
concluimos que Ext'(M, R) ~ Coker d = 0.

Seja agora r > 1 e suponha que o resultado vale para r — 1. Seja também {1, ..., &, }
um conjunto gerador de Ext'(E, R). Como antes, £; € Ext'(E, R) nos garante uma

extensdo 0 — R 5 M, M E 0. Dualizando-a, obtemos a sequéncia exata
Hom(R, R) -2 Ext'(E, R) % Ext'(M;, R) — 0,

com 0y(1g) = &. Temos g(&) = g(01(1g)) = 0 e como g é sobrejetiva, o médulo
Ext'(My, R) é gerado pelos r — 1 elementos {g(&), ..., g(&)}. A hipétese de inducio
fornece um médulo M satisfazendo Ext! (M, R) = 0 e uma sequéncia exata 0 — R7~! %
M5 M —o.

Considere a sequéncia exata 0 — ker(ho k) — M "% E — 0. Afirmamos que
ker(hok) ~ R@® R™™' ~ R". De fato, observe que R"! ~ Im v = kerk C ker(h o k).
Por outro lado, como R é projetivo, existe ¢ : R — M tal que o diagrama a seguir é

comutativo:

M k>M1 > 0

Note que Im ¢ C ker(h o k), pois (hok)od = hop = 0. Mostraremos que
ker(hok) = Im ¢@Im . Com efeito, se x € ker(hok), temos que k(z) € ker h = Im .
Entéao existe y € R tal que k(z) = ¢(y) = k(¢(y)). Segue que v —¢(y) € kerk = Im .
Logo existe z € R™™! tal que x = ¢(y) + ¥(2). E facil ver que Im ¢ N Im ¢ = 0,
uma vez que se ¢(y) = 1(z), entdo ¢(y) = k(o(y)) = k(¥(z)) =0 = y=0ea
igualdade segue. Assim, concluimos que ker(ho k) ~Im ¢ @ Im ¢ = R", j4 que ¢ e
¥ sao injetivas. Isso nos leva a uma sequéncia exata 0 - R — M — E — 0, como
queriamos.

]

Observagao 2.19. A demonstragao do lema anterior é idéntica & dada por [16], embora

o resultado original exija a hipdtese adicional de que E possui dimensao projetiva < 1
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2. Médulos MCM e Sequéncias de Bourbaki

para garantir projetividade ao médulo M.

A proxima proposicao deixa claro como o Lema pode nos ajudar a produzir

sequéncias de Bourbaki na forma que queremos. Utilizaremos a nocao de orientabili-

dade discutida acima para produzir sequéncias de Bourbaki na forma que desejamos.

(i)

(i)

Proposicao 2.20. Seja R um ael de Gorenstein local. Entao:

Dado I € R um ideal CM de altura 2, existe uma sequéncia de Bourbaki 0 —

F— M — I — 0. Se R for um dominio normal, o médulo M obtido é orientavel,

Se R for um dominio normal e M for um R-moédulo MCM, entao existe uma

sequencia de Bourbaki 0 - F' — M — I — 0.

Demonstragio. (i) Tome {&1,...,&.} um conjunto gerador de Ext},(1, R). Considere

0> R — M — I — 0 garantida por isto é, com Ext'(M,R) = 0.
Mostraremos que M é MCM. Como Ext‘(R",R) = 0 para i > 1, vale que
Ext’(I, R) ~ Ext'(M, R), para todo i > 2. Como I tem altura 2, Ext'(I, R) = 0
para i > 2, por [1.22 Portanto, Ext’(M, R) = 0 para i > 1. Segue por m que
M é MCM.

Suponha que R é normal. Segue de [2.17, (a), que det M = det I. Como I tem
altura 2, tem-se I* ~ R* ao dualizar 0 — [ 5 R — R/I — 0. Mantendo a

notacao de[5.2| (iii), construimos o diagrama comutativo
s P b

R* L* [*

Tl

R —— (R ‘Q(R) I)

onde pode ser verificado que o R — (R :q(r) I) é simplesmente a inclusao. Dizer
que ¢* é um isomorfismo é dizer que R = (R :q(r) I). Portanto, det M = det [ =0

e M é orientével.

Como R é Gorenstein, M é reflexivo e portanto livre de tor¢cao em decorréncia
de Supondo que R é normal, garante a existéncia de uma sequéncia
exata 0 - F — M — I — 0. Precisamos mostrar que I é um ideal CM de altura
2. Observe que det I = det M = 0, isto é, (R :qr) I) = Rz, para algum = €
Q(R)\{0}. O diagrama anterior ja nos fornece o mapa R < (R :qr) I) = Rz, o
qual é nao sé injetivo, como também sobrejetivo. Isso é possivel se, e somente se,
Homp(R/I, R) = Ext'(R/I, R) = 0. Logo podemos assumir que ht I = gradel >
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2. Por outro lado, Ext ' (R/I, R) ~ Exty(I, R) ~ Ext%(M, R) = 0 para i > 2,

mostrando que ht I < 2, como queriamos. Além disso, por [1.19]
depth R/I = min{i | Ext3™ % (R/I,R) # 0} = dim R — ht [ = dim R/I.

Logo I é um ideal CM.
[

Definicao 2.21. Sejam M e N R-médulos. Dizemos que M e N sao estavelmente
isomorfos, e escrevemos M ~ N, se existem R-moédulos livres e finitamente gerados
FeGtasque M F~N®G.

Observacgao 2.22. Se M =~ N e rank M = rank NV, entao pela aditividade do posto
devemos ter M & F ~ N & F. No caso local, vale o cancelamento, isto é, podemos
concluir do isomorfismo anterior que M ~ N. Em particular, M =~ N se, e somente
se, M ~ N & F, para algum modulo livre F'. Este resultado foi mostrado por Wolmer

Vasconcelos em [24] e também por E. Evans em [10].

Proposicao 2.23. Sejam R um anel de Gorenstein local e I um ideal CM com altura

2, com r(R/I) = r. Entao existe uma sequéncia de Bourbaki dada por
0— R — M(I) — I —0. (%)

Além disso, qualquer outra sequéncia de Bourbaki para I é isomorfa a uma extensao

trivial de @:
(LulG)
0 — R &G— MI)dG— 1 —0.
Em particular, @ e M(I) sao unicamente determinadas por I a menos de isomor-

fismo. Devido a isso chamaremos (]ED de sequéncia natural de Bourbaki.

Demonstragao. Sabemos por m que wg/r ~ Ext’(R/I, R) ~ Ext'(I, R) e portanto
r = p(Ext*(I, R)). Assim, se {&, ...,&.} é um conjunto gerador minimal de Ext'(I, R),
ja vimos que existe (@ A dltima afirmacao segue do fato de que se 0 = F/ — M’ —
I -0e0— F" — M" — I — 0 sao tais que rank F’ = rank F”, entao existe um

diagrama comutativo

0 s [ s M’ i > 0
|
0 s s M s 1 s 0

com os mapas verticais sendo isomorfismos.
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2. Médulos MCM e Sequéncias de Bourbaki

Utilizando sequéncias de Bourbaki, acabamos de mostrar que sobre dominios Goren-
stein locais, todo ideal Cohen-Macaulay I de altura 2 determina um moédulo MCM
M (I), tinico a menos de isomorfismo estavel. Por aditividade do posto, rank (M) =
rank F'+rank (/). Como I tem altura 2, rank () = 1. Segue que em qualquer sequéncia
de Bourbaki, M tem posto rank F' + 1.

O que podemos dizer sobre pu(M)? Dada 0 — F % M — I — 0 sequéncia
de Bourbaki, obtemos F' ® k Mok —>Iok >0 aplicando — ® k e, assim,
pu(M) < rank F'+ u(I). A igualdade ocorre se, e somente se, o mapa ¢ ® k é injetivo ou,
equivalentemente, mM N F = mF (tratando F' como submédulo de M). Nesse caso,

diremos que a sequéncia de Bourbaki é tight. Por agora, veremos como sequéncias de

Bourbaki tight se comportam em anéis de hipersuperficie.

Lema 2.24. Sejam R um anel de hipersuperficie e I C R um ideal CM de altura 2.

Sao equivalentes:
(i) A sequéncia natural de Bourbaki de [ ¢ tight;
(ii) Toda sequéncia de Bourbaki de I é tight;
(iii) Bu(1) = Ba(1);
(iv) f-rank syz,(I) = 0.

Demonstragdo. A implicacao (ii)==(i) ¢ trivial. Por[2.23] toda sequéncia de Bourbaki
de I édaforma0— R &G — MI)dG —1—0.Se R"®k — M(I)®k é injetivo,
o mapa induzido (R"® k) ® (G® k) — (M(I) ® k) ® (G ® k) também o é. Logo
()<= (ii).

Aplicando — ® k a qualquer sequéncia de Bourbaki 0 — F — M — I — 0, obtemos

a sequéncia exata
0 — Tory(k,M) — Tor1(k,I) —m F®k — Mk — Ik —0, ()

e também

Tory(k, M) ~ Tory(k, I).

Pela aditividade de dimy(—) em sequéncias exatas, u(M) = p(I)+rank F' se, e somente
se, f1(I) = B1(M). Como M é MCM, nos garante 31 (M) = [o(M) e o isomorfismo
acima fornece Bo(M) = [5(1). Segue que

p(M) = p(I) +rank F' <= 5 (1) = 1(M) <= (1) = fa(I).

Temos entao (ii)<=(iii).
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Uma vez que syz,(I) é MCM, basta utilizar 2.11] (i), isto é, f-rank(syz, (1)) =
Bo(syz, (1)) — Pr(syz,(I)) = B1(I) — Pa([), e (iii)<=(iv) é claro.
[

Lema 2.25. Seja R um anel de hipersuperficie e I C R um ideal CM de altura 2.
Entao M(I) ~ syz,(I) ® RP, onde p =r(I) — 51(I) + Bo(1).

Demonstragao. Seja 0 — R™ — M(I) — I — 0 a sequéncia natural de Bourbaki. Em
decorréncia de[5.20] syz,(M (1)) ~ syz,(I). Uma vez que M (I) é MCM, temos por [2.12)
que M(I) ~ syz,(M(I)) & RP, com p = f-rank M (I). Aplicando dim(—) a sequéncia
(x) em [2.24] e utilizando (i), tem-se

forank M (1) = Bo(M(I)) = S1(M (1)) = r(I) = S (1) + Po(1),

e o resultado segue. O]
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Capitulo 3

Sequéncias de Bourbaki e Classes

de Linkage

Vimos no capitulo anterior que se dois médulos M’ e M"” podem ser inseridos em
sequéncias de Bourbaki de um ideal I, entao estes médulos sao estavelmente isomorfos.
Veremos nesta secao que dadas sequéncias de Bourbaki 0 — F/ — M’ — I’ = 0 e
0> F' — M —1I"— 0, M e M" serem estavelmente isomorfos é equivalente aos

ideais I’ e I" pertencerem a uma mesma classe de linkage.

Definicao 3.1. Sejam I,J C R ideais. Dizemos que [ e J estao em linkage por
uma sequéncia regular X = x1,...,z, em [ N J, e escrevemos [ ~y J,se [ = (x): J e
J = (x) : I. Usaremos apenas I ~ J quando houver pelo menos uma sequéncia regular

x tal que I ~y J.

Proposicao 3.2. Sejam R um anel local de Gorenstein, I um ideal CM de altura s
e X = 11,...,Ts ¢ uma sequéncia regular em /. Entdo J = (x) : I é CM de altura s e

I~y J.

Esta proposicao segue como corolario de um resultado demonstrado por Peskine e
Szpiro no artigo [I8 de 1973. Foi introduzido neste trabalho a ideia de linkage (do

franceés, liaison) algébrico e geométrico.

Proposicao 3.3 (Peskine-Szpiro). Sejam R um anel local de Gorenstein e I # 0 um
ideal de R tal que dim R/I = dim R. Seja também J := (0 : I). As condigdes a seguir

sao equivalentes:
(a) I éideal Cohen-Macaulay;
(b) J é ideal Cohen-Macaulay e I ndo admite primos imersos.
Além disso, se essas condigdes ocorrerem, entdo I = (0: J) e dim R/J = dim R.
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Demonstragao de[3.3 Seja x = z1,...,xs uma sequéncia regular em I. Em virtude
de o anel R/(x) é um anel de Gorenstein. O ideal I/(x) é um ideal nao-nulo e
dim(R/(x))/(I/(x)) = dim R/I. Como I é CM, vale que dim R/ = dim R — ht] =
dim R — ht (x) = dim R/(x). Portanto (0 >3 (I/(x)) = J/(x) é ideal Cohen-Macaulay
de R/(x), pela proposigdo demonstrada acima. Concluimos que (R/(x))/(J/(x)) =~
R/J é um anel CM. Além disso, [3.3 também nos diz que I/(x) = ((x) : J)/(x), isto é,
I =(x):J;equedm(R/(x))/(J/(x)) =dim R/J = dim R/(x) ou, equivalentemente,
ht J = ht[.

[

Definicao 3.4. Sejam I, J C R ideais. Dizemos que [ e J pertencem a mesma classe
de linkage par, e escreveremos I ~, J , se existe uma sequéncia de ideais I =
Iy, I, ..., I, = J, com n par, tal que I; ~ I;;; para i = 0,...,n — 1. Por conveniéncia,

escreveremos I ~; J se existe uma tal sequéncia com n impar.

Em sequéncias de Bourbaki trabalhamos em altura 2, logo focaremos nesse tipo
particular de ideal. Como R é Gorenstein, em particular Cohen-Macaulay, sabemos
que ht I = grade por [1.11} isto é, existe pelo menos uma sequéncia regular x C I de
comprimento 2, digamos, X = x1,xy. Suponha agora que 0 — My — M; — I — 0
seja uma sequéncia exata, com M; médulo MCM. Lembre que o complexo de Koszul
Ko(x; R) é uma resolugao projetiva de R/(x). Denotaremos por K,(x; R) o n-ésimo
modulo do complexo Ko(x; R). A partir do mapa candnico R/(x) — R/I, podemos

construir um diagrama comutativo

e

00— M, C—V/ 2l

I

0—— KQ(X; R) T2> KI(X; R)

R » R/I
I

— R » R/(x) —— 0

0

onde a linha inferior ¢ a resolucao livre de R/(x) obtida via complexo de Koszul, o que
torna possivel a construgao acima. Aplicando (Extl(—, R));>o e usando o isomorfismo

Ext!'(I, R) ~ Ext*(R/I, R), conseguimos um diagrama comutativo

0 >y R > M; > M; » Ext*(R/I,R) —— 0

| | i

0 >y R » Kj(x; R) —— K3(x; R) —— Ext*(R/(x),R) —— 0
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e sua versao deletada

Re: =—=0 > R » My » My ——— 0

Js I l

Se: =——10 > R* » Ki(x; R) —— Kj(x;R) —— 0.
—

Os complexos R, ¢ S, sao exatos, exceto possivelmente em grau 0. Considere agora o

cone de f, (Apéndice, Defini¢ao (b)), dado por

Cone(fo) = 0—R" — R"® M — K{(x;R) ® My — K;(x;R) — 0.
0

e relembre que a sequéncia exata de complexos
0 — S¢ — Cone(f,) — Re[—1] — 0
garante a sequéncia exata de homologias
0 — Hy(Cone(f,)) — Ho(Re) —> Ho(Ss) —> Ho(Cone(f,)) — 0.

Em particular, Cone(f,) é exato, exceto possivelmente em posigoes 0 e 1, uma vez que
H;(R.) = H;(S.) = 0 para i > 1. No entanto, o mapa Hy(R.) — Hy(S.) ¢é simples-
mente Ext*(R/I,R) — Ext*(R/(x), R). Como Ext}(—, R) ~ Hompg/x)(—, R/(x))
define um isomorfismo natural na categoria dos funtores entre R-mod e R/(x)-mod,

tem-se

Ext%(R/I,R) ———— Ext%h(R/(x), R)

Homp, ) (R/I, R/(x)) —— Homp;x)(R/(x), R/(x))
(x:1)/(x) < » R/(x)

onde as setas verticais sdo isomorfismos. Segue que Hy(R,) —> Hy(S.) é injetiva e

H,(Cone(f,)) = 0. Mais ainda, concluimos que

~Cokerd XD B _ R
Hy(Cone(f,)) =~ Cok { &) —>(x)} i
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Dessa forma, encontramos uma sequéncia exata

0— R — R"®& M — K{(x;R) ® My — K;(x;R) —

ou, sabendo que Kj(x;R) ~ R, escrevemos de forma mais conveniente para nossos
propositos:

R* ) Mik (af,—t%)

0 ~M' —— K (xR M i 0
— Im{R*%R*@Mf} 1 1(X7 )GB 2 —>(X )—> )

onde o isomorfismo indicado é dado pelo mapa R*@® M; — M, (r*,m}) — mi+~(r*).

Por essa discussao, podemos enunciar o seguinte resultado:

Lema 3.5. Sejam R um anel de Gorenstein local e 0 — F — M — I — 0 é uma
sequéncia de Bourbaki e J = (x) : I, com x = w1, xs sequéncia regular em I, entdo
syzq(J) =~ M*.

A fim continuar, precisaremos do seguinte resultado técnico de Algebra Comutativa:

Lema 3.6. Seja (A, m, k) um anel noetheriano local com corpo residual infinito k.

Entao:

(i) Dados z € m N (A\Z(A)) e y € m qualquer, existe um conjunto finito X C k
tal que para todo ¢ € A\m satisfazendo € ¢ X, tem-se que = + ¢ -y € A\Z(A).
Em particular, como £ é infinito, é sempre possivel obter uma unidade tal que

r+e-ye€ A\Z(A), sempre que y # 0.

(ii) Analogamente, se M é um A-mdédulo finitamente gerado, v € M\mM ey € M
é arbitratrio, existe um conjunto finito X C k tal que, para toda unidade € de A

satisfazendo € ¢ X, tem-se x + ¢ -y € M\mM.

Demonstragao. (i) Fixe x e y como no enunciado. O caso y = 0 é trivial, logo

suponha que y # 0. Defina
W={ececAm| z4+ec-yeZ(A}

e X = {g] ¢ € W}. E suficiente mostrar que X é um conjunto finito. Com
efeito, para qualquer ¢ € A\m tal que € ¢ X, tem-se que = +¢-y € A\Z(A)
pela definicao de W. Mostremos que X é de fato finito. Como A é noetheriano,
Ass A é um conjunto finito. Escreva Ass A = {pi,...,p,}. Afirmamos que
| X| < n. Se fosse | X| > n, entdo poderiamos escolher n + 1 elementos distintos

em X, o que nos leva, obviamente, a n + 1 elementos distintos de W, digamos
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{€1,..-s€n,Ent1}. Da forma como W foi definido, para cada i =1,....,n,n+ 1, os
elementos x 4 ¢; -y € Z(A) e sao todos distintos (lembre-se que y # 0 e que &;’s
distintos pertencem a classes distintas em k). Uma vez que Z(A) = U, ;< Pi,
pelo menos dois elementos distintos x +¢; -y e x + €; - y pertencem a um mesmo

primo associado, isto é, a 0 :4 r, para algum r nao-nulo de A. Temos

(x4+¢e-y)r=20
= (gi—¢j)yr=0 = yr=0 = ar=0 = r=0,

(x+ej-y)r=0
uma contradigdo, uma vez que 0 :4 r é primo. Logo | X| < n e o resultado segue.

(ii) Sejam x € M\mM e y € M qualquer. Vejamos que se y € mM, ndo ha o que
fazer. De fato, se isso ocorresse, bastaria tomar X = () e notar que para qualquer
unidadee € A, x +¢-y =7 # 0, pois x ¢ mM. Dessa forma, z+¢e-y € M\mM.
Podemos supor agora que y ¢ mM. Temos duas possibilidades: existe uma
unidade g € A com = + g9 -y € mM ou nao existe. Se nao existe, basta
tomar X = () mais uma vez. Se existe, mostraremos que X = {5} é o conjunto

procurado. Com efeito, se ¢ € A é uma unidade tal que = + ¢ -y € mM, entao

Tt+e y=r+te-y=0= 5 -J=2-J = (g0—¢)-y=0.

Devemos necessariamente ter €5 = &, ja que y ¢ mM. Isso mostra que no
caso y ¢ mM toda unidade € com classe fora de X = {g5} tem que satisfazer
r+e-ye MmM.

m

O Lema a seguir mostra como é possivel utilizar o procedimento de [I8] para pro-

duzir novas sequéncias de Bourbaki mantendo os ideais em alguma forma de linkage.

Lema 3.7. Sejam R um dominio Gorenstein local e
0—F-“M-"51-—0 (%)

uma sequéncia de Bourbaki. Sejam {ej,...,e,} uma base de F, x = x1,z5 uma
sequéncia regular em I. Para quaisquer fi, fo € M, com z; = w(f;) et € {1,...,1},
existe um subconjunto finito X C k tal que, para toda unidade ¢ satisfazendo € ¢ X,
o submédulo L := (eq,...,e;_ 1,6, — - f1,€111, ..., &) de M é livre de posto r e que pode

ser inserido em uma sequéncia de Bourbaki
0 —L—M—J—0, (%)
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3. Sequencias de Bourbaki e Classes de Linkage

onde I ~, J na forma I ~x K ~, J. Mais ainda, se (x) for tight, entao X pode ser

tomado de modo que (%) também seja tight para € ¢ X.

Demonstragdo. Seja {uy,us} uma base de R? e considere (Ko(x; R),d,) construido
sobre este conjunto, isto é, de modo que 0;(u;) = z;, para ¢ = 1,2. Como fizemos
anteriormente, tomemos um morfismo de complexos de Ko(x; R) para 0 — F — M —

I — 0 a partir da inclusdo (x) — I:

0 y F - > M s 1 > 0
S
0 —— Ksy(x;R) —— Ki(x; R) > (x) > 0

02

Escreva f; = aq(u;) e note que w(f;) = x;. Vimos que o ideal K = (x) : I estd inserido

em uma sequéncia exata
0— M*" - Ki(x;R)® F* 2 K — 0,

onde p é o mapa induzido por (05 o) : Kf(x; R)®F* — K} (x;R) ~ ReT = (af, —t*).
Temos ainda que Oy (uj A ug) = xius — Touy. Logo aq(zius — xouy) = w1 fo — 22 f1 =
tag(uy A ug). Segue que o elemento xof; — 1 fy pertence a «(F) C M. Existem,

portanto, Unicos Ay, ..., A, tais que zaf; — x1fo = Y., Ait(e;). Entao

p(0,€7) = €j o a p(0,€7)(ur Aug) = A;
p(ui,0) =ujody = 4 p(uy,0)(ur Auz) = —x9
p(u3,0) = u3 0 s p(uz, 0)(ur Aus) =

Como x5 é R/(z1)-regular, por B.6](i), existe um conjunto finito X C k tal que para
toda unidade ¢ € R satisfazendo € ¢ X, - \; + 29 é R/(x1)-regular. Assim, tome uma
unidade ¢ € R com € ¢ X e defina y; := x1,y2 :=22+¢- M\ ey = y1,y2. Note quey é
um sequéncia regular contida em K.

Como j4 fizemos, seja {v1, v3} uma base de R? e considere /C,(y; R) construido sobre
este conjunto e construa um morfismo de K, (y; R) para 0 — M* — K (x;R) ® F* %
K — 0 a partir da inclusao (y) — K:

(af, =)

0 s M* y Ki(x;R) @ F* > K > 0
g q ]
0 —— Koy; B) —5— Ki(ys B) —5— (¥) > 0

com fy(v1) = (u5,0) e B1(ve) = (—uj,e-e;). Note que isso de fato torna o primeiro
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3. Sequencias de Bourbaki e Classes de Linkage

quadrado comutativo, pois p(—uf,e-e}) = xo+e-A;. Utilizando os mesmos argumentos,

obtemos uma sequéncia exata

(85, =)
0 — (KI(x; R) @ F*)" —— Ki(y;R) ® M*™ — J — 0,

onde J = (y) : K. Uma vez que M** ~ M, F** ~ F e K{*(x; R) ~ K;(x; R), podemos
construir uma nova sequéncia exata 0 — K| (x;R) @ F 5 Kf(y;R) &M — J — 0

compondo estes isomorfimos, como mostrado no diagrama a seguir:

(B, =7%)

<
2
(e}

0 —— (Ki(x;R) & F*)* s Ki(y; R) & M**

:T I:

Ki*(x; R) @ F** O Ki(y;R)e M

;2
0 —— Ki(x;R)® F 4

O homomorfismo ¢ ¢é definido pelas composicoes dos mapas apontados acima. Tentare-
mos calcular ¢ nos geradores de Ki(x; R) @ F. Seguindo as setas até K (y; R) ® M**,

obtemos
(0,€i) = (0,€") = 0w e = ([0@ €] 0 B1, —[0e e o)
(u1,0) = (u*,0) = ui* 0 +— ([uy" 0] o By, —[uj" «0] o)
(ug,0) = (u3",0) = uz™ © 0 ([uy” ® 0] 0 By, —[us" @ 0] 0 7),

onde a notagdo w; @ wy é simplesmente o homomorfismo w; @ wy(—) = wy(—) + wa(—).

Aplicando as primeiras coordenadas na base {vy,v2}, tem-se

([0 e o Br)(v1) = (0@ €f*)(u5,0) = 0 . 0eei]ofr=e-v;
([0 e o Bi)(va) = (00 ef")(—ui, - €f) =€ - 0 Deefofr=0 (i #1)

([ui* = 0] 0 B1)(v1) = (ui*  0)(u3,0) =0
([ui* @ 0] o B1)(ve) = (uf* & 0)(—uj,e-€ef) = —1

= [uj*e0]o f; = —v;

([us* & 0] o B1)(v1) = (us* « 0)(us,0) =1
([us* @ 0] 0 B1)(v2) = (uz* @ 0)(—uj,e-€;) =0

= [uy*©0]o B =07,

Para um elemento m* € M*, sabemos que m*oa; = (m* o ay)(uy)uf + (m*oay ) (uz)us.

Assim, as segundas coordenadas terao a seguinte forma:
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3. Sequencias de Bourbaki e Classes de Linkage

—([00 ] o T)(m*) = —[0% €*)(m" 0., m* 0 1) = € (m* 0 1) = ey ()
~([uy" 0 0 0 7)(m") = —ui*(m* 0 ) = —m*(f1) = — 5 (")
—([uz" = 0] o 7)(m") = —uy(m* 0 ) = —m*(f2) = —p(m”),

onde ¢, ¢ a imagem de w € M pelo mapa canonico M — M**. Como ¢y, ~ f; pelo
. L , .
isomorfismo M** ~ M e ef* ~ ¢; = i(e;) por F*™* ~ F — M, concluimos que a imagem

em K{(y; R) ® M dos homomorfismos calculados é

Segue pelas duas tultimas equacoes que a composi¢ao
Yi=prop: Ki(xR) @ F == Ki(y; R) ® M = K{(y; R)
¢é sobrejetiva. Mais ainda, seu nicleo é dado por

kery) = ((0,€1), ..., (0,e,-1), (€ - u1, er), (0,€441), ..., (0, €,)).

Para ver isso, podemos mostrar as duas inclusoes. Tomando um elemento da forma

O = ai(e-uy,ep) + Zai(O, e;)
it

e aplicando ¢, obtemos

90(@> = at(oaet — &= fl) + Zai(07€i>7
i#t

de modo que (©) = 0. Reciprocamente, dado um elemento © € ker, podemos

escrevé-lo na forma geral

© = a(uy,0) + b(ug, 0) + ia,-(o, e;).

i=1
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3. Sequencias de Bourbaki e Classes de Linkage

Dali,

0=v(O)=p <G(—U§, —f1) +b(v}, = f2) + a(e - v5, e) + Zai(ov €i)>
it

= (- a — a)vy + buy.

Como {vf,vs} é LI, concluimos que b = 0 e a = ¢ - a4, exatamente o que querfamos.
Defina L := (py o ¢)(kerv). Note que L ~ kerw). De fato, pode-se facilmente verificar
que o homomorfismo kery) — L definido por © +— py o ¢(0), é sobrejetivo por
construgao. Para ver que ele é também injetivo, suponha que ps o p(©) = 0 para

O € kery. Como vimos anteriormente, © pode ser escrito na forma

O = ai(e-up,e) + Zai((), €i)s
it

donde

0= pyop(O) :at(et—s-f1)+2aie,- eM (*1)
it

Aplicando 7 a , obtemos
0=——<c-an(fi))=——c-aqy-17y = -, =0 = a, =0.

Segue da equagao que cada a; = 0 e assim, © = 0. Por computagao direta, assim
como feito para ker ¢, mostra-se que L = (eq,...,e; 1, — € - f1,€441,...,€.) C M. Em
particular, L é gerado por r elementos. Calculando m em uma combinacao linear nula
de {e1,...,e11,6 — € f1,€141,..., €.}, concluimos que L é livre. Por fim, considere o

diagrama:

L
S
L
S
L
S

i
S
i
S
i
S

(e}
ke
<
=
ke
<
3

[en}

[es)
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3. Sequencias de Bourbaki e Classes de Linkage

O Lema da Serpente nos garante a sequéncia exata 0 — L — M — J — 0. Os links
I ~x K ~y J dizem que J é um ideal CM de altura 2.

Quando (%) for tight, {ey,...,e.} faz parte de um conjunto gerador minimal de
M, podemos escolher, de acordo com [3.6}(ii), uma unidade € ¢ X de modo que
{e1,...,e;_1,es + € f1,...,e,} também faca parte de um conjunto gerador minimal de

M. Dessa forma, a sequéncia (xx) obtida para J também é tight. H

Lema 3.8. Seja R um dominio noetheriano. Entao ideais isomorfos de grade 2 sao

necessariamente iguais.

Demonstracao. Sejam I, J C R ideais de grade 2 e ¢ : [ — J um isomorfismo. Entao
Hom(R/I,R) = Ext'(R/I,R) = 0 e R* ~ I'* (0o mesmo vale para .J). Segue que todo
homomorfismo I — R vem de um homomorfismo R — R. Isto nos diz ¢ deve ser uma

1 ¢ a multiplicacao por

multiplicagao por um elemento » € R. Pela mesma razao, ¢~
um elemento ' € R. Em particular, para ¢ # 0 em I, vale que v'ri =i e assim r'r = 1.
Assim, dado qualquer i € I, ri € J. Multiplicando por 7/, obtemos i € .J. Concluimos

que I C J. Por simetria, a igualdade segue. ]
Enunciamos agora o principal resultado desta secao.

Teorema 3.9. Seja R um dominio Gorenstein local com corpo residual infinito k.
Sejam 0 - F' - M' - 1I' - 0e0— F'" — M" — I" — 0 sequéncias de Bourbaki.
Sao equivalentes:

(i) M' ~ M";

est

(ii) I' ~ 1",
p

Demonstracao. Suponha que M’ =~ M", isto é, que existe um modulo livre G tal que,
digamos, M’ ~ M" & GG. Dessa forma, estendemos 0 — F" — M" — " — 0 de forma
trivial para 0 — F”" & G — M’ — I” — 0. Pela aditividade do posto, temos que
rank (F” @& G) = rank M’ —1 = rank F'. E possivel assumir, apés realizar uma extensio
trivial de uma das sequéncias se necessario, que M’ = M"” =: M e rank I’ = rank ",

ou Seja, escrevenos
0—F M1 —0 e 0—F —MIS51"—0,

com 7 := rank F' = rank F"”.

Afirmacao. Existe um ideal T na classe de linkage par de I’ que admite uma sequéncia
de Bourbaki tight
0— F— M—1—0.
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Prova da afirmagao. Lembre que M ® k ~ M/mM e observe o diagrama a seguir:

Fok—= s Mok ——T®k—0

~ o l: o l:
F’/;1F’ ———— M/mM —— I'/ml — 0 (*4)
o |

0 — (F’+m\](\4)/mM — M/mM

O homomorfismo 7 indicado acima, dado por f'+mF’ — f'+mM, é sobrejetivo, e
para que seja injetivo (logo isomorfismo) é necessério e suficiente que ¢/ ® k seja injetivo.

Isto é, em geral, (x4) diz que

, F' +mM , F'
dlmk (m—M) < dlmk (mF’) =T,

e a igualdade ocorre se, e somente se, a sequéncia de Bourbaki em questao é tight. Seja

t =1+ dimg((F" +mM)/mM). Assim sendo, existe um conjunto {e},...,e; } C F’
tal que {e} + mM,... ;e + mM} é LI em M/mM. Pela sobrejetividade de n, o
conjunto {e{ + mF’ ...;e,_; + mF'} é LI, podendo entao ser completado até uma base
{ef +mF' .. e, +mF e, +mF' .. e +mF'} de F'/mF'. Por essas observagoes,
podemos escrever F' = @;_, R- ¢}, onde {ey,...,e,_1} é parte de um conjunto minimal
de geradores de M. Escolha, por Nakayama, um elemento f; € M\(mM + F”’). Entao
x1 = 7'(f1) é um elemento nao nulo (logo regular) de I, caso contréario f; € kern’ = F’.
Escolha f; € M de modo que x = x1, 25 seja uma sequéncia regular, com zo = 7'( f5).
Por , existe um ideal J ~, I’ que pode ser inserido em uma sequéncia de Bourbaki
0L —>M—=J =0, comL =(e,...e;_i,e,+¢- fi,eiq,...,e,), para alguma
unidade ¢ € R adequada. Isso implica que {e},...,e, ;,€} + - f1} tem classe residual

LI em M/mM. Para ver isso, suponha que
t—1
D e +ale+2- fi) =0,
i=1

para a; € R/m, i =1,...,t. Entao a;e - f; € mM + F’. Se a; ¢ m, entao concluirfamos
que fi € mM + F’, uma contradicdao. Segue que @, = 0, para todo i = 1,....t, e
{e},...;ej_1,e; + - fi} tem classe residual LI em M/mM. Isso nos mostra que o

modulo livre L obtido satisfaz

L+mM
di — | > t.
1mk( mM ) =
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Consequentemente, por um processo indutivo de , obtemos 0 — F' — M — [ — 0,

onde T ~p I e F é um médulo livre tal que

di ﬁ+mM B
1my, i =r.

O

Diante do resultado mostrado, podemos aplicar o mesmo procedimento a segunda
sequéncia e assumir a partir de agora que ambas as sequéncias de Bourbaki dadas sao
tight.

Defina o parametro
t(F', F") ;== 1+ sup{rank G| G C F'NF", G ésomando livre de F' e F"}

e usemos indugao decrescente em t(F’', F"). Se t(F',F") > r = rank F' = rank F",
entdao F' = F” e, assim, I' ~ I” como R-médulos. Por ideais isomorfos de grade
2 sao necessariamente iguais.

Assuma que o resultado estd mostrado para médulos F’ e F” tais que t(F', F") >t
e mostremos que vale para t — 1. Escreva I' = @,_ R-¢}, " = @,_, R - ¢/, com
e/ = ¢ para 1 <i <t. Vejaquee, ¢ F”, pois se G = @_} R- ¢, é um somando livre
maximal comum de F’ e F”, entdo G @ R - ) é um somando direto livre de posto ¢ de

F' isto ¢, {e] + mF,...,e; + mF} é LI. Como as sequéncias sao tight, tem-se

F'/mF' ~ (F'+mM)/mM (F"+mM)/mM ~ F" /mF"
\ . /

de modo que {e} + mM, ....,e; + mM} é Ll e, caso e, € F", poderiamos garantir, pelo

diagrama acima, que {e; + mFE”, ..., e; +mF"} é LI Isto implicaria em G & R - €} sendo

somando direto livre também de F”, contradizendo a igualdade t(F', F") =t — 1.
Segue, portanto, que e; ¢ F” e pelo mesmo argumento que e} ¢ F’. Sejam f] := e}
1"

e fI = e;. Claramente f] ¢ kern’ e f/' ¢ kern”. Como I' e I” s@o ideais de altura

2 em um dominio Cohen-Macaulay, existem f, € I', f) € I”, com 2 := «'(f]) e

xf = 7"(fl"), tais que x' = 2,2}, e X" = 2, 2 sdo sequéncias regulares em I’ e [”,

respectivamente. Usando podemos encontrar X’ e X” contidos em k tais que, para

quaisquer unidades ¢’,¢” € R satisfazendo ¢’ ¢ X’ e ¢’ ¢ X", existam sequéncias de
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Bourbaki tight 0 = L' > M - J - 0e0— L"—- M — J’" — 0, onde

! __ / / / / ! / /
L' = <€17 €, 6t E f176t+17"’76r> cM

" __ 2 1 " 7 " 2 "
L" = (ef,....e}_1,ef +€" - fl € 1,...,e)) C M.

(Lembre que J' ~, I' e J" ~, I"). J& que X', X" C k sao finitos, é possivel encontrar
uma unidade ¢ € R tal que ¢ X' e e-1 ¢ X”. Para essa escolha de ¢, escrevendo
g :=cee” ="' concluimos que e, +¢' - ff € L' NL", isto é, GB R - (e, + € - f})
é somando livre direto de L' e L”. Em particular ¢t(L’, L") > t e nossa hipdtese de
indugao garante que J' ~, J” e, consequentemente, ' ~, I".

Mostremos (i1) = (7). Como = ¢ uma relacao de equivaléncia, logo transitiva,
podemos supor que o link I” ~, I" ¢ feito por apenas um ideal K, ou seja, I’ ~x K ~y,
I". De acordo com a demonstracao de as sequencias de Bourbaki dadas garantem

as sequencias exatas
0—M*"—F*eoK/(x;R)— K —0

0— M"™ — F"®K/(y;R) — K —0.

Aplicando o Lema de Schanuel, concluimos que
M/* @ F//* @ Kf(y, R) ~ M//* @ F/* @ KT(X, R),

ou seja, M"™ e M" sao estavelmente isomorfos. Tomando o dual, concluimos que
M~ M". [

est
Corolario 3.10. Seja R um dominio Gorenstein local e normal. Existe uma bijecao
entre as classes de linkage par de ideais Cohen-Macaulay de altura 2 e classes de

isomorfismo estavel de R-mdédulos Cohen-Macaulay maximais orientéveis.

Demonstracao. Este corolario resume o que fizemos nestes dois tltimos capitulos. Seja
R como no enunciado. Se I e I’ sio um ideais CM de altura 2, entdo [2.20} (i), garante
a existéncia de médulos M e M’ CM maximais orientaveis, assim como sequéncias de
Bourbaki0 = F - M -1 -+0e0 = F' - M —I' - 0. SeI' ~, I, entao
M =~ M’ por isto é, a classe de linkage em questao determina um unica classe de
isomorfismo estavel. Reciprocamente, se M e M’ sao MCM orientaveis e estavelmente
isomorfos, [2.20] (ii), fornece também ideais de Bourbaki I e I’, os quais devem estar

na mesma classe de linkage par por [3.9 O

Corolario 3.11. Sejam R um dominio Gorenstein local e I',I” C R ideais Cohen-

Macaulay de altura 2. Entao I’ ~, I” se, e somente se, syz, (') = syz,(I").
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Demonstracao. Como enunciamos em (3.5 se I de altura 2 pode ser inserido em uma
sequéncia de Bourbaki 0 — F' — M — I — 0, entdo o ideal J = (x) : I tem primeira
sizigia estavelmente isomorfa a M*. Dessa forma, utilizando a notacao dada, tome I’ ~
J" e I" ~ J" links arbitrariose 0 - F/ - M' - J - 0e0— F"—- M"— J"— 0
sequéncias de Bourbaki naturais. Temos as seguintes equivaléncias:

'~ I = J oy J = M =M = M*~M" < syz(I') ztsyz(l”),

est est
como desejado. O]

Corolario 3.12. Sejam R um dominio Gorenstein local e 0 — F' — M’ - I' — 0 e
0— F" — M" — I" — 0 sequéncias de Bourbaki. Entao I’ ~; I” se, e somente se,
M’ ~ D(M").

est
Demonstragao. Tome um link arbitrario J ~ I’, de forma que syz,(.J) =~ M"™. Temos
es’

as seguintes equivaléncias:

I'yi " = Jp I" <= M” ezstsyzl(J) é:stsyzl(l”) é:stsyzl(M”)

< M' ~ D(M").

est

O

7.‘./

Lema 3.13. Seja R um dominio Gorenstein local. Suponha que 0 — F" — M’ —
' 50e0— F" = M' 751" 50 sejam sequéncias de Bourbaki. Tome x = 2/, 2"
uma sequéncia regular tal que 2’ € I’ e 2” € I”. Entao existe uma sequéncia de
Bourbaki

0—F&F &R — MaM — 2T +2I" — 0.

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, note que é sempre possivel tomar uma sequéncia

regular como no enunciado acima. Com efeito,
ht I' N I" = grade (I' N I") = min{grade I’, grade ["} = 2,

logo basta tomar uma sequéncia regular em I'NI1”. Segundo, as sequéncias de Bourbaki

dadas ja nos garantem a sequéncia exata

(TI'/ 7.‘.l/)

0—FeF —MoeM —I'el" —0,

apenas tomando soma direta. Considere o mapa ¢ : I' ® [" — 2"I' + 2'I” dado

por p(y,y") = x

"y 4+ 2'y”. E claro que ¢ é sobrejetivo e seu nicleo é o submddulo
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R (—=a',2"). Ja que (n',7") é sobrejetivo, tome e € M’ @ M" tal que (7', 7")(e) =
(—a',2"). Asoma FF@ F"+ R-e C M'® M" é direta. De fato, F' @ F” é levado em
0 via (7', 7") e R-e é levado em R - (—a',2"). Como x’ é elemento regular, nao pode

existir elemento nao nulo em F’ @& F” N R - e. Concluimos que

M/@M// ]'/@[//
FFeF"®R-e R-(—a2,2")

~ :B”I, _|_ x/[/l’

como queriamos. Em particular, se tivéssemos tomado uma sequéncia regular distinta

y=vy,y" comy €' ey” €I”, concluimos que z"I' + x'I" ~y, y'I'+y'1" porB.9 O
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Capitulo 4

Aplicacao: Mdédulos MCM de posto

2 sobre anéis de hipersuperficie

Exibimos agora um resultado que evidencia como o conhecimento sobre ideais de
Bourbaki fornece informacoes sobre o modulo MCM central. Trabalharemos agora

sobre um dominio normal de hipersuperficie R = A/(f), com n sendo o ideal maximal
de A.

Teorema 4.1. Seja M um R-mdédulo MCM orientdvel de posto 2. Entao u(M) é par.

Demonstracao. Considere M um R-moédulo como no enunciado. Escolha 0 — F —
M — I — 0 uma sequéncia de Bourbaki garantida por [2.20] (b). Uma vez que
rank M = 2, deve-se ter rank F' = 1. Podemos escrever a sequéncia na forma 0 — R —
M — I — 0. Pela afirmacao feita na demonstracao de [3.9] podemos assumir que a
sequencia tomada é tight. O fato de M ser MCM implica em um mapa sobrejetivo
R — Ext'(I, R). Temos as igualdades

1= pu(Ext'(I, R)) = p(Bxt*(R/1,1)) = pwryr) = r(R/T).

Logo R/I é um anel Cohen-Macaulay de tipo 1, isto é, um anel de Gorenstein por
[L.17 Escreva I = J/(f), onde J é a pré-imagem de I pelo mapa canénico A — R.
Entao ht/ + dimR/] = dimR = dimA — 1. Mas R/I ~ A/J, logo 3 = ht] + 1 =
dimA — dim A/J = htJ. Isto nos diz que A/J é um anel de Gorenstein e o ideal J
tem altura 3. Por [6], Theorem 3.4.1 (b), u(J) é um nimero impar. Para mostrarmos
o resultado, é suficiente que se tenha f € nJ. De fato, observe que a sequéncia de

Bourbaki tomada garante p(M) = p(I) + 1, uma vez que é tight. Por outro lado

i L) _ s J
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Se fosse o caso de f € nJ, entdo pu(l) = p(J) e, portanto, u(M) = u(J) + 1 seria par.

Assim, suponha que o contrario vale, isto é, que f ¢ nJ. Temos que projdimy J <
00, j& que A é regular, logo a fémula de Auslander-Buchsbaum junto com [[.4]aplicada a
0—J—A— A/J — 0 garante projdimy J = 2. Tome ) = F3 S F, B3R 2 J-50
uma A-resolucao livre minimal de J. Mas R/J ser Gorenstein implica que F3 ~ A,
também por [6], Theorem 3.4.1,(b). Mais ainda J = Ij(«), o ideal determinantal
de primeira ordem associado a a. Reescrevendo nossa hipdtese, temos f ¢ nl(«).
Escolha g € F; tal que g — f € J pelo mapa sobrejetivoa;. Considere os mapas
@y : Fy — Fj/Ag definido por @y(x) = as(z) + Ag e @y : F1/Ag — I dado por
a1(z + Ag) = ay(x) + fA. Estes sdo simplesmente os homomorfismos induzidos pela

resolucao livre de J; é facil verificar que estao bem definidos, bem como que a sequéncia
0— Fy -5 F 5 FJAg 25 T — 0 (R1)

é exata. Mais ainda, a sequéncia acima é uma resolucao A-livre minimal do ideal I.
Precisamos mostrar que F;/Ag é um A-moddulo livre e, em virtude da caracterizagao
que @z(Fy) C n(F1/Ag). A tltima é ébvia pela defini¢do direta de @,. Para ver
que Fy/Ag é livre, basta observar que o elemento g nao pertence a nFj. Se este fosse
o caso, teriamos f = a;(g) € a(nFy) = nJ, contradizendo nossa hipdtese. Segue entao
que g +nFy # 0, sendo de uma base para Fj/nFj. Logo g é parte de uma base para o
préprio Fy, isto é, F} ~ Ag @ FY, com F] livre. Mas F| ~ F;/Ag, como queriamos.
Por outro lado, lembre que M tem dimensao projetiva 1 por consequéncia direta da
formula de Auslander-Buchsbaum, possuindo uma A-resolucao livre minimal na forma
05 FB3FA M0 (tome uma resolucdo arbitraria de comprimento 1 e localize
no elemento f para concluir que os médulos livres tém o mesmo posto). Podemos

construir o seguinte diagrama comutativo a partir da sequéncia de Bourbaki inicial:
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Retiraremos do diagrama acima outra A-resolucao livre para I, da seguinte forma.

Defina os seguintes homomorfismos:
@1 Ffu(A) — M/n(R), @,(u+u(A) = ¢1(u) +n(R);

@y F— F/u(A),  Gy(x) = pa(x) +1(A).

O mapa ©, ¢ definido por composigao. Para ver que i, estda bem definido, note que

se u € 1(A), entao p1(u) € p1(L(A)) =n(p(A)) C n(R). Mostraremos que a sequéncia
0— A F 22 F/u(A) 25 M/n(R) ~ T — 0 (R2)

¢ uma resolucao livre minimal de 1.

Em primeiro lugar, mostremos que ¢ exata. Claramente @, o f = 0. Se
x € ker @, entdo P,(x) = t(a), para algum a € A. Aplicando ¢, e usando o diagrama
construido, concluimos que n(p(a)) = 0 e portanto a € fA. Mas entao po(x) = i(fb) =
©2(B(D)), para algum b € A. Como ¢, é injetiva, z € Im . Segue que ker g, = Im f3.

Mais uma vez, é claro que @, o B, = 0. Seja u + t(A) € kerp,. Entao ¢;(u) =
n(a+fA) =n(p(a), para algum a € A. Mas n(p(a)) = ¢1(¢(a)), de modo que u—(a) €
ker 1 = Im o. Existe, portanto, algum = € F tal que u+1(A) = po(z)+1(A) = Py(x),
como querfamos. E trivial mostrar que ©, € sobrejetiva.

Devemos mostrar também que o médulo F/u(A) é livre. E suficiente provar que o
mapa ¢ ¢ split injetivo ou, analogamente, que ¢(A) é fator direto livre de F'. Suponha
que ¢(1) € nF'. Nesse caso, ¢1(¢(1)) =n(l+ fA) € nM e, assim, n(1+ fA) +nM = 0.
Relembre o isomorfismo M/nM ~4 M &k e que n(1+ fA)+nM ~ n@k((1+fA)®1).
Ja que o homomorfismo n®k é injetivo (tomamos a sequéncia de Bourbaki tight), tem-
se que 1+ fA € n/fA, contradizendo a maximalidade de n. Portanto ¢(1) ¢ nF, sendo
parte de uma base para F'. Computacao direta mostra que ¢ minimal.

Comparando com (R2), concluimos que I1(a) = I1(8). Isto segue do fato de
que ker g, ~ kerp, ~ syz,(I), uma vez que ambas as resolugoes sao minimais. Pelo
Lema de Fitting ([9], Corollary 20.4), os ideais determinantais (ou os invariantes de

Fitting) de ordem 1 sao iguais. Chegamos em uma contradigao, visto que (R2|) garante
que f € nly(B). O
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Apeéendice

5.1 Grupo das classes dos divisores

Defini¢ao 5.1. Seja R um dominio com corpo de fragoes Q(R). Chamamos de ideal
fraciondrio de R um R-submddulo nao-nulo I C Q(R) para o qual existe um elemento
0 # = € Rtal que I C R. Denotaremos por Frac(R) o conjunto dos ideais fracionarios

de R.

E imediato verificar que qualquer ideal nao nulo de R é um ideal fracionario. Se
r € Q(R)\{0}, também é verdade que Rx € Frac(R). Ideais fracionérios deste tltimo
tipo sao chamados de principais.

Defina a seguinte relacao em Frac(R). Para I, J € Frac(R),
I<J << (z€QR\{0}, IC Rx = J C Rzx).

E fcil verificar que I ~J <= I < J e J < I define uma relagao de equivaléncia
em Frac(R). O conjunto quociente Frac(R)/ ~ é denotado por D(R) e seus elementos
sao chamados de divisores em R. A classe de I € Frac(R) é denotada por div(]).
A classe de um ideal fraciondrio principal Rz é simplesmente escrita como div(z).

Expomos alguns fatos tteis:
Proposicao 5.2. Seja R um dominio. Entao:
(i) Se I,J € Frac(R), entao IJ € Frac(R);
(ii) div(I) =div(J) <= (R:qmn) I) = (R qrw) J)-

(ili) O homomorfismo D : (J :gr) I) — Homg(I,J),  — (i = ix), é um isomor-

fismo de R-mddulos.

Demonstra¢ao. Mostrar (i) é computagao direta. Observemos que (ii) é uma tautolo-
gia. Com efeito, I C Rz <= 2 '/ C R <= z '€ (R qnm I). Istoé a
condicao

r € QR)\{0}, I C Rx = JC Rz
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ocorre se, e somente se, (R :op) I) C (R :gr) J). Um argumento de simetria termina
a demonstracao.

Para (iii), é imediato que D é um homomorfismo. Construimos sua inversa: dado
¢ € Homg(I,J), observe que @(it') = ip(i') = i'¢(i), para i,i" € I\{0}. Isto nos
fornece a igualdade ¢(i)/i = ¢(i')/i" em Q(R). Defina D' : Homg(I,J) = (J :qr) 1)
por D'(¢) = ¢(i)/i, para algum i € I\{0}. Pela observacao anterior, o quociente nao
depende da escolha de i e se i’ € I, p(i)/i-1 = p(i')i/i = (i) € J; isto mostra que
D’ estd bem definida. E também imediato verificar a aditividade e R-linearidade de
D'. Para qualquer z € (J o) I), D(z) : I — J é dado por D(x)(i) = iz. Logo, se
i € I\{0}, D'(D(z)) = D(z)(i)/i = ix/i = x. Por outro lado, dado ¢ € Homg(Z, J),
D(D'(¢)) = D(p(i)/i) é a multiplicacao por ¢(7)/i. Entao, para todo i’ € I,

D(D'())(i') = D(p(i) /i) (i") = (i) /i -i" = (i')ifi = @(i"),
concluindo que D e D' sdo inversas uma da outra. ]

Proposicao 5.3. Seja R um dominio. Entao:

(i) A operagao div(l) + div(J) := div(/J) em D(R) estd bem definida e transforma

D(R) em um monoide comutativo com elemento neutro div(1).

(ii) ®(R) é um grupo com a operagao definida acima se, e somente se, R ¢ um dominio

noetheriano integralmente fechado em Q(R).
Demonstragao. Ver [5], Chapter 7, §1.2, Proposition 3 e Theorem 1. ]

A luz da proposiciio acima, se (i) ocorre, ®(R) é chamado de grupo dos divisores
de R. Nesse caso, o conjunto P(R) := {div(z)| z € Q(R)\{0}} é um subgrupo de D(R)

chamado de subgrupo dos divisores principais de R.

Definicao 5.4. Seja R um dominio noetheriano integralmente fechado no seu corpo
de fragoes Q(R). O grupo das classes dos divisores de R é definido como o grupo
quociente ®(R)/PB(R) e é denotado por CI(R).

5.2 Nocoes Gerais de Algebra Homolégica

Exploramos nessa secao alguns conceitos de dlgebra homoldgica. A maioria dos
resultados que enunciaremos sem demonstragao sao classicos e podem ser encontrados

em qualquer livro introdutério da &rea.
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5.2.1 Complexos, Ext e Tor

Definigao 5.5. Um complexo de R-mddulos e R-homomorfismos é um par (M., d, ),
onde M, = {M, },ez é uma colegdo de R-médulos e do = {d,, : M, — My _1}nez ¢

uma cole¢ao de R-homomorfismos, usualmente escrito como uma sequéncia
dn+1 dn
Me:-oo > My — M, — M, 1 —> -+,

que satisfaz d,d,,1 = 0, para todo n € Z. O n-ésimo moédulo de homologia de

(M,,d,) é dado por
kerd,

B Im dn—i—l '

H,(M,)

Um complexo é dito exato na n-ésima posicao se H,,(M,) = 0 e apenas exato se é

exato em toda posicao.

Note que, na nossa defini¢ao de complexo, os indices decrescem no sentido das setas.

E natural considerar o contrario:

Definicao 5.6. Chamamos de cocomplexo uma sequéncia
_ dnfl i
M M M S M

satisfazendo d"d"~! = 0, para todo n € Z. Analogamente, definimos n-ésimo médulo
de cohomologia de (M?*,d*) como sendo
ker d"
H'"(M®) = ———.
(M) Im dr—1

Um cocomplexo é dito exato na n-ésima posigao se H"(M®) = 0 e apenas exato

se é exato em toda posicao.

Mesmo que sejam defini¢oes ligeiramente distintas, tudo que for mostrado para com-
plexos pode ser facilmente reproduzido para cocomplexos. Eventualmente utilizaremos
apenas M, para denotar o complexo (M,,d,), embora fique claro que um complexo

sempre esta acompanhado de homomorfismos.

Defini¢ao 5.7. Sejam (M., d.) e (M., d,) complexos. Um morfismo f: M, — M, é
uma colegao f = {f, : M,, = M/ },cz de homomorfismos tal que, para todo n € Z, o

seguinte diagrama comuta:

dn
M, —— M,

W e

d/
/ n !
M, —— M, _,
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Esta definicao nos permite definir o morfismo identidade e a composicao de morfis-

mos entre complexos, respectivamente:
1/\/1. My — M., 1/\/1. = {1M"}nGZ

fog:MeL ML S ML Fog=1{fiogntnez

Um morfismo f : M, — M, induz um homomorfismo H,(f) : H,(Ms) — H,(M.))

para cada n, definido por T — f,(z) (as barras denotam a classe em diferentes conjun-
tos). Verifica-se facilmente que este mapa é bem definido.

De posse da definicao de morfismo entre complexos, pode-se definir de forma natural
a noc¢ao de sequeéncias exatas de complexos. Denotaremos por 0 o complexo tal que

M, =0 e d, =0 para todo n. Dizemos que
O—>/\/l’,i>/\/l.i>/\/l',’—>0

¢ uma sequéncia exata de complexos se, para cada n € Z,
0— M. 2% M, 25 M — 0

é exata.

Proposicao 5.8. Uma sequéncia exata de complexos
O—>/\/l’,i>/\/l.i>/\/l’,’—>0
induz um complexo exato de homologias dado por

Hn(f) )

s Hy M) Y g o) 1Y On

H,(M)) = H, (M) — ---

O mapa 0, é chamado homomorfismo conector.
Demonstracao. [21], Theorem 3.3. O

Proposicao 5.9. Seja

0 > M., T M, Y M/ > 0
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um diagrama comutativo de complexos com linhas exatas. Entao o diagrama

s =M Y g o) Y g omey 2 1, (M) ——

lHn lHn(B) lHn lanl(Oé)

. y H,(N7) Hn )5 H,(N.) Hun(9) H,y (N O Hy o (ND) .

é comutativo.

Demonstragao. [19], Proposition 2.2. O

A proposicao acima pode ser demonstrada também com o uso do Lema da Serpente,

ferramenta classica da algebra homoldgica:

Lema 5.10 (Lema da Serpente). Seja R um anel e considere o diagrama comutativo

de R-modulos a seguir:

0 N AN - NG

g

Entao existe uma sequéncia exata

ker « — ker f — ker~y % Coker @ — Coker B — Coker v

Demonstragao. Ver [21], Lemma 1.7. O

Proposicao 5.11. Sejam (M,,d,) um complexo e N um R-médulo. Os seguintes sao
(co)complexos:

1N®dn

() NoMe: - — N@ My 287 N M,

dn®1N

(i) Mo@N - — My @ N 25V M @ N

Hom(1y,dn+1) Hom(1y,dn)

(iii) Hom(NV, M,) : ---Hom(N, M, 1) Hom(N, M,,)

Hom(d N) ) HOm(L+>171N) o

(iv) Hom(M,, N) : ---Hom(M,, N) Hom(M, 1, N
Demonstragao. Segue da funtorialidade de N ® —, Homg (N, —) e Homg(—,N). O

Definicao 5.12. (a) Sejam (M,,d,) um complexo e p um numero inteiro. O com-
plexo M, = {M,, n, M, _,} tal que M| = M, e d,, = (—1)Pd,4, é chamado
de translagao de M, por p e serda denotado por M,[p].
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(b) Seja fo: (Ma,,ds) = (M), d,) um mapa de complexos. O complexo com médulos

M/ @& M,,_1 e homomorfismos

d/n fn—l / /
. Mn S7) Mn—l — Mn—l P Mn_g
0 _dn—l

é chamado de cone do mapa f, e serd denotado por Cone(f,).

Proposicao 5.13. Seja f, : (M,,ds) = (M., d,). Entao existe uma sequéncia exata

de complexos dada por
0 — M, — Cone(f,) — M,[—1] — 0.

Mais ainda, a sequéncia longa de homologias induzida pela sequéncia acima toma a

forma
Hn(fn) .
. — H,(M,) —— H,(M.) — H,(Cone(f,)) — H, 1(M.) — -
Demonstracao. Ver [22], Proposition VII.4.8. n

A fim de definirmos Ext e Tor, precisamos relembrar o conceito de médulos proje-

tivos e injetivos:

Defini¢ao 5.14. (a) Dizemos que um R-mdédulo P é projetivo se, dados p : P —
N e f: M — N homomorfismos de R-médulos, com f sobrejetor, existe um

homomorfismo p: P — M tal que fop=p.

(b) Dizemos que um R-mdédulo [ é injetivo se, dados ¢t : M — I e f: M — N
homomorfismos de R-mddulos, com f injetor, existe um homomorfismoz: N — I

tal que Io f = 1.

Definicao 5.15. Um complexo Py : -+ - P, - P,_1 — - > PP > Py — 0 ¢
dito resolugao projetiva deletada (resp. livre) de um R-mdédulo N se Hyo(P.) = N,
H,(P,) =0 paran > 0e P, é projetivo (resp. livre) para todo n.

Definicao 5.16. Um cocomplexo Z® : 0 — [° — [' — ... — " — ... ¢é dito
resolucao injetiva deletada de um R-mdédulo N se Hy(Z*) = N, H,(Z*) = 0 para

n >0 e I" é injetivo para todo n.

Proposicao 5.17 (Lema de Schanuel). Seja R um anel. Suponha que 0 - K — P —
M —-0e0— K'— P'— M — 0 sejam sequéncias exatas de R-thodulos, com P e P’
projetivos. Entao K & P’ ~ K' & P.
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Demonstragao. Ver [21], Theorem 6.4. O

Definicao 5.18. Sejam M e N R-mddulos e P, uma resolucao projetiva de M. Entao

definimos:
(a) Exth(M,N) = H"(Hom(P,, N));
(b) Tor®(M,N) = H,(P, ® N).

Notemos que esta definicao depende, a priori, da resolucao escolhida. No entanto,
mostra-se que quaisquer duas resolugoes projetivas de M sao homotdpicas e portanto
determinam homologias isomorfas, propriedade que é preservada por funtores aditivos
como Hom(—, N) e —® N (vide [2I]). Logo os médulos Ext e Tor estao bem definidos.

Obviamente, um médulo M é projetivo se, e somente se, Exty(M, N) = 0, para
todo R-modulo N.

Proposicao 5.19. Sejam M e N R-mddulos. Entao:
(a) Torf(M,N) ~ Tor®(N, M);
(b) Se Z® é uma resolugao injetiva de N, entao Ext,(M, N) ~ H"(Hom(M,Z*));
(c) Torf(M,N)~ M ®@z N e Exth(M, N) ~ Homg(M, N).

Como Ext e Tor sao definidos como homologias de complexos, utilizaremos com
muita frequéncia 5.8 em consonancia com [5.19] Isto ¢, se 0 — M’ — M — M" — 0 for
uma sequéncia exata de R-moédulos e formos capazes de obter 0 — P, — P, — P/ — 0
sequéncia exata de complexos, com P., P, e P. resolugoes projetivas de M', M e M",
respectivamente, entao existem complexos exatos de Ext’s e Tor’s exatamente como

em [5.8l Encontrar essas resolugoes é de fato possivel:

Proposigao 5.20. Seja 0 — M’ — M — M"” — 0 uma sequéncia exata de R-
médulos. Considere P, e P/ resolugoes projetivas de M’ e M" | respectivamente. Entao
existe uma resolucao projetiva de M e uma sequéncia exata de complexos 0 — P, —
P. — PJ — 0. Mais ainda, se P, e P! denotam os mddulos das resolugoes P, e P/,

respectivamente, entao a resolucao P, pode ser tomada de modo a ter como médulos
/ /!
P @ P

Demonstrag¢ao. Vide [19], Proposition 2.12. O

Coroléario 5.21. Se 0 - M’ — M — M"” — 0 é um sequéncia exata e N é um

R-modulo qualquer, existem sequéncias exatas longas

coo — Tor®(M’', N) — Tor(M, N) — Tor?(M",N) — Tor’ ,(M',N) — ---
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oo = Exth(M",N) — Exth(M, N) — Exth(M', N) — Ext%™ (M”, N) — -

Demonstracao. Utilize na sequéncia 0 - M’ — M — M"” — 0 para obter uma
sequéncia exata de resolugoes projetivas 0 — P, — P, — P — 0, aplique — @ N e
Homp(—, N) e em seguida 5.8 O

5.2.2 Ext e Extensoes

Assim como Tor tem seu nome derivado de tor¢ao (do inglés, torsion), o funtor Ext
ganhou esse nome por estar intimamente relacionado com o conceito de extensao, que

exploraremos brevemente agora.

Definicao 5.22. Sejam M e N R-médulos. Chamaremos uma sequéncia exata € =
0—+N—K—M—0deextensao de N por M. See'=0—- N —> K —- M — 0
for outra extensao de N por M, dizemos que ¢ é equivalente &’ se existe um isomorfismo

h: K — K’ tal que o seguinte diagrama é comutativo:

€ 0 s N y K s M > 0
L
g 0 s N s K s M s 0

Dizemos que a extensao ¢ cinde se for equivalente a sequéncia
160
0 — N—7>NpM —M—0.

Observagao 5.23. De fato, apenas uma nova terminologia estd sendo introduzida
aqui. Extensoes sao apenas sequéncias exatas e dizer que duas destas sao equivalentes
é dizer que sao isomorfas como sequéncias exatas de uma forma especifica. A vista

disso, uma extensao cinde se cinde no sentido usual.

Sabemos, pelas observacoes feitas apés (5.20), que uma extensdao € de N por M

induz um complexo exato

oo — Ext}h (M, N) = Exth(K, N) — Exth(N, N) — Extit (M, N) — -
Utilizando as identificagoes de ,(c), existe uma sequéncia exata

0 — Hompg(M, N) — Hompg(K, N) — Hompg(N, N) N Extyn(M,N)  (I)

Se Extp(M,N) = 0, o mapa Homg(K, N) — Hompg(N, N) é sobrejetivo, portanto
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1y ¢ imagem de algum homomorfismo K — N e ¢ cinde pela observagao ([5.23)).
Nao obstante, em geral, uma extensao ¢ de N por M fornece um elemento §(1y) em
Extp (M, N).

Proposigao 5.24. A associagao J: € — d(1x), onde ¢ é o mapa indicado em (I), é

uma funcdo bijetiva entre as classes das extensdes de N por M e Exth(M, N).
Demonstragao. [21], Lemma 22.2. O
Segue imediatamente desta proposicao o seguinte corolario:

Corolario 5.25. SejamO—>Ni>Ki>M—>0eO—>NL>K’L>M—>0
extensoes e £ e £ suas imagens por J em Extl(M , ), respectivamente. Para que { = &',
é necessario e suficiente que exista um homomorfismo h : K — K’ fazendo o seguinte

diagrama comutar:

N—>K

L AL

K,T)M

Por simetria, qualquer mapa h satisfazendo esta propriedade é necessariamente um

isomorfismo.

5.3 A Poténcia Exterior e o Complexo de Koszul

Seja M um R-moédulo. Para k € Z, k > 2, definimos por recorréncia o R-médulo

M® = M ®---® M. No estudo de &lgebra multilinear, é comum nos depararmos
N————

k vezes
com um importante submédulo de M®*, a saber, aquele gerado pelos tensores puros

que possuem entradas repetidas. Mais formalmente, definimos
Jo={m1 @ @myg| Ji # j; mj = my}).

Definicao 5.26. Com a notacao acima introduzida, definimos o R-moédulo

M@k’

ARM =
Jp

chamado de k-ésima poténcia exterior de M. Asimagens de geradores m;®- - -@my
. /\ ~ 7’
pelo mapa canonico M** —— A*M sao comumente denotadas por mi A --- Amy, e, é

claro, formam um conjunto gerador de A¥M. Por convencao, definimos A°(M) = R e

AY(M) = M.
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Como esperado, poténcias exteriores de um R-moédulo M é solugao de um problema
universal. De fato, se M* Ly N éum mapa alternado (isto é, f(mq,...,my) = 0 se
m; = m;, i # j) , entdo existe um dnico homomorfismo de R-mddulos f:AM > N

que faz o seguinte diagrama comutar:

AFM

f.- TA
>

Isso pode ser facilmente mostrado usando as propriedades do produto tensorial M®*.

Proposicao 5.27. Seja M um R-médulo gerado por d elementos. Entdao A*M = 0
para k > d.

Demonstragao. Seja {ny,...,ng} conjunto gerador de M e suponha que k£ > d. E
suficiente mostrar que todos os elementos da forma mj; A --- A m; sao nulos, uma
vez que estes geram AFM. Por outro lado, cada m; ¢ uma combinagao linear de
{n1,...,nq}. Portanto, usando linearidade, ¢ suficiente mostrar que njy A---An} =0,
onde n), € {ny,...,nq}, para todo i = 1,...,k. Uma vez que k > d, ao escolhermos &k
elementos em um conjunto de d elementos, estamos certamente repetindo pelo menos
um deles. Segue que, para qualquer escolha, n} ®---® n’/\k € Ji, ou, como queriamos,

ny, A Ay = 0. O

Proposicao 5.28. Seja F' um R-médulo livre de posto finito n. Entao AFF ¢é livre
para todo 0 < k < n. Explicitamente, se F' # 0 tem base {uy, ..., u, }, entdo o conjunto

formado por (Z) elementos
{ug N AN | 1<y < -+ < <n}

é uma base para A*F.

Sejam M um R-médulo e f: M — R um funcional linear. Defina o mapa k-linear

k
FE M ARIM (., my) Z(—l)”“f(m,,) my A A A Ay,

r=1

onde — indica que o elemento em questao foi omitido. Uma vez que f*) é alternado,
pode-se usar a propriedade universal do k-ésimo produto exterior para encontrar um
homomorfismo df®) : A¥M — A1) satisfazendo my A -+~ Amy = F5)(my, ..., my).

Por computacao direta, verifica-se que 9f*) o 9 f*+1) = .

o4



4. Aplicacao: Mddulos MCM de posto 2 sobre anéis de hipersuperficie

Definigao 5.29. Sejam M um R-médulo e f: M — R um funcional linear. Chamamos
de complexo de Koszul de f, e o denotamos por ICe(f), o complexo

afk) afk=1) ¥
oo — ANM AN — . ML R—0.

Apesar de nao termos definido-o dessa forma, o complexo de Koszul (até agora
de um funcional linear) esta intimamente ligado ao estudo de sequéncias regulares.

Tornamos isso mais claro agora:

Definigao 5.30. Sejam x = z1, ..., 7, uma sequéncia em R e {uq,...,u,} uma base de
M = R". O complexo de Koszul de x, denotado por K.(x; R), é o complexo de

Koszul do funcional linear f definido por f(u;) = z;.

Explicitamente, em face a (5.27), para qualquer sequéncia x = x1,...,x, em R, o

complexo de Koszul de x toma a forma:
Ke(x;R)= 0 — A"R" — A" 'R*" — ... — R" — R—0.

Uma das principais propriedades do complexo de Koszul é a sua sensibilidade a
profundidade de um mdédulo, ou, em outras palavras, o seu comportamento frente a
sequéncias regulares. Nao trataremos disso de forma aprofundada. Para o decorrer do
traballho, é suficiente entender o que acontece para sequéncias de comprimento 2. Se

X = 1, To é um sequéncia em R e {uy,us} é base de R?, tem-se que
Kox;R)= 0— A2R2 -2 52 % R,

onde 01 (auy + fug) = axy + By € Oo(r-up Aug) = r(x1us — z2up). Se o elemento xq for
regular em R, é facil ver que o homomorfismo 0y é injetivo e se x5 for R/(x;)-regular,

temos que
aup + Buy Ekerd, = ax; = —fry = 18=0 em R/(z;) = B € (11).

Logo B = axy, para algum a € R. De axr; = —fxy, obtemos a = —axy. Segue que
auy + fug = Oy(a-uy Aug) € Im 0y, Assim, se x for uma sequéncia regular, conseguimos

uma sequencia exata
0— A’R2- 2 R2 % R R/(x) — 0,

ou seja, o complexo de Koszul K4 (x; R) ¢ uma resolugao projetiva do R-mdédulo R/(x).
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