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Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo da controlabilidade de algumas Equacoes Di-
ferenciais Estocasticas. Primeiramente, mostramos alguns resultados basicos de con-
trolabilidade para este tipo de equagoes, como por exemplo o fato que equacgoes de
evolucao estocasticas nao sao controlaveis quando o controle s6 atua na parte deter-
minista da equacao, sendo necessario assim a aplicacao de um controle também na
sua parte estocastica. Em seguida, analisaremos a controlabilidade de dois tipos de
equacgoes estocdsticas, a saber, as equagoes de transporte e do calor. Usando uma
estimativa de observabilidade para equacoes de transporte estocasticas reversas, mos-
tramos que, para um tempo 7" > 0 suficientemente grande a equacao de transporte
estocéstica é exatamente controlavel. Para a equagao do calor estocastica, provaremos
uma estimativa global de Carleman para equacoes parabdlicas estocasticas reversas, e
usaremos isto para obter uma propriedade de continuacao tnica e uma estimativa de
observabilidade, as quais nos permite concluir a controlabilidade nula e aproximada da

equagao do calor estocastica para qualquer tempo 7" > 0.

Palavras-chave: equagoes diferenciais estocasticas, controlabilidade, observabilidade.



Abstract

In this work, we study the controllability of some Stochastic Differential Equations.
First, we show some basic controllability results for this type of equations, such as the
fact that stochastic evolution equations are not controllable when the control only acts
on the deterministic part of the equation, thus requiring the application of a control
in its stochastic part. Next, we analyze the controllability of two types of stochastic
equations, namely the transport and heat equations. Using an observability estimate
for reverse stochastic transport equations, we show that, for a sufficiently large time
T > 0, the stochastic transport equation is exactly controllable. For the stochastic
heat equation, we prove a global Carleman estimate for reverse stochastic parabolic
equations and use this to obtain a unique continuation property and an observability
estimate, which allow us to conclude the null and approximate controllability of the

stochastic heat equation for any time 7" > 0.

Keywords: stochastic differential equations, controllability, observability.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e G C R" denota um conjunto aberto e limitado (dominio).
e [' denota a fronteira de um conjunto G C R".
e || - || - denota a norma euclidiana.

e (-,-)g - denota o produto interno entre dois elementos de um espago de Hilbert

e /1 — q.t.p - em quase toda parte com relagao a medida pu.
o L (O X) :=LP(Q,F,11; X).

o LE(X) = L>(Q,F,u; X).

e H™(G) denota o espago de Sobolev W™?(G).

e FDPF - Equagao Diferencial Parcial Estocastica.

e £ - denota a esperanca matematica.

o A= Z 92 designa o operador de Laplace.
i=1 7

e C - é uma constante positiva e que pode mudar de uma linha a outra dependendo

do contexto.

X1



Introducao

Podemos dizer que a Teoria moderna do Controle teve inicio com o matematico
N. Wiener, em 1948, quando este definiu, em seu livro “Cybernetics” (ver [30]), a ci-
bernética como a ciéncia do controle e comunicacao em animais e maquinas. Deste
modo, Wiener estabeleceu uma conexao entre Teoria do Controle e Fisiologia e ante-
cipou que, no futuro, maquinas obedeceriam e imitariam comportamentos humanos.
Naquela época, as ideias de Wiener eram apenas um sonho, mas sabemos que hoje
em dia a situacao é completamente diferente. De fato, devido ao esforco de intiimeros
matematicos e engenheiros, diversos desenvolvimentos sao feitos constantemente e um
grande nimero de aplicagoes surgem em areas como robotica, engenharia, economia,
biologia, medicina, etc (ver [3]).

Hoje em dia, a Teoria do Controle para sistemas de dimensao finita esta relativa-
mente madura (ver [22]). Para sistemas em dimensao infinita, apesar de ser um campo
bastante ativo, existe também uma lista enorme de publicagoes, principalmente para
sistemas deterministas (normalmente governados por Equagoes Diferenciais Parciais).
Em relacao ao caso estocastico, para Equacoes Diferenciais Ordinarias Estocasticas,
i.e., Equacoes Estocasticas em dimensao finita, a teoria estd também relativamente
bem estabelecida (veja, por exemplo, [22]). Por outro lado, podemos dizer que a teoria
para o caso de sistemas distribuidos estocasticos, i.e., Equagoes Diferenciais Parciais
Estocasticas, encontra-se em seu estdgio inicial (ver [23]).

O estudo de Equagoes Estocasticas se faz importante pois, devido a complexidades
intrinsecas, muitos sistemas apresentam dinamicas que incluem incertezas substanciais
em seus modelos. Estes tipos de sistemas sao melhores descritos por Equacoes Diferen-
ciais Estocésticas, sejam elas ordinarias ou parciais (veja, por exemplo, [26]). O estudo
das Equagoes Diferenciais Parciais Estocésticas (EDPEs) é motivado principalmente
por dois aspectos: Este tema é uma area multidisciplinar envolvendo tanto processos
estocasticos quanto EDPs, e por isso tem sido, nas ultimas duas décadas, uma das areas
mais ativas da analise estocastica. Outro aspecto importante é sua aplicabilidade em
outros ramos da ciéncia. De fato, em muitos fenomenos da fisica, biologia, economia e

teoria do controle, efeitos estocasticos desempenham um papel central.



Vejamos dois modelos para os quais efeitos estocasticos surgem de maneira natural.

Exemplo 0.0.1. Equagao Parabdlica Estocastica
Suponha que uma populagao de bactérias esteja distribuida no intervalo [0, L] e
denote por y(t, x) a densidade desta populacao no tempo t € [0, T] e posigao = € [0, L].

Se nao houver “grande migracao”, a variacao da densidade é governada por
dy(t, z) = kyz.(t, x)dt + d&(t, z,y). (1)

Em , ky..(t, x) descreve a difusdo da populacdo do local de alta densidade para o
de baixa densidade, enquanto {(t, z, y) é uma perturbacao aleatdria causada por varios
pequenos distirbios independentes. Suponha que a perturbagao aleatéria (¢, x,y) no
tempo t e na posicao x possa ser aproximada por um processo estocastico gaussiano
cuja variancia, Var &, é mondtona em quase toda parte com relacao a y. No estudo
das bactérias, L é muito pequeno e podemos supor que £ é independente de x. Além
disso, quando y é pequeno, Var & pode ser aproximada por a’y, onde o é a derivada

de Var £ em y = 0. Sob essas suposigoes, segue que

dé(t, x,y) = o /ydW (t). (2)
Combinando (1)) e (), obtemos a equagao

dy = kOyydt + an/ydW (t).

Se assumirmos que nao ha bactérias entrando ou saindo do intervalo [0, L], entdo
Y (t,0) = y.(t, L) = 0. Supondo que podemos alterar a densidade populacional, inse-
rindo ou extraindo algumas espécies, obtemos a seguinte equacao parabdlica estocastica

controlada:

dy = (kduay +u)dt + (an/g +v)AW(t) em (0,T) x (0, L),
Yo (t,0) =y (t, L) = 0 em (0,7), (3)
y<07x> = yO(x) em (OaL)a

onde k > 0, a > 0 sio constantes dadas, yo € L*(0, L) é a densidade inicial e u e v sdo

as formas de inserir ou extrair espécies (controles).

Exemplo 0.0.2. Equagao de Onda Estocastica

Comparado com seu comprimento, o diametro de uma molécula de DNA é pequeno
e, portanto, pode ser visto como uma corda elastica fina e longa de comprimento
[0,L]. A posicao de uma molécula de DNA pode ser descrita usando uma fungao

y = (y1,%2,93), de valor em R? definida em [0, L] x [0, +00). Como uma molécula
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de DNA estd imersa em um fluido, ela é afetada pelas moléculas do fluido, do mesmo
modo que uma particula de pélen flutuando em um liquido ou gés (ver [14], [24]).
Por simplicidade, assumimos que a massa da corda, por unidade de comprimento,
é igual a 1. Entao, a aceleragdo na posi¢ao z € [0, L] ao longo da corda no instante
t € [0,+00) é dada por yu(t,z). Ha quatro tipos de forgas principais que atuam na
corda: a forca eldstica Fi(t,x), o atrito Fy(t,x) devido a viscosidade do fluido, a forga
de impacto F3(t,z) do fluxo do fluido e o impulso aleatério Fy(t,z) dos impactos das

moléculas do fluido. Pela segunda lei de Newton, segue que
yu(t,x) = Fi(t,x) + Fy(t,z) + F5(t, x) + Fy(t, ). (4)

Semelhante a derivagao da equacao de onda determinista, a forca elastica é dada
por Fi(t,z) = y..(t,x). Obviamente, a fric¢ao depende da propriedade do fluido e da
corda. Assim, quando y, y, e y; sdo pequenos, Fy(t,z) depende deles linearmente, ou
seja, Fy = a1y, + asy: + asy para algumas funcoes adequadas ay, as e az. Da teoria
classica da Mecanica Estatistica (por exemplo, [29, Capitulo VI]), o impulso aleatério
Fy(t,z) no tempo t e posicdo x pode ser aproximado por um processo estocdstico
gaussiano com uma covariancia k(-,y), que também depende da propriedade do fluido.

Deste modo, podemos supor que

F4(t,:1:):/0 E(x,y(s,x))dW (s).

Assim, a identidade (4)) pode ser reescrita como
dys(t, 2) = (Yoo + @1Ys + a2yy + azy)dt + F3(t, x)dt + k(z, y(t, ©))dW (1). (5)

Quando y é pequeno, podemos assumir que k(-,y) é linear com relagdo a y e, neste
caso, k(x,y(t,z)) = as(x)y(t,x) para uma fungdo adequada a4(-). Mais geralmente,

assumimos que a4 também depende de %, e a equacao se reescreve como:
dy(t, x) = (Yoo + a1Ys + a2ty + asy)dt + F5(t, x)dt + aq(t, z)y(t, z)dW (t).  (6)

Uma vez que diversos comportamentos biolégicos estao relacionados aos movimentos
das moléculas de DNA, ha um interesse natural em controlar esses movimentos. Po-
demos tentar controlar a molécula através da forga de impacto F3(-,-) no termo drift
e também alguma forca atuando em uma parte do termo de difusao. Supondo que

existem forcas nas extremidades da molécula, chegamos na seguinte equacao de onda



estocéastica controlada em uma dimensao espacial:

dys = (You + @1Ye + 29y + azy + u)dt + (agy +v)dW(t) em (0,T) x (0,L),

y(t70) = fl(t) em (OvT)7
y(t7 L) = f2(t) el (07 T)>
y(0,z) = yo(), ¥:(0,7) = y1(x) em (0, L),

em que (f1, fa,u,v) sdo controles que pertencem a algum espago adequado.
Uma pergunta importante do ponto de vista da Teoria do Controle, assim como do

ponto de vista de aplicacoes, é a seguinte:

“Podemos conduzir a molécula de DNA (regida por (@) de qualquer (yo,y1) para

qualquer alvo (2o, z1) no tempo T escolhendo controles adequados (f1, fo,u,v)?”

Como veremos, este é um problema de controlabilidade exata para a equacao de
onda estocastica. Embora existem quatro controles no sistema, a resposta para a
pergunta acima ¢é negativa para certas classes de controle (ver [23]).

Mesmo que o sistema nao seja exatamente controldvel, pode acontecer que
para alguns estados (yo,y1) e (20, 21), existam controles (f1, fo, u,v) (em algum espago
de Hilbert H) de modo que as solugoes correspondentes a verifiquem y(7T') = z
e y(T) = z1, q.t.p. Normalmente, tais tipos de controles nao sao tnicos e, portanto,
podemos nos perguntar se existe um controle “dtimo” entre todos os controles possiveis.

Por exemplo, podemos buscar um controle que minimiza a norma

|(f1, fasw, 0) 3.

Este problema é chamado de problema de controle 6timo para a equacao de onda

estocastica ([7)).

Dos dois exemplos acima, vemos que é de fundamental importancia entender e,
possivelmente, mudar o comportamento de um determinado sistema por meio de acoes
de controle que muitas vezes precisam ser 6timas. Isto leva ao estudo de problemas de
controlabilidade e controle 6timo.

Nesta dissertacao, faremos um estudo sobre a controlabilidade das equagoes de
transporte e do calor estocasticas. No caso da equacgao de transporte, estudaremos
o problema da controlabilidade exata. Para a equacao do calor, nos centraremos nos

problemas de controlabilidade nula e controlabilidade aproximada.



Capitulo 1
Introducao ao Calculo Estocastico

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados do calculo estocastico

que serao essenciais posteriormente.

1.1 Probabilidade, variaveis aleatorias e expecta-
tiva

Definimos um espago de probabilidade como um espaco de medida (2, F,P), onde
2 é um conjunto nao vazio, F é uma o-algebra em €2 e P é uma medida em F tal que
P(Q2) = 1. Neste caso, P é chamada de medida de probabilidade.

A partir de agora, fixaremos um espago de probabilidade (€2, F,P), um espago de
Banach X e B(X) a o-algebra de Borel em X'.

Terminologias:
i) Um elemento w € ) é chamado ponto amostral;

ii) Qualquer A € F é chamado de evento, e P(A) representa a probabilidade do

evento A ocorrer;

iii) Se A € F ¢ tal que P(A) = 1, entdo podemos alternativamente dizer que A
mantém, P-q.t.p.

Definigao 1.1.1. Uma fungao f : (2, F) — (X, B(X)) fortemente mensuravel é cha-

mada de variavel aleatéria.

Se a variavel aleatéria f for Bochner integravel com relacao a medida PP, definimos

a média (ou expectativa matematica) de f como

Ef = /Qf(w) dP(w).



1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

Para qualquer 1 < p < oo, definimos os espacos de Banach L% (Q); X') = LP(Q, F,P; X)
e L%(€2) como na Subsecao Ou seja,

LP(Q,F, P, X)={f:Q— X;f é fortemente mensurédvel e / | fI5dP < +oo}.
Q

Se f € L%(Q;R™) (para algum m € N), definimos a variancia de f por

Var f =E[(f —~Ef)(f —Ef)"]

:Aé(fi—[)fidP>2dP.

Definigao 1.1.2. Seja A, B € F. Dizemos que A e B sao independentes se P(ANB) =
P(A)P(B).

Sejam Z; e Z, duas subfamilias de F. Dizemos que Z; e Z, sao independentes se
P(AN B) =P(A)P(B), V(A,B) € T x I,.

Seja f,g: (Q,F) — (X,B(X)) duas varidveis aleatérias. Dizemos que f e g (resp. f
e 7,) sao independentes se as o-algebras geradas por f e g, isto é, o(f) e o(g), (resp.
o(f) e Z;) sao independentes.

Seja X = (Xq,..., X))« (,F) — (R™, B(R™)) uma varidvel aleatéria. A funcao
F:R™ —0,1], dada por

F(z)=F(x1,...,0m) = P(X ! (~00,2]) =P{X; <21, -, X;n < T}
=P{w € Q; X;(w) < 2;}),

¢ chamada de funcao de distribuicao de X. Se para alguma funcao nao-negativa f,

tivermos
x1 T
F(z)=F(x1,...,7m) :/ / fl&r, .. &n) déy ... dE,
entao a funcao f é chamada de funcao de densidade de X. No caso particular em que
_m _1 1 T -1
Fla) = (2m) et bexp { — (- NTQ - N) b

onde A € R™ é a média da variavel aleatéria e () é uma matriz m-dimensional defi-
nida positiva (matriz de variancia-covariancia de X), entao X é chamada de variavel

aleatéria normalmente distribuida (ou diz-se que X tem uma distribuigdo normal) e



1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

denotamos por X ~ N (A, Q). Quando A = 0 e @ ¢é a matriz identidade m-dimensional

I,,, chamamos X de uma variavel aleatéria padrao normalmente distribuida.

1.2 Processo estocastico

Seja T'> 0 e Z = [0,7]. Uma processo estocdstico é uma familia de varidveis
aleatérias, {X(t)}ier em (9, F,P), com valores em X. Em particular, um processo

estocastico é uma aplicagao

X: [0,T]xQ —» X
(t,w) = Xy (w)

tal que fixado o t € Z, X;(w) ¢ mensurdvel em w.
Na sequéncia, usaremos indistintamente {X (¢)};cz, X(-) ou até mesmo X para

denotar um processo estocastico.

Definigao 1.2.1. Para qualquer w € €, a aplicagao t — X (¢,w) é chamada de caminho

amostral de X.

Definigao 1.2.2. X(-) é dito ser continuo (resp. cadlag, ou seja, continuo a direita
com limites & esquerda) se houver um conjunto de medida nula N € F, de modo que

para qualquer w € Q\ N, o caminho amostral X (-,w) é continuo (resp. cddlag) em X.

Definigao 1.2.3. Dois processos X(-) e X(-) (de valores em X) sdo considerados

estocasticamente equivalentes se
PUX(H) = X(O)}) = P(fw € & X (tw) = X(Lw)}) = 1, WeL.

Nesse caso, um é considerado uma modificacao do outro.

Definicao 1.2.4. Uma familia de sub-o-dlgebras {F;}iez em F é uma filtragao se

Fi, C JFi, para todo ty,ty € Z com t; < ty. Parat € [0,T), escrevemos

Fo= () Fo F-=J %

se(t,T) s€[0,t)

Se F+ = F; (resp. Fi- = F), entdao {F;her é dito ser continuo a direita (resp.

esquerda).

Na sequéncia, denotamos {F; }ic7 por F, a menos que queiramos enfatizar o que J;

ou Z é exatamente. Chamamos (€2, F, F,[P) um espago de probabilidade filtrado.



1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

Defini¢ao 1.2.5. Dizemos que (92, F,F,P) satisfaz a condigao usual se (2, F,P) é
completo, a familia Fy contém todos os conjuntos de medida nula em F e F é continua

a direita.

No que segue, salvo indica¢do contréria, assumiremos que (2, F,F,[P) satisfaz a

condicao usual.

Defini¢ao 1.2.6. Seja X (-) : 2 — X um processo estocdstico.

1) X : [0,T] x Q@ — X é mensuravel se a aplicagao (t,w) — X(t,w) é fortemente
z

)
(B(Z) x F)/B(X)-mensurével,
)

2) X :[0,T] x Q — X é F-adaptavel se for mensuravel, e para cada t € Z, a aplica¢ao
w— X(t,w) é fortemente F;/B(X)-mensuravel;

3) X :[0,T] xQ — X é considerada F-progressivamente mensuravel se para cada t € Z,
a aplicacao (s,w) — X(s,w) de [0,t] x Q em X é fortemente (B([0,t]) x F;)/B(X)-

mensuravel.

Definicao 1.2.7. Um conjunto A € Z x Q) é chamado de progressivamente mensuravel

com relagao a F se o processo xa(+) é progressivamente mensuravel.

A classe de todos os conjuntos progressivamente mensuraveis é uma o-algebra,
denominada o-algebra progressiva com relagao a F, denotada por F. Podemos mostrar
que um processo ¢ : [0,T] x Q@ — X é F-progressivamente mensuravel se, e somente,
se for fortemente F-mensuravel.

E claro que se X(-) é F-progressivamente mensuravel entao deve ser F-adaptavel.
Por outro lado, pode ser provado que, para qualquer processo F-adaptével X(-), ha
um processo F-progressivamente mensuravel X () que é estocasticamente equivalente
a X (). Por esse motivo, na sequéncia, dizendo que um processo X () é F-adaptavel,
queremos dizer que é F-progressivamente mensuravel.

Para qualquer p, g € [1,00), definimos
LA(Q; L9(0,T; X))

r :
={¢:(0,T) x Q — X|p é F — adaptavel e / (/ |<,0(t,w)|g(dt) dP < oo}
a \Jo

LE(0, T; LM(Q; X))

r :
={p:(0,T) x Q — X|p éF — adaptavel e / (/ \go(t,w)]’j(dIP’) dt < oo}.
0 0
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Da mesma forma, para 1 < p, ¢ < oo, podemos definir os espacos de Banach (com

as normas canonicas):

Ly (€ LU0, T5 X)), Lp(L>(0,T; X)), Ly (€ L>(0,T5 X))
LF(0,T; LP(Q: X)), L0, T; L¥( X)), L (0,T; L™(; X)).

No que se segue, denotaremos o espago L (§2; LP(0, T3 X)) = Li(0, T LP(§2; X)) por
L2(0,T5 X) e LB(0, T5R) por LL(0,T).

Para qualquer p € [1,00), definimos

Li($; C([0,77; X))
={p:[0,T] x Q@ — X|p é continua, F — adaptavel ¢ E <|g0(-)|’é([o’T};X)) < oo}

Cr([0,T]; LP (€2 X))
={p:[0,T] x Q@ = X|p é F — adaptavel e ¢(-) : [0,T] — L% _(€; X') é continua}.

E possivel mostrar que ambos L2(Q; C([0,T]; X)) e Cx([0, T]; LP(€2; X)) sio espacos

de Banach com as normas

RS

|90(')|L§(Q;C([0,T];X)) = [E|90(')|%([0,T};X)]

1
()l es(o.ryLe@@:x)) = e [Ele(t)%]7,

respectivamente. Além disso, denotamos por Dg([0,T]; LP(€2; X)) o espaco de Banach
de todos os processos que sao continuos a direita com limites a esquerda em LZ}T (),

1
t € (0,77, com a norma [E[o()[%]7<(.1)-

Definigao 1.2.8. Um processo continuo {W(t) };>0, com valores em R™ e F-adaptével,

é chamado de movimento Browniano m-dimensional (padrao), se
1) PAW(0) =0}) = 1;

2) Para qualquer s,t € [0,00) com 0 < s < t < 400, a varidvel aleatéria W (t) — W (s)
é independente de F, e W(t) — W(s) ~ N(0, (t — s)1I,,,).

Observagao 1. Para um movimento Browniano m-dimensional (padrao) com valores
em R™, a varidvel aleatéria W (t) — W (s) satisfaz A =0 e Q = (t — s)1,,,. Assim,

_ 1
- 1:t—sjm
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2 2 2 2
Ty T T |5E|

+ + -+ =
— S t—s t—s t—s

o (2-07Q (z~0) =
o |det Q| = (t — s)™.

Com isso, vemos que a funcao de densidade da variavel aleatéria W (t) — W(s) é:

L5
—me t—s .
27(t —s)]z

flx) =

Teorema 1.2.1. Com probabilidade um, as trajetorias do movimento Browniano nao

sao diferenciaveis em nenhum ponto.

Demonstracao. Ver [23], p. 86]. O]

Da mesma forma como acima, podemos definir movimentos Brownianos de valores
em R™ ao longo de qualquer intervalo de tempo [a, b] ou [a,b) com 0 < a < b < +00.
Adiante, salvo indicacao contraria, fixamos um movimento Browniano padrao uni-

dimensional W(-) em (2, F,F,P). Definimos
FV =o(W(s); s€[0,t]) C F, vVt eT. (1.1)

De modo geral, a filtracao {FtW}tez é continua a esquerda, mas nao necessariamente
é continua & direita. No entanto, a familia {F}" };ez formada por {F}¥},ez e todos os
conjuntos de medida nula, é continua, e W(:) é ainda um movimento Browniano no
espaco de probabilidade filtrado (aumentado) (Q,7F,{F}" }iez, P).

Ao dizer que F é a filtragao natural gerada por W(+), queremos dizer que F é gerada

como em (|1.1)) com o aumento acima e, portanto, é continua.

1.3 Integral de Ito

Seja H um espaco de Hilbert. Vamos agora definir a integral de It6 de um processo
estocastico X (), que é F-adaptado, de valor em H, com rela¢cdo a um movimento

Browniano W (-). Isto é, definiremos a seguinte integral estocdstica

/0 X (s)dW(s). (1.2)

Notagao 1. Quando escrevemos X (s) estamos nos referindo a varidvel aleatéria, de-

finida em Q, que leva w em X (s,w).

Integrais do tipo ((1.2) aparecem no contexto das equagoes diferenciais estocdsticas.
E importante notar que nao se pode definir 1} como uma integral do tipo de
Lebesgue-Stieltjes considerando w como um parametro. De fato, a aplicacao

t(€ [0,T]) — W(t,-) nao é de variagao limitada, q.t.p..

10



1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

Observacao 2. O resultado da integracao de um processo estocastico com relacao a
um movimento Browniano W (+) é outro processo estocastico. Em particular, a integral
(1.2) para cada t fixado é uma varidvel aleatéria definida no espago (€2, F,P).

Definigao 1.3.1. Seja f € L2(0,T; H) um processo estocdstico dado e considere uma
particdo 0 =t < t; < -+ < t,41 = T do intervalo [0, 7] e varidveis aleatdrias f; que
sao Jy,-mensuraveis, j € (1,...,n). Se para todos (t,w) € [0,T] x € o processo f

admite a seguinte representacao
f(taw) = Z fj(w)X[tj,tj-o-ﬂ(t)? (13)
j=0

entdo [ é dita um processo escada (ou processo elementar ou processo simples). De-

notamos o conjunto dos processos escadas por L.

Suponha f € Ly. Definimos a integral de It6 de f em [0,7] relativamente a W (¢)

por
t n
()t w) = / F(5,0)AW (@) = 37 £ (@)W (E A tyi1,w) — W(EAL,0))
0 e
onde
0 se 0 <t <t
W(t VAN tj+1,W) — W(t N tj,w) = W(t,w) — W(tj,w) se tj <t< tj+1

Wi(tj,w) —W(tj,w) setjq <t

E facil mostrar que I(f) € L3 (O H).

Lema 1.3.1. Para qualquer processo escada f (em particular, f € L3(0,T; H)) temos

a seguinte isometria de Ito,

|I(f)’L2ft(Q;H) - |f|LI2F(o,t;H)-

Usaremos o seguinte resultado para definir integrais estocasticas de fungoes em

Li(0,T; H).
Lema 1.3.2. Ly é denso em L2(0,7T; H).

Dada f € L3(0,T; H), podemos encontrar uma sequéncia {f, }3>, C Lo tal que
klggo | fx — f|LI2F(o,T;H) = 0.

11
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Pela Isometria de Ito0 para processos simples, temos que

() = Lz, um = s = filrzosm:

Logo, {I(fx)}re; € uma sequéncia de Cauchy em L?:t(Q; H) e portanto, ela converge
para um unico elemento em L?Et(Q; H), que é determinado exclusivamente por f e é
independente da escolha particular de {fx}po;. Chamamos esse elemento de integral

de It6 de f (com relagao ao movimento Browniano W(-)) em [0,¢] e denotamos por

/Otde.

Definicao 1.3.2. Para 0 < s <t < T, definimos

/Otde—/Osde

a integral Ito de f € Lz(0,T; H) (com relacio ao movimento Browniano W(-)) no

intervalo [s, t].

t t
Denotaremos a integral por / f(T)dW (1) ou simplesmente / fdW.

Definicao 1.3.3. Sejap € [1,00). Definimos o conjunto L2**(0, T; H) como o conjunto

de todos os processos estocasticos f(-) com valores em H e F-adaptados, que satisfazem

T
/ FORdt < o0, qtp.
0

De maneira analoga, podemos definir a integral de Ito para funcoes f € Lﬁ’lOC(O, T;H),
com p € [1,00).

A integral de Ito satisfaz as seguintes propriedades:

Teorema 1.3.3. Seja p € [1,00) e considere f, g € LE(Q; L*(0,T; H)) e a,b € L% (),
0 <s,t<7T. Entao,

y [ fdW € L C (s, 1) H)):

t t t
2) /(af—i—bg)dW:a/ de+b/ gdW, q.t.p;

([ ) = S

4) Para p =2, vale

E (</ faw, / gdW>> —E (/:<f<r.-),g<r, ~>>Hdr) .

12
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Demonstracao. O resultado é provado primeiro para processos simples, e a prova do

caso geral segue da definicao de integral estocastica e, portanto, a omitimos aqui. [

Lema 1.3.4 (Isometria de It6). Para qualquer processo f € L2(0,¢; H) temos a se-

guinte igualdade chamada isometria de Ito,

|[(f)’L§_-t(Q;H) = ‘f'L]%(O,t;H)~

O seguinte resultado, conhecido como a desigualdade Burkholder-Davis-Gundy, re-

laciona a integral de It6 com a integral de Lebesgue/Bochner.

Teorema 1.3.5. Para qualquer p € [1,00), existe uma constante C, > 0 tal que para

qualquer T'> 0 e f € LE(; L*(0,T; H)),
P T 5
) <es( [ Uehkas)
H 0

1 T 5
—E(/ \f(s)l?qu) <[ sup
Cp 0 te[0,1]

Demonstragao. Ver [23, p. 115]. ]

[ v

Definigao 1.3.4 (Processo de It6). Um processo estocastico continuo X (), com valores
em H, F-adaptado, é chamado de processo de It0 se existem dois processos estocéasticos
com valores em H, ¢(-) € Ly'(0,T; H) e ®(-) € LE"(0,T; H) tal que

t t
X(t)=X(0)+ / o(s)ds + / O(s)dW(s), q.t.p, Vtel0,T]. (1.4)
0 0
O seguinte resultado fundamental é conhecido como férmula de Ito.
Teorema 1.3.6 (Férmula de It6: versao forte). Seja X () um processo de Ito e F :
[0, 7] x H — R uma funcao tal que as derivadas parciais Fy, F} e F,, sdo uniformemente

continuas em qualquer subconjunto limitado de [0, 7] x H. Entao,

F(t, X(t) - F(0, X(0)) = / Fo(s, X (3))(s)dW (s)

t

+ | [Fi(s, X(s)) + Fals, X(s))o(s) (1.5)

S~

+ ~(Fpu(s, X(8))®(s), ®(s))ulds, q.t.p., Vtel[0,T].

DN | —

Demonstragao. Ver [23], p.110]. ]
Como caso particular, temos a regra do produto de Ito
d(X1(t)Xa(t)) = Xa(t)dX (1) + X1 (t)dXo(t) + Oy (t)Po(t)dt,

13
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onde X; e X, sao dois processos de Ito.

Observagao 3. Podemos escrever a férmula (|1.5)) da seguinte forma diferencial:

dF(t, X (1)) = F,(t, X (£))®(£)dW () + Fy(t, X (£))dt + F, (¢, X (£))(t)dt

+ St X)), ().

O Teorema vale para processos de Ito na forma (forte). No entanto,
isso é muito restritivo no estudo de equagoes diferenciais estocédsticas em dimensoes
infinitas. Na verdade, no cenario de dimensao infinita, as vezes é preciso lidar com os
processos de Ito6 em uma forma mais fraca.

Seja ¥V um espaco de Hilbert tal que a inclusao V C H seja continua e densa.
Denotamos por V* o espaco dual de V com relacao ao espaco pivo H. Portanto,

YV C H= H* C V", continuamente e densamente, e
(z,v)py« = (z,0)p, Y(v,2)€ HXV.

Teorema 1.3.7 (Férmula de Ito: versao fraca). Suponha que Xo € L5 (Q; H), ¢(-) €
Li(0,T; V*) e ®(-) € LE(Q; L*(0,T; H)) para algum p > 1. Seja

X = X d O(s)dW 0,T].
(t 0+A¢@S+A ()W (s), te[0,T]
Se X € L3(0,T;V), entdo X(-) € C([0,T); H), q.t.p., e para qualquer ¢ € [0, T],
|X@&=L%@+2éww»X@»ww
+zA@Uxxmmv q/@ Vouds, qtp.

Demonstragao. Ver [23], p. 120]. H

Observacao 4. Por simplicidade, geralmente escrevemos a formula anterior da se-

guinte forma diferencial:
AX (0 = 26(8), X (6))ve ydt + | dt + 2D (8), X (1)) dW (1)

e denotamos |®(t)|3,dt por |[dX |3, para simplificar.

14
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1.4 Equacoes de Evolucao Estocasticas

Seja H um espaco de Hilbert separdvel e A um operador linear ilimitado (com
dominio D(A)) em H, o gerador infinitesimal de um Cpy-semigrupo {S(¢) }1>o.

Considere {W(t)};>0 um movimento Browniano definido num espago de probabili-
dade (Q, F,P) e Xy uma varidvel aleatéria definida no mesmo espago e independente do
processo {W(t) }+>o. Estamos interessados em saber se existe um processo estocdstico

{X () }+ejo,r) satisfazendo a seguinte equagao de evolucao estocastica:

(1.6)

dX(t) = (AX(t) + F(t, X (t)))dt + F(t, X (t))dW (t) em (0,T],
X(0) = X,

onde Xo € LY (Q2; H) (para algum p > 1), e F(-,-) e F(-,-) sdo duas funcdes dadas de
[0,7] x Q@ x H em H.

Observacao 1. Eventualmente, poderemos escrever Xy € H, pois assumimos que o

estado do sistema ¢ conhecido no tempo ¢ = 0.
Definigao 1.4.1 (Solucao forte). Um processo estocastico continuo X (-) de valor em
H, F-adaptado, é chamado de solucao forte para a equacgao se
1) X(t) € D(A) para quase todo (t,w) € [0,T]xQ e AX(-) € L'(0,T; H) quase sempre;
2) F(-,X(-)) € LY0,T; H) quase sempre, F(-, X(-)) € L2'°(0,T; H); e
3) Para todo t € [0, 7],

X(t) =Xy + /{:(AX(S) + F(s,X(s)))ds + /Ot F(s,X(s))dW(s), q.tp..

Em geral, sao necessarias condi¢oes muito restritivas para garantir a existéncia de
solugoes fortes para (1.6). Desse modo, temos outros dois tipos de solugoes para a

mesma equacao, que chamaremos de solucao fraca e solugao mild.

Definigao 1.4.2 (Solugao fraca). Um processo estocéstico continuo X () de valor em
H, F-adaptado, é chamado de solugao fraca para a equagao (1.6) se F(-, X(-)) €
LY0,T; H) quase sempre, F(-, X(-)) € L¥(0,T; H), e para qualquer ¢t € [0,7] e
¢ € D(A”), a seguinte identidade vale q.t.p.,

— (X &) + / (X (5), A%€) i+ (F(s, X(5)),€)m)ds + / (F (s, X(5)), ) d W (s).
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Definigao 1.4.3 (Solugao mild). Um processo estocastico continuo X (-) de valor em H,
F-adaptado, é chamado de solucio mild para a equagio (1.6 se F(-, X(-)) € L'(0,T; H)
quase sempre, F(-, X(-)) € LZ"°°(0,T; H), e para qualquer ¢ € [0,T],

X(t) = St X0+/ S(t— )F(s, X (s) ds+/ S(t— $)F(s, X(s))dW(s), qtp-

Observacgao 2. Uma solugao forte para a equagao (|1.6]) é também uma solugao fraca/mild

para a mesma equacao.

O resultado a seguir fornece uma condicao suficiente para uma solugao mild ser

uma solucao forte.

Proposicao 1.4.1. Uma solugao mild X (-) para (1.6) é uma solucao forte (para a
mesma equagao) se as trés condigoes seguintes sao validas para todos os © € H e
0<s<t<T,q.t.p.,
1) Xo € D(A), S(t — s)F(s,z) € D(A) e S(t — s)F(s,z) € D(A);
2) |AS(t — s)F(s,x)|lg < at — s)|z|y para algum processo estocdstico de valor real
a(-) € LY'(0,T) q.t.p.; e
3) |AS(t — s)
B() € L™

(s, 2)|g < B(t — s)|z|g para algum processo estocéstico de valor real
0,7) q.t.p.

Demonstragao. Ver [23], p.139]. O

O proximo resultado fornece a relagao entre as solugoes mild e fraca da equagao

().

Proposicao 1.4.2. Qualquer solugao fraca para (1.6) também é uma solugao mild

para a mesma equacao e vice versa.
Demonstragao. Ver [23], p.137]. ]

Pela Proposicgao [1.4.2] no que segue, nao iremos distinguir as solugoes mild e fraca

para (L9).

No resto desta subseciio, assumimos que ambos F(-,z) e F(-,z) sio F-adaptados
para cada x € H, e existem duas funcdes ndo negativas (com valor real) Ly (-) € L*(0,T)

e Ly(+) € L*(0,T) de modo que para quase todo t € [0,7] e todo y, z € H,

|F(ty) — F(t,2)|lu < La()ly — 2la,  qtp.,
|F(t,y) — F(t,2)|u < La(t)|ly — 2|, q.t.p.,
F(-,0) € LE(Q; LY(0,T; H)), F(-,0) € LA(%; L*(0,T; H)).
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Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.3. Sejap > 1. Entao, existe uma unica solu¢ao mild X (-) € Cr([0,T7]; LP(Q; H))
para ([1.6). Além disso,

‘X(')‘CF([O,T];LP(Q;H)) < C(‘XO‘L’;O(Q;H) + ’F(v O)ILJ’F’(Q;Ll(O,T;H)) + ’F(a O)ILJ’F’(Q;LQ(O,T;H)))'

Demonstragao. Ver [23], p. 143]. ]

Se o semigrupo {S(t)}+>o for contrativo, entao podemos obter uma melhor regula-

ridade para a solucao mild com relagao a variavel tempo da seguinte forma:
Teorema 1.4.4. Se A gera um semigrupo de contracdo e p > 1, entao (1.6 admite
uma tnica solugao mild X (-) € L (Q; C([0,T]; H)). Além disso,

[ X ()l ez@seo,rmy) < C(|X0|L1;O(Q;H) + [F( Ol zesnt ommy) + 1F(5 0) @iz 0,1:m))-

Demonstracao. Ver [23], p. 149]. O]

O seguinte resultado fornece a regularidade das solucoes mild para uma classe de

equacoes de evolucao estocasticas.

Teorema 1.4.5. Seja p > 1. Suponha que A é um operador auto-adjunto, negativo

(linear ilimitado) definido em H. Entao, a equagao (|1.6) admite uma unica solugao
mild X (-) € LE(; C([0,T]; H)) N LE(Q; L*(0, T; D((—A)%))). Além disso,
IXOlzcomsm) +1XOl gm0 aty)
< C(1Xol Ly, (umny + [FC O punr oy + [FC 0) pirzomiy))-
Demonstragao. Ver [23, p. 154]. ]

Em geral, uma solucao mild nao tem regularidade suficiente para muitas situagoes.

No entanto, esse problema pode ser resolvido pela seguinte estratégia:

1. Apresente algumas equacoes auxiliares com solugoes fortes, de modo que o limite

dessas solugoes ¢é a solucao mild ou fraca para a equagao original.
2. Obtenha as propriedades desejadas para essas solugoes fortes.

3. Utilize densidade para estabelecer as propriedades desejadas para solugoes mild /fraca

para a equacao original.
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Existem muitos métodos para implementar as trés etapas acima na configuragao
de EDPs deterministas. Grosso modo, qualquer um desses métodos, que nao destréi a
adaptabilidade da solugao com relacao a F', pode ser aplicada as Equacoes de Evolugao
Estocasticas. A seguir, apresentamos uma abordagem.

Introduzimos uma familia de equagoes auxiliares para (1.6) da seguinte forma:

dXMt) = AXMt)dt + RO\ F(t, X (t))dt + RO\ F(t, X (t))dW (t), em (0, 7],
X*0) = R(\) X, € D(A).

(1.7)

Aqui, A € p(A) e R(\) := A\ — A)~L.

Teorema 1.4.6. Seja p > 2. Para cada Xy € L% (4 H) e A € p(A), a equagao (1.7)
admite uma tnica solugdo forte X*(-) € Cg([0, T]; LP(2; D(A))). Além disso, quando
A — 00, a solugdo X*(-) converge para X(-) em C([0,T]; LP(Q; H)), onde X (-) é a
solu¢ao mild para (1.6).

Demonstragao. Ver [23, p. 152]. ]

Por tdltimo, damos uma desigualdade do tipo Burkholder-Davis-Gundy, que é muito

util no estudo de solugoes mild para Equagoes de Evolugao Estocasticas.

Proposicao 1.4.7. Seja p > 1. Existe uma constante C, > 0 tal que para qualquer

g € LE(Q; L*(0,T; H)) e t € [0, 7],
P ¢ g
<C,E ( / !g(s)lfqu) .
H 0

Demonstragao. Ver [23, p. 146]. ]

E /0 S(t—s)g(s)dW(s)

1.5 Equacoes de Evolucao Estocasticas Reversas

Equagoes Diferenciais Estocésticas Reversas (EDERSs) e, mais geralmente, Equagoes
de Evolugao Estocésticas Reversas (EEERs) sao subprodutos no estudo da teoria de
controle estocastico. Essas equagoes tém interesses independentes e sao aplicadas em
outros lugares.

Considere a seguinte Equacao de Evolugao Estocastica Reversa:

{ dY (t) = —(A*Y (t) + F(t,Y (t), Z(t)))dt — Z(t)dW(t) em [0,T), (18)

Y(T) = Yr,
onde Yy € Ly (G H) e F:[0,T] x Q@ x H x H— H ¢ uma funcao dada.
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1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

Observagao 3. Considere a solugao (Y (), Z(-)) para a equagao (1.8) adaptada a
filtracao natural {F}};>o gerada pelo movimento Browniano W (-). Para essa filtragem,
Fo é a o-dlgebra gerada por {Q, 0} e todos os conjuntos de medida nula. Nesse caso,
um elemento em LEEO(Q; H) é quase sempre igual a um elemento em H. Assim, no
estudo de Equacoes Estocasticas Reversas, identificam-se esses dois espacos. Isto é,
LfTO(Q; H)=H.
Da mesma forma que no caso das Equacoes de Evolugao Estocasticas, apresentamos

a seguir nogoes de solugoes fortes, fracas e mild para a equagao (1.8]).

Definicao 1.5.1 (Solugao forte). Um processo (Y(-),Z(-)) com valor em H x H ¢é
chamado uma solugao forte para (1.8 se

1) Y(-) é F-adaptado e continuo, Z(-) € L2'°(0,T; H);
2) Y(t) € D(A*) para quase todo (t,w) € [0,7] x Q, A*Y(-) € LY(0,T;H) e
F(-Y(-),Z()) € L'(0,T; H) q.t.p;

3) Para qualquer t € [0, 7],

Y(t)=Yr+ /t (A*Y (s) + F(s,Y(s), Z(s)))ds + /t Z(s)dW(s), q.t.p..

Definicao 1.5.2 (Solucao fraca). Um processo (Y(+), Z(-)) com valor em H x H é
chamado uma solucao fraca para (1.8 se

1) Y(-) é F-adaptado e continuo, Z(-) € L2'°(0,T; H) e F(-,Y(-), Z(-)) € L*(0,T; H)
q.t.p.;
2) Para qualquer t € [0,T] e n € D(A),

Y (), n)u

— Yoo m)u + / (¥ (s), An)eds + / (F(s,Y(s), Z()). 1) srls + / (Z(5),m)nd WV (s),

em quase toda parte.

Defini¢ao 1.5.3. Um processo (Y(:),Z(:)) com valor em H x H ¢ chamado uma

solugao mild para se

1) Y(-) é F-adaptado e continuo, Z(-) € L2"(0,T; H) e F(-,Y(-), Z(-)) € L'(0,T; H)
q.t.p;

2) Para qualquer t € [0, 7],

Y(t) = S(T—t) YT+/ S(s—t)"F(s,Y(s) ds+/ S(s—t)* Wi(s), q.tp.
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1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

Da mesma forma que a Proposicao [1.4.2] temos o seguinte resultado a respeito da

equivaléncia entre solucoes fraca e mild para a equacao (|1.8]).

Proposigao 1.5.1. Um processo (Y (), Z(+)) com valor em H x H é uma solugao fraca

para ([1.8]) se, e somente se, é uma solugao mild para a mesma equacao.

Demonstragao. Ver [23, p. 163]. O

De acordo com a Proposicao [1.5.1], a partir de agora, nao iremos distinguir solugoes
fraca e mild para (|1.8]).

Claramente, se (Y (-), Z(-)) é uma solucdo forte para (L.8), entao é também uma
solugao fraca/mild para a mesma equagao. Por outro lado, a partir da Defini¢ao ,

¢ facil mostrar o seguinte resultado.

Proposigao 1.5.2. Uma solugao fraca/mild (Y'(+), Z(-)) para (1.8) é uma solugao forte
(para a mesma equagao), se Y (t) € D(A") para quase todo (t,w) € [0,7] x Q, e
A*Y(-) € LY0,T; H) q.t.p..

No restante desta subsecao, assumimos que F'(+,y, z) é F-adaptada para cada y, z €
H, e existem duas fun¢des nio negativas Li(-) € L'(0,T) e Ly(-) € L*(0,T) tal que,
para quase todo t € [0,T],

|F(t,y1,21) — F(t, 92, 22) g < Li(t)|yr — volu + La(t)|21 — 22|u, q.t.p..
F(.0,0) € LY0,T: 2(Q: 1)),

Teorema 1.5.3. Assuma que F é a filtracao natural gerada por W (-). Entao, para todo
Yr € L?FT ( H), a equagao 1' admite wuma 1nica solucdo mild
(Y (), Z(-)) € Lg(; C([0, T}; H)) x Lg(0,T5 H), e

(Y, Z)| L2uso(o.00:m)) < L2(0,7:1) < C(|YT|L_2FT(Q;H) + [F(, 0,0) Ly 0.1:02(0: ) )-

Demonstragao. Ver [23], p. 166]. ]

O seguinte resultado descreve o efeito da suavizagao de solugdes mild para uma

classe de equacoes de evolucao estocasticas reversas.

Teorema 1.5.4. Seja F a filtragdo natural gerada por W (-), e A um operador auto-
adjunto, negativo definido em H.

Entao, para qualquer Y, € L%:T (Q; H), a equagao admite uma tinica solucao mild
(V(), Z()) € (L35 C((0, T} H)) 0 L0, T; D((— A)*))) x L2(0, T H). Além disso,

|Y<.)’LH%(Q§C([0’T]§H)) + ’Y(.)‘L%(O,T;D((—A)%)) + ’Z(')‘L]%(O,T;H)
< C(’YT‘LQFT(Q;H) + |F (-, 0,0)| L1020 m)))-
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1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

Demonstracdo. Similar a demonstracao do Teorema, [1.4.5] O

Agora, para cada A € p(A*), introduzimos a seguinte equacao aproximada de ([1.8)):

dYA(t) = —(AYAt) + RE W F(t, Y (t), Z(t)))dt
~R*NZ t)dW () em [0,T), (1.9)
YNT) = R*(\)Yr,

onde R*(\) := MA—A")"", Yy € L% (% H) e (Y(:), Z(-)) é a solugao mild para ([1.8).

Pela Proposigao [1.5.2] similarmente a prova do Teorema [1.4.6, temos o seguinte

resultado.

Teorema 1.5.5. Assuma que F ¢é a filtragao natural gerada por W(-). Entao, para
cada Yy € L3 (Q;H) e A € p(A*), a equagdo admite uma tnica solucao forte
(Y2, ZM)) € Li(Q;C([0,T]; D(A*))) x L2(0,T; D(A*)). Além disso, quando
A — 00, (YA(+), Z*(+)) converge para (Y (-), Z(-)) em L2(Q; C([0,T); H)) x L2(0,T; H),
que ¢ uma solu¢do mild para (L.8).

Para resolver a equagao de evolugao estocastica reversa do tipo ([1.8)) no espago geral
de filtracao, uma ideia fundamental no método de transposicao estocastica é introduzir

a seguinte equagao de evolucao estocastica teste

{ dp = (Ap + 1)ds + P2dW(s) em (¢,T], (1.10)

p(t) =mn,

onde t € [0,T), 1 € Li(t, T; LA(Q H)), s € LA(t, T3 H) e g € L%, (s H).
Pelo Teoremall.4.3, a equacdo ((1.10)) admite uma tinica solugao ¢ € Cg([t, T]; L*(2; H))
tal que

‘SO‘C]F([t,T];LQ(Q;H)) < C‘(wl()a w2(.)7 77)‘L%(t,T;LQ(Q;H))XLH%(t,T;H)XL%_-t(Q;H)'

Definigao 1.5.4. Chamamos (Y (-), Z(-)) € Dg([0,T]; L*(Q; H)) x Lz(0,T; H) uma
solucdo por transposicio para ([1.8)) se para qualquer t € [0, T, 1 (-) € Li(t, T; L*(; H)),
Uo(-) € LE(t, Ty H), n € L%, (% H) vale
T
E(e(T), Yr)n — E/ (p(s), F(s,Y (s), Z(s))) uds
t

. . (1.11)
— E(, Y(1)) +E / (61(5), Y () srds + E / (6a(5), Z(5)) wds,

onde ¢ € Cr([t, T]; L*(Q; H)) é a solugdo correspondente para (1.10)).
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1. Introdugao ao Calculo Estocéstico

Observacao 5. Se ((1.8) admite uma solucio fraca (Y(-), Z(+)) € Cg([0, T); L*(2; H)) x
L3(0,T; H), entdo, pela formula de Itd, obtemos a igualdade variacional (1.11]). Esta

¢ a verdadeira razao para apresentarmos a Definigao [1.5.4]
Temos o seguinte resultado sobre a boa colocacao da equagao (|1.8)).
Teorema 1.5.6. A equacao (1.8)) admite uma tinica solugao por transposicao (Y'(-), Z(-)) €

Dr([0,T); L*(S%; H)) x L3(0,T; H). Além disso,

‘(Y()v Z()) ’DF([O,T];LQ(Q;H))XLH%(O,T;H)
< C(Vrlez_(um + 1F (5 0,0) Ly )

Demonstracao. Ver [23], p. 181]. ]

Observacao 6. O método de transposigao estocéstica funciona bem nao apenas para
Equagoes de Evolucao Estocasticas Reversas do tipo com valores vetorias (ou
seja, valores em H), mas também (e mais importante) para Equagoes de Evolugao
Estocésticas Reversas com valores que sao na verdade operadores (ou seja, valores em

L(H)).
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Capitulo 2

Controlabilidade e observabilidade

para equacoes de evolucao
estocasticas: alguns resultados

basicos

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre a controlabilidade e obser-
vabilidade de Equacgoes de Evolucao Estocasticas.

Aqui, U e H sao espagos de Hilbert e A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
{S(t)}+>0 em H.

2.1 Falta de controlabilidade exata

Considere o seguinte sistema de controle evoluindo em H:

{ AX(1) = (A+ PO)X (dt + Bu()dt + KOXOAW (@) em 0T,

X(O) - X(],
com Xg € H, F,K € L?(0,T; L(H)), B € L(U;H) e u € L(0,T; U).
Observacao 4. No sistema 1) temos que X, € L2f0 (Q; H). Entretanto, escreve-se
Xy € H porque assumimos que o estado do sistema ¢é conhecido no tempo ¢ = 0.

Vejamos agora a nogao de controlabilidade exata para o sistema (2.1]).

Definicao 2.1.1 (Controlabilidade exata). O sistema ({2.1)) é dito exatamente con-
trolavel no tempo T' > 0 se para qualquer Xg € H e X; € L%T (Q; H), existe um controle
u € LE(0,T;U) tal que a solucdo correspondente X (-) de (2.1)) satisfaz X (T) = X1,
q.t.p.
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2. Alguns resultados bésicos

O seguinte resultado nos diz que quando K (-) € Cr([0,T]; L=(Q2; L(H))), o sistema

(2.1) ndo é exatamente controlavel.

Teorema 2.1.1. Seja K(-) € Cgr([0,T]; L>(2; L(H))). Entao o sistema (2.1)) nao é

exatamente controlavel em qualquer instante 7 > 0.

Para demonstrar este teorema, faremos uso da seguinte funcao 7n(-) em [0, 7] dada

por

1 1
1 t 11— =T, (11— — T ) =0,1,2,...
’]’I(t) — Y para E |:< 22]> 9 ( 22]+1> ) ) j ) 7 Y 7 (22)

—1, caso contrario,

e do seguinte lema

T

Lema 2.1.2. Seja & = / n(t)dW (t). E impossivel encontrar (o1, 05) € L2(0,T) x
0

Cr([0,T]; L*(Q2)) e 2o € R tal que

& =x +/0 Ql(t)dt—l—/o 02(t)dW (). (2.3)

Demonstragao. Ver [28, Lema 2.1]. O

Demonstra¢ao do Teorema[2.1.1: Assumimos, sem perda de generalidade, que F(-) =
0. Dali, o sistema ([2.1)) se reescreve como:

{ dX(t) = AX(t)dt + Bu(t)dt + K(t)X (£)dW (t) em (0, T, 2.4)

X(0) = X,.

Vamos mostrar o resultado por contradigdo. Suponha que ([2.4]) seja exatamente con-
T

trolavel em algum momento 7" > 0 e considere Xy = 0 e X; = </ n(t)dW(t)) @
0

com 7(-) sendo dado por e ¢ € D(A") tal que ||y = 1. Assim, temos que existe
um controle u € L2(0,T;U) tal que a solucdo correspondente X (-) para satisfaz
X(T) = Xy, q.t.p.

Pela definicao de solugao fraca para (ver , temos que

<X<T)790>H:<X0a90>H+/0 (<X<t)aA*90>H+<Bu(t)>90>H)dt+/(; (K()X (L), o) dW (t).

Como X(T') = X1, Xo =0 ¢ |p|g = 1, segue que

/0 D)W (1) = / (X (), AV + (Bult), o)ar)dt + / (K (D)X (), ) nd WV (£).
(2.5)
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2. Alguns resultados bésicos

Afirmacao 1. Como X (-) € Cr([0,T]; L*(Q; H)), segue que (X (+), A*p) g+{(Bu(-), p) g €
L(0,T) e (K(-)X(-),)u € Cr([0,T]; L*(C2)).

Da Afirmagao [1] é fécil ver que a identidade (2.5)) contradiz o Lema[2.1.2] E com isso,

segue que o sistema (2.1) ndo é exatamente controlavel.

Demonstragao da Afirmagdo [ Como X € H e X(-) é solucao fraca de (2.4]), entao
X(-) € Cg([0,T]; L*(Q%; H)). Por hipétese, temos que K (-) € Cr([0, T]; L=(2; L(H))).

Agora, vejamos que:
Para isso, é suficiente mostrar que
T
| X A+ (BuC) o) < 4o
0
Da desigualdade triangular, tem-se que

/0‘<X(‘>7A*90>H+<Bu(')=90>H|2dtS/0 !<X(')7A*90>Hl2dt+/o [(Bu(), ¢)ul*dt.

Assim, vamos considerar separadamente cada integral: Como B € L(U;H) e u €
L2(0,T;U) = u(t) € U, t € (0,T) q.t.p. Entdo, Bu(t) € H, t € (0,T) q.t.p. Seja,

(Bu(t), o) = r(t).
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Ir(t)| < |Bu(t)|ulelu
< |B|zw;m|u(t)|u|ela
< Clu(t)|v,

pois B ¢é limitado e |¢|g = 1. Integrando de 0 a T', temos

T T
t/hﬁWﬁﬁC/!Mm%ﬁ<w,
0 0

ja que u € L3(0,T;U). Portanto, (t) € L2(0,T).
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2. Alguns resultados bésicos

Do mesmo modo, vemos que (X (-), A*p)y € L(0,T). Seja
<X(t7 ')7 A*90>H = G(1).

Novamente, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, e integrando de 0 a T', vemos que

ATwaPstATuxa»@vrﬂzﬁ
< C/OT |1 X (t, ) [}dt < oo,
pois Cx([0,T]) € L2(0,T). Portando, G(t) € L2(0,T).
o (K()X(),0)u € Ca([0,T); L3()
Seja

Queremos mostrar que L(t) € Cg([0,T]; L*(2)). Primeiro, vejamos que para cada
t € [0,7], temos L(t) € L*(Q). De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e
usando que |p|g = 1, segue que
/Q|L(t)|2dIP’(w):/Q](K(t,w)X(t,w),go)H\?dIP’(w)
< [ IKC0X ()l )
< V() X () BaP() < o
Logo, L(t) € L*(2), pois |K )|z € L®() e | X()|w € L*(Q).

Além disso, |L(t)|r2(q) € Cr([0,T7]) pois | X ()| r2,m) € Cr([0,T1]) € [K ()| oo (s(m)) €

Isso conclui a prova do Teorema [2.1.1 O

O Teorema [2.1.1] conclui que uma Equacao de Evolucao Estocéstica nao é exata-
mente controlavel quando o controle, que é L? com relacdo a variavel tempo, s6 atua no
termo drift. Resultados adicionais para problemas de controlabilidade de tais sistemas

de controle estocastico pode ser encontrados em [10], [28], [31].

26



2. Alguns resultados bésicos

2.2 Controlabilidade nula e aproximada de equacoes

de evolucao estocasticas

Comecaremos introduzindo os seguintes conceitos.

Definigao 2.2.1 (Controlabilidade nula). O sistema ({2.1]) é dito controldvel a zero no
tempo 1" > 0 se, para qualquer Xy € H, existe um controle u € L%(O, T;U) tal que a
solucao correspondente X (-) de (2.1)) satisfaz X(T') = 0, q.t.p..

Definicao 2.2.2 (Controlabilidade aproximada). O sistema ({2.1)) é chamado aproxi-
madamente controlavel no tempo T" > 0 se, para qualquer Xy, € H, X; € L%:T(Q; H)

e € > 0, existe um controle u € L2(0,T;U) tal que a solucdo correspondente X (-) de

1’ satisfaz | X (T) — X1|L§_.T(Q;H) <€

E f4cil estudar a controlabilidade nula do sistema 1) quando o operador F(-) é
“determinista”, isto é, F'(-) € L*°(0,T; L(H)). Neste caso, considere o seguinte sistema

de controle determinista:

dX (t) > .
“u - (A+ F(t)X(t) + Bu(t) em (0,77, (2.6)
X(0) = Xo,

onde Xog € H e @ € L*(0,T;U). Analogamente & Definicao o sistema (2.6 ¢
dito controlavel a zero no tempo T' > 0 se para qualquer Xy € H, existe um controle
@ € L*(0,T;U) tal que a solucdo correspondente para 1’ satisfaz X (T') = 0. Temos

o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1. Suponha que F(-) € L>(0,T;L(H)) e K(-) € Ly(0,T), entdao o
sistema estocéstico (2.1) é controlavel a zero no tempo 7' > 0 se, e somente se, o
sistema determinista (2.6)) for controldvel a zero em 7.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que é controlavel a zero no tempo 1. Para Xg € H
arbitrério, seja u(-) € L2(0,T;U) um controle que leva a solugao de a 0 no tempo
T, ou seja, X(T) = 0. Mostremos que EX é a solugao para com o controle
i = Eu € L*(0,T;U). De fato, se X(-) é solucio de , entao, por :

X(t) = Xo +/0 (A+ F(s))X(s)ds +/O Bu(s)ds +/0 K(s)X(s)dW (s).
Aplicando a média em ambos os lados, segue que
EX(t) = EXO—I—E/t(A—I—F(S))X(s)ds—i-E/t Bu(s)ds—i—E/tK(S)X(s)dW(s). (2.7)
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2. Alguns resultados bésicos

Das propriedades da integral de It6, temos que

t
E/ K(s)X(s)dW(s) =0.
0
Além disso, das propriedades da integral de Bochner, sendo B € L(U; H), temos que
EBu(t) = BEu(t).

Seja X (1) = EX(t). Sabendo que F(-) é determinista, ou seja, nao depende de w,
temos, por Fubini e da identidade (2.7 que

% = E(A+ F(t)X(t) + EBu(t)

— (A+ F()EX(t) + BEu(t)
= (A+ F(t)X(t) + Ba(t),

em que @(t) = Eu(t). Como X(T) = 0, q.t.p., temos que X(T) = EX(T) = 0, o que
mostra que ([2.6]) é controlavel a zero no tempo 7.
(<) Dado X, € H, seja @(-) € L*(0,T;U) um controle que leva a solugdo de ({2.6)

a 0 no tempo T'. Considere

X (t) = elo K@M E)=3 Jy KOs X (1),

Temos que X (+) é a tnica solucao de ([2.1)) com o controle

u(-) = el KOV ()= [y K) s (. (2.8)

De fato, fazendo

vio = [ ka3 [ K

G(Y (1) = ¥ ™.

Da férmula de It6 (ver Cap.1, Observacao [3) com H = R, segue que
dG(Y (t)) = G(Y(t)) - (—%KQ(t)dt) + %G(Y(t))KQ(t)dt + G(Y () K (t)dW ().

Logo,
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2. Alguns resultados bésicos

Assim, como X é solucio de 1) tem-se que

dX(t) = dG(Y ()X (t) + G(Y (t))dX (1)
= GY )X Kt)dW + G(Y (t))(A+ F(t))X (t)dt + G(Y (t))Bu(t).

Como G(Y (1)) X (t) = X(t), segue que
dX(t) = (A4 F(t))X(t)dt + Bu(t)dt + X (t) K (t)dW.
Agora, uma vez que X (7)) = 0, temos

X(T) = el K&W =3 [ K g () =
Além disso, de (2.8), pelo Teorema de Fubini
T T . e T
E / ()2t — / [i(8) |3 Bt KW ()= I3 K(sas 1244 < ¢ / la(t)|3dt < oo,
0 0 0

pois & € L*(0,T;U). Ou seja, mostramos que existe u € L2(0,T;U) que orienta a
solucao de ([2.1) a 0 no tempo 7. Isto completa a prova. ]

Observagao 7. O argumento usado na prova do Teorema [2.2.1| nao pode ser aplicado
para obter a controlabilidade exata ou controlabilidade aproximada do sistema .
De fato, suponhamos que o sistema determinista seja exatamente controlavel, ou
seja, para qualquer Xy, X; € H, existe um controle @ tal que a solugao de satisfaz
X(T) = X,. Considere

Ar ={X(T)| X(:) resolve (2.1 para alguns X, € H e
u(+) = elo KOWE) =3 Jy K6dsg ) para 4(-) € L2(0,T; U)}.

Da controlabilidade exata de (2.6]), vemos que
Ap = {els KOWE—3 [T K6Pds x| X, € HY.

Claramente, Ay # L% (Q; H) e Ar nao é denso em L3 (Q; H). Consequentemente,
nao é possivel deduzir a controlabilidade exata/aproximada do sistema estocastico ([2.1])

a partir da controlabilidade exata/aproximada do sistema determinista ([2.6]).

Observagao 8. Quando A gera um Cy-grupo em H, a controlabilidade nula de (12.6))
implica a controlabilidade exata/aproximada de (2.6). Da Observacao[7] é ficil ver que

isso esta incorreto para ([2.1]), que é um fendmeno novo no cendrio estocastico.
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Para sistemas de controle deterministas, se assumirmos que o operador de controle
B ¢ inversivel, entao é facil obter resultados de controlabilidade. O seguinte teorema

mostra que o mesmo vale para sistemas de controle estocéstico.

Teorema 2.2.2. Se B € L(U; H) ¢é inversivel, entao o sistema (2.1)) é controlavel a

zero e aproximadamente controlavel para qualquer tempo T > 0.

Demonstracao. Considere a seguinte Equacao de Evolugao Estocastica Reversa:

dY (1) = —(AY (t) + F(O)Y (£) + K()Z(8))dt + Z()dW (1) em [0, T),
Y(T) = YTa

onde Yr € LETT(Q; H). De [23, Teorema 7.17|, para provar que 1| é controldvel a

zero, basta mostrar que
T
YO < c/ E|BY (#)[2dt. (2.9)
0
Pelo Teorema |1.5.3] existe uma constante C > 0 tal que

Y (0)3, < CE|Y (t)[3, Vtel0,T]. (2.10)

Como B ¢ inversivel, como consequéncia do Teorema da Aplicagdo Aberta, (ver [,

Corolério C.1]), temos que existe uma constante C > 0 tal que
2|y < C|B*zly, Vo€ H.

Assim, como Y (t) € H, segue que
T T
YOl <c [ BVORa<c [ BBV
0 0

0 que mostra que o sistema (2.1)) é controlavel a zero se o operador B for inversivel.
Para provar que ([2.1]) é aproximadamente controlavel, por [23, Teorema 7.19] basta

mostrar o seguinte resultado de continuacao tnica
B'Y(:)=0em (0,7), gt.p =Yy =0.

Como B é inversivel, temos que B* é inversivel. Logo, B*Y(-) = 0 = Y(-) = 0 em
L:(0,T; H). Ou seja, para quase todo t € (0,T), Y(t) = 0. Considerando, Y(-) €
Ce([0,T); L*(Q; H)), temos que Y () : [0,7] — L% (€ H) é continua. Dai, sendo
Y(:)=0parate (0,7), segue que Ypr =Y (T) = 0.

[
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2. Alguns resultados bésicos

2.3 Estimativa de observabilidade de equacoes de

evolucao estocasticas
Considere a seguinte Equacao de Evolucao Estocastica:

{ dX(t) = (A+ F()X (t)dt + G()X (t)dW (t) em (0,T], 2.11)

X(0) = Xo,

onde Xg € H, F € L™(0,T;L(H)) e G € Ly?(0,T; L(H)). Além disso, seja a seguinte

equacao de evolugao determinista:

dX(t) S
= (A+ Ft)X(t) em (0,7), (2.12)
X(0) = Xo,

Considere U outro espaco de Hilbert e ¢ € L(H; U ).

Definicao 2.3.1. 1) Dizemos que a equagao (2.11]) é observavel em [0,7] para o

operador de observacgao ¢ se
T
XolZ <€ / EloX (£)[2dt, (2.13)

2) Dizemos que a equagao (2.12)) é observavel em [0,T] para o operador de ob-

servacao ¢ se
T
Xl <c [ Xl (2.14)

O resultado a seguir revela a relagao entre as observabilidades das equagoes ([2.11))
e (2.12)).

Teorema 2.3.1. A equagao (2.11]) é observavel em [0, 7] para o operador observacao
¢, desde que assim seja a equacao (2.12). Em outras palavras, a equagao (2.11)) é

observével em [0, 7] se a sua equagao determinista o for.

Demonstracao. Seja X (-) a solucao forte para (2.11). Entao, EX(:) é solugao para
(2.12). De fato, de (1.4.1]), temos que

X(t) = Xo+ /0 (A+ F(s))X(s)ds +/O G(s)X(s)dW(s).
Tomando a média,
EX(t) =EX, + E/t(A + F(s))X(s)ds + E/t G(s)X (s)dW (s).
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2. Alguns resultados bésicos

Das propriedades da integral de Ito,

E/O G(s)X(s)dW(s) = 0.

Fazendo X (t) = EX(t). Segue, por Fubini e por F(-) ser determinista, que

@ —E(A+ F(1)X(t)

= (A+ F())EX(t)
= (A+ F()X ().

Se (2.12)) é observéavel em [0, T, entao por ([2.14]),

T T
Xl <c [ eX@fa—c [ Ex O}

Como ¢ € L(H;U), das propriedades da integral de Bochner, tem-se que

|pEX (t) ’qﬁ/X dIP’

— /ng(t)d]P’ )
/|¢X (t)[% dP

= E|¢X(t

e
U

Integrando de 0 a T', segue que

T T
c/o |¢IEX(t)|?~]dt§C/O E|pX (t)|%dt.

Portanto, de (2.15]) e (2.16))

T
XolZ <€ / EJoX (t) 2t
0

(2.15)

(2.16)

O

Observagao 9. Claramente, quando F é estocastico (ou seja, F' depende de w), nao

podemos usar o argumento acima para resolver os problemas de observabilidade para as

Equagoes de Evolugao Estocasticas. Como veremos, para estabelecer a observabilidade

para Equacoes Diferenciais Parciais Estocasticas, um método poderoso é a estimativa

global de Carleman.
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2. Alguns resultados bésicos

Observacao 10. Nesta segao, por simplicidade, assumimos que B € L(U;H) e ¢ €
L(H:;U). Alguns resultados para B e ¢ ilimitados podem ser encontrados em [23].

33



Capitulo 3
Equacao de Transporte Estocastica

A equacao de transporte estocastica pode ser considerada como a equacao dife-
rencial parcial estocastica mais simples. Neste capitulo, vamos considerar o problema
da controlabilidade exata para esta equagao. Por um argumento de dualidade, sera
suficiente obter uma estimativa de observabilidade adequada para equagoes de trans-
porte estocasticas reversas. Para obter a observabilidade empregaremos uma versao
estocéastica de estimativas global de Carleman.

Aqui, assumimos que F = {F; },c0.1) € a filtragao natural gerada por W (-).

3.1 Formulacao do problema

Seja G C R™ um dominio limitado e convexo, com fronteira I' de classe C*. Para

qualquer 7" > 0, considere
Q:=(0T)xG e ¥ :=(0,T) xT.
Fixe um ponto O € R" satisfazendo |O|g» = 1 e defina,

I = {ZL‘ c ]_—‘|O . l/(l') < O}’ F+ = {.T € P|O . U(IE) Z 0}7
S = (0,T) x '™, 2= (0,T) x I'*,

em que v(z) é o vetor normal exterior unitario de G para x € T'.
Seja L3 (I'™) o espaco de Hilbert obtido pelo completamento de C5°(I'™) com relacio

A norma )
|h|L20(F7) = (—/ O y|h|2dI‘_) , Vhe (). (3.1)

Como C§°(I'™) — L*(I'™) — L3(T) segue que L*(I'") é denso em L5 (I'7).

Antes de introduzirmos o problema que queremos estudar, vamos relembrar o pro-
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3. Equacao de Transporte Estocastica

blema de controlabilidade para a seguinte equacao de transporte determinista

y+0-Vy=dly em Q,
y(t,x) =u(t,z)  sobre X7, (3.2)
y(0) = yo em G,

em que yo € L*(G) e a) € L>(0,T; L*(G)). Em , y € o estado e u é o controle.
Os espacos de estado e controle sdo serdo L*(G) e L*(0,T; L3 (T7)), respectivamente.
E f4cil mostrar que, para qualquer yo € L*(G) eu € L*0,T; L5(I7)), o sistema
admite uma tinica solucio por transposicio y(-) € C([0, T]; L*(Q)) (ver[20]).

Definigao 3.1.1. O sistema (3.2]) é exatamente controldvel no tempo 7' > 0 se, para
quaisquer yo,y1 € L*(G), existir um controle u € L*(0,T; L3(T'7)) tal que a solucio
correspondente y(-) de (3.2) satisfaz y(T) = y;.

Para estudar o problema de controlabilidade exata de (3.2]), ¢ necessario introduzir

a seguinte equacgao dual:

z+0-Vz=—a)z em Q,
2(t,x) =0 sobre X7, (3.3)
2(T) = zr em G.

Por meio do argumento de dualidade padrao, é facil mostrar o seguinte resultado (ver
[18]).

Proposicao 3.1.1. A equagao (3.2) ¢ exatamente controldvel no tempo 7' > 0 se,
e somente se, as solugoes para a equagao (3.3) satisfazem a seguinte estimativa de

observabilidade
‘ZT‘LQ(G) < C‘Z’L2(O,T;L20(F—))7 Var € LZ(G) (34)

Problemas de controlabilidade para equacgoes de transporte deterministas sao bem
compreendidos. De fato, pode-se usar a estimativa global de Carleman para provar
a desigualdade de observabilidade para T' > 2rgr01€algc |z|gn (c.f. [I§]). No restante
desta secao, veremos que as coisas sao bem diferentes no cendrio estocastico.

Considere a seguinte equacao de transporte estocastica controlada:

dy + O - Vydt = (a1y + azv)dt + (agy +v)dW(t) em  @Q,
y=u sobre X7, (3.5)
y(0) = yo em G.
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Aqui yo € L*(G), e a1,a,a3 € LF(0,T; L=(G)). Em (3.5), y é o estado, enquanto
u € LE(0,T; L3(T'7)) e v € L3(0,T; L*(G)) sao dois controles.

Observacao 11. Na pratica, muito provavelmente, o controle v no termo de difusao
afeta também o sistema através de seu termo drift (na forma azv, como se ver em ((3.5))).
Isso significa que nao se pode simplesmente colocar um controle apenas no termo de
difusao. O custo é que isso afetara o termo drift de maneira indesejada, ou seja, asv

nao funciona como controle, mas como perturbacao.

Solugoes para (3.5)) devem ser entendida no sentido de transposigdo. Para isso,
apresentamos a seguinte equacao de “referéncia” que é uma equacgao de transporte

estocdastica reversa:

dz+ O -Vzdt = —(a1z + axZ)dt + ZdW(t) em  Q.,
2=0 sobre ¥, (3.6)

2(1) = 2, em @G,

em que 7 € (0,7], @, := (0,7) x G, = := (0,7) x ['" e 2, € L% (O L*(G)).
Seja A o operador de transporte introduzido no Exemplo e H=L*G). Ou
seja,
D(A) = {h € H'(G); h|r- = 0}
{ Ah = -0 -Vh,VYh € D(A).

Podemos verificar que o operador adjunto de A é tal que
D(A") = {h € H'(G); hlr+ = 0}
A*h =0 -Vh,Yh € D(A").

Com isso, a equagao (3.6 pode ser escrita da seguinte forma abstrata

{ dz + A*zdt = fdt + ZdW(t) em Q,,

2(1) = 27,

com f=—(a1z + aZ).

Como consequéncia do Teorema [1.5.3] temos o seguinte resultado de boa-colocacao
para ({3.6)).
Proposicao 3.1.2. Para qualquer 7 € (0,7] e z, € L%(Q;LQ(G)), a equagao (3.6)
admite uma tinica solucdo mild (z,Z) € Li(; C([0,7]; L*(G))) x L&(0,7; L*(G)) tal
que

|Z\L§(Q;C([0,T];L2(G))) + ’Z’L%(O,T;LQ(G)) < C!ZTIL;T (BL2(G))s

onde C é uma constante, independente de 7 e z,.
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Precisamos do seguinte resultado de regularidade adicional para solugoes de (3.6]).

Proposigao 3.1.3. Para qualquer 7 € (0, 7], solugoes para a equacao ({3.6)) satisfaz
que
’z‘%fp(o;;Lg(rf)) < CE|ZT‘%2(G)7 Vzr € Lz (5 L*(G)).

Demonstracao. Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso de 7 = T". Conside-

remos a equagao (3.6)) reescrita da seguinte forma:

dz 4+ A*zdt = fdt + ZdW(t) em @,
2(T) = zr,

com f = —(a1z2+asZ). Seja {(2x, Zx) }rep(as) a aproximagao de (z, Z) introduzida em
(1.9), ou seja, (zy, Z)) resolve

(3.7)

{ dzy + A*zydt = R*(\) fdt + R*(\) ZydW () em [0,T),
Z)\(T) = R*(A)ZT,

onde R*(\) £ MM\ — A*)™'. Do Teorema sabemos que a equagao admite
uma tnica solugao forte (zy, Zy). Do Teorema e da Proposigao , temos que
a solucao para satisfaz (2, Zy) € (La(S;C([0,T); L*(G))) N L&(0,T; D(A*))) x
L(0,T; L*(@)). Seja

A(T) = 2,(0) + /O T(—A*zA + RY ) f)dt + /0 ' R (\) ZxdW (1),

solucao de (3.7) no tempo 7. Da férmula de 1t6 para uma forma fraca de processo 1to,

temos que

’R*()\)ZT\%%G) - ‘ZA(O)’%Q(G)

T T
=2/ <(—A*ZA+R*(A>f),zA>Lz(G)dt+2/ (R*(N)Z, 23} 12 (e AW (1)
0 0

T
+ / R () Za .
0
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3. Equacao de Transporte Estocastica

t
Tomando a média e uma vez que [E < / de> = 0, temos

EIR*(N)zrli26) — 124(0)] 2

T T T
:2E/ <—A*Z>\,Z)\>L2(G)dt+2E/ <R*()\)f, Z>\>L2(G)dt—‘rE/ |R*()\)Z)\|%2(G)dt
0 0
° T T
_ R / / 20 - Vardudt + E / / @R A\ f + | R (N 23 2)dwdt. (3.8)
0 G 0 G

Além disso, por integracao por partes e usando o Teorema de Gauss-Green,

—QE/ /zAO Vadzdt = —2( / / O v(z)dl'dt — E / /z)\O Vz,\da:dt).

Dai, segue que

—2E/ /Z,\O Vz)dzdt = —E/ / O - v(x)23dldt, (3.9)

pois zy = 0 em I'".

Como |Z>\(O)|%2(G) >0, de (3.8) e (3.9), temos que

T
—E/ / O- I/Zidr_dt = E|R*<)\)2T’%2(G) — ’Z)\(O)‘%;(G)
0 -
T
_E / / @R (A + | R (\) Zn|2)ddt
0 G
T
< E[R(N) 21|72 —IE/ /(QZAR*(A)f+ |R*(\) Z,|?)dxdt.
0 G

Fazendo A tender a 4+00, e usando o Teorema [1.5.5] obtemos

T T
—IE/ / O - v2dTdt < Bzl —IE/ /(2zf+ \Z[2)dadt.
0 - 0 G

38



3. Equacao de Transporte Estocastica

De (3.1)) e da Proposicao [3.1.2, segue que

T
|Z|i}%(0,T;L20(F_)) - _E/O /_ O - v22dl ™ dt
T
< Elzrfizg) - ]E/ /(22f + | Z|?)dxdt
o Ja
T T
< E|ZT|%2(G) —HE/ /(2@122 + 2a927)dxdt —E/ / | Z|*dxdt

T T
§E|ZT|%2(G)+CIE/O /G(z2+22)dxdt—E/0 /G|Z|2dxdt

S CE|ZT|%2(G)

Isso completa a prova da Proposicao|3.1.3 O

Observacao 12. Pela Proposicao m a primeira componente 2z da solucao de (3.6))
pertence a L2(2; C([0, 7]; L*(G))). Isso ndo produz a regularidade z|p- € L2(0,7; L5(T7)),
garantido pela Proposicao |3.1.3| Portanto, o ultimo resultado é, as vezes, chamado de

propriedade de regularidade escondida.
Com o auxilio da Proposicao podemos dar a seguinte definicao.

Definigdo 3.1.2. Um processo estocastico y € Cg([0,T]; L*(€; L*(G))) é chamado
solugao por transposicao para (3.5 se para qualquer 7 € (0,7] e 2, € L%(Q; L*(@)),

vale

E(y(7), 2r) 12() — (M0, 2(0)) 12()

= E/ (v,a32 + Z) p2(eydt — E/ / O - vuzdl'™dt, (3.10)
0 o Jr-

em que (z, Z) resolve (13.6)).

Observacgao 13. Na secao[1.5] introduzimos a nogao de solucao por transposicao para
Equacoes de Evolucao Estocasticas Reversas com filtragem geral, pois neste caso nao
podemos aplicar um Teorema da Representacao de Martingale como no caso da filtracao
natural. Na definicao acima, usamos a no¢ao de solugao por transposicao para Equacoes
Diferenciais Parciais Estocéasticas controladas para poder superar a dificuldade surgida
do fato de estarmos tentando controlar a equagao por meio de um controle na fronteira.
Note, porém, que a ideia de resolver esses dois problemas diferentes é muito semelhante,
ou seja, estudar a boa colocacao de uma equagao “menos compreendida”por meio de

outra “bem compreendida”.

Temos o seguinte resultado de boa-colocagao para (3.5) (ver Segao para sua

demonstragao).
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Proposigao 3.1.4. Dados yo € L*(G), u € L2(0,T; L3 (7)) e v € L3(0,T; L*(G)), a
equacdo (3.5) admite uma tinica solucdo por transposiciao y € Cg([0,T]; L*(; L*(G)))
tal que

Wlcsomiz2@izz@y) < Cllwolrea) + lulrzorez -y + [vlczom2 @) (3.11)

Agora introduzimos a nogao de controlabilidade exata para o sistema (3.5).

Definicao 3.1.3. O sistema ¢ dito exatamente controlavel no tempo T > 0 se
para qualquer yo € L*(G) e yr € L%, (€ L*(G)) existe um par de controles (u,v) €
LE(0,T; L3 (T7)) x LE(0,T; L*(G)) tal que a solugdo por transposicio y para (3.5)
satisfaz y(T) = yr em L*(G) q.t.p..

O principal resultado nesta segao garante a controlabilidade exata para (3.5 quando

o tempo T é suficientemente grande.

Teorema 3.1.5. Se T > Qmalgc |z|rn, entao o sistema 1) ¢ exatamente controlavel
Te

no tempo 7" > 0.

Observagao 14. Introduzimos dois controles no sistema (3.5)). Além disso, o controle
v atua no dominio inteiro. Comparado com as equacoes de transporte deterministas,
parece que nossa escolha de controles é muito restritiva. Pode-se considerar os seguintes

trés casos mais fracos:
1) Apenas um controle atua no sistema, ou seja, © =0 ou v = 0 em (3.5)).

2) Nem u e nem v é zero. Mas v = 0 em (0,7) x Gy, onde G ¢ um subconjunto aberto

nao vazio de G.

3) Dois controles sd@o impostos ao sistema. Mas ambos estdo no termo drift.

Para os trés casos acima, de acordo com o resultado de controlabilidade exata para
equacoes de transporte deterministas, deveriamos esperar que o sistema de controle es-
tocastico correspondente fosse também exatamente controlavel. No entanto, da mesma

forma da prova do Teorema é possivel mostrar que isso nao ¢é verdade (ver [21]).

Usando um argumento padrao de dualidade, para provar o Teorema basta
estabelecer uma estimativa de observabilidade adequada para o sistema (3.6)) com 7 =
T. A obtengao da estimativa de observabilidade serd feita na Segdo [3.3] por meio de

uma versao estocastica de estimativas globais de Carleman.
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3. Equacao de Transporte Estocastica

3.2 Boa colocacao do sistema de controle e uma

identidade com peso

Para comegar, provemos a boa colocagao (i.e., Proposicao [3.1.4) da equagao de
transporte estocastica (3.5)).

Demonstragio da Proposi¢io[3.1.4 Como u € L2(0,T; L3 (7)), existe uma sequéncia
3
{u, o, € C3([0,T); HZ (T™)) com u,,(0) = 0 para todo m € N tal que

lim w, =u em L3(0,T; L3 (T7)). (3.12)
m——+0o0
Para cada m € N, podemos encontrar um ,, € C¢([0,T]; H*(G)) tal que t,|p- = U

e U, (0) = 0. De fato, sabemos que existe um operador linear, continuo e sobrejetivo
(operador traco), T : H*(G) — H2(I'). Entdo,

(1) = { U (t), em I'”

0, em '™

Assim, vemos que U, (t) esta definida em I' e @,,(t) € H%(F). Portanto, existe ,,(-) €
H*(G) tal que 2y, (-)|r = @m(-). Em particular, 2, (-)|p- = tm(-) € tm(-)|p+ = 0.

Considere a seguinte equacao de transporte estocastico:

AYp 4+ O - Vymdt = (a1Gm + azv + Cp)dt + [ag(Gm + Up) + v]dW () em Q,
Um =0 sobre X,
Ym(0) = yo em G,
(3.13)
onde (, = —Upmy — O - Vi, + a1t,y,. Pelo Teorema , o sistema admite um
tinica solucio mild g, € Cr([0,T]; L*(Q; L*(Q))).

Seja Y = Ym + U Consideremos

t t
Um = Yo + / (=0 - Vm + a1Gm + azv + (n)ds + / (a2 (G + Up) + v]dW (s),
0 0

z=2(0) + /Ot[O -Vz— (a2 + axZ)]ds + /Ot ZdW (s),

processos [to referentes as equagoes (3.5)) e (3.6)), respectivamente.
Para quaisquer 7 € (0,7 e 2, € L3 (€ L*(G)), pela formula de It6 e integracdo
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3. Equacao de Transporte Estocastica

por partes, temos que

(Ym(7), 2(7)) 2() — (Im(0), 2(0)) L2z
/ s £ +<[a2(ym+um)+v},z>L2(G))dW(t)+/0 (Ym, —O - V2z) 12t

/ asv, Z L2(G dt+/ <§m>Z>L2(G)dt+/ <G2gm+a2ﬂm,Z>L2(G)dt
0 0

+/UZL2

/ (Wm, Z) 126y + ([a2(Um + Um) + ], 2) 12(c)) AW (£) +/07<a3v,z>L2(G)dt
|

[en]

_|_

y
(Ym, —(a12 + a2 2)) 12 )dt—l—/ (—O-gm,z>L2(G)dt+/ (1Y, 2) 12 dt
0 0

+

0

—/umz| dm+/ (U, d2) 126y — / /O Vi, zdldt + U, O - V2) 12(c)dl
G

T

+/ <CL1’am,Z>L2(G)dt+/ <a2ﬂm,Z>L2(G)dt+/ <U,Z>L2(G)dt.
0 0 0

De (3.6), dz = —O-Vzdt — (a1z2 + a2 Z)dt+ ZdW (t). Substituindo na equagao anterior,
vemos que
Im(7), 2(T)) 2(6) = (U (0), 2(0)) L2(6) + (Um(T), 2(7)) L2()

(T Z) 12y + ([02(Gim + ) + 0], 2) 12(c)) AW (2) + /07<a3v,z)L2(G)dt

—~

S

T

+/ (am,Z>L2(G)dW(t)—/ O~Vumzdth—|—/ (v, Z) 2 dt.
0 0o Jr- 0
Logo,

Ym(7), 2(T)) L2() — (Yo, 2(0)) L2(c)
- / (G Z) 226 + (02T + Tn) + 0], 2) 22)) AW (E) + / (0, a3z + Z) pa gyt

‘|'/ (U, Z) 120G dW (t) // O - vu,,zdl~dt.
0 _

Tomando a expectativa e lembrando das propriedades da integral de It6, temos que

E(ym (1), ZT>L2(G) — (Yo, Z(O)>L2(G) (3.14)

= E/ (v,a3z + Z) 2(cydt — E/ O - vu,zdl'™dt,
0 o Jr-
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3. Equacao de Transporte Estocastica

onde (z, Z) é a solugao suave para (3.6). Consequentemente, para qualquer my, my € N,

E (Y, (7), 27) £2(6)— (Yo, 2(0)) r2(c) :E/ (v,agz—i—Z)Lz(G)dt—E/ O -V, zdl' ™ dt,
0 0

r—

(S

E (Y (7)), 27) £2(6)— (Yo, 2(0)) £2(c) :E/ (U,agz—i—Z)Lz(G)dt—E/ O -V, zdl ™ dt.
0 0

r—

Subtraindo ambas as igualdades, resulta que

E (o, (7) — Yona (7)s 20 120 = —E / O - (i, — 1y, ) 2T~ (3.15)
0 I'—

Pela Proposicao [A.1.15, podemos escolher z, € L% (Q; L*(G)) com 212 (@sL2(ay) = 1

€

<ym1(7> — Ymo (7_)7 ZT>L2fT (L2(Q)) — |ym1 (T) — Ymo (T)|L2f7 (Q;L2(@))-
Dessa forma, tem-se que
1
EYmy (T) = Yy (7), ZT>L2(G) > §\ym1 (T) = Yy (T)‘Lng (L2(G))" (3.16)
De ([3.15)-(3.16) e da Proposigao segue que
|ym1 <T> — Ymo (T>’L2}-T(Q;L2(G)) < _2]E/ O - V(uml - um2)2dridt
0o Jr-
<2 ‘]E/ / O - V(Upy — Upy)2zdl " dt
o Jr-

< 2E/ / |O - v(Up, — Um,)2z|dD ™ dt
o Jr-

< Clum, — umz|L§(0,T;L%(F—))|ZT|L2FT (QL2(Q))

< Clup, — um2|L]§(O,T;L2O(F*))7

onde a constante C ¢ independente de 7. Consequentemente, vale que

Y1 = Yma lce(o 2205226 < Cltbm, = tmy | 120,702, (0-) -

Desse modo, temos que {yn}oo_; ¢é uma sequéncia de Cauchy em
Cr([0,T]; L*(Q%; L*(@G))). Logo, converge para um elemento em Cr([0, T]; L*(Q2; L*(G))).
Denote por y o limite de {ym }oe_;. Fazendo m — 400 em (3.14]), vemos que y satisfaz

(3.10). Portanto, y é uma solugao de transposicao para (|3.5)).
Provemos agora a estimativa de energia (3.11). Pela Proposicao [A.1.15] existe
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3. Equacao de Transporte Estocastica

2 € Ly (0 L(G)) tal que |27|12 o) =1e

(y(), ZT>L2FT(Q;L2(G)) = \y(T)\L;T(Q;m(G))-

Dai,
1
E(y(7), 2r) 2y > 5‘3/(7—)‘L2FT(Q;L2(G))~ (3.17)

Combinando (3.10)),(3.17) e usando as Proposi¢oes e|3.1.3, obtemos

ly(7) |L2 _(%L2(G))

< 2E(y(7), 2r) 2(c2)

=2 (<y07 2(0)) L2 () + E/ (v, Z) p2(cydt — E/ O - uuzdth)
0

2 (l Yo, Z LQ(G)| + ’ / <U asz + Z LQ(G dt‘ ’ / / O - vuzdl'™ dt‘)
0 —

2 (|y0|L2(G)|Z |L2 —|—E/ |U|L2(G (CI|Z|L2 —|— |Z|L2 )dt)

+2< /|U|L2(r 2]z (0 dt)

< C(lyolr2@) + |U|L2 (0,1;L3,(0-) T |U|L§(0,T;L2(G)));

IN

IN

onde a constante C é independente de 7.

Agora provaremos a unicidade das solugoes. Suponha que y; e yo sao duas solugoes
por transposigao para (3.5). De (3.10]), deduzimos que, para todo 7 € (0,77,

E(y:1(7), ZT>L2(G’) — (Yo, Z(O)>L2(G)

= IE/ (v,a3z + Z) 12(qydt — ]E/ / O - vuzdl'dt,
0 o Jr-

Eya(7), 27) 12(¢) — (Yo, 2(0)) 22(c)

= IEI/ (v,a32 + Z) 2 (cydt — ]E/ / O - vuzdl'dt.
0 0o Jr-

Dai, segue que

E<y1(7-) - yQ(T)7 ZT>L2(G) - O’ VZT € L.27-'T <Q7 L2<G))7

o que implica que y; = yo em Cg([0,T]; L*(; L*(G))). Isto completa a prova da
Proposicao 3.1.4] O

44



3. Equacao de Transporte Estocastica

Vejamos agora uma identidade com peso para operadores de transporte estocasticos,

que tera um papel fundamental no estabelecimento da estimativa global de Carleman

para a equagao (3.6)).

Proposigao 3.2.1. Seja I € C'([0,T] x G) e § = ¢'. Seja u um processo It6 de valor
em H'(R"), e v = fu. Entdo,

—0(l;+ O - VI)v(du+ O - Vudt)
= —3dlll+ O V] = 50 V(U + 0 - Vi)l (3.15)

1
+ [l + O - V(0 -VI) +20 - VI,]vdt + s+ 0- Vi) (dv)?

1
2
+ (I + O - VI)*v?dt.

Demonstracao. Comecamos notando que

A9~ = —1,07dt
e
Vo= —p71VL.
Com isso,
O(du+ O - Vudt) = 0d(0'v) + 00 - V(0 v)dt
=dv+0O-Vvdt — (I + O - Vi)vdt.
Portanto,

—0(l, + O - VI)v(du + O - Vudt)
= ([, +O-VI)v[dv + O - Vvdt — (I, + O - VI)vdt] (3.19)
= —(l; + O -VI)v(dv + O - Vvdt) + (I, + O - VI)*v?dt.

Célculos diretos implicam

1 1 1
—lyvdv = —Ed(ltv2) + 5lttv%ﬁ + §Zt(dv)2,

1 1 1
—~O - Vivdv = —§d(0 - VIv?) + 5(O V) vt + 50- Vi(dv)?,

1 1 (3.20)
—~1,vO - Vvdt = —~0 - V([;v?)dt + 50- Viv2dt,

—0-VIvO - Vvdt = —%0 V(0 - VIv?)dt + %0 V(0 - VI)V3dt.
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Na primeira e segunda igualdade acima usamos a regra do produto de Ito e o fato

que |dv|* = |®|*dt, onde ® é o termo de difusdo do processo Ito v.

Usando (1) e (20), segue (B19).

3.3 Estimativa de observabilidade para equacoes de

transporte estocasticas reversas

Nesta subsecao, mostraremos uma estimativa de observabilidade para a equacgao
(3.6), que sera de fundamental importancia na demonstragao do Teorema [3.1.5 Mais

precisamente, provaremos o seguinte resultado:
Teorema 3.3.1. Seja T > 2 max |z|gn. Toda solucdo para a equagao l} comT="T
kS

satisfaz

|ZT|L2FT(Q§L2(G)) S C(|Z|L]§(O,T;L2O(F—)) + ’CLgZ -+ Z’LR%(O,T;LQ(G))L VZT c L%_—T(Q, LQ(G))
(3.21)

Demonstragao. Seja A >0 e c € (0,1) tal que ¢IT" > Qmarx |z|gn, € considere
xre

[= A\ [|a:\]§n —c (t - g)j : (3.22)

Aplicando a Proposigao a equacao ([3.6) com u = z, temos que

—0*(l; + O - VD) z(dz + O - Vzdt)
1 1
= —5dl(li + 0 - V)62 = S0 - V(I + O - VI)6*:*)dt (3.23)
1 1
+ §[ltt +0-V(0-VI)+20 - VI,)0*2*dt + §(lt + O - VI)(d(6z))?

+ (I + O - VI1)*6*2dt.

Sendo [ dado por (3.22)), vemos que

T
Vi = 2)\1‘, lt = —2Xc <t - 5) 5 Vlt == 0, ltt = —2\c.

Dai,
20-VI;, =0 e O-V(0O-VI) =2\

Multiplicando ({3.23) por 2 e usando as regras de derivacao e gradiente do produto,
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3. Equacao de Transporte Estocastica

tem-se

—20%(l; + O - V) z(dz + O - Vzdt)

= —0222d(l, + O - VI)dt — (I, + O - VI)d(6*2*)dt — O -V (I, + O - VI)§?2%dt ~ (3.24)
—(l; + O - V1O - V(0?22)dt — 2)\c*2*dt + 200*2dt + (I; + O - V1)0*(dz)?

+2(l; + O - V1)*0%22dt.

Integrando (3.24]) em @ e usando integragao por partes, obtemos
_ 2/ 62, + O - Vi)2(dz + O - Vadt)da
Q

= —/ 0*2%d(l; + O - Vi)dzdt — / (I + O - VI)d(6?2*)dxdt
Q

Q
- / O -V(l; + 0 - VI)§*2 daxdt — / (I, + O - V1O - V(6*2*)dxdt
Q Q
+2(1 — c))\/ 0?2 dxdt + / 0*(l, + O - V1) (dz)?*dx + 2/ 0*(l, + O - V)22 dxdt
Q Q Q

= / (T —20 - 2)0*(T)2*(T)dx + \ / (cT + 20 - 2)6%(0)2*(0)dx
G G
I, + O - V(60?22 dxdt — | (I, + O - V1)d(6?2*)dxd
+/Q<+ ><>t/Q<+ Ja(6 ) dadlt
+ A/ O - v[e(2t — T) — 20 - 2]0*22dS~ + / (I, + O - V1)O - V(0%2*)dzdt

Q

- / (I, + O - VIO - V(6?2*)dwdt + 2(1 — c)/\/
Q

02 dxdt + / 6*(l, + O - VI)(dz)*dx
Q

Q
42 /Q 62l + O - VI 2dadt

Y /G (T = 20 - 2)62(T)22(T)dx + A /G (T + 20 - 2)62(0)22(0)da:
+ A /_ O-vie(2t — T) — 20 - 2)6*2%dX" + 2(1 — )\ /Q 02> dxdt
4 /Q 621, + O - V1) (d=)2de + 2 /Q 62, + O - VI)>22dudt.
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Tomando a expectativa,
—2E /Q 0*(l; + O - V) z(dz + O - Vzdt)dx
= )\E /G (T — 20 - 2)0*(T)2*(T)dx + /G (cT + 20 - 2)6%(0)2%(0)dx (3.25)
+ AE O -v[c(2t = T) — 20 - 2]0*2%dx" +2(1 — ¢)\E /Q 022> dxdt

-

+E /Q 0%(l, + O - V1)(dz)*dx + 2E /Q 0%(l; + O - V1)*2*dxdt.
Afirmacgao: A seguinte desigualdade é verdadeira
— 21@/@02(@ + 0 -V)z(dz + O - Vzdt)dz
= 2FE /Q 0*(l, + O - V) z(ayz + ay Z)dwdt (3.26)
< E/QHQ(lt + O - VI)*22dxdt + CIE/Q€2(22 +1Z|*)dxdt

gE/ 02(lt+O-VZ)222dxdt+CE/ 02(2* + |azz + Z|*)dxdt.
Q Q

Prova da Afirmagao. Observe que (z, Z) resolve (3.6) com 7 =T, daf

dz+ O -Vzdt = —(a1z + ax Z)dt + ZdW.
t
Fazendo a substituicao e lembrando que E / fdW = 0, pela desigualdade de Young
1, 1 ’
a-b< =a®+ =b? temos
2 2
OR / (1l + O - V)=(arz + as Z)dudt
Q
_ 9K / 6(l + O - V1)2[0(ar2 + as2)]ddt
Q
< E/ 0*(l; + O - VI)*2*dxdt + IE/ 0*(a12 + agZ)*dxdt
Q

Q
< IE/ 0*(l; + O - VI)?2*dxdt + C]E/ 0%(2* + Z*)dxdt,
Q Q
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3. Equacao de Transporte Estocastica

onde usamos que ay,ay € Ly°(0,T; L7(G)) e

(a12 + axZ)? = a32® + 2010927 + a3 7>
S 6122 + C2<22 + ZQ) + C322
<C(2*+7%).

Ainda, como |Z|? = Z?, entdo vale a desigualdade

/ (2 + |2?) < c/ 62(22 + |ayz + Z|?)dudt.
Q Q
Com efeito, sabendo que (a — b)?* < 2a® + 2b% e az € L (0, T; L™(G)),

/ 0*(2* + |Z%) = / 0*(2% + |(azz + Z) — azz|*)dxdt
Q Q

= / 02 dxdt + / 0%[(azz + Z) — azz)*dxdt
Q Q

< / 0?2 dxdt + / 0*[2(asz + Z)? + 2a32%|dxdt
Q Q

< / 02 dxdt + 2/ 0%asz + Z|2dxdt+C1/ 02 dxdt
Q Q Q

< C/ 0*(2* + |azz + Z|*)dwdt.

Q

Agora, de (3.25) e (3.26)), vale a seguinte desigualdade

AE / (T — 20 - 2)6A(T)22(T)dx + A / (T + 20 - 2)6%(0)22(0)dz
+ A\E

/ O-v[e(2t = T) — 20 - 2)6?2%dx~ + 2(1 — c))\E/ 022 dxdt (3.27)
- Q
+ E/ 0*(l; + O - VI)(dz)*dzx + 2]E/ 0*(l; + O - VI)*22dxdt

Q Q

E/ 0*(l; + O - VI)? 2dxdt+CE/«92(z2+|a3,z+Z|2)dxdt.
Q Q
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Pela Observagao , temos que \dz\%z(G) =|Z ’%Q(G)dt. Assim, segue que

E /Q 62, + O - Vi)(dz)da
= IE/QQQ(lt + O - V)| Z|*dtdzx
=E /Q 0*(l; + O - VID)|(azz + Z) — azz|*dxdt (3.28)
<E / 621, + O - V1)2=2dudt + CE / 622t
Q Q
+ 21@/@9% + 0 - Vi||agz + Z2dwdt.
De fato,

E /Q 62l + O - V)|(asz + Z) — agzPdudt

< E/Qe?(zt + 0 - V)[2(azz + Z)* + 2a32°|dzdt

< IE/Q 20%(I; + O - Vi) (asz + Z)*dxdt + E /Q 20%(I; 4+ O - V) a3z dxdt

< 21[-3/ 02|lt+0-Vl||a3,z—|—Z|2dxdt—|—E/ 02(lt+O.Vl)2z2dxdt+C]E/ 0222,
Q Q Q

Da desigualdade (3.27) e 2(T) = zr em G q.t.p., segue que

)\E/ (T —20 - 2)0*(T)z3dx + ) / (cT + 20 - 1)6%(0)2*(0)dx
€ G

+2(1 - C))\E/ 0222 dxdt (3.29)
Q
< CE/ 0*(2* + Masz + Z|*)dxdt — )\E/ O -vlc(2t — T) — 20 - x)6*2%d%,
0 _
onde a constante C > 0 é independente de .

Observando que |z|gn < 2ma13< |z|gn = 2R, temos
S

(cT — 2R)E/G€2(T)22(T)dm < E/G92(T)(CT —20 - 2)2*(T)d,

(T — 2R) / 62(0)22(0)dar < / 62(0) (T + 20 - 2)22(0) dx.
G G
Como c € (0,1), para qualquer A > 0 suficientemente grande,

2(1 — )\ — C}E/ 0*2%dxdt > 6, > 0.
Q
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Finalmente, lembrando que para ¢ € (0,1) temos ¢T' > 2marx |z|gn, escolhendo A
re
grande o suficiente em ((3.29)), obtemos

E/ 0*(T, x)z2dx
G

< CE/ 0%|asz + Z|*dwdt — CE/ O - vh*22dx. (3.30)
Q I-

Da definigao de 6, junto com a desigualdade ([3.30)), concluimos que

E/ Z2dx
G

<C (E/ lasz + Z|*dtdr — E O - Vz2d2_> .
Q

-

Isto completa a prova do Teorema |3.3.1 O

3.4 Controlabilidade exata da equacao de transporte

estocastica

Vamos agora demonstrar o resultado principal desta se¢ao sobre a controlabilidade
exata de (3.5)), ou seja, provaremos o Teorema m

Demonstragio do Teorema[3.1.5 Fixe yo € L*(G) e yr € L% (9 L*(G)). Devemos
mostrar que para 1l > 2 max |z|gn, existe um par de controles (u,v) € Lz(0,T; L3 (I7)) x
L2(0,T; L*(@)) tal que a solucdo por transposicio y para satisfaz y(T') = yr em
L*(@), q.t.p..

Comegamos definindo um subespago linear de Lz(0,T; L5 (T'7)) x La(0,T; L*(G))

do seguinte modo
Y :={(—z|r-,a324+Z)|(z, Z) resolve a equagao (3.6) com algum z7 € L3 (Q; L*(G))},
e um funcional linear F' em ) tal que

F—zlr a5z + Z) = IET/

yTszx—/ygz(O)dx.
G G

Pelo Teorema (3.3.1f se T' > 2 max |z|gn, entdo F' é um funcional linear limitado em
Te
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3. Equacao de Transporte Estocastica

Y. De fato, temos que

|F(—z|p-,a3z + Z)| = ‘E/yTszx—/yoz(O)da:
e e

<E / lyzllerlde + / yol|2(0)|de
G G

< |yT|L2FT(Q;L2(G))’ZT’LQfT(Q;L%G)) + |yo|L2(G)|Z(0)|L2(G)-

Da Proposicao [3.1.3| e Teorema [3.3.1} para T' > 2ma13< |z|gn, obtemos
xe

|[F(—=2[r-,a32 + Z)| < CI|ZT|L2fT(Q;L2(G)) + CQ|ZT|L2FT(Q;L2(G))

< C(|Z|L§(0,T;L20(r—)) + |G3Z + Z‘L%(O,T;H(G)))
< Cl(=z[r-, a3z + 2)ly.

Por meio do Teorema de Hahn-Banach, F' pode ser estendido para ser um funcional
linear limitado no espago Lg(0,T; L5 (T'7)) x Lz(0,T; L*(G)). Por simplicidade, ainda
usamos F' para denotar essa extensao. Pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe
(u,v) € LE(0,T; LE(T 7)) x L2(0,T; L*(G)) tal que

IE/ yrzrdr — / yoz(0)dx = F(—z|p-, a3z + Z)
G . G y
= —IE/ / O - vzudl'~dt + E/ / v(azz + Z)dxdt. (3.31)
o Jr- 0o Ja

Afirmamos que u e v sao os controles desejados. Com efeito, pela definicao de solugao
por transposigao para (3.5)), temos

E/y(T)szx—/yoz(O)dx
e e
T T
= —IE/ / O - vzudl'™dt + E/ / v(asz + Z)dxdt. (3.32)
o Jr- o Ja
De (3.31) e (3.32), segue que
E/ yrzrdx :]E/ y(T)zrdx, Var € L3 (Q; L*(G)).
e e

Portanto, y(T) = yr em L*(G), q.t.p.. Isto completa a prova do Teorema, m ]

Observacgao 15. Na prova do Teorema |3.1.5] damos apenas a existéncia dos controles
que conduzem o estado para o destino desejado. Algumas caracterizagoes adicionais

para esses controles podem ser encontradas em [23], Se¢ao 7.4].
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Capitulo 4
Equacoes Parabdlicas Estocasticas

Esta secao é dedicada a estudar a controlabilidade nula/aproximada de equagoes
parabdlicas estocdsticas.

Aqui, assumimos que F = {F; },c0.1] € a filtragao natural gerada por W (-).

4.1 Formulacao do problema e resultado principal

Sejam G C R™ um dominio limitado com fronteira I' de classe C* ¢ Gy C G um
subconjunto aberto nao vazio. Denote por x¢g, a fungao caracteristica de G. Para

qualquer T' > 0, definimos
Q:=(0,T) x G, ¥ :=(0,T) xT, Qo := (0,T) x Gy.
Comecamos com a seguinte equacgao parabdlica determinista controlada

y — Ay = aly + xg,u em Q,
y=0 sobre X, (4.1)

y(0,7) = yo(x) em G,

onde a® € L>(0,T; L*(G)).
Em (4.1)), y e u s@o as varidveis de estado e controle, respectivamente, enquanto os

espacos de estado e de controle sdo escolhidos sendo L?(G) e L*(Qy), respectivamente.

Definicao 4.1.1. Diz-se que a equacao (4.1]) é controlavel a zero no tempo T se, dado
Yo € L*(G), podemos encontrar um controle u € L*(Qp) tal que a solucio y(-) €

C([0,T); L*(G)) N L*(0,T; Hy(G)) para satisfaz y(T') = 0.

Definicao 4.1.2. Diz-se que a equacao (4.1) é aproximadamente controldvel no tempo
T se, dados € > 0 e yo,y1 € L*(G), podemos encontrar um controle u € L*(Q) tal que a
solugdo y(-) € C([0,T]; L*(G))NL*(0,T; Hy(G)) para (4.1) satisfaz |y(T) —y1|r2(q) < e
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4. Equacoes Parabdlicas Estocésticas

Observacao 16. Devido ao efeito regularizante para solucoes de equagoes parabdlicas,
a controlabilidade exata para (4.1) é impossivel, ou seja, o € na Defini¢ao nunca

pode ser zero.

Lembramos que a equacao dual de (4.1]) é

2+ Az=—a2 emQ,
2=0 sobre X, (4.2)
2(T) = zr em G.

Por meio de um argumento padrao da dualidade (ver [7]), é facil mostrar o seguinte
resultado.
Proposicao 4.1.1.

i) A equagao (4.1) é controlavel a zero no tempo T se, e somente se, existe C > 0 tal

que as solugoes da equagao (4.2]) satisfazem a seguinte estimativa de observabilidade:
12(0)]22() < Clzliey, — Var € L*(G). (4.3)

ii) A equacao (4.1) é aproximadamente controlavel no tempo T se, e somente se, vale a

seguinte propriedade de continuagao inica para solugoes da equacao (4.2)):
z=0em Qo= zr = 0. (4.4)

A controlabilidade de equacoes parabdlicas deterministas é bem compreendida. De

fato, por meio de estimativas globais de Carleman é possivel mostrar a desigualdade

de observabilidade (4.3)) e a propriedade de continuagao tnica (4.4) (cf. [13],[15]).

Seja agora a seguinte equacao parabdlica estocastica controlada

dy — Aydt = (a1y + Xcou + azv)dt + (ay + v)dW (t) em Q,
y=0 sobre X, (4.5)
y(0) = wo em G,
onde ay,as, a3 € Ly (0, T; L*(Q)).
No sitema , o estado inicial yy € L*(G), y é a varidvel de estado e o controle
consiste em (u,v) € L3(0,T; L*(Gy)) x La(0,T; L*(G)).

Observagao 17. Da mesma forma que o sistema de controle (3.5)), o controle v no

termo de difusao afeta o termo drift na forma asv.
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4. Equacgoes Parabdlicas Estocasticas

Da prova do Teorema [1.4.5] e usando a Proposicao [1.4.2] é facil mostrar o seguinte
resultado de boa colocacao para a equacao (4.5)).
Proposigao 4.1.2. Para qualquer yo € L*(G) e (u,v) € L(0,T; L*(Go))x L2(0, T; L*(G)),
o sistema (4.5)) admite uma tinica solucdo fraca y € L2(Q; C([0, T); L*(G)))NLA(0, T; HY (G)).

Além disso,

Yl 20022 @)Lz 011 (6))

< C(’y0|L2(G) + [ (u, U)|L§(0,T;L2(Go))XL?F((),T;L2(G)))-

Definicao 4.1.3. O sistema é controlavel a zero no tempo T se, para qualquer
Yo € L*(@), existe um par de controles (u,v) € Lz(0,T; L*(Go)) x La(0,T; L*(Q)) tal
que a solugao correspondente para (4.5 satisfaz y(T) = 0, q.t.p..

Definicao 4.1.4. O sistema ¢é aproximadamente controlavel no tempo 7' se, para
qualquer € > 0 dado, yo € L*(G) e y1 € L% (Q; L*(G)), existe um par de controles
(u,v) € LE(0,T; L*(Gy)) x Lg(0,T; L*(G)) tal que a solugdo correspondente para (4.5)
satisfaz [y(T") — y1|L2fT(Q;L2(G)) <e

A seguir, enunciamos o resultado principal desta sec¢ao.

Teorema 4.1.3.
1) O sistema (4.5) é controlavel a zero para qualquer tempo 7" > 0.

2) O sistema (4.5)) é aproximadamente controldvel para qualquer tempo 7' > 0.

A partir de agora, nos centraremos em provar o Teoremal4.1.3| Para isso, precisamos

de alguns resultados preliminares.

4.2 Uma identidade com peso para operadores pa-

rabolicos estocasticos

Nesta se¢ao, vamos derivar uma identidade com peso para o operador parabdlico
_ e N y o
estocdstico “dh + Ahdt”. Por simplicidade, usamos a notagao y,, = ETo j=1,...,n,
. . . . T
para a derivada parcial de uma funcao y com relacao a x;, onde z; ¢ a j-ésima coorde-
nada de um ponto genérico z = (xy,...,x,) em R".

Sejam [ € C*(Q), ¥ € C**(Q) e considere

A=|VI?=Al-T —1,
B = 2[AV + div(AVI)] — A, + AT, (4.6)
I =2y — AL =W Gk =1,...,n,
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onde

57k — 1, sej =k, (47)
0, sej #k. .

Temos a seguinte identidade com peso.

Teorema 4.2.1. Seja h um processo Itd6 com valores em H?(G). Defina 0 = €' e

w = Oh. Entdo, para qualquer ¢t € [0,7] e quase todo (z,w) € G x €, vale
20(Aw + Aw)(dh + Ahdt) — 2div(Vwdw)

+ 2div [Q(Vl -Vw)Vw — |Vw|*VI — VwVw + (AVZ + %) wQ] dt (4.8)

=2 Z Fwy wa, dt + Bw’dt — d(|Vw|* — Aw?) + 2(Aw + Aw)?dt
jik=1
+ 62|dV h + Vidh|* — 6> A(dh)>.
Demonstracdo. Sejam 6 = €' e w = #h. Temos que,

do = 0ldt, 0,, =10, 0" =€t (07"),, =—1,0.

Como dw = 0dh + hdf e w,; = h8,, + Oh,,, entao

dh = 07" (dw — hdb)
= 0~ (dw — hol,dt) (4.9)
=0 (dw — lLawdt),
(&4
he, = 0 (w,, — hol,,)
= 9_1(% — lxjw), j=1,...,n. (4.10)

Com isso, vemos que
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-9 Z[e—l(w% — 1y, w)]s,

- Z wx] CCJ x~ Z(wx] - lacjw)lxj

j=1
n

= Z(wwﬂj = lajo;w — lxjwfj) - Z(w%‘lﬂfj - lmjlxjw)
j=1

j=1
= Aw — 2V - Vw + (|VI]* = Al)w. (4.11)
Defina,
I = Aw+ Aw, I = (Aw + Aw)dt (412)
I, == dw — 2V - Vwdt, I3 == Dwdt. '

De e (4.12), segue que

De fato, usando (4.6)) e (4.9)-(4.12)), obtemos

2 (Aw + Aw) (0dh + OAhdt)

=2 (Aw + Aw) [dw — Lwdt + (Aw — 2V - Vw + |VI[*w — wAl) dt]

=2 (Aw + Aw) [(Aw + |VI]*w — wAl — Liw — Yw)dt + Vwdt 4+ dw — 2V - Vwdt]
=2I(I) + I + I3).

A seguir, calculamos o lado direito de (4.13)).

Para calcular 2115, primeiramente notamos que

n

Z (Lo, Wa, Way )y Z Ly Wa Wy, - Z Lo, W o), Wy, - Z Lo, We, Weyzy,  (4.14)

J,k=1 7,k=1 7,k=1 k=1

2 Ly wa ey, = Y Ly (W2 )ay = D [(leyw?, )a; — Loja, w2, . (4.15)

k=1 Gk=1 G k=1
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Usando (4.14) e (4.15]), temos que

—4(Aw 4+ Aw)VI - Vw = —4 Z Lo, Wa Wey o, — AWV - Vw

Jik=1
n n
=—4 § (l:vjwijwk)wk +4 E l:pjwkw:pjwwk
Jk=1 Jk=1

+4 Z Ly Wa 2 Wey — 2AVI - V(w?)

k=1
=4 Z (la; Wa; Wey ) zy, + 4 Z Ly W, W, (4.16)
Ji.k=1 j.k=1

+2) (Lo w2 )a; = loja,w?, ] — 2AV1- V(%)

Tj " xg
7,k=1

= —4dw[(VI- Vw)Vuw] + 4 Z Ly s, Wes, Wy, + 2di0[|Vw[* V1]

J,k=1

-2 Z 8 Alwg, wy, + 2div(AVIw® — 2div(AVIw?)

J,k=1

= —2div[2(VI - Vw)Vw — |Vw|[*VI + AVIw?]

+2) (20, — 0 Al w,, wy, + 2div(AVIw?,

jk=1

2div( AV w? — 2div(AVIw?) = 2(VA - VI + AA)w? — 2[VA - Viw* + A(div(Viw?))]
= 2AAIw?* — 2A(Alw® + VI - V(w?))
= —2AVI - V(w?).

Além disso,

2(Aw + Aw)dw = 2div(Vwdw) — 2Vw - dVw + 2Awdw

4.17
= 2div(Vwdw) + d(—|Vw]* + Aw?) + |dVw|* — Aw?dt — A(dw)?. (4.17)

De fato, pela regra do produto de Ito, temos que

d(—|Vw|?*) = —2Vw - dVw — [dVw|?
d(Aw?) = Apw’dt + 2Awdw + A(dw)?.
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Combinando (4.12)),(4.16) e (4.17)), chegamos em

211, = —2div[2(VI - Vw)Vw — |Vw|*VI + Aw?VI]dt + 2div(Vwdw)

+d(=|Vwl? + Aw®) + 2> (2,0, — FF Al w,,wy, (4.18)

J,k=1

— [A; = 2div(AVD)|w?dt + |[dVw]* — A(dw)?.
Para calcular 2715, por (4.12)) vemos que

2115 = 2(Aw + Aw)VYwdt
= [2div(YwVw) — 2¥|Vw|? — VU - V(w?) + 2AVw?|dt (4.19)
= [div(2¥wVw — w*VV) — 2U|Vw|* + (AT + 2AV)w?]dt.

Agora, usando o Teorema e a Observacao , sabemos que |F(t)dt + dz|* = |dz|?,
logo

—|dVw|? + A(dw)? = —|d(OVh + hV6)|* + 6% A(dh)?
= —|0d(Vh + hVI)|* + 62 A(dh)?
= —|0(dVh + dhV1)|* + 0* A(dh)?
= —0?|dVh + dhVI1|* + 60* A(dh)*.

Finalmente, combinando as identidades (4.13)),(4.18)), (4.19) e esta ultima identidade,
obtemos a igualdade desejada (4.8)). O]

Para o que segue, precisamos definir algumas fung¢oes peso apropriadas. Para isso,
sejam 1 € C*(G) uma funcdo fixa ndo negativa diferente de zero e dois parametros

A>1e p> 1. Definimos

. l l \ emp(m) _ 62M|7/’|c(6) 6/“/’(33) 49
€, a, Oé( ,LU) t(T-t) ) 90< 7‘r) t(T— )7 ( 0)
€
U = —2Al. (4.21)

Para um inteiro nao negativo m, denotamos por O(u™) uma funcdo de ordem p™
para p grande (que é independente de A); por O, (A™) uma funcao de ordem A™ para

p fixo e para A grande. Da mesma forma, usamos a notacao O(e" W‘C@) e assim por
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diante. Para 5,k =1,2,... n, é facil verificar que

lt - )‘ata l:Cj = )\/N?w:c], lxjxk = )‘MQQwa]ka + )‘#(pwl‘ﬂ?k
€ que

| < C<p262“|w|0@7 | < Cgo?’e?“lw'C(@)’
|90t| S CQO2, |<;0tt| S C(pg

Mais precisamente, temos

ar = g?0(*Ve@), ayy = PO VIe@),
Pr = 8020(1)7 Pit = 8030(1)-

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Precisaremos também das seguintes estimativas para A, B e ¢* que aparecem na
identidade com peso (4.8]) (veja (4.6) para suas definigoes, com [ e ¥ dados em (|4.20))-

(4.21)):

Proposicao 4.2.2. Para A e i suficientemente grandes, vale

A < X202 V2 + CApPp 4 Chup + CapPe Ve
B> 2A3N4@3‘V¢‘4 o C)\S/ngOB o C)\Z,uzg0362“|w|0@ . C)\2/L4(,02,

37 reg > NPl VO - CauglEP, VE= (&, &) ERY,

jk=1
para qualquer ¢t € [0, 7] e z € G com |V (z)| > 0.

Demonstragao. Substituindo (4.21]) e (4.22)) em (4.6, obtemos
>R =Y (2yn, + AN
Ji;k=1 Ji:k=1

=Y (2, + AN

J,k=1

(4.25)

=) MO,V + 2NV, + M08 VP 4 Apuipd? A&

J,k=1

= 207 0(V1 - €)% + M| VO P €2 4 20y, 0, &6k + Mup A€

> Aol VY? — Capel| €],

que é a ultima estimativa em (4.25]).
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Da mesma forma, pela definigdo de A em (|4.6]), e observando (4.23]), vemos que

A=|VI?*+ Al -
= N2 VPP + M2 VY 4+ A A — heg
< NP VY[ + CAp + CApigp + CAg?eVle@)

donde segue a primeira estimativa de (4.25).
Agora, vamos estimar B (veja (4.6 para sua definigdo). Por (4.22)), e lembrando a
definicao de ¥ em (|4.21f), temos que

AT = —2A(Al)
= —2ANPp| VY + MpAy))
= 2N A VY + MEQA(IVY]?) + 20° VoV ([VY[?)
+ AAPAY + 2\ oV oV A + A\up A%
= 20| V|t = 202 o APV Y[ = 202 A([VY[?) — 4N’ oV - V(IV[?)
— 2070 VY PAY — 20| Ay — ANV - VAY — 2\ pp A%
> =20t VY|t — CA\Po — CAp — CAp.

Lembrando a definigao de A em (4.6)), e usando (4.21))- (4.23)), obtemos

AT = 2(\3 03 | Vp|* + NP VP Ay)
— 2N P V[t + 2002 VY PAY + N pP0? | Ay )
+ 22X, (Ao Vi * + AupAip)
> 2Nl [Vt — CN% P — CNP it
= CXP? = CAMPQ? — CN% e Ve — CAPpgPe Ve,

n

Ay = Z(2l$jll'jl'k + lﬂ?jxjxk) — lta

Jj=1

= 2N 1P Q2| VP 1hay, + 2021202V - Vi, + Ao V[P,
+ 202V - Vo, + M0t A + Aup(At)a, — AVay,
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€
i Aoy, = 2N 1O V|t + 2031507 0
j=1
+ NP VO 4 2N PPy
+ NP VP AY + NP0 (A)) Yy, — L, Mipt
Logo,
VA-VI > 22210 P [V — CA3 P ? — CA o — CA2 P p? — CAP P,
Também,

Ay = ([VI? + AL — 1),
= 2N 1700 | VP + M@ VO * + Ao Ay — Aoy
> —CX 2% — CAPp® — CApg? — CApPe Ve

Por 1ltimo, sabendo que,
2div(AVI) =2VA-VI+ 2AAL,
da definicao de B e das estimativas acima, obtemos

B = 2AV + 2div(AVI) — A, + AV
= 2AU 4 2VA- VI + 2AAl — A, + AT
— AV 4+ 2VA - VI — A, + AT
> 2N [Vt — CN% P — Ot
—ONYBGE — CALRG? — OOt P Ve@) — a2t e Vo)
+AN L OV = CN P — CNPptp? — CAP P 0 — CANPpPp”
— CN2120% — O\ — CApp® — CApPe Ve
— C\t | VY[ = CApPp — CApPp — CApuep
> 203408 |Vl — CNPPp® — CA PP e e — eN%pt?,

0 que prova a segunda estimativa em (4.25]).
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4.3 Estimativa global de Carleman para equacoes

parabdlicas estocasticas reversas

Para estudar os problemas de controlabilidade nula e aproximada para (4.5)), intro-

duzimos a seguinte equacao parabdlica estocastica reversa:

dz + Azdt = —(a1z + ax Z)dt + ZdW (t) em Q,
z2=0 sobre X, (4.26)
2(T) = zr em G.

Segue do Teorema [1.5.4] o seguinte resultado de existéncia e unicidade:

Proposicao 4.3.1. Para qualquer 27 € L?rT(Q; L*(@)), o sistema |D admite uma
tinica solucdo fraca (z, Z) € (L&(Q; C([0, T); L*(G)))NLE(0, T; Hy (G)) x Lz(0, T; L*(G)).
Além disso, para qualquer t € [0, 77,

|(20): ZEDlmzicomizzemnizormycnxzomze) < 2y, @z ey (4:27)

Para o que segue, precisamos do seguinte resultado que garante a existéncia de uma

fungao peso apropriada. ([I5, p. 4, Lema 1.1]).

Lema 4.3.2. Para qualquer subconjunto aberto nao vazio GG; de G, existe uma 1 €
C*G) tal que v > 0em G, ¢ =0 em I', e [Vio(x)| > 0 para todo = € G\ G.

Sejam agora 6 e [ como em (4.20)), e ¢ dado pelo Lema com G sendo qualquer

subconjunto aberto fixado nao vazio de G tal que G; C Gy. Temos a seguinte estimativa
global de Carleman para (4.26]):

Teorema 4.3.3. Existe uma constante py = po(G,Go,T) > 0 tal que para todo
[ > o, podemos encontrar duas constantes C = C(u) > 0 e A\g = Ao(p) > 0 tal que
para todo A > X\g e 27 € L%, (€ L*(G)), a solugdo (z, Z) para (4.26) satisfaz

NUE / 02 dxdt + MR / 02|V z|2dwdt
@ @ (4.28)
<C ()\3;44]E/ 0?® 22 dxdt + AQ;LQ]E/ 0*p*(azz + Z)Qdacdt) :
0 Q

Demonstracdo. Primeiramente, note que para A > 1 e u > 1, sendo § = €' e | = A«

definidos em (4.20]), temos

0(0,)=0=0(T,)), VzeG. (4.29)
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De fato, como a(t,z) < 0 para todo (t,z) € @Q, segue que
a(t,z) - —oco, quandot — 0T et —T".

Com isso,

=e*—0, quandot—0Tet—T".

Para provar a desigualdade [4.28] usaremos o Teorema e a Proposigao [£.2.2]
De fato, integrando a igualdade (4.8) em ) e tomando a expectativa em ambos os

lados, vemos que
2IE/ O(Aw + Aw)(dz + Azdt) — 2]E/ div(Vwdw)dz
Q Q

+ ZE/ div [Q(Vl - Vw)Vw — |Vwl[*VI — YwVw + <AV[ + ?) wz} dtdx
Q

— 2E/ Z cjkwxijkdtdm—l—]E/
Q

jk=1 Q

+2E / (Aw + Aw)?dtdr + E/ 0%|dVz + Vidh|*dz — E/ 0> A(dz)>.
Q Q Q

Buw?dtdr — IE/ d(|Vw|? — Aw?)dx
Q

Como w = 0z, por (4.29)) temos que w(0,z) = 0 = w(7T,x) para todo = € G. Dali,

T 2
// d(|Vw|d Aw)
aJo l

= /G [(|Vw(T, 7)|? — Aw(T, x)) — (|Vw(0,z)]* — Aw(O,x))} dx

=0.
Agora, lembrando de (4.25]), concluimos que
QIE/ 0 (Aw + Aw) (dz + Azdt) — 2IE/ div (Vwdw) dx
Q Q
: 9 vy
+2E | div |2(VI-Vw)Vw — |Vw|*VI — YwVw + | AVI + - v dxdt
Q
> QE/ e\ |V|? — Cap) | VwPdzdt + IE/ O NVt = O (4.30)
Q Q
— CA\Y it — CNP e Vle@) yw dadt + QE/ |Aw + Aw|*dzdt
Q

+E / 0?|dVz + dzVi|*dx — E / 0> A(dz)*dx.
Q Q

Seja v(x) = (v'(x),...,v"(x)) o vetor normal externo unitério de G em z € I'. Sabendo
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0z
que z =0 em X e que — = Vz - v, temos

ov

0 .
w=0z=0ew, =0z, = 9—21/] sobre 2.
J J ay

Da mesma forma, por (4.22)) e pelo Lema obtemos

le; = Aupthy, = /\,ugog—wvj e (;_7,0 <0 sobre X.
v v

De fato, como ¢y =0em ' e ¢ > 0 em G,

00 i B ) ()

ov k—0— k k—0— k

poissex € ' e k < 0 entao z + kv € G.

Além disso, pelo Teorema da Divergéncia,
—QE/ div(Vwdw)dz = —QE/ div(w,;Vw)dzdt
Q Q

= 2K wta—wdxdt =0,
b)) 8V

uma vez que w = 0 sobre X entao w; = 0 sobre X. E ainda,

2 / div(VwVw)dxdt
Q

14

= ZE/ \I/wa—wdmlt =0,
5 0

QE/ div (AV[ + g) w?dxdt
Q

a5 [ (451 5) ] e
%

B ol , 10V , B
—QE/E {Aayw ~|—28Vw}da:dt—0.
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De (4.31)-(4.35), segue que
. ) vo\
2E [ div |2(VI-Vw)Vw — |Vw|*VI — YwVw + | AVI + - ) dxdt
Q
= 4E/ div [(VI - Vw)Vw| dzdt — QE/ div [|[Vw|*VI] dzdt
Q Q

= 4E/(Vl . Vw)a—wdxdt — ZE/ |Vw|2ﬁdxdt
N al/ ) 81/
az .7 2 n
— 2 7
_4]E/29%Zl$iw$ida:dt—2ﬂ£/26 ZZ“V dxdt
i=1 i=1
0z &~ 0z 02
=4E [ 6= 01 —2E [ 0% | =
/Eeay)\ugogwxﬁayy dxdt /29
oY |0z
= 4R [ \upd® == | ==
/2 HeE? o '81/

ov
2
= 2\uE / 92<pa—¢ (%) dldt < 0. (4.36)
» 87/

%
ov

2 n
AL Z Vg, V' dxdt
i=1

2
dudt — 28 | Apg6® |52 | S dudt
‘ /E e o) ™

0z |* o
ov

De ([4.26)), temos
OR /Q 6 (Aw + Aw) (d= + Adt) da
=2E /Q 0 (Aw + Aw) [—(ar1z + axZ)dt + ZdW (t)] dz
_ 9K /Q 0 (Aw + Aw) (a17 + a>7) davdt (4.37)

< E/ (Aw 4 Aw)® dzxdt + E/ 0 (a12 + ax Z)* dxdt.
Q Q

Por (4.30)-(4.37)), concluimos que
21[-37/ oM |VY)? |V Pdzdt — 2E/ Colp|Vw|*dzdt + IE/ ©* (203t | Ve[t
Q Q Q
— CN% P — CAN it — O\ P Vlc@) w dadt + 2E/ |Aw + Aw|*dzdt
Q

+ IE/ 0?|dV z + dzVi|*dx — ]E/ 0> A(dz)*dx.
Q Q

2
< 2E/ 0 (Aw + Aw) (dz + Azdt) + 2AM]E/ 92908—¢ <%) dldt
Q ) (91/ 8V

< E/ (Aw + Aw)? dzdt + ]E/ 0% (12 + ax Z)* dadt.
Q Q

66



4. Equacgoes Parabdlicas Estocasticas

Isso implica,
QE/ gp)\uzlvwg\Vw]dedt—C)\uE/ o|Vw|*drdt
Q Q

+ QIE/ O Nt | V| fwPdadt — CIE/ O3NS + Nt + N2 Ploe) w2 dadt
Q Q

IN

IE/ 0% (a12 + ax Z)* dadt + E/ 0> AZ*dxdt
Q Q

E/ 0% (a12 4 a,.Z)* ddt + E/ 0*Al(azz + Z) — azz)*dxdt
Q Q

IN

<E /Q 0%[(a12 + a2 2)* + 2A(asz + Z)? + 202 A2?]dudt,
ou seja
2R /Q O\t | Vap[fwPdadt + 2R /Q e\ |V V> dxdt
< CME /Q ©|Vw|*dzdt 4+ CE /Q 3N 4+ N2 ptot + N peVlc@) )y widadt  (4.38)

+ E/ 0*[(a12 + a2 Z)” + 2A(asz + Z)? + 2a2 Az?]dudt.
Q

Pelo Lema m, temos que |Vi| > 0 em G\ Gy, logo existe uma constante C > 0 tal
que |V¢| > C > 0em G\ G;. Dai,

C)\?’,u‘lE/ oPwdrdt < )\3LL4E/ O |V [*wdxdt
Q\Q1 Q
ou equivalentemente,

C)\3u4E/ <p3w2dxdt—C)\3u4E/ QPwidrdt < )\3M4E/ O | V| widadt.
Q Q

1

De modo anélogo,

C)\,uQIE/ gp\Vw]dedt—C)\,uQE/ ©|Vw|*dzdt < )\/LZE/ ©| VY |* | Vw|*dadt.
Q Q

1
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Portanto, de (4.38]) obtemos

C)\?’,u‘lE/ gpSwzdxdt—C)\S/f]E/ Awidrdt
Q

1

+C)\/PIE/ @]Vw\dedt—C)\ugE/ o|Vw|*dxdt
Q

1

< C)\uE/ ©| Vw|*dxdt + E/ O3 (CN3 1% + CAZ o™t 4+ CN2 e Plo@) w2 dadt
Q Q

+ E/ 0%[(a12 + a2 Z)* + 2A(asz + Z)? + 202 A2?]dudt,
Q
ou equivalentemente
C/\3,u4IE/ oPwdrdt + C)\,MQE/ ©| Vw|*dzdt
Q Q
< C)\?’//lE/ O widzdt + C)\/Lz]E/ ©|Vw|*dwdt + C)\,uIE/ ©|Vw|*dzdt  (4.39)
1 1 Q
+ E/ O3 (CN3 1 + CAZ o™t 4 A ke Vlee) w2 dadt
Q

= E/ 0%[(a12 + a2 Z)* + 2A(asz + Z)? + 202 A2%]dadt.
Q

Note que para A e u, suficientemente grandes, podemos absorver os termos de ordem
inferior do lado direito de (4.39). Deste modo, obtemos a seguinte desigualdade

C’)\3,u4E/ 903w2dxdt+C)\,u2E/ ©| Vw|*dzdt
Q Q

< CAU'E / o*w?dxdt + CAU’E / ©|Vw|*dzdt (4.40)

1 1

+ E/ 0%[(a12 + a2 Z)* + 2A(asz + Z)? + 202 A2%]dudt.
Q
Como w = 0z, entdo Vw = OV z + zVH. Logo, de (4.40)), temos que
CN3U'E / O30 22 dxdt + CA\’E / 02|V z|*dxdt + CA*u*E / 020 22| Vap|Pdadt
Q Q Q

< C)\3M4E/

O*0*22dxdt + CA\pE /
Q1

02|V z|*dxdt + CA*u*E / 0% 2% |V | dadt
Q1

Q1
+ E/ 0%[(a12 + a2 Z)* + 2A(asz + Z)? + 202 A2?]dudt.
Q
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Com isso, temos a seguinte desigualdade
C)\3u4IE/ O30 22 dxdt + C)\MQIE/ 02|V z|*dxdt
Q Q

< C)\gpflE/

O30 2 dxdt —{—C)\,uZIE/ 02|V z|2dxdt (4.41)
Q1

Q1
+ E/ 0%[(a12 + a2 2)* + 2A(asz + Z)? + 202 A2?]dadL.
Q

Agora, nosso objetivo é estimar a integral em @, envolvendo |Vz|? no lado direito
acima. Escolhendo uma fungao de corte ¢ € C3°(Gyp), com 0 < ¢ < 1, de modo que

¢ =1em Gy, temos

CAMQE/ ©|Vz|Pdxdt SC/\,uZE/ ©| V2|2 ddt.

0

Pela regra do produto de Ito,
d(0*p2?) = 22(0%p)dt + 20°pzdz + 6% p(dz)>. (4.42)

Recordemos que
lim 0(t,-) = lim 0(¢t,-) =0

t—0t+ t—T—

e que |dz|3 = |Z|3,dt. Dai, integrando (4.42)) em @y, tomando a expectativa e usando
(4.26)), encontramos

0= IE/ (0% p)dadt +2E | CO%pzdz +E | (?0%p(dz)?
0 Qo Qo

= E/ (CP220%p, + 2C% 22 p A0 dxdt + 2F | C20%pz(—Azdt + fdt)
o Qo

+E CCO*pZ2dxdt
Qo

=E / (C22%0%p, + 22220 0 dadt — 2B [ (20 pz[div(V 2)|dxdt
0 Qo

+2E COpzfdrdt +E C0*pZ*dxdt
Qo Qo

=E [ 2%0%(pi + 2)pay)dadt + ZJE/ 0> |V 2|*dadt
Qo 0

+ 2E/ 02 1uC?p(1 + 2X0p)2V 2 - Vipdadt
Qo

+ 4E/ 02Cp2Vz - V(dxdt + 2E CO*ofzdadt + R C?0*pZ%dxdt,
0 Qo Qo
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em que f = —(a;z + axZ). Além disso, para qualquer € > 0 temos

QE/ GQCQgO\Vz\dedt—l—E/ 022 pZ2dxdt
0 0

=-FE / 2220 (¢; + 2 pay)dzdt — 2E / 0*uC?o(1 + 2\p)2Vz - Vapdadt

0

—4E / 0?CpzVz - Vidxdt — 2E | C20%¢fzdxdt
Qo Qo

< e]E/ 92C2¢]Vz\2dxdt+C(E)E/ 6

[ — a1z +ayZ)? + A2u2g0322} dxdt.
0 0o LA

Tomando € > 0 suficientemente pequeno, vemos que

4 1
]E/ / 00|V z|* dxdt < CIE/ 6> [)\2 5(a1z + asZ)? + )\2/12903,22} dxdt. (4.43)
0 G1 Qo H

De (4.41]), (4.43)) e usando a Proposigao [4.2.2] concluimos que existe um gy > 0 tal que

para todo i > g, podemos encontrar uma constante A\g = Ag(x) de modo que para

qualquer A > g,
NUE / 020?22 drdt + M\ / 02|V z|?dxdt
Q Q

< C)\3u4]E/
Q

< C)\3u4]E/
Qo

+ E/ 0% (a12 + axZ)” dudt + 2E/

Q Q

< CAN 'R / 0?0?22 dxdt + N 1*R / 0*p*(asz + Z)*dxdt.
0 Q

©302 2 dadt + C)\/LQ]E/ 02|V z|?dxdt
Q

©*0* 2 dxdt + CIE/ *A\ a1z + apZ)dxdt
Qo

0*Alazz + Z)*dxdt + 2E / 0*a3 Az dvdt
Q

Isso completa a prova do Teorema |4.3.3] O

Como consequéncia do Teorema temos a seguinte estimativa de observabili-

dade e continuacao unica para (4.26)):

Corolario 4.3.4.
1) [Desigualdade de observabilidade]: Solugoes (z, Z) para o sistema (4.26) satisfazem

|Z(O)|L3EO(Q;L2(G)) <C <|XGOZ|LI2F(0,T;L2(G())) + lazz + Z|LI2F(0,T;L2(G))> )

(4.44)
Var € Ly, (4 L*(G)).

2) [Continuagdo tnical: Se para algum zr € L% (€;L*(G)), a solucdo (z,Z) para o
sistema (4.26)) satisfaz 2 = 0 em Qg e azz + Z = 0 em @, q.t.p., entdo zr = 0 em G,
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q.t.p..

Demonstrag¢ao. Provamos apenas a conclusao 1). Tomando A\ e p, suficientemente

grandes, tal que a desigualdade (4.28)) do Teorema ¢ verdadeira para a equacao
(4.26)), deduzimos que

IE/ 0> %2 dxdt < C [E/ 9290322dxdt+]E/ 02p*(asz + Z)*dxdt| . (4.45)
Q Qo Q

Pela defini¢ao das fungoes peso (ver [4.20)), existe C > 0 tal que em (7°/4,37/4) C (0,7)
vale
92903 >C>0.

Dali,

3T/4 3T/4
CE /Zle‘dt < E/ /92g03z2dxdt < E/ 023 22 dadt.
T/4 G T/4 G Q

Com isso, segue de (4.45) que

37/4
CE / 22dxdt
G

T/4
sup (6%(t, 2) % (t, ) + 0 (t, 2)¢*(t, x))
(t,m)GQ 2 2
<C _ [E/ zda;dt—I—E/(az—l—Z) dxdt]
inf (0%(T/2,2)¢*(T/2.)) o 2
<C {]E / Zdzdt + E / (azz + Z)%lxdt} : (4.46)
0 Q

De (4.27)), tem-se

E/ 22(0)dx §CE/ 2(t)dr,  Vtel0,T). (4.47)

Integrando em (7'/4,3T'/4), segue que
37/4 37/4
E /zQ(O)dmdt <CE /zQ(t)dxdt,
e /4 Ja

T/4

ie.,

T 3T /4
—E/ 22(0)dx < CE/ /z2(t)dxdt.
2 Jg T4 Ja
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Logo, de (4.46]), concluimos que

3T/4
E/ 22(0)dzx SCIE/ /zz(t)d:xdt
G /4 Ja

<C [E / Zdxdt +E / (asz + Z)dedtl :
) Q

Portanto, a solugao (z, Z) da equagao (4.26) satisfaz (4.44)). O

4.4 Controlabilidade nula e aproximada de equacoes

parabdlicas estocasticas

Agora, provaremos o Teorema [4.1.3] Similarmente a prova do Teorema usa-
remos um argumento classico de dualidade.
Demonstracao do Teorema|4.1.5.

1) Primeiro, provaremos que é controlavel a zero em qualquer instante 7' > 0. Ou
seja, para qualquer yo € L?(G) existe um par de controles (u,v) € Lz(0,T; L*(Gyg)) x
Li(0,T; L*(G)) tal que y(T) = 0 em G, q.t.p..

Introduzimos um subespaco linear de L2(0,T; L*(Gy)) x L2(0, T; L*(G)) do seguinte
modo

Y = {(Xcoz, a3z + Z)|(2, Z) resolve a equagao ([.26) com algum zr € L (Q; L*(G))}

e definimos um funcional linear F' em )Y tal que,

F(xgyz,a32 + Z) = —/ Yoz(0)dz.
¢

Pela conclusao 1) do Corolario [4.3.4) vemos que F' é um funcional linear limitado em
Y. De fato,

|F (a2, a3z + Z)| = ‘—/ Yoz (0)dx
e

< [yo, 2(0)) r2(c)|
< |wolr2(e|2(0)] 22y
<C <|XGOZ|L§<0,T;L2(G0>> +lasz + 2 |L£€<07T%L2<G>>>

S C‘(XGOZ, asz —+ Z)ly

Pelo Teorema de Hahn Banach, F' pode ser estendido a um funcional linear limitado
no espago Lz (0,T; L*(Gy)) x La(0,T; L*(G@)). Por simplicidade, ainda usaremos F
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para denotar esta extensao. Pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe (u,v) €
Lz(0,T; L*(Gy)) x Lz(0,T; L*(G)) tal que

- / y02(0)dz = F(xeez, as + 2)

G
T T
= / / zudmdt+E/ /U(agz—i-Z)dxdt. (4.48)
0 Go 0 G

Afirmamos que u e v obtidos acima sao os controles desejados. De fato, para qualquer

2r € LETT(Q; L*(@)), pela férmula de Ito e integracdo por partes, temos que
IE/ y(T)zpdx — / Yoz(0)dx
G G
= E/ y[—Az — (a12 + ax Z)|dxdt + ]E/ 2(Ay + a1y + xg,u + azv)dxdt
Q Q

+E / (agy + v)Zdxdt
Q
T T
=E / zu dxdt + E/ / v(azz + Z)dxdt, (4.49)
0 Go 0 G

onde (z,Z) é a solucao para (4.26) com zp = z(T') e y é o estado de (4.5).

De (4.48) e , Vemos que
IE/ y(T)zpdx = 0. (4.50)
G

Como 27 é um elemento arbitrario em L% (Q; L*(G)), da igualdade (4.50), concluimos
que y(T) = 0 em L*(G), q.t.p.. Isso prova a controlabilidade nula de (4.5)).

2) Agora, provaremos que (4.5)) é aproximadamente controlavel no tempo T'. Para isso,

basta mostrar que o conjunto

Ar :={y(T)| y é o estado de (4.5) com controles
(u,v) € Lg(0,T; L*(Go)) x Lg(0,T; L*(G))}

¢ denso em L%ET(Q; L*(G)). Vamos provar isso por contradi¢do. Suponha que exista
n € L5, (Q; L*(G)) diferente de zero tal que

IE/ y(T)ndx = 0, Vy(T) € Ar. (4.51)
a
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Da férmula de Ito e usando integracao por partes, temos que

T T
E/y(T)ndx—/yoz(O)dx:E/ / zuda:dt—i—]E/ /v(agz—l—Z)dzvdt, (4.52)
G e 0o Jao o Ja

onde (z,Z) é a solucao para (4.26) com 2y =n e y é o estado de (4.5)).

De (4.51)) e (4.52)), obtemos

/yoz 0)dz —E/ / zudxdt+]E/ / (a3z + Z)vdxdt, (4.53)
Go

Y(u,v) € LE(0,T; L*(Gy)) x La(0,T; L*(Q)).

Note que o lado esquerdo de (4.53)) é independente de (u,v). Dai, escolhendo (u,v) =

(0,0), encontramos que [ yoz(0)dz = 0. Assim,
e
T T
0= ]E/ / zudxdt + E/ /((I3Z + Z)vdxdt,
o Jao o Ja
W) € LA(0.T: L(Gy)) x I(0.T: L*(G)).

Portanto, temos que z = 0 em Go x (0,7), q.t.p. eazz+ Z =0em G x (0,T), q.t.p..
Pela conclusao 2) do Corolario |4.3.4} segue que 7 = 0, o que é uma contradi¢ado. [
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Apeéendice A

Resultados Auxiliares

A.1 Espacos de Banach, Espacos de Hilbert e Ope-

radores Lineares

Todos os espacos lineares mencionados neste trabalho estao sobre R ou C. Cla-
ramente, qualquer espaco linear sobre C é também um espaco linear sobre R. Para

qualquer ¢ € C, denotamos por ¢ seu conjugado complexo.

A.1.1 Espacos de Banach e Espacos de Hilbert

Definigao A.1.1. Seja X um espago linear. Uma aplicagao | - |y : X — R é chamada

norma em X se satisfaz as seguintes propriedades:
i) |[z|lx >0,V eX e |zjlx=0&2=0;
i) |ax|y =|a||z|y, VaeCeVre X,
i) |z +ylx <|zlx + lylx, Vr,yeX.

Um espago linear X munido com uma norma | - |y é chamado de espago linear

normado e serd denotado por (X, |- |x)-
Definicao A.1.2. Seja X um espaco linear normado.

1) Dizemos que (z;) C X é uma sequéncia de Cauchy (em (X, |-|x)) se para qualquer

e > 0, existe ko € N tal que |z, — xj|x < € para todo k,j > ko.

2) Dizemos que () C X converge para algum z em X se klim xp = x9 em X, isto
—00

é, lim |z — zolx = 0.
k—o0
Definicao A.1.3. Seja X um espaco linear normado.
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1) Um subconjunto G C X ¢é dito limitado se existir uma constante C tal que

|z|x < C para qualquer x € G.

2) Um subconjunto G é denso em X se, para qualquer x € X, podemos encontrar

uma sequéncia (zy) C G tal que khm =z em X.
—00

Definigao A.1.4. (Espago de Banach) Um espago linear normado (X, |- |x) é cha-
mado espaco de Banach se é completo, isto é, para qualquer sequéncia de Cauchy

(xr) C X existe g € X tal que klim x = x9 em X.
—00

Definicao A.1.5. Um espaco de Banach X é dito separavel se possui um subconjunto

denso e enumeravel.

Definigao A.1.6. Seja X um espago linear. Uma aplicacao (-, )y : X x X — C é

chamada produto interno em X se satisfaz:

i) (z,2)x >0, Ve X e(x,2)y =0& x=0;

H) <$7y>X:<y7$>X7 vxaye‘)(a
i) (0 + By, 2)x = o, 2)x + By, ), Yo, BEC, e,y 2 € X,

Um espaco linear X’ com o produto interno (-, -) » é chamado de espaco com produto

interno e é denotado por (X, (-, -)x).

Lema A.1.7. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X um espago com produto
interno. Definindo |z|x = \/(x, z)x, temos

{z,y)x| < |z|x|y|x, Vo,y e X.

Demonstragao. Ver [3l, p.78]. O

Proposicao A.1.8. Seja X um espago com produto interno. A aplicagdo = +——

\/ (z, x)yx define uma norma em X

Demonstracao. Da definicao de produto interno, vemos que

) |z|lxy =/ {(z,2)x >0,V € X.

e
Z|lx =0 V{(r,2)xy =0 (z,x)» =0 2 =0.

ii) Para todo a € C e qualquer z € X"

jaxlx = v/ {ax, az)y = Vad(z, z)x = V]alXz, 2)x = |o]V/ (2, 2)x = |of|z]x.
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iii) Para quaisquer z,y € X"

z+ylk=(r+y.z+y)x
= (v, x)x + (z,9)x + (Y, x)x + (v, y)x

= |23 + (@, y)x + (@, y)x + |yl5

= |2[% + 2Re{(z, y)a} + yl%

< |23 + 2l @, x| + |yl3

< |23 + 2|z|x|ylx + ly|3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
= (|zx + lylx)*

Portanto,

lz +ylx < |zl + |y|x

]

Da Proposicao [A.1.8] vemos que qualquer espago com produto interno pode ser
visto como um espacgo linear normado. A norma dada por |z|x = /(z,z)x é dita

norma induzida por (-, -) y.
Definicao A.1.9. Um espaco com produto interno X é chamado de espaco de Hilbert

se for completo sob a norma induzida por seu produto interno.

A.1.2 Operadores Lineares Limitados

A seguir, sejam X e ), espacos lineares normados e X e ) espacos de Banach.

Definigao A.1.1. Uma aplicacao A : X1 — Y é chamada de operador linear limitado

se for linear, isto é,
Alax + By) = Az + Ay, Vr,ye Xy e «,f€C,

e A aplica subconjuntos limitados de X} em subconjuntos limitados de ).

Denotaremos por L£(X7; V) o conjunto de todos os operadores lineares limitados de
Xl em yl.
Para quaisquer a, f € Re A, B € L(AX;))1), definimos A + B do seguinte modo

(€A + B)(z) = aAx + BBz, Vz € Aj.
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Deste modo, temos que L£(X7;);) é também um espago linear. Podemos definir uma

norma em L(X7;))) da seguinte forma:

A
|Alz(xy0) == sup [Az]y, (A.1)

sex\(oy 1%l
E f4cil ver que L£(X;)) é um espago de Banach com tal norma.
O seguinte teorema ¢é importante na demonstracao do Teorema da Limitagao Uni-

forme.

Teorema A.1.10. (Teorema da Categoria de Baire) Seja X' um espago métrico
completo e {F}, } ey uma colegdo enumeravel de conjuntos fechados de X. Se intF,, = ()

para todo n, entao int(U F,) = 0.

neN
Equivalentemente, se X é um espaco métrico completo nao-vazio e {Fj,},en é uma

colecao enumeravel de conjuntos fechados de X tal que X = U F,, entao existe
neN

no € N tal que intF},, # 0.
Demonstragao. Ver [4, p.31]. ]

Teorema A.1.11. (Limitagao Uniforme) Seja A um conjunto de indices. Se A, €
L(X;)Y) para cada A € A e

sup |[Ayz|y < oo, Vre X,
AEA

entao

sup [ Ax| (i) < 00
AeA
Demonstracdo. Para cada n € N, considere

F,={x € X; |Ax|y <n paratodo A € A}.

Seja a fungdo continua G =|| - || 0Ay. Temos que, para cada A, o conjunto G5 ([0, n])
é fechado, logo F), = ﬂ G '([0,n]) é fechado.
AeA

Por hipdtese, dado x € X, existe C, > 0 tal que |Ayz|y < C,, YA € A. Considere
ny > C,, n1 € N, dai |[Ayz|y < ny, VA € A. Com isso, vemos que x € F,,. Desse

modo, segue que X C U E,.
neN
Da definicao de Fj,, vemos que U F, Cc X. Logo, X = U F,,. Pelo Teorema da

neN neN
Categoria de Baire, existe ng € N tal que intF},, # 0.

Seja B, (zo) C F,, entao

|A)\(ZL'0 + TZ)b) <ng, Vze Bl(O), A €A
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Da desigualdade triangular, temos

TlA)\Z‘y — ‘A)\l’o’y S ‘A)\.%’O + ?”A)\Z‘y.

Assim,
A A A
|A)\Z|y S | Ao+ T )\Zly‘i" ,\.170|y
r
Cy
<M F % yyen.
r
Portanto, como |Ax|zx.y) = sup |Ax(2)]y, segue que
|z|x=1
no + Cy
| Ax|zxy) < %, YA€ A.

]

Também, nos serd importante o seguinte teorema, que é uma consequéncia do Te-

orema da Aplicagdo Aberta (mais detalhes, ver [4]).

Teorema A.1.12. (Aplicacao Inversa) Se A € L(X;)) é bijetivo entdo A~ €
L(Y; X).

Demonstracio. Como A é bijetivo entdo A1 : Y — X existe e estd bem definido.
Vejamos que A~' é linear. De fato, sendo A linear temos que A(ax+ By) = aAz+ BAy,

entao
AN oAz + BAy) = AN (Aaz + By)) = ax + By = aA™ (Az) + AT (Ay).

Também, A~' é continua. Com efeito, para todo aberto U C X, temos que (A1) H(U) =
A(U) é um aberto de Y. Logo, A~! é continua. Portanto, A™' € £(Y; X). O

Quando f € L(A&};C), dizemos que f é um funcional linear limitado em X;. De-
notaremos por X7 = L(A};C) o espago dual de X;. Se f € X] e x € X}, usaremos a

seguinte notacao

f(x) = {f,2)x; 2,

O simbolo (-, -) v+ x, € referido como o par de dualidade entre AT e X}. Segue de (A.1)
que

f

xr= sup |f(x)], VfeAl

I€X1,|CC‘X1 <1

E possivel mostrar que X;" e X* sao espagos de Banach.
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Dizemos que o espago &X' é reflexivo se (X*)" = A = X. Ou seja, o bidual de X' é
igual a X

Lema A.1.13. (Teorema de Hahn-Banach na forma complexa) Sejam X um
espago vetorial sobre C, um subespaco FF C X e p : X — [0, 00) um funcional sublinear,

ie.,

plaz) = |alp(z), VaeC, xe X, e
p(x +y) < p(x) + p(y), para quaisquer z,y € X.

Suponha que f : F' — C seja um funcional linear tal que |f(z)| < p(z), Vz € F.
Entao, existe um funcional linear ]?: X — C que é uma extensao de f, isto é, ﬂ r=f,
e que satisfaz

|f(@)] <p(z), VzeX.
Demonstragao. Ver [3], p.45]. =

Teorema A.1.14. (Hahn-Banach) Seja X um subespago linear de &) e fy € A].
Entao, existe f € A} com |f

xr = | folxy, satisfazendo
f(x) = folx), Voei

Demonstra¢ao. Sendo fy : Xy — C um funcional linear limitado, entao

[fo(@)| < |fo

X $|XO, VIEEXO.

Definamos p(z) = |fo|lxx|x|x, que, claramente, é um funcional sublinear. Pelo Lema

Xy
A.1.13] existe f € X tal que f|x, = fo, ou seja, f(x) = fo(z), Vr € Xy. E ainda, f

satisfaz

[f (@) < 1fo

X; .17|)(07 Vr € A].

Com isso, segue que

sup  [f(2)] < |fo

TEXY,|z| Ay <1

vy = |flay < |folag-

Por outro lado, como f é uma extensao de fj, temos a seguinte estimativa

sup  |fo(x)] < [f

.Z’EXO,|JZ|XO<1

xr = |folay < fla;

Portanto, | f

xy = | folag-
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Como consequéncia, temos o seguinte resultado:

Proposicao A.1.15. Para qualquer zy € X, existe f € X* com |f|y+ = 1 tal que

f(xo) = |l‘0|x-

Demonstragao. Basta aplicar o Teorema de Hahn-Banach ao subespago F' = (x) e ao

funcional linear limitado fo : F — R definido por fo(tzg) = t|xo|p- O

Teorema A.1.16. Sejam X um espaco de Hilbert e L C X um subespago vetorial
fechado préprio. Entdo X = L& L', isto é, cada z € X admite uma nica representacao
na forma

r=p+q compec Leqe Lt
Demonstragao. Ver [3|, p. 83]. O

Teorema A.1.17. (Representagao de Riesz) Se X' é um espaco de Hilbert e F' €
X", entao existe y € X tal que

F(z) =(z,y)», Vreki.

Demonstracio. Seja M = KerF = F~'({0}). Temos que M é um subespaco fechado
de X. Se M = X, entao F' = 0 e tomamos y = 0. Caso contrario, temos que M é um
subespaco fechado préprio de X'. Do Teorema , sabemos que M~* # {0}. Entdo,
podemos escolher z € M* tal que |z|x = 1. Dado x € X,

= Mz x — Mz

“Fe) T ER Y (4-2)
onde

— Flz) eEMe F(x)z e M*.

F(z)” F(z)

Afirmamos que y = F(z)z. De fato, fazendo o produto interno de ‘} com o vetor
y = F(z)z, segue que

(,y)x = <%z +(z— ?Egz),F(z)z>X
(= FOe + Flale = sy
= F(x){(z,2)x
= F(x),
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F
——2,2)x =0, jd que x — <x>z€Mez€ML. ]
F(z)

pois (x —

Para qualquer A € L£(X;)), definimos uma aplicacao A* : Y* — X™ do seguinte
modo:
<A*y/7 ZZ'>X*,X = <y/7 Ax):y*,yv vyl € y*7$ eX.

Chamamos A* de operador adjunto de A. Claramente, A* é linear e limitado. E f4cil
verificar que para qualquer A, B € L(X;)) e a,f € R, (kA + B)" = aA* + B".

A.1.3 Operador Linear Ilimitado

Seja H um espaco de Hilbert.

Definicao A.1.2. Para uma aplicacao linear A : D(A) C H — H, onde D(A) é
um subespago linear em H, chamamos D(A) o dominio de A. O gréfico de A é o
subconjunto de H x H consistindo em todos os elementos da forma (z, Az) com = €

D(A). O operador A é dito fechado (resp. densamente definido) se seu grafico for um
subespaco fechado de H x H (resp. se D(A) é denso em H).

Ao contrario dos operadores limitados, o operador linear A na Definigao (A.1.2)
pode ser ilimitado, ou seja, pode aplicar alguns conjuntos limitados em H para con-
juntos ilimitados em H. Um tipico operador linear ilimitado, fechado, densamente

definido (em H = L*(0,1)) é o operador diferencial S com o dominio
T

d
{y € L*(0,1); y é absolutamente continuo em [0, 1], ﬁ € L*(0,1), y(0) = 0}.

Se o operador A é densamente definido, o dominio D(A*) do operador adjunto A* de

A ¢ definido como o conjunto de todos f € H tal que, para algum gy € H,

(Az, fYw = (z,95)n, Vo € D(A).

Neste caso, definimos A*f := g;.
Denote por I o operador identidade em H. O conjunto resolvente p(A) de A é definido

por
p(A) :={\ € C; A\l — A: D(A) — H é bijetivo e (\[ — A)™' € L(H)}.

O conjunto resolvente p(A) é aberto em C.
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A.2 Medida e Integracao

Seja €2 um conjunto nao vazio. Para qualquer subconjunto E C €2, denotamos por

xe(+) a fungao caracteristica de F, isto é

(z) 1, se xe€F,
XE\T) =
y 0, se z€Q\E.

Definicao A.2.1. Seja F uma familia de subconjuntos nao vazios de 2. Dizemos que

F é uma o - algebra em () se
1) Qe F;

2) E° € F para qualquer F € F;

3) U E; € F sempre que cada E; € F.

i=1
Se F é uma o - dlgebra em (2, entao (2, F) é chamado de espago mensurdvel.

Qualquer elemento E € F é chamado de conjunto mensuravel.
Definigao A.2.2. Uma funcdo p: F — [0, 00| é uma medida em (€, F) se:
o 1(0) =0;

e 1 é contavelmente aditiva, i.e.,
i=1 i=1

A triplice (2, F, u) é chamada de espago de medida.

Definigao A.2.3. Uma medida p é chamada finita (resp. o-finita) se u(2) < oo (resp.

se existe uma sequéncia {E£;}52, C F tal que 2 = U E; e p(E;) < oo para cada i € N).
i=1

Se u(E) = 0 dizemos que o conjunto E tem medida nula.

Definigao A.2.4. O espago de medida (€2, F, 1) é dito completo (e p é dita completa

em F) se
N ={E C Q; existe E € F com y(E)=0¢ E C E} C F.
Se o espaco de medida (€2, F, ) ndao é completo, entdao definimos a classe
F={FEUN; EcF NeN}
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A familia F é uma o-algebra que contém F como uma sub-classe prépria, e a funcao
de conjunto i dada por i(E U N) = p(E) é uma medida completa em F. A medida f
¢ chamada de complemento de pu.

Se uma determinada proposi¢ao sobre os pontos de (€2, F,u) é verdadeira para
cada ponto x € (2, com exce¢dao no maximo de um conjunto de pontos que formam
um conjunto de medida nula, dizemos que a proposicao é verdadeira p — ¢.t.p (quase
toda parte com relacdo a medida p). Uma fungao g : (Q, F,u) — R é chamada
essencialmente limitada se for limitada pu—q.t.p, isto é, se existe uma constante positiva
¢ tal que o conjunto {x € Q;|g(z)| > ¢} é um conjunto de medida nula. O infimo dos
valores de ¢ para que esta afirmacao seja verdadeira é chamado de supremo essencial
de |g|, abreviado para ess sup |g(z)|.

Sejam (€2, F1), ..., (Qnig%) espagos mensuraveis. Denotemos por Fj X -+ X F, a
o- algebra (no produto cartesiano ; x --- x €2,,) gerada pelos subconjuntos da forma
Ey x -+ x E,, onde E; € F;; 1 <i <n. Seja y; uma medida em (€;, F;). Chamamos

p uma medida produto em (; X -+ x Q,, F; X -+ X F,) induzida por pq, ..., i, se
p(Ey x -+ x E,) = [[m(E:), VE; € F.
i=1

Teorema A.2.1. Sejam (Qq, F1, ft1), - - -, (Qn, Fn, tn) espagos de medida o-finita. Entao
existe uma unica medida produto p (denotada por gy X - -+ X ) em (€2y X - -+ x ,,, Fy X

-+ x JF,) induzida por {u; ;.

Demonstra¢ao. Vamos considerar o caso n = 2. Seja (21, Fi, t1) e (g, Fa, pi2) espagos

de medida o-finita. A aplicagao py X ps : Fi X Fo — [0, 00] dada por
(11 X p2) (Er X Ep) = pu(En)pa(Es), VE; € F;

¢ uma medida em F; X Fs.

Evidentemente, temos que p1 X p2(0) = 0. Seja {B;}:2, uma sequéncia de elementos
dois a dois disjuntos de F; X F; tal que B = U B; estd em F; x Fy. Para cada x € )y,

i=1
denotamos por B, a faixa vertical de B definida por

B, = {y € Qy; (z,y) € B}.
Como pu9 é o-finita, a aplicacao

X — N2<Ba:) S [0, OO]7 r e
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é mensuravel e

/Q (B dpus (1) = (1 % jia)(B).

Para ver isto, basta observar que se B = E; X E,, com E; € F;, entao

p2(Bz) = p2(E2)Xxm (7)),

para todo x € €2, e
/ p2(Be)dpy (v) = / p2(E2) X, (2)dpr (2) = pn (Ey)pe(Ee) = (1 X p2)(B).
0 951

De modo andlogo, para todo i = 1,2 a funcdo = + ps(B’) é mensuravel e sua integral
6 igual a (u1 x pp)(B'). Como para todo x € € a faixa vertical B, é igual & unido

disjunta das faixas verticais B, temos que

= ZM(B;)-

Integrando de ambos os lados,

o

< p)(B) = [ (B Z | B ) = S x ) (B

=1

Logo, (11 X p2) é uma medida em F; X Fp. Como py e ug sao medidas o-finitas entao
a medida produto (p; X pg) é definida como sendo a tinica medida em F; x Fo.

O caso geral segue por inducao.

Seja X um espaco de Banach.

Definicao A.2.5. A menor o-algebra contendo todos os conjuntos abertos de X é
chamada de o-dlgebra de Borel de X' e denotada por B(X). Qualquer conjunto E €

B(X) é chamado conjunto Boreliano em X'
Seja f: Q — Q' uma aplicacao entre espagos mensuraveis.

Definigao A.2.6. A aplicacao f é dita ser F — F'-mensurdvel ou simplesmente F-
mensuravel ou até mensuravel (no caso que ndo ocorra confusio) se f*(F') C F. Em
particular, se (', F') = (X, B(X)), entao f é dita ser uma fun¢ao F-mensuravel (com

valores em X') ou simplesmente mensuravel.

Seja f uma propriedade relativa a uma aplicacao f, em alguns elementos de (2.
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Denotamos por {8} o conjunto {z € ; [ vale para f(x)}. Por exemplo, quando
Q) =R, denotamos {x € Q; f(x) >0} por {f > 0}.

Para uma aplicacio mensurdvel f : (2, F) — (€, F’) é ébvio que f'(F') é uma
sub-o-dlgebra de F, chamada de o-édlgebra gerada por f, e denotada por o(f).

Para um determinado conjunto de indices A e uma familia de aplicagoes mensuraveis
{fa}rea (definida em (€2, F), com intervalos possivelmente diferentes), denotamos por

o(fa; A € A) a o-édlgebra gerada por U a(fr)-
AEA

Definicao A.2.7. Seja fr : 2 — X uma sequéncia de funcoes com valores em X

definidas em Q. A sequéncia { fi } 7=, é dita convergente para f (denotada por klim fre =
—00
fo) em X,y — q.t.p., se {kh_glo fr# fo} € Fe u({klimoo fx # fo}) =0.

Em dimensao infinita, a nogao de F-mensurabilidade da Defini¢gao[4.2.6|nem sempre
é suficiente para argumentos de aproximagcao. Portanto, precisamos de outra nocao
de mensurabilidade. Concentraremos nas fungoes de valores em espacos de Banach,
embora alguns dos resultados abaixo possam ser generalizados para funcoes com valores

em espagos métricos.
Definicao A.2.8. Seja f : () = X uma funcao de valores em X.

1) Chamamos f uma funcao F-simples se
k
FO) = xm()h; (A.3)
i=1

para algum k € N, h; € X, e conjuntos mutualmente disjuntos Fy,..., E, € F

k
satisfazendo U E;, =
i=1
2) A fungao f é dita fortemente F-mensuravel com relagao a p (ou simplesmente
fortemente mensuravel) se existir uma sequéncia de fung¢oes F-simples { fi}ro,

convergindo para f em X, y — q.t.p.

Neste caso, as vezes também dizemos que f : (Q, F,u) — X é fortemente men-

suravel.

A fim de caracterizar a mensurabilidade forte de funcoes com valores em X', intro-

duziremos algumas terminologias.

Definicao A.2.9. Uma funcao f : Q — X é dita de valor u-separavel se existir um

subespaco fechado separavel Xy C X de modo que f(x) € A, para quase todo x € €.
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Teorema A.2.2. (Teorema da mensurabilidade de Pettis, 22 versao) Seja
(Q, F) um espaco mensuravel e f : Q@ — X uma funcdo, onde X é um espago de

Banach. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1) f é fortemente mensuravel,
2) f é de valor separdvel e fracamente mensuravel.
Demonstragao. Ver [16] p. 6]. ]

Teorema A.2.3. Seja (2, F,u) um espago de medida o-finito. Para uma fungao

f:Q — X, sao equivalentes:
1) f é fortemente mensurdvel,
2) f ¢é de valor separavel e mensuravel.

Demonstracao.

1) = 2) Seja f fortemente mensurdvel. Entao, existe uma sequéncia { fi }7o; de fungoes
simples convergindo para f, u — q.t.p. Se E é o conjunto dos pontos = € () onde a

sequéncia { fx(z)}32, ndo converge para f(z), temos que u(E) =0 e

FQ\EB) | ful9). (A4)
k=1

Como f(Q2) é finito para todo k, entao A = U fx(©) é um conjunto enumerével e
k=1

entdo A é separavel. Logo, segue de que f(Q\ E) é fechado e separavel. Ou seja,
f € de valor separavel.

Mostremos que f é mensuravel. Para provar que f~'(B) € F para todo B € B(X)
é suficiente mostrar que f~*(U) € F para todos os conjuntos abertos U. Seja U um
conjunto aberto e consideremos uma sequéncia de fungoes simples { f }72; que converge
para f. Parar > 0 seja U, = {x € U;d(x,U°) > r}. Assim, f,'(U,) € F para todo

k > 1, pela definicao de uma funcao simples. Como

o= N AL,

m,k>1n>k

Segue que f~H(U) € F.

2) = 1) Suponhamos que f é F-mensurdvel. Deste modo, z*(f) = (f,2")x x+ ¢ men-
suravel para todo z* € X*. Ou seja, f é fracamente mensuravel. A implicacdo segue

da segunda versao do Teorema da mensurabilidade de Pettis. O]
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Note que, pelo Teorema [A.2.3] se o espaco de Banach X é separavel e o espago
mensuravel (2, F, ) é o-finito, entdo f é fortemente mensuravel se, e somente se, f é
mensuravel.

Considere (€2, F, i) um espaco de medida o-finito.

Definigao A.2.10. Seja f uma funcao simples com valores em X. Dizemos que f(-)
¢ Bochner integravel se p(F;) < oo para cadai=1,... k.
Neste caso, para qualquer F € F, a integral de Bochner de f sobre E é definida

por
k
/Ef(s)dﬂ = ZM(E N E;)h;.

Definicao A.2.11. Uma funcao fortemente mensuravel f :  — X é dita ser Boch-
ner integravel se existir uma sequéncia de fungoes simples Bochner integréveis { f;}:2;

convergindo para f em X, y — q.t.p., de modo que

17— 00

lim ; |f(s) = fi(s)|xdp = 0.

Neste caso, também dizemos que f : (Q, F,u) — X é Bochner integravel. Para qual-

quer E € F, a integral de Bochner de f sobre E é definida por
[ #)in=lim [ xe(s)is)auts) em . (A5)
E 71— 00 [¢)

E f4cil verificar que o limite do lado direito de existe e seu valor é independente
da escolha da sequéncia {f;}32;.

Claramente, quando X = R" (para algum n € N), a integral de Bochner acima
coincide com a integral de Lebesgue usual para fungoes com valores em R".

O seguinte resultado revela a relagao entre a integral de Bochner (para fun¢oes com

valores vetoriais) e a integral de Lebesgue usual (para fungoes escalares).

Teorema A.2.4. Seja f : 2 — X fortemente mensuravel. Entao, f é Bochner in-

tegrével se, e somente se, a fungao escalar |f|y : Q@ — R é Lebesgue integravel.

Demonstragao. (=) Suponha que f é Bochner integravel. Entao, existe uma sequéncia

{fi}2, de fungoes simples Bochner integraveis convergindo para f em X, u-q.t.p., e

lim ; |f(s) = fi(s)|xdp = 0.

17— 00

Como,

[F($)lx = [f(s) = fis) + fi(s)|x < [f(s) = fi(s)]x + [ fils) |,
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basta mostrar que |f;(s)|x e |f(s) — fi(s)|x sdo integraveis.

Temos que |f;(s)|x é mtegravel pois, como f; é uma fun¢ao simples Bochner in-

tegravel para todo 7, entao f; = ZXE h; e u(E;) < oo, para todo i . Logo,

k;
Kﬁmmwzzmmmu<m

Além disso, | f(s)— fi(s)|x também é integravel pois, como lim / |f(s)—fi(8)|xdp =0,
1— 00 Q

existe ng € N tal que para todo n > ny vale,
/ | f(s) s)|xdp < oo.

Portanto, | f|x é integravel.
(<) Seja {fi}2, uma sequéncia de fungoes simples convergindo para f em X,

p-q.t.p. Considere

f(s). se L)l < 517l

0, caso contrario.

9i(s) =

3
A sequéncia {g¢;}°; de fungoes simples satisfaz |g;(s)|x < §|f(s)|;( e lim |f(s) —
1—00
gi(s)|x = 0, p-q.t.p. Além disso, |f(s) — gi(s)|x ¢ integravel. De fato,

5

17(5) = ails)l < 17 + (o) < 1F(5)e + 517w =

2’f<3)|x

e, como |f(s)|x ¢é integravel, segue que |f(s) — gi(s)|x-

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
lim [ [f(s) = gi(s)|xdp(s) = / lim [f(s) — gi(s)|xdp(s) = 0.
1— 00 Q Q 1—00

Portanto, f é Bochner integravel. O
Outras propriedades para a integral de Bochner sao dadas a seguir.
Teorema A.2.5. Sejam f,g: (Q, F,u) — X fungdes Bochner integraveis.

1) Para qualquer a,b € R, a fungao af + bg é Bochner integréavel e, para qualquer
E e F, vale

[E (af(s) +bg(s))du = a /E F(s)dp+b [E g(s)dp.
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2) Para qualquer £ € F,

[Ef(s)duxg/Eu(s)ud;L.

3) A integral de Bochner é p-absolutamente continua, isto é,

lim /f(s)du:O em X.

E€Fu(E)=0 Jp

4) Se F € L(X;)), entdao F f é uma fungdo Bochner integrével com valores em ).

Além disso, para qualquer E € F, vale

| Frsu=r [ s

Demonstracao.
1) Como f e g sao Bochner integréaveis, existem {f;}:°; e {g:};2, sequéncias de fungoes

simples Bochner integraveis convergindo para f e g, respectivamente, p-q.t.p. E ainda,

i [ 1) = fi@lldn =0 e Jim [ lo(o) - go)lds =0,

i—00
Notemos que (a fi + bg;) é uma sequéncia de fungoes simples Bochner integraveis e,

para todo i, temos que

/ laf (@) + by(x) — (afi(x) + bga(x))]p di
/ a(f () — fil)) + blg(z) — gu())]p d

< [[lallsta) = £l + (o) - (o)l
— ol / (@) — fi(a)dp + 1 / 19(2) — gu(a) | du
< 4o00.

Logo, |af(z) + bg(z) — (afi(x) + bg;(z))|x € integravel para todo . Também,

i | [af(a) + bola) — (afie) + bas(o) ey <lal Jim [ 1) = fio)l e

Z*)OO
+lb] tim [ o) gz v
71— 00 Q

=0.
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Portanto, (af + bg) é Bochner integravel. Além disso,

[ af@) + bata))de = Jim [ (@siCo) + b (o)

:Zliglo (a/ fi(w)dﬂer/Egi(x)du)

:lima/f, d,u+hmb/ i(x)du
E

1—00 1—00

:a/Ef(:L’)du+b/Eg(x)dp.

2) Seja f uma fun¢ao Bochner integravel, entao existe uma sequéncia { f;}32; de funcoes

simples Bochner integraveis tal que / fdp = lim / fidpe.
E 71— 00 E

Para todo i, temos que
/ fidp| < / | filxdp,
E X E

L@ =i [ @an] < pim [ @k [ 1@

3) Provemos que lim / | fladp = 0.
wE)=0 J g
Como f é Bochner integrével, pelo Teorema [A.2.4] temos que |f(z)|x é integrével.

donde

Se p(E) = 0 para algum E € F, entdo |f(z)|y xe(z) =0 p-q.t.p., e
[ @lxetein =o.

Logo, lim / |fladp = 0 e, do item anterior, segue que
,LL(E)HO E

< lim /\f )| xdp = 0.

w(E)—0

M(lg)go/Ef(fIr)

Portanto,

lim du = 0.
i f( )dp

4) Seja f uma fungdo Bochner integravel. Existe uma sequéncia {f;}:2, de fungoes

simples Bochner integraveis convergindo para f com

lim | [(@) = f(o)edp = 0

1—00
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Como F' ¢ linear, aplicando F' em cada elemento da sequéncia, a nova sequéncia
{Ff;}2, também é uma sequéncia de fungdes simples e, portanto, integraveis.

Pela linearidade e continuidade de F', temos
[ Fr@in=F [ f@dn e lim () = F lim fi@) = Ff@). 0= atp.
E E 7 (o9} (2 o0

donde F'f é fortemente mensuravel.
Como, |Ff(z)ly < |Fleae|f(x)|x e |f(x)|x é integravel, temos que |F'f(x)]y é
integrével. Logo, pelo Teorema[A.2.4] concluimos que F'f é Bochner integravel. Além

disso,

[ Frwan=lin [ Frdi= £ [ G- [ e
E 71— 00 E 11— 00 E E
L]

Teorema A.2.6 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja f : (2, F,u) — X for-
temente mensuravel e g : (2, F, u) — R uma funcio integravel ndo negativa de valores
reais.
Assuma que f; : (2, F, u) — X é Bochner integravel com |f;|x < g, n— q.t.p., para
cadai € Ne zliglo fi=fem X, pu—q.t.p. Entao, f é Bochner integravel e
lim [ fi(s)dp = / f(s)dy em X, VEc F.
7o JE E
Demonstragao. Como |fi|lx < g, p—q.t.p., para todo i € N, entao lim |f;(z)|x < g(z),
p~q.t.p., donde, temos que |f(x)|x < g(x), p-q.t.p. o
Como g é Bochner integravel, | f(x)|x é integravel. Pelo Teorema[A.2.4] temos que

f é Bochner integravel. Além disso,

[f (@) = fil@)x < [f(2)lx + [ filo)lx < 29(2), p—qtp,

donde |f(x) — fi(z)|x € integravel.
Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e o fato que lim |f(z)—
1—00
fi(z)|x = 0, temos

lim [ [f(z) = fi(z)|xdp =0, VE€F.
B

1—+00
Portanto, para todo E € F,

lim Efi(:z:)du = /Ef(ac)du em X.

1—00
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O seguinte teorema é cpnhecido como Teorema de Fubini para integrais de Bochner.

Teorema A.2.7. Seja (1, F1, 1) € (o, Fa, p2) espacos de medida o-finito.
Se f: 8y x Qy — X é Bochner integravel entao as fungoes y(-) = f(t,)dp(t)
951

e z(-) = /Q f(,8)dus(s) sdo q.t.p. definidas em €25 e ©; e Bochner integraveis com

relacao as medidas ps e py, respectivamente. Além disso,
[ stesm x s = [ a0duntt = [ s(s)duals)
Q1 xQ9 1951 Qo

Para qualquer p € [1, 00), denotamos por L% (€; X) := LP(Q, F, u; X') o conjunto de
todas (classes de equivaléncia de) as fungoes fortemente mensuraveis f : (Q, F, u) - X

tal que [ |f[5dp < co. Este é um espago de Banach com a norma

Q
o = ( / |f|§zdﬂ) |

Observacao 5. Quando p =2 e X é um espaco de Hilbert, entdo L%(£2; X') também

é um espaco de Hilbert.

Denotamos por LF(€; X) := L>=(Q, F, u; X') o conjunto de todas (classes de equi-
valéncia de) as fungoes f fortemente mensurdveis (de valores em X) tais que ess

supzealf(x)|x < 0o. Este é um espago de Banach com a norma

|f‘L°f°(Q;X) = ess supzea|f(T)|x.

Para qualquer 1 < p < oo, e qualquer subconjunto aberto nao vazio G de R",
denotaremos por LP(G, L, m; X) por LP(G; X), onde L é a familia dos conjuntos men-
suraveis de Lebesgue em G' e m é a medida de Lebesgue em G. Também, denotamos
LE (4 R) e LP(G,R) por L% (Q) e LP(G), respectivamente. Em particular, no caso em
que G = (0,T) C R para algum T > 0, escrevemos simplesmente LP(0,7; X) e L?(0,T)
ao invés de LP((0,7); X) e LP((0,T)), respectivamente.

Para qualquer p € [1,00), definimos p’ o conjugado Holder de p, isto é,

_r
/ p_17
00, se p=1.

se p>1,

O seguinte resultado caracteriza o espago dual de LP(Q2; X).
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Proposicao A.2.8. Seja X um espago de Banach reflexivo e p € [1,00). Entao,
LE( X)" = L (S X7).

Seja ¢ : (0, F) — (', F') uma aplicagdo mensurdvel. Dada uma medida p em
(Q, F), a aplicagao ¢ induz uma medida p' em (Q', F') através de

p(E) =pl¢ (E), VEeF.

O seguinte teorema é conhecido como uma férmula de mudanca de varidvel para inte-

grais de Bochner.

Teorema A.2.9. A funcao f : Q' — X é Bochner integravel com relacao a ' se e
somente se f o ¢ (definida em (2, F)) é Bochner integravel com relagao a p.

Neste caso, vale a seguinte igualdade

f(a)dil (') = / F(6(2))du(x).
Q/ Q

A.3 Continuidade e diferenciabilidade de funcoes

com valor vetorial

Sejam X e Y espagos de Banach, Xy C X um subespaco e ' : Xy — Y uma funcao

(ndo necessariamente linear).

Definicao A.3.1.

1) Dizemos que F' é continua em zy € Xj se

lim |F(z) — F(x)|y =0.

rEXy,x—x0
Se F' é continua em cada ponto de Ay, dizemos que F é continua em AXj.
2) Dizemos que F' é Fréchet diferenciavel em zy € X, se existe Fy € L(X;)) tal que

lim |[F(z) — F(z) — Fi(z — 20)]y

zE€Xy,z—T0 |LE — $0|X

= 0.

Chamamos F a derivada de Fréchet de F' em zg, e escrevemos F,(x¢) = Fj. Se F for
Fréchet diferenciavel em cada ponto de &}, dizemos que F' é Fréchet diferenciavel em
Xp. Além disso, quando a aplicacao F, : Xy — L(X;)) é continua, dizemos que F' é

Fréchet diferenciavel continua em Aj.
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3) Dizemos que F' é Fréchet diferencidvel de segunda ordem em zg € Xy se F': Xy — Y
é Fréchet diferenciavel continua e existe Fy € L(X; L(X;))) de modo que
| () — Fi(wo) — Fo(x — @o)cxyy)

lim =0.
xEXo,x—mco |x —_ LL‘0|X

Chamamos F, a derivada de Fréchet de segunda ordem de F' em xj, e escrevemos
F,.(x9) = Fy. Se F é Fréchet diferenciavel de segunda ordem em cada ponto de Xj,
dizemos que F' é Fréchet diferenciavel de segunda ordem em Aj. Além disso, quando a
aplicacao Fy, : Xy — L(X; L(X;))) é continua, dizemos que F' é Fréchet diferencidvel

continua de segunda ordem em Aj.

O conjunto de todas as fungoes continuas (resp. Fréchet diferencidveis continuas,
Fréchet diferencidveis continuas de segunda ordem) de & a Y é denotado por C(AXpy; V)
(resp. C'(Xp;)), C*(Xp;Y)). Quando Y = R, simplesmente o denotamos por C(Xp)
(resp. C'(Xp), C*(Ap)).

Definicao A.3.2. Seja Z espaco de Banach. Uma aplicacao M : X x Z2 — Y ¢é
chamada de operador bilinear limitado se M for linear em cada argumento e existir

uma constante C > 0 tal que
M (z, z)|y < Cl|z|x|2|z, V(z,2) € X x Z.

Denote por L(X, Z;Y) o conjunto de todos os operadores bilineares limitados de
X xZaY. Anormade M € L(X,Z;)) é definida por

Mz, z
|M|cx,z:) = sup [ 2l
zeX—{0},2€2—{0} |z|x|2|2

Temos que L(X, Z;)) é um espago de Banach com essa norma.
Qualquer L € L(X; £(Z;Y)) define um operador bilinear limitado L € £(X, Z;))

do seguinte modo:

L(z,z) = (L(x))(2), (z,2)€e X x Z.

Por outro lado, qualquer L € £(X, Z;)) define um operador L € L(X; L(Z;)))

da seguinte maneira:
(L@)(=) = L@,2), (v,2) € X x 2.

Portanto, qualquer F' € C(Xy; L(X;L(Z;)))) pode ser considerado como um ele-
mento F € C(Xy; £L(X, Z;Y)). Sendo houver confusio, identificaremos F' € C(Xy; L(X; L(Z:))))
com F € C(Xy; L(X, Z;))).
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A.4 Funcoes generalizadas e espacos de Sobolev

Para qualquer multi-indice o = (ay, aa, ..., o) (com o; € NU{0}, j=1,...,n),
n

defina sua ordem || = E |aj| e o operador de derivacao de ordem |a| como sendo,
i=1

g O 9 o

aq (e%) :
0xi" 05 Oxon

Seja G C R"™ um dominio limitado com fronteira I', e denote G seu fecho. Para
qualquer 2° € R" e r > 0, denote por B(z’,r) a bola aberta com raio r, centrada em

2.

Definigdo A.4.1. Dizemos que a fronteira I' de G é de classe C* (para algum k € N)
se para cada ponto ° € I existem 7 > 0 e uma funcéo v : R"' — R de classe C* tal

que, apos possivel renomeacao e reorientacao dos eixos coordenados, temos
0 0 ..
GNB(z’,r)={x € B(z",r); > y(x1,...,20-1)}.

Dizemos que I' é de classe C* se T' é de classe C* para qualquer k = 1,2, ....

Se I' for de classe C', entdo ao longo de I' definimos o campo vetorial normal

exterior unitario a G:

Para qualquer u € C*(G), temos a derivada normal exterior:

% =Vu-v.

Embora a maioria dos resultados a seguir se mantenham quando T' é de classe C*

para algum k € N adequado (geralmente, k = 1 ou 2), para simplificar, na sequéncia
assumiremos que I' é C™ (a menos que seja indicado de outra forma).

Para qualquer m € NU {0}, denotamos por C™(G) e C™(G) os conjuntos de todas

as fungoes m-vezes diferencidveis, continuas em G e G, respectivamente, e por Cf*(G)

o conjunto de todas as fungoes f € C™(G) tais que supp(f) := {z € G, f(zx) # 0} é

compacto em G. O conjunto C™(G) é um espago de Banach com a norma

Flon =max > |0°f(@)l, VfeCm(@).

laj<m

Na sequéncia, escreveremos C(G) para indicar o conjunto C°(G).
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Denotamos por C*°(G) o conjunto das fungoes infinitamente diferenciaveis em G,

e definimos
Cy°(G) = {f € C(G); supp(f) é compacto em G}.

Definicao A.4.2. Seja {fi}p2, uma sequéncia em C§°(G). Dizemos que fr — 0 em
Cy°(G) quando k — oo, se:

1) Para algum subconjunto compacto K em G,
supp(fx) C K, Vk€EN;
2) Para todos os multi-indices o = (o, g, . .., v),

sup |0% fi(z)| — 0, quando k — oo.
zeK

Para f € C3°(G), dizemos que fr — f em C5°(G) quando k — oo, se fr — f — 0 em
C5°(G) quando k — oo.

Denotamos por D(G) o espago linear C3°(G) equipado com a convergéncia se-
quencial dada na Definigao [A.4.2] Este espago é denominado o espago das fungoes
teste sobre (G. Uma funcao generalizada sobre GG é qualquer funcional linear continuo
F:D(G) — C, isto é

1) Flap + p) = aF (p) + BF(), Va, B € C e YV, € D(G), e

2) para qualquer sequéncia {fr}re; C C°(G) com fr — 0 em C;°(G) quando

k — oo, tem-se que klim F(fx) =0.
—00

O espago das fungoes generalizadas (ou espago das distribuigoes) serd denotado por
D'(G).

Exemplo A.4.1. Qualquer funcio f € L'(G) pode ser identificada com uma funcio

generalizada, (ver [I, p. 20]), do sequinte modo:

Fy(p) = / f(@)p()de. Y e D(G).

E fécil ver que Fy € D'(G). Entdo, podemos dizer que L*(G) C D'(G).

Exemplo A.4.2. Seja a € G. Definimos J, a delta de Dirac (em G) centrada em a

5(1(90) = @(a)’ Vo € D<G)

Temos que 0, € D'(G), mas d, nao pode ser identificada como uma fungao em G. Deste

modo, vemos que o espaco das funcoes generalizadas é “muito grande”.
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Seja F' € D'(G). A derivada generalizada de F' com relacao a zj (para algum
ke {1,2,...,n}), é definida por

F
Facilmente verifica-se que o € D'(G).
T

Definigao A.4.3. Sejam € Ne 1 < p < oo. Definimos o espago W™ (G) por
WmP(G) ={f € LP(G); 0°f € LP(G) Va,|a] <m}.

O espago WP é Banach com a seguinte norma:

|flwmr@) = /G Z 0% f|Pdx | . (A.6)

laf<m

Equivalentemente, W"™?(G) é o completamento de C™(G) em relagdo a norma
(A.6). Da mesma forma, o completamento de C"(G) sob a norma é denotado
por WP (@G). Para p = 2, denotaremos W™?(@) por H™(G) e W™*(G) por HIY(G).
Ambos, H™(G) e HJ'(G) sao espacos de Hilbert com o produto interno

(f.9) e :/G S o forgde,  Yf,ge H(G).

la<m

No caso m = 1, temos que,

(. ghane = / (F@)F() + for ()G (@) + . + fon (1) ()

G

Podemos provar que y € W™P(G) se, e somente se, existem fungoes f, € LP(G),

la] < m, tal que

/ Y ode = (—1) / fagdz, Vo € CF(G).
G G

A fungao acima f, é a a-ésima derivada generalizada de .

Definicao A.4.4. Seja (W,""(G))" o espago dual de WJ""(G). Como C{°(G) C
Wy (G) entao (Wy""(G))* € D'(G). Assim, cada elemento de (W""(G))* deter-

mina uma funcao generalizada.
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O espaco (W)™ (G))* sera denotado por W™ (G), onde p’ é o conjugado Holder
de p. Em particular, denotamos H™"™(G) = W~"™2(QG).

Temos que W™"4((G) é um espago de Banach com a norma canonica, isto é

Fly
|F|W*7n,q(G) — SU_p ( )

W yE e wma(q).
pew(@)—{oy |Plwy v (c)

Além disso, H ™ (G) é um espago de Hilbert.

Observacao 18. Como H['(G) é Hilbert, pelo Teorema da Representagao de Riesz,
existe um isomorfismo entre Hy"(G) e H ™(G) = (Hy'(G))*. Mas, isso ndo significa
que esses dois espagos sejam iguais. Na verdade, os elementos de H{'(G) possuem certa
regularidade, enquanto os elementos em H ™" ((G) nao precisam nem mesmo ser uma

funcao.

Todos os espacos acima, W™ (G), W"P(G) e W™ (@) sdo chamados espacos de

Sobolev.

A.5 Semigrupos de operadores

Seja H um espaco de Hilbert.

Definicao A.5.1. Um Cj-semigrupo em H é uma familia de operadores lineares limi-
tados {S(t) }i>0 (em H) tal que:

i) S(t+s)=5(t)S(s) para qualquer s,t > 0;
ii) S(0) = I,
iii) lim S(t)y =y, Vye€ H.

t—0t

Quando |S(t)|za) < 1, 0 semigrupo é denominado contrativo.

Para qualquer Cy-semigrupo {S(t)}>0 em H, define-se um operador linear A em

H do seguinte modo:

t —
D(A) :=={z € H; lim SWz—2 existe em H},
Styr—a
A(x) = lim (—, Vo € D(A)
t—0+ t

Dizemos que o operador A definido acima é o gerador infinitesimal de {S(¢) };>0, ou
A gera o Cy-semigrupo {S(t) }s>0. Temos que D(A) é denso em H, A é um operador
fechado e S(t)D(A) C D(A) para todo t > 0 (ver [27]).
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Proposicao A.5.1. Seja {S(¢)}i>0 um Cp-semigrupo em H. Entao

1) Existem constantes positivas M e a tais que |S(t)| oy < Me™, Vi > 0;

dsS(t
2) % = AS(t)x = S(t)Az para todo z € D(A) et > 0;
3) Para todo z € D(A") e x € H, a aplicagdo t —— (z,S5(t)z)y é diferenciavel e

d * )
{8y = (472, S())m;

dy(t)

4) Se uma fungao y € C'([0, +00); D(A)) satisfaz e Ay(t) para todo t € [0, 4+00),
entao y(t) = S(t)y(0);

5) {S(t)"}+>0 é um Cy-semigrupo em H com gerador infinitesimal A*.

Demonstracao. Vamos provar alguns itens.

1) Primeiramente, vamos mostrar que existe um § > 0 tal que |S(t)|zm) ¢ limitada
parat € [0, d]. Suponhamos o contrério, entao existe um sequéncia (t,),en satisfazendo
t, >0, nEToo tn =0¢e[S(tn)|zmy = M. Pelo Teorema da Limitacao Uniforme, segue-se
que para algum = € H, |S(t,)|zm) ¢ ilimitada, contrariando o item (iii) da definicao
de Cy-semigrupo. Portanto, [S(t)|zm) < M, para t € [0,0]. Desde que [S(0)|zm) = 1,
entdo M > 1. Seja, @ = 6 *log M. Observe que a > 0, pois M > 1. Dado ¢t > 0 pelo
algoritmo de Euclides, existe n € Ne 0 <7 < tal que t = nd +n. Dali,

1S(®)] ey = [S(nd +n)| ey = [S(n0)S() ey = |S(6)" ey | S|y < M™M.
(A.7)
Note que, a = § 'log M implica que ad = log M. Logo, nad = nlog M = log M™.
Com isso, tem-se que
at = a(nd +n) > nad = log M".

Assim,
e > M. (A.8)

De (A.7) e (A.8), segue que
1S(t)] ey < Me™, Vit > 0.
2) Seja x € D(A), da definigao de gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo, segue que

lim S(h)x —z

h—0t+ h

= Azx.
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Consequentemente, para t > 0,

S(h)S(t)z — S(t)z

AS(t)z = hlgél+ h
_ tim S(t)S(h)x — S(t)x
h—0t h
B . S(h)r—z
= S(t) hlg& — = S(t)Ax.

Logo, S(t)x € D(A) e AS(t)x = S(t)Azx. Também,

AS(t)z = lim S(h)S(t)z = S(t) = lim
h—0+ h h—0+ h

Agora, note que para h € [0, t],

h B h

S(t— h) (S(h);v—x) S(t—h)S(h)xr — S(t — h)x S(t)x—S(t—h)x.

Logo,
S(t)xr — S(t —h)x
h

— S(t)Azx = S(t — h) (T) — S(t)Ax.

Somando e subtraindo S(t — h) Az, temos que

S = SE=RT gy ax = St — ) (M - AI)

h h
+(S(t =) — S(t)) Az (A.9)
Como,
ba—m(ﬁﬂ%lf—AﬁﬁquarJMWﬂSmf e

e S(t — h) é limitado e z € D(A), obtemos

‘S(t —h) (M - A:v) =000, (A.10)
h £(a)
Por outro lado, pela continuidade de S(-)z
h—07F
(S(t— h) — S(8) Aaleqn "= 0. (A1)
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Logo, de (A.9),(A.10) e (A.11)), segue que

S(t)x — S(t —h)x
h

—S(t)Ax — 0.

Portanto, concluimos que

d
%S(t)x = S(t)Ax = AS(t)x.

4) Seja A um gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {S(¢)}+>0. Da definigao,

Av = hlilgl+ %
Tomando y(t) = S(t)y(0), temos
%y(t) - Jim y(t+ h}i —y(t)
_ i S+ R)y(0) — S(t)y(0)
h—0+ h
o SOS(M(0) - S@y(0)
h—0t
= 5(t)Ay(0)
— AS(t)y(0)
= Ay(t).
O]
Seja agora a seguinte equacao de evolucao:
{ y(t) = Ay(t), Yt >0, (A12)
y(0) = yo.

Se A gera um Cp-semigrupo {S(¢)}:>o entao, para qualquer yo € H chamamos y(-) =

S(-)yo a solugao mild para (A.12)).

O seguinte resultado é bastante util para garantir que um operador ilimitado gere

um semigrupo de contragao.

Teorema A.5.2. Seja A: D(A) C H — H um operador linear, fechado, densamente
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definido. Se
(Az,x)p <0, Vze D(A)

(A2’ 2"y <0, Va' e D(AY),
entao A gera um semigrupo de contracao em H.
Demonstragao. Ver [27), p.15]. ]

Exemplo A.5.3. Seja G C R" um dominio limitado convexo com fronteira I, e seja
O € R" satisfazendo |O|gn = 1. Consideremos I'™ := {z € I'; O - v(x) < 0}. Defina

um operador linear ilimitado A em H do seguinte modo:

D(A)={fe H(G); f=0emI"},
A(f)=—0-Vf, Vfe D(A).

Podemos usar o Teoremal[A.5.2| para mostrar que A gera um semigrupo de contragao
{S(t)}i>0 em H = L*(G). Este semigrupo surge no estudo da equacdo de transporte
(homogénea):

4+ O0-Vy=0 em G x (0,+00),
y=0 em '™ x (0,+00),
y(0) = yo em G.

Exemplo A.5.4. Defina um operador linear ilimitado A em H = L*(G) da seguinte

forma:

D(A) = H2(G) N Hl(G),
Af = Af = 232’ Vf e D(A).

Mais uma vez, usando o Teorema[A.5.2] vemos que A gera um semigrupo de contragao

{S(t)}>0 em L*(G). Este semigrupo surge no estudo da equagao de calor (homogénea):

w—Ay=0 em G x (0,+00),
y=0 em ['x (0,+00),
y(0) = 1o em G.

Exemplo A.5.5. Seja H = H}(G) x L*(G) e defina um operador linear ilimitado A

em H da seguinte forma:

_ e HX(G) N HY(G), » € HY(G)},

() ()= worems
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Pelo Teorema [A.5.2] segue que A gera um semigrupo de contracao em H. Este semi-

grupo surge no estudo da seguinte equacao de onda (homogénea):

Y — Ay =0 em G x (0,+00),
y=20 em I x (0,+00), (A.13)
y(0) =vo, w(0)=y em G.

Na verdade, se definirmos z = y;, entao, (A.13) pode ser transformado na seguinte
equacao:
{ wy = Aw em (0,400),

w(0) = wo,
onde w = (y,Z) € Wy = (y()?yl)‘

Seja agora a seguinte equacao de evolucao semilinear:

(A.14)

{ w(t) = Ay(t) + f(t,y(t)), te(0,T),
y(0) = yo,

onde A : D(A) C H — H gera um Cy-semigrupo {S(t)}i>0 em H, yo € H e f :
[0,7] x H— H satisfaz:

1) Para cada = € H, f(-,x) : [0,T] — H é fortemente mensuravel; e

2) Existe uma constante C > 0, tal que, para quase todo t € [0, 77,

|f(t,z1) — f(t,22)|lg < Clzy — 22|y, Vay,x0 € H,
|f(,0)]z <C.

Definicao A.5.2.

1) Chamamos y € C([0,T]; H) uma solucao forte para (A.14) se y(0) = yo, y ¢ dife-
rencidvel para t € (0,T), y(t) € D(A) para t € (0,T) e y,(t) = Ay(t) + f(t,y(t)) em
te(0,7).

2) Chamamos y € C([0,7]; H) uma solugao fraca para (A.14)) se para qualquer ¢ €
D(A*) et €[0,T],

(y(t), o)n = (Yo, ) +/0 ((y(s), A)u + (f(s5,4(5)), p)u)ds.

3) Chamamos y € C([0,7]; H) uma solugao mild para (A.14]) se

o(0) = Sle+ | St — ) f(s.y(s)ds,  te 0T
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Temos o seguinte resultado:

Proposi¢ao A.5.6. Uma fungao y € C([0,T]; H) é uma solu¢ao mild para (A.14)) se,

e somente se, for uma solucao fraca para a mesma equagao.
Demonstragao. Ver [0, p.50]. O
De agora em diante, ndo distinguiremos solugoes mild e fracas para (A.14)).

Proposigao A.5.7. Para qualquer yy € H, a equagao (A.14)) admite uma tnica solu¢ao

mild y, com

lyleqomm < C( 4 |yolm).
Demonstragao. Ver [0 p.51]. ]

Note que a solucao y para ({A.14)) nao é necessariamente diferenciavel porque A é

geralmente ilimitado. O seguinte resultado de convergéncia as vezes é muito ttil.
Proposicao A.5.8. Seja y a solucao mild para 1’ e seja v a solucao forte para
seguinte equacao:

Y (t) = Sa(t)yo + /Ot Sx(t —5)f(s,y*(s))ds, te[0,T),

onde {S\(t)}i>0 é 0 Cyp-semigrupo gerado por Ay = AA(A — A)~! onde A € p(A), o

conjunto resolvente de A. Entao,

lim sup [y(£) — y(t) . = 0.
A=00 120,

A.6 Outros resultados utilizados

Teorema A.6.1 (Gauss-Green). Se u € C'(G), entdo

/uwidx:/uyidf, Vi=1,...,n.
G r

Demonstracao. Ver [4]. O
Teorema A.6.2 (Férmulas de Green).

i) Se v € H*(G), entdo / VyVudr = —/ uAvydz + / @uds, Yu € HY(G).
G G r Ov

ii) Se u,y € H*(G), entdo /

oy ou
; (uAy — yAu) dx = /F (ua — 7%> ds.

Demonstragao. Ver [4]. O
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Teorema A.6.3 (Cauchy-Schwarz). Sejam f,g : © — R duas fungoes de quadrado
integravel, entao

(£ 9) 2| < |fle2lgle2. (A.15)

Demonstragao. Ver [4] O

Teorema A.6.4 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(G) e g € LI(G) com 1 <
1 1

p<oce-+-=1(g=1sep=oceq=oosep=1). Entdo, fg € L'(G) e
p q

[ 1gldnta) < i@l (4.16)

Demonstragao. Ver [4]. O

Teorema A.6.5 (Desigualdade de Young). Sea >0eb >0el < p,g < oo com

1 1 -
-4+ — =1, entao
p q 1 1
ab < —aP + =07, (A.17)
p q
Demonstragao. Ver [4]. O
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