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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solucoes fracas no espaco de Orlicz-Sobolev do

problema de Dirichlet do A, (“¢-Laplaciano”)

—Asu=g(x,u) em Q

(D)
u=20 sobre €2,

onde  é de dominio limitado no RY, g € C(Q x R,R) . Caso a funcio ¢ satisfaca algumas
condicoes técnicas e g obedeca umas condi¢oes de subcriticalidade e superlinearidade com relagao

a funcao ¢, obtemos a existéncia de solugoes nao triviais do tipo passo da montanha.

Palavras-chave: Mcdtodos variacionais, ¢-Laplaciano, Problemas elipticos quaseclineares,

Espacos de Orlicz-Sobolev.



Abstract

In this work we will study the existence of weak solutions in an Orlicz-Sobolev space to the

Dirichlet’s problem of the Ay (“¢-Laplaciano”)

(D) —Ayu=g(z,u) in Q
u=>0 on 0f2,

where € is a bounded domain in RY , g € C(Q x R, R). If the function ¢ satisfies some technical
conditions and ¢ obeys some conditions of subcriticality and superlinearity with respect to the

function ¢, we obtain the existence of nontrivial solutions which are of mountain pass type.

Keywords: Variational methods, ¢-Laplacian, Quasilinear elliptic problems, Orlicz-Sobolev

spaces.



Sumario

Introducao

1 Uma breve introdugao aos espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev
1.1 N-func@o . . . . o oo
1.2 Espacosde Orlicz . . . . . . . . . .
1.3 Espagos de Orlicz-Sobolev e 0 Wy Lo(2) . . . o oo 0o o o

2 O Problema de Dirichlet Para Ay:
2.1 A geometria do funcional 1. . . . . . . . ...
2.2 Existéncia da solugao do problema de Dirichlet para Ag. . . . . .. ... ... ..
2.3 Existencia de duas solugoes . . . . . ..o

2.4 Exemplos . . . . .. e

Referéncias Bibliograficas

10
19

26
30
38
42
44

52



Introducao

Neste trabalho estudaremos o seguinte problema

—Apu = g(x,u) em )
D)y
u =20 sobre €2,

U

onde 2 é de dominio limitado no RY, com fronteira 92 suave, Ayu é chamado de “p-laplaciano’
e definido por Agu = div(a(|Vu(z)|)Vu(z)) (denotaremos por |- | a norma euclidiana em RY). O

funcional a é tal que ¢ : R — R definido por

~J alls])s ses#0
¢<s>—{ e (0.)

é um homeomorfismo crescente de R em R e a funcdo continua g € C(Q x R,R) satisfaz
g(x,0) =0,z € Q.

Deste modo caso ¢(s) = s no problema (D), temos que o “¢-laplaciano ”é o laplaciano usual,
i.e., o problema (D) é o problema classico que introduziu o Teorema do passo da montanha. Em
2] é provada a existéncia de uma solugao para este caso, basicamente considerando as seguintes

hipéteses:

1. Existe um ¢ € (1,2%) e uma constante C' > 0 tal que
lg(z,8)| < C(1+1s]71), 7€Q,5€R,

2N
com 2" = £, N > 3,

2. limsup @ < \; uniformemente em = € Q onde \; é o principal autovalor do operador —A
s—0

3. Existem 6 > 2 e so > 0 tal que
0 < 0G(z,S) < sg(x,s), x€Q,ls|>s0

com

G(z,s) = /Osg(:c,t)dt.



Em [7] o resultado é estendido para o caso do operador p-Laplaciano, isto é, para o caso do
problema (D), com ¢(s) = |s|P"%s,p > 1, neste caso as hipéteses (1),(2) e (3) do Teorema do
Passo da Montanha sao modificadas: o 2* é substituido por p* := ]\I/)_i com N > p, Ay é o principal
autovalor do p-Laplaciano, e 8 > p ao invés de 6 > 2.

Aqui vamos abordar o problema (D) com uma técnica variacional, isto é, vamos associar o
problema (D) a um funcional I em um espago de fungoes adequado (os espagos de Orlicz e Orlicz

Sobolev, vide capitulo 1), e este funcional I satisfard as condi¢oes do seguinte Teorema

Teorema 0.1. (Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach e I € C*(X,R) com
I(0) = 0, suponha que:

(G1) Fp>0er >0 tal que I(u) > r para ||[ul| = p.

(Go) Fee€ X comlle|]| > p tal que I(e) < 0.

Seja
I'={y € C([0,1]; X)[7(0) = 0,7(1) = e}

e considere

¢ = inf max I{y(t)).

Entao existe uma sequencia (u,) em X tal que
I(u,) — ¢ I'(u,) — 0.

Este Teorema enunciado acima é uma versao do famoso Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosseti e Rabinowitz sem a condigao de Palais—Smale. Mostraremos que essa sequéncia quase
critica (u,) converge para um ponto critico u do funcional I, onde este ponto u serd uma solugao
fraca para o problema (D).

No Capitulo 1, faremos uma breve introdugao aos espacgos de Orlicz. Esses espacos sao
generalizacoes dos espagos de Lebesgue. A nocao dos espagos de Orlicz foi introduzida em 1932,
em um artigo do matematico polonés Wiadystaw Roman Orlicz (vide [13]). A principio, foram
definidos utilizando-se uma condi¢ao que hoje denotamos por condicao As, s6 em 1936, definiu-se
tais espagos com a generalizacao estudada hoje. Também neste capitulo estudaremos os espacos de
Orlicz-Sobolev, que por sua vez sao uma generalizagao dos espacos de Sobolev a partir dos espacos
de Orlicz. Devido a sua estrutura topolégica e geométrica serem bastante ricas, estes espacos vém
ganhando notoriedade, ¢ sendo fortemente utilizados nas mais diversas dreas do conhecimento.

O estudo do operador ¢-Laplaciano é um topico bastante relevante que atraiu a atencao de

muitos especialistas devido as suas aplicagoes (ver, por exemplo [4]). No Capitulo 2, estudaremos



solugoes do tipo passo da montanha para equacoes elipticas quaselineares, utilizando-se das ideias
encontradas em [6]. Assumiremos algumas hipdteses convenientes, e discutiremos a existéncia de

solucoes fracas para o problema envolvendo o operador.



Capitulo 1

Uma breve introducao aos espacos de

Orlicz e Orlicz-Sobolev

Neste capitulo faremos uma breve introdugao aos conceito basicos dos espagos de Orlicz e Orlicz-

Sobolev, que serao nosso ambiente de trabalho durante todo o texto.

1.1 N-funcao

Defini¢ao 1.1. Dizemos que ¢ : R — R é uma N-fungao (ou fun¢ao de Young) se satisfaz as

seguintes propriedades:
1. ¢ é uma fungao convexa e continua;
2. ® é par;

3. ®(t) =0 se, e somente se, t = 0;

P (u P
4. limﬂ:()e lim ﬂ:
u—0 U u—oo U
Exemplo 1.1. Deste modo temos que as fungdes ®,(t) = [t]P, Po(t) = el — |t] — 1 e

O3(t) = |t|PIn(1 4+ t), para p € (1,00) e t € R, sdo exemplos de N-fungoes.
Agora vamos fazer uma caracterizagdo para as N-fungoes, que futuramente serd bastante util.

Teorema 1.1. Seja @ : R — R satisfazendo a propriedades

1t
) = [ dls)ds,

0

onde ¢ : Rt — R* satisfaz as propriedades:

(i) ¢(0) = 0;



(i) o(t) > 0 Vt > 0;
(23) lm ¢(t) = oo;
t—o00
(iv) ¢ € nao decrescente;
(v) ¢ € continua a direita.
Entao, ® € uma N-fungao.

Demonstracao.

Verificacao da condigao 2.: pela definicao da propria @ segue imediatamente que esta fungao
¢ par.

Verificagcao da condicao 1.: ® é continua por definicao. Mostraremos que ® é convexa. De
fato, considere inicialmente 0 < u; < ug, segue do fato de ¢ ser ndo decrescente e do item (i),

que

wu) = [ " (it < / " ()t = D),

ou seja P é estritamente crescente, e além disso temos que

(u1tuz)/2 u1 (u14ug)/2
o) = [ e < [Cotars [T ooy
0 0 u

w1 1 (u1+tu2)/2 (u1+tu2)/2
=/0 ¢(t)dt—|—§[/ ¢(t)dt+/ cb(t)dt}

ul ul
Ul 1 (u1+ug)/2 u2
< / ¢(t)dt+—[ / (1)t + / d)(t)dt]
0 2 ul (u1+u2)/2

1 [ I 1 [
= 5/0‘ gb(t)dt + 5/(; qb(t)dt + 5 /UI qb(t)dt

- %Uou o(t)dt + OW <b(t)dt] = %@(ul) + @(up)]-

Pelo fato de ® ser par e crescente, podemos generalizar este resultado para u; e us arbitrario, de

Ul + Uo luy + us| [u| + |us]
() o) <o (5

< 5[P(ur) + B(us)]-

forma que

(S

DN —

obtemos assim o resultado desejado.
Verificagao da condigao 3.: segue imediatamente da definicao.

Verificagao da condigao 4.: Note que se u > 0 por (iv)

B(u) = /0 " s(t)dt < uolu).

5



. Dai, por (i) e (v) temos

0 < lim o(u) < lim ¢(u) = ¢(0) = 0,

u—0t U u—0+

agora para caso u < 0 o resultado é analogo, concluindo que

lim u) = 0.
u—0 U
Finalmente , se u > 0 por (iiz) e (iv) obtemos
P 1M [ 1M 2) u—oo
o) _ —/ o)t > = | (t)dt > ¢(9)—/ 1t = P2 o (1.1)
7 u S U Sy 27U Sy 2

Demostraremos agora, que a reciproca do Teorema 1.1 é verdadeira.

Teorema 1.2. Seja @ : R — R uma N-funcdao. Fxiste ¢ : Ry — R, satisfazendo as hipoteses do

Teorema 1.1 tal que
It]

O(t) = o(s)ds.

0
Demonstracao. Pela convexidade de ®, obtemos que existe a derivada lateral a direita de ®, em

todo ponto de R, e além disso @', ¢ nao decrescente em R, a mesma possui uma quantidade
enumeravel de pontos descontinuos ( vide [11], pdgina 233 ). A vista disso, concluimos pelo

Teorema Fundamental do Célculo, que ® pode ser escrita da seguinte forma

lt|
d(t) :/ ' (s)ds, teR,.
0

Mostraremos que
o(t) == D (t), teRy (1.2)

satisfaz as condi¢oes (i) — (v).
Verificagdo da condigao (v): Sejam tg,s,t € Ry, com tyg < s < t, pela convexidade de ®

temos que

Olto) — 2(s) _ 2(H) — 2(s) _ 2(to) — 2(t)
to — S t—s to —t

pela continuidade de ®, temos

D(ty) — P(s)

tO—S

D(to) — (s)

, para ty < s.
to—1 P 0

<@ (s) <
portanto,
lim P’ (s) = P/, (to).

s—tg



Verificagao da condigao (ii): Caso t > 0, temos

B(t) = /0 8, (5)ds < B (1)t

Conclui-se o
t
' (t) > ¥ > 0, parat > 0. (1.3)

Verificagdo da condigéo (iii): E s6 observar que

N . 0@)
tllglo P (t) 2 tli}n;) T
Verificacao da condigao (i): caso @/, (t) = 0, por (1.3) implica que ®(ty) = 0, e pelo fato de
® é uma N-funcao temos que tg = 0.
Reciprocamente, é s6 observar que
O(t) — P(0 D(t
P’ (0) = lim o) — ¢(0) = lim () =0.

t—0+ t—0 t—0t ¢

Definicao 1.2. Seja @ : R — R uma N-funcao dada por

|ul
u)= [ @(t)dt.

0
Seja 1) a inversa a direita de ¢, isto é, 1(s) = sup{t : ¢(t) < s}. A N-fungao ¥ : R — R dada por

ol

U(v) = YP(s)ds

0

¢ dita N-funcao complementar a o.

Sendo assim, se ¥ é N-funcao complementar a ¢ entao, reciprocamente, ® é complementar a
¥, donde iremos nos referir a tal par de fungoes por N-fungoes mutuamente complementares
ou simplesmente N-funcoes complementares.

O préximo Teorema estabelecerda uma nova N-funcao ®,, associada a ®. Posteriormente
verificaremos que esta é a N-funcao critica para se obter imersoes compactas nos espacos de

Orlicz-Sobolev. Esses espacos de Orlicz-Sobolev serd definido mais adiante.

Teorema 1.3. Seja ® uma N-funcgao satisfazendo

/1 de < 400 (1.4)

1
S+t



~971(r)
/1 AT = +00, (1.5)

onde n € N. Entao a funcio ®;': R, — R, dada por

T n

OIl(t) = /O t (D_;(f)dn (1.6)

¢ bijetiva e sua inversa ®,, estendida em toda reta de forma que @, seja uma funcao par, € uma

N-funcao.

Demonstracao. Note que
do;? DLt
gy = 20
dt titn

>0, t>0. (1.7)

Portanto, obtemos que ®, ! ¢ estritamente crescente em R, por conseguinte injetiva em R,. Como
O, 1 & estritamente crescente, continua em R, e satisfaz (1.5), isto implica que @' é sobrejetiva
em R,. Concluindo assim ®_! é bijetiva em R,.

Agora mostraremos que ®, é uma N-funcao. Para tal, é suficiente observar os seguintes fatos:

(i) ®.(t) =0 se, e somente se, t = 0.

De fato, como @, é bijetiva em R, e ®(0) = 0, conclui-se o resultado desejével

(77) A fungao P, é convexa e continua na R.

Para mostrar que ®, é continua basta mostrar que a derivada de ®;' : R, — R, é

*

%, além disso sua

estritamente crescente em R*, por (1.7) temos que ®, é derivavel em R

derivada é dada por .
D (s) = JgT ) baras= o (t) > 0.
“—(t
o0

Dai, pelo fato de ®, é par, concluimos que ®, é continua.

Agora, vamos mostrar que @, é convexa. De fato, como ® é uma fungao convexa, dado s > 0

temos que
D(a® (s)) = (ad '(s) + (1 — a)0) < a®(® '(s) <as, ac]0,1],
dai, pelo fato de ®_! ser crescente em R, resulta

ad!(s) <P as), s>0eac]01].



Seja0§a2%<1es:b>0,tem—se

Portanto,

Logo (®.')" é decrescente em R, concluindo-se assim que ®;! é concava em R,. Dali,
obtemos que a derivada de ®_! é decrescente em R,. Diante disso, como a derivada de ®,

em R* ¢ dada por
1
P’ (s) = ———, para s =D, '(t) >0
o)
dt

deduzimos que @/ sera uma funcao crescente em R* . Portanto, ®, serd convexa em R*, e

pelo fato de @, ser par, concluimos que @, ¢ uma funcao convexa R.

D, (1) _

(23) lim

Usando a Regra de L’Hospital, temos

o, 1
li (®) = lim @ (t) = lim —
. (1) D, (t) 1 '
=1 =1 D, (t)n
B e (0. — o \ a1y ) P
Além disso, como ® é uma N-funcao, temos
D
lim ﬂ = , (1.9)
t—oco L

em especialmente, temos




ou seja,

e
PR E@.m)

Por esse motivo, e por (1.8), concluimos que

D,
lim ﬂ =0

t—oco t

200 _

(#i1) 11—{%

A demostracao desse resultado segue de forma analoga ao item anterior.
O

Definigao 1.3. Dizemos que uma N-funcdo ¢ satisfaz a condigao A, (¢ € A,) se existem

constante k > 0 e ug > 0 tais que
O (2u) < kd(u), Yu > up.

Observe que quando ®(t) = |t|P, que é o caso no qual se modela os espagos de Lebesgue, essa
fungao ¢ satisfaz trivialmente a condigao A, pois a fungao [¢|? é homogenia entao ¢ (2u) = [2u|P =
2P| ulP = 2PP(u).

O proximo Teorema serd utilizado para determina uma caracterizacao das N-fungoes que

satisfazem a condicao A, e futuramente com os espacos de Orlicz reflexivos.

Teorema 1.4. Sejam ® e U N-funcoes complementares, e ¢ deriwvada a direita de ®. FEntao

O, U e A, se, e somente se

1 < liminf up(u) < lim sup u(u)

PR Y mSup < 00. (1.10)

1.2 Espacos de Orlicz

Para podermos definirmos os espacos de Orlicz com mais clareza, sera necessario definir a classe
de Orlicz. Nos casos em que nao for especificado, ) representara um dominio limitado de R",

no qual consideramos a medida de Lebesgue.

Definicao 1.4. Seja ® uma N-fungao. Definimos a classe de Orlicz da fungao ¢ como o conjunto

Ls(Q) = {u: Q2 — R mensurdvel : /Q@(u(:c))d:c < 00}

Note que, se ®(s) = |s]P, 1 < p < oo temos Lo = LP, o famoso espago de Lebesgue.

10



Observacao 1.1. Também ¢ util observar que em geral Lo nao € um espaco vetorial, a titulo de
exemplo, a classe Lo, dada pela N-fungao ®1(s) = e’ — 1, nao € um espaco vetorial.
Porem temos que toda classe de Orlicz Lo € um conjunto convero, com efeito de que se

uy, uy € Lo entao, supondo t € [0,1], a funcao uy(x) = tuy(z) + (1 — t)us(z), € tal que

/Q@(ut(a:))da: = / O (tug () + (1 — t)ug(x))dx

Q
< t/ O (uy(x))de + (1 — 1) / D (uy(y))dr < o0,
Q Q
dai seque que u; € Lg.

Teorema 1.5. A classe de Orlicz Lo € um espago vetorial se, e somente se, a N-funcao ® satisfaz

a condi¢ao A,.

Demonstracao. Suponha que Lg é um espago vetorial. Por isto, em particular 2u € Lg sempre
que u € Lg. Seja ®; : R — R a N-funcao dada por ®;(v) = ®(2v), considere L4, a classe de

Orlicz gerada por essa fungao. Desta forma L4 C Lg,, pois caso v € L temos que

/Q B, (v(x))dz = / B(20(x))dz < oo.

Q

Afirmamos que existem k > 0 e ug > 0 tais que
O(2u) = @4 (u) < a®(u) Yu > up. (1.11)

Suponha, por absurdo que inequagao (1.11) nao seja satisfeita. Desta forma existe uma

sequéncia crescente de nimeros (v,,), com v; > 0 tal que
Dy (v,) > 2"P(vy,) Vn € N.

Dividimos o dominio €2 em subdominios (,,, tais que

RCY
[ = 2n®(vy,)

Considere v : 2 — R a funcao mensuréavel definida por

vp(x) sex €S

0 sex ¢ G Q,,
n=1

v(x) =

11



observe que v € Lg, desde que

/ v( dT—Z/ dT—Z(I)T)n|Q|
Q
_ |Q|
-3

1
= d(vy)|Q] 227 < 0.
n=1

Contudo v ¢ Lg,, pois
/Qq)l('u(w))dw = Z/ &y (v(z))dz = Z@l(vn)|9n|

2”<I>(vn)
= Z P (v1)|Q =

n=1

o que é um absurdo. Assim, (1.11) é satisfeita, concluindo que ® € A, .
Reciprocamente, suponha que ® € A,. Assim, dado [ > 1 existem constantes k; e uy maiores

que 0, tais que ®(lu) < kP(u), Yu > ug. Portanto, tomando
K={xeQ:|ulx)| <up},
temos

/fI)(lu( ))d’E—/ O(lu(x))de + | P(lu(z))dz
Q

Q\K K

< kl/Q@(u(a:))da: + O(lug) | K| < 0.

Agora, se 0 <[ < 1, entao ®(lu(z)) < ®(u(x)) pois ® é par e crescente, concluindo também
que lu € Lg. Caso [ < 0 segue o mesmo resultado, pois ® é uma funcao par. Portanto, dado

qualquer « € R temos que au € Lg sempre que u € Lg. Além disso, se uy e uy estao em Lg, logo
1 1
/ O (uy(z) + ug(z))dr = / @(5(2u1($)) + 5(2u2(:c))>d:£
Q Q
1 1
<= / O (2uy (z))dx + = / O (2ug(y) )dr < o0,
2 Ja 2 Ja

e por fim, uy +uy € Lg, consequentemente Lg ¢ espaco vetorial. Terminando assim a demostracao.

O

12



Faremos agora uma generalizacao dos espacos de Lebesgue, denominada de espagos de Orlicz,

em homenagem ao matematico polonés Wiladystaw Roman Orlicz.

Definig¢ao 1.5. Sejam ® e ¥ N-fungoes complementares, o espaco vetorial normado (Lg (), ||-||s)

¢ denotado espago de Orlicz com respeito a ®, onde

Lo(2) = {u: Q — R mensurdvel : /u(:ﬂ)v(z)dz <oo. YveLy(N)}
0

Em [1], é provado que o conjunto L¢(€2) € igual a:
, u(x)
Lo(Q) =< u: Q2 — R mensuravel : 3X > 0com [ P Y dr < 00 ;.
Q

Denotaremos o espago de Orlicz simplesmente por Lg quando nao houver ambiguidade.

Defini¢ao 1.6. Definimos como norma de Luxemburg a aplicacio || - ||¢ : Le(2) — R dada

por
||u||q>=inf{/\>0:/<b(§)dx§ 1}, u € Lg(Q).
Q

Faremos a seguinte economia de notagao, nos referindo ao espago vetorial normado (L (€2), || -

||o) apenas como Lg(2), ou simplesmente por Lg, quando nao houver ambiguidade.

Teorema 1.6. A norma de Luzemburg ||-|| define uma norma sobre o espago Lg, além disso, ela

¢ equivalente a norma || - ||@) (norma de Orlicz) definida por

lullw) =~ sup
Jo ¥(v(x))dz<1

Y

/Qu(a:)v(a:)da:

onde ¥ ¢ a N-fungao complementar de ®.
Uma demostragdo desse Teorema é encontrada na pagina 33 de [15].
Teorema 1.7. O espaco de Orlicz Lg € um espago vetorial, com efeito de

Demonstracao.

e Suponha que u, v € Lg(2), existem A, A, > 0, tais que

/@<ﬁ>dx<+oo e /@<ﬂ>d:c<+oo,
Q )\u Q )\v

por causa disso, e uma vez que

u+v Auu AUU
) de = | @ + d
/Q <AH+AU) ’ / (wﬁm AMM)) ‘
A U A v
< Ju o(L)d v o(L)a
—AU+AU/Q </\u> S AU/Q (Av)x“’o’
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mostrando que u + v € Lg(02).

e Sejam u € Ly e A € R, tomando v = A, A temos que

o) fo( e

portanto A\u € L.

Veremos mais a frente a relagao entre os espacos Lg € Lo.

O préximo resultado é similar ao conhecida desigualdade de Holder para os espacos de Lebesgue

Teorema 1.8. (Desigualdade de Holder) Sejam ® e U duas N-funcgoes complementares.
Entao, para cada u € Lo(2) e cada v € Ly () € valida a desigualdade

< ul|e]v] v

/g)u(x)v(x)dl

Teorema 1.9. Sejam Lg(Q2) um espago de Orlicz e u € Lg(Q)), entio u € L*(R) e existe uma
constante K > 0 tal que
lully < Kllulle,

ou seja, todo espaco de Orlicz esta imerso continuamente no espaco de Lebesque das funcgoes
integrdveis.
1

]er
Podemos fazer isto pois ¥ é uma N-funcao. Dessa forma, a funcao v = C é tal que v € Ly e

Demonstragao. Seja ¥ a N-fungao complementar a ®. Considere C' > 0 de forma que ¥(C')
U(v(z))dx = 1, tomemos u € Lg. Assim

[ @iz = & [ u@son(ute))ota)ds,

onde sgn é a funcao sinal. Mas, como ¥ é funcao par temos

/Q\II(sgn(u(:c))v(a:))daz = / U(v(z))dr =1,

Q
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ou seja, (sgn(u))v pertence a Ly. Logo,

= [ fute)lda
= é‘/ﬂu(m)sgnu(a:)v(a:)
1

[ w)oteis

<5 sup
C Jo ¥(v(z))dz<1

Teorema 1.10. Todo espago de Orlicz Le(2) € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em Lq(§2). Segue do Teorema 1.9 que {u,}
também é uma sequéncia de Cauchy em L'(Q). Mas como L'(Q2) é Banach e portanto existe
ug € L', tal que {u,} converge fortemente para uy. Sabendo disto, temos pelo Teorema 4.19 de

3], {u,} possui uma subsequéncia {u,, } e uma fungao h € L, tais que
o u, (v) = u(zx), ¢gt.pem
o |u,, | < h(zx), para todo k € N e quase todo z € €.

Considere € > 0. Como (uy, ) ainda é uma sequéncia de Cauchy, existe k(e) tal que para todo

k, k+p > k(e), temos
| o) = @) o) <

para cada v € Ly satisfazendo [, U(v(x))dz < 1. Fazendo p suficientemente grande, obtemos

pelo Teorema de Fatou-Lebesgue (vide [8]) que

téwam—umunwwmwxga

para cada v € Ly satisfazendo [, W(v(x))dz < 1. Segue desta tltima inequa¢ao primeiramente
que vy — uy,, € Le. Consequentemente uy € Lg. Além disso, também verificamos imediatamente
desta inequacao que

|[ttn,, — wol|(@) < €, Yk > k(e),

donde (u,,) converge na norma de Orlicz para uy. Como (u,) é sequéncia de Cauchy e (u,,) é

subsequéncia de (u,,) convergente para ug, temos que (u,) converge para u na norma de Orlicz.
U

O proximo resultado estabelecerd uma associagao entre o espago de Orlicz Lg e a classe de

Orlicz Lg, quando a N-funcao @ satisfaz a condicao As.
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Teorema 1.11. O espaco de Orlicz Lo(QY) € igual a classe de Orlicz Lo(S2) se e somente se

satisfaz a condicao A,.

Demonstragao. Considere V um espago vetorial que contém Lg(2). Dado u € Lg(€2), existe A > 0

tal que % € L4(2), segue pelo fato de que Lg(Q2) C V que

u

)\GV,

mostrando que Lg(§2) € V, ou seja, Lg(€2) é 0o menor espago vetorial que contém Lq(€2). Assim
pelo Teorema 1.5, e pelo fato de que Lg(€2) é um espago vetorial, temos o resultado desejado.
O

A proxima definicao serd bastante util para tratarmos da separabilidade e reflexibilidade dos

espacos de Orlicz.

Definicao 1.7. Definimos o fecho em Lg do espago das fungoes essencialmente limitadas L>(€2) na

norma de Orlicz por Eg(€)), ou simplesmente Eg, caso nao haja ambiguidade, ou seja, definamos
Fa(Q) = I2(Q) .

Teorema 1.12. L™ € denso no espaco de Orlicz Ly apenas quando ® satisfaz a condicao Ay, ou

seja, By = Lo, se e somente se, € As.
A demostragao deste Teorema pode ser encontrada na pagina 41 de [15].

Teorema 1.13. Sejam ¢ e W N-funcoes complementares. Lg ¢ um espaco reflexivo, se ¢ somente

se, ® e U satisfazem a condi¢ao As.

Demonstra¢ao. Suponha que ® ¢ Ay, vamos mostrar que a imersao

Loy = Ls (1.12)
v+ T,

nao ¢ sobrejetiva, onde para cada v € L(y), definimos o funcional T, : L — R por
T (u) = / w(@)o(z)da. (1.13)
Q
Pela desigualdade de Holder (ver [1]) temos que

<[]l w)llull(@)-

T, (u)| = \ [ eyt
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Portanto se L} é equipado com a norma definida por ||T]|5 := sup{|T(u)| : ||u|ls < 1}, temos

que
nﬂm;=am{y4umw@mm

Logo a imersao (1.12) é isométrica

wwm@=wm

De fato, suponha por absurdo que essa imersao seja sobrejetiva, pelo Teorema 1.11 temos
que existe uy € Lg\Fg. Definindo T € (Es,ug) um funcional linear continuo tal que T'(u) = 0
se u € Eg e T(ug) = 1. Pelo Teorema de Hanh-Banach, estendendo 7" a um funcional linear
continuo em Lg. Entao existe v € Ly tal que T serd dado por (1.13) . Considere a sequéncia de

truncamentos

on(z) = { v(x) se |v(z)] <n (1.14)

0 se |v(z)| > n.
Portanto, cada v, é limitado e, consequentemente, pertence a Fg. No entanto, a sequéncia de

funcgoes positiva v,v 27 2 g.t.p. Desta forma, pelo Teorema de Fatou-Lebesgue,

Un(x)v(x)de/v2(x)dx.

0=supT(v,) = sup/
n n Q

Q

Por esse motivo concluimos que v = 0, o que é absurdo pois T'(ug) = 1, assim concluindo nossa

argumentagcao.
Reciprocamente, suponha que ® € A,, entao Ky = Lg, iremos mostrar que a imersao
isométrica
Ly — E;
) ? (1.15)
v+— T,

é sobrejetiva. De fato, tomando T € E}, e definindo ¥ = {U C Q : U ¢é mensurdvel} e a funcao

F tal que

FYX—R
U s F(U) = T(k(-, ),

onde k ¢ a funcao caracteristica. Notemos que se kg > 0 ¢ tal que

[y

segue do fato de que uma vez que ® é estritamente crescente, dado £ > 0 temos que
/@( uz) )daz > / @(ﬁ)dw ~ 1.
Q ko — e Q ko
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entdo ||ul|e = ko.
Como aplicagdo desta ultima afirmagao, calculamos a norma de Luxemburgo da funcao
caracteristica k(-, A) de um subconjunto A mensuravel qualquer de Q. Uma vez que ®(u) = 0 se

e somente se u = 0, temos

/Qq)</g(x,,4)<1>— (liu))dx— /Qk(x,A)%dx: 1,

|U|—0

[EO)] < NT15 - Ik U)lfle ——

dai, pelo Teorema de Radon-Nikodyn, podemos encontrar uma funcao v mensuravel tal que

donde segue que
0,

Portanto se w é uma fungao mensuravel simples, isto é, assumindo um nimero finito de valores,

vemos que
=Y, F(U;) = Zai/ v(x)dx :/w(a:)v(a:)d:c.
U; Q
Tomando w € L, temos também 7" (w fQ x)dzx. Para tanto, é suficiente observar que

se w € essencialmente limitada, podemos tomar uma sequéncia (w, ) de func¢ao simples convergindo
em quase todo ponto e em Fg para w. Usando mais uma vez a densidade de L*™ em Fg temos

que para qualquer u € Fg,

Por fim, nos resta mostra que v € Ly(£2). Desta forma, consideramos u € Lg.

Novamente considerando os trucamentos de u,, € L™

() = { u(zx) se lu(x)| <n

0 se |u(z)| > n,

temos que |u,v| — |uv| em quase todo ponto, e pelo Teorema de Fatou-Lebesgue,

‘/ 2)da <sup{/| |daz}

= sup |T(Jun|sgnv)| < ||T |5 sup [[un]|@)

< IT1[3/ull@) < oo
Portando, v € Ly, como queriamos demostrar.

18



1.3 Espagos de Orlicz-Sobolev e o W Lo(2)

Estudamos na segao anterior uma generalizagao do espacos de Lebesgue LT (Q2) (o espago de Orlicz
Lg(€2)). Agora, nada mais natural que obtermos uma generalizacao do espago de Orlicz, de forma
analoga em que definimos os espacos de Sobolev partir dos espacos de Lebesgue, o espago Orlicz-

Sobolev.

Definigao 1.8. Seja ® uma N-funcio, definimos o espago de Orlicz-Sobolev, W1 Lg (), 0 espaco

vetorial das fungoes dado por:

existem f1, fa, ..., fn € La(£2) tais que

WlLe(Q) = € Ly(02) : )
»(2) u€ Lo(Q) ugfda:=—/fz¢d$ Vo e O () Vi=1,....,n
Q i Q

Quando nao houver ambiguidade, denotaremos o espago W' Lg () por W Lg.

Observagao 1.2. Por [3] temos que se u € W'Lg entdo tais f; sdo unicas. Assim, denotemos

8u‘:fieVu:(

ou Ju ou
ox; ’

Oxy’ Oxs’ 7 Oxyy

Esta notagdo ndo é por acaso, € imediato verificar que se a funcio u € W'Lg possui todas

as deriwadas parciais no sentido usual, entdo a igualdade = f; também € verdadeira, estas

Gsci
funcgoes f; sao chamadas de derivadas fracas da funcdao .

Observagao 1.3. Podemos definir a norma sobre W'Lg(Q), da sequinte forma:

J

ou
8@

L S L
Além disso,é€ facil verificar que essa norma € equivalente a
lullie = lulle + [[Vulls, u € W' L ().

Teorema 1.14. W'Lg é um espaco de Banach.

Demonstracao. Note que podemos denotar o espaco W'Lg como um subespaco de um produto

cartesiano de Lg, n + 1 vezes:

Wqu; —> Ly X Ly X ... X Ly

u— (u, Vu),
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e que isso define uma imersao isométrica, entdo para mostrar que W'Lg é um espaco de Banach,

basta mostrar que a imagem de tal imersao é fechada. Dali, considere
(ug, Vug) — (u,uyq, ..., u,), quando k — oo.
U .
5y, Para todo i = 1,...,n. De modo que (ux, Vug) converge

em [[,,; Lo para (u,us,...,u,), entao up — u e

Ou seja, vamos mostrar que u; =

— u; em Lg, para cada i. Agora, tomando

‘ 591) -
¢ € CF°, temos que ¢, e € Ly, para cada i, onde U denota a N-funcao complementar a ®.
x;

U'—)/ x)dxr e vl—>/
8@

definem funcionais lineares continuos em Lg¢. Consequentemente,

/ e )gz( dr —> / B%( Ddr e Q‘ZZ’:(:U)dxH /Q () b(x)dx

Consequentemente, desde que

Portanto

agb 8uk
| w32 e =~ [ G,

o) 52 @ == [ w@ots

para cada ¢ = 1,...,n. Entao, como ¢ é arbitrario, temos, por definicao, que u; =

logo

ou
—, para cada
N 8$Z

i, finalizando nossa demostracao.

O

Algumas propriedades estudadas na secao anterior sobre o espago de Orlicz serao facilmente

estendidas para os espagos de Orlicz-Sobolev. Podemos resumi-las no seguinte

Teorema 1.15.

1. W'Es = WL se e somente se ® € Ay;

2. Para cada T € (W'Eg)* existem v; € Ly, i =0,...,n tais que

T(u) = /Q x)vo(z

3. WlLg € reflexivo, se e somente se, ® € Ay e U € As.

811

)dz;
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Demonstracao. O item 1 é facilmente mostrado pelo Teorema 1.11, o item 2 segue do mesmo
argumento da prova do Teorema 1.13, e o item 3, por sua vez, segue imediatamente do Teorema

1.13.
O

De forma analoga que definimos os espacos W , iremos definir agora o espago Wy Le.

Definigao 1.9. Definimos o espago Wj Lg como:
WiLae() = G (@) ™.

Ou seja, W Lg ¢ o fecho na norma || - ||y, do espago C5°(€2).

Do mesmo modo, conseguiriamos definir o espago W} Fs. No entanto, é facil verificar que dada

qualquer N-fungao ®, temos que invariavelmente W} Eg = W Lg. Pois, caso u € W Lg, existird

ou ou

uma sequéncia (uy,) € C§° tal que uy — u em W'Lg. Assim sendo, temos uy — u e 5 LN .’
. ou ou

em Lg, para cada ¢ = 1,...,n. Pela definicao do espaco Fg, temos que u, B By € Fg,
1 Ty

consequentemente u € W Eg, ou seja, Wy Ly C W3 Es. Como W3 Eg C W, Lg temos o resultado

desejado.

Lema 1.1. Eziste uma constante ¢ > 0 tal que

lulle <

para todo u € W La(Q).

Demonstragao. Assuma que || = d, para algum d > 0. Primeiramente vamos mostrar que

/Q O(u(z))dr < /Q <2d§—:1> (1.16)

para todo u € Wy Lg. De fato, considere u € C§°(€2). Logo, pela desigualdade de Jensen (vide
Teorema 4.3.3.1 em [8]),

D(u(, xa, ..., Ty) CI)( o §,x27...7xn)d§>

T2 o)

é - <I>( fxg,...,:cn))dg.

Il
S
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Integrando os dois lados da inequacao acima sobre (2, encontramos

/QQD(U(:L’))de A@(dg—;(x))dx. (1.17)

E evidente que (1.17) também é satisfeito para toda u € Wy Lg, cujo suporte é compacto em
Q. Portanto, agora considerando u € W} Lg e um aberto Q' contendo Q, tal que |Q! = 2d, e
estendendo u para todo este aberto !, fazendo u = 0 em Q'\Q, temos u € W} Ls(Q') e supp u

compacto em Q. Consequentemente, por (1.17), temos

[ #tuie = [ @t

Ql

0
< / <I><2d—u(a:)) dx
fo}! 8.”131
0
- / (I)(Zd—u)d:c,
Q 8.131
provando que a inequacao (1.16) é satisfeita.

Note que toda a argumentagao da demostracao de (1.16) pode ser usada para todas as outras
derivadas parciais de u. Deste modo, derivando a desigualdade de Poincaré. De fato, se u € Wy Lg
entao

u

ZNLZ' = ST oun S Wl(Q)
24|54 o~

Agora, por (1.16), e para cada i = 1, ..., n, temos

ou
/(I)(ai(:c))d:cg/@(Zd#)dxgl
0 o 2[5 lle

entao,
/@(M%)dx <1,
Q 2d[| 55
dai 5
(v
<2d
|ulle < ||(‘3xi”¢’

finalizando assim a demostracao.

0

O préximo Teorema ¢ uma versao da desigualdade de Poincaré para os espacos de Orlicz-

Sobolev.

Teorema 1.16. (Desigualdade de Poincaré no espagco Wy Lqe(2)) Sejam Q um dominio
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limitado e ® uma N-fungao satisfazendo a condi¢io Ay, para todo u € Wy (Q), vale que

/Q(I)(|u(fr)|)dT < )\/(I)(|Vu(at)|)dr1:,

Q

onde A € uma constante dependente de P.

Demonstragao. Como  é limitado, entao existem constantes reais a e b, tais que Q C (a, b) x R"~1.

considerando ¢ € C§°(a,b), pelo Teorema fundamental do Célculo, obtemos

b
o0l < [ Gl te @), (118)
Sejam v € C§°(2) e x = (t,2'), com &’ = (x4, ..., x,), temos

[v(z)] = |v(t, 2')]
t)l (1.19)

|Ufc
/ W (0)]dt.

A vista disso, e pela desigualdade de Jensen (vide Teorema 4.3.3.1 em [8]), temos

/ ))ds —/ / |)dtdx'
R7=1 Ja
< / / @( / |fU;,(s)|ds>dtdx'
R*=1 Ja

— /Rn—l@< b_a ffal ldss - |d8)dwl’

por esse motivo, obtemos

/Q@(U(x))dsg K(b—a) /R ) <f 52, " fd: |d5)dx’

< K(b—a) /R lbiaq’(/a |a_;gl(5’x,)|d8>dx/ (1.20)
- K/ ( )dfc
< K/Qcpuw)dx

Tomando u € W}(Q), e seja {¢,} C C5°(Q) tal que

Pn — U em Wol(Q),
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ou seja,

IV (n = w)lle — 0.

Como ¢ € A,, tem-se que
[ 2% (e~ wi)dz 0,
Q

dai, segue de Brézis-Lieb que

/Q (@(IV%D — B(|V(pp — u)]) — cp(|vu|)> S0,

portanto

/(1>(|Vg0n|)dx—>/<1>(|Vu|)dx. (1.21)
Q Q

De forma similar, mostra-se que

/QCI)(|cpn|)dx—>/Q<I>(|u|)dx. (1.22)

Por (1.20), obtemos

A®WmMSK4ﬁWwW%

para n € N. Por (1.21), (1.22) e fazendo n — oo concluimos que

/Q(I>(|u|)da: g/@qvunda;, we Wi,

Q

O

O proximo resultado vai ter bastante utilidade neste trabalho, e diz respeito sobre uma imersao
no espago de Orlicz-Sobolev, quando assumimos uma N-fungdo que obedece as condigoes (1.4) e

(1.5). Uma demostragao desse resultado pode ser encontrada na pagina 54 de [15].

Teorema 1.17. Seja Q limitado, e que ocorre as imersoes de Sobolev Wh1(Q) — L(Q), com
1 <qg<n/(n—1). Suponha que a N-funcao ® satisfaz as hipoteses (1.4) e (1.5). Se &, ¢ dado

por (1.6), entao a imersdo abaizo é continua

W'Le < Lo, .
Além disso, se N é N-funcao tal que
N
lim (k) =0,
para todo k > 0, entao a imersao
Wqu) — LN



eriste e é compacta.
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Capitulo 2

O Problema de Dirichlet Para A¢:

Neste trabalho consideraremos o problema (D) permitindo que a fungao ¢ seja ndo homogéneo.

Para isto considere as seguintes funcoes ¢ ¢ W, dadas por

D(s) := /OS o(t)dt, V(s):= /OS ¢ ' (t)dt, seR. (2.1)

Entao pelo Capitulo 1 temos que ® e V¥ sao N-funcoes complementares, que definem os
espagos de Orlicz Lg := Lo(2) e Ly := Lg(Q), respectivamente. Entao, pelos Teoremas 1.4 e

1.13, Lg sera reflexivo, se e somente se,

(o) 1 < lim inf S&?bf;) < lim sup ?8

< 0Q.

Assumiremos a seguinte condi¢do um pouco mais restritiva

_Lsp(s) _ s¢(s)
(¢1) 1 <11;g£f (s) gzg%)—q)(s) < 00

O que implica que (¢g) é satisfeita, ou seja, que @ satisfaz a condigao As.

Vamos agora introduzir o conjugado do espaco de Orlicz-Sobolev @, de ®, que é dado por

D (t) = /Ot %dr (2.2)

TN

Aqui supomos que

Lo (r) ‘o (r)

lim == dr <oo e lim = dr = o0, (2.3)
vide Teorema 1.3. No caso ®(t) = %, (2.3) é verdade, se e somente se, N > p.
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Faremos a seguinte suposicao sobre a nao linearidade g:

(o) existem um homeomorfismo crescente f de R em R, e a;, as constantes nao
g1

negativas, tais que |g(z, s)| < a; + axf(|s|), para todo (z,s) € Q x R.

Definindo:

F(s) := /OS f(tdt, F(s):= /08 FH(t)dt, (2.4)

Obtemos N-funcoes complementares que definem respectivamente os espagos de Orlicz Lg e L.

Também assumiremos que Ly e Lz sao reflexivos, ou seja, supomos que

() tf(t
(g2) 1< ltlgnjgof% < htrilfgop% < 400

Além disso, segue do Teorema 1.16 que se ® satisfaz a condigao A,, entao existe uma melhor

constante positiva Ay, tal que

" / ®(Juf)dx < / B(|Vu(z)|)dz, (2.5)

para todo u € Wy L.

Finalmente, introduziremos a seguinte notacao:

) o) 1ol
= lim inf ——=, = limsu , = sup ——, 2.6
po = liminf T p msup s PSS (2.6)

. 16(1) L)
] =] 7 — *
P ey D(1)

Em seguida, enunciaremos um dos principais resultados.

Teorema 2.1. Seja ¢ definida por (0.1) um homeomorfismo crescente de R em R satisfazendo (¢;)
e (2.3). Considere g € C(Q x R) satisfazendo g(x,0) = 0 para todo x € Q e f um homeomorfismo
impar crescente de R em R. Assumimos que g e f satisfazem (g1) com f também satisfazendo
(g2). Sejam @, D, e F definidas por (2.1),(2.2) e (2.4) respectivamente, e suponha que as sequintes

condicoes sao verdadeiras:

) F(t
(Hy) t£+moo ®*((sz) =0, para todo k >0
G(z, s)

< A1, uniformemente para x € S,

Hs) L
(Ha) i sup =375

onde Ay obedece as condi¢io (2.5), e
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emistem 0 > p® e Ry > 0 tais que
(H3) § sg(x,s) > 0G(x,s) >0 para todo |s| > Rye todo x € Q,
além disso G(x, Ry) > 0 em Q, ou G(x,—R;) >0 em Q
Vamos assumir ainda que

(¢2) P’ < pe..

Entdo o problema (D) tem solugdo nao trivial w € Wi Lg, isto é u é um ponto critico do

funcional I : W} Le — R dado por

I(w) = /Q (| V()| )dz — /Q Gz, u)dz. (2.8)

Aqui vamos denotar por I; : Wi Ly — R, i = 1,2, os funcionais

I(u) :/Q¢>(|VLA(JJ)|)dUL e Ir(u) :/QG’(;L',U)d:L', (2.9)
isto é

I(u) = Ii(u) — Ir(u). (2.10)

Observacao 2.1. A condi¢cdo (Hy) tem a consequéncia importante, de que a imersao
WlLe < Lp (2.11)

¢ compacta (vide o Teorema 1.17), fato crucial no nosso desenvolvimento e que corresponde a um
tipo de condi¢ao de subcriticalidade. As condigoes (Hs) e (Hsz) correspondem a condigdes de tipo

superlinearidade em 0 e oo, respectivamente, para problemas semilineares elipticos.

Observacao 2.2. para o caso onde ®(s) = sP/p, as condigoes (¢1) e (¢pa) sao automaticamente

satisfeitas. De fato, neste caso e para N > p,

1 Yo~ (1) tpre v-» Np
(I)* (t) = @dT = Nt1 (lT = pt Np
0o T N 0

N —p np .
tN-r  entao
Np?

portanto . (t) =

td’ (1)
= liminf ——% = liminf¢
po. = lminf Fo = lminf 1=t
Np?
Np_
. tN-» . Np
= liminf ————— = lim inf ,
t——+o0 pN—pti_p t—+o0 N—p
Np?
Np
—_— > ,
N-—p b



além disso, temos que

2 = sup to(t) _ “up Pt _,
>0 P(t) >0 % ’
ou seja,
P’ < pa,- (2.12)

Observagao 2.3. Note que o funcional I : WiLs — R em (2.8) esta bem definido: de fato,
se u € WiLe, entao pela condigio (Hy), temos que WyLe — Lp e portanto u € Lp logo
ue L' := L'(Q). Consequentemente, por (g),

|aaﬂsy/mwwws%m+@mmx
0

e assim,

QAW@m@mw<+m

Em nosso préximo Teorema substituiremos a condigao (¢2) do Teorema 2.1 por novas condigoes.

Isso nos oferece novos resultados de existéncia nao abrangidos pelo Teorema 2.1.

Teorema 2.2. Suponha que todas as condigoes do Teorema 2.1 sao wverdadeiras, exceto

possivelmente a condi¢ao (¢o) que € substituida por

(65) existe p € (1, N) e C' > 0 tal que
’ ®(x) > Clz|P para todo x > 0;

F(s)

(Hy) limsup —z,- < 00

s——+00 |5| N-p

Entao o problema (D) tem solugao nao trivial u € Wy Lg, onde u é um ponto critico do funcional

I definido por (2.8).

Corolario 2.1. Assuma que ¢ e g satisfazem todas as condicoes do Teorema 2.1 exceto a condi¢ao

(p2), além disso suponha que

(¢4) p® <ps <N,

) log F'(s) Npao
H lim su < ,
(Hs) S_H_OOP log s N — pa

entao a conclusao do Teorema 2.2 é verdadeira.
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2.1 A geometria do funcional [

Considerando as condi¢oes do Teorema 2.1, segue de [9] que I3 (vide (2.9)) ¢ funcional convexo de

classe C', e com derivada de Fréchet dado por
(I{(u),v) = / a(|Vu(z)|)Vu(z) - Vo(z)dz, v € W, Lg.
Q
Mostraremos agora que o funcional I, (vide (2.9)) é de Classe C*, em fungao de (2.11) e do

préoximo Lema.

Lema 2.1. Seja g uma funcao que satisfaz (g1) € (g2). Entao o funcional I : Lp — R é de classe

C' com derivada de Fréchet dada por
(1)), v) = / ol ul@))o(@)de, wv € L. (2.13)
Q

Demonstragao. Iremos mostrarmos que I ¢ Gateuax diferenciavel em Ly com I} linear e continua
de Lr em (Lp)*. Sejam u,h € Lp et € (0,1). Entao

%[Ig(u L th) — D(u)] = / %[G(m, () + th(z)) — G(x, u(x))|dz,

Q

%[G(w, u(z) + th(x)) — Gz, u(x))]dxr — g(z,u(x))h(x), com t — 0,

para q.t.p z € . Além disso,

‘ G(z,u(z) + th(z)) — G(z,u(x)) ‘
t

/0 g(x,u(z) + tsh(x))h(x)dzx

< /0 lg(2, u(z) + tsh(x))h(z)|dz,

e assim, por (g;) e pela monotonicidade da fun¢ao f concluimos que

‘G(ZI?, u(x) + th(x)) — G(z,u(x))

t ‘ < (a1 + axf(Ju(2)] + [A()]) A (2)] (2.14)

Como o lado direito da desigualdade (2.14) é integravel, usando a desigualdade de Hélder no

espago de Orlicz (vide [15]), concluimos que

11_1)18%[12(u+th)—12(u)] _ /Q o(z, u(z)h(z)dz.

Agora estabeleceremos a continuidade de I5. Assuma que u, — u em Lp. Segue-se de (2.13)
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(como I} é a derivada de I neste ponto) que para qualquer h € L,

[(Thu) — Tylu). b)]| < / 90, () — gla, u(a)| [h(x)]da.
Assim, por (g1), o Lema serd provado se estabelecermos que aplicagao
ug(-,u)

pertence a C'(Lg, Lz). Como f satisfaz (g2), usamos o Teorema 2.4.12 (ii) em [14], ou seja, neste

caso, ||g(-,un) — g(-,u)|| 7 — 0, se e somente se

/Q]:—'(|g(x, up(z) — g(z,u(x))|)de — 0, com n — oo. (2.15)

Desde que w,, — u em Lp, podemos assumir que ||u, — u||r < =. Entédo, pelas propriedades da

e~

norma dos espagos de Orlicz, temos que
/ F(4)uy(z) — u(z)|)dz < 4||u, — u||p — 0 com n — oo,
Q

e assim F(4|u,, — u|) — 0 em L'. Portanto, pelo Teorema 4.9 em [3], a sequéncia {F(4|u, — u|)}

contém uma subsequencia tal que

F(4|up(z) —u(z)]) = 0, com n — oo ¢q.t.p em €, (2.16)

F(4|un(x) —u(z)]) < ki(z) g.t.p em Q, com ky € L' (2.17)

Em seguida, pela monotonicidade e a convexidade de F',

F(dfun () - u(a)]) + 5 F(Afu(z)]),

F(2lun(x)]) < s

DN —

e assim, desde que 4u € Ly, concluimos por (2.17) que existe ky € L' tal que
F(2lup(x)]) < ko(x), g¢.t.p em Q.
Agora, usando que F(f(un(2))) < F(2|un(z)|) concluimos que

F(f(up(2))) < ko(x) q.t.p em Q. (2.18)
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Usando a continuidade de F e g, e por (2.16) obtemos que

F(lg(w, un(2)) = gz, u(@))]) = 0 g.t.p em Q.

Além disso, por (g1) e a convexidade de F,

E(lg(, un(w)) = g, u(@))]) < F(2ar + as| f(wa(2))] + az| f (u(2))])

_ F6a1) + F(3as|f (un(2))]) + F(3azlf (u())])
- 3

e assim, por um argumento semelhante ao usado para obter 2.18 concluimos que existe k3 € L!

tal que
F(lg(w, un(x)) = g(z, u(x))]) < ks(x), q.t.p em .

Portanto, (2.15) segue do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, completa a
demostragao deste Lema.
O

Os dois préximos lemas que se seguem, serao uma relacao entre o Teorema 2.1 e as condigoes

geométricas do Teorema do passo da montanha.

Lema 2.2. Supondo que as condi¢oes do Teorema 2.1 sdo satisfeitas, entao a condig¢io (Gy) ¢é

verdadeira, ou seja, existem um p >0 er >0 tal que I(u) > r para ||jullo = p

Demonstracao. O funcional I pode ser escrito como:

I(u):/QCI)(|Vu(a;)|)d;U( fo i ) (2.19)

Q

Primeiramente, estimaremos o quociente

fQ x, u(

Jo ©(|Vu(z d '

Por (Hs) temos que existe € € (0,1) e tp > 0 tal que
G(z,t) < M\ (1 —e)®(t), paratodo |[t| <ty, ectodo z€Q,

considere Qg := {z € Q;|u(x)| > to}, temos que

G(z,u(x))dr < A (1 — 5)/ O (|u(x)|)dx,

Q\Q() Q\QO
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somando fQo G(z,u(z)) dos dois lados da desigualdade a cima, temos

/QG(x u(z))dr < (1 —¢) /Q\QO O (|u(x)|)dx —|—/ G(x,u(x))d. (2.20)

Qo

Como F(t)/t é crescente quando ¢ > 0, por (g;) temos que existe um constante Cy positiva tal

xu_U’zws]/mw+(mm>

< a1|t| -+ azF(ltD < CO |t|)

que

(2.21)

para todo |t| >t e todo = € Q. Pela defini¢do de pg,, temos que existem u € (0,ps,) € t1 > tg

tal que
/
(I)*(t) > p(I)* - /"L,
D (t) =t

para todo t > t;. (2.22)

Seja ko = t1/to, entdo ty,t; e consequentemente kg sao constantes independentes de u, e kg > 1.

Usando (H;) e (2.21), temos que existira uma constante positiva Co tal que
Gz, )] < CoF([t]) < Co®u(kolt]), (2.23)
para todo [t| > tg e todo x € Q. Portanto, como W4 Lg < Lg, continuamente, obtemos que
/ Gz, u(x))dx < Cy / O, (kolu(x)|)dz. (2.24)
Qo QO
Mostraremos que existe uma constante positiva C; tal que
Co [ @.alula))ds < Cillulf " (2.25)
Qo

para ||ul|p pequeno. De fato, para z € €y temos que ko|u(z)| > t;, integrando (2.22) no intervalo

(Kolu(x)], (Kolu(x)|/||kouls,), o, <1
/;Sou(qi LA, <‘I’('fk—(|)') )
kolu(z)|  Px(1) Do (kolu()])
e 1
2/ v B T Rt = (pg, — p)log <—)
kolu(a)| t ®.

portanto

(D*(k0|u($)|) S ||k‘0u| 2;1)* M(I) (M>, T € Qo.
[koulle.
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Entao

G [ thluteyir < Cotollatllo. - [ o ([t )

[lulla.

< Co (ko [u()[|. )7 .

Assim, assumindo k; a melhor constante da imersao WjLg < Lg,, € tome u € Wi Lg tal que
[lullo < min1/kgy, 1/(kok1) nos temos que (2.25) é verdade para alguma constate positiva Cf.
Entao, usando (2.24) e (2.25), temos que

/Q G(z,u(r))dr < Cy|ullp™ " (2.26)

Finalmente, pela definicao p° obtemos que

P ols)

integrando os dois lados da inequagao no intervalo (¢,t/7), onde 7 € (0,1] e ¢ > 0 temos

para todo s > 0,

K

O(t) > 7 D(t)7),

e pela proposi¢ao 6 da pagina 77 de [14], com ||u||o < 1, temos que

o) = [ @(9utaas = uly’ | (50 o= g (227

consequentemente por (2.26),

Ja ( (ﬂf))

Agora usando (2.19),(2.20),(2.5) e (2.26), obtemos que

< Cy|[ul " (2.28)

1

I(u)z/ﬂ@ |Vu(z)|)dx

e )
Jo ©(|Vu(z)|)dx
A

> [ ®(|Vu(x)|)dz| 1 1o fQ\Qof (IVud:C +d£QO G(%U(x))dx)
Q
( 1 fn\n (@))dz [, Gz, u(z) dg:)
Alfg )|)d5’3 0 IVu z)|)d

( )

( )
O(|Vu(z)|)dz

> | O )

O(|Vu(z)|)dx

(
(
(-
(

W
S— 5— 5—

- Gyl )
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note que se
1

1 €\ re.—u—r’
— p<mind — = _
fullo = p < min {2 (55)™ (2.29

T(u) > (5) [ e(vutaar

Por outro lado, como ® satisfaz a condigao Ay, segue do Capitulo 3 de [10], que

temos que

[lullo = 0 se e somente se / O(|Vu(z)|)dz — 0.
"

consequentemente para p > 0 como (2.29), existe um g = u(p) > 0 tal que para todo u com

|[ullo = p, fazendo com que [, ®(|Vu(x)|)dz > fi. Obtemos que

I(u) > 51, (2.30)

DO | ™

fazendo r = g/2 o resultado segue.
O

Lema 2.3. Supondo que as condi¢oes do Teorema 2.1 sdao satisfeitas, entao a condicio (Gg) €

verdadeira, ou seja, existe um e € X com |le|| > p, tal que I(e) < 0.

Demonstragdo. Sejam 6 > p® e Ry > 0 dado por (H3), e seja u > 0 tal que 6 > p® + p. Por (Hs),
temos G(z, R1) > 0 em Q ou G(z,—R;) > 0em Q, e

sg(x,s) > 0G(x,s), paratodo |s| > R, etodox € Q,
0 que é equivalente a escrever

>Ry etodoz €,

|'s s

esdi (|s|_9G(:17, s)) > (0 para todo
s

isto é, o funcional |- |7?G(x,-) é crescente para s > R; e decrescente para s < —R;, portanto
segue-se que
G(x,u) > R{°G(x, —R))|u|’ para todo s < —Ry, (2.31)

G(z,u) > R7’G(x, —R))|ul’ para todo s > R;. (2.32)

Escolhendo u € W Lg tal que se
Ot ={z e Qu(z) > R}, Q :={zeQux) <R}

Entao a medida de Lebesgue de cada um desses conjuntos é positiva. Considere ¢y > 0 de forma
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que para todo o > 0

< 0-10‘1) T

(1) ’

e para todo s > 0, definimos os conjuntos

para todo t > t,

O ={z € Q| |Vu(z)| <to}, Q:={xe€Q||Vu(x)| > to},

Q3 :={z € Q| sju(z)] < R}, Qf :={xeQ|sulz)> R},
Q, :={x € Q| su(z) < —R;}.

Entao para s > 1, temos que

I(su)=/be(s|Vu(ar)|)da:—/QG(x,su)da:
:/Q1 (P(S|Vu(x)|)dx+/Q2@(S|Vu(x)|)dx—/G(x,su(w))dw

Q

S (I)(Sto)|91| + Sp<1>+u/
Qo

®(|9(a) )z~ [ Gla.sula))da (2.33)

gsp“’*“@(tonm+sp‘1’*“/9c1>(|wa:)|)dx+ Gz, su(x))|de

Q3

_ /Q I Gz, sulz))de — / Gz, su(x))dz.

Qr
Fazendo

Ch(u) = B(t0)|2 + / &(|V(2))dz,

Cy := Q| sup |G(x,v)],

lv| <Ry

Colu) = [ RGl Rl + [ B Glo,~R)lu(o)]
9! a-
Sabemos que QF € QF e Q; € O, logo por (2.31) e (2.32) temos que
/ G(z, su(z))dx > 89/ R{G(x, R))|u(2)|’ > 0,
Qf Q
J

portanto C3 > 0. Agora usando (2.33), (2.34) e (2.35) obtemos

(2.35)
G(z, su(z))dx > 89/ RG(z, —R))|u(2)|’ > 0,

N —

I(su) < spm“cl(u) +Cy — $'Cy,
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finalmente dado s > sy de forma que
I(su) < se(qu)w_ecl(u) +570C, —C5) <0

isto é possivel pois p® + 1 < 0. Entao, fazendo e = squ, temos que I(e) < 0, finalizando assim a
demostragao.
O

Note que na demostra¢io do Lema 2.3 nao foi utilizado em nenhum momento a condigao (®5),
ou seja, o mesmo resultado vale assumindo as condi¢oes do Teorema 2.2 ao invés das condigoes

do Teorema 2.1.

Lema 2.4. Supondo que as condi¢ies do Teorema 2.2 sao satisfeitas, entio a condigao (Gp) é

verdadeira, ou seja, existem um p >0 er >0 tal que I(u) > r para ||[ullo = p.

~ N
Demonstragio. Pela condicao (¢3) temos que ®,(z) = C|z| V-7, para alguma constante positiva
C e para todo = > 0. Isto, e pelo fato da imersio WjLs < Lg, ser continua, temos que

Np_ .
Wi Lg < LN-» continuamente.

Por outro lado, a hipdtese (Hy4) implica que
N
F(t) < C|t|¥=r para todo |t| > to, (2.36)
para alguma constante positiva ty. Obtemos de (2.21) que existe uma constante positiva C tal que

G(z,u(x))dz < CO/ F(lu(z)|)dz < C |u(m)|NNi—i’dx (2.37)

Qo Qo Qo

N
Por (¢3) temos que W3 Lgy C Wol’p. Dai segue pela imersao continua Wol’p < LV e por (2.37)
que para u € Wy Lg

/Q G, ul(x)) < Cllull %7 (2.38)

Onde C' é uma constante positiva e por ||ull1, = || \Vul||zr() Consequentemente, novamente
usando (¢3), obtemos que
Jo. G ))dx
2 Cll ||l )
Jo |Vu |pdx P

por (¢3) temos que existe uma constante positiva 50 talque

fQ (,u(x) fQ (2, u(x))dx
Jo ©(|Vu(z | — Jo IVu(zx |Pd:c ’
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Finalmente, podemos concluir que

Jo, G(x, u(x))

lim =0
lullo=0 o, P(|Vu(z)|)dz

de forma analoga ao Lema 2.2 temos que a condicao Gy é satisfeita

2.2 Existéncia da solucao do problema de Dirichlet para

Ay

Lema 2.5. Considere ¢ e g tais que satisfacam as condigoes (g1), (g2), (H1), (H3z) e (¢1). Note

que podemos reescrever a condi¢ao (¢1) por
1 < py <p® < +o0.
Seja I um funcional definido por (2.8) e seja {u,} uma sequencia em Wy Lg tal que
(1) L(un) = >0, (@) |[I'(un)|[wiLy)- — 0.

Entio existe u € Wy Ly, tal que

(2.39)

Demonstragao. Resulta de (i) que existe M > 0 tal que I(u,) < M, para todo n € N. Além disso,

(#7) implica que existe uma sequéncia de nimeros positivos {e,}, &, — 0, tal que

(I’ (u,),v)] < enllv|lo para todo v € Wy Lg.

(2.40)

Primeiro mostraremos que a sequéncia {u,} é limitada em W, Lg. De fato, notemos inicialmente

que

) = 5 (1'(un), )

B /Q (‘I’“Wn(w)l) - %¢(|Vun(l)|)|Vun(sL‘)|)d:I;

(2.41)

com 6 > p® dado por (H3). Suponha por absurdo que exista uma subsequéncia tal que ||u,|lo > n,

para todo n. Neste caso, pela convexidade da ®, temos que existe ¢y > 0 tal que para todo
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0 < e < gp, temos

;/¢(|Vun(x)|)dx2/@<w)d:c>1,
lullo —¢ Jo o \llunllo—¢

fazendo € — 0 temos que
L/yw%@mwzn%m para todo n € N, (2.42)
Q

Portanto, usando (2.40), (2.41) e (2.42), concluimos que

1 En
I(un) — §<[l(un)v“n> <M+ ?”unllo

(2.43)
<M+ %” /Q OV ()] )d.

Agora, segue das condigbes (¢g) e (Hs) que, escolhendo p > 0 suficientemente pequeno de tal

forma que p® + p < 0, entdo existe to > Ry, tal que

0 <to(t) < (p* + p)@(1),

0 <0(t)G(x,t) < tg(z,t)

para todo t >ty e todo x € Q.
Considere
Qp={2€Q| Vu,(z)| <to}, Qo ={z€Q| Vu,(z)| > to},

Q= {r € Qun(z)] <to} e Qupn={recQun(r)| >t}

Entéao pelas suposigoes (g1), (2.41) e (2.43) temos que existe uma constate positiva M independente

de n, tal que

/QM (@(IVun(w)D - %¢(|Vun($)|)|Vun(:v)|>dx
_/ (G(az,un(m)) - %g(sc,un(:v))un(a:))dx (2.44)
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Entao, desde que
1
/Q <<D(|Vun(:ﬂ)|) - 5¢<|vun(x)|>|wn(m)|) "

> (1 - pq);“) /{22’n(1>(|Vun(a:)|)da:,

/Q (G(x, U () — %g(ax un(:l:))un(a:))dx >0, (2.46)

combinando (2.44), (2.45) e (2.46), obtemos

/Q (| Vi ()| )dz < Cy + %/®(|Vun(x)|)dx,

Q

onde C] é uma constante positiva. Como

/ (@(lwn<x>|> - §¢<|wn<:c>|>|wn<x>|)dx

¢ claramente limitada, e € = Q , U )y ,, temos

/<I>(|Vun(x)|)d93 <Oyt ?" O(|Vu (2)|)dz,
Q Q

onde Uy ¢ uma constante positiva. Tomando ng tal que 1 — - > % > () para n > ng, segue que
/ B(|Vun (2)])dz < 2Cy,  para n > no.
Q
Finalmente, usando (2.42) obtemos que existe uma constante positiva C' tal que

llun|lo < C para todo n € N,

que é uma contradi¢ao, portanto {u,} ¢ uma sequéncia limitada em W Lg .

Como {u,} ¢ uma sequéncia limitada no espago reflexivo W Lg, podemos assumir que {u,}
converge fracamente para u em Wi Lg. Além disso, como a imersao Wy Ly em Lp é compacta,
podemos supor que u, — « em Lp. Assim, desde que o funcional I, € C' em Ly, segue do Lema
2.1, que ngrfw L(u,) = I(u) e n1_1>I_|I_loo I(u,) = Ij(u). Temos por hipdtese I'(u,) — 0, obtemos
que

I} (u,) — Ih(u) em (WyLg)* quando n — +o0. (2.47)
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Como I, é convexa e C', temos que
I (un) < Li(u) + (17 (ug), up — ), (2.48)
portanto, usando (2.47), podemos deduzir que

limsup I3 (uy,) < I (u).

n—-+o0o

Além disso pela convexidade de I, e como [; é fracamente semicontinua inferiormente, e portanto

lim inf ]1 (un) Z .[1 (U)

n—-+o0o

o que implica que
lim [i(u,) = L (u),

n——+o0o
logo
lim I(u,)=1I(u).

n—+o0o
Finalmente, mostraremos que I'(u) = 0. A convexidade de [; implica que ] é monotonica e,
temos que
(I} (up), wp — v) > (I} (v),u, — v), para todo n € Wy Le.

tomando v = u — th,h € Wi Ly, t € RT, e usando (2.47) obtemos
(Iy(w) = Ii(u —th), h) = 0,

para todo h € W Lg, e portanto fazendo t — 0, e usando que h é arbitrdrio, temos que
I'(u) = Ij(u) = Iy(u) = 0

isto mostra que u é um ponto critico de 1.

Finalmente temos condi¢ao de demostrar os Teoremas 2.1 e 2.2.
Demostragao dos Teoremas 2.1 e 2.2. Segue dos Lemas 2.2, 2.3 e 2.4 que as hipdteses do Teorema
0.1 sao satisfeitas e, portanto o Lema 2.5 implica que existe um ponto critico nao trivial do
funcional I. Por outro lado, pontos criticos de I sao solugoes fracas para o nosso problema.
O

Demostragio do Coroldrio 2.1. Para essa demostragao basta verificar (¢3) e (Hy) do Teorema
2.2.
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Usando (Hs) obtemos que 0 < p < ]\],VTI;;{; tal que

. F(s)
lim sup —~
n—+oo (N-pg —t

< 00.

Além disso, existe 0 < py < pe tal que

Npe . N(pa —m)
N-—ps "= N—(po— )
Escolhendo 0 < po < p; temos
p* < pe — pia,

entao, pela definicao de p~®, ps, obtemos que
®(x) > CzP*™#2  para alguma constante C' > 0 e todo z > 0.

Além disso

: F(s)

lim sup ey < 0

0o N-(rp-ha)
Finalmente fazendo p := ps — o, temos que as condigoes (¢3) e (Hy) do Teorema 2.2 sdo
verdadeiras. O

2.3 Existéncia de duas solucoes

Provaremos nesta secao que se g satisfaz a seguinte condigao adicional
(93) sg(x,s) >0 para todo (z,s) € Q x (R\ {0}),

entdo o problema (D) tem uma solugao nao trivial (fraca) ndo negativa ug e uma solugao nao

trivial (fraca) nao positiva u;, ou seja, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Sob as condi¢oes do Teorema 2.1 ou Teorema 2.2, e se condi¢ao (g3) € satisfeita,
entao o problema (D) tem uma solugio uy € W Lg nao trivial e nao negativa, e uma solu¢io

u; € I/VOIL(I> nao trivial e nao positiva.

Demonstracao. Considere o problema

—Agu =gt (z,u) em
(P § “Rermw
u=20 sobre 0f2 ,
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onde para cada x € €2, definimos

gt (z,s) == max{g(z,s),0} e g (z,s):=g"(z,s)— g(x,s).

Como ¢ e g satisfazem as condigoes do Teorema 2.1 ou Teorema 2.2, segue facilmente da condicao
(93) que ¢ e gt (respectivamente ¢ e ¢~ ) também satisfazem as condigdes do Teorema 2.1 ou
Teorema 2.2. Portanto, pelo Teorema 2.1 ou Teorema 2.2, problema (P, ) tem solugao ug € Wy La

nao trivial. mostraremos que ug(z) > 0 ¢.t.p em Q. De fato, temos que u}, ug € Wy Lg €

Vi ()] = |Vuo(z)|, para x tal que ug(z) >0
’ 0, para x tal que uy(z) <0,
e
Vg ()] = |Vuo(z)|, para x tal que ug(z) <0
0 0, para x tal que uy(z) > 0.

Portanto, como

/Qa(|Vuo(as)|)Vuo(:1:) -Vou(r)dr = / g" (z, up(x))v(x)dz,

Q

para todo v € Wy Lg, fazendo v = ug e usando que g*(z,up(z))uy > 0, ¢.t.p em €, obtemos que
/ a(|Vuo(z)|)Vue(z) - Vug (z)dx > 0.
Q
Assim, usando que ug(x) = ug — ug (z) e Vug (z) - Vug (z) = 0, ¢.t.p. em Q, obtemos que

- [ a1V ua()DIVu (o) >

isto é
[ 0(17u5 () Vs () < 0

com 2~ = {x € Q| ug(x) < 0}. Portanto, como vp(v) > ®(v) para todo v € R, temos que
[ evus@his = [ o(Tug@hids < [ o(19u (2))| Vg (o)} < 0
Q Q- Q-

portanto

/ B(|Vug (2)])dz = 0,
Q

agora usando (2.5), temos

/ B (|uy (2)])dx = 0,
Q
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o que implica que u, () = 0, ¢.t.p. em Q. Portanto uj = ug, o que prova nossa afirmagao. Como
neste caso g (z,up(z)) = gz, up(x)) g.t.p em €, isto mostra que uy é uma solugao fraca nao trivial
de (D).

De forma anéloga, considere o problema

—Agu = —g (x,u) em )
(P-)
u=>0 sobre 0f2 ,

por argumentos similares concluimos que —¢g~ (z,u) satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.1 ou
Teorema 2.2 e existe uma solugdo fraca u; ndo trivial satisfazendo ui (z) = 0 q.t.p. em Q.

Consequentemente, u; é uma solugao fraca de (D) e uy(z) < 0 ¢.t.p. em €.

O
2.4 Exemplos
Esta secao é dedicada a exemplos que ilustram os teoremas deste capitulo.
Exemplo 2.1. Considere o problema
(D)) —div(log(1 + |Vul)|VulP=2Vu) = |u|*tu, z€Q
' u(z) =0, x €.
para
. _Np-1
l<p<N-1, ¢ p<0§%. (2.49)
-D

Note que este exemplo pode ser rescrito como

—Apu = g(x,u) em )
(D)) ou = g(x, u)
u=>0 sobre OS2,

onde Ayu = —div(a(|Vu(z)|)Vu(z)), e o funcional a € dado por a(|Vu|) = log(1 + |Vul|)|Vul|P~2.
Mostraremos agora que o problema (Dy) tem solugdo fraca nao trivial e nao negativa u € Wy Lg,

onde a N-fun¢io ® € dada por ®(s) = fos log(1+t)tP~tdt. Além disso u é ponto critico do funcional

I(u)=/Q<I>(|Vu|)d:c—$/g|u|5+ldx.

Para este problema, definimos

I, dado por

$s) = |s["slog(1 +[s]),  g(a,s) = g(s) = [s|""s. (2.50)
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onde 1 <p < N ed>0. Além disso, por (2.50),

o 1 ’ 1 [lst g p G |S|6+1
= - 1 - = t = . 2.51
()= Slslosi = lsh =3 [T e Gl = P (2:51)

Mostraremos a sequir que todas as hipdteses do Teorema 2.1 sao satisfeitas, e como g € impar e

por (2.49) as hipdleses do Teorema 2.3 sao verdadeiras.

(i) Como @ € equivalente a tP™' prézimo de zero, é imediato verificar que a condi¢io (2.3) €
satisfeita, se e somente se
p+1<N. (2.52)

Fazendo a sequinte mudancga de varidvel, t = ®(1) obtemos que

/ Ly = / ") gy

~1(1) D(7)
Além disso,
T At
im —2 1 — (2.53)
7—+oo TP log(1 4 7)
50 d(r) PN 7P log(1 + 7) - (2.54)

Entao, por (2.51), (2.53), e (2.54), seque-se que a sequnda condi¢ao (2.3) € satisfeita se e

somente se

/°° dr C
o TPN(log(T))VN T

Ou seja, se e somente se p < N.

(13) Agora verificamos que (¢1) € verdadeira. Temos que

. To(7) . 0 1dt \ 7
| =pll1l—-1 _— = 1. 2.55
TE?+ (I)(T) p( ng{r TP log(l + 7') P ( )

Entao, desde que Hg(t) := % em (0,00) € continua, por (2.54), e (2.55), concluimos que
P’ < oo e assim (¢1) € vdlida para qualquer p > 1 fizo. E possivel mostrar que a fungio Hg
¢ decrescente, e portanto

P=p+1. (2.56)

(i1i) A seguir, verificaremos que para qualquer 6 > 0, as condi¢oes (g1), (g2) € (g3) sdo satisfeitas.
De fato, (g1) € trivialmente vdlida com ag = 0, a; = 1 e f(s) = |s|°"ts. Além disso, com
é

Hg(t) =6+ 1, verifica-se (g2) € satisfeito e finalmente, (g3) € imediato.
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(iv) Sabemos de [1] que, (Hy) ocorre se e somente se

Ai) 0. (2.57)

s—>+oo §3+1

Provaremos que (2.57) é verdade se

Np
0+1< 2.58
sy, (2.58)
Pela regra de L’Hopital e o Teorema fundamental do cdlculo,
S o)y d
lim sup ( ) = lim sup fo ¢ (7')17' !
s—+o00 ST s—r+o00 Sm
< (6+1)limsup J(rl)’
s—+oo §9o N
e fazendo t = ®(s),
O t
lim sup — (5) < (0 + 1) limsup —
s—=+oo  §&+1 t—+o0 ((I)(t))ﬁ'*‘ﬁ
Agora, como
t Sp
PRMCESY N @+ / i Sds 1
lim sup 2L — Jipm gup — 40 (- Jo -T2 , 2.59
el D) e log(1+ )\ trlog(1+ 1) (2:59)

usando (2.53) e (2.59) temos que vale (Hy) caso

NG Np- (Nl
N+6+1 N+d+1 -

o que equivale a (2.58) .

(v) Claramente, como foi mostrado anteriormente uma condigao suficiente para que (Hsy) seja

verdade € que lim Gs) =0, iss0 €
s—0 (I)( )
p<9d. (2.60)
. sg(s) _ o_ )
(vi) Como G = d+1 ep® =p éclaro que (H3) € verdade se, e somente se,

p<é+1. (2.61)

(vii) Vamos agora estudar a condi¢ao (¢a). Para isto, precisamos calcular o nimero pg,. Usando
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a sequinte identidade ) O18)
txy ') x(xe
XN (202

para qualquer funcional diferencidvel x , com X'(t) # 0, e usando (2.54), obtemos que

—1y/ / -1
lim M = ( lim t(t) = 1 .
t—+oo (I)_l(t) t—s+00 (I)(t) P
Novamente usando a regra de L’Hopital, temos
(I)fl l —i(I)—l
lim —t( il) ®) = lim —ttN ®)
t—+o0 (D* (t) t——+o0 (I)_l(g)
—ds
0 Sl+ﬁ
_ 1 t(qu)’(t)) 1 1
=limsup| ——=+—-"F7" ) =—F+—.
Hmp( N e N
Portanto, por (2.62) para x = P, temos que
td (t N
pe, = lim 1) __Np : (2.63)

t—+o00 (I)*(f) N—p

Entdo, por (2.56) e (2.63), concluimos que (¢2) € satisfeita, se e somente se

Np
1< . 2.64
prI<y—, (2.64)

Finalmente, se
N(p—1
l<p<N-1 e p<5§M,
N-—p
Seque de (2.52), (ii1), (2.58), (2.60), (6.12), (2.64), e pelo Teorema 2.3 que o problema

(Dy) tem solugdo fraca nao trivial u € Wy Le.

Observacao 2.4. Note que o Teorema 2.2 nao pode ser aplicado ao FExemplo 2.1, pois

P(r) 1 i d(x)

a0 2Pt p(p+1)7  atoo aP

assim (¢3) nao ocorre nesse caso.

Exemplo 2.2. Considere o sequinte problema

—Agu=|ul’"tu em Q
() 2=l
u=">0 sobre 0f),

onde Agu = —div(a(|Vu(z)|)Vu(z)), e o funcional a é dado por a(|Vu|) = log(l + a +
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|Vul)|[VulP=2, e com 1 <p< N, 6 >0, ea > 0. neste caso temos

B(t) = |t|P*tlog(1 + o + [t|),

o ! Pl L[ v d
5) = —|s|"log(1 +a + |s|) — — —dt,
() = 2l log(1 vt ls) = [T o

|S|(5+l

o+
Assim ¢(t) > log(1 + a)t*~! para todo t > 0, a condigao (¢3) do Teorema 2.2 € verdade com
O log(1 + )

Agora vamos verificar as outras hipdteses do nosso teorema

e de maneira equivalente ao exemplo anterior, temos que G(s)

(i) Pelo fato de que @ € equivalente a t? prdoximo de zero, e como o valor do limite (2.54) quando
1+t

¢ substituido por 1 + a + |t| nos obtemos que (2.3) € vdlido se e somente se
p<N. (2.65)

Além disso, como ® € equivalente a t* proximo de zero, (Hy) € verdade desde que p < §+ 1.
(13) Para verificar se (¢1) € verdade, temos que

P
i ot
im ———*=

=0 log(l + a + 1)

bl

dai vy .
_7¢(7) . o™t -
1 =p(l—lim ———W—— = . 2.66
50 (1) p( 50 log(1+a+1t) b (2.66)
‘ o . _ to(t)
Consequentemente, a partir da continuidade do funcional He(t) := 0 em (0,00), (2.54),

e (2.66), concluimos que p° < oo e que (¢1) ocorre para qualquer p > 1 e a > 0 fizo.
Neste caso, Hy nao é mondtona, e portanto, p° ndao pode ser avaliada diretamente. No
entanto, um cdlculo direto produz que He atinge seu valor mdzimo em exatamente um ponto

xo = xo(a) > 0, e que
1

0 < i mpt , 2.67
p=pe=p 1+ log(l+ o+ sp) (267)
onde sy € a unica solugdo de s = (1 + a)log(l + a+ s).
. L : P Np
(12i) Em relagao (Hy), € imediato verificar que ela € satisfeita, se e somente se, 6 + 1 < N )
-Dp

Finalmente, para qualquer 6 > 0 dado, as condigoes (g1), (g2) e (g3) sdo imediatamente
estabelecidas. Além disso, como as premissas (Hy) e (H3) sao condig¢des no infinito, e ¢ se

comporta no infinito como no exemplo anterior, sua demostracao é andloga a do Fxemplo
2.1.
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Concluindo, se

N(p-—1
l<p< N e p—1<5§—(p )+p,
N—p

seque do Teorema 2.2 que o problema (Ds) tem solugdo fraca nao trivial u € Wy Le.

Observacao 2.5. Note que também podemos usar o Teorema 2.1 para resolver Exemplo 2.2. Mas
o resultado seria mais fraco, ou seja, teriamos obtido a existéncia de uma solugao fraca nao trivial

sob a suposicao extra
0 Np

< .

Em nosso ultimo exemplo, consideramos o caso onde nao podemos aplicar o Teorema 2.1 ¢
onde é dificil calcular a melhor poténcia p para (¢3) seja satisfeita. Veremos que, neste caso, nosso

Corolério 2.1 se aplica.

Exemplo 2.3. Considere o sequinte problema

—Ayu=|ul>tu em Q
u=20 sobre 0S)

Onde 6 > 0 € constante, e o funcional ¢(t) = a(|t|)t, serd construido a sequir, e serda dado por
(2.68).

to (t
Seja gr(t) = [tP*tlog(1 +a+ [t]), a >0 e seja Hy(t) := 16:(0)

, onde
®y(1)

By (t) = /0 "o ()dr.

Entao, pelo Exemplo 2.2 temos que existe um unico xog > 0, tal que Hy € crescente para x < xy e

decrescente para x > xy. Portanto p° = H,(xo). Além disso, temos que

lim H,(t) = p.

t—0

Escolhendo q € (p,p°), ¢ < N, e fazendo w(t) := |t

T 2tlog(1 + |t]), ¢* = Ll’ definimos
q p—

Golt) = w (), Bolt) = /0 Go(r)dr

- toa(t
Entao pode ser mostrado que o funcional Hy(t) = gQ(f) ¢ estritamente crescente em (0,00) e
que 2
lim Hy(t) = q.

t—o0

Com q € (p,p°), entdo existe um tinico ponto Ty > o tal que Hy(Ty) = Ha(To) e Ho(t) > H,(t)
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para todo t > To. Para qualquer x1 > Ty fizo, temos que

_ ¢1(561) 7

B (1) () Ga(t),

e definimos ¢s(t) parat >0

|} &1(t) parat € (0,71)
Pa(f) = { ¢2(t) parat € (r1,00).

Agora estenderemos o funcional ¢3 para toda a R omo uma funcao impar, para finalmente

definirmos o funcional ¢, da sequinte forma

(2.68)

o ¢3(t)  parat € (0,00)
o { —p3(t) parat € (—o0,0).

-

()

O funcional a em (D3) € dado por a(|s|) = , para todo s # 0.

s
Definindo H(t) := %, temos que
u H,(t) para t € (0,x7)
1) =
Q H2(t)(1>2(t) n @?(Qx(fi ~By()) para t € (1, 00),
com Hy(t) := tgj((:)) Note que Hy = Hy e que H(t) ¢ crescente para t € (11,00).

Iremos mostrar que todas as hipdteses do Coroldrio 2.1 sao satisfeitas. Comegaremos
observando que sup,.o H(s) = p° > q > p. Além disso para ¢ definido por (2.68) temos que

[} —P

Po =P =4, P p,

e assim, por construcdo, p~* < py < N, temos que a condigdo (¢4) € satisfeita.
De maneira andloga aos exemplos anteriores temos que facil verificar que as condigcoes
(91), (92) e (g3) sdo satisfeitas. Além disso, (Hy), (Ha) e (H3) é verdade, desde que

N
0+1<
+_N ,

respectivamente. Finalmente, se
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a condi¢cdo (Hs) do Coroldrio 2.1 € valida, e portanto, desde que p < q por construgdo, se

N
1 0+1 2.69
<g<i+1< N ¢ ( )

entao pelo Coroldrio 2.1 obtemos que eziste uma solugdo nao trivial para o problema (Ds), que

pode ser assumido como nao negativa.

Finalmente, vamos mostrar por que o Teorema 2.1 nao pode ser aplicado no problema (Ds3).

Escolhendo p > 1, e assumindo que a dimensao N satisfaz N > p(p + 1), o que é equivalente

N(p+1) N(p+1) L.
ap < ——=. Tomando ¢ € ————= e observe que essa escolha de ¢ implica que N > g.
PSS N1 o TS N1pr1 d ¢ imphiea g 1

. Np+1 . q N .
Além disso, ¢ < —— = ¢é equivalente a < p+ 1. Entao, p e q satisfazem
I Nyp+r1°™ N_¢ °? ped
N

p<q<Nq <p+1 (2.70)

Por outro lado, é claro que p°, para p fixo, depende de « e nao ¢é dificil ver que p° < p + 1, e que
p° = p+ 1 quando a — 0. entdo como a sele¢ao de g em (2.70) é independente de «, além disso,

para o pequeno, temos que

N
l<g<dtla—d cpdcpir, (2.71)
N —q
N
onde escolhemos 0 para que (2.69) seja satisfeito. Mas (2.71) implica que pg, = N q < p°, que
—q

diz que a condigao (¢2) do Teorema (2.1) nao é satisfeita e, portanto que o teorema nao se aplica.

Por outro lado, como o (2.69) ¢ satisfeito, o Corolario 2.1 se aplica.
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