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RESUMO

Neste trabalho, faremos um estudo da Teoria do Grau Topolégico que tem grande
aplicabilidade em Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) e Equagoes Diferenciais
Parciais (EDP). Construiremos a Teoria do Grau Topologico em trés etapas: na
primeira, construiremos o Grau Topolégico em dimensodes finita, mais precisamente,
estudaremos o Grau Topolégico de Brouwer. Na segunda etapa, sera estudado o
Grau Topologico em dimensao infinita, de modo mais preciso, o Grau Topologico de
Leray & Schauder. Na Terceira etapa, estudaremos aplicagoes dessa teoria, na qual

destacamos sua aplicabilidade em solugoes de EDP’s.

Palavras-Chave: O Grau Topologico de Brouwer; O Grau Topologico de Leray &
Schauder; Aplicagoes da Teoria do Grau Topologico.



ABSTRACT

In this work, we will study the Topological Degree Theory that has great applica-
bility in Ordinary Differential Equations (ODE) and Partial Differential Equations
(PDE). We will construct Topological Degree Theory in three stages: In the first
stage, we will construct Topological Degree in finite dimensions, more precisely, we
will study Brouwer Topological Degree. In the second step we will study the To-
pological Degree in infinite dimension, more precisely, the Topological Degree of
Leray-Schauder. In the third stage we study some applications, in which we high-
light its applicability in EDP’s.

Keywords: The Brouwer Degree; The Leray & Schauder Degree; Applications of
Degree Theory.
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NOTACOES

Aqui estao algumas notacoes adotadas ao longo do texto:

e [; - Aplicagao identidade;

e OA - Fronteira do conjunto A;

e A - Fecho do conjunto A4;

e C(A)=C(AR")={f:A—R" f écontinua em A};

o CF(A)=CHMARY) ={f: A— R" fék vezes diferenciaveis em A};
e B(z,r) = B,(x) - Bola de centro x e raio r;

e B(x,r) - Bola fechada de centro z e raio r;

o p(z,A) =dist (z,A) =inf{jlzr —y|:y € A} -z € R" e A C R"
 Ilo= Il = max| f(2)] - f € C(4) ¢ A C B compactos

e sgn f - Sinal da fungao f;

e conv (D) - Fecho convexo de D;

e f'(z) - Derivada de f no ponto x;

1
n 2

|lx]|2 = ( g xf) - Norma euclidiana do vetor  em R";
i=1
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Notacdes

e |- | - norma de um elemento de R.

o supp(f)={r e X: f: X =Y, f(x) # 0} - Suporte da Funcéo f;

(-,+) - Produto interno;

div (f) = (V, f) - Divergente da funcao f;

|| - || - Norma de um vetor (depende do contexto);
e — - Convergéncia fraca;

e — - Convergéncia forte;

o [P(Q) - Espago de Lebesgue, onde Q2 C R™;

H} () - Espaco de Sobolev, onde Q2 C R".

1X



INTRODUCAO

Neste trabalho, apresentaremos uma das ferramentas basicas utilizadas pelo ramo
da Matematica que é conhecido como Anélise Funcional Nao Linear. Podemos de-
finir o ramo amplamente como aquele que lida com resolver problemas nao linea-
res, incluindo equagoes (também equagoes diferenciais e integrais) ou problemas de
otimizacao. Vale enfatizar que este assunto é indispensavel no estudo referente a
questoes de existéncia e multiplicidade de solugoes.

Comecemos com uma questao de importancia matematica fundamental: Dado

uma funcao f, um dominio A e um ponto de imagem y, para quantos x € A temos

flx) =y? (1)

Por defini¢ao, fungoes injetivas sempre teriam um ou zero e fungoes sobrejetivas
sempre teriam pelo menos um. Claro que tal resposta em geral é delicada. No
entanto, podemos pensar quando podemos encontrar uma fung¢ao que nos indicaria
que pelo menos algum x existe, em vez de exigir que saibamos o niimero exato de
tais solucoes. Além disso, também seria interessante se a funcao fosse topologica-
mente estavel, pois possivelmente poderiamos conectar alguns cenarios complicados
a cenarios mais simples e bem compreendidos.

Dito isto, dedicaremos este trabalho a um dos métodos topolégicos da Analise
Funcional Nao Linear em dimensoes finita e infinita, chamado o Grau Topologico

que dispoe-se a compreender em quais condigoes obtemos solucoes da equagao do
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tipo ([1)). Tal assunto é indispensavel no estudo de propriedades qualitativas de
solugoes para varios tipos de problemas analiticos, especialmente aqueles referentes
a questoes de existéncia e multiplicidade de solugoes.

Vale enfatizar que sempre buscaremos responder perguntas como:

e Existe uma solugao da equacao no conjunto especificado?
e Qual é a estrutura do conjunto de solugoes?

e Como o conjunto de solugdes muda quando alteramos os parametros do pro-

blema?

Resumindo, queremos apresentar a Teoria do Grau em duas etapas: Na primeira
serd feita o estudo do Grau Topologico de Brouwer que vale em espagos vetoriais de
dimensao finita e na segunda etapa sera estudado o Grau de Leray e Schauder que
vale em espacos vetoriais de dimensao infinita, que teve por base o trabalho da Tese
de Doutorado de Henry Berestycki [3] de 1975.

Para estruturar o trabalho organizamos da seguinte forma:

No Capitulo 1 veremos alguns resultados preliminares de Analise Funcional, Teo-
ria da Medida e Integracao, Algebra linear que serdo usados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, trataremos o Grau Topologico de Brouwer. Inicialmente, por re-
dugao a casos mostraremos que assumindo a existéncia de uma funcao satisfazendo
as propriedades da Definicao [2.1.1] entao essa funcao é tnica e, além disso, obte-
mos uma indicacao de como ela deve ser definida. Logo em seguida, definiremos o
Grau Topologico de Brouwer e discutiremos algumas de suas propriedades, na qual

se destaca a propriedade de existéncia de solucao da equacao (na qual pode-

mos encontrar na [Proposicao (Fg))). Por fim, abordaremos aplicagoes do Grau de

Brouwer, na qual destacamos o Teorema de Ponto Fixo de Brouwer, isso porque este
teorema sera chave fundamental para a demonstragao do Teorema do Ponto Fixo
de Schauder.

No Capitulo 3, vamos estudar o Grau Topoldgico em espacos de Banach de di-
mensao infinita, conhecido como Grau de Leray e Schauder. Veremos nesse capitulo

que o Grau Topologico de Leray e Schauder é uma generalizagao do Grau Topolbgico

x1
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de Brouwer. Dessa forma, neste capitulo, definiremos o Grau Topologico de Leray e

Schauder e provaremos que as propriedades validas no Grau Topologico de Brouwer

também sao satisfeitas nesse contexto. Por fim, na tdltima secao, usando a teoria do

Grau de Leray e Schauder demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer, o

qual juntamente com os resultados de Schauder sao usados para mostrar a existéncia

de solugao para a seguinte classe de problemas elipticos quaselineares, por exemplo,
—Au = f(x,u), em

(P)
u =0, sobre 0S)

x1i



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Aqui, enunciaremos alguns resultados importantes que serao necesséarios para uma
melhor compreensao do trabalho a ser desenvolvido. Em determinados pontos de

nosso trabalho, faremos referéncias aos seguintes resultados:

Teorema 1.0.1 (Teorema da Funcdo Inversa, [13]). Seja f : U — R™ de classe C*,
com k > 1, definida no aberto U C R™. Se a € U € tal que f'(a) : R™ — R™ ¢
invertivel, entdo eziste uma bola aberta B = B(a,0) C U tal que a restricao f|p é

um difeomorfismo sobre um aberto V' tal que f(a) € V.

Teorema 1.0.2 (Teorema da Mudanga de Variaveis, [13]). Sejam h : U — V um
difeomorfismo de classe C' entre os abertos U,V € R™, X C U um compacto J-
mensurdvel e f : h(X) — R wma fungdo integravel. FEntio, foh : X — R €

integravel e

/ fly)dy = / f(h(z)) - |det b’ (x)| dx.
h(z) X

Teorema 1.0.3 (Teorema de Fubini, [13]). Seja f : A x B — R integrdvel no
produto dos retingulos A C R" e B C R™. Para todo v € A, seja f, : B — R

definida por f.(y) = f(x,y) e ponhamos

w(x)z/sz(y)dy e ¢(I)=/fo(y)dy.

1
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As fungoes ¢, : A — R, assim definidas, sao integrdveis, com

/ p(x)dz = / bydr= | f(e.y)dedy
A A AxB

1sto €,

[ twwasty= [ ([ o) @ [ ( / f(;c,ymy) i

Teorema 1.0.4 (Teorema da Aproximacao de Weierstrass, [14]). Seja C' = [aq, by] X
-+ X [an, by] um paralelepipedo compacto no espago euclidiano R™. Dada uma fun¢ao
continua f : C' — R, existe uma sequéncia de polinémios a n varidveis que converge
uniformemente para f em C. Se [ possui todas as derivadas parciais mistas até a
ordem k e elas sao continuas em C', entao as derivadas desses polinémios também

convergem uniformemente em C' para as derivadas correspondentes de f.

Teorema 1.0.5 ([6], p. 35 a 37). Seja A C R™ compacto e f : A — R" continua.

Entio existe uma fungio continua f : R™ — R™ tal que f(x) = f(z) para z € A.

Teorema 1.0.6 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, [2]). Seja (f,)
uma sequéncia de funcoes integrdveis, as quais convergem em quase toda parte para
uma fun¢ao mensurdvel f a valores reais. Se existe uma funcao integravel g tal que

|ful < g, Vn, entdo f € integrdvel e

/ fdu = lim / jm

Teorema 1.0.7 (Desigualdade de Holder, [2]). Seja f € LP(A) e g € LI(A), onde
1 1

p>1le~+—-=1. Entio, fge L'(A) e
b q

I fgllercay < I fllzecay - 119l zaca)-

Teorema 1.0.8 ([5]). Seja X um espago de Banach reflezivo e seja (z,,) uma sequén-
cia limitada. Entao, existe (xy,;) C (7,) que converge fracamente em X , isto €, existe
x € X tal que

Tp, =2 € X.
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Definig¢ao 1.0.1 (Imersao Continua, [1]). Dizemos que o espago normado (X, ||| x)

estd imerso continuamente no espago (Y, || - ||y) e escrevemos X — Y se:
i) X for subespago vetorial de Y,

it) A aplicagdo identidade i : X — Y tal que i(x) = x € continua, isto €, existe

M > 0 tal que ||i(x)|ly < M||z||x, V2 € X.

Teorema 1.0.9 (Imersdes de Sobolev, [1]). Considere A C R"™ um aberto limitado

com fronteira suave. Entdao, as sequintes imersoes sao continuas:

2N
L°(A); 1<s<2" =
() = N-

L°(A); 1<s<oopara N=1ou N =2

2paraN23

Definigao 1.0.2 (Operador Linear Compacto, [10]). Um operador linearT : X —'Y
¢ dito compacto, se toda sequéncia limitada (x,) C X € levada em uma sequéncia

(yn = T(x,,)) que admite uma subsequéncia convergente em Y .

Definig¢ao 1.0.3 (Imersao Compacta, [I]). Dizemos que o espago normado (X, ||-||x)
estd imerso compactamente no espaco (Y, ||-||y) e escrevemos X — Y sel;: X =Y

tal que 14(x) = x € um operador linear compacto.

Teorema 1.0.10 (Teorema da Imersao Compacta de Rellich-Kondrachov, [I]). Con-
sidere A C R™ um aberto limitado com fronteira suave. Entao, as sequintes imersoes

sao compactas:

2N
LP(A); 1<s<2" = para N >3
Hy(A) = N=2
L°(A); 1<s<oopara N=1ou N =2
Teorema 1.0.11 (Teorema da Representacao de Riesz, [5]). Seja X um espaco de
Hilbert. Entao qualquer funcional linear limitado h(x) definido em X (x € X ) pode

ser escrito exclusivamente como h(x) = (z,y)x para algum y € X (o elemento y é

referido como o “representante Riesz”).



CAPITULO 2

O GRAU TOPOLOGICO DE
BROUWER

O objetivo desta seccao é estudar resultados necessarios de Teoria do Grau To-
pologico de Brouwer e como aplicacao demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer com base nos livros [7] [13] e [6].

2.1 O grau Topoloégico de Brouwer

Desde das disciplinas de Céalculo percebemos que analisar a solubilidade de
um polindmio de grau n > 3 é um trabalho dificil mesmo o polinémio sendo uma
funcao de classe C*°. Durante a historia da Mateméatica presenciamos que muito
dos problemas em Analise Funcional Nao-Linear podem ser reduzidos a encontrar

solugoes para uma equagao do tipo

flx) =y (2.1)

sobre um determinado espaco de Banach adequado. No entanto, se consideramos
fungoes reais, o Teorema do Valor Intermediario fornece condigoes suficientes para a
existéncia de tais raizes. Posto isso, veremos que a Teoria do Grau Topolégico tenta

generalizar o Teorema do Valor Intermediario no sentido de dar respostas sobre a

4
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solubilidade da equagao , isto é, oferecer informagoes sobre a existéncia, multi-
plicidade e natureza dessa solu¢ao. Mais precisamente, a Teoria do Grau Topolodgico
nos diz que:

Considere X um espago Vetorial normado, A C X aberto e limitado, y € X tal
quey € 0A e f: X — X. O grau Topologico serd uma funcao que associa cada
tripla (f, A,y) a um ntmero inteiro, a qual denotaremos por d (em muitos livros é

usado deg). Mais precisamente,

Definigao 2.1.1. Sejam f : A — R" uma func¢io continua, A C R" um conjunto
aberto e limitado, e y € R"\OA. O grau topolégico € uma fungao d que associa cada

tripla (f, A,y) a um nidmero inteiro e que satisfaz:
(d1> - d(IdvAay) = 17 vy € A.

(dy) - d(f, A,y) = d(f, A1, y) + d(f, As,y), para quaisquer dois abertos disjuntos
Ay, Ay C A tais quey € f(A\(A; U Ay)).

(d3) - (Invaridncia por homotopia) (H(t,-), A,y(t)) independe do valor de t € [0, 1]
sempre que H : [0,1] x A — R" ey : [0,1] — R" forem continuas e y(t) ¢
H(t,0A),Vt € |0,1].

2.1.1 Unicidade do Grau Topolégico de Brouwer

Assumindo a existéncia de uma fungao d com as propriedades |(d; )|l (do)le (d3)]

mostraremos a seguir, por reducao de casos, que tal funcao é tnica e, além disso,
obteremos uma indicagao de como ela deve ser definida.

A primeira etapa de nosso trabalho serd mostrar que a fun¢ao d é unicamente

determinada por seu valor em fungoes de classe C~ (A) = ﬂ 6k(A), onde ék(A) =
k>1
C*(A) N C(A). Para tanto, vamos introduzir o conceito de fun¢es regularizantes e

algumas preliminares.

Definicao 2.1.2. Denotamos a distdncia de um ponto fizado x até o conjunto A
por:

p(x, A) = inf d(z,a).

a€A



O grau Topolégico de Brouwer

Definigao 2.1.3. Para cada o € R7, associe a fungio ¢, : R" — R dada por:

o - ‘x‘ <1
a"eexp | 7 BE s |-

A
—’21.
a

¢a($) =

0 , S€ ‘
-1 -1
onde ¢ = (/n exp (1——’1'|2> dx) para garantir que . Go(z)dr = 1.
Observagao 2.1.1. Com alguns cdlculos simples podemos mostrar que VYo € R
a funcao ¢, possui deriwadas parciais continuas de todas as ordens e em todas as
varidveis. Assim, temos que (¢a)aso estao em C(R™). Além disso, note que,

como essa familia € identicamente nula fora de B(0,«), temos que supp(¢o) =

{z e R : ¢po(z) # 0} = B(0, ).

Os proximos resultados serao tteis para a justificativa de que o grau de uma
funcao continua poder ser calculado através de uma apréximacao por uma fungao

c.

Proposigao 2.1.1 ([6], p. 3 e 4). Sejam A C R" compacto, f: A — R" continua e
e > 0. Entao, eziste g. € C°(R") tal que

| f(x) — ge(z)||]2 <&, VaeA.

Proposigao 2.1.2 ([6], p. 3 e 4). Sejam f € Ul(A) ed >0 tal que As ={r e A:
p(z,0A) > 6} # 0. Entao, dado € > 0 existe g. € C™(R") tal que

max [| f(2) — ge(2)l2 + max 1/ (z) — gl(z)]l2 < e.

Observacao 2.1.2. Considere A C R" um aberto e limiteado, f € C(A) ey &
f(OA). Uma vez que A € limitado, DA é compacto e f € continua, o conjunto f(0A)
¢ compacto e, portanto, o = p(y, f(OA)) > 0. De acordo com a Proposi¢ao |2.1.1
existe go € C (A) tal que ||f — gallos < a. Se definirmos H : [0,1] x A — R"
por H(t,z) = (1 —t)f(x) + tga(z) e y(t) =y, temos que, para todo t € [0,1], H €

continua e

[H(E,x) =yl = [[(f(z) —y) = t(f (@) = ga(2)ll2 = [ (2) = yll2 = t][ f(2) = ga(2)]l2

vV

1f(@) =ylle = If = galle = @ = ||f = gallc >0, VazedA,

6



O grau Topolégico de Brouwer

Assim, y(t) & H(t,0A) e aplicando temos que d(f, A,y) = d(ga, A,y), isto ¢,
nessas condi¢oes podemos calcular o grau de f que € continua através da aprorimagao

Jo € C™.

Definicao 2.1.4. Dados A C R" aberto, f : A — R" fungdo de classe C'(A),
sabemos que a derivada de f em x € A € dada pela jacobiana em x, que denotaremos
por Jg(x). Pontos requlares sio definidos como pontos x € A tais que Jp(x) # 0.
Caso contrdrio, x € dito ponto critico. Se f(x) = y para algum ponto critico x,
entao y € dito valor singular. Caso contrdrio, se y nao € imagem de qualquer ponto
critico via f, entao y € chamado de valor reqular. Denotaremos por Sy o conjunto

dos pontos de criticos da funcao f.

Nosso proximo passo sera reduzir o problema de unicidade do grau a pontos regu-
lares, mais precisamente, o objetivo sera mostrar que se f satisfaz certas condigoes

entdo o conjunto f(Sy) pode ser desprezivel, isto é, tem medida n—dimensional nula.

Proposi¢ao 2.1.3. Sejam A C R™ aberto e limitado, f € C~ (A) ey & f(DA). Se

y € um valor reqular de f, entio f~*(y) ¢ um conjunto finito.
Prova. Dividiremos a demonstracao desta proposicao em duas partes.
Afirmagao 2.1.1. Os pontos f~'(y) sdo isolados.

De fato, como y é um valor regular de f, temos que Jy(z() # 0, portanto, pelo
Teorema da Aplicagao Inversa, existe U = B.(zy) tal que f|y ¢ um difeomorfismo.
Logo, para cada zy € f~'(y), podemos tomar U = B.(z¢) tal que f~*(y) N B.(z) =

zo. Concluindo que todos os elementos de f~*(y) sdo isolados.
Afirmagdo 2.1.2. f'(y) é um conjunto finito.

Suponha que f~'(y) seja um conjunto com infinitos elementos. Logo, existe uma

sequéncia de pontos distintos (z,,) C A em f~'(y), e portanto,
(z,) C AC A

Como A ¢é limitado, segue queA é compacto, logo existe uma subsequéncia (xnj) C
(x,) tal que

Tnj — To € A.

7
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Como f é continua e a sequéncia (x,) é de pontos isolados, segue que
j—00
y = f(wn;) = f(z0) = y.

Isso significa que xp € AN f~'(y), e como y & f(DA), entdo y € f(A). Mas como
zo pertence ao conjunto de pontos isolados f~'(y), temos uma contradi¢do, pois
chegamos que o é o limite de uma sequencia de elementos de A. Portanto, f~*(y)

¢é finito. ]

Proposicao 2.1.4. Sejam A C R™ aberto e limitado, yo € R" e f € C~ (A) tais
que yo € f(OA). Entao existe a > 0 tal que d(f, A,y) = d(f, A, y0), Yy € Ba(vo).

Prova. Considere a = p(yo, f(0A)) > 0. Dai, Ba(yo) N f(OA) = 0. Defina agora,
H(t,x) = f(x) e y(t) = tyo + (1 = 1)y,
com y € B,(yo) e t € [0,1]. Assim, temos que
e H(t,z) = f(z) é continua por hipotese.
e y(t) é continua, pois é uma fungao afim.
e y(t) & H(t,0A), Vvt € [0,1].

De fato, como

f(0A) N Ba(yo) = 0,

segue do fato que

y(t) € Balyo) € H(t,04) = f(9A)

que y(t) & H(t, 0A).
Assim, concluimos que d(H(t,z), A, y(t)) independe de ¢t € [0,1] e, por |(d3)l

aplicando para t =1 e t = 0, segue que

d(f7 Av y) = d(fv Aa y0)7 Vy € Ba(y0)7

como queriamos demonstrar. [

Teorema 2.1.1 (Sard [6], p. 5 a 7). Seja f € C'(A). Entdo, f(S;) tem medida

nula.
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Observacao 2.1.3. Pela Proposicao [2.1.4) e pelo Teorema concluimos que,
quando vamos calcular d(f, A,y), podemos assumir, sem perda de generalidade, que

y € um valor reqular de f.

Agora veremos como se comporta o grau referente a uma transformacao linear,
mas antes disso apresentaremos um resultado, decorrente de |(dy)| que é bastante

util durante a teoria:

Proposicao 2.1.5. Seja A C R" aberto e limitado, f € C(A) ey € R™ tal que
y & f(OA) (que é equivalente a y ser valor regular), entdo:
(a) d(f,0,y) =0;

(b) Se Al C A € aberto e Y ¢ f(Z\Al)f entao d(f> Alay) = d(faAay)7
(¢) Se f€CT(A), y & [(Sp(A) e [~ (y) =0, entao d(f, A,y) = 0.

Prova. @ Considerando A; = Ae Ay = (), entao A; e A, sao subconjuntos abertos

e disjuntos de A ey & f(A\ (4, UAy)) = f(OA). Assim, estamos nas condi¢oes da
propriedade e, portanto,

d(f, A )L d(f, Ay ) + d(f, Asvy) = d(f. A y) + d(f.0,9),

onde concluimos que d(f,0,y) = 0.
@ Considerando A; = A e Ay = (0, entdao A; e A, sdo subconjuntos abertos e
disjuntos de A e y & f(A\ (A, U Ay)) = f(OA). Assim, estamos nas condigdes da

propriedade e, portanto, pelo item @ temos que
da
A(f A ) B a(s, A )+ d(f, As,y) = d(F Ay) +d(£,0,9) D agr, 41, y).

Observe que temos f'(y) =0 <= y & f(A). Assim, considerando A; =
Ay = 0 temos que y & f(A\ (A; U Ay)) = f(A) e, portanto, por ¢ @, temos

que

d(f, A, )2 a(r,0, ) + d(f,0,9) Zo.

Assim, concluimos a prova. [
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Teorema 2.1.2. Sejam f € C° (A), y & f(OAU Si(A)) e f U y) = {z1, -, 2}

Entao existe r > 0 tal que

m

d(f,Ay) = d(f'(z;), B(0,7),0).

i=1
Prova. Como por hipétese f~'(y) ¢ um subconjunto finito de A, que é um aberto,

entao existem ¢; > 0 com i € {1,--- ;m} tais que

m

f ) < U Ba(w).

i=1
Dai, escolhendo ¢ := min{ey, - -+ , &, }, temos que

m

7' w) < | Bela).

i=1
em que as bolas B.(x;) sdo duas a duas disjuntas. Utilizando a definigao de derivada

no ponto x;, obtemos que

f(x) = f(z) + f'(xi)(x — ;) + E(x — x;), onde  lim Elw—a) _ 0. (2.2)

[lz—zi||2—0 ||(L’ — IL}HQ -

Por outro lado, por|(ds)| e pela|Proposi¢ao 2.1.5 (b)| segue que

a(f. Ay (f, U Bs<xi>,y) B d(f. B.wi).y).

Afirmacgao 2.1.3. Euxiste 0 > 0 tal que

d(f, Bs(z:),y) = d(f'(z:)(x — 2;), Bs(7:), 0).
De fato, seja C = f'(x;). Como det C' # 0 segue que C ¢ invertivel e, portanto,
lzllo = [[C7 Cal|, < [[CTH,lICxll, = [ICxlly > c- ||z, (2.3)
com ¢ = HC’1||2_1. Dai, por 1} temos que, dado € = g, existe 0 > 0 tal que

E(x -
B =)l _

¢
T 5 sempre que |z — x;] < 6. (2.4)
7

Assim, para x € Bj(z;), definimos y(t) =ty e

h(t,x) tf(z)+ (1 —t)C(x — ;)
Hf(z) + Clo — z) + Bz — z)] + (1 = )C(x — ;)
= y(t)+C(xr — ;) + tw(x — x;).

10
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Temos que y(t) e h(t,z) sdo continuas. Vejamos que para todo ¢t € [0,1], y(t) &
h(t,0Bs(x;)). De fato, se t € [0,1] e ||x — x;]|2 = 0, entao

[h(t,z) =yl = C@ —z;) +tE(x — x|
1C(z = z3)[l2 — t| E(z — i) l2

cllz — zills — [[E(x — 23) |2

VE VE v

C
cllz — xla — §H9U — |2

(5) lle = il
9 x Till2

C
= — >0.
20

Dessa forma, pela propriedade |(d3)| do grau, temos

d(f, Bs(wi), y) = d(C(x — ), Bs(2:), 0), (2.5)

que demonstra a Afirmagao [2.1.3
Agora seja r > 0 tal que Bs(x;) C B,(0). Como C = f'(z;) é um isomorfismo,
entao x; ¢ a Unica solugao de

Cx—Cx; =0,
e podemos usar novamente o resultado @ da Proposigao para obter que
d(C(x — i), Bs(x:),0) = d(C(x — 2:), B,(0), 0). (2.6)
Por fim, sejam H : [0,1] x B,(0) — R" definida por
H(t,x) = C(x —tx;) e Y(t) = 0.

Naturalmente, Y (t) e H(t, z) sdo continuas e como |z;| < r, segue que C(x—tx;) # 0

para todo x € dB,(0) e todo t € [0, 1], pois, caso contrério,
Clr —tr;)) =0 <— z—tr;=0
— 1z =1tz
= lllz = [t
= r=tllal<r
o que é uma contradi¢do. Logo 0 ¢ H(t,0B,(0)). Usando novamente temos
d(C(x — z;), B.(0),0) = d(Cz, B,(0),0). (2.7)

11
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Dai, juntando as informagoes, temos que

d(f, Bs(wi),y) d(C(x — i), Bs(x:),0)
d(C(z — x;), B:(0),0)
d(Cz, B,(0),0)
(f'(:), B:(0),0).
Portanto,

d(f, A,y) = Z d(f'(z;), B(0,7),0),

como queriamos demonstrar. ]

Por fim, em ordem de concluir a demonstracao da unicidade da funcao d vamos
verificar que d(B, B(0,7),0) ¢ unicamente determinada se B ¢ uma transformagao
linear com det B # 0, isto é, a dltima etapa da demonstracao de unicidade consiste
em demonstrar que d(B, B(0,7),0) = sgn(det(B)), onde sgn(det(B)) denota o sinal
do determinante da matriz B. Esse fato relativamente simples possui uma demons-
tragao extensa e a omitiremos aqui. Direcionamos o leitor que veja a referéncia [6],

péaginas 8 a 11 ou [7].

Teorema 2.1.3 (Unicidade do Grau). Seja D a cole¢io de todos os subconjuntos

abertos e limitados de R" e
M=A{(f,Ay):AeD, feC(A) ey eR"\ f(OA)}.

Entao, existe no mdximo uma funcao d : M — 7Z satisfazendo as propriedades
(dy) — (d3)l Além do mais, tais propriedades implicam que d(B, A,0) = sgn(det B)
para aplicagoes lineares B com det B#0 e 0 € A.

Prova. Suponhamos que existem duas fungoes d; e d satisfazendo as propriedades
do grau topolégico de Brouwer. Sejam f € C(A) e y € R™\ f(9A), entdo pela

Proposigao 2.1.1] temos que
di(f. A, y) = di(g,Ay), ondege T (A) e |f —gllw < ply, f(DA)).

Portanto, pelo Teorema [2.1.2f segue que
g7A y Zdl ) 0)7 onde :Eief_l(y):{xlu"' 7xm}-

12
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Finalmente, obtemos que

m

dy (g, A> y) = Z dy (gl(xi)7 B(Oa ’l“), 0) = Z sgn (det g/(xi»'

i=1 i=1

De forma anéloga verificamos que da(f, A,y) = Z sgn (det ¢'(z;)), concluindo entao
i=1

que d1<f7A>y):d2<f7Aay) n

2.1.2 Construcao do Grau Topolégico de Brouwer

Agora definiremos o grau em trés etapas. Na primeira, faremos uma definicao

. —1 . L
restrita a valores regulares de f € C'" (A). Na segunda, generalizaremos a primeira
definicao para qualquer valor de [ € 62(14). Por fim, na terceira etapa, ampliaremos

a definigdo de grau para a sua forma mais genérica, definindo-o para f € C(A).

Definigao 2.1.5 (O caso regular - y valor regular). Seja A C R" aberto e limitado,
fe 61(A) ey e R"\ f(OAU Sy). Entao definimos:

Y sgndp(x) se f(y) #0
d(f, Ayy) = q #€/~'w) (2.8)

0 ,se [ (y) = 0.
Exemplo 2.1.1. Note que se f: (—2,2) = R ¢ tal que f(x) = 2* ey = 1, entdo
d(f,(-2,2),1) = 0.

)
Exemplo 2.1.2. Note que se f : 0,% — R € tal que f(x) = sen(z) ey =

5
entao seque que d (f, (0, g) ,%) =1

s
47

13
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Observacgao 2.1.4. O Exemplo nos diz que se o Grau Topologico de Brouwer
€ zero, entao a equagao pode ter solugcao ou nao.

Para generalizar a Definicao de modo a abranger tanto valores regulares
quanto valores singulares, isto ¢, eliminar a hipotese y ¢ f(Sy), vamos inicialmente
substituir ngn J¢(x) por uma integral apropriada, de modo a facilitar o nosso

trabalho.

Proposigao 2.1.6 (A expressao integral do Grau). Sejam A, f e y como na Defi-
nicao e (¢c)eso a familia de fungoes regqularizantes dada pela Definigao [2.1.5,

Entao existe eg = €o(y, f) tal que

1. A9) = [ 65 =) Ista)da, (29)
para 0 < € < €.

Prova. Dividiremos a demonstracao em dois casos:

Passo 1: Suponha o que f~'(y) = . Assim, tomamos 0 < ¢ < &g = p(y, f(4))
para obtermos ¢.(f(z) —y) = 0, resultando d(f, A,y) = 0.

Passo 2: Para o caso f'(y) # 0. Dai, pela Afirmacao podemos supor
que f~*(y) = {x1,-- , 2}, e assim, pelo Teorema da Aplicacdo Inversa (Teorema
, existem bolas B(z;,§) disjuntas tais que f|p(,s) ¢ um difeomorfismo sobre

uma vizinhanca V; de y e
sgn Jp(x) = sgn Je(x;) em B(x;,9).

Assim, tomando r > 0 tal que



O grau Topolégico de Brouwer

e denotando
Ui = B(x:,6) 0 fT(B(y, 7)) e nUi:U7

existe 5 > 0 tal que
[f(x) =yl =B, VoeA\ (ﬂU> =A\U,
i=1
pois se isso ndo fosse verdade, teriamos uma sequéncia (f(z,)), com x, € A\ U,
convergindo para y. O que é impossivel porque toda vizinhancga suficientemente

proxima de y ¢ homeomorfa a algum B(z;,d) via f. Visto isso, se 0 < & < 3, entdo

H@ >1, Vee A\U = o.(f(xr)—y)=0.
Portanto,
[ots@=naaas = Y [ 6.0 -
= Y [ @) s st

Assim, a fim de concluir a demonstracao, é suficiente mostrar que

/ 6-(f(2) — y)|J;(2)lde = 1.
Com efeito, como

o Ji(x) = Jp_y(z), pois y é mantido constante.

o f(Ui) —y=B(0,r).
o f—y:U; — B(0,r) é um difeomorfismo.

Dai, tomando € < r e usando o Teorema de Mudanga de Variaveis (Teorema [1.0.2)

/gbe )= lp(@)lde = /qsa )| sy (@) ldo

= / ¢ (z)dx
B(0,r)

= / ¢e(z)dx
B(0,r)
= 1.
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Assim, considerando €y = min{f, r} temos que

/A o-(f(@) — y) Ty (x)de =

0 (J5(z) /qsg ) — )|y (@)]de

NE IIMS

sgn (Jp(x:))

(2

= Y sgn(J(x)
F=(
£ A

(

)
,Y), para 0 < e < g,

como queriamos. [ |

Uma vez definido o grau para valores regulares, vamos modificar a definicao de

modo a abranger também os valores singulares. Observe que definimos o grau para
—1 . . .

f € C, y valor regular e y ndo pertencente a imagem da fronteira. Agora, queremos
definir o grau onde y nao seja valor regular, mas para tirarmos essa restri¢ao, vamos
- . - —2 . .
restringir um pouco a regularidade da funcao f para C" para retirarmos a hipotese

de que y seja valor regular, mais precisamente:

Proposigao 2.1.7. Sejam entao [ € 62(14), yo € f(OA) e a = p(yo, f(OA)) > 0

Fizemos y1, yo € B(yo, ) valores regqulares de f. Definamos 6 = o — max{||y; —

Yoll2, lly2 — woll2}. Usando a Proposi¢ao 6 obtemos 0 < e < ¢ tal que
d(f, A, y:) /@ ) —vi)Jp(x)de  parai=1,2.
Entao estas duas integrais sao iguais, isto €,
[ 16:0@) = 1) = 6.(7() = )l do = 0.
A
Prova. Defina a funcao
1
wle) i= (1= 9a) [ 6o — w1+ tlon — o))
0

811}@'
— O,

Afirmagao 2.1.4. ¢.(v — y2) — ¢.(x — 1) = div (w(x)) := ().

De fato, inicialmente denotaremos o j—ésima componente de um vetor y; por yj

nesta subsecao ao invés do usual y;. Analogamente para y,. Derivando sob o sinal

16
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da integral e utilizando a regra da cadeia, obtemos:

ow; 8

5w {w et
e / o 02l = v+ £ — )
- W / B — 1+t — ) - el

Dai, denotando r(t) :=z — y; + t(y1 — ), temos

div (w(z)) = { — / oL(r(t)) - e; dt}
= Z — y3)gL(r(t)) - e dt]
= /1 [dé(r(t)) : i(y{ — )€ dt]

7j=1

= / ¢ ?/1 - y2)dt
= [ ot

= ¢(r(1)) — ¢:(r(0))

= <Z5e($—y2) —<be(x—y1),

o que conclui a Afirmacao [2.1.4

Afirmagao 2.1.5. Ser:=a — (0 —¢) < a, entdo supp(w(z)) C B(yo,r).
Com efeito, se ||z — yo||2 > 7 e t € [0, 1], temos as seguintes desigualdades:

lz =y +ty —w)lle = llz—woll2 = llyo — y1 +t(yr — v2)|l2

> r—lyo — 1+ t(y1 — y2) )2

r—[[(1 =)y — vill2 + t(yo — y2)|l2

v

r—(1—=1)|lvo — vall2 + tllyo — v2]|2

v

r —max{||yo — v1ll2, [|[yo — v2l|2}

a— (6 —¢) —max{|lyo — w1ll2, [lyo — w22}

a — (a — max{[lyr — yoll2, [ly2 — voll2} — €)
—max{|lyo — v1ll2, lyo — v2ll2}

= ¢.

17
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Logo, se x & B(yo,r), entao ||z —y1 + t(y1 — y2)||2 > €, implicando assim que

bl —y1 +tyy —12)) =0

para t € [0, 1] pela definigao de ¢.. Portanto, supp (w(x)) C B(yo, ), resultando em

f(9A) Nsupp (w) = 0,

pois, caso contrario, terfamos B(y,r) N f(0A) # 0. Dada a interse¢ao vazia, e as
escolhas de y1, 12, € €, é possivel demonstrar a existéncia de uma v € C*(R") tal que

supp (v) C A e para todo x € A

div (w(f(2)))Jr(x) = [0=(f(x) = y2) = ¢(f () — y1)]Jy(x) = div (v(z)). (2.10)

Para estudar a construcao da v, veja [7] pagina 14. Seja a > 0 a medida de uma
aresta grande o suficiente para que A C [—a,a]” := Q. Pelo que foi afirmado até

entao, temos que

/Q div (v(z) dz = /A div (v(2)) dx

- /Awg(f(x) —y2) = 0:(f(2) = )] - Jy(x) do
= d(f, A y2) —d(f, A ).

Portanto, para demonstrar nossa afirmacao inicial, é suficiente mostrar que a integral
de div (v(x)) é nula no cubo Q. De fato, pela definicao do divergente e o fato que

vj(a) = vj(—a) =0 (pois suppv C A C @), segue que

/Q div(v(a))de = / ig—Z@) dz

- X(fa)e
Teorema (L1 Z ( /

s
[ B0

onde dx’ := H dz;. m
i#]
Com isso, encerramos o processo de generalizacao da Definigao de modo a

abranger tanto valores regulares como singulares. Podemos, portanto, eliminar a

hipotese y & f(Sy) e introduzir a definigao abaixo.

18
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Definicao 2.1.6. Sejam A C R" aberto e limitado, [ € 62(14) ey & f(OA).
Entao definimos d(f, A,y) = d(f, A,y1), onde y; € um valor reqular de f tal que

iy —yl < ply, f(OA)) e d(f, A,y1) € dado pela Definigao[2.1.5

A fim de finalizar nossa construgao vamos mostrar que o grau dado pela Defini¢ao

L =2 i . . )
¢ o mesmo para fungdes C” (A) suficientemente proximas a uma fungao continua
dada. Comecamos com um caso especial do Teorema da Funcao Implicita que é

adequado para nosso proposito.

Proposigao 2.1.8 ([I3]). Seja h : R" x A — R" continuamente diferencidvel de
forma que h(ty,z0) = 0 e Juu,)(z0) # 0 para algum (ty,z0) € R" x A. Entao
existe um intervalo (ty — r,to + ), uma bola B(xg,0) C A e uma fungdo continua
z: (to—r,to+1) — B(x0,0) tal que z(tg) = xo € x(t) € a unica solugdo de h(t,x) =0
em B(xo,9).

Proposicao 2.1.9 ([6], p. 16 a 18). Sejam f € 52(14) ey & f(OA). Entao para
g € UZ(A) existe um 6 = 6(f,g,y) > 0 tal que d(f + tg, A,y) = d(f, A,y) sempre
que |t] <.

Observacao 2.1.5. Podemos entao concluir que o grau é o mesmo para todas as

fungoes C? suficientemente proximas de uma funcio continua. De fato, sejam f €
C(A), y & f(OA) e a = p(y, f(DA)). Consideremos duas fungoes g, € 62(14) tais

que
lg = flleo < e g = flloo <o,
e definimos

H(t,z) = g(z) +t(g(x) —g(x)) e o) =d(H({,-), Ay), Viel0,1].

Observe que H(0,z) = g(x) e a partir das hipdteses temos g(x) # y, observe também

que H(1,x) = g(x) e de forma andloga g(x) #y. Temos também que
lg(x) = g(@)ll2 < [lg(x) = f(2)ll2 + [19(x) = f(2)ll2 < a+a=2a.
dessa forma, para ty € (0,1) e x € A temos

1H (to, ©) = yll2 = l(g(x) —y) —to(9(x) —g(2))ll2 = lg(x) —yll2—tollg(z) = g(x)]|l2 > 0.
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Logo, para ty € [0,1] temos y & H(to,0A) e, portanto, d(h(to,-), A,y) estd bem
definida. Assim, podemos aplicar a Proposicao[2.1.9 na aplicagao

H(t,x) = h(to, z) + (t = to)(g(x) — g(x)),

e concluir que ¢(t) € constante em uma vizinhanga de ty, isto €, ¢ € localmente cons-

tante. Desta maneira, ¢ € continua em [0,1] e, como este intervalo é um conjunto

-

conezo, ¢([0,1]) também € conexo. Sendo, ¢([0,1]) C Z, concluimos que ¢([0,1]) é

constituido de apenas um ponto, isto é, ¢ é constante em [0,1]. Em particular,

d(g,A,y) =d(g, A, y).

Finalmente, exibiremos uma defini¢ao final para o grau, como consequéncia dos

resultados expostos até o momento:

Definigao 2.1.7. Sejam f € C(A) ey € R"\ f(OA). Entio definimos d(f,A,y) =
d(g, A,y), em que g € C(A) € uma fungao tal que |g— flo < ply, F(9A)) ed(g, A, y)
é dado pela Defini¢io [2.1.0

2.1.3 Propriedades do Grau Topolégico de Brouwer

O objetivo desta segao é apresentar algumas propriedades usuais da funcao grau

construida, que serao uteis para algumas aplicacoes.

Definigao 2.1.8. Seja A C R"™ um conjunto aberto e limitado. Se ¢ € C(A,R") e
y € R"\ ¢(0A), entao (¢, A,y) € uma tripla admissivel para o grau topoldgico de

Brouwer.

Proposigao 2.1.10. As sequintes propriedades sao vdlidas:

(P1) - (Normalizagao) Sejam Iy : R™ — R™ a fungao identidade e A um subcongunto

aberto e limitado do R". Entao,

d(Id7A7y) =1, \V/y €A

(Py) - (Translagao) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Entao,
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(Ps) - (Aditividade) Seja (f, A, y) uma tripla admissivel. Se Ay, Ay C A sao abertos
e disjuntos com y & f(A\ (A1 U Ay)), entdo

d(f7Aay) - d(fa Alay) + d(f7 A2>y)'

(Py) - (Excisao) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel e considere um conjunto com-

pacto K C A tal que y & f(K). Entao,
d(f, A,y) = d(f, A\ K,y).

(Ps) - (Invaridancia Homotdpica) Sejam A um subconjunto aberto e limitado do R",
H : Ax[0,1] = R™ uma fung¢dao continua ey : [0,1] — R™ uma curva continua
tal que y(t) & H(OA), para todo t € [0,1]. Entao, d(Hy, A,y(t)) ndo depende
de t;

(Ps) - (Continuidade em relagao a funcao f) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel.

Entao, existe € > 0 tal que, para toda fungao continua g : A — R"™ com

sup [lg(x) — f(2)[| <e,

z€EA

a tripla (g, A,y) € admissivel e
d(f, A,y) =d(g, A,y).

(P;) - (Invaridncia local) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Entao, existe uma

vizinhanga V' de y tal que, para todo z € V, d(f, A, z) estd bem definido e
d(f, A, z) =d(f, A y).
(Ps) - (Existéncia de solugao) Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Se
d(f, A,y) #0,
entio f~H(y)NA#(.

(Py) - (Propriedade do bordo) Sejam (f,A,y) e (g,A,y) triplas admissiveis. Se
f(x) = g(z) para todo x € OA. Entao,

d(f, A,y) = d(g, A, y).
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(Pro)

(Pr1)

(Pr2)

(P13)

- (O Grau é Constante em Componentes Conezas de R™\ f(0A)) Seja (f, A,y)
uma tripla admissivel. Se y; e ys estdo ma mesma componente conexa de

R™\ f(0A), tem-se que
d(f? A7 yl) = d(f7 Aa y?)

Seja (f, A,y) uma tripla admissivel. Se d(f, A,y) # 0, entao f(A) € uma
vizinhanga de vy, isto é, existe § > 0 tal que B(y,d) C f(A). Em particular, se
f(A) estd contido num subespago proprio de R™ temos que d(f, A,y) = 0.

- (Mudanga de varidvel) Sejam (f, A,y) uma tripla admissivel, g : R" — R"
um difeomorfismo de classe C* ¢ E C R™ um conjunto aberto e limitado tal
que g(E) = A. Sep =g '(y), entio (g7 o fog, E,p) é uma tripla admissivel
e

d(f,A,y) =d(g "o fog, E,p).

- (Fungao oposta) Se (f, A,y) for uma tripla admissivel, entio (—f, A, —y)

serd admissivel e

Aqui, n € a dimensao do espaco euclidiano R".

Seja (f, A,y) for uma tripla admissivel. Se {A;}ier uma familia de conjuntos
abertos contidos em A, dois a dois disjuntos, e y um ponto tal que f~'(y) C

UAZ" Entao, d(f, A;,y) =0 a menos de um nimero finito de indicesi € I e
iel
mats

icl

Prova. |(P,)—|De fato, observe que

Logo,

I (y) = {y} e Ji,(y) = detly(y) = 1.

d(Id7A7y) = SgnJId(y) =L

(P2)—| Seja

a = dist (y, f(9A)) = dist (0, F(DA) — y).
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Pelo Teorema de Aproximagcao de Weierstrass (Teorema , tomemos uma fungao
g: A — R"de classe C* tal que

sup IGg(x) —y) = (f () = y)ll2 = Sup lg(x) = f(2)]l2 < o

Dai, usando a Definigao segue que

d(f, A,y) = d(g,A,y) (2.11)

d(f —y,A,0)=d(g —y,A,D0). (2.12)

Agora, sabendo que y ¢ g(dU), temos dist (y,g(0A)) = 8 > 0. Assim, aplicando o

Teorema (Sard), tome z valor regular de g em A tal que ||z — y||2 < . Pela
Definicao [2.1.6]

d(g, A, y) = d(g, A, 2). (2.13)

Por outro lado, como

dist (0, g(0A) —y) = dist (y, g(0A4)) = B

Sup I(g(x) =) = (g9(z) = 2)ll2 = ]z =yl < B,

entao, aplicando novamente a Defini¢ao [2.1.6]
d(g—vy,A,0)=d(g— =z, A,0). (2.14)

Finalmente, definindo h(x) = g(x) — 2z, notamos que g(x) = z se, e somente se,
h(z) = 0 e que h'(x) = ¢'(z) para todo x € A. Desta forma, temos g '(z) = h~1(0),
portanto
d(g, A, z) = Z sgng'(z) = Z sgnh/(z) =d(h, A,0).
z€g~1(z)NA zeh—1(0)NA

Logo,
d(g,A,z) =d(g— z,A,0), (2.15)
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e, portanto,
@211)
d(f,Ay) = dlg,Ay)
(g, A, 2)
g - 24.0)
@19
212)
- d(f - Y, Aa O)
(P3)—| Como

0A,0A1,0A, C A\ (AL U Ay),

considere ¢ > 0 tal que dist (y, f(A\ (4, U Ay)) = e. Dessa forma, como fizemos no
item anterior, podemos tomar uma funcio g : A — R" de classe C? tal que

3

sup () = (2} < 5

T€EA

Dessa forma, y & g(A\ (A1 U Ay)). De fato, se v € A\ (A, U Ay) é tal que g(z) = v,

entao
€
lg(z) = f@)ll2 = lly = f)ll2 < 5,
o que é uma contradigao. Assim, pela Defini¢ao [2.1.
d(f,A,y) = d(g,U,y). (2.16)

Além disso, para x € 0A, temos

€

ly = g(@)ll2 2 lly = f(@)llz = llg(z) = f(2)ll2 > e = 5 =

N ™

Portanto, dist (y, g(0A)) > % Assim, usando o Teorema [2.1.1| (Sard), tome z €

R™\ g(0A\ (A1 U Ay)), onde z ¢ valor regular de g em A e ||z —yl|2 < = Dai, pela

2
Definicao [2.1.6], segue que
d(g, A, y) = d(g, A, 2). (2.17)

Logo, de (2.17)) e (2.16]), temos que
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De forma anéloga, concluimos que

d(f, A, y) =d(g, A, 2) (2.19)

d(f,As,y) = d(g, A, 2). (2.20)

Finalmente, observe que, se g~ '(z) = (), temos que
d(g, A, z) =d(g,A,z) =d(g, Az, z) = 0.

Caso contrério, g~ *(z) # 0, e temos que existe * € g~ '(2) tal que x € A; \ 94 ou
x € Ay \ OA, pois z € g(A\ (A; U Ap)), ou seja, ndo existe z € A\ (4; U Ay) tal que
g(x) = z. Logo,

dig,Az) = ) sgndy(x)

zeg!(2)
= Z sgn Jy(x) + Z sgn Jy ()
reg (z)C A reg~1(2)C A2

= d(g,A1,2)+d(g, Az, 2).
Assim, em qualquer dos casos

d(g7A7Z) = d(g7A172) + d(g,AQ,Z),

Portanto, usando (2.18)), (2.19) e (2.20)), temos que

d(f, Ayy) = d(f, Ar,y) +d(f, A2, y)
(Py)—] Pela Propriedade [(P;)] temos que
d(f, A y) = d(f, A\ K,y) +d(f,0,y).
Além disso, da Proposicao @
d(f,0,y) = 0.

Logo,
d(f, Ay) = d(f, A\ K, y).
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(P5)—| Note que a funcao
(1) = [ly(t) — He(x)]l2

é continua e positiva no compacto 9A x [0, 1] e, portanto, tem um minimo & > 0.
Por outro lado, H ¢ uniformemente continua no compacto A x [0, 1], portanto existe

0 > 0 tal que

3

[t—t|<de|r—2aa<d = [[Hi(x) — Hy(2')|2 < 5

Agora, fixe tg € [0,1]. Vamos mostrar que a fungao
t— d(Hta A7 y<t))

¢é constante em uma vizinhanca de ty e, como ty é arbitrario, é constante no conexo
[0,1]. De fato, pelo Teorema de Aproximagao de Weierstrass, existe uma funcao

g: A — R" de classe C? tal que
€ _
llg(x) = Hyy(2)]]2 < 3 Ve A.
Dai, temos
e €
lof@) — H@)la < llg(@) ~ Ho @)l + [ H(@) ~ Bl < 5+ 5 =<,

para todo x € A e para todo t satisfazendo |t — t,| < §. Assim, como £ ¢ o minimo

da fungao ||y(t) — H¢(x)]|2, segue que
lg(x) = Hi(x)[|2 < [ly(t) — Hi(z)]2 (2.21)
para todo x € A e para |t — ty| < 6. Em particular, para € 0A e t = t;, temos
lg(x) = Hiy(2)l2 < dist (y(to), Hy, (0A)). (2.22)
Portanto, g(z) # y(to) para todo x € JA. Como g(0A) é compacto, concluimos que
dist (y(tp), g(0A)) > 0.

Dessa forma, podemos dizer que |t — to| < 0 implica que

ly(2) = y(to)ll2 < dist (y(to), g(DA)). (2.23)
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Agora, usando e a Definicao , temos que
d(Hy, A,y(t)) = d(g, A, y(1)).
Logo, aplicando (translagao), segue que
d(Hy, A, y(t) = d(g = y(t), A, 0).

Por outro lado, temos que

g —v®) — (g — vl = Iut) —y(to)ll
dist (y(ts), g(9A))

dist (0, (g — y(t0)(04)))
e aplicando a Defini¢ao [2.1.7] temos
d(Hy, A, y(t) = d(g = y(to), A, 0).
Logo, a fungao
t— d(Hy, A, y(t))

é localmente constante e, consequentemente, constante no conexo [0, 1].

Considere
r = dist (y, f(0A))

e fixe g : A — R" uma func¢ao continua com

sup [lg(x) = F(2)]l2 < 5.
z€A

Para mostrar que (g, A,y) é tripla admissivel basta mostrarmos que y ¢ g(0A).

Com efeito, fixado z € JA, segue que

r
ly = g(@)ll2 2 lly = f(@)llz = | f(2) = g(2)ll2 = 5
Logo, y &€ g(0A). Agora, defina H : A x [0,1] — R" tal que

H(z,t)=(1—1t)f(z) + tg(x).
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Mostraremos agora que H(z,t) # vy, Vo € 0A e ¥Vt € [0, 1]. De fato, fixado = € 0A
et € [0,1]. Entao,

[H(z,t) = f(o)llz = (L=0)f(z) +tg(x) — f(x) + f(x) — tf(2)]l2
= (L =0)f(@) +tg(x) — (1 =) f(z) = tf(2)]2
= tllg(x) = f(@)l2

< t

T T
2 2

Logo, H(x,t) #vy, Vo € 0A eVt € [0,1]. Desta forma, podemos aplicar a proprie-

dade (Invariancia Homotopica) e concluir que
d(H0> A7 y) = d(Hh A7 y) = d(f7 A7 y) = d(g> A7 y)

Sejam
a =dist (y, f(0A)) e V = Ba(y).

Fixe z € V e considere as fungdes H : A x [0,1] = R" R ey :[0,1] — R" tal que
H(z,t) = f(z) e y(t) =ty + (1 —1)z.

Como V' ¢é um conjunto convexo, y(t) € V, Vt € [0,1]. Além disso, V N f(0A) = 0.

Portanto, pela definicao de H, temos
Hi(0A) = f(0A), Vvt € [0,1] = y(t) & H(0A), ¥t € [0,1].

Dessa forma, aplicando a Propriedade |(Ps)| (Invaridncia Homotopica) e podemos

concluir que

d(f, A, 2) = d(f, A, y).

Suponha f~'(y) N A = (). Entao,
dist (y, f(OA)) > dist (y, f(A)) =& > 0. (2.24)

Pelo Teorema da Aproximacdo de Weierstrass, existe uma funcdo g : A — R" de

classe C? tal que

supllg(x) — f(@)]l2 < 5.
z€A
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Pela Definigao [2.1.7],
d(f,A,y) = d(g,A,y).
Além disso, para z € A, temos

3

ly = g@lle > Iy = @)l — lg(e) = f@)l > e =5 = =

Isso implica que

dist (y, g(A)) > g

Dessa forma, ¢ *(y) N A = () e y & valor regular de g em A. Assim, podemos usar a

Definigao e Defini¢ao donde concluimos que
d(f, A,y) = d(g, A, y) = 0.
Isso contraria a hipoétese. Portanto,
FHy)NnA#0.
Considere a homotopia
H(x,t) = (1 —1)f(x) +tg(z).

Como f(x) = g(z) para todo x € OA, entdo, para todo x € JA e para todo t € [0, 1],

temos

H(z,t) = (1 —1)f(x) +1f(z) = f(z) = g(z).
Dessa forma, H(x,t) # y para todo (x,t) € 0A x [0,1]. Sendo assim, aplicando a
Propriedade |( Ps)| (Invariancia Homotopica), concluimos que

d(H07A?y) = d(‘Hl;Aay) = d(vauy) = d(g7A7y)

[(Pyo) - (P14)]| Para as demonstragoes dessas propriedades direcionamos o leitor a
referéncia [7]. n
Mostraremos agora como aplicar a Teoria do Grau Topoldgico de Brouwer e suas

propriedades.
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Exemplo 2.1.1. Mostre que o sistema

2e+y+sin(z+y)=0
(*)

r—2y+cos(x+y)=0

tem uma solug¢ao em B(0,r) com r >

-

De fato, primeiramente, note que

Afirmacao 2.1.6. Se A C R" é um aberto limitado e f,qg: A — R" sio aplicacdes

continuas tais que ||g(z)|l2 < || f(2)|l2 para todo x € DA, entdo
d(f+g,A,0) =d(f, A,0).
Com efeito, considere a homotopia
H(t,z) = f(x) +1t-g(x).
Dai, 0 ¢ H(t,0A), Vt € [0, 1], pois dado x € DA, temos que
IH(E,z)ll2 = [1f(2)ll2 = tlg(@)ll2 = [[f(2)ll2 = [lg(z)[]2 > 0, ¥t €[0,1].

Portanto, pela invaridncia por homotopia, isto €, pela Propriedade obtemos
que

Dessa forma, considerando
flo,y) = 2z +y,x—2y) e g(z,y) = (sinw +y,cosx + ),

temos que

lg(z, y)lla =1

1 (2, 9)lls = V(22 +9)? + (& = 29)2 = V5 - /a2 + 42

1
Assim, para todo (z,y) € 0B(0,r) tal que r > —, temos que

V5

1
Vit yr=r> N 1, y)ll2 > 1 = llg(z, y)ll2:
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Portanto,

d(f +g,B(0,7),0) =d(f, B(0,r),0).

Mas, observe que

(z,y) € 71((0,0)) = z=y=0.

Além disso,
(0,0) & f(0B(0,r) U Sy),
pois
2 1
Ji(z,y) = det =-5
1 -2

Dessa forma,

d(va(Qr)vO) = -1 7é 0,

e assim, pela existéncia de solugcao, ou seja, pela Propriedade Seque que

(f +9)7(0,0) # 0.

E consequentemente o sistema do Ezemplo tem uma solugao em B(0,r) com

1
r>—.

V5

2.2 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e Aplica-
coes

Apresentaremos nessa se¢ao aplicagoes do grau de Brouwer. Uma delas é o Teo-
rema do Ponto fixo de Brouwer. Tal Teorema é bastante tutil para compreensao da
topologia dos espagos euclidianos e também, o ponto de partida para a demonstra-
¢ao de outros teoremas como o Teorema do Ponto Fixo de Schauder e o Teorema do
Ponto Fixo de Schaefer como veremos no proximo capitulo.

Encontrar pontos fixos em determinadas fungoes, ¢ uma tarefa de extrema impor-
tancia na matematica, pois, por exemplo, varios problemas de equacgoes diferenciais
podem ser transformados em problemas de ponto fixo entre espacos de fungoes como

veremos a seguir.
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Definicao 2.2.1. Seja f: D — D uma funcao continua. Dizemos que x € D é um
ponto fixo para f se f(x) = x.

Definicao 2.2.2. Dizemos que D C R"™ € um conjunto convexo, se dados x,y € D,

temos

r+MNy—x)eD, Xel0,1].

Definicao 2.2.3. O fecho convexo de D C R"™ € a intersecao de todos os conjuntos

convezos que contém D. Denotaremos, nesse texto, o fecho convexo por conv (D)

Lema 2.2.1 ([6], p. 19 e 20.). Seja D C R"™ um conjunto qualquer e B o conjunto

de todas as combinacoes convexas de elementos de D, isto €,

B = {ZMW X €10,1], z; € D, Z)\izl,neN}.
i=1 i=1

Nessas condigoes temos B = conv (D).

A titulo de ilustrac@o consideremos f : [a,b] — [a,b] uma funcdo continua. Se

tivermos
fla)=a ou f(b) =0,
naturalmente ja teremos encontrado pontos fixos para a func¢ao, por isso, podemos

supor, sem perda de generalidade, que

fla) >a e f(b) <D.

Dai, considere a funcao definida por

g9(x) = f(z) -,

temos que buscar um ponto fixo para f é buscar uma solu¢ao para a equagio g(x) =

0. Mas, note que
gla) = f(a) —a >0 e g(b) = f(b) —b <O.
Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, deve existir ¢ € [a, b] tal que
90=0 = f@=c

Assim, nessas condicoes, a fucao f admite ponto fixo. O teorema seguinte é uma

generalizacao natural deste resultado.
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Teorema 2.2.1 (Ponto Fixo de Brouwer). Seja D C R™ um conjunto compacto

convexo nao-vazio € f 1 D — D uma fungao continua. Entao f tem um ponto fizo.

Prova. Dividiremos a demonstracao em dois Passos:
Passo 1 : Demonstraremos inicialmente o Teorema para D = B,.(0).

Suponha que D = B,.(0). Dai, podemos supor que f nao possui ponto fixo em 9D,
pois, caso contrario, terfamos um ponto fixo. Assim, definindo % : [0,1] x D — R"

tal que
h(t,z) =x —tf(x).

Entao, temos que 0 € h([0, 1] x 9D), pois se existem zy € 9D e ty € [0, 1] tal que

h(to, o) =0 = xo — tof(zo) =0
= xo = tof (o)
= lzoll2 = llto - f(zo)ll2
PE e =to- |If(2o)ll2
f(DQC b r<typ-r
R A |

= f(zo) = .

o que é um absurdo, pois nao existe ponto fixo na fronteira. Assim, usando a

propriedade de invariancia por homotopia do grau, temos que
d(H(17 )7 lnt(D)v 0) = d(H(07 )7 lnt(D)a 0)7

que implica

d(I; — f,int(D),0) = d(I,, B,(0),0) = 1.

Logo, a equagdo x — f(z) = 0 possui pelo menos uma solugdo em D.

Passo 2 : Demonstraremos o caso geral, isto ¢, D um conjunto compacto, convexo
e nao-vazio.

Com efeito, como D é compacto e f é continua, entao existe uma extensao con-

tinua de f no R™ (Teorema [1.0.5] vale salientar que ela ndo ¢ tnica em geral) tal
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que
- f(z) , sex € D;

Fa) = - |
(Z 2_1@(@) ZZ_lqﬁi(x)f(a’) , sex &D.

onde {a',a* ---} é um subconjunto enumeravel denso em D e

¢;(x) = max {2 - %, 0} .

Denote por
X = conv (f(D)) = nN{C;; C; & convexo tal que f(D) C C;}.
Afirmacao 2.2.1. f(R") C X.

De fato, se € D, entao

isto é,

Agora se x € D, note que

fa) = lim 5, = lim (Z 2—i¢i<x>) S 2706,(2) (')
=1 i=1

Dai, S,, ¢ uma combinagdo convexa de f(a'), f(a*), -, f(a™) que sdo elementos
de f(D). Assim,
Sm € X,

isto 6, f (x) € limite de uma sequéncia de elementos de X, ou seja, f (R™) € X. Mas,

f(D)cD = conv(f(D)) C conv(D)

D convexo_e fechado
=

X Cconv(D)=D =D

= f(R") C D.

Por fim, como D é limitado existe um r suficientemente grande de forma que D C

B,.(0). Assim, pelo , existe um = € B,(0) tal que
flz) = .
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Mas f (x) € D, o que implica que z € D. Logo, da defini¢ao de f obtemos que

Como queriamos demonstrar. [

Observacao 2.2.1. O Teorema permanece vdlido se D for somente homeo-
morfo a um compacto convexo. De fato, suponha que D = h(Dy) com Dy compacto

convexo e h um homeomorfismo. Entao,
h™'o foh:Dy— Dy
€ continua. Logo, para algum xo € Dy temos

W= (f((z0))) =20 = f(h(w0)) = h(wo).

Exibiremos agora uma algumas aplicagoes do Teorema [2.2.1] enfatizando esse

importante Teorema.

Proposigao 2.2.1 (Perrom-Frobenius). Seja A = (a;;)nxn uma matriz com a;; > 0.

Entao existe A\ >0 e x = (xq, -+ ,x,) # 0 tal que z; > 0 para todo i € {1,--- ,n} e

Ax = Az, isto €, A tem um autovetor nao-negativo correspondente a um autovalor

nao-neqativo.

Prova. Considere o conjunto

p-{reminzoviepmeSnal.
=1

Afirmagao 2.2.2. D é um conjunto nao-vazio, convexo e compacto (fechado e li-

mitado).
De fato, sejam z,y € D e

S={zeR":z=te+(1—-t)y, t€[0,1] e z; = ta; + (1 — t)y;.}
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Assim,

=1 ]

I
~+
3
_l’_
=
|
NS
&

Portanto, S C D, isto é, D é convexo. Mostraremos agora que D é compacto.

Inicialmente, mostraremos que D ¢ limitado. Seja x € D, entao

)

n
r<l = <l = > a?<n = |zh=vn
i=1

Logo, D é limitado. Finalmente, para mostrarmos que D é fechado, considere a
sequéncia (z™) C D tal que

" —=xzeD,

mas

"= = T =,

ecomo x; > 0e
m m
E " — E x; =1,
i=1 i=1

segue que x € D, ou seja, D é fechado. O que prova a afirmacao.

Agora, se Ar = 0 para algum x € D, entao, o resultado esta provado para A = 0.
Suponha Ax # 0 em D. Lembre que as entradas da matriz A e as coordenadas do
vetor x sdo nao-negativas, entdo Az possui coordenadas (Ax); ndo-negativas. Dali,

como Az # 0, pelo menos uma das coordenadas (Ax); é positiva. Logo,

n

Z(Aat)z >a >0,

i=1

para algum o € R. Desta forma, a funcao definida em D por

fw) = —— - Au,

> (Az);

i=1
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¢ continua em D e f(D) C D. Com efeito, sejam z € D e y = f(z), entdo

0<y = n;(Ax)Z = Zyz-: n; (Z(Ax)z> =1
> (Ax); =Ly (Axr), N

i=1 i=1
Assim, f(z) € D, isto & f(D) C D. Portanto, pelo Teorema de Brouwer (Teorema
2.2.1)) a fungao f tem ponto fixo em D, isto é, existe o € D tal que:

1
f(.il?o) =" AI’Q = X = ALEQ =X Zo,

i=1

n
onde A = E (Azo);. u
i=1
Exibiremos agora um exemplo muito interessante, onde seré usado o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer (Teorema [2.2.1)) para garantir a existéncia de solu¢do em

um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias.

Exemplo 2.2.1. Considere o sequinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias:

du ;L "
(P) E =u —f(ta )
u(0) =2 € B(0,7).

em que f: RxR™ = R™ é uma funcdo de classe C* periddica na varidvel t, ou seja,

ft+T,x)= f(t,z)

para algum T € Ry e para todo (t,x) € R x R™. O objetivo é escolher uma bola
B(0,r) de forma que o problema possua solugdo unica u(t,z) em [0,00). Para tanto,
definamos

Bi(z) = u(t; x)

e suponhamos que f satisfaz a sequinte condicao de fronteira:

(f(t,x),x) = Zfi(t,x)mi <0, parate[0,w] e |z|=r.
i=1

Afirmagao 2.2.3. P, : B(0,7) — B(0,7) qualquer que seja t > 0.
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Com efeito, suponha que num instante t a solu¢do de atinge a fronteira da

bola. Daf,

d

() = 20/ (), u(®)) = 2/ (&, u(t)) - u(t) < 0.

o que mostra que a norma de u(t) € decrescente perto do instante t. Assim, se a
funcao atinge a fronteira da bola ela automaticamente volta para dentro da bola.
Como as solugoes de variam continuamente com as condigoes iniciais, sabemos
que P, € continua. FEstamos entao em condi¢coes de aplicar o Teorema de Brouwer
( Teoremam garantindo assim a existéncia de um ponto fixo x, para a fun¢ao

P,. Assim, a equacgao tem uma solucao com a propriedade de que
w(0; ) = Ty = u(w; xy)

e que satisfaz

(P dt

A ideia é estender u(t, x,,) w-periodicamente. Assim, considerando v : [0,00) — R"
dada por
v(t) = u(t — kw, z,),

em [kw, (k + 1)w], obtemos uma solugao w-periédica do sistema|(P)l A conclusao
é que u(t,z) é uma solu¢ao w-periddica do sistema se, e somente se, T € um ponto

fixo do operador P,. FEste operador é conhecido como operador de Poincaré.

Proposicao 2.2.2. Nao existe fungio continua f : B(0,r) — 0B(0,r) que deize

fixo todos os pontos da fronteira.

Prova. De fato, suponha que existe uma aplicagao continua f : B(0,r) — 0B(0,r)

tal que
flz) =2, VYazedB(0,r).

Considere também ¢ : B(0,7) — 0B(0,r) onde
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Dai, a aplicacao ¢ satisfaz as hipoteses exigidas no Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer (Teorema , pois g é continua, B(0,7) que é um compacto e convexo

e g(B(0,7)) C B(0,r). Portanto, existe xy € 0B(0,r) tal que

zo = g(x0) = —f(x0) = — 1o,
onde ||zo|| =7, 0 que é um absurdo. |

Definicao 2.2.4. Se B ¢ A C R", entdao dizemos que B € uma retracao de A
se existe uma fung¢ao continua v : A — B tal que r|, = Ig, onde I € a fungao

identidade.

O resultado a seguir, que pode ser atribuido a Bohl, foi redescoberto independen-

temente por Borsuk e é chamado de teorema de nao-retracao de Borsuk.

Teorema 2.2.2. Ndo hd retratagio r : B(0,r) C R" — 0B(0,r).

Prova. Se tal retragao r existe, entao, pela Propriedade do bordo |(FP), temos
d(r, B(0,r),0) =d(I,B(0,7),0) =1

e, portanto, 7 tem pelo menos um zero em B(0, R), uma contradi¢ao com ||r(z)|| = r

para cada x € B(0,r). |

Observagao 2.2.2. O Teorema|[2.2.9 também seque do Teorema do Ponto Fizo de
Brouwer (Teorema . De fato, se existe uma retragao v : B(0,r) — 0B(0,r),

entdo —r : B(0,r) — 0B(0,r) tem pelo menos um ponto fizo xo pelo Teorema do

Ponto Fizo de Brouwer (Teorema M) Por suposicao
r =l = r(zo)ll2 = llzoll2,
de modo que xq € OB(0,r), e portanto,
xo = r(xg).

Dessa forma,
r(xg) = —r(z9) = 71(x0) =0,

uma contradicao.
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Por fim, o proximo resultado que apresentaremos nessa secao é equivalente ao

Teorema de Brouwer (Teorema [2.2.1]) para a bola, mais precisamente:

Teorema 2.2.3. Suponha que nao ezista f : B(0,r) — 0B(0,r) continua tal que

f(z) = x para todo x € O0B(0,r). Entao g : B(0,r) — B(0,7) continua possui um
ponto fixo.

Prova. Suponha, por absurdo, que g : B(0,7) — B(0,r) é continua e g(z) # =
para todo x € B(0,r). Assim, para cada x € B(0,r), existe um segmento de reta
passando por = e g(x). Seja h(x) a intersecgdo da semi-reta com origem em g(z) e

que passa por x com a fronteira de B(0,r), isto &,

W) = g(z) + t(x)(z — g(x))

com ||h(x)| 2 =ret(x)> 0. Vamos mostrar que h : B(0,7) — 0B(0,r) ¢ continua
e h(x) = z para x € 0B(0,r), contrariando a hipotese. Ora, para que h(x) seja
continua, basta que t : B(0,7) — R, seja continua. Da condi¢ao que ||h(z)||2 =7,

segue que

Ih(2)lz = (h(z), h(z)) = (g + t(x — g), g + t(z — g)) =17,

e assim,

[t(@) I3l — g(@)* + 2t(x){g(2), (z — g())) + llg(=)]l3 — r* =0,

resolvendo essa equagdo em t(z), tem-se que

0 = 4l{g(2), (z — g(2)))* + llz — g(@)5(r* = [lg(x)[I*)] > 0

e, portanto, temos

~2(g(x), (x — g(x))) + vV -

2]z — ()13

o que mostra que t(z) é continua, pois ||z — g(x)||2 # 0 em B(0,r). Naturalmente,

t(z) =

0,

h(z) = x em 0B(0,r), de acordo com a definigdo de h(z). Assim, chegamos a

contradicao esperada.
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Observacao 2.2.3. Vale salientar que os sequintes Teoremas sao equivalentes :
e Vn eN, S" nao € contrdtil.

e (Teorema de Bohl) : Seja n € N. Toda aplicagio continua f : B — R"!

tem ao menos uma das sequintes propriedades:
(i) [ possui um ponto fizo.
(ii) Ezistem x € S™ e A € (0,1) tais que . = X - f(x).

e (Teorema do Ponto Fizo de Brouwer) : ¥n € N B™ possui a propriedade do

ponto fixo.
e (Teorema de Borsuk) : Vn € N, ndo existe retracio de B"™ em S™.

Para os detalhes da demonstragao desse fato, citemos a referéncia [9].
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CAPITULO 3

O GRAU TOPOLOGICO DE LERAY E
SCHAUDER

3.1 O Grau Topolégico de Brouwer em Espaco Ve-
torial de Dimensao Finita

A intengao dessa segao é estender a definicao de Grau Topologico de Brouwer
para um espago vetorial normado qualquer de dimensao finita. Veremos na Segao
3.2, que basta estudar entre espacos euclidianos, pois a extensao ¢ bastante natural
para qualquer outro espago de dimensao finita.

Mas antes, abordaremos alguns resultados que utilizaremos a partir de agora. De

agora seguiremos as referéncias [3] e [7].

Defini¢dao 3.1.1. Sejam A C R" aberto e limitado, f : A — R™ uma fungio

continua e y & f(OA). Se existe uma solugao isolada xo € A da equagao

f(z) =y,

pode-se definir o Indice de f em xo com relagio a y, e € denotado por

Z(fa Zo, y)
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Ele ¢ definido como sendo

i(f; o, y) == d(f, B(wo,7),9)

em que r > 0 € firado de maneira que, na bola B(xg,r), a equagio f(x) =y tem

como solugao apenas o ponto xg.

Observacao 3.1.1. Observe que utilizando a Propriedade de excisao do Grau To-

pologico de Brouwer, isto €, e considerando o compacto
K = B(zg,7) \ B(xo,e) para0<e<r,

temos que

i(f,z0,y) = d(f, B(wo,€),y), Vem 0T

Definicao 3.1.2. Seja B uma matriz quadrada de ordem n X n. Um nimero real

€ R € um valor caracteristico de B, se existe x € R™ \ {0} tal que
uBr = x.

1
Observe que p € um valor caracteristico de B se 1 # 0 e A := — € um autovalor de

B.

Definicao 3.1.3. A multiplicidade de um valor caracteristico u serd a multiplicidade

. 1 . o y
algébrica do autovalor A = — que € raiz do polinémio caracteristico.

Proposigao 3.1.1. Seja A C R" um aberto limitado contendo a origem. Seja

f:A—R" definida por
fl@)=2-T(z), z€A4,
onde T € C*(A) e T(0) = 0. Suponha ainda que J;(0) # 0. Entdo

i(£,0,0) = (=1)°

em que B denota a soma das multiplicidades algébricas dos valores caracteristicos

de T'(0) contidos em (0,1).
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Prova. Note que xy = 0 é uma solucao da equagao f(z) = 0, pois
f(0)=0-1T(0)=0.

Uma vez que J;(0) # 0, segue do Teorema da Aplicagao Inversa que existe r > 0
tal que f é uma bijecao de B(0,r) sobre sua imagem e, portanto, xo = 0 é a tnica
solucdo da equacao f(z) = 0 na bola B(0,r). Desta maneira, podemos considerar o
indice

i(f,0,0).

Assim, segue da definicao do grau para o caso regular que
i(f,0,0) = d(f,B(0,r),0) = sgn (J¢(0))

o que implica que

i(f,0,0) = sgn det(I — T7(0)). (3.1)

Mas encarando 7'(0) como uma matriz sobre o corpo dos nimeros complexos,
sabemos da Algebra linear que toda matriz quadrada n x n complexa é semelhante

a uma matriz triangular superior. isto é,

A1 Q12 a1z ayg
0 )\, a3 agy

0 0 .. Asq

7'(0)

Q

0 0 0 ),

onde \; € C é um autovalor de 7"(0). Assim,

1—-—)X; a2 a3z Ay
I T(0) ~ 0 1—-)y a3 Qs 7
0 0 c asq
0 0 0 1-—),

de onde segue que

det(I — T'(0)) = H(1 2 B i,0,0)=sgn (f[<1 - m) .
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Note que podemos desconsiderar as raizes complexas, pois se A; ¢ complexa, entao
A; também é uma raiz e, assim, como 1 nao é autovalor de I, — T"(0), pois J¢(0) =

det(I; —T7(0)) # 0, implicando que I; — T7"(0) : R" — R" é injetiva, temos que
L=2)L=X) =1 =)A= N)=1-N*>0.

Consequentemente,

Z(fv 07 0) = sgn (H(l - Az)) )

i€l
em que L é o conjunto dos indices tais que \; € R. De modo similar, os autovalores

As € R que verificam 1— X, > 0, ou seja, Ay < 1, também podem ser desconsiderados

do produtoério. Portanto,

i(f,0,0) = sgn (H(l - m) ,

el
com L' C L e \; > 1. Concluindo, pela analise acima que
im&mz%nOIa—M0=«4ﬁ
=%

onde f = Z (Ar) e m(\;) é a multiplicidade do autovalor Ay de T"(0). u

keL!
Corolario 3.1.1. Seja fi(z) = x — \T'(x), com T € C*(A) e T(0) = 0. Entdo,
i(fx,0,0) estd bem definido para \ # u;, onde p; € um valor caracteristico de T'(0).
Além disso, i(fx,0,0) € multiplicado pelo fator (—1)"™ quando A passa pelo valor

caracteristico p; de multiplicidade algébrica m;.

Prova. Definamos

T := \T.
Dai, note que Jy, (0) # 0. Com efeito,
J3(0) = det(T — T/(0)) 0,

pois se

det(I; — T'(0)) = 0,

entao 1 é autovalor de

I, —T'(0),
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ou seja,

T'Oz=z = M"(0)z=uz.

O que é um absurdo, pois A nao é um valor caracteristico de 77(0). Assim, de

maneira analoga a Proposigao [3.1.1

n

i(f2,0,0) = sgn (J, (0)) = sgndet(I — T'(0)) = sgn [ J(1 = M),

=1

onde )\; é um autovalor de 77(0). Com isso, tem-se

onde \; é o autovalor de 7"(0). Portanto,

i(£1.0,0) = sgn [ (1_3).

i= Hi

A
Observe que quando A passa pelo valor caracteristico y;, 1 — — muda de sinal e

1
m;

assim o indice ¢ multiplicado por um fator (—1) u

Observacao 3.1.2. Na Proposi¢cao|3.1.1 e no Coroldrio basta supormos que
T ¢ Frechet-diferencidvel na origem com T(0) = 0. De fato, sendo T Frechet-

diferencidvel em x = 0, temos

T(z) =T(0)+1"(0)x + h(x)|z|, com lim h(z) = 0.

|z|—0

Logo,
|(z = T(0)2) — (x = T(x))| = |h(x)]]x|

e, portanto, dado € > 0, existe 0 < § < 2 tal que se |xz| < 0, entdo |h(x)| < ez,

Assim,
1(La = T) = (Lo = T'(O)lc 3z < €
Dai, pela propriedade do grau de Brouwer,
d(I;—T,B(0,6),0) = d(I;—T'(0), B(0,4),0) = i(f,0,0) = d(I;—T"(0), B(0,4),0).
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Agora, daremos inicio ao Grau Topoldgico em Espacgos Vetoriais de dimensao
finita. Dito isso, sejam (V, || - ||) um espago vetorial normado real de dimensao finita
n, A C V um aberto e limitado e y € V com y & f(OA), onde f : A — V &
uma aplicacao continua. Entao, o grau topologico de Brouwer pode ser estudado de
maneira analoga ao que fizemos no R" da seguinte maneira:

Primeiramente, vamos fixar f; = {v1, -+ ,v,} uma base para V e consideremos o

isomorfimos linear (o qual é um homeomorfismo) 7" : V' — R" definido por
T(Ul) = €1, ,T(Un) = €Enp,

em que C' = {ey,---,e,} ¢ a base canonica do R". Dessa forma, considerando
fi:T(A) = R"tal que fy = T o foT ! temos que T(A) C R™ aberto e limitado,
T(y) & f1(0T(A)).

Af—>V
T
T

T(4) —Ls R

Definicao 3.1.4. Sob as condigoes anteriores, definimos

d(f7 A7 y) = d]R"(fh T(‘A)? T(y))

Uma pergunta natural que surge é saber se mudando a base de V', o grau to-
polégico de Brouwer é alterado. No que segue, seja ; uma outra base de V,
fi=M"'ofoM,onde M(A)) = A, M(y;) = y e M é a matriz mudanca de
base. Veja que, se f(x) =y e M(x1) = x temos que

filz) = (M o f)(M(21)) = (Mo f)(a) = M7 (f(2)) = M~ (y) = y.
Uma resposta a tal pergunta é encontrada no lema que segue.

Lema 3.1.1. O grau topoldgico de Brouwer € independente da base escolhida em V,
isto €, se a = {wy, -+ ,w,} € outra base de Ve S : V — R" € tal que S(w;) =

e1, -+, S(wy,) = ey, entdo

dgn (T o f o T ), T(A), T(y)) = dra(S o f oS sy, S(A), S(y))

47



O Grau Topolégico de Leray e Schauder

Prova. Primeiramente, note que

dn(So f oS Vs, S(A),SW) = Y. sgnJs0505-1(0).
g€ Sof~1(y)

Mas,

Tsogos-1(q) = det(S o f o S71)'(q) = det(S(f (S~ (@) (S7'(¢))S ™ (a))-

Dai, se B é a matriz associada a f’, C' é a matriz associada & So f'o St e M

associada a S na base a, temos que
det(C) = det(M o Bo M) = det(B).
Logo,
Tsopos—1(q) = det(S(f(S™(a))f' (S (@))S™ (q)) = det(f'(S™"(a)))-
Portanto,

den(So fo S s, S(A)S@) = 3 sendet filw)= S sgn (o).

zef~1(y) zef~1(y)

Analogamente,

de(To f o T o) T(A). T(w) = Y. sguJs(x).

zef~(y)

Dessa forma,
dR”(T © f o T_1|T(A)7T(A)’T(y)) - dR”(S © f © S_1|S(A)7 S(A)7 S<y)>

Assim, concluimos a prova. [

3.2 O Grau Topologico de Leray e Schauder

Nesse inicio, vamos considerar A C R" aberto e limitado e f : A — R™ continua,

com m < n. Encarando R™ como subespago de R", entao

d]R”(faA7y) :07 VyERm, ygf(aA)
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De fato, suponha que dga(f, A, yo) # 0 para algum y, € R™ com yo € f(OA). Se
p = p(yo, f(OA)) > 0, entdo Bgrn(y,,p) C f(A), pois se z € B(y,,p) temos que

dR”(vaa Z) = dR”(vaayO) 7£ 07

donde existe x € A tal que f(x) = z, ou seja, z € f(A), mas B(yo,p) C f(A) C R™,
o que é um absurdo, pois todo subespaco que tem dimensao menor do que n tem
interior vazio, mas chegamos que gy, € int(R™) = ().

Para contornarmos esse problema, se I : R" — R" é o operador identidade, entao
consideramos a aplicagdo Iy — f : A — R". Observe que se (I; — f)(xz) = y para

y € R™ e para algum = € A, entdo
v=[f(z)+yeR",

isto é, a solugao x ja estd em ANR™. Portanto, se espera que dgrn(Iy— f, A, y) possa
ser calculado por meio do grau m—dimensional de (I; — f)|4-gm. Temos entdo que

um lema crucial para a construgao do grau de Leray-Shauder:

Lema 3.2.1. Sejam f : A C R" — R" continua, comm < n ey € R™\ (I;—f)(0A).
Entao,

dgn(Ig = f, A, y) = dpn (Lo = ) zpmm s AOR™, y).

Prova. Primeiramente, observe que

y & (Ia = f)(Orm(ANR™)),

pois Ogm (ANR™) C OANR™ C 0A. Considere agora

f(I) = (fl(‘r)va(x)’ T vfm(x)a 0,--- 70)7

N——
n—m VEZES

e pelo Teorema da Aproximacio de Weierstrass, seja g € C?(A,R™) tal que

If =gl < B2, onde po = dist (y, (I — £)(04)).

E, se for o caso, mude y para z € R™\ ((Lg — ¢9)(S1,—4)) tal que

o

— <
e~y <&
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Dali,
an(Id — f), A,y) = an(Id — 49, A, Z).

Portanto, basta provarmos para o caso em que f € C?(A,R™) e y um valor regular

de I; — f. Como

(g = f)z) =2 — f(x) = (21— fi(®), Ty — fr(T), T, -+ 5 Tn),

entao para todo xr € ANR™, temos

Jr,_p(2) = det [ o 0(%0"1) @) } [ _ﬁ(@ }

o] (o]

de onde segue que

Jiy—p)(z) = det <Jm - %(@) det(Tn—m) = T f)am (@), Y € (Ii—f) 7 (y).

Mas, como vimos antes do lema,

(Ia = £ (W) = [(la = Nlaee-]"" @)

Logo, usando a defini¢ao de grau,

dgn (I — f, Ayy) = > senJy,p(x)

z € (Ia—f)1(y)

= Z sgn J(Id—f)\szm (1:)

z € [(Ia=Dlzrpm] = (v)

Dessa forma, concluimos a prova. [

Corolario 3.2.1. Sejam E,, um espac¢o normado com dim E,, = n, E,, um subespaco
de E, com dim E,, = m < n, A C E, um aberto e limitado, f : A — E,, continua

ey € Ey,\ (Ig— f)(OA). Entao,

d<]d - f:A7y) = d<<]d - f)|ZﬂEm7A N EWUy)

Com o auxilio do Corolario(3.2.1], estenderemos a definicao do grau a uma primeira

classe de aplicacgoes entre espacos de dimensao infinita, chamada as perturbacoes de
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posto finito da identidade. Daqui em diante, considere E um espago de Banach real
(de dimensao infinita) e A designard um conjunto aberto e limitado de E. Para

A, B C E, denotamos por dist(A, B) a distancia entre os conjuntos A e B, isto ¢,
dist(A, B) = inf{|la — b||; a € A e b € B},

onde || - || denota a norma de E. Seja T € C(A, E) uma aplicagio tal que a imagem
de T(T(A)) esteja contida num subespaco de dimensio finita de F, a qual é chamada
de aplicacao de posto finito. A aplicacao ¢ = I; — T' é chamada uma perturbagao

de posto finito da identidade.

Definicao 3.2.1. Sejam y € E com y € ¢p(0A), F um subespago de E de dimensao

finita, contendo T(A) e o ponto y. Definimos

d(qbv Aa y) = d(¢|ZﬁF’ A N Fv y)

Observe que d(¢|zqp ANF,y) € o Grau Topoldgico de Brouwer, ANF é um aberto
e limitado de F' e Op(ANF) C O(A)NF, ou seja, b & ¢p(Op(ANF)).

Observacao 3.2.1. A Definicao independe da escolha do subespaco F de

dimensao finita. De fato, sejam Fy e Fy dois subespacos de dimensao finita de E

tais que T(A) C F1, Fy ey € Fy, Fy. Assim, como Fy N Fy € um subespago de Fy e
F, contendo T(A) e y. Agora, aplicando o Coroldrio obtemos

d((bhﬂFlv A N F]-7 y) - d(¢|ZﬁF1ﬂFQ7 A N F]- N F27y) = d(¢|szQ’ A N F27 y)

O préximo passo é considerar o grau para as perturbacoes compactas da identi-

dade.

Definicao 3.2.2. Dizemos que uma aplicacao T : A — E € dita compacta se T €

continua sobre A e T(A) € relativamente compacto.

Observagao 3.2.2. Toda aplicacao de posto finito limitada € compacta. No geral,

T :E — E é compacto (nao necessariamente linear) quando:

i) T € continua;
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it) Se U C E é limitado, entdao T(U) € relativamente compacto (o fecho é com-

pacto).

Apresentaremos agora um fato que pode ser provado usando argumentos classicos

da Anélise Funcional, que é a seguinte proposic¢ao:

Proposicao 3.2.1. Seja Q(A, E) o conjunto de todas as aplicagées compactas T :
A — E. Entio

a) Q(A, E) é um espago vetorial;

b) A funcio | - | : Q(A,E) — R tal que ||T||o = sup||T(z)| é uma norma
€A

sobre Q(A, E)
¢) (QA,E),| - |los) € um espaco de Banach.

Lema 3.2.2. Seja K C E um compacto. FEntao, para todo € > 0, existe um

subespaco de dimensao finita F. de E e uma aplicagao g. : K — F. continua

(ge € C(K, F.)) tais que

|z — g-(2)|| <e, VzeK.

Prova. Para cada ¢ > 0, pela compacidade de K, existem yi, -+ ,y,.) € K tais
que
p(e)
K C U B(yj, E).
j=1

Considere entao
Fe = [yh T 7yp(€)]7
subespago gerado. Temos que dim(F.) < co. Agora, para j = 1,--- ,p(e), definamos

as fungoes b; : K — R por

e—llz—y;ll ,sexe By,e)
bj(z) =
0 ,SG.CEQB(yj,S)-

Observe que as fungoes b}s sao continuas em K e
D bi(x) >0, VreK,
j=1
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pois
p(e)
K C U B(yj, E).
j=1
A fungao g. : K — F. é definida por
ge(z) = . . bi(z)y;, €K
Y () S

Vé-se, facilmente, que g. € C(K, F;). Além disso,

1 p(e)

ge(z) — 2l = W';%(w)yﬁ—?ﬁ

= - bj(x)y; bj(x) -z
Z?Q bj (ZE) j=1 Jj=1
= : : bj(z)(y; — )
Zf(:i bj(z) j=1
PE b (2
< Z;(j il )-Hyj—:cH<e, Vz € K.
Zj:l b;(z)
Como queriamos demonstrar. [

Definicao 3.2.3. Se T : A — E ¢ compacta, a aplicagdo
$=1,—T
€ chamada de perturbagcao compacta da identidade.

Lema 3.2.3. Seja ¢ = I; — T wuma perturbagio compacta da identidade (T €
Q(A, E)). Entdo,

i) ¢ € fechada, isto é, a imagem por ¢ de um fechado é um fechado;
i1) ¢ € propria, ou seja, a imagem inversa por ¢ de um compacto € um compacto.

Prova. Considere F' C A um fechado e mostremos que ¢(F) é um fechado de
E. Seja
(zn) C O(F) tal que z, — z em E.
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Temos que z, = ¢(u,) para cada n € N, com (u,) C F. Dai, pela compacidade
de T', podemos extrair uma subsequéncia (u,, ) de (u,) tal que T'(u,,) — w em E.
Portanto,

Uny, = P(tny) + T (tny) = 20 + T(tn,) = 2z +w,

donde z 4+ w € F, pois F' é fechado. Logo,

“ng = (b(unk) - ¢(z + w)?

o que implica que z = ¢(z + w), isto é, z € ¢(F), ou seja, ¢p(F') é fechado.

Seja K C E um compacto e mostremos que ¢ *(K) é compacto. Seja
(u,) uma sequéncia em ¢~ '(K). Logo, ¢(u,)) é uma sequéncia em K e, portanto,
podemos extrair uma subsequéncia (¢(u,,)) de (¢(u,)) que é convergente. Como T’
é compacta, podemos extrair uma subsequéncia (gb(unkj )) de (¢(unk)) que converge.

Desde que
Unkj = ¢(unkj) + T(u”kj)’

entdo (u,, ) ¢ uma subsequéncia convergente de (u,), mostrando que ¢ '(K) é
J

compacto. ]

Observagao 3.2.3. Consideremos T € Q(AE), ¢ = I~ T, ¢ € C(AE) e
y € E\ ¢(0A). De acordo com o Lema ®(0A) € fechado e, portanto, r :=
dist(y, p(0A)) > 0. Além disso,

é um compacto. Entao, aplicando Lema obtemos um subespago de dimensdo

finita Fr de E e uma aplicagao gz € C(K, Fg) tais que
r
le—g; (@)l <%, Vaek.

Logo, a imagem da aplicagao T, := gz oT" estd contida em Fr, o qual € de dimensao
finita. Ademass,

¢T = [d_Tr

€ uma perturbacao de posto finito da identidade. Por outro lado, temos que

1T (z) = Tr(@)l| = T(x) = g5 (T(2))]| <

N3
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€
1o = (@)l = Ib -z +T(2)|| 2 7, Vo € IA.
Logo,
1o =¢r(@)l = [Ib =2+ T(2)]| = [|b -2+ T(2) = T(x) + T ()|
> -2+ T(@)|—|T() - L@ 2r—5 =35, VoeoA

donde dist(y, ¢,(0A)) > g Dessa forma, o grau d(¢,, A,y) estd bem definido e é

esse grau que vai nos permitir definir d(¢, A, y).

Definicao 3.2.4. Sejam ¢ : A — E uma pertubarcdo compacta da identidade, isto
€
¢p=1I;—T, comT € QA RE)

ey & ¢(0A). Entao, definimos o grau d(¢, A,y) por
d(¢, A,y) := d(¢or, A, y),
onde ¢, € uma perturba¢ao de posto finito da identidade, verificando:

|p(z) — ¢r(2)]| < =, Va & A onder= dist(y, p(OA).

N3

Observacao 3.2.4. Pelo que foi visto antes da defini¢ao, em consequéncia do Lema

tal aplicagio ¢, existe e ¢, = Ig—gr oT.

Proposigao 3.2.2. A defini¢ao de grau, dada acima, faz sentido, isto é, independe

da escolha de ¢,.

Prova. Sejam ¢ = I, — 17 e ¢ = 15— Ty duas perturbacoes de dimensao finita da

identidade, T1(A) C Fy, To(A) C F3, onde Fj e F, sdo dois subespagos de dimensao
finita de F, e ¢1, ¢o verificam

|p(z) — gr(2)]| < e |lo(@) —¢o(2)|| < =, VzeA

N3
N3

Seja F' um subespago de dimensao finita de E contendo F} + F, e o ponto y. Por

definicao do grau das perturbacgoes de dimensao finita da identidade, temos:

d(¢1, A, y) = d(P1|zap AN Fry) e d(g2, A,y) = d(pa| g0 AN FLY).
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Pondo @y = 0¢1|AN F+(1—0)¢2|5p, onde 8 € [0,1] e observando que dp(ANFE) C
0A N F, temos

dist(y, Be(Op(ANF)) > =, V0 € [0,1].

N3

De fato, seja = € Op(A N F') qualquer. Temos que

16— ®g(x)[| = 1[b— () + o(x) = O¢1(x) — (1 = 0)@(z)]
= b= o(x) +0¢(x) + (1 = 0)p(x) — 0¢1(z) — (1 = O) ()|

> b= (x)|| = Ollo(x) — d1(x)l] — (10)[|¢(x) — da ()l

or (1—-60r r
> r— == =—.
- 2 2 2

Logo, pela invariancia do Grau de Brouwer por homotopia, obtemos para 8 = 0 e
0=1,
d<¢17 A7 y) = d(¢27 Aa 9)7

ou seja, segue que a definicao dada é independente da escolha de ¢,. [
Portanto, podemos definir o grau topolégico das perturbac¢oes compactas da iden-
tidade em dimensao infinita. Além disso, d(¢, A,y) é chamado do grau de Leray-

Schauder da aplicagao ¢ com relagao ao aberto limitado A e ao ponto y € E\ ¢p(0A).

3.3 Propriedades do Grau Topolégico de Leray e
Schauder

No que segue, como antes, sejam A C E aberto e limitado, T € Q(4, E), ¢ =
I;—Tebe E\ ¢(0A). Da mesma forma como no grau de Brouwer, obteremos

algumas propriedades fundamentais do grau de Leray-Schauder:

Proposicao 3.3.1. As sequintes propriedades sao validas:

(Py) - (Continuidade em relagio ao operador T) Eziste uma vizinhanga U de T em

Q(A, E) tal que para todo S € U, temos que y € (I — S)(0A) e

d(Id - Sa A7y) = d(¢7 Aa y)
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(152) - (Invariancia do Grau de Leray-Schauder por homotopia compacta) Seja H €
C(A % [0,1], E) definida por

H(u,t) =u—S(u,t), (u,t)€Ax]I0,1],
onde S € Q(A x [0,1], E). Sey & H(OA x [0,1]), entio

d(H(-,t), A,y) = constante, Vt € [0,1].
(P3) - (Translagio) Seja y & ¢(A). Entio,

(]54) - (Constancia do grau nas componentes conezxas de E'\ $(0A)) Se yy e yo estao

na mesma componente conexa de E'\ ¢p(0A), tem-se que
d(¢7 A7 yl) = d((b? A7 y2)

(Ps) - (Aditividade) Se A = Ay U Ay, Ay N Ay =0, Ay, Ay sdo abertos e limitados
de E ey ¢ ¢(0A1), p(0As), entao

d<¢7 A, y) = d(¢7 Al; y) + d(¢7 A27 y)

(Ps) - (Normalizagdo)
1, seye A
(1, A, y) =
0, seyd A
(P:) - (Ezisténcia de solugio) Se y & ¢(A), entio, d(¢, A,y) = 0.

(Ps) Se d(¢,A,y) # 0, entio ¢(A) é uma vizinhanga de y, isto é, existe § > 0 tal
que

B(y,d) C ¢(A).

(Py) Se ¢p(A) estd contido em um subespago de E, diferente de E, entio d(¢, A,y) =
0, Vy & 6(9A).

(Pyo) - (Ezcisio) Se K ¢ um fechado em A e sey & ¢(K), entio
d(¢, A,y) = d(6, A\ K, y).
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(1511) Seja {A;}icr uma familia de abertos, dois a dois disjuntos, contido em A com
-1 y) C UAZ
el
Entao d(¢, A;,y) # 0, somente para um nimero finito de indices i € I e

(g, Ay) = d(6, Ay y).

el

(P1y) - (Propriedade do bordo) Seja ® = I; — S, onde S € Q(A, E) tal que ®(x) =

o(z), Vo € 0A, entao
d(¢, A,y) = d(®, A, y).

(ﬁlg) Nao existe uma perturbagao compacta da identidade que seja retracao da bola
unitdria B(0,1) em sua fronteira 0B(0,1). Em outras palavras, nao existe
¢ € C(B(0,1),0B(0,1)), da forma ¢ = 1, — T, onde T' € Q(B(0,1), E) tal
que

dloso,1) = Lalaso,1)-

Prova. —| Seja r = dist (y, ¢(0OA)) e consideremos a vizinhanca U de T em
Q(A, E) dada por

U={S€Q@AE);|IS~Tloa<3}-

Seja S € U e ponha ® =1; — 5. Se x € A, entao

ly =@ = lly =2+ S|
ly — 2+ T(x) + 5(x) = T(2)]
ly = ¢(@)[| = 15(x) = T(2)|

vl

v
N3

bl

r
r
2

donde dist (y, P(0A)) > g ey ¢ ®(OA). Mostremos agora que o grau de ® e de ¢
sao iguais. De acordo com o Lema [3.2.2] existem duas perturbacoes de posto finito

da identidade, ¢; = I, — T7 e &1 = I; — 57 tais que

l6@) = hi(@) < 7 e @) - @i(@)| <, Veed
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Escolhamos um subespago de dimensdo finita F' de E, contendo T1(A), Si1(A) e y.

Por definicao, temos

d(d)a A7 y) = d(qblu A7 y) = d(¢1|ZﬂF7 AN F’ y)

A(®, A, y) = d(®y, A, y) = d(®; |5, A Fy)
Considere agora,
Fy = 001|znp + (1 = 0)®1|7np,
para 6 € [0,1]. Sejau € Op(ANF) C 0AN F. Temos
ly = Fou)|| = b= ¢(u) + ¢(u) = 01 (u) — (1 = 0)P(u)|
= [[b—=o(u) + 06(u) + (1 = 0)p(u) — (1 = 0)2(u) + (1 — 6)D(u)
— 061 (u) — (1 = 0)®(u)||

> o= o(u)|| = bllo(u) — d(u)i(w)| — (1 = O)[|P(u) — P1(u)ll
— (1= 0)[|¢(w) — (u)||

> 7“—0%—(1—9)%—(1—0)%

- -

SR

- 5

Vo € [0,1], Vu € Op(AN F). Aplicando a invaridncia do Grau de Brouwer por
homotopia, segue que

(¢, A,y) = d(®, A, y).
Seja r = dist (y, H(0A x [0,1])).
Afirmagao 3.3.1. H(0A x [0,1]) € fechado.

De fato, se considerarmos H : A x [0,1] — E x R definida por

H(u,t) = (u,t) — (S(u,t),t) = (u— S(u,t),0)

que é uma perturbacio compacta da identidade ( S(u,t) = (S(u,t),t)). Dai, teremos
que

H(DA x [0,1]) = H(DA x [0,1]) x {0}
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¢ fechado pelo |[Lema 3.2.3 (i), donde segue que H(0A x [0,1]) é fechado. Portanto,

r > 0.

Afirmagao 3.3.2. Se a aplicacdo t v S(-,t) € continua de [0,1] em Q(A, E), entdo
SeQAx[0,1],E).

Com efeito, precisamos mostrar que S(A x [0,1]) é compacto, ou seja, dada uma
sequéncia (y,) C S(A x [0, 1]), existe uma subsequéncia convergente. Para isso, seja
(T, tn) C Ax[0,1] tal que y,, = S(n,t,). Como R é completo e (t5) C [0, 1], temos

que existe uma subsequeéncia (t,,) de (t,) tal que
tnj — to.
Pela hipotese de continuidade de ¢t — S(-,t), temos que
S(x,tn,) — S(x,t0)
uniformemente, Vx € A, ou seja, dado € > 0, existe j, € N tal que
1S(2, b)) — S, to)| < g Vi > jo, Vo € A.
Fazendo x = x,;, temos que
18 (@n,sta,) = Sy, o)l < 5, Vi 2

Assim, como S(-,t) € Q(A, E), existe uma subsequéncia (4,,) tal que

S(@n;, ,to) = Y.
Logo, yn;, = S(xn; s tn; ) =y, pois

15 (2n,, ) =yl < [[S(2n,,  tn,,) = S(@n,, o) + 15 (@0, , to) — vl

2 2 7

O que demonstra a afirmacdo. Agora, seja K o compacto S(A x [0,1]). O Lema
nos permite encontrar um subespago Fr C E de dimensao finita e contendo y,

e uma aplicacdo g: € C(K, F:) tais que

le—gs@l <t Voek

N =3
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Assim, tomando

Hy(u,t) == u— (gz 0 S)(u,t),
desde que dist (y, H(OA,t)) > r para cada t € [0, 1], segue, por defini¢ao, que
d(H(a t)? A7 y) = d(Hl(a t)? Aa y)a
pois como fizemos antes

|H (u,t) — Hi(u,t)|| < =, Yued Vtelo1].

N3

Mas, visto que H; é uma perturbacao de posto finito da identidade
d(Hl('a t)? A> y) = d(Hl(u t)|ZF‘IF% ) A M F%, y),

H,; ¢é continua de AN Frem Fr ey ¢ Hi(0A x [0,1]) (uma conta andloga as que
ja foram feitas antes). Logo, o grau d(H;(-,t), A,y) é constante pela propriedade de

invariancia por homotopia do Grau Topolbgico de Brouwer.

Temos que

d(¢7 AJ y) = d(¢7“7 A? y)7

onde ¢, é uma perturbacao de posto finito da identidade. No entanto,

d(¢T7A7y) = d(¢T’ZmF7A N Fa 3/)7

onde F é um subespaco de E de dimensao finita contendo b e T,(A). Mas, pelo

Grau Topologico de Brouwer, tem-se

d(asT’ZﬂF?AmFﬂy) = d(d)r‘ZmF_y,AmF,O)
= d(é?“_yaAmFaO)
= d(¢p—y,ANF,0).
Notemos que a aplica¢ao de E \ ¢(0A) em Z definida por

y e d(, A, y) B a(e -y, 4,0)

é localmente constante, pois se by = by, entdo ¢ — by ~ ¢ — by na normal de C(A, E).
Logo, pela Propriedade esta aplicacao é localmente constante e, dessa forma,

¢ continua. Assim, nas componentes conexas de E \ ¢(0A) é constante.
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Com um argumento semelhante ao que foi feito nos itens anteriores, temos

que

d(¢,A,y) = d(
= d(¢rlanm AN Fy)
= d(¢rlanp, A1 N ELy) + d(dr|znp: A2 N FLy)
= d(¢, A1, y) +d(¢, Az, y),

¢T‘7 A? y)

onde ANF=(ANF)U(Ay)NF).

Considere o subespaco
] = {\y, A € R},

gerado por y, que é um espago de dimensao finita, entao pelo Grau de Brouwer,
temos que
1, seye ANy 1, seye A

d(]d>A7y> = d(Id|Zﬂ[y]7Am [y]vy) = = o
0, seygAny |0, seygd

Do fato que ¢ ¢ um operador fechado, segue que o = dist (y, p(A)) > 0.
Como ¢(0A) C ¢(A) entdo dist (y, p(DA)) > . Assim, pelo Lema existe uma

perturbacdo de posto finito da identidade ¢, € C(A, E) tal que
o —
l¢(2) = ¢a(@)ll < 5, Yz €A
Afirmacao 3.3.3. y € ¢,(A).

Com efeito, para z € A temos

ly — da(2) = lly — o(2) + ¢(x) — da(a)]
> |y =@l = li¢(x) = dal2)]l
> 2
= 2

O conjunto {||y — ¢a(7)||; * € A} é limitado inferiormente e pelo postulado de

Dedekind possui infimo. Logo,

inf{lly — ga(@)|; 2 € A} = o = dist {y,¢a(A)} = 5 > 0.

R
e
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Desde que, {b} é um compacto e ¢,(A) ¢ um fechado, tem-se dist {y, ¢, (0A)} > 0,
mostrando que y & ¢ (A). Por definicdo

d((ba A> y) = d<¢a7 A7 y) = d(¢a‘ZﬂF7 A N F7 y)’

onde F' é o subespago de dimensao finita de E que contém b e T'(A). Observando
que y € Golgp(A N F), pela propriedade do grau topolégico de Brouwer (Fk),

concluimos que
(¢, A, y) = 0.
Desde que ¢(0A) ¢ fechado, entdo E \ ¢(0A) é um aberto. Logo, as
componentes conexas de £\ ¢(0A) s@o abertos. Sendo €}, a componente conexa de

yem E\ ¢(0A), entdo, para todo z € Cy, tem-se

(¢, A, z) = d(¢, A, y) # 0,

por hipotese. Assim, por (P;)| para cada z € C, existe x € A tal que ¢(x) = z e,
portanto, C, C ¢(A). Desde que, Cy é um conjunto aberto e y € C,, existe § > 0
tal que

B(y,d) C C, C ¢(A).

Considere V um subespago proprio de E' tal que ¢(A) C V. Se

d(¢, A,y) # 0,

entdo, pela propriedade anterior , ¢(A) é uma vizinhanga de y, ou seja, existe
0 > 0 tal que
B(y,0) C ¢(4) CV

e, portanto, V = E, o que é um absurdo, pois V é um subespago préprio de F.
Portanto, d(¢, A,y) = 0.
Usando a defini¢ao do grau de Leray e Schauder temos que

d<¢> A, y) = d(¢’ZﬂF7 ANF, y)7

onde F' é um subespago de dimensdo finita que contém T(A) e y com b € E e
b ¢ $(0A). Aplicando a propriedade de excisao do grau topologico de Brouwer |( P, )|

, segue o resultado.

63



O Grau Topolégico de Leray e Schauder

Uma vez que y & ¢(0A;) pelo Lema m
-1
({v})

é um compacto, pois estamos usando o fato que ¢ é propria. Pelo Teorema de Borel-
Lebesgue, existe um ntimero finito de abertos 4; C A que cobrem ¢~ *({b}), isto ¢,

existe um conjunto finito Iy de indices tal que

"({y}) € U A, com A; C A,

i€1lp

Portanto, Vi € I\ Iy temos que b & ¢(A;) e, pela propriedade , temos que

icly
¢ um compacto, pois

temos que K é fechado e, como K C A, temos que K é limitado e, consequentemente,

Considerando que

K é compacto. Temos que b & ¢(K), pois
e J A
i€ Iy
Pela propriedade da excisao , segue que
d(¢, A, y) =d(¢, A\ K,y) =d (cb,A\ (Z\ U Ai) ,y>
i€y

e com isso,

d(¢,A,y) —d< ¢, |J Az,y)

i€y

Pela propriedade aditiva , obtemos

(6, Ay) =D d(6, Aiy).

i€ lp
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Portanto,

A, Ay) = 3 d(d: Aiy).
Defina .
H(u,t) = tp(u) + (1 —t)®(u), Vte€l0,1], uc A
Observe que
H(u,t) = tu—tT(u)+ (1 —t)u—(1—)S(u)

= u— (T + (1 —-1)5)(u).

Logo, H(-,t) é uma perturbagao compacta da identidade para cada t € [0,1]. Além

disso, como ¢|ga = P|ga, entdo T(u) = S(u) para todo u € A e, portanto,
h(u,t) =u—T(u) =¢(u), Vte|0,1] = b¢g H(OAX]0,1]).

Dessa forma, pela invariancia do grau por homotopias compactas |( P;)| concluimos
que

d(¢a Aa y) = d(HOa A> y) = d(Hla A7 y) = d(q)v A7 y)
Se existisse uma tal aplicacao, teriamos
d(¢,B(0,1),0) = d(I4, B(0,1),0) = 1.

Logo, pela Propriedade existiria xy € B(0,1) tal que ¢(xy) = 0, o que seria

uma contradi¢do, pois ||¢(x)|| = 1 para todo = € B(0,1). |

Observacao 3.3.1. No caso geral, para funcoes continuas, o resultado nao
€ verdade. De fato, em dimensao infinita, exriste sempre uma retracao continua da

bola unitdria em sua fronteira. Veja [8] pdginas 353 - 367.

3.4 Teoremas do Ponto Fixo de Schauder e Schaef-
fer

Apresentaremos nessa secao aplicagoes do grau de Leray e Schauder. Uma delas

é o Teorema do Ponto fixo de Schauder que é uma extensao do Teorema do Ponto
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Fixo de Brouwer para espagos de Banach. A hipdtese exigida é compacidade. Esta
generalizacao é devida a Schauder. A ideia é aproximar aplicagoes compactas por
aplicagoes com imagem de dimensao finita.

Além disso, comentaremos um pouco sobre o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer.
Tais Teoremas sao bastante titeis para a compreensao de varios problemas de equa-
¢oes diferenciais e equagoes integrais que podem ser transformados em problemas
de ponto fixo entre espagos de fungoes como veremos a seguir. Inicialmente, veja-
mos um exemplo que para espacos de Banach de dimensao infinita, uma aplicagao
A : B[0,1] — B0, 1] continua néo necessariamente possui ponto fixo.

De fato, considere o espaco £2, que é o espaco vetorial normado cujos vetores sio
sequéncias de ntimeros pertencentes ao corpo R, mais precisamente,

6 {x — (w120, ) €R®: 2l = 3 faif? < oo}

i=1
e denote a bola unitaria fechada por B := BJ0, 1] C {5. Dai, definindo A: B — B

por

Alz] :( 1— 2|2 xl,%...>

Note que
AR = (VI—Tel?) +Z|xz|2 = Nzl + fl2lf* = (3:2)

Logo, A esta bem definida. Para a continuidade de A, considere 2" = (27, x5, -+ ) €

B tal que 2" 2= . Entdo,
2
|A[z"] — A[2]||? = H <, /T—[[a"|2, 2", 22, - ) _ ( 1— |[z|2, 1, 29, - - )H
2
| (VI=Ta 2 = VT=TelP. 2} = 2,05 = 3, )
2 [ee]
(V=T = VI= o) + 3 Jaf = ai?
=1
2 n 2
- (VI=TolP = VI=TelP) +llz" - |

n—00
— 0.

Portanto, A é continua. Suponha, agora, que A possua um ponto fixo = € B, isto é,

r=Alr] = (enanay,-) = (VI- 2Py, )

= 1 = ( 1— H:vH2> e xi = i, Vi € N,
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Assim, utilizando e 0 que observamos acima, temos que
1= [JAfz]ll; = [|l=]]* = 1 = (21)?,
ou seja, 1 = 0 e, portanto, x = (0,0,---). Mas
Alz] = A[(0,0,---)] = (1,0,0,---) # (0,0,--+) =,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, A nao possui ponto fixo.

Exibiremos agora uma maneira de como podemos contornar esse problema.

Teorema 3.4.1 (Ponto fixo de Schauder). Seja K um compacto e convexo de F,

entao toda aplicagao continua T : K — K admite um ponto fizo.

Prova. Seja ¢ > 0. Pelo Lema podemos obter um subespaco de dimensao
finita F. C E e uma aplicac¢ao g. € C(K, F) tais que

|z —g.(z)]| <&, VzeK. (3:3)
Daf, pela compacidade de K, existem p(e) pontos de K, digamos y1, -+, yp(e) tais
que
p(e)
K C U B(yla 8)‘

=1

Mas, lembre-se que, da demonstragao do Lema [3.2.2] temos que

Fo=(yi Upte))

e
p(e)
Zl bi()y;
g-(x) = ) , veK
> bi(x)
As fungoes b; (i =1,--- ,p(e)) s@o fungoes continuas de K em R e verificam
p(e)
D bi(z) >0, VreK.
i=1
Assim, denotando por K. o fecho convexo (fechado) dos pontos yi,- -, Yp(e):

K. =conv{y:, - ,Ype)} C Fr.
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Temos que K. é um compacto e convexo. Além disso, note que
g- € C(K, K.).

Dessa forma, considerando a restrigao de g. o T a K. C K, obtemos que (g. o T')|x.
é uma aplicacao continua, pois é composicao de fungoes continuas. Além disso, a
aplicacdo (g. o T')|k. esté definida em um compacto convexo K. nele mesmo, pois
g- ¢ uma combinacao convexa. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
(Teorema [2.2.1)), (g- o T)| k. tem um ponto fixo em K. Assim, existe y. € K. C K

tal que
Ye = ge(T(y€>>‘

Como K é compacto, pode encontrar uma sequéncia ¢, — 0 e tal que y., -y € K

(a menos de subsequéncias). Dai, como T é continua e por ({3.3]), segue que

ly=TWI = Ny =ven + (9en © T W) = Tlwe,) + T(we,) = T(W)l
1Y = Yeoll + 1109, 0 T)(¥en) = T (el + T (%e,) = T (W)

< =gl +en + 1T W) — T

IN

Portanto, y = T'(y), ou seja, y é um ponto fixo de T [ ]
Podemos dar uma outra formulagao do Teorema do Ponto Fixo de Schauder em

termos de operadores compactos. Vejamos o seguinte corolério:

Corolario 3.4.1. Sejam ) um fechado, limitado e convexo de E ¢ S : () — Q) uma

aplicagao compacta. Entao, S possui um ponto fixo.

Prova. Como @ ¢ limitado e como S é compacta, entao S()) é um compacto e

S(Q) CQ,

pois @ ¢é fechado. Dali, considerando

K = conv((5(Q))

o fecho convexo de S(Q)), temos desde que @ é fechado e convexo que
K CQ.
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Logo, S|k : K — K é continua e K é um compacto convexo. Portanto, S admite

um ponto fixo em K C Q. [

Observagao 3.4.1. Apresentaremos agora uma outra demonstra¢io para o Coro-
lario [3.4.1], usando o grau de Leray e Schauder e o Teorema do Prolongamento de
Dugundji (Veja Tese do Berestycki [3]).

Prova. Primeiramente, faremos o caso em que ) = m Desse modo, ou S
admite um ponto fixo sobre 0Q ou o grau d(1;— S, B(0,7),0) estd definido e € igual
a 1. De fato, se S(xg) # o, Yo € 0Q, entiao (Ig — S)(xg) # 0, Vo € 0Q. Além

disso, consideremos a homotopia
H(z,t) =2 —tS(x), comtel0,1].

Observe que

S(z,y) =tS(z) € Q(B(0,r) x [0,1], )

H e C(B(0,r) x[0,1], E).
Logo, pela invaridncia do grau por homotopia compacta, temos que
d(l; — S,B(0,r),0) = d(I4, B(0,r),0) = 1.
Portanto, pela propriedade de existéncia de solugdo, existe x1 € B(0,r) tal que
(Ia = S)(x1) = 0,

ou seja, S admite um ponto fixro em Q@ = B(0,7). [

No caso geral, utilizaremos o sequinte resultado:

Teorema 3.4.2 (Teorema do Prolongamento de Dugundji). Seja A um fechado
em um espa¢o métrico X e C' um convexo de um espago E localmente convexo e
separdvel. Assim, toda aplicacao continua de A em C admite um prolongamento

continuo de X em C.

Prova. Considerando

K = conv(S(Q)) C Q
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convexo compacto e limitado. Fxiste um r > 0 tal que

K C B(0,r).

Desse modo, S € uma aplicacao continua de K em K e admite um prolongamento
continuo S de B(0,r) em K. Assim, de acordo com o que fizemos anteriormente,

S possui wm ponto fixo em B(0,7), isto €,
x = S(x),
onde x € Q) e x € um ponto fixo de S. [ ]

Corolario 3.4.2 (Teorema do Ponto Fixo de Schaeffer). Seja S : E — E uma

aplicagao compacta. Suponha que exista um numero real r > 0 tal que se a igualdade
u=ocS(u)

vale para uw € E e o € [0,1] implica ||u|| < r, entdo S admite um ponto fixro em
B(0,7).

Prova. Seja P a projecao radial de E sobre B(0,r), isto é,

U yselz|| <r
P(u) =
T-L , se ||z]] > .
[l

Note que PoS é uma aplicagao compacta de B(0,r) em B(0,r), pois ¢ a composi¢ao

de uma funcao continua com uma compacta. Além disso, P o S admite, portanto,

um ponto fixo £ € B(0,r), ou seja,

(PoS)(¢) =¢.

Dai, se [|S(€)|| < r, entao
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onde EGEIN o € [0,1]. Mas,
(Po5)(€) = P(5(€) =¢&.
Logo,

donde, por hipotese, devemos ter ||£|| < r, pois £ = aS5(€), entdo ||£]| < r, o que &
uma contradi¢ao. Logo, s6 temos o primeiro caso e, portanto, S admite um ponto

fixo em B(0,7). n

Corolario 3.4.3. Seja S uma aplicagio compacta de W em E tal que
S(0B(0,7)) C B(0,7).

Entao, S admite um ponto fizo.

Prova. O operador

T=So0P,

onde P é a projegao radial sobre B(0,7) é compacto de E em E (anélogo ao que
fizemos antes) e satisfaz as hipoteses do Teorema de Ponto Fixo de Schaeffer. De
fato, basta mostrarmos que se u = 0T (u), u € F e 0 € [0, 1], entao |Jul| < r. Com

efeito, se ||ul| > r teriamos
u=0S(P(u)) e P(u) € 9B(0,r)

donde, por hipotese, S(P(u)) € B(0,7) e u € B(0,r), o que seria uma contradigao.

Portanto, 7" admite um ponto fixo em B(0,r), isto ¢, existe £ € B(0,r) tal que

donde ¢ também é ponto fixo de S. [ ]
O seguinte corolario é uma versao nao-linear do Teorema do Ponto Fixo de Scha-

effer:
Corolario 3.4.4. Seja T : [0,1] x E — E uma aplicagao compacta tal que
T0,u) =0, YucekL. (3.4)
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Se existe r > 0 tal que a 1gualdade
u="T(o,u),

parau € E e o € [0,1], implique ||u|| < r, entdo, para todo o € [0,1], T'(o,-) admite

um ponto fizo em B(0,r).

Prova. Como T é uma aplicagao compacta de [0,1] x B(0,r) em E. Por hipotese,

para todo u € dB(0,7) e para todo o € [0, 1], tem-se
u="T(o,u)#0.

Logo, o grau d(I — T(o,-), B(0,7),0) esta definido, independe de o, é constante e

igual a 1, pois para o = 0, temos que
d(I; — T(0,-), B0,r),0) & a(1, — 0, B(0,7),0) — d(I, B(0,7),0) = 1.

Assim, para todo o € [0, 1], T'(o,-) tem um ponto fixo em B0, 7). [ |

3.5 Existéncia de solucao para um problema subli-
near

Apresentaremos agora uma aplicagdo do Grau Topologico de Leray e Schauder,
do Teorema de Ponto Fixo de Schauder (Teorema [3.4.1)) e do Teorema do Ponto
Fixo de Schaeffer (Coroléario [3.4.2) em Equacoes Diferenciais Parciais.

Consideremos o seguinte problema eliptico:

—Au = f(z,u), em Q;
(P)
u =0, sobre 0f)

em que {2 é um aberto e limitado de R" e f: ) x R — R é uma funcao continua

satisfazendo a condi¢ao de crescimento
(fo) Existe C' > 0 tal que |f(z,s)] < C(1+s|), Ve € Q,VseRedc0,1).

Nosso objetivo aqui é mostrar que o Problema possui pelo menos uma solucao

fraca.
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Definicao 3.5.1. Dizemos que uma funcao u : £ — R € uma solucao de se

u € Hy(Q) e vale a sequinte igualdade:
/ VuVv = / flz,u)v, Vv e Hy(Q).
Q Q
ou, simplesmente, Vv € C5°(2) por causa da densidade.

Vale salientar que aqui consideraremos o espaco de Sobolev Hé(Q) munido com

a norma do gradiente, ou seja, com a seguinte norma

ol = ( |Vu|2)5, ue Hi(9).

Teorema 3.5.1. Sob a hipétese 0 problemapossui pelo menos uma solucao

fraca.

Prova. Faremos a demonstracao para o caso em que 6 = 2 pois o caso geral é uma
pequena variacao desse caso, isso porque, ambas as afirmacoes continuam validas a
menos de pequenas alteracdes. Afim de provarmos o Teorema acima, Vv € Hy(Q),

considere o seguinte problema linear

—Au = f(z,v) , em €
(P)
u=20 , sobre 0f2.

Afirmacdo 3.5.1. Para cadav € Hy(Q), o pmblema possui uma unica solugao

fraca.

Com efeito, basta ver que se v € Hy(2), entdo f(z,v) € L*(Q). De fato, pri-
meiramente note que desde que f seja continua e v seja mensuravel, entdao f(x,v) é

mensuravel. Por outro lado, usando |( /o), temos que

Jueor < [ (- (1+108))
= /QC'l?-<1+|v|§>2

< 2cf.ym+2c§-/yv|
Q

< Q.
pois como o dominio é limitado, segue que
H(Q) < LY(Q).
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Portanto, agora, aplicando o Teorema da Representacao de Riez concluimos a Afir-
magao [3.5.1 De posse da Afirmagao [3.5.1], podemos definir a seguinte aplicagao
F: Hy() — Hy(Q) tal que

Fv)=u

onde u é a unica solugao de |(P,). Vale salientar que tal aplicacdo é conhecida
como Operador Solugao. Deduziremos agora algumas propriedades da aplicagao F'.

Primeiramente, note que
s f(z, )] < Cy <|s| + |s|%) <0, (1 + |s|%> , VreQeVseR, (3.5)
pois se |s| < 1, entédo
Cr (sl +1s1) < & (14 1512).
e se |s| > 1, entao
o (|s| + |s|%) < (|s\% v ys|%) <20, (1 + |s|%) .
Assim,
s+ flw,s) <201 (1+]s]2) = o (14 s]2)),

onde Cy = 2.
Afirmacao 3.5.2. A aplicacio F é compacta.

Pela Defini¢ao queremos mostrar que F' leva toda sequéncia limitada (z,,)
de Hy(Q) numa sequéncia (F(z,)) que possui uma subsequéncia convergente. De
fato, seja

(vn) C Hy(Q)

uma subsequéncia limitada. Daf, como Hj(f2) é um espaco de Hilbert o que implica
que é reflexivo e, portanto, (v,) convergente na topologia fraca. Logo, a menos de
subsequéncia

v, = v em Hy(S).

Assim, pela imersao compacta
Hy () = LY(Q),
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para 1 <t < 2%, temos que

v, = v em L'(Q).

Sejam
(

—Au, = f(x,v,), em §2;
u, = F(v,) <=
Up = 0, sobre 0f2.

—Au = f(x,v), em €Q;
u=F(v) <
u =0, sobre 0f2.

Observe que como u,,, u sao solugoes dos problemas acima e, portanto, temos que

T— stévmwm—f@wmw—ur

3
< ([ 15 = f@0R) o - ul
3
< ([ 1#0) = ool ) Ko~
Q
onde |[ul|* = ||Vul|5 e na tltima desigualdade estamos utilizando a desigualdade de

Poincaré, na qual K é uma constante positiva. Além disso, fazendo um raciocinio
analogo ao que ja fizemos antes e utilizando o fato de que (v,) estd em L' pela

imersao continua, temos que ela é limitada e, portanto,

[ 1P <2ciiol+ 20 [ ol <c
Q Q
e, analogamente,

|f(z,v) — f(z,0,)]* < 4C) + 2C, |v,| + 2C|v].

Desde que v,, — vem L'(Q), entdo existe g € L'(€2) tal que a menos de subsequéncia,
temos

lun] < g, qt.p. em )

vy, = v, q.t.p. em Q.
Portanto, como f(z,s) é continua, obtemos
F(@0) = f@0) =0, qtp. em O
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|f(z,0) — fz,v,) P <4C1 + 2019 + 2C1 || € L'().
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
[ @0 = s =0,
o que resulta em
|up —ul| =0 = F(v,) = F(v), em Hj(Q)

ou seja, F' é compacta.
Afirmacao 3.5.3. A aplicacio F € continua

Basta observar toda aplicacao Compacta é Continua.

Afirmacgao 3.5.4. Fxiste R > 0 tal que
u # tF(u)
para todo t € [0,1] e |jul| = R.

Vamos argumentar a demonstragao da Afirmg¢ao por contradi¢ao. Para isso,
suponhamos que para todo R > 0, existe tz € [0,1] e ug € H(Q) com |jug| = 1
tal que

UR = tRF(uR).

Veja que tg # 0 e

_AUR = tRf(«T, UR) , em Qa
Up = tRF(uR) <~

ur =0 , sobre 0f2.

Além disso,
R? = ||lugl]®> = /QVURVUR
= tR/Qf(%UR)UR
C’Q\Q|+C’2/Q|u3\3.
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Dali, da imersao continua

HY(Q) < L2 ()

e da ultima desigualdade, temos que
R? < Co|Q| + Csjug|2 = Co|Q| + C5R2

e fazendo R — oo, obtemos uma contradicao e a afirmacao [3.5.4] estd provada.

Feito esses passos, agora concluiremos a demonstracao do Teorema usando a
Teoria do Grau Topolégico de Leray e Schauder. De fato, pelo R > 0 da Afirmagao
, definamos G : [0,1] x B(0, R) — H(Q) tal que

G(t,u) =tF(u)

em que B(0,R) = {u € H}(Q); |u]| < R}. Primeiro, observe que, para todo
t € [0,1], G(t,-) é uma aplicacdo compacta pela afirmagao [3.5.3] Nao é dificil
constatar que a aplicagao

t— G(t,-)

é continua de [0, 1] em Q(B(0, R), Hy(Q2)). Portanto, G € Q([0,1]x B(0, R), H3(Q)).
Ademais, a Afirmacao fornece que

u—G(tu) =u—tF(u) #0, Vtel0,1]e|ul=R.

Portanto,

H(t,u) =u— G(t,u)
¢ uma homotopia compacta. Assim,
d(H(t,-),B(0,R),0)=C R, Vte]|0,1]
e, portanto, parat =0 et = 1, otemos que
d(l; — F,B(0,R),0) =d(l4,B(0,7),0) =1#0.
Logo, existe u € B(0, R) tal que u = F(u), ou seja, u é solugao fraca de |(P)| [ |

Observacao 3.5.1. Observe que € possivel provar o Teorema |3.5.1| sem utilizar

a Afirmagao pois, por exemplo, poderiamos conclui-lo também utilizando o
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Teorema do Ponto fizo de Schaeffer (Coroldrio m Para isso, basta verificarmos
no lugar da Afirmagao que existe um r > 0 tal que se uw = tF(u), comt € [0, 1]
eu € Hy(Q), entio ||ul| < r.
De fato, como
—Au =tf(z,u), em S

u =0, sobre 0S2.

lul? = / £ w)u

NG

Co|Qf + Clful|"

Dai, como 0 € [0,1), temos que 0 + 1 < 2 e, portanto, existe r > 0 tal que ||ul| < r.
Assim, pelo Teorema do Ponto Fizo de Schaeffer (Coroldrio , temos que F

possui um ponto fixo, ou seja, o problema tem pelo menos uma solugao fraca.
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