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“Todos devemos dar o nosso melhor, seja qual for
a situacdo. Nunca desistir.”

(Stephen Hawking)



RESUMO

No presente trabalho, fizemos uma introducao as teorias de dimensdes extras de grande
escala, as quais preveem modificacdes para a interagdo gravitacional. Em seguida, fizemos uma
revisdo da teoria do decaimento alfa de Gamow e a aplicamos a um cendrio com dimensdes extras,
onde investigamos a influéncia de um potencial gravitacional modificado por uma lei de poténcia
sobre a taxa de decaimento dos nucleos radioativos. A partir deste modelo, utilizando dados
do decaimento alfa do Uranio, conseguimos estabelecer vinculos experimentais independentes
para os parametros do modelo de dimensdes extras, empregando a técnica de ajuste dos minimos
quadrados. Em nossa andlise, consideramos casos com até dez dimensdes extras e impomos

vinculos para o comprimento de Planck em dimensdes extras, [p, para cada um desses cendrios.

Palavras-chave: Potencial gravitacional modificado; Teoria de dimensdes extras; Decaimento

alfa.



ABSTRACT

In the present work, we introduced the theories of extra-large-scale dimensions, which
predict modifications to the gravitational interaction. Then, we reviewed the Gamow alpha decay
theory and applied it to a scenario with extra dimensions, where we investigated the influence of
a gravitational potential modified by a power law on the decay rate of radioactive nuclei. From
this model, using data from the alpha decay of Uranium, we were able to establish independent
experimental constraints for the parameters of the extra-dimensional model, using the least
squares fit technique. In our analysis, we consider cases up to ten extra dimensions and impose

constraints on the Planck length in extra dimensions, /p, for each of these scenarios.

Keywords: Modified gravitational potential; Theory of extra dimensions; Alpha decay.
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1 INTRODUCAO
Teorias de Unificacao e o Surgimento das Teorias de Dimensoes Extras

A mecanica cléssica, que dominou a fisica durante mais de 200 anos, as vezes
€ chamada de mecanica Newtoniana, em homenagem as trés leis de movimento formuladas
pelo fisico inglés Sir Isaac Newton nos anos 1660, publicadas pela primeira vez em seu livro
"Philosophiae Naturalis Principia Mathematica"[1]. Dentre as suas maiores contribuicdes a
ciéncia moderna, podemos afirmar que a Lei da Gravitagdo Universal de Newton revolucionou a
forma como os cientistas compreendiam os fenomenos da natureza. A lei da gravidade, publicada
em 1687, foi a primeira forga a ser descrita matematicamente([2, 3]. Esta estabelece que toda
particula no universo que possui massa atrai todas as outras particulas com uma forca que é
diretamente proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado
da distincia entre seus centros. Ao formular a lei, Newton demonstrou pela primeira vez que
todos os fendmenos no universo podem ser governados pelas mesmas leis, e estas sao leis que
podem ser modeladas[4].

As leis de movimento e gravitagdo de Newton se aplicam igualmente a todos os
objetos na Terra e aos corpos celestes. A publicagdo da teoria ficou conhecida como a "primeira
grande unificag@o", pois marcou a unificagdo dos fendmenos de gravidade descritos anteriormente
na Terra com os comportamentos astronomicos conhecidos na época. Um exemplo disto foi
o fato da lei da gravitacdo mostrar que as Orbitas elipticas dos planetas, descoberta feita pelo
matematico e astronomo alemao Johannes Kepler no ano de 1605[5, 6], poderiam ser totalmente
explicadas pelas préprias leis de movimento de Newton e uma forca gravitacional universal.

Vamos agora avancar na histéria para o comego do século XIX, época em que a
teoria eletromagnética estava em sua fase inicial. Nessa época, o valor da velocidade da luz ¢
era conhecido pelas experiéncias com observacdes astrondomicas dos satélites de Jupiter e por
medicdes terrestres feitas pelo fisico francés Hippolyte Fizeau usando uma roda dentada em
rotacdo rapida e um espelho, bem como as observacdes feitas pelo fisico e astronomo francés
Jean Bernard Léon Foucault com um espelho girante e outro fixo. O valor da permissividade
elétrica no vicuo & e da permeabilidade magnética no vicuo Uy também ja eram conhecidos,
sendo determinados por experiéncias puramente eletromagnéticas de Kohlrausch e Weber[7, 8].

Nesse mesmo periodo, dois sistemas diferentes de unidades de carga elétrica eram

usados, sendo um para problemas de eletrostética e outro para fendmenos magnéticos envolvendo
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correntes. Nesses sistemas de medidas, a carga elétrica possui unidades distintas e a razao entre
elas tem dimensao de velocidade. As medidas mostraram que essa razao possuia um valor
numérico precisamente igual ao valor da velocidade da luz. Naquala época, os fisicos observaram
que isso era uma extraordindria coincidéncia e ndo tinham como explicd-la utilizando as leis
conhecidas até aquele momento[8].

Em meio a essa importante discussdo entre teoria e experimento, no século XIX,
a fisica presenciou o surgimento do que € hoje conhecido pela comunidade cientifica como
a "segunda grande unificacdo". No ano de 1865, o cientista e matemdtico escoc€s James
Clerk Maxwell publicou o artigo "A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field", onde
ele apresenta a forma final das equagdes conhecidas hoje como equagdes de Maxwell[9]. As
equacdes de Maxwell unificaram com sucesso a Optica e o eletromagnetismo ao mostrar que
os fendmenos Opticos e eletromagnéticos sao de mesma natureza e hoje € considerado um dos
grandes triunfos da fisica[7]. Maxwell foi o primeiro pesquisador a entender verdadeiramente a
natureza fundamental da luz. Suas descobertas foram de tamanha importancia para o campo da
ciéncia que Einstein descreveu seu trabalho como "a mais profunda e mais frutifera contribui¢ao
que a fisica recebeu desde os tempos de Newton’.

Avancando alguns anos no tempo, chegamos ao comec¢o do século XX, periodo
marcado pelas incriveis descobertas feitas pelo fisico tedrico alemao Albert Einstein. A teoria
geral da relatividade (RG) de Einstein, apresentada pela primeira vez em novembro de 1915 no
artigo "Grundgedanken der allgemeinen Relativitdiitstheorie und Anwendung dieser Theorie in
der Astronomie”, foi além do que as leis conhecidas até aquele momento conseguiam explicar,
trazendo juntos tempo, espaco e matéria, e usando a gravidade para explicar o efeito de um
sobre o outro[10, 4]. A matéria curva o espago-tempo, como uma bola atirada sobre uma manta
esticada causa uma deformacgdo nesta. A forma como outros objetos e a luz se movem em
resposta a essa deformacgdo do espago-tempo chamamos de gravidade. Desse modo, assim como
uma bola pequena rolard naturalmente para a drea afundada da manta criada por uma bola grande,
um pequeno corpo em um espago gravitard naturalmente para um maior, restrito pela curvatura
do espago-tempo. Essa curvatura estudada por Einstein foi proposta muito antes pelo matemético
alemdo Bernhard Reimann, cujas ideias foram publicadas depois de sua morte em 1867-1868.
Contudo, Einstein foi muito além de Reimann em suas descobertas, pois conseguiu elaborar
equacdes para explicar e prever a curvatura.

ApOs apresentar a forma final da teoria da relatividade geral, Einstein dedicou a
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segunda metade de sua vida ao seu programa de teorias do campo unificado, vislumbrando
construir uma teoria robusta capaz de nao s6 combinar a sua teoria de campo gravitacional com
as equacgdes de Maxwell, mas também esclarecer o mistério quantico. Contudo, sua tentativa de
unificar as interacdes gravitacional e eletromagnética ndo teve tanto €xito como ele sonhava. De
toda forma, o programa de unificacao proposto por Einstein permanece relevante mesmo para
pesquisas atuais em fisica. Um exemplo brilhante disso € a teoria de Kaluza-Klein (teoria KK),
considerada um importante precursor da teoria das cordas.

A teoria de Kaluza-Klein € uma teoria classica de campo unificado de gravitacao
e eletromagnetismo construida em torno da ideia de um espaco-tempo com uma dimensao
espacial extra. Na época em que foi criada, as duas interacdes fundamentais conhecidas eram a
interacdo gravitacional e a eletromagnética. Foi apresentada pela primeira vez no artigo "Zum
Unitdgtsproblem in der Physik", publicado pelo matemaético e fisico alemao Theodor Kaluza em
1921[11]. No artigo, Kaluza propde a unificacdo entre a teoria do eletromagnetismo de Maxwell e
a Relatividade Geral de Einstein levando em consideragdo um espaco-tempo de cinco dimensdes,
onde Kaluza assumiu que a dimensao extra seria uma dimensao espacial. Posteriormente, em
1926, o fisico sueco Oskar Klein forneceu uma justificativa para explicar a razao pela qual esta
dimensdo extra € invisivel na nossa escala de comprimento, dando a teoria cléssica de cinco
dimensdes de Kaluza uma interpretacdo quantica, de acordo com as recentes descobertas feitas
na época por Heisenberg e Schrodinger[12, 13, 14].

Desde entao mais duas interacdes fundamentais foram descobertas, as interagoes
fraca e forte. A interacdo fraca € o mecanismo de interacdo entre particulas subatdmicas que
€ responsavel por certos tipos de decaimento radioativo de dtomos. O seu alcance efetivo esta
limitado as distancias subatdmicas[15]. A interagdo forte, por outro lado, é responsavel por unir
os protons e néutrons para formar os nucleos atdmicos. O seu raio de a¢cdo € o mais curto em
comparagio com outras interacdes fundamentais, sendo aproximadamente da ordem de 10~
metros.

Apb6s as descobertas destas interagdes, novas teorias propondo uma unificagao de
todas as interacOes fundamentais surgiram, e a grande maioria destas teorias exigem a existéncia
de dimensdes extras. A titulo de exemplo, podemos citar a teoria de cordas[16, 17]. Mais
recentemente, o tema de dimensdes extras ganhou um novo impulso com o surgimento das
teorias de branas[18, 19, 20, 21]. Segundo o modelo de branas, o espago tridimensional que

percebemos na nossa escala (chamado de 3-brana) € considerado como uma subvariedade que
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estaria imersa em um Universo dimensionalmente superior, denominado espago ambiente. Por
sua vez, a subvariedade contém a matéria e os campos 4-dimensionais usuais em um estado
de confinamento. A matéria estaria presa na brana, mas o campo gravitacional poderia se
espalhar por todas as dimensdes. O espago suplementar, constituido pelas dimensdes adicionais,
seria compacto e teria um raio caracteristico com um certo comprimento R. Essa hipotese
resulta em uma consequéncia importante, pois a teoria prevé que, devido a existéncia das
dimensoes extras, a for¢a gravitacional seria amplificada numa escala de comprimento muito
menor que R, o que poderia apresentar desvios da lei do inverso do quadrado da distancia para a
gravitacao[22, 23]. Dependendo dos aspectos do modelo utilizado, essa escala poderia ser até de

ordem sub-milimétrica sem apresentar inconsisténcias com dados observacionais.

O Processo de Decaimento Alfa

Atomos radioativos que se encontram inst4veis a nivel nuclear buscam estabilidade.
Para atingir um estado estdvel, esses &tomos acabam por emitir particulas e/ou ondas eletromag-
néticas em um processo conhecido como reagdes de decaimento. Quando ocorre naturalmente,
as radiacOes emitidas podem ser: alfa, beta e gama.

Niicleos pesados podem sofrer decaimento alfa. Um exemplo é a reacio U8 —
Th** 4+ a, em que o Uranio 238 decai no isétopo 234 do Tério e emite uma particula alfa
(nicleo de Hélio). No modelo de decaimento alfa proposto por Gamow([24], o nuicleo-pai (0
Uranio, no exemplo mencionado) € interpretado como um estado ligado entre o nicleo-filho
(Th) e a particula alfa. A energia cinética da particula emitida, E, que € constituida por dois
prétons e dois néutrons, depende da diferenca entre a massa de repouso inicial e final da reacao.
No interior do nucleo, a particula alfa é submetida a uma interag@o nuclear atrativa (descrita por
um pog¢o quadrado de potencial, como utilizado por Gamow). Na regido exterior ao nucleo, por
outro lado, a particula estard submetida a uma interacao elétrica Coumlombiana repulsiva.

A energia E da particula alfa € menor do que a altura do pogo, o que, de acordo
com as leis da mecanica cléssica, a impediria de aparecer na regio externa ao nicleo. Contudo,
devido ao processo de tunelamento quantico, hd uma probabilidade de que a particula alfa seja
emitida. O tempo de vida do nucleo-pai depende dessa amplitude de transmissdo, que pode ser
estimada usando-se a aproximagao WKB[25, 26].

O presente trabalho tem como objetivo principal procurar por tracos da existéncia

de dimensdes extras num dominio nuclear, investigando as possiveis mudancas no decaimento
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alfa de nucleos radioativos provocadas pela existéncia de tais dimensdes. A andlise serd feita
a partir de uma pequena mudanga na teoria de Gamow do decaimento alfa[24, 25, 26], onde
introduziremos uma pequena modifica¢do na energia potencial da particula alfa que é prevista
pela teoria de branas devido a um aumento do potencial gravitacional num espago com dimensdes
adicionais. Segundo o modelo de branas, o espaco suplementar, constituido pelas dimensdes
adicionais, seria compacto e teria um raio caracteristico com um certo comprimento R. Neste
cendrio, a interagdo gravitacional é amplificada para curtas distancias (r < R) e o potencial

148 onde § é o

gravitacional modificado serd dado por uma lei de poténcia proporcional a 1/r
numero de dimensdes extras[23, 27].

Desse modo, no cendrio de dimensoes extras, além da interacio Coulombiana (a
Unica considerada no modelo usual), uma outra interacao deve ser levada em conta durante o
processo de decaimento: a interacdo gravitacional entre a particula alfa e o nicleo. A partir disto,
pretendemos determinar os efeitos desse termo adicional sobre a taxa de decaimento dos nucleos
e confrontar as previsdes tedricas do modelo com os dados experimentais disponiveis. Com isso,
poderemos estabelecer vinculos independentes sobre os parametros dos modelos de dimensdes
extras.

Dividimos o contetudo deste trabalho em 4 capitulos. No capitulo I, Introdugao, foi
apresentado o contexto histérico sobre as principais unificacdes que aconteceram na fisica e
de que forma isso desencadeou o surgimento das teorias de dimensdes extras. Foram também
tracados os objetivos do presente trabalho, dentro desse contexto. No capitulo II, Fundamentagao
Tedrica, tratamos de uma revisiao sobre os fundamentos das teorias de dimensdes extras de
grande escala, em especial o modelo ADD. Além disso, fizemos também uma revisdo sobre a
teoria do decaimento alfa de Gamow e estendemos essa teoria a2 um cendrio com dimensdes
extras. No capitulo III, Resultados, apresentamos os possiveis efeitos provocados pela existéncia
de dimensdes extras sobre o processo de decaimento alfa e, apartir de um ajuste usando dados
experimentais do Urdnio, conseguimos impor vinculos experimentais para os parametros do
modelo utilizado. Finalmente, no capitulo IV, Conclusao, fazemos uma breve recapitulacdo de
todo o contetido apresentado ao longo do trabalho e argumentamos como os vinculos obtidos
para os parametros do modelo utilizado sdo relevantes. Apresentamos também uma perspectiva

para futuras pesquisas na érea.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 O Potencial Gravitacional em Diferentes Cenarios
2.1.1 Potencial gravitacional cldssico

Vamos comecar determinando o potencial gravitacional Newtoniano e, em seguida,
iremos estender esse célculo para um caso geral de n dimensdes espaciais. Usualmente, em (3+1)

1

dimensdes ', o campo gravitacional g satisfaz a lei de Gauss para a gravidade:

V.g=—4nGp , 2.1)

onde p € a densidade de massa da matéria (massa por unidade de 3-volume).

Utilizaremos essa equacao para determinar o campo gravitacional de um corpo de
massa m com simetria esférica[15]. Para isto, considere uma 2-esfera S>(r) de raio r centrada em
torno de uma 3-bola B> (r), envolvendo um corpo massivo, também de raio r. Podemos definir

S? e B? de maneira simples da seguinte forma:

Sz(r) = x% —|—x% +x§ — 2 , 2.2)

B(r)=xt+x3+x3<r. (2.3)

Pelo teorema da divergéncia, temos

/33(V.g)d3V:7§2g~da. (2.4)

Utilizando a simetria esférica, o lado direito da equacdo acima nos fornece

jf g da= g Vol(§*(r)) = g, 4nr? (2.5)
S

onde g, é a componente radial de g e Vol(S?(r)) = 471> é a drea da esfera. Por outro lado, a
integral da densidade de matéria sobre todo o volume da 3-bola nos fornece a massa total do
corpo

/B (V- 8)d’V = —4nGm . (2.6)

' Esta notacfio é muito utilizada na literatura e significa que temos 3 dimensdes espaciais e uma dimenso tempotal.
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Portanto, para (3+1) dimensdes, o campo gravitacional é dado por:
gr=g(r)= —— = g(r)=——"1. (2.7)

A partir de g, podemos determinar o potencial. Usando o fato de que g € um campo conservativo,
podemos escrevé-lo em termos do gradiente de um campo escalar, que, neste caso, serd o
potencial gravitacional. Entdo,

g= V. 28)

Expressando o gradiente em coordenadas esféricas, a partir da Eq.2.8, é possivel determinarmos

0 campo escalar:

o(r)=——, (2.9)

que € a expressdo conhecida para o potencial gravitacional Newtoniano de um corpo de massa m

em um espaco-tempo 4-dimensional.
2.1.2 Potencial gravitacional (n+1)-dimensional

Agora, vamos utilizar o método da sec@o anterior para calcular o potencial gravi-
tacional gerado por um corpo de massa m em um espago com n dimensdes espaciais.? Ento,
consideremos novamente um corpo de massa m e uma (n-1)-esfera S"~!(r) de raio r centrada no
corpo de massa m, onde §"~!(r) é o contorno de uma n-bola B"(r). Analogamente ao que foi

feito anteriormente, podemos definir "' e B” de forma simples do seguinte modo:

S”_l(r):x%—kx%—{—---—{—x,%:rz, (2.10)

B”(r):x%—FX%-i-""i'X,%S’”Z- (211)

Para este cendrio, a lei de Gauss para a gravidade nos diz que
V.-g=—-4nGu1pn , (2.12)

onde G, € a constante gravitacional (n+1)-dimensional e p, é densidade de massa da matéria

(massa por unidade de n-volume)[16].

2 E importante esclarecermos desde ji que as dimensdes tratadas durante esta anélise serdo ndo-compactas

(espacos com topologia dos Reais).
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Integrando ambos os lados da Eq.2.12 sobre a bola B", obtemos

/ (V-2)d"V = 472Gy, / pud"V | (2.13)
n Bn

onde temos que a integral de p, sobre todo o volume de B" é a massa total do corpo. Assim

como anteriormente, o teorema da divergéncia nos diz que

/ (V-gd'V=4 gda=a,, (2.14)
n Sl’l—
sendo ®,, o fluxo de g através de S"~![15]. A integral do lado direito na Eq.2.14 nos fornece o
resultado:
g-da= g(r)\Vol(s" 1(r)) , (2.15)
s

onde Vol(S"~!(r)) é o volume da (n-1)-esfera. Usando a expressio para Vol(S"~'(r)) do

Apéndice A (Eq.5.13):

/21
Vol(S" ' (r)) = = —— 2.16
ol(s" () = “Fouray (2.16)
temos

@, = —4nG,m e D, =g(r)\Vol(S" (r)) . (2.17)

Com isso, chegamos ao seguinte resultado para o campo gravitacional:

2I'(n/2)G

g(r) = g(r)p = — 212 Gurram . (2.18)

Agora, vamos obter o potencial a partir deste resultado. O teorema fundamental para gradientes

nos diz que a integral de linha do gradiente de uma funcio escalar’® T sera[28]

/b(VT)-dl: T(b)—T(a). (2.19)
Usando a relagdo g(r) = —V ¢, teremos
~ [[¥0)-d1=~[9(r) (=) = —0) . 2.20)

Utilisando a expressao obtida anteriormente para g, obtemos

o(r) = — 2I'(n/2) Gpyym

- . 2.21
(n—2)m2—1m-2 (221

Este € o potencial gravitacional para longas distancias gerado por um massa m imersa em um

espaco de (n+1) dimensdes nao-compactas[15].

3 Calculada sobre uma curva C.
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2.1.3 Potencial gravitacional em um Universo com dimensoes extras compactas

Vamos determinar uma expressao exata para o potencial gravitacional produzido por
uma massa m em um Universo com dimensdes extras compactas. Para isto, utilizaremos o método
das massas imagens (ou massas topoldgicas), o qual nos permitird obter o potencial gravitacional
total gerado por cada uma das massas imagens do sistema no espaco de cobertura[16, 17]. Neste
caso, vamos considerar que as dimensdes extras sdo compactas com topologia circular e raio R.

No modelo de branas, o potencial gravitacional produzido por uma particula de
massa m em um espaco com & dimensdes extras nio-compactas, R> x R, segue uma lei de
poténcia:

o(r) = -2 (2.22)
|r — | 1+6
onde Gp € a constante gravitacional para este cendrio e r’ é o vetor que localiza a massa m.

Para um espaco suplementar com § dimensdes adicionais compactas, R3 x (S! x
.- x 81, a localizagido de um ponto qualquer nesse espaco é determinada a partir de suas
coordenadas (x,y,z,wp,---,wg). Entdo, neste caso, teremos que considerar os pardmetros extras
(wy,wp, -+ ,wg) para determinar a posicdo da massa m no espago suplementar. A 3-brana
corresponderia ao espaco em que w; =0, i = 1,--- 8. Suponhamos que a massa m esteja na

origem. Entdo, o seu vetor posi¢do serd dado por:
r' =(0,0,0,0,---,0) . (2.23)

O efeito da topologia compacta S' sobre o potencial pode ser simulado por meio de um conjunto
de massas imagens que se encontram espalhadas no espaco suplementar RY. Essas imagens
devem estar separadas entre si por um multiplo inteiro do comprimento da dimensdo extra (27R),

ou seja, para cada massa imagem, a sua posicao serd dada por:

X, . s =(0,0,0,27Rpy, - . 27Rps) , (2.24)
onde cada p; é um ndmero inteiro. A massa imagem (p1,---, pgs) produz um potencial gravitaci-
onal da forma

PN p— L — - (2.25)
’r—r;,h...,pé

No espaco ambiente, o vetor posi¢do de um ponto qualquer é dado por

r=(x,9,2,W,...ws) . (2.26)
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Com isso, podemos calcular a norma do vetor r — rﬁ,l e ps:

2
/ _ — R -
‘r_rphupﬁ‘ o <r rpl7"'7p§) (r rpl7"'7p5> ' (2.27)

Calculando o produto interno acima, € possivel mostrar que

1/2
= |2+ Z — (27R) p,) , (2.28)

/
P1y5Ps

‘l’—l‘

onde s> = x> 4+ y? +z>. Assim, o potencial gerado por uma tinica massa topolégica serd

G
Opi, s (T) = — o — . (2.29)

[SZ +Z§:1 (wj — (ZER)pj)z] 2

Portanto, o potencial gravitacional resultante € a soma dos potenciais produzidos por cada uma

das massas imagens

G
o =- Y cii — (2.30)

(1, ,p5)€L? [sz +Z?:1 (Wj - (Z”R)pJ')z} N

Podemos obter uma expressdo mais simples para o potencial gravitacional, notando que a fung¢ao
dada acima € periddica nas dire¢cdes transversais a brana, ou seja, com respeitos as coordenadas
w. Sendo assim, podemos representd-la como uma série de Fourier. Procedendo dessa forma,
podemos mostrar (ver Apéndice B) que o potencial pode ser reescrito na forma

Gpm wVol(S%2)
r (27R)®

Y e, (2.31)

kez8

¢o(r) = —

onde 2 =x2+y2+ 72 e kK2 = (ki/R)* + --- + (ks /R)*. Entdo, para obter a expressio usual
do potencial gravitacional Newtoniano com os termos de correcdes, concluimos que devemos

relacionar Gp com a constante gravitacional G Newtoniana:

GpmVol($972)

G= (27R)S (2.32)
Dessa forma,
G /
O(r) = ——2L Y ok (2.33)
" xezs

Este € o potencial na brana levando em conta que a brana estd imersa em um espago de dimensao

superior com & dimensdes extras compactas. Como uma primeira aproximagdo, podemos
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calcular a correcdo para o potencial tomando apenas os maiores termos, ou seja, 0s termos com
k' = 0e k' = 1. Portanto, obtemos
Gm _
o(r) = -2 (1 tae ’/R) . (2.34)
r

4

O fator a na Eq.2.34 diz respeito a degenerescéncia”, onde, neste caso, a = 26. A expressiao

acima é conhecida na literatura como uma expressdo do tipo Yukawa[27, 23].5-
Note que para r > R, o potencial Newtoniano usual é recuperado. O parametro
de Yukawa nos daria a corre¢ao para longas distancias. Por sua vez, para curtas distancias o

potencial seria dado pela Eq.2.22.

2.2 O Decaimento Alfa

No modelo de Gamow, o decaimento dos nucleos pesados € explicado com base no
processo de tunelamento da particula alfa através de uma barreira de potencial. Usualmente, o
problema do tunelamento € investigado na mecanica quantica aplicando-se o método WKB, que

iremos discutir a seguir.
2.2.1 Aproximagcdo WKB

A aproximacdo WKB, ou método WKB, é um método utilizado para aproximar a
solucdo de uma equacao diferencial cuja derivada de ordem mais alta € multiplicada por um

pequeno termo €[29]. Entdo, para uma equacdo diferencial da forma:

dny dnfly dy
e +a(x) e +--- —I—k(x)d—x +m(x)y=0, (2.35)
admitimos uma solu¢do da forma
l & o
y(x) ~exp | < Y 8"Su(x)] (2.36)
n=0

no limite 6 — 0.

4 Aqui, a degenerescéncia significa o niimero de dimensdes extras compactas que possuem 0 mesmo raio de
compactacdo R.

Em homenagem a Hideki Yukawa, primeiro japonés a receber um Nobel de Fisica, em 1949, por formular a
hipdtese dos mésons, baseado em trabalhos tedricos sobre forcas nucleares. O seu trabalho foi pioneiro sobre o
estudo das interacdes fortes.

Ao longo dos anos, a forma de Yukawa tem aparecido tdo frequentemente em estudos de fendmenos da natureza
que passou a ser chamada de Parametrizacdo de Yukawa.

5

6
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2.2.2 Aplicagdo do método WKB a equacdo de Schrodinger
Consideremos a Equacdo de Schrodinger independente do tempo em uma dimensao:

W dPy(x)
2m  dx?

+V(x)y(x) =Ey(x) . (2.37)
Podemos escrever a fungdo de onda y(x) como uma exponencial de outra fungio ¢ (x):
y(x) =90 . (2.38)

Com isso, ap6s algumas operacdes, € simples mostrar que, a partir da Eq.2.37, teremos

2_2m

0" (x)+ (¢'(x)) =7 V@) —E]. (2.39)

Agora, podemos supor que ¢ é complexa e separar ¢’ em termos de sua parte real e a parte

imagindria, introduzindo as fungdes reais A(x) e B(x):
¢'(x) =A(x) +iB(x) ,
onde

0 (x) = / :A(x’)dx’-l—i / :B(x’)dx’ .

Como y(x) = ¢?¥, a amplitude de v serd

X
exp [ / A(Y )dx'} . (2.40)
X0
Por outro lado, a fase de y sera
X
/ B(xX)dx' . (2.41)
X

0
Com isso, a Eq.2.39 ficard da forma
. . 2
A'(x) +iB' (x) + (A(x) +iB(x))" = I V(x)—E] .
Separando a equacdo acima em duas partes (real € imaginaria), temos

_2m

A'(x)+A%(x) —B*(x) = o V(x)—E], (2.42)

B'(x) +2A(x)B(x) =0. (2.43)
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Agora, expandimos A e B como uma série de poténcias em /i, onde consideramos as aproxima-
coes:
1 oo

Ax) == Y 1Ay (x) = le(x) +A(x),
h = h

B(x) = % ibh"Bn(x) R~ %Bo(x) + B (x) .

Com isso, das Eqs.2.42 e 2.43, é possivel encontrar as seguintes relagdes para os termos de
ordem 1/7?:
A3 —Bi=2m[V(x)—E] e AyBy=0. (2.44)

Se a amplitude variar lentamente em comparacao com a fase, podemos fazer Ag = 0 na Eq.2.44.

Ap6s alguns calculos, € possivel mostrar que este caso ird nos fornecer as seguintes aproximagoes:

Ax)=A(x)= %ln [2m (E—V(x))]_]/4 )

B(x) ~ %Bo(x) :I:%\/Zm (E—-V(x)).

Com isso, obtemos a seguinte aproximagao para a funcdo Y na regido cldssica:

C e:l:%j;;) 2m[E—V (¥')]dx’
v/2m[E —V (x)]

y(x) ~ , para E >V | (2.45)

onde C é uma constante[25, 26, 30].
Vejamos agora o outro caso. Se considerarmos que € a fase que varia lentamente em

comparacgdo com a amplitude na Eq.2.44, fazemos By = 0 e, com isso, obtemos as aproximacdes:

Alx) & %Ao(x) +A(x) = i% 2m[V(x) —E] + %m 2m(V(x)—E)]"'/*, (2.46)
B(x) ~ %Bo(x) +Bi(x) = %*o+o —0. (2.47)

Dessa forma, obtemos a seguinte aproximacgao para a funcdo Y na regido ndo-cldssica:

C o iy VIRV Elad & ol VOB oy g
/2mlV(x) ] 2m V() —E] |

v(x) ~ ,

(2.48)

onde C; e C; sdo constantes[31, 26].
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2.2.3 Tunelamento qudntico

No caso do problema do espalhamento de uma barreira retangular por uma particula
que se move no sentido positivo do eixo x, conforme mostrado na Figura 1, para a regido x < 0,

temos que a autofun¢do serd da forma:

vV2mE
-

y(x) =A™ 4 Be ™ k= (2.49)

Por outro lado, para a regido x > a a autofuncao sera
y(x) = Fe** (2.50)

onde A € a amplitude incidente, B € a amplitude refletida e F' a amplitude transmitida nas Eqs.2.49

e 2.50.

Vix) A
S R
__)_A
B —_—> F
0 a >x

Figura 1 — Espalhamento de uma barreira retangular com uma ondulacdo em cima. Fonte:
retirado da Ref.[26]

Para determinar a probabilidade de transmissdo, utilizamos a defini¢do de densidade
de corrente de probabilidade J:

J6) = 5 L) v ()~ () Sy @.51)

Com isso, podemos obter uma expressdo para a probabilidade de transmissao 7,

dada por:
k)

e

(2.52)

sendo J;(x) a densidade de corrente de probabilidade para a onda incidente e J;(x) a densidade

de corrente de probabilidade para a onda transmitida, dadas por

h d d .
Jix) = Zl—m Vi) () = W () i) | i) = A (2.53)
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d d ,
B0 = 5 W5V ) =W (5 w0 | L ) =R 2.5

Calculando J;(x) e J;(x), obtemos

hk hk, 5
Jilx) =—|A Ji(x) = —|F|*.
i) =""lAl" e Ji(x)=—|F]|
Com isso,
|F|?
T—=——. 2.55

Agora, para aregido 0 < x < a, temos que essa regido € nao-classica, pois (E < V) e, pelo método
WKB, temos que a autofunc¢ao serd dada pela Eq.2.48. Por simplicidade, podemos reescrever a

Eq.2.48 da forma

W)~ ehlf@ad P f (2.56)

onde f(x) = \/W . Se supormos que a barreira de potencial da Figura 1 € muito alta
ou muito ampla, a probabilidade de tunelamento serd pequena. Matematicamente, o que iSsO
nos diz € que o termo com o coeficiente C na Eq.2.56 (que aumenta exponencialmente) deve ser
pequeno. Portanto, na regido 0 < x < a o comportamento de y(x) é dominado pelo termo com a

exponencial decrescente na Eq.2.567, o que justifica o comportamento mostrado na Figura 2.

Figura 2 — Estrutura qualitativa da func@o de onda para o espalhamento de uma barreira alta e
ampla. Fonte: retirado da Ref.[26]

Dessa forma, na Eq.2.56 faremos

ll/(x) I~ ?(x) e_% Jo F(&dx (0 <x< a) ) (2.57)

Pelas condi¢des de contorno de v, temos que a mesma deve ser continua em x = 0. Assim, das

Eqs.2.49 e 2.57,

D D

= A+B~ .
f(x) f(x)
No caso limite de uma barreira infinitamente ampla, terfamos que o termo com o coeficiente C na Eq.2.56 seria
nulo.

A’ + B ~ (2.58)

7
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Pelas condicdes de contorno, y também deve ser continua em x = a. Entdo, das Eqs.2.50 e 2.57,

Db iirwix o pyika
f() f(x)

onde y = % Jo f(x)dx. Substituindo a Eq.2.59 na Eq.2.58, obtemos

~ Fe'ke? | (2.59)

A+ B~ Fe'*e? (2.60)
Considerando B ~ A na Eq.2.60, teremos
A+ B~ 2A = 2A ~ Fe*e? |

Para simplificar nossos resultados, podemos supor que

. F .
A~ Feke? —s o7 ~ Ze’ka . (2.61)

Na Eq.2.61, como ‘e”“" =1, entdo

F
L

Al
Portanto, substituindo esse resultado na Eq.2.55, teremos[26, 32]
2 1 ra
T~e " | y:£/ \/2m|[V(x) — E]dx . (2.62)
0
2.2.4 Teoria de Gamow do decaimento alfa

Em 1928, George Gamow, e também Condon e Gurney, usaram a Eq.2.62 para
formular a primeira explicacdo bem-sucedida do decaimento alfa[24, 31, 26]. O método utilizado
por Gamow pode ser desenvolvido da seguinte forma: o nticleo instavel € descrito como sendo
um sistema composto pela particula alfa (particula composta por dois prétons e dois néutrons,
cuja carga € 2e) e o nucleo residual (de carga Ze), sendo e a carga de um préton. Supomos que a
particula alfa e o nucleo residual formam um estado ligado porque interagem entre si por meio
da interag@o nuclear. Como a particula alfa e o nucleo residual tem carga elétrica positivas, eles
interagem também por meio de uma interacdo Coulombiana repulsiva. A partir disso, Gamow
teve a seguinte ideia para desenvolver sua andlise:

i) Igualar a energia potencial por meio de um pogo quadrado finito (para a forca nuclear atrativa)
estendendo-o para o raio r; (raio do nicleo).
ii) Unir esse potencial com uma cauda repulsiva coulombiana (ver Figura 3).

iii) Identificar o mecanismo de escape da particula como tunelamento quantico.
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V(I’) A

Coulomb repulsion

r

!
E \
!
f-1 r12

| _— Nuclear binding

,

Figura 3 — Modelo de Gamow para a energia potencial de uma particula alfa em um nicleo
radioativo. Fonte: retirado da Ref.[26]

Assim, para o ponto de retorno mais externo na Figura 3 (2), usando o potencial de
Coulomb, teremos a seguinte relacdo para a energia total £ da particula:

1 27Zé*

dwey

=FE. (2.63)

Agora, a partir da Eq.2.62, onde teremos que V = V(r), podemos encontrar ¥ com base nas

consideracgdes feitas anteriormente
1 [
Y= ﬁ/ 2m[V (r)— E]dr, (2.64)
A

2 . .
onde temos que V (r) = ﬁz% para a regido r; < r < rp, como mostra a Figura 3. Dessa forma,

das Eqs.2.63 e 2.64, teremos

1 /" 1 2Ze? V2mE (72 \/ry —
y:_/z om | —— 22 Elar= Y /2 amiiy vy (2.65)
. Awey 1 oo Jn T

Facamos agora a seguinte mudanca de varidvel na Eq.2.65:
r=rysin®u = dr = 2rysinucosudu . (2.66)

Dessa forma, € simples mostrar que

[5F

1
dr=nr [u + 3 sin(ZM)] . (2.67)
Da Eq.2.66,

i = arcsin ( L) . (2.68)

)
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A partir das Eqs.2.68 na Eq.2.67, apds algumas operacdes matemdticas, teremos

/r2 \/Tdr =nr {g — arcsin <\/g)] - m : (2.69)

1

Substituindo a Eq.2.69 na Eq.2.65,

Y= 2mE{r2{z—arcsin( r—lﬂ— ”1(’”2—”1)}- (2.70)
h 2 mn

Tipicamente, r; < r, €, com isso, podemos fazer uma aproximacao para pequenos angulos:

rp arcsin (1/r—1) %rh/ﬂ:\/rlrz , 2.71)
r r

1=ty = (1) & VAT 272)

sinf ~ 6. Dai,

Substituindo as Eqgs.2.71 e 2.72 na Eq.2.70,

V2mE [T
Y= ;ln [5"2—2\/?172} : (2.73)

Agora, analisando o primeiro e segundo termo no lado direito da Eq.2.73, podemos definir as

seguintes constantes[26]:

2
p
K = (4280) n . ™ 1,980 MeV'/? (2.74)

62 4\/% 1
K= VT 1,485 fm /2 2.75
2 47T8() h ) fm ( )

Dessa forma, a Eq.2.73 pode ser reescrita de maneira simples da forma[25, 26]

y4
~Ki— —K\/Zr . 2.76
Y 1\/E 2V Zry (2.76)

Tempo de vida do nicleo pai

Se considerarmos que a particula alfa esteja chacoalhando de um lado para o outro dentro do
nucleo (de raio 1) com uma velocidade média v, o tempo médio entre “colisdes” com a “’parede”

Lned SETA
21’1

Imed = —— -
v



30

Com isso, a frequéncia de oscilagdes serd

1 v

Uned 2r '

A probabilidade de transmissdo (escape) a cada colisio é de e~ 2%, como vimos na Eq.2.62.
Agora, a probabilidade de emissao por unidade de tempo P ¢ dada por
e 2y

P= =_—e¢ 2.
Ued 2ry

Portanto, o tempo de vida do nticleo pai 7 serd dado por

1 2r
T=— =21

= 2.77)

2.2.5 Dissipagao de energia no decaimento alfa

No decaimento alfa o niimero de prétons e néutros € conservado, pois estes sao
apenas rearranjados. Uma outra caracteristica do decaimento alfa € que o numero atomico Z do
nucleo-pai € reduzido em 2, enquanto seu nimero de massa A € reduzido em 4. A energia dissi-

pada no decaimento alfa aparece como a energia cinética da particula alfa e do nucleo-filho[33].

Sejam M), a massa do niicleo-pai; M; a massa do nicleo-filho e my a massa da

particula alfa. Pela conservacdo da energia, teremos
e=E; +Mpc2 e &€ :E,Q—{—Mdcz—}—macz , (2.78)

onde Ey e E; denotam as energias cinéticas totais do sistema antes e depois do decaimento,
respectivamente. Inicialmente, vamos supor que o nucleo-pai estd em repouso. Com isso,

devemos ter E; = 0 na Eq.2.78. Assim, pela conservacio da energia®,
Myc? = Ej+Myc* +mac* = E, = (M, — My —mg) > = Q. (2.79)

Nem todo nticleo pode decair por emissao alfa por causa da conservacao da energia. A partir da

Eq.2.79, vemos que o decaimento alfa ocorre se e somente se Q > 0.

2.3 O Decaimento Alfa num Cenario de Dimensoes Extras

A particula alfa e o nicleo residual também interagem por meio da for¢a gravitacional.

Acontece que a forca Newtoniana entre essas particulas € desprezivel quando comparada a forca

8 Na literatura, a notagdo Q é amplamente utilizada para a energia da particula alfa emitida.
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nuclear e elétrica. No entanto, como vimos nas se¢des anteriores, em um cendrio com dimensdes
extras, a interagdo gravitacional é amplificada em curtas distancias. Nessa se¢do queremos

investigar os efeitos dessa interagdo sobre o tempo de decaimento dos nticleos radioativos.
2.3.1 Teoria de Gamow em dimensoes extras

Em um espago com dimensdes extras compactas, assim como no caso usual, Eq.2.62,

a probabilidade de transmissdo 7" da particula continuaria tendo a mesma forma:

V2m (7
Tre 2V, y/:Tm/Z\/V(r)—Edr, (2.80)
r

onde agora’ rb € o ponto de retorno e a energia potencial da particula alfa V seria dada por
V(r)=Ve(r)+Vs(r), (2.81)

em que V¢ € a energia potencial de Coulomb e V; a energia potencial da intera¢do gravitacional

entre a particula alfa e o nucleo residual no cendrio de dimensoes extras, dados por:

1 2Ze? GpMm
“ime ¢ U ="Tns

Ve(r)

(2.82)

Na Eq.2.82, Z € o numero atdmico do ntcleo residual, e é a carga elementar, Gp € a constante
gravitacional para este cendrio de dimensdes extras, M é a massa do nucleo residual, m a massa

da particula alfa e 0 é o nimero de dimensdes extras.

9 Usaremos essa notacdo para evitar confusdes com o ponto de retorno usual, denotado por r».
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3 RESULTADOS
3.1 Novo Ponto de Retorno da Particula Alfa

Vamos agora determinar o ponto de retorno rj da particula alfa considerando uma
interacao gravitacional modificada, conforme a Eq.2.82. Primeiro, sabemos que1
—=E. 3.1
r
Agora, vamos supor r, = r, + dr, onde 8r é uma pequena variagdo em r;. Assim, r € definido
por

Ve(ry) +Vs(ry) = E . (3.2)

Como Vg contribui apenas com uma pequena modificagdo, pois estamos supondo que para a
escala que estamos trabalhando as dimensdes adicionais ndo causariam mudangas muito drésticas

na energia potencial da particula em relacdo ao modelo usual, podemos fazer

Vc(r/2> +Ve(rn) =E. 3.3)
Dai?,
K G 1 1 1 E G
2 Y _p— = — i T 3.4
EARES g maor n(torjn) K gt G4

Supondo Or < ry, podemos fazer a seguinte expansio na Eq.3.4:

1 1 1 or
—E e 3.5
rn(l+d8r/n) n ( r2> (35)

Dessa forma, temos

1 5r\ E G Er? G
r ( r2) K+Kr;+5 " ' K +Kr25_1 G0

Utilizando a Eq.3.1, é simples demonstrarmos que

G E5 —1
or=— . 3.7
K9
I Por simplicidade, vamos utilizar a notagio compacta: K = ﬁZZez.

2 Para simplificar nossa andlise, vamos usar a notacdo: G = GpMm.
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3.2 O Fator Gama Modificado

Sejam 7y o fator gama usual (Eq.2.64) e y/ o fator gama modificado, mostrado na
Eq.2.80. Supondo que Vi < V¢ para todo o intervalo [r1, 5], podemos considerar que Y7 = y+ 87,

onde 8y é uma pequena modificaco. Entio,

Sy=1y—7. (3.8)

Escrevendo 7y e 7 de forma explicita na Eq.3.8,

57/ (Vamyn) = [ VT Vo)~ Ear— [\ Ear
-/ Vel Vel Edr— | Ve~ Edr— [ \Velr)~ Ear
:/f [\/VC(I’)-I-VG(r)—E—\/Vc(r)—E] dr—/r/rzx/Vc(r)—Edr.

(3.9)

Agora, vamos utilizar um método andlogo ao calculo das variagdes para resolver a Eq.3.9. Para

isto, vamos definir a seguinte quantidade (andloga a uma Lagrangiana)[34, 35]:
L(V)=VV—-E. (3.10)

Dessa forma, qualquer variacdo em V resultard numa variacdo em L. Para uma pequena variacao

em V, podemos escrever
V' =V+8V=LV')=L(V)+6L. (3.11)
Escrevendo de forma a evidenciar 6L,

SL=L(V)—LWV)=VV —E-\VV—E=+\V+8V—-E—-VV—E. (312

Comparando as Eqs.3.9 e 3.12, podemos fazer a seguinte identificagado:
V=Vc e oV=V;. (3.13)

Vamos agora desenvolver a Eq.3.9. Expandindo 6L em série de Taylor em torno de V, temos

A J ! 1 82 / 2
SL=68L(V')=68L(V)+ {W (6L(V ))] V/:V5v+5 [W (6L(V ))1 o (6V)"+--
—o+ | @ 5V + 1 o L(V' 5V)?
= +[3—V/(( ))} o +§{W(( ))] I CIOMe

oL 19%L )
:_8V5V+§_8V2 (V)" +---,
(3.14)

3 Intuitivamente, esperamos que 87 < 0, pois o potencial gravitacional Vi contribui negativamente para y/.
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onde

1 1 2L 1 1
! - - 3.15
2\/Ve—E ¢ 9v2 4 (Ve —E)/ (3.15)

v

Vamos agora analisar a ordem dos primeiros termos da expansao na Eq.3.14 dentro do intervalo

de integragdo [ry,r5]. Entdo,

i) Primeiro termo: 8L}y = g—é5V.

0V =V ~ O(G) para todo o intervalo.

aL _1_ 1 -
NI onde V¢ (r) — E ~ O(G) apenas em torno de r5, pois Vg < V¢ para
r<r<rheVe(ry) —E = —Vg(r}).
Portanto,

oL 0(G'/?), em torno de r}

O(G), no restante do intervalo.

O intervalo onde a variacdo da Lagrangiana é de ordem G'/? 6 um dominio curto, com tamanho

da ordem de G. Denotando esse intervalo por 6/, podemos concluir que

L 0(G*/?), integrando em &1
/SL(I)CZI” = /3—5Vdr ~
v O(G), integrando em [ry, 7] — 1.

Retornando a Eq.3.9, temos que
r
/ VVe(r) —Edr ~ 0(G¥?)
r

pois /Ve — E ~ O(G'/?) em torno de 7 e [}, 2] ~ O(G). Com isso, concluimos que o primeiro

termo de aproximagdo 3}/(1 ) serd do tipo:
811y =0(G) +0(G*?) .

ii)Segundo termo: 8Ly = 0°L (5V)2.

—ov?
(8V)? = V2 ~ O(G?) para todo o intervalo.
% = —%W, onde V¢ (r) — E ~ O(G) apenas em torno de r5.
c\r)—
Portanto,
2L 5 O(G'/?), em torno de r}

0(G?), no restante do intervalo.
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Como 61 ~ O(G), concluimos que

o2L 0(G*?), integrando em 81
/5L(2)dr: W(SV)zd}’N
v O(G?), integrando em [ry, rh] — S1.

De forma geral, para uma ordem n, é possivel demonstrar que

n 0(G>/?), integrando em 81
stodr= [ 2L syyrar~ d 0
(n) ovn

O(G"), integrando em [ry,7r5] — 81.
2

Com isso, podemos concluir que 87 ~ O(G) + O(G*/?). Dessa forma, a primeira aproximagio

para 87 pode ser calculada da seguinte forma:

_V2m oL V2m [

1 Vg(r)
r=
R J, av nl,

o I/
4 2./Ve(r)—E

Considerando apenas os termos de ordem G, o que coincide com

_m 21 Vg(l’)
=5, [§—V< &

) E (3.16)
c(r) —

3.3 Analise de 6y para Alguns Cenarios com Dimensdes Extras

Vamos agora resolver a Eq.3.16 para alguns diferentes cendrios com 0 dimensdes

extras, considerando o caso em que r; < r;.

1) Para 6 = 0 (sem dimensao extra): Vg(r) =

Va1 v
o= /rl 2.\ /Ve(r)—E

_GpMm _ _ G
r - r-’

1vV2m 2 G/r

“2n kg

Usando a relacdo % = E, é simples mostrar que

oy=— hz\;nfGarctanM:—?—l ) (3.17)

No limite r| < rp, a Eq.3.17 se torna

_n\/ZmG: y__n\/ZmGDMm
2 WE 2 m/E

(3.18)

2)Parad = 1: Vg(r) = —%.
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rn

2 /K
——4/——E
KV r

r

Ap6s algumas operagdes matematicas, € possivel mostrar que

V2mE G r3/2
§y=--> E7 l/2(1—r1/r2)1/2. (3.19)
r
No limite r| < r, a Eq.3.19 se torna
3/2
\V2mE GpM
§y— — Y2mE GoMmry (3.20)

I+1 1/2
h Erl r2/
3) Para 0 = 2, assim como foi feito para o caso anterior, podemos mostrar que no limite r| < ry,

5  1V2mE GpMm1? G321
T m R '

4) Para § = 3, é possivel mostrarmos que, no limite r; < r,, teremos

5y_ _ L V2ZmE GpMm P2 322
TS e n '

Portanto, de forma geral, para & dimensdes extras, € possivel mostarmos que

5y | V2mE GoMm nC L [amrGpMm o
(20—1) n Eri+5 ré/z 26—-1)V Enr hr? ’ o '
Como K = Ery = -—2Ze?, podemos reescrever a equagio acima da seguinte forma:

- 471:80

1 drnegmr GpMm
o0y=— \/ 0=1,2,3---. 3.23

3.4 Anilise de 6y Mantendo os Termos de Ordem r| /r;

Fagamos agora a andlise dos possiveis valores de 3y para alguns cendrios de dimen-
sOes extras, no limite r; < ry, considerando os termos até a ordem r; /r;. O desenvolvimento
serd andlogo ao que foi mostrado na sec@o 3.3. Entdo, consideremos a seguinte expansao em

série de Taylor de uma fun¢do f(x) em torno de x = 0:

1 1 3
=14 x+-x2+--. (3.24)

T =g =

1) Para § = 1, a partir da Eq.3.19, podemos expandir (1 —r| /ry)'/2:
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3/2 2
2mE GpM 1 1
Sy= Yo" 1)2mri/2 1__2__(ﬂ> 4. (3.25)
h Ery r 2rp 8\ n
Considerando os termos de ordem até r; /r, na Eq.3.25,
3/2
V2mE GpM 1
Sy~ — Y 2L (1—-’-1) . (3.26)
h Erj r 21
2) Resolvendo a integral da Eq.3.16 para 6 = 2, obtemos
§y— —LV2mE GpMm i [L4r/ra=2(r1/r)¥] (3.27)
3 h Er% r;/Z (1—?‘1/)’2)1/2 '
Usando a expansdo da Eq.3.24 na Eq.3.27 e considerando os termos de ordem ry/r,
3/2
1 v2mE GpM 3
Sym — - YAMEUDEIMIL () 2T (3.28)
3 h Erf r;/z 21

3) Considerando 6 = 3, assim como foi feito para se obter a Eq.3.28, é possivel mostarmos que

1 V2mE GpMm 1} (3 5 rl)

15 n Erf P 2r)

(3.29)

De forma geral, para um niimero qualquer § de dimensdes extras*, com um certo esforco, é

possivel mostarmos que, no limite r; < 7,

o 1 [4dmegmr; GpMm B B neor E B
(3.30)

Como vemos na Eq.3.30, por meio desta andlise a modificagdo do fator gama, 87, apresenta uma

dependéncia que é diretamente proporcional a energia da particula alfa emitida.

3.5 Ajuste pelo Método dos Minimos Quadrados

Vamos agora, como um exemplo, aplicar o que foi desenvolvido na Se¢do 3.3,
Eq.3.23.5 Para isto, é mais conveniente escrevermos a constante gravitacional Gp em termos do

comprimento de Planck em dimensoes extras, lp, onde temos a seguinte relacao[16, 15]:

248 _ hGp
c
4 Usando novamente a relacio do ponto de retorno da particula: E = ﬁ 2{;2 .

> Deixaremos para um futuro préximo a anélise da modificacdo obtida na Eq.3.30.
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sendo & o numero de dimensdes extras.
Em um cenario com dimensdes extras, de acordo com a nossa analise, o decaimento

alfa de nucleos radioativos pesados aconteceria em um tempo 7T dado pela seguinte relagdo:

2r
_e2y/ 7
1%

= (3.32)

onde ¥/ = y+ 87, com 6y dado pela Eq.3.23, e v= \/2E /m, em que v € a velocidade (média) da
particula alfa emitida e E € a energia da mesma. Consideremos também que o raio do nicleo-pai,

r1, pode ser escrito da seguinte forma:
ry= roAl/3 fm, (3.33)

onde A € o nimero de massa do nicleo-pai e ry estd em femtdmetro[36, 37, 38, 39]. Escrevendo

os termos da Eq.3.32 de forma explicita, temos

V2 2K\ Z 4 Ip)*° M.
= WV exp | =2 — 2K /Zr — 6 meomry (1) e (3.34)
VE P\ VE s-1)V 2
Tomando o logaritmo em ambos os lados da Eq.3.34,
53
1 2K\Z 4megmry (lD)2+ c°Mm
InT=1In (r \/Zm) +1In <—> + ——-2K)\VZr — .
! VE) VE 77 (28 AR nr)
(3.35)
Por simplicidade, denotemos os termos da Eq.3.35 da forma:
y = In7,
- L
t Ve %) Zr| — [ 4megmry (1 )2+5C3Mm
Com isso, a Eq.3.35 pode ser escrita de uma maneira mais simples:
y=a+Inx+2KZx . (3.36)

Agora, para um conjunto de N medidas (7;, E;, M;),i =1,2,--- /N, teremos

yi = InT;,
o= TE’ )
_ Vo2 dxegmry; (Ip)* 0 A Mm
cl, — ( ) 2K2 Z rll 26 1 Z[€2 L hzrl ’
i

onde ry; = roAl.1 /3 fm. Dessa forma, a partir da Eq.3.36, podemos utilizar o método dos minimos

quadrados e definir o qui-quadrado reduzido[40, 41]:

—Z i —ai —Inx; — 2K\ Zix;)? (3.37)

&
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onde d € o nimero de graus de liberdade do sistema. Neste caso, as varidveis livres para o
ajuste sdo rq e Ip. Agora, consideremos, por exemplo o decaimento alfa do Uranio (ver os dados
utilizados para o ajuste no Apéndice F)[42, 43].57

Seja )Zg o menor valor do qui-quadrado reduzido encontrado no ajuste para um
determinado valor de rg e [p. Fazendo ry varrer valores entre 1,0 fm e 2,0 fm (intervalo tipico de
valores para rg visto na literatura[38, 39]) e /p varrer uma grande regido de valores, obtivemos
como resultado os valores de )Zg mostrados na Tabela 2 abaixo para os valores de rg e Ip
indicados[44]. Fizemos também um ajuste para o modelo usual de Gamow considerando apenas

ro como o parametro a ser ajustado (ver Tabela 1).

Tabela 1 — Ajuste pelo método dos minimos quadrados para o modelo usual de Gamow.

ro(fm) | %5
1,452 | 1,44281

Tabela 2 — Ajuste pelo método dos minimos quadrados para o modelo com & dimensdes extras.
Os valores para rq e [p mostrados s@o os que minimizam o qui-quadrado reduzido da
Eq.3.37. Para 0 > 4, considerando o valor minimo do qui-quadrado reduzido como
critério, os valores de /p mostrados sdo os limites superiores, pois € permitido que
Ip possua valores menores do que os mostrados na tabela mantendo o qui-quadrado
reduzido praticamente constante.

§ [ro(fm) [ Ip (m) X

1 | 1,003 | 5,4x10°177 |1,272053
2 | 1,039 | 2,3x10°1® | 1,508168
3 | 1,126 | 4,9x10°10 | 1,723505
4 | 1452 | <3,2x10718]1,731372
51 1,452 | <1,1x10°17 | 1,731372
6 | 1,452 | <2,5x10° 7| 1,731372
7 | 1,452 | <5,0x10°17 | 1,731372
8 | 1,452 | <9,0x10717 [ 1,731372
9 | 1,452 | <1,3x10710 | 1,731372
10| 1,452 | <1,9%x1071® | 1,731372

Como vemos na Tabela 2, os melhores valores de ry encontrados para até trés
dimensdes extras sdo ligeiramente menores do que o valor encontrado utilizando o modelo de

Gamow sem modificacdes. A partir de quatro dimensdes suplementares, o ajuste apontou que o

Para cada elemento, a Eq.3.37 nos diz que Z; = Z € o mesmo para todos os dados. No caso do Urénio, Z = 92.
E mais comum encontrarmos dados experimentais referentes ao tempo de meia-vida do niicleo, 71/,. No
Apéndice E, mostramos de que forma 7, esté relacionado com o tempo de vida.

7
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melhor valor para ro em cada cendrio coincide justamente com o seu valor obtido por meio do
ajuste do modelo usual, ry = 1,452 fm.

Por outro lado, olhando agora para os valores de /p na Tabela 2, notamos que em
cada cendrio o valor do comprimento de Planck em dimensdes extras ficou entre as ordens de
10~ e 10~'7 metros, com excecdo apenas para o cendrio com quatro dimensdes extras, onde o
valor encontrado para [p é da ordem de 10~ '3 metros.

Comparando os valores do qui-quadrado reduzido da Tabela 2 com o valor apre-
sentado na Tabela 1, notamos que, surpreendentemente, o valor calculado para o cendrio com
apenas uma dimensao extra € menor do que o resultado obtido utilizando o préprio modelo de
Gamow. Para outros possiveis cendrios, no entanto, o valor do qui-quadrado reduzido apresentou
uma piora em comparagdo ao cendrio sem dimensdes extras, com o qui-quadrado reduzido
resultando em valores maiores do que o obtido pela teoria de Gamow sem modificacdes. Além
disso, curiosamente, a partir de 6 = 4, o valor calculado do qui-quadrado reduzido permaneceu
0 mesmo para cada cendrio, )Zg =1,731372.

Para entender de que forma os valores de rg e [p se comportam para reduzir o qui-
quadrado na Eq.3.37, seria adequado fazer uma andlise gréafica da regido de ajuste representando

essas duas grandezas, o que faremos na proxima se¢ao.

3.6 Regiao de Ajuste para os Parametros rg e [p

As Figuras 4, 5, 6 e 7 mostram a regidio de ajuste para ro e Ip.® Como utilizamos os
valores de 7 medidas diferentes para o ajuste, e como temos duas varidveis livres, isso significa
que 0 nosso sistema tem cinco graus de liberdade (d =7 —2 = 5). Com isso, de acordo com o
teste do qui-quadrado para esse grau de liberdade especifico, a nossa regido de ajuste para rg € Ip
com 95% de confiancga fica definida como a regido na qual o qui-quadrado reduzido € limitado
pelo valor 2,2. A razdo € que, com 5 graus de liberdade, a probabilidade de se obter um valor
%% > 2,2 é menor do que 5%[40, 41].

Chamaremos de zona de rejei¢do com nivel de 5% a regidao na qual o valor do
qui-quadrado reduzido é maior que 2,2. Existe também a zona de rejei¢do com nivel de 1%, na
qual a probabilidade de se obter um valor do qui-quadrado reduzido maior que 2,8 (para 5 graus

de liberdade) é menor ou igual a 1%. No nosso exemplo, esta zona € a parte em branco fora da

8 As linhas de pontos horizontais que aparecem nas partes inferiores das figuras sdo causadas por limitacoes

computacionais, devido ao tamanho do passo de Ip para calcular cada ponto mostrado nas figuras.
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regido colorida das figuras.

Os dados experimentais utilizados como base para calcular cada ponto mostrado nas
Figuras 4, 5, 6 e 7 sdo referentes ao decaimento alfa do Urénio (ver Apéndice F). A escolha
de mostrar apenas os valores de r( entre 1,4 e 1,5 fm nas figuras foi devido ao fato do valor de
ajuste para ro da Tabela 1 estar neste intervalo. Para uma melhor interpretacao, optamos por
colocar no eixo vertical os valores do logaritmo (na base 10) do comprimento de Planck em
dimensodes extras, pois os valores de /p foram ajustados varrendo uma vasta regido, analisando
[p para vérias ordens de grandezas diferentes.

Como podemos ver nas Figuras 4, 5, 6 e 7, para ambos os cendrios, a largura da
regido de ajuste em torno de ryp = 1,452 fm se mantém a mesma. Por outro lado, olhando a parte
superior das figuras, notamos que ha um ’achatamento’ da regido de ajuste para valores de Ip
maiores, conforme aumentamos o nimero de dimensoes extras em nosso modelo. Além disso,
conforme r( se aproxima de 1,4 fm, observamos que a regido de ajuste fica cada vez mais estreita

a medida em que o ndmero de dimensdes extras aumenta.

T T T T
—16.5
—17
)
o]
-
I3
S sk .
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—18 + EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE -
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

1!4 1.41 1.&2 1.43 1.24 1.45 1.£6 1.47 1.48 1.49
ro [fm]
Figura 4 — Ajuste com 6 = 1. Em preto: regido de ajuste para rq € Ip. Em cinza: zona de rejei¢ao
com nivel de 5%.
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Figura 5 — Ajuste com 6 = 2. Em violeta: regido de ajuste para ry e Ip. Em laranja: zona de
rejeicdo com nivel de 5%.
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Figura 6 — Ajuste com 6 = 3. Em roxo: regido de ajuste para ry € Ip. Em rosa: zona de rejeicao
com nivel de 5%.
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Figura 7 — Ajuste com 8 = 4. Em azul escuro: regiao de ajuste para rg € Ip. Em azul claro: zona
de rejeicdo com nivel de 5%.

3.7 Raio de Compactacao das Dimensoes extras

A partir dos valores de /p da Tabela 2, podemos usar a seguinte expressao que

relaciona o tamanho das dimensdes extras (27R) com o comprimento de Planck, /p[16, 15]:
137 =12(27R)° (3.38)

onde [, = 1,616 x 1073> m é o comprimento de Planck usual e R é o raio de compactacio das
dimensdes extras.® A partir disso, é possivel obtermos o valor de R para cada cenrio (ver Tabela
3).10

De acordo com a Tabela 3, para 6 = 1, o raio de compactacdo da dimenséo extra
seria da ordem 10'° m, o que claramente pode ser descartado por observacio, pois uma dimensao
dessa ordem j4 teria sido detectada. Da mesma forma, para § = 2, R ~ 10?> m é um resultado
que também podemos descartar, pois espera-se que, neste modelo, as dimensdes extras tenham
tamanhos microscépicos. Contudo, a partir de 6 = 4, vemos que R teria um tamanho que estd
além do limite até onde as leis Newtonianas da gravitacdo foram testadas diretamente, por meio

de versdes modernas do teste da balanca de torsdo, que € da ordem de 0,01 mm[15].

®  Aqui, estamos supondo que todas as dimensdes suplementares sdo compactas (com topologia curcular) e

possuem o mesmo comprimento 27TR.
10" Como utilizamos os valores de I da Tabela 2 para calcular os raios de compactagio para cada cendrio, para
8 > 4, os valores de R mostrados na Tabela 3 sdo os limites superiores.
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Para finalizar nossa andlise, podemos dizer que estes resultados para o raio de
compactacgdo apresentam vinculos relativamente fracos quando comparados a outros estudos
feitos na literatura, como no acelerador de particulas LHC, por exemplo, onde foi obtido
R < 7,21 x 1072 m para o cenério com § = 4[45, 46, 47]. Mesmo assim, devemos ressaltar

que os vinculos obtidos aqui sdo independentes e, por isso, t€m sua propria relevancia.

Tabela 3 — Raio de compactagdo das dimensdes extras.

0 27R (m) R (m)

1 6,0 x 10%0 9,6 x 101

2 3,3x10° 5,2 x 107

3] 4,8x107° 7,6 x 1074

4 | <1,4x107° | <2,3x10°10
51 <1,5x10710 | <2,4x 10711
6 | <2,9x1071T [ <4,6x10°12
7 1<9,6x10772 ] <1,5x107 12
8 | <4,4x1072 [ <7,0x107 1
9 | <2,I1x1072 [ <3,3x10° 1
10| <1,2x1072 | <2,0x10° 1
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho fizemos uma revisdo da teoria do decaimento alfa proposta por
Gamow. A sua importancia histdrica na fisica € indiscutivel, pois foi a primeira teoria a explicar
o processo de decaimento alfa de nticleos radioativos. A proposta do presente trabalho foi aplicar
a teoria de Gamow a um cendrio com dimensdes suplementares, com o objetivo de investigar as
possiveis modifica¢des que a existéncia de dimensdes extras provocariam sobre o tempo de vida
dos nucleos radioativos.

No capitulo I, apresentamos uma motivacao histérica para o desenvolvimento deste
trabalho, destacando as maiores unificagOes feitas na fisica e de que modo isso resultou no
surgimento das teorias de dimensdes extras. No capitulo II, desenvolvemos a fundamentagao
tedrica. Inicialmente, fizemos uma introducéo as teorias de dimensdes extras de grande escala,
onde calculamos primeiro o potencial gravitacional usual (3+1)-dimensional e, em seguida,
fizemos uma generalizag@o para determinar o potencial (n+1)-dimensional. Ainda nesse capitulo,
apresentamos também uma forma de calcular o potencial gravitacional em um Universo com
dimensdes extras compactas com base no modelo de branas, bem como as correcdes para o
potencial que podemos extrair a partir disso. Em seguida, fizemos uma revisdo da teoria de
Gamow, a qual explica o processo de decaimento alfa de nucleos radioativos por meio do
tunelamento quantico. Para aplicar a teoria de Gamow a um cendrio com dimensdes extras,
vimos que devemos considerar uma pequena perturbac@o na energia potencial da particula alfa,
devido ao potencial gravitacional modificado. No capitulo III, obtivemos uma forma geral que
prevé a modificacdo causada pela existéncia de dimensdes extras ao tempo de vida dos nucleos.
A partir disso, usando dados do decaimento alfa do Uranio para fazer um ajuste, conseguimos
obter vinculos experimentais independentes para os parametros do modelo utilizado, sendo estes:
o comprimento de Planck em dimensdes extras, o raio de compactagdo e o niimero de dimensdes
extras.

Em conclusio, € importante destacarmos que obtivemos vinculos de forma comple-
tamente independente para o comprimento de Planck em dimensdes extras, o que demonstra a
relevancia dos resultados obtidos neste estudo.

Por fim, como perspectiva futura, uma andlise detalhada da Eq.3.30 poderia nos
revelar novos vinculos para o comprimento de Planck em dimensdes extras. De forma igualmente
importante, uma andlise olhando a Eq.2.34 como o potencial gravitacional modificado poderia

nos permitir impor vinculos para os fatores da parametrizacao de Yukawa.
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5 APENDICE A-VOLUME DE UMA (n-1)-ESFERA DE RAIO r

Vamos determinar a expressio para Vol (S"~!(r)). Primeiro, vejamos os casos mais

simples das esferas S'(r) e S2(r), definidas por

Sl(r):x%+x%:r2, (5.1

Sz(r) :x% —|—x% —|—x% =2, (5.2)

Sabemos que seus volumes sdo:
Vol(S'(r)) =2rr e Vol(S*(r)) =4nr* .

Denotando os volumes das esferas unitdrias como VoI(S') = Vol(S'(r = 1)) e Vol(S?) =

Vol(S%(r = 1)), entdo o volume de §"~!(r) pode ser escrito da seguinte forma:
Vol($" 1 (r)) = " Wol(s" 1) . (5.3)
Em R", consideramos as coordenadas x;,x»,...,x, € r a coordenada radial. Entao,
r2:x%+x%+--~—|—x% . (5.4)
Vamos fazer o cdlculo em duas etapas. Primeiro, calculamos a integral
1= / e " dxydxy - dxy, (5.5)
onde temos

n —|—oo
1=] |/ ey, = /2 . (5.6)
=17

O préximo passo € resolvermos a integral dividindo R” em camadas. Como o espacgo de r é

S"~1(r), o volume de cada casca situada entre r e r +dr é o volume de S"~!(r) vezes dr.
I= / Vol(S" ' (r))e " dr = Vol (") / e dr (5.7)
0 0
Fagcamos a seguinte mudanca de varidvel:
’ 1
rF=t=rdr= Edt ) (5.8)

Assim,

P dr = P 2rdr = 202Dy = %t”/ZIdt ) (5.9)



Dessa forma, teremos

1 oo
I= —Vol(S"l)/ 2 e dr
2 0

Usando a fun¢@o gama para expressar a integral acima, obtemos o resultado:

1= %Vol(S”")F(n/Z) :

Com isso,
1 Vol (8" 1(r))

EVOZ(S”*I)F(n/2) =5 o

> I(n/2)=n"?.

Portanto, o volume da (n-1)-esfera sera[16]

27rn/2rn—l

Vol($"'(r)) = T

50

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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6 APENDICE B-CORRECOES DO POTENCIAL DEVIDO AS DIMENSOES EXTRAS
Correcoes do potencial em coordenadas cartesianas

Comecaremos partindo da Formula do Somatério de Poisson (ver Apéndice C).
Como exemplo, consideremos primeiro uma fun¢io F (7). Suponha que F é uma fungdo periddica
e, portanto, pode ser representada por meio de uma série de Fourier da seguinte forma:

Joo 2mkl

6.1)
p=—oo k=—oo

sendo T o periodo de F e g(k/T) a transformada de Fourier de f(r)[27, 48, 49]. Com isso,
podemos fazer uma analogia entre a Eq.6.1 e o nosso potencial gravitacional no modelo de

branas, por meio das seguintes relagdes:

¢p17"'7p6(r) Ef(t—l—pT) e (])(I‘) = F(t) . (6-2)

Com isso, a partir da Eq.2.29,

f(t+pT)=— Gpm . (6.3)

[s2 + Z?:1 (wj — (ZnR)pj)z] 2

No nosso caso, temos que t =w;e T = 27tR.! Com isso, a expressio para f(t) = f(wy, - ,ws)
seré:
Gpm Gpm
f(W],...,Wg) =—- s 5 5 1+5 ) (64)
|:S2 _I_Z le 2 [S +w ]
onde w? = |w|* = Z _,w;*. Entdo, sendo ¢ (r) = F(wy,--- ,ws),

S()= Y fOw+p(2R), - wy+ p(27R))

p:—oo

+o0 o0 kl k6 e 2”2”;11;”'1 e 27[;’;0‘;’5
_k;,o' k; #\2zr"""22R) 27R 2R

1= e

i(klwl +.u+k§w5)

Z f (ZnR ' ’21551%)6 (27rRR)5 ’

kj=—co  kg=—oo

ou simplesmente

' Por simplicidade, vamos supor que T é o mesmo para todas as dimensdes extras.
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ik-w
ki ks e R
¢(I‘): g( P ) ) (65)
kezzé 2R 2nR ) (27R)®
onde
ki _kw s
8 (ﬁ7 : ZTCR) / f Wi, W ) R dw. (66)

Usando a relacdo da Eq.6.4, temos que

_ikw

Gpm kew e R
R

A )
(27R) d°w. (6.7)

o(r) =~

e —_—
1)
keZ? RY (52 4 2’2

Esta € a expressao simplificada, em coordenadas cartesianas, para o potencial modificado da

Eq.2.30.

Correcoes do Potencial em Coordenadas Esféricas

Vamos encontrar uma expressao para o potencial modificado da Eq.6.7 em coordena-
das esféricas. Primeiro, lembremos que, em coordenadas esféricas tridimensionais, a coordenada
radial r de um ponto é relacionada com as coordenadas cartesianas desse ponto por meio da
seguinte expressao: P =x+ y2 +22.

No caso da Eq.6.7, a integral € expressada em termos de wy,wy,--- ,wg, € sabemos

que w? = w% + w% +- w%. Entdo, w € a nossa variavel radial para as coordenadas esféricas

em O dimensdes. As varidveis angulares serdo 6, 6,,---,05_;. Usando o Apéndice D, é simples

mostrar que a Eq.6.7 sera

¢(r) =
(ZnRazkezge"‘Rw T e—?gwalsin‘s_z 6;5in° 3 6,...5in O5_,dwd6,d6,...d6;_,.
s24w?

2

Calculando as & — 2 integrais externas“, como no Apéndice D, fazendo k' = —k/R na equagéo

acima, e supondo que 0; € o angulo entre kK’ e w, teremos

lk wcos 0;

Gpm _iK- S— 2 5—1 . 86-2
o) = s X volls / / W sin® 2 0idwd6; . (6.8)
(27R)® \ s [s2 +w?] 2 2

As integrais na equacao acima podem ser resolvidas fazendo uma separagao[27]

zkwcos@1 oo W5_1 T
/ / w9 sin%29,dwde, :/ —dw/ K weosO16ind=2 9,40, .
0 [ 0

1+0 1
(24 w2) 2 s2+w]%

(6.9)

2 Asintegraisem (6,63, ,05_).
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Podemos usar a seguinte identidade® para a segunda integral na Eq.6.9:

z\V ,
(21) 1 /”eilzcosesinzv 046 7 Re (V+l) > 0,
L(v+3)T(z) /o 2

Jv(z) =

0nde5—252v—>VE%—1,z5k’we9561.Assim,

31

(2)

2 o/

F (8_1 F(l) /(; elk W00891 Sin8—2 Oldel ,
T) 2
51

") v« )

Dessa forma, a nossa integral fica:

Ty, (Kw) =

sendo
1/2

I
8

28/278/2,,1-6/2

K3 1ol(s5-2)

T .,
| e orsind 2 gud0n =gy (k)
0 2

Substituindo esse resultado na Eq.6.9, temos

O - 28/2 18/ " 52
/ LA— / K weostr -2 g, 19, — & / T (Kw)dw.
0 [ ) 0 [ 2

52 +w2]% 0 K5~ 1Vol (552 s2+w2]#
(6.10)
Agora, podemos usar a seguinte identidade* para calcular a integral na Eq.6.10:
——=Jv(bx)dx = , Re(a) >0, b >0, Re(Vv) >—1, (6.11)
| e = i gy el v)
onde podemos identificar os seguintes termos: a =s, b=k’ x=we Vv = g — 1. Entdo,
oo 3 12781
2 T/ ok'2
/ — s (Kw)dw= . (6.12)
0 [2 4y 2 2 28/250K T (#)
Substituindo este resultado na Eq.6.10, teremos
= 6—1 T
w ir!
S — / iK'weos b1 6ind-29, 40, = — . 6.13
/0 [ s ¢W 0 € 140 ook ( )

SZ + WZ]T
Com isso, o potencial gravitacional modificado ¢ (r) da Eq.6.8 pode ser escrito da forma:

Gpm Vol (S%2)
s (2wR)®

Y e ek (6.14)
keZ9

¢(r) =

Por simplicidade, consideramos w = |w| = 0 e, com isso, temos>

¢(r)= (6.15)

 GpmaVol($°~2) y o

1)
r (27R) Ke7s

3 Cap. 8, formula 8.411 (7) na pag. 912 da Ref.[50].
Cap. 6, féormula 6.565 (3) na pag. 678 da Ref.[50].

3> Neste caso, fazer || = 0 significa que temos r = s.



54

7 APENDICE C-FORMULA DO SOMATORIO DE POISSON

A foérmula do somatdério de Poisson (FSP) para uma fungdo periddica f € definida da

seguinte forma:
2mikt

f f+pT) = f g(k/T)%, (7.1)

p=—o k=—oc0

onde T é o periodo e g(k/T) a transformada de Fourier de f (), dada por

oo 2mikt
2(k/T) = / e p(r)de. (7.2)

—o0
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8 APENDICE D-INTEGRAL DE UM VOLUME INFINITESIMAL §-DIMENSIONAL EM
COORDENADAS ESFERICAS

O célculo de um d-volume em coordenadas esféricas é andlogo ao de um volume
tridimensional. Contudo, € necessario nos atentarmos a alguns detalhes presentes durante a
sua resolucao. Entdo, comecemos lembrando o que acontece com a integral de um volume
infinitesimal d>V ao fazermos uma mudanca das coordenadas cartesianas x, y, z para esféricas

r0,9:

2d3v: / / dxdydz
R~ —o0 —o0 —o0
2 R oo
_ / / / 7| drd6d¢
0 0 JO
2 R oo
_ / / / 2 sin 0drd0do
0 0 JO

:4717/ rdr
0

ou ainda
/ d3V:Vol(S2)/ 2dr | @®.1)
R3 0

onde r* = x? +y? 4 z2. No caso mais geral, em 8 dimensdes, a integral de um volume infinitesimal

s 2n 7@ T oo
d v:/ / / / 7| drd6, ---dBs_»d6s._, . (8.2)
R o Jo 0o Jo

Para encontrar o determinante Jacobiano, J, em & dimensoes, lembremos que, em 3D, o desloca-

d®V seria da forma!

mento infinitesimal total em coordenadas esféricas é dado pelo vetor
dl = dl,?+dlgh +dly$ = dri+rd80 + rsin0do . (8.3)
Com isso, o volume infinitesimal d°V em coordenadas esféricas é dado por:

d*V = dl,dlgdly = r*sin 6 drd0d¢ . (8.4)
|/] em 3D

Em 6D, o deslocamento infinitesimal total é

' Vamos usar a notagio (8y,6,,---,05_,) para representar as variaveis angulares.
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dl = dl,i+dle 0 +dlg,b+ - +dlg, 05
= drf+rd0,0; + rsin0,d6,0, + rsin 0; sin 6,d636; + - - -

+rsin®;sin6s - --sinOs5_,dOs_10s5_; .

Com isso, teremos

d® =% 1sin®20,sin® 3 6,---sinO5_,drd6,d6,---dbs_; . (8.5)

|[/| em 6D

Portanto, a expressdo geral para a integral de um §-volume infinitesimal em coordenadas esféricas

é:
2T 1@ T oo
d5vz/ // / 9 1in%2 6, 5in® 3 0, - - - 5in O5_,drd6; ---dbs._|
RS o Jo 0 Jo
T (o]
— Vol(s52) / / 91 in%26,drde, (8.6)
0 JO

= Vol(S‘S_l)/ rodr .
0
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9 APENDICE E-DECAIMENTOS RADIOATIVOS: TEMPO DE VIDA E TEMPO DE
MEIA VIDA

A radioatividade foi descoberta em 1896 pelos cientistas Henri Becquerel e Marie
Curie, enquanto trabalhavam com materiais fosforescentes. O decaimento radioativo é um
processo aleatorio. Qualquer particula dada tem uma certa probabilidade por unidade de tempo
de decaimento espontaneo. A probabilidade de decaimento € independente da vida anterior da
particula. Entéo, se supormos que N(¢) é o nimero de particulas em uma amostra, a taxa de
decaimento —dN /dt é proporcional a N,

AN

——-=AN, 9.1)

com A = const. A partir da Eq.9.1, supondo que Ny é o niimero inicial de particulas, é simples

mostrar que o numero de particulas na amostra em fun¢do do tempo serd da forma:
N(1) = Noe . (9.2)

Na Eq.9.2 notamos que A tem unidades de frequéncia. No caso de uma unica particula, é comum

nos referirmos ao tempo de vida (7), onde temos a seguinte relacao:
T=—. 9.3)

Assim, a partir da defini¢do de 7, dada na Eq.9.3, e da Eq.9.2 para uma grande amostra de
particulas, temos

N(t) =Npe '~ 0,367Ny , (9.4)

ou seja, a Eq.9.4 nos diz que, apds um tempo 7, aproximadamente 36,7% das particulas do
sistema ndo terdo decaido. Em fisica nuclear, uma nomenclatura muito utilizada € o tempo de
meia vida do sistema (#1 /), o qual estd relacionado ao tempo de vida da seguinte forma:
e h12/T — 1 9.5)
20

de onde chegamos a seguinte relacao:

l’l/zzfll'lz. (96)
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10 APENDICE F-DADOS EXPERIMENTAIS DO URANIO

Na tabela abaixo, A significa o nimero de massa do nucleo-pai (is6topo do Uranio),
M é a massa do niicleo-filho (em unidades atomicas), E € a energia da particula alfa emitida (em

Megaelétron-volt) e 71/, € o tempo de meia vida do is6topo do Uranio.

Tabela 4 — Dados do decaimento alfa do Uranio. Fontes: National Institute of Standards and
Technology (NIST) e a Ref.[42].

234 | 230,0331341 | 4,775 | 2,455 x 10° (anos)
236 | 232,0380558 | 4,494 | 2,342 x 107 (anos)
238 | 234,0436014 | 4,198 4,47 x 10° (anos)

i| A M (u) E (MeV) 112 (unidade)

1226 | 222,018468 7,570 0,35 (segundos)
2 | 228 | 224,021467 6,680 9,17 (minutos)
3230 | 226,024903 5,888 21,0 (dias)

4 | 232 | 228,0287411 5,320 68,8 (anos)
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