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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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A distribuicao beta prime é muito flexivel para modelar dados que sao medidos
em uma escala continua e restritos aos reais positivos, uma vez que sua densidade
assume formas bastante diferentes. Quando os dados apresentam zeros, uma dis-
tribuicao absolutamente continua nao é mais adequada e dessa forma é necessario
considerar uma distribui¢ao inflacionada em zero. O objetivo desse trabalho é propor
um grafico de controle baseado na distribuicao beta prime inflacionada para moni-
torar caracteristicas de qualidade no suporte dos reais positivos incluindo o zero.
Os graficos propostos serao abordados considerando medidas individuais (n = 1) e
a média (n > 1).
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A prime beta distribution is very different for modeling data that are averaged
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Capitulo 1
Introducao

Segundo MONTGOMERY (2017), a conscientizagao e a introduc¢ao de métodos
formais para o controle e melhoria da qualidade de produtos tém tido um desenvol-
vimento evolutivo. Em 1924, Walter A. Shewhart, dos Bell Telephone Laboratories,
desenvolveu o conceito estatistico de grafico de controle, que é considerado como
o comeco formal do controle estatistico de processos. O controle estatistico do
processo (CEP) é uma poderosa colegdo de ferramentas tteis na obtengao da
estabilidade do processo e na melhoria da capacidade através da reducao da

variabilidade.

Independente de quao bem planejado seja um processo de produgao, sempre
existird uma quantidade de variabilidade inerente ou aleatéria. A variabilidade ale-
atoria é o efeito cumulativo de muitas causas pequenas essencialmente inevitaveis.
Um processo que opera com causas aleatérias da variagao esta sob controle. Em
contra partida, existem outros tipos de variabilidade que podem estar presentes
na saida de um processo e que surgem de maquinas ajustadas, ou controladas
de maneiras inadequadas, erros de operador ou matéria-prima defeituosa. Essa
variabilidade ¢ grande quando comparada a uma variabilidade natural e sao
chamadas de causas atribuiveis de variagao. Um processo que opera na presenca de

causas atribuiveis esta fora de controle.

MONTGOMERY (2017) afirma que o CEP tem como um dos seus principais
objetivos a deteccao, de forma rapida, da ocorréncia de causas atribuiveis na
caracteristica de qualidade, com a finalidade de que o processo seja investigado
e se tenha uma acao corretiva antes que muitas unidades defeituosas sejam
fabricadas. Uma técnica para monitoramento do processo usada com o pro-
posito de fazer essa investigacao e acao corretiva é o grafico de controle que
ainda podem ser usados para estimar os parametros da distribui¢ao da variavel

de interesse em um processo de producao, determinar quao capaz é o processo,



fornecer informacao 1til & melhoria do processo e reduzir a variabilidade do processo.

Muitas caracteristicas de qualidade podem ser expressas em termos de uma
variavel continua. Exemplos para isso sao dimensoes como comprimento ou largura,
volume, peso e temperatura. Graficos de controle para variaveis sao utilizados
quando se tem uma variavel continua como caracteristica de qualidade. Sendo
assim, existem estudos de gréficos de controle que modelam caracteristicas de
qualidade com valores reais positivos. Como exemplos de trabalhos com essas
caracteristicas é possivel apresentar, HSIUYING WANG e YEH (2016) que propu-
seram diferentes gréaficos de controle para a média da distribui¢ao lognormal; HO
et al. (2021) apresentam um grafico de controle para uma nova reparametrizagao
da distribuicao Weibull, expressa em termos do valor médio; e BOURGUIGNON
et al. (2021) propuseram cartas de controle para monitorar o parametro mediano

da Birnbaum-Saunders.

A distribuicao beta prime é muito flexivel para modelar dados reais positivos
que sao medidos em uma escala continua, uma vez que sua densidade tem formas
bastante diferentes dependendo dos valores dos dois parametros que indexam a
distribuigao, como é possivel ver em BEKKER et al. (2009); BOURGUIGNON
et al. (2018). Entretanto, a distribui¢do beta prime nao é capaz de abranger
dados que contenham zeros. Um exemplo para tal situacao pode ser visto em
TULUPYEV et al. (2013), com o qual deseja-se desenvolver uma medida de indices
de risco individuais para a transmissao de doengas contagiosas, como o HIV, que
sao baseados em entrevistas de individuos com comportamentos de risco conhecidos.
Esses comportamentos normalmente incluem uso de drogas intravenosas, abuso de
substancias e sexo desprotegido com estranhos. Especificamente, é necessario uma
estimativa da frequéncia desses comportamentos de risco. A proposta dos autores
constitui em substituir os valores iguais a zero por 0,5 para que fosse possivel

utilizar a distribuicao beta prime para modelar a frequéncia desses comportamentos.

CORPES (2021) propos a distribuigdo beta prime inflacionada em zero que é
uma distribuicao de mistura entre uma distribuicao continua e uma distribuicao
degenerada no zero. Devido a necessidade de ferramentas de controle para monito-
rar variaveis com valores no suporte dos reais positivos que podem assumir valores
iguais a zero, o objetivo desse trabalho é propor um grafico de controle baseado
na distribuicao beta prime inflacionada. Exemplos de variaveis com essa situagao
que podemos citar é o indice pluviométrico que tem valores maiores que zero, e
no dia que nao tem registo pluviométrico o valor é zero, como também dados de

taxa de natalidade, mortalidade, entre outros que no dia que nao tem registro



assume valor zero. E possivel encontrar alguns outros autores que trabalharam
com graficos de controle para distribui¢oes inflacionadas, como DE ARAUJO
LIMA-FILHO et al. (2019) que propuseram graficos de controle beta inflacionado
para monitorar processos de limite duplo e SEVERIANO (2021) que propuseram
graficos de controle para variaveis aleatérias positivas continuas inflacionadas em
zero, considerando as distribui¢des gamma inflacionada em zero e inversa Gaussiana

inflacionada em zero.

1.1 Organizacao da dissertacao

Para fins de defesa dessa dissertagao de mestrado o trabalho esta organizado em

mais cinco capitulos, onde estes apresentam:

e Capitulo 2: os conceitos basicos sobre as distribui¢oes beta prime e beta prime

inflacionada;

e Capitulo 3: graficos de controle de modo geral, grafico de controle para distri-
buicao beta prime inflacionada em zero, tanto para monitorar observagoes in-

dividuais (n = 1), quanto para monitorar observagdes nao individuais (n > 1);

e Capitulo 4: avaliacao numérica do grafico de controle proposto para obser-
vagoes individuais, e também para monitorar a média de observagoes nao
individuais, adicionalmente também é apresentada a comparagao do grafico
de controle proposto com os graficos de controle considerando as distribuigoes

beta prime, gamma e weibull;

e Capitulo 5: aplicagao a dados reais para ilustrar o grafico de controle proposto
no capitulo 4. Os dados utilizados consiste no indice pluviométrico da cidade

de Portland na Austréalia analisando o més de agosto entre 2009 e 2021;

e Capitulo 6: consideracoes finais do trabalho que incluem conclusoes e

direcionamentos para trabalhos futuros.

1.2 Suporte computacional

Todos os resultados apresentados nessa dissertacao foram obtidos utilizando o
ambiente de programagao R (versdo 3.3.0), disponivel gratuitamente através do site
do RStudio. Assim também como foi usado o pacote GAMLSS para comparagao

numérica com a distribuicao beta prime inflacionada, que pode ser encontrado no


https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/#download

site https://cran.r-project.org/.

O GAMLSS é um pacote de expansao do software R, que tem disponibilidade gra-
tuita e livre acesso. Como ¢ mencionado em PAIVA et al. (2010), o GAMLSS é uma
classe de modelos bastante flexivel porque permite além de escolher entre uma grande
variedade de distribuicoes para a varidvel dependente, escolher varias fungoes de liga-
¢ao para os efeitos das varidveis preditoras sobre a variavel dependente. No GAMLSS,
avariavel Y ~ D(u, o, v,7), onde D pode ser qualquer distribui¢do (incluindo distri-
buigoes continuas altamente assimétricas e curtoticas e distribuigoes discretas) e as
letras gregas representam os parametros da distribuigao. Existem cerca de 40 tipos
diferentes de familias de distribuigoes disponiveis no pacote GAMLSS, com um, dois,
trés ou quatro parametros, tanto distribuigdes continuas (normal, lognormal, expo-
nencial, gamma, beta, BoxCox power exponencial, BoxCox t, BoxCox Cole Green,
Gumbell, Johnson’s SU, Weibull, etc.), como distribuigoes discretas (Poisson, Si-
chel, binomial, beta binomial, entre outras.) ou mistas (Poisson inflacionada em

zero, Gaussiana inversa ajustada em zero, beta inflacionada em zero e um, etc.).


https://cran.r-project.org/web/packages/gamlss/gamlss.pdf

Capitulo 2
Conceitos Basicos

Sao apresentados nesse capitulo os conceitos basicos para fundamentacao deste
trabalho, tais como a distribuicao beta prime e a distribuicao beta prime inflacio-

nada.

2.1 Distribuicao beta prime

A distribui¢do beta prime foi introduzida por MCDONALD (1984) e é uma
generalizagao da distribui¢ao beta. Sao discutidos em MCDONALD (2008) algumas
propriedades a respeito desta distribuicao, tais como os estimadores de méxima

verossimilhanca para os parametros obtidos.

Seja Y uma variavel aleatoria (v.a) que segue uma distribuigao beta prime BP,

Y ~ BP(y;a, 3). A fungao densidade de probabilidade (f.d.p) é dada por:

y (L y) o)
B(a, B)

f(y;aaﬁ): , y>0, (21)

em que a > 0 e § > 0 sdo parametros de forma e B(a, ) ¢ a func¢ao beta. A fungao

de distribuigao acumulada (f.d.a.) da distribuicao BP é dada por:

F(y;a, 8) = B(y; o, B), (2.2)

Yy
em que B(y;a, ) = [t (14 ¢)~@*Adt ¢ a fungdo beta incompleta regularizada.
0

A esperanga e a variancia da (v.a.) que segue distribuicdo BP sdo dadas,

respectivamente, por:



BY] = 5, (2.3)
:  alatB-1)
Varly] = e (2.4)

Com o intuito de propor um novo modelo de regressao, BOURGUIGNON
et al. (2018) propuseram uma nova parametrizacao para a distribui¢gdo beta prime
em fungao da média e da precisdao, em que foram considerados p = a/(5 — 1) e
¢ =p0—2 coma=ul+¢)ep =2+ ¢. Deste modo, a densidade dessa nova

reparametrizacao da distribuicao beta prime é dada por:

' oyt 4 g (e e+

(2.5)

em que y > 0, u > 0e ¢ > 0. Usase a notagdo Y ~ BP(u,¢) para uma v.a
que segue distribuicao beta prime em funcao da média e da precisao. Tem-se de

(2.5) que o valor esperado e variancia da distribuigao reparametrizada sao dados por:

op(l+e)
E[Y]—m—%
Cp(l+ ) e +9)+(p+2-1)]  p(l+p)

ValY] = S ey (2.7)

A distribuicao BP, nao pode ser utilizada quando os dados apresentam zeros,

ou seja, quando a v.a. Y assume o valor zero com probabilidade positiva.

2.2 Distribuicao beta prime inflacionada

A partir da distribuicdo beta prime uma nova parametrizacao também foi pro-
posta, como é possivel ver em TULUPYEV et al. (2013) e BOURGUIGNON et al.
(2018), respectivamente. A distribui¢ao beta prime modela dados no suporte (0, c0),

por isso para abranger valores iguais a zero é necessario um modelo apropriado que



deve adicionar um ponto de massa em zero. A distribuicao beta prime inflacio-
nada em zero (BPIZ), proposta por CORPES (2021), tem funcao de distribuigao

acumulada definida por:

BPIZ(y; A i, @) = A+ (1 = A)BP(y; 1, 9), (2.8)

em que BP ¢é a funcao de distribuicao acumulada da distribui¢ao beta prime, e A,
parametro de mistura, é a probabilidade da (v.a.) y assumir valor zero, ou seja,
A=Py=0),com0<\<1.

A funcao densidade de probabilidade (f.d.p) da distribuigao BPIZ é definida por:

bpiz(y; A, g1, ¢) = {1 — X\) o @ bp(y; p, ¢)' Ty @} (2.9)

em que Iy (y) ¢ a funcao indicadora avaliada no ponto zero, assume 1 se Y =0 e
0 se Y # 0. Os parametros da distribuicao beta prime inflacionada sao 0 < A < 1,
i, > 0, em que A é o parametro de mistura, p ¢ a média condicional da varidvel

aleatoria Y e ¢ é o parametro de precisao.

OSPINA e FERRARI (2010) mostraram que o valor esperado de uma variavel
aleatoria inflacionada pode ser obtido a partir da seguinte relagao de igualdade,
E[Y'] = E[E(Y" Ly (y))], em que:

0, com probabidade A,

E(Y" Iy (y)) = { (2.10)

iy, com probabilidade (1 — \),

A variancia dessa mesma variavel aleatéria Y ~ BPIZ(y; A, i, ¢) pode ser ob-
tida a partir da seguinte relacao de igualdade, Var(Y) = E[Var(Y|[in(y))] +
Var[E(Y L0y (y))], em que:

Var(Y Loy (1) 0, com probabidade A, (2.11)
ar = .
O3y %, com probabilidade (1 — A).
O r-ésimo momento e a variancia da distribuicao BPIZ sao dados por:
EY") = (1-=MNu, (2.12)
1
Var(Y) = (1- )\)W FAL = A2,



em que i, é o r-ésimo momento em torno da distribui¢do BP(u, ¢) apresentada em
(2.5). Assim o valor esperado de uma variavel aleatoria que segue uma distribuigao

BPIZ ¢é definido por:

E[Y]=(1- Mgy,

A seguir sao apresentados os gréaficos da densidade da distribuicao BPIZ para
alguns cenérios com diferentes combinacoes de A\, i e ¢. Na Figura 2.1 temos as
médias p =1 e p =5, em que o parametro de mistura é A = 0,05 e A = 0,2, e a
precisao ¢ ¢ = 20 e ¢ = 40, respectivamente. Perceba que o pico da curva é mais
acentuado quando a média é pequena, ji quando a média aumenta, a curva tende
a ser mais baixa. Os graficos apresentam comportamento assimétrico, mas isso é
esperado tendo em vista que a avaliacao é feita em uma distribuicao mista com um

ponto de massa no zero para poder abranger tais observacoes.
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Figura 2.1: Densidades da distribui¢ao beta prime inflacionada em zero, A = 0,05 e
0,2; p=1¢eb5;ep=20e 40.



Capitulo 3

Grafico de controle beta prime

inflacionado em zero

Neste capitulo é apresentado de forma geral o que é um grafico de controle, em
seguida é apresentado o grafico de controle proposto para a distribuicao beta prime

inflacionada em zero.

Os graficos de controle sao uma das principais ferramentas usadas para controle
de qualidade, e podem ser usados para estimar os parametros de um processo de
producao e determinar a capacidade do processo. Podem ainda fornecer informagao
util & melhoria do processo e reduzir a variabilidade de forma eficaz, conforme é

possivel ver em MONTGOMERY (2017).

Um gréfico de controle é composto por uma linha central (LC) que representa
o valor médio da caracteristica da qualidade, um limite superior (LSC) que esta
localizado acima da linha central e um limite inferior (LIC) que esta situado abaixo

da linha central.

A Figura 3.1 apresenta um exemplo de grafico de controle, obtido a partir
de uma amostra. O processo é considerado sob controle quando os pontos estao
entre os limites superior e inferior de controle, e fora de controle quando algum
ponto esta fora dos limites de controle, com isso é necessario que sejam feitas agoes
corretivas para encontrar e eliminar as causas responsaveis por esse comportamento.
No grafico de controle os pontos geralmente sao unidos por segmentos de reta,

para facilitar a visualizacao da sequéncia de pontos. A figura 3.1 foi extraida de
MONTGOMERY (2017)
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LSC

LC

LIC

Caracteristica da qualidade amaostral

MNumero da amostra ou tempo

Figura 3.1: Exemplo ilustrativo de um grafico de controle

Existe uma relagao que aproxima graficos de controle e testes de hipdteses que é
mostrada em MONTGOMERY (2017). Para ilustrar essa relagao, é suposto que os
valores da média amostral X estdo plotados no grafico. Dessa forma os valores de X
se encontram entre os limites de controle, e conclui-se que a média do processo esté
sob controle, ou seja, ela é igual a . Por outro lado, se os valores de X excedem al-
gum dos limites de controle, conclui-se que a média do processo esté fora de controle.

E possivel cometer dois tipos de erros quando hipoteses sao testadas, a saber,
erro tipo I, a;, quando a hipdtese nula é rejeitada sendo ela verdadeira, e o erro tipo
I1, 3, quando a hipotese nula nao é rejeitada mesmo sendo falsa. As probabilidades

desses dois tipos de erro, a saber:
e o = P{erro tipo I} = P{rejeitar Hy|H, ¢ verdadeira},

e 3 = P{erro tipo II} = P{nao rejeitar Hy|H, é falsa}.

O esquema de teste de hipoteses é 1til na analise do desempenho de um
grafico de controle. Por exemplo, é possivel pensar na probabilidade de um erro
tipo I para o grafico de controle, concluindo que o processo esta fora de controle
quando ele realmente esta sob controle, e na probabilidade do erro tipo II para o
grafico de controle, concluindo que o processo esta sob controle quando, de fato,
estda fora de controle. Conforme apresentado em MONTGOMERY (2017), em
controle de qualidade, o pode ser chamado de risco do produtor, porque denota a
probabilidade de um lote bom ser rejeitado ou a probabilidade de que um processo,
produzindo valores aceitaveis de uma particular caracteristica da qualidade, venha

a ser rejeitado como produzindo insatisfatoriamente, e 8 é as vezes chamado de
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risco do consumidor, por denotar a probabilidade de aceitacao de um lote de baixa
qualidade, ou a probabilidade de permitir que um processo, operando em condigoes
nao satisfatorias com respeito a determinada caracteristica da qualidade, continue

em operacao.

Ocasionalmente, ¢é util usar a curva caracteristica de operacao de um grafico de
controle para mostrar probabilidade de um erro tipo II. Isso seria uma indicagao da
habilidade do grafico de controle em detectar mudancas de diferentes magnitudes
no processo. Isso pode ser valioso na determinacao de qual tipo de gréafico de

controle aplicar em certas situagoes, como é possivel ver em WOODALL (2000).

Conforme apresentado no capitulo anterior, a distribuicao beta prime ¢é utilizada
para modelar dados continuos com suporte nos reais positivos. No caso desse
trabalho, trabalha-se com caracteristicas de qualidade que podem incluir zeros,
sendo assim a distribuicao beta prime nao é adequada para modelar os dados, por
isso a necessidade de considerar a distribuicao inflacionada proposta por CORPES
(2021). A vantagem do grafico proposto é que a caracteristica de qualidade é
controlada sem ter que remover ou substituir os zeros do banco de dados, sem

perder a flexibilidade da distribuicao beta prime.

3.1 Grafico de controle BPIZ para monitorar obser-
vacoes individuais

Graficos de controle tém sido usados em geral supondo que os dados seguem
distribuicao normal.  Contudo, é comum que as caracteristicas de qualidade
apresentem assimetria e, dessa forma, a suposi¢ao de normalidade nao é adequada.
Dessa forma, é proposto um gréafico de controle para monitorar a caracteristica
de qualidade considerando que a mesma segue uma distribuicao beta prime

inflacionada.

Seja Y a caracteristica de qualidade de um processo cuja variavel de interesse
segue distribuicao beta prime inflacionada com funcao densidade de probabilidade
dada em (2.9), com média u, precisao ¢ e pardmetro de mistura A. Considerando
a regiao de controle (1 — «), em que « é a probabilidade de falso alarme (erro do
tipo I), ou seja, a probabilidade que a variavel Y nao ultrapasse os limites inferior e

superior de controle. Assim temos:
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PO(LIC|>\071107¢0§ Y < LSC|>\0,IL07¢0) =1-aq, (3'1)

em que P, é a probabilidade calculada quando o processo estd em controle, g, po €
¢o sao os parametros sob controle da distribuicao beta prime inflacionada em zero.
Para simplificar, considera-se FPy(Y" < LIC|xy p0.60) = Fo(Y > LSC|xg p0.60) = 5

Assim, os limites de controle do grafico proposto sao dados por:

LIC = F'a/2;)\p1, ), (3.2)
LC = (1-M\y, (3.3)
LSC = F Y1 —a/2;\ u, o), (3.4)

em que F(y) = P(Y <) fo u, A\, i, ¢)du é a fungao de distribuigdo acumu-
lada e F~1(:) ¢ a funcdo quantil da distribuicio beta prime inflacionada em zero.
Enquanto os pontos sao plotados entre os dois limites LIC e LSC, o processo é consi-
derado estar em controle e nenhuma agao é necessaria. Caso um ponto seja plotado
fora dos limites de controle, significa que existem possiveis condic¢oes fora de controle
e acOes corretivas sao necessarias. E importante citar que quando A > 5, o gréfico
de controle proposto se torna unilateral, ou seja, considera o zero como limite de

controle inferior e o limite de controle superior passa a ser:

LSC = F ' (1 —a;\ p, ¢).

Considerando o processo fora de controle, é introduzido uma perturbagao ¢ no
processo tal que py = dpp em que pg ¢ a média do processo em controle. O poder
de detecgao (1 — ) do gréfico de controle, considerando essa mudanga J na média,
p1 = dpp (proporgao média fora de controle), é determinado por:

P1<Y < LIC|>\0,/117¢>0) + P1<Y > LSClko,m,fbo) =1- B? (35)

em que P; é a probabilidade calculada quando o processo esta fora de controle.
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3.2 Grafico de controle BPIZ para monitorar obser-
vacoes nao individuais

E comum que existam subgrupos de observacoes de tamanho n > 1, em que cada
amostra de n observagoes é um subgrupo. Neste caso é de interesse monitorar a
média da caracteristica de qualidade e nao o valor individual. A seguir é proposto
um grafico de controle baseado na distribuicao beta prime inflacionada para

monitorar a média da caracteristica de qualidade.

O grafico de controle para o parametro i pode ser obtido calculando os limites

de controle por:

~ N (0
P(M < LIC|>\,“,¢) = P(,u > LSC|>\’H,¢) = 5 (36)

5 e 1— 5 da distribuigao empirica

2
de fi. Utiliza-se essa distribui¢ao empirica de /i, pois nao se conhece a distribuigao
de probabilidade de .

Os limites de controle sao os quantis de ordem

Devido as suas propriedades, tais como normalidade, eficiéncia assintotica,
consisténcia e principio da invariancia, o estimador de maxima verossimilhanca é uti-

lizado para estimar a média condicional da distribuicao BPIZ, fi5v s, obtido a seguir.

Seja Y7, ..., Y, uma amostra aleatéria de tamanho n da caracteristica de qua-

lidade que segue distribuicao beta prime inflacionada, com f.d.p apresentada em 2.9.

Sejam ¥y, Ys, ..., Yn as observagoes (dados), é possivel construir a fun¢ao de ve-

rossimilhanca da seguinte forma:
L(0;y) = [ [ bpiz(yi. A\, 11, 9),
i=1

e pode-se expressar L(6;y) por:

L(0;y) = Li(X;y) x La(p, ¢ y)

em que,

L1<)\; y) _ H )\H{o}(yi)(l _ A)lfﬂ{o}(yi)

=1
> Loy (yi)

n— 3 I
= \i=1 (1 _ )\) 7;;1 (o}
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n

Lo(u, &5y) = [ [ £ wis p, ¢)' 1020,

i=1
em que f(.) é a funcdo densidade de uma v.a que segue uma distribuigao BP. Note
que L(0;y) foi fatorada em dois termos, em que o primeiro depende apenas de A e

o segundo, depende apenas de p e ¢.

A funcao de log-verossimilhanca da v.a Y que segue distribuicao BPIZ, é dada

da seguinte forma:

(0;y) = (A y) + La(p, D3 y),

em que,

t(Asy) = log(A ZH{O} yi) + log(1 — [ﬂ - ZH{O} Yi ]

=1

Cop, $y) = [p(d+1) — 11> log(ui)[1 — €(6, )]

=1

— @+ 1)+ ¢ +2 D log(L+y,)[L — Tgoy ()] + {— log[I'(u(e + 1))]

i=1

—log[['(¢ + 2)] + log[['(p(¢ + 1) + ¢ + 2)[} Z[l = Loy (93)]-

A fungao escore, U(), é obtida derivando ¢(#,y) em relacdo a cada um dos

000y) 6y) 0O\
oA ' op 0 09 :

componentes de 6, ou seja, U(6) = (

O estimador de maxima verossimilhancga Orivs = <5\ MVS, MVS, gg MVS) do vetor
0= (A u, ¢)T é obtido maximizando a funcao £(6,y), ou seja, resolvendo o sistema
nao linear U(0) = (0,0,0)". O estimador de méxima verossimilhanca A é obtido
a partir de Uy(\) = 0, para obter [ qZ;, os estimadores de méxima verossimilhanga
de i e ¢, é necessario recorrer a um algoritmo de otimizagao nao linear, por
exemplo o algoritmo quase-Newton, CORPES (2021). Dado que néo se conhece a
distribuicdo exata de X quando X segue distribuicdo beta prime inflacionada, para
n pequeno, os limites de controle serao baseados na distribuicao empirica de ambos

os estimadores adotados.
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3.2.1 Algoritmo para grafico de controle BPIZ

Segue abaixo o algoritmo implementado para construcao do grafico de controle

proposto:
1. Gerar 10.000 subgrupos de tamanho n da distribui¢ao beta prime inflacionada;

2. Para cada subgrupo ¢ gerado, com ¢ = 1, ..., 10.000, estima-se a média consi-

derando fiyvs;

3. Baseado nas 10.000 réplicas, a distribuicao empirica do estimador de méxima
verossimilhanca ¢ determinada, e os quantis empiricos a2 iyys € Gi—a/2, iy

respectivamente, sao computados.

Portanto, os limites de controle do grafico proposto na presenca de subgrupos

sao dados por:

LIC = qa/2,/lMVS’ (37)
I = fwvs, (3.8)
LSC = Q1-a/2,pmvs» (39)

em que « é o erro tipo [.

3.3 Performance do grafico de controle

A capacidade de um grafico de controle em detectar mudangas no processo
¢ geralmente medida pelo nimero médio de observacoes até a deteccao de uma
condigao fora de controle, ou seja, pelo comprimento médio da sequéncia (ARL),
como visto em MONTGOMERY (2017). Essa avaliacao é realizada computando
o ARL em duas situagoes: considerando um processo em controle (ARLy) e fora
de controle (ARL;). O ARLj pode ser escrito em fung¢ao da probabilidade de erro
do tipo I (a) e ¢ definido por £, em que o = 1 — By(LIC < Y < LSC). Dessa
forma, se o processo estd em controle, espera-se que o ARL( esteja proximo do
nivel nominal adotado, por exemplo, se a = 0,0027, ARLy = 370. Por outro lado,
quando ha uma mudanga no processo, ou seja, considerando um processo fora de
controle com média 1y = dpg, em que iy é a propor¢ao média em controle, o ARL;
pode ser escrito em fungao da probabilidade de erro tipo II (f3), especificamente
por ﬁ, com = P (LIC, <Y < LSC,), em que P, é a probabilidade calculada
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considerando o processo fora de controle.

MONTGOMERY (2017) ressalta que um menor valor do ARL; indica um
menor nimero médio de amostras coletadas até que uma mudanca real no processo
seja detectada. Deste modo, quando varios graficos de controle sao comparados
em termos de ARL, aquele que possui o menor ARL; entre aqueles com o mesmo

ARLy, é o grafico de controle que supera os concorrentes.

Uma analise adicional do desempenho do grafico de controle pode ser realizada
com a mediana (MRL) e desvio padrao (SDRL) da distribui¢do do comprimento da
sequéncia (RL). A distribui¢do da varavel que mede o comprimento da sequéncia
segue uma distribuicao geométrica com parametro «, ho2019. Assim, tem-se que

para um determinado «, SDRL e MRL sao dados por:

11—«
SDRL = ( o2 >, (3.10)
log 0,5

E comum ver os estudos de gréaficos de controle para avaliar o desempenho
usando o = 0,0027, 0,005 e 0,01. Considerando os valores de « mencionados
para um processo em controle, sao esperados valores de ARLy iguais a 370, 200
e 100, valores de SDRL iguais a 369,5, 199,5 e 99,5, e valores de MRL iguais a
256, 1, 138,3 e 69,0, respectivamente. Para maiores detalhes sobre os valores de «,
ARL, SDRL e MRL, ver DE ARAUJO LIMA-FILHO et al. (2019); JOEKES et al.
(2015); LOMBARD e MAXWELL (2012); MUGHAL et al. (2017); TEOH et al.
(2017).
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Capitulo 4
Avaliacao Numérica

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos a partir das simulacoes
realizadas para avaliar a performance do grafico de controle proposto. O desempe-
nho do grafico proposto é avaliado sob dois aspectos: processo em controle e fora
de controle. Para avaliagao, considerando o processo fora de controle, introduz-se
uma perturbagao d no processo tal que p; = dpp em que g € a média do processo
em controle. Desta forma, quando § = 1 tem-se que o processo esta em controle. A
Tabela 4.1 apresenta os oito cenarios utilizados, considerando a média condicional
i, o parametro de mistura A\ e a precisao ¢. Vale ressaltar na Tabela 4.1 que
nos cenarios 5 a 8 sao utilizadas médias condicionais mais altas. Em relacao ao
parametro de mistura, os valores mais altos estao nos cenarios 3, 4, 7 e 8, ou seja, a
probabilidade de Y assumir zero é de 20%, por fim sobre o parametro de precisao,

dois valores foram considerados, a saber, ¢ = 10 e ¢ = 20.

Tabela 4.1: Cenérios utilizados no estudo de simulacao.

Cenarios
2 3 4 5 6 7 8
w 0,5 0,5 0,5 05 1 1 1 1
A 0,05 0,05 0,2 0,2 0,05 0,05 0,2 0,2
¢ 10 20 10 20 10 20 10 20

Parametros

O desempenho dos graficos de controle para medidas individuais e para média
sao avaliados através do ARL, SDRL e MRL, considerando o = 0,0027. A
performance do grafico de controle proposto seréd comparada com a performance da
carta de controle para outras distribuigoes, sendo estas a distribuicao beta prime
conforme apresentada na se¢ao (2.1), assim também como as distribui¢oes gamma

e weibull, que tem uma melhor apresentacao nos proximos paragrafos.
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A distribuigdo gamma é uma familia de distribuigdes continuas de probabilidade
de dois parametros. A distribuicdo gamma é usada para modelar valores de dados
positivos e maiores que 0. Conforme HO et al. (2019), dada uma v.a que segue uma
distribui¢do gamma, Y ~ gamma(y; i1, 0), a fungao densidade de probabilidade é

dada por:

P {_ <%2'u> y712_1} (4.1)
r

em que I'(.) é a fungao gamma, y > 0, g > 0, 0 > 0, a média é p e a varidncia é o2 .

Por sua vez, a distribuicao de Weibull é uma distribuicao de probabilidade
continua. O campo de aplicagoes desta distribuicao é vasto e abrange praticamente
todas as areas da ciéncia, tais como suas aplicagoes visam a determinagao do tempo
de vida médio e da taxa de falhas em funcao do tempo da populacao analisada.
Segundo LUCENA (2017), dada uma wv.a que segue uma distribui¢do weibull,
Y ~ Weibull(y; u, o), a funcao densidade de probabilidade é dada por:

s =5 (2) end-(5) )

emquey >0, u>00>0e¢=p/T (§+1), a média da distribuicao é pu e a
variancia ¢ 2 {T (2 +1) [T (2 +1)]* -1},

As distribuig¢oes beta prime, gamma e weibull modelam dados maiores que zero,
diferente da beta prime inflacionada em zero que pode conter valores iguais a zero,
por esse motivo os dados iguais a zero quando usadas as distribuigoes beta prime,

gamma e weibull foram alterados para 0, 0001.

4.1 Observacoes individuais

As Tabelas 4.2 e 4.3 apresentam os resultados para observacoes individuais.
Como esperado o valor do LCI é zero para todos os cenarios observados na
distribuicao BPIZ, no caso da BP, Gamma e Weibull os LCI sao diferentes de zero.
Observe que para a BPIZ temos os valores o, ARL, SDRL e MRL corretos quando

0 =1, e s6 mudam quando o valor da perturbacao ¢ aumenta.

E possivel observar na Tabela 4.2 com relacdo a distribuicio BPIZ, para todos
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os cendarios que para 0 = 1, os valores de ARLy, SDRLy e MRL, sao iguais aos
valores nominais. A medida que o valor da perturbacéo § aumenta, o ARL;, SDRL;
e MRL; tendem a 1, como esperado. Por exemplo, no cenério 1, para 6 = 1,1; 1,3
e 1,5 o grafico de controle leva, em média, 240, 113 e 59 amostras para detectar

que o processo esté fora de controle.

A variabilidade da distribuicao esta diretamente relacionada & capacidade do
grafico em detectar mudangas no processo. Por exemplo, considerando 6 = 1,5, nos
cenarios 2 e 4 da Tabela 4.2 e nos cenérios 6 e 8 da Tabela 4.3, onde é considerado
uma precisao maior, o grafico de controle leva, em média, 29, 19, 18 e 19 amostras
para detectar uma mudanca no processo. Por outro lado, nos cenérios 1 e 3 da
Tabela 4.2 e nos cenarios 5 e 7 da Tabela 4.3, onde é considerado uma precisao
menor, o grafico de controle leva em média, 59, 61, 42 e 43 amostras para uma

mudanca da mesma magnitude.

Outra coisa importante que é preciso notar é que nas distribuicoes gamma e
weibull nos cenarios 3 e 4 da Tabela 4.2 e nos cenarios 7 e 8 na Tabela 4.3, os
valores de a, ARL, SDRL e MRL assumem um valor especifico para qualquer 9,
por exemplo, nesses cenérios o o = 0,2000, o ARL é 5,00, o SDRL ¢é 4,47 e o MRL

é 3,11 mesmo perturbando o 4.

4.2 Observacoes nao individuais

Agora, considera-se os graficos de controle para monitorar a média da dis-
tribuicao, ou seja, quando n > 1 em que n é o numero de observagoes no
subgrupo ao qual se deseja monitorar a média da caracteristica da qualidade
e nao o valor individual. Os resultados estao apresentados nas Tabelas 4.4 a
4.11, levando em consideracao cada cenario apresentado na Tabela 4.1. Diferen-
temente do caso para observagoes individuais em que § assumia apenas valores
maiores que um, desta vez também assume valor menor que um, assim tem-se
0 = 0,50,6;0,7,0,8;0,9;1,0;1,1;1,2;1,3;1,4;1,5. Pode-se notar que em todos
os cenéarios, para a distribuicdo BPIZ conforme o valor de n aumenta, o ARL
se aproxima de 1 mais rapido quando aumenta ou diminui o valor de 9§, o que é
esperado, além do mais que comparando com os desempenhos dos graficos baseados
nas outras distribuicoes é possivel perceber que a carta proposta se sobressai. E
possivel perceber perceber em todos os cenarios, que o grafico cujos valores do
ARL mais se aproximam dos valores do ARL do gréafico baseado na distribuigao

BPIZ é o grafico baseado na distribuicao gamma conforme aumentamos o valor de n.
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Tabela 4.4: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a média,
cenario 1

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
1 ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 6,20 3,94 5,68 4,75 2,93 4,22 5,62 3,54 5,10 5,55 3,49 5,02
0,6 16,69 11,22 16,19 11,98 7,95 11,47 14,71 9,84 14,20 14,47 9,68 13,96
0,7 52,08 35,75 51,58 33,67 22,99 33,17 44,05 30,19 43,55 43,10 29,53 42,60
0,8 125,00 86,30 124,50 85,47 58,90 84,97 | 105,26 72,62 104,76 | 104,17 71,86 103,67
0,9 400,00 276,91 399,50 | 243,90 168,71 243,40 | 322,58 223,25 322,08 | 312,50 216,26 312,00
1,0 370,37 256,37 369,87 | 322,58 223,25 322,08 | 303,03 209,70 302,53 | 322,58 223,25 322,08
1,1 256,41 177,38 255,91 | 263,16 182,06 262,66 | 212,77 147,13 212,27 | 222,22 153,69 221,72
1,2 101,01 69,67 100,51 | 112,36 77,53 111,86 86,21 59,41 85,71 93,46 64,43 92,96
1,3 47,39 32,50 46, 89 51,81 35,57 51,31 41,15 28,18 40,65 42,55 29,15 42,05
1,4 27,40 18,64 26, 89 29,85 20, 34 29,35 24,15 16,39 23,65 25,19 17,11 24,68
1,5 15,65 10,50 15,14 16,84 11,32 16,33 13,35 8,90 12,84 14,06 9,40 13,56
LCI 0.1601 0.1715 0.1642 0.1648
LCS | 0.9890 0.9974 0.9771 0.9722
n =10
0,5 1,85 0,89 1,25 1,55 0,67 0,92 1,79 0,85 1,19 1,87 0,90 1,27
0,6 4,04 2,44 3,50 2,95 1,67 2,40 3,85 2,31 3,31 4,16 2,52 3,63
0,7 12,21 8,11 11,70 8,14 5,29 7,62 11,42 7,56 10,90 12,63 8,40 12,12
0,8 47,39 32,50 46, 89 28,33 19,29 27,82 43,29 29, 66 42,79 48,78 33,46 48,28
0,9 181,82 125,68 181,32 92,59 63,83 92,09 | 169,49 117,14 168,99 | 185,19 128,01 184,68
1,0 370,37 256,37 369,87 | 294,12 203,52 293,62 | 333,33 230,70 332,83 | 434,78 301,02 434,28
1,1 138,89 95,92 138,39 | 476,19 329,72 475,69 | 131,58 90,86 131,08 | 156,25 107,96 155,75
1,2 43,10 29,53 42,60 | 151,52 104,68 151,01 41,32 28,29 40, 82 47,39 32,50 46, 89
1,3 19,16 12,93 18,65 57,80 39,72 57,30 18,66 12,58 18,15 20,79 14,06 20, 28
1,4 8,12 5,27 7,60 21,32 14,43 20, 82 7,94 5,15 7,42 8,72 5,69 8,20
1,5 4,40 2,69 3,87 9,48 6,22 8,96 4,31 2,63 3,78 4,59 2,82 4,06
LCI 0,2394 0,2543 0,2415 0,2384
LCS | 0,8018 0,8729 0,7998 0, 8068
n = 20
0,5 1,06 0,25 0,26 1,02 0,18 0,16 1,06 0,24 0,26 1,07 0,26 0,28
0,6 1,47 0,61 0,83 1,24 0,42 0,55 1,46 0,60 0,82 1,51 0,64 0,87
0,7 3,47 2,04 2,93 2,25 1,18 1,68 3,42 2,00 2,87 3,68 2,18 3,14
0,8 13,85 9,25 13,34 6,95 4,46 6,43 13,61 9,08 13,10 15,20 10,18 14,69
0,9 92,59 63,83 92,09 32,47 22,16 31,96 86,96 59,93 86,46 | 103,09 71,11 102,59
1,0 370,37 256,37 369,87 | 217,39 150,34 216,89 | 344,83 238,67 344,33 | 357,14 247,21 356,64
1,1 125,00 86,30 124,50 | 434,78 301,02 434,28 | 119,05 82,17 118,55 | 114,94 79,33 114,44
1,2 25,06 17,02 24,56 | 102,04 70,38 101,54 24,57 16,68 24,06 24,39 16,56 23,89
1,3 7,85 5,09 7,33 24,94 16,94 24,43 7,69 4,97 7,17 7,62 4,93 7,10
1,4 3,40 1,99 2,86 8,10 5,26 7,58 3,37 1,97 2,82 3,34 1,95 2,80
1,5 1,96 0,97 1,38 3,57 2,11 3,03 1,95 0,96 1,36 1,94 0,95 1,35
LCI 0, 3039 0, 3235 0, 3045 0,3016
LCS | 0,7070 0,7614 0,7061 0, 7055
n =40
0,5 1,00 0,08 0,01 1,00 0,08 0,01 1,00 0,08 0,01 1,00 0,08 0,01
0,6 1,03 0,20 0,18 1,01 0,16 0,11 1,03 0,19 0,17 1,04 0,21 0,20
0,7 1,45 0,59 0,81 1,21 0,40 0,51 1,41 0,56 0,76 1,50 0,63 0,87
0,8 4,62 2,84 4,09 2,68 1,48 2,12 4,29 2,61 3,75 5,07 3,15 4,54
0,9 42,02 28,78 41,51 15,29 10,25 14,78 36,23 24,77 35,73 50, 25 34,48 49,75
1,0 370,37 256,37 369,87 | 178,57 123,43 178,07 | 344,83 238,67 344,33 | 400,00 276,91 399,50
1,1 44,84 30,73 44,34 | 238,10 164,69 237,59 48,08 32,98 47,57 44,25 30, 32 43,74
1,2 7,05 4,53 6,53 21,69 14,69 21,19 7,29 4,70 6,78 6,98 4,48 6,46
1,3 2,32 1,23 1,75 4,64 2,86 4,11 2,39 1,28 1,82 2,31 1,22 1,74
1,4 1,36 0,52 0,70 1,95 0,97 1,36 1,37 0,53 0,72 1,36 0,52 0,70
1,5 1,08 0,27 0,30 1,25 0,43 0,55 1,09 0,27 0,31 1,08 0,27 0,30
LCI 0, 3491 0,3661 0,3512 0, 3467
LCS | 0,6262 0, 6600 0, 6259 0,6275
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Tabela 4.5: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a média,
cenario 2

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
1 ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 4,01 2,42 3,47 2,63 1,45 2,07 3,66 2,17 3,12 3,26 1,89 2,72
0,6 12,15 8,07 11,64 6,84 4,38 6,32 10,72 7,08 10,21 9,05 5,92 8,54
0,7 39,37 26,94 38,87 19,76 13,35 19,26 34,01 23,23 33,51 28,82 19,63 28,31
0,8 120,48 83,16 119,98 60,61 41,66 60,10 | 111,11 76,67 110,61 96, 15 66, 30 95,65
0,9 285,71 197,70 285,21 | 169,49 117,14 168,99 | 238,10 164,69 237,59 | 217,39 150,34 216,89
1,0 370,37 256,37 369,87 | 312,50 216,26 312,00 | 322,58 223,25 322,08 | 333,33 230,70 332,83
1,1 119,05 82,17 118,55 | 416,67 288,46 416,17 | 116,28 80,25 115,78 | 116,28 80,25 115,78
1,2 38,02 26,01 37,52 | 169,49 117,14 168,99 36, 36 24,86 35, 86 37,88 25,91 37,38
1,3 15,70 10,53 15,19 58,14 39,95 57,64 15,29 10,25 14,78 15,77 10,58 15,26
1,4 7,46 4,82 6,94 20,79 14,06 20, 28 7,27 4,69 6,75 7,50 4,84 6,98
1,5 1,08 0,27 0,30 1,25 0,43 0,55 1,09 0,27 0,31 1,08 0,27 0,30
LCI 0, 1965 0,2165 0, 2005 0, 2055
LCS | 0,7985 0,8764 0,7962 0, 7989
n =10
0,5 1,24 0,42 0,55 1,08 0,26 0,28 1,21 0,40 0,51 1,23 0,41 0,53
0,6 2,38 1,27 1,82 1,53 0,65 0,90 2,25 1,18 1,68 2,33 1,24 1,76
0,7 8,18 5,32 7,67 3,61 2,14 3,07 7,39 4,77 6,87 7,83 5,07 7,31
0,8 39, 68 27,16 39,18 11,81 7,83 11,30 33,33 22,76 32,83 35,71 24,41 35,21
0,9 178,57 123,43 178,07 47,62 32,66 47,12 | 158,73 109,68 158,23 | 172,41 119,16 171,91
1,0 370,37 256,37 369,87 | 151,52 104,68 151,01 | 294,12 203,52 293,62 | 333,33 230,70 332,83
1,1 81,97 56,47 81,47 | 303,03 209,70 302,53 69,93 48,12 69,43 76,34 52,56 75,83
1,2 20, 33 13,74 19,82 66, 23 45,56 65,72 18,45 12,44 17,94 19,27 13,01 18,76
1,3 6,39 4,07 5,86 15,38 10,31 14,88 5,96 3,77 5,44 6,17 3,92 5,64
1,4 2,98 1,69 2,43 5,70 3,60 5,18 2,79 1,56 2,23 2,88 1,62 2,32
1,5 1,81 0, 86 1,21 2,80 1,57 2,25 1,74 0,81 1,14 1,78 0,84 1,17
LCI 0,2728 0,3015 0, 2760 0,2743
LCS | 0,7007 0, 7466 0,6961 0,6983
n = 20
0,5 1,00 0,12 0,06 1,00 0,08 0,01 1,00 0,12 0,05 1,01 0,14 0,08
0,6 1,12 0,31 0,37 1,02 0,17 0,14 1,11 0,30 0,35 1,17 0,36 0,45
0,7 2,23 1,17 1,66 1,30 0,47 0,62 2,18 1,13 1,60 2,68 1,49 2,13
0,8 10,02 6,59 9,51 3,10 1,78 2,55 9,60 6,30 9,08 14,27 9,54 13,76
0,9 79,37 54, 66 78,86 15,85 10,63 15,34 75,19 51,77 74,69 | 133,33 92,07 132,83
1,0 370,37 256,37 369,87 | 142,86 98,67 142,36 | 357,14 247,21 356,64 | 384,62 266,25 384,12
1,1 57,80 39,72 57,30 | 169,49 117,14 168,99 57,80 39,72 57,30 50,00 34,31 49,50
1,2 8,73 5,70 8,22 17,99 12,12 17,48 8,73 5,69 8,21 7,99 5,18 7,47
1,3 2,74 1,53 2,18 4,48 2,75 3,95 2,73 1,52 2,17 2,56 1,40 2,00
1,4 1,49 0,62 0,85 1,89 0,92 1,30 1,48 0,62 0,85 1,44 0,59 0,80
1,5 1,15 0,34 0,42 1,28 0,45 0,60 1,15 0,34 0,42 1,14 0,33 0,39
LCI 0,3271 0, 3595 0, 3283 0, 3200
LCS | 0,6373 0,6608 0,6372 0,6338
n =40
0,5 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,6 1,00 0,08 0,01 1,00 0,00 0,00 1,00 0,08 0,01 1,00 0,10 0,03
0,7 1,07 0,26 0,28 1,01 0,14 0,08 1,07 0,25 0,27 1,12 0,31 0,37
0,8 2,47 1,33 1,90 1,25 0,43 0,56 2,38 1,27 1,81 3,16 1,82 2,61
0,9 24,51 16,64 24,00 4,26 2,59 3,73 22,94 15,55 22,43 40,16 27,49 39, 66
1,0 370,37 256,37 369,87 51,28 35,20 50,78 | 333,33 230,70 332,83 | 434,78 301,02 434,28
1,1 16, 58 11,14 16,08 61,35 42,18 60, 85 17,01 11,44 16,50 15,70 10,53 15,19
1,2 2,59 1,42 2,03 5,00 3,11 4,47 2,64 1,46 2,08 2,51 1,36 1,95
1,3 1,24 0,42 0,55 1,60 0,71 0,98 1,25 0,43 0,56 1,23 0,41 0,53
1,4 1,03 0,19 0,17 1,09 0,28 0,31 1,03 0,19 0,17 1,03 0,19 0,16
1,5 1,00 0,11 0,04 1,01 0,15 0,10 1,00 0,11 0,04 1,00 0,11 0,04
LCI 0,3726 0,4042 0,3737 0, 3658
LCS | 0,5807 0,6032 0,5815 0,5795
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Tabela 4.6: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a média,
cenario 3

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
1 ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 14,01 9,36 13,50 11,64 7,72 11,13 11,92 7,91 11,41 12,76 8,49 12,24
0,6 26, 60 18,09 26,09 21,79 14,75 21,28 22,22 15,05 21,72 24,10 16,35 23,59
0,7 56,18 38,59 55,68 48,08 32,98 47,57 49,50 33,97 49,00 52,63 36,13 52,13
0,8 123,46 85,23 122,96 97,09 66,95 96, 59 98,04 67,61 97,54 | 106,38 73,39 105,88
0,9 294,12 203,52 293,62 | 227,27 157,19 226,77 | 256,41 177,38 255,91 | 263,16 182,06 262,66
1,0 370,37 256,37 369,87 | 277,78 192,19 277,28 | 222,22 153,69 221,72 | 277,78 192,19 277,28
1,1 250,00 172,94 249,50 | 357,14 247,21 356,64 | 227,27 157,19 226,77 | 256,41 177,38 255,91
1,2 151,52 104,68 151,01 | 200,00 138,28 199,50 | 142,86 98,67 142,36 | 153,85 106,29 153,35
1,3 69,44 47,79 68,94 88, 50 60,99 87,99 67,11 46,17 66,61 70,42 48,47 69, 92
1,4 41,67 28,53 41,16 53,48 36, 72 52,97 38,61 26,41 38,11 42,02 28,78 41,51
1,5 20,70 14,00 20, 20 26, 25 17,84 25,74 19,76 13,35 19,26 21,14 14,30 20, 64
LCI 0,0930 0,0989 0,0982 0,0961
LCS | 0,9522 0, 9805 0,9458 0,9539
n =10
0,5 5,93 3,75 5,40 4,65 2,86 4,12 5,15 3,21 4,63 5,51 3,46 4,98
0,6 15,90 10,67 15,39 11,39 7,54 10, 88 13,02 8,67 12,51 14,51 9,71 14,00
0,7 43,48 29,79 42,98 30,21 20, 59 29,71 35,34 24,14 34,83 39,53 27,05 39,02
0,8 116,28 80,25 115,78 78,74 54,23 78,24 90,91 62,67 90,41 | 105,26 72,62 104,76
0,9 232,56 160,85 232,06 | 181,82 125,68 181,32 | 181,82 125,68 181,32 | 208,33 144,06 207,83
1,0 370,37 256,37 369,87 | 333,33 230,70 332,83 | 256,41 177,38 255,91 | 294,12 203,52 293,62
1,1 185,19 128,01 184,68 | 434,78 301,02 434,28 | 161,29 111,45 160,79 | 172,41 119,16 171,91
1,2 86, 96 59,93 86,46 | 400,00 276,91 399,50 71,94 49,52 71,44 76,34 52, 56 75,83
1,3 29,50 20,10 28,99 | 149,25 103,11 148,75 27,32 18,59 26, 82 27,86 18,96 27,35
1,4 14,93 9,99 14,42 62,89 43,25 62,39 13,40 8,94 12,90 13,72 9,16 13,21
1,5 8,30 5,40 7,78 26,67 18,14 26,16 7,62 4,93 7,10 7,78 5,04 7,26
LCI 0, 1437 0,1526 0, 1489 0,1461
LCS | 0,7642 0,8621 0,7592 0,7571
n = 20
0,5 1,57 0,69 0,95 1,28 0,46 0,60 1,51 0,64 0,87 1,45 0,59 0,81
0,6 3,56 2,10 3,02 2,26 1,18 1,68 3,24 1,88 2,69 2,98 1,70 2,43
0,7 10,80 7,13 10,29 5,60 3,52 5,07 9,50 6,23 8,98 8,35 5,44 7,84
0,8 40,98 28,06 40,48 18,98 12,80 18,47 35,34 24,14 34,83 30,12 20,53 29,62
0,9 144,93 100,11 144,43 63, 69 43,80 63,19 | 125,00 86,30 124,50 | 112,36 77,53 111,86
1,0 370,37 256,37 369,87 | 270,27 186,99 269,77 | 303,03 209,70 302,53 | 256,41 177,38 255,91
1,1 88, 50 60, 99 87,99 | 833,33 577,28 832,83 86,21 59,41 85,71 90,09 62,10 89, 59
1,2 24,51 16,64 24,00 | 769,23 532,84 768,73 24,15 16,39 23,65 24,81 16,85 24,31
1,3 9,56 6,27 9,05 | 196,08 135,56 195,58 9,43 6,19 8,92 9,64 6,33 9,13
1,4 4,45 2,73 3,92 38,91 26,62 38,41 4,42 2,70 3,88 4,49 2,75 3,96
1,5 2,70 1,50 2,15 15,48 10,38 14,97 2,68 1,49 2,12 2,72 1,52 2,17
LCI 0,2118 0,2309 0,2151 0,2183
LCS | 0,6302 0,7530 0,6295 0, 6309
n =40
0,5 1,03 0,20 0,18 1,00 0,12 0,06 1,03 0,19 0,16 1,02 0,17 0,14
0,6 1,38 0,54 0,72 1,08 0,27 0,29 1,32 0,49 0,65 1,23 0,42 0,54
0,7 3,40 1,99 2,86 1,62 0,72 1,01 3,06 1,75 2,51 2,55 1,40 1,99
0,8 16, 64 11,18 16,13 4,21 2,56 3,67 13,93 9,30 13,42 10,19 6,71 9,68
0,9 100, 00 68,97 99, 50 18,73 12,63 18,22 81,30 56,01 80, 80 55,25 37,95 54,75
1,0 370,37 256,37 369,87 | 100,00 68,97 99,50 | 357,14 247,21 356,64 | 196,08 135,56 195,58
1,1 82,64 56, 94 82,14 | 666,67 461,75 666,17 92,59 63,83 92,09 69,93 48,12 69,43
1,2 14,03 9,37 13,52 | 303,03 209,70 302,53 15,48 10,38 14,97 12,80 8,52 12,29
1,3 4,37 2,67 3,84 41,84 28,65 41,34 4,73 2,92 4,20 4,09 2,47 3,56
1,4 2,19 1,13 1,61 11,25 7,44 10,74 2,28 1,20 1,71 2,11 1,08 1,53
1,5 1,48 0,62 0,85 4,26 2,59 3,72 1,53 0,65 0,90 1,45 0,59 0,80
LCI 0, 2585 0, 2895 0,2619 0, 2683
LCS | 0,5671 0,6499 0,5707 0, 5637
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Tabela 4.7: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a média,
cenario 4

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
1 ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 10,07 6,63 9,56 7,84 5,08 7,32 8,43 5,49 7,92 8,23 5,35 7,71
0,6 19, 88 13,43 19,37 15,27 10,23 14,76 16,50 11,09 15,99 16,05 10,78 15,54
0,7 48,31 33,14 47,81 36,10 24,68 35,60 39,68 27,16 39,18 38,76 26, 52 38,26
0,8 111,11 76,67 110,61 77,52 53,39 77,02 87,72 60, 46 87,22 86,21 59,41 85,71
0,9 172,41 119,16 171,91 | 106,38 73,39 105,88 | 121,95 84,18 121,45 | 116,28 80,25 115,78
1,0 370,37 256,37 369,87 | 344,83 238,67 344,33 | 256,41 177,38 255,91 | 250,00 172,94 249,50
1,1 238,10 164,69 237,59 | 555,56 384,74 555,06 | 169,49 117,14 168,99 | 169,49 117,14 168,99
1,2 93,46 64,43 92,96 | 312,50 216,26 312,00 66,67 45,86 66, 16 66,67 45,86 66, 16
1,3 34, 36 23,47 33,86 | 114,94 79,33 114,44 25,13 17,07 24,62 25,25 17,15 24,75
1,4 15,53 10,41 15,02 40,98 28,06 40,48 12,38 8,23 11,87 12,48 8,30 11,97
1,5 8,56 5,58 8,05 19,01 12,83 18,50 6,92 4,44 6,40 6,94 4,46 6,43
LCI 0,1185 0,1273 0,1245 0,1252
LCS | 0,7978 0,8727 0,7786 0,7789
n =10
0,5 6,92 4,44 6,40 4,95 3,07 4,42 5,72 3,61 5,19 5,74 3,62 5,21
0,6 23,31 15,81 22,80 15,36 10,30 14,85 18,45 12,44 17,94 18,52 12,49 18,01
0,7 71,43 49,16 70,93 43,48 29,79 42,98 53,48 36, 72 52,97 53,48 36, 72 52,97
0,8 200,00 138,28 199,50 | 129,87 89,67 129,37 | 158,73 109,68 158,23 | 158,73 109,68 158,23
0,9 277,78 192,19 277,28 | 232,56 160,85 232,06 | 250,00 172,94 249,50 | 250,00 172,94 249,50
1,0 370,37 256,37 369,87 | 555,66 384,74 555,06 | 303,03 209,70 302,53 | 303,03 209,70 302,53
1,1 106, 38 73,39 105,88 | 714,29 494,76 713,79 97,09 66,95 96, 59 95,24 65,67 94,74
1,2 32,05 21,87 31,55 | 370,37 256,37 369,87 30, 86 21,04 30, 36 30,12 20,53 29, 62
1,3 10,66 7,04 10,15 75,19 51,77 74,69 10,45 6,89 9,94 10,34 6,82 9,83
1,4 5,33 3,34 4,81 24,57 16,68 24,06 5,27 3,29 4,74 5,21 3,25 4,68
1,5 3,13 1,80 2,58 9,75 6,40 9,23 3,11 1,78 2,56 3,08 1,77 2,53
LCI 0, 1501 0, 1606 0, 1559 0, 1557
LCS | 0,6591 0,7532 0, 6580 0,6571
n = 20
0,5 1,27 0,45 0,59 1,05 0,23 0,23 1,21 0,40 0,51 1,12 0,32 0,37
0,6 2,71 1,51 2,15 1,48 0,62 0,85 2,42 1,30 1,85 1,94 0,96 1,35
0,7 8,58 5,60 8,07 3,30 1,92 2,75 7,20 4,64 6,68 5,21 3,25 4,68
0,8 42,02 28,78 41,51 10,80 7,13 10,29 33,67 22,99 33,17 20,53 13,88 20,03
0,9 144,93 100,11 144,43 34,13 23,31 33,63 | 116,28 80,25 115,78 69,44 47,79 68,94
1,0 370,37 256,37 369,87 | 135,14 93,32 134,63 | 312,50 216,26 312,00 | 178,57 123,43 178,07
1,1 64,10 44,09 63,60 | 666,67 461,75 666,17 64,10 44,09 63, 60 46,08 31,59 45,58
1,2 13,57 9,05 13,06 | 163,93 113,28 163,43 13,46 8,98 12,95 10,94 7,23 10,43
1,3 5,15 3,21 4,63 34,84 23,80 34,34 5,13 3,19 4,60 4,41 2,69 3,88
1,4 2,57 1,41 2,01 10, 30 6,79 9,79 2,56 1,40 2,00 2,33 1,24 1,76
1,5 1,72 0,79 1,11 4,30 2,62 3,76 1,71 0,79 1,11 1,62 0,72 1,00
LCI 0, 2267 0, 2567 0,2311 0, 2408
LCS | 0,5828 0,6618 0, 5826 0,5740
n =40
0,5 1,00 0,11 0,04 1,00 0,00 0,00 1,00 0,10 0,03 1,00 0,08 0,01
0,6 1,12 0,31 0,36 1,00 0,12 0,05 1,09 0,28 0,32 1,04 0,21 0,21
0,7 2,30 1,22 1,73 1,12 0,31 0,36 2,10 1,07 1,52 1,63 0,73 1,01
0,8 10,98 7,26 10,47 2,03 1,02 1,44 9,27 6,07 8,75 5,71 3,60 5,18
0,9 77,52 53,39 77,02 7,20 4,64 6,68 60,98 41,92 60,47 35,71 24,41 35,21
1,0 370,37 256,37 369,87 38,91 26,62 38,41 | 344,83 238,67 344,33 | 151,52 104,68 151,01
1,1 35,46 24,23 34,96 | 263,16 182,06 262,66 36,76 25,14 36, 26 20,53 13,88 20,03
1,2 5,60 3,52 5,07 | 125,00 86,30 124,50 5,72 3,61 5,20 4,31 2,62 3,77
1,3 2,19 1,14 1,61 15,85 10,63 15,34 2,22 1,16 1,65 1,89 0,92 1,29
1,4 1,37 0,53 0,71 4,16 2,52 3,63 1,38 0,53 0,72 1,27 0,45 0,59
1,5 1,13 0,32 0,38 2,03 1,02 1,44 1,13 0,32 0,38 1,09 0,28 0,32
LCI 0,2741 0,3190 0,2776 0, 2883
LCS | 0,5260 0,6002 0,5267 0,5160
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Tabela 4.8: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a média,
cenario 5

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
o ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 5,87 3,71 5,35 2,71 1,51 2,15 5,69 3,59 5,17 4,12 2,50 3,59
0,6 18,05 12,16 17,54 6,95 4,46 6,43 17,45 11,75 16,94 11,95 7,93 11,44
0,7 55, 56 38,16 55,05 18,02 12,14 17,51 52,63 36,13 52,13 33,56 22,91 33,05
0,8 | 175,44 121,26 174,94 52,91 36,33 52,41 | 161,29 111,45 160,79 | 105,26 72,62 104,76
0,9 500,00 346,23 499,50 129,87 89,67 129,37 | 434,78 301,02 434,28 | 294,12 203,52 293,62
1,0 370,37 256,37 369,87 200,00 138,28 199,50 | 344,83 238,67 344,33 | 312,50 216,26 312,00
1,1 243,90 168,71 243,40 200, 00 138,28 199,50 | 243,90 168,71 243,40 | 256,41 177,38 255,91
1,2 90,91 62,67 90,41 84,03 57,90 83,53 90, 09 62,10 89,59 90,91 62,67 90,41
1,3 38,91 26,62 38,41 36,23 24,77 35,73 38,61 26,41 38,11 40,49 27,71 39,98
1,4 19,38 13,08 18,87 18,45 12,44 17,94 | 19,23 12,98 18,72 | 20,62 13,94 20,11
1,5 10,03 6,60 9,52 9,71 6,38 9,20 9,97 6,56 9,46 | 10,42 6,87 9,90
LCI 0, 3550 0,4231 0, 3567 0, 3823
LCS | 1,8223 1,8163 1,8208 1,8313
n =10
0,5 1,32 0,49 0,66 1,07 0,25 0,27 1,33 0,50 0,67 1,30 0,47 0,62
0,6 2,66 1,47 2,11 1,41 0,56 0,76 2,70 1,50 2,15 2,57 1,41 2,01
0,7 8,18 5,32 7,67 2,74 1,53 2,19 8,42 5,49 7,91 7,55 4,88 7,04
0,8 31,65 21,59 31,14 7,33 4,73 6,81 | 33,33 22,76 32,83 | 28,65 19,51 28,15
0,9 169,49 117,14 168,99 26, 25 17,84 25,74 | 185,19 128,01 184,68 | 161,29 111,45 160,79
1,0 370,37 256,37 369,87 108,70 74,99 108,19 | 344,83 238,67 344,33 | 312,50 216,26 312,00
1,1 126,58 87,39 126,08 256,41 177,38 255,91 | 111,11 76,67 110,61 | 108,70 74,99 108,19
1,2 31,65 21,59 31,14 142, 86 98,67 142, 36 26,18 17,80 25,67 26,11 17,75 25,60
1,3 11,38 7,53 10,87 48,54 33,30 48,04 9,78 6,43 9,27 9,67 6,35 9,16
1,4 5,09 3,17 4,57 16,05 10,78 15,54 4,53 2,78 4,00 4,51 2,76 3,98
1,5 2,85 1,61 2,30 7,12 4,58 6,60 2,60 1,43 2,04 2,59 1,42 2,03
LCI 0, 5332 0,6214 0,5316 0,5372
LCS | 1,5000 1,6532 1,4811 1,4799
n = 20
0,5 1,00 0,13 0,07 1,00 0,08 0,01 1,00 0,13 0,07 1,01 0,14 0,09
0,6 1,13 0,32 0,38 1,01 0,14 0,09 1,12 0,31 0,37 1,17 0, 36 0,45
0,7 1,98 0,99 1,39 1,14 0,33 0,40 1,95 0,96 1,36 2,27 1,19 1,69
0,8 7,39 4,77 6,87 1,88 0,91 1,28 7,16 4,61 6,64 9,71 6,38 9,20
0,9 49,75 34,14 49,25 5,72 3,61 5,19 47,17 32,35 46,67 69, 93 48,12 69,43
1,0 | 370,37 256,37 369,87 33,33 22,76 32,83 | 357,14 247,21 356,64 | 434,78 301,02 434,28
1,1 74,07 51,00 73,57 200,00 138,28 199, 50 75,19 51,77 74,69 77,52 53,39 77,02
1,2 12,72 8,47 12,21 434,78 301,02 434,28 12,90 8,59 12,39 13,39 8,93 12,88
1,3 3,87 2,32 3,33 82,64 56,94 82,14 3,91 2,34 3,37 3,99 2,40 3,45
1,4 1,92 0,95 1,33 17,92 12,07 17,41 1,93 0,95 1,34 1,95 0,97 1,37
1,5 1,32 0,49 0,65 5,77 3,64 5,25 1,32 0,49 0,65 1,33 0,50 0,66
LCI 0,6614 0,7624 0,6634 0,6492
LCS | 1,3199 1,5666 1,3209 1,3232
n =40
0,5 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,6 1,00 0,11 0,04 1,00 0,00 0,00 1,00 0,11 0,04 1,00 0,13 0,07
0,7 1,15 0,34 0,42 1,01 0,14 0,08 1,15 0,34 0,41 1,23 0,41 0,53
0,8 2,99 1,70 2,44 1,17 0,35 0,44 2,95 1,68 2,40 4,00 2,41 3,47
0,9 27,40 18,64 26, 89 2,70 1,50 2,15 26,53 18,04 26,02 47,62 32,66 47,12
1,0 | 370,37 256,37 369,87 18,69 12,61 18,18 | 370,37 256,37 369,87 | 526,32 364,47 525,82
1,1 23,36 15,85 22,86 344,83 238,67 344,33 25,25 17,15 24,75 25,06 17,02 24,56
1,2 3,67 2,18 3,13 | 10000,00 6931,13 9999, 50 3,87 2,32 3,33 3,86 2,31 3,33
1,3 1,52 0,65 0,89 113,64 78,42 113,14 1,55 0,67 0,93 1,55 0,67 0,92
1,4 1,09 0,28 0,32 11,98 7,95 11,47 1,10 0,29 0,33 1,10 0,29 0,33
1,5 1,01 0,16 0,12 3,14 1,81 2,59 1,02 0,17 0,13 1,02 0,17 0,13
LCI 0,7315 0, 8300 0,7325 0,7163
LCS | 1,1935 1,4734 1,1975 1,1972
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Tabela 4.9: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a média,
cenario 6

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
1 ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 3,11 1,79 2,56 1,23 0,41 0,53 2,96 1,68 2,41 2,03 1,02 1,44
0,6 10,29 6,78 9,78 2,11 1,08 1,53 9,68 6,36 9,17 5,53 3,48 5,01
0,7 35,34 24,14 34,83 5,12 3,19 4,59 32,47 22,16 31,96 17,21 11,58 16,70
0,8 96,15 66, 30 95,65 14,31 9,57 13,80 90,91 62,67 90,41 51,55 35,38 51,04
0,9 277,78 192,19 277,28 36,50 24,95 35,99 | 243,90 168,71 243,40 | 129,87 89,67 129,37
1,0 370,37 256,37 369,87 71,43 49,16 70,93 | 333,33 230,70 332,83 | 238,10 164,69 237,59
1,1 136,99 94,60 136,49 99,01 68, 28 98,51 | 104,17 71,86 103,67 | 116,28 80,25 115,78
1,2 31,25 21,31 30,75 27,86 18,96 27,35 26,18 17,80 25,67 28,90 19,68 28,40
1,3 11,49 7,62 10,98 11,40 7,55 10,89 10,19 6,71 9,68 10,81 7,14 10,30
1,4 5,17 3,22 4,64 5,16 3,22 4,64 4,69 2,89 4,16 4,94 3,06 4,41
1,5 2,89 1,63 2,33 2,89 1,63 2,33 2,67 1,48 2,11 2,79 1,56 2,23
LCI 0,4290 0, 5596 0,4330 0,4706
LCS | 1,5161 1,5164 1, 5009 1, 5094
n =10
0,5 1,04 0,22 0,21 1,00 0,12 0,05 1,04 0,21 0,21 1,04 0,21 0,20
0,6 1,51 0,64 0,88 1,07 0,25 0,27 1,49 0,63 0,86 1,46 0,60 0,82
0,7 4,42 2,71 3,89 1,67 0,76 1,06 4,30 2,62 3,76 4,06 2,45 3,52
0,8 19,92 13,46 19,41 4,35 2,65 3,82 19,05 12,85 18,54 17,54 11,81 17,04
0,9 112,36 77,53 111,86 16,42 11,03 15,91 | 104,17 71,86 103,67 98,04 67,61 97,54
1,0 370,37 256,37 369,87 64,94 44,66 64,43 | 344,83 238,67 344,33 | 294,12 203,52 293,62
1,1 81,30 56,01 80, 80 285,71 197,70 285,21 83,33 57,41 82,83 82,64 56,94 82,14
1,2 13,39 8,93 12,88 526,32 364,47 525,82 13,59 9,07 13,08 13,66 9,12 13,15
1,3 4,23 2,57 3,70 200, 00 138,28 199, 50 4,27 2,60 3,74 4,28 2,61 3,75
1,4 2,07 1,05 1,49 33,11 22,60 32,61 2,08 1,06 1,50 2,08 1,06 1,50
1,5 1,43 0,58 0,78 8,87 5,79 8,35 1,43 0,58 0,79 1,43 0,58 0,79
LCI 0,5992 0,6882 0,6011 0,6053
LCS | 1,3394 1,6285 1,3403 1,3407
n = 20
0,5 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,6 1,02 0,18 0,16 1,00 0,00 0,00 1,02 0,18 0,15 1,03 0,20 0,18
0,7 1,60 0,71 0,98 1,01 0,14 0,09 1,58 0,69 0,96 1,73 0,81 1,13
0,8 7,08 4,55 6,56 1,22 0,40 0,52 6,85 4,39 6,33 8,51 5,55 8,00
0,9 86, 96 59,93 86, 46 2,92 1,66 2,37 80,00 55,10 79,50 | 103,09 71,11 102,59
1,0 370,37 256,37 369,87 15,60 10,46 15,09 | 344,83 238,67 344,33 | 357,14 247,21 356,64
1,1 23,98 16,27 23,48 112,36 77,53 111,86 22,37 15,16 21,87 21,98 14,88 21,47
1,2 3,78 2,25 3,24 | 1428,57 989,86  1428,07 3,67 2,18 3,13 3,64 2,16 3,10
1,3 1,62 0,72 1,00 243,90 168,71 243,40 1,59 0,70 0,97 1,58 0,69 0,96
1,4 1,15 0,34 0,41 19, 46 13,14 18,95 1,14 0,33 0,40 1,14 0,33 0,40
1,5 1,04 0,21 0,19 4,39 2,68 3,86 1,03 0,20 0,19 1,03 0,20 0,19
LCI 0, 6846 0, 8231 0, 6860 0,6774
LCS | 1,2016 1,5135 1,1990 1,1983
n =40
0,5 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,6 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,08 0,01
0,7 1,02 0,17 0,12 1,00 0,00 0,00 1,01 0,16 0,12 1,04 0,21 0,21
0,8 1,81 0, 86 1,21 1,01 0,14 0,08 1,77 0,83 1,17 2,65 1,46 2,09
0,9 19,31 13,03 18,80 1,43 0,58 0,79 18,18 12,25 17,67 44,84 30,73 44,34
1,0 370,37 256,37 369,87 7,63 4,94 7,12 | 312,50 216,26 312,00 | 416,67 288,46 416,17
1,1 11,95 7,93 11,44 161,29 111,45 160,79 11,70 7,76 11,18 9,45 6,20 8,94
1,2 1,85 0,89 1,26 | 5000,00 3465,39 4999, 50 1,83 0,88 1,24 1,70 0,78 1,09
1,3 1,09 0,28 0,31 34,97 23,89 34,46 1,09 0,28 0,31 1,07 0,26 0,28
1,4 1,01 0,14 0,08 3,63 2,15 3,09 1,01 0,14 0,08 1,01 0,13 0,07
1,5 1,00 0,08 0,01 1,42 0,57 0,77 1,00 0,08 0,01 1,00 0,08 0,01
LCI 0, 7656 0, 8836 0,7670 0, 7446
LCS | 1,1325 1,3786 1,1316 1,1241
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Tabela 4.10: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a
média, cenario 7

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
o ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 13,59 9,07 13,08 8,97 5,86 8,45 11,99 7,96 11,48 10, 56 6,97 10,05
0,6 30, 58 20, 85 30,08 19,16 12,93 18,65 27,86 18,96 27,35 24,15 16,39 23,65
0,7 58, 82 40,43 58,32 38,02 26,01 37,52 52,91 36,33 52,41 47,39 32,50 46, 89
0,8 | 156,25 107,96 155,75 80,65 55,55 80,14 | 135,14 93,32 134,63 | 107,53 74,18 107,03
0,9 312,50 216,26 312,00 153,85 106,29 153,35 | 250,00 172,94 249,50 | 222,22 153,69 221,72
1,0 370,37 256,37 369,87 222,22 153,69 221,72 | 294,12 203,52 293,62 | 322,58 223,25 322,08
1,1 142, 86 98,67 142,36 114,94 79,33 114,44 123,46 85,23 122,96 151,52 104, 68 151,01
1,2 72,46 49,88 71,96 63,69 43,80 63,19 64,94 44,66 64,43 86, 96 59,93 86, 46
1,3 28,25 19,23 27,74 25,97 17,65 25,47 26,04 17,70 25,54 33,78 23,07 33,28
1,4 16, 39 11,01 15,89 15,13 10,14 14,62 15,13 10,14 14,62 18,94 12,78 18,43
1,5 9,53 6,25 9,02 8,90 5,81 8,38 8,88 5,80 8,37 | 11,03 7,29 10,51
LCI 0,2131 0,2382 0,2191 0,2263
LCS | 1,6528 1,6394 1,6392 1,6817
n =10
0,5 6,77 4,33 6,25 3,36 1,96 2,81 6,14 3,90 5,62 5,82 3,68 5,30
0,6 20, 66 13,97 20,15 8,83 5,76 8,31 18,42 12,42 17,91 17,04 11,46 16,53
0,7 62, 89 43,25 62,39 22,88 15,51 22,38 54,05 37,12 53,55 50,76 34,84 50, 26
0,8 | 166,67 115,18 166,17 62,50 42,97 62,00 | 153,85 106,29 153,35 | 142,86 98,67 142,36
0,9 555,56 384,74 555,06 153,85 106,29 153,35 | 476,19 329,72 475,69 | 434,78 301,02 434,28
1,0 370,37 256,37 369,87 285,71 197,70 285,21 | 333,33 230,70 332,83 | 344,83 238,67 344,33
1,1 135,14 93,32 134,63 714,29 494,76 713,79 | 135,14 93,32 134,63 | 156,25 107,96 155,75
1,2 34,13 23,31 33,63 294,12 203,52 293,62 34,01 23,23 33,51 40,49 27,71 39,98
1,3 14,71 9,84 14,20 149, 25 103,11 148,75 14,71 9,84 14,20 17,15 11,54 16,65
1,4 6,62 4,23 6,10 58,14 39,95 57,64 6,61 4,22 6,08 7,32 4,72 6,80
1,5 4,10 2,48 3,57 22,83 15,48 22,33 4,09 2,47 3,55 4,44 2,72 3,91
LCI 0,2979 0,3453 0,3035 0,3071
LCS | 1,3764 1,6444 1,3761 1,3932
n = 20
0,5 1,46 0,60 0,82 1,12 0,31 0,36 1,42 0,57 0,78 1,16 0,35 0,42
0,6 3,52 2,07 2,98 1,81 0, 86 1,21 3,32 1,93 2,77 2,03 1,02 1,44
0,7 13,68 9,13 13,17 4,43 2,71 3,90 12,79 8,51 12,28 5,40 3,39 4,88
0,8 55,25 37,95 54,75 15,46 10, 36 14,95 50,25 34,48 49,75 20,24 13,68 19,74
0,9 217,39 150,34 216,89 49,75 34,14 49,25 | 192,31 132,95 191,81 66,23 45,56 65,72
1,0 | 370,37 256,37 369,87 | 204,08 141,11 203,58 | 322,58 223,25 322,08 | 185,19 128,01 184,68
1,1 66,67 45, 86 66, 16 833,33 577,28 832,83 62,11 42,71 61,61 57,14 39,26 56, 64
1,2 16,98 11,42 16,47 | 1111,11 769,82 1110,61 15,97 10,72 15,47 15,29 10,25 14,78
1,3 5,96 3,78 5,44 476,19 329,72 475,69 5,74 3,62 5,21 5,60 3,52 5,07
1,4 3,01 1,72 2,46 81,30 56,01 80, 80 2,93 1,66 2,38 2,89 1,64 2,34
1,5 1,96 0,97 1,37 25,64 17,42 25,14 1,93 0,95 1,34 1,91 0,94 1,32
LCI 0,4315 0,4888 0,4350 0,4772
LCS | 1,1927 1,5273 1,1889 1,1859
n =40
0,5 1,00 0,13 0,06 1,00 0,10 0,03 1,00 0,12 0,06 1,00 0,09 0,02
0,6 1,16 0,35 0,44 1,05 0,22 0,22 1,15 0,34 0,42 1,04 0,21 0,19
0,7 2,45 1,32 1,89 1,56 0,68 0,93 2,37 1,27 1,81 1,47 0,61 0,84
0,8 10,93 7,22 10, 42 4,43 2,71 3,90 10,33 6,81 9,82 3,91 2,34 3,37
0,9 89,29 61,54 88,78 23,20 15,73 22,70 80, 00 55,10 79,50 18,94 12,78 18,43
1,0 370,37 256,37 369,87 153,85 106, 29 153,35 344,83 238,67 344,33 100, 00 68,97 99, 50
1,1 48,08 32,98 47,57 | 1428,57 989,86  1428,07 49,50 33,97 49,00 31,85 21,73 31,34
1,2 8,40 5,47 7,89 0 s 0 8,78 5,73 8,26 6,43 4,10 5,91
1,3 2,94 1,67 2,39 | 1428,57 989,86  1428,07 3,05 1,74 2,50 2,49 1,35 1,93
1,4 1,66 0,75 1,04 188,68 130,44 188,18 1,69 0,77 1,08 1,51 0,64 0,88
1,5 1,23 0,42 0,54 29, 85 20,34 29,35 1,24 0,43 0,55 1,18 0,37 0,46
LCI 0, 5438 0, 5835 0, 5460 0,5904
LCS | 1,0855 1,4384 1,0889 1,0676
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Tabela 4.11: Performance em termos de ARL, SDRL e MRL, para monitorar a
média, cenario 8

n=>5

BPIZ BP Gamma Weibull
1 ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL ARL SDRL MRL
0,5 9,29 6,09 8,78 5,10 3,17 4,57 8,50 5,54 7,99 7,04 4,52 6,52
0,6 20,53 13,88 20,03 10, 66 7,04 10,15 18,59 12,53 18,08 15,08 10,10 14,57
0,7 46, 30 31,74 45,79 22,83 15,48 22,33 41,84 28,65 41,34 33,90 23,15 33,39
0,8 90,91 62,67 90,41 44,44 30,46 43,94 78,12 53,80 77,62 61,73 42 44 61,23
0,9 188,68 130,44 188,18 74,07 51,00 73,57 | 153,85 106,29 153,35 | 126,58 87,39 126,08
1,0 370,37 256,37 369,87 128,21 88,52 127,70 | 322,58 223,25 322,08 | 232,56 160,85 232,06
1,1 106, 38 73,39 105,88 99,01 68, 28 98,51 | 104,17 71,86 103,67 | 104,17 71,86 103,67
1,2 33,11 22,60 32,61 32,26 22,01 31,75 32,47 22,16 31,96 33,90 23,15 33,39
1,3 13,42 8,95 12,91 13,33 8,89 12,82 13,26 8,84 12,75 13,91 9,29 13,40
1,4 6,59 4,21 6,07 6,57 4,20 6,05 6,54 4,17 6,02 6,77 4,33 6,25
1,5 4,15 2,51 3,61 4,14 2,51 3,61 4,13 2,50 3,60 4,21 2,56 3,68
LCI 0,2573 0,2989 0,2632 0, 2755
LCS | 1,4304 1,4301 1,4286 1,4346
n =10
0,5 5,47 3,44 4,95 1,90 0,92 1,30 4,96 3,08 4,43 3,46 2,03 2,91
0,6 18,98 12,80 18,47 4,76 2,94 4,23 16,69 11,22 16,19 11,11 7,35 10, 60
0,7 56, 50 38,81 55,99 11,71 7,76 11,20 50,51 34, 66 50, 00 32,36 22,08 31,86
0,8 169,49 117,14 168,99 32,05 21,87 31,55 | 153,85 106,29 153,35 85,47 58,90 84,97
0,9 416,67 288,46 416,17 66,23 45,56 65,72 | 400,00 276,91 399,50 | 208,33 144,06 207,83
1,0 370,37 256,37 369,87 166,67 115,18 166,17 | 322,58 223,25 322,08 | 250,00 172,94 249,50
1,1 63,69 43,80 63,19 270,27 186,99 269,77 57,14 39,26 56, 64 60,24 41,41 59,74
1,2 14,71 9,84 14,20 555,56 384,74 555,06 14,18 9,48 13,68 14,45 9,67 13,94
1,3 5,88 3,72 5,36 434,78 301,02 434,28 5,69 3,59 5,17 5,80 3,67 5,28
1,4 3,31 1,93 2,77 116,28 80, 25 115,78 3,23 1,87 2,68 3,28 1,90 2,73
1,5 2,20 1,15 1,63 37,04 25,32 36,53 2,16 1,12 1,59 2,19 1,14 1,61
LCI 0, 3242 0,4038 0,3294 0, 3527
LCS | 1,2315 1,6162 1,2276 1,2302
n = 20
0,5 1,23 0,41 0,53 1,06 0,24 0,25 1,20 0,39 0,50 1,04 0,21 0,20
0,6 2,89 1,63 2,34 1,70 0,78 1,09 2,75 1,53 2,19 1,51 0,64 0,88
0,7 11,51 7,62 11,00 4,81 2,97 4,28 10,63 7,01 10,11 3,87 2,32 3,34
0,8 59,17 40,67 58,67 18,80 12,68 18,29 53,19 36, 52 52,69 14,12 9,44 13,62
0,9 294,12 203,52 293,62 81,30 56,01 80,80 | 250,00 172,94 249,50 62,11 42,71 61,61
1,0 370,37 256,37 369,87 232,56 160, 85 232,06 | 322,58 223,25 322,08 | 144,93 100,11 144,43
1,1 42,55 29,15 42,05 769,23 532,84 768,73 42,02 28,78 41,51 34,13 23,31 33,63
1,2 9,09 5,95 8,58 | 2500,00 1732,52 2499,50 8,98 5,87 8,47 8,06 5,24 7,55
1,3 3,43 2,01 2,89 | 2500,00 1732,52 2499,50 3,41 2,00 2,87 3,15 1,82 2,61
1,4 1,96 0,97 1,37 277,78 192,19 277,28 1,95 0,97 1,36 1,87 0,91 1,27
1,5 1,44 0,58 0,79 43,29 29, 66 42,79 1,43 0,58 0,79 1,40 0,55 0,75
LCI 0,4524 0,4955 0,4563 0,5084
LCS | 1,1184 1,5125 1,1177 1,1091
n =40
0,5 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,6 1,05 0,23 0,23 1,01 0,15 0,10 1,04 0,22 0,21 1,00 0,11 0,04
0,7 1,95 0,97 1,36 1,35 0,51 0,68 1,86 0,90 1,27 1,14 0,33 0,40
0,8 9,38 6,15 8,87 4,29 2,61 3,75 8,65 5,64 8,14 2,47 1,34 1,91
0,9 76,92 52,97 76,42 26,39 17,94 25, 88 67,11 46,17 66,61 11,82 7,84 11,31
1,0 370,37 256,37 369,87 200, 00 138,28 199,50 | 333,33 230,70 332,83 58,14 39,95 57,64
1,1 29,85 20, 34 29,35 | 1428,57 989,86  1428,07 28,25 19,23 27,74 12,39 8,24 11,88
1,2 4,60 2,82 4,06 o0 —00 00 4,46 2,73 3,93 2,97 1,69 2,41
1,3 1,88 0,92 1,29 | 2000,00 1385,95 1999,50 1,86 0,90 1,26 1,50 0,63 0,86
1,4 1,25 0,43 0,56 103,09 71,11 102, 59 1,25 0,43 0,55 1,14 0,33 0,41
1,5 1,08 0,27 0,30 13,91 9,29 13,40 1,08 0,26 0,29 1,04 0,22 0,21
LCI 0,5612 0,5955 0,5647 0,6249
LCS | 1,0323 1,3651 1,0303 0,9979
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Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo ¢ apresentada uma aplicacao a um conjunto de dados reais
com a intencao de ilustrar o uso do grafico de controle proposto. O conjunto de
dados utilizado esta disponivel no pacote weatherAUS do software R, disponivel
em https://www.rdocumentation.org/, que fornece observacoes meteorologicas
diarias de véarias estacoes meteoroldgicas australianas. Essas observacoes sao
obtidas do Australian Commonwealth Bureau of Meteorology e processadas para

criar esse conjunto de dados para ilustrar analises, usando R, como ¢é possivel ver

no trabalho de CABEZUELO (2022).

Para esta aplicacao foi analisado o indice pluviométrico da cidade de Portland
na Australia, que é uma cidade pequena com clima mediterraneo, onde as chuvas
acontecem na sua maioria por volta do meio do ano. A australia tem um clima
que favorece chuva em muitos dias do ano, mas com pouca quantidade, o que
dificulta encontrar um cenério que favoreca amostra com valor zero, que é o caso
dos dias que nao chove, dentre as cidades contidas no banco de dados Portland
é uma cidade que apresenta um dominio com uma quantidade de zeros maior em
relagao as outras. Com isso foi escolhido e analisado o més de agosto dos anos 2009
a 2021, vale salientar que nao ha informacoes para o ano de 2016 e em outros dois
dias nos demais anos. Deste modo, foram selecionadas um total de 371 observagoes

individuais nesse periodo.

Com base em MONTGOMERY (2017) que apresenta um estudo sobre a
quantidade de observagoes recomendadas para a fase I, os parametros foram
estimados nessa fase considerando as 120 primeiras observagoes individuais e o
restante dos dados foram utilizados para monitorar o indice pluviométrico na fase
IT. Considerando as observagoes utilizadas na fase I, apresenta minimo 0, méaximo
23,8, mediana 2,3, média 4,14 e desvio padrao 5,12. O parametro de mistura é

A = 0,1779, ou seja, a probabilidade de Y assumir o valor zero é 17,79%, a média
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condicional é = 3,4660 e a precisao ¢ = 2, 2204.

A Figura 5.1 mostra o grafico de controle, considerando a = 0,0027, com os
dados da fase I e II. O limite de controle inferior é 0, enquanto que o limite de
controle superior é 46, 71. Considerando as observagoes utilizadas na fase II, tem-se
minimo 0 e maximo 61. Note que na fase II tem-se que esse ponto maximo esté
fora de controle. A observacao fora de controle destoa das demais indicando um
valor ndao convencional ao que o grafico de controle conseguiu identificar. E va-

lido mencionar que a fase II apresenta mediana 1, 8, média 3, 69 e desvio padrao 5, 98.

80

Fase I Fase I

Chuva
20 40 60

0

0 100 200 300
Observacoes

Figura 5.1: Grafico dos limites de controle com base na distribuicao BPIZ, para
monitorar o indice pluviométrico na cidade de Portland na Austrélia, no més de
agosto entre 2009 e 2021, exceto para o ano 2016.

A Tabela 5.1 apresenta o desempenho do grafico de controle. Nota-se que quando
0 processo esta sob controle (6 = 1), o grafico de controle BPIZ apresenta valores
iguais aos valores nominais. Por exemplo, o grafico de controle BPIZ obteve um
ARLy = 370,37, SDRLy = 369,87 e MRLy = 256,37. Além disso, ao aumentar
o valor de §, ocorre uma deteccao mais rapida na mudanca da caracteristica da

qualidade .
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Tabela 5.1: Performance da carta de controle BPIZ para a aplicacao.

) « ARL SDRL MRL
1,0 0,0027 370,37 369,87 256,37
1,1 0,0032 313,97 313,47 217,28
1,2 0,0037 269,78 269,28 186,65
1,3 0,0043 234,49 233,99 162,19
1,4 0,0049 205,84 205,34 142,33
1,5 0,0055 182,25 181,75 125,98
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Capitulo 6
Conclusoes

Algumas distribuigoes de probabilidade, sejam elas discretas ou continuas, nao
sao capazes de contemplar dados que contenham zeros. A alternativa mais prudente
¢ analisar um modelo de distribui¢ao misto capaz de considerar essas informagoes.
Foi mostrado aqui que o modelo misto é composto por uma parte discreta e uma
parte continua, os zeros serao acomodados por essa parte discreta e os demais
dados serao de competéncia da parte continua. Aqui foi proposto um gréafico
de controle para a distribuicao beta prime inflacionada em zero, nosso principal
objeto de estudo, e seu desempenho foi comparado com o dos graficos baseados na
distribuigdo beta prime, gamma e weibull. A vantagem desse grafico de controle é
que diferente de TULUPYEV et al. (2013) que precisou substituir os valores de 0

por 0, 5, neste caso é possivel trabalhar sem fazer nenhuma transformagao nos dados.

Quando o processo esta em controle o grafico proposto apresentou ARL, MRL
e SDRL mais proximos dos niveis nominais o que nao foi observado nos graficos
utilizando as distribuicoes beta prime, gamma e weibull tanto para observacoes
individuais (n = 1), quanto para observa¢oes nao individuais (n > 1). Para o
grafico proposto o ARL converge mais rapidamente para 1, o que nao acontece nos

demais.

Foi apresentado uma aplicacao, com conjuntos de dados reais para o monito-
ramento de medidas individuais para ilustrar o potencial do grafico de controle
proposto. Finalmente, é sugerido fortemente que sejam utilizados os graficos de
controle propostos para monitorar caracteristicas da qualidade positivas continuas

inflacionadas em zero.
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