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Ata da Sessdo Publica da Defesa de Tese de
Doutorado do aluno Alexandre Magno de
Paula Viveiros, candidato ao Titulo de Doutor
em Fisica na Area de Concentragdo Gravitagdo
e Cosmologia/Matéria Condensada.

Aos vinte e oito dias do més de julho do ano de dois mil e vinte e um, as 15:00, reuniram-
se, remotamente, os membros da Banca Examinadora constituida para examinar o
candidato ao grau de Doutor em Fisica na area de Gravitagdo e Cosmologia/Matéria
Condensada, Alexandre Magno de Paula Viveiros. A comissio examinadora foi
composta pelos professores doutores: Valdir Barbosa Bezerra (UFPB), orientador e
presidente da banca examinadora, Carlos Augusto Romero Filho (UFPB), Fabio Leal de
Melo Dahia (UFPB), José Ademir Sales de Lima (IAG-USP), Raimundo da Silva Junior
(UFRN). Dando inicio aos trabalhos, o Prof. Valdir Barbosa Bezerra comunicou aos
presentes a finalidade da reunifio. A seguir, passou a palavra para que o candidato fizesse,
oralmente, a exposicio do trabalho de tese intitulado “Alguns Resultados sobre
Caracterizacbes de Atratores Estranhos Associados a Dez Sistemas Dindmicos
Arbitrérios e sobre Efeitos Produzidos por Nuvem de Cordas em Um Sistema
Gravitacional”. Concluida a exposigdo, o candidato foi arguido pela Banca Examinadora,
que emitiu o seguinte parecer: “aprovado”. Assim sendo, deve a Universidade Federal
da Paraiba expedir o respectivo diploma de Doutor em Fisica na forma da lei. E para
constar, eu, Jose Sérgio Trindade Silva, redigi esta ata que vai assinada por mim e pelos

membros da Banca Examinadora. Jodo Pessoa, Paraiba, 28 de julho de 2021.

= o X Vg
: Prof. Dr. Valdir Barbosa Bezerra "\ [.{ 7o {A = 3 b iloas
Orientador — PPGF/UFPB ~ _ o) : d
Prof. Dr. Carlos Augusto Romero Filho CJYV»’L"U W Qom g.j/ZQ
PPGF/UFPB T Sy 4
Prof. Dr. F4bio Leal de Melo Dahia  Fzine e de Pos Laubia
PPGF/UFPB
Prof. Dr. José Ademir Sales de Lima %
IAG-USP A —
Prof. Dr Raimundo da Silva Janior - ajz”:’_,/
UFRN

Link da reunido
https://meet.google.com/hdo-ahih-jrh







Dedico este trabalho aos que buscam, com determinacdao e resiliéncia, pelo seu melhor
momento. Em particular aqueles para os quais tal momento serd como o quinto ano do
bambu chinés: “Depois de plantada a semente do bambu chinés, nao se vé nada por
aprorimadamente 5 anos — exceto um diminuto broto. Todo o crescimento € subterraneo;
uma complexa estrutura de raiz, que se estende vertical e horizontalmente pela terra, estd
sendo construida. Entdo, ao final do 5° ano, o bambu chinés cresce até atingir a altura de
25 metros.” (Paulo Coelho, O Bambu Chinés)






Agradecimentos

Diversas pessoas contribuiram para que eu chegasse até aqui. Agradeco imensamente
a minha companheira, ao meu lado ha mais de vinte anos, sempre disposta a travar junto
a mim severas batalhas, compartilhando e realizando sonhos, e também ao apoio vindo de
meus pais, irmaos e cunhado, notoriamente a minha irma por imprescindiveis suportes em

momentos cruciais.

Nao existem palavras que me permitam externar minha gratidao ao Prof. Valdir
Barbosa Bezerra, meu orientador. Ao assumir a orientagao, apos desisténcia do orientador
anterior ha menos de seis meses do fim do periodo regular com quatro anos de duracao,

livrou-me de uma queda da qual certamentenao nao me levantaria.

A atitude de Valdir evitou que todos os meus caros projetos quanto a vida académica
fossem interrompidos, de maneira abrupta e irremediavel, naquele momento. Hoje, diante
da realistica perspectiva de manter minha caminhada cientifica, o tenho como modelo de

professor, cientista e pessoa, seus ensinamentos estardao sempre comigo.

A Pedro Henrique Morais e Jefferson Toledo, assim como eu integrantes do grupo
de pesquisas liderado pelo Prof. Valdir, devo auxilio de valor incalculavel quanto a escrita

de todas as partes da tese que se referem a Cosmologia e Gravitacao.

A fracdo da comunidade formada pela grande maioria dos professores, estudantes
e funcionarios técnicos-administrativos com os quais tive relacao devo a revelagao sobre
quao gratificante pode ser a vida junto a integrantes de uma unidade académica como o
Departamento de Fisica da UFPB (DF-UFPB).

Gracas a bolsa de doutorado concedida a mim, através do DF-UFPB, pela Coorde-
nacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) pude permanecer em
Joao Pessoa e me dedicar exclusivamente aos estudos e pesquisas durante quatro anos que

tiveram importancia capital.

Fazem parte de minha trajetéria académica duas iniciagoes cientificas e um mestrado.
Pude contar com bolsas concedidas pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnoldgico (CNPq) em cada uma das trés atividades. Bolsas que consistiram em imperiosa

assisténcia a minha atividade cientifica.






Estude muito o que mais lhe interessa da maneira mais indisciplinada, irreverente e

original possivel. (Richard Feynman)






Resumo

Simulac¢oes numeéricas revelam distribuicoes estatisticas dadas por leis de poténcia proveni-
entes de movimentos de grandes quantidades de pontos de fase capturados por atratores
estranhos imersos em espagos de fase unidimensionais ou bidimensionais, atratores vin-
culados a dez sistemas dindmicos especificos. Diferentemente das caracterizagoes dadas
pelas dimensoes generalizadas e pelo espectro de singularidades as mencionadas distri-
bui¢des nao tém sua origem em observagoes de sucessivas érbitas, como consequéncia
sdo reveladas propriedades que de outra forma permaneceriam ocultas. Especificamente,
os tempos de ocupacoes e os nimeros de ocupagoes associados a pequenos hipercubos
que cobrem os atratores obedecem a distribui¢oes estatisticas bem definidas dadas por
leis de poténcia. Uma aplicacao diz respeito a determinacao dos intervalos nos quais os
valores mais provaveis desses niimeros e tempos estao localizados (intervalos efetivos). O
uso do intervalo efetivo com nimeros de ocupacao para quantificar as multifractalidades
(medidas de multifractalidade) é outra aplicacdo. As abordagens estatisticas subjacentes
aos resultados consistem em novos paradigmas que se unem aos paradigmas classicos
conhecidos para expandir o conhecimento sobre atratores estranhos. A possibilidade de
que outros atratores imersos em espacos com as mesmas dimensoes dos aqui considerados
apresentem distribui¢oes analogas nao ¢ descartada devido a arbitrariedade do conjunto

tomado.

Investigamos no capitulo 5, um sistema gravitacional representado por um buraco negro
estatico (solugao de Schwarzschild) envolto por uma nuvem de cordas (solucdo de Letelier).
Mostramos qual é a influéncia da nuvem de cordas sobre as trajetorias das particulas, e
analisamos dois fenomenos, a saber, a precessao do perélio e a deflexao da luz, mostrando
o quanto a nuvem de cordas afeta esses fendomenos, do ponto de vista quantitativo, quando

comparados com o cenario em que a nuvem de cordas esta ausente.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos; Atratores Estranhos; Multifractalidade; Simulagoes

Numéricas; Buraco Negro; Cordas Césmicas; Testes Classicos da Relatividade Geral






Abstract

Numerical simulations reveal statistical distributions given by power laws resulting from
movements of large quantities of phase points captured by strange attractors immersed in
one-dimensional or two-dimensional phase spaces, attractors linked to ten specific dynamic
systems. Unlike the characterization given by classical approaches as generalized dimensions
and spectrum of singularities, the aforementioned distributions do not have their origin in
observations of successive orbits, as consequence properties that would otherwise remain
hidden are revealed. Specifically, occupancy times and occupancy numbers associated with
small hypercubes that cover attractors obey well- defined statistical distributions given by
power laws. One application concerns the determination of the intervals in which the most
likely values of those numbers and times are located (effective intervals). The use of the
effective interval with occupancy numbers to quantify the multifractalities (multifractality
measures) is another application. The statistical approaches underlying the results consist
of new paradigms that join the well-known classic paradigms to expand knowledge about
strange attractors. The possibility that other attractors immersed in spaces with the same
dimensions as those considered here exhibit analogous distributions is not ruled out due

to the arbitrariness of the set taken.

We invetigate in Chapter 5, a gravitational system represented by a black hole (Schwarzchild’s
solution) surrounded by a cloud of strings( Letelier’s solution). We show the role played
by the cloud of stringson the orbits of the particles, as well as on two different phenomena,
namely, the rehelion precession and the bending of light, showing how different are the
results, from the qualitatively point of view, when compared to the scenario in which the

cloud of strings is absent.

Keywords: Dynamic Systems; Strange Attractors; Multifractality; Numerical Simulations;

Black Hole; Cosmic Strings; Classic General Relativity Tests.
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1 Introducao.

1.1 Uma Tese e Dois Contelidos Distintos entre Si.

Esta tese, constituida por seis capitulos, trata de dois temas nao relacionados um ao
outro: () um deles consiste em novas caracterizagoes de atratores estranhos provenientes
de dez sistemas dindmicos cadticos e dissipativos (mapas), sem rela¢do entre si a nao
aplicados a Gravitagao . As caracterizagoes consistem em novas abordagens de atratores
estranhos que revelam propriedades ausentes na literatura (i7) o outro lida exclusivamente
com um sistema gravitacional bem conhecido, o buraco negro, empregado em testes
classicos da Teoria da Relatividade Geral e consiste em verificar quais sao os efeitos que
o acréscimo de nuvens de cordas a tal sistema tem sobre os resultados dos testes. Os
capitulos 2, 3 e 4 sao dedicados aos sistemas cadticos e dissipativos. O sistema gravitacional
é considerado no capitulos 5. Os trabalhos envolvidos tém carater claramente teérico. O
primeiro tema é dominante e fortemente baseado em simulagées computacionais, a ele
se referiu a maior parte do esforco voltado a estudos, pesquisas, criagoes e execugoes de
cbdigos fonte e escritas de textos, entre os ultimos um artigo publicado em periédico
cientifico internacional. A pequena parte restante do esforco correspondeu o trabalho sobre

o segundo tema.

1.2 Atratores Estranhos: Abordagem Classica e Nova Abordagem.

Esta secao é dedicada a exposi¢oes sobre as abordagens classica, ja bem conhecida, e
a nova que consiste no cerne da tese. Quanto a primeira pormenores serao considerados para
estabelecimento do contexto em que se inserem atratores estranhos e suas caracterizagoes.
Contexto necessario para situar a nova caracterizacao e a diferenca entre ela e classica
de modo a trazer motivacao para o ataque a primeira feito com pormenores em outros

capitulos conforme mencao na se¢ao anterior.

1.2.1 Atratores Estranhos sob Nova Abordagem.

Expoentes de leis de poténcia representando dimensoes que caracterizam multifrac-
talidades de atratores estranhos, obtidas com emprego de malha formada por pequenos
hipercubos que o cobrem, sao conhecidas a trés décadas: - Dy a dimensao de contagem de
caixas [1] - D, as dimensoes generalizadas [2, 3] - f(«) o espectro de singularidades, onde
« é o indice de singularidadeis [4, 5, 6]. Dimensoes Generalizadas e Espectro de Singulari-

dades vém sendo aplicados a varios escopos distintos entre si: Fisica (DLA) [7, 8, 9, 10, 11],
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Cosmologia [12, 13, 14, 15, 16, 17], Neurociéncia [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24], Geociéncias
[25, 26, 27, 28, 29).

O trabalho pertinente apresentado nesta tese propoe novo ponto de vista a respeito
de atratores estranhos que revela aspectos estatisticos, gerados por simula¢des numéricas,
além do escopo das caracterizacoes cldssicas mencionadas no primeiro paragrafo, de modo
a contribuir para melhores descricoes destes objetos pelo acréscimo de novos atributos
dos mesmos aos ja bem conhecidos. A originalidade decorre da especifica abordagem
estatistica adotada, derivada de outra criada por Dickman [30, 31] com um propédsito
diferente: empregar a advecgao cadtica de um grande niimero de pontos de fase ligados
a um determinado sistema dindmico bidimensional para simular a adveccao de umidade
atmosférica. Aquele autor obteve distribui¢coes dadas por leis de poténcia analogas a
outras sobre a chuva em um local especifico: duracoes e intensidades de chuvas e duragoes
de secas (duragoes de intervalos entre chuvas) [32, 33]. A consideragdo da advecgao
cadtica dos pontos de fase capturados por atratores estranhos associados a dez sistemas
dindmicos cadticos e dissipativos especificos, segundo a mencionada abordagem, consiste
no cerne deste trabalho. Os resultados de tal tratamento estatistico revelam distribuicoes
de probabilidades dos tempos de ocupagoes e dos niimeros de ocupagoes dos mencionados
hipercubos dadas por leis de poténcia quanto aos dez atratores envolvidos. Com emprego
das duas distribuig¢oes sao calculados os intervalos mais provaveis de nimeros e de tempos
de ocupagoes, ambos sao muito pequenos quando comparados aos intervalos com todos
os valores possiveis. Além disso, com emprego da distribui¢do de niimeros de ocupagoes,
sdo calculadas quantidades que quantificam as multifractalidades dos atratores envolvidos.
Quantificacao que permite determinar quao severa é a multifractalidade exibida por cada
um deles. A relevancia do trabalho é indicada pela publicagao de seus principais resultados
em artigo aceito por renomado periddico cientifico internacional. O capitulo 2 encerra
versao estendida deste artigo. Os outros dois, capitulos 3 e 4, sao dedicados a contetidos
nao publicados, dada a tipica limitacao de espago em periddicos, que tanto suportam
os resultados no primeiro quanto descem a pormenores sobre as simulagoes numéricas
subjacentes. Em que pese sua consisténcia inédita, a plena compreensao de seu teor supoe
a consideragao do escopo classico ao qual estd relacionada de forma relevante. Por isso o
restante desta secao é dedicado a discussao pormenorizada sobre tal escopo que, por sua

vez, traz também informagoes importantes sobre os préprios atratores estranhos.

1.2.2 Atratores Estranhos sob Abordagem Classica.

Esta secao é dedicada a apresentagao de quantidades empregadas para expressoes
de propriedades geométricas e estatisticas de conjuntos de pontos. Propriedades bem

conhecidas e amplamente empregadas a descricao de atratores estranhos.
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1.2.2.1 A Dimensdo de Contagem de Caixas.

A “dimensao de contagem de caixas"', Dy, associada a dado conjunto de pontos,
também chamada de “capacidade'do conjunto, permite a atribuicao de dimensoes represen-
tadas por niimeros inteiros a certos conjuntos, ou representadas por niimeros nao inteiros
a outros. A usual dimensao euclidiana, a designarei por Dg, assume conhecidos valores
inteiros quando associada a todos os pontos: - de um segmento de reta, Dy = 1 - de um
quadrado, Dg = 2 - de um cubo, Dg = 3. A dimensao Dy envolve D como um caso
particular restrito a objetos classicos da geometria euclidiana como os trés mencionados.
Quanto a conjuntos como atratores estranhos, aos quais Dg nao se aplica, a dimensao Dy
associada assume valores nao inteiros. Com relagao a dado conjunto situado em espago
cartesiano N-dimensional, sdo necessarios N. pequenos hipercubos N-dimensionais, com
dimensao e, para cobri-lo. O elevado valor de V., decorrente dos pequenos tamanhos
dos hipercubos, exprime a quantidade de informacao necessaria para localizar todos os
pontos do conjunto envolvido segundo a precisao €. A dimensao de contagem de caixas
correspondente consiste no seguinte limite:

= l1im (N)
Do = lig 175" (1.1)

e—
Tendo em mente certo espago bi-dimensional valem as afirmagoes seguintes sobre a dimensao
de contagem de caixas, inteira, em cada caso: - o valor de Dy associado a conjunto com
dois pontos distintos entre si é 0, pois N, = 2, portanto é independente de &, de modo
que o limite em 1.1 resulta em 0 - o valor de Dy associado ao conjunto que consiste em
um segmento de reta com comprimento [ é 1, pois N. = [ /e de modo que o mencionado
limite resulta em 1 - o valor de Dy associado ao conjunto formado pelos pontos pertinentes
ao interior de alguma linha fechada com area A é 2, pois V. = A/e? de modo que o
limite resulta em 2. Valor de Dy nao inteiro esta associado a certo conjunto, imerso em
espago unidimensional, o “Conjunto Ter¢o Central de Cantor'(middle third cantor set),
trata-se de um entre muitos conjuntos de cantor existentes. A sua definicdo é a seguinte:
toma-se um intervalo fechado [0, 1], remove-se dele o intervalo aberto central, com um
tergo do comprimento total, portanto com comprimento 1/3. Restarao dois intervalos com
comprimento 1/3, remove-se de cada um deles o intervalo aberto central, com um tergo do
comprimento original, portanto com comprimento 1/9. Restardo quatro intervalos com
comprimento 1/9, remove-se de cada um deles o intervalo aberto central, com um tergo
do comprimento original, portanto com comprimento 1/27. Restarao oito intervalos com
comprimento 1/27... . O mencionado Conjunto de Cantor é o resultante da aplicagao deste
procedimento infinitas vezes. O cédlculo da dimensao de contagem de caixas associada é

realizado com emprego da expressao :

(1.2)
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onde n representa a geracao dos segmentos envolvidos: - n = 1 corresponde & primeira
geragao, dois segmentos com comprimento 1/3 - n = 2 corresponde a segunda geragao,
quatro segmentos com comprimento 1/9... . Desta forma fica clara a conveniéncia da

escolha €, = (1/3)", & qual corresponde N, = 2". Tais valores levados a 1.2 resultam em:

O Conjunto Ter¢co Central de Cantor, com dimensao representada por nimero entre
zero e um, consiste em um particular conjunto fractal. A relacao entre N, e ¢, utilizada
implicitamente nos quatro exemplos anteriores e amplamente empregada com relagao a

varios outros conjuntos, € a seguinte:
Neme™™ (1.4)

Pode-se entao interpretar Dy como uma medida do quao rapidamente a informacao cresce

com o crescimento da precisao requerida.

O Conjunto Ter¢o Central de Cantor é “alto-similar": a ampliacao adequada de
pequenas partes dele resultam em reprodugoes do mesmo tomado como um todo. A
ampliacao de qualquer um dos segmentos da terceira geracdo, via multiplicacao por fator
27, leva a outro segmento com comprimento 1 como aquele considerado ao inicio do processo.
Quanto a fractais provenientes de sistemas dinamicos alto-similaridade raramente ocorre.
Nestas situagoes a natureza fractal ainda pode ser revelada, sob sucessivas ampliagoes, pela
existéncia de estruturas em escalas arbitrariamente pequenas. Caso sucessivas amplia¢oes
em torno de certo ponto do atrator sejam feitas, nao ocorrera situacao, a partir de
quantidade de suficientemente grande de amplia¢oes, em que serdao observados, por exemplo,
somente um ponto, uma linha, ou uma superficie plana quanto a conjuntos de pontos

imersos em espagos com dimensao um ou dois.

1.2.2.2 O Espectro de Dimensdes Generalizadas.

A definicao do “Espectro de Dimensoes Generalizadas'associado a dado conjunto
de pontos, D,, para —oo < ¢ < +00, exige a definicao da “medida de probabilidade",
1, associada ao mesmo conjunto. Tal medida é necessariamente vinculada a certa regiao
limitada R e encerra as seguintes caracteristicas:(7) atribui niimeros nao negativos, menores
que 1, a qualquer subconjunto, Sg, contido em R, 0 < u(Sg) < 1 (ii) associa o nimero 1 a
R, u(R) =1 (iii) é contavelmente aditiva. Ser contavelmente aditiva significa que, caso se
considere qualquer grupo de subconjuntos, .5;, disjuntos entre si, entdo a medida associada

a uniao entre eles ¢é igual a soma entre as medidas associadas a cada um individualmente:
p(US) = S uts) (15)

Propriedade importante de algumas medidas consiste em sua invariancia. Dado certo

conjunto S pode-se designar o conjunto de pontos mapeados no mesmo depois de uma
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iteragdo segundo o mapa correspondente, M, por M ~1(S). Certa medida p é invariante se:

u(S) = p(M(S)) (1.6)

O conjunto M ~1(S) ndo consiste naquele correspondente a aplicacio da inversa de M a S,
dai a validade de 1.6 tanto para mapas inversiveis quanto para mapas nao inversiveis. A
rede de hipercubos N-dimensionais, com dimensao €, empregada para determinar Dy, pode
ser empregada para associar a cada um dos hipercubos uma medida de probabilidade. Ao
i-ésimo cubo, C}, esta vinculada a i-ésima medida individual y;. Cada uma das dltimas
representa a fragdo do tempo total de observagao, o tultimo representado por T', durante
a qual um tUnico ponto de fase permaneceu no interior de C}, sob o limite em que o
comprimento da orbita, iniciada com particular condi¢ao inicial é infinito, T" — oco. Tal
fracdo consiste na razao entre o “tempo de ocupacao "associado ao i-ésimo cubo e o periodo
de observagao. Se o mencionado tempo de ocupacao, vinculado a C; e a condic¢ao inicial

To, é representado por n(C;, Ty, T') entao p; pode ser definida como:

7](017 f(b T)

p; = lim , 0<p <1 (1.7)

T—o0

Se dada p; ¢ independente da condigao inicial envolvida, com cada uma das ultimas
pertinente a bacia de atragao correspondente, exceto talvez por algum conjunto com
medida de Lebesgue zero contido na mesma bacia, entdo p; consiste em “medida natural"do
cubo C;. Nesta situagao diz-se que 1.7 gera o valor p; quanto a “quase todo ponto na bacia
relativamente a medida de Lebesgue', tais pontos sao os “tipicos'. Conforme a se¢ao anterior,
equacao 1.4, a dimensao de contagem de caixas esclarece a lei de escala que relaciona a
quantidade de hipercubos necessaria para cobrir o atrator com a dimensao comum aos
mesmos, sem entretanto incorporar qualquer informacao sobre a variabilidade dos tempos
de ocupagoes associados aos diversos hipercubos envolvidos. Conforme o atrator envolvido,
pode ser bastante ampla a diferenca entre os tempos de ocupagoes observados quando se
consideram os hipercubos um a um. Verifica-se, para valores de ¢ muito pequenos, que
sao frequentes os atratores quanto aos quais somente uma pequena fragdo dos hipercubos
necessarios para cobri-lo encerra a vasta maioria da medida natural associada ao mesmo.
A mencionada dimensao generalizada D, incorpora em si a variabilidade das medidas p; e
consiste em generalizacao da dimensao de contagem de caixas:

1 In(Z
Dq — — llm n( (ql7 8))
1—ge=0 In( . )

(1.8)
onde
Ne
Z(g,e) = ZM? (1.9)

a soma se d4 sobre todos os N, hipercubos necessédrios para cobrir o atrator. Quando ¢ = 0,

a expressao 1.9 torna-se Z(0,e) = N. de modo que 1.8 torna-se exatamente a expressao
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para a dimensao de contagem de caixas.
Definindo-se D; como:
D, =1lim D,
q—1

pode-se levantar a indeterminacao proveniente do termo ﬁ pela aplicacao da regra de
L’hospital, dai:

D, = lim SV i In(pi)

lim =175 (1.10)

A dimensao D; é designada por “dimensao de informagao". O nome deriva de sua relagao
com a “quantidade de informacao", expressa a menos do sinal pelo numerador em 1.10,
associada ao conjunto de pontos pertinente. Tal quantidade nao serd mais abordada neste
trabalho. Aspecto relevante quanto a D; diz respeito a seguinte situacao: é sempre possivel
escolher certo grupo de subconjuntos contidos no atrator tais que a cada um dos tultimos
estd associda a medida 6, 0 < € < 1. Cada valor possivel de 6 especifica um grupo, entre os
subconjuntos que o compoem existe um com o menor volume, inferior a todos os outros do
grupo, o menor subconjunto do grupo. O volume de um subconjunto arbitrario é medido
pela quantidade de hipercubos necessarios para cobri-lo conforme a relacdo N, ~ =20
proveniente das equacoes 1.2 e 1.4. Em particular, quanto ao menor dos subconjuntos com

medida 6, vale:
Ny~ g Po® (1.11)

Onde: My e Dy(f) sdo respectivamente o nimero de hipercubos necessario para cobrir o
subconjunto envolvido e a dimensao de contagem de caixas do mesmo. Pode-se demonstrar

que:
D0(9)2D1, 0<f<1 (112)

De forma que o menor subconjunto com medida 6 = 6; tem exatamente o mesmo volume
do menor subconjunto com medida 6 = 65, para 0; # 65: 0s menores subconjuntos tem em
comum o volume medido com base nos hipercubos. Para prosseguir com as consideracoes
sobre D; é necessario antes esclarecer a existéncia de propriedade fundamental da dimensao
generalizada D,. Verifica-se com base nas equacoes 1.8 e€1.9 que o valor de D, somente
diminui com o aumento de g ao longo do intervalo (—oo, +00). Além disso, & medida em
que ¢ se aproxima de zero, cada uma das somas se aproxima de N, conforme mencao logo

apoés a equagao 1.9. Portanto:
D,> D, para ¢ < ¢ (1.13)

onde a igualdade ocorre somente quando ¢ = ¢’ = 0 (sob a hipétese aqui considerada de que
0s [1; ndo sao todos iguais entre si). A esta altura pode- se retomar a discussdo interrompida.

Conforme 1.13 ocorre Dy > Dy, desta forma a quantidade, N; p, de hipercubos necessaria
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para cobrir qualquer um dos menores subconjuntos, e a quantidade, N; 1, necessdria para

cobrir todo o atrator sao dadas por:

./\/5,9 ~e D

Noy ~e=Do (1.14)

verifica-se que a diferenga entre Dy e Dy leva a N,y << N ;. Portanto o volume comum a
todos os menores subconjuntos é bem inferior ao volume de todo o atrator. Em particular,
para valores elevados de 6, tais como 8 = 0,95 ou # = 0,99 entre muitissimos outros,
verifica-se que a esmagadora maioria da medida associada ao atrator corresponde a fracao
muito pequena do volume do mesmo. Conforme discussao em [34], tal propriedade parece
ser tipica de atratores estranhos sob o limite em que o tempo, ou o niimero de iteragoes,
é infinito. A regiao em que se concentra praticamente toda a medida corresponde a “re-
giao nuclear'do atrator, expressao entre aspas empregada aqui como tradugao de “core
region'. Em qualquer atomo ocorre a concentracao de sua massa em seu pequeno nucleo,
a grande parte restante do volume do atomo corresponde fragao desconsideravel da massa.
Analogamente, quanto a atrator estranho arbitrario, a vasta maioria da medida associada
a0 mesmo estd concentrada em sua regiao nuclear, a grande parte restante do volume do

atrator estd associada fragao desprezivel da medida.

Quanto a Ds:
In(Z(2
Dy = tim 2Z2:) (1.15)
e—0 ln(g)
onde
Ne
I(2,¢) = 3 p (1.16)
i=1

A dimensao D, é designada por “dimensao de correlagao". O nome expressa a relacao

entre Z(2,¢) e a “integral de correlagao", C(e):

. 1 o
C(e) = lim AD S Ule— |7 — &), i # ] (1.17)

Np—roo ig=1

onde 7; é o vetor associado ao i-ésimo ponto do atrator, N, é o nimero de pontos do

atrator e U(z) é a fungao degrau de Heaviside:

se x>0
se =0 (1.18)
se x <0

Uz) =

O = =

Pode-se demonstrar que C(g) relaciona-se com ¢ segundo a mesma relacao de escala

pela qual Z(2, ) relaciona-se e: Z(2,¢) ox P2 e C(e) oc eP2. Portanto pode-se substituir
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Z(2,¢e) por C(g) em 1.15. A dimensdo D, pode entao ser calculada a partir da integral de

correlacao :

Dy = lim M

lim =7 (1.19)

A integral de correlagao consiste em uma média, sobre a Orbita, de certa medida, fato

esclarecido pela reescrita da equacgao 1.17 da seguinte forma:

N Qe
C(a):]\élinm]%; p;Ua—]xl—x]\) (1.20)

O termo entre colchetes, N% YN Ue — |7 — Zj|), representa a medida associada a uma
bola N-dimensional de raio ¢ centrada em z: o somatério em ¢ resulta no nimero de
pontos no interior da bola de raio € centrada em 7}, a divisao desta quantidade por N, sob
o limite IV, — oo, resulta na probabilidade de visitacao da mesma, ou, em outras palavras,
na medida p; associada a bola. Representado a bola por B.(7}), a medida correspondente

pode entdo ser representada por p(B.(z})). Desta forma a equacao 1.20 torna-se:

Cle) = Nhinooﬁpg“ i #j (1.21)

Desta forma 1.17 consiste em média orbital de p(B(Z;)).
Outra justificativa para a substituicdo de Z(2,¢) por C(¢) em 1.15 de modo a levar a 1.19

envolve a equagao :

Jim > (o)) = [ f(w)du(o (1.22)

Onde: f(x) é uma fungdo bem comportada, 7' é o ja mencionado tempo durante o qual a
6rbita é obervada, M™ representa a n-ésima aplicagdo do mapa M (z) a condigao inicial
xo de modo a gerar o n-ésimo ponto da Orbita e du é medida infinitesimal associada a
volume infinitesimal do espago N-dimensional envolvido. Para compreensao do significado

da equagao 1.22 é conveniente salientar a relagdo seguinte:
du(z) = o(x)dx (1.23)

Onde: o(z) é densidade de probabilidade associada ao mesmo elemento infinitesimal a que

se refere dp. Com base em 1.23 a equacao 1.22 pode entao ser reescrita como:

hm—ZfM" )_M

Jim T o)de (1.24)

Onde: [ o(x)dz = 1 conforme 1.23 e o item (i) no primeiro pardgrafo desta se¢ao pelo

qual o valor da medida associado a todo o atrator é u = 1. A equacgao 1.24 salienta que a
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equacgao 1.22 exprime a igualdade entre uma média temporal e outra espacial da funcao f.

A validade de 1.24 fica clara quando se considera a relagao seguinte baseada em 1.7:

_dy(a) _ difa)

du(z) T T

dn = dt (1.25)

Onde: dt = dn ¢é o tempo de ocupacao infinitesimal do elemento de volume infinitesimal
envolvido. Com base em 1.25 e 1.24 pode-se reescrever 1.22:

i 3 O = [ 70 (1.26)

T—o00 T

A equagao 1.26 esclarece que o membro direito consiste em uma média ponderada cujos
pesos infinitesimais sao dt(x)/T. Ainda que a integral se refira a todo o espago, somente
os pontos correspondentes a valores de x pertinentes a oérbita terdo contribuicao nao
nula pois o valor de dt(z) associado a cada um dos demais é nulo. Quanto ao membro
esquerdo, ainda que nao existam quaisquer pesos explicitamente representados eles estao
presentes: as regides em que ha elevada concentracao de pontos da érbita contribuem com
maior quantidade de valores de f(M™(x()) bem proximos entre si que as regioes em que a
concentracao é baixa. A quantidade de valores em cada caso consiste exatamente no peso
correspondente.

Uma vez estabelecida a validade de 1.22 pode-se utiliza-la para reescrever a equagao 1.21

CO1mo:

C(e) = [ n(B.(@))dpu(x) (1.27)

A equagao 1.27 descreve uma soma entre parcelas infinitesimais, pdy, quadraticas em p.
Contribuigoes quadraticas finitas em pu; estao presentes em 1.16. Cada u; associado ao
hipercubo correspondente na segunda equagao equivale a certo p(Bg(x) na primeira. Desta
forma pode-se substituir p; por pu(B.(z)) em 1.16 de modo a tornar clara a equivaléncia
entre Z(2,¢) e C(e):

Z(2,e) ~C(e) (1.28)

A dimensao D, é amplamente empregada em situacoes experimentais dada a facilidade de
calculo envolvida.

E possivel calcular D,, por meio da extensao da definicao da integral de correlacao:
1 M (1 M (=17 1/(¢—1)
C = i — — Y Ule— |, — 7, 1.29
Q(g) Nplgloo Np ; Np jZ::l (6 |'T 'CE] ’) ( )
Onde i # j. A dimensao generalizada seria entao dada por:

D, ~ lim 2{Cal=)

li =055 (1.30)
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1.2.2.3 A Dimensao Ponto a Ponto.

Outro conceito de dimensao aplicavel tanto a atratores quanto a outros conjuntos

invariantes é a “dimensao ponto a ponto", D,(Z), definida com emprego da medida
p1(B:(7)):

D, (%) = lim M (1.31)
e—0 111(5)

Quando a medida p é ergédica, D,(Z) assume um tnico valor, D, para qualquer valor
Z, exceto para pontos cujas medidas p sejam nulas, quando tais pontos existirem. As
situagoes nas quais p consiste em medida natural sdo particularmente relevantes. Quando
existem, tais medidas sado também ergddicas ja que o processo pelo qual sao geradas
envolve o limite em que as Orbitas sao infinitas. Cada orbita infinita permite que o ponto
de fase orbital a ela vinculado realize diversas excursdes por todas as pequenas regices do
espaco de fase, discerniveis sob a precisao ¢, disponiveis ao mesmo ponto. Os valores de &
aos quais estdo associados o valor comum D,, compdem a regido nuclear da medida. De

modo que para 0 < 6 < 1 vale:

D, = Dy(#) = D, (1.32)
para quase todo ¥, exceto por algum subconjunto cujos elementos tenham, todos, medida
nula, quando existir. Quanto a elementos, Z’, ndo pertencentes a regiao nuclear, ocorre
D, (") # D;. Tal fato consiste em consequéncia da multifractalidade associada ao atrator
sob foco. Sim, pois a multifractalidade manifesta-se, justamente, através da variabilidade
dos tempos de ocupagoes que caracterizam as visitas dos pontos de fase a cada um dos
hipercubos com dimensao €. A alguns deles estao associados tempos bastante maiores que

0s outros.

1.2.2.4 O Espectro de Singularidades.

A finalidade desta secao é definir algumas propriedades fundamentais do “Espectro
de Singularidades', f(«a), para a > 0, ainda desconhecida, a partir de sua relagdo com a
funcao D, ja apresentada. O “indice de singularidade’, «, ¢ o argumento de f.
A cada hipercubo com dimensao ¢ do espago de fase N-dimensional envolvido pode-se

associar um indice de singularidade, «;, que consiste no expoente da lei de poténcia entre

i € E:
A (1.33)

Realiza-se entao a contagem dos hipercubos cujos expoentes «; situam-se em certo estreito
intervalo, a < a; < a+ Aa, com 0 < Aa << 1. Existem varios subconjuntos constituidos
por hipercubos adjacentes entre si correspondentes a cada «;. Portanto a cada «; esta

vinculado um particular grupo de subconjuntos, cada um dos ultimos com volume finito.
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Sob o limite em que € — 0, torna-se infinitesimal a extensao do intervalo a que pertence
cada a;, A« torna-se da de modo que a < o; < a+ da. Nesta situacao adota-se a seguinte

expressao para o niumero de hipercubos com indice de singularidade no intervalo [«, o+ da]:
o(a)e™ @ da (1.34)

Onde: p(a)da representa a quantidade infinitesimal de subconjuntos que tém em comum
valores de « pertinentes ao intervalo [/, o’ + da/]. Além disso o ntimero de hipercubos

necessario para cobrir somente um desses subconjuntos, N; ,, é dado por:
Neg ~e 1@ (1.35)

Onde: f(a) é a dimensao de contagem de caixas comum aos subconjuntos. A motiva-
¢ao subjacente a expressao em 1.34 é vinculada a aspecto fundamental da teoria sobre
turbuléncia: tem origem em consideragoes sobre propriedades fractais da distribuicao
espacial da dissipacdo da energia viscosa em fluidos, sob o limite em que é grande o niimero
de Reynolds [35]. A dimensao generalizada D, encerra dependéncia com as medidas de
probabilidades dada a presenga das tltimas em Z(q, €), conforme esclarecem as expressoes
1.8 € 1.9. A partir da ultima, de 1.33 e de 1.34 pode-se estabelecer outra expressao para

1.9 vélida no “limite do continuo” imposto por ¢ — 0:

I(q,e) = /da’g(a’)s_f(a/)eqa
= [ da'e(@’) expl(f(e') = ga') In(1/2) (136)

Uma vez que o valor de € é muito pequeno, ocorre In(1/¢) muito grande. Desta forma,
uma vez que sao finitos os valores de p(a’), a exponencial na segunda das expressoes
1.36 certamente levara a divergéncia da integral envolvida caso ovalor de f(a') — g/ nédo
tenha limite superior. A esta altura nao existe critério pelo qual se possa excluir qualquer
particular intervalo com valores positivos atribuiveis a o/, de modo que 0 < o/ < 400 e
a integral se torna imprépria. Como consequéncia, torna-se consistente com a almejada
convergéncia a presenca de um méximo global agudo exibido por f(a’) — g/, associado
a certo valor dependente de ¢, &' = a(q): os maximos valores possiveis de f(a') — qo/
ocorrem nos arredores de (q), a medida em que o se distancia de a(q), pela direita ou pela
esquerda, os valores de f(a') — g/ decrescem rapidamente. Para f(«) bem comportada
pode-se descrever o comportamento desejado em termos de derivadas convenientes. A

primeira derivada exprime a existéncia do ponto extremo em a(q):

d

— aealay =0 1.37
7ol (@) = a0fla=a(e (1.37)
A segunda derivada negativa assegura que o ponto extremo seja de maximo:

d2

W[f(a) — q0]a=a(q) <0 (1.38)
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De 1.37 e 1.38 vém informagoes imprescindiveis sobre f(«):

flalq) =q (1.39)

f(alq)) <0 (1.40)

Pode-se realizar expansdo em série de Taylor de f(«) — ga, em torno de a(q), até segunda

ordem:

fla) —ga =~ [f(a) = go]lazaq (@ — a(q))”

+ ;;[f(@) — 0 la=a(q) (@ — a(q))’
b 17(0) ~ g0]lacaio (@ — afa)) (141)

Ocorre que a parcela em primeira ordem ¢é nula, conforme 1.37, dai :

fla) —ga =~ [f(a) = go]lazaq (@ — a(q))”

1 d?

+ 5751f(@) = ga]lazag (@ - a(q))? (1.42)

Com emprego de 1.38 pode-se reescrever 1.42 da seguinte forma:
fla) —qa ~ [f(a(q)) — qa(q)]

1

+ I"(e(@) (@ - alg)” (1.43)

Levando-se 1.43 a segunda das expressoes 1.36 vem:

Z(g.) = explhyIn(1/e)] [ dogla!)e/D 0@l 0lw)

Aca(o) - exp[(f(alq)) — qalq)) In(1/e)] (1.44)
onde hy = f(a(q)) — qa(q) e Aca) = J da’ (o)D" @@~ Dy equagio 1.8 e da

segunda das equagoes 1.44 vem:

Dy = T[qa(q) — fla(q))] (1.45)

A partir de 1.45 pode-se exprimir «(q) em termos de g. Multiplicando-se 1.45 por g — 1 e

derivando-se com relacao a ¢ a expressao gerada, obtem-se:

jq[qa@ ~ flale)) = CZ][(q ~1)D,) (1.46)
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O primeiro membro em 1.46 pode ser desenvolvido:

= laala) - Jla(@)] =

a<q>+qdfi<q>_df<gq<q>> _

alq) + qdfff) B df(soiq)) d(zl;q) _
a(g) +¢220) _ 29 _ o (1.47)

dq dq
Onde a passagem da segunda para terceira linha envolveu a aplicagdo da regra da cadeia
a ultima das trés parcelas na segunda linha, e a passagem da terceira para a quarta linha
envolveu a substituicdo de 1.39 na terceira parcela na terceira linha. De 1.46 e da dltima

linha em 1.47 vem:

alg) = dfq[(q — 1)D,]
- () (1.48)
onde 7 = dr/dq e:
7(q) = (¢ = 1)D, (1.49)

Pode-se agora determinar uma equacao para f(«(q)), novamente a partir de 1.45. Multiplicando-
a, uma vez mais, por ¢ — 1, explicitando-se f(a(q)) da equagao obtida, para entao substituir

a(q) dada por 1.48 na equagao resultante, vem:

flala) = q;iluq ~1)D,] - (¢ - 1)D,

= qr'(q) —7(q) (1.50)

A cada valor de ¢ corresponde um valor de «(q), via 1.48, e um valor de f(«(q)), via 1.50.
Portanto pode-se, enfim, determinar a curva f(«) X « a partir dos valores de ¢ e D,. Esta

mesma curva, além da curva D, x ¢, sao mostradas na préxima se¢ao.

1.2.2.5 Dimensoes Generalizadas, Espectro de Singularidades e Multifractalidade.

Monofractalidade e multifractalidade. Uma maneira de verificar se certo atrator
consiste, ou ndo, em um multifractal é verificar se existe, ou ndo, dependéncia da dimensao
generalizada, [,, associada ao mesmo atrator, com os valores de ¢ pertinentes a amplo

espectro. De acordo com a secao “O Espectro de Dimensoes Generalizadas".

1 In(Z
S R )
1—qge=0 ln(s)

(1.51)
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onde

Ne
Tl.2) = you! (1.52)

1=
A medida associada ao i-ésimo cubo é representada por p; e ¢ € (—00, +00). A auséncia
de dependéncia de D, com ¢ caracteriza o atrator (mono) fractal: a fragdo do tempo
total de observacao durante o qual permanece ocupado o i-ésimo cubo, Cj, é igual a
fracdo correspondente associada a todos os demais hipercubos. O valor da fragdo comum é
exatamente 1/ (¢). Dai 1.52 torna-se Z(q,e) = N.'"?, independentemente do valor de g,
este resultado levado a 1.51 resulta na expressao para a dimensao de contagem de caixas,

definida na secao “A Dimensao de Contagem de Caixas":

e—0 ]n(%)

(1.53)

Atratores multifractais sdo necessariamente caracterizados por “variabilidade espacial'quanto
as medidas ;. Com relagdo a estes atratores, a fragdo do tempo total de observacao em
que certo cubo permanece ocupado nao ¢ igual a fracao equivalente associada a todos
os demais. A dependéncia de D, com ¢ manifesta este fato. O valor de ¢ atua como um
“lente de aumento": - valores positivos e crescentes de ¢ salientam cada vez mais medidas
i; com valores elevados (associadas a regides com maiores concentragoes de pontos de
fase) em detrimento das medidas com valores baixos - valores negativos e decrescentes de ¢
salientam cada vez mais medidas p; com valores baixos (associadas a regides com menores
concentragoes de pontos de fase) em detrimento das medidas com valores elevados. O efeito
“lente de aumento'ndo ocorre quanto a atratores (mono) fractais dada a independéncia de
D, com ¢ conforme esclarecimento imediatamente anterior a equagao 1.53.

Dimensoes generalizadas e espectro de singularidades: caracteristicas gerais. Propriedades
gerais das curvas D, x ¢ e f(a) X «a sdo relevantes para a compreensao de como sao
matematicamente descritos conjuntos de pontos (mono) fractais e multifractais. Segundo
a teoria subjacente as duas quantidades, atratores multifractais podem ser caracterizados
como a uniao entre subconjuntos diversos, disjuntos entre si. Cada um deles encerra grande
quantidade de hipercubos. Ocorrem grupos de subconjuntos que tém em comum medidas
de probabilidades . As tltimas exibem invariancia de escala com a dimensao e segundo

expoente « situado no intervalo o/ < a < o + do':
fo =%, €—0 (1.54)

Conforme secao “O Espectro de Singularidades'. Dada a dimensao ponto a ponto, definida

na se¢ao “A Dimensao Ponto a Ponto":

(1.55)
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Caso cada ponto & em 1.55 coincida com o centro do l-ésimo cubo, Z;, de modo que a
diferenga entre a bola B.(Z) e o cubo C} com dimensao ¢ seja desprezivel sob £ — 0, vale

i = p(B:(¥)). Dai, conforme 1.54 e 1.55, decorre a igualdade:
D,(%) = « (1.56)

De forma que o valor de « associado ao l-ésimo cubo consiste na dimensao ponto a ponto
associada ao centro do mesmo. Conforme a rapida discussao sobre as equacoes 1.34 e 1.35,
a qualquer um dos subconjuntos cujo valor de « se situa no intervalo [a, a + da] pode ser

associado o nimero de hipercubos com dimensao e necessarios para cobri-lo, M. ,:
-D
Neg=e"" (1.57)

onde D, ¢ a dimensao de contagem de caixas associada ao subconjunto. Conforme a
equacao 1.35, com relagdo a conjuntos invariantes e hiperbélicos, ocorre a igualdade entre

esta dimensdo e o espectro de singularidades, f(«):
f(Oé) = Dom Amin S a < Umax (158)

onde a,,;, ¢ 0o menor entre os valores de av associados a todos os subconjuntos e a4, € 0
maior entre os mesmos.

Comportamento assintotico do espectro de dimensoes generalizadas. Neste ponto pode-se
salientar uma caracteristica geral do aspecto da curva D, X ¢ relacionado ao seu compor-
tamento quando ¢ — —o0, ou quando ¢ — +o00. O esclarecimento deste comportamento
exige a consideragao do mencionado “efeito lente de aumento” associado aos valores de
¢: - a medida em que ¢ cresce a partir de zero, quantidade cada vez menor das parcelas
associadas aos maiores valores de y; em 1.52 dominam a soma. Parcelas associadas aos
menores valores tornam-se gradativamente menos importantes. No limite em que ¢ — oo
a soma torna-se igual a parcela associada a maior das medidas, p? . - a medida em que g
decresce a partir de zero, quantidade cada vez menor de parcelas associadas aos menores
valores de p; em 1.52 dominam a soma. Parcelas ligadas aos maiores valores perdem,
cada vez mais, a importancia. No limite que ¢ — —o0 a soma torna-se igual a parcela
associada & menor das medidas, pf . . Em sintese, como consequéncia de |q| — oo ocorre
pronunciada amplia¢ao da importancia da parcela que encerra fi,,in, OU tUmaz, de modo a
tornar nula a importancia das demais parcelas. De acordo com 1.54, a ,;, corresponde

Mmaz; & Xmax corresponde Momin:

Homin = gomes

Hmaz = gomin (159)
Levando-se uma, ou outra, das expressoes 1.59 a 1.51, sob |¢| — oo, vem:

D.= lim D, = a,;
+oo g—+oo q min

D_ = lim D, = tmas (1.60)

q——00
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Portanto os valores de D, aproximam-se assintéticamente de ay;,, ou de ye,, quando
q — +00, ou ¢ — —o0, respectivamente. A curva D, X ¢ exibe duas assintotas horizontais,
independentemente do atrator envolvido, como componente intrinseca de seu comporta-
mento.

Comportamento mondtono do espectro de dimensdes generalizadas. De acordo com 1.51,
uma vez que 0 < u; < 1, pode-se concluir: - Dy esta associada a soma dada por 1.52 em
que todas as parcelas sao iguais a 1 - D,, quando ¢ < 0, esta associada a soma dada por
1.52 em que cada parcela tem valor maior que 1 - D,, quando ¢ > 0, estd associada a soma
dada por 1.52 em que cada parcela tem valor, positivo, menor que 1.

Desta forma pode-se inferir a seguinte relacao:

Dy<Dy<D_y4, ¢>0 (1.61)
com

(111_1% D_,= }11_{% D, = Dy (1.62)

Além disso: - quando ¢ < 0 o valor da soma diminui monotonicamente a medida em que ¢
se aproxima de zero - quando ¢ > 0 o valor da soma aumenta monotonicamente a medida
em que ¢ se aproxima de zero. Portanto a curva D, x ¢, independentemente do atrator
envolvido, consiste em funcgao estritamente decrescente cuja intercecao com eixo vertical
se da em D, = Dy, para q = 0.

Maximo global do espectro de singularidades. Nova caracteristica geral, agora relacionada
a curva associada ao espectro de singularidades, f(a) X a, consiste na ocorréncia de maximo
f(afre) = fire- Conforme contetido da segao “O Espectro de Singularidades', tanto os
valores de a quanto os de f(a) sdo expressos a partir de valores de ¢ e de D, com emprego

das seguintes expressoes:

(o) = Dy + (g = D) (1.63)
D, = —laalo) ~ flala) (1.64

Levando-se valores de ¢, de Dy, e de dD,/dq a 1.63 consegue-se a(q). Este tltimo, levado
a 1.64 junto com g e D,, permite a explicitagdo de f(a(g)). Ainda segundo a segao “O

Espectro de Singularidades', valem as equagoes:

f(al) =q (1.65)

f(alq)) <0 (1.66)

Estas especificam certo valor de a(q), a(0) = oy, para o qual f(a(g)) exibe um valor

extremo, f(a(0)) = f(ayfre) = frre. Trata-se de maximo local pois para ¢ = 0, a primeira
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derivada é nula em «(0) e a segunda derivada é negativa no mesmo ponto. Para as
determinacgoes dos valores de ay,. e ffr. basta recorrer respectivamente a s equacoes 1.63
e 1.64 :

¢g=0em 1.63 — oq) =a(0) =ap.=D., (1.67)
¢=0em 1.64 — f(a(q) = f(a(0)) = frre = Do (1.68)

Onde a quantidade D, , ¢ definida na equacao 1.71. A equagdo para dD,/dq necessaria
para o emprego de 1.63 foi derivada a partir de 1.51:

- { 1 In(C ud) 1 1 Zf@lu?ln(ui)}
=0 | (1—¢)? In(1/e) (1—q) >N pd In(1l/e)

1 { 1 (2 ud) 1 Z%u?ln(m)}
lig n

(I—q) 0| (I—q) W(l/e) X540 In(i/e)
1 . SN pd () dD,
<1—q>{Dq+i¥“%ziN;1u3 In(1/2) }‘ o 9

(1.69)

Onde, na passagem da segunda para a terceira linha, quanto ao primeiro membro entre
chaves, foram utilizadas as equagdes 1.51 e 1.52. Com base em 1.69 pode-se escrever:
dD N In(p
Loy = Dyt lim 2! n(u:)
In(e) o0 oy

= Do+
0% In(1/e) Zg\fl a;
. Z&laz Raa
= Dy —lim =L = py— =%
T S i b
= Dy—D., (1.70)

Onde na passagem da primeira da segunda linha foi empregada a equacgao 1.33. Além

disso:
a;=p) =1parai=1,..,N
Ne
Ra,a = (}:I_I;I(l);az
Ne
N = lg%;az
Deo = Rea/N: (1.71)
De 1.63 e 1.70 vem 1.67. A partir de 1.64 vem:
flalq)) = qalq) — (¢ — 1) D, (1.72)

De 1.72 vem 1.68. Tal méximo consiste na primeira caracteristica geral de f(a) X a.

Decorréncia importante dela é a seguinte: a f(«(0)), conforme 1.57 e 1.58, corresponde
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a maior quantidade possivel de hipercubos N-dimensionais, com dimensao &, justamente
aquela necessaria para cobrir todo o atrator envolvido. Aos demais valores de f(a(q)),
para ¢ # 0, correspondem menores quantidades de hipercubos. Quanto aos valores de a(q)

associados a ¢ — —o0, ou a ¢ — +00, conforme 1.63, sao os seguintes:

Ao = lim a(q) = D_o = Qs
q——00
SA— qli)rglooa(q) = Dioe = Qmin (1.73)

O resultado dD,/dq = 0, para ¢ — —o0 ou para ¢ — 400, proveniente das equagoes 1.60),
foi empregado para a obtencao dos resultados em 1.73.
Comportamento assintético do espectro de singularidades. Com base na equacao 1.65

verifica-se que, sob os limites ¢ — —00 ou ¢ — +00, as tangentes a f(a(q)) sao verticais:

f/(a(q))\qﬁ_oo = lir_n f(a(q)) - —
J(@(@) oo = lim_ /() = +o0 (1.74)

q—r+00

Uma vez que, para « arbitrario, vale:

at+Aa

Fla+ Aa) = / Fi(a)da! + f(a) (1.75)

(e}

Admitindo f(a) finito, f'(a) = +00 ou f’(«r) = —oo tornaria infinito o acréscimo dado
pela integral em 1.75 de modo que ocorreria divergéncia no valor de f(«). Para evitar tal

divergéncia sob um ou outro dos limites em 1.74 deve necessariamente ocorrer:

flaw) = f(maz) = qgr_noof<a(Q)) =0
flates) = flamin) = qggﬂmf(a(q» =0 (1.76)

Os resultados dados por 1.74 e 1.76 exprimem o almejado comportamento assintético de
fla) x a.

Curvas dos espectros de dimensoes generalizadas e de singularidades. As quatro caracte-
risticas gerais abordadas, duas da curva D, x ¢ e duas da curva f(«) X «, independentes
do particular atrator envolvido, manifestam-se através de aspectos das mesmas curvas
observaveis nos dois graficos na figura 1. A curva f(«) x « é empregada em muitos trabalhos
na literatura, entre eles todos os citados na se¢ao 1.2.1. Aspecto ainda nao considerado
diz respeito ao ponto da curva fa) x a com coordenadas (Dq, Dy). Trata-se de ponto cuja

derivada associada é 1.
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Figura 1 — As curvas D, x g e f(«a) X a.

Pode-se demonstrar tal fato:

(a) - da equacao 1.65, para ¢ = 1, vem

flle(q)) = fla(1)) =11 (1.77)

(b) - da equagao 1.63 e da tltima das equagoes 1.69, vem

1—g¢q , 1 2N ()
_p oty i 1.
o(q) q+q_1{ 1T TN T n(1/e) )

Dada presenca do termo (1 — ¢)/(¢ — 1) na segunda parcela, o cdlculo de «a(l) =
a(q) para q = 1 é feito a partir de lirr{ a(q) = a(1). Com base em 1.78 e na aplicagao da
q—

regra de L’hospital a li_rg(l —q)/(q — 1) pode-se escrever:
q
1) = li — D, {Dy —limlim 21
a(l) = lmalg) =Dy = Dy~ ligling =5

D
= Dy — Dy +lim ——
E*)OZ'L‘:EI/'L’L'

&
1
- D (1.79)

Onde: na passagem da segunda para terceira linha foi empregado o resultado, proveniente

do tépico (i7) no primeiro pardgrafo da se¢do “O Espectro de Dimensoes Generalizadas”,



48 Capitulo 1. Introdugado.

seguinte:

Ne
domi=1 (1.80)

(c) - das equagdes 1.72, 1.51 e 1.52 vem:

g1, In(X)uf)
— lim
1 —¢qe=0 In(1/e)

flalq)) = qalq) (1.81)

A presenca do termo (¢ — 1)/(1 — ¢) na segunda parcela de 1.81 impde o emprego de um
limite, lin% fla(1)) = f(a(1)), para o calculo de f(a(q) = f(a(1)) para q = 1. Dai :
q—

n(SNVe 4
fla(1) = (llgqf(a(q))za(l)—(—l)ygq%m
- . 1D(va‘gﬂz)
= o)+ 1m0
In(1)
= o) e=01n(1/e)
B (1.82)

Onde: o resultado 1.80 e a regra de L’hospital para li_rg(q —1)/(1 — q) foram novamente
q
empregados. De 1.77, 1.79 e 1.81 vem:

(D) =1e f(Dy) = Dy (1.83)

O carater multifractal. A esta altura, enfim, pode-se introduzir a no¢ao empregada neste
trabalho de “carater multifractal". Nocao utilizada na seg¢ao 2.4.3 do préximo capitulo,
topico "Multifractalidade e variabilidade de subconjuntos”. Este carater exprime a extensao

da variabilidade das medidas p; = €. Quantificagdo pertinente é dada pela diferenca:
Amf = Umazr — Ymin (184)

De acordo com os gréficos (a) e (b) na figura 1, e com as expressoes 1.60 e 1.61, quanto
menor for A, tanto mais préxima da distribui¢ao de pontos de fase associada a Dy estard
a distribuicdo correspondente do atrator multifractal envolvido. A redugao de A,,; da-se
de forma especifica, tanto a,,;, quanto a,,., se aproximam de ag. Desta forma o carater
multifractal também pode ser visto como medida da diferenca entre o comportamento
multifractal envolvido e certo comportamento (mono) fractal. Este ultimo caracterizado
por medida gy = €%°, com Qypin < o < Qmaz, € por quantidade de hipercubos necessaria
para cobrir todo o atrator N. = ¢, com D, < Dy < D_.. Entre dois atratores
associados a distintos valores das diferencas ayue — Qunin, Uma delas A, e outra A;nf,
com App > AL, aquele associado a Ay, terd cardter multifractal mais pronunciado que

o0 outro.
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1.3 Efeito da Nuvem de Cordas sobre Resultados de Testes Classi-

cos da Relatividade Geral.

Em meados dos anos 1910, Schwarzschild obteve a solugdo geral para um corpo que
gravita, cuja massa estd distribuida numa esfera, nao possui carga elétrica e nao tem rotacgao
[36]. Esta solugao é conhecida como espago-tempo ou buraco negro de Schwarzschild [37, 38].
Nesta mesma década, foi obtida a primeira generalizacao da solucao de Schwarzschild,
agora, com um campo eletromagnético como fonte. Esta solugao é conhecida como espaco-
tempo ou buraco negro de Reissner-Nordstron [39, 40]. Assim como a de Schwarzschild,
ela é estatica e esfericamente simétrica, mas possui um campo elétrico associado a uma
carga localizada no centro da distribuicao de massa.

Mais de cinquenta anos depois, em 1963, Kerr encontrou uma generalizacao da solugao
de Schwarzschild, ao considerar a rotacao [41]. Ela é, portanto, estaciondria ao invés de
estatica, e axialmente simétrica ao invés de esfericamente simétrica. Tendo em vista que
a maioria dos objetos astrofisicos possuem rotacgao, esta solu¢ao é bastante aplicada no
contexto da astrofisica. A generalizacao da solugdo de Kerr, de modo a considerar o buraco
negro e um campo eletromagnético como fontes, foi obtida por Newman e colaboradores
[42]. Esta solucao descreve os campos gravitacional e eletromagnético na regiao exterior a
um buraco negro em rotacao e eletricamente carregado.

A partir dos anos 1970, varios estudos foram realizados sobre buracos negros, quando varios
teoremas foram demonstrados [43]. Foram investigados os modos préprios de vibracao
destes objetos [44, 45, 46] e diferentes aspectos da dindmica relativistica [47, 48], dentre
inimeros outros.

Esses estudos foram motivados, em parte pelas descobertas dos quasares em 1963, pulsares
em 1968 e fontes compactas de raio-X em 1962. Considerando os avangos alcangados,
em particular, aqueles relativos a simulagdes numérica [49, 50, 51], foi possivel modelar
processos relacionados a colisdes de buracos negros e fazer estimativas da ordem de
grandeza do sinal associado a ondas gravitacionais [52, 53|, cuja detecgdo foi realizada
recentemente [54] através da observagio da colisao de dois buracos negros que se fundem,
ocorrida hé cerca de 13 bilhoes de anos, via a detecgdo de ondas gravitacionais que traz
novas e interessantes possibilidades para a astronomia e astrofiisica.

Os buracos negros sao estruturas previstas pela relatividade geral, e podem influenciar
a dindmica de galdxias, liberar grandes quantidades de energia através de diferentes
mecanismos, gerar ondas gravitacionais, que poderdao nos ensinar acerca da fisica dessas
estruturas, bem como diferentes aspectos da fisica fundamental e da cosmologia do universo
primitivo.

Algumas teorias de campo preveem a existéncia de defeitos topoldgicos, dentre os quais o
mais interessante, do ponto de vista fisico, parecem ser as cordas césmicas, que devem

ter surgido como resultado de um processo de quebra espontanea de simetria devido a
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transigoes de fase ocorridas no universo primitivo [55, 56.

Estes defeitos lineares, chamados topologicos, podem ser retilineos e infinitamente longos.
Eles sao caracterizados por um tinico parametro que é a massa por unidade de comprimento.
As cordas podem existir na forma de lagos ou loops. No caso da linha infinita, esse defeito
corresponde a uma corda de Nambu- Goto. No caso da corda césmica retilinea, infinita e
extremamente fina, a geometria da regiao exterior a corda é conica, portanto, a geometria
¢ a mesma do espago-tempo de Minkowshi com a retirada de um setor, que é proporcional
a sua densidade linear de massa. Entao, dizemos que o espago-tempo é localmente plano,
mas nao o é do ponto de vista global.

As cordas césmicas foram muito estudados nos anos 1980 e 1990, pois, eram candidatas a um
possi vel mecanismo que forneceria as perturbagoes da densidade que seriam responsaveis
pela formacao de estruturas em larga escala, tais como galaxias e aglomerados. No inicio
dos anos 2000, no entanto, os dados sobre a anisotropia da radiagdao césmica de fundo
excluiram a possibilidade de que esses defeitos fossem responséveis pela formacgao de
estruturas. Em anos recentes, as cordas coésmicas despertaram, novamente, o interesse
como um possivel mecanismo para explicar a formacao de estruturas, mesmo tendo um
papel secunddrio, em um cendrio em que a inflagao é considerada [57].

Os estudos acerca de cordas césmicas (cordas de Nambu-Goto) na RG foram iniciados
por Letelier [58] e Stachel [59], nos anos 1970. Nesse trabalho pioneiro Letelier obteve
as solugoes das equagdes de Einstein cuja fonte consistia numa nuvem de cordas, com
diferentes simetrias, a saber, plana, cilindrica e esférica. Neste tltimo caso, foi obtida a
solucao corresponde ao buraco negro de Schwarzschild com uma nuvem de cordas, que
estamos denominando espaco-tempo de Letelier ou buraco negro de Letelier. O horizonte
de eventos do buraco negro de Letelier é modificado pelo parametro que esté associado a
presenca da nuvem de cordas, quando comparado com o horizonte do buraco negro de
Schwarzschild.

Anos depois, esse resultado pioneiro publicado em [58] foi generalizado de modo a considerar
a pressao produzida pelas cordas [60], o que significa dizer que, agora, trata-se de um fluido
de cordas. Neste caso, foi obtida a solucao das equagoes de Einstein, somente para o caso
com simetria esférica. Desde o trabalho pioneiro, até os dias de hoje, foram analisados varios
sistemas contendo nuvens de cordas, em diferentes contextos, na gravitagao [61, 62, 63| e
em modelos cosmolégicos [64, 65, 66, 67].

No capitulo 5 desta tese, serao abordados os seguintes topicos: reobtencao e ana lise da
métrica do espacgo-tempo de Letelier, a influéncia de nuvens de cordas nas equagoes de
movimento, precessdao do periélio e desvio da luz. Vamos admitir a assinatura (+,-,-,-), e

que h=c=1.
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2
Novas Assinaturas de Dinamicas Cadticas.

2.1 Versao Estendida de Artigo Publicado.

Visao panoramica. Neste capitulo apresento, principalmente, versao estendida de artigo
publicado em periddico internacional [68], contetidos nao abordados no artigo sdo também
considerados. Trata-se de texto com informacoes suficientes para a perfeita compreensao
do tema e dos resultados envolvidos, mas que consiste sim em extrato de “trabalho mais
amplo", como convém a um artigo. Por sua vez, o trabalho mais amplo é objeto da exposicao
desenvolvida através dos demais capitulos. Estes ultimos sao dedicados a informagoes
complementares e visam aprofundamento, como convém a uma tese.

Caracterizagoes de atratores estranhos. Apresento aqui caracterizagoes, inéditas na
literatura, de dez atratores estranhos, alguns imersos em espacos de fase unidimensionais,
outros em espacos de fase bidimensionais, todos gerados por sistemas dinamicos discretos.
Caracterizagoes baseadas em uma malha de pequenos hipercubos N-dimensionais (N = 1
ou N = 2) com dimensao linear ¢, daqui em diante designada por “malha M, ", que
cobrem o atrator envolvido quando este se encontra imerso em espaco N-dimensional.
Ainda que caracterizagoes bem conhecidas, daqui em diante designadas por “caracterizagoes
classicas’, também empreguem a malha M, ., a origem diversa das que apresento permite
revelacoes de propriedades de atratores estranhos nao acessiveis pelas outras.
Caracterizagoes classicas. Atratores estranhos consistem em conjuntos de pontos de
fase associados a sistemas dinamicos, discretos ou continuos, observados somente para
tempos suficientemente longos. Propriedades especificas ligadas a disposicao espacial desses
pontos sao determinadas com emprego de, pelo menos, uma malha M, .. Propriedades
expressas por expoentes de leis de poténcia que tém a seguinte forma geral: P(g) = ¢4,
onde D > 0,a=1ou—o0 < a < oo. Una dessas propriedades é a “dimensao de contagem
de caixas", Dy, dada por niimero nao inteiro menor que a dimensao do espago em que
o atrator estd imerso. Esse fato salienta o carater nao euclidiano de tais conjuntos. O
valor de Dy ¢ determinado com base na consideracao de diversas malhas M, ., cada uma
marcada por pequeno valor de e distinto do valor das demais: consiste na incinacao da
curva In(N;) x In(1/¢). Onde N; é o ntimero de hipercubos necessarios para cobrir o atrator
em dado instante suficientemente distante do inicial: M. oc e7P° [1]. Também é possivel
caracterizacao através da fracdo do tempo total de observagdo em que dado ponto de fase
proveniente de condi¢ao inicial especifica permanece dentro de certo hipercubo. Quando a
fracdo é independente da condigdo inicial torna-se propriedade do ente geométrico, recebe
o nome “medida natural", u, e representa a probabilidade de ocupacao do mesmo. As

dimensoes generalizadas, D,, —oo < ¢ < 400, sao determinadas com base na observacao de
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muitas orbitas suficientemente longas, uma por vez, de modo a associar a cada hipercubo, C;,
a probabilidade, u;, de que seja visitado ao longo do tempo comum de duragao das érbitas
[2, 3]. Com base na soma entre cada uma das medidas naturais individualmente elevadas
a q, Zfﬁl pd = Z(q,¢), pode- se definir D,, pela relagio: Z(q,¢) o< e7P4179 . Quando as
medidas naturais sao todas iguais entre si, D, = Dy para todo ¢ # 0, o atrator é (mono)
fractal. Caso as medidas nao sejam iguais entre si o atrator é multifractal e a ¢ — +00
corresponde o aumento da diferenca entre D_, e D,. Para ¢ positivo suficientemente
grande Z(q,e) = pd,,. em D, onde fin., ¢ a maior medida natural e Z(g, ) = pl,, em
D_, onde fiyi, ¢ a menor medida natural. Quando ¢ = 0, D, = D, independentemente
dos valores das medidas. Com base em D, pode-se definir o “espectro de singularidades’,
f(a). O indice de singularidade « consiste no expoente da lei de poténcia que conecta p e
e =" A i corresponde fhnar & Qg corresponde fi,q,. O valor de f(«) consiste
na dimensao de contagem de caixas do subconjunto de pontos do atrator cujas medidas
naturais sdo muito préximas entre si e tais que o/ < a < o/ +da’. Se N_, representa o
nimero de pequenos hipercubos necessarios para cobrir o subconjunto, vale a relacgao:
Negoxe™ (@), Uma vez que a e f(a) sdo derivados a partir das dimensdes generalizadas,
dependem das medidas naturais y; [4, 5, 6].

Caracterizagoes nao orbitais. As caracterizagoes apresentadas aqui empregam a malha
M,, . para determinacao de propriedades originadas dos movimentos dos pontos de fase
sob escopo diferente daquele subjacente as determinagoes de D,, f(a) e a. Nao ha o
acompanhamento individual de cada uma das Orbitas pertinentes a uma grande sucessao
delas com a finalidade de determinar as medidas naturais p; associadas a cada um
dos hipercubos. Considero aqui a advecgao cadtica de grande quantidade de condigoes
iniciais muito préximas entre si: a distribuicao inicial geometricamente regular do conjunto
de condigOes iniciais se altera continuamente com o tempo até assumir a forma final
geometricamente irregular, com ligeira dependéncia temporal, caracteristica do atrator
estranho envolvido. A evolucao temporal de todo o conjunto de condi¢bes iniciais é
considerada, a cada instante estao presentes cada um dos pontos de fase gerados a partir
da condicao inicial correspondente através do sistema dindmico associado. A finalidade é
construir distribuig¢oes de probabilidade dos tempos de ocupacoes e de desocupacgoes dos
hipercubos e das quantidades dos pontos durante as ocupagoes, nimeros de ocupagcoes.
Adveccao cadtica versus orbitas sucessivas. Confrontacao entre aspectos relevantes
as duas caracterizagoes abordadas trazem esclarecimentos importantes. (A1) sob 6rbitas
sucessivas hd sempre um unico ponto de fase pertinente a érbita conhecida ocupando
um unico hipercubo a cada instante do intervalo de tempo em que particular orbita
pertinente a sequéncia é considerada (A2) sob advecdo caética hd sempre, a cada instante,
diversos hipercubos ocupados, cada um encerrando um ou mais pontos de fase. Nao existem
informagoes orbitais, pois ndo ha o acompanhamento das trajetérias iniciadas em cada

uma das condigoes iniciais. Deste modo: (B1) sob 6rbitas sucessivas, opostamente ao
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que ocontece sob adveccao cadtica - distribui¢des dos niimeros de ocupagoes nao trariam
qualquer informacao sobre a variabilidade de concentragoes de pontos em diferentes
pequenas regioes da porgao do espago ocupada pelo atrator estranho envolvido, ja que
cada hipercubo seria sempre ocupado por um tunico ponto - distribuicoes dos tempos de
ocupagdes nao teriam nada a dizer sobre variabilidade dos tempos de ocupagoes associados
a nimeros de ocupagoes diferentes de um (B2) sob advecgdo cadtica, contrariamente ao que
acontece sob Orbitas sucessivas - nao seria possivel definir medidas naturais invariantes p;
vinculadas a cada um dos cubos C;, uma vez que a definicdo das medidas impoe um tnico
ponto, pertinente a orbita conhecida, ocupando um tnico hipercubo a cada instante. Desta
forma nao seriam possiveis cdlculos dos expoentes D, f(a) e a - a razdo fi = Tpi/Tobs
entre o tempo de ocupagao do hipercubo C}, dado por 7,;, e o tempo total de observacao
das oOrbitas, Ty, nao seria igual ao p; ligado ao mesmo hipercubo (ainda que p; seja
definido como a mesma razao no escopo correspondente). Deste modo nao existe motivo
para esperar que novos expoentes Dq, f (@) e & calculados pela simples substituigao de y;
por f; nas equagoes pertinentes levem a valores respectivamente iguais a D, f(a) e a. Na
verdade a prépria validade das equagoes sob a substitui¢do nao esta assegurada dadas as
diferencas entre o escopo em que foram definidas e aquele em que sao empregadas neste
item (B2).

Tempos e nimeros de ocupagoes. Emergiram das simulagoes numéricas, com relagao
aos dez atratores estranhos, distribuigcoes dos tempos de ocupagoes, 7,, e dos niimeros de

ocupacoes, (), dadas por leis de poténcia:

Qnoc(Q) X Q_'Ynoc Qtoc(To) 0.8 7_0_%00 (2]—)

onde 0n0c(Q) € 010c(T,) sa0 as densidades de probabilidades associadas respectivamente aos
numeros e tempos de ocupagoes, 1,71 < Yo < 2,45 € 1,92 < 4. < 2, 76. Caracteristicas
marcantes das duas densidades sao: (i) nao foram derivadas das medidas naturais p;(e)
ou de nimeros de caixas como N e N, (ii) 0s expoentes Yoe € Yioc NAO consistem em
dimensoes de conjuntos de pontos como Dy, D, e f(«). Por fim o mais importante: ambas
esclarecem as existéncias de bem definidas distribui¢oes de probabilidades que podem
suportar diversas caracterizagoes quantitativas como médias, momentos de ordem superior,
e desvios padroes, entre outras. As distribui¢coes manifestam propriedades comuns aos dez
atratores estranhos envolvidos.

Tempos de desocupagoes: quanto a sete entre os dez atratores a distribui¢do de tempos

de desocupacoes ¢ também dada por lei de poténcia:

0tac(Ta) o< T4 Tt (2.2)

Onde 74 é o tempo de desocupagao, 014.(74) é a densidade de probabilidade associada a
Ta € 2,36 < e < 2,78, Quanto aos trés atratores restantes: - com relagdo a dois deles

os resultados mostram, em cada caso, dois intervalos distintos e com curtas extensoes
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de valores de 74 corespondentes a leis de poténcia - com relagao ao outro os resultados
mostram que nao ocorre qualquer intervalo com extensao consideravel de valores de 7y
correspondente a lei de poténcia. Opostamente ao que aconteceu com as distribuicoes de
Q e 7,, as distribui¢des de 745 ndo sdo comuns aos dez atratores estranhos abordados.
Intervalos efetivos e multifractalidade: os principais resultados neste trabalho con-
sistem em quantificagoes estatisticas baseadas nas distribuioes 0,0c(Q) € 0toc(7o): - 08
intervalos efetivos de tempos e niimeros de ocupagoes, A,, e A,, respectivamente, que
representam as extensoes dos intervalos com valores mais provaveis de 7, e de () - as varia-
bilidades efetivas de nimeros de ocupagoes, M, , que quantificam as multifractalidades
dos atratores estranhos correspondentes. Onde o, e 0, sdo os desvios padroes respectiva-
mente associados a 7, e ). Os valores de M, , dependentes dos A, associados, mostram
que um dos atratores é quase (mono) fractal, e os demais envolvem multifractalidades
apreciaveis em diferentes niveis. Os valores de A,, e A, esclarecem que os intervalos com
valores mais provaveis de 7, e @) tém extensoes inferiores a 2% dos intervalos com todos
os valores possiveis correspondentes, estes ultimos sao os intervalos totais. Além disso as
probabilidades ligadas a A,, e A, sao bem préximas de 1. Desta forma apenas pequena
minoria dos valores nos intervalos totais efetivamente ocorrem. Fato que indica quao falsa
pode ser a inferéncia sobre a amplitude da gama de valores mais provaveis de 7, ou () com
base nas observagoes das extensoes dos intervalos totais e nao nas extensoes dos intervalos
efetivos.

Trabalhos anteriores: este trabalho foi motivado por dois artigos publicados por Dick-
man [30, 31] onde a adveccao cadtica de grande quantidade de pontos de fase vinculados
a particular sistema dindmico bidimensional é empregada para simular a adveccao de
massas umidas atmosféricas pela massa seca em que estd imersa. A finalidade do autor foi
gerar distribuigoes de probabilidades provenientes de simulagoes analogas as distribuicoes
observadas sobre chuvas em local especifico: duragoes de chuvas, intensidades de chuvas, e
duragoes de secas (duragoes de intervalos entre chuvas) dadas por leis de poténcia [32, 33].
Tanto num quanto noutro artigo o autor nao faz qualquer consideragao sobre atratores
estranhos. Todos os sistemas dinamicos considerados aqui sao distintos daquele abordado
por Dickmam.

Organizacao da exposicao: a partir deste ponto, a sucessao dos temas neste capitulo é
organizada segundo quatro secoes. A secao 2.2 é dedicada a apresentacao do tratamento
estatistico, dos fundamentos sobre as simulagoes e dosresultados em tabela especifica. A
secao 2.3 encerra apresentagoes dos dez sistemas dindmicos abordados. A secao 2.4 diz
respeito analises e discussoes sobre os resultados. A secao 2.5. é voltada aos contetidos nao

abordados no artigo.
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2.2 Meétodo: Simulacoes e Estatisticas.

Dois conjuntos: a secao 2.3 mostra que oito atratores estranhos estao imersos
em espacos de fase bidimensionais e dois em espacos unidimensionais. Os dez atratores
sao entao organizados em dois conjuntos: - S,, imersos em espagos bidimensionais - S,
imersos em espacos unidimensionais. A abordagem com emprego dos conjuntos favorece
as proximas discussoes.

Hipercubos N-dimensionais: os mencionados hipercubos N-dimensionais consistem
em: - pequenos segmentos de reta com comprimento ¢ relativamente aos mapas unidi-
mensionais - pequenos quadrados com lado ¢ relativamente aos mapas bidimensionais e
tridimensional (com relacao ao tltimo quadrados imersos em segoes de Poincaré adequadas,
necessariamente bidimensionais). Cada pequeno quadrado resulta da divisao de certo
retangulo maior em partes iguais, cada um deles disposto relativamente ao retangulo
segundo estrutura matricial com linhas e colunas. Por sua vez cada pequeno segmento
resulta da divisao de um segmento maior em partes iguais. Cada retangulo, ou segmento,
maior consiste em uma “caixa externa I".

Caixas de condicoes iniciais: as condigoes iniciais estao dispostas regularmente pelo
interior de pequenos segmentos ou pequenos quadrados conforme a dimensao do sistema
envolvido, as “caixas de condigoes iniciais”. O tamanho de cada uma delas é igual ou
maior ao tamanho de cada hipercubo correspondente. Cada pequeno segmento com as
condigoes iniciais resulta da divisao do intervalo unitario [0, 1] em partes iguais. Cada
pequeno quadrado com as condigoes iniciais resulta da divisao de um retangulo maior em
partes iguais e se encontra disposto relativamente ao mesmo retangulo segundo estrutura
matricial, & maneira do que acontece com os hipercubos. Cada retdngulo ou segmento
maior consiste em uma “caixa externa II". Quanto a cada atrator considera-se uma caixa
de condigoes iniciais mével segundo sucessao determinada com emprego da caixa externa

IT correspondente, conforme o proximo tépico.

Evolugao temporal: as unidades de tempo sao iteragoes. Quanto aos atratores em Sy a
quantidade de condigoes iniciais é sempre 10.000. Com relagao aqueles em S, a quantidade
de condigoes iniciais depende da caixa de condic¢oes iniciais envolvida e pode assumir um
dos trés seguintes valores: 9.800, 9.900 ou 10.000. Cada evoluc¢ao ocorre ao longo de um
periodo de observagao, Ty, =ty — t;, onde tf e t; sao os instantes final e inicial. Quando
Ty € atingido a evolugao em curso ¢ interrompida e outra, sob nova caixa de condigoes
iniciais, é iniciada. Cada evolugao em uma sequéncia delas consiste em uma “realizagao”.

O valor do perfodo de observacao comum a todos os sistemas é T,;s = 15.000 *.

L O capitulo 3 é voltado & informacoes detalhadas sobre as simulacdes numéricas vinculadas a cada um

dos atratores estranhos: (i) figuras com os atratores estranhos e descrigdes detalhadas, com figuras,
sobre hipercubos, caixas de condigoes, caixas externas I e caixas externas II (i¢) esclarecimentos sobre
as quantidades de condigoes iniciais, 9.800, 9.900 ou 10.000, que experimentam evoluc¢des temporais e
sua relacdo com as caixas externas II.
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Ocupacoes e desocupagoes: com relagao a certo hipercubo: - o tempo de ocupagao é
dado pela contagem das sucessivas unidades de tempo durante as quais houve pelo menos
um ponto de fase em seu interior ou sua fronteira - o nimero de ocupagao é dado pela
soma entre as quantidades de pontos em seu interior ou fronteira verificadas em cada
unidade de tempo do tempo de ocupacao - o tempo de desocupacao é dado pela contagem
das sucessivas unidades de tempo durante as quais nao houve sequer um ponto em seu
interior ou fronteira.

Transientes mantidos I: a partir do instante inicial, t; = ty = 0, ocorrem os intervalos
de tempo transiente (anterior ao estabelecimento do atrator) e pés-transiente (a partir do
estabelecimento do atrator). A distingao entre eles é feita pela observacao da aparéncia
da distribuicao espacial, dependente do tempo, dos pontos de fase envolvidos. Eventos
durante o transiente sao indesejados pois “contaminam'as estatisticas com informagoes
espurias que impedem a revelacdo das informagoes pretendidas. Seria ideal considerar
somente o pés-transiente pela exclusao do transiente. Entretanto, ainda que a observacao
da aparéncia quanto aos atratores em .S, seja plenamente possivel, 0 mesmo nao é verdade
quanto aos atratores em S,. Os dois intervalos associados a cada um dos primeiros foram
determinados, o mesmo nao ocorreu quanto a cada um dos ultimos. Decidi entao manter
os transientes para evitar que algumas das estatisticas envolvessem seus efeitos e outras
nao. Surgiu assim o problema de estabelecer critérios para assegurar o dominio dos eventos
ao longo do poés-transiente de modo a evitar a contaminacao. Tomei como indicativo
quantitativo de contaminacao o valor da razao H = Ay /Asra, onde Ay = tops — tsar
(duragao do pés-transiente), Ay.q = tsor — to (duracdo do transiente), e ¢4 é um instante
que marca o fim do transiente e o inicio do pés-transiente. Contaminacao desconsideravel
¢ indicada por H >> 1, contaminacao inaceitavelmente elevada é indicada por H < 1. Os
valores de H vindos dos atratores em S, situam-se no intervalo 499 < H < 1.499 com
excecao de um unico, aquele associado ao sistema seno seno descrito na secao 2.3, para o
qual H ~ 18, bem menor que os demais, ainda sim elevado o suficiente para assegurar
contaminacao desconsiderdvel como ocorre com cada um dos outros 2. Com relacio aos
atratores em .5, ainda que a auséncia de qualquer t4,; nao permita o cadlculo de H a analise
de fatos pertinentes na secao 2.4 esclarece quao plausivel é admitir que o dominio dos
eventos no pés-transiente ocorreu.

Histogramas, intervalos e classes: trés histogramas de frequéncias absolutas, relativos
a numeros e tempos de ocupagoes e a tempos de desocupagoes, sao atribuidos a cada
hipercubo com base nas contagens pertinentes geradas durante a observagao. Os valores
de cada um dos tempos ou do nimero sao organizados segundo sessenta e trés classes
que abrangem o intervalo 1 < z < 107. Sdo sete intervalos, cada um constituido por nove

classes. As extensoes dos intervalos crescem exponencialmente com as posi¢oes dos mesmos,

2 Mantenho comigo arquivos de video (animagdes) que mostram as evolugdes temporais dos pontos de

fase dos sistemas com atratores estranhos em espagos bidimensionais. O capitulo 3 encerra discussao
pertinente sobre como foram determinados ts,; ¢ H em cada caso.
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o i-ésimo intervalo é dado por:
107 <z <108, i=1,...7
Por sua vez a j-ésima classe nele contido é dada por:
j-107 << (j4+1)-107 5 =1,..,9

Cada uma das sessenta e trés classes é especificada pelo seu centro, a média aritmética

entre seus extremos:

25+ 1) 101
cij:(‘H; i=1,..Tej=1,.9

O quadro 1 traz sintese util para esclarecimento sobre a rela¢ao entre os valores dos centros

e os intervalos e classes associados.

Quadro 1 — Oito classes especificadas pelos seus centros.

Interv. 12clas. 9% clas. Mult.*
1 C1,1 = 1, 5 C19 = 9, 5 100
2 Co1 = 1, 5 C29 = 9, 5 101
6  cg1=15 c=95 10°
7 Cr1 = 1, 5 Cr9 = 9, 5 106

*Cada um dos valores em dada linha deve ser multiplicado por esta poténcia.

Ao final de cada realizacao os histogramas relativos a ntimeros de ocupacoes ligados
a cada hipercubo sao adicionados entre si: h4 uma tnica classe ¢;j, com i e j fixos, as-
sociada a cada hipercubo. A frequéncia absoluta ligada a ela, proveniente do k-ésimo
hipercubo, ao final da [-ésima realizagao, é ijk A frequéncia absoluta em uma nova classe
¢j; vinculada especificamente & [-ésima realizagio é N}, = S N},
de hipercubos. O conjunto de frequéncias Nilj, obtido pela consideracao de todos os valores
de i e j, forma o [-ésimo histogramas especifico de nimeros de ocupagoes. Histogramas

onde ny, ¢ o nimero

especificos dos tempos de ocupacgoes e de desocupacoes também sao criados. Desta forma
a cada realizagao correspondem trés histogramas especificos.

Distribuicoes de probabilidade: os diversos histogramas especificos de ntimeros de
ocupacoes sao adicionados entre si de modo a formar o histograma geral de ntimeros
de ocupagoes. Histogramas gerais dos tempos de ocupagoes e de desocupagoes também
sao gerados. Enfim, a frequéncia absoluta em cada classe de histograma geral, IV;;, ¢

substituida por n;;:
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’ . N, n
onde L; é a largura da classe envolvida, N;; = Y05 30, NJF,

realizacoes. Desta forma cada n;; consiste em uma densidade (quantidade de eventos por

N, ¢ 0 numero de

unidade de largura da classe). Todos os histogramas sobre ntiimeros e tempos de ocupagoes,
além de alguns sobre os tempos de desocupagoes, assim criados tornam-se as densidades

de probabilidade representadas de forma geral por o(z) o< 277, conforme tépicos “Tempos

b b

e ntimeros de ocupacoes 7 e “Tempos de desocupacoes ” na secao 2.1 deste capitulo 2.
Cada conjunto de valores de n;; ligados a () ou 7,, para todos os valores possiveis de ¢
e j, determina as densidades de probabiidades dadas pelas relagdes 2.1 com respeito a
todos os atratores envolvidos e 2.2 somente quanto a sete deles. Enfim as duas densidades

associadas a ocupacoes sao devidamente normalizadas de modo a se tornarem:

Onoc(Q) = AgQ 77 040c(To) = Aot 710 (2.4)

onde A, e A, s@o as constantes de normalizagao . O apéndice A mostra como calcular a
constante de normalizacao, A, ligada a distribuicao de probabilidade g(z) = Az~7, onde
z>0ey > 0. As densidades relativas a tempos de desocupagoes nao foram normalizadas
pois nao serao consideradas em escopo que exija suas propriedades probabilisticas.
Todas as informagoes sobre as trés distribuigoes de probabilidades 0p0.(Q) X @,

Otoc(To) X Ty, € 01ac(T4) X T4, provenientes das simulagoes relativas aos 10 sistemas dindmicos
abordados, dadas ou nao por leis de poténcia, foram extraidas de curvas com as formas
10810 [0n0c( Q)] x10g10[Q], 1og10[0t0c(T0)] X108 170 € log1o[0tac(Ta)] X 1l0g1o[7a). Todas as curvas
sao apresentadas em figuras adequadas no capitulo 4 4. As descri¢oes que acompanham
cada figura encerram informagoes quantitativas devidamente organizadas e exibidas no
quadro 2. Os valores de Vnoe, Vioe, € Vide, foram gerados com emprego do método dos
minimos quadrados. A ordem em que foram apresentados os sistemas é a que exibe os
valores crescentes de 7,... Esta por sua vez corresponde a ordem crescente de ;.. € é
também aquela em que sao descritos os sistemas dindmicos na se¢ao 2.3. Quanto a Y,
ordem, crescente ou decrescente, nao é observada.

Nos dois tépicos seguintes: z = @, 0 = Onoc; A = Ay € ¥ = Vnoe OU 2 = Ty, 0 = Otoc,
A=A, e v = Ve, quando distrbuigoes de ntimeros, ou de tempos, de ocupagdes sao
respectivamente considerados.

Qualidades dos ajustes: em cada caso um indicador quantitativo da qualidade do ajuste
linear, o ultimo suportado pela relagao log;,(0(2)) = log,,(A) — vlog,y(2) é o valor do
quadrado do coeficiente de correlacdo, r2. Indicacdo qualitativa da mesma qualidade é
baseada na inspecao do posicionamento da reta gerada pelo método relativamente aos
pontos aos quais foi ajustada. Os indicadores qualitativos e quantitativos sao empregados
para a analise de cada um dos ajustes realizados. Os primeiros sao avaliados a partir das
figuras no capitulo 4, os outros a partir dos valores no quadro 2.

Extensoes dos ajustes: a extensao, em décadas, do intervalo de valores de z em que se
3

O apéndice 13 consiste em c6digo fonte (fortran 90) escrito por mim e empregado para gerar algumas das
distribui¢bes de probabilidades apresentadas neste artigo. Cada uma das distribui¢ées neste trabalho
foi gerada com a utilizacao de alguma versao dele.

A cada um dos 10 sistemas estdo associadas 3 curvas, cada figura encerra uma curva de modo que a
quantidade de figuras é 30.
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da o ajuste em cada caso é dada por (Az)u4e = logyy(2rs) —logyo(2ii), onde z; é o extremo
inferior da classe com valor central z; (centro da caixa em que tem inicio o ajuste), e zy,
é o extremo superior da classe com valor central z; (centro da caixa em que termina o
ajuste).

Os valores de 2, 5 (= Ynoe OU = Yioe OU = Vi), Zii (= Qi ou = Toii OU = Td,ii ) Zfs (=
Qfs OU = T, 55 OU = T4 £5) € (A2)age (= (AQ)dae O = (ATy)dde OU = (AT4)dae), relativos
as distribuig¢oes dadas por leis de poténcia, sao apresentados no quadro 2.

As distribuicoes de tempos de desocupagoes associadas aos atratores Cir, Sni e Log nao

sao dadas por leis de poténcia conforme indicam as curvas correspondentes no capitulo 4.

2.3 Os Sistemas Dinamicos.

Todos os sistemas dinamicos abordados sao cadticos, exibem sensibilidade expo-

nencial as condigoes iniciais, e tém a seguinte forma geral:
X1 = M(x,) (2.5)

Onde a dimensao comum a X, 1 € X, ¢ 1, 2, ou 3. O valor absoluto do determinante do

Jacobiano, J(x), é importante:
J(x) = |det[0M(x)/0x]| < 1 (2.6)

exprime contracao do volume no espago de fase discreto envolvido [69]. A contragao, em
todo o espago de fase ou em alguma parte dele, ocorre quanto a cada um dos sistemas.
Trata-se de caracteristica imprescindivel a ocorréncia do atrator estranho pertinente.
Nao ha critério subjacente a escolha dos mapas utilizados. Considerei aqueles em livros,
artigos, ou paginas na internet ao meu alcance. Em momento algum procurei por mapas
que estivessem, ou parecessem estar, relacionados entre si.

As equacoes a diferencas e os correspondentes valores das constantes que caracterizam
cada um dos dez mapas sdo apresentados a seguir.

1 - Mapa de Duffing (Dfm). O mapa de Duffing é também conhecido como mapa de
Holmes [70].

Yn+1 = _bxn + ayn — y?z

{ Tntl = n (2.7)

Onde: a = 2,77 and b= 0, 1.
2 - Mapa de Hénon (Hen) [71].

(2.8)

Tpt1 = a — IEZ + byn
Yn4+1 = Tn
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Quadro 2 — Valores dos extremos dos intervalos nos quais os ajustes sao feitos, das larguras
em décadas dos mesmos, do indicador de qualidade do ajuste linear e valores
absolutos dos expoentes relativos a cada uma das distribuicdes dadas por leis
de poténcia.

Atrator Valor r? Zii Zfs (Az) 44
1 Dfm Vtde 2,59(3) 0, 9980 1,0 100 2,00
Vtoc 1,92(1) 0,9988 1,0 10.000 4,00
Vnoc 1,71(1) 0,9978 1,0 80.000 4,90
2 Hen oy  2,78(2)  0,9984 1,0 800 2,90
vee  1,92(1)  0,9992 1,0 10.000 4,00
Ynoc 1,75(1) 0,9982 1,0 100.000 2,00
3 Ike e  2.50(4)  0,9958 1,0 200 2,22
Vtoc 2,026(9)  0,9994 1,0 5.000 3,70
Vnoc 1,799(6)  0,9994 1,0 90.000 4,95
4 Loz Vide 2,53(2) 0,9975 1,0 6.000 3.78
Yoo 2,049(9)  0,9994 1,0 10.000 4,00
Ynoc 1,829(9)  0,9990 1,0 90.000 4,95
) Tin Vtde 2,36(1) 0,9996 1,0 4.000 3,60
Vtoc 2,06(1) 0,9992 1,0 10.000 4,00
Ynoc 1,840(6)  0,9996 1,0 70.000 4,85
6 Sin mee  2,733) 0,998 1,0 6.000 3,78
Vtoc 2,280(9)  0,9994 1,0 10.000 4,00
Vnoc 2,02(1) 0,9984 1,0 100.000 9,00
7 Usy e 2,60(2) 0,972 1,0  10.000 4,00
Ytoc 2,28(2) 0,9968 1,0 10.000 4,00
e 2,03(1) 0,998 1,0  100.000 5,00
8 Cir Vede —— —— —— —— ——
Ytoc 2,49(3) 0,9954 1,0 10.000 4,00
Vnoc 2,19(2) 0,9976 1,0 100.000 5,00
9 Sni Vede —— —— —— —— -
vee  2,51(1)  0,9990 1,0 20.000 4,30
Ynoc 2,21(1) 0, 9986 1,0 200.000 9,30
10 Log Vede —— —— —— —— ——
Vtoc 2,76(3) 0,9951 2,0 7.000 3,54

“Vnoc 2,45(2) 0,9974 2,0 50.0000 4,40
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Onde: a=1,4eb=0,3.
3 - Mapa de Ikeda (Ike).

Tp41 =7+ ,u(:z:ncos(gbn) — Ynsen(oy))
Ynt1 = p(znsen(¢n) + yncos(dy)) (2.9)

Onde: a =6, 5 =0,4,v=1and u = 0,9. O espaco de fases tridimensional é caracterizado
pelas coordenadas (x,y, ¢). Para cada valor de ¢ o atrator se encontra imerso em um plano
paralelo aquele formado pelo eixos = e y. Outra forma deste mapa foi utilizada no trabalho
seminal que descrevia o comportamento da luz capturada por um ressonador 6ptico nao
linear, uma Cavidade Anelar (Cavity Ring) com dielétrico ndo linear [72]. Posteriormente
Ikeda, Daido e Akimoto [73] propuseram a forma em 2.9.

4 - Mapa de Lozi (Tin) [74].

Tpe1 =1 — 1,7z, + 0,5y, (2.10)
Yn+1 = Tn
5 - Mapa Tinkerbell (Tin) [75].
Yni1 = 2TnYn + cp + dyy '
Onde: a =0,9,b=—-0,6,c=2ed=0,5.
6 - Mapa Seno Seno (Sin) [76].
Tpi1 = sen(z,) — sen(2yy,)
Un+1 = Tn
7 - Mapa Ugly (Ugy) [77].
Tnt1 = ‘yn - In’ (2 12)
Yn+1 = T!Bi

Onde: r = 1,45.

8 - Mapa Circular (Cir). O mapa circular aplica a circunferéncia nela prépria [78]
Oni1 = 0, + (K/2m)sen(270,,) + Q (2.13)
Onde: 0<0<1, K=1,95¢Q=0,33.

9 - Mapa de Sinai (Sni) [79].

{ Tn1 = (@0 + Yo + Acos(2my,)) modulo 1 (2.14)

Yn+1 = (2, + 2y,,) modulo 1
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Onde: A =0, 1.
10 - Logistic Map (Log).

Tpi1 = ra, (1 —x,) (2.15)

Onde: 0 < x <1er=4. 0 mapa Logistico pode descrever o crescimento de populacoes
diversas pertinentes a Biologia, a Economia e as Ciéncias Sociais [80].

Conjuntos: pode-se agora determinar quais sao os elementos de cada um dos conjuntos
definidos no inicio da secao 2.2

- Se ={Dfm, Hen, Ike, Loz, Tin,Sen,Ugy, Sni}

- Sy, = {Clir, Log}.

O emprego deles favorecera andlise dos resultados na se¢ao 2.4.

2.4 Analise e Aplicacoes dos Resultados.

2.4.1 Analise dos Resultados.

Tempos e naimeros de ocupacgoes: a qualidade do ajuste linear e a extensao em décadas
da regidao em que se da o ajuste sdo pardmetros que suportarao toda a andlise, de acordo
com os tépicos “Qualidade dos ajustes'e “Extensoes dos Ajustes'na secao 2.2, os valores no
quadro 2 e o conteudo do apéndica B. Este tltimo trata da relagao entre leis de poténcia,
relagoes de escala e invariancia de escala e sua ligacdo com a extensao do ajuste.
Resultados ligados a S, e S, serao considerados nesta ordem. Subconjuntos de S, serao
designados com auxilio de indices adicionais: S,1 , Sa2 , - - -

A - Conjunto S, = {Dfm, Hen, Ike, Loz, Tin, Sen,Ugy, Sni}.

As qualidades dos ajustes, sob os pontos de vista quantitativo e qualitativo, esclarecem
que de fato as leis de poténcia com as formas 2.1 exprimem de maneira confiavel qual
é a relagdo entre 0,,.(Q) e Q ou g(7,) € T, em cada caso. Por inspeg¢des visuais das
curvas 10g;o[0t0c(70)] X 10g10(70) € 10g;0[0n0c(Q)] X log,,(Q) mostradas no capitulo 4, segdes
4.1, 4.2, 4.3,4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.9, verifica-se a correcao dos ajustes. Os correspondentes
valores de r% no quadro 2, considerados a seguir, reforcam este fato.

al - Tempos de ocupacgoes:

- seis valores S, 1 = {Hen, Ike, Loz, Tin, Sen, Sni} superiores a 0,999

- dois valores S, 2 = {Dfm,Ugy} pouco menores que 0,999.

a2 - Numeros de ocupacgoes:

- dois valores S, 3 = {Ike, T'in} superiores a 0,999

- um valor S, 4 = {Loz} igual a 0,999

- cinco valores S, 5 = {Dfm, Hen, Sni,Ugy, } pouco menores que 0,999.

As extensoes em décadas associadas a cada uma das densidades sdo sempre maiores que
trés. Os valores correspondentes de (AT,)gae € (AQ)aqe no quadro 2 reforcam este fato e

sao considerados a seguir.
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a3 - Tempos de ocupagoes, extensoes (AT,)qde:

- duas extensoes S, 3 = {Ike, T'in} pouco menores que 4

- cinco extensoes S, 4 = {Dfm, Hen, Loz, Sen,Ugy} iguais a 4

- uma extensao S, 5 = {9} igual a 4,30.

a4 - Numeros de ocupagdes, extensoes (AQ)gde:

- quatro extensoes S, ¢ = {D fm, Ike, Loz, Tin} pouco menores que 5

- trés extensoes S, 7 = {Hen, Sen,Ugy} iguais a 5

- uma extensao S, = {Sni} igual a 5,30.

Desta forma ocorre liberdade de escala quanto a 7, e (), fato que caracteriza a robustez
das invaridncias de escalas provenientes das leis de poténcia dadas por 2.1, conforme o
apéndice B.

As extensoes e qualidades de ajustes consideradas provém soélido suporte a atribuicao de
bem definidas leis de poténcia a cada uma das duas densidades de probabilidades, 0,0.(Q)
e 01oc(T0), ligadas a cada um dos oito atratores estranhos pertinentes ao grupo.

B - Conjunto S, = {Cir, Log}.

Inspegoes visuais das curvas nas segoes 4.8 e 4.10 do capitulo 4 e os correspondentes valores
tabelados mostram que todos os valores de 72 sdao superiores a > = 0,9950 e todas as
extensoes, (Az)gqe, s20 superiores a (Az)gqe = 3, 50.

bl - Tempos de ocupagoes:

- Cir: 72 = 10,9954 e (ATy)ade = 4,00

- Log: 72 = 10,9951 e (AT,)ade = 3, H4.

b2 - Numeros de ocupagoes:

- Cir: 72 = 10,9976 ¢ (AQ)aqe = 5,00

- Log: 72 = 10,9974 e (AQ)age = 4, 40.

Portanto, uma vez mais, as qualidades dos ajustes e as extensdes em que 0s mesmos se
dao provém suporte a atribuicao de leis de poténcia as densidades 0oc(Q) € 0soc(T,) dos
atratores estranhos no grupo.

Transientes Mantidos II: neste ponto retomo o comentério ao final do tépico “Transi-
entes mantidos', na secdo 2.2. Da emergéncia das densidades 0,,.(Q) € 0s0c(7,) dadas por
2.1 a partir dos movimentos de pontos de fase vinculados tanto a S, quanto a Sj torna-se
plausivel admitir que a origem das densidades relativas a S, seja a mesma subjacente as
densidades vindas de S,: movimentos de grandes quantidades de pontos de fase capturados
pelos atratores estranhos associados. Decorre entao a conclusao de que a contaminacao por
eventos durante o transiente é desconsideravel com relagao aos resultados provenientes dos
sistemas em Sy: de outra forma as densidades g,,0.(Q) € 0t0c(7,) dos sistemas neste grupo
nao seriam dadas por leis de poténcia tao bem suportadas pelos resultados numéricos
como sao as densidades equivalentes provenientes do grupo S, cujos resultados exibem

contaminagoes despreziveis.
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Tempos de desocupagodes: cada uma das curvas log,q|0wac(7a)] X logyo[T4] nas segoes 1
a 10 do capitulo 4 corresponde respectivamente ao atrator estranho designado pelo mesmo
ntimero no quadro 2. Com base na avaliacao delas verifica-se o seguinte: - sete curvas, desde
a 1 até a7, tém densidades dadas por leis de poténcia ao longo de intervalos ininterruptos de
valores de 74, embora trés entre estas, curvas 1, 2 e 3, envolvam (A7) gqe < 3 - outras duas,
curvas 8 e 9, tém densidades dadas por leis de poténcia ao longo de dois intervalos distintos
de valores de 7; em cada caso, cada intervalo com (A7;)4q. < 1 - a curva 10 pode envolver
um intervalo muito curto, 0,5 < 75 < 1, associavel a lei de poténcia, figura 1.30 do capitulo
4. Nao tentei o ajuste, mesmo que seja adequado sob os pontos de vista quantitativo e
qualitativo a muito curta extensdao nao permitiria sua consideracao. Desta forma somente
quatro entre as dez curvas seriam consideraveis segundo os critérios adotados aqui curvas
correspondentes aos atratores 4, 5, 6 e 7, ou Loz, Tin, Sin, Ugy. Portanto os dez atratores
estranhos considerados nao tém como caracteristica comum distribuig¢oes de tempos de
desocupacoes dadas por leis de poténcia. Tais distribuicoes consistem em propriedades de
alguns deles em particular. O conteido da secao 2.5.4 consiste em explicacao plausivel
para este fato com base em distribuicoes espaciais dos pontos de fase.

Aplicagoes: uma vez estabelecidas as validades das equagoes 2.1 e os correspondentes
valores das constantes de normalizacdo de maneira a validar também as equacgoes 2.4,
pode-se salientar aplicagoes reveladoras de propriedades importantes de atratores estranhos
inacessiveis por outra abordagem que nao inclua as densidades 0,0.(Q) € 0toc(To). A partir
da densidade arbitraria o(z) pode-se determinar os momentos de ordem n, (n = 1,2, ...),
Hon - P

i = E[2"] = / o(2)dz

i

Onde p; = 7z é a média empregada para o cdlculo da variancia, o

o* = El(z -2 = [ (z — 2)0(2)dz

A partir da varidncia vem o desvio padrio, o = vo2. A média z, o desvio o, e todos
os momentos de ordem superior j,, (n > 1) consistem em propriedades estatisticas que
caracterizam os ntmeros e tempos de ocupagoes dos dez atratores estranhos provenientes
dos sistemas correspondentes quando 9(z) = 0,0c(Q), 2 = @, ou 9(2) = 1oe(To), 2 = To.
Estas propriedades estatisticas sao inacessiveis por meio das menciondas abordagens
classicas.

O restante desta segao é dedicado a duas outras aplicagoes: - (intervalos efetivos) a primera
relativa a extensao do intervalo a que pertencem os valores mais provaveis de () ou de 7,:
a diferenca Aoy = 2§ — 2, 2 = () ou z = T, representa a extensao quando todos os valores
de z sado considerados, a extensao associada exclusivamente aos valores mais provaveis
¢ bem menor de acordo o valor absoluto do expoente da lei de poténcia - (medidas de
multifractalidade) a segunda relativa & medida quantitativa da multifractalidade do atrator

estranho envolvido: certa razao entre a mencionada extensao associada exclusivamente aos
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valores mais provaveis de () e a média correspondente é considerada. Baixos valores da
razao indicam quase monofractalidade com diferentes gradacoes, por outro lado valores

elevados indicam diferentes gradacoes de multifractalidades.

2.4.2 \Valores mais Provaveis e Liberdade de Escala.

Os desenvolvimentos nesta secao tomam como base resultados apresentados no
apéndice A, referéncias explicitas a equagoes neste tltimo sdo empregadas. A definicao
(Atot)dec = logo(zf) — logy(zi)) serd importante deste ponto em diante.

2.4.2.1 Fundamentos.

Considero aqui certo intervalo de valores da variavel aleatéria z cuja distribucao

de probabilidades é dada pela densidade o(z) expressa por 7.3:

I5(7) = [z, 2(7)] (2.16)

onde o é o desvio padrao correspondente e:

zo(v) =2(v) +o(7) (2.17)

Trata-se de um intervalo alternativo a I = [2(y)—o(7), Z(7)+0(7)] inicialmente pretendido
mas logo descartado dada a assimetria da distribui¢do que rapidamente leva a z — o < z;

(absurdo) com o crescimento de v, 0 < v < 4.

O intervalo completo, I;,; = [2;, 27|, consiste da unido entre I, e I3

Lot = Io(7) U I(7) (2.18)

onde I7(y) = [2,(7), zf]. Fato bem conhecido é a maior probabilidade de ocorréncia de
algum valor em I,(7), P,(7), relativamente a alguma valor em I#(7), P5(7y), uma vez que
qualquer valor pertinente ao primeiro esta a menor distancia de Z que qualquer valor no
segundo.

As probabilidades acumuladas P,(7y) e P5(y) podem ser expressas por:

P,(v) =Pz <z2<z,) = /:U o(2)dz

Pr(v) =P(zo <2<z = / ! o(2)dz (2.19)
E claro que:

P,(7) + Ps(y) =1 (2.20)



66 Capitulo 2. Novas Assinaturas de Dindmicas Cadticas.

1,005 i T T | T | T T — T T T ]
0,99 - s .
0,975 OODEI _|
0,96 - N .
0,945 T S
093 By L.
0915 QJXX N &
o 09F a0
A o Fon F N
0,885 ar A ) ]
0,87+ N A —
0,855 __ A F ***** o ( tot)dec |
L o8 A ++ *** ( A ) — i
0,84 - a7t A ot dec —
- A+ e » (A ), =37
0,825 - & +++ ***** tot”dec |
0981 __ + + (Atot)dec = __
. S

0 05 I 15 2 25 3 35

I

Figura 2 — P,() X 7 para os distintos valores de (Ayy)gec de acordo com o quadro 3.

Caracteristicas gerais da probabilidade acumulada: as simulagoes numéricas base-
adas nas classes defindas na se¢ao 2.2 indicam que o comportamento de P, () x v depende
dos valores de (A¢t)dec € nd0 dos valores individuais de z; e zy. As curvas na figura 2.1,
provenientes de simulagdes, esclarecem qual é a dependéncia que P,(7y) X 7 exibe com
(Ayot)dec- A diferentes pares (z;, zy) correspondem o mesmo valor de (Ayy)gec conforme
o quadro 3. Caracteristica comum a este conjunto de curvas consiste em P,(vy) > 0,92
para 1,056 < v < 1,76 sob 2 < (Ay)dee < 6. Em particular as curvas associadas a
3 < (Ayot)dec < 6 exibem patamares, ou quase patamares, cujas extensoes crescem com
(Atot)dec Para os quais P,(y) > 0,95, correspondentes a intervalos em torno de v = 2 com

extensoes entre uma e duas unidades.

2.4.2.2 Intervalos Efetivos e Efetiva Liberdade de Escala.

As extensoes de 1,(7), Ay (7), e de I5(7y), Az(7y) sdo as seguintes:

Ay (Y) = zo(7) — 2 (2.21)

Az(y) = 25 — 2.(7) (2.22)
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E claro que:
Ay (7) + Az(y) = Ator (2.23)

A efetiva liberdade de escala é quantificada pelo valor de A, () conforme exposigao
desenvolvida a partir deste ponto. A razao f,(v) = Ay (7)/At, designada por “Razao
Efetiva", representa a fracao da extensao de [;,; correspondente aos valores mais provaveis.
Caracteristicas gerais da razao efetiva: as curvas na figura 2.2 mostram o compor-

tamento de log,,(f5(7)) X 7 para os mesmos valores de (Ayp)dec na figura 2.1. Ocorre

Quadro 3 — Relagoes entre os valores dos centros das classes correspondentes aos extremos
dos intervalos Ay, e 0os comprimentos em décadas, (Aspt)dec, dos mesmos.

Z; Zf (Atot ) dec
1.5 x 10° 1.5 x 10° (
1.5 x 101 1.5 x 105 (
1.5x 10° 1.5 x 10> (
1.5x 102 1.5 x 105 (
1.5 x 100 1.5 x 10° (
1.5x 10° 1.5 x 10* (
1.5 x 10% 1.5 x 10% (
1.5x 102 1.5 x 10> (
1.5 x 10" 1.5 x 10* (
1.5 x10° 1.5 x 10%  (Asor)dec = 3

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

1.5 x 10* 1.5 x 106
1.5 x 10® 1.5 x 10°
1.5 x 10> 1.5 x 104
1.5 x 10" 1.5 x 10°
1.5 x 10° 1.5 x 102
1.5 x 10° 1.5 x 106
1.5 x 10* 1.5 x 10°
1.5 x 10> 1.5 x 104
1.5 x 10> 1.5 x 10°
1.5 x 101 1.5 x 102

ligeira queda de f,(y) quando 0 < v < 1 com ligeira dependéncia de (Aot)dec, seguida por
queda claramente mais rapida para 1 < 7 < 3 com clara dependéncia de (Aut)gec. Em
particular, curvas correspondentes a 3 < (Ay)dgec < 6 apresentam os decaimentos mais
pronunciados entre os presentes. A partir de v > 3 a taxa de crescimento, dependente de

(Atot)dec, assume valores intermedidrios entre aqueles ligadosa 0 <y <lel <~y < 3.
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Figura 3 — log,(Aq(7)/Aw) X 7y para os valores de (Ao )gec empregados na figura 1.

Quadro 4 — Valores de f,(7)%, em ordem decrescente, associados as distribuigoes dos
tempos de ocupagoes vinculadas aos dez atratores abordados (7 = Yioe, 0 = 0y).

Atrator 4 As(7) Agos fo(1)%
03 Ike 2,026 84,79 4,499 x 10° 1,885%
01 Dfm 1,92 1714 9,499 x 10° 1,805%
02  Hen 1,92 171,4 9,499 x 103 1,805%
04 Loz 2,049 110,2 9,499 x 102 1,161%
05 Tin 2,06 106,2 9,499 x 103 1,118%
06 Sin 2,280 51,03 9,499 x 10* 0,537%
07 Ugy 2,28 51,03 9,499 x 10® 0,537%
10 Log 2,76 18,23 6,499 x 10® 0, 280%
08  Cir 2,49 26,33 9,499 x 10° 0,277%
09  Sni 2,51 29,23 1,950 x 10* 0,150%
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Os quadros 4 e 5 se referem aos dez atratores abordados, o primeiro diz respeito a

Quadro 5 — Valores de f,(v)%, em ordem decrescente, associados as distribui¢oes dos
numeros de ocupagoes vinculadas aos dez atratores abordados (v = Ynee, 0 =

On)-

Atrator 7 A,(7) Aot fo(1)%
01 Dfm 1,71 1.272 7,500 x 107 1,696%
02 Hen 1,75 1.228 9,500 x 10* 1,293%
03 Ike 1,799 920,0 8500 % 10* 1,082%
04 Loz 1,829 803,4 8500x 10* 0,945%
10 Log 2,45 3594 4,498 x 10° 0,799%
06 Sin 2,02 3582 9,500 % 10* 0,377%
07 Ugy 2,03 342,3 9,500 x 10* 0,360%
08 Cir 2,19 166,6 9,500 x 10* 0,175%
09 Sni 2,21 200,6 1,950 % 10° 0,103%

tempos de ocupagoes e o outro aos numeros de ocupagoes. Verifica-se que as maiores
fracoes envolvidas correspondem a pouco menos de 2%, em cada caso a probabilidade de
ocorréncia associada a mais de 98% da extensao de Ay ¢ inferior a 0,05. Em que pese a
existéncia de liberdade de escala com relagao as vinte distribuicoes consideradas, invariancia
caracterizada por extensoes totais iguais ou superiores a trés décadas conforme o apéndice
B, os valores efetivamente assumidos por () ou 7, podem corresponder a intervalos com
extensoes inferiores. Na verdade quanto as vinte distribui¢oes consideradas somente duas
exibem valores de () efetivamente excursionando por mais de trés décadas, atratores Dfm e
Hen no quadro 5: - (Dfm) 7,500 x 10*-1,70% = 1,275 x 10® - (Hen) 9,500 x 10*-1,29% =
1,226 x 10%. Os demais valores de @Q e todos os valores de 7, excursionam efetivamente
por intervalos mais curtos, alguns nao tao curtos, atratores Ike, Loz e Tin no quadro 5: -
(Tke) 8,500 x 10*-1,08% = 9,18 x 10% - (Loz) 8,500 x 10*-0,95% = 8,08 x 10 - (Tin)
6,500 x 10*-1,01% = 6,57 x 10%. Outros bem mais, sistemas Cir, Sni e Log no quadro 4: -
(Cir) 9,499 x 10%-0,28% = 2,66 x 10" - (Sni) 1,950 x 10*-0,15% = 2,93 x 10" - (Log)
6,499 x 10* - 0,28% = 1,82 x 10%. Desta forma para a verificacdo sobre a ocorréncia, ou
nao, de liberdade de escala quanto as distribui¢oes consideradas no artigo seria importante
verificar a extensao A, e nao A;,. A primeira consistiria em medida da efetiva liberdade
de escala. Neste ponto é conveniente distinguir o intervalo efetivo associado a nimeros de

ocupacgoes, A,, , do correspondente a tempos de ocupagoes, A,,:

Do =Qo, — Qi Dy, =Tog, — Toi (2.24)

Onde A,, é o “intervalo efetivo de nimeros de ocupagoes”, A,, é o “intervalo efetivo de
tempos de ocupagoes”, o, é o desvio padrao associado a () e g; é o desvio padrao associado

a T,.
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2.4.3 Valores mais Provaveis e Medida de Multifractalidade.

2.4.3.1 Fundamentos.

A exposicao nesta secdo é parcialmente baseada no topico “Caracterizagoes clas-
sicas'na se¢ao 2.1. Segundo este 1ltimo, um atrator estranho seria monofractal quando
todas as medidas naturais p; associadas aos hipercubos que o cobrem fossem iguais entre
si, situacdo em que todas as infinitas dimensoes generalizadas D, assumiriam o valor
da dimensao de contagem de caixas Dy. Nao acredito que existam atratores estranhos
rigorosamente monofractais, designados daqui em diante por (ARM). Acredito sim que
hajam alguns dotados com multifractalidades tdo pouco acentuadas que possam ser to-
mados como boas aproximagoes de monofractais, os designarei por (AAM). Considero
0os ARM e os AAM para fundamentar teoria simples que permitird a quantificacdo da
multifractalidade de qualquer atrator estranho com base em procedimento definido pelos
seguintes passos: (I) apresento propriedades plausiveis, baseadas em hipé6tese inédita cuja
consisténcia sera afirmada durante o procedimento, que suportam descrigao tedrica simples
e adequada dos supostos ARM (objetos com existéncia em escopo hipotético) (II) afirmo
a consisténcia das propriedades, e portanto também da hipotese, pela observacao de boas
aproximacoes das mesmas ligadas a conhecido AAM (objeto com existéncia em escopo
real) (IIT) extendo entdo o alcance das propriedades e da hipitese aos atratores estranhos
abordados no artigo através de simples e confiavel extrapolagao.

Monofractalidade e ntimeros de ocupagées (hip6tese M): conforme o tépico “Ca-
racterizagoes nao orbitais'na se¢do 2.1 a abordagem sob advecao cadtica nao incorpora as
medidas naturais e as dimensoes generalizadas. Sob esta abordagem outras propriedades
deverdo ser tomadas como indicadoras da monofractalidade de algum ARM arbitrario. E
plausivel assumir que a monofractalidade se manifeste através da invariabilidade de @
(hipétese M): qualquer hipercubo ocupado encerraria quantidade acumulada de pontos
Q) = @,. Desta forma a densidade gn0.(Q)) seria altamente concentrada em torno de @,
consistiria em uma funcao delta de Dirac. Cada ARM seria caracterizado por seu @),
especifico. Uma vez que trata-se de objeto estritamente hipotético é necessaria alguma
conexao com objetos de fato existente, um AAM, para que seja util. Algum AAM, com
densidade oen(Q)ox Q7. suficientemente proximo do ARM caraterizado por ), contaria
coma @Q; < Q, < Qf de modo que I = [Q;, Q¢] fosse muito estreito. Onde Q; e Q¢ sdo os
extremos inferior e superior associados ao intervalo em que vale gy, (Q)ox Q7. A muito
curta extensao de I ocorreria como consequéncia de valor suficientemente elevado de 7.
Um dos toépicos da proxima segao é dedicado ao esclarecimento de que, plausivelmente,
um dos atratores abordados consiste em um AAM. A sua existéncia traz ao terreno dos

fatos propriedades até entao puramente hipotéticas.
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2.4.3.2 Variabilidade Efetiva e Medidas de Multifractalidade.

A razao M, = A,/z, designada por “Variabilidade Efetiva', terda importancia
crucial nesta secao.
Caracteristicas gerais da Variabilidade Efetiva: as curvas na figura 2.3 mostram os
valores de M, (7) para diversos valores de (Aypt)gec. SA0 notéaveis: - o maximo destacado
em v = 2 independentemente da extensao em décadas envolvida - o aspecto cada vez mais
agudo de cada curva em correspondéncia a elevacdo de (Aypr)dgec a partir de (Aypr)gec = 2.
Variabiliades efetivas e atratores estranhos: as TABELAS VI e VII se referem aos
dez atratores considerados, a primeira diz respeito aos tempos de ocupacoes e a outra
aos numeros de ocupagoes. Quando a atencao é voltada a valores de (Ayor)gec Proximos
entre si, ou mesmo iguais, como os ligados aos atratores Dfm, Hen, Loz, Tin, Sen, Ugy e
Cir em VI ou Dfm, Hen, Ike, Loz, Sen, Ugy e Cir em VII, de modo que os valores das
razoes M, () pertengam a uma curva especifica em cada caso, ou estejam bem préximos
a alguma, verificam-se os maximos das razoes para os valores de v mais proximos de 2
em cada caso e as redugoes das razoes a medida em que os valores de 7 se distanciam,
pela direita ou pela esquerda, de 2, de acordo com as curvas na figura 2.3. Quanto aos
valores de (Ay)aec discrepantes daquele comum, ou daqueles bem préximos entre si, os
valores de M, () correspondentes sao também discrepantes pois se refem a curvas distintas
das curvas especificas em um e outro dos casos. Por isso oberva-se em VI, por exemplo,
valor de M, (7y) inferior ao maior considerado ainda que associado ao valor de v mais
proximo a 2 entre todos, ocorre com o atrator Ike. Isto acontece pois a curva vinculada
a (Agot)dec = 3,52 determina valores menores da razao. Ocorre em VII valor de M, ()
apenas ligeiramente menor que o maior apresentado associado a vy significativamente maior
que 2, atrator Sni, pois a curva vinculada a (Ayp)gec = 5, 11 determina valores maiores da

razao.
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Quadro 6 — Valores de M,(v), em ordem decrescente, associados as distribui¢bes dos
tempos de ocupagoes vinculadas aos dez atratores abordados no artigo (y =

VYtoc; O = Ut)~

Atrator (Atot>dec i AO’ (/7) To MO’ (/7)
04 Loz 3,80 2,049 110,2 11,20 9,842
05 Tin 3,80 2,06 106,2 10,83 9,808
01 Dfm 3,80 1,92 171,4 17,503 9,793
02  Hen 3,80 1,92 171,4 17,503 9,793

06  Sin 3,80 2,280 51,03 6,266 8,144
07  Ugy 3,80 2,28 51,03 6,266 8,144
03  Ike 3,52 2,026 84,79 11,13 7,620
09  Sni 4,11 2,51 29,23 4,406 6,634
08  Cir 3,80 2,49 26,33 4,499 5,852

10 Log 3,41 2,76 18,23 5,775 3,155

Quadro 7 — Valores de M, (7), em ordem decrescente, ligados as distribui¢oes dos niimeros
de ocupagbes vinculadas aos dez atratores abordados no artigo (v = Ynee, 0 =
Tn).-

Atrator  (Aot)dec ¥ A () Q M, (%)
09  Sni 5,11 2,21 200,6 7,914 25,35
06 Sin 4,80 2,02 358,2 15,18 23,60
07 Ugy 4,80 2,03 342,3 14,54 23,54

08 Cir 4,80 2,19 166,6 8,245 20,20
04 Loz 4,75 1,829 &803,4 39,99 20,09
03 Ike 4,75 1,799 920,0 47,85 19,23

05 Tin 4,64 1,840 657,4 35,59 18,47
02  Hen 4,80 1,75 1.228 66,90 18,36
01  Dfm 4,70 1,71 1.272 81,02 15,70
10 Log 4,26 2,45 35,94 7,780 4,620
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Figura 4 — log,,(M, () x v para os valores de (Ayo)4ec empregados na figura 1.

Quantificagdo de multifractalidade I: a razao M,, = A,, /Q, consiste em boa carac-
terizagdo quantitativa capaz de indicar quao concentrada em torno de sua média esta dada
distribuicao de probabilidades quanto aos valores efetivamente assumidos por @): - caso
a distribuicao seja dada por uma delta de Dirac com média nao nula, como a associada
a algum ARM arbitrario, M, — 0 - caso a distribuicao seja a vinculada a algum AAM
arbitrario, o valor de M, seria bem pequeno mas seguramente nao nulo - quanto aos
demais atratores estranhos a ligagao com M, sera esclarecida nos préoximos tépicos.

Consisténcia da hipotese M: o atrator estranho ligado ao mapa logistico, Log, exibe o
menor valor de M, e o maior valor absoluto do expoente 7,,.: a distribui¢cao encontra-se
bastante concentrada em torno de Q = 7,780, sob valor de v, destacadamente maior
que os demais e valor de A, destacadamente menor. Tais atributos, conforme discussao
no tépico “Monofractalidade e nimeros de ocupagoes (hipétese M)”, nesta segdo, tornam
plausivel identificar Log como o AAM mencionado no mesmo tépico. Portanto existe um
“atrator real"com propriedades préximas ao do “atrator hipotético'proposto, ARM, fato

que atribui consisténcia a hipotese M.
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Multifractalidade e valores de M, : ainda com base nos quadros 6 e 7 pode-se inferir
o seguinte: assim como a mudancga do atrator considerado desde o suposto ARM (razao
M,, nula) até o AAM (razao M, positiva com pequena magnitude) acarreta elevacao
do valor do M,, , a mudanca do AAM para algum dos outros atratores estranhos leva a
novas elevagoes dos valores dos M, . Sim pois cada um dos valores de M, ligados aos
atratores distintos do Log é maior que o valor correspondente ao mesmo. Atribuo este
aspecto a relevante multifractalidade de cada um dos demais nove atratores envolvidos,
nao ha entre eles outro AAM. Os trés tépicos seguintes sao dedicados a esclarecimentos
sobre esta atribuicao.

Multifractalidade e variabilidade de subconjuntos: novamente conforme o tépico
“Caracterizacoes classicas”, a um atrator estranho multifractal estao associadas diversas
dimensoes de contagem de caixas distintas entre si vinculadas a subregices distintas
contidas nele, enquanto que a um suposto atrator estranho monofractal esta associado um
unico valor da mesma dimensao vinculado ao atrator desprovido de subregices distintas
entre si. Me parece claro o seguinte aspecto: entre atratores multifractais terao maiores
multifractalidades aqueles vinculados as maiores gamas de valores de dimensoes de con-
tagem de caixas. Maiores gamas exprimem maiores variabilidades de subconjuntos, um
suposto atrator monofractal contaria com gama nula. Tal aspecto é consistente com a
interpretacao associada a quantidade A, = yney — min considerada ao final da 1.2.2.5,
topico “Cardter multifractal”. O valor de A, consiste em quantificador da variabilidade
de subconjuntos: quanto maior A,,; tanto maior serd multifractalidade, valor nulo de A,, ¢
assinala auséncia de multifractalidade, conjunto de pontos correspondente (mono) fractal.
Quantificacao de multifractalidade II: a variabilidade dos subconjuntos esta direta-
mente relacionada ao gradiente da concentracao de pontos de fase observada no atrator
considerado (concentragdo de pontos por unidade de comprimento ou pontos por unida-
des de édrea). Sob baixa ou elevada concentragio: invaridncia espacial da concentragao
(gradiante nulo) manifesta monofractalidade pois ndo comporta a variabilidade de sub-
conjuntos e variacao apreciavel da concentracao (gradiente elevado) manifesta elevada
multifractalidade pois comporta relevante variabilidade de subconjuntos. Por sua vez o
gradiente esta relacionado ao valor do M, correspondente: gradiente nulo corresponde
a M, = 0 pois os nimeros de ocupagoes sao independentes dos hipercubos aos quais
se referem, elevados gradientes correspondem a M, >> 0 ja que representam elevada
variabilidade dos ntimeros de ocupacoes. Finalmente, da relagoes entre multifractalidade e
variabilidade de subconjuntos, entre variabilidade de subconjuntos e gradientes e entre
gradientes e valores de M, , vem a relacao entre multifractalidade e valores de M, : o
valor de M, cresce com o aumento da multifractalidade. A possibilidade de visualizagao
de cada um dos atratores estranhos imersos em espacos bidimensionais foi o motivo para
a consideracao (quase) exclusiva deles ao longo de toda a discussao até este ponto do

capitulo. Em que pese a auséncia de visualizacao ligada aos atratores, Log e Cir, imersos em
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espacos unidimensionais, é plausivel extender a mencionada relagao entre multifractalidade
e M,, aos mesmos pois as distribuicoes estatisticas tém a mesma origem: a distribucao
espacial, dependente do tempo, dos pontos de fase capturados pelos atratores. Desta
forma cada um dos valores da razao M, relativa a nimeros de ocupagoes vinculados a
Log e Cir em VII consiste em quantificacdo da multifractalidade envolvida. Fica entao
estabelecido, com suporte em bases claras e plausiveis, que valores M, consistem em
medida de multifractalidade do atrator estranho, imerso em espac¢o unidimensional ou
bidimensional, envolvido.

Tempos de ocupagoes e multifractalidade: a variabilidade de tempos de ocupacoes

¢é definida como:
My, = Do, /7o (2.25)

A sequéncia de atratores estranhos estabelecida de acordo com a ordem de magnitudes de
M, na quadro 7 nao corresponde a sequéncia dos mesmos organizada segundo a mesma
ordem de magnitudes de M,, no quadro 6. Portanto M, e M,, nao sao diretamente

proporcionais entre si.

A revelacao da relacao entre multifractalidade e valores de M, foi inteiramente
baseadas em consideracoes sobre a distribuicdo espacial de pontos de fase capturados
por atratores estranhos. A relagdo entre os valores de M, e multifractalidades me parece
nao trivial e além do escopo deste trabalho. Por isso nao considero aqui tais valores
como medidas de multifractalidades. Novos estudos deverao revelar se os mesmos valores

consistem, ou nao, em medidas de multifractalidade.

2.5 Temas nao Abordados no Artigo.

Até este ponto somente temas presentes no artigo foram abordados, houve em raras
ocasides acréscimos de réapidos comentérios (comentdrios em poucas palavras) ausentes no
artigo por falta de espaco. Esta secao é dedicada a temas nao apresentados no trabalho

publicado como consequéncia da mesma falta.

2.5.1 Atratores Monofractais: Tempos de Ocupacdes.

No topico “Monofractalidade e niimeros de ocupagoes (hipdtese M)”, secao 2.4.3.1,
a invariabilidade quanto aos nimeros de ocupagoes em qualquer ARM foi destacada.
Ocorre que a invariabilidade relativa aos tempos de ocupagoes também é plausivel.
Monofractalidade e tempos de ocupagées (hipdtese K): o tempo de ocupagao de
dado hipercubo arbitrario ¢ sempre 7, = T}, fato que manifesta absoluta equivaléncia
entre dado hipercubo e qualquer outro com relagao a sua ocupagao. Aspecto também

consistente com a igualdade entre as medidas naturais, u;, associada aos supostos atratores
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(mono) fractais conforme o tépico “Caracterizagoes classicas'na segao 2.1. Nesta situacao a
distribuicao de probabilidades dos tempos de ocupagoes também consiste em uma delta de
Dirac. A distribui¢ao de algum AAM correspondente, 9;0.(7,) o< 7, V¢, envolveria intervalo
I, = [Toi; To,f| muito estreito e valor de 7, suficientemente elevado. Onde 7,; € 7,,; sdo
os extremos inicial e final do intervalo em que vale g;c(7,) o< T, Ve,

Também com relagao a esta proriedade o atrator estranho ligado ao mapa logistico, Log,
conforme a quadro 7, exibe o menor valor de M,, e o maior valor absoluto do expoente
Yeoe: @ distribuicdo encontra-se bastante concentrada em torno de Q = 5,775, sob valor de
Yo destacadamente maior que os demais e valor de A,, destacadamente menor. Portanto
ocorre uma reincidéncia de propriedades que atribuem ao atrator Log o cardter AAM.
Monofractalidade, nimeros e tempos de ocupacgoes:enfim, com base nas hipoteses
M e K, torna-se consistente a afirmar que algum AAM abitrario teria niimeros e tempos de
ocupagoes altamente concentrados em torno dos valores (7}, @),) respectivamente, de modo
que intervalos I e I, teriam extensoes muito curtas. Além disso os valores absolutos V.
€ Yioe Seriam apreciavelmente maiores que os associados a atratores com multifractalidades
apreciaveis, atratores nao AAM, enquanto que os intervalos efetivos A,, e A,, seriam

apreciavelmente menores que os vinculados a atratores nao AAM.

2.5.2 Escala de Multifractalidade.

Os valores de M,, sao consistentes com medidas admensionais expressas em
determinada unidade especifica. Qualquer valor dado é expresso em uma determinada
unidade através da divisao dele mesmo pelo valor da unidade. De acordo com a defini¢ao
no toépico “Quantificacdo de multifractalidade 1", secao 2.4.3.2, cada M, resulta da razao
A, /Q ligada ao atrator estranho correspondente. Desta forma M, envolve sua “unidade
prépria'@ tipica do atrator considerado, ndo existe certa unidade, Q,,, > 0, empregada
em todas as razoes. Algo similar acontece com o erro relativo e, = Ag/|g|, associado
a certo intervalo, [¢ — Ag, g + Ag], em que se situa o valor de dada medida g (Ag é o
erro absoluto). O erro relativo representa a precisao sob a qual g é conhecido: a precisao
decresce com e,, precisao absoluta corresponde a e, = 0. Erros relativos tornam possiveis
comparagoes entre diferentes precisoes de medidas. Se e,1 = Ag;/|g1| = 160/40 = 4 e
er2 = Aga/|ga] = 2000/800 = 2.5 entdo e, < e, e a precisao de gy é maior que a de g;. Este
texto mostra a necessidade das “unidades proprias', |g1] e |ge|: a idéia é medir os intervalos
Ag; e Ags de acordo com réguas calibradas com as unidades |g1| e |g2| respectivamente,
o emprego de alguma outra unidade unica, h > 0, nao seria consistente com a intenc¢ao
de representar a precisao envolvida. A relagao entre erro relativo e variabilidade efetiva
de ntimeros de ocupagoes, e, e M, , é clara (valores de |g| e Q correspondentes entre
si da mesma forma que os de Ag e A,,) e esclarece a importancia da unidade @ no
lugar da mencionada unidade tinica@),,,: o emprego de @),,, nao cumpriria a intencao de

representar a variabilidade envolvida. A variabilidade efetiva de niimeros de ocupagoes
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torna possivel comparagoes entre difrentes multifractalidades. Os valores de M,,, compoem
uma escala e esta pode ser utilizada como escala de multifractalidades que envolve o “zero
absoluto": M, = 0 exprime completa auséncia de multifractalidade (monofractalidade),
de acordo com a hipétese M. Cada atrator estd associado a certa “unidade de comprimento

efetivo", ¢” | cujo valor é sempre igual a média, (), vinculada a ele, de modo que se

on’

houvesse qualquer Af,n com comprimento igual a 53n ele corresponderia a unidade de

multifractalidade pois faria M. =1:

Mi=A Q=68 /Q =1

AL =6 =Q,i=1,2,..,10 (2.26)

a

Onde cada valor de 7 designa um dos atratores de acordo com o quadro 2. Cada M, ;n pode
entao ser reescrito:

Mi = ai5i

On on’?

i=1,2,..,10

a; é¢ um real nao negativo (2.27)

De modo que se houvessem dois valores iguais de M,, , M'=* = M=, necessariamente
os atratores envolvidos teriam a mesma multifractalidade uma vez que representam
contagens iguais das unidades correspondentes. Onde a # b e a,b = 1,2,...10. Quanto
a dois valores diferentes de M, , como os associados aos atratores 09 and 06 no quadro
6, M) = 25,35 ¢ MS = 23,60, a diferenca, M) — MS = 1,75, ¢ significativa: ()
se adicionarmos a AS exatamente 1,75 unidades 6% = 15,18 haverd igualdade entre
multifractalidades pois o acréscimo faria M? = 25,35 = M) (i) alternativamente se
subtrairmos de AJ exatamente 1.75 unidades 62 = 7,914 haverd novamente igualdade
entre as multifractalidades pois ocorreria M7 = 23,60 = M? . A razao M /MS =1,074,
também ¢ significativa: (ii7) o comprimeto an, dado em unidades 5§n e multiplicado por
1,074 levard a igualdade entre as multifractalidades j& que fard MS = 25,35 = M) (iv)
alternativamente o comprimento M gn, dado em unidades 52n, dividido por 1,074 levara
novamente & igualdade de multifractalidades pois faria M) = 23,60 = M¢ . Portanto, a
escala baseada em valores de M, incorpora zero absoluto e as operacoes adicao, subtracao,
multiplicagao e divisdo (as duas ultimas nao se aplicam a operagoes ente valores de M, de
modo a resultar em outro valor da mesma quantidade). Desta forma, esta escala pode ser
usada para medir multifractalidades da mesma forma que, por exemplo, escalas baseadas

em kg e K sao empregadas para medir massa a temperatura absoluta respectivamente.

2.5.3 Multifractalidade e Estruturas de Distribuicdes Espaciais.

O capitulo 3 mostra os oito atratores estranhos imersos em espagos bidimensionais

na mesma ordem em que sao apresentados no quadro 2, respectivamente nas secoes 3
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a 10. Observa-se que quatro entre os cinco primeiros, Dfm, Hen, Loz e Tin, exibem
predominantemente concentracoes de pontos ao longo de linhas bem definidas, com
baixa dispersao em torno delas. Dois entre os trés tltimos, Ugy e Sni, exibem regioes
com concentragoes maiores que outras, mas nada que remeta a linhas bem definidas, a
caracteristica marcante é a elevada dispersao dos pontos. De acordo com o quadro 7, as
multifractalidades dos quatro primeiros sdo menores que as dos outros dois. A avaliagao
destas observacoes a luz do que foi exposto no topico “Quantificacdo de multifractalidade
IT", secao 2.4.3.2, torna a seguinte conclusao plausivel: os gradientes de concentragoes
ao longo das linhas dos atratores Dfm, Hen, Loz e Tin, sdo certamente menores que os
gradientes correspondentes associados aos atratores Ugy e Sni que nao comportam linhas.
Para facilitar a discussdo designarei por EPF (estrutura predominantemente filamentar) o
aspecto comum aos diferentes conjuntos de linhas que caracterizam os quatro atratores. E
claro que os atratores Ugy e Sni sdo caracterizados pela auséncia destas estruturas. Parece
haver uma relacao pela qual distribui¢oes espaciais conforme as EPF necessariamente
leva a multifractalidades menores que em distribui¢ées nas quais as EPF nao ocorrem.
Com relagao aos atratores ainda nao mencionados nesta segao, Ike e Sen, nao acontecem
predominancia de linhas ao mesmo tempo em que nao ocorrem dispersoes pronunciadas.
O atrator de Ikeda pode ser descrito como uma colecao de linhas curvas mal definidas
(marcadas por claras descontinuidades), paralelas entre si e muitos préximas umas das
outras. A estrutura é marcada por bandas mal definidas formadas por linhas mal definidas.
O quadro 7 revela a baixa multifractalidade deste atrator e o inclui no grupo ao qual
pertencem também Dfm, Hen, Loz e Tin, ainda que o primeiro nao compartilhe com os
outros as EPF: ¢ plausivel admitir que o gradiente de concentracao, independentemente da
direcao, nao é tao elevado quanto as ligadas a Ugy e Sni. O atrator Sin envolve algumas
linhas bem definidas, mas nao ha predominancia delas, ele nao exibe qualquer EPF. Outras
linhas mal definidas ocorrem com frequéncia apreciavelmente maior. O quadro 7 o situa
proximo a Ugy e Sni: é plausivel admitir que o gradiente de concentracao, notoriamente
o associado a s linhas mal definidas, ndo é tao baixo quanto os ligados a Dfm, Hen, Loz
e Tin. Futuros estudos a respeito de outros atratores estranhos deverao esclarecer se a
extensao a eles da relagdo entre as distribuicoes espaciais e as multifractalidades abordada

nesta secao é, ou nao, realizavel.

2.5.4 Vazios e Tempos de Desocupacoes.

As distribuigoes estatisticas de ocupacoes, tempos e numeros, originam-se do
arranjo geométrico dependente do tempo dos pontos de fase. Por sua vez, a origem das
distribuicoes dos tempos de desocupacoes é o arranjo geométrico dependente do tempo de
espagos vazios entre os mesmos pontos. O seguinte cendario parece plausivel:os arranjos
geométricos dos “vazios'tornam-se semelhantes aos arranjos correspondentes dos pontos de

fase em regides do espaco de fase em que as concentragoes espaciais locais dos pontos sao
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suficientemente altas, uma situacdo em que as distribuigoes dos tempos de desocupacoes
sao dadas por leis de poténcia. Os valores de () na expressao g,,.(Q) o< Q7 consistem
em medidas de concentragoes locais (quantidade de pontos localizada em algum hipercubo).
A probabilidade de ocorréncia de quantidade de pontos entre ) e )+ d(@) durante tempo de
observagao dominado pelo pés-transiente, dP(Q) = 0n0.(Q)-dQ, é diretamente proporcional
& Onoc(Q) de modo que, para valores de 7, suficientemente elevados, é plausivel supor a
existéncia de regides cobertas por subconjuntos de hipercubos em que as concentragoes
locais sao menores do que as necessarias para sustentar semelhancas importantes entre
os arranjos de pontos e os arranjos de “vazios', fato que justificaria a auséncia de leis de
poténcia em algumas distribui¢oes de tempos de desocupagdes. A notavel auséncia de leis
de poténcia associadas com os atratores Cir, Sni e Log na TABELA II, justamente aqueles
correspondentes aos maiores valores de 7,,. ¢ consistente com o cenario proposto. Estudos

futuros deverao esclarecer a validade, ou nao, do cenario quanto a outros atratores.
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3
Objetos nos Espacos de Fase e Fundamen-

tos sobre as Estatisticas.

A geracao dos resultados que sustentam este trabalho exige o emprego de calculos
numéricos realizados por programas escritos especificamente para atender a esta finalidade.
Por sua vez a criacao e a utilizagdo dos mesmos supoem conhecimentos sobre como sao
realizadas as estatisticas. O processo de geracao das estatisticas, comum a todos os sistemas
dindmicos abordados, baseia-se em programas criados por mim. Estes tltimos tém como
pilares quatro objetos definidos em cada um dos espacos de fase pertinentes: hipercubos,
caixas de condigoes inicias e caixas externas I e II. Este capitulo desce a detalhes sobre os
mencionados objetos e envolve comentarios sobre aspectos gerais a respeito de programacao
, aspectos aplicaveis a todos os codigos utilizados. A exposicao pertinente é organizada
segundo as segoes 3.1 a 3.10. A secao 3.1 se refere aos objetos nos espagos de fase: -
aprofundamento que leva a consideragoes além do escopo das defini¢oes no capitulo 2 com
relacao especificamente as caixas de condigoes iniciais e caixas externas II - especifica¢oes
genéricas, validas para todos os espacgos de fase, dos atributos de cada um dos quatro
objetos. As secoes 3.2 a 3.9 dizem respeito a tabelas e figuras que especificam e exibem,
quanto aos sistemas com atratores em espagos bididimensionais, cada um dos quatro
objetos vinculados. Os atratores também sao mostrados para revelar a relacao entre eles e
os objetos.

Este capitulo também revela o procedimento adotado para determinar os intervalos
transiente e poés-transiente, além dos valores das quantidades pertinentes, quanto aos
atratores em espagos bidimensionais. A secao 3.10 apresenta os valores de ty; e H,
definidos no topico “Transientes mantidos I'no capitulo 2 e encerra explicacao sobre como

o emprego de animacoes suporta o mencionado procedimento.
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3.1 Simulacoes Niméricas: Objetos nos Espacos de Fase.

Este capitulo é dedicado a exposicao detalhada sobre objetos empregados para
realizacoes das simulacoes situados nos espagos de fase envolvidos: hipercubos, caixas de

condigoes iniciais e caixas externas I e II.

3.1.1 Caixas de Condicoes Iniciais e Caixas Externas II.

As definicoes de caixas de condigoes iniciais (CCI) e de caixas externas II, estao
no capitulo 2. Uma vez que se tratam de objetos nao tradicionalmente ligados a rede de
hipercubos, ja que o emprego dela ocorre segundo escopo ausente na literatura, é adequada
exposicao especifica sobre eles.

Sucessoes da caixas de condicoes iniciais, espagos unidimensionais: o intervalo
unitario [0, 1] consiste na caixa externa II, esta devidamente dividida em segmentos que
tém em comum a extensao. Cada segmento consiste em local em que pode se situar certa
CCI unidimensional pertinente a sucessao delas mencionada no capitulo 2. O primeiro e o
ultimo segmentos sdo respectivamente [0,7] e [1 —n, 1], onde n << 1 é a dimensao comum.
Cada CCI coincidird exatamente com algum segmento de acordo com a seguinte ordem
especifica de percorrimento dos tltimos: primeiro, ultimo, segundo, pentltimo, terceiro,
antepenultimo,..., etc.

Sucessoes de caixas de condigoes iniciais, espagos bidimensionais: cada caixa
externa II consiste em um retdngulo com dimensoes 7, (horizontal) e 7, (vertical) devida-
mente dividida em pequenos retdngulos que tém em comum as dimensoes v, (horizontal)
e v, (vertical). Cada pequeno retangulo esta disposto relativamente ao maior segundo
estrutura matricial, as linhas sao numeradas do topo para a base e colunas da esquerda
para a direita. O ntimero de linhas é n e o de colunas m. Cada pequeno retangulo consiste
em local em que pode se situar certa CCI pertinente a sucessao delas mencionada no
capitulo 2. Cada um deles é entdao designado pelo par (I, c), onde [ se refere a linha e ¢
se refere a coluna. Cada CCI coincidird exatamente com algum pequeno retangulo de
acordo com ordem especifica de percorrimento dos tltimos: primeiro (1, 1), altimo (n,m),
segundo (1,2), pentltimo (n,m — 1), terceiro (1,3), antepentltima (n, m — 2), ... . Ao fim
dos percorrimentos da primeira e da tltima linhas iniciam-se os percorrimentos da segunda
e da penultima respectivamente das formas como foram percorridas a primeira e a tltima,

e depois destas a terceira e a antepenultima, ..., etc. Apresento um exemplo a seguir.
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Caso houvessem dezesseis pequenos retangulos numa estrutura matricial 4x4 como a mos-

Quadro 8 — Matriz para exemplificar o percorrimento das caixas externas II em espagos
bidimensionais.

0102|0304
05|06 | 07 | 08
09 [ 10 | 11 | 12
13114 | 15| 16

trada no quadro 8 a sequéncia de percorrimento dos pequenos retangulos seria a seguinte
(cada nimero de caixa é acopanhado pelo nimero de ordem da CCI correspondente.): 1
(12), 16 (22), 2 (3%), 15 (42), 3 (5%), 14 (62), 4 (7%), 13 (82), 5 (92), 12 (10%), 6 (112), 11
(12%), 7 (13%), 10 (14%), 8 (15%), 9 (16%). As linhas 1 e 2 (metade superior da matriz) sao
percorridas na vertical no sentido topo-base, e na horizontal no sentido esquerda-direita. As
linhas 4 e 3 (metade inferior da matriz) sdo percorridas na vertical no sentido base-topo, e
na horizontal no sentido direita-sequerda. As ordens de percorrimento sdo importantes para
eliminar a possibilidadede de mais de uma contribuicao do mesmo conjunto de condic¢oes
iniciais para a geracao dos resultados. As possibilidades de tais contribui¢bes nao seriam
descartadas caso fosse empregado, por exemplo, percorrimento aleatério que poderia levar
a superposicoes, parciais ou plenas, entre caixas de condigoes inicias de modo permitir
que alguns conjuntos de condigoes iniciais contribuissem mais de uma vez.

Quantidades de condicoes iniciais em espacos bidimensionais: devida atencao a
este aspecto leva as quantidades de condigoes iniciais iguais a 10.000, ou 9.900 ou 9.800,
relativas aos atratores imersos em espacos bidimensionais mencionadas no topico “Evolucao
temporal” no capitulo 2. Em tais espacos as condigoes iniciais sao organizadas segundo
cem linhas e cem colunas, cada linha e cada coluna com cem condi¢oes regularmente
distribuidas ao longo de si mesma de modo a resultar em caixas de condigbes iniciais
com um total de 10.000 condigoes iniciais. Ocorre que acontecem superposicoes entre as
linhas, ou entre as colunas, que coincidem com os lados das caixas: - duas caixas sucessivas
na mesma linha da matriz, como as associadas aos retangulos 6 e 7 no quadro 8, tém
seus lados verticais direito (retdngulo 6) e esquerdo (retdngulo 7) coincidentes - duas
caixas sucessivas na mesma coluna da matriz, como as associadas aos retangulos 11 e
15 no quadro 8, tém seus lados horizontais inferior (retdngulo 11) e superior (retdngulo
15) coincidentes. Quando ocorrem tais coincidéncias um dos lados envolvidos deve ser
desconsiderado para evitar contribuicoes indesejadas, fato que acarreta a exclusao de cem
condigoes iniciais em uma das CCI. Podem ocorrer coincidéncias envolvendo dois lados ao
mesmo tempo que levariam a exclusao de duzentas condigoes iniciais na CCI envolvida.
Adotei o seguinte procedimento para evitar contribui¢oes indesejadas com relacao as linhas

da metade superior da matriz:
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() a primeira CCI (ligada ao retdngulo 1) contribui com 10.000 condigoes iniciais, nenhum
dos lados é excluido

(17) cada uma das demais CCI ligadas a primeira linha, 3%, 5%, e 7%, vinculadas respectiva-
mente aos retangulos 2, 3, e 4, contibui com 9.900 condigOes iniciais, sao excluidos cada
um dos lados verticais esquerdos que coincidem com os verticais direitos da CCI anterior
(71) quanto as CCI ligadas a segunda linha 9%, 112, 132, e 152, vinculadas respectivamente
aos retangulos 5, 6, 7, e 8: (I) cada uma das trés ultimas contribui com 9.800 condigdes
iniciais, além de cada um dos lados verticais esquerdos (pelos mesmos motivos no item
i1), sao excluidos também cada um dos lados horizontais superiores que coincidem com
os horizontais inferiores da CCI acima (IT) 9¢ CCI, contribui com 9.900 condigoes inicias
dada a exclusao do lado horizontal superior coincidente com o lado vertical inferior da
CCI acima.

Quanto as linhas na metade inferior valem raciocinios analogos a partir da tltima CCI com
percorrimento das linhas no sentido esquerda-direita e das colunas no sentido base-topo.
As quantidades de caixas que contribuem com 9.800, 9900, ou 10.000 condi¢oes iniciais

sao iguais as correspondentes provenientes das linhas na metade superior.

3.1.2 Atributos dos objetos.

Cada hipercubo consiste em um segmento com comprimento €, ou um quadrado
que tém e como comprimento comum as duas dimensdes. O ntmero de hipercubos é
representado por ny,. Cada caixa de condigoes iniciais quando consistir em um quadrado
tem comprimentos 7y, (horizontal) e 7, (vertical), quanfo for um segmento tem comprimento
N = n com 7, = 0, onde n foi definido no tépico “Sucessoes da caixas de condic¢Ges iniciais,
espacos unidimensionais” na sec¢ao 3.1.1 deste capitulo. O nimero de caixas de condig¢oes
iniciais é representado por n;.
Caixas externas I: as dimensoes dos retdngulos sao representadas por puy (horizontal) e p,
(vertical). A dimensao tnica dos segmentos é representada pelo mesmo par com g, = 0.
O centro do retangulo é representado pelo par ordenado Ej, = (ep,€,), onde e € e,
sao as coordenadas horizontal e vertical respectivamente. O centro de cada segmento é
representado pelo mesmo par com e, = 0.
Caixas externas II: as dimensoes dos retangulos sao representadas por (j, (horizontal) e ¢,
(vertical). A dimenséo tnica dos segmentos é representada pelo mesmo par com ¢, = 0. Os
centros dos retangulos e dos segmentos sao rigorosamente os mesmos das caixas externas I
correspondentes.
O restante deste capitulo traz tabelas com os valores dos diversos atributos de cada
um dos objetos. Com relacao aqueles imersos em espacos bidimensionais estao presentes
também figuras que mostram caixas de condigoes iniciais, e os hipercubos, além dos
atratores. Em alguns casos as caixas externas I e Il nao sao exibidas explicitamente, mas

sim implicitamente através de figuras que permitem inferir quais sdo os contornos que as
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definem.

Uma vez que tanto os valores dos atributos quanto os das constantes nos sistemas dindmicos
e dos parametros de integracao, sao necessariamente empregados como valores de entrada
para os cddigos que realizam as simulagoes, com a intencao de facilitar o uso dos tltimos
pela exibicao de todos os valores em um tinico local apresento também em cada caso os

valores das constantes e parametros.
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3.2 Mapa de Duffing (Dfm)

Quadro 9 — Valores de constantes, a e b, empregadas no sistema dindmico, dos parametros
de integracao numérica e dos atributos geométricos.

Designacao Valores

a 2,77
b 0,1
At iteracao
ty 15.000
Eh, = (en,en)  (0,0)
Hhp = Hy 37 6
<h = Cv 37 6
€ 0,05
Mh = Mo 0,05
Nhyp 5.184

Nic 5.184
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Mapa de Duffing
Atrator Estranho

Figura 5 — Atrator associado ao Mapa de Duffing, a rede de hipercubos, e a caixa de
condigoes iniciais com coordenadas (0,45,1,75). O atrator consiste em 8.368
pontos de fase depois de 15.000 iteragoes. A caixa de condigOes iniciais encerra
os 10.000 pontos no instante inicial, antes de qualquer iteracao. As caixas
externas I e II sao idénticas entre si, seus contornos correspondem as bordas
da rede de hipercubos
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3.3 Mapa de Hénon (Hen)

Quadro 10 — Valores de constantes, a e b, empregadas no sistema dindmico, dos parametros
de integracao numérica e dos atributos geométricos.

Designacao. Valores
a 1,4
b 0,3
At iteracao
ty 15.000
Eh, = (en,e,)  (0,0)
= 3,65
Ch = Go 4,00
€ 0,025
T = 1 0,05
Nhp 21.316

Nic 6.400




3.3.  Mapa de Hénon (Hen)

Figura 6 — Atrator associado ao Mapa de Henon, a rede de hipercubos, e a caixa de
condigbes iniciais com coordenadas (-2,2). O atrator consiste em 9.900 pontos
de fase depois de 15.000 iteragoes. A caixa de condigbes iniciais encerra os
10.000 pontos no instante inicial, antes de qualquer iteragdao. A caixa externa
I tem como contornos as bordas da rede de hipercubos. A caixa externa II

Mapa de Hénon

Atrator Estranho

coincide com a caixa que emoldura a figura.
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3.4 Mapa de lkeda (lke)

Quadro 11 — Valores de constantes, a, 3, 7, e u, empregadas no sistema dindmico, dos
parametros de integracao numérica e dos atributos geométricos.

Designagao Valores
a 6
I6] 0,4
0% 1
W 0,9
At iteracao
ty 15.000
Eh,v = (Gh, 61,) (—4, 3)
122 13
oo 15
Ch 11
G 13
€ 0,1
Mh = My 0,1
Nhp 19.500

Nic 14.300




3.4.  Mapa de Ikeda (Ike)

91

Mapa de Ikeda
Atrator Estranho

1 —r—r———————— ]
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Figura 7 — Atrator associado ao Mapa de Ikeda, a rede de hipercubos, e a caixa de
condigoes iniciais, esta itima com coordenadas (-6,9,4). O atrator consiste em
9.900 pontos de fase depois de 15.000 iteragoes. A caixa de condigoes iniciais
encerra os 10.000 pontos no instante inicial, antes de qualquer iteracdo. A caixa
externa I tem como contornos as bordas da rede de hipercubos. A caixa externa

II estd destacada em azul.

w
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3.5 Mapa de Lozi (Loz)

Quadro 12 — Valores dos parametros de integracao numérica e dos atributos geométricos.

Designacao Valores
At iteracao
ty 15.000
Eh,v = (€h, 61,) (0, 0)
Hn = My 47 2
gh = Cv 4,0
€ 0,025
Nh = Mo 0,1
. 28.224

Nic 1.600
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Mapa de Lozi
Atrator Estranho

Figura 8 — Atrator associado ao Mapa de Lozi, a rede de hipercubos, e a caixa de condigoes
iniciais com coordenadas (-1,1,1,9). O atrator consiste em 9.900 pontos de fase
depois de 11.400 iteragoes. A caixa de condi¢des iniciais encerra os 10.000
pontos no instante inicial, antes de qualquer iteracao. A caixa externa I tem
como contornos as bordas da rede de hipercubos. A caixa externa II esta
destacada em azul.
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3.6 Mapa Tinkerbell (Tin)

Quadro 13 — Valores das constantes, a, b, ¢ e d, empregadas no sistema dindmico, dos
parametros de integragao numérica e dos atibutos geométricos.

Designacao Valores
a 0,9
b —0,6
c 2
d 0,5
At iteracao
ty 15.000
Eh,v = (€h, 61,) (—0,4 s 0, 5)
[h, 3,4
P 3,2
Ch 3,2
G 3,0
€ 0,1
Mh = My 0,1
Nhp 1.088

Nic 960
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Mapa Tinkerbell
Atrator Estranho

Figura 9 — Atrator associado ao Mapa Tinkerbell, a rede de hipercubos, e a caixa de
condigoes iniciais com coordenadas (0,55,0,35). O atrator consiste em 5.901
pontos de fase depois de 15.000 iteragoes. A caixa de condigOes iniciais encerra
os 10.000 pontos no instante inicial, antes de qualquer iteracao. A caixa externa
I tem como contorno as bordas da rede de hipercubos. A caixa externa II estd
destacada em azul.
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3.7 Mapa Seno Seno (Sin)

Quadro 14 — Valores dos parametros de integracao numérica e dos atributos geométricos.

Designacao Valores
At iteracao
Ly 15.000
Eh,v = (€h, 61,) (0, 0)
Hh = [y 4,4
gh = Cv 4,0
€ 0,05
Nh = Mo 0,1
Nhp 7.744

Nic 1.600
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Mapa Seno Seno

Atrator Estranho
255 T T T I T I T | T | T | T T T

Figura 10 — Atrator associado ao Mapa Seno Seno, a rede de hipercubos , e a caixa de
condigoes iniciais com coordenadas (1,45,1,95). O atrator consiste em 9.801
pontos de fase depois de 15.000 iteragoes. A caixa de condigoes iniciais encerra
os 10.000 pontos no instante inicial, antes de qualquer iteracdo. A caixa
externa I tem contornos que coincidem com as bordas da rede de hipercubos.
A caixa externa II estd destacada em azul.
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3.8 Mapa Ugly (Ugy)

Quadro 15 — Valores da constante, r, empregada no sistema dinamico, dos pardmetros de
integracao numérica e dos atributos geométricos.

Designacao Valores
r 1,45
At iteracao
ty 15.000
Ehﬂ) = (Gh, ev) (O, 5) s O, 8)
I, 1,0
o 1,6
Ch L0
Co 1,6
€ 0,04
Nh = Mo 07 04
Nhp 1.000

Nic 1.000
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Mapa Ugly
Atrator Estranho

Figura 11 — Atrator associado ao Mapa Ugly, a rede de hipercubos, a caixa externa, e
a caixa decondicoes iniciais , esta utima com coordenadas (0,70,1,05). O
atrator consiste em 9.801 pontos de fase depois de 15.000 iteracoes. A caixa
de condigoes iniciais encerra os 10.000 pontos no instante inicial, antes de
qualquer iteracao. As caixas externas I e II sdo idénticas antre si, seus contornos
coincidem com as bordas da rede de hipercubos
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3.9 Mapa de Sinai (Sni)

Quadro 16 — Valores da constante, A, empregada no sistema dinamico, dos pardmetros de
integracao numérica e dos atributos geométricos.

Designacao Valores
A 0,1

At iteracao

ty 15.000

Eh,U = (Gh, ev) (O, 5) s O, 5)

Hh = [y 1,0
Ch = Go 1,0

€ 0,0125

Nh = M 0,0125

Ny 6.400

Nic 6.400




3.9.  Mapa de Sinai (Sni) 101

Mapa de Sinai
Atrator Estranho

Figura 12 — Atrator associado ao Mapa de Sinai, a rede de hipercubos , e a caixa de
condigdes iniciais com coordenadas (0,70,0,006). O atrator consiste em 9.900
pontos de fase depois de 15.000 iteragoes. A caixa de condigoes iniciais encerra
os 10.000 pontos no instante inicial, antes de qualquer iteragao. As caixas
externas I e II sdo idénticas antre si, seus contornos coincidem com as bordas
da rede de hipercubos



102 Capitulo 3.  Objetos nos Espacos de Fase e Fundamentos sobre as FEstatisticas.

3.10 Atratores Estranhos: Transientes e Pds-Transientes.

3.10.1 Evolucdes Temporais.

Conforme o tépico “Transientes mantidos I” no capitulo 2, ocorre a necessidade de
distinguir entre si os intervalos transiente e pés-transiente para entao estabelecer valor de
teqt © calcular o valor de H em cada caso.

A aparéncia do conjunto de pontos de fase, caracterizada por sua distribuicao espacial no
espaco de fase, é empregada para distinguir em que intervalo ele se encontra: durante o
transiente a aparéncia muda apreciavelmente, a dois instantes diferentes correspondem
aparéncias claramente distintas. Durante o poés-transiente ha (quase) preservagdo da
aparéncia com o decurso do tempo, ocorrem somente pequenas alteracoes. Com base neste
fato criei o seguinte critério: o primeiro instante pertinente ao pos-transiente, tg., € 0
primeiro instante do periodo de observagao em que ocorre a aparéncia que, em termos
praticos, se repetird daquele momento em diante. A observacao da aparéncia em cada caso
foi realizada com base na observacao de animagoes criadas a partir de simulagdes numéricas.
Quanto a sete dos atratores a formagao da aparéncia que se repetira indefinidamente ¢é
bem mais rapida que a formacgao associada ao atrator seno seno. Desta forma o transiente

com relagao a este tltimo é bem maior que os demais.

3.10.2 Valores de t,,; € H.

Os valores de t,,; e H apurados sao os seguintes:

Sistema 01 (Dfm):
Tops = 15.000, ter = 12, Agyy = 14.988, Ay = 12 — H = 1.249

Sistema 02 (Hen):
Tops = 15.000, ter = 15, Agyy = 14.985, Ay = 15 — H =999

Sistema 03 (Ike):
Tips = 15.000, togr = 15, Ay = 14.985. Appy = 15 — H = 999

Sistema 04 (Loz):
Tope = 15.000, tops = 12, Agy = 14.988, Ayy = 12 — H = 1.249

Sistema 05 (Tin):
Tiops = 15.000, togr = 18, Ay = 14.982. Ayyy = 18 — H ~ 832

Sistema 06 (Sin):
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Tops = 15.000, tg0r = 800, Agy = 14.200, Apyg = 800 — H ~ 18

Sistema 07 (Ugy):
Tope = 15.000, ton = 30, Ay = 14.970, Apg = 30 — H — 499

Sistema 08 (Sni):
Tope = 15.000, Loy = 10, Ay = 14.990, Ay = 10 — H = 1.499
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4
Estatisticas:Curvas Provenientes das Simu-

lacoes.

Finalidade. Este capitulo visa, exclusivamente, exibir figuras e valores associados.

Todos os comentarios e discussoes pertinentes encontram-se no capitulo 2.

Distribuicoes estatisticas. Como principal resultado sao apresentadas as seguintes
curvas, histogramas em escalas bilogaritmicas, associadas a cada um dos dez sistemas
dindmicos abordados:

- distribuigao estatistica de niimeros de ocupagoes: 10g;o[0noc(Q)] X log;,[Q]

- distribuigao estatistica de tempos de ocupagoes: 10gy[0t0c(70)] X logyo[7]

- distribuicao estatistica de tempos de desocupagoes: 1ogyo[0tac(74)] X 1og;o[7al

As quantidades, 0pen(Q) € Q, 0toc(To) € To, 0tac(Ta) € Ty, estao definidas nos tépicos “Tempos

e numeros de ocupagoes'e “Tempos de desocupacgoes', secao 2.1 do capitulo 2.

Organizacao da exposi¢do. Cada uma das segoes seguintes se refere a um sistema
dindmico especifico. Em cada uma delas sao exibidas trés figuras na seguinte ordem: - curva

10g10[0noc(Q)] X log1,[Q] - curva log;o[010e(To)] X 10g14[70] - curva logyg|osac(7a)] x logyg[7al-
Ha uma figura por pagina.

Extensoes em décadas. Cada uma das curvas nas dez segoes tem como atributo a
extensao em décadas do intervalo de valores de @, (AQ)ade, ou de 7o, (AT,)dage, Ou de
Tas (ATq)ade, €m que vale o ajuste linear. Onde: (Ax)g4qe = logo(zrs) — logyo(zii), zi; € 0
extremo inferior da classe com valor central x;, ¢, € o extremo superior da classe com
valor central z¢, x; e xy sao respectivamente os valores centrais das classes em que tem
inicio e fim o mencionado intervalo. Todas as defini¢bes sobre as classes e demais atributos
dos histogramas encontram-se no topico “Histogramas, intervalos e classes", secao 2.2 do

capitulo 2.
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4.1 Mapa de Duffing (Dfm)

Mapa de Duffing
Distribui¢do de ndmeros de ocupagdes
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Figura 13 — Dfm(Noc) - Histograma das frequéncias absolutas dos niimeros de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre o
ajuste:(AQ)aze = 4,9, a inclinagdo:—v,0. = —(1,71 £ 0,01), valores extremos
de Q:Q;; = 1,0 e Qs = 8,0 x 10*, quadrado do coeficiente de correlagio:r? =
0,9978.
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Mapa de Duffing
Distribui¢ao de tempos de ocupacdes
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Figura 14 — Dfm(Toc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre
o ajuste linear: (A7,)qqe = 4,0, inclinagdo:—y. = —(1,92 + 0,01), valores
extremos de 7,:7; = 1,0 e 7, = 1,0 X 10*, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9988.
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Mapa de Duffing
Distribui¢do de tempos de desocupagoes
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Figura 15 — Dfm(Tdc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de desocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre
o ajuste linear:(A7y)qqe = 2,0, inclinagdo:—y. = —(2,59 4 0,03), valores
extremos de 74:7q; = 1,0 e 7455 = 1,0 X 102, o quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9980
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4.2  Mapa de Hénon (Hen)

Log, [P, (Q)]

Mapa de Hénon
Distribui¢dao de nimeros de ocupagdes
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Figura 16 — Hen(Noc) - Histograma das frequéncias absolutas dos nimeros de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre

o ajuste linear:(AQ)gqe = 5,0, inclinagdo:—v,0. =

—(1,75 £ 0,01), valores

extremos de Q:Q; = 1,0 e Qs = 1,0 x 10°, quadrado do coeficiente de

correlacao:r? = 0, 9982.
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Mapa de Hénon
Distribui¢do de tempos de ocupagdes
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Figura 17 — Hen(Toc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensdo em décadas do intervalo em que ocorre
o ajuste linear:(A7,)qqe = 4,0, inclinagdo:—y,. = —(1,95 4+ 0,01), valores
extremos de 7,:7,; = 1,0 e 7, = 1,0 X 10*, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9992.
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Mapa de Hénon
Distribui¢do de tempos de desocupagdes

2
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Figura 18 — Hen(Tdc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de desocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre
o ajuste linear:(A7y)gqe = 2,90, inclinacao:—vq. = —(2,78 £ 0,02), valores
extremos de 74: 74 = 1,0 e 745, = 8,0 X 102, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9984
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4.3 Mapa de lkeda (lke)

. .. . _ Maade Ikeda _
Distribui¢do de nimeros de ocupagdes
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Figura 19 — Ike(Noc) - Histograma das frequéncias absolutas dos niimeros de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre o
ajuste linear:(AQ)qqe = 4, 95, inclinagao:—v,.. = —(1,799 £ 0,006), valores
extremos de Q:Q;; = 1,0 e Qps = 9,0 x 10%, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9994.
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Mapa de Ikeda
Distribui¢ao de tempos de ocupacdes
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Figura 20 — Ike(Toc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre o
ajuste linear:(A7,)qqe = 3,70, inclinagdo:—y,. = —(2,026 £ 0,009), valores
extremos de 7,: 7,5 = 1,0 e 7, s = 5,0 X 102, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9994.
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Mapa de Ikeda
Distribui¢do de tempos de desocupagoes
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Figura 21 — Ike(Tdc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de desocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre
o ajuste linear:(A7,)q. = 2,30, inclina¢ao:—y;4. = —(2,50 £ 0,04), valores
extremos de 74: 745 = 1,0 e 7q 55 = 2,0 X 102, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9958
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4.4  Mapa de Lozi (Loz)

Mapa de Lozi
Distribui¢do de ndmeros de ocupagdes
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Figura 22 — Loz(Noc) - Histograma das frequéncias absolutas dos niimeros de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre o
ajuste linear:(AQ)q4e = 4,95, inclinagao:—y,, = —(1,829 £ 0,009), valores
extremos de Q:Q; = 1,0 e Qys = 9,0 x 10%, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9990.
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Mapa de Lozi
Distribui¢do de tempos de ocupagdes
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Figura 23 — Loz(Toc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre
o ajuste linear: (A7,)ae = 4,00, a inclinagdo é —y. = —(2,049 £ 0,009),
valores extremos de 7,:7,; = 1,0 e 75 55 = 1,0 X 10*, quadrado do coeficiente
de correlacao:r? = 0,9994.
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Mapa de Lozi
Distribui¢do de tempos de desocupagdes
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Figura 24 — Loz(Tdc) - Histograma das frequéncias absolutas dos tempos de desocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre
o ajuste linear:(A7,)qqe = 3,78, inclinacdo:—vyq. = —(2,53 £ 0,02), valores
extremos de 74:74; = 1,0 e 7445 = 6,0 X 103, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9974



118 Capitulo 4.  Estatisticas:Curvas Provenientes das Simulagoes.

4.5 Mapa Tinkerbell (Tin)

Mapa Tinkerbell
Distribui¢des de nimeros de ocupacdes
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Figura 25 — Tin(Noc) - Histograma das frequéncias absolutas dos ntimeros de ocupagoes
em escala bilogaritimica. Extensao em décadas do intervalo em que ocorre o
ajuste linear:(AQ)qqe = 4, 85, inclinagao:—v,.. = —(1,840 £ 0,006), valores
extremos de Q:Q;; = 1,0 e Qps = 7,0 x 10*, quadrado do coeficiente de
correlacao:r? = 0, 9996.
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