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Resumo

Nesta dissertagao, investigamos o papel da introducao de uma nova escala independente
do observador, a escala de Planck, produzindo uma modificagdo na Teoria da Relatividade
Geral (TRG) que ficou conhecida como Gravity’s Rainbow (G’sR). Iniciamos fazendo uma
revisdo tedrica dos fundamentos da Doubly Special Relativity (DSR), da sua extensao
para a GsR, da modificacdo da estrutura da relagdo de dispersao da energia-momento
usual de Einstein, em que consideramos a introdugao de um novo invariante, a escala de
Planck e dos postulados da TRG. Posteriormente, obtemos a métrica dos espagos-tempos
de Schwarzschild e de Kislev, no contexto da GsR, nos quais observamos que as métricas
passam a depender da energia das particulas relativa a energia de Planck. Em seguida, é
realizada uma revisao da termodindmica de buracos negros na TRG com o objetivo de
servir como comparagao dos resultados entre as teorias, juntamente com aplicacao em
buracos negros rodeados por diferentes fluidos césmicos. Por tultimo, de posse de todo o
arcabougo desenvolvido, consideramos a termodinamica de buracos negros no contexto
da G’sR, estudamos buracos negros imersos em diferentes fluidos e estudamos como
esse espacgo-tempo dependente da energia das particulas pode influenciar as propriedades

termodindmicas de buracos negros construidas no cenario da Gravity’s Rainbow.

Palavras-chave: Teoria da Relatividade Geral; Teoria da Relatividade Especial; Relativi-
dade Duplamente Especial; Gravity’s Rainbow; Termodinamica de Buracos Negros; Fluido

Césmico






Abstract

In this dissertation, we investigate the role of the introduction of a new observer-independent
scale, the Planck scale, producing a modification in Theory of General Relativity (TGR)
that became known as Gravity’s Rainbow (G’sR). We begin with a theoretical review of the
fundamentals of Doubly Special Relativity (DSR), its extension to GsR, the modification of
the structure of Einstein’s usual energy-moment dispersion relation, in which we consider
the introduction of a new invariant, the Planck scale and the postulates of TGR. Later,
we obtain the Schwarzschild and Kislev spacetime metrics, in the context of GsR, in which
we observe that the metrics come to depend on the energy of the particles compared
to the Planck energy. Then, a review of the thermodynamics of black holes in TGR is
carried out in order to serve as a comparison of results between theories, together with an
application to black holes surrounded by different cosmic fluids. Finally, in possession of
the entire framework developed, we consider the thermodynamics of black holes in the
context of G’sR, in which we study black holes immersed in different fluids and study how
this space-time that depends on the energy of particles can influence the thermodynamic
properties of black holes whose solutions were obtained in the framework og Gravity’s

Rainbow

Keywords:Theory of General Relativity; Special Relativity; Doubly Special Relativity;
Gravity’s Rainbow; Black Hole Thermodynamics; Cosmic Fluid
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1 Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) publicada por Einstein em 1915 é um
dos feitos mais notaveis da criacdo humana na busca da compreensao acerca do nosso
universo, sua origem e evolugdo. A TRG é um dos pilares da fisica moderna, juntamente
com a mecanica quantica. O seu sucesso em descrever e prever fenémenos gravitacionais,
tais como: a precessao do periélio dos planetas, a deflexdo dos raios de luz ao passarem
préximo do Sol, por exemplo, a explicagdao do comportamento dos pulsares binarios, e
mais recentemente a confirmacao de previsao feita ha cem anos, exatamente, da existéncia
de ondas gravitacionais, a torna indiscutivelmente robusta, dentro dos limites de sua
aplicabilidade. Contudo, mesmo com a confirmacao da existéncia de ondas gravitacionais
[1, 2] e todos os demais testes a que foi submetida, a TRG ainda possui alguns problemas
em aberto. Um deles sao as observacoes de particulas extremamente energéticas, a saber,
Raios Cosmicos com Altissimas Energias (UHECRS) e fotons com energia da ordem de TeV
(trilhGes de elétrons-Volt), que ndo podem ser explicadas pela TRG. Outro problema diz
respeito a inexisténcia de uma explicacao conveniente para o estagio de expansao acelerada
do universo, que tem levado a uma procura por uma forma de energia capaz de dar conta
deste fato, a chamada “energia escura”, que pode ser capaz de atuar como uma forca
repulsiva, podendo ser usada para justificar tal expansao acelerada do universo. Um outro
problema presente na TRG ¢é a existéncia das singularidades espago-temporais. Hawking
e Penrose, nos anos 60 a 70, nos revelam por meio de diversos teoremas a existéncia de
singularidades em diversas configuragoes bem gerais e, ainda mais, Penrose provou que
buracos negros podem ser formados a partir do processo de colapso gravitacional. Por
outro lado, Hawking aponta que uma singularidade inicial deve estar presente em qualquer
modelo cosmolégico que recorra aos dados presentes na época, relacionados a Radiacao
Cosmica de Fundo. Toda essa base foi fundamental para sedimentar o entendimento acerca
dos buracos negros e do paradigma do Big Bang, que passaram a ter base experimental
com o advento das descobertas da Radiagdo Céosmica de Fundo, cuja explicagdo s6 poderia
ser dada para um universo que tivesse uma singularidade inicial, o Big Bang. J& para os
buracos negros temos as ondas gravitacionais [1], que revelaram a colisdo de dois grandes
buracos negros e, mais recentemente [1], as primeiras imagens dos buracos negros. Portanto,
por mais que a TRG proporcione grandes resultados, os problemas das particulas altamente
energéticas e os fétons TeV, além do Big Bang no contexto cosmoldgico, talvez estejam
nos indicando que, nesses regimes, a teoria atual nao seja suficiente para descrever a fisica,

portanto, uma nova teoria que explique esses fenomenos seja necessaria.

A fisica ja passou por um momento semelhante, no inicio do século passado e

os problemas foram resolvidos com a formulacao da mecanica quantica e da Teoria da
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Relatividade Especial (TRE). Sendo assim, é coerente considerarmos que os problemas
apresentados até agora sao indicios de que uma nova teoria mais fundamental deve ser
pensada nos fendmenos fisicos nesses regimes. E sabido que a TRG ¢, na verdade, uma
teoria classica da gravitacao, portanto, existe a necessidade de se formular uma teoria
quantica da gravitagao capaz de descrever e explicar fené6menos, mesmo no regime de
energia em torno da energia de Planck E, = 102GeV, que deve separar as descricoes

classica e quantica, dos fenomenos gravitacionais.

Com o objetivo de construir uma teoria quantica da gravitacdo ou uma teoria
que possua elementos da teoria quantica, que neste trabalho iremos tratar de uma teoria
modificada da TRG, onde sera feita a inclusdao de uma nova escala independente do
observador, uma escala de energia/comprimento, sugerida por observagoes e os estudos

fenomenolégicos de particulas e fétons altamente energéticos.

Ao longo das décadas, desde o surgimento da TRG, foram feitas varias propostas no
sentido de se construir teorias alternativas a TRG, por diferentes motivacoes. Na verdade,
essas teorias devem ser denominadas, mais apropriadamente, de teorias modificadas, pois,
sao baseadas em modificacoes feitas, de diferentes formas, na TRG. Para citar algumas
iniciativas nesse sentido, temos as teorias escalares-tensoriais [3], teoria de Lovelock [4],
teoria de Rastall [5], dentre varias outras. Recentemente, surgiu uma nova proposta de
teoria modificada, a saber, a Gravity‘s Rainbow [6], construida a partir da extensao, de
modo a considerar espago-tempo curvos, de uma generalizacao da Teoria da Relatividade
Especial, chamada de Doubly Special Relativity (DSR) [7], que inclui uma segunda escala
invariante, que é adotada como sendo a energia de Planck, adicionalmente a ja estabelecida
velocidade da luz no vacuo no infravermelho, da TRE. Nesta dissertacao, adotaremos a

Gravity’s Rainbow como sendo a teoria que descreve os fendomenos gravitacionais.

Os principais objetos de estudo desta dissertagao sao os buracos negros que surgem
tanto na TRG, quanto nas teorias modificadas de gravitagdao. Devido a sua capacidade de
estarem relacionados com a gravitacao, a termodinamica e a teoria quantica, os buracos
negros podem ser a ponte que conecta as teorias e contribuir para a formulagdo de uma
teoria quantica de gravitagdo. Assim, é fundamental estudar esses objetos tanto na TRG,

quanto suas diferentes versoes que a modificam.

Nesta dissertagao, estudaremos os espacgos-tempos correspondentes a diversos
buracos negros, na TRG e na G’sR, rodeados por diferentes fluidos, abordando suas
propriedades e dando énfase ao estudo da termodinamica de buracos negros e da radiacao

Hawking, além de outros pontos, tais como transicoes de fase.

Esta dissertacao esta dividida em cinco partes: No Capitulo 2, discutimos a neces-
sidade da construcao de uma teoria quantica da gravitacao. Abordamos a construcao da
Doubly Special Relativity (DSR), em que é introduzida uma nova escala invariante de

energia, a energia de Planck, e também o papel que as transformacgoes de Lorentz possuem.
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Em seguida, estendemos a DSR para consideramos os efeitos de campos gravitacionais,

obtendo a teoria da Gravity’s Rainbow.

Abordaremos, no Capitulo 3, a construgao da métrica do espago-tempo de Schwarzs-
child, no contexto da G’sR, e estudaremos o comportamento das geodésicas nulas em
um espaco-tempo dependente da energia das particulas. Posteriormente, analisaremos
um objeto em queda livre, calculando os tempos coordenado e proprio, e a mudanga de
coordenada Eddington-Finkelstein. Nesse mesmo capitulo, também obteremos a métrica

do espaco-tempo de Kiselev no contexto da G’sR e analisaremos os horizontes de eventos.

No Capitulo 4, faremos uma breve revisao da termodinamica de buracos negros
na TRG. Abordaremos a construcao da gravidade da superficie, essencial para definirmos
a temperatura Hawking que serd estudada logo em seguida juntamente com a radiacao
Hawking. Posteriormente, anunciaremos as quatro leis da termodinamica de buracos negros
e aplicaremos esses conhecimentos ao buraco negro imerso em quintesséncia e ao buraco
negro de Raissner-Nordstrom-AdS imerso em quintesséncia. Para ambos, calcularemos
a temperatura Hawking, a entropia e a capacidade térmica. Para o tltimo, no entanto,

obteremos adicionalmente, a equagao de estado P = P(v,T) e a energia livre de Gibbs.

O Capitulo 5, aplicaremos todo o arcabougo produzido para estudar a termodina-
mica de buracos negros, mas no contexto da G’sR. Repetiremos o mesmo procedimento
adotado no capitulo anterior para os dois tipos de buracos negros estudados e compararemos

os resultados obtidos.

Finalmente, no Capitulo 6, sao apresentados as conclusoes, com destaque para os

principais resultados obtidos nesta dissertacao.

Ao longo de toda a dissertagao utilizaremos as unidades naturais: ¢ = h = G =
kp = 1. Este sistema de unidades ¢ extremamente comum em textos de teoria da gravitacao,
e simplifica bastante as notagoes. Além disso, utilizamos a assinatura (+,—, —, —) para
o tensor métrico, g"¥. E a notacao para o tensor de Riemann e o tensor de Einstein sao,
respectivamente:

RYs = 0aT05 — 010, + Thsl5, — 10,55
1

Guy = R/“/ — iguyR.
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2 Aspectos fundamentais da teoria da Gra-

vity's Rainbow

Neste capitulo vamos abordar a construcao da G’sR proposta por Joao Magueijo e
Lee Smolin [6] como sendo uma teoria modificada da TRG visando entender certos sinais

fenomenoldgicos a luz de uma possivel descricao quéantica do espago-tempo.

Algumas propostas tém tentado formular uma abordagem para descrever o regime
quantico do campo gravitacional. Alguns exemplos sao: Loop Quantum Gravity (LQG)
[8, 9]; String Theory [10]; Casual Dynamical Triangulation (CDT) [11]; x-Minkowski
non-commutative spacetime [12], dentre outras. Essas teorias nos levam a questionar qual
a natureza da descricdo quantica fundamental em comparacdo com a descricao efetiva
de baixas energias em termos da TRG. Compreender os efeitos de transi¢coes entre as
descrigoes das teorias nao é apenas de objetivo tedrico, mas é também um norte na busca
por uma compreensao mais completa da natureza. Os efeitos de uma escala de comprimento
de Planck ou energia de Planck podem ser estudados inicialmente nas proximidades do
limite classico, ao incluirmos modificagoes na relagao de dispersao de energia-momento
usual proposto por Einstein (2.1) (neste trabalho iremos usar as unidades naturais para as
constantes ¢ = h = G = kg = 1, e quando houver necessidade serao recuperadas), dada
por

E* — p* =m? (2.1)

As modificagdes na relagao de dispersao (Modified Dispersion Relation - MDR) de
energia-momento tém sido abordadas por varias teorias da Gravidade Quéantica. A semente
para essa ideia nasce na verdade com Max Born, no seu conceito de espaco “momento-
energia” curvo [13]. Podemos encontrar essas modifica¢des nas seguintes teorias: LQG [14],
Dindmica Lorentziana de Triangulagdes [15], Horava-Lifshitz [16, 17] e xk-Minkowski nao
comutativo [12]. Essas modificagbes produzem corregdes nos regimes de altas energias,

obtendo novas relagoes de dispersao, dadas por:
LQG :E2 = p* F Ip® (2.2)
CDT :E;p ~ p* + 1I%p? (2.3)
Horava — Lifshitz :E7, ~ p® + [3p* (2.4)
x — Minkoswki :E? ~ p* + [, Ep? (2.5)
onde [; sdo os parametros correspondentes as deformagoes, os quais espera-se que sejam
da ordem do comprimento de Planck, em que o comprimento de Planck esta relacionado

com a energia de Planck por meio de [, = 1/E,. Assim, as MDRs podem ser um conceito

que unifica diversas propostas no limite semiclassico [18].
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Por mais que nao saibamos qual serda a forma correta da teoria fundamental,
podemos nos basear em observagoes fenomenoldgicas e intuir algumas possiveis modificagoes
das equagoes fundamentais. De certa forma, podemos parametrizar as deformagoes gerais
da relagao de dispersao e usar dados observacionais para restringir os parametros e descartar
aquelas que nao estao de acordo com os resultados. Um exemplo é propor uma configuracao
muito geral para a deformacgao de primeira ordem das relagoes de dispersao, como segue

E?* =m?+p* + 1> Congimma,ms (BT p32058) + O(I*E®) (2.6)

My

onde mg+my +mg+ms = 3 el é o comprimento de Planck [18]. Alguns efeitos podem ser
observados em testes ou até mesmo descartados ao incluirmos testes de limiares para raios
c6smicos de energias ultra altas [19, 20, 21] e fétons TeV [22]. H4 também uma possibilidade
para uma dependéncia energética da velocidade da luz, observavel em explosoes de raios-vy
23], bem como testes envolvendo radiagao sincrotron [24, 25|. Os efeitos relacionados
também podem ser detectados em um futuro préximo nas observacoes das radiagoes

cosmicas de fundo em micro-ondas [26].

O ponto fundamental para entender os efeitos de tais fendomenos é compreender
o papel da simetria global de Lorentz entre os limites classico e quantico. Discutidos
extensamente e expostos em varios trabalhos do final dos anos 90, os estudos defendiam
a modificagdo, na escala de Planck, da relacado de dispersao e, segundo resultados da
analise de varios formalismos, foi assumido que tais modificagoes da relacao de dispersao
equivaleriam a uma quebra da simetria de Lorentz [27]. Assim, para a TRG, a invariancia
de Lorentz é apenas uma simetria acidental de uma solucao particular para as equacoes de
campo de Einstein, portanto, seja modificada ou quebrada, a invaridncia global de Lorentz
deixa de ser uma simetria exata da teoria. Em vez disso, ¢ uma simetria que surge em
baixas energias de uma TRG, formulada no regime quantico. Segundo os autores Joao
Magueijo e Lee Smolin [6] existiriam 4 possibilidades para a forma a qual a invaridncia de

Lorentz poderia assumir ao levarmos em conta os efeitos em ordens de [,E, a saber:

i) A invaridncia de Lorentz e a relatividade dos referenciais inerciais sdo mantidos sem
sofrerem quaisquer modificagbes, porém, os graus de liberdades fundamentais da
matéria podem nao ser mais pontuais. Essa proposta é assumida na construcao de
teorias perturbativas de cordas, nas quais os constituintes da natureza sao descritos

por cordas fundamentais.

ii) Uma outra possibilidade ¢é a existéncia de um certo cendrio no qual temos observagoes

dos efeitos de ordem de [, E/, provocando a quebra da invariancia de Lorentz.

iii) A quebra da invaridncia de Lorentz pode surgir de forma espontanea devido a um
campo vetorial assumindo um valor esperado no vacuo, produzindo, entao, um

referencial privilegiado.
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iv) Por dltimo, a relatividade dos referenciais inerciais é mantida, entretanto, temos
novas leis de transformagoes atuando no espaco de momento nao linear, produzindo

novos termos em [, /.

Neste trabalho iremos abordar a ultima proposta conhecida como deformacao nao
linear da Relatividade ou Doubly Special Relativity, que resulta nas leis de conservacao de
energia-momento, em todos os referenciais inerciais, porém, as transformagoes de Lorentz
nao sao mais lineares. Uma das motivagoes para estudar a DSR provém do fato de que a
energia de Planck E, passa a representar a fronteira entre a descricao cldssica e a quantica
do espacgo-tempo, tornando-se um invariante para as novas transformacoes de Lorentz.
Assim, todos os observadores inerciais iriam concordar se uma particula tem mais ou

menos energia comparada com a energia de Planck.

2.1 Relatividade Duplamente Especial

Por muitos anos a Relatividade de Galileu/Newton tem nos auxiliado na descrigdo
dos fenomenos cotidianos que nos rodeiam e na descri¢ao do espaco e do tempo. Porém,
a sua incompatibilidade com as equacoes de Maxwell do eletromagnetismo levou ao
questionamento sobre a validade da Relatividade Newtoniana. O fato das equagoes de
Maxwell possuirem uma escala de velocidade fundamental (c) parecia exigir a introdugao
de uma classe preferencial de observadores inerciais. Entretanto, nao foi necessario a
introducao de um referencial privilegiado, mas a modificacao das leis de transformagoes
entre observadores inerciais para assim serem compativeis com a estrutura das equagoes
de Maxwell.

Einstein em seu trabalho sobre a TRE, publicado em 1905, introduziu a primeira
escala relativistica independente do observador (escala de velocidade da luz no vacuo, c),

que surge naturalmente das equagoes de Maxwell. A TRE é baseada em trés postulados:

o Postulado da Covariancia: as relagbes mateméaticas que governam os fenémenos

fisicos tém a mesma forma em todos os referenciais inerciais.

Em outras palavras, o postulado da covariancia nos diz que nao existe um referencial
privilegiado entre todos os referenciais inerciais. Este postulado estende o principio da
relatividade de Galileu para todos os fenémenos fisicos, ndo somente para a mecanica. Uma
consequéncia deste postulado é o fim da concepgao de espago absoluto, uma vez que todos

os referenciais inerciais sao equivalentes, deixando de existir um referencial privilegiado.

o Postulado da constancia da velocidade da luz: O moédulo da velocidade de
propagacao da luz no vacuo ¢ igual em todas as dire¢oes em um dado referencial

inercial e 0 mesmo em qualquer referencial inercial.
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O postulado da velocidade da luz nos diz que o mdédulo da velocidade da luz no vacuo

independe do movimento da fonte que a esta emitindo.

« Postulado dos relégios coméveis: Uma vez construidas as coordenadas do espago-
tempo, onde usamos os postulados anteriores, relégios coméveis e ideais medem o

pardmetro 7 (chamado de tempo préprio) definido por dr? = dt? — da? — dy* — d2°.

Em outras palavras, o ultimo postulado nos indica a taxa de relégios comoveis.

Assim, na TRE, as transformagoes de um referencial inercial K para um referencial
inercial K’, que move-se em relagdo a K com uma velocidade V' constante ao longo do

eixo x e que sao condizentes com os postulados, sao dadas por:

/ /
z = 3;‘/; (2.7)
-
y=y, (2.8
z=12, (2.9)
t Vv
f= et (2.10)

que sao denominadas de transformagoes de Lorentz. Assim, a TRE teve como papel
adicionar uma nova escala independente do observador, a escala da velocidade da luz
no vacuo, e novas transformagoes entre observadores inerciais, abandonando entao as
antigas transformagoes de Galileu/Newton. Porém, quando estamos trabalhando em
baixas velocidades as transformacoes de Lorentz sao recuperadas as transformagoes de

Galileu e recuperamos a fisica Newtoniana.

Os novos dados e informagoes sobre os raios césmicos com energias ultra-altas
(Ultrahigh-energy cosmic rays - UHECRs), f6tons TeV e rajadas de raios gammas (Gamma
Ray Bursts), que fazem partem do novo conjunto de mensageiros césmicos, parecem
nao concordar com as previsoes da TRG. Uma delas é o limite de Greisen-Zatsepin-
Kuzmin (GZK), que estabelece um limite superior tedrico para as energias de prétons
dos raios césmicos que viajam vindo de outras galaxias através do meio intergalatico.
Este limite é definido subtraindo-se as interagoes dos prétons com a radiagao cosmica
de fundo em micro-ondas (CMB) por meio da combinacao das leis de conservacao de
energia-momento e da relacao de dispersao. O limite tedrico previsto pela TRG é da
ordem de Egzx = 510V (50FeV) ou seja, de aproximadamente 8 joules, o que seria a
energia de um préton viajando a ~ 99,99999999999999999998% da velocidade da luz. Para
efeito de comparacao, o Large Hadron Collider (LHC) no CERN pode acelerar prétons no
maximo, cerca de 10'3eV e portanto, seis ordens de grandeza menor. Devido as interacoes
dos protons provenientes dos raios gammas com a CMB, nao deveria ser possivel que raios

césmicos com energias acima Egzx cheguem aos nossos detectores [28]. Com a chegada
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dos mensageiros cosmicos, podemos novamente questionar a validade da TRG, para certos
regimes. Assim, como Einstein fez com a fisica Newtoniana, podemos dar inicio a um novo
cenario onde talvez a TRE nao seja valida. Portanto, quando estamos em um cenério de
energias ultra-altas, talvez seja necessario modificar os postulados desta teoria, de modo,
semelhante a transicao da Relatividade Galileana/Newtoniana para a Relatividade de
Einstein, quando foi introduzida uma escala invariante, a saber, a velocidade da luz no

Vvacuo.

A busca por descrever particulas energéticas nos sugere abandonar a TRE e adotar
uma nova relatividade com duas escalas invariantes caracteristicas, uma nova escala de
comprimento ou energia, juntamente com a escala de velocidade familiar. Foi proposto
por Giovanni Amelino-Camelia no inicio dos anos 2000 [29] - um novo cendrio para o
espaco-tempo cuja estrutura é governada por duas escalas independentes de observadores.
E, entdo, introduzido um novo invariante, uma escala de comprimento minimo, no caso, a
escala de Planck em conjunto com a invariancia da velocidade da luz. Neste novo cenério
é observado que esses espagos-tempos podem naturalmente hospedar uma modificacao da
contracao de FitzGerald-Lorentz, tal que os comprimentos que em sua estrutura de repouso
inercial sao maiores do que um “comprimento minimo” também sao maiores do que o
comprimento minimo em todas as outras estruturas inerciais. Essa nova abordagem passou
a ser conhecida como Doubly Special Relativity [30], onde as novas leis de transformagoes
passam a ser caracterizadas por duas escalas ( ¢ e [,) em vez de uma tnica escala. Dai a

nomenclatura “duplamente especial”.

A construcao de uma teoria compativel com a DSR exige que devamos ter equiva-
léncia completa com os observadores inerciais (Principio da Relatividade). Portanto, as
leis de transformagoes devem ser caracterizadas por duas escalas, uma de altas velocidades
e uma de altas energias/curtos comprimentos. Devido ao fato de que a DSR propoe
modificagoes no setor de altas energias, a caracterizagao operativa da escala de velocidades
deve ser preservada. No caso, a velocidade de particulas sem massa com baixas energias
deve permanecer sendo a velocidade c. As modificacoes das relagoes de dispersao de
energia-momento também proporcionarao efeitos no limite da energia FEqzk, tornando-se

relevantes para o paradoxo relacionado aos raios césmicos.

2.2 Modificacdo da Relacao de Dispersao e DSRs

No ambito da busca por uma teoria quantica da gravitagao, a introducao de
modificagoes na relacao de dispersdo de energia-momento tornou-se um ponto central nas
teorias que buscam um entendimento da transi¢ao do classico para o quantico. Portanto,
a relagdo de dispersao deve ser objeto da analise. Entretanto, as modifica¢des na relagao

de dispersao sao introduzidas por meio de deformagoes da simetria de Lorentz, que ocorre
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no espago de momento em vez de no espago-tempo, tornando-se o espaco de momento
fundamental. Assim, as deformagdes podem ocorrer de formas diferentes. Vamos analisar

algumas delas.

221 DSRI

A primeira proposta de DSR foi apresentada por Amelino-Camelia [29], onde sdao
explicitadas as principais condi¢des para modificar os postulados da TRE, e como vimos,
as MDRs pareciam violar o principio da relatividade. Porém, neste mesmo trabalho, é

proposta uma modificacao da relagdo de dispersao que é compativel com a DSR

E? =m? +p* + ,Ep*. (2.11)

E possivel construir os geradores da simetria de Lorentz deformados que passam a
ser compativeis com essa MDR. Vamos olhar um exemplo de como seria essa construcao

para uma particula que esteja se movendo na diregao do eixo z, apresentado em [18].

O gerador ao longo do eixo z torna-se

Ly 0 s 0 . 2 pi
B ~ip,—+i|E+L,E"+1,/—= (2.12)

OF 2 ) Op,

De posse dessas transformagoes, podemos encontrar os geradores de momentos
finitos da maneira usual por meio de dE/d¢ = i[B%, E] e dp./d¢ = i[B», p.],

2
26262C + l,c a3, (2.13)

2
E()= —claet +c'pe ™t + lpc’QOé?e2< + e
p-(Q) = aet + Be ¢ — a?e?e® + [,B%% e, (2.14)
onde temos que « e  sdo fungoes de Ey=E(¢ = 0) e p,o=p.(( = 0),

p-0 Fo lpEopz,o lpcpio

_ b 215

R S 5 T4 (2.15)
D20 Ey lpEOpz 0 lwpi 0

B o 0 _ a0 2.16

b=+ 2 4 (2.16)

E possivel construir resultados semelhantes para os outros elementos do grupo de
Lorentz, como as rotagoes. Também devemos ter concordancia entre dois observadores sobre
a lei de conservagao para as interacoes das particulas. Como vimos, as transformagoes de
simetria deformadas nao sdo mais lineares. Portanto, neste caso, ndo sao mais compativeis
com a lei de conservacao linear dos momentos, que na TRE é. Entretanto, podemos
contornar esse problema através de uma covariancia entre uma transformacao de Lorentz
A deformada e uma lei de composi¢ao de deformada @ entre os momentos A(p & q) =
A(p) ® A(q). Esses resultados sdo expostos em [29]. Por fim, a DSR I possui compatibilidade
com os resultados da LQG e da abordagem relacionada ao espago-tempo nao comutativo
[31].
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222 DSRII

Outro modelo de DSR foi proposto independentemente por Magueijo e Smolin [32].
Nesta abordagem, temos que a algebra de Poincaré é deformada devido a introducao de
uma escala de energia invariante, assim, introduzindo um limite maximo para a energia de
particulas fundamentais medida por qualquer referencial, como acontece na TRE, onde a
velocidade da luz possui um limite para qualquer referencial inercial. O procedimento para
a introducao de uma energia maxima é realizado por uma deformacao das coordenadas de

momento por um mapa U-map p — U(p), que carrega todas as informagoes da DSR.

Em seu trabalho, Magueijo e Smolin [32] realizam uma deformagao no espago de
momento por meio do mapa

Pu

U pu=U(p; Ep) = T—lpy
P

(2.17)

Essa escolha de deformagao é responsavel por ter a energia de Planck F, = lp_1
como sendo um limite para a energia das particulas elementares. Neste caso, a relagao de

dispersao ¢é definida como sendo

I U 5 ElU 1 Byl = =2, (2.18)

implicando que o espaco de momenta tem uma forma nao linear e a norma é preservada

por uma transformacao nao linear do grupo de Lorentz, dada por
m=v-t. v, (2.19)
onde L* sao os geradores usuais.

As transformacoes de boost para os movimentos na direcdo z podem ser escritas

da seguinte forma:

) v(po — vp-)
Py = : 2.20
O 1+ (v — Dpo — Lyyop: (2:20)

/ /7(]90 - UpO)
Pl = : 2.21
L+ 1y(y = Dpo — lyyop: (2:21)
Py = Lry (2.22)

L+ (v = Dpo — lyyop:’
onde temos v = [1 — v?]~1/2,
Posteriormente, em um segundo trabalho, Magueijo e Smolin [33] apresentaram
um formalismo geral para teorias que preservam a relatividade dos referenciais inerciais
com uma ac¢ao nao linear das transformacgoes de Lorentz no espaco de momento, partindo

de uma medida hipotética de conjunto de relagoes de dispersao e dela inferindo a acao do

grupo. Portanto, qualquer relagao de dispersao isotropica pode ser escrita como sendo

E2f2<E3 lp) — pQgQ(E; ly) = m’ (2.23)



32 Capitulo 2. Aspectos fundamentais da teoria da Gravity’s Rainbow

onde f2(FE;l,) e g*(F;l,) sdo fungdes que dependem da energia/comprimento de Planck.

Para essa construgao implica que o mapeamento do espago de momento é dado por

Uo(E,p)=(Ef,pg). (2.24)

Definindo U desta forma, mapeamos o espaco energia-momento, P, sobre si mesmo. De
forma geral o mapa é nao invertivel. Portanto, deve existir um setor de P, que sera chamado
de P& tal que U, com um intervalo restrito a P/, é invertivel. Os exemplos tipicos
que surgem da restricio P s30 E < Epjaner ou ||| < Epianck, € as escolhas das funcoes
f(E) e g(F) passam a ter um caracter fenomenoldgico, sendo os dados experimentais

utilizados para direcionar a escolha delas.

Nesse novo formalismo, podemos definir as fungoes f(FE) e g(E) compativeis com a

DSR proposta por Amelino-Camelia [29] em (2.11):

F(EYE® + g(E)*p* = m’ (2.25)

f(E)y=1  gE)=\1-1,F. (2.26)

Outros casos de DSR podem ser exemplificados em termos das fungoes f(F) e g(E)
em [33]. Sdo expostos alguns cendrios para os quais a velocidade da luz varia, sendo uma
alternativa interessante para a inflacdo cosmoldgica e a solucao do problema do horizonte

cosmolégico. Neste modelo a relagao de dispersao é expressa em termos das fungoes
f(E)=1 g(E)=1+1,F (2.27)

onde a velocidade da luz passa a ser dependente da energia ¢(E) = dE/dp = (1 + [, E)*.

Ha também outro modelo abordado por Amelino-Camelia, no qual podemos escrever

a relacao de dispersao modificada em termos das fungoes f(F) e g(E), como sendo:

eaE/Ep -1

f(E) = “wE/E, g(E) =1 (2.28)

proposto com o objetivo de explicar os espectros dos Gamma-Ray Busrt [34]

2.3 Gravity's Rainbow

Buscamos agora fazer uma extensao da Relatividade Especial Modificada, a DSR
proposta por Giovanni Amelino-Camelia [7], para uma modificacio na TRG que incorpore
as propriedades da DSR. Os modelos de DSR possuem a caracteristica de deformar a
cinematica da Relatividade Especial, alterando as leis de conservagao de energia-momento
e o grupo de simetria de Lorentz, proporcionando novas leis de conservacao de energia-
momento nao lineares. Essas modificacbes ocorrem ao admitir uma escala de energia

invariante, a energia de Planck.
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Vimos que os modelos das DSRs sao formulados no espaco de momento de forma
que sejam nao lineares. Para realizarmos uma extensao para a TRG, devemos identificar
qual é o espago dual que representa as posicoes. Porém, este trabalho nao é algo simples
de ser feito. Existem algumas propostas para incorporar a DSR uma geometria do espaco-
tempo coerente com seus principios, como por exemplo: Geometria ndo comutativa [35],

k-Minkwoski deformado [36], entre outros.

Em seu trabalho, Magueijo e Smolin [6] propoem abordar o problema de uma outra
forma. O espaco-tempo classico nao é representado por apenas uma geometria quando
consideramos os efeitos da ordem de [,E, mas por uma familia de métricas possuindo um
tnico pardmetro e parametrizada pela razao E/E,. Portanto, a geometria do espago-tempo
pode depender da energia de uma particula movendo-se nele. Entretanto, nao teremos
um espaco dual para o espago de momento, mas uma familia de métricas que depende da
energia. Sendo assim, para a estrutura do espago-tempo com a métrica dada por gup(E),
dependente da energia, se um dado observador que desejar realizar medigoes sobre a
geometria do espago-tempo recorrer a uma particula livre ou sistema de particulas, a

quantidade F representa a energia total dessa particula ou sistema de particulas.

Também necessitamos que a métrica seja covariante em relacdo ao dual da repre-
sentagao nao linear do grupo de Lorentz (2.19) se desejamos codificar a DSR. Portanto,
usando a equagao de mapeamento generalizada (2.24), juntamente com a defini¢ao do

momento nao linear, obtemos:
lpl*=n*P U (p; Ep)alU (05 By)lg = (f2)*p§ — (92)°}- (2.29)

A ideia proposta por Joado Magueijo e Smolin [6] é de que a MDR possa ser descrita
por campos de tétradas dependentes da energia, que por sua vez produzem uma métrica

dependente da energia. De fato, da equagao (2.29) é possivel escrever

Ipl* = 55 — 6" p1ps = (epu)* — 6" (&) (85p,), (2.30)
111> = (fr)*p2 — (98)26" pips = (f5)*(elpn)? — (98)%01s(lpa)(e5p1), (2.31)

onde
€n = freo; ey = ggrel, (2.32)

; B4 nA s 4 MHOB _ stQB _ sB ; ;
e a inversa de )y ¢ 0., isto &, el07 = €,0,7 = 5, o que implica que

0 = (f)'0%; 0! = (gp) 0! (2.33)

H H
Portanto, o elemento de linha é dado por
ds® = Gudatdx” = éﬁéande“dx” —

02(d$0)2 1 i g (2:34)
ST e ™

— 01,0107
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onde d7; é o delta de Kronecker, para I,J = 1,2, 3. Portanto, temos um espago-tempo

deformado de forma inversa ao espa¢o de momento [6].

A métrica deformada (2.34) é uma familia de métricas planas de um tinico pardmetro
- a energia F - onde todas as métricas possuem o mesmo sistema de referenciais, entretanto,
devido as escalas de energia, provavelmente essas métricas nao compartilham todas as
geodésicas. Na verdade, o que teremos sao geodésicas que passam a depender da energia da
particula. Dessa forma, uma vez que temos um espaco-tempo sondado por cada particula
dependente de sua energia ou frequéncia, nos referimos a isso como um espago-tempo
Rainbow, no sentido de que a geometria do espaco-tempo e as trajetérias dependem da
“cor” da particula, ou energia da particula, ou ainda frequéncias de onda associada. Neste

caso, chamamos a teoria de Gravity’s Rainbow, fazendo alusao a ideia de um arco-iris.

Os argumentos apresentados sao validos para um espago-tempo plano, mas é
possivel transportarmos, localmente, para espagos-tempos curvos usando o principio da
equivaléncia modificado e recuperarmos a TRG por meio do principio da correspondéncia
modificado [6].

o Principio da Equivaléncia Modificado: Seja dada uma regidao do espago-tempo
cujo raio de curvatura R ¢ muito maior que o comprimento de Planck [, = Ep_l.
Para observadores que fazem medidas sobre propriedades associadas a particulas
e campos, com energias que satisfazem 1/R < E < E,, as leis da fisica sao, em
primeira ordem em 1/R, as mesmas da Relatividade Especial Modificada, no caso,
a DSR. Portanto, observadores em queda livre podem ser descritos como sendo

observadores inerciais no espaco-tempo da G’sR, assintoticamente plano.

e Principio da Correspondéncia Modificado: Devemos recuperar a TRG quando
estamos trabalhando com energias muito baixas comparadas com a escala de Planck.

Portanto, quando E/E, — 0, recuperamos a TRG como é esperado.

A modificacdo desses dois principios possibilita estender a DSR para o contexto
onde temos campo gravitacional, construindo uma teoria da gravidade na qual o espago-
tempo depende da energia das particulas que o percorrem, o que significa dizer que a
métrica serd dependente da energia g(E) = nPé,(F) ® éz(E), e portanto,

éo(E) =

&(E) = —e;. (2.35)

JE JE
As fungées fg e gg sao denominadas fungoes rainbow. O principio da correspondéncia
modificado exige que:

lim f(E/Ep) =

lim g¢
E/E,—0 E/Ep—0

(B/E,) =1 (2.36)
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Com essas defini¢oes e modificagoes é possivel construir uma familia de conexdes
V(E), e curvaturas R(E)],, definidas de forma usual, mas dependentes da energia.
Também é definida uma familia com um tunico pardmetro do tensor energia-momento
T,,(E) e, por fim, as equacoes de Einstein é substituidas por uma familia de equacoes

com um parametro que é a energia F/, dada por
Guw(E) =81G(E)T,(E) + gu(E)A(E), (2.37)

onde a constante de Newton G(F) dependente da energia, e é definida de tal forma que
G(0) é a constante usual da teoria Newtoniana. Da mesma forma, a constante cosmoldgica,
A(E), também é dependente da energia. Temos agora todo o arcabougo necessario para
estudarmos problemas da TRG, mas agora no contexto da G’sR. Na préxima se¢do iremos

analisar uma familia de fun¢des rainbow.

2.4 Funcoes Rainbow

Vimos que a construcao da relagao de dispersao modificada é realizada por escolhas
fenomenoldgicas e citamos alguns exemplos delas em (2.2) e que poderiamos escrever uma
relagdo modificada generalizada (2.23) em termos das fungdes rainbow. Nesta dissertagao

iremos adotar as fungoes:

HEE) =1 atElE) = \1-u (g ) 239
E® —p’ 4+ (gj) =m?, (2.39)

onde n é um parametro adimensional, podendo ser negativo ou positivo. Essas fun¢oes
juntamente com a MDR proporcionam resultados compativeis com as teorias de cordas,
Loop Quantum Gravity, espago-tempo nao comutativo de k-Minkowski, entre outros. Elas
tém sido usadas para estudar a dispersao de ondas eletromagnéticas de Gamma Ray Bursts
[23]. Também propdem resolver o paradoxo dos raios gamma de energias ultra altas [7, 37],
e o paradoxo dos raios gama de 20 TeV da galaxia Markarian 501 [38]. Além disso, esta
MDR fornece restrigoes sobre deformacgoes da TRE e violagoes de Lorentz [39, 40]. Para

discussoes sobre as implicagoes fenomenologicas das fungdes (2.38) na revisao, veja [31].

Muitas vezes desejamos obter as fungoes rainbow apenas em termos dos parametros
do espaco-tempo. Uma forma de fazer isso é relacionar a energia dos fétons que circundam
o buraco negro que os irradia. Esta afirmacao ficara mais clara quando introduzirmos os
estudos sobre termodindmica de buracos negros. No momento, ¢ de interesse dizermos
apenas que a energia de um féton é dada pela relagao de dispersao modificada (2.38),
e que relacionamos o momento de um féton com o raio do horizonte de eventos de um

buraco negro através da relagdo de incerteza de Heisenberg ApAx > 1, onde fazemos
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h =1 e cuja posicao seja Az ~ rp,, 0 que nos leva a Ap = 1/rp,. E importante chamar a
atengdo que o autor em [41] usa p = E - que seria a relagao de dispersao usual proposta
por Einstein - no principio de incerteza de Heisenberg, o que levaria a possibilidade da
existéncia de buracos negros remanescentes. Todavia, se estamos trabalhando com uma
relacao de dispersao modificada, devemos recorrer a ela. Este problema foi mencionado e
corrigido em [42], onde a MDR correta foi usada. Contudo, muitos autores ainda afirmam
que a G’sR permitiria buracos negros remanescentes com base nos estudos apresentados

m [41]. Voltaremos a discutir este tépico quando abordarmos a termodindmica desses

objetos.

Desejamos obter as energias dos fétons que permeiam o buraco negro. Neste caso,
temos m = 0 e a MDR (2.39) resulta em
E n
E® —p*+p°n (E) =0 (2.40)

p

onde temos uma equagao polinomial para £ de ordem n e cujo parametro 7 esta relacionado
com propriedades da Loop Quantum Gravity que permite valores positivos e negativos para
n. Para resolvermos a equagao (2.40) é necessério escolhermos valores para n e estudar em
quais condigbes teremos energias fisicas. Vamos analisar alguns valores para n = (0,1,2,4).
Note que para n = 0 temos apenas um reescalonamento na equagao (2.40) e a partir de
n < 1 temos corregoes nos valores. E feita a analise até n = 4, em que é deixado de lado

n = 3 pela dificuldade de obter uma solugao para (2.40).

Para o caso onde temos n = 0, a MDR torna-se uma equacao simples
E? +np*—p*=0 (2.41)
onde a energia do féton é dada por
E,—o = £py/1—1. (2.42)

Neste caso, temos duas solugoes para energia. Porém, apenas uma ¢é positiva e o parametro

adimensional n < 1.

Para n =1, a MDR torna-se uma equacao um pouco mais complicada

E
E? —p* + UPZE = 0. (2.43)

p

cujas as solucoes sao dadas por

By = 40 (w15 +n2p2). (2.44)

- 2k

p

Entretanto, nao podemos dizer qual das solugoes é positiva ou negativa, uma vez

que o parametro 1 pode ser negativo ou positivo. Neste caso, podemos olhar para um
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grafico onde consideramos tanto o caso com 7 positivo, quanto negativo. Este resultado
estd expresso na figura (la). Podemos ver que apenas uma das solugbes possibilita uma

energia positiva, que neste caso devemos optar pela solugao com o sinal positivo.
Considerando agora n = 2, teremos uma equacao do segundo grau para E, dada
por

E? — (1 —=n(=)*)p* =0 (2.45)

A solugao é dada por
1
B,y =xEp———o.
\ B2+ np?

Neste caso, ¢ facil ver que apenas uma delas produz energia positiva e temos 1 > Ep2 /p?

(2.46)

Por 1ltimo, consideremos o caso com n = 4. Teremos a seguinte MDR sendo uma

equacao bi-quadratica em E:

B — (1= () = 0. (2.47)

P

Produzindo quatro solugoes possiveis para F, sao elas:

Vo[ B

Egonn = — ! % ! (2.48)
\/5\/ _Bf  BREitamt
Egon = K % ! (2.49)
x/_ \/ By \/W
Eooiz = % (2.50)
V2 \/ %4 \/m
By = N (2.51)

E possivel ver que duas solugdes nio sio aceitéveis por permitir energias negativas.
E o caso de (2.48) e (2.50). Entretanto, para discutirmos as condi¢oes possiveis para
energias positivas das outras solugoes, devemos analisar o grafico da energia em funcao do
raio do horizonte de eventos. Este resultado estd apresentado na figura (1b). Podemos ver
que as solugdes (2.48) e (2.50) produzem, de fato, energias negativas independentemente do
valor para n. Em contrapartida, a solugao (2.51) é valida para todos os valores de p = 1/,
quando consideramos valores 1 > 0. J4 para valores de n < 0, devemos ter p* > —Ep4 /4n.
Por fim, a solugao (2.49) também produz uma energia positiva desde que consideremos
n < 0ep*>—FE,"/4n. Podemos ver que ao consideremos as solugoes (2.49) e (2.51) para
n < 0, elas parecem ser continuas, portanto, podemos considerd-las como uma solugao

real, valida mesmo que nao cubra todos os valores para o raio do horizonte.
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Feita a analise das energias fisicamente possiveis, podemos voltar para as fungoes
rainbow, dadas pela equagao (2.38). Devemos substituir a energia correspondente para
cada n. Nao teremos mudancas para a funcao fg. Entretanto, para a funcdo gg, onde

consideremos E, =1 e p = 1/rj,, temos as seguintes relagoes:

Para n = 0, temos
9E,_o = V1—n (2.52)
com n < 1.
Para n = 1, encontramos
\/E\/—U (—77 +/n? + 47“,21) + 2r?

gEn:l = 2rh (253)

Para n = 2, temos
T'h

N

Por fim, para n = 4 teremos duas func¢oes gg, que sao

UASARD) (2.55)

gEsolQ;n:Zl = rh 1 - 477

(2.54)

—7p +\/4n + 7}
gEsol4;n=4 = \/irh\l " \/7}1 (256)

4n
Essas fungoes irao desempenhar papel importante ao longo desta dissertacao, sendo

assim, podemos iniciar o estudo dos buracos negros na Gravity’s Rainbow.

)
\ —— Sol1n>0 —: Solln<0
4 5 I 4 Sol2 n<0
\‘ - SOI1I7<0 — Sol3 n>0
\ — Sol2n=>0 —. Sol3n<0
2 ‘\ —.= Sol2n<0 5 —— Sol4 n>0
’\. : . . J —. Soldn<0
T
E4 0
/
N\
\,\
-2 \.\.\
.
\,\.
~.
~.
_4 ~.
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 35 4.0
I'n r'n
(a) n=1,n=10.9] (b) n =4, n=10.9|

Figura 1 — Gréfico da Energia em funcao do raio do horizonte de eventos para as solugoes
da relagao de dispersao modificada considerando os casos comn =1en =4
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3 Buracos Negros na Gravity's Rainbow

A teoria da evolucao estelar nos diz que estrelas cujas massas sao da ordem da
massa do Sol podem atingir um estado de equilibrio final como uma ana branca ou uma
estrela de néutrons. Mas, para massas muito maiores, esse equilibrio talvez nao seja
possivel. Assim, estrelas muito maiores que o Sol em seu processo final de vida iriam
consumir toda sua reserva energética e comecariam a se contrair a tal ponto que os efeitos
gravitacionais superariam a pressao interna e as tensoes, nao sendo mais capazes de
interromper o processo de colapso. Segundo a (TRG), uma estrela esfericamente simétrica
necessariamente se contraird até que toda a matéria contida na estrela fique estrita a
um ponto no centro da simetria. Este processo do colapso gravitacional de uma estrela
produz os conhecidos buracos negros [43]. Estes sdo capazes de produzir uma regiao com

gravidade tdo intensa que nem a luz escapa de sua atragao [44].

O conceito de buraco negro antecede a TRG. Podemos imaginar o buraco negro
como sendo um objeto do qual uma particula escaparia somente se sua velocidade de
escape fosse maior que a velocidade da luz. Utilizando a fisica Newtoniana, podemos
calcular qual deve ser o maior raio r para o qual um corpo esférico de massa M produz
uma gravidade tao intensa a ponto de impedir particulas massivas de escaparem (em 1795
é realizado uma estimativa do raio feito por Laplace [45]). A velocidade de escape de um
objeto na superficie de um corpo de massa M é v = 2GM /r, Se escolhermos a velocidade

de escape como sendo a velocidade da luz, v = ¢, teremos que o raio é r = 2GM/c.

A imagem classica de que buracos negros nao podem ser “vistos' e que absorvem
tudo sem emitir qualquer radiagdo ou particula foi confrontada por Hawking na década de
1970 [46] e juntamente com base nas ideias acerca da termodindmica de buracos negros
47, 48, 49] uma nova imagem a respeito desses objetos passou a ser construida. A entropia
¢é entao identificada com a area do horizonte de eventos proporcionando certo sentido,
tendo em vista que a informacao perdida sobre um buraco negro é proporcional a area
do horizonte [49]. No entanto, a ideia de que o buraco negro tem uma temperatura a
ele associada, é mais sutil. Como um buraco negro pode ter uma temperatura? Para se
falar de temperatura, é preciso estar em equilibrio com um banho térmico, e para isto é
necessario nao somente absorver, mas também, emitir particulas. A resolucao para este
problema pode ser encontrada no contexto da teoria quantica de campos, com o buraco
negro sendo tratado em um cendrio, no qual os campos quanticos existem. Neste caso,

encontramos que os buracos negros emitem particulas - radiacao a uma temperatura

hk

T=—
2

(3.1)

em unidades em que c = h =G = kg = 1, sendo k a gravidade superficial do horizonte
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de eventos. No caso do buraco negro de Schwarzschild, para o qual k = 1/4M, temos que

T=— "
87TGM]€B

onde kg € a constante de Boltzmann e M, é a massa do Sol, e introduzimos as constantes ¢
e G. Portanto, um buraco negro tipico, oriundo de um colapso estelar tem uma temperatura
da ordem de 107K, que é muito menor do que a da Radiacao Césmica de Fundo. Hawking
mostrou que, ao serem considerados efeitos quanticos na vizinhanga dos buracos negros, eles

emitem particulas, produzindo um espectro térmico como um corpo negro [50, 47, 49, 48|.

A existéncia de buracos negros nos leva a questionar se as singularidades presentes
sao de fato reais - uma caracteristica da natureza - ou uma quebra da teoria nas escalas de
comprimento pequeno. Os teoremas de singularidades de Penrose e Hawking mostram que
em certas condigoes, as singularidades parecem ser inevitéveis assumindo-se a TRG [51, 52].
Tais questionamentos podem sugerir a necessidade de uma teoria mais fundamental que
seja capaz de descrever a fisica nos regimes préximos as singularidades. Devido as suas
caracteristicas, os buracos negros passaram a ganhar destaque na fisica contemporanea,
dada a conexao entre gravitacao, termodinamica e teoria quantica que eles proporcionam,

podendo ser uma chave para uma teoria quantica da gravitagao.

No ano de 2015, os buracos negros ganharam destaque devido as primeiras obser-
vagoes de ondas gravitacionais pelos experimentos LIGO/VIRGO, o que rendeu a Rainer
Weiss, Barry C. Barish e Kip S. Thorne o prémio Nobel de fisica de 2017 [1]. Em 2019
foi exibida a primeira “foto” de um buraco negro, M87, realizada pelo Telescopio do
Horizonte de Eventos (The Event Horizon Telescope - EHT), que é uma réde de oito
radiotelescopios potentes, que trabalharam em conjunto para “fotografar” a sombra do
buraco negro [53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60]. Em 2020 foram laureados com o prémio
Nobel, os cientistas Roger Penrose, Reinhard Genzel e Andrea Ghez, pelos seus trabalhos
com buracos negros. Penrose, por meio de métodos matematicos impressionantes, provou
que os buracos negros sio estruturas inerentes a TRG [61], enquanto os trabalhos de
Reinhard Genzel e Andrea Ghez descobriram provas irrefutaveis de que hé de fato um
objeto compacto de grande massa no centro da Via Lactea, hoje conhecida pelo nome de
Sagitario A* [62, 63, 64].

Neste capitulo iremos tratar alguns aspectos da fisica de buracos negros, estudando
as propriedades geométricas das solugoes estaticas e estacionarias, mas no contexto da
G’sR. Buscaremos analisar as implicacbes que surgem ao inserirmos uma nova escala

independente de observadores e uma métrica dependente da energia do observador.
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3.1 Espaco-tempo modificado de Schwarzschild

Para estudarmos a solu¢ao modificada de Schwarzschild a saber, a solugao corres-
pondente a de Schwarzschild, porém, no contexto da G’sR, devemos adotar a simetria
esférica mais geral possivel, lembrando que agora teremos uma métrica dependente da
energia. Podemos escrever a métrica em coordenadas dependentes da energia ou coordena-
das independentes. Vamos denotar as coordenadas independentes da energia, como sendo
as coordenadas (r,t, 6, ¢). E possivel absorver a dependéncia da energia nas coordenadas
radial e temporal, construindo, desta forma, coordenadas dependentes da energia, que serao
denotadas por #(E), #(E). Em contrapartida, as coordenadas 6, ¢ sdo sempre independentes

da energia. As coordenadas independentes e dependentes da energia coincidirao no limite
E/E, — 0, recuperando a TRG.

A métrica mais geral com simetria esférica em termos das coordenadas indepen-
dentes da energia ¢ dada por
B(r)

A 2
) g~ BW g2 T e, (3.3)
[ 9E 9E

ds® =

onde dQ? = df? + sen?dd¢?®. Temos que r é a coordenada da &rea, definida de forma que
seja proporcional a raiz quadrada de uma area medida naquele raio por observadores
no limite £/E, — 0. Contudo, como a métrica é dependente da energia, observadores
usando quanta de energia E irao medir uma esfera com r constante, ao passo que, uma
area diferente é medida por observadores que usam E = 0 para sondar o espago-tempo.
Portanto, a coordenada de area coerente para realizar medigoes por quanta de energia

deve ser

FE) = . (3.4)

B(F(E),E) = B(r). (3.6)

por
~ t
i(B) = . (3.7)
fE
Entao a métrica passa a ter a seguinte forma:
ds® = A(F(E), E)di(E)* — B(#(E), E)di(E)* — #(E)*dQ*. (3.8)

Sendo assim, temos uma familia de métricas de um tnico parametro. O Teorema

de Birkoft’s nos garante que a solugao das equagdes de Einstein com simetria esférica na
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auséncia da matéria e estatica, é dada pela métrica de Schwarzschild. Portanto, a solucao

para o espago vazio é

A(F(E),E) = B Y(#(E),E) = (1 — g{g;) , (3.9)

com C (E) uma constante de normaliza¢do que agora depende da energia.

Entretanto, determinamos a dependéncia energética da constante de integracao ao
lembrarmos que por (3.6), toda a dependéncia energética nas coordenadas independentes de
energia deve estar nas fungoes fr e gg, como explicitado na forma original (3.3). Portanto,

temos

- C(E

A(F(E),E) = (1 - ()gE> = A(r). (3.10)
T

Recorrendo ao principio da correspondéncia, que diz que no limite de baixas

energias, comparadas a energia de Planck a TRG é recuperada, concluimos que

C(E) = W, (3.11)

onde M é a massa independente da energia e G(0) é a constante gravitacional de Newton.
Por fim, em termos das coordenadas independentes, a métrica modificada de Schwarzschild

no contexto da G’sR assume a forma

) 2G(0) M\ dt* 1 r*  r*

r

Muitas vezes, um dado sistema de coordenadas nao é capaz de cobrir toda a
variedade que representa o espaco-tempo. Por exemplo, os eixos 6 = 0 e # = m ndo podem
ser descritos por essa métrica nas coordenadas (,7,0, ¢), j& que para tais valores do dngulo
6, o elemento de linha é degenerado. Essas regides sao conhecidas como singularidades de
coordenadas, pois refletem uma inadequacao do sistema de coordenadas escolhido, que

pode ser resolvida através de uma transformacao de coordenadas.

Entretanto, a métrica (3.12) também é degenerada em outros dois casos: r = 0
e r = 2G(0)M. Assim, qual deve ser o critério para decidir se uma singularidade esté
associada as coordenadas usadas ou é intrinsecamente associada a natureza da solucao?
Poderiamos calcular alguns invariantes associados a curvatura, e se algum deles divergisse,
estarfamos na presenca de uma singularidade intrinseca ou "essencial", pois a invariancia
nos assegura que a divergéncia aconteceria em qualquer sistema coordenado. Portanto,
devemos calcular um dos invariantes e verificar o que acontece quando fazemos r = 0
er = 2G(0)M. Para esta anélise, vamos calcular o escalar de Kretschmann (usando as

unidades naturais G(0) = ¢ = 1), definido por

K = Ry, R, (3.13)
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cujo resultado, no presente caso, é

, 48M°

K =g} (3.14)

6
Verificamos que o escalar de Kretschmann contém a funcao rainbow gg. Para r = 0, o

escalar de Kretschmann diverge, portanto, temos uma singularidade essencial, intrinseca

ou fisica. Mas o escalar de Kretschamnn nao permite concluir nada sobre a superficie
r=2M.

Vamos olhar para a superficie r = r, = 2M, conhecida como horizonte de eventos,
com desvio para o vermelho infinito, cujo raio é denominado raio de Schwarzschild. Vimos
que o escalar de Kretschamnn nao diverge para este raio. Veremos que o horizonte de
eventos é uma singularidade removivel. Sendo assim, precisamos fazer uma mudanga de

coordenadas. Mas antes, vamos estudar esse espaco-tempo.

Interpretamos a solucao de Schwarzschild como uma solugao exterior a algum corpo
esférico de raio » > 2M. No entanto, nosso objetivo é estudar a solugao de vacuo de
Schwarzschild abstraida de qualquer fonte para os valores de r. Portanto, devemos incluir
r = 2M, que é uma hipersuperficie nula que divide a variedade em dois componentes

desconectados:

I 2M <r < o.

II. 0 < r < 2M.

Dentro da regiao II as coordenadas t e r possuem seu caracter alterado. A coorde-
nada t agora passa a ser tipo-espaco e r é tipo-tempo, produzindo efeitos no cone de luz,

como veremos mais adiante.

3.1.1 Diagrama do espaco-tempo modificado de Schwarzschild

Buscamos agora explorar mais do significado do horizonte de eventos, estudando o
cone de luz no espago-tempo modificado de Schwarzschild e as implicagoes das fungoes

rainbow.

Na TRG, a luz determina um limite superior de quao rapido as particulas podem
viajar e também serve como uma medida do quanto uma informagao demora para ser
recebida. Em toda a histéria humana, sempre olhamos para as estrelas contemplando
quais seriam aqueles mundos, e se seriam habitados por vidas inteligentes. Einstein, com
sua nova teoria, nos revelou que, ao olharmos para essas estrelas, estavamos na verdade
olhando para o passado delas. O cone de luz nos diz de qual regidao do espago-tempo
podemos acessar as informagoes: se nossa linha-mundo estiver fora do futuro do cone de

luz de algum evento, entdo nunca iremos obter informagdes sobre ele. Mas, esta afirmagao
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ainda continua valida para uma teoria onde o espaco-tempo também depende da escala
de energia? Para responder a esta pergunta, devemos fazer um estudo da estrutura das

geodésicas e suas relagdes com as fungoes rainbow.

Usando o principio variacional [65], a métrica (3.12) pode ser deduzida da densidade

Lagrangiana £, dada através da relagao

F(r). 1 r? .
2L = 2 — i p— £ 3.15
fe? F(r)ge? 95* (3.15)
onde F(r) é a fungao usual do espago-tempo modificado de Schwarzschild
F(r)=1- % (3.16)

e 02 = 0% + sen2¢?. Nesta notacao, o “ponto” representa derivada em relacio ao tempo
préprio, 7 (um pardmetro afim ao longo de uma geodésica). Note que a Lagrangiana
nao depende de (¢, ¢), portanto, temos uma simetria temporal e uma azimutal. Assim,
teremos algumas quantidades fisicas conservadas. Utilizando as equagoes de Euler-Lagrange
podemos obter as geodésicas e os momentos conjugados conservados correspondentes a

(t,¢). Logo, considerando o plano 6 = 7, temos:

oL d (0L
o dr (m) =0 (3:17)
oL oL  F(r)
e =0, 5% sz . (3.18)
0 que nos leva a:
d (F(r)t\ F(rt
I ( = ) =0— raaie E = const. (3.19)

Temos uma quantidade fisica conservada e associada a coordenada temporal, esta

quantidade é a energia FE.

Derivando em relagao a coordenada ¢, temos:

oL d (oL
o i (35) =" 20
oL oL ¢
oo, =1 3.21
0o 0¢ ge* 321
0 que nos leva a: ) )
d [ % r’¢
i () =0 = b=t 422

Novamente, temos uma quantidade fisica conservada, neste caso, associada a

simetria de rotacao. Esta quantidade ¢ o momento angular. Definindo as quantidades
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e um parametro afim dependente da energia, 7 = g.7. A Lagrangiana (3.15) pode ser

escrita na forma , Y )
E r L

- = (3.24)
F(r)y F(r) r?

2L =m =

dr
dr
que terd geodésicas tipo-tempo. Agora, fazendo m = 0 (particulas sem massa), teremos

onde 7 = <. Por normalizacao, fazemos m = 1 para representar uma particula com massa,

geodésicas tipo-luz. Portanto, a equagao de movimento torna-se:
7 =E? - Vg(r;m,L), (3.25)

onde Vg (r;m, L) é o potencial generalizado efetivo, que é dado por

]L2
Va(r;0,L) = Vy(r,L) = F(r)ﬁ (3.26)
para geodésicas nulas, e por
L2
Vo(rs1,L) = Ve(r, L) = F(r)(1+ ) (327)

para geodésicas tipo-tempo.

3.1.2 Geodésicas nulas e cones de luz

Vamos considerar o movimento radial de um feixe de luz no espaco-tempo modificado
de Schwarzschild. O movimento radial significa que a velocidade angular é zero, entao a
parte angular é nula (L = 0). Como estamos considerando um feixe de luz, a massa da
particula também é nula (m = 0). Portanto, devemos trabalhar com a equagao (3.25),

onde teremos o termo (3.26) sendo nulo. Logo, temos:

r==+E. (3.28)

O sinal +(—) corresponde as geodésicas outgoing(ingoing). Como 7 = ggT, d7/dT =

1/gg. Consequentemente, temos:

dr dr dr

-2 _E. 3.29
dr  drdt (3:29)
Usando a equagao (3.23) e Ar = dr/dr podemos escrever o seguinte resultado:
ATge
Ar = 25 (3.30)
Iy

onde Atge, = Ar/E é o tempo proprio usual de Schwarzschild na TRG, e I'y = gg [,
fator que depende da energia do observador. Aqui surgem os primeiros resultados de uma

métrica dependente da energia, com o tempo proprio reescalonado por uma familia de

funcoes fg e gg.
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Podemos ainda obter uma expressao para a coordenada t. Das equagoes (3.19) e

(3.29) encontramos a seguinte expressao:
At =T9Atge, = Iy (r + rpIn|r — 1| + const) (3.31)

onde I'ys = fg/ggp. Da equagao (3.31), podemos ver que, para a regiao com 7 > 7, temos
as geodésicas nulas se distanciando (outgoing) do horizonte do buraco negro. E quando
fazemos t — —t, teremos geodésicas nulas se aproximando (ingoing) do horizonte do
buraco negro. Porém, devido ao fato de que I's depende das fungoes rainbow e surgir como
um termo multiplicativo na equagao (3.31), teremos alteragdes nos cones de luz. Quando
temos fr = gg, entao 'y = 1, e nenhuma alteracao acontece. Entretanto, para I'y > 1, o
cone de luz passa a ser mais estreito. Ja para I'y < 1, o cone de luz é alargado. Podemos
ver esses resultados na figura (2), onde consideramos a familia de MDR (2.39) e as fungoes
rainbow (2.38). Para n = 2, teremos fr = 1 e gg dada por (2.54), e escolhendo n = |1].

Para os outros valores de n teremos um comportamento semelhante.

A "~ KaN
---- Geod. Outgoing
—— Geod. Ingoing

AN PN

g Geod. Outgoing
—— Geod. Ingoing

(a)n=1 (b)y n=-1
Figura 2 — Geodésicas nulas e cones de luz em coordenadas de Schwarzschild Modificado.
Para n =2

Para a regiao em que r < 7y, os cones de luz mudam de direcdao, tornando-se
horizontais, devido ao fato das coordenadas r e t trocarem de natureza. Para essa regiao,
o Unico caminho possivel para o observador ¢ ir em direcao a singularidade, na origem,
r = 0. E para r — oo, os cones de luz formam um angulo de I'45° entre si, e a funcao I'y
acaba produzindo uma alteragao na estrutura dos cones de luz. Sendo assim, uma nova
caracteristica surge ao considerarmos um espaco-tempo dependente da energia. Temos
particulas sem massa podendo acessar velocidades menores que ¢, produzindo cones de luz
mais fechados, como mostrado na figura (2a). E este efeito é conhecido como subluminal
e que estd associado & escolha do n > 0. O contrario acontece na figura (2b), quando

temos feixes de luz que alcancam velocidades maiores que ¢, produzindo cones de luz mais
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abertos, este resultado é chamado de superluminal e esta associado a escolha de n < 0. As

caracteristicas subluminal e superluminal sao resultados comparaveis ao que se esperava

na TRG.

Um ponto importante a ressaltar é a constante c. Por mais que os feixes de particulas
sem massa possam alcancar velocidades maiores ou menores que ¢, ela ainda permanece
sendo uma constante fundamental. Portanto, seu valor ndo muda quando temos um

espago-tempo que depende da energia quando comparamos com a energia de Planck.

3.1.3 Objeto massivo em queda livre

Vamos, agora, considerar uma particula com massa, que estd em queda livre, caindo
radialmente no buraco negro. Voltamos a equagao de movimento (3.25), onde temos o
potencial efetivo (3.27), porém para L nulo, pois estamos considerando o movimento radial.

Sendo assim, temos:

(dr> = (1), (3.32)

i)
dt  fuE

A7 gp(l—ru/r)’ (335

Vamos considerar as trajetorias de particulas que partem do repouso a alguma
distancia finita r; e caem em diregao ao centro do buraco. Neste caso, temos dr/d7 =0 e

a distancia inicial esta relacionada com a contante E por

Tn

=" 34
[— (3.34)

Ty

-

E conveniente fazermos uma mudanca de varidvel para trabalharmos com as

equagoes de movimento. Adotando R = = = cos?(v/2), teremos as seguintes relagoes:
r=r; =7 =0, (3.35)
r=ry,— v =2sen 'E, (3.36)
r=0-— =m, (3.37)
dr = —r; se2n'yd7' (3.38)

Fazendo uso dessas relagoes, encontramos:
&5 3 1/2
(d;) = (;}L) cos® /2, (3.39)

d 1 (r?\ "2
(d;) = (;) cos? /2. (3.40)
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Integrando a equacao (3.40), onde assumimos que 7; = 0 no ponto de partida 7; = 0,

encontramos

1 (r3 1/2
= <4;h> (v + seny), (3.41)

Portanto, podemos ver que a particula cruza o horizonte de eventos e chega a singularidade

no horizonte com tempos préprios finitos

1 3 1/2 1/2 1/2

Th= — (r ) [arcsin (“) 4+ (1 . r") ] , (3.42)
gr \4rn T T T
™ TZ'S 1/2

n=l (m) | (3.43)

Ja para analisarmos o comportamento da coordenada temporal devemos olhar

paras as equagoes (3.32) e (3.33), das quais encontramos o seguinte resultado:

B\ 2 tgm/2 + tgr/2
E(T}) [12(y + seny) + (1 —E*)y] 4+ rpln (W) : (3.44)

e
ge

t

sendo E2 =1 — e
1

Notamos que as fung¢des rainbow podem contrair ou dilatar o tempo préprio 7 e
o tempo coordenado ¢. Na figura (3), temos, respectivamente, nas linhas sélidas verde e
azul, o tempo préprio e o coordenado de Schwarzschild na Teoria da Relatividade. Ao
considerarmos as fungoes rainbow, com 7 > 0, temos um atraso no tempo préprio (linha
verde pontilhada) para chegar a singularidade r = 0. Agora, considerando 1 < 0, temos
um encurtamento no tempo proéprio (linha verde tracejada) para chegar a singularidade
r = 0. Podemos ver que, quando consideramos as func¢oes rainbow, um objeto em queda
livre pode chegar antes ou depois do tempo proprio medido na TRG. Ja o observador em
repouso e distante do horizonte de eventos medird a coordenada temporal ¢ e, para esse
observador, o tempo medido para um objeto em queda livre atingir o horizonte de eventos

seré infinito.

Aqui, mais uma vez, utilizamos as familias de fungées rainbow dadas por (2.38),
onde consideramos n = 2, produzindo fr = 1 e gp dada por (2.54) com n = |1|, por

permitir os fendmenos subluminal e superluminal.
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t
A
= tempo prép. Schw.
------- . «+«+ tempo prép. Schw. Mod n=1
— tempo prép. Schw. Mod n= -1
\ —— tempo coord. Schw.
=+« tempo coord. Schw. Mod n=1
“\\ — - tempo coord. Schw. Mod n= -1
0 I ro

Figura 3 — Objeto em queda livre, em que consideramos as fung¢des rainbow com n = 2.

3.1.4 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Vimos na secao anterior que a regiao r = rj, ¢ uma superficie que nao interfere na
queda de um objeto no buraco negro. Como ja haviamos comentando anteriormente, nada
poderiamos dizer sobre a singularidade r = r, ao calcularmos o escalar de Kretschamann
em (3.14). Porém, como observado, um objeto em queda livre atravessa essa membrana
e chega a singularidade na origem em um tempo proprio finito. Portanto, devemos ter

algum problema associado ao sistema de coordenadas usadas

Devemos fazer uma mudanga de coordenadas de tal forma que as geodésicas nulas

radiais que entram no buraco negro tornem-se linhas retas, removendo a singularidade em

T =Th
t > t=t+Tor,ln|r —ry. (3.45)
Teremos, assim, um novo sistema de coordenadas (¢,7, ¢, 6), de onde, a partir de (3.31),
obtemos
t = —D'yry, + const = —g—Erh + const. (3.46)
E

Neste caso, no entanto, nao teremos mais linhas formando angulos de —45° como esperado
na TRG [66]. Devido & presenga das fungoes rainbow em I'2; a inclinagao da reta ird
depender da energia da particula sem massa em comparacao com a energia de Planck.
Diferenciando a equagao (3.45), encontramos

Th

df = dt + T dr, (3.47)

A



50 Capitulo 3. Buracos Negros na Gravity’s Rainbow

e substituindo por dt no elemento de linha de Schwarzschild Modificado (3.12), obtemos a
forma Eddington-Finkelstein:

rdE 2r, didr m Ti)dir? B idQQ' (3.48)
r fE9E T gg*  gE?

A solugao ainda assume zero na métrica, mas agora ¢é regular em r = ry,, estendendo o
intervalo de coordenada 0 < r < r, para todos os valores 0 < r < oo. Este processo é
conhecido como extensao analitica. Para a familia de fungoes rainbow (2.38), escolhendo
n =2 en =|1|, teremos os resultados apresentados na figura (4). Na figura (4a) temos o
caso de particulas sem massa cujas velocidades estao limitadas pela velocidade da luz c.
Desta forma, a inclinacao das geodésicas que entram é maior que 45°. Em contrapartida,
na figura (4b), temos particulas sem massa, com velocidades superiores a velocidade c e,

por consequéncia, a inclinagao das geodésicas é menor que 45°.

~1
~1

Pl ~.

---- Geod. Outgoing
—— Geod. Ingoing |

----- i ;O\ ’ ~ ’

/ ,---- Geod. Outgoing
Geod. Ingoing (

Figura 4 — Cones de luz nas coordenadas de Eddington-Finkelstein, considerando as fungoes
rainbow com n =1en = |[1].

3.2 Espaco-tempo modificado de Kiselev

Devido as evidéncias encontradas nas observagoes de Edwin Hubble na década de
1920, ja tinhamos consciéncia de que o universo se expande. No entanto, as observagoes de
supernovas tipo Ia (SN Ia) realizadas por volta do final da década de 1990 causaram uma
importante mudanca nos estudos de cosmologia: descobriu-se que o universo nao somente

se expande, mas o faz de maneira acelerada [67, 68, 69].

Para explicar os dados observados é necessario introduzir um novo tipo de energia
capaz de provocar uma pressao negativa, a fim de exercer um papel de anti-gravidade. Essa
energia passou a ser conhecida na literatura como energia escura, que seria responsavel

por cerca de 70% do contetido de matéria e energia do universo. Muitos modelos foram
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criados com objetivo de solucionar esse problema. Um deles é o modelo de constante
cosmologica, sugerido por Einstein, originalmente, porém com objetivo completamente
diferente, qual seja, a constante cosmoldgica foi introduzida nas equagoes de campo na
tentativa de se obter um universo estatico. Com a descoberta da expansao acelerada do
universo, a constante cosmologica foi reintroduzida nas equagoes de campo, mas agora na
visao contemporanea é considerada como sendo homogénea, possuindo o mesmo valor em
qualquer regiao do universo e seu efeito seria de produzir uma expansao acelerada, tendo

sua origem associada a energia do vacuo.

Outro modelo bastante estudado na tentativa de dar conta da energia escura é
o de quintesséncia, no qual modelos com campos escalares constituem outra forma de
se obter um modelo correspondente a energia escura. Algumas dessas tentativas sao a
préopria quintesséncia, os phantoms, a K-esséncia, tachyons, condensados fantasmas e
energia escura dilatonica [70]. Dessa forma, a busca por compreender os possiveis papéis
da energia escura no universo nos leva a investigar os modelos tedricos que a descrevem.
Neste trabalho iremos utilizar a quintesséncia para descrever a energia escura. Iremos

discorrer sobre as solucoes de buraco negro imerso em quintesséncia, mas no contexto da

G’sR.

3.2.1 Buraco negro imerso em quintesséncia

No inicio dos anos 2000, uma solugao para um buraco negro estatico e esfericamente
simétrico imerso em quintesséncia foi obtida na TRG por Kiselev, cujo tensor energia-

momento é dado por [71]:

T =1 = p, (3.49)

1
TS =Tj = Spq(3w, + 1), (3.50)

em que temos a pressao e a densidade de energia associadas a quintesséncia pela relagao
o . 1 ey
Pq = Wypg, com w, pertencendo ao intervalo —1 < w, < —3, de modo a permitir que se

tenha a expansao acelerada.

Considerando o tensor momento-energia, a simetria esférica do buraco negro no
contexto da G’sR e adotando a métrica canonica para problemas com simetria esférica,

temos o seguinte elemento de linha:

e ., et

2
ds> = Sa — S = a2, 351
Iz 9% 9% (3:51)
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A partir da métrica podemos obter o tensor de Einstein, dado por

1 N 1
Gi = g%} <_e>\(7’2 - 7) + 7’2> ) (352)
. 1 1
G, = g <—€A(702 +o)+ 7,2) ) (3.53)
0 " s N[, VP W =N N
Gy = Gy 95 <v+2+ " 5 (3.54)

As equacoes de Einstein sao dadas em termos de G¥ = 2T*, onde fazemos 47TCQ4 =1
O principio da aditividade e linearidade é obtido por meio de T% = T", o que acarreta
N +v =0— A+ v = constante. Sem perda de generalidade podemos tomar a constante
como sendo nula, obtendo o resultado A = —v. Fazendo a substitui¢do A = —in(1 + z) nas

equagoes de Einstein, dadas por (3.52),(3.53),(3.54), obtemos os seguintes resultados:

z4rZ
Gy = —g% <rg> = 217, (3.55)
!/
Gr =g (2 AN ) = 2T, (3.56)
T
rz" + 272
Gy =GS=—g <2r> = 2T§ = 2T%. (3.57)

Substituindo os resultados relativos ao tensor energia-momento dados na equagao (3.50),

nas equagoes (3.55),(3.56),(3.57), obtemos uma equagao de Euler-Cauchy, dada por:

22" 4+ 3(1 4 wy)rz’ + (1 + 3w,)z = 0, (3.58)
cujas solugoes sao
A
= — 3.59
21 r ) ( )
c
Z9 = m. (360)

A constante de integragdo A é determinada ao tomarmos os limites sem quintesséncia na

TRG, o que nos permite obter A = —2M. Portanto, o elemento de linha toma a seguinte
forma:
2M c dt* 2M c N\ tdr*  r?
2 _(,_ M ¢ \Na (o 2M o C ar- a2
ast = (1- =5+ o) 5 (1- 2+ o) (36

Também podemos calcular a densidade de energia por intermédio da solugao (3.60).
Substituindo suas derivadas na equagdo (3.55), temos

o C 3wy
Pq = gE§r3(1+wq)'

(3.62)

Concluimos que o sinal da constante de integragao (¢) deve coincidir com o sinal
do parametro da equagao de estado da matéria (w) para obtermos matéria com energia
positiva, ou seja,

cw, >0, (3.63)
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resultando que ¢ é negativo para a quintesséncia (w, < 0). Por simplicidade, definimos

¢ = —a, sendo «a positivo. Neste caso, o elemento de linha dado por (3.61) torna-se
2M dt’ 2M tdr® r?
T O B R T
roo it fR rooortte) o gh gk

Verificamos, também que, ao analisar o elemento de linha (3.64) para o lim I fe =

lim £, gp = 1 recuperamos a solugao obtida por Kiselev em [71].
P

O escalar de curvatura tem como expressao:

R=2T", (3.65)

R:4(%—J;a+fmg):2%u—awm (3.66)
(1 — 3wy,)

R = 3g%cwq743(17+w5. (367)

A distingao entre os resultados obtidos por Kiselev em [71] para os resultados neste
trabalho ¢ a presenga da Fungao Rainbow ¢% nas equacoes (3.62) e (3.67) e as funcoes
f% e g% no elemento de linha em (3.64). Assim, para o caso do Buraco Negro imerso em
quintesséncia no contexto da G’sR, o elemento de linha apresenta correcoes que dependem
das Fungoes Rainbow utilizadas e, ao tomarmos o limite em baixas energias comparadas a

escala de Planck, obtemos os resultados classicos.

3.2.2 Horizonte de eventos

O horizonte de eventos é obtido quando o termo g, da equagao (3.64) é igual a

zero. Assim, temos

oM
et S (3.68)

T rh1+3wq

e resolvendo para M (r, ), temos a massa do buraco negro

M= 4
2 27"h3w‘1

(3.69)

Podemos ver que o horizonte de eventos ndao depende das func¢oes rainbow. Mas os
valores da massa irao depender dos parametros da teoria e do raio do horizonte de eventos
(rp). Na figura (5) construimos o grafico da massa do horizonte de eventos para alguns
valores de w,, em que é analisado a quintesséncia, w, = —2/3 e o phantom, w, = —4/3

com o = 0.01.

Também podemos examinar como o horizonte de eventos é alterado ao mudarmos
o parametro da quintesséncia. Este resultado é exposto na figura (6), fixando um valor
para w, e variando o pardmetro o. Como se pode ver, a massa possui um limite superior
que corresponde ao caso em que dois horizontes coincidem: o horizonte do buraco negro e

o horizonte césmico. Este tipo de buraco negro ¢ geralmente chamado de buraco negro de
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Figura 5 — Horizonte de eventos para diferentes valores do w,. No centro do grafico temos
um zoom para pequenos valores do raio do horizonte

Nariai [72]. A medida que a massa diminui, os horizontes comecam a se afastar um do
outro. Observe na figura (6), a linha verde, o horizonte a esquerda é o horizonte do buraco
negro, enquanto o da direita é o horizonte cosmoldgico. Isso significa que o valor maximo
para o horizonte do buraco negro é o ponto onde a massa atinge seu ponto critico o que
significa que; acima desse valor, ou estamos atras do horizonte cosmoldgico, ou temos
uma singularidade nua. Chamamos atencao para este ponto porque sera relevante para o
estudo da termodindmica do sistema. Como veremos, este é exatamente o ponto onde a

temperatura atingira um valor critico e nao pode ser estendida para valores grandes de r,.

Observamos que, ao diminuirmos o valor do parametro da quintesséncia «, o raio
maximo possivel do horizonte de eventos aumenta. Quando temos o = 0, deixamos de ter
dois horizontes de eventos, a massa do buraco negro passa a ser proporcional ao raio do

horizonte e deixa de ser limitada a um ponto extremo.
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Figura 6 — Horizonte de eventos para diferentes valores do «, com w, = —4/3.
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4 Termodinamica de Buracos Negros na Te-

oria da Relatividade Geral

Em meados dos anos 70, Bekenstein [48, 49, 73] e Hawking [50, 74, 75] nos revelaram
que os buracos negros possuem comportamentos semelhantes aos corpos negros, seguindo
leis andlogas as da termodinadmica [47], mostrando que esses objetos nao sdo tao negros
como se imaginava. Ao considerar efeitos quanticos na vizinhanca do buraco negro, Hawking
mostrou que esses objetos emitem radiacao, fato este que rompeu com a visao classica
que se tinha dos buracos negros [46, 76]. Esta introducao de efeitos quanticos feita por
Hawking representou o inicio de uma combinacgao entre a gravitacao e a fisica quantica,

ou melhor, da teoria quantica de campos.

Neste capitulo iremos fazer uma breve digressao sobre a termodindmica de buracos
negros na TRG. Também iremos avaliar algumas variaveis termodinamicas e fazer um
estudo de transicao de fase. Esta analise tem como objetivo comparar com o estudo de
termodinamica de buracos negros no contexto da G’sR que sera realizado no capitulo

seguinte.

4.1 Aspectos gerais da termodinamica

Um buraco negro isolado pode ser caracterizado classicamente, por um pequeno
conjunto de trés parametros, a saber: massa, momento angular e carga, as quais estao
relacionados através de leis similares as da termodinamica classica [77, 78]. Como desejamos
estudar a termodinamica dos buracos negros, é necessario antes entender o conceito de
gravidade superficial que serd fundamental para as defini¢oes das leis da termodinamica

de buracos negros.

4.1.1 Gravidade superficial

A gravidade superficial é uma expressao para a aceleracao gravitacional na superficie
do horizonte de eventos de um buraco negro. Comumente é definida por meio do vetor de
Killing, que é ortogonal ao horizonte, ou também em termos da 4-aceleragdo e 4-velocidade
de uma particula livre. Iremos definir a gravidade superficial da primeira forma. A defini¢ao

relativa a segunda abordagem pode ser encontrada na literatura [79].

O horizonte de eventos de um buraco negro de Schwarzschild é, na verdade, uma
superficie nula, e é facil ver isso quando consideramos as coordenadas de Kruskal. Nesta

superficie qualquer vetor normal a mesma é um vetor nulo. Vamos considerar o vetor de
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Killing que gera translacoes temporais, § = {#e,. Para o espaco-tempo de Schwarzschild,
este vetor é simplesmente & = e;. Como este vetor é normal ao horizonte de eventos, entao
£.£" = 0, ou mais precisamente, £," é constante no horizonte. Dessa forma, podemos
olhar para o gradiente V*({,£) que também é normal ao horizonte. Assim, deve existir

uma funcao k, chamada de gravidade superficial, tal que

V(€)= —2nE°. (A1)
Essa equacao pode ser escrita na seguinte forma:

§'V,§ = —§"V,§ = —KE,. (4.2)

Um vetor §, ¢ uma hipersuperficie ortogonal se

é[uvugp] = 07 (43)

quando avaliado na hipersuperficie de acordo com o Teorema de Frobeniuns [80]. Entéao,

para o vetor de Killing, V,§, = —V,§,, portanto, no horizonte, temos

Spvugu = _2€V [Hvu]gp (44)

Podemos, entdo, contrair ambos os membros da equagao (4.4) com VH ¥, de modo a

obtermos

&V (Vi) = —(VHE)(§uVE,) = —268"V 6, = —2K7¢, (4.5)

onde usamos a equagao (4.2). Assim, obtemos uma expressao para a gravidade superficial,
que é dada por
1
K? = —5 (Vi) (VH€ ) (4.6)

sendo essa quantidade avaliada no horizonte de eventos do buraco negro. Uma vez que

sabemos que a métrica de Schwarzschild é diagonal, temos que

gu = 57'?’ gu = 5utgtt' (47)

A derivada covariante, V&, pode ser dada em termos dos simbolos de Christoffel:

v,ufl/ - él/,ﬂ - cmf,uga' (48)

O tnico termo nao nulo de §,,, ¢ &, = gu,, uma vez que os componentes métricos
dependem apenas de r. Da equacao de Killing dada por &,., + &, = 0, temos que
V& = —V,§,, e se em uma base de coordenadas os coeficientes da conexao sao simétricos
para os indices inferiores, entao os tnicos termos diferentes de zero de V,§,, s6 podem ser
V& e Vi, Logo

Vi = & — Tl = — (60 — T36) = —Vi&o, (4.9)
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no qual temos &, = 0 e I'l, = +% g" g1t.». Obtemos, finalmente, uma expressao para a

gravidade superficial em termos dos componentes da métrica de Schwarzschild na TRG,

que é dada por

r—rp 4

# = lim \/_;(Vugu)(vﬂfy) = lim \/_19M9tt(9tt,7~)2' (4.10)

Ao avaliarmos esta equacgao em r, = 2M a gravidade superficial para o buraco negro de

Schwarzschild é .

"M

(4.11)

E possivel obter a gravidade superficial para um buraco negro mais geral se, em
vez de considerarmos o espago-tempo de Schwarzschild, escolhermos o espago-tempo de
Kerr—Newman. Ainda terfamos uma carga e um momento angular, porém, para este caso,
a gravidade superficial é obtida por meio da 4-aceleragdo e seria necessario considerar
vetores de Killing associados ao espaco-tempo de Kerr-Newman. Este procedimento pode

ser visto em [79].

4.1.2 As quatro leis da termodinamica de buracos negros

De acordo com os autores [78, 81|, podemos escrever as seguintes leis para a

termodinamica de buracos negros:

Lei zero: Existe uma quantidade fisica associada ao buraco negro que permanece
constante. Essa quantidade é a gravidade superficial, x, que é constante em toda a superficie

do horizonte de eventos. Esta lei é, andloga a lei zero da termodindamica cléssica.

Primeira Lei: Considerando um Buraco Negro estacionario, carregado e dotado
de massa ¢é possivel escrever a variacao a area do horizonte de eventos em termos das

quantidades que o descrevem:

5Ah07‘ = 8I(
KR

IM — Q6J — P6Q), (4.12)
onde Ay, é a area do horizonte de eventos, M a massa do buraco negro, ) a velocidade
angular e ® o potencial elétrico. Podemos reescrever esta equagao em analogia com a

primeira lei da termodinamica classica, da seguinte
SM = 8£5Ahm« Q0T + B5Q, (4.13)
™

ou, ainda, introduzindo as contantes ¢ e GG, como

Kc?

o(me’) = 8rG

5 Apor + Q8T + B5Q. (4.14)

Esta ¢ a primeira lei da termodinamica de buracos negros, que expressa uma conservacao

da energia, relacionando a variacao da massa M do buraco negro com a variacao na area
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do seu horizonte Ay,,, a variacdo do seu momento angular J e a variagdo de sua carga ().

Comparando com a primeira lei da termodinamica ordinaria
oU =TS + oW (4.15)

Bekenstein [73] sugeriu inicialmente que a temperatura T' e a entropia S do buraco negro
fossem associados a gravidade superficial k e a area do horizonte de eventos, de modo que

TxreSox Ay,

Segunda Lei: Nenhum processo classico pode diminuir a area do horizonte de um
buraco negro, isto é,
0Apor > 0, (4.16)

onde d Ay, > 0 ocorre para os processo irreversiveis. Devido ao fato de podermos relacionar
a drea do horizonte de eventos com a entropia, a afirmagao da lei (4.16) é andloga a segunda
lei da termodinamica ordinaria, que nos diz que a entropia de um sistema isolado nao
diminui.

Terceira Lei: A gravidade superficial, x, nao pode ser reduzida a zero por processos
constituidos de um conjunto finito de passos. Assim como na terceira lei da termodinamica
ordindria, formulada na versao de Nernst, afirmando que nao é possivel a temperatura
de um sistema atingir o zero absoluto por meio de processos formados por um conjunto

finitos de passos.

A tentativa de formular a termodindmica de buracos negros por Bekenstein [49, 73]
foi apoiada por descobertas feitas por Hawking [46] que, ao aplicar a teoria quéntica de
campos em um espago-tempo curvo gerado por um buraco negro, descobriu que esses

objetos emitem uma radiacao eletromagnética com uma temperatura

hk

Ty =
a 27Tk‘BC

(4.17)

que chamaremos de Temperatura Hawking, em que A é a constante de Planck e kg é a
constante de Boltzmann. Para o caso do espago-tempo de Schwarzschild, no qual obtemos

a gravidade superficial em (4.11), a temperatura Hawking se reduz a

hed

Ty = ——
0= 8rGkpM

(4.18)

A leitura que podemos fazer da equagao (4.18) é que, conforme a massa do buraco negro
diminui no processo em decorréncia da emissao de radiagao, sua temperatura aumenta,

nos dizendo que o seu calor especifico é negativo.

A entropia do buraco negro pode ser obtida por meio das equagoes (4.13), (4.14) e
(4.17) e é dada por
1 kBC3
Sy = — .
PN T4 Gh

(4.19)
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Essa entropia do buraco negro vem em adicao a entropia da matéria. O fato da entropia do
buraco negro estar relacionada a area do horizonte de eventos, nos leva a afirmar que ela é
“holografica”, sendo distinta da entropia ordindria, que é uma grandeza termodinamica

extensiva, associada ao volume do sistema fisico.

4.1.3 Radiacao Hawking

Vimos que a Radiagdo Hawking ¢ um dos pontos fundamentais do estudo da
termodinamica de buracos negros, e que possui um espectro semelhante ao emitido por
um corpo negro. Vamos revisar sua definicio na TRG e obter os resultados concernentes
a emissao de particulas por buracos negros, de forma mais simples, fazendo algumas
consideragoes. Desta forma, e para atingir este objetivo, iremos usar um “argumento de

plausibilidade” para evidenciar a Radiacao Hawking. Esta abordagem é apresentada em
[82].

Conforme a teoria de campos, flutuagdes de campos podem, no espago vazio,
produzir um par de particula e antiparticula e, em seguida, esse par se recombina, fato este
que deveria violar o principio da conservagao de energia. Entretanto, segundo o principio
da incerteza de Heisenberg, existe uma incerteza minima na medida da energia de um
certo estado, AFE, bem como no tempo em que o sistema permanece no estado, At, dado
pela relagdo AEAt > h/2. Sendo assim, se um par de particula e antiparticula que surge

do vdcuo durar menos que At = h/2AFE, ndo estdo violando nenhuma lei fisica.

No espago-tempo nas proximidades do horizonte de eventos de um buraco negro é
perfeitamente possivel a existéncia de flutuagoes quanticas. Vamos considerar que essas
flutuacoes produzem pares de foétons na regiao externa ao horizonte, mas préximos a ela,
conforme a figura (7). Os f6tons surgem um com energia E e outro com energia —F, e
existe a possibilidade de um dos f6tons cruzar o horizonte antes que o tempo h/2FE se
esgote. Uma vez dentro do horizonte, qual deve ser o seu comportamento? Consideremos
o espago-tempo de Schwarzschild por simplicidade e consideramos um observador local
para responder a pergunta. Seja um observador que se movimenta com uma 4—velocidade

u=(0,u",0,0). Adotando a condi¢ao de normalizacao g,,u’u” = 1, teremos que:

oM 1/2
U= — ( — 1) : r<2M (4.20)
T

A escolha do sinal negativo indica as geodésicas ingoing, o movimento ocorre no sentido
—r. Além disso, vamos considerar que o féton tem momento angular nulo, e que se move
radialmente dentro do horizonte. Da equagao (3.25), tomando fr = gg = 1 para termos o
caso usual, e concluimos que a energia do féton é F = +p”. Entao, a sua energia relativa

ao observador dentro do horizonte de eventos é

2M —1/2
M 1) o’ (4.21)

gm/pﬂuV = grrprur = - <
r



62 Capitulo 4. Termodinamica de Buracos Negros na Teoria da Relatividade Geral

Figura 7 — Radiacao Hawking: produgao de par particulas-antiparticulas na vizinhanca de
um buraco negro.

que é positiva se, e somente se, o féoton também estiver indo em dire¢ao a singularidade
(p" < 0) e contudo, esta afirmagao nao estabelece nenhuma restrigdo para a energia do

foton, portanto, podemos ter fétons com energias positivas ou negativas.

Uma vez que uma flutuagao proxima ao horizonte pode colocar o féton de energia
negativa em uma trajetoria realizdvel em direcao a origem, o foton de energia positiva
pode escapar para o infinito. Vamos analisar a energia do fé6ton que escapa. Devemos
analisar as flutuacoes em um referencial inercial em queda livre, que é aquele para o qual
o espaco-tempo ¢é localmente plano e no qual as flutuagoes deveriam ser as usuais no
espacgo-tempo de Minkowski. Considerando que o observador parte do repouso no ponto
r = 2M + ¢, imediatamente comeca a cair em dire¢cdo ao buraco negro e atinge o ponto
r = 2M, seguindo a trajetéria com L = 0 que pode ser descrita por (3.25) tomando

fE = gg = 1, oque nos leva ao seguinte resultado para a energia

1/2 c
E = (1 — mi%) ~ (m)lﬂ. (4.22)

E importante notar que estamos adotando a notacao F para a energia do referencial, para
nao a confundirmos com a energia do féton.

Podemos calcular o tempo necessario para o féton atingir o horizonte de eventos,

fazendo fr = gr = 1 na equagao (3.25), e assim, obtemos

eM /9N oM N\ 2
Ar — / ( _ ) dr. 4.2
T OM+e \ T 2M + € " ( 3)

Para a primeira ordem em ¢, temos

AT = 2(2Me)"/?, (4.24)



4.2.  Termodinamica do buraco negro de Schwarzschild imerso em quintesséncia 63

como sendo o tempo da duracao da flutuacao quantica. Com esse resultado, podemos
calcular a energia do féton € nesse referencial por meio da relacao de incerteza de

Heisenberg. Assim, temos:

1
€= Z71(2Me)—1/2. (4.25)

Essa é a energia do féton que escapa para o infinito, calculado no referencial inercial

local. Para calcular a sua energia ao chegar ao infinito, lembramos que

€ =g"puu, = ¢ Euy (4.26)

em que ug = E ~ (55)2 e E é a energia conservada do féton, que é a energia que ele
oM )

deve ter quando chegar ao infinito. Avaliando ¢°° em 2M + €, temos, finalmente,

R (L L 4.27
(i) —aar (427)
Podemos ver que o buraco negro pode emitir particulas com energia h/8M, calcu-
lando de forma simples a radiagao Hawking. O célculo rigoroso realizado por Hawking
mostrou que os fétons que saem tém o espectro caracteristico de um corpo negro com

temperatura dada por (4.17). Com isso, a energia dos fétons sera

B he?
- 8TGM’

E=Ty (4.28)

4.2 Termodinamica do buraco negro de Schwarzschild imerso em

quintesséncia

Como ja mencionado na secao (3.2), o universo pode ser constituido, além da
matéria barionica e matéria escura, por uma energia escura que seria responsavel pela
expansao acelerada do universo. Muitos modelos teéricos buscam descrever a energia

escura, mas podemos citar um que iremos considerar que é o modelo de quintesséncia [69].

Iremos estudar a termodinamica do buraco negro estatico imerso em quintesséncia
na TRG, afim de podermos criar um pano de fundo para comparar com o préximo capitulo,

quando considerarmos a G’sR.

A métrica que descreve o espago-tempo de Kiselev é dada por (3.64), fazendo

fe = gr = 1, 0 que resulta em

-1

ds? = (1 M« ) dt’ — (1 _ M O‘) dr? — 12d0°. (4.29)

r 143w, r 143w

Para estudarmos as propriedades termodinamicas, devemos obter a gravidade

superficial por meio da equacao (4.10) e, em seguida, da equagao (4.17), a temperatura
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Hawking do buraco negro de Schwarzschild imerso em quintesséncia. Para a métrica (4.29),

a gravidade superficial é

B ’2M7"h + ar, ™ (3w + 1)’

i 2r3 ( )
A temperatura Hawking, portanto, é dada por
7‘;3”_2 ‘304@) + Tzw—’—l‘
Thy,, = (4.31)

47

em que substituimos ks € a massa efetiva do buraco negro por (3.69). Note que a tempe-
ratura Hawking no caso da solugao de Kiselev é a temperatura Hawking de Schwarzschild
mais um termo relacionado a quintesséncia. O comportamento é apresentado na figura
(8), onde escolhemos w = —2/3, que produz a quintesséncia, e w = —4/3, representando o
phantom com o = 0.01. Mas também foi adicionado o caso com a = 0, que recupera o
espaco-tempo de Schwarzschild. E possivel ver que, ao introduzirmos um espago-tempo
com um fluido cosmolégico, teremos um raio critico para o horizonte de eventos, ponto
em que a temperatura é zero. Este valor critico para o raio do horizonte é justamente
quando a massa atinge seu valor critico, produzindo o buraco negro de Nariai [72], ja
mencionado na segao (3.2.2). Sendo assim, para valores maiores que o raio critico, devemos
desconsiderar os valores para a temperatura Hawking, produzindo um resultado novo ao

compararmos com o espaco-tempo usual de Schwarzschild.

2.00 le-1 5.00 le—-2
—— Schwar. ]

1.75 -—- w=-2/3 1.75
— w=-4/3

1.50 1.50

1.25 1.25

T 1.00 T 1.00

0.75 0.75

0.50 0.50

0.25 0.25

0.000 0.000

Figura 8 — Temperatura Hawking em funcao do raio do horizonte de eventos para os
casos com quintesséncia, w = —2/3, e o phantom, w = —4/3, com « = 0.01 e
Schwarzschild, sem influéncia de um fluido cosmolégico.
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Da primeira lei da termodindmica de buracos negros (4.13), podemos obter a
entropia associada ao buraco negro estatico e sem carga, imerso em quintesséncia que é

dada por

1 1 dM
dS = —dM = ———dry, 4.32
TH TH d’f’h "h ( )

Substituindo a temperatura Hawking (4.31) e o termo dM /dry,, na equacao (4.32), obtemos

s = i dry,. 4.33
‘30@ + 7’2”“‘ " ( )

271_7,2(,04-2 (36W‘;3ww + 1)

Resolver esta equagao nao é tao simples devido a presenga do médulo e a necessidade de
termos que escolher um valor para w. Entretanto, podemos analisid-la numericamente. Este
resultado ¢ apresentado na figura (9), onde é realizado o calculo numérico para w = —2/3
ew = —4/3, com a = 0.01. Podemos ver que, devido ao raio maximo que o horizonte pode
atingir, a entropia do buraco negro também tera um valor maximo, sendo maior para a
quintesséncia em comparacao com o caso do phantom. Portanto, a presenca de um fluido

cosmolégico impoe limites para o buraco negro.

50 < 9
— w=—4/3 — w=—-4/3
..... w= —2/3 81 v w=—2/31
40 ;
6
30
s s3
4
20
3
10 2
1
0 o) BT,
0 1 2 3 4 5 0 10 20 30 40 50 60

r'n I'n

(a) (b)

Figura 9 — Entropia em fun¢do do raio do horizonte de eventos para os casos com quintes-
séncia, w = —2/3, e o phantom, w = —4/3, com « = 0.01.

De posse do arcabouco da termodinamica é possivel estudar a capacidade térmica
do sistema. Sabemos que a capacidade térmica de um corpo é definida como a razao Q /AT
entre a quantidade de calor recebido () e o correspondente incremento na temperatura AT
Mais precisamente, definida como o limite dessa razao quando AT — 0. Assim, para uma
pequena quantidade de calor, Q = T'AS, sendo AS o incremento na entropia, o que nos
leva a escrever a capacidade térmica como sendo dada por T'dS/dT. Na termodindmica
ordinaria ¢ necessario fazermos uma distingao na forma como o calor é recebido pelo

sistema. Se for feito a volume constante, é dito que temos uma capacidade térmica isocorica
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C,, ou se for feita a pressao constante, teremos uma capacidade térmica isobarica C,,.
Para este caso especial, estamos considerando uma situacgao mais simples onde nao temos
pressao, nao precisando fazer distingao entre os tipos de capacidade térmica. Sendo assim,
partindo da forma usual, podemos construir a capacidade térmica do buraco negro, com o

uso da seguinte defini¢ao

a8 S or,  OM [(0Ty\ "
Y U — 4.34
¢ oty — "Hor, 0Ty~ or, \ Ory, (4.34)

Desta forma, podemos calcular a capacidade térmica associada ao buraco negro imerso em

quintesséncia, que ¢ dada por

27r? <3w04 + ri“’“)

C=—
92 + bwa + et

(4.35)

Ao considerarmos a = 0 temos a capacidade térmica usual de Schwarzschild
Csen = —27r3, que é negativa para todos os valores do raio do horizonte. Este resultado
indica que quando o buraco negro irradia, sua massa diminui e, consequentemente, o raio
do seu horizonte, também diminui. Porém, ao irradiar, a temperatura associada ao buraco
negro aumenta, produzindo um resultado incomum na fisica. Esta caracteristica nao ¢é
algo peculiar dos buracos negros. Em sistemas Newtoniano auto-gravitantes é possivel
ver o mesmo comportamento, como no caso de um satélite em baixa orbita da Terra,
que perde parte da sua energia devido ao atrito atmosférico, caindo para um orbita de
altitude menor, aumentando sua energia cinética. Outro exemplo sao sistemas estelares
gravitacionalmente vinculados. Lynden-Bell analisou esse comportamento, que chamou de

“gravothermal catastrophe”, apresentando em detalhes em [83].

Agora, considerando o espago-tempo de Kiselev, sabemos que existe um limite
superior para o raio do horizonte, o que nos leva a desconsiderar os valores superiores
a esse limite, produzindo também um limite para a capacidade térmica. Na figura (10),
apresentamos os resultados para a capacidade térmica dada por (4.35), onde consideramos
mais uma vez aos valores w = —2/3 e w = —4/3, com « = 0.01, juntamente com o caso de
Schwarzschild, ao fazermos o = (. Notamos que a capacidade térmica ainda é negativa até
o limite do raio maximo. Deste ponto em diante, a priori, a capacidade térmica estaria

associada ao raio cosmoldgico.

Em resumo, a presenca de uma quintesséncia permeando o buraco negro de Schwarzs-
child produz limites tanto para o raio do horizonte de eventos, quanto para as variaveis
termodinamicas dependentes dos parametros que caracterizam o buraco negro e os fluidos.
Na proxima secao, vamos trabalhar com dois novos elementos: a constante cosmologica,

que tera um papel importante, e a carga.
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Figura 10 — Capacidade térmica em fung¢ao do raio do horizonte de eventos para os casos
com quintesséncia, w = —2/3, e o phantom, w = —4/3, com a = 0.01 e
Schwarzschild.

4.3 Termodinamica do buraco negro de Reissner-Nordstrom-AdS

imerso em quintesséncia

A constante cosmolégica introduzida inicialmente por Einstein tinha o objetivo
gerar uma solugao que correspondesse a um universo estatico. A descoberta da expansao do
universo feita por Hubble, levou ao abandono dessa ideia de usar a constante cosmologica
com esse objetivo, retomada mais tarde, ap6s medidas de supernovas que indicavam uma
expansao acelerada. Entretanto, a constante cosmoldgica passou a ter um papel diferente
na cosmologia, deixando de ser um elemento para tornar o universo estatico, qual seja, o de
explicar a expansao acelerada. Sendo assim, buscamos estudar a termodindmica de buracos
negros carregados e imersos em quintesséncia, na presenc¢a da constante cosmologica
A negativa, no contexto da TRG. Para esta configuracao, muitos trabalhos podem ser
encontrados na literatura, mostrando que existe uma similaridade entre sistemas liquido-
gas. Em particular, o buraco negro de Reissner-Nordstrom AdS apresenta transicoes de

fase de primeira ordem similares aos sistemas da matéria condensada [84, 85].

Para estudarmos a métrica correspondente ao buraco negro de Reissner-Nordstrom-
AdS com quintesséncia, devemos acrescentar ao elemento de linha (4.29) a carga elétrica
() e a constante cosmoldgica A de tal forma que possa satisfazer as equagoes usuais de

Einstein. Isso é feito tomando o seguinte elemento de linha:

(4.36)
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Os estudos dos horizontes de eventos do buraco negro sao obtidos para f(r) = 0,

ou seja,
2M a Ar?
flry=1- T e T irse, 3 0. (4.37)
Os horizontes de eventos passam a depender dos seguintes parametros: a quintes-
séncia w, a carga ) e a constante cosmolédgica A. Para w = —2/3, a funcao f(r), tem a
seguinte forma:
2M  Q? Ar?
r)y=1-—+——ar— —=0. 4.38
) =1-=24 % . (4.35)

A cada cenario considerado, em outras palavras, para cada nova fonte introduzida, em
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Figura 11 — Fungao f(r) para os valores M =1, Q@ =1e A = —0.01

comparacao com a da solugao de Schwarzschild, que é o vazio, os horizontes tornam-se mais
ricos e diversos, levando a existéncia de mais um horizonte, para cada fonte adicionada.
Como adicionamos a quintesséncia, a carga e a constante cosmologica, teremos até quatro
possiveis horizontes positivos, sao eles: dois horizontes internos, 7., € rint,,, 0 horizonte
de eventos, r;, e o horizonte cosmolégico, resm. I possivel observar na figura (11) os
pontos onde a fungao f(r) se anula. Observe que para os valores escolhidos temos quatro

horizontes de eventos, contudo, mudando os parametros podemos reduzir o nimero de

horizontes.

Fazendo f(r) = 0 na equagao (4.38), podemos obter a massa efetiva do buraco

negro em termos do raio do horizonte, dada por

=2 "k + L (4.39)

E preciso definir os parametros (@, A, o, w) caso desejemos construir o grafico da massa do

buraco negro. Vamos repetir os mesmos parametros adotados no gréfico da fun¢ao f(r).
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Note que, na figura (12), a linha sélida verde possui quatro pontos vermelhos com M = 1,
sdo exatamente os pontos em que a fungao f(r) se anula, apresentado na figura (11). Note
também que, mudando os valores dos parametros, exposto nas linhas pontilhadas azul e
amarelo, a massa do buraco negro possui apenas dois raios de horizonte. Outro detalhe
importante é, conforme o raio do horizonte aumenta em um dado momento, os horizontes
de evento e cosmoligico coincidem, produzindo o horizonte de Nariai [72]. Portanto, temos

um limite superior para o raio do horizonte do buraco negro.
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Figura 12 — Massa do buraco negro de RN com quintesséncia e constante cosmologica
para os valores Q =1 e A = —0.01

Em principio, do raio limite em diante estariamos atrés do horizonte cosmolégico. E
importante ressaltar que a analise dos limites para a massa do buraco negro ¢ extremamente
dependente dos parametros escolhidos. Assim, cada caso pode apresentar diferencas, pois
podemos ter mais ou menos horizontes de eventos. Também é possivel que tenhamos uma
regiao com massa negativa ou, como vimos, exista um ponto onde os raios dos horizontes
de eventos e cosmologico sejam os mesmos, produzindo um limite para a massa. Portanto,

¢ importante estar atento a cada situacao.

Para obtermos a temperatura Hawking, devemos recorrer as equagoes (4.17) e

(4.10). Sendo assim, para a métrica (4.36), a temperatura Hawking é

Q*  Ar,  3war,® 1

Ty=——_ _
H dmry 4w d7r? 47y,

(4.40)

E importante observar que a temperatura Hawking depende dos parimetros
(Q,\,w, ), levando a situagoes distintas para cada valor. Na figura (13), expressamos o
comportamento da temperatura, para w = —2/3, Q@ =1 e A = —0.01.
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2.516=2

2.0

1.5

T

1.0

0.5

0.0

030 25 50 75 100 125 150 175 20.0
I'n

Figura 13 — Temperatura Hawking do buraco negro de RN com quintesséncia e constante
cosmolégica, para diferentes valores de a e para os valores Q) = 1, w = —2/3,
A =—-0.01.

Note que, para a = 0.11, existem regides onde a temperatura passa a ser negativa.
Ja para a = 0.09, temos apenas um valor minimo para o raio do horizonte, onde a

temperatura passa a ser negativa.

E possivel admitir no contexto da termodinamica, que a pressao esta relacionada
com a constante cosmoldgica por [86]:

A

P=——.
81

(4.41)

Portanto, escrevendo a entropia em termos da drea e usando a defini¢do da pressao,

podemos reescrever a massa efetiva do buraco negro como sendo M = M (S, Q, P)

3w

585 N 4PS3 N VTQ? n VS
2 VT 2V/S 2T
Como consideramos variagoes de A na primeira lei, o parametro da massa M =

M(S,Q, P) pode ser identificado como a entalpia H = H(S,Q, P), e a primeira lei da

termodinamica de buracos negros torna-se

M=—-

(4.42)

SM =T8S + ®dQ + VdP (4.43)

em que temos a temperatura Hawking 7' e também o potencial elétrico ® e o volume

termodinamico, que sdo dados por:

_(OM T _Q

M 4 o8 Amr}
V= (6 ) S <S> Ly (4.45)
5,Q

orP 3 \7
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Note que o volume termodindmico é uma fung¢do monotonica do raio do horizonte de

eventos, e o potencial elétrico é o mesmo obtido pela eletrodinamica classica.

Podemos realizar uma transformagao de Legendre em (4.42) para obtermos a

energia interna do buraco negro. Sendo assim, temos

2 —3w
E(S,Q.V) = M(S,Q,P) — PV = Cw} ;\/f -2 (5) o (446)

T

Agora que temos um sistema com pressao e volume, podemos calcular a capacidade

térmica a volume e carga constante e a pressao e carga constante. No caso em que o volume

0Ty
Q.P 8rh

Considerando a massa dada por (4.42), obtemos

é constante, a equagao (4.34) torna-se

oM
P@ = 8rh

) 7 (4.47)
Q,P

27ry, (QQT%"H — 3war? — rit3 (8rPr? + 1))

Cro = —8T Prit — 3Q%r + 3wary, (3w + 2) + rpet? (4.48)
Em termos da entropia, temos
2 (-3r ¥ iS3wa — 8PST 4 nQ2SE ! — 5% +2)
Cr0 = G F TRt 1 6rF  hyBua — 8PSE s E 4 570
Considerando w = —2/3, temos
3 5
2 (8VAPS® — w3Q*S — 2530 + /7 5?) (@.50)

Cra = V7 (8PS? 4 31Q?% — S)

No caso do volume constante, temos

oM

Ve a’f‘h

—1
Iy = 0. (4.51)
V,P oy V,P

Quando calculamos a volume constante, significa que estamos calculando com

raio do horizonte constante. Portanto, entropia constante. Logo, temos que a capacidade
térmica a volume constante é nula. Assim, para o buraco negro que estamos analisando, os
processos isocéricos também sdo adiabéticos. E possivel analisar o comportamento de Cpg
mostrado na figura (14), na qual podemos ver duas transigoes de fases que correspondem

a0 maximo e ao minimo da temperatura.
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Figura 14 — Capacidade térmica a pressao constante, C'p, como funcao do raio do horizonte
de eventos para diferentes valores de v e Q@ =1, w = —2/3, A = —0.01.

4.3.1 Grandezas termodinamicas criticas
A introducao de um volume e pressao para o buraco negro possibilitou estudar

novas propriedades, como sua compressibilidade. Também permitiu o estudo de novos tipos

de transicoes de fase, mais especificamente aquelas semelhantes as transigoes liquido-gas.

Recentemente, David Kubiznak [87] mostrou que fendmenos tipo gis que podem ser

modelados pela equagao de estado de Van Der Waals estao presentes na termodindamica
de buracos negros com constante cosmolégica negativa, como transicao liquido-gas, pontos
criticos, pontos triplos, etc [87]. Sendo assim, vamos analisar a transigao de fase do sistema

do buraco negro carregado AdS com quintesséncia no espago de fase estendido. Trataremos

a carga () como um parametro fixo externo.
Para uma dada carga @ fixa, a partir da equagdo da temperatura Hawking (4.40),

podemos obter a equacao de estado, P = P(V,T), para um buraco negro carregado AdS

imerso em quintesséncia, que é dada por:
2 T  3Bwari® 1
¢ - £ (4.52)

3
8mry,

P 4 -
8rry  2ry, 8rri

em que o raio do horizonte pode ser dado por meio do volume termodindmico (4.45)
3V 1/3
=(— ) 4.53
th ( 4 ) ( )
Antes de prosseguirmos, vamos relembrar a equacgao de estado de Van der Waals.

A teoria de Van der Waals proporciona uma descricdo quantitativa da transicao liquido-
gas e do correspondente ponto critico. Muito embora nao descreva de forma precisa o

comportamento das propriedades termodinamicas nas proximidades do ponto critico, ela
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nos fornece uma descricdo adequada da coexisténcia de fases e suas relagoes com o ponto

critico.

A equacao de Van Der Waals é dada por

a
(P _ 02) (v —b) = kT (4.54)
em que v = V/N é o volume especifico do fluido, P a pressao, T a temperatura e

kg a constante de Boltzmann. Feita essa pequena introducao, realizemos uma andlise
dimensional, traduzindo a equacao de estado “geométrico” (4.52) para uma equagao fisica.

A pressao e a temperatura sao dadas por

h

Press = T;P, (4.55)
p
h

Temp = ~<T (4.56)
kg

onde [, é a comprimento de Planck. Multiplicando a equagao (4.52) por ’%, obtemos

p th he T kgTemp
ress= -P=——+.. = ——
l% k’B 2Th 2[1277”}1

(4.57)
Comparando com a equacao de Van Der Waals, (4.54), podemos identificar que o

volume especifico é dado por
v =22, (4.58)

Este resultado nos diz que é o raio do horizonte que deve ser associado ao volume
do fluido, e nao o volume termodindmico. Dando continuidade e voltando para as unidades
geométricas, a equacao de estado (4.52) pode ser reescrita em termos do volume especifico,
como sendo:

P

T 1 20° 3aws®
T Q aw (4.59)
v

Com? | omot s

Na teoria de Van Der Waals, ao percorrermos a linha das fases de coexisténcia
liquido-gas de uma substancia pura em direcao a altas pressoes e altas temperaturas, a
densidade do gas cresce e a densidade do liquido decresce até o ponto em que as duas
densidades se tornam iguais. Esse ponto determina o término da linha de coexisténcia e
corresponde ao estado em que as duas fases se tornam idénticas. Este ponto é chamado de
ponto critico. Assim, acima da temperatura critica o fluido de Van Der Waals exibe uma

Unica fase.

O ponto critico é ao mesmo tempo um ponto estacionario e um ponto de inflexao,
sendo assim, podemos determinar o ponto critico por meio de
0P 0*P
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onde P = P, é a pressao critica, T'= T, a temperatura Hawking critica e v = v, o volume
especifico critico. Da primeira condi¢do podemos obter a relagdo entre temperatura critica

e volume especifico critico, que é dada por

1 8Q%  9aw(l + w)s
r- L 8@ fawlltw) (4.61)

T, U3 Tyt

Substituindo a temperatura critica na segunda condicao de criticalidade, obtemos

a seguinte equacao para o volume critico:

8“(3w + 2)(w + 1)9aw
p3w—1

V2 — 24Q% + =0 (4.62)

O valor do raio critico nem sempre pode ser obtido de forma analitica. Entretanto,

para o caso da quintesséncia, w = —2/3, encontramos os seguintes valores criticos:
V6 « 1
c:2 6 5 Tc: - <, Pczi. 4.63
ve = 2V6Q 187Q  2r¢ 96702 (4.63)

Podemos ver pelas grandezas criticas que a introduc¢ao da quintesséncia altera a
temperatura critica do buraco negro. Fazendo o = 0, recuperamos o resultado obtido por
Kubiznak [87]. Outro ponto importante é o fato que, para nao termos uma temperatura
critica, a constante o deve ser menor ou igual a v/6/9Q. E possivel ver na Quadro (1)

os diferentes valores para as variaveis termodinamicas criticas para diferentes valores da

carga, ().

Quadro 1 — Quantidades criticas para w = —2/3 e @ = 0.01, com diferentes valores para a
carga, Q).
P.ue
Q Tc Ve Pc TC

0.5 | 0.08504 | 2.44948 | 0.01326 | 0.38201
1.0 | 0.04172 | 4.89897 | 0.00331 | 0.38930
1.5 1 0.02728 | 7.34846 | 0.00147 | 0.39687
2.0 1 0.02006 | 9.79795 | 0.00082 | 0.40474
2.5 1 0.01573 | 12.2474 | 0.00053 | 0.41293

No Quadro (2), fixamos o valor da carga, ) = 1, e escolhemos diferentes valores para
a intensidade da quintesséncia a. Note que a variacao do parametro da quintesséncia nao

produz mudancas nas grandezas criticas da pressao e do volume, apenas na da temperatura.

De posse das variaveis termodinamica criticas, podemos construir o diagrama
P = P(v) do buraco negro carregado AdS na presenga de uma quintesséncia para uma
temperatura fixa na figura (15) apresentamos o comportamento da equagao de estado
(4.59), para as isotérmicas. As temperaturas das isotérmicas diminuem de cima para baixo.

As linhas tracejadas em laranja correspondem ao comportamento monofasico do “gas ideal”
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Quadro 2 — Quantidades criticas para w = —2/3 e () = 1, com diferentes valores para a.

« T, Ve P. P;—’C’C
0.27 | 0.00034 | 4.89897 | 0.00331 | 0.62936
0.10 | 0.02740 | 4.89897 | 0.00331 | 0.59281
0.01 | 0.04172 | 4.89897 | 0.00331 | 0.56027

para (T > T.). A isotérmica critica é apresentada na linha sélida verde, onde temos o
ponto critico. Ja as linhas tracejadas em azul correspondem a temperaturas menores que

a temperatura critica (T' < T.), para os quais temos uma transigao de fase.
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Figura 15 — Diagrama de fase P x v para o buraco negro carregado AdS imerso em
quintesséncia para @ = 1, w = —-2/3 e a = 0.11

Por fim, podemos obter a energia livre de Gibbs do buraco negro, a qual é mais
apropriada para estudar as propriedades termodinamicas. Podemos escrever a energia livre
de Gibbs G = G(T,Q, P) em termos da entalpia H = H(S,Q, P), a qual identificamos

como sendo a massa do buraco negro, M = M (S, Q, P). Assim a energia livre de Gibbs é:
G(T,Q,P)=H(S,Q,P)—TS=M(S,Q,P)—-TS. (4.64)

Fixando a carga (), a energia livre de Gibbs é dada por

1 8 3Q?
G(T,P)=~-r,— IP?‘Z + 397 _ (3w + 2)ar;, * (4.65)
4 3 Tn
Note que, em principio, para w = —2/3, a energia livre de Gibbs nao sofre alteracao.

Contudo, rj, é entendido como uma fungao da pressao e da temperatura, r, = r, (7T, P).
Sendo assim, a dependéncia com relagao aos valores da quintesséncia sao introduzidas pela

pressao e pela temperatura. Para construir o grafico da energia livre de Gibbs, devemos
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fazer um plot paramétrico, G(r) x T'(rp). Apresentamos na figura (16) duas situagoes:
na primeira, escolhemos diferentes valores para o e notamos que o ponto critico aumenta
conforme aumentamos o parametro da quintesséncia; na segunda, fixamos o pardmetro «
e construimos a energia livre de Gibbs para trés valores da pressao, mostrando que para

valores com pressao menor que a pressao critica, existe transicao de fase.

1.2 1.2
— a=0.11 P> P,
- a=0.10 — P=P,
a=0.09 | Lo ---- P<P,
T T ® Ponto critico
0.8 ‘
G 0.6
0.4
0.2
4 5 0'00 1 2 3 4 5
le-2 T le-2
(a) (b)
Figura 16 — Energia livre de Gibbs em termos da temperatura Hawking com w = —2/3.

Chegamos ao fim da revisao dos conceitos e de algumas aplicagdes da termodinamica
de buracos negros na TRG. Iremos caminhar para o nosso ultimo capitulo, no qual

aplicaremos os conceitos aprendidos da termodinamica de buracos negros, mas agora na

G’sR.
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5 Termodinamica de Buracos Negros no con-

texto da Gravity's Rainbow

Como mencionado no capitulo (2), a Relatividade Especial, desenvolvida por Albert
Einstein, em 1905, ¢é alicer¢cada em dois grandes pilares: a invariancia das leis da fisica e a
constancia da velocidade da luz para quaisquer observadores inerciais. Esses pilares foram
fundamentais para reconciliar a cineméatica com a eletrodindmica e explicar o experimento
de Michelson-Morley. Posteriormente, a teoria foi generalizada para incluir referenciais

nao inerciais, denominada TRG.

Os dados observacionais obtidos de outras fontes, além da radiacao eletromagnética,
como por exemplo, ondas gravitacionais, explosoes de raios gamma, e outras fontes, no
contexto da chamada astronomia multi-mensageira, tém fornecido novas evidéncias sobre
a estrutura do universo. Adicionalmente, do ponto de vista tedrico, tem-se a auséncia
de uma teoria mais fundamental da gravidade quéntica. Estes cenarios, fornecem fortes
motivos para questionar a validade da Teoria da Relatividade Especial e Geral em alguns
regimes de energia. Em virtude destes motivos, a ideia de modificar a TRG com o intuito
de incorporar os novos dados observacionais passou a ser de grande interesse. Por exemplo,
os raios coésmicos altamente energéticos tém se colocado como um desafio na relagao de

dispersao estabelecida pela Relatividade Especial [7, 88].

As teorias que se propoem a descrever a gravidade quantica possuem uma caracte-
ristica em comum: a modificacdo da relacao de dispersao usual proposta por Einstein, que
descreve a relagao entre o momento e a energia de uma particula. Uma das propostas de
modificagao da relacao de dispersao (MDR) é conhecida como Relatividade Duplamente
Especial - Doubly Special Relativity (DSR) [20, 29, 30] -, que produz uma extensao da
Relatividade Especial ao inserir um novo invariante da natureza. Assim, temos nao apenas
uma contante da natureza, mas duas: a velocidade da luz c e a escala de energia de Planck.
E uma vez que a energia nao é invariante para as transformacoes de Lorentz, espera-se que
a DSR possa nos levar as novas transformacoes - nao lineares - de coordenadas. Devido a
dificuldade de se obter essas transformacoes de Lorentz modificadas, Magueijo e Smolin
[33] propuseram um generalizagao (2.39), que incluiria a presenca da energia/comprimento
(E, = 1;') de Planck por meio das fungoes rainbow f(E/E,) e g(E/E,). Magueijo e Smolin
estenderam a DSR para considerar efeitos de campos gravitacionais, consequentemente o
espago-tempo passa a depender da energia do observador. Assim, o efeito de um campo
gravitacional que uma particula teste de energia E “sente”, deve depender de sua energia.
Para a teoria ser consistente, ¢ necessario que limg,g, 0 f(E/E,),g(E/E,) = 1. Essa

teoria ficou conhecida como G’sR, a métrica ndao é a mesma para todas as particulas-teste,
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mas depende da energia delas. Nesse sentido, é uma familia de métricas com a energia
da particula-teste sendo o parametro. E o principio da correspondéncia modificado nos
diz que, ao irmos para baixas energias comparada com a escala de Planck, recuperamos a
TRG. Contudo, em regimes de altas energias, forte gravidade e proximos a singularidades,

como nas proximidades de um buraco negro, espera-se discrepancias entre as teorias.

O comportamento de buracos negros com a cria¢ao de pares de particulas virtuais ao
seu redor e proporcionando a emissao de radiacao Hawking podem ser estudadas na G’sR.
A sua importancia pode ser justificada por meio da possibilidade da radiacao Hawking
parar em algum momento antes da evaporacao total do buraco negro, surgindo um buraco
negro remanescente que poderia resolver o problema do paradoxo da informacao e, talvez,
o da matéria escura [89, 90, 91]. O objetivo desse capitulo é estudar a termodindmica
de buracos negros na G’sR na presenca de um fluido cosmologico que pode mimetizar
varios tipos de energia escura. Desta forma, iremos estudar as implicagoes das fungoes
rainbow no cenario da termodinamica de buracos negros que sera adotada. Para isto,
iremos adotar as fungoes rainbow estudadas na se¢ao (2.4) para diferentes valores de n e
1. Também vamos estudar as transi¢oes de fase ao considerar que a constante cosmoldgica
pode estar associada com a pressao. Veremos como as propriedades termodindmicas podem
ser afetadas ao considerarmos um espago-tempo em que as medidas das grandezas fisicas

dependem da energia do observador.

5.1 Termodinamica do buraco negro de Schwarzschild imerso em

quintesséncia

No capitulo (4) estudamos alguns modelos de espago-tempo na G’sR. Um deles
foi o espaco-tempo de Kiselev, que pode ser visto como o espago-tempo de Schwarzschild
modificado pela presenca da quintesséncia. Obtivemos a métrica correspondente, analisamos
suas singularidades e a massa do buraco negro imerso em quintesséncia a qual verificamos

que a massa do buraco negro nao sofre influéncia das fun¢ées rainbow.

Para comegarmos o estudo da termodindmica de buraco negro na G’sR, o procedi-
mento nao difere muito do adotado no capitulo anterior. Contudo, devemos ficar atentos
as familias de funcoes rainbow adotadas. Recorremos as fungoes discutidas no inicio deste
trabalho, ver equagao (2.38), em que foram analisadas as energias possiveis para diferentes

valores de n.

Iniciamos com o célculo da temperatura Hawking, considerando o elemento de linha
dado por (3.64). Note que, para esta configuragdo, temos a presenca das fungoes rainbow.

Sendo assim, devemos ter alguma diferenciacao na gravidade superficial em comparacao
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com o resultado classico. Na sequéncia, calculando a temperatura Hawking, obtemos

7 9k

fe
sendo T, ... & temperatura Hawking dependente da energia e, tal que se considerarmos
gr = fg = 1 recuperamos a temperatura usual. Com o intuito de simplificar o estudo,

consideramos que as particulas virtuais nao possuem massa, sdo apenas fétons irradiados.

A temperatura Hawking é determinada a partir dos parametros do espago-tempo.
Consequentemente, devemos transcrever a informacao da energia dos fétons em termos
dos parametros do buraco negro que os irradia. Em virtude disto, consideramos que os
fétons possuem energias bem definidas dada pela MDR conforme (2.39). Como esses f6tons
estao préximos ao raio do horizonte de eventos, podemos recorrer ao principio da incerteza
de Heisenberg, associando a posi¢ao dos fétons, Azx = r,, com o momento p, obtendo
a relacdo p =~ 1/ry, em que tomamos i = 1. Este é o principal argumento necessério
para a construgdo da MDR dada por (2.39), e consequentemente das fungdes rainbow que

abordamos na secao (2.4).

Como mencionado no inicio deste trabalho, em [41] foi usada a relagdo E = p, que
¢é a dispersao da energia momento, apropriada para expressar a energia dos fétons em
termos dos parametros do buraco negro. Entretanto, uma vez que estamos trabalhando
com uma relacao modificada de dispersao, devemos recorrer a ela para relacionar a energia
dos fétons com o buraco negro. O uso da relagao usual de dispersao é o motivo pelo qual
os autores encontram, remanescentes, de buracos negros em seus trabalhos. Este problema
é mencionado e corrigido no trabalho [42], em que a MDR correta foi usada. Contudo,
muitos autores ainda afirmam que a G’sR permite remanescentes com base nos resultados

encontrados em [41].

Dando continuidade, a temperatura Hawking pode ser escrita em termos das fungoes

rainbow nas unidades naturais, como segue

. 3aw + rpett
Ty, =1 - WE”)‘W- (5.2)

4mry

Note que as fungoes rainbow surgem como corre¢ao para a temperatura Hawking
na TRG, na qual devemos considerar os diferentes casos para n e 7. Apresentamos os
resultados na figura (17), para os valores de n = 0 e n = 1, considerando o caso da
quintesséncia w = —2/3, com o = 0.01 e n = |0.9]. Observe que, para o caso n = 1 em que
consideramos 7 > 0, a temperatura apresenta um limite finito, diferenciando do resultado
classico. Ja o ponto critico nao é alterado pela presenca das func¢oes rainbow. Entretanto,
para n < 0, o comportamento da temperatura quando r, vai a zero ¢é diferente, e portanto,
semelhante ao obtido na TRG. Também é apresentado o caso do phantom, w = —4/3, na

figura (18b), onde se pode ver que, as curvas apresentam um comportamento analogo.
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Figura 17 — Temperatura Hawking para o buraco negro imerso em um fluido com w = —2/3,
com « = 0.01 na Gravity’s Rainbow.
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Figura 18 — Temperatura Hawking para o buraco negro imerso no cenéario do phantom,
w = —4/3, com a = 0.01 em Gravity’s Rainbow.

Vimos que a entropia é obtida por meio da primeira lei da termodinamica de
buracos negros. Também observamos que, ao considerarmos diferentes fluidos, a entropia
nao mudava o seu comportamento, mas possui diferentes limites superiores para o raio do
horizonte, de acordo com o fluido cosmoldgico escolhido. Para encontrarmos a entropia em
G’sR devemos realizar o mesmo procedimento, recorrendo a primeira lei da termodinamica

e considerando a temperatura Hawking dada por (5.2), o que nos leva ao seguinte resultado

(5.3)
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Escrevendo este resultado em termos das fungoes rainbow, obtemos

1 21y, (3wa + rf’["“)

ds = dr 5.4
v1—nkE" ‘3wa—|—r2w+1' " 54)

Para resolver essa equacao é necessario indicar valores para os parametros n, n e w, e
em seguida, aplicar métodos de integracao numérica. Os resultados assim obtidos, sao
apresentados na figura (19), considerando os seguintes valores: o = 0.01, w = —2/3 e n
possuindo valores positivos e negativos. Observamos corre¢oes nos valores da entropia ao
compararmos com o resultado cldssico exposto na figura (9). As corregdes na entropia ja

eram previstas em [92], bem como para valores maiores de n, que sdo tratadas em [93].

3.0 led 1.0 led
—— Kis. Usual —— Kis. Usual
----- n=0 s n=0
25 o p=1 | 0.8 --- n=1
2.0
0.6
S s s
0.4
1.0
05 0.2
0'00 10 20 30 40 50 60 70 0'00 10 20 30 40 50 60 70
T T
(a) n=0.9 (b) n=-0.9
Figura 19 — Entropia em funcao do raio do horizonte em Gravity’s Rainbow para w = —2/3

e o = 0.01.

Para estudarmos a capacidade térmica, podemos recorrer a equagao (4.34), em
que consideramos a temperatura Hawking modificada pela presenca das fungoes rainbow.

Assim, obtemos a seguinte expressao:

~ -1 -1
C = oM (9Ty — oM [0 |g5Tu . (5.5)
a’l“h 87”}Z a’l“h 6rh fE

Note que as fungoes rainbow nao podem sair da derivada parcial, pois dependem
do raio do horizonte. Sendo assim, para calcularmos a capacidade térmica, devemos indicar
quais fungdes rainbow estamos adotando. Na figura (20) apresentamos a capacidade
térmica para o caso do phantom w = —4/3. Notamos que a capacidade térmica ainda é
negativa quando consideramos os efeitos de um espago-tempo dependente da energia dos
observadores. Observe que, quando o raio do horizonte tende a zero, a temperatura Hawking
vai para infinito no caso usual de Kiselev e em Rainbow com n = 0. Consequentemente, a

capacidade térmica vai a zero. Contudo, para n = 1, com 1 > 0, a temperatura Hawking é
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finita quando o raio do horizonte tende a zero, de modo que a capacidade térmica tende
a menos infinito. A possivel explicacao deve ser a seguinte: um calor especifico muito
pequeno permite um grande aumento na temperatura, mesmo para uma pequena variagao
na troca de calor com o ambiente. Por outro lado, um calor especifico muito grande (em
valor absoluto) resultard em uma pequena varia¢ao de temperatura. Assim, os graficos de
temperatura e calor especifico sao consistentes. Para valores superiores de n é observada

uma temperatura finita quando consideramos n > 0 [93].

10 5
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Figura 20 — Capacidade térmica em fun¢ao do raio do horizonte em Gravity’s Rainbow
para w = —4/3 e a = 0.01.

Nesta secao estudamos a termodinamica de buracos negros no espaco-tempo de
Kiselev com modificagoes feitas pela G’sR. Obtivemos a temperatura Hawking, a entropia,
a capacidade térmica e construimos graficamente as grandezas termodinamicas para
diferentes parametros da teoria. Verificamos que o valor limite para o raio do horizonte
de eventos nao sofre influéncia das fung¢oes rainbow, mas depende da massa do buraco
negro e do tipo de fluido cosmolégico estudado. Por consequéncia, existe um limite para a
temperatura/entropia nesse espago-tempo. Quando consideramos a G’sR, encontramos
uma temperatura finita conforme o raio do horizonte diminui, para o caso em que temos
n > 1en > 0. Este comportamento nao é observado no espago-tempo de Schwarzschild ou
Kiselev na TRG. Embora este resultado nao permita um buraco negro remanescente, ao
menos evita o comportamento catastrofico presente na TRG. A entropia na G’sR deve ser
obtida por meio da primeira lei da termodinamica modificada e, passa a possuir corre¢oes
para os seus valores que dependem dos parametros da teoria da G’sR, assim como, a

capacidade térmica que também sofre corre¢des nos seus valores.
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5.2 Termodinamica de buraco negro de Reissner-Nordstrom-AdS

imerso em quintesséncia

Vimos na se¢ao (4.3) o estudo da termodindmica do buraco negro de Reissner-
Nodstrom-AdS imerso em um fluido césmico na TRG. Buscaremos agora identificar
as principais mudancas que podem ocorrer devido a introducao de um espacgo-tempo
dependente da energia. Iniciamos com o elemento de linha dado por (4.36), em que sao

acrescentadas as fungdes rainbow (fg, gg). Portanto, temos

B
5.6
B ( 2M  Q? o) Ar2>_1 dr* ,d’ (56)

r .
9E 9%

Como vimos, o estudo dos horizontes de eventos é dado por (4.37) que permanece o
mesmo na G’sR, pois a fungao f(r), ndo é alterada pela presenca das fungoes rainbow. J4 a
temperatura Hawking é modificada e dada por (5.1). Sendo assim, considerando a métrica

(5.6) é possivel obter a gravidade superficial e, em seguida, encontrar a temperatura

Hawking, que é dada por

_ 2 A —3w 1
T = fpj ( @ An dwar, ) . (5.7)

Considerando as fungoes adotadas neste trabalho, obtemos o seguinte resultado

- 1 —nkEn 2 3 —3w 1
_VI—uET <__Arh+°“”"h i ) (5:8)

dmrd 4w 47 4mry,

Th Th Th

Podemos ver o comportamento da temperatura na figura em (21), em que conside-
ramos n = 1. Note que, para n > 0, os valores da temperatura diminui. Ja para n < 0, os
valores da temperatura aumentam. Para ambos os casos dos valores de 7, a temperatura
reproduz o mesmo comportamento obtido na TRG, na figura em (13). A novidade sdo as

correcoes nos valores da temperatura Hawking.

Como vimos, a constante cosmologica esta relacionada com a pressao por meio da
equagao (4.41). Portanto, a massa do buraco negro passa a ter uma dependéncia com a
pressdo, ou seja, M = M (ry, @, P), a qual nao é afetada pelas fungoes rainbow. Portanto,
a massa do buraco negro continua sendo dada pela equacao (4.42). Consequentemente, o

volume termodinamico e o potencial elétrico também permanecem inalterados.

A capacidade térmica, por estar relacionada com a temperatura, sofre alguma mu-
danca como era de se esperar, para a capacidade térmica a volume constante, continuamos
com o mesmo resultado, qual seja, zero. Contudo, a capacidade térmica a pressao e carga

constantes serd dada por (4.48), em que consideramos a temperatura Hawking modificada,
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Figura 21 — Temperatura Hawking em fungao do raio do horizonte em Gravity’s Rainbow
para os valores n = 1, w = —=2/3, « = 0.0l e A = —0.01

dada por (5.8). E importante estar atento ao fato de que as funcdes rainbow nao podem
sair da derivada parcial. Para obter a capacidade térmica, vamos considerar o caso com
n = 1, o resultado é apresentado na figura (22). Note que o comportamento é andlogo ao
obtido na figura (14). Entretanto, devido as fung¢des rainbow, observamos corre¢oes na

capacidade térmica, mas sem gerar mudancas nas estruturas das curvas.
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Figura 22 — Capacidade térmica em funcao do raio do horizonte na Gravity’s Rainbow,
paran =1, w=—2/3, a =0.0l e A = —0.01

5.2.1 Grandezas termodinamicas criticas

Para analisarmos o comportamento das grandezas termodinamicas criticas, devemos

reescrever a equagao (5.8) em termos da pressao, conforme proposto por Kastor [94], por
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meio da relagdo (4.41). Em seguida, obtemos a pressao, dada por:

T 1 2% 3aws”
p:fiEi_ + @ _oaw (5.9)

gev 2mv?  muvt qod(itw)

em que v é o volume especifico dado por (4.58). Observe que a pressdo em termos
da constante cosmoldgica nao é modificada pelas func¢des rainbow. Entretanto, quando
escrevemos a pressao em termos do volume e da temperatura, a pressao passa a ser
dependente das fungdes rainbow, uma vez que a temperatura é modificada por essas
funcoes, como verificado no item (5.7). E possivel comparar a equacio (5.9) modificada da
pressao com a equacao (4.59) classica evidenciando novamente que a modificagdo ocorre

no setor da temperatura Hawking.

Para determinar o ponto critico do buraco negro carregado imerso em um fluido
cosmoldgico na G’sR, recorremos a sua defini¢ao, dada por meio das equagoes (4.60), mas
considerando a pressao modificada pelas fungoes rainbow. Vamos analisar para diferentes

valores de n, considerando a quintesséncia w = —2/3.
 Iniciando com n = 0:
Para as fung¢oes rainbow, a equacao de estado é dada por

Q7 N T n o 1
-~ 8mri 2 /T—n  4mr,  Smr?

Pn:()

(5.10)

Da equacao de estado (5.10), concluimos que o volume especifico critico e a pressao critica
continuam sendo dados por (4.63), ao passo que a temperatura critica ndo é mais a mesma,
agora ¢ dada por

VT=17 (—9Qa + V/6)

T. =
187Q)

(5.11)

Nas tabelas (1) e (4) comparamos os valores da temperatura critica na G’sR com os valores
obtidos na TRG. Observe que as corre¢oes dependem do valor do parametro 7. Para
n > 0, temos valores menores para a temperatura critica. O contrario acontece quando

consideramos 1 < 0, o que resulta em temperaturas criticas maiores.

Conhecendo-se as grandezas termodinamicas criticas, é possivel construir o diagrama
P = P(v) do buraco negro carregado AdS imerso em quintesséncia na G’sR, para uma
temperatura fixa. Entretanto, para n = 0, ao substituirmos a temperatura critica (5.11)
na equacao da pressao (5.10), observamos que nao hd mudangas aparentes no diagrama

pressao X volume.

e Vamos analisar o caso n = 1:



86 Capitulo 5. Termodinamica de Buracos Negros no contexto da Gravity’s Rainbow

Quadro 3 — Comparacao entre a temperatura critica na Teoria da Relatividade Geral com
a Gravity’s Rainbow. Consideramos w = —2/3 e a = 0.01, e diferentes valores
para a carga (.

Rel. Geral Classica | Gravity’s Rainbow

Q n=20 n=09|n=-0.9

0.5 0.08504 0.02689 | 0.11722

1.0 0.04172 0.01319 | 0.05751
T.|1.5 0.02728 0.00862 | 0.03761
2.0 0.02006 0.00634 | 0.02766

2.5 0.01573 0.00497 | 0.02168

Quadro 4 — Comparacao entre a temperatura critica na Teoria da Relatividade Geral com
a Gravity’s Rainbow. Consideramos w = —2/3 e Q = 1, e diferentes valores
para o parametro da quintesséncia a.

Rel. Geral Classica | Gravity’s Rainbow

« n=20 n=09 | n=-09
0.27 0.00034 0.00010 | 0.00047

T. | 0.10 0.02740 0.00866 | 0.03776
0.01 0.04172 0.01319 | 0.05751

A equacao de estado passa a ser dada por

Q? V2T a 1

8mry ) 5 2 o Amr, 8w
20/n* —n\/n? +4ry + 2r

Note que as fungoes rainbow estdao no setor da temperatura, como ja diferentemente

(5.12)

n=1

haviamos comentado. No entanto, elas surgem como funcao do raio do horizonte, do
resultado obtido em (5.10). Para a equagao (5.12), nao é possivel obter o volume critico
em forma algébrica. Faz-se necessario, entao, recorrer a métodos numéricos para encontrar

os valores do volume critico que satisfacam a seguinte equacao:
—384Q%*n° — 544Q*n*v? — 176Q*nv? — 12n°av?+
32n°v2 — 13n°av? + 40n*v} — 2ncv! + 10mvi+

(5.13)
V12 + v2(384Q%n* + 352Q°n* v+
48Q%v* + 12n*an? — 3202 + T’ aw?® — 24n*v? — 208) = 0.
A temperatura critica dada em termos do volume critico possui a seguinte forma:
3
avd 2
VP02 (8Q% + 55 —vZ) (207 — 2n\/n? + 02 + 2
T, = ( 2 ) ) : (5.14)
wvf (n — \/n? + v2)
enquanto a pressao critica é dada por
—32Q*n* + 4n(n* — 7Q*)v? — 2an®*v? + 3amut — anv’+
VP + 02 (320%0% — 4(n” — 3Q°); + 2an’v] — v}
P. = ( ) (5.15)

2 (1= o + 12
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E possivel verificar os valores das grandezas criticas para diferentes valores da carga
e da intensidade da quintesséncia o, com 1 podendo ser negativo ou positivo. Note que,
para n = 1, temos mudancas nos valores criticos, tanto para pressao, quanto para o volume

especifico e a temperatura.

Quadro 5 — Grandezas termodinamicas criticas para n = 1 e diferentes valores para a
carga, (). Consideramos w = —2/3 e a = 0.01.

Q| T Ve 2, =

0.5 | 0.04681 | 0.77323 | 0.00578 | 3.502 -10~°
1.0 | 0.02997 | 1.37805 | 0.00213 | 4.651-107°
n=09 | 15002171 | 1.98498 | 0.00109 | 1.201-10~°
2.0 | 0.01685 | 2.59301 | 0.00066 | 4.329-10~°
2.5 | 0.01366 | 3.20159 | 0.00044 | 1.905.10~°
0.5 | 0.14757 | 0.50220 | —0.00302 | —0.00088
1.0 | 0.05743 | 1.09601 | 0.00036 | 1.89-10°"
n=-0.9|15]0.03413 | 1.70470 | 0.00047 | 9.581-10=°
2.0 | 0.02383 | 2.31686 | 0.00038 | 3.952-107°
2.5 | 0.01809 | 2.93030 | 0.00029 | 1.830-107°

Quadro 6 — Grandezas termodinamicas criticas para n = 1 e diferentes valores para a
intensidade da quintesséncia a. Consideramos w = —2/3 ¢ Q) = 1.

o T, Ve P, P;—;‘FC
0.27 | 0.00024 | 1.22581 | 0.00330 | 6.557 -10~"
n=0.9 |0.10 | 0.01956 | 1.31932 | 0.00251 | 3.727-107°
0.01 | 0.02997 | 1.37805 | 0.00213 | 4.651-10~°
0.27 | 0.00050 | 1.22346 | 0.00333 | 1.375 -10~°
n=—0.90.10 | 0.04079 | 1.13507 | 0.00466 0.00016
0.01 | 0.06260 | 1.09601 | 0.00545 0.00031

Por fim, podemos construir os diagramas pressaoxvolume e analisar as disting¢oes
entre a TRG e a G’sR. Como vimos, para n = 0, ndo temos mudancas no diagrama.
Entretanto, para n = 1, é possivel obter alteragoes. Nas figuras (23) e (24) s@o expostos
os resultados. Observe que, na figura (23), consideramos o caso usual (n = 0) para efeito
de comparacao com as corregdes de ordem n = 2. J4 na figura, (24) olhamos para os
valores que sao maiores e ou menores que a temperatura critica ao considerar 7 negativo
ou positivo. O 1ultimo ponto que iremos abordar é a energia live de Gibbs. No capitulo
(4), vimos que a energia livre de Gibbs é dada por (4.64), em que a entalpia é identificada
como a massa do buraco negro, que nao é modificada na G’sR. Contudo, a temperatura
Hawking possui modificagoes devido as fungoes rainbow, assim como a entropia nao é mais
obtida por meio do célculo da area - relagdo de Bekenstein (4.19), devendo ser calculada

pela primeira lei da termodindmica (4.13). Diante dessas consideragoes, vamos analisar as
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Figura 23 — Curvas criticas no diagrama de fase P X v para o buraco negro imerso em

quintesséncia, w = —2/3, com a = 0.11 e = 1 na Gravity’s Rainbow.
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Figura 24 — Diagrama de fase P xv para o buraco negro imerso em quintesséncia, w = —2/3,

com o =0.11, Q@ = 1 e n = |0.9] na Gravity’s Rainbow.

implicagoes vindas das fungoes rainbow. Portanto, a energia livre de Gibbs é dada por

G(T,Q,P)=M —TS (5.16)
& 47?157“,3; n Q*  ar,™ n o gg S 8P Q? N 3aw n 1 (5.17)
=—4+ — — ——=—|8mPry— 5+ 55—+ |- :
3 2ry 2 2 fg4rm g rsoorpe oy

O simbolo tilde é para evidenciar que a pressao e a entropia dependem da energia dos
observadores. Para estudarmos a equagao (5.17), vamos considerar n = 1 nas fungoes
rainbow. Calculando a entropia por métodos numéricos e implementando os resultados

na equagao da energia livre de Gibbs, obtemos os resultados expostos nas figuras (25) e
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(26). A partir dos resultados, podemos concluir que em um espago-tempo dependente da

energia ou do observador, modifica a energia livre de Gibbs e as variaveis termodinamicas
criticas sofrem alteragoes.

1.2
n>0
1.0  p<0

® Ponto critico

6 7 8
le-2
Figura 25 — Curvas criticas da energia livre de Gibbs para o buraco negro imerso em
quintesséncia, w = —2/3, com a = 0.11 e = 1 na Gravity’s Rainbow.
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Figura 26 — Energia livre de Gibbs para o buraco negro imerso em quintesséncia, w = —2/3,
com a = 0.11, Q@ = 1 e n = |0.9] na Gravity’s Rainbow.

Nesta ultima secao, estudamos o espaco-tempo carregado com a presenca da

quintesséncia exercendo papel de fluido césmico e da constante cosmoldgica que também
atua como um fluido césmico, no contexto da G’sR. Verificamos que a massa do buraco
negro nao sofre influéncia de um espaco-tempo que depende da energia do observador.

Entretanto, o nimero de horizontes possiveis depende dos parametros associados a carga,
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a quintesséncia e da constante cosmologica. Ao estudarmos as grandezas termodinamicas
como a temperatura Hawking, a entropia e a capacidade térmica, no cenario da G’sR,
sao observadas correcoes nos seus valores. Contudo, o comportamento de suas curvas é

preservado.

A identificacao da constante cosmoldgica atuando como um fluido césmico e suas
quantidades conjugadas como variaveis termodinamicas associadas a pressao e ao volume,
possibilita o estudo da equagao de estado P = P(T,v) e seus comportamentos e analisar as
variaveis termodinamicas criticas. Também estudamos o comportamento da energia livre
de Gibbs e verificamos transi¢oes de fase no espago-tempo estudado. Diante do contexto da
G’sR é verificado que tanto a energia livre de Gibbs, como a equacao de estado da pressao
e as grandezas termodinamicas criticas possuem corregoes nos seus valores a depender do
valor n adotado. E também possivel, no contexto da G’sR realizar estudo da estabilidade
termodinamica em termos da capacidade térmica e da energia livre de Helmholtz e analisar

as possiveis correcoes.
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6 Conclusoes

Nesta dissertacao investigamos a termodinamica de buracos negros em um contexto
onde é introduzida uma nova escala independente do observador, a escala de Planck. A sua
inclusao é realizada de acordo com a Relatividade Duplamente Especial e posteriormente é
estendida para considerar os efeitos de curvatura resultando no que é conhecido hoje como
Gravity’s Rainbow. Neste novo cenario a G’sR nos revela que a métrica do espago-tempo
¢é, na verdade, uma familia de métricas de tinico parametro, dada pela relacao entre a

energia da particula teste e energia de Planck.

Um dos resultados da G’sR é que particulas com energias diferentes e proximas
da energia de Planck “enxergam” métricas diferentes, possibilitando fenémenos como:
particulas sem massa podendo acessar velocidades maiores que a da luz (superluminal) ou
velocidades menores que a da luz (subluminal). Este resultado foi apresentado no espago-
tempo de Schwarzschild na G’sR. Também é observado que particulas sem massa em
queda livre em dire¢ao ao buraco negro podem ter o tempo proprio dilatado ou encurtado.
Estes resultados dependem da energia da particula em comparagao com a energia de
Planck. Também obtivemos a métrica de Kiselev, um espago-tempo contendo um fluido
cosmologico, no contexto da G’sR. Observamos que a métrica também depende da energia
das particulas, assim como a densidade de energia, que passa a possuir uma dependéncia

energética por meio das fung¢oes rainbow.

Nesta dissertacao também realizamos uma breve revisao da termodinamica de
buracos negros na TRG, em que os conceitos de gravidade da superficie e as quatro leis da
termodinamica de buracos negros foram abordados. Com base nessa revisao, estudamos
a termodinamica do buraco negro imerso em quintesséncia, e obtivemos as quantidades
termodinamicas. Verificamos que, para esse buraco negro, temos um limite superior para o
raio do horizonte de eventos que esté associado ao buraco negro de Nariai [72], em que os
raios do horizonte de eventos e do cosmologico coincidem. Notamos que este limite superior
muda conforme alteramos os pardmetros (w, «). Posteriormente, é considerado o buraco
negro de Reissner-Nordstrom AdS imerso em quintesséncia, no qual a introducao da carga
possibilitou o surgimento de transi¢oes de fase e a introdugao da constante cosmoldgica,
atuando também como fluido cdésmico, cujo papel é exercer uma forga repulsiva. Neste
ultimo cenario, a introdugao da constante cosmoldgica atuando como pressao negativa
possibilita novos estudos de transi¢oes de fase e uma analogia com fendémenos tipo liquido-
gas que podem ser modelados pela equacgao de estado de Van Der Waals. E estudamos,
portanto, a equacgao de estado do buraco negro de Reissner-Nordstrom AdS imerso em

quintesséncia, bem como as grandezas termodinamicas criticas e, por fim, a energia livre

de Gibbs.
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Realizada a revisao da termodinamica de buracos negros na TRG e suas proprieda-
des termodindmicas, demos continuidade ao estudo da G’sR. No seu contexto, estudamos a
termodinamica de buracos negros rodeados por diferentes fluidos. Os primeiros resultados
surgem na definicdo da gravidade superficial e, por consequéncia, na temperatura Hawking,
que passa a depender da energia das particulas que sao emitidas pela radiacdo Hawking.
Para o caso do buraco negro imerso em quintesséncia, o espaco-tempo dependente da
energia proporciona corre¢oes nos valores da temperatura Hawking e possibilita uma
temperatura finita quando o raio do horizonte de horizonte tende a zero, ao consideramos
os casos n > 1 e n > 0. Este resultado possibilita evitar o problema do comportamento
catastréfico presente na TRG, na qual a temperatura do buraco negro, quando este irradia,
cresce indefinidamente enquanto o raio tende a zero. Notamos também que a existéncia de
um espago-tempo dependente da energia nao interfere na massa do buraco negro e, no caso
do buraco negro imerso em quintesséncia, também nao altera o limite superior para o raio
do horizonte de eventos. Para a G’sR a entropia deve ser obtida por meio da primeira lei
da termodinamica, em que os seus valores passam a ser corrigidos pelas fungoes rainbow,

bem como a capacidade térmica.

Ao considerarmos o buraco negro de Reissner-Nordstrom AdS imerso em quintes-
séncia, é observado que a massa do buraco negro e seus horizontes nao sao influenciados
por um espaco-tempo dependente da energia do observador. Contudo, como ja haviamos
observado, a temperatura Hawking é modificada, passando a ter corre¢oes nos seus valores.
No entanto o comportamento da curva nao ¢ alterado. E verificado que neste buraco negro
negro a capacidade térmica apresenta duas descontinuidades, sugerindo a possibilidade
de termos duas transi¢oes de fase. A dependéncia da energia nao altera o nimero de
descontinuidades, apenas corrige os seus valores, seja para valores menores quando é

considerado 1 < 0, ou valores maiores quando optamos por 7 > 0.

A introdugao da constante cosmolégica negativa, Anti de Sitter, interpretada como
um fluido césmico, possibilita o estudo das grandezas termodindmicas criticas e mais
detalhe sobre as transi¢oes de fase. No contexto da G’sR, a equagao de estado P = P(v,T)
nos revela que a dependéncia da energia estd associada com a temperatura Hawking: para
valores de n = 0, apenas apresenta corre¢oes nos valores da temperatura critica, porém,
para n > 1, sao observados corregoes tanto para a temperatura citica, quanto para o
volume especifico critico quanto para a pressao. A energia livre de Gibbs também ¢ afetada
por um espago dependente da energia das particulas, de tal forma que o ponto critico que
determina o término da linha de coexisténcia e corresponde ao estado em que as duas
fases se tornam idénticas ¢ alterado, podendo ser maior para < 0 ou menor para n > 0

em comparacao com a TRG.

Concluimos que a modificacdo da TRG acrescentando uma nova escala de energia,

a energia de Planck, juntamente com a escala das velocidades, a velocidade da luz no
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limite do infravermelho, promove novos fenémenos nao observados na TRG e corregoes nas
quantidades termodinamicas. Sendo assim, os possiveis desdobramentos sao muitos: desde
a generalizacao para outras estruturas de buracos negros, como o estudo da Radiacao
Hawking em busca de confirmar os resultados, holografia de buracos negros, paradoxo
da informagao e uma possivel indicacao de um roteiro para a construcao de uma Teoria
Quantica da Gravitagao. Por fim, espera-se que o surgimento das particulas mensageiras,
advinda do cosmo e que podem chegar a nés com energia tao altas comparadas com a
energia de Planck, assim como as distancias césmicas que atuam como amplificadores,
nos fornecam elementos que possam trazer novas e interessantes conhecimentos sobre a
natureza, e nos revelem caminhos para uma fisica nova que combine gravitagao e fisica

quantica.
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