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“Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas”.
“A matemidtica pura é, a sua maneira, a poesia das ideias l6gicas”.
Albert Einstein
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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns dos principais resultados da teoria das sequén-
cias incondicionalmente soméaveis. Comecamos com os Teoremas de Dirichlet e de
Riemann, que estdo no contexto dos ntimeros reais, e passamos para alguns resulta-
dos no contexto de Espagos de Banach, dando destaque aos Teoremas de Macphail

e de Dvoretzky e Rogers.

Palavras-chave: Sequéncias, Séries, Convergéncia Incondicional, Macphail, Dvo-

retzky-Rogers.



Abstract

In this work, we study some of the main results of the theory of unconditionally
summable sequences. We start with Dirichlet’s and Riemann’s theorems, which are
in the context of real numbers, and move on to some results in the context of Banach

spaces, emphasizing Macphail’s and the Dvoretzky—Rogers theorems.

Keywords: Sequences, Series, Unconditional Convergence, Macphail, Dvoretzky-

Rogers.
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Introducao

Quando estudamos as séries infinitas, num curso introdutério de Analise Real,
o

nosso principal objetivo é saber se a série é convergente ou ndo, ou seja, se ) x, <
n=1
co. Nesse contexto das séries convergentes, estudamos as séries absolutamente con-

vergentes, que sdo as séries convergentes que também convergem em modulo, ou

seja, a soma infinita do valor absoluto de cada termo da sequéncia também converge

(o)
( Y fxn| < oo). O exemplo mais comum de série convergente que ndo converge
n=1

v (D"

Y. 7 |- Nesse caso, a série é dita
n=1

condicionalmente convergente. Por fim, os tltimos tipos de séries que estudamos

absolutamente é a série harmonica alternada (

sdo aquelas ditas incondicionalmente ou comutativamente convergentes, que sdo
séries convergentes que, ao permutarmos os termos da sequéncia, ela continua con-
vergente. Pode até ser um pouco contraintuitivo imaginar que a convergéncia de
uma série pode ser alterada ao permutarmos a ordem de seus termos na soma, mas
nem sempre se tem resultados intuitivos quando trabalhamos com o infinito.

Para esse titimo fato, destaco o trabalho de dois grandes matemaéticos do século
XIX:J. P. G. L. Dirichlet e G. F. B. Riemann. Dirichlet, em 1829, mostrou que, no am-
biente dos ntimeros reais, convergéncia absoluta e incondicional sdo equivalentes
(Teorema 1.8), enquanto que Riemann, em 1853, mostrou que, se uma série é condi-
cionalmente convergente, entdo pode-se reordené-la para convergir para qualquer
valor que queira, bem como para que venha a divergir (Teorema 1.9). Esse resultado
de Dirichlet inspirou alguns matemaéticos a se questionarem sobre a veracidade ou
ndo dessa mesma equivaléncia, agora, em espagos mais gerais, os espagos do tipo
(B), ou, como conhecemos hoje, os espacos de Banach. S. M. Mazur e W. R. Orlicz
propuseram tal problema no Scottish Book ([7], Problema 122) para que assim fosse
estudado por S. Banach e outros matematicos.

Nesse tempo, ja eram conhecidos exemplos de espacos de Banach com séries que
convergiam incondicionalmente, mas nao absolutamente. Por exemplo, a sequéncia
(en/m)s’_; era um exemplo de sequéncia incondicionalmente somével, mas néo ab-

solutamente somével, em qualquer espago £, com p > 1.



O problema com o ¢; apenas veio ser resolvido em 1947, por M. S. Macphail [6].
No seu trabalho, Macphail conseguiu, de forma construtiva, dar um exemplo em
¢1 de uma sequéncia com tal condigdo. Sua construgdo inspirou os matematicos A.
Dvoretzky e C. A.Rogers (Teorema 3.13) a finalmente resolver o problema proposto
por Orlicz e Mazur, mostrando que todo espaco de Banach de dimenséao infinita pos-
sui uma sequéncia incondicionalmente somével que ndo é absolutamente somavel.
Apesar de ndo ter sido resolvido de forma construtiva como o Teorema de Macphail,
esse é um grande resultado da Andlise Funcional, que motivou desenvolvimentos
posteriores, como a teoria de operadores absolutamente somantes.

No presente trabalho apresentamos os resultados centrais sobre séries incondi-
cionalmente e absolutamente somdveis em espacos de Banach. Em particular, apre-
sentamos uma versdo mais geral do Teorema de Macphail, seguindo as linhas de

[9, 11] e demonstramos também o Teorema de Dvoretzky—Rogers.



Capitulo 1

Os Teoremas de Riemann e Dirichlet

sobre convergéncia de séries

Do século XVII ao século XVIII, os matematicos se intrigavam com algumas
“anomalias”que encontravam quando se trabalhava com séries infinitas. Algumas
dessas, relacionadas a reordenacdo dos termos de séries convergentes. Em uma
carta para um amigo em 1826, H. Abel chegou a escrever que ”"Séries divergentes
sdo invencao do diabo”.

Em 1827, Dirichlet, enquanto trabalhava condi¢des que garantiam convergéncia
das séries de Fourier, descobriu que, reorganizando os termos de sequéncias que
hoje conhecemos como condicionalmente convergentes, é possivel alterar o limite de
sua série.

Apesar de ndo saber como isso era possivel, posteriormente, em 1837, ele provou
que reordenar os termos de uma série absolutamente convergente ndo altera o valor
da soma.

Posteriormente, em 1853, estudando os trabalhos de Dirichlet sobre convergéncia
da série de Fourier, Riemann, em seu artigo “Uber die Darstellbarkeit einer Func-
tion durch eine trigonometrische Reihe” [10], que s6 veio a ser publicado em 1966,
ap0s sua morte, conseguiu explicar esse comportamento das séries condicional-
mente soméveis quando sdo reordenadas. Esse resultado hoje é conhecido como
o "Teorema de Reordenamento de Riemann” 1.9.

Esses teoremas em IR preparara o texto para os teoremas do capitulo 3.

Defini¢do 1.1. Uma sequéncia (x,);_; de ntimeros reais é dita absolutamente somdvel

o o (e )

quando a série Y |x,| é convergente. Se Y x, converge, mas Y. |x,| diverge, dize-
n=1 n=1 n—=

mos que (x,)$_q é condicionalmente somdvel.

(e )
Definicdo 1.2. Dada uma série ) x,, para cada n € IN, tomemos p, = x, caso
n=1
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xn > 0e p, = 0 caso contrdrio. tomemos, também, g, = —x, casox, < 0,eg, =0
caso contrdrio.
Chamaremos p;, e g, a parte positiva e negativa, respectivamente, de x;,.

Defini¢do 1.3. Uma sequéncia (x,)5_; de ntmeros reais é dita incondicionalmente
o0
somdvel se, para qualquer que seja 0: IN — IN uma bijegéo, a série }. x,(,) € conver-
n=1
gente.

Lema 1.4. Seja (x,);.; é uma sequéncia incondicionalmente somavel de nimeros

reais. Entdo, para cada ¢ > 0, existe um n, € N tal que, sempre que M é um

Yooxu| <e.
neM

subconjunto finito de IN, com min M > n,, temos

Prova. De forma contrapositiva, suponhamos que exista ép > 0 tal que, para todo

n € IN existe um subconjunto finito M, C IN, com

minM, >n e > 0p.

Y Xk

ke M,

Deste modo, podemos construir uma sequéncia (M) de subconjuntos finitos de IN

tal que, para todon € N,

1+ maxM, <minM,,; e > dp.

Y Xk

keM,

Dado n € N, definamos A,, C IN como sendo
Ap ={k € N:k € [min M,, min M, + |My|)},

onde, aqui, | M| representa a quantidade de elementos de M,,. Note que |A,| =
|M,| e que os M, sdo dois a dois disjuntos e, portanto, os A, sdo dois a dois disjun-
tos. Consideremos agora uma permutacdo o: IN — IN de modo que o (A,) = M,.
Mostraremos agora que a sequéncia das somas parciais de <xg(k))zo:1 ndo é de Cau-
chy. Com efeito, suponhamos que fosse. Assim, para o Jy acima, existiria n5, € IN

tal que
r S
Y Xo(i) = X Xo(i)

i=1 i=1

r,s > ns, =

’<5().

Escolhamos agora 7 suficientemente grande de modo que min M,, > n;, e fagamos
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entdo r = min M, + |My| e s = min M, — 1. Assim, r,s > ns, e

min M, +|My| min M, —1

r S

min M, +|My|

= X X
i=min M,

=1 X x

keM,,

> 0o,

o que é uma contradicdo. Logo, a sequéncia das somas parciais de <xa(n)> :;1 nao
é de Cauchy e (x,);"_; ndo é, portanto, incondicionalmente somével. Segue o resul-
tado por contraposicao.

n

Proposi¢do 1.5. Se (xy);._; ¢ uma sequéncia incondicionalmente somavel de nimeros

reais, entao

o o
2 Xn = 2 xo(n)/
n=1 n=1

para qualquer que seja a permutacgdo o: IN — IN.

Prova. Do lema anterior, sabemos que, dado ¢ > 0, existe n, € IN tal que, sempre

que M C N é finito, com min M > n,,

Yoxu <e.

nemM

Agora, escolhemos L > n, suficientemente grande, de tal sorte que

(1,...,ny C{oc(1),...,0(L)}.

Assim, se N > L, fazendo

Mi={1,...,N}\{c(1),...,c(N)}
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temos

N N
glxn — L Xo(n)

n=1

= X xn— X Xn

neMy neMy

IN

Yoxull 4+ xall <2

neMy neMy

pois min M;, min M > n.. Como

N N N N

Y Xy = ( Y Xn— O xa(n)) + L Xo(n),

n=1 n=1 n=1 n=1
fazendo N tender a infinito, obtemos

Y Xn = Y Xg(n)-
n=1 n=1
|

Observagao 1.6. Dizer que uma sequéncia (x,)5_; é somavel equivale a dizer que a
(e
série ) x, é convergente. Analogamente para absolutamente e incondicionalmente
n=1
somavel.

Proposi¢do 1.7. Sejam (x,)S_; uma sequéncia absolutamente somavel, p, e g, as

partes positiva e negativa, respectivamente, de x,. Sdo vdlidas as sentencas abaixo:

1. x, = Pn — qn, ‘xn| = Pn+ qn, ‘xn’ = Xn +25]n/ Vn € IN.
2. Dado k € N, temos
k

) k k
Y x| > X lxal = X pu+ X qn
1 n=1 n=1

n=1 n=

(o] (o]
consequentemente, ) p,e ). g, sdo convergentes, pois suas parciais sao mono-

n=1 n=1
o
tonas e limitadas por Y |x,].
n=1
o (o)
Todavia, peloitem 1, se (xn)z":1 é condicionalmente somével, entdo ) p,e ) gx
n=1 n=1

divergem.

A equivaléncia entre convergéncia absoluta e incondicional para séries de nu-
meros reais foi provada em 1839 pelo matematico Johann Dirichlet. Esse resultado

é o precursor dos resultados principais que serdo abordados no presente trabalho.
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Abaixo, ele estd enunciado apenas com uma implicagdo. Nesse texto, a sua reciproca

serd uma consequéncia do Teorema de Riemann 1.9, que vird logo em seguida.

Teorema 1.8. (Dirichlet, 1829) Toda sequéncia absolutamente somdvel de niimeros reais é

também incondicionalmente somduvel.

Prova. Seja (xj);’ ; uma sequéncia absolutamente somavel de ntimeros reais e
c: IN — IN uma bije¢do. Inicialmente, suponhamos x, > 0 Vn € IN.

Mostremos que
[e) (e 9)
Y Xn = L Xo(n)
n=1 n=1

Com efeito, sejam
Sp=X1+XoF X e by = Xpq) + Xp2) F o F X

Para cada n € IN, chamemos de m o maior dos ntmeros c(1), ¢(2),---, o(n).
Assim, {c(1),0(2), -+ ,0(n)} C [1,m].
Logo,

n m
ty = Zxa(i) < Zx] = Sm.-
i=1 j=1

Ou seja, para caran € IN, existe m € IN tal que t,, < s,,.
Por sua vez, o(x,) também é uma sequéncia de R e c~!: IN — IN é uma bijecéo.
Assim, de forma andloga, para cada m’ € N, existe n’ € IN tal que s,y < .
Portanto,

lims,, = lim¢,.

Consequentemente,

Y Xn = ) Xo(n)-
n=1 n=1

Agora, para o caso geral, como (xn)ff:l é absolutamente somdvel, da Proposicdo 1.7,

temos

£

Y Xy = (Pn_Qn):EPn_ZQn-
n=1 n=1 n=1

n=1

Seja o: IN — IN uma bije¢do.Temos que

Yo Xo(n) = L Po(n) ~ Lfbo(n) = LPn— LGn= L Xn
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
n
Duas décadas depois do resultado de Dirichlet, Riemann conseguiu mostrar que,

dada uma série condicionalmente somaéavel, além de ndo ser incondicionalmente

8
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somavel, é possivel reorganizd-la de modo que convirja para qualquer valor real

ou, com alguns ajustes na demonstracdo abaixo, pode até divergir.

o
n=1

Teorema 1.9. (Riemann, 1853) Seja (x,,)S>_, uma sequéncia condicionalmente somduvel.

Dado qualquer niimero real c, existe uma reordenagio (y,)S_q dos termos de (x,,)5_,, tal
(0]

que ) Yn = C.
n=1

Prova. Sejam p, e g, as partes positiva e negativa, respectivamente, de x,. Como

(x4)57_1 € condicionalmente somavel, temos lim x,, = 0, implicando também lim p,, =
o0 (o)
limg, =0, porém ) p, = ) g, = 0., conforme o item 2 da Proposicdo 1.7.

n=1 n=1

o0
Vamos, agora, reordenar os termos de ) x, tomando como primeiros termos
n=1
P1, P2, "+, Pny, Onde 1y é o menor indice tal que

pL+pat 4 pm >

Agora, tomemos os termos negativos —q1, —q2,- - - , —qn,, onde 1y é o menor indice

tal que
Prtpat At P =4, =2~ <C
Esse processo é possivel, pois lim p, = limgq, = 0,e ) py = ) g, = co. Conti-
n=1 n=1

nuando com o processo, tomemos o menor indice 73 tal que

prtp2+-+ P —qu,—92— — Gyt Pm+1t+ -+ Py > C
Em seguida, o menor indice 14 tal que
prrpattpm—qi—q2— =Gt Put1t Py~ np-1 =~y < C
consideremos as reduzidas

Th = p1;

Ty =p1t 4 pu

Ty =prt -t pm =G~ ny
Tp=pit-tpm—qu—"=pnj
Toy =pr+- P =1 = = ny
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notemos que, se i for impar, temos
Tnl+1 < C < Tni 7 O < Tni —C S pni e 0 < C — Tnl+1 < qni+1.

Como lim p,, = limg, = 0, segue que lim T};, = c.

Agora, para i par,

T, >c>Ty41, 0< Ty —c<pp1 € 0<c—Ty <qn,.

Analogamente, segue que lim T, = c.
Em outras palavras, conseguimos uma reordenacdo de (x,)5_; tal que as reduzidas
(Tn)5_, dessa reordenagdo tende para ¢, como querfamos.
n
Como consequéncia do Teorema de Riemann, obtemos a reciproca do Teorema

de Dirichlet, conforme corolario abaixo.

Corolario 1.10. Toda sequéncia incondicionalmente somével de nimeros reais é ab-

solutamente somdavel.

Prova. Sejam (x,);’_; uma sequéncia de nimeros reais incondicionalmente somavel
(0]
e 0:IN — IN uma bijecdo qualquer. Pela Proposi¢do 1.5, temos que ) x, =

n=1
o

Y Xg(n). Pelo Teorema de Riemann, se (x,);’_; fosse condicionalmente somével,
n=1

(0] [e9)
seria possivel encontrar uma bijecdo n7: IN — IN tal que )} x, # Y Xy(n), UMa
n=1 n=1
contradicdo. Portanto, segue que (x,);>_; é, obrigatoriamente, absolutamente somé-
vel.

Observacao 1.11. Como convergéncia em R” depende da convergéncia de cada co-

ordenada, os Teoremas de Dirichlet e de Riemann também valem em IR" por heranca
de R.

10



Capitulo 2

Séries em espacos de Banach

Agora, num contexto mais geral de espagos normados, nos convém, novamente,
introduzir algumas defini¢des sobre convergéncia de séries. Uma sequéncia (x,)5_;

em um espac¢o normado X é dita:

m (o]
(a) somdvel quando existe x € X tal que a sequéncia de somas parciais ( xn)
n=1 m=1

o0

converge para x. Neste caso, escreveremos ) x, = X;
n=1

[e9)
(b) absolutamente somavel quando Y ||x,|| converge;
n=1
oo

(c) incondicionalmente somavel quando (xg(n)) ) é somédvel qualquer que seja
n=

a permutacdao o: N — IN;
(d) fracamente somével quando a sequéncia de escalares (¢ (xy));._; é somavel

para todo funcional linear continuo ¢ € X*.

Observacao 2.1. Uma sequéncia fracamente somével ndo serd, necessariamente,
uma série fracamente convergente, ou seja, a sequéncia das somas parciais nao
necessariamente converge na topologia fraca. Para ver isso, consideremos a base
candnica unitéria (ey);,_; de co. Observemos que, dado ¢ = (a,);,_; € {1 = ¢},

[ee]

L l9 (el = L las] < o0

n=1 =

e, portanto, (en)Zo:1 é fracamente somaével.

m (o]
Suponhamos, por absurdo, que ( Y en) seja fracamente convergente. Neste

n=1 m=1

m
. N . w
caso, existe uma sequeéencia xo = (t‘n)Zo:1 € ¢o tal que Y e, — xp. Para todo
n=1

11



2. Séries em espacos de Banach

o0

¢ = (an),—q € f1 = c;, temos

Y apty, = (P(xO) = lim GD(ZBH) = ) ay,
n=1 n=1

m—00 n=1
de onde segue que t, = 1 para todo 1, o que é um absurdo, pois xg = (t1);-; € Co-

Com as defini¢des acima, podemos dissertar sobre alguns resultados importan-

tes na teoria dos espagos normados e, em especial, dos espacos de Banach.

o0
Proposic¢ao 2.2 (Critério de Cauchy para séries). Seja ) x, uma série num espago
n=1
de Banach X. Tal série converge se, e somente se, para todo € > 0, existe np € IN tal

que

| Xp41 + Xpy2 + -+ Xnqp| < g, para quaisquer n > nge p € N.

Prova. Seja S, a n-ésima soma parcial da série dada. notemos que
|Xp1 + Xpyo2 + -0 F xn+p| = |Sn+p — Sl

Portanto, a série dada satisfaz a desigualdade desejada se, e somente se, (S,)5 ; €
de Cauchy. Como X é um espago de Banach, onde toda sequéncia converge se, e
somente se, for de Cauchy, segue o resultado.

Proposic¢ao 2.3. Seja X um espaco vetorial normado. Sdo equivalentes as seguintes

afirmagoes:
(i) Toda sequéncia absolutamente somavel em X é incondicionalmente somavel.
(ii) Toda sequéncia absolutamente somdavel em X é somavel.
(iii) X é um espago de Banach.
Prova. (i) = (ii) é evidente, basta tomar a permutagdo identidade.

(ii) = (iii). Seja (x,);>_; uma sequéncia de Cauchy em X. Tomemos uma sequéncia

crescente (11 )2, de niimeros naturais tais que

||xm - leH < 2_k/
sempre que 1, n > ni. Em particular,
[y — 2| <275,

12



2. Séries em espacos de Banach

Logo,

oo 0 k
Y e, — x| < Z27F =1
Lt k=1

Assim, resulta que (x, o Xy, ) € absolutamente somavel. Observe que, para todo
k € N,

k
A Z (x”j-H - x”j)
j=1
e, consequentemente, (xnk) é convergente. Obtivemos, pois, uma subsequéncia con-

[e )
n=1/

o0

o, € também uma

vergente da sequéncia de Cauchy (x,)9>_;, 0 que implica que (xy)

sequéncia convergente. Como pegamos uma sequéncia de Cauchy qualquer de X e

mostramos que essa sequéncia é convergente, segue que X é um espago de Banach.

(iii) = (i). Sejam X um espaco de Banach e (x,){’ ; uma sequéncia absoluta-

o0

w1 € incondicionalmente somével.

mente soméavel em X. Mostremos, pois, que (xy)

Com efeito, seja ¢ uma permutagdo de IN. Sendo (x,);>_; absolutamente somavel,

o0
segue que Y. ||x,|| converge. A sequéncia das normas esta nos reais, logo podemos
n=1

usar o Teorema de Dirichlet para concluir que ) ng(n)
n=1

‘ também converge. Assim,

dado e > 0, existe ng € IN tal que

ma

)3 Hxa(n)

n=mi+1

<e

sempre que my > mp > nyp. Por conseguinte,

moy my
= X Xm||< L ‘ <g

n=mq+1 n=mi+1

Xo(n)

moy mq
nglxa(n) B nglxg(n)

m
sempre que my > my > 1, logo ). x,(,) € uma sequéncia de Cauchy em X. Sendo,
n=1
(o]

por hipétese, X um espago de Banach, segue que }. x,(,) converge, concuindo que
n=1
(x4)57_ € incondicionalmente somével.

[
O préximo exemplo mostra que em alguns espagos de dimensao infinita é possivel
encontrar séries incondicionalmente convergentes que nao sdo absolutamente con-

vergentes.

Exemplo 2.4. Consideremos o espaco de Banach /; e tomemos a sequéncia

(Anen)s_,, onde e, é 0 n-ésimo vetor da base canénica e (A,)5; € €\ ¢5.

13



2. Séries em espacos de Banach

Seja o: N — IN uma permutagdo. Vamos mostrar que

Com efeito, dado € > 0, existe ne € IN tal que

(0]
Y Anl? < €
n=m
sempre que m > n.. Seja Ny € tal que o(m) > n, sempre que m > Np. Assim,
quando m > Ny, temos
2 o0
S Z |/\1/l|2 < 82/

2 n=ne

;1/\0(;1)60(;1) — (An)nza

consequentemente, Y- Ay (;)€s(n) = (An);-. Portanto, segue que (Ayey € incondici-
n=1

onalmente somavel. fodavia,
(e ) o
Y [[Anenll, = X |An] = oo,
n=1 n=1

Ou seja, (Ane,);>_; ndo é absolutamente somével.

Temos aqui em ¢, um exemplo de uma sequéncia que é incondicionalmente
somavel, mas ndo é absolutamente somével. No entanto, esse exemplo nado é valido
para /1, por exemplo. Apenas no ano de 1947, ficou conhecida a primeira sequéncia
de /1 que satisfaz essa condi¢do, com o resultado de Macphail.

notemos que, contra a intuigdo, os termos condicionalmente somdvel e incondicio-
nalmente somdvel ndo sdo antdnimos no contexto de dimensao infinita. O Exemplo
acima nos deu um exemplo de uma sequéncia que é incondicionalmente somével e

condicionalmente somavel.

Proposigdo 2.5. Se (x,);_; é uma sequéncia incondicionalmente somavel em um

espago de Banach X, entdo

para qualquer que seja a permutac¢do o: IN — IN.

Prova. Seja ¢ € X*. Sendo ). x,(,) convergente e da continuidade de ¢, te-
n=1

mos que ¢ ( El xg(n)> = El ) (%(n)) é convergente independente de qual seja
n= n—=

a permutagdo ¢. Assim, temos que (go(xa(n)))nzl ¢ uma sequéncia incondicional-

14



2. Séries em espacos de Banach

(]
mente convergente de nimeros reais, logo o valor de ) ¢ (%(n)) independe de ¢

n=1
Portanto,
¢ < Zxa(n)) = Lo (%m)= Lot =09 ( an> :
n=1 n=1 n=1 n=1
Como ¢ € qualquer em X*, do Teorema de Hanh-Banach, }_ x;(,;) = ¥ xu.
n=1 n=1

Teorema 2.6. Seja (xy);._, uma sequéncia no espago de Banach X. Sio equivalentes as

seguintes afirmagoes:
. o 4 A e . . .
(i) (xn),_q € uma sequéncia incondicionalmente somduvel.

(ii) Para cada e > 0, existe um ne € N tal que, sempre que M é um subconjunto finito de

Y X

neM

IN, com min M > n,, temos < &

0 L L . , 1 . L l A . .
(iii) (xu),_ € subsérie somavel, isto é, para qualquer sequéncia estritamente crescente

o0
o0 . . oy
(kn),,_q de inteiros positivos, lekn converge.
n—=

(iv) (xn),.q é sinal somavel, ou seja, para qualquer escolha de sinais e, € {—1,1},

Y €nXy converge.
n=1

Prova.

(i) = (ii). A demonstragdo é exatamente analoga ao Lema 1.4.

(ii) = (i). Seja ¢ uma permuta¢do dos naturais e consideremos a sequéncia

(Sn)j-; das somas parciais de (xy());-;- Fixemos € > 0 e escolhamos 1, de modo

Y Xn

meM
condigdes, tomemos m, € N suficientemente grande de modo que {1,---,n,} C

que < ¢ para todo subconjunto finito M C IN e min M,, > m,. Nessas

{o(1),---,0(me)}. Sejam p,q € N tais que p,q > m,. Facamos

Vo =A{c(1),- -, o@I\{L - ne},
Vp=Ao(), -, a(p)p\ {1, -+ me

Assim,
q q Nne
S¢= L Xo(i) = )3 Xp=Y x4+ ¥ xn.
i=1 ne{c(1), ---, 0(q)} n=1 nev,
P P Ne
Sp= L Xp(i) = )N Xn = Y Xn+ X Xn.
i=1 ne{c(1), -+, o(p)} n=1 nevy
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Dai, sempre que p,q > mg,

1S5 =Spll = || Z xn— L xu
nevy nevy
<X x| F| X x| <2
nevy nevy

e, portanto, (S,)%°_; é uma sequéncia de Cauchy, ou seja, convergente.

(ii) = (iii). Fixemos e > 0 e escolhamos m, de modo que || ¥ x,

neM
subconjunto finito M C N tal que min M > m,. Agora, se (k,);..; € uma sequéncia

< eparatodo

crescente de niimeros naturais, entdo k, > n, para todo n. Assim, se q > p > mg,

entao

— 2 xn < 8,
ne{kp,...kq }

q
Y X,
n=p

pois

min {ky, ..., k,} =k, > p > m,,

. A . . . o0 ~
o que nos diz que a sequéncia das somas parciais de (x,),_; é de Cauchy e, por-

tanto, convergente.

(iii) = (iv). Seja (en);.., uma sequéncia de sinais. Sejam ST = {n € N : ¢, = 1}
eS™ ={n e€N:g, = —1} enumerados com a ordem natural. O caso em que S* ou
S~ é finito é imediato. Basta considerar o caso em que ambos sdo infinitos. Obvi-
amente, ST e S~ sdo subconjuntos disjuntos de N e N = ST U S™. Por hipétese,

as séries ) x, e ) x, sdo convergentes. Fixemos ¢ > 0. Notemos que, se
nest nes—
p e q sdo niimeros naturais, com p < ¢, fazendo M, = {n€S*:p<n<g}e

My, ={n €S :p<n<gq} entdo

q
gsnxn: Y enXut+ ) EnXp= ), Xp— ), Xn.

n=p neMy, neMp, neMyj, neM,,

Como Y x,e ) x,sdo convergentes, existe n, tal que segue, para p suficiente-
nest nes—
mente grande,

g>p>ne=1| Y x| <zel| X x| <z
neMy, neMp,

16



2. Séries em espacos de Banach

Assim, se g > p > n,, temos

q
Y enxy|| < Yo xul|| + Y x|l <e
n=p neM;,"q neMy,

e (x,) é sinal somavel.

(iv) = (ii). De forma contrapositiva, vamos supor que existe um Jp > 0 e uma

sequéncia (My);> ; de subconjuntos finitos de IN tais que

max My < min My, e Y. xu|| = 0.
ne Mg

Tomemos

1, sen e Ugq My,
—1, sen & |J* My .

(C,n:

n
Vamos tomar, agora, a sequéncia de termo geral S, = ) (1 + ¢;)x;. Assim,

i+1
max M;
n=min My neMy

Portanto, temos que (x,);_; ou (€,x,)5_; ndo é somdvel e, portanto, segue que
(x4)5>_1 ndo é sinal somdvel. Por contrapositiva, segue o resultado.

n

O diagrama abaixo mostra como a sequéncia de implica¢gdes do teorema acima

demonstra a equivaléncia entre as afirmacdes:

(i) <= (ii)

/|

(iv) <= (iii)

Coroldrio 2.7. Uma sequéncia (x,);,_; no espago de Banach X é incondicionalmente
somével se, e somente se, para qualquer que seja a sequéncia (ky),._; de ntimeros

naturais dois a dois distintos, (xy, )., € somével.

Prova. ( = ). Seja (x,)$>_; no espago de Banach X incondicionalmente somavel,

em particular, subsérie somével. Dada uma sequéncia (k;);>_; de niimeros naturais,

[e0]

notemos que (X, )% 4

ndo é necessariamente uma subséquéncia de (xn)zc’zl, ape-

17



2. Séries em espacos de Banach

nas se (k,)5_, for crescente. Todavia, podemos tomar uma permutagdo ¢ tal que
(xk, )= seja subsequéncia de (xy(,))52;- Sendo (X, ()5, subsérie somavel, segue

que (x, )5, é somavel.

<= ). Se, para qualquer que seja (k; )., (xx, ), é somavel, entdo, para
para qualquer q ] n=1 n)n=1 p
k), crescente (xj )°°_, é somavel. Logo, (x,)%°_, é subsérie somavel.
n=1 n/n=1 g n=1

Teorema 2.8. (Teste dos Multiplicadores Limitados) Sejam X um espaco de Banach e
(xn)5q uma sequéncia em X. Entdo (xy);._q é incondicionalmente somdvel se, e somente

se, a sequéncia (byxy);,_, é somdvel sempre que (by);_; € loo.

Prova. ( < ).

o]

Se (bnxn)ff:1 é somdvel sempre que (bn)f:1 € Lo, entdo, em particular, (e,x,),

é somavel qualquer que seja a sequéncia de sinais (,);,_, ou seja, (x,);,.; € sinal

somdvel e, portanto, do Teorema 2.6, (x,,);._; é incondicionalmente somével.

( = ). Agora, suponhamos que (x,);._; seja incondicionalmente somavel e fixe-
mos (bn)zoz1 em (. Sejam mq,my € IN, com mq < my. Neste caso, do Teorema de
Hahn-Banach,

my
Y buxy

n=my+1

)
= sup | Y, buxy
@EByx n=mq+1

my
= sup Y bug (xn)

@pEByxx |n=m1+1
)

< sup L |bu||e(xn)]

PEBx+ n=mi+1

<)l sup T [ ()] @.1)

@EByx n=my+1

my my
Y. buxy — Y buxy
n=1 n=1

Do Teorema 2.6, dado € > 0, existe m, € IN tal que, sempre que M é um subconjunto

finito de nimeros naturais com min M > m,,

Y Xn

< &
neM 8.

18



2. Séries em espacos de Banach

Fixemos ¢ € Bx+ e consideremos my > m1 > m,. Definindo

M" ={m +1<n<my:Re(p(x,)) >0},
M~ ={m+1<n<mp:Re(¢(x,)) <0},

observamos que

%2 [Re (¢ (xn))| = YL |Re(¢(xun))[+ X [Re(q(xn))]
n=mq+1 neM+ neM-
_| v Re<¢<xn>>\+ > Re(qo(xn»\
neM~+ nemM—

(o5

(e[, 5 )

bl b )
neM+ neM~-
<X x|+ X xn
neM+ neM-
Como min M ", min M~ > m,, temos que
moy €
¥ [Re(p(x))] < 5
n=mq+1
De modo analogo,
my €
3 Jim (g ()| <
n=my+1
Assim, sempre que mp > my > Mg,
1y ) my e € &
Yo lptw)l < ¥ Re(p(u)l+ X [m(p(u))|<i+i=5
n=mj+1 n=mp+1 n=mj+1
Sendo ¢ € Bx+ qualquer, obtemos
my €
sup Y fp(m)l <5 <e
@EByxx n=m1+1
De (2.1),
moy mq oo
n=1 n=1
sempre que 1y > my > M, e, consequentemente, (b,xy )., € somavel. n
Observacao 2.9. (x(”)> . representa uma sequéncia, bem como, (x,);,_;. Como es-
n=

tamos num contexto que trabalho com sequéncias de sequéncias, por vezes, convém
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2. Séries em espacos de Banach

usar a primeira notacao.

Num curso introdutério de Andlise funcional, vemos que convergéncia forte im-
plica em convergeéncia fraca, mas a reciproca ndo é verdadeira em dimensao infinita;
o0 méximo que se tem é que convergéncia fraca implica que a sequéncia ¢é limitada,
o que ja é de grande valia. No entanto, em ¢y, Issai Schur provou que essas duas

convergéncias sdo equivalentes.

Teorema 2.10. (Schur, 1921) Em {1, uma sequéncia converge na topologia fraca se, e so-

mente se, converge na topologia da norma.

Prova. Basta mostrar que toda sequéncia fracamente convergente é também conver-
gente em norma. Claramente, basta mostrarmos que toda sequéncia que converge

(e )
fracamente para zero converge em norma para zero. Com efeito, seja <z(”)> uma
n=1

o0
sequéncia em /1 que converge fracamente para zero. Suponhamos que (z(”)) .
n=

nao convirja para zero em norma. Neste caso, existem ¢y > 0 e uma subsequéncia
) 0

<x(”)>:;l de <z(”)>:):1 tal que

e

‘ > 5¢p 2.2)

para todo n € IN. Escrevamos x(") = <x§”)>._1 para cada n € IN. Como essa

subsequéncia converge fracamente para zero, da dualidade /] = /«, temos

. &© ‘ (n) . nA . o
nlgl(}oj;b]xj = 0, para toda sequéncia (b])].:1 € leo. (2.3)
Em particular,
r
lim Y =0 para todor € INU {co}. (2.4)

Indutivamente, definamos duas sequéncias crescentes (1) .o € (1x) ..o de nimeros
naturais da seguinte maneira: my = ng = 1 e, no passo seguinte, definimos n; > ng
como sendo 0 menor inteiro positivo tal que

mg

y ‘x](nl)

j=1

< g (a existéncia de n; é consequéncia de (2.4))

e my > my é definido como o menor inteiro positivo tal que

x](m) < gp (a existéncia de m; é consequéncia de x(m) e lq).

j=m
De modo geral, para k > 1, definimos n; como sendo o menor inteiro maior que
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ny_1 tal que

(k)
) x]'k

j=1

< &p,

e my é o menor inteiro maior do que my_q satisfazendo

< €&p.

Definamos uma sequéncia (b]');ozl € s da seguinte maneira: para my_1 < j < my,

tomemos
0, se x](.”") =0,
%= 00X, e ) 2 0
j i j
De (2.2), temos
5eg — Of:bjx("k) < OZo: ‘x](n") — ozo;bjx](.”") (2.5)
j=1 j=1 j=1
e, como |b;| < 1 para todo j, temos
E x(”k) _ ibjx("k)
=1t j=1
< y X nk
< jgl (‘ j |
My—1 o
() (n (1) () () ()
=Y (|x —bx : —b;x; + ¥ X —b;x;
50 () WO (TR B A )
My—1
(ng) (nx) (k)
_= X h —b-x.
B (] )+ (] o)
Mg 00
(1k) (k) (1) (1)
< ¥ (l|x; + |b:x: + ¥ X + |b;ix;
]'_1<‘] ‘JJ ) j—mk+1<‘] ’JJ )
< 2¢eg + 2¢eg = 4e, (2.6)
para todo k. De (2.5) e (2.6), temos
ozo:bjx(nk) > e
j=1
para todo k, contradizendo (2.3).
|

Por causa desse teorema, os espagos de Banach no qual toda sequéncia fraca-
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mente convergente é convergente em norma é chamado de espago de Schur, e tal
propriedade é chamada de propriedade de Schur. Sendo ¢; um espago de Schur, é
razoavel se perguntar se L1 [0, 1] também €, o que néo é verdade, pois L0, 1] contém
uma cépia de ¢, que, por sua vez, ndo é de Schur. Em geral, espagos que contém

subespacos reflexivos ndo sdo de Schur.

Defini¢do 2.11. Uma sequéncia (x,),._; em um espago de Banach X é fracamente

y sl z A . . oo .
subsérie somdvel se, para qualquer sequéncia estritamente crescente (k,),. ; de in-
[e.0]

teiros positivos, ) xi, converge na topologia fraca.
n=1

(o)
Alternativamente, diremos que a série formal )’ x, é fracamente subsérie con-
n=1
vergente quando (x, ), _;, é fracamente subsérie somével.

Para a demonstracdo do préximo teorema, nos convém relembrar alguns resul-

tados que sdo vistos num curso introdutério de Anélise Funcional:

* A bola unitéria fechada Bx+ do dual topolégico de um espago de Banach X é

compacta na topologia fraca-estrela (Teorema de Banach—Alaoglu-Bourbaki).

* Se X é um espago de Banach separavel, a bola Bx+, munida com a topologia

fraca-estrela, é metrizavel.

* Se Y é subespaco fechado de X, o Teorema de Hahn-Banach garante que a

topologia fraca em Y é a topologia induzida pela topologia fraca de X.

* Um operador linear T: E — F entre espagos normados é dito compacto se,
para toda sequéncia limitada (x,)$’ ; em E, a sequéncia (T(x,))S" ; possui

subsequéncia convergente em F.

Teorema 2.12. (Orlicz-Pettis) As seguintes afirmagdes sobre uma sequéncia (x,);,_, em

um espago de Banach X sdo equivalentes:

(i) (xn);_q € fracamente subsérie somdvel em X.

(ii) O operador linear

T: X* — El
¢ = (¢ (¥n)) 2

é bem definido e compacto.
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(iii) (xn)5._q € subsérie somdvel em X.

Prova. Seja Y = [{x,:n € IN}]. Como Y é convexo, sabemos que ele coincide
com o fecho de [{x, : n € N}] na topologia fraca. Para o item (i), notemos que ndo
ha diferenca em trabalhar em Y ou X, pois a topologia fraca em Y é induzida pela

topologia fraca em X. Para o item (ii7), como ele nada tem a ver com topologia fraca,

concluimos que considerar Y = [{x, : n € IN}| ndo causa problemas. Finalmente,

para o item (ii) notemos que, se provarmos que

S: Y — 61
P (@ (n))uin

é bem definido e compacto, o mesmo ocorrerd com

T: X* %51

[ee]

¢ = (¢ (xn)) =1 -

Iniciemos observando que, se ¢ € X* e ¢ := ¢y, entdo ¢ € Y* e

T () = (9 (xn))uzy = (¥ (xn))y2y = S (¥) € b

Sejam (¢, );. ; uma sequéncia limitada em X* e (y,,),._; a respectiva sequéncia de
restri¢des a Y, isto €, ¢, := @u|y. Se S é um operador compacto, entdo existe uma

A . [e) (e9) . o0
subsequéncia ({, ),_, tal que (S (¢, )),_, converge em /; para, digamos, (aj)].zl.
Neste caso

|7 C0m) = (@), = |8 o) = (a2 — 0,

[e0]

ou seja, (T (¢n,)) ., cONverge para (a]-)]:1 em /1 e T é compacto.

(i) = (ii). Vejamos que T é um operador linear bem definido. Com efeito,

o0 2

z.: z A . (o]
como (xy),_, é fracamente subsérie somavel, para toda sequéncia crescente (k]-)].:1

(o]
n
de ntimeros naturais, a sequéncia < xk]) converge fracamente. Logo, para
j=1 n=1
oo
todo ¢ € X*, a série ) ¢ (x;) é subsérie convergente e, portanto, do Teorema 2.6,
j=1

(ee]

Y (x]-) é incondicionalmente convergente. Como, em KK, convergéncia absoluta e
j=1

o0
incondicional coincidem, temos Y. |¢ (x,)| < oo para todo ¢ € X*. Isso significa
n=1

que (¢ (xn))5_1 € {1 paratodo ¢ € X*, ou seja, T é bem definido. A linearidade de
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s 2z . 2 P (o] 2 A .
T é 6bvia; vamos mostrar agora que T é continuo. Se (@), ¢ uma sequéncia em
X* tal que ¢ — @ e T (@) — (bn);—1, fazendo T (¢) = (as),._,, observemos que,
para todos j, k € IN, temos

|a; = bj| < |aj — ¢ (%)) ] + [ (%)) — bj]
= ¢ (%) — o (%)) | + |k (xj) — bj]
<llo = el |5l + X lge (xn) = bul

k—o0

= o = el || + [ (@x (xn))y=y = (bu)ya [, — 0

ou seja, a; = bj para todo j € IN. Do Teorema do Gréfico Fechado, T € continuo.
Agora, seja (¢ ),,_, uma sequéncia em Bx-. Como Bx- é compacta e metrizavel
com respeito a topologia fraca-estrela, podemos extrair uma subsequéncia (¢m, );.
de (¢m),,_; que converge na topologia fraca-estrela para, digamos, ¢y € Bx-. Se
pudermos mostrar que T (¢g) é o limite na topologia da norma de (T (¢m,))r—1s
teremos comprovado a compacidade de T. Como T toma valores em /1, segue do
Teorema de Schur que tudo que precisamos fazer é mostrar (T (¢m,));; — T (¢0).

Para tanto, basta mostrar que

im ¢ (T (¢my)) = ¢ (T (¢0))

k—yo00

para qualquer ¢ em um subconjunto denso de /] = { com respeito a topologia da

norma. E facil mostrar que a colegdo das fung¢des simples, isto é, fun¢des da forma
m
llJ = ZlA]lM],
]:

onde A € Ke My,..., My, sdo uma particdo de IN, é um subconjunto denso de /..
Podemos, portanto, considerar i como sendo uma funcdo simples. Por linearidade,
podemos entdo nos restringir apenas as fung¢des caracteristicas ¢ = 1,1 de subcon-
juntos M de IN. Consideremos, portanto, ¢ deste modoe M = {r; < rp, < ---}
(0 caso em que M é finito segue facilmente). Como (x,);._; é fracamente subsérie
somadvel, seja zg € X tal que

L w
Y Xy, — Z0. (2.7)
j=1
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Lembrando que (@, ) SN poequep =1y ..y, temos
P (T (9o)) =9 ((fPO (%)) 2 1) = El(Po (xfj)

n—oo

j=

-tn fn (o) - b )
]:

2.7 L
( ) P0 (ZO) = hm (Pmk (Zo) = lim lim Pmy, (.lerj) .
]:

k—>00 H—00

Por outro lado,

im ¢ (T (¢, )) = k11_>IIolol/J <(§0mk (x]))] 1> = lim Z Py (xr>

k—o0 k—>oo]

= lim lim Z(pmk <xr) = hm Lim @, (ilxrj)
]:

k— 00 Tl—)OOJ k—o00 H—>00

e, combinando as igualdades, temos

¥ (T (g0) = lim (T (@)

Concluimos, portanto, que T é compacto.

(ii) = (iii). notemos que, se K é um subconjunto compacto de /1, para todo

e > (0 existe n € IN tal que,

o0
sup Y |an| <e
(an)y—q €KT=M

sempre que m > n.. Como T (Bx+) é compacto em /1, para todo ¢ > 0 existe n, € N

tal que

sup % [ (xj)| = sup T |(T(p))| e

PEBx+ [=1e PEBx+ [=1e
Em particular, para qualquer subconjunto finito M de N com min M > n,. Pelo

Teorema de Hahn-Banach, temos

Y X

neM

qo( zxn)\s sup T ¢ (xa)| <.

nemM @EBxx NEM

= sup

O Teorema 2.6 garante o resultado.
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Como (iii) = (i) é imediata do Teorema 2.6, a demonstragdo do teorema estd
concluida.

Teorema 2.13 (Schauder). Sejam E e F espacos de Banach e T € L(E,F). Entdo T é

compacto se, e somente se, T*: F* — E* é compacto, onde T* é o operador adjunto de T.

O leitor poderd encontrar a demonstracdo do Teorema de Schauder em ([1], Teo-
rema 7.2.7)

Ao olharmos para tras, nesse capitulo 2, observaremos que vérias equivaléncias
diretas e indiretas com a convergéncia incondicional foram demonstradas nesse
texto. Com mais algumas que serdo introduzidas agora, juntaremos todas as equi-

valéncias em um s6 teorema geral sobre somabilidade incondicional.

Teorema 2.14. (Omnibus Theorema sobre Somabilidade Incondicional) Seja (x,);. ;

uma sequéncia no espaco de Banach X. Sdo equivalentes as sequintes afirmagdes:

. o0 L A .. .. L
(i) (xn),_q é uma sequéncia incondicionalmente somduvel.

(ii) Para cada e > 0, existe um ne € N tal que, sempre que M é um subconjunto finito de

an‘<e

neM

IN, com min M > n,, temos

(iit) (xn);,q € subsérie somdvel.
(iv) (xn);5-y € sinal somdvel.

(v) Para toda sequéncia (k,), 4 de niimeros naturais dois a dois distintos (x, ), ¢

somdvel.
(vi) A sequéncia (byxy ), é somdvel sempre que (by);" 1 € loo.

(vit) (xn)5.q € fracamente subsérie somdvel.

(viii) (xn);._q é fracamente sinal somavel, ou seja, Z €nXpn converge na topologia fraca

em X para qualquer escolha de sinais e, € {—1, 1}

(ix) Z bux, converge na topologia fraca em X sempre que (by);"_; € Lo
=

[e9)
(x) Para toda sequéncia (ky);._, de niimeros naturais dois a dois distintos Y. x, con-
n=1
verge na topologia fraca em X.

(xi) T: X* — £1; T (9) = (¢ (xn));_1 é um operador compacto.
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2. Séries em espacos de Banach

(xii) S:loo — X; S ((bn)yey) = E buxy é um operador compacto.

n=1
n=1

(xiii) R:co — X; R ((bu)yq) = L buxy é um operador compacto.
n=1

(xiv) S:lee = X; S ((bu)y_1) = ¥ buxy é um operador limitado.

n=1
Prova. J4 vimos que as afirmagdes (i) a (vii) e (xi) sdo equivalentes. (Vide Teoremas
2.6,2.8,2.12 e o Corolario 2.7.)

(iv) = (wiii). 6bvio.

(viii) = (vii). Sejam (kj);.”;l

uma sequéncia crescente de ntiimeros naturais e
1, sene{kj:jeN},
87’1 —

—1,sen ¢ {kj:jeN}.

(o]
n=1

o
n=1 5

(ee] 2

Como (xy);_; é fracamente sinal somavel, entdo (27 1x,)

e (27 enxy) a0

fracamente somaveis. Como

m

Y xkj =) (2_1xn + 2_1€nxn> ’
j=1 j=1

z (e¢] 2 Z..2 z
concluimos que (x,),_; é fracamente subsérie soméavel.
(vi) = (ix). 6bvio.

(ix) = (viii). Se Y. byx, converge na topologia fraca para toda sequéncia (by);,_;
n=1

(e°]
€ L, entdo, em particular, ) &,x, converge na topologia fraca para toda sequéncia
n=1
de sinais (e,);,_; €, portanto, (x,);._; ¢ fracamente sinal somével.

(v) = (x). 6bvio.

oo
(x) = (vii). Se 21 Xy, converge na topologia fraca em X para toda sequéncia
n=
(ky);_; de numeros naturais dois a dois distintos, entdo, em particular, converge

na topologia fraca se (ky);,_, é crescente. Isso garante que (x,),_; é fracamente

subsérie somavel.
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2. Séries em espacos de Banach

(xi) = (xii). Sabendo que ¢; = {«, Observamos que operador adjunto de T é
T oo — X**
$ =)y = T () : X* = K
¢ = T () (¢) = ¢ (T(9) = L bug (xn)-

n=1

Da equivaléncia entre (xi) e (vi) concluimos entdo que

T () (0) = £ bug () = ( Ebur) = Jx (£ ) (00,

n=1

onde ], é o mergulho candnico. Assim, para todo (b,);._; € e,

T (b)) = Jx ( zlbnxn) :
n=
Obviamente, o operador

S:ilew — X

(bn)zozl =) bnxn,
n=1

é bem definido e linear. Além disso fica evidenciado que T* = Jx o S. Como Jx é
uma isometria, é evidente que S serd um operador compacto desde que T* o seja.
Como T é compacto, o Teorema de Schauder garante a compacidade de T*, e por-

tanto a compacidade de S esté estabelecida.
(xii) = (xiv) = (vi). 6bvio.

(xi) < (xiii). Basta observar que o operador T é o adjunto de R e aplicar o
Teorema de Schauder.
n

O diagrama abaixo ajuda o leitor a se convencer de que todas as implica¢des do
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2. Séries em espacos de Banach

teorema acima foram contempladas:

(xii) == (xiv)

W

(xiii) (xi) (i) (i1) (iii) <= (iv)

§ /
\\é(

Ulll Ull

Observacao 2.15. Convergéncia fracamente incondicional e convergéncia incondi-

cional de séries ndo sdo conceitos equivalentes.

Com efeito, sejam (e,);,_; a sequéncia de vetores canonicos de cg e (xy);._; defi-

nida indutivamente por x; = e; e x,,+1 = €,41 — e,. notemos que, para todo m € IN,
m . o ~ 2 2, . o0

Y. Xn = e, assim (x,),”_; ndo é sequer somavel. Agora, sejam ¢ = (a,),_, € {1 =

n=1
¢y, € 0 uma permutagdo de IN. Dado & > 0, sejam n,, N € N tais que

00
a < =
n_n8| ”’ 2

{1,....ny C{c(1),...,0(m)}

sempre que m > N;. Fixado m > N, seja My, = {c(1),...,0(m)} —{1,...,n¢}.
Dai,
Y X, an+ Y xp=¢€p,+ ) ex— ) ey

n=1 n=1 neM,, neM,, neM,,

e, consequentemente,

\w(%xgw)\: plen)+ T ole)— % ¢lenr)
n=1 neM,,

neM,,

an, + Y, ap— ) Ay

neMy, neMy,

<22 lan| <,

n=ne
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2. Séries em espacos de Banach

m [ee)
ou seja, lim ¢ ( Y x,,(n)) = 0. Como ¢ € c; € qualquer, segue que }. x,(,) con-
m=ee " \n=1 n=1
verge fracamente para zero.
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Capitulo 3

O Teorema de Macphail e o Teorema

de Dvoretzky e Rogers

3.1 O Teorema de Macphail

Em 1947, Macphail nao resolveria ainda o problema 122 do Scottish Book, pro-
posto por Orlicz e Mazur, de que todo espago de Banach de dimensao infinita possui
alguma sequéncia que converge incondicionalmente, mas ndo absolutamente, mas
acabaria com a duvida de mateméticos da época, se o {1 possuia uma série que
convergia incondicionalmente, mas ndo absolutamente, ja que as sequéncias que
respondiam a questdo, quando p > 1, ndo serviam para o caso p = 1. Com sua
elegancia, Macphail ndo apenas conseguiu mostrar que ¢; possui uma sequéncia in-
condicionalmente somével que ndo é absolutamente somavel, como ele ainda cons-
truiu tal sequéncia. Nesse trabalho, traremos uma versao mais generalizada do Te-
orema de Macphail de 1947.

Uma ferramenta que foi muito importante para aquele que d4 nome ao teorema

e também serd para nés, sdo as matrizes de Hadamard, exposta abaixo.

Definigdo 3.1. Uma matriz quadrada H = [h;] 1« p, € dita uma matriz de Hadamard

se todas as suas entradas pertencema {—1,1} e

HH' = nl,.
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

Exemplo 3.2. As matrizes

1] “ —11] ¢

_ o R
I
—_
—_
I
—_

sdo de Hadamard.

notemos que, sendo H uma matriz quadrada de ordem n e uy, ..., u;, sdo seus

vetores linha (coluna), temos que H é uma matriz de Hadamard se, e somente se
(1) =

para todo i e todo j, onde J;; € o delta de Kronecker. Assim, os vetores linha Hada-
< . : . 1
mard de ordem n sdo dois a dois ortogonais e possuem norma #n2 (0 mesmo para

vetores coluna). Neste caso, |det (H)| é um ntimero inteiro positivo e temos que

[det (H)| = [fur ]| - Jun]| = n"/2,

Com isso, para que que n"/?

seja inteiro, n basta ser, necessariamente, um quadrado
perfeito ou um nimero par. Logo, ndo existem matrizes de Hadamard de todas
as ordens. Portanto, se n é um inteiro positivo para o qual existe uma matriz de
Hadamard de ordem 7, entdo n serd dito um inteiro de Hadamard ou uma ordem
de Hadamard. Mais precisamente, veremos adiante no Teorema 3.3, se n é uma

ordem de Hadamard, entao
ne{l,2}u{4k: ke N}.

Das propriedades das matrizes, nés temos que Matrizes de Hadamard conti-
nuam sendo de Hadamard ap6s terem suas linhas ou colunas permutadas. Além
disso, é claro que, se ¢1,...,€&; sdo sinais e H = [hi]} axn ¢ uma matriz de Hada-

mard, entdo

eg 0 -~ O eth1r ethyy -+ e1hyy
0 & --- 0 eohp1 €xhy --- ehyy,
H—
i 0 0 - &y ] i enhny1 €nhya -+ €nhun ]
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

e 3 3 )
er O 0 ethir  €hp enhiy
0 & 0 | | etha ehp enhon
0 0 &n ] i glhnl 8ZhnZ enhnn ]

também o sdo. Logo, se n € uma ordem de Hadamard, é sempre possivel exibir uma

matriz de Hadamard H = [h;;]  do tipo
(101 1]
T
_1 hp - hnn_

na qual todas as entradas da primeira linha e da primeira coluna sdo iguais a 1.
Quando tivermos uma matriz de Hadamard nestas condi¢des, chamaremos tal ma-

triz como uma matriz de Hadamard normalizada.

Teorema 3.3. Se n é uma ordem de Hadamard, entdo
ne{l,2}U{4k:k e N}.

Prova. Ja sabemos, do Exemplo 3.2, que existem matrizes de Hadamard de ordens

1 e 2. Portanto, seja n > 2 uma ordem de Hadamard e H = [/;;] , uma matriz de

nx
Hadamard normalizada. Seja u; o i-ésimo vetor linha de H. Como u; = (1,1,...,1)
e 11 e u; sdo linearmente independentes sempre que i # 1 (pois, se i # 1, entdo
u1 L u;), u; deve ter pelo menos uma entrada igual a —1, pois, caso contrério, de-
verfamos ter u; = u1, o que seria um absurdo. Assim, para i # 1, sejam x; e y1,
respectivamente, a quantidade de entradas iguais a 1 e a quantidade de entradas
iguais a —1 de u;. No teu que x; nunca vai ser nulo, ja que a primeira entrada de u;

é sempre 1 e y; # 0 pelo que acabamos de ver. Além disso, notemos que

{ xi—i—yi =mn
xi —yi = (ug,u;) = 0.

n
xi:]/izzz

Logo,

quando i # 1. Portanto, n é par. Reordenando as colunas de H, quando necessério,
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

podemos, supor que
uy = ( 1.1 ,—1,...,-1).
n/2 entradas n/2 entradas

Essa escolha ndo afeta o u1. Observem, agora, que, pelo menos, uma das n /2 primei-
ras entradas de u3 deve serigual a —1 e, pelo menos, umas das tltimas /2 entradas
de u3 deve ser igual a 1 pois, caso contrario, como u; e u3 possuem exatamente 7/2
entradas iguais a 1 e n/2 entradas iguais a —1, terfamos 1, = ug, contrariando o
fato de que uj e u3 sdo linearmente independentes (dado que 1y L u3). Assim, reor-
denando separadamente as 7/2 primeiras colunas e as n/2 tltimas colunas de H se

necessdrio (e observando que isso ndo afeta u; e u;), podemos supor

us=(1,...,1,-1,...,-1,1,...,1,-1,...,-1).

~~ N~

n/2 entradas n/2 entradas

Sem perda de generalidade, podemos supor que as trés primeiras linhas de H sdo

dadas por
u: 1 -~ 11 -~ 1 1 -+ 1 1 - 1
wp: 1 -+ 1 1 -+ 1 =1 -+ =1 =1 --- —1.
uz: 1 -+ 1 =1 -+ =1 1 -+ 1 =1 --- -1
X Coﬁnas y Coﬁnas zZ COT;H&S w colunas

Daqui, obtemos o seguinte sistema de equagdes:

n=x+y+z+w

0= (u, ) =x+y—z—w
0= (u,u3)=x—y+z—w
0=

(up,uz) =x—y—z+w

cuja solugdo é

R

Isto encerra a demonstracao. ]

Ainda ndo se tem resposta para a reciproca do Teorema 3.3, é um problema em

aberto, ou seja, ndo se sabe se todo multiplo de 4 é uma ordem de Hadamard.

Teorema 3.4. (Sylvester, 1867) Se H é uma matriz de Hadamard de ordem n, entdo

I
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

é uma matriz de Hadamard de ordem 2n.

Prova. Sejam u, . .., u, os vetores linha de H. Entao,

]
- . .
H H H H | Un Up Ui -+ Uy U - Uy
H —H H —H B U —uq Uuq Uy —Up —Upy
_un _un_
[ 2 (uq, 1) 2 (uq, uy) 0 0 ]
| 2 (un, ) 2 (y, Un) 0 0
0 0 2(uq,uy) - 2(up, up)
0 0 2(up,ur) -+ 2 (Un, tn) |
[ 2n 0 0 |
0 2n 0
= R = 2nlpy
0 2n 0
0 0 0 2n |

Exemplo 3.5. Segue do Teorema de Sylvester que, para todo t € IN, existe uma
matriz de Hadamard de ordem 2!. Com efeito, basta considerar a sequéncia definida

recursivamente por

H, H,
H =11 e H = ,
1 [ ] n+1 [ Hn Hn ]

cujos quatro primeiros termos sdo apresentados no Exemplo 3.2.

Lema 3.6. Seja H = [1;;] , uma matriz de Hadamard. Entéo, para todo p € [1,2],

nx

n

)3

j=1

ly;| <n2*7,

n
_Zlhijxi

=

sempre que (x1,...,%n), (y1,---,¥n) € K" e [|(x1, ..., xn) | e, [[(y1, - ¥n) | < 1.
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

Em particular,

para todo (x1,..., %) € K" com [|(x1, ..., xn)[| ,» < 1ep* étalque%jt% =1.

Prova. Sejam (x1,...,xn), (y1,...,yn) € K" e tais que

1Gets el eyl < 1.

Paratodoi =1,...,n, seja u; o i-ésimo vetor linha de H. Segue, da desigualdade de

Cauchy-Schwarz, que

n n 5 : 2\ 2
[ x|t < (£102) " (£]£r])
j=11i=1 j=1 j=11i=1
1 n n 2 2 1 n n 2
<n2| )} ):hisz =n2| ) ) hl]hk]xlxk
=1 li=1 j=1ik=1
1 1
1 : 1 n :
=n2 Z xlxkzhzjhk]> =n2 ( Y. XXy <ui/uk>)
ik=1 j=1 ik=1
3 1
1 no n 5 2
=n2| ¥ xixk”(5ik> =n (2 | xi] ) : 3.1)
ik=1 i=1

Agora, da desigualdade de Holder, temos que

1
n 2
(2 \xz-\z) <
=1

11
<n? r (3.2)
De (3.1) e (3.2), segue que
n o n 1_ 1 1,1
v | < 1 Zhlxz yj| <m-m? v =n2Tr,
i=1j=1 / J j=11i=1 ! J
Para provarmos que
no| n 141
Y | Y hixi| <n?r
j=1li=1
para todo (x1,...,x,) € K" com |[[(x1,...,xu)[[,» < 1e p” étal que % + % =1,
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

tomemos (y1,...,¥n) = (1,...,1). Dai segue o resultado.
n
Teorema 3.7. (Macphail, 1947) Seja p € [1,2]. Existe uma sequéncia (x(j)) | (que é
]:
incondicionalmente somdvel em £, tal que

para todo € > 0.

Prova. Para cada k € IN seja H, = [hg:) ] uma matriz de Hadamard de
2k(k=1) 5 ok(k—1)

ordem 25k~ fixada. Definamos a sequéncia (x(j )}~ do seguinte maneira:

quando
je {zk(k—l)lzk(k—l) 11, pkk=D+1 _ 1} ,

para algum inteiro positivo k, consideremos

. —k(k—=1 (14141 2k(k—1)
) =2 ( )<2+’7+k) ( 21 h£5)62k<k_1)+s,1 ’
S=

sendo r = j — 2kk=1) 4 1,
Caso contrario, tomemos x/) = 0. Para cadan € N, seja k;, o maior inteiro positivo

que satistag a seguinte desigualdade:

kn(kn=1) < 4.

Assim, para todo funcional linear ¢ € £, = {,-, onde ¢, denota o dual topologico
de /
prs

[e9)
sup ),
ol <1/=n

o)

00 2k(k71)+1 -1

= sup Y Y ‘?(x(j)))

I QUHP* <1k=ky j=pk(k-1)

¢ (x(]'))‘ < sup :Z?I:cnl

Il <1 j=2knCkn =)

00 ok(k=1)+1_1

<Y sup Yy ‘go(x(j)ﬂ . (3.3)

k=kn \ gl <t j=2kD
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

Pela definicio de x1/) := (x,(ﬂj)) ” Y quando j = 2Kk=1) 4 — 1, obtemos
m=

2k(k71)+1_1 2k(k71)+1_1

()= %

]':2k(k—1)

k(k—1)
—k(k—=1)(14+141)2 k

g <2 k> Z1 hgs)‘/’zkwus_l
s—=

(k=1)

K= (3317

r=1

Zk(kfl) (k)
21 hrs GDZk(k*l)—&—s—l . (34)
s=

Logo, por (3.4) e pelo Lema 3.6, dado 6 > 0, existe um 1n; € IN de modo que

kin ( sup Zk(k—%H,l ‘q; <x(])>‘)

gl <1 j=2tk=)

o 1) (1141 ok(k=1) | pk(k—1)
— Z sup 2 ( 1)<2+p+k> Z Z hrs quk(k71)+s—1
k=kn \ [lgll <1 r=1 | s=1
00 (k-1 l+l+l Zk(kfl) Zk(kfl) K
=Y |2 ( )(2 P k> sup ). ) hVS)QZk(k*1)+s—1
k=k;, H‘/’Hp*§1 r=1 s=1
< OZO: 2—k(k—1)(%+%+%) .2k(k—1)(%+%>
k=ky
=y 2D <y, (3.5)
k=k,
sempre que n > ng.
Agora, de (3.3) e (3.5), temos que
sup ). | (x(j)>‘ <90
lll,«<1j=n

sempre que n > 1.

Portanto, dado algum subconjunto finito M C {ns,ns +1,n5+2,...},

< sup ¥ o (x)][ < sup Y
ol <1jEM @l » <1j=ns

jeM

¢ (x(f)>‘ < 6.

p

L\ 00

Ou seja, temos (x(f )> - é incondicionalmente soméavel conforme condi¢do do Teo-
]:

rema 2.6.
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

Por outro lado, se j € {2"("*1), oL k(=141 1}, para algum inteiro positivo k,
temos

Hx(i)H _ o—k(k=1)(3+1)

(14141 [okk-1)
<2k(k—1)) (2 p ">< Y h£§)62k<k-1>+5_1>
s=1

p ‘

p
e Hx(f) H = 0, caso contrério. Logo,
p
5 on) Ty okl kD () =y pk(k-1)(1-5-)
j=1 Pook=1 k=1
o . r
Temos, entdo, que ) Hx(f )| diverge quando r < 2, pois, nesse caso,
j=1 P
lim 2Kk-D(=2-%) £ o,

k—o0
|

Quando p > 2, o resultado acima também ¢é valido. Basta tomarmos a sequéncia

e \® s L . . .
<]ﬁ> L€ verificarmos que ela ¢ incondicionalmente convergente em £, mas
n=

2—e

=117 j=17 2
e \* . P
Logo, (Jﬁ) € condicionalmente somével.
n—=

3.2 O Teorema de Dvoretzky-Rogers

O Teorema de Dvoretzky-Rogers é um importante resultado da Andlise Funcio-
nal que garante a existéncia, em qualquer espaco de Banach de dimensdo infinita,
de uma sequéncia incondicionalmente somével que ndo é absolutamente somaével,
mostrando que o que ocorre no Exemplo 2.4 ndo é um privilégio de ¢, mas um fato
comum a todo espago de Banach de dimensao infinita. Os proximos trés lemas, ape-
sar de fazerem parte do contexto de dimenséao finita, sdo pecas fundamentais no que

diz respeito a estabelecer o Teorema de Dvoretzky-Rogers.

Definicao 3.8. Seja A = (ai]-)nxn uma matriz quadrada de ordem n de escalares. O

traco de A é o nimero

n
tr (A) = 'Zlaii.
1=

De forma analoga, se V é um espaco vetorial de dimensao finita, p ima base de
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

VeT:V — V,entdo o traco de T é o ntimero
tr (T) = tr ([T]ﬁ) .

que esta bem definito pois tr ( [T] 5) nao depende da base.

Exemplo 3.9. Se P,;: R" — R" é a projecdo ortogonal de R" sobre um subespaco

seu de dimensdo m < n, entdo tr (Py,) = m.

Denotaremos por I,, a matriz identidade de ordem n.
Os 3 lemas que virdo serdo fundamentais para a demonstracdo do Teorema de

Dvoretzky-Rogers.

Lema 3.10. Se A é uma matriz quadrada de ordem 1, entdo, dado ¢ € K, existe ¢, (¢)
tal que
det (I, +€eA) =1+¢tr (A) +cn ().

e ¢, (¢) satisfaz

o len (@)l _
e—0 |8|
Prova. Seja i i
ail 412 - Q1p
A— ay1 dpp - d2p
i anl An2 - Aun ]

Facamos induc¢do em n. Paran = 2,

1+ eaqq €aqn

det (I +€A) =
ean 1+ eay

= (1+eap) (1 +eaxp) — 82a12a21
=1+ e (a1 + axn) + € (aj1a2 — a12a1)

=1+etr(A)+ca(e).

é facil ver que
lim 1208 _

e—0 |8|
suponhamos, indutivamente, que o resultado seja vélido para qualquer matriz

de ordem n — 1. Dada uma matriz quadrada A de ordem n > 2, usando o Teorema
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3. O Teorema de Macphail e o Teorema de Dvoretzky e Rogers

de Laplace sobre determinantes, temos que

1+ eax €ar3 e €y,
€asp 1+4+eas; --- easy,
det (I, +€eA) = (1 +eaq) _ +c¢o (¢),
€4, €a,3 R T

= (1+eaq;)det(I,_1 +¢€B) +co ()

onde B é a matriz quadrada de ordem n — 1

ap dz3 -+ dp

azp 4aszz -+ a3y
B =

Ap2  an3 Ann

e cq satisfaz
lim 10 _

e—0 |8|

Da hipétese de indugdo, segue que

det (I, +eA) = (1+eay1) (1+etr (B) +c,—1(¢)) +co (¢)
=1+e¢(ay +tr (B)) + [ezan tr (B) + cp1 (€) (1+ean) + co (e)}

=1+etr(A)+cnle).

é evidente que
tim 12 _ g

e—0 |8|

Isso conclui a demonstragao. ]

Para a demonstracdo do préximo lema, usaremos uma técnica conhecida como

argumento de perturbagio.

Lema 3.11. Seja E um espa¢o normado de dimensdo 2n. Existe um isomorfismo

u: (K", ||-||,) — E de norma 1 tal que
‘tr (u’l o v)‘ <2n|v|,

para todo operador linear v: (K", |-|,) — E.

Prova. Fixemos a base candnica para K?" e uma base qualquer para E. Dado um
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operador linear v: (K*',||-|,) — E, por det(v) entendemos o determinante da

matriz de v com relagdo as bases fixadas. Como a funcdo

det| : £ <<]K2”, H~Hz> ,E) — [0,00)

é continua e {v € £ ((K*",|-||,) ,E) : ||v|| =1} é compacto, assim, podemos tomar
ug € L ((K*",||-||,) , E), de norma 1, tal que

|det (19)| = max {|det (0)]:veL ((11<2", ||-||2) ,E) e ||v| = 1} > 0.

Como det (1) € K, sabemos que, para algum 6y € [0,27), det (1) = |det (ug)| e™.

Definindo

us (K2, |,) ~ E

x s e 00/2m0 (x),
Assim, u € £ (K2, |||l,), E), [[u]l = |[uo]| = 1e
. . 2n . .
det (1) = det (e’leO/Z”u()) - (e*leo/zfl) det (119) = e~ |det (110)] €% = |det (u0)] .

Em particular, u é invertivel e, portanto, um isomorfismo. Sejam 0 # ¢ € K e
v € L ((K*,||l,),E). Da definicdo de u, se u + ¢v # 0, entdo

|det (1 + €v)| _‘ ( U+ ¢ev
|1 + eo||*" Ju + ev]]

>‘§det(u).

|det (u + ev)| < det (u) ||u+ €v||2”
< det (u) (|[u]l + le| o] )™ = det (u) (1 + [¢| [o])**.  (3.6)

notemos que (3.6) também vale se u + ev = 0. Sejaid: (K, ||-|l,) — (K**,|-],) a

identidade. Como u é um isomorfismo, temos
|det (u + €v) |:’det<uo<id—|—s( ov)))

|
)det u) det <1d +e ( >>
)

|
= det (u ‘det (1d +e ( ) ’ (3.7)
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Por outro lado, do Lema 3.10, sabemos que

det (id +e (u’l o v>> = (1 +etr (ufl o v) + cop (s)> , (3.8)

com

tim 120 ) _
e—0 |€|

Assim, de (3.6) e (3.7), segue que
‘det (id +e (u—lov))} < (1+ | o))" (3.9)
e, de (3.8), (3.9) e do Bindmio de Newton, temos
’1—|—€tr (47" 00) +can (s)‘ <1+ 2nle o] +7 (),

onde
e—0 |€|

Da desigualdade triangular, temos
‘1-|—£tr (u_lov>’ —Jean ()] < 1+2ne| o] +7 (e), (3.10)

paratodo e € K, € # 0.
Seja 0, € [0,27) tal que tr (™' 0v) = |tr (u~! 0 v)| €. Assim, em particular, se
¢ petence ao segmento (0, ¢ ), obtemos

tr (u’l o v>

etr (ufl ov> = || e

e = || ‘tr (u’l o v) ) . (3.11)
De (3.10) e (3.11), segue que
| ‘tr (ufl ov)‘ < 2nle| ||v|| + o (¢),

onde o (¢) = r(€) + |c2u (€)|. Temos, entdo, que

lim ﬁ =0.
e—0 |S|
Portanto,
’tr (u_l o v> ‘ <2n|v| + %
e, fazendo ¢ — 0, segue o resultado. [
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Lema 3.12. Seja E um espago vetorial normado de dimensdo 2n. Entédo, existem n

vetores y1, ...,y em E tais que% < Hy]H <lparatodoj=1,...,ne

< (z ;a]-|2> ,
j=1

quaisquer que sejam os escalares a7y, ..., ay.

H L ey,
j=1

Prova. consideremos u: (K?*,|-||,) — E o operador obtido no Lema 3.11. Sendo
P: (K2, |||l,) — (K3, |]-]l,) é a projecdo ortogonal de (K", ||-||,) sobre um subes-

paco de dimensao m < 2n, entdo, do Exemplo 3.9,
m=tr(P) =tr (uouoP) < 2nucPl. (3.12)

Como ||luf| = 1, existe z; € (K", |-|,) tal que ||z1]] = 1 e |ju(z1)| = 1. Seja P,
a projecdo ortogonal de (K", |-|,) sobre [z;]". Como dim ([21]L> = 2n—1, de
(3.12), temos

2n—1

P >
o mi = =

Neste caso, existe z, € [z1]" tal que ||z]| = 1 e

2n—1

lu ()l = [Ju (P (22))l} =2 =

Denotando por P, a projegdo ortogonal de (K*", ||-||,) sobre [21,25]", uma vez que

dim ([21, zz]L> = 2n — 2, usando mais uma vez (3.12), obtemos

2n —2
2n

[0 Paf| >

Neste caso, existe z3 € [z1,20]" tal que ||z3|| =1e

2n —2

I ) = e (P (z5))]) 2 2

Ap6s n aplicagdes sucessivas deste procedimento, obtemos n vetores ortonormais

21,20 € (K*, |-|,) tais que ||u (z;)| > %, paratodoj =1,...,n. Fa-
zendo y; = u (zj), observamos que

1 2n—j+1

5 < T <yl = @) < 2] =1,
para todo j = 1,...,n. Além disso, como |[u|| = 1e {z1,...,24} € um conjunto
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ortonormal, do Teorema de Pitdgoras, concluimos que

n n n
Lojyjll = || Eaju (z) ‘ = [ (.2 “J’ZJ') H
=1 j=1 j=1

1

n n 2 2
< ull|| Sajzi)) = | X [o])

j=1 2 /=1
para qualquer escolha de escalares ay, ..., ay. n

Teorema 3.13. (Dvoretzky-Rogers, 1950) Seja X um espaco de Banach de dimensio in-
finita. Entdo, para qualquer sequéncia (a,);,_, € {2, existe uma sequéncia incondicional-
mente somdvel (x,),._ em X tal que ||x,|| = |an| para todo n € IN. Em particular, se
(an)oq € a\l1, entdo (x,),._q é incondicionalmente somdvel, mas nio é absolutamente

somduvel.

(e e]

= 1 € Iy, seja (ng),; uma sequéncia crescente de

Prova. Fixada a sequéncia (a;)

inteiros positivos tais que
1
2
( ) Ian|2> <27k (3.13)

para todo k € IN. Como X é um espaco vetorial de dimenséo infinita, para cada
k € IN podemos considerar um subespaco X de X, com dim (Xy) = 2 (1541 — 1g)-
O Lema 3.12 garante a existéncia de ny 1 — ny vetores, que serdo representados por

YnerYngt1s - -1 Yoy =1 todos com norma entre % e 1, tais que

N
Y bn]/n

n=nj

< < > |bn|2)2 (3.14)

n=nj

para todo N natural, com np, < N < ng 1 — 1, e qualquer escolha de escalares

by, ...,bn. Paraj > ny, fagamos

4Yj
Xj = T
"l
Evidentemente, xjH = ‘a]-| para todoj > n;. Notemos ainda que, para toda escolha

de sinais ¢, = 1 ou ¢, = —1,de (3.13) e (3.14),

1 1
2 2\ 2 5
S I T Y O R
n=ny n=ny HyﬂH - \n=ny ||yn||2 N n=ny N

para todo N natural, com ny < N < ny1 — 1. Observemos também que, se 1, <
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n <m < ngyq, fazendob, =---=b,_1 =0eb, = ¢y,...,by = &, combinando

mais uma vez (3.13) e (3.14),

Y| = | X by = | ¥ A
j=n J=n J=nk ”y]H

o Plal?\ (m o)}
< (2%) §2<2 }a,-ﬁ) <27k
Syl

o0
Dado ¢ > 0, seja kg = ko (¢) um inteiro positivo tal que Y 27%! < &. Param > n >
k=kg
1,, €xistem um inteiro positivo t; > kg e um inteiro ndo-negativo ¢, de modo que

ny <n<nyy1—1 e nyy, <m<ng g1 — 1L

Se t, = 0, do que ja fizemos,

a S R N K |
Legx|| <271 < )2 < e.
j=n k=ko
Se t; > 0, entdo
m nt1+1_1 nt1+2_1 m o)
Y|l < Yoogixi|l | X gl -+ Y&yl < X 27 e,
j:n j:n j:nt1+1 j:nl‘l-‘rfz k:ko
s ()
Pelo Critério de Cauchy para séries, temos que lenxn converge e, portanto, (xn),,_,,
n=
é sinal somavel. Do Teorema 2.6, (x,fl);o:n1 é incondicionalmente somavel. Agora,
paracadaj=1,...,n; — 1, tomando Xj € X demodo que ||x]- H = ‘aj , a demonstracgéo

estd completa. n
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