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Resumo

Neste trabalho, analisamos a influéncia do defeito topolégico de deslocagao em espiral
em dois diferentes cendrios, em primeiro lugar um sistema nao-relativistico utilizando
as equagoes de Schrodinger para uma particula com carga na presenca de um potencial
do tipo Hard-Wall. Além disso, dois sistemas com deslocagcao em espiral na presenca de
um campo elétrico radial ndo uniforme, sendo um deles com um ponto de corte induzido
pela topologia que produz autovalores de energia infinitamente degenerados. Assim como
também, estudamos os niveis de Landau com e sem efeitos de rotagao para uma carga
pontual. Dessa forma, nessa primeira parte nao-relativistica mostramos que ha casos em
que existem analogos ao efeito Aharonov-Bohm para estados ligados e quantum revivals.
Em seguida, investigamos a interacao de um elétron relativistico com um campo magnético
uniforme no espago-tempo de deslocagao em espiral. Bem como, o comportamento do
campo de Dirac sujeito a um potencial do tipo hard-wall. Mostramos também, que tanto a
rotacao quanto a topologia do espacgo-tempo impoem restri¢goes aos valores da coordenada
radial. Como resultados, demonstramos através da aproximacao de Foldy-Wouthuysen
que o limite nao-relativistico dessas situagoes sao consistentes com as solugoes obtidas na

primeira parte da tese.

Palavras-chave: Deslocagao em Espiral. Defeito Topolégico Linear. Efeito Aharonov-
Bohm. Niveis de Landau. Quantum Revivals. Campo Elétrico nao uniforme. Ponto de
Corte. Efeitos de Rotagao. Equagao de Schrodinger. Solugoes Analiticas. Quantizagao

Relativistica de Landau. Equacao de Dirac.



Abstract

In this work, we analyse the influence of the topological defects, like a spiral dislocation in
two different scenarios, firstly a non-relativistic system using the Schrodinger equation
for a charged particle subject to a confining potential. Furthermore, two systems with
spiral dislocation in the presence of a nonuniform radial electric field, one of them with a
topology-induced cut-off point yields eigenvalues of energy which are infinitely degenerated.
Besides, we study Landau levels with and without rotation effects for a point charge.
Thus, in this first non-relativistic part we show that there are cases where an analog
of the Ahanorov-Bohm effect exists for bound states and quantum revivals. Next, we
analyse the interaction of a relativistic electron with a uniform magnetic field in spiral
dislocation. As well, the behaviour of the Dirac field subject to a hard-wall potential. We
also show that both rotation and the topology of the spacetime impose a restriction on the
values of the radial coordinate. As results, we demonstrate through the Foldy-Wouthuysen
approximation that the non-relativistic limits of these situations are consistent with the

solutions obtained in the first part of the thesis.

Keywords: Spiral dislocation. Linear topological defects. Aharonov—Bohm effect. Lan-
dau levels. Quantum revivals. Nonuniform electric field. Cut-off point. Rotating effect.
Schrédinger equation. Analytical solutions. Relativistic Landau quantization. Dirac equa-

tion.
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1 Introducao

Defeito Topoldgico é um tema amplamente estudado atualmente na literatura,
principalmente nas areas de matéria condensada e teoria de campos para diversos sistemas.
Por exemplo, em cristais na teoria elastica esse aspecto da topologia com deformacao esta
relacionado a presenca de curvatura e tor¢ao. Além disso, essas estruturas podem modificar
propriedades eletronicas com apari¢ao de efeitos quanticos associados nos sistemas com
particula carregada na presenga campo magnético uniforme (FILGUEIRAS et al., 2016),
anel quantico (FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2001), referencial com rotagao (PAGE,

1975) entre outros.

Por volta do ano de 1907, Volterra apresentou a comunidade académica um trabalho
sobre deformagodes elasticas, que sao caracterizados através de um processo conhecido como
corta e cola, originando duas grandes classificagoes de defeitos topoldgicos conhecidas como
Desclinagoes e Deslocagoes (VOLTERRA, 1907). As deslocagoes sao defeitos topoldgicos
lineares associados a simetria de translagao da rede cristalina com a existéncia de algumas
caracteristicas decorrentes do eixo que ird ocorrer a deformacao e sdo denominados como:
lateral, hélice e espiral (KLEINERT; HAGEN., 1989). No entanto, as desclinagbes sao
representadas pela simetria de rotagao originando dois grupos menores, as positivas e as

negativas.

Por outro lado, o modelo de Katanaev-Volovich é uma maneira pratica de descrever
defeitos topoldgicos lineares em sélidos por meio da geometria (KATANAEV; VOLOVICH,
1992). Desde entao, alguns trabalhos tém mostrado como as deslocagoes e as desclinagoes
modificam as propriedades eletronicas dos sélidos (DEXTER; SEITZ, 1952). Isto é, um
campo elétrico linear aplicado na direcao radial tem sido considerado em estudos com
particula carregada, como o elétron em um meio eldstico com desclinagao, resultando em
modificagbes nos niveis de energia, mais especificamente no nimero quantico associado
ao operador de momento angular (WERNER; COLELLA, 1979). Nesta mesma linha de
pesquisa, a quantizacao de Landau foi obtida para particulas neutras com momento de
dipolo magnético permanente e com momento de dipolo elétrico induzido (WEI; WEI,
1995). Esse sistema também foi tratado com coordenadas ndo comutativas e em referenciais
rotativos (SAIDI; SEDRA, 2019). Indo além, fases geométricas na dindmica quantica foram
propostas para particulas neutras com momento de dipolo elétrico induzido e momento de
quadrupolo elétrico apresentando resultados claros da contribuigao da topologia (CHEN,
1995).

O objetivo deste trabalho é analisar a dindmica quantica de alguns sistemas na

presenca de defeito topoldgico de deslocacao em espiral. Assim, investigamos os efeitos da
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topologia de deslocagao em espiral para um elétron confinado por um potencial do tipo
hard-wall. Como também, analisamos os efeitos na interacao de uma particula carregada
na presenca de um campo elétrico radial nao uniforme com a quantizacao de Landau.
Nao somente, avancamos na busca de efeitos de rotagdo no mesmo sistema com campo

magnético uniforme e para algumas situacoes analisamos os quantum revivals'.

Nas tultimas décadas, alguns materiais descritos pelas equacoes de Dirac tém
ganhado destaque na literatura. Exemplos desses matérias sdo Grafeno (NOVOSELOV
A.K. GEIM, 2005), Fulerenos (GONZALEZ; VOZMEDIANO, 1992) e Isolantes Topolégicos
(HASAN; KANE, 2010). Utilizando o Grafeno como exemplo, efeitos quanticos como o Hall
Quéntico, o Aharonov-Bohm (AB) (ZHANG YAN-WEN TAN; KIM, 2005) e o paradoxo
de Klein (KATSNELSON; GEIM, 2006) foram investigados recentemente. Particularmente,
a interagdo de um Elétron no Grafeno com um campo magnético uniforme produz os niveis
relativisticos de Landau (BUENO; CARVALHO, 2012). Do ponto de vista de alcangar
estados ligados relativisticos, o confinamento de Elétrons a um ponto quantico ou um
anel quantico em uma camada de Grafeno na presenca de um campo magnético uniforme,
também foi tratado em (NOVOSELOV A.K. GEIM, 2005). Além disso, foram analisadas
algumas caracteristicas desse material, como a magnetizacao e principalmente estudos
utilizando abordagem de Katanaev-Volovich para descrever um conjunto de desclinac¢oes
por meio de uma deslocagao em espiral no Grafeno foram investigadas (BAKKE, 2019).
Neste modelo, defeitos topoldgicos lineares em soélidos podem ser descritos usando a
geometria diferencial. As informagcoes sobre as deformagoes e tensdes produzidas pelo
defeito no meio elastico sao descritas por grandezas geométricas, como a Métrica e o tensor

de Curvatura.

Portanto, inspirados nesses estudos do Grafeno, no quarto capitulo analisamos a
influéncia da topologia de um espaco-tempo com deslocac¢ao em espiral no campo de Dirac
sujeito a um potencial do tipo hard-wall. Como também, estudamos efeitos de rotagdo no
mesmo sistema. E por fim, encontramos solugdes analiticas ao sistema com quantizacao
relativistica de Landau e que existe um analogo do efeito Aharonov-Bohm (AB) para

estados ligados.

O segundo capitulo desta tese contém uma revisao dos contetdos essenciais para
compreensao do desenvolvimento matematico e tedrico do trabalho. Dessa forma, fazemos
uma breve introducao de defeitos topoldgicos em um meio elastico, relacionando as
propriedades geométricas do espaco pela métrica. Posteriormente, introduzimos a técnica
de Volterra para processos de classificacao de alguns tipos de defeitos topoldgicos em meio
elastico. Como também, mostramos a construcao da métrica para o defeito topoldgico de

deslocagdo em espiral. Logo depois, revisamos conceitos basicos de geometria diferencial,

L Propriedades que alguns sistemas possuem de retornarem as caracteristicas iniciais de maneira total

ou parcial, apds um certo tempo. Para mais detalhes secao 3.4
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como a derivada covariante de um tensor obedecendo a regra de Leibniz. E na tltima parte,
definiremos uma base local nao-coordenada e pelo principio da Equivaléncia aplicamos
transformacao via tetradas para mudancas de bases. Em seguida, apresentamos alguns
dos estudos desenvolvidos no capitulo 3, que descrevemos os sistemas nao-relativisticos na
presenca de defeito topoldgico de deslocagao em espiral para uma particula carregada com
potencial do tipo hard-wall, interacao com campo elétrico radial nao uniforme, andalise do
ponto de corte 2 induzido, quantum revivals e também, a quantizacdo nao-relativistica de
Landau com e sem rotagdao. Além disso, no capitulo 4 desenvolvemos estudos relativisticos
com deslocacao em espiral no espago-tempo na equagao de Dirac com potencial do tipo hard-
wall, quantizagao relativistica de Landau, efeitos de rotacao e aplicagdo da aproximacao de
Foldy-Wouthuysen (FW) para obter o limite nao-relativistico em cada se¢ao desse capitulo.
Enfim, no capitulo 5 apresentamos nossas consideracoes finais, perspectivas e publicagoes

em periddicos.

2 Conhecido na literatura como cut-off
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2 Defeitos Topoldgicos

Este capitulo tem o objetivo de preparar o leitor com as ferramentas que serao
utilizadas ao longo da tese no estudo de defeitos topoldgicos em matéria condensada e sua
ligacao com a gravitacao através da geometria diferencial e de conceitos de relatividade
geral. Portanto, trata-se de um capitulo de revisao, para introduzir os conceitos basicos de
defeitos topologicos, suas classificagoes dentro do processor de Volterra, a construcao das
métricas das respectivas topologias, assim como também, contetidos na area de estudos de
sistemas relativisticos, como geometria diferencial em espago-tempo curvo e os referenciais

locais através do processo de mudanca de base via tetradas.

Dessa maneira, o capitulo esta dividido da seguinte forma: na se¢ao 2.1, introduzimos
os conceitos basicos da métrica que compreende as propriedades do espaco, bem como
a nocao de distancia e alteracdo no tensor métrico devido aos defeitos topoldgicos; na
secao 2.2, apresentamos a técnica de Volterra no processo de classificacao dos defeitos
topolégicos de deslocagoes e desclinacoes; na secao 2.3, deduzimos o tensor métrico e o
elemento de linha do defeito topologico de deslocacao em espiral, que sera presente em
todos os sistemas no capitulo seguinte; na secao 2.4, revisamos os conceitos basicos de
geometria diferencial que sao essenciais no estudo da teoria de Maurer-Cartan para a
gravitacao; na se¢ao 2.5, detalhamos a construcao de referenciais locais e mudanca de base

via as componentes de tetradas no espago-tempo curvo.
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2.1 Introducao aos defeitos topoldgicos

Nesta secao de revisao tratamos de uma breve introducao a teoria de defeitos
topolégicos em um meio elastico, mais especificamente em cristais, definindo assim algumas
propriedades geométricas do espago através do conceito da métrica. Supondo o intervalo
infinitesimal ds de dois pontos vizinhos do espaco z° e 2 + dx’ sendo que, para qualquer

sistema de coordenadas a distancia entre eles permanecera constante!, na forma

ds* = g;;(x)dx'da? 2.1
J

a equacao (2.1) é conhecida como elemento de linha e a quantidade g;;(x) que define as
propriedade geométricas do espaco, como sendo as componentes do tensor métrico g, que
possui simetria para os indices (7,7), logo: ¢;; = g;; € nao-singular se g = det(g;;) # 0,
portanto a inversa de g;; ¢ g”. Como também a relagio g;;¢°% = 6F é vélida, tal que 6 é

funcao delta de Kronecker.

Alguns exemplos de elementos de linha, como ds? = dx? + dy? + dz?, representa o
sistema de coordenadas cartesiano. Como a métrica é definida para um espaco geométrico
geral, sendo ele plano relativistico de Minkowski, curvo no espago-tempo ou tridimensional
para o caso mais usual do plano cartesiano. Essas componentes do tensor métrico sao
dispostas em uma matriz g;; com sua a inversa g. Quando tratamos em Fisica da Matéria
Condensada a geometria de alguns materiais é necessario estudar sua estrutura atomica,
ou melhor, o arranjo periédico de atomos idénticos presentes em pontos de uma rede
cubica simples a uma distancia L um do outro. A expressao para localizagdo dos atomos

pode ser dada pelo seguinte,

Xn = L(nlél + n2§2 + n3é3), (22)

tal que a@; s@o componentes de uma base ortonormal e n; sdo nimeros inteiros. Que repre-
senta a rede sélida através da métrica Euclidiana 0,; = diag(+++). Até entdo, a descricao
representa um material ideal, simétrico e com suas caracteristicas bem representadas pela
geometria usual. Porém, se forcas externas sao aplicadas sobre a rede, isto ira criar uma
deformagao na estrutura e consequentemente a descricdo matematica necessitarda de uma

mudanca. A nova posi¢ao dos atomos do ponto X,

Xn = X, = Xp + up(2). (2.3)

Na descricao da teoria elastica de uma rede cristalina, os atomos estao localizados

em cada ponto da rede cubica com L representando cada aresta que separa os atomos da

L Adotando a convencdo de Einstein, os indices que se repetem nas equacdes representam uma soma

sobre 0os mesmos.



Capitulo 2. Defeitos Topoldgicos 19

estrutura. Logo, podemos considerar os limites em que . — 0, obtendo uma representagao

do continuo, a defini¢do do campo vetorial de deslocamento, u;(z), como:

’

x, = x; + ui(z). (2.4)
A representacao da distancia infinitesimal entre dois pontos vizinhos da rede, pode
ser expressa da forma, dx; = dx; + du;, e substituindo du; = 0;u;dx; para chegar na
relacao?
O comprimento entre os dois pontos pode ser representado por,
’ 1/2

com o tensor de deformacao que é dado pela expressao,

(8¢Uj + 8¢UL6]‘UL) s (27)

N | —

eij
para uma aproximagcao linear o termo d;u; tende a zero. No caso em questao, as forgas
de curto alcance atuando sobre pontos vizinhos da distribuicao periédica da rede cria
uma alteracdo no meio. Portanto, pode-se definir a energia elastica através da variacao da
estrutura criada pelas forcas resultantes. Assim, a densidade de energia elastica pode ser

representada pela aproximagcao de ordens mais baixas,

1
e(x) = o Ciski€ij kL, (2.8)

sendo c;;,; 0 tensor de elasticidade, que possui indices simétricos para permutacoes @ <— j,
k <— 1l eij < kl. Porém, se o tensor de deformacao ¢;; for modificado por termos como
d€;;, entao a densidade de energia serd alterada. Assim, pode-se definir o tensor de tensao
como (KLEINERT; HAGEN., 1989):

de
Tij = seyy = Cijki€kl; (2.9)

podemos escrever o;; para um meio isotrépico na forma o;; = 2pug€;; + Apdij€r, onde g e

A7 s@o as constantes conhecidas como shear modulus e constante de Lamé respectivamente.

2 Observe que a convencdo de Einstein propriamente dita, leva em consideracio a soma por indices

contravaiantes com covariantes. Neste caso onde os termos sdo covariantes é permitido soma, pois,
a métrica é unitdria e diagonal (métrica euclidiana). Consequentemente, utilizando a &lgebra de
levantamento e abaixamento de indices pelo tensor métrica, nao ird causar qualquer alteracao na
expressao.
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Agora, levando em consideragao f; (x) como sendo uma densidade de forgas produ-
zidas por uma fonte externa que atua sobre um sélido. Para calcular o trabalho realizado
sobre um elemento de volume, podemos representar w (x) = — f; (x) u; (x). O termo ne-
gativo vem da resisténcia do material ao deslocamento u; (x). Assim, podemos calcular
a forca total que atua sobre o sistema levando em consideracao a densidade de energia

elastica da distribuicao periddica,

Fr= / le(x) + w(x)]d*z, (2.10)

quando a energia total é minimizada em relagao a variagao du(x) obtém-se o estado de

equilibrio, levando em consideracao uma distorcao na rede cristalina, isto é,

o primeiro termo da equagao pode ser escrito como:

/[82(5%)01] - fi5uj8i0ij]dx3 - /fzéujdx?’ =0. (212)

Além disso, aplicando o teorema de Gauss obtemos a seguinte expressao,

/Uij5uid5i - /(aiaij + fi)0ujda® = 0. (2.13)

Em resumo, encontramos as equacoes de Euler-Lagrange para a elasticidade linear,
ja que du; — 0 no infinito, podendo ser descartada a integral de superficie. Assim, para
um ponto fixo do sélido x que 0;04j(x) + fi(x) = 0, que carrega o sentido fisico para
as componentes: 0,1, 02 € 0;3. Sendo 0;; elementos de forga por unidade de &rea, que é
aplicada em elementos de superficies dS;. O ponto de encontro da geometria riemanniana
com a teoria da elasticidade ocorre quando consideragoes de transformacoes infinitesimais

’
que leva um ponto x* para x* no espago-tempo,

o =gt — (x), (2.14)

tal que, a o tensor métrico g;;(x) pode ser escrita como:

- ayk ayl

9i () = %%&cl ~ 0i; — Ouy; — Oju; = 05 — 2€5. (2.15)

Dessa forma a descricao de deformagoes em redes cristalinas através do tensor
métrico provindo da geometria diferencial é possivel. Desenvolvida por Katanaev e Volovich,

essa aproximacao linear pode simular defeitos correspondendo a uma curvatura singular,
torgao ou com a ocorréncia de ambos (KATANAEV; VOLOVICH, 1992).
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2.2 Classificacao de defeitos topoldgicos pelo processo de Volterra

Esta secdo de revisao faz uma breve introdugao da técnica de Volterra sobre o
processo de classificacao de alguns tipos especificos de defeitos topoldgicos e abordaremos
a descricao das deslocacoes espirais em meios elasticos. Em primeiro lugar, estes métodos
desenvolvidos por ele foram para o contexto da teoria da elasticidade e posteriormente
surgiram intmeros estudos em diversas estruturas, como sélidos e cristais. Assim, por
volta do ano de 1907, Volterra (1860-1940) publicou um trabalho sobre deformagoes
elasticas de multiplas conexdes em objetos sélidos tridimensionais, que sao caracterizados
conceitualmente através de um processo conhecido como Corta e Cola (VOLTERRA,

1907).

Um cilindro oco por exemplo, na teoria elastica pode ser cortado por dois planos
paralelos, neste caso, o angulo inicial entre eles é zero ¢ = 0 e levando em consideragao que
as coordenadas utilizadas sao as cilindricas (7, ¢, z), podemos separar os planos criando
um angulo diferente de zero. Logo apds, um material é adicionado na regiao da abertura
entre os planos, originando uma nova geometria. Por fim, o processo de corta e cola que

para esta situacao é caracterizado como uma desclinacao Fig. 1.

Figura 1 — llustracdo do processo de corta e cola da desclinacdo tipo-cunha (a) corte do cilindro
em dois planos, (b) rotacdo da estrutura, (c) adicdo de material a parte em vazio
do objeto (PUNTIGAM; SOLENG, 1997).

As deslocagoes sao defeitos topoldgicos lineares associados a simetria de translagao
de rede cristalina. Em cristais por exemplo, devem satisfazer a invaridncia translacional,
assim, os atomos da rede nas duas superficies do corte podem ser enfileirados apenas se
o deslocamento for uma operacao que satisfaca a simetria translacional na rede. E para
esse grupo, de acordo com a Fig. 2, estdo classificados pelos tipos: Fig. 2a Borda/Espiral;
Fig. 2b Borda; Fig. 2c Hélice. Assim, os defeitos de translagoes perpendiculares a um eixo
ao longo das superficies de corte, sao conhecidos como deslocacao tipo-lateral Fig. 3b, e
chamados de deslocacgao tipo-hélices quando os defeitos de translagoes sao paralelas ao

eixo definido pelas superficies de cortes Fig. 2c.
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Figura 2 — As seis distorcdes de Volterra. Sendo de (a)-(c) tipo deslocacgdes. E (d)-(f) tipo
desclinacdes (PUNTIGAM; SOLENG, 1997).

Por outro lado, as desclinacoes sdo defeitos topolégicos associados a simetria de
rotacao na rede cristalina e existe atualmente dois grupos de classificagdes. O grupo
das desclinagoes positivas: Quando efetuado o Corte de um certo material e em seguida
retira-se uma regiao e cola as regioes delimitadas pelos planos iniciais. E a regiao do angulo
no espago criado onde havia o pedaco retirado é chamado de angulo de déficit, veja na
Fig. 3 que descreve esse processo nos itens Fig. 3a, Fig. 3b e Fig. 3c. Analogamente, as
desclinagoes negativas representa o outro grupo que sao caracterizados quando o espago
criado pelo processo de corta é introduzido um outro material, como podemos ver na Fig.
3 nos itens Fig. 3d, Fig. 3e e Fig. 3f.

c)

(d) N

Figura 3 — llustracdo do processo de desclinacdes positivas e negativas. (a) Um sélido cristalino
com forma hexagonal, dividido em regides de corte pelos planos, (b) o setor destacado
é removido com angulo ¢/27, (c) juntando as extremidades, gerando o defeito
topolégico conhecido como desclinagdo positiva, (d) um sélido cristalino com forma
hexagonal, dividido em regies de corte pelos planos, (e) o setor destacado possui
angulo de ¢/27 e (f) logo apds € inserido um novo material na regido que estava
delimitada pelos planos (BAKKE, 2009).
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A principio, vamos supor a sec¢ao reta de um cilindro de raio R para representagao
do defeito topolégico de deslocacao em espiral. Assim, utilizando os conceitos de deslocagao
que sao descritos pelo processo de corta e cola de Volterra, uma parte é retirada do plano
desde a origem até a borda do eixo 2%, no ponto (z! = 0,2? = R, 2% = 0) e também na
regiao superior (z2 > 0,2' > 0) como é mostrado na Fig. 4a. Em seguida é necessario

colar as partes separadas Fig. 4b.

(a) ()] (c)

Figura 4 — (a) Corte na seccdo reta do cilindro; (b) Secao reta do cilindro com deslocacdo
em espiral, sendo C o contorno de integracdo para o vetor de Burgers b; (c)
Deslocacdo em espiral em trés dimensGes com vetor de Burgers perpendicular a
linha de deslocamento (KATANAEV, 2005).

Nas deformacoes dessa natureza em cristais, o meio considerado é continuo e com
a propriedade que em uma regiao circular em qualquer contorno fechado C' que circula a
linha de deslocamento 3, o vetor de deformacao eldstico u recebe um aumento definido
pelo vetor de Burgers b, igual a um dos periodos da rede. Essa propriedade é representada

pela equagao:

k i _ k i — 1
fcdx Opu'(x) = %Od:p Oy’ () b, (2.16)

3

sendo C' um contorno fechado que envolve o eixo x°, como é mostrado na Fig. 4b.

Nao apenas, a Fig. 4c representa a Deslocagao linear de borda em outra perspectiva,
com um cilindro representado em trés dimensoes e podemos visualizar como seria a
geometria nesse caso. Levando em consideragao a propriedade da Eq. (2.16), a presenca

desse defeito topologico o vetor de Burgers pode nao ser constante no corte. Para a
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deslocacao de borda, ele varia de zero a algum valor constante b conforme ele se move na

direcao radial.

Uma outra deslocacao pode ser feita sem precisar colar, apenas girando 7/2 em
torno do eixo x®. Este exemplo mostra que uma deslocacdo é caracterizada nao pela
superficie de corte, mas pela linha de deslocamento e o vetor de Burgers. Do ponto de
vista topologico, um meio que contém varias deslocagoes ou mesmo um nimero infinito
delas é o espago euclidiano. Em contraste com o caso das deformagoes elédsticas, o vetor
deslocamento na regiao de deslocagao nao ¢ mais uma fungao suave devido a presenca da
superficie de corte. Ao mesmo tempo assumimos que as derivadas parciais do vetor 9;u’

sao fungoes suaves na superficie de corte.

Essa suposigao é justificada fisicamente porque essas derivadas definem o tensor de
deformagao ¢;;. Por sua vez, as derivadas parciais do tensor de deformacao devem existir e
ser fungoes suaves no equilibrio, exceto possivelmente no eixo de deslocagao, porque caso

contrario as equagoes de equilibrio nao sao satisfeitas.

ajO'ji + fz - 0,
ol = X6 e, 4 2ue. (2.17)

Assumindo que a métrica e as tetradas sao fungoes suaves em todo o espago, exceto
aos eixos de deslocagao, ja que o tensor de deformacao define a métrica induzida. Portanto,
vimos o processo de corta e cola de Volterra e os tipos de defeitos topologicos de deslocagoes,
assim como também, de desclinagoes que serao fundamentais para compreensao dos calculos

e resultados dos proximos capitulos.
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2.3 Meétrica do defeito topoldgico de deslocacao em espiral

Esta secao de revisao faz uma breve introdugao da construcao da métrica do defeito
topologico de deslocagao em espiral. Em primeiro lugar, o defeito topologico naturalmente
muda a geometria intrinseca de um corpo. Como as deslocagoes levam a uma alteracgao
na métrica do material, comegamos por introduzir o campo de deformacao local assim
como descrito no trabalho Material metric, connectivity and dislocations (VALANIS;
PANOSKALTSIS, 2005), como ej-(a:j), que ¢é dito ser um campo de deslocamento se
V x el # 0. Neste caso, sendo e' o campo de deformacdo local com as componentes eé. Tal
que, x' representa as coordenadas na posicao inicial e z' para posicoes posteriores em um
tempo qualquer. Para ds sendo o comprimento do elemento dz'"* na presenca de um campo

de deslocamento, isto ¢, a distancia ds? entre dois pontos préximos no espaco deslocado é

ds? = da'"dz'* = ekiekjdxidxj = gijdx'da?, (2.18)

sendo g;; as componentes do tensor métrico do dominio material na presenga de eX.
Consequentemente a métrica do corpo, em termos de seus componentes covariantes g;; na

presenca do campo de deslocamento é

1+eke?  efely 0
gij = ety = ehely  1delely 0 f. (2.19)
0 0 1

As deslocacoes em forma de espiral sao retratadas com simplicidade em sistemas
de coordenadas cilindricas com uma métrica g, onde
0
r

2 (2.20)

o

I
o O =
_ o O

0

Juntando o deslocamento de borda de um circulo formando uma espiral, pode ser

representado nas duas bases pela expressao:

dr 1 60 dr
dp =10 10 dyp |, (2.21)
dz’ 0 0 1 dz

sendo [ o parametro relacionado ao vetor de Burgers que representa o defeito topologico
de deslocacao em espiral. Logo apos, examinamos a distor¢cao de uma curva circular

r = constante, entdo dr = 0, no plano z = constante. Com isso, a equagao (2.21)

/

dr' = Bdyp, do =dp, di =dz=0, (2.22)
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que resulta em,

©
o =9, z=2 71(p :/0 B(p,r0)dp + 1o. (2.23)

A equagao (2.23) mostra que a curva circular é deformada em uma espiral pelo
campo de deslocamento. Tal que, a forma precisa da espiral é dependente da forma da

funcao 5(r, ¢). Em resumo, a métrica do campo de deslocamento agora tem a forma:

1 B 0
gi; =10 52 +7r2 1 |. (2.24)
0 0 1

Neste caso, o elemento de linha correspondente é dado por:

ds® = dr* + 2Bdrdyp + (8% + r*)dy® + d2°. (2.25)

Descrevendo um meio elastico que contém uma deslocacao em espiral, que corres-
ponde a distor¢ao de um circulo em uma espiral. Esses defeitos topoldgicos sao descritos

pelo elemento de linha acima.
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2.4 Introducdo a geometria diferencial

Assim como nas outras se¢oes desse capitulo de revisao, vamos fazer uma breve
introducao dos conceitos basicos de geometria diferencial para aplicagao na teoria de
Maurer-Cartan que serdo utilizados para resolver sistemas no espago-tempo curvo levando
em consideracgao as equacoes de Dirac no Cap. 4. Dessa forma, como ja vimos em secoes
anteriores, para um espago descrito pelo elemento de linha ds? = g,,, (z) dz*dx”, a derivada

covariante® de um tensor (k,[) para outro tensor (k, + 1) obedecendo a regra de Leibniz

VITRV)=VTRV+T®VV, (2.26)

assim, o produto vetorial de dois tensores T e V devem ser independentes do sistema
de coordenadas. Dessa forma, o operador V deve ser escrito como a soma das derivadas
parciais 0, somado a termos de corre¢oes correspondentes as transformacoes lineares do
sistema de coordenadas, conhecido como conexao afim e dado por um conjunto de matrizes
n X n, sendo n a dimensao do espago-tempo. A derivada covariante pode ser escrita como

um vetor V = V"¢, assim,

v,V TV (2.27)

I

o termo I'V,, € a conexao afim. Podemos obter os termos da conezdo afim considerando a

métrica constante, V,g,,(z) = 0, que resulta na equacao,

akg;w - Fﬁ)\ugﬁy - FB)\VQMB =0. (228)

Portanto, se a equagao (2.28) for valida, a conexao afim é uma conexao compativel

com a métrica, que permite permutagoes ciclicas nos indices da seguinte forma:

aﬂgV/\ - Fﬁ,uz/gﬂ)\ - Fﬁu)\gllﬂ = 07
al/g)\u - F/BI/)\QBM - F/ByugA/B = 07 (229>

combinando a equagao (2.28) e a Eq. (2.29),

augl/)\ + al/g)\u - a)\g;w - (Fﬁpy + FIBI//J,) 9sx + (Fﬁ)\,u - Fﬁ,u)\) 9pv + (Fﬁ)\u o Fﬁu)\) 98u = 0.
(2.30)

Podemos definir agora,

3 Visto que nessas condicdes o espaco usual deixa de ser euclidiano, nesta secio vamos respeita os indices

covariantes e contravariantes na soma de Einstein.
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1
T8 —=9orh 8 B . B B B
)\M pm QFP\/‘] F )‘M - F H)" F(p’l’) 5 (F uv F V/J') 9 (231)

assim, a conexao compativel com a métrica pode ser escrita em termos das componentes

simétricas e antissimétricas,

8 _ 18 86 _ |8 B
F v F (nv) + F[,ul/] - {MV} + K uv (232)
o termo { ,fz} sao os simbolos de Christoffel e definidos como,
sl Loy 0 0
{MV} = 59 ( ugu)\ + v v — /\g;w)7 (233)
o segundo termo K fBW ¢é o tensor de contorgao:
1
B _ B B B
K- LT -17,-10,) o3

O tensor de torc¢ao Tﬁw/ ¢é antissimétrico nos dois ultimos indices, enquanto o tensor
de contorc¢ao é antissimétrico nos dois primeiros. Dessa forma, a derivada covariante de

um vetor no espago-tempo curvo e na presenca de torcao fica,

V=9, {n e+ K Ve (2.35)

Porém, o tensor de torcao pode ser escrito em termos de trés componentes irreduti-
veis. O primeiro é o vetor de trago T}, = Tﬂuﬁ e o segundo é o vetor azial S = eI Ty,,
e o terceiro é o tensor ¢g,, (satisfaz a condicao qB u € eaﬂ”“qﬂw = 0). Devido os termos

anteriores podemos escrever o tensor de tor¢cao como:

1 1
Tﬂu# = g (Tvgﬂv - Tl/gﬁl/) - 6€5VH‘/S’Y + qBvp- (236)

A decomposicao do tensor de tor¢do em suas componentes irredutiveis nao sera tao
util para nosso trabalho, porém serve como extensao dos estudos para analise das fases
geométricas no espago-tempo curvo e com tor¢do. A principio, o transporte paralelo de
um vetor V = V¥, ao longo de uma curvatura x*(7) pode ser definido caso a derivada

covariante deste vetor ao longo desta curva seja nula,

DV + T,V = 0. (2.37)

Uma das caracteristicas do transporte paralelo é quando dois vetores X e Y
transportados ao longo de uma curva v o produtor interno entre esses dois vetores

permanece constante ao longo da curva, ou seja,
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d d d d
— (g X*Y") = | —gu | X*Y" s —X*Y” JXP | —Y"| =0, 2.38
dy (Gn ) <d’ygu ) + Gu <d7 ) t 9u <d7 > ( )
usando a regra de Leibniz e considerando di = d;—aﬁa.
Y y

Vamos observar o transporte paralelo do vetor V = V#e, ao longo da direcao de
Ate,,, em seguida na direcao B = B*#¢,, e retornando ao longo das direcoes A= Are,

e B = B¢, ao ponto inicial, com o objetivo de encontrar o tensor de Riemann.

Assim, o vetor V varia em relacio a sua configuracao dada por §V* = R* P VvA*BP,
onde R, 5 é o tensor de Riemann ou tensor de curvatura e é antissimétrico em seus
dois 1ltimos indices kY, 3 = —R" 4, E necessério observar a forma como o vetor varia
em relacdo a configuragao inicial pela derivada covariante. Assim, a diferenca entre o
transporte paralelo nas direcoes de A e B e o retorno é a definicio do operador comutador

de duas derivadas covariantes, logo:

V., V,]VP =  V,V,VF—V,V,V°
Vi VI VP = (01, = 0L 5 + 17,517, 5 = T9,\17, ) VP — 217 V317 (2.39)

podemos expressar o tensor de Riemann e o tensor de tor¢ao na forma,

V., V,|VP =R’

Ay

V=T, V", (2.40)

E comparando as expressoes das equagoes (2.39) e A% (v) = {4} dx®/d, o tensor

de Riemann pode ser escrito em relacdo as conexoes afim?,

— A A

Nesse sentido, podemos fazer uma correlacao entre defeitos topoldgicos e a geometria
diferencial. Devido a aproximagao linear, Katanaev e Volovich desenvolveram um método
com o intuito de descrever os defeitos topoldgicos no limite do continuo através da geometria
diferencial (KATANAEV; VOLOVICH, 1992). Eles definiram que os defeitos topol6gicos
sao produzidos por dois tipos de fontes, os defeitos gerados pela curvatura do espaco-tempo
tém como fonte o tensor energia-momento e sao chamadas de desclinacoes enquanto que
os gerados pela presenca de tor¢ao no espago-tempo tém o momento angular de spin como

fonte e conhecidos como deslocagoes.

Os estudos apresentados nesta tese foram feitos com defeitos topolégicos do tipo
deslocacao, em especifico a deslocagdo em espiral. Portanto, Katanaev e Volovich elabora-

ram quatro hipoteses resolvendo as equacgoes de Einstein para encontrar o tensor métrico
4

O desenvolvimento matematico presente nesta secao foi aplicado de forma resumida, para mais detalhes
de como cada termo é amplamente descrito buscar na referéncia (CARROL, 2003)
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correspondente a uma deslocagao ou desclinagao (KATANAEV; VOLOVICH, 1992). Como
nosso trabalho tem como objetivo analisar diversos sistemas na presenca se deslocagao, a
solucdao que descreve esse tipo de defeito topoldgico é quando R” s = 0e 17, #0. Dessa

maneira, através da acao de Einstein-Hilbert podemos usar o principio da minima acao,

disloc

L=—k / (T8 + T ) g di, (2.42)

sendo T3, e Th , os termos geradores das deslocagoes e desclinagoes respectivamente

(CARROL, 2003). Agora podemos definir parte do nosso sistema levando em consideragao

o defeito topolédgico de deslocagdo em espiral nas equagoes de Dirac.
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2.5 Introducdo aos referenciais locais

Enfim, nesta ultima sec¢ao de revisao vamos fazer uma breve introducgao aos re-
ferenciais locais e as mudangas de bases via as componentes do campo de tetradas no
espago-tempo curvo através do principio da equivaléncia. Lembrando que para esta parte
em diante os indices latinos a, b, ¢ vao representar as bases locais (0, 1,2, 3) no espago de

Minkowiski, enquanto os gregos p, v, a os indices do espago-tempo (¢, r, p, z).

Normalmente definimos o estado de vacuo no espaco-tempo de Minkowiski, devido
ao fato de ser invariante dentro do grupo de Poincaré e com seus observadores localizados
em referenciais inerciais. Assim, uma base coordenada é aquela para a qual os vetores
de base sdo dados por e, = 9/0z*. Com exce¢ao das coordenadas cartesianas, uma base
de coordenadas nao é ortonormal. Para construir uma base ortonormal ou nonholonomic

podemos usar transformacgoes usando a métrica.

Nesta se¢gdo vamos mostrar como desenvolver um novo conjunto de equagdes que
podem ser usadas através do Principio da Equivaléncia para representar no espaco-tempo
curvo em uma regiao plana de Minkowiski. Assim, os referenciais locais sdo construidos a

partir dos elementos de uma base ortonormal nao-coordenada,

0° = e (z) da", (2.43)

H
sendo os termos e, (z) conhecidos como tetradas que definem os referenciais locais
quando satisfazem a relacdo da métrica do espago-tempo com a de Minkowiski g, (z) =
eau(x)eby(x)nab. As seguintes relacoes sao satisfeitas para o conjunto de tetradas e suas

inversas,

efy () e, (x) = 0",;

e, () ey () = 6% (2.44)

Portanto, qualquer vetor ou tensor pode ser escrito em termos dos elementos da
base nao-coordenada 6“. Dessa forma, vamos aplicar uma mudancga de base nos seguintes

tensores,

1Y, = ele?, T, TG =e"e"T, (2.45)

Com a Eq. (2.43) os referenciais locais transformam-se como vetores. Entao, a
mudanca de base ocorre na forma 6% — 0% = A% () 0, sendo a matriz de transformagio
local de Lorentz Aa;(x) que dependente das transformacoes em cada ponto do espago-tempo,
ou seja, das matrizes de Transformagoes de Coordenadas no Espaco-Tempo que deixam a

forma canonica da métrica inalterada,
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VYA (@) A (2) = 1as, (2.46)

podemos exemplificar as transformacoes de Lorentz locais como:

’
70 /81’“
Ta /’Z,y/ - Aa 7A

ox¥ .,
Voo e (2.47)

4 ax,,/ bv

Agora é possivel definir as derivadas covariante dos referenciais locais. Para uma
base nao-coordenada 6, as componentes da conexao um-forma ¢ dado por w% =w,* ,dz*

e podem ser definidas como:

V.0 =w, 0 (2.48)

Como o DT de deslocagao em espiral sdo representados por torgao, podemos
calcular as conexoes um-forma w? e as componentes do tensor de torcao pelas equacoes

de Maurer-Cartan,

T = df* + w A, (2.49)

sendo o simbolo A € o produto wedge e o termo T = T dz* A dz", a torgao duas-forma
e w’ = w," ,dr" a conexdo um-forma. Como também o termo w,*, ¢ conhecido como
conexao de spin ou conexao um-forma (MISNER; WHEELER, 1973). Podemos relacionar
o tensor de torgao e o tensor de contor¢ao com base nos referenciais locais pela expressao,
T = “b/\éb, dessa forma escrevemos K% = K * ,dz". Nesse sentido, a conexao um-forma

m
e o tensor de contor¢ao da Eq. (2.34)° podem ser escritos como,

Kab = Ky [ (2) €7, () — ¢, (2) €7, (2)] . (2.50)

Portanto, conseguimos através do principio da equivaléncia e as equagoes de Maurer-
Cartan definir referenciais locais na presenga de torgao no espago-tempo curvo (SYNGE;,

1960), (MISNER; WHEELER, 1973), (WEINBERG, 1972) e (WALD, 1988).

5 Lembrando que o correto é nomear como componente do tensor de contorcdo. Como também no caso

das componentes T’ZV do tensor de tensdo.
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3 Efeitos Topologicos Devido a uma Deslo-
cacao em Espiral em Sistemas Quanticos

N2ao-Relativisticos

Neste capitulo vamos estudar a dindmica de uma particula com carga na presenca
de defeito topoldgico de deslocagao em espiral. Soma-se a isto, investigar a dinamica
quantica quando o sistema ¢ confinado por um potencial do tipo hard-wall e em seguida,
analisar a influéncia da topologia na interacao da particula com um campo elétrico radial
nao uniforme e também na presenca de um campo magnético axial uniforme, conhecido
como os niveis de Landau ou Quantizagao de Landau. Conclui-se que, o espectro de energia
pode ser obtido em todos os casos de forma analitica, mostrando que hé casos em que
um anélogo do efeito Aharonov-Bohm (AB) para estados ligados é produzido devido a

presenca da deformacao em espiral.

Indo além, a presenca da defeito topoldgico e o confinamento do tipo hard-wall
gera uma discussao a respeito do termo (8 do defeito topologico e suas dimensoes sobre a
validade de considera-lo "muito pequeno". Portanto, também analisamos a interagao do
elétron com o mesmo campo elétrico ndo uniforme, mas sobre a influéncia de um ponto
de corte induzido pela topologia de deslocacao em espiral. Em resumo, os autovalores
de energia sao influenciados pelo 8 e dé origem a um revival time nao nulo associado ao

numero quantico radial.

Os estudos apresentados neste capitulo foram publicados nas seguintes revistas:
International Journal of Modern Physics A; Annals of Physics; Physica B: Physics of
Condensed Matter'. Além disso, a ordem de publicacdao dos artigos difere da apresentada

nesta tese.

A estrutura deste capitulo é a seguinte. Na secao 3.1, analisamos uma particula
com carga e sem spin confinada por um potencial do tipo hard-wall em um meio elastico
que possui uma deslocagao em espiral; em seguida, na se¢ao 3.2, iremos considerar um
campo elétrico produzido por uma distribui¢ao uniforme de cargas elétricas ao longo de um
cilindro; na secao 3.3, analisar o problema do defeito topolégico de deslocagao em espiral
no mesmo sistema da secdo anterior (3.2) levando em consideragio o termo do defeito 32
que induz um ponto de corte; em seguida na secao 3.4, uma breve revisao do conceito
de quantum revivals; na secao 3.4.1, vamos analisar os quantum revivals do sistema com
ponto de corte induzido pelo defeito topoldgico; na secao 3.5, tem como objetivo fazer

uma breve revisao da quantizacao de Landau; na secao 3.5.1, investigar a interagao de

L Todos os artigos publicados durante o desenvolvimento da tese na secdo 5.1.



Capitulo 3. Efeitos Topoldgicos Devido a wma Deslocag¢io em Espiral em Sistemas Quanticos

Nao-Relativisticos 34

uma particula com carga e sem spin em um campo magnético uniforme; na secao 3.5.2,

avancamos na busca de efeitos de rotacdo na quantizacao de Landau em um meio elastico

com defeito topologico de deslocacao em espiral.
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3.1 Particula com carga e sem spin com potencial do tipo hard-wall

Nesta se¢ao, analisamos uma particula com carga e sem spin em um meio elastico
que possui uma deslocacao em espiral. Este defeito topoldgico linear como mencionado no
capitulo anterior corresponde a distor¢cao de um circulo em uma espiral. Essa geometria é

descrita por meio do elemento de linha?

ds® = dr® + 2pdrdgp + (5* + %) dip® + d2?, (3.1)

o parametro [ esta relacionado a deslocacao do defeito através do vetor de Burger b
(8 = |b|/2m). Além disso, o valor do pardmetro /3 em um sélido é da ordem do deslocamento

interatomico.

Portanto, como o sistema trata-se de uma particula carregada sem spin vamos
descrever esse sistema pela simetria cilindrica com a equagao de Schrodinger independente
do tempo para um elétron na presenca de uma deslocacdo em espiral. Como nossa
deslocacao de borda modifica um circulo em uma espiral, as propriedades geométricas do
espaco e tais caracteristicas sao descritas pelo elemento de linha do tensor métrico. Para
este caso, utilizamos o operador de Laplace-Beltrami para levar as informacdes a respeito
da métrica para as equagoes de Schrodinger e definir a operagao de diferenciagdo no novo

sistema. Assim, pela relacao:

97 gi; = 1343, (3.2)

podemos calcular a inversa da métrica covariante pela relagao da Eq. (3.2) para aplicar no

operar de Laplace. Entao,

7= =& L o[, (3.3)
0 0
sendo ¢ definido como g = det(g;;), dessa forma g = 2. Agora, introduzimos o elemento

de linha na equagao via operador de Laplace-Beltrami, entao:

b=~ Uga (vaa"0)| v (3.4)

sendo g;; o tensor métrico, g o tensor inverso e g = det|g;;|. Lembrando que (i, j) sdo

os indices das coordenadas espaciais. O operador de Laplace-Beltrami com os termos do

tensor métrico nao nulo é dado pela expressao,

2 Para mais detalhes do desenvolvimento dessa secio (KATANAEV; VOLOVICH, 1992), (AHARONOV;
CASHER, 1984), (NETTO; FURTADO, 2008) e (ROBINETT, 2000)
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A ;gar<grwar> ¥ ;gaxgrwaw " ;Eazﬁ(ngar) + jgam@m%) +

+;§az<gzwaz>, (3.5)

aplicando os termos da matriz g%,

()0 (D)8 ) 22 M) & o

obtemos a expressao do operador de Laplace para o nosso sistema. Logo, a equacao (3.4)

toma forma na equacao a seguir:

L P\ (1 o B 9
5¢“m<1+w>w‘m<r‘q«z>aﬁmrzaraﬂ
1 0% 1 Bow 1 0%

R . S 3.7
2mr2 0p?  2mr3dp  2m 0z? (37)

A solugao da equacgao (3.7) pode ser escrita em relacdo aos autovalores do operador
de momento linear referente a componente z, onde nossa particula possui comportamento
de particula livre, ja que o defeito esta presente na direcao radial e nenhuma variavel z
estd presente na expressao, dessa forma, o operador hamiltoniano comuta com o operador
P, compartilhando o mesmo conjunto de autofunc¢oes. Podemos também introduzir os
autovalores referente ao operador momento angular L:p levando em consideragdo o mesmo
raciocinio feito para componente z, devido ao fato da Eq. (3.7) ndo ter termos explicitos

de 3. Assim, escrevemos uma solugio na forma:

Y (r,p,2) = T u(r), (3-8)

sendo k a constante do momento linear na direcao z e [ = 0, £1, &2, +3, +4... os autovalores
referente ao operador do momento angular na diregao z e u () representa uma fungao
desconhecida de r. Calculando as derivadas de 9 (1, ¢, z) e substituindo na equagao (3.7)

obtemos uma equacao radial.

<1+52>d2“+<1_52_ﬂm>d“_Pu+¢f§u+(2me—k2)u_o. (3.9)

r2 | dr? roord r2 ) dr 12

Podemos escrever uma solugio radial para equacao (3.9) da seguinte forma?

Também podemos obter as solugdes pelo método de separacao de varidveis.

Obtemos essa solucao utilizando o software Maple, o método manual por ansatz seria muito trabalhoso

para encontrar relagdes como a tan~1.

4
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u(r) = exp [z’ltan_l (;)] x f(r), (3.10)

onde a funcao f (r) é desconhecida. Derivando a Eq. (3.10) e substituindo na Eq. (3.9),

obtemos uma nova equacao diferencial,

BNEf (1 B\ df r _

onde o termo 7 é uma constante e dada por 7 = 2me — k? para simplificar nossa equacao®.
Agora, para uma analise bidimensional do sistema, o termo de particula livre no eixo

z sera igual a zero k = 0 e € > 0. Indo além, para tornar nossa equagao adimensional
substituiremos nossa variavel por x = 24/7 (r2 4+ 52) na Eq. (3.11) para obter a expressao:

?f  1df 12 1
Y _ Zf=0. 3.12
dx? + zdr 12 + 4f ( )

A Eq. (3.12) corresponde a equagao de Bessel que possui solu¢ao na forma assintética
dada por (ARONSTEIN; STROUD, 1997),

f (2) = AJy () + BNy (a). (3.13)

dado que Jy (x) e Ny (x) sdo funcdes de Bessel de primeiro e segundo tipo respectivamente.
Analisando o comportamento da solugdo na origem, devemos ter B = 0 porque a funcao

Neumann diverge na origem. Logo, nossa solugdo da equacao diferencial torna-se f (x) =

Agora, vamos dar continuidade a analise do sistema na presenca de um potencial
do tipo hard-wall. Esta situacao é possivel para determinados valores fixos para que a
fungdo de onda se anule quando x — x¢ = 24/7 (13 + (3?), onde xq é este valor f (zo) = 0.
Como o objetivo é observar a influéncia do defeito topologico de deslocagao em espiral,

vamos admitir que zy > 1. Entao, podemos escrever:

2 llm
Juy (zo) — o Cos (xo — |£ — 4) . (3.14)
Obtemos a seguinte condicao,
1
Ty — ‘CQ‘,/T _ % = (n + 2) T, (315)

comn (n=0,1,2,...) sendo o nimero quantico relacionado aos modos radiais. Em seguida,
ajustamos os termos para obter os niveis de energia do elétron sujeito a uma parede de

potencial na presenca de defeito topoldgico de deslocagdo em espiral,
5

As letras para representar algumas constantes irdo variar de capitulo para capitulo. Assim como
também as fungoes das equagoes diferenciais.
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e (3 2 (3.16)
T 8m (rg + 52) 2 " 4) '

sendo n sendo o nimero quantico relacionado aos modos radiais que possui valores inteiros

e positivos (n =0,1,2,...).

Por fim, a Eq. (3.16) corresponde aos niveis de energia de um elétron sujeito a
um potencial do tipo hard-wall em um meio com deslocagao em espiral (MAIA; BAKKE,
2019a). A influéncia do defeito topoldgico no sistema pode ser vista no termo de raio efetivo
\/T3 + 32 E interessante observar que o nimero quantico [ nio possui contribuicées devido
a deslocacao em espiral, como é presente em outros trabalhos produzindo um momento
angular efetivo (BLUHM; TUDOSE, 1996). Esse resultado serve de base para o sistema
estudado na se¢ao 4.1, quando aplicamos o defeito topoldgico de deslocagao em espiral
na equagao de Dirac e pela aproximacao nao-relativistica dos niveis de energia, obtemos

naturalmente o mesmo resultado da equagao (3.16).
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3.2 Interacdo com campo elétrico radial nao uniforme

Nesta secao iremos considerar um campo elétrico produzido por uma distribuigao
uniforme de cargas elétricas ao longo de um cilindro com defeito topologico de deslocacao
em espiral. O campo elétrico no interior do cilindro é dado por E = %rf, onde A > 0 é
uma constante associada com a distribui¢do uniforme das cargas elétricas. A expressao
do potencial para uma particula com carga elétrica como um elétron, mas sem levar em

consideracao o spin interagindo com esse campo é dado por,

- A
V(T):—Q/E~d7?:—q/Ed7’:|qlT2, (317)
onde ¢ = —|q| é a carga elétrica. Introduzindo o potencial aa Eq. (3.17) e desenvolvendo

analogamente como foi feito até a expressido da Eq. (3.9), temos:

B\ f (1 B df r mg|A
() @ (%) e - M nemi) =0 629

. ~ A . . . .
Vamos definir um parametro o? = % e assim como foi feito no caso anterior,

a analise sera bidimensional e aplicando uma mudanca de variavel dada pela relacao

¢ = a(r* + B?). Entao, nossa equagao diferencial seré:

cf df P, ¢
—_— _— — pu— '1
onde p = —41a (2me + a?B?). Note que quando r — oo, entdao, ( — co. Agora, analisando o

comportamento da funcao quando r — 0, ndés obtemos ¢ = a3? e vamos considerar em
primeiro momento que 32 é "muito pequeno'. Assim, quando » — 0 podemos considerar
que ¢ — 0, sem perder generalidade. Dessa forma, podemos analisar o comportamento da
Eq. (3.19) para ambas situagdes. Nossa solucao é dada da forma (NETTO; FURTADO,
2008):

¢ i 1

f(C)ZGﬁC%lFl (2—1‘2—%‘”‘*‘1;@) ; (3.20)

onde 1 F} (lé—l + % — 1|+ 1;¢ ) é uma funcao hipergeométrica confluente. Observe que o
comportamento assintotico dessa fungao é dada por (ABRAMOWITZ; STEGUM, 1965):

I (b) ¢a—b -1
1F1 (a, 05 ¢) ~ We ¢ [1 +0 <|C| )} ; (3.21)
portanto, diverge para ( — co. Para solugoes de estados ligados, precisamos impor a
condigao para que a = —n (n =0,1,2,3,...) e com as devidas consideragdes, obtemos o0s

niveis de energia,
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2Jg| A I, 1 A2
oy = f L2 <n+H—I—> _ s (3.22)

m 2 2 4

Portanto, a Eq. (3.22) corresponde aos niveis de energia da interagao de um elétron
com um campo elétrico radial produzido por uma distribuicao uniforme de cargas elétricas
na presenca de uma deslocagao em espiral (MAIA; BAKKE, 2019a). Analisando os niveis
de energia, observamos um termo de contribuicao devido ao defeito topolégico dado por
(32. Observe também, que para A = 0 os niveis de energia serdo zero, isso acontece devido

ao fato que o campo mantém a particula no sistema, caso contrario ela estara livre.

Agora, vamos impor uma barreira de potencial no sistema para analisar suas
contribuigoes assim como feito em casos anteriores. Fixando um ry, nés obtemos (, =
a (r + ?) na presenca da deslocagao em espiral. Nesse caso, a fungdo de onda se anula

levando em consideracao os limites assintoticos,

f(Go) = 0. (3.23)

Seguindo, vamos considerar um pardmetro fixo b = |I| + 1. Assim, podemos escrever
a nova fungao hipergeométrica confluente como forma (ABRAMOWITZ; STEGUM, 1965):

1F1 (a,b; ) o cos (y/ZbCO —4da¢y — bg + Z) . (3.24)

Eventualmente, a influéncia do potencial do tipo hard-wall na interagao do elétron
com o campo elétrico radial na presenca de uma deslocagao em espiral produz o espectro

de energia dado por,

n+ =+ - 1

o 1l 3\ |gAg?
5”_277%(7"8+52)< 5 4) — : (3.25)

Em sintese, ha duas contribui¢oes do defeito topoldgico de deslocagao em espiral
(MATA; BAKKE, 2019a). Uma mudanga presente no raio efetivo /73 + 32 anélogo ao caso
anterior, e a outra, representada no ultimo termo da Eq. (3.25). Em ambas as situagoes
nao houve efeitos do tipo Aharonov-Bohm (AB) e nem alteragdo no momento angular
criando um momento angular efetivo (BLUHM; TUDOSE, 1996) e (STYER, 2001).

Note que anteriormente consideramos (3? como 'muito pequeno", sendo assim,
podemos afirmar que a influéncia da topologia nesse caso é insignificante, mas devido a
uma analise mais aprofundada iremos estender essa discussao para secao seguinte e tentar

compreender melhor a contribuicao do defeito topoldgico no sistema.
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3.3 Ponto de corte induzido pela topologia de deslocacao em espi-

ral

Nesta se¢ao vamos analisar o problema do defeito topologico de deslocagao em
espiral no mesmo sistema da se¢ao anterior (3.2) levando em consideragao o termo do
defeito 32 como "muito pequeno', mas nao nulo. Dessa forma, assumindo essa nova
perspectiva, precisamos analisar o comportamento assintético da funcao de onda radial da

secao anterior.

Primeiramente precisamos encontrar uma nova solugao para equagao Eq. (3.19)
quando r — oo e r — 0. Na analise feita anteriormente, as variaveis assumiam os
respectivos valores ¢ — oo e ( — 0 assumindo 3% como "muito pequeno". Porém, quando
r — 0 observamos que o valor de ( tente a um valor dependente do defeito topologico
¢ — af%. Assim, temos uma nova perspectiva dos estados ligados que podem surgir da
interacao de um elétron com o campo elétrico E = %rﬁ e um possivel ponto de corte
induzido pelo defeito topolégico. Agora, obtemos uma solu¢ao conhecida quando r — oo e

consequentemente ¢ — oo (MAIA; BAKKE, 2019a) e (MAIA; BAKKE, 2021b):

_ \}ZW“’ w (), (3.26)

onde Wu 1 (¢) é conhecida como fungao de Whittaker regular para valores de { — oo.
72

9(¢)

Seguindo os passos feitos na se¢ao anterior, escrevemos a fungao com os termos da fungao

Hipergeométrica Confluente. Assim, nossa g (¢) pode ser escrita como:

L )
6(0) =e%c2'U('2'+;—u,|u+1;<). (3:27)

Agora, assumindo um novo limite assintético induzido pelo DT com o termo
¢ — af? quando r — 0. Nesta nova perspectiva, um ponto de corte ® ry = 3 serd
estabelecido naturalmente, assim como é feito nos estudos com potencial do inverso do
quadrado (LANDAU, 1977). Em outras palavras, o defeito topolégico de deslocacao em
espiral impoe um limite inferior para (, = ar? = a?. Logo, a funcio de onda deve ser

normalizada no intervalo induzido pela deslocacao:

G < ¢ < o0, (3.28)

consequentemente, nossa funcao de onda ( segue para condicao:

g (¢ =ap?) =0 (3.29)

Ponto de corte conhecido como (cut-off)

6
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Em seguida, consideramos a particula para p > 1, permitindo obter explicitamente
os niveis de energia. Para o caso em que p < 1 o parametro a da fun¢ao pode divergir.

Além disso, para (y e b = || + 1 fixos, a fungao U (a, b; (y) pode ser escrita na forma:

U (a,b; (p) o cos <\/2b§0 — 4aly — b;r +am + Z) . (3.30)

Logo, substituindo a Eq. (3.27) e a Eq. (3.30) na condi¢ao de contorno dada pela
Eq. (3.29), obtemos:

(G0 =0 = cos /26y day — 3 +ax+ ) =0, 1)

em suma, pela Eq. (3.31) encontramos os niveis de energia:

2|q|A 1 2 [2lgIn - 2lgIrg?
ooy RdA (L mB 2N 2lalAS
m 4 8 m 2
(3.32)

. , A . 2[g]A
onde n = 0,1,2,3,... sdo os numeros quanticos radiais e 4/ % desempenha o papel da

Y

2
(4 1 [m 7 (dn +1)
2|q|A 2m/3?

frequéncia angular.

Ou seja, as energias permitidas da Eq. (3.32) derivam da intera¢do de um elétron
com campo elétrico E= %rf na influéncia do ponto de corte induzido pela topologia de
deslocagao em espiral (MAIA; BAKKE, 2021a). Apesar de ser um sistema bidimensional,
os niveis de energia sao determinados apenas pelo nimero quantico radial n. Em outras
palavras, nao dependem do niimero quantica do momento angular [. O significado da
auséncia do nimero quantico do momento angular é que os niveis de energia sao infini-
tamente degenerados, uma vez que todos os valores de [ sdo validos para cada nivel de

energia. Este aspecto de ter uma degeneracao infinita é andlogo aos niveis de Landau.

Nao s6, termos proporcionais a 3, o que significa que a topologia de deslocacao
em espiral influencia a dinamica quantica do sistema. No entanto, ndo ha anélogo do efeito
Aharonov-Bohm (AB) para estados ligados. De acordo com a (NETTO; FURTADO, 2008).
Efeitos dessa natureza normalmente sdo caracterizados por uma mudanga no ntmero
quantico do momento angular dado por I’ = [ — ¢® /2, onde ® é o fluxo magnético dentro
de um solenoide longo.

No contexto dos estudos de defeitos topoldgicos lineares, uma desclinacao produz
!

um deslocamento no nimero quantico do momento angular ' = =, onde a ¢ o parametro
relacionado ao déficit angular que caracteriza a desclinagao. Além disso, a topologia da
deslocagao tipo-hélice (Distor¢ao de uma curva circular em uma espiral vertical) modifica o
nimero quintico do momento angular como ' = [ — Sk, sendo /3 o pardmetro relacionado

ao vetor de Burgers para este defeito (BEZERRA, 1997).
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Portanto, as topologias de desclinacao e deslocacao tipo-hélice produzem efeitos tipo
Aharonov-Bohm (AB) para estados ligados. Porém, no caso presente com deslocagdo em
espiral nao produz qualquer mudanca no niimero quantico do momento angular, concluindo
que nao hé efeitos dessa natureza. Por outro lado, a topologia determina um limite superior

dos modos radiais dados por:

mpB* [2|qlA 1
52 R (3.33)

caso contrario, teriamos um termo imaginario no espectro de energia.
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3.4 Quantum revivals

Nesta secao vamos revisar o conceito de quantum revivals para aplicar no sistema
anterior, com ponto de corte induzido pelo defeito topoldgico de deslocacao em espiral.
A andlise tedrica e a verificacdo experimental do fendmeno de quantum revivals tem sido
amplamente explorado na tultima década pela comunidade em geral, tanto de Fisica,
Quimica quanto em Biologia nos estudos de ionizagao observavel nos experimentos do tipo
pump-probe (ALBER; ZOLLER, 1986). Resumidamente sao situagoes caracterizadas por
estados quénticos inicialmente localizados que possui uma evolugao temporal, que podem
se espalhar significativamente e logo apds, a propagacao se reverte e o pacote de onda é

realocado e a periodicidade é evidente. Neste contexto, Gutschick e Nieto notou que:

"...se alguém esperar por muito tempo, qualquer estado que tenha uma sobre-

posicao significativa com um ntamero finito de estados acabara por retornar a
"quase" sua forma original."(GUTSCHICK; NIETO, 1980).

A realocacao do pacote de onda inicial também pode acontecer de forma fracionada,
dando origem ao que chamamos de fractional revivals. Esse comportamento é uma realizagao
fundamental dos fendmenos de interferéncia dependente do tempo para estados ligados com
energias quantizadas. Por exemplo, com base nas equagoes de Schrodinger, Mandelstam e
Tamm (MANDELSTAM; TAMM, 1991) no desenvolvimento de sistemas quéanticos isolados

no tempo, levou a desigualdade

7h

.34

AHt
| (Weltbo) [* = cos® (h) para 0 <t <

sendo AH = \/(H?) — (H)? é a incerteza na energia das particulas livres do pacote de
onda, (| 1)) o estado quantico dependente do tempo e (] 1)) o estado inicial. Essas
ideias foram usadas para analisar as relagoes de incerteza energia-tempo. Assim, esta
sobreposicao ¢ utilizada pela fungdo de autocorrelacao e pode ser avaliada em qualquer

posicao ou momento,

+oo +oo
AW = Wilvo) = [ @ v de = [ 6" p0olp dp,  (3.35)
para |A(t)| ser um valor alto, a fun¢ao de onda em momentos posteriores deve ter uma
sobreposicao significativa com o estado inicial no espago. Para sistemas em uma dimensao
onde o pacote de onda é expandido em termos das autofungdes de energia u,(x), com

autovalores de energia quantizados F,, na forma

W(x,t) = i iy (1) Bt/ (3.36)
n=0
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com a,, dado por,

a =/ :O[un(X)]*w(x,O)dx. (3.37)

Dessa forma, podemos escrever a funcao de autocorrelagao como,

Alt) = |ay [PetEntm, (3.38)
n=0

No entanto, em muitas realizagoes experimentais, um pacote de onda localizado é
excitado com um espectro de energia que esta fortemente espalhado em torno de um valor
central do niimero quantico ngy, de modo que ng > An > 1. Nesse caso, é apropriado

expandir individualmente os autovalores de energia, E(n) = E,, sobre esse valor,

El// (no)
6

(10)

E(n) = E(ng) + E (no)(n — no) + (n —mng)® + (n—mno)*+....  (3.39)
Isso resulta na dependéncia do tempo de cada autoestado quantico individual por

meio dos termos:

1

e Ent/h — exp (—z/h {E(no)t + (n — no)El (o)t + ;(n —ng)t + ;(n - —n0)2E (o)t+

o0 =B (o)t + .

= exp(—iwot — 2mi(n — ng)t/Tu — 2mi(n — ng)*t/Tyep — 27i(n — 10)*t/ Touper + ---), (3.40)

com cada termo na expansao logo apds o primeiro, define uma escala de tempo caracteristica,

dada por:

Tum o Ty = o e 6 T = o (3.41)

| E" (no))] |E" (no)|/2 [E™ (no)|/6
O primeiro termo da exponencial (wy = E(mg)/h) é uma fase geral independente de
n, comum a todos os termos na expansao, portanto, ndo induz nenhuma interferéncia entre
eles, é semelhante a fase para uma tnica solucao estacionaria e nao tem efeito observavel
em |1)(z,t)[>. Por outro lado, o segundo ¢ usando argumento semi-cldssico e a condicio de

quantizacao WKB,

2mh
T, =———. (3.42)
T E (o)
¢é associado também ao periodo classico de movimento no estado ligado. O préximo termo

T,ev € dado por,
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21h
|E" (n9)]/2

e relacionado com a escala de tempo do revival time. Essa escala de tempo determina

Trey = (3.43)

relagoes com a dispersao do pacote de onda (¢ > T;). Nesse sentido, para o tltimo termo
Tsuper na0 entrarei em detalhes, devido ao fato que sistemas com dependéncia de energia
puramente quadratica em um tnico nimero quantico, como serd o nosso caso, nao existem
escalas de tempo independentes mais longas do que revival time e fractional revival. Para

situagoes de ordem superior na expansao, 0 Ty, torna-se relevante (ROBINETT, 2004).
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3.4.1 Efeitos de quantum revivals em sistema com ponto de corte induzido

pelo defeito topolégico

Nesta secao, vamos analisar os quantum revivals do sistema, que em resumo ¢ quando
a funcao de onda recupera sua forma inicial em determinadas condi¢oes. O Revival Time foi
investigado por exemplo, no pogo quadrado infinito (BLUHM; PORTER, 1996), péndulo
quantico (DONCHESKI; ROBINETT, 2003), sistemas de massa dependentes de posi¢ao
(SCHMIDT; GUSSO, 2008), 4tomos de Rydberg e Grafeno (BLUHM; KOSTELECKYy,
1995). Quando um sistema quantico tem um ntmero quantico v e os autovalores de
energia podem ser expandidos sobre um valor central v; desse niimero, a energia pode ser

expandida na Série de Taylor como vimos na se¢ao anterior, dessa forma:

de o 1 [ d% o
eyzsyl—k(dﬂ) ) <V_V1)+2<dz72> ) (—11)+ ... (3.44)

Portanto, as escalas de tempo sdo distintas e podemos definir o periodo classico

por:

Tcl - ) (345)
de
dv ) 5—
(&) msn
enquanto o revival time é definido como,
4th
brew = T (346)

&2 ’
dr? ) =i

Vamos analisar o surgimento desses efeitos no sistema com uma particula com

carga e sem spin na presenca de campo elétrico e com DT de deslocagao em espiral descrito

na se¢ao 3.3. Assim, os niveis de energias permitidos da Eq. (3.32), pode ser expandido

sobre o valor de n,
2|q| A 1 2 [2|q|\ 2|q|\3?
S lalA [, L, mB [2lglA) | 2lqlA5
m 4 8 m 2

a Eq. (3.32) deriva da interagao de um elétron com campo elétrico E=

Y

m w2 (4n + 1)
1+,]1—
J 20ax " 2mp?

(3.47)

A
2
do ponto de corte induzido pela topologia de deslocacao em espiral que sao determinadas

r7 na influéncia

pelo niimero quantico radial n (MAIA; BAKKE, 2021a). Logo, o periodo classico da Eq.
(3.45) e o revival time da Eq. (3.46) sdo definidos em termos do n. Para um determinado

valor dos modos radiais, os periodos classicos sao dados por,
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1 7r2(4n+1)
T, =2 Vi X s (3.48)
4 2|q \/1 _ iy T4l 1|' '
2| |)\ 2m/32

Como os periodos classico dados na Eq. (3.48) dependem do pardmetro f3, os
mesmos sao influenciados pela Topologia de deslocacao em espiral. Além disso, o revival

time dado pela relagdo da Eq. (3.46) para um determinado valor de n, temos

4 Am3? 2 (4n +1)]%?
trew = 1 _ dmF [1— m_ T s >] (3.49)
e v 2|q|\ 2mf3

Na secao 3.1, assumimos que 42 era "muito pequeno'e portanto, os niveis de energia
eram proporcionais aos niimeros quanticos n e |l| de forma analoga ao oscilados harmonico
bidimensional. Conforme mostrado na referéncia (ROBINETT, 2004), nenhum revival
time existe no sistema do oscilador harmonico em coordenadas cartesianas. Na simetria
cilindrica, por sua vez, nao ha revival time associado ao niimero quantico radial n, mas

esperarfamos que fosse nao nulo referente ao termo proporcional a |].

Em contraste, no caso presente da Eq. (3.32) nao consideramos 3? "muito pequeno'e
encontramos os niveis de energia para os limites assintoticos do ponto de corte induzido
pela topologia. Assim, obtivemos revival time nao nulo dado pela Eq. (3.49) relacionado
ao numero quantico radial n da interacao do elétron com o campo elétrico nao uniforme.
No entanto, também nao ha revival time para o nimero quantico do momento angular.
Isso ocorre devido a influéncia do ponto de corte induzido pela topologia de deslocacao em
espiral correspondente ao (. Desse modo, embora os dois periodos classicos associados as
Energias permitidas da Eq. (3.32), o revival time dado pela relacao da Eq. (3.49) tem a

mesma expressao para ambas as energias permitidas.
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3.5 Quantizacao nao-relativistica de Landau

Esta secao tem como objetivo fazer uma breve revisao da quantizacao de Landau.
Inicialmente discutido por Jackiw e Balatsky (JACKIW, 1984), para um sistema andlogo
de fluxo magnético através de um plano; outros Fisicos também estudaram o tema, sendo
mais especifico a quantizacao relativistica de Landau por Haldane (HALDANE, 1988)
sobre o efeito Hall quantico. Assim, o que ocorre quando uma particula carregada interage
com um intenso campo magnético uniforme. Dessa forma, para uma particula com massa
m, carga q presente em um plano de movimento xy e sujeita a um campo magnético

uniforme B = ByZz, podemos escrever o Hamiltoniano que descreve essa dinamica como:

i= 27171 (p—qd), (3.50)

sendo A o vetor potencial eletromagnético e utilizando o sistema de unidades naturais.

Portanto, resolvendo a equagao de Schrédinger encontramos os niveis de Landau,

|l +1 k2
— W - ) e .0l
End (n 2 2 ) om’ (3.51)

com w = qBy/m conhecida como frequéncia de ciclotron. Como também, n = 0, 1,2, ...
sao os modos radiais e [ = 0,1, +2, ... os niimeros quanticos relacionados ao operador de
momento angular. Em suma, o conjunto ¢, com valores de n é conhecido como niveis de
Landau, com a caracteristica de ter cada nivel é infinitamente degenerado. Nosso interesse
é estudar o surgimento de resultados analogos aos apresentados para diversos sistemas

com defeito topoldgico de deslocacao em espiral.
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3.5.1 Quantizacdo n3o-relativistica de Landau com deslocacdo em espiral

Nesta se¢ao, vamos analisar a interagdo de um elétron sem spin com um campo
magnético uniforme. E conhecido na literatura que a interacio de um elétron com um
campo magnético axial uniforme produz um espectro discreto de energia, onde cada nivel
de energia possui uma degenerescéncia infinita. Esse espectro discreto é chamado de niveis
de Landau. Em um meio eldstico com uma desclinagao e/ou deslocacao tipo-hélice, os
Efeitos desses defeitos topolégicos nos niveis de Landau foram investigados em (NETTO;
FURTADO, 2008).

Assim, nosso foco serd os efeitos devido ao defeito topologico de deslocacao em
espiral nos niveis de Landau. E pela equacao de Schrodinger independente do tempo,

temos:

e = —1f (0 — iqAx) [v/39" (9, — iqA;)] ¥, (3.52)

onde Aj é a componente covariante do quadrivetor do potencial eletromagnético A, =
(Ao, Ag).

Vamos considerar um campo magnético externo uniforme B = ByZz, onde By é
constante. De acordo com (MUNIZ; CUNHA, 2014), este campo axial pode ser introduzido
na Eq. Schrodinger (3.52) por meio da componente covariante nao nula do potencial de

quadrivetor, que é dado na forma: A, = BO’" . Assim, a Eq. (3.52) torna-se,

2\ A2 2
510:—1<1+B>M—1<1—r3+iq305>?;f+

2m orz2  2m \r

B 0% 1 0% 1 (B )(M
— —— +
dp

~ (2 —iyB
mr2orde  2mr?20p?  2m \r3 1450

_Z,qBOB ¢*Bar? 1 0%

Y+ s ¥ aman (3.53)

4dmr

Como feito em sec¢oes anteriores, a solugdo da Eq. (3.53) é dada pela funcao
P (1,0, 2) = etz (). Sabendo que nesse caso a funcio radial u (1) é desconhecida,

obtemos nossa equacao radial,

2 2 2
er r? 72

r3 2r

m2w2r2

4

u+ (2m€ L mwl) u=0,  (3.54)

onde w = ¢By/m é a frequéncia de ciclotron. Agora, a fungao de onda solugao da Eq.
(3.54) tem a forma:
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u(r) = exp lz (l + mc;ﬁQ) tan™! (;)] X exp (_ﬁ%;ﬁ?“) X h(r), (3.55)

como na fungao anterior, h (1) é também desconhecida. Substituindo a solugao na equagao

radial obtemos uma nova equacao radial,

2\ 2 2 2 2 2, 2.4
LBV (LY @), it
r2 | dr? rr3) dr (r2 4+ 52) 4 (r2 4+ ?)
—|—(2m5—k2+mwl)h:0. (3.56)

Agora, considerando uma anélise bidimensional quando k& = 0 e aplicando a

mudanca de varidvel dada por y = " (r? + 5?) na Eq. (3.56),

2h dh Ay
— 4+ ——=—h—%h h=0 3.57
ydy2 + dy 4y 4 T ’ (3.57)

e definindo os parametros como:

1 1 1
=14+ —mwp?, T=— <2m5 + mwl + m2w262) : (3.58)
2 2mw 2

Agora, analisando o comportamento assintotico da funcao de onda quando y — 0,
noés obtemos que y = mwf3?/2 e sabendo que 52 é considerado "muito pequeno'. Entao,
quando y — 0 podemos considerar que y — 0, sem perder generalidade. Permitindo

escrever a solucao da Eq. (3.57) como,

y 1l
2

1

h(y)=e" 5 T3

onde 1 F} <‘g—‘ + % =7, v+ 1; y) é a funcao hipergeométrica confluente. Seguindo os passos

anteriores, obtemos os niveis de energia dados por:

1
5n7l:w<n+2+‘;|—g>. (3.60)

Portanto, a Eq. (3.60) corresponde aos niveis de Landau na presenca do defeito
topolégico de deslocagao em espiral (MAIA; BAKKE, 2019a). Note que os efeitos da
topologia modificam os niveis de energia, produzindo um parametro v associado ao
numero quantico do momento angular. Neste caso, temos uma contribuicao tornando =y
um momento angular efetivo. Nesse sentido, ha um anédlogo do efeito Aharonov-Bohm
(AB) para estados ligados. Além disso, hé quebra da degeneragao dos niveis de energia de
Landau devido ao termo de deslocagdo em espiral. Além disso, caso § = 0 recuperamos os
niveis de Landau na auséncia de defeito topologico (LANDAU, 1977).
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Conforme indicado em (JUAN; VOZMEDIANO, 2010) uma deslocacao de borda
pode ser visto no Grafeno por meio de um par de desclinagoes do tipo pentdgono-heptagono.
Assim como mostrando em (BAKKE; FURTADO, 2013) que os efeitos associados as

fases geométricas devido a presenca de desclinacoes em Grafeno poderiam ser descritos

considerando o defeito topoldgico de deslocacao em espiral na camada do Grafeno.

Portanto, essa discussao sobre os niveis de Landau na presenca de deslocacao
em espiral pode ser estendida aos estudos em sistemas relativisticos para uma possivel
comparacao com os resultados obtidos no Grafeno na presenca de um campo magnético
uniforme para altas energias e aplicando o limite nao-relativistico para uma comparagao.
Tendo em vista que a quantizagao de Landau é o sistema mais simples para lidar com
o efeito Hall quantico, a presente situagao também levanta a possibilidade de estudar o

efeito Hall quéntico no grafeno na presenga de deslocacao em espiral.
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3.5.2 Quantizacdo ndo-relativistica de Landau com deslocacdo em espiral e

efeitos de rotacao

Nesta sec¢ao, avangamos na busca de efeitos de rotagao na quantizacao de Landau em
um meio elastico com defeito topoldgico de deslocacao em espiral. Sistemas nessas condi¢oes
tém chamado atencao na literatura devido ao surgimento das fases quanticas pela rotacao,
associados ao surgimento do efeito Sagnac e Mashhoon (SAGNAC, 1913) e (MASHHOON,
1988). Situagoes como o acoplamento entre o momento angular e a velocidade angular no
referencial também foram estudados por (PAGE, 1975) e (FIGIELSKI, 2002). Além disso,
efeitos de corrente persistente na topologia de deslocagao em espiral com rotacao e campo
magnético foram explorados recentemente no trabalho (SILVA; BAKKE, 2021), e para
sistemas com Anel Qudntico” no artigo (DANTAS; FURTADO); Silva Netto, 2015).

Portanto, nesta secao consideramos um referencial em rotagao com velocidade
angular constante e mostramos que ha solugdes analiticas para as equagoes de Schrodinger
com efeitos de rotacao e modificagdes nos estados ligados devido ao defeito topoldgico de
deslocagao em espiral. Inicialmente, vamos considerar uma carga pontual (electron ou hole)
em um meio elastico na presenca de um campo magnético uniforme. Logo, o operador
Hamiltoniano que descreve a interagao do elétron, sem spin, com o campo na presenca de
deslocagao em espiral é escrito como (NETTO; FURTADO, 2008):

N 1 1 ki
- = _ I —iaA.

Ho =~ = (0 —iady) V39" (9; —iqAy)| (3.61)
onde g;; é o tensor métrico, g% o tensor inverso e g = det |gi;| o determinante, o termo ¢
corresponde a carga elétrica e A; a componente covariante do quadrivetor do potencial ele-
tromagnético A, = (Ag, Ai). Os efeitos da rotacdo em sistemas quanticos nao-relativisticos

foram tratados com a equacao de Schrodinger independente do tempo dado na forma
(FONSECA, 2016):

HoW — Q- LU = eV, (3.62)

sendo Hy o operador Hamiltoniano da particula com o sistema sem rotacao, dado pela
Eq. (3.61). Podemos representar o termo como L=rx (ﬁ — qff) =1L qr X fT, sendo L
é o operador de momento angular. Como o sistema estard em rotagao, vamos supor um
referencial giratério com velocidade angular constante dada por: O = Q2. Nao apenas,
devido a simetria cilindrica do defeito topolégico de deslocacao em espiral ¥ = ri e a

componente nao nula do potencial eletromagnético dada por: A, = B‘f.

Desse modo, operador Hamiltoniano pode ser escrito levando em consideragao o

termo de rotacao e o potencial eletromagnético, entao:

7 Traducdo literal do termo Quantum Ring.
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R 1 /(8 10 1 [0 o\° 1 8 /(0 0
H—__— (2 29V __* (L _39) _ 722 _3<

0 2m <87"2 + r@r) 2mr? <8gp B@r) 2mr3 (890 ﬁ@r) +
( 0 0 ﬁ) N m2w?r? 1 02

dp "or 2r gm  2m0z?’

+—1muw

o (3.63)

sendo w = ¢By/m a frequéncia de ciclotron. Um ponto interessante é a influéncia da

torcao na componente z do momento angular L.. E mostrado que a topologia de des-

locacao em hélice transforma o operador L, = —i% em um operador efetivo dado por
f)if F=— (% — X%), onde y é o parametro que caracteriza o defeito topoldgico. Esta

caracteristica também foi apontada em (VIGNALE; MASHHOON;, 1995) com relagao
a deslocacao em espiral. Ao analisar a Eq. (3.63), somos induzidos a definir o operador

efetivo:

~ 0 0
eff — _; | 2 _ np =
Z;Z = —1 ( T) . (3.64)

No entanto, o operador da Eq. (3.64) ndo comuta com o operador H, dado pela Eq.

(3.63), [I—A[O, iﬁf f } # 0. Entao, Hy e ng f sdo observaveis incompativeis impossibilitando

utilizar o momento angular efetivo. A expressao para o momento angular deve ser dada
)

em termos de L, = e entao:

PR . o
L=L.—q(7"x 4) = —in %7‘2. (3.65)

Assim, podemos escrever a equacao de Schrodinger independente do tempo da
mesma forma como foi feito nas se¢oes anteriores, aplicando o operador de Laplace-Beltrami

para introduzir as informacoes do DT mais o termo de rotagdo no hamiltoniano,

1 /8 190 1 (9 a0\’ 1 8/(0 0
g“‘m(aﬂ*rm)‘l’—w@—ﬁm) W‘m&(ago—ﬁm)q’

imw [ 0 0 153 m2w?r? 1 0%V
Z 32 Pl v =
2m <8g0 or 27“) * 8m 2m 022 +
ov  muwsl
Q— + —— 2. (3.
+1 P + 5 " (3.66)

A solugao da equagao (3.66) pode ser escrita em relagao aos autovalores do operador
de momento linear referente a componente z e do operador de momento angular, assim
como foi feito para os casos anteriores no momento de obter uma primeira solugao. Devido
a simetria cilindrica do sistema, a solugao da Eq. (3.66) é dada na forma: ¥ (r, p, z) =

eetikzy (r), com | = 0,41,£2,... sio os autovalores de L, e —0o < k < oo sdo os
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autovalores de P,. Derivando e substituindo na equacao diferencial, obtemos a equacao

radial:

2 1 2 2
er roors r2 2r
40w
_m —tl “ )r u+ {2m(€+Ql)—k2+mwl}u:O, (3.67)

em busca das solugoes para a equagao radial (3.67), vamos escrever a funcao u (r) na

forma:

u()—em)l<Z+Tm3?>tmfl<;>]xemp< mgﬁf)xh(m, (3.68)

portanto, substituindo a Eq. (3.68) na Eq. (3.67), obtemos a seguinte expressao para a
fungao h (r):

h +

B2\ d*h 1 32 (1% + mwlB?) m2§2rt m23? (6% — w?) r?
(H >dr2+<_ >dr_ R 2 Y (.2 L Yy )
+ (2m [e + QU] — kK + mwl) h = 0, (3.69)

o novo parametro 0 é definido como:

§ = Vw? + 4w, (3.70)

aplicando uma mudanca de variavel y = ’”75 (r? + /3%) com objetivo de deixar a equacao
radial adimensional,

d*h  dh  A? Y

—+———h—=h+7h=0 3.71

onde as constantes sao definidas,

vy = l+;mw52,
_ 1 2 L o5/ 2\ 42
= 5= 2m (e +Ql) — k —l—mwl—i—zm (5 —i—w)ﬁ}. (3.72)

Assim, vamos supor que h (y) — 0 quando y — oo e y — 0. Para 5% como "muito
pequeno’, e quando r — 0 consideramos y — 0 sem perda de generalidade (MAIA;
BAKKE, 2019a). Entao, a solu¢ao da Eq. (3.71),
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h(y) = e $yh2 By ('g' +5 -7+ y) (3.73)
como visto anteriormente a funcao 1 Fy (a, b; y) (M +:—7 1+ y) é a hipergeométrica

confluente (ARFKEN; WEBER, 2005). Assumindo o comportamento da fungao,

T (b)

. ~ Yy, a—b -1
1B (a,biy) ~ ety [1+0(lyl™)] (3.74)
Como a funcao diverge para valores y — oo, impomos a condi¢do a = —n. Logo
a = | | —I— = — 7, obtemos os niveis de energia do sistema:
_ 2 il v 1 k?
eng = —QU + Vw? + 4wQ n+7—|—2 —wy T gm mw§3? +2— (3.75)
m

Assim, a Eq. (3.75) corresponde aos niveis de Landau na presenga do defeito
topolégico de deslocagao em espiral em um referencial com rotagao (MAIA; BAKKE,
2020). Podemos observar a quebra de degenerescéncia dos niveis devido aos efeitos de
rotacao e da topologia. Um aspecto a ser observado é o momento angular v que decorre
dos efeitos da deslocacao e também do meio. Sob o mesmo ponto de vista da se¢ao anterior,
uma vez que nao ha interacao do elétron com o defeito topoldgico, por se tratar de um
delta, a influéncia da deslocacao em espiral nos niveis de energia por meio do momento

angular efetivo v que d4 origem a um andlogo do efeito AB® para os estados ligados
(MARQUES CLAUDIO FURTADO1; MORAES, 2001).

Outro aspecto ¢ a influéncia da rotagao sobre os niveis de energia. A primeira
contribuicao é o acoplamento entre o momento angular e a velocidade angular 2 dado
no primeiro termo do lado direito da Eq. (3.75) chamado de Page- Werner (WERNER,;
COLELLA, 1979). A segunda contribuicio é dada pela frequéncia angular 6 = v/w? 4 4wQ.
Comparando com a frequéncia de ciclotron dos niveis de Landau w = gby/m, temos que a

rotacao modifica a frequéncia angular do sistema, produzindo um novo termo efetivo 9.

Finalmente, ha contribui¢oes para os niveis de energia que surgem tanto dos efeitos

de rotagao, quanto do defeito topoldgico de deslocagao em espiral. Caso o termo de rotacgao
Q =0,

RN
Ent = ("*2+ > "2) o (3.76)

recuperamos os niveis de Landau obtidos na secao anterior (3.60) (MAIA; BAKKE, 2020).

8 Efeito do tipo Aharonov-Bohm (AB), para mais detalhes no apéndice B
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4 Dinamica Quantica Relativistica em Siste-
mas com Defeito Topologico de Desloca-

cao em Espiral

Neste capitulo, vamos considerar o espaco-tempo com deslocagao em espiral e
primeiramente analisar a dinamica quantica do campo de Dirac sujeito a um potencial de
hard-wall. Buscando solucoes para estados ligados e discutindo a influéncia da topologia
do espaco-tempo sobre os niveis de energia e analisamos os efeitos de rota¢ao no campo de

Dirac na presenca do defeito topologico de deslocacdo em espiral no espaco-tempo.

Mostramos assim como no caso nao-relativistico, que tanto a rotacao quanto a
topologia do espago-tempo submetem uma restricao aos valores da coordenada radial.
Além disso, analisamos a interagao relativistica de um elétron com um campo magnético
uniforme com deslocacao em espiral no espaco-tempo. Mostrando que hé solugoes analiticas
para a equacao de Dirac, onde o espectro de energia correspondente aos niveis relativisticos

de Landau com influéncia da topologia dando origem a efeitos analogos ao AB.

Os estudos presentes neste capitulo foram publicados nas seguintes revistas: The

Furopean Physical jornal C; Communications in Theoretical Physics.

A estrutura deste capitulo é a seguinte: na secdo 4.1, apresentamos o elemento de
linha do espago-tempo de deslocamento em espiral. Em seguida, confinamos a particula
de Dirac por um potencial do tipo hard-wall e analisamos os efeitos da topologia do
espaco-tempo sobre os niveis de energia relativistico; na secao 4.2, mostramos que ha
solucoes analiticas para equacao de Dirac podem ser obtidas e com termos que descrevem
efeitos andlogos ao Aharonov-Bohm; na segao 4.3, colocamos o sistema em rotagao ainda
na presenca da deslocacao em espiral na equacao de Dirac e confinamos também pelo

potencial do tipo hard-wall em busca dos estados ligados.
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4.1 Defeito topoldgico de deslocacdo em espiral na equacdo de

Dirac com potencial do tipo hard-wall

Nesta se¢ao vamos analisar uma particula da natureza do elétron, ou seja, com
carga elétrica e spin 1/2 no espago-tempo com defeito topoldgico de deslocacao em espiral
representado pela geometria do espaco através do tensor métrico, relagoes de Maurer-
Carta! na equacdo de Dirac e confinada a uma parede de potencial. Logo, o elemento de

linha que descreve a topologia é dado pela expressao:

ds® = —dt* + dr* + 2Bdrdip + (B* + 1*) dg® + d=, (4.1)

a constante  é um parametro relacionado a deslocacao no préprio defeito topologico. Tal
termo ¢é obtido através do vetor de Burgers 3), dado por, 8 = \?| /2m. O referencial local
descrito pela base nao-coordenada ¢ dado por ¢ = ¢ . (¥) dz* e as componentes e, ()
sao as tetradas para aplicar as mudancas de bases obedecendo ao principio da equivaléncia
que satisfazem a relagio (WEINBERG, 1972):

Iuv (l’) = e I (x> eb v (x> Nab- (42)

Note que 7y, = diag (— 4+ ++) é o tensor de Minkowski e as componentes das
bases nao-coordenadas e* (x) formam o quadro de referéncia local que precisamos para
resolver o nosso sistema (BAKKE; FURTADO, 2013). Assim, um conjunto de tetradas
que satisfaga as condigoes da Eq. (4.2) para comparar os termos da base com o elemento

de linha do defeito topologico de deslocagao em espiral,

ds® = g, (v)datdz” = e“u(x)eby(x)nabdx“dx” = 090", (4.3)

sendo g,, o tensor métrico. Dessa forma podemos expandir os termos 0% = e dz' e

substituir na equagao (4.3),

0° = e dt + €% dr + eowdap + e dz = dt,

Ot = elydt + e',dr + et dp + e, dz = dr + Bdep,

02 = e dt + €%, dr + 2, dp + e%.dz = rdyp,

0 = & dt + €, dr + €3 dp + . dz = dz. (4.4)

Com as relagoes anteriores substituimos na Eq. (4.3) e comparamos cada termo

com ds* para encontrar nosso conjunto de tetradas e?,(z). A matriz inversa podemos

L Também conhecido na literatura como Einstein-Cartan
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encontrar com a relagio e?,(z)e"y(z) = §%. Dessa forma, nosso conjunto de tetradas mais

a métrica é definida por:

-1 0 0 0
0 1 s 0
Guv = 9, 9 ) (45)
0 B pB*+r° 0
0 0 0 1
100 0 10 0 0
01 80 01 -2 0
P — ;eﬂa: T 4.6
! 00 r 0 00 L o0 (46)
0001 00 0 1

Assim, ao resolver as equagoes da estrutura de Maurer-Cartan T = dhe + we AN

0° e consequentemente obter as componentes nao nulas da conexdo um-forma?

a —
wh, =
w, % () dz*, e a torgao duas-forma® T* = T*  da# Adz” conseguimos levar as informagoes
da tor¢ao para o sistema. Portanto, os componentes nao nulos da tor¢ao duas-forma e da

conexao um-forma sao:

T' =2mp36 (r) 6 () dridyp; w,? =—w, ', =1, (4.7)

@
temos um espago-tempo na presenca de torcao. As informagdes sobre a tor¢ao do espaco-
tempo podem ser introduzidas na equacao de Dirac através dos componentes irredutiveis

do tensor de tor¢ao. Entao, com o tensor duas-forma dado pela Eq. (4.7), temos:

T,=1", =-T",, = =218} ()6 (v), (4.8)

o trago do quadrivetor T}, que ¢ introduzido na equacao de Dirac através de um acoplamento
nao minimo dado por (SHAPIRO, 2002):

AV LA VAR Zo Tl I (4.9)

sendo v um parametro (sem dimensao) arbitrario do acoplamento ndo minimo e V,, =
Op + Wab () Y% No pano de fundo do espaco-tempo curvo com presenca de torcao,
a equacao de Dirac ¢é escrita em termos das derivadas covariantes, que por sua vez, se

definem como,

i
4

Conhecido na literatura como one-form
Conhecido na literatura como two-form

V= O+ —wpa (1) 5% + iKﬂab (z) S, (4.10)

3
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Os termos de I'), = Jwya (7) Y% representam a conexao espinorial e a expressao
K

uab @8 conexoes um-forma da derivada covariante na presenca de torcao. As matrizes ¢

sao definidas em um referencial local e correspondem as matrizes de Dirac no espaco-tempo
de Minkowski (GREINER, 2000),

0_ A _ L0 .
peie(50) o

. A 0 ‘ . ()
V= Ba = i SIS > e - (4.12)
o' 0 0 o

Observe que x5 ¢ um vetor de spin e as matrizes o* sdo as matrizes de Pauli, que
por sua vez, satisfazem as relagoes (c'c? + 07c') = 217" Podemos escrever a equagao de

Dirac na forma:

V'V b — map = 0, (4.13)

aplicando a conexao espinorial e mudando os indices de y* = et v® para representacao

local das matrizes de Dirac, a equagao torna-se:

iy*e!, 0,10 — Vze“cwuabE“b@D —my =0, (4.14)
usando o campo de tetradas da Eq. (4.6) mais a conexao espinorial da Eq. (4.10) na
equagao de Dirac, podemos escrever as expressoes em relagao a base local. Lembrando
que os termos dados por 7}, sao nulos quando aplicados na equacao de Dirac, devido ao
termo delta da Eq. (4.8) que precisa desaparecer para r # 0 e a funcao de onda ser zero

na origem.

NGV o 1 A2 (0 o | L0
_ .0 1 _ _ 3
my =iy ar (87‘ 27“) Y r (8@0 or WT@) Yoy 0z’ (4.15)

a equacao (4.15) escrita sem o termo de 7), e para as matrizes al,

. (0 1 a(o 0 B

Uma solugao da equagao (4.16) de Dirac pode ser dada na forma de combinagao
de duas solugdes que consistem de vetores coluna de quatro componentes agrupadas em

dois bi-espinores, cada fungdo representa dois estados para uma energia:

_ e—iat ¢
se(?) arn
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sendo ¢ = ¢ (r,p,z) e & = £(r,p, z) duas fungoes espinoriais com duas componentes,
conhecidas como two-spinors. Substituindo a solugao estatica da Eq. (4.17) na equacao de

Dirac (4.16), obtemos duas equagoes acopladas ¢ e £. O primeiro acoplamento é

1 2 2
B B AT LA R N
(e-m)¢= < or T "o ror 1 e 0z & (4.18)
a segunda equagcao acoplada é dada por
0 ot Bo? 0 o 0 . O
| 1 v o0 ~z Yy 23 Y 4.1
(e+m) < 05 z2r+z—r e Zr 90 io 82) b, (4.19)

eliminando ¢ na Eq. (4.19) e substituir na equacao Eq. (4.18), desta forma obtemos a

equacao diferencial:

9 9 B2\ 9% 1 B2\ 09 10% a3 0¢
@ -nto=—(145) S8 (1~ ) G- s + g + o

Bo®d¢ pBo® B¢ 28 Pp ¢
r2 Or T 2r3 73 0g0+ﬁag08r 822 (420)

A solugao da Eq. (4.20) pode ser escrita em termos dos autovalores da componente-z
do momento angular total e do operador de momento linear: ¢ (r, p, z) = (3 etikzy, (r),
onde k é uma constante e [ = 0, %1, 42, £3... Além disso, temos que 03¢ = £¢ = 5¢.
Acrescenta-se também que k£ = 0 para uma analise no plano. Neste caso, a substituicao da

solugao na Eq. (4.20), obtemos a equagao radial:

<1+62> dT2+<1_52_ 25C>d“_<2 v @Hru_o (4.21)

dr  r?

os novos parametros foram definidos da seguinte forma:

1
C:l+§(1—8);T2:82—m2. (4.22)

Em busca de uma solugao para equagao radial dada pela expressao da Eq. (4.21),
escrevemos a solucao seguinte na forma de anzats® para eliminar os termos imaginérios da
equacgao (4.21) (VITORIA; BAKKE, 2018):

w(r) = exp [igtan_l (;)] x f(r), (4.23)

onde f (r) é uma fungao desconhecida. Logo, substituindo a funcao de onda radial (4.23)
na Eq. (4.21), temos

4

Para ser mais preciso, essa solucao é obtida pelo Software Maple
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BN&f (1 B df ¢? _

r2 | dr? r 73

Além disso, definimos = = 7/r? + 32 e, portanto, podemos reescrever a Eq. (4.24)

na forma;:

EPfo1df ¢, 1
L1 < +3

— =0. 4.25
dr?  xdx 22 / ( )

Deste modo, a Eq. (4.25) corresponde a equagao de Bessel (4.15) e Eq. (4.20). Com

solucao geral dada por

f(z)=AJ (x) + BN (), (4.26)

onde Ji¢| (z) e Ni¢| (x) s@o as solucoes de Besse de primeiro e segundo tipos respectivamente
(ARFKEN; WEBER, 2005). Uma solugao regular na origem ¢é obtida tomando B = 0 na
Eq. (4.26), porque a funcdo N (z) diverge na origem. Entao, a solugao para a Eq. (4.24)

torna-se

fx) = A (), (4.27)

com A representando uma constante. A seguir, consideremos a particula de Dirac confinada
a um potencial do tipo hard-wall. Esta barreira impoe que a funcao de onda desapareca

em um valor fixo da coordenada radial ry. Portanto, a fungao f (z) deve ser zero x —

T = Ty/T3 + [

f(zo) =0, (4.28)

assumimos que xg > 1. Desta maneira, temos:

2 Cr

Obtemos a seguinte condicao para as solucoes assintéticas de Bessel,

IClm m ( 1)
Zg 5 1= n—|—2 T, (4.30)

comn (n=0,1,2,...) sendo o nimero quéntico relacionado aos modos radiais. Em seguida,

ajustamos os termos para obter

2 |, 3\
At m2 e —— Bly2y 4.31
Enls \Jm + CEYD) <n+ 5 +4> (4.31)
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Concluimos que os niveis de energia relativistico dados na Eq. (4.31) quando uma
particula de Dirac é confinada por um potencial do tipo hard-wall no espago-tempo
com defeito topoldgico tipo deslocacao em espiral (MATA; BAKKE, 2019b). Os efeitos
decorrentes da topologia sao dados pela presenca do raio efetivo py = (/r¢ + 2. Além
disso, nao hé andlogo do efeito Aharonov-Bohm para os estados ligados (PESHKIN;
TONOMURA, 1989).

Agora vamos obter o limite nao-relativistico dos niveis de energia, para isso vamos
utilizar a aproximacao de Foldy-Wouthuysen® (FW). Dessa forma, os niveis de energia

nao-relativisticos sao:

9 2
Enls M+ 27”(7"7(2:4‘52) (n + |<2| + i) . (4.32)

Portanto, a Eq. (4.32) representa o espectro de energia nao-relativistico de uma
particula de Dirac confinada a uma barreira de potencial do tipo hard-wall na presenca
do defeito topoldgico de deslocagdo em espiral (MAIA; BAKKE, 2019b). Mesmo no
limite nao-relativistico, ha contribui¢ées decorrentes da topologia dada pelo raio efetivo
po = /T + B2. Do mesmo modo que no caso relativistico, ndo apresenta efeitos tipo

Aharanov-Bohm para estados ligados.

Por fim, os niveis de energia obtidos pela aproximagao de Foldy-Wouthuysen sao
os mesmo encontrados no Capitulo 3 para uma particula confinada por potencial do
tipo hard-wall na presenca de defeito topologico de deslocagao em espiral para o caso
nao-relativistico Eq. (3.16), confirmando que o método utilizado nessa se¢ao é consistente

para modelos teodricos, devido ao fato que retornamos para um resultado anterior.

5 O limite nao-relativistico também pode ser obtido por expansdo do termo de massa de repouso. Para

mais detalhes da aproximagao de Foldy-Wouthuysen (FW) Apéndice C
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4.2 Quantizac3o relativistica de Landau

Um ponto levantado por (JUAN; VOZMEDIANO, 2010) é a possibilidade de
descrever uma deslocacao de borda no grafeno como um par de desclinagoes. Em particular,
essa configuragao no grafeno pode ser descrita com boa aproximagao considerando o defeito
topoldgico de deslocagao em espiral. Portanto, nesta secdo vamos analisar um elétron que
interage com um campo magnético uniforme na presenca de uma deslocagao em espiral.
No contexto da gravitacao, essa interacao pode ser vista como a quantizagao relativistica
de Landau no espaco-tempo. Mostramos que solugoes analiticas para equacgao de Dirac
podem ser obtidas e com termos que descrevem efeitos andlogos ao AB. Na primeira parte
analisamos a interacao de um elétron relativistico com um campo magnético, buscando

solugoes de estados ligados para equagao de Dirac e depois apresentamos nossos resultados.

Como a diferenca desse sistema para o descrito na segao anterior é a presenga
com campo magnético uniforme, o elemento de linha serd o mesmo utilizado, assim como
também, o conjunto de tetradas. Dessa forma, podemos escrever o potencial eletromagnético
do quadrivetor no referencial local como As = Byr/2. De mesmo modo, a equagao covariante

de Dirac é,

Vuh + T — gy A = mab, (4.33)
levando em consideracao o sistema de coordenadas cilindrico e as unidades naturais. Na

regiao para r # 0, a contribuicao associada a 7T, pode ser desprezada. Portanto, ao usar o
campo de tetradas da Eq. (4.6), a equagao de Dirac (BAKKE; FURTADO, 2013):

a¢:m70¢_i&l<a+;>w_iaf<a 8>¢

"ot or dp or
300 qBor
o A30% Dol o

& + 5 O Y, (4.34)

com solucao da Eq. (4.34) dada pela relacao,

_ e—iat ¢
b = ( c ) : (4.35)

onde ¢ = ¢ (r,p,2) e £ = £ (r, p, 2) sdo dois bi-espinores. Entao, substituindo Eq. (4.35) na
equagao de Dirac (4.34), obtemos um sistema de equagoes acopladas. A primeira equagao

acoplada é,

(e —m)o=

a segunda equacao acoplada,
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0 ol Bo? 0 o 0 0  qByr

-1 . . . . 3 0 2

-0 = —t—+i——— ———— — 0" =— + — . 4.37
( T T L Oy 9, 2 7 ¢ (4:37)
Resolvendo o sistema de equagoes acopladas, obtemos a seguinte expressao diferen-

cial de segunda ordem:

2\ A2 2 a3 2 . 3
(5_m2>¢:_<1+ﬁ>8¢—<1—ﬁ+2€§ —iq306>8¢ L0690,

r2 ) or? r 3 E_EGTOQ r2 Oy
1 iBo? B0¢p 28 0%¢ 0% qByo? 00
Tl T 5 T ey T agar a2t 2 0 Wb, T
1qBy B q2B§r2
— (4.
+ 5 r¢+ 1 (4.38)

Levando em consideracao que ¢ é autofuncoes de o2, entao 03¢ = +£¢ = s¢
com (s = £1). Basicamente, a solugdo da equagao (4.38) pode ser escrita em termos dos
autovalores da componente z do momento angular total e do operador momento linear

como,
& (r,,2) = el(HHa)eribay () (4.39)

sendo | = 0,41, 42, 43, +4, ... e k é uma constante. Porém, como nossa analise é feita
para o caso bidimensional, o termo k& = 0. Assim, substituindo a solugao da Eq. (4.39) na

Eq. (4.38), obtemos a equagao radial,

2 2 1 2 2 2 .
<1+ﬂ>du+<_6_iﬂy_l‘mwﬁ)du_yu+iﬁ;/u_zmwﬁu+
r

r2 | dr? r r2 2r

2,22
- Z Dutru=0,  (4.40)
com os parametros definidos como:
1
— I+ -(1-2¢):
v +3 (1—-s5);
_ 1B
w = T
m
T= & —m’—mwv— smw. (4.41)

A solugao para equacao radial (4.40) é dada por:

u(r) = exp [z (u - mgﬂ 2) tan~! <;>1 x €M/ 5 f (1Y (4.42)
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onde f (r) é uma func¢do desconhecida. Derivando a solu¢ao da Eq. (4.42) e substituindo

as equagoes na equagao radial (4.40), para encontrar a proxima expressao,

B\ Ef (1 B\ df (A —mwr?)  mP _
<1+ >d7“2+<_7"3>d?"_ r2 4 B2 f_4(r2+[32)f+7f—0- (4.43)

Assim como no caso da secéo anterior, definimos uma nova varidvel z = % (r? 4 2).

Reescrevendo a equagao anterior,

2
" / xXr
_ > f_Z Ff — 4.44
ef +f == frTr=0 (4.44)
onde,
mw/3?
C_ v — 9 )
1 m2w262
T = . 4.4
T T (7‘ + 5 ) (4.45)

Observe que quando r — oo a variavel x tende a x — oo. Além disso, quando r = 0,
a varidvel r torna-se r = “5* 2. Para o caso do capitulo anterior, o valor do parametro 3
em um solido é da ordem do deslocamento interatomico, assim [ é considerado "muito
pequeno'na situagao deste capitulo. Continuando a analise assintética da fungao de onda,
quando r — 0 vamos considerar que a fun¢do r — 0 como discutido anteriormente. Com
o objetivo de ter a fun¢do de onda radial normalizada dentro do intervalo de r — 0 e

r — 00, podemos escrever a solucdo da Eq. (4.44) na forma:

flx )_x|g|/2 ~e/2 [ <|C| 5 —7,|C] —|—1;x>, (4.46)
onde 1 F} ('%' + % — 7, ||+ 1; m) ¢ a fungao hipergeométrica confluente com o termo dado
pela relacao,

. F (b) x .a—b —1
1Fy (a, by ) = We T {1 +0 (]x\ )} , (4.47)

portanto, diverge quando x — oco. A soluc¢ao para estados ligados da equagao de Dirac
pode ser obtida se a = —n (n =0,1,2,3,4,...). Com essa condigao, a fun¢ao torna-se

regular quando x — co. Com a = % + % — T, chegamos aos niveis de energia do sistema,

é?n,l::I:Jm2+2mw[ +|<|+2+2(1 s)] (4.48)
O espectro de energia da Eq. (4.48) decorre da interagdo de um elétron relativistico

com um campo magnético uniforme (MAIA; BAKKE, 2021b). Logo, corresponde aos
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niveis relativisticos de Landau no espago-tempo com deslocagdo em espiral. Os efeitos de
torgao desse espago-tempo produzem um momento angular efetivo ¢ na Eq. (4.48), embora
nao exista interacao entre o elétron e o defeito topoldgico. Essa contribuigao é analogo ao
descrito por Peshkin e Tonomura (PESHKIN; TONOMURA, 1989).

Peshkin e Tonomura ao considerar uma carga pontual que se move em um anel
de raio R na presenca de um longo solenoide de raio ry < R, concéntrico ao anel, eles
mostraram que o nimero quantico do momento angular é modificado por l.ry = — e® /27
(onde ® é o fluxo magnético do solenoide e e a carga elétrica). Por outro lado, também
demonstraram que os autovalores de energia sao determinados por l.¢s, embora nao exista
interacao entre a carga e o campo magnético dentro do solenoide. Este efeito quantico
caracterizado pela influéncia do fluxo magnético nos autovalores de energia é conhecido

como efeito Aharonov-Bohm para estados ligados.

No presente trabalho, o momento angular efetivo ( mostra uma alteragao no nimero
quantico do momento angular analogo ao obtido por Peshkin e Tonomura. Consequen-
temente, a influéncia do defeito topologico do espago-tempo nos niveis relativistico de
Landau caracteriza um efeito de mesma natureza. Nao so, os niveis de energia da Eq.
(4.48) modificam a degenerescéncia dos niveis relativisticos de Landau. Enfim, o termo m?
é a contribuicao decorrente da massa de repouso e os sinais + caracterizam as solugoes
positivas e negativas da Equagao de Dirac (GREINER, 2000). Por consequéncia, se § = 0
os niveis relativisticos de Landau tornam-se os descritos no espaco-tempo de Minkowski

(BUENO; CARVALHO, 2012).

A seguir, aplicamos a aproximacao de FW?® para obter o limite nao-relativistico

nos niveis de energia (GREINER, 2000). Dessa forma, a equagao (4.48) torna-se,

1
Eni M+ W n+|2d+g+2(l—s) , (4.49)

o primeiro termo é a contribuigdo que decorre da massa de repouso da particula (MAIA;
BAKKE, 2021b). O segundo, corresponde aos niveis de Landau na presenga de uma
deslocagao em espiral, andlogo ao obtido na Eq. (3.60). Portanto, fica claro no limite
nao-relativistico que a degenerescéncia dos niveis de Landau dado pela Eq. (4.49) é alterada
pelos efeitos do defeito topoldgico. Em sintese, uma vez que nao ha interagao entre o

elétron e o defeito, existe um andlogo do efeito AB para os estados ligados (NETTO;
FURTADO, 2008).

6 Para mais detalhes no Apéndice C
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4.3 Efeitos de rotacao no campo de Dirac na presenca de defeito

topolégico de deslocacao em espiral

Nesta secao, mostramos que um sistema com rotacao depende do parametro
relacionado a torcao do defeito topoldgico de deslocagao em espiral e usa a singularidade
da coordenada para impor onde a funcao de onda deve desaparecer, o que nos permite

obter estados ligados.

Em suma, Landau e Lifshitz mostraram que o espago-tempo de Minkowski tem
um comportamento singular em grandes distancias em referenciais com rotagao uniforme.
Isso pode ser visualizado realizando uma transformacao de coordenadas (¢ — ¢ + wt),
onde w ¢ a velocidade angular constante do referencial. Dessa forma, uma vez que o

elemento de linha do espaco-tempo de Minkowski em coordenadas cilindricas é dado por

ds? = —c2dt? + dr* + r?dp?® + dz?, com a coordenada ¢ — ¢ + wt obtemos o elemento de
linha:
w22
ds® = —¢? (1 - — ) dt* + 2wridpdt + dr* + r2de? + d2*. (4.50)
c

Podemos ver pelo elemento de linha acima que a coordenada radial fica restrita
aos valores 0 < 1 < ¢/w, o significado desta restri¢ao é que se 7 > ¢/w o elemento de linha
torna-se positivo. Desse modo, a particula teria velocidade maior que a velocidade da
luz (LANDAU; LIFSHITZ, 1980). Assim, aplicamos uma transformacao de coordenadas
devido a rotagao, dada por (¢ — ¢ + wt) no elemento de linha da equacao (4.1) que
representa a geometria do defeito topologico de deslocacao em espiral. Consequentemente,

o elemento de linha torna-se:

ds? = — (1 —w?p? — w2r2> dt? + 2Bwdrdt + 2w (62 + 1"2) dpdt + dr* +
+28drdyp + (52 + 7“2) dp* + dz2°. (4.51)

Conforme mostrado que no espacgo-tempo de Minkowski com sistema em rotacao
uniforme, o elemento de linha possui uma limitagdo na coordenada r devido a estrutura
do cone de luz. Nesse caso, o elemento de linha da Eq. (4.51) nos mostra o mesmo

comportamento. A coordenada radial é restrita pelo intervalo:

(4.52)

Assim, a coordenada radial é limitada pela velocidade angular e o parametro

associado a tor¢ao no espago-tempo.
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Da mesma forma como feito no inicio do capitulo para encontrar o conjunto
de tetradas, vamos aplicar o elemento de linha com rotacdo. Ao expandir os termos

0o = e?,(v)dz" e substituir na equacao (4.3),

0° = ydt + €, dr + € dp + . dz = dt,

0! = e dt + e' dr + el dp +e',dz = Pwdt + dr + Bdyp,

0% = % dt + e dr + e’ do + e dz = rwdt +rdyp,

0° = eAdt + e dr + e, do+eddz = dz. (4.53)

Analisar efeitos de rotacao na particula de Dirac no espaco-tempo de deslocagao em
espiral, precisamos definir o conjunto de tetradas e sua inversa, que sdo dadas da seguinte

forma:

1 0 0 O 1 0 0 0
wB 1 B 0 0 1 -2 0
e’ ()= ;e () = " 4.54
”() wr 0 r O (@) —w 0 % 0 ( )
0 0 0 1 0 0 0 1

Ao resolver as equagoes de Maurer-Cartan 7% = df* + W A 6 e consequentemente
obter as componentes ndo nulas da conexdo um-forma w? = w,* ,(z)dr" e a torgao
duas-forma T* = T4, dz* A dz¥ (NAKAHARA, 2003). Logo,

T' = 2736 (1) 6 (@) dr A dy;

wgo21 (l’) = _w<p12 (.1') = 17

w () = —w 'y (1) =w, (4.55)

no pano de fundo do espago-tempo curvo com presenca de tor¢ao, a equagao de Dirac é

escrita em termos das derivadas covariantes, que por sua vez, se define como,

i

4

l

V,=0,+ 1

Woab (7) 2P + — K ap () B2 (4.56)

A equacao de Dirac na forma covariante é dada por,

V"V, 0 —m¥ =0, (4.57)

substituindo a Eq. (4.56) na equacdo de Dirac na forma covariante obtemos,

1
iv*e!, 0, — Zvce“cwuabzabllf —m¥ =0, (4.58)
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ao usar a Eq. (4.54) e a Eq. (4.55) na equagao de Dirac, obtemos o seguinte:

o S0V 0 1 ar (o 0 . 30¥
za—mﬁql%—zw%—za ((%ﬂjt%)\lf—zr(— >\Il—za 5 (4.59)

Seguindo os passos da se¢ao anterior, uma solu¢ao descrita por u (r) para obter a

primeira equacao radial,

(1_,_52)%4_(1_52—@'264)du—<2u—|—2ﬂ<u+92u:0, (4.60)

r2 | dr? roor3 r2 | dr 72 73

com o parametro 6,

0> =[c+w(l+1/2)]° —m? (4.61)

Analogamente, aplicamos uma mudanca de varidvel dada por y = 6+/r2 + 2. Uma
vez que a coordenada radial é restrita aos valores definidos na Eq. (4.52), a fun¢ao de onda
¢é normalizada dentro da regidao Fisica do espaco-tempo permitida. Consequentemente, a
funcao de onda precisa tender a zero quando r — 7”7262 Nessa perspectiva, definimos
rg = 7”_;252, assim como também, yy = 04/r + 32 = g. Dada as devidas condicoes, a

funcao de onda:

fy—yo=0/w)=0. (4.62)

Considerando que yo > 1, usamos a relagdo Eq. (4.29) e seguimos analogamente

como foi feito na secdo anterior para encontrar os niveis de energia’.

2
Ents ~ —w(l+1/2) £ \lm2 + m2w? (n + |g‘ + i) , (4.63)

comn =0,1,2,... ¢ o nimero quantico associados aos modos radiais.

Portanto, o espectro de energia da Eq. (4.63) sdo os niveis de energia relativisticos
para uma particula de Dirac confinada a um potencial do tipo hard-wall no espago-tempo
de deslocagao em espiral sob efeitos de rotagao (MAIA; BAKKE, 2019b).

Nesse caso, uma vez que a regiao Fisica do espago-tempo é definida no intervalo
1
0<r«<

232
7“)'3, o espago geométrico desempenhou o papel de potencial do tipo hard-
wall. Observe que nao existe influéncia da topologia do espago-tempo de deslocagao em

w

espiral sobre o espectro de energia relativistico. Além disso, devido a rotagdao, hd uma

7 Procedimento é anlogo ao feito nas secoes anteriores para os sistemas relativisticos, mas com parametros

diferentes
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contribuicao que corresponde ao acoplamento entre a velocidade angular w e o momento
angular [ dado no primeiro termo, que corresponde a um efeito tipo Sagnac (HEHL; NI,
1990). Comparando com os niveis de energia relativisticos obtidos na auséncia de rotagao,
podemos notar que o momento angular total ( =1 + % (1 — s) permanece inalterado em
relagdo a rotacao e a topologia de deslocagao em espiral. Consequentemente, nao ha efeito
do tipo AB.

A seguir, encontramos o limite nao-relativistico nos niveis de energia da Eq. (4.63)

pelo método de aproximacao de FW?,

2,2 2

s N o (n + E’ n i) —w(+1/2). (4.64)

Entéao, o espectro de energia (4.64) origina-se do confinamento de uma particula de
Dirac nao-relativistica a um potencial do tipo hard-wall no espago-tempo de deslocacao
em espiral sob efeitos de rotagao (MAIA; BAKKE, 2019b). Também podemos observar no
caso nao-relativistico que nao existe influéncia da topologia nos niveis de energia. Bem
como, o espectro de energia na auséncia de defeito obtido em (BAKKE, 2013). Os efeitos
da rotagao também produzem o acoplamento entre a velocidade angular w e o momento
angular [ dado no tltimo termo. Esse acoplamento é conhecido como Page-Werner (HEHL;
NI, 1990). Além disso, em contraste com os niveis de energia nao-relativistico sem rotacao,
temos que o momento angular total { =1+ % (1 — s) ndo é modificado pela rotagao e nem

pela topologia.

8  Para mais detalhes no Apéndice C
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5 Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi estudar as possiveis modifica¢des nas propriedades
eletronicas de determinados sistemas na presenca de defeito topologico de deslocacao
em espiral. Os trabalhos foram apresentados em duas partes, uma relativistica e outra
nao-relativistica que se complementam. Em primeiro lugar, nés investigamos os efeitos
da topologia em uma particula com carga confinada a um potencial do tipo hard-wall.
Obtivemos o espectro de energia Eq. (3.16), onde os efeitos decorrentes da deformagao
deram origem a um raio efeito /r2 + 32, devido a deformacdo no meio, assim como também,
uma contribui¢ao da deslocagdo por um termo proporcional ao pardmetro topoldgico 3.
Porém, em sistemas andalogos, mas para desclinacoes, efeitos do tipo AB apareceram no
espetro de energia (HEHL; NI, 1990), mas nenhuma contribuicao similar surge para nossa
configuracao com deslocagao.

A
2
por uma distribuicdo nao uniforme de cargas ao longo de um cilindro nao condutor e

Além disso, adicionamos ao sistema anterior um campo elétrico £ = 577 produzido
conseguimos encontrar os niveis de energia desse sistema de forma analitica na Eq. (3.22).
Um raio efetivo presente no espectro e ha um termo proporcional nao s6 ao defeito
topoldgico, como no caso anterior, mais também dependente da distribuicao linear de

carga.

Eventualmente, aplicamos a condi¢cao do parametro do defeito de deslocacao em
espiral 32 ser considerado "muito pequeno'em determinadas situacoes. Com propédsito de
analisar melhor os limites dessa aplicacao no sistema com campo elétrico nao uniforme,
passamos a considerar o termo 5% e encontramos um ponto de corte induzido pela topologia
da Eq. (3.28) e um limite superior para os modos radiais, dados pela Eq. (3.33) no espectro
de energia da Eq. (3.32). Apesar da analise ser feita para duas dimensdes, os niveis de
energia nao dependem do niimero quantico do momento angular [/, resultando assim em
niveis degenerados de energia, semelhante aos niveis de Landau. Nao penas, mostramos
que o ponto de corte induzido pela topologia de deslocagao em espiral produz o Periodo
Classico na Eq. (3.48) e o revival time pela Eq. (3.49) em termos de n no contexto dos

quantum revivals.

Em seguida, pesquisamos a interacao de uma particula com carga e sem spin na
presenca de um campo magnético uniforme conhecido como quantizacao de Landau com
defeito topoldgico de deslocagao em espiral. Encontramos uma modificacdo nos niveis
de energia representando uma quebra na degenerescéncia dos niveis de Landau devido a
topologia. Além disso, um momento angular efetivo dado por v no espectro de energia

da Eq. (3.60). Esses resultados sdo promissores para um possivel estudo de efeito Hall
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quantico no Grafeno, como sera abordado nos resultados dos estudos na equacao de Dirac.

Com a finalidade de explorar mais a situagao anterior, consideramos um referencial
em rotacao com velocidade angular constante. Mostramos que ha solugoes analiticas
quando aplicamos um referencial com rotagao e observamos pelo espetro de energia Eq.
(3.75), uma vez que o defeito topolégico é representado como um delta, a influéncia da
deslocagdao em espiral por meio do momento angular efetivo v dando origem a um efeito
andlogo ao AB para os estados ligados. Por outro lado, o termo —If2 é uma contribuicao
direta do acoplamento entre momento angular e a velocidade angular. Do mesmo modo,
uma contribui¢ao na frequéncia angular do sistema é produzida através de um novo termo o
representando uma nova frequéncia angular. Certamente, caso o termo 2 = 0, recuperamos

o espectro dado pela Eq. (3.60).

Para sistemas relativisticos, encontramos diversas contribuig¢oes na aplicacdo da
topologia do espago-tempo com deslocagao em espiral na equacao de Dirac. Primeiramente,
investigamos os efeitos topoldgicos em uma particula de Dirac confinada a um potencial
do tipo hard-wall. Obtivemos um espectro discreto de Energia, com um raio efetivo na
Eq. (4.31) que decorre dos efeitos da deformagao do espago-tempo. No entanto, nenhuma
contribui¢ao para o nimero quantico do momento angular surge, nesse sentido nao ha
analogo ao Aharonov-Bohm para estados ligados. E quando aplicamos o limite nao
relativistico, encontramos os niveis de Energia da situagao semelhante nas equagoes de

Schrodinger, refor¢cando que a aplicacao relativistica é consistente.

Por fim, analisamos um elétron que interage com um campo magnético uniforme e
obtemos os niveis relativisticos de Landau no espago-tempo com deslocacao em espiral.
Os efeitos de torcao desse espaco-tempo produzem um momento angular efetivo ¢ na Eq.
(4.48), com alteracao no nimero quantico do momento angular com efeito andlogo ao
Aharonov-Bohm. Como também, aplicamos uma transformacao de coordenadas devido
aplicacao de rotacao no sistema e confinamos a particula de Dirac por potencial do tipo
hard-wall, encontrando um raio definido dentro de um intervalo fixo na Eq. (4.52) e um

efeito tipo Sagnac por contribui¢oes no termo do momento angular nos niveis de energia

da Eq. (4.63).
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5.1 Perspectivas

Nesta secao vamos apresentar algumas perspectivas para o desenvolvimento e

continuagao do que foi apresentado nessa tese para elaboracao de novos trabalhos.

Em primeiro lugar, na lista de publicagdes na secao seguinte sao apresentados dois
trabalhos que estdao submetidos a periddicos. O primeiro trata-se da influéncia do ponto
de corte no oscilador harmonico e consequentemente gerando quantum revivals nao nulos.
Além disso, também discutimos quantum revivals para uma particula confinada a um
anel quantico unidimensional e bidimensional. Os resultados sao promissores e podemos
estender a discursao para as equacoes de Dirac na presenca de deslocacao em espiral no

espago-tempo, principalmente pelo fato de ter resultados no limite nao-relativistico.

Bem como, no segundo trabalho submetido, estudamos a interagao da uma carga
pontual com campo magnético uniforme sob a influéncia de um ponto de corte decorrente
da topologia de deslocagao em espiral. Assim como no caso anterior, podemos representar
o sistema através das equacoes de Dirac com potencial eletromagnético! levando em
consideracao se ha o ponto de corte devido a topologia. Dessa forma, através da aproximagcao

nao-relativistica, podemos analisar se os resultados sao semelhantes.

Além disso, podemos estender alguns sistemas com campo elétrico ndo uniforme
e efeitos de rotagao na presenca de defeito topoldgico de deslocacao em espiral para
estudar efeitos de corrente persistente, assim como foi feito no trabalho (SILVA; BAKKE,
2021). Também existe a possibilidade de discussao para sistemas relativisticos levando em

consideracao o ponto de corte devido a topologia.

Em sintese, estamos analisando a possibilidade da aplicacao de calculo numérico,
analise termodindmica através da fungao de partigao (BOWICK; NELSON; TRAVESSET,
2000) e construgao dos graficos dos niveis de energia para ter um novo ponto de vista dos

resultados ja obtidos.

L Anilogo ao sistema da secdo 4.2.
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5.2 Publicactes

Os artigos publicados durante o desenvolvimento da tese sao:

1. MAIA, A. V. D. M.; BAKKE, K. On an electron in an elastic medium with a
spiral dislocation. International Journal of Modern Physics A, v. 34, p. 1950153, 2019.
(MAIA; BAKKE, 2019a)

2. MATIA, A. V. D. M.; BAKKE, K. Topological and rotating effects on the Dirac
field in the spiral dislocation spacetime. European Physical Journal C, v. 79, p. 551, 2019.
(MAIA; BAKKE, 2019b)

3. MAIA, A. V. D. M.; BAKKE, K. Effects of rotation on the Landau levels in
an elastic medium with a spiral dislocation. Annals of Physics, v. 419, p. 168229, 2020.
(MATA; BAKKE, 2020)

4. MATA, A. V. D. M.; BAKKE, K. On the interaction of an electron with a
nonuniform electric field under the influence of a cut-off point induced by the spiral
dislocation topology. Physica B: Physics of Condensed Matter, v. 623, n. 413337, 2021.
(MAIA; BAKKE, 2021a)

5. MAIA, A. V. D. M.; BAKKE, K. Relativistic Landau quantization in the spiral
dislocation spacetime. Communications in Theoretical Physics, v. 73, p. 025103, 2021.
(MAIA; BAKKE, 2021b)

62. MAIA, A. V. D. M.; BAKKE, K. Topological Effects of a Spiral Dislocation on
Quantum Revivals. Universe, v. 8, p. 168, 2022. (MAIA; BAKKE, 2022)
Artigo em andlise para publicagao:

1. MAIA, A. V. D. M; BAKKE, K. Influence of a cut-off point induced by the
spiral dislocation topology on a point charge in a uniform magnetic field and the revival

time.

2 Este artigo nao foi detalhado na tese porque sua aprovacio ocorreu apés a defesa e no momento das

corregoes da tese
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APENDICE A - O operador de

L aplace-Beltrami

Neste apéndice de revisao vamos apresentar com mais detalhes o operador de
Laplace-Beltrami utilizado durante a tese para levar a informagao do defeito topologico
para a equacao de Schrodinger. Primeiramente, o operador de Laplace é definida no
espago euclidiano usual em coordenadas cartesianas como o divergente do gradiente V.V
aplicado a uma fungao escalar pontual ¢(z,y, z) da seguinte maneira

2 2 2
V.V = gmf + gyf + ng, (A.1)
e pode ser representado como V? ou A (ARFKEN; WEBER, 2005). Para o Laplace-

Beltrami, que é uma extensdo das func¢oes laplacianas, formulado em uma variedade

também representado de tal forma V? ou A o operador de Laplace. Possui definicao
semelhante, ja que o gradiente de uma funcao f e o divergente de um campo vetorial
X feito no dominio de uma variedade riemanniana. O gradiente, divergente e o Laplace-

Beltrami estao descritos abaixo respectivamente

vir= oL,
1 0 :

VX = \/EM(\/@XZ), (A.3)

1 0 0 Of

MW(MMW), (A.4)

as componentes representadas pelo ¢* sao de segunda ordem contravariante associado ao

(A.2)

Vif =

tensor métrico. \/|g| é a raiz quadrada do determinante de g;;.

O desenvolvimento a seguir foi retirado do livro Differential Forms with Applications
to the Physical Sciences (FLANDERS, 1963). Uma base ortonormal' (dz, dy,dz) para
geometria Euclidiana usual e em cada ponto P no R? anexa um quadro de referéncia
local, com os vetores da base unitarios e simultaneamente ortogonais representados por

(é1,é9,63). O ponto P na base usual

dP = dxi + dyj + dzk, (A.5)

também pode ser escrito na base local, como

L Cujo os vetores sdo unitarios e possuem angulos retos.
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dP = méy + naéz + nsés, (A.6)

para uma funcio f do R? a representacio pode ser,

= (G e (5 ) (52)a= a7

Ao aplicar o operador adjunto da derivada d, conhecido como hodge star ou em

traducao livre "estrela de hodge” a funcao df,

vdf = ( f)d dz +(gf>d dx+(gf>dxdy (A.8)

O objeto * é um operador linear que estabelece um mapeamento um-para-um do
espago de vetores k para o espago de (n — k)-vetores. Sendo k£ um nimero inteiro tal que

0 < k < n. Diferenciando a relagao xdf,
*f  0*f Wf

d(xdf) = ( it 5Tt 2>dxdydz — (Af)dadyd:. (A.9)

Se o trés-forma é conhecido n; A s A n3 = dzdydz, logo o laplaciano passa a ser
também, ja que a expressao acima tornou o operador de Laplace multiplicado pelo elemento

de volume. Podendo expressar em relagao aos termos de 7,

df = cim + cana + cans, (A.10)

entao

xdf = c1men3 + cansni + c3mina, (A.11)

analogamente ao descrito na representacao (dz, dy, dz), diferencia¢ao torna-se

d(xdf) = (Af)mmnans. (A.12)

Basta supor o seguinte para encontrar a relacao do laplaciano: para x, y € z no

dominio de R?, é chamado de sistema de coordenadas ortogonais se os vetores

oP OP 0P
—_— A.13
ox’ Oy’ 0z’ ( )
sao mutuamente perpendiculares. Para fungoes adequadas «, 3 e v os vetores
1P 1P 10P
6 = 2 5, (A.14)

PETI F L
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entao,

A opP oP oP
P= Al
d <8x>dx+<8y>dy+(8z>dz’ (A.15)

e na base é;, representa da seguinte forma

dP = (adz)é, + (Bdy)és + (vdz)es, (A.16)
a conexao ¢ feita pelos termos 1, = adx, 1y = Bdy e n3 = vdz.

Reescrevendo a fungao df da equagao (A.12) na base descrita acima,

_(9f\Nm , (Of\m2 | (Of\ms
75+ (5)5+(5)5 (A17)
comparando com
d(xdf ) = (Af)mmnans = aBy(Af)drdydz, (A.18)

para obter A f
8= omlm(Ta)  5(Fa) ra (G e

A equagao (A.19) é a forma geral para o laplaciano no espaco euclidiano. Assim, é

preciso definir essas consideragoes ao caso riemanniano. Seja M uma variedade riemanniano
de dimensdo d, com componentes do tensor métrico g;; em coordenadas locais (2, 2%, ..., x?).
Para f: M — R ser uma funcao em M, e X um campo vetorial. O gradiente é definido

como na equac¢io (A.3). Num campo vetorial Z = Z° % o divergente é dado por

V.Z = ii(fzj), (A.20)

V30
o laplaciano-beltrami é definido (JOST, 2011).
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APENDICE B - O efeito Aharonov-Bohm

Este apéndice é referente a uma secao do livro Introduction to Quantum Mechanics
(GRIFFITHS, 1994). Em principio, Yakir Aharonov e David Joseph Bohm apresentaram
uma descri¢ao quantica para uma particula proxima a um potencial eletromagnético, mas
localizada em uma regiao com campo magnético nulo. Pensar nessa situacao classicamente
nos leva afirmar que o campo nao iria interagir com particula, mas o potencial vetor
eletromagnético no cenario quantico passa a ser um campo real e muda a dinamica do
sistema. Esse efeito ficou conhecido como Aharonov-Bohm. Um experimento mostra um

efeito fisico do potencial eletromagnético sobre elétrons emitidos como arranjo da Fig. 5a.

N2
PN
(L
HEA
iy
-
Q

(a) (b)

Figura 5 — (a) Arranjo experimental do efeito AB;(b) uma conta carregada em um anel circular
por meio do qual passa um longo solenoide (GRIFFITHS, 1994).

Na eletrodinamica classica, o potencial escalar ¢ e o potencial vetor A nao sao

diretamente mensuraveis; as quantidades fisicas sao os campos elétrico e magnético:

0A

Para aplicagao de transformagcao de calibre nos potenciais, as expressoes tornam-se,

/ A. !
g0—><p:<p—i;t, A— A =A+VA, (B.2)
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em que A é uma funcao desconhecida de posicao e tempo. Na mecéanica quantica, o

hamiltoniano depende de ¢ e A, ndo de E (campo elétrico) e B (campo magnético):

1 /h 2
H=_— (,V - qA> +qp. (B.3)
m\ 17
A teoria ainda é invariante sob as transformacoes de calibre. Porém, no ano de 1956,
Aharonov e Bohm demonstraram que o potencial vetor pode alterar o comportamento
quantico de uma particula carregada até mesmo quando ela estd passando por uma regiao

em que o campo € nulo.

Por exemplo, uma particula restrita a percorrer um circulo de raio b. Ao longo do
eixo, corre um solenoide de raio a < b, que possui corrente elétrica constante I (veja a Fig.
5b).

Se o solenoide for muito longo, o campo magnético interno sera uniforme e o campo
externo serd nulo. Porém o potencial vetor na regiao fora nio é zero; observe que, quando

adotando a condicao de calibre V.A = 0, temos:

qb (r > a), (B.4)

" 2y
em que ® = ma?B caracteriza o fluxo magnético através do solenoide. Mas, o solenoide

estd sem carga e, portanto, ¢ = 0. Nesse caso, o hamiltoniano tem a forma:

1
H= %[—BZVQ + ¢* A% + 2ihq(A.V)]. (B.5)

A fungao de onda possui dependéncia somente do dngulo azimutal ¢(0 = 7/2 e
r =b), entdo, V — (¢/b)(d/d¢), e a equacao de Schrodinger torna-se,

1{ h? d? <q<1>> hq® d

wdrr T \am) T ds

2 462 o) = Eo(o) (B.6)

2m

Organizando os termos,

>y 1/1

— 928 =0, B.7
onde, os pardmetros sao = qP/2nh e € = 2”%# — 3%2. Com a solucao dada por,
Y = Ae™? (B.8)

as constantes definidas como:

)\zﬁzl:\/ﬁere:ﬁiz\/QmE, (B.9)
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analisando a continuidade de ¥ (¢), em ¢ = 27, exige que A seja um nimero inteiro:

b
£+ ﬁ\/ 2mFE =n, (B.10)
obtendo os niveis de energia dado por:
B - ( qq))z (n=0,+1,+2,..) (B.11)
n=g (o) n=0,+1,+2 ...). :

Observe que as energias permitidas dependem claramente do fluxo magnético dentro

do solenoide, mesmo que o campo na regiao da particula seja zero.
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APENDICE C - A Aproximacio de
Foldy-Wouthuysen

Este apéndice de revisao tem o objetivo de detalhar o método utilizado na tese
para obter o limite nao-relativistico dos niveis de energia do Capitulo 4. Primeiramente, a
representacao de Foldy-Wouthuysen foi desenvolvido em 1950 e consiste em dividir por

meio de transformacoes unitarias do Hamiltoniano na equacao de Dirac.

A transformagao de Foldy-Wouthuysen, como uma aproximacgao da solugao exata é
portanto aplicavel apenas a campos fracos, onde sistematicamente melhora a abordagem.
Pela equacao de Dirac no espago-tempo curvo 0y /0t = H 1, escrevemos uma combinacao

de termos, que sao conhecidos por uma parte par e outra impar, da seguinte forma:

H=p3m+0+¢ (C.1)

onde f3 corresponde a parte par de H, (e > par) e O a parte impar (O < impar). A
representacao nessas duas partes é definida de acordo com os termos do hamiltoniano H

que satisfagam as relagoes,

B — fe=0. (C.2)

Caso o sistema possua um campo eletromagnético externo, podemos representar os

termos como,

O=a(p—qA) e é=qV(r), (C.3)

onde V(r) é o potencial de Coulomb. Mas vamos seguir a representacao sem levar em
consideracao uma aplicagao explicita, apenas de maneira geral. Assim, precisamos aplicar
i

~ sl /s . . ! iS Iy _—iS§ e .
uma transformacdo unitdria sobre o hamiltoniano H = e He % para minimizar a

quantidade de termos impares e eliminar os termos pares. O operador S escrito como,

S =550, (C.4)

observe que S nao possui uma dependéncia temporal, isso acontece pelo fato do hamiltoni-
ano ser representado como estacionario para esse caso. Como o objetivo é a representacao

. . ~ . s . / . ~
de H no limite nao-relativistico H , para obter a seguinte expressao,
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AN 2 AN 2
H = 1+z5+(ls) +>H 1—z§+(zs> +
2! 2!
= A8 L[S [8A] ek D[S [ (5L 4
— meilg) - L[s (8 (8 A])) + (©5)
lembrando que B0 = —05’ e B€ = €5’ . Portanto, nosso termo de H' é representando como,
H=mp+0 +¢. (C.6)

. . v ! . / .
Nessa etapa, vamos omitir todos os termos impares de H , ou seja, o ultimo
termo da equacao acima com as poténcias impares de O. Entao, vamos aplicar mais uma

transformacao unitaria,

o b Y Y AN B Y
§=5p0 =~ <2m5 0.4 o), (C.7)

. . vy
dessa forma, obtemos um novo hamiltoniano H

~ 11 &l Ay -a&! A ’ 1 arar 1 A
=" He ™ =mpf+é +—p|0,6| ——07 C.8
B 5000 €] -5 (C.8)
Como os termos proporcionais a 03e0" = ﬁ tem poténcia maior que m~!,

podemos desprezar. Em seguida, aplicamos uma terceira transformagao unitaria ao hamil-

. ]
toniano para encontrar o H

A 11 Al Ay e
H" =¢% He ™| (C.9)
A, ~ A1 Al
agora o operador S é dado como func¢ao de O e podemos escrever como S° = —5=50 .

. ~ o,
Aproximadamente, nossa expressao para H ¢é dado por:

AN

= m[;’ +é
= mBt O~ —p0 +e— — [0.[0.]]. (C.10)
2m 3m3 8m?

Assim, aplicamos a aproximacao de Foldy-Wouthuysen na expressao do hamil-
toniano para obter aproximadamente o limite nao-relativistico. Esse procedimento foi
utilizado nas equacoes dos niveis de energia para estudar a influéncia do defeito topoldgico
de deslocacao em espiral no espaco-tempo representado na equagao de Dirac no limite

nao-relativistico e comparar com resultados anteriores do capitulo 3 (GREINER, 2000).
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APENDICE D - A derivada covariante

Nesta secao faremos uma breve revisao sobre a derivada covariante de espinores. Os
espinores de Dirac no espaco-tempo curvo sdo definidos como objetos de 4 componentes,
sendo duas delas (spin up e spin down) relativas as energias positivas e as outras duas
(spin up e spin down) para energias negativas (BJORKEN; DRELL, 1964) (GREINER,

2000). Assim, obedece ao grupo das transformagoes de Lorentz, dado da seguinte forma:

v(a) = d'(x) = S (Ax)) (), (D.1)
sendo S(A(z)) uma matriz 4 x 4 a representacao das transformacoes de Lorentz A% (z) e

com determinante unitario det S = 1. Podemos escrever seu hermitiano conjugado como,

Vi) = () (2) = ¥¥(2)ST (A(2)). (D.2)

Dessa forma, podemos escrever em termos das componentes espinoriais,

V@) — w’A<w>:sAB<x>w3<x;
val@) — ¥y =vp@) (S ()

A

(D.3)

Lembrando que as transformagoes de coordenadas no espago-tempo, os espinores se
transformam como escalares, ou seja ¢ (') = ¢(z). Através do principio da Equivaléncia
as matrizes de Dirac devem ser definidas em relacao ao referencial local dos observadores,
Nno nosso caso usamos o espaco-tempo de Minkowski. Logo, levando em consideracao
as matrizes de Dirac v* = 7%, B oy 7“A,B, com os indices A", B',C’, ... indicando o
hermitiano conjugado. As matrizes reduzidas satisfazem a relacao de anticomutacao, pela

algebra de Clifford associada ao espago-tempo de Minkowiski,

,.)/aA/B ,YbBIT + ,.)/bAB fyaB/T — 277ab5AT' (D4)

-

E comum escrever a relagao de comutacao acima como a subtracao de alguns
indices, dessa forma:
7+ = =2 (D.5)

No espago-tempo curvo, as matrizes de Dirac deverao ser definidas em cada ponto

do espaco-tempo, assim como mencionado durante a tese. Portanto, utilizamos os conjuntos
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de bases e suas transformacoes pelo conjunto de tetradas para obter as representagoes em

termos dos referenciais locais, ou seja, 7" (z) = e (x)y*. E podemos definir como:

V() (@) + (@) (2) = —29" (), (D.6)
com os indices espinoriais omitidos. Agora, podemos definir o grupo de transformacoes

das matrizes de Dirac,

/

/ / ! _ B ! _ A
YA @) = 54 (577 47 = [sr@)s ] (D.7)
o'
or

podemos definir a derivada covariante de um espinor no espago-tempo curvo, que leva em

’ . /
como também, transformam-se como um 4-vetor contravariante (v )* = SE-v*(z). Agora

consideracao termos de correcao para o transporte paralelo,

Vi (2) = Vo (@) + P (@)D, g, (D.8)

sendo V, a derivada covariante usual. Mas, a derivada covariante de um espinor transforma-

se em cada ponto do espago-tempo, logo

’

@M(w A (z) = SAB(x)@MQﬂB(x), (D.9)

que sujeita ao objeto Ff} s = ', que nao se transforma como um espinor e é conhecido

como conexao espinorial, a ter sua a relagao dada da seguinte forma,

(M) 5 =S4T, (577 +(9,5%) (57)" . (D.10)

logo, podemos definir uma expressao geral para derivada covariante como:

! ’ ! !
vAA o vAA v vAA vDA A
VU = Ve + {W\} Ve e T b

’
/

_ ‘IJVA?)’B/FMDB n (FT)MA’D/ \IJVAg’B o (FT>MD R

(D.11)

Pela condigao V49, (z) = 0 e arelagao de anticomutacao, obtemos @M (7“75 +~° 7“) =

0. Assim, dada a condigao anterior podemos escrever,

- D'
Virt = VT =V P+ PTLp - (FL>A’ V=0
= V" +9°T. - T, (D.12)

dessa forma, por alguns procedimentos mateméaticos de manipulagao de indices, a expressao

para conexao espinorial é dada por:
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1 1
FH = Zwﬂab(l‘)zab = _Z[eyb(x)vuecy(x)ncb]zaba <D13)

com a conexao de spin wye(z) e 1% definido como X% = £(y%9" — 4Py%).

Nesse sentido, como aplicacoes a derivada covariante na presenca de torgao, a
conexao afim inclui os simbolos de Christoffel e o tensor de contorcao. Com algumas
modificagoes e incluindo a conexao um-forma K. (z) na conexao espinorial, chegamos na

relacao principal que utilizamos no Capitulo 3 dessa tese,

Ty = () + o (2)]5 (D.14)

Dessa forma, através da expressao anterior conseguimos analisar a influéncia do
defeito topologico de deslocacao em espiral em alguns sistemas relativisticos usando a

equacao de Dirac.
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