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Dois importantes factos, nesta vida, saltam aos olhos; primeiro, que cada um
de nós sofre inevitavelmente derrotas temporárias, de formas diferentes, nas oca-
siões mais diversas. Segundo, que cada adversidade traz consigo a semente de um
benefício equivalente. Ainda não encontrei homem algum bem-sucedido na vida que
não houvesse antes sofrido derrotas temporárias. Sempre que um homem supera os
reveses, torna-se mental e espiritualmente mais forte... É assim que aprendemos
o que devemos à grande lição da adversidade.

Andrew Carnegie
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Resumo

Quando a variância do deslocamento de uma partícula aumenta linearmente
no tempo, o Teorema Central do Limite (TCL) é obedecido, e a distribuição de
probabilidades da posição da partícula será gaussiana. Em alguns sistemas, no en-
tanto, a probabilidade da partícula realizar um grande passo durante a caminhada
aleatória, não é desprezível, e a variância do deslocamento cresce mais rápido do
que linearmente no tempo. Um mecanismo particular para tal passeio aleatório
superdifusivo são os voos de Lévy, que possui a distribuição de probabilidade do
tamanho dos passos decaindo assintoticamente como |x|−1−α, com 0 < α < 2 um
parâmetro típico do sistema que fornece a inclinação das "asas"dessa distribuição.
Quando uma radiação (laser) incide num vapor atômico ressonante, os fótons da
radiação incidente realizam uma caminhada aleatória dentro do vapor, através de
sucessivos eventos de reabsorção e reemissão espontânea chamada de aprisiona-
mento de radiação. Essa caminhada aleatória é uma superdifusão do tipo voos
de Lévy, onde o valor do parâmetro α depende do per�l espectral de absorção da
amostra, e pode ser medido a partir da modi�cação da lei de Ohm, através da rela-
cão entre a transmissão difusiva, relacionada ao aprisionamento de radiação, com
a opacidade da amostra, uma grandeza adimensional relacionada ao tamanho dos
passos. Para um per�l Doppler, o valor α = 1.0 foi obtido teoricamente, e o valor
α = 1.47 foi medido experimentalmente, enquanto para um per�l Lorentz, o valor
α = 0.5 foi obtido teoricamente e con�rmado experimentalmente. Nesse último
caso, a caminhada aleatória é quase-balística, com tamanho médio dos passos in-
determinado. Por sua vez, para per�l Voigt, o parâmetro α foi obtido teoricamente
em concordância com o per�l Lorentz. Entretanto, a con�rmação experimental não
foi veri�cada. Portanto, neste trabalho, medimos o parâmetro α de Lévy para o
per�l de absorção do vapor alcalino quente, que é um per�l Voigt, isto é, gaussiano
em torno do centro da linha e lorentziano nas "asas"(grande dessintonização). O
valor do parâmetro α depende da porção do per�l espectral acessível para o fóton
que realiza a caminhada aleatória. Por exemplo, para vapor de baixa opacidade
(ou baixa densidade atômica), o tamanho dos passos nas asas lorentzianas é muito
maior do que o comprimento da amostra, e apenas fótons emitidos na porção gaus-
siana central executa um passeio aleatório na célula, resultando num parâmetro
α = 1.2 ± 0.2. Para densidades mais altas, fótons emitidos nas asas lorentzia-
nas são reabsorvidos e realizam caminhada aleatória, resultando num parâmetro
α = 0.5 ± 0.04. Em particular, observamos para a transmissão da luz difusa TD
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em função da opacidade r, um crossover em rc = 103 do transporte fotónico, que
divide a caminhada aleatória em dois regimes: abaixo de rc = 103, onde apenas
fótons emitidos no núcleo Doppler são espalhados pelo vapor, enquanto os fótons
emitidos nas asas lorentzianas não são; e acima de rc = 103, onde os fótons emiti-
dos nas asas lorentzianas são espalhados pelo vapor, resultando em grandes passos
que dominam o transporte. Nossos resultados con�rmam que o aprisionamento
de radiação é caracterizado por uma superdifusão do tipo voos de Lévy. Além
disso, tendo em vista o tamanho �nito do sistema, as características do transporte
fotônico para o per�l de absorção Voigt são determinadas por uma truncagem no
sistema.

Palavras-chave: Voos de Lévy, Aprisionamento de radiação, Espectroscopia
Laser, Vapor alcalino.
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Abstract

When the variance of a particle's displacement increases linearly in time, the Cen-
tral Limit Theorem (TCL) is obeyed, and the distribution of probabilities of the
particle's position will be Gaussian. On some systems, nonetheless, the probability
of the particle performing a large step during the random walk, is not negligible,
and the variance of the displacement grows faster than linearly in time. A parti-
cular mechanism for such superdi�usive random walk are the Lévy �ights, which
has the step length probability distribution decaying asymptotically as |x|−1−α ,
with 0 < α < 2 a typical parameter of the system, which gives the slope of the
"wings"of this distribution. When radiation (laser) focuses on one resonant atomic
vapor, the incident radiation photons perform a walk random inside the vapor, th-
rough successive reabsorption and spontaneous remissions events called radiation
trapping. This random walk is a superdifusion of the Lévy �ight type, where the
α parameter value depends on the absorption spectral pro�le of sample, and can
be measured from modi�cation of Ohm's law, through the relationship between
the di�usive transmission, related to radiation trapping, with the opacity of the
sample, a dimensionless quantity related to step size. For a Doppler pro�le, the
value α = 1.0 was theoretically obtained, and the value α = 1.47 was measured
experimentally, while for a Lorentz pro�le, the value α = 0.5 was theoretically
obtained and con�rmed experimentally. In the latter case, the random walk is
quasi-ballistic, with an indeterminate average step size. In turn, for Voigt pro�le,
the α parameter was theoretically obtained in agreement with the Lorentz pro-
�le. However, the experimental con�rmation has not been veri�ed. Therefore, in
this work, we measured Lévy's α parameter for the hot alkaline vapor absorption
pro�le, what is a Voigt pro�le, that is, Gaussian around the line center and Lo-
rentzian in the "wings"(in great detuning). The value of α parameter depends
on the portion of the spectral pro�le accessible for the photon that performs the
random walk. For instance, for low opacity vapor (or low atomic density), the
steps size in the Lorentzian wings are much longer than the sample length, and
only photons emitted in the central gaussian portion perform a random walk in the
cell, resulting in a parameter α = 1.2± 0.2. For higher densities, photons emitted
in the lorentzian wings are reabsorbed and perform random walk resulting in a
parameter α = 0.5 ± 0.04. In particular, we observed for di�use light transmis-
sion TD as a function of the opacity r, a crossover in rc = 103 of the photonic
transport, which divides the random walk in two regimes: bellow rc = 103, where
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only photons emitted in the Doppler nucleus are scattered by the vapour, while
photons emitted in the lorentzian wings are not; and above rc = 103, where the
photons emitted in the lorentzian wings are scattered by the vapour, resulting in
large step that dominate the transport. Our results con�rm that radiation trap-
ping is characterized by an superdi�usion of the Lévy �ights type. Furthermore,
given the �nite size of the system, the characteristics of photonic transport for the
Voigt absorption pro�le are determined by a truncation in the system.

Keywords: Lévy �ights, Radiation Trapping, Laser Spectroscopy, Alkaline
vapour.
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Introdução

O estudo da radiação é um tema de fundamental importância numa vasta gama
de situações devido por todo universo existir radiação, desde emissão de radiação
pelas estrelas até a emissão de radição por uma lâmpada. Por exemplo, é a ener-
gia radiativa que assegura a vida na Terra, devido aos incessantes processos de
fotossíntese vegetal.

Nesse trabalho, a radiação é estudada através do processo chamado aprisio-
namento de radiação, que é o nome dado ao fenômeno de espalhamento múltiplo
de fótons em vapores atômicos, moleculares ou plasma. Esse tema é bastante re-
levante, uma vez que, o transporte de radiação é um tema de importância vital
e que tem sido alvo de muitos estudos em áreas tão diversas como as atmosferas
estelares [1], a luminescência de plasmas e vapores atômicos [2, 3], a luminescência
molecular [4, 5], a óptica da atmosfera e dos oceanos terrestres [6], a transferên-
cia de radiação na região do infravermelho, em aplicações de engenharia [7, 8] e
átomos frios [9].

Desde o início da década de 1920, o fenômeno do aprisionamento de radiação
vem sendo estudado, quando Compton e Milne [10, 11, 12] descreveram, de forma
teórica, a difusão da radiação em um meio absorvedor, assumindo que a difusão
da radiação podia ser tratada do mesmo modo que a difusão de partículas, através
das equação de difusão. Entretanto, não obtiveram sucesso devido à excitação
na amostra decair mais rapidamente que o tempo de vida intrínseco da espécie
excitada. Em 1926, Milne fez modi�cações na equação de difusão para ultrapassar
essa di�culdade, mas não obteve êxito, devido a ter negligenciado o efeito da forma
do per�l de emissão espectral da substância em causa. Depois de Compton e Milne
houve muitas tentativas de descrição do aprisionamento de radiação e uma revisão
do contexto histórico é descrita no capítulo 3. A primeira descrição bem sucedida
do aprisionamento de radiação veio anos mais tarde, em 1947, quando Holstein
[13] propôs uma equação íntegro-diferencial para a descrição deste fenômeno em
meios atômicos.

O aprisionamento de radiação em vapores atômicos acontece, por exemplo,
quando incidimos um feixe laser com frequência ω próximo da transição atômica
ω0 no vapor atômico ressonante. Os átomos no vapor, ao receberem a radiação
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apropriada para provocar suas excitações, sofrem processos de absorção e os átomos
passam para um estado de maior energia, o estado excitado. No entanto, estes
átomos excitados decaem para um estado de menor energia liberando um fóton. O
aprisionamento de radiação ocorre quando a energia do fóton incidente sofre vários
processos de reabsorção e reemissão espontânea antes de, eventualmente, escapar
do recipiente que contém o vapor atômico.

Os múltiplos espalhamentos dos fótons no interior de um célula com vapor
atômico, resultam numa evolução do per�l espectral da radiação no vapor. Em-
bora esse espalhamento seja elástico no referencial atômico (o fóton espalhado e o
incidente têm mesma frequência), no referencial do laboratório, o per�l espectral
dos fótons espalhados pode ser diferente do per�l dos fótons incidentes, devido ao
movimento dos átomos no vapor. O efeito Doppler redistribui as frequências. A
evolução do per�l espectral da luz é então determinado por mecanismos de redis-
tribuição em frequência. Esta redistribuição é consequência do per�l espectral ser
inomogêneo.

Portanto, a radiação (os fótons) aprisionada no interior do vapor atômico,
realiza uma caminhada aleatória antes de deixar o vapor, devido aos múltiplos
processos de reabsorção e reemissão espontânea. Nesse sentido, o movimento dos
fótons no interior do vapor atômico é descrito através do conceito de difusão usu-
almente aplicado a partículas materiais. Neste âmbito, surge um tema bastante
interessante, caracterizado como difusão de fótons em vapores atômicos, que é um
transporte aleatório típico em que a partícula tem uma probabilidade não desprezí-
vel de realizar um passo com grande comprimento num vapor atômico ressonante.
Esses longos passos, embora raros, regem as características do transporte, por
exemplo, com o deslocamento quadrático médio do tamanho do passo crescendo
mais rápido do que linearmente no tempo [14, 15, 16, 17, 18].

A possibilidade de longos passos pode ser mapeada em uma distribuição de
tamanho dos passos decaindo assintoticamente como P (x) ∼ |x|−1−α. Para α > 2,
a probabilidade de longos passos é muito rara e a caminhada aleatória é uma
difusão normal descrita pelo Teorema Central do Limite (TCL) [14]. Entretanto,
para 0 < α < 2 a variância da distribuição do tamanho do passo diverge e,
portanto, o TCL não é mais válido, sendo a caminhada aleatória chamada de voos
de Lévy (superdifusão) [19]. Para 0 < α < 1 o comprimento médio do passo ⟨x⟩
sempre diverge e o transporte é conhecido como quase-balístico [20].

Os voos de Lévy são encontrados em uma grande variedade de sistemas tais
como turbulência [21], luz solar transmitida por céus nublados [22], transporte de
partículas carregadas em ventos solares [20], economia [23, 24], deslocamento de
células [25] e animais [26, 27, 28], viagens humanas [29, 30, 31] e disseminação de
doenças [32, 33, 34, 35].

O caráter superdifusivo do aprisionamento de radiação em vapores atômicos
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foi primeiramente mostrado por Pereira [36] para os casos em que o vapor possui
per�l Doppler, per�l Lorentz ou os dois simultaneamente, resultando no per�l
espectral Voigt. Para as três situações, devido à presença de passos de dimensão
muito elevada no vapor atômico, foi mostrado que o espalhamento dos fótons é
do tipo voos de Lévy. Esse espalhamento tem passos de dimensão bastante acima
do livre percurso médio que se poderia de�nir caso o movimento fosse browniano.
Nesse transporte (voos de Lévy), a probabilidade de eventos de grande magnitude
(longos passos) é substancialmente maior do que em uma distribuição normal.
Estes grandes passos ocorrem em pequeno número comparado ao número total de
passos, mas são eles que regem a estatística do sistema.

As informações do mecanismo de caminhada aleatória podem ser obtidas a
partir de parâmetros mensuráveis, como a transmissão dos fótons pela amostra,
deslocamento quadrático médio dos passos, tempo de primeira passagem e tempo
de sobrevivência dos fótons na amostra, onde o tamanho �nito das amostras reais
pressupõe e introduz uma truncagem nos longos passos [17]. Essa truncagem
resulta em parâmetros medidos que dependem do tamanho do sistema laboratorial
e que caracterizam a supperdifusão [14, 37]. Um sistema laboratorial controlável
para investigar os efeitos de truncagem na superdifusão possibilita o estudo do
sistema. Os dispositivos ópticos permitem a repetibilidade, grande estatísticas
de fótons e controle de parâmetros, por exemplo, efeitos de desordem estática
[38, 39] e desordem dinâmica [40, 41], dimensão fractal do passeio aleatório [42]
e tamanho �nito de sistema [42] foram estudados para voos de Lévy de fótons
em meios projetados conhecidos como vidros de Lévy [15, 43] e em vapor atômico
[40, 41, 44, 45].

Esse trabalho centra-se na descrição estatística do aprisionamento de radiação
ressonante em vapores atômicos. Em particular, vamos estudar o transporte fotô-
nico para o vapor atômico de 133Cs, com per�l espectral de absorção Voigt. O
estudo desse transporte fotônico foi possível devido ao trabalho de Pereira at al
[36], que mostrou o caráter superdifusivo dos fótons em vapores atômicos in�nitos.
Para um vapor com per�l espectral Doppler, foi mostrado em [36], que a difusão
dos fótons é do tipo voos de Lévy, com parâmetro α = 1.0. Esse resultado foi
con�rmado em [44], que obteve α = 1.41 ± 0.12, um valor experimental que será
discutido nesse tabalho. Para um vapor com per�l Lorentz, em [36], foi obtido o
parâmetro de Lévy α = 0.5, que foi con�rmado experimentalmente em [41]. Por
sua vez, para o per�l espectral de absorção Voigt, foi obtido em [36], um parâmetro
α = 0.5 em concordância com o per�l Lorentz. Um resultado que está associado
aos longos passos dados pelos fótons no vapor atômico que dominam o transporte.

Nesse trabalho, vamos medir o parâmetro α de Lévy para o per�l de absorção
do vapor em questão (um per�l Voigt), um resultado ainda não veri�cado na lite-
ratura. Em outras palavras, como o per�l Voigt é a convolução do per�l Doppler
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com o per�l Lorentz, esperamos medir dois valores para α; um com α ≥ 1 rela-
cionado ao regime Doppler; e outro com α ≃ 0.5 que está relacionado ao regime
Lorentz. Desse modo, devido o tamanho �nito do sistema, que corresponde ao
vapor atômico em questão con�nado numa célula de comprimento L = 3.0 cm,
pretende-se mostrar a dependência do parâmetro α com o tamanho da amostra,
que é representada pela opacidade do meio, e caracterizada pelo per�l de absorção
Voigt. Um experimento foi montado para veri�car a dependência de α com o ta-
manho do sistema (amostra), ou seja, com a opacidade do meio, que é obtida em
função da densidade atômica. As densidades do vapor atômico são obtidas vari-
ando a temperatura desse sistema e são su�cientemente altas para se considerar a
existência de redistribuição completa em frequências (RCF) dos fótons no vapor
atômico.

O tamanho �nito do sistema (célula de comprimento L = 3.0 cm) provoca uma
truncagem no tamanho dos passos. Essa truncagem na amostra determina um
voo de Lévy truncado (VLT) [17]. Assim, a célula de comprimento L = 3.0 cm
determina o tamanho máximo do passo dado pelo fóton no vapor atômico, que
está restrito a uma porção espectral do vapor. Para nosso vapor, uma opacidade
(densidade) crítica determina dois regimes diferentes: Doppler e Lorentz, que são
caracterizados pelo parametro α ∈ [0, 2]. Para esses regimes (Doppler e Lorentz),
o valor de α foi obtido em concordância com resultados experimentais anterio-
res em [44] e [41], respectivamente. Além disso, o valor do parâmetro α obtido
no regime Lorentz é equivalente ao parâmetro α do per�l de absorção do vapor
(per�l Voigt). Isso está relacionado aos longos passos dados pelos fótons no vapor
atômico, que acontecem quando o fóton é emitido em grande dessintonização nas
"asas" lorentzianas, dominando o transporte. Assim, como o per�l Voigt e o per�l
Lorentz compartilham das mesmas "asas", ou seja, têm o mesmo comportamento
em grande dessintonização, seus parâmetros de Lévy são iguais com α = 0.5.

Esse trabalho foi dividido em cinco capítulos. No capítulo 1, discutimos os
mecanismos de interação entre a matéria e a radiação (laser). Em particular, são
apresentados os efeitos de absorção e emissão da radiação ressonante. Além disso,
explicamos os principais per�s espectrais de absorção de um vapor atômico, com
distribuição de velocidades térmicas, quando excitado pela radiação monocromá-
tica (laser). Mostramos no processo de absorção e posterior emissão de radiação
por um átomo, que a radiação sofre redistribuição de frequência e, dependendo das
condições físicas existentes, esta redistribuição de frequência pode ser completa ou
parcial.

No capítulo 2, descrevemos os processos de difusão para uma partícula em
movimento. Nesse contexto, o movimento fotônico no vapor atômico é encarado
como uma caminhada aleatória, que, a princípio, obedece o TCL. Contudo, devido
aos longos passos dados pelos fótons no vapor atômico, o deslocamento quadrático
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médio da partícula cresce mais rápido que linearmente no tempo, passando a ser
descrito pela estatística de Lévy. Nesse contexto, apresentamos as distribuições
de Lévy e, através do segundo momento do deslocamento médio das distribuições
classi�camos os processos de difusão anômala. Além disso, apresentamos algumas
grandezas que são medidas no transporte fotônico.

No capítulo 3, �zemos uma descrição estatística do aprisionamento de radiação
em vapores atômicos, onde começamos com uma breve revisão do contexto his-
tórico. Essa descrição estatística é baseada na representação da difusão múltipla
dos fótons redistribuídos pelo vapor. Nesse contexto, a distribuição do tamanhos
dos passos dados pelos fótons no vapor atômico é dada pela lei de Beer-Lambert
ponderada pelo per�l espectral de absorção do vapor em questão (um per�l Voigt
no regime de RCF). Além disso, assintoticamente, a distribuição do tamanho dos
passos é dada por uma lei de potência do tipo |x|1+α, com 0 < α < 2. Os cenários
para redistribuição de frequência são apresentados e, em particular, é considerada
a RCF dos fótons no vapor atômico. A partir disso, apresentamos os resultados
teóricos obtidos em [36], que evidenciam o caráter superdifusivo dos fótons no va-
por atômico, para cada per�l espectral apresentado (Doppler, Lorentz e Voigt).
Para tais per�s, apresentamos o que já foi medido experimentalmente e o que es-
peramos medir considerando esses resultados experimentais já obtidos. O fato do
tamanho da amostra ser �nito é levado em consideração através da truncagem dos
voos de Lévy no vapor atômico (VLT). Assim, �zemos nossas previsões tóricas ba-
seadas nesse "corte"no sistema, as quais nos fornecem uma medida do parâmetro
α em função do tamanho deste.

No capítulo 4, descrevemos o arranjo experimental desenvolvido para o estudo
da superdifusão dos fótons no vapor atômico de 133Cs, com per�l de absorção
Voigt. Nesse arranjo experimental, os principais componentes são descritos se-
paradamente. A parte principal consiste, basicamente, numa célula com vapor
atômico de césio aquecido, onde um feixe laser de baixa potência ( ∼ 30µW e 1.25
mm de diâmetro) com comprimento de onda λ = 852.34 nm, correspondente à
transição da linha D2 do césio, incide na amostra (vapor atômico de 133Cs). A
transmissão do feixe laser e a transmissão difusa são coletadas por dois detectores
D1 e D2, respectivamente, separados por um ângulo Θ, e os resultados obtidos são
utilizados na determinação do parâmetro α de Lévy através da lei de Ohm modi-
�cada. A princípio, um conjunto completo de medidas foi realizado em função da
temperatura do reservatório da célula (onze medidas) para Θ = 15◦, e para mos-
trar o que o ajuste da lei de Ohm modi�cada não depende desse ângulo, �zemos
outro conjunto completo de medidas para Θ = 25◦ (onze medidas também).

No capítulo 5, realizamos o tratamento de dados das medidas feitas para a
transmissão do laser e transmissão difusa. A partir da transmissão do laser, infe-
rimos a densidade atômica por meio da lei de Beer-Lambert e, consequentemente,
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a opacidade do meio, que é uma uma grandeza adimensional obtida em função da
densidade. A transmissão difusa é misturada com luz espalhada na janela da cé-
lula, resultando numa transmissão difusa aparente. Essa luz espalhada é eliminada
no tratamento de dados. Para inferirmos o parâmetro α de Lévy, foi utilizada a
lei de Ohm modi�cada, a qual permitiu relacionarmos a amplitude de transmissão
difusa com a opacidade e, por meio de um �t teórico, obtermos α. A partir desse
trabalho, vamos entender como ocorre o espalhamento dos fótons num vapor atô-
mico com RCF, caracterizado pelo per�l espectral Voigt em função da opacidade
do vapor. Por �m, no capítulo 6 apresentamos nossas conclusões.
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Capítulo 1

Interação Radiação-Matéria

Neste capítulo, descrevemos a interação entre a radiação e a matéria, através
dos principais fenômenos que ocorrem quando a radiação interage com um meio
atômico. Nesta abordagem, de caráter semi-clássico, o átomo é tratado tendo por
base o modelo do átomo de dois níveis e a radiação é encarada como uma onda
electromagnética clássica.

Dessa forma, explicaremos os principais per�s espectrais de absorção de um
vapor atômico, com distribuição de velocidades térmicas, quando excitado por
uma radiação monocromática (laser). De modo que, quando um fóton laser de
frequência ωL próxima da frequência de transição atômica incide numa célula com
vapor atômico, os átomos irão absorvê-lo e reemiti-lo em seguida.

Os per�s espectrais de linha do átomo resultam do conjunto de níveis energé-
ticos que todo átomo possui, variando de átomo para átomo. Portanto, quando
os átomos são excitados pela radiação ressonante (laser), devido ao conjunto de
níveis energéticos do átomo, a radiação absorvida pelos átomos é emitida numa
variedade de frequências.

Numa situação ideal, com os átomos parados (T = 0K ), sem interação uns
com os outros e isolados, os átomos emitem a radiação na mesma frequência que
foi absorvida, e são representadas por linhas �nas concentradas na energia En do
nível atômico excitado.

Entretando, o átomo geralmente está fora dessa situação ideal e, no processo
de emissão do fóton previamente absorvido, ocorre um alargamento da linha do
nível atômico excitado, que está relacionado aos mecanismos alargadores das linhas
atômicas.

Existem vários mecanismos alargadores das linhas atômicas, onde os mais co-
nhecidos são:

1. Alargamento Natural : Ocorre porque os átomos excitados, mesmo pa-
rados, "isolados", em temperatura absoluta T = 0K, também emitem ra-
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diação; o efeito é chamado emissão "natural", espontânea, e é atribuido a
interação do átomo com os modos do vácuo. A largura da transição está
associada à taxa de emissão espontânea.

2. Alargamento Doppler : Ocorre devido ao efeito Doppler associado à ve-
locidade dos átomos ou moléculas numa amostra em relação ao observador
no referencial do laboratório. O efeito disso consiste no aumento da largura
das linhas espectrais, que seguem uma distribuição de Maxwell-Boltzmann.
Esse efeito depende da temperatura e tem a forma da linha dada por uma
gaussiana.

3. Alargamento Colisional : Ocorre devido às colisões entre átomos, que
reduzem o tempo de vida do estado excitado, ∆t, aumentando a incerteza
∆E . Esse efeito depende da densidade (isto é, pressão de um gás) e da
temperatura, que afeta a taxa de colisões. O efeito de alargamento é descrito
por um per�l Lorentziano na maioria dos casos.

Portanto, uma vez o fóton absorvido, quando emitido, origina um espectro
de emissão contínuo e determido por uma faixa de frequência. A largura desse
espectro de emissão pode depender da distribuição velocidade dos átomos que está
emitindo radiação, da temperatura do gás de átomos, da pressão do gás e de outras
in�uências externas sobre o átomo, que estão relacionados aos diversos mecanismos
que alargam as linhas atômicas, transformando cada linha �na do espectro atômico
em uma faixa de frequências emitidas.

Os mecanismos alargadores de linha atômica geram os chamados per�s espec-
trais de linha, onde os principais são: per�l Doppler, Lorentz e Voigt, que serão
descritos doravante.

Portanto, damos particular atenção ao caso em que, durante um processo de
absorção e posterior emissão de radiação por um átomo, a radiação sofre redistri-
buição de frequência e, dependendo das condições físicas existentes, esta redistri-
buição de frequência pode ser completa ou parcial. Particularmente, voltaremos
nossa atenção para o caso em que a radiação sofre um redistribuição completa de
frequência RCF .

No processo de emissão com RCF, a frequência do fóton emitido é totalmente
independente da frequência do fóton previamente absorvido, sendo determinada
pela forma espectral da transição, seja, gaussiana, lorentziana ou de Voigt. Por-
tanto, começamos revisando o átomo de dois níveis, desenvolvendo a abordagem
semi-quântica da interação de um sistema atômico de dois níveis com a radiação
(laser) oscilatória correlacionada.

Em seguida, apresentamos o formalismo matriz densidade e as equações ópticas
de Bloch, através das quais, calculamos a polarização e a susceptibilidade elétrica
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do meio, que pode ser separada em duas partes, uma parte real e outra imaginária.
A parte real da susceptibilidade está relacionada à dispersão da luz no meio atômico
e a parte imaginária está ligada à absorção neste meio atômico, que para átomos
parados é caracterizado por um per�l Lorentz. Entretanto, sabemos que de fato os
átomos de um vapor não estão parados, tampouco isolados no espaço. Portanto,
uma vez levado em conta o movimento térmico dos átomos, o per�l espectral não
é mais um per�l Lorentz.

Assim, a temperatura de qualquer sistema físico T ̸= 0K é o resultado do
movimento dos átomos ou moléculas que compõem o sistema. Esses átomos ou
moléculas possuem velocidades diferentes, e a velocidade de cada partícula varia
constantemente devido a colisões umas com as outras. O resultado disso é uma dis-
tribuição relativa às velocidades, que varia em função da temperatura do sistema,
e é dada pela distribuição de probabilidade de velocidades de Maxwell-Boltzmann,
que é representada por uma curva de Gauss. Portanto, se levarmos em conta fa-
tores como o efeito Doppler ou as colisões entre os átomos do vapor, veremos que
a largura das linhas espectrais é ainda maior.

Como vimos temos dois tipos de per�s espectrais: Lorentz (espectro homo-
gêneo), onde consideramos os átomos parados e Doppler (não-homogêneo), onde
levaremos em conta o movimento térmico dos átomos. A combinação desses dois
efeitos nos leva ao chamado per�l de Voigt, que é uma convolução entre o per�l
Doppler e Lorentz. Além disso, como veremos mais adiante, estes espectros de ab-
sorção servirão para calcular a distribuição de probabilidade de passos dos fótons
em um vapor atômico.

1.1 Átomo de Dois Níveis

Nesta seção, apresentamos o desenvolvimento da abordagem quântica da interação
de um sistema atômico de dois níveis com um campo oscilante clássico. Devido
ao alto número de graus de liberdade e muitos processos de emissão ocorrendo
simultâneamente, uma série de aproximações são necessárias para tratar o sistema
em condições especí�cas.

Mesmo átomos reais tendo múltiplos níveis de energia, podemos tratar o sis-
tema como um átomo de dois níveis, uma vez que vamos considerar as interações
quase ressonantes, ou seja, as transições para outros níveis são insigni�cantes, pois
a frequência da luz incidente no meio atômico está próxima da ressonância e a
interação entre os átomos com a radiação eletromagnética (laser) ocorre através
de momentos de dipolos.

Assim, para um átomo de dois níveis, rotulamos o estado fundamental e o
primeiro estado excitado como |f⟩ e |e⟩, respectivamente, e denotamos a frequência
ressonante por ω0, ou seja, a diferença de energia entre o par de estados é ℏω0, e
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ainda, de�nimos δ = ω− ω0 como a dessintonização da ressonância atômica, onde
ω é a frequência de oscilação do campo [46]. A Fig.1.1 ilustra o modelo do átomo
de dois níveis.

Figura 1.1: Esquema do átomo de dois níveis, sendo ω é a frequência de oscilação
do campo, Γ0 é a taxa de decaimento espontâneo do nível excitado para o nível
fundamental, τ é o tempo de vida dos átomo no estado excitado e δ a dessintoni-
zação do campo em relação à frequência ressonante do átomo ω0.

Na interação de um sistema atômico de dois níveis com a perturbação oscilató-
ria que acopla os níveis, processos estimulados, decorrentes da interação átomo-luz,
como a absorção de uma onda monocromática, são, su�cientemente, descritos pela
equação de Schrödinger. Porém, surge um problema quando queremos descrever
processos de relaxamento ao mesmo tempo que processos de excitação.

A emissão espontânea Γ0(e qualquer outro processo dissipativo) deve, portanto,
ser incluída na descrição física da evolução temporal de nosso sitema de átomo-luz
[47]. Assim, nosso sitema não está mais restrito a único modo do campo de luz,
pois a emissão espontânea Γ0 abrange uma distribuição estatística de estados do
campo de luz.

A situação não pode ser descrita por uma função de onda, mas apenas por
uma distribuição de funções de onda, e podemos apenas calcular a probabilidade de
encontar o sistema dentro dessa distribuição. A equação de Schrödinger, portanto,
não se aplica mais, e precisamos mapear a evolução no tempo de um sistema

12



caracterizado por um operador de densidade que descreve uma mistura estatística
de estados quânticos [48].

As equações que descrevem a evolução temporal dos elementos da matriz desse
operador densidade são as equações ópticas de Bloch, e devemos utilizá-las em vez
da equação de Schrödinger.

1.1.1 Interação Átomo-Campo

O hamiltoniano total de interação átomo-campo é dado pela soma do hamiltoniano
atômico livre Ĥ0 e o hamiltoniano de interação átomo-campo Ĥint

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint, (1.1)

onde Ĥ0 =
∑

nEn|un⟩⟨un|, sendo |un⟩ e En, o n-ésimo estado quântico e a energia
do n-ésimo estado quântico, respectivamente, com Ĥ0|un⟩ = En|un⟩. Por sua vez,
Ĥint é a interação do momento de dipolo elétrico da transição com o campo elétrico
oscilante, tal que

Ĥint = −µ̂ · E, (1.2)

sendo µ̂ é o operador momento de dipolo elétrico, dado por

µ̂ = µ12|1⟩⟨2|+ µ21|2⟩⟨1|, (1.3)

onde µ12 = µ∗
21 são os termos de coerência da matriz dipolo, |1⟩ e |2⟩ o estado

fundamental e o primeiro estado excitado, respectivamente e E o campo elétrico
monocromático com frequência angular ω [46] dado por

E =
E0

2
(eik·r+iωt + eik·r−iωt)r̂. (1.4)

A dependência espacial do campo é ignorada, através duma aproximação di-
polar [46], onde assumimos que o comprimento de onda do campo é muito maior
do que o tamanho do átomo, de modo que, desprezamos quaisquer variações do
campo ao longo da extensão do átomo. Isso consiste em desprezar o termo k · r,
pois, k ∝ 1

λ
, e r é da ordem de grandeza do raio de Bohr, temos k · r≪ 1. Então,

a expressão para o campo �ca

E =
E0

2
(eiωt + e−iωt)r̂. (1.5)
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1.1.2 Formalismo Matriz Densidade

O acoplamento de um modo do campo óptico para um átomo de dois níveis pode
ser descrito pela equação de Schrödinger, pois descreve a evolução temporal do
estado quântico do sistema, que, por sua vez, é representado por função de onda
(estado puro) [48].

Todavia, com a inclusão da emissão espontânea, o sistema pode ser descrito
apenas por uma distribuição de probabilidade de estados �nais, tornando indis-
pensável a descrição pelo formalismo de matriz densidade [47], devido não levar
em consideração o fato de que o estado é acoplado a todos os modos do campo
óptico.

Assim, como os estados de um sistema com muitas partículas ou muitos graus
de liberdade são descrito com precisão através da descrição estatística, o forma-
lismo de matriz densidade é dado pelo operador densidade ρ̂[48], que descreve um
conjunto de todos os estados possíveis no sistema. Assim, para um estado puro
|ψ⟩, o operador densidade é de�nido como

ρ̂ ≡ |Ψ⟩⟨Ψ|. (1.6)

Para um estado misto |Ψn⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩, temos

ρ̂ =
∑
n

pn|Ψn⟩⟨Ψn|, (1.7)

o qual tomamos a soma ponderada com as respectivas probabilidades, onde a
soma de probabilidades dada por Tr[ρ] =

∑
n pn = 1, e pn = |Cn|2 expressa a

probabilidade de encontrar a população no estado n no instante t.
A representação matricial para a evolução temporal do operador densidade,

através da expansão do vetor de estado ψn numa base orthonormal completa é
dado pela representação de Heisenberg [47], tal que

d

dt
ρ̂ =

i

ℏ
[ρ̂, Ĥ] (1.8)

com [Â, B̂] = (ÂB̂ − B̂Â), o comutador entre os operadores Â e B̂ e o valor
esperado de qualquer operador é

⟨Â⟩ = Tr(Âρ̂). (1.9)

Para um estado puro de um único átomo de dois níveis na representação de
energia |Ψ⟩ = cf |f⟩+ ce|e⟩, a matriz densidade
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ρ̂ =

(
ρ̂ff ρ̂fe
ρ̂ef ρ̂ee

)
=

(
|cf |2 cfc

∗
e

cec
∗
f |ce|2

)
, (1.10)

tem uma interpretação física para cada termo. A diagonal principal tem as popula-
ções do estado exitado |e⟩ e fundamental |g⟩, enquanto os termos fora da diagonal
principal são os termos de coerência.

1.1.3 Equações de Bloch

As equações de Bloch são equações diferenciais acopladas referentes à evolução
temporal dos elementos de matriz do operador densidade, que na representação de
Heisenberg é dada pela Eq. 1.8 [49]. Assim, substituindo a Eq. 1.1 na Eq. 1.8,
temos

⟨m| d
dt
ρ̂|n⟩ = i

ℏ
⟨m|[ρ̂, Ĥ0 + Ĥint]|n⟩, (1.11)

assim

⟨m| d
dt
ρ̂|n⟩ = i

ℏ
(En − Em)⟨m|ρ̂|n⟩+ i

ℏ
⟨m|[ρ̂, Ĥint]|n⟩, (1.12)

onde |m⟩ e |n⟩ são membros de um conjunto completo de vetores de base {|k⟩} que
também são autovetores de Ĥ0 e abrangem o espaço de Ĥ. Da Eq. 1.12, temos
que o primeiro termo após a igualdade é diferente de zero se m ̸= n, pois caso
m = n a diferença das energias se anula.

Aplicando a relação de completeza
∑

k |k⟩⟨k| = 1 [50], temos o comutador dos
elementos de matriz

⟨m|[ρ̂, Ĥint]|n⟩ =
∑
k

⟨m|ρ̂|k⟩⟨k|Ĥint|n⟩ − ⟨m|Ĥint|k⟩⟨k|ρ̂|n⟩. (1.13)

O átomo de dois níveis tem um conjunto completo constituído por dois estado
|1(t)⟩ = |1⟩ e |2(t)⟩ = e−iω0t|2⟩. Além disso, os elementos da matriz do operador
de acoplamento de dipolo elétrico Ĥint são os elementos da diagonal secundária,
onde

V = ⟨1|Ĥint|2⟩ = ⟨2|Ĥint|1⟩. (1.14)

Assim, as Eq. 1.13 adotam a forma

d

dt
ρ̂11 =

i

ℏ
[ρ̂12V − ρ̂21V ] (1.15)

d

dt
ρ̂22 =

i

ℏ
[ρ̂21V − ρ̂12V ] = − d

dt
ρ̂11 (1.16)
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d

dt
ρ̂12 = iω0ρ̂12 +

i

ℏ
[V (ρ̂11 − ρ̂22)] (1.17)

d

dt
ρ̂21 = −iω0ρ̂21 +

i

ℏ
[V (ρ̂22 − ρ̂11)] =

d

dt
ρ̂∗12 (1.18)

Essas equações matricialmente tomam a forma

d

dt


ρ̂11
ρ̂12
ρ̂21
ρ̂22

 =


0 V −V 0
V ℏω0 0 −V

−V 0 −ℏω0 V
0 −V V 0




ρ̂11
ρ̂12
ρ̂21
ρ̂22

 . (1.19)

O conjunto de equações 1.15, 1.16, 1.17 e 1.18 constitui as equações ópticas de
Bloch na representação Heisenberg [47]. Elas não incluem termos de perda por
emissão espontânea. A solução das equações ópticas de Bloch sem amortecimneto
por emissão encontra-se no Apêndice A. A soma dos termos da diagonal principal,
chamados de populações, deve ser unitária, e os termos da diagonal secundária,
chamados de coerências, são complexos. A relação entre os elementos da matriz
do operador densidade podem ser escritos de forma suscinta como

d

dt
ρ11 = − d

dt
ρ22 (1.20)

d

dt
ρ∗12 =

d

dt
ρ21 (1.21)

Nosso sistema (átomo de dois níveis) tem uma interação dipolar com os modos
eletromagnéticos do vácuo levando a um processo chamado de emissão espontânea,
caracterizado por Γ0 [49]. Assim, devemos acrescentar fenomenologicamente nas
equações de Bloch esse termo de relaxação, onde Γ0 = 1/τ é a taxa de decaimento
espontâneo do nível excitado para o nível fundamental, sendo τ o tempo de vida
dos átomo no estado excitado.

Portanto , as populações mudam devido à emissão induzida e espontânea [51].
Além disso, atribuindo T̄ ao tempo de relaxação da coerência, é possível mostrar
que na ausência de colisões interatômicas T̄ = 2τ , ou seja, os termos de população
decaem com uma taxa Γ0, enquanto os termos de coerência decaem com um fator
Γ0/2 [51] .

Acrecentando esses termos, as equações 1.15, 1.16, 1.17 e 1.18 tomam a forma:

d

dt
ρ̂11 =

i

ℏ
[ρ̂12V − ρ̂21V ] + Γ0ρ̂22 (1.22)
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d

dt
ρ̂22 =

i

ℏ
[ρ̂21V − ρ̂12V ]− Γ0ρ̂22 (1.23)

d

dt
ρ̂12 = iω0ρ̂12 +

i

ℏ
[V (ρ̂11 − ρ̂22)]−

Γ0

2
ρ̂12 (1.24)

d

dt
ρ̂21 = −iω0ρ̂21 +

i

ℏ
[V (ρ̂22 − ρ̂11)]−

Γ0

2
ρ̂21 (1.25)

1.1.4 Equações de Bloch com Emissão Espontânea

Uma vez acrescentado, fenomenologicamente, o termo de relaxação Γ0 nas equações
de Bloch, levamos em conta o acoplamento do meio com os modos do vácuo,
que é também responsável pelo decaimento da coerência. Dessa forma, podemos
compactar essas equações, através das equações 1.20 e 1.21, e assim, simpli�car o
problema em duas equações das quatro obtidas, tal que

d

dt
ρ̂22 = − i

ℏ
[ρ̂12V − ρ̂21V ]− Γ0ρ̂21 (1.26)

d

dt
ρ̂21 = −ρ̂21(iω0 +

Γ0

2
) +

i

ℏ
[V (ρ̂22 − ρ̂11)] (1.27)

A evolução das populações para um átomo de dois níveis com emissão espon-
tânea é um resultado conhecido na literatura, que a partir desse ponto pode ser
obtido pelo hamiltoniano de interação Eq. 1.2. Assim, a evolução das populações
para átomo de dois níveis são de forma compacta dadas por

d

dt
ρ̂22 =

iµ21E
∗
0

2ℏ
[exp(iωt) + exp(−iωt)]ρ̂12 + c.c.− ρ̂22

Γ0

, (1.28)

d

dt
ρ̂12 = (iω0 −

2

Γ0

)ρ̂12 −
iµ12E0

2ℏ
[exp(iωt) + exp(−iωt)](1− 2ρ̂22). (1.29)

Vemos dessas equações que, quando o campo estiver próximo da ressonância,
ρ̂12 oscilará na frequência do próprio campo, de modo que podemos escrever a
coerência como

ρ21 = e−iωtσ21, (1.30)

onde σ12 é uma função �lenta�, quando comparada com eiωt.
Os termos não-ressonantes ω+ω0 são bem maiores que a frequência de ressonân-

cia atômica, portanto são desprezados, uma vez que, as exponenciais e e±i(ω+ω0)t
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oscilam mais rápido quando comparado com os termos e±i(ω−ω0)t que oscilam lenta-
mente. Quando desprezamos esses termos que estão longe da ressonância, estamos
fazendo a aproximação dita de ondas girantes [52] (Rotating Wave Approximation
- R.W.A.).

Fazendo Ω0ℏ = µ21E0 = µ∗
12E0, onde Ω0, é chamado de frequência de Rabi do

campo [46] e determina o quão forte é a absorção e emissão estimulada de luz pelos
átomos, e considerando que ρ11 + ρ22 = 1 e σ∗

12 = σ21, temos que

d

dt
ρ22 =

i

2
(Ω0σ12 − Ω∗

0σ
∗
12)− Γ0ρ22, (1.31)

d

dt
σ∗
12 = (iδ − Γ0

2
)σ∗

12 −
iΩ0

2
(2ρ22 − 1), (1.32)

onde δ = ω − ω0 é a dessintonização. No regime estacionário [51], temos que

d

dt
ρ22 =

d

dt
σ∗
12 = 0 (1.33)

assim as equações 1.31 e 1.32 formecem analiticamente a solução para ρ22 e σ12,
tal que:

ρ22 =

Ω2
0

Γ2
0

1 +
4δ2

Γ2
0

+
2Ω2

0

Γ2
0

(1.34)

σ12 =
Γ0

Ω0

(
2δ

Γ0

− i)

(1 +
4δ2

Γ2
0

+
2Ω2

0

Γ2
0

)

(1.35)

As equações 1.34 e 1.35 [51] nos fornece todos os elementos da matriz densidade.

1.2 Per�s Espectrais de Emissão

Nesta seção discutiremos os mais conhecidos tipos de mecanismos alargadores de
linha atômica: alargamento natural, alargamento Doppler e alargamento colisi-
onal. Esses mecanismos alargadores de linha atômica geram os chamados per�s
espectrais de linha, onde os principais são: per�l Lorentz, Doppler e Voigt, que
serão descritos doravante.
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1.2.1 Suscetibilidade e Coe�ciente de Absorção

Com a inclusão da emissão espontânea, vamos calcular o coe�ciente de absorção
K, através da relação entre polarização e susceptibilidade [53], tal que

P(r, t) = ε0χE(r, t) (1.36)

onde, a suscetibilidade χ é a constante de proporcionalidade entre a polarização
P(r, t) e o campo elétrico E(r, t) dado pela Eq. 1.4 e ε0 é a permissividade do
vácuo.

Estamos interessados em estudar a modi�cação na amplitude do campo elétrico
contínuo ao se propagar numa direção qualquer para um sistema atômico de dois
níveis isotrópicos, portanto, podemos desprezar o caráter vetorial do campo.

A polarização é de�nida como a densidade de momento de dipolo elétrico [47]
e pode ser expressa por

⟨P ⟩ = N⟨µ⟩ (1.37)

onde N é a densidade atômica, e ⟨µ⟩ é o valor esperado do vetor momento de dipolo
elétrico. A média (valor esperado) de um operador num ensemble de átomos é dado
pela Eq. 1.9. O elemento de matriz do operador momento de dipolo eletrico é dado
por

µmn = −e
∫
⟨ψn|r|ψm⟩dr, (1.38)

dessa forma, µ11 = µ22 = 0 devido a integral em todo o espaço ter função ímpar
no integrando [47], portanto

⟨µmn⟩ = ρ12µ21 + ρ21µ12. (1.39)

Substituindo a equação 1.30 na expressão da polarização dada por 1.37, temos

P (t) = N [µ12σ21e
iωt + µ21σ12e

−iωt] (1.40)

e substituindo na equação 1.36, a equação 1.5, obtemos

P (t) =
1

2
ε0E0[χ(ω)e

iωt + χ(−ω)e−iωt] (1.41)

Relacionando as equações 1.40 e 1.41, obtemos a susceptibilidade em termos
das propriedades atômicas e da frequência ω , tal que

χ = − 2

Γ0

N |µ12|2

ε0ℏ
(2δ
Γ
− i)

[1 + 4δ2

Γ2
0
+ 2Ω2

Γ2
0
]

(1.42)
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Identi�cando a parte real e imaginária, temos que χ(ω) = χ
′
+ iχ

′′
, assim

reescrevendo a equação 1.42 separando a parte real da imaginária, obtemos as
seguintes equações [47]

Reχ = − 4

Γ2
0

N |µ12|2

ε0ℏ
δ

[1 + 4δ2

Γ2
0
+ I

Is
]

(1.43)

Imχ = − 2

Γ0

N |µ12|2

ε0ℏ
1

[1 + 4δ2

Γ2
0
+ I

Is
]

(1.44)

onde a intensidade de saturação Is é de�nida através da relação [51]

I

Is
=

2Ω2

Γ2
0

=
2

Γ2
0

|µ12|2|E0|2

ℏ2
(1.45)

A parte real da suscetibilidade Eq. 1.42 contribui para adicionar termos à fase
do campo, de modo diferente para cada frequência e, portanto, esta relacionada
com a dispersão da luz no meio atômico, enquanto a parte imaginária descreve os
efeitos de absorção e ampli�cação do campo. Assim, ambas dependem da razão
entre a intensidade da luz incidente no meio e a intensidade de saturação do vapor
atômico [51].

A Fig 1.2 mostra as partes real e imaginária da susceptibilidade em função da
dessintonização δ para três valores diferentes da razão I/Is.

A parte real da susceptibilidade, assim como, a parte imaginária mostram que
o aumento da razão I/IS diminui os coe�cientes de absorção e o índice de refração.
Isso é devido à saturação da transição de átomos para o estado excitado causando
o alargamento da linha transição atômica.

Mesmo quando usamos fontes espectrais puras, como um laser sintonizado no
pico de uma ressonancia, a linha de transição sempre exibe uma largura intrínseca
associada à interrupção da evolução de fase do estado excitado. Interrupções de
fase como como emissão espontânea ou estimulada e colisões são exemplos comuns
de linhas mecanismos de alargamento.

Para os átomos excitados, mesmo parados, "isolados", em temperatura ab-
soluta T = 0, também emitem radiação; o efeito é chamado emissão �natural�,
espontânea. Esse efeito é atribuido ao princípio de incerteza de W. Heisenberg
(∆E∆t ≥ ℏ

2
), e é uma das causas do alargamento de linha atômica, onde a in-

certeza da energia está relacionada à largura de linha da transição atômica e a
incerteza no tempo ao tempo de vida do estado excitado. Da Eq. 1.44, podemos
determinar o coe�ciente de absorção do campo K(ω) por unidade de comprimento,
onde K(ω) = (ω/c)Imχ,
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Figura 1.2: Grá�cos sobrepostos mostrando como a absorção e dispersão variam
em função da dessintonização δ para diferentes valores da razão I/Is.

K(ω) = −2N |µ12|2ω
Γ0ε0cℏ

1

[1 + 4δ2

Γ2
0
+ 2Ω2

Γ2
0
]
, (1.46)

ou

K(ω) = NΣ(ω) = NΣ0Φ(ν) (1.47)

onde

Σ(ω) =
πe2|⟨r12⟩|2ω0

3ε0cℏ
Γ0/2π

[δ2 +
Γ2
0

4
+ Ω2

2
]
, (1.48)

é a secção de choque de absorção dos átomos parados. De um modo geral, o
coe�ciente de absorção é dado pela Eq.1.47, onde a expressão para K(ω) depende
a forma espectral, sendo Σ0 a seção de choque no centro da linha e Φ(ν) o per�l
de absorção do vapor.

Assim, para os átomos parados, o grá�co de Σ(ω) = Σ0Φ(ν) em função de
δ = ω − ω0 e é representado por uma lorentziana, onde a largura total a meia
altura (Full Width at Half-Maximum - FWHM), do per�l Lorentziano (coe�ciente
de absorção) é dado por, K(ω) = 1

2
K(ω0), tal que

21



2

Γ0

N |µ12|2

ε0ℏ
1

[1 + 4δ2

Γ2
0
+ I

Is
]
=

1

Γ0

N |µ12|2

ε0ℏ
1

[1 + I
Is
]
, (1.49)

dessa igualdade obtemos que

δ1/2 =
Γ0

2

√
(1 +

I

Is
), (1.50)

assim, o aumento da intensidade da radiação incidente no vapor atômico causa
a ampliação da largura espectral, de modo que, a largura média a meia altura é
Γ = 2δ1/2 . Portanto, encontramos que FWHM é dado por

Γ = Γ0

√
(1 +

I

Is
), (1.51)

e da Eq. 1.45 podemos escrever Γ através da taxa de emissão espontânea Γ0, onde

Γ = Γ0

√
(1 +

2Ω2

Γ2
0

). (1.52)

Quando o laser é sintonizado para ressonância, o parâmetro de saturação é
basicamente uma medida da razão entre a taxa de transferência de população
estimulada Ω e a taxa de decaimento espontâneo Γ0. Assim, para 2Ω2/Γ2

0 ≪ 1, a
largura de linha é aproximadamente igual a Γ0.

Para 2Ω2/Γ2
0 ≥ 1, há um notável aumento da largura de linha, sendo denomi-

nado alargamento por potência (do campo elétrico). Desse modo, de�niremos a
frequência de Rabi de saturação quando 2Ω2/Γ2

0 = 1, o que implica que

Ωsat =
1√
2
Γ2
0. (1.53)

O coe�ciente de absorção K(ω) (proporcional à parte imaginária da susceptibi-
lidade) apresentado na Eq. 1.48 é conhecido como per�l de Lorentz, e a intensidade
de saturação Is é a intensidade que a radiação incidente deve possuir para que uma
quantidade considerável de átomos encontrados no nível fundamental vá para o ní-
vel excitado, onde a quantidade máxima de átomos no nível excitado n2 = n

2
,

sendo n = n1 + n2 o número total de átomos, n1 o número de átomos no estado
fundamental e n2 o número de átomos no estado excitado[53].

A intensidade de saturação para um átomo com o dipolo de transição µ12, pode
ser obtida através da relação da intensidade com a amplitude do campo elétrico,
onde

Īsat =
1

2
ε0cE

2
0 . (1.54)
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Portanto, da relação da frequência de Rabi com a intensidade (Eq. 1.45),
calculamos a intensidade de saturação das transições das populações atômicas, tal
que

Īsat =
g1
g2

2π2cℏ
3λ30

Γ0, (1.55)

onde g1 e g2 são as degenerescências dos estados |1⟩ e |2⟩ respectivamente.

1.2.2 Per�l Doppler

Existem dois tipos fundamentais de alargamento, o alargamento homogêneo que
afeta todos os átomos da mesma forma, independentemente de suas posições ou
velocidades, (geralmente origina per�s de linha lorentziano e pode ser incluído nas
Equações de Bloch) e o alargamento não homogêneo, dado por um deslocamento
dos níveis atômicos que pode ser diferente para cada átomo.

Assim, na espectroscopia a laser convencional, a estrutura hiper�na atômica
é muitas vezes escondida por alargamento Doppler não homogêneo. Na verdade,
quando os átomos em uma célula de vapor são irradiados por um feixe de laser na
frequência ωL no sistema de referência do laboratório, eles experimentam em seu
próprio referencial, um deslocamento Doppler na frequência do laser ω, relacionado
à velocidade do átomo ao longo da direção da radiação incidente ẑ [54].

Portanto, para átomos com velocidade v e considerando a radiação incidente
se propagando na direção ẑ, no referencial do átomo a frequência é deslocada para

ω = ωL(1− kv · ẑ). (1.56)

Essa relação é valida numa aproximação não relativística, quando v ≪ c, onde
ω a frequência do laser no referencial do átomo, ωL a frequência da laser no refe-

rencial do laboratório e |k| = 2π

λ
=
ω

c
.

Devido ao produto escalar k ·v, somente a componente de velocidade ao longo
de k é importante para o efeito Doppler [55] e, portanto, a contribuição de cada
átomo para o per�l de absorção parece dessintonizada pelo desvio Doppler devido
sua velocidade.

Como resultado, ao varrer a frequência do laser ωL em torno da frequência de
transição atômica ω0, a classe de átomos com velocidade vz absorve luz quando a
condição

ωL =
ω0

(1− kv · ẑ)
, (1.57)
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é realizada. Para átomos numa célula com vapor atômico, a distribuição de pro-
babilidade das velocidades p(vz) segue uma distribuição Maxwell-Boltzmann (ver
Apêndice B), tal que em uma dimensão, na direção ẑ, temos

P (vz) =

√
m

2πkBT
exp(− mv2z

2kBT
), (1.58)

onde kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura absoluta do vapor e m
é a massa do átomo. Portanto, substituindo a Eq. 1.57 na Eq. 1.58, o número
relativo de átomos D(ωL − ω0) que são ressonantes com o laser na frequência ωL,
é dado pela função gaussiana

D(ωL − ω0) =

√
m

2πkBT
exp[− mc2

2kBT
(
ω0 − ωL

ωL

)2], (1.59)

Esta distribuição é traduzida diretamente em uma forma gaussiana do per�l
de absorção do meio atômico, centrado na frequência ressonante ω0 e com largura
total a meia altura (FWHM)) ΓD, dado por

ΓD =
2ω0

c

√
(
2kBT ln(2)

m
). (1.60)

Uma medida da largura também é o desvio padrão σ da gaussiana, onde

2σ =
2ω0

c

√
kBT

m
=

ΓD

1.177
. (1.61)

Logo, considerado o movimento térmico dos átomos, a equação 1.59, descreve
o per�l de absorção do meio atômico como uma distribuição gaussiana com des-
sintonia δ = ωL − ω0.
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Figura 1.3: Distribuição Gaussiana obtida da Eq. 1.59.

1.2.3 Per�l Voigt

Como vimos, temos dois tipos principais de per�s espectrais; o per�l Lorentz
(espectro homogêneo), onde consideramos os átomos parados e o per�l Doppler
(não-homogêneo), onde levamos em conta o movimento térmico dos átomos.

Contudo, a linha espectral atômica observada, mesmo sob a resolução mais
alta, não corresponde a uma linha de absorção monocromática, mas pode ser
considerada como uma distribuição de probabilidade por frequência com uma pro-
babilidade máxima na frequência central caindo para intensidade zero em algum
intervalo de cada lado [56].

Dessa forma, existem vários fatores que determinam o alargamento das linhas
espectrais incluindo [57, 58, 59, 60, 61] a largura natural da linha, alargamento
Doppler, alargamento de pressão, Stark e Efeitos Zeeman.

Para um vapor atômico à temperatura ambiente, o alargamento da linha será
de�nido principalmente por contribuições dos efeitos Doppler (gaussiano) e do
alargamento natural (decaimento espontâneo) e de pressão (lorentziano).

O per�l de linha espectral será uma convolução desses per�s, gaussiano e lorent-
ziano da linha, sendo descrito por um per�l Voigt [62] como a convolução do per�l
lorentziano com a distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann [36, 63], tal
que
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ΦV (δ) =
a

π3/2

∫ +∞

−∞

exp(−v2)
a2 + (δ − v2)

dv (1.62)

é chamado per�l Voigt. O per�l de absorção do vapor ΦV (δ) é normalizado tal
que

∫∞
−∞ ΦV (δ)dδ = 1, onde δ é uma dessintonização normalizada pela largura

Doppler ΓN e a = Γ
ΓD

é o parâmetro de Voigt, com Γ e ΓD as larguras homogênea
e Doppler, respectivamente. A quantidade v = v///u é adimensional, onde v//
é a componente de velocidade do átomo paralela ao fóton e u a velocidade mais
provável, dada por

u =

√
2kBT

m
, (1.63)

onde kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura do vapor e m a massa do
átomo.

A integral na equação 1.62 não possui solução analítica, sendo resolvida apenas
numericamente. A Fig. 1.4 ilustra o per�l Voigt como uma convolução dos per�s
Doppler e Lorentz.

O per�l Voigt (Fig. 1.4) é a convolução do per�l Doppler, uma curva gaussiana
em torno do centro da linha δ = 0 (curva preta) com o per�l Lorentz (curva
vermelha), que é caracterizada por longas asas em grande dessintonização.
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Figura 1.4: O per�l Voigt (curva azul) formado pela convolução do per�l Doppler
(curva preta) e per�l Lorentz (curva vermelha). O per�l Voigt se encontra entre
os per�s Doppler e Lorentz. A relação entre os três per�s é dada pelo parâmetro
de Voigt a = Γ/ΓD, onde quanto maior o parâmetro de Voigt mais o per�l Voigt
se aproxima do per�l Lorentz.

1.2.4 Redistribuição Completa e Parcial de Frequência

A relação entre os espectros de absorção e de emissão de um vapor ressonante
é o elemento chave do regime de difusão dos fótons pelo vapor. Assim, quando
uma radiação laser cruza um vapor atômico ressonante, os fotons dessa radiação
são absorvidos e, posteriormente, emitidos numa variedade de frequências. Esse
espectro de emissão depende das características do vapor.

O fóton emitido pode ser reabsorvido por um outro átomo do vapor e, portanto,
sofrer vários ciclos de reabsorção e reemissão espontânea pelos átomos antes de,
eventualmente, deixar o vapor [64]. Esse fenômeno é conhecido como aprisiona-
mento de radiação.

Em geral, a distribuição espectral da emissão depende da frequência incidente,
que no processo de espalhamento multiplo altera a distribuição espacial de excita-
ção num vapor ressonante, assim como, o espectro da luz emitida, devido aos fótons
emitidos sofrerem um deslocamento de frequência a cada evento de espalhamento,
o qual é regido pelos mecanismos de redistribuição em frequência.

Em átomos frios, nem colisões atômicas, tampouco movimento atômico residual
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(alargamento Doppler menor que alargamento natural) são su�cientes para alterar
signi�cativamente a frequência dos fótons espalhados antes de escaperam do vapor.
Portanto, não temos redistribuição de frequência local e o espectro de frequência
permanece inalterado [18].

Entretando, quando as temperaturas do vapor atômico ressonante aumentam,
de modo que passamos a ter alargamento Doppler maior que alargamento Natural,
ou mesmo colisões atômicas, os fótons espalhados sofrem uma redistribuição de
frequência antes de deixar o vapor.

Assim, a redistribuição de frequência tem sua origem no movimento térmico
dos átomos, onde, para altas temperaturas do vapor, o processo de espalhamento
ressonante redistribui com muita e�ciência frequências dos fótons.

Existem dois tipos de redistribuição em frequências, a Redistribuição Parcial
em Frequência (RPF) e a Redistribuição Completa em Frequência (RCF). Quando
existe correlação parcial entre a frequência de emissão e da absorção, dizemos que
ocorreu uma RPF. Caso contrário, quando não há quaisquer correlações entre as
frequências absorvidas e emitidas, dizemos que ocorreu uma RCF.

A Fig. 1.5 ilustra processos de RPF no referencial do laboratório. Os dife-
rentes per�s de emissão formados estão associados a cada frequência incidente.
Observamos que para pequenas dessintonizações de excitação, a reemissão ocorre
em torno do centro linha, enquanto para excitação longe da ressonância a emissão
é centrada na frequência incidente.

Isso acontece porque para pequenas dessintonizações de excitação δI , em torno
de δI = 0, a probabilidade de Maxwell-Boltzmann de encontrar um átomo com
velocidade paralela v// = λδI ao fóton de entrada é alta, como mostrado para
δI = 0, onde δA,I ≈ 0. A reemissão também ocorre em δA,I ≈ 0, ou seja, no
referencial do átomo temos um espalhamento elástico. Contudo, no referencial do
laboratório, resulta numa redistribuição da frequência emitida com deslocamento
Doppler em δI = 0.

Para δI = ΓD/2 e δI = ΓD, após o primeiro evento de espalhamento, a frequên-
cia é parcialmente redistribuida. Entretanto, depois de δI > δlim = 1.7ΓD, que
corresponde às demais dessintonizações, a probabilidade de encontrar um átomo
com componente de velocidade δA,I ≈ 0 paralela ao fóton de entrada diminui bas-
tante, e o resultado é uma redistribuição de frequência em torno da frequência
incidente (de entrada) δI .

Em contrapartida, depois de alguns ciclos de reabsorção e reemissão espontânea
ocorre uma RCF. Isso acontece porque geralmente ocorrem colisões atômicas que
são muito frequentes e destroem as correlações entre fótons incidentes e dispersos
[65]. Como resultado da RCF, o per�l espectral de emissão �ca igual ao per�l
espectral de absorção.

A Fig. 1.6 ilustra este último caso e mostra que para uma determinada frequên-
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Figura 1.5: Função densidade de probabilidade para a freqüência emitida no re-
ferencial do laboratório, após o primeiro evento de espalhamento δ1. As setas na
�gura indica a frequência de excitação (δI) para cada curva [64].

cia incidente δi = −ΓD, podemos observar como a distribuição de frequência emi-
tida está relacionada com o número de espalhamentos, de modo que, para um
primeiro espalhamento, a memória da frequência incidente é parcialmente man-
tida, caracterizando uma RPF. Contudo, os eventos de espalhamento seguintes
estão muito próximos do per�l de absorção do vapor e, depois de cinco eventos de
espalhamento, o per�l de absorção é atingido convergindo para uma situação para
uma RCF [64].

A importância da redistribuição de frequência para luz difundida em vapores
ressonantes já era reconhecida na década de 1930, adicionalmente o aprisionamento
de radiação e a redistribuição de frequência foram tópicos longamente estudados
na astrofísica, por exemplo, na análise da radiação emitida por nebulosas[65, 66,
67, 68].

Por meio desses estudos, veri�cou-se que o alargamento das linhas espectrais da
radiação emitida favorece o surgimento de longos passos para fótons em um vapor
ressonante [69], de tal forma que a luz escapa do volume do vapor mais rápido do
que esperado em uma descrição difusiva [70, 71].

Estes ocasionais longos passos dos fótons, resultam na impossibilidade de de�-
nir um deslocamento quadrático médio que, para o modelo difusivo em um meio
in�nito, resulta num coe�ciente de difusão in�nito. Assim a difusão normal não é
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Figura 1.6: Função de densidade de probabilidade da frequência emitida para
um número j eventos de espalhamento (j denotado pelo números na �gura). A
excitação inicial é δi = −ΓD [64].

apropriada para tratar o problema do aprisionamento radiativo.
Assim, doravante, vamos estudar o problema do espalhamento dos fótons no

vapor atômico ressonante, por meio de uma fonte laser que incide pelo vapor.
Desse modo, vamos levar em conta a emissão dos fótons em grande dessintonia,
que origina os longos passos dos fótons, responsáveis pela impossibilidade de de-
�nir um deslocamento quadrático médio do passo e, portanto, descritos por um
espalhamento denominado superdifusão.

No capítulo seguinte, estudaremos o processo aleatório chamado voos de Lévy,
através do qual, podemos descrever estatisticamente os longos passos dados pelos
fótons num vapor atômico ressonante não representados pela difusão normal.
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Capítulo 2

Teoria de distribuições de

probabilidades estáveis de Lévy

O processo difusivo de fótons num meio atômico ressonante é caracterizado por
sucessivos processos de absorção e emissão espontânea, conhecido como aprisio-
namento de radiação, cuja principal característica é a presença de longos saltos
dados pelos fótons antes de, eventualmente, escapar do vapor.

O teorema central do limite (TCL) garante que a distribuição da posição �nal
dos passos numa caminhada aleatória é descrita por uma distribuição gaussiana.
Entretanto, o processo difusivo dos fótons no vapor atômico não segue o TCL,
pois não é uma difusão normal do tipo movimento browniano, mas sim uma su-
perdifusão do tipo voos de Lévy. Isso acontece devido a esses longos passos dados
pelos fótons, que impossibilitam a de�nição de um deslocamento quadrático médio
dentro do vapor e, sobretudo, dominam o transporte.

Uma alternativa para esse problema reside na descrição do fenômeno difusivo,
por meio das distribuições de probabilidade estáveis de Levy, que abrangem um
segundo momento in�nito na distribuição do tamanho dos passos e são caracte-
rizadas, principalmente, por uma parâmetro α de estabilidade da função, tal que
α ∈ (0, 2].

Esse parâmetro α, foi medido, experimentalmente, para o aprisionamento de
radiação em vapores com per�s Doppler [44] e Lorentz [41], com α ≈ 1.0 e α = 0, 5,
respectivamente. Para o per�l de Voigt α = 0, 5, foi obtido teoricamente em [36].

No intuito de medir o valor de α para um vapor atômico ressonante com um
per�l de absorção Voigt originado da RCF dos fótons, nessa secção, vamos es-
tudar as distribuições estáveis de Levy, através da generalização do TCL e suas
características, começando por uma revisão da difusão normal embasada no TCL.
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2.1 Teorema Central do Limite (TCL)

O TCL explica porque uma distribuição qualquer de probabilidade com variância
�nita, no regime assintótico de grande número de eventos, tende gradualmente
para uma distribuição estável gaussiana.

Assim, considere uma amostra aleatória simples (x1, x2, ..., xn) (tamanho de
passos, por exemplo), de tamanho n, ou seja, uma sequência de variáveis aleatórias
independentes e identicamente distribuídas, que são extraídas de uma distribuição
com valor esperado dado por ⟨x⟩ e variância �nita dada por σ2.

A média amostral dessas variáveis aleatórias é dada por

x̄ =

∑n
i=1 xi
n

, (2.1)

à medida que o valor de n cresce, a média da distribuição amostral converge quase
certamente para o valor esperado ⟨x⟩.

Mais precisamente, o TCL a�rma que à medida que n→ ∞, a distribuição da
diferença entre a média da amostra x̄ e seu valor esperado ⟨x⟩, quando multipli-
cada pelo fator

√
n, (isto é

√
n(x̄− ⟨x⟩), aproxima-se de uma distribuição normal

(gaussiana) com média ⟨x⟩ = 0 e variância σ2.
Assim, o TCL clássico descreve o tamanho e a forma de distribuição das �utu-

ações aleatórias em torno do valor esperado ⟨x⟩ à medida que n→ ∞.
Essas condições mostram que o TCL é válido para somas de variáveis alea-

tórias independentes quando normalmente distribuídas assintoticamente [73], in-
dependentemente da origem da variável, desde que o tamanho da amostra seja
su�cientemente grande (geralmente n > 30).

2.2 Distribuição Normal

A distribuição normal aparece em diversos fenômenos, especialmente, em processos
relacionados à difusão normal ou browniana. A razão da presença praticamente
universal da distribuição gaussiana é consequência do TCL, que aparece natural-
mente em processos aleatórios; onde a soma de variáveis aleatórias independentes
com segundo momento �nito é descrita pela distribuição normal [74].

Portanto, considere a soma z de n variáveis aleatórias e independentes (xi)
(tamanho de um passo, por exemplo) e identicamente distribuídas de acordo com
a função de distribuição de probabilidade w(xi), assim

z =
n∑
i

xi. (2.2)
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A distribuição gaussiana é caracterizada por dois parâmetros: o valor esperado
⟨x⟩, onde

⟨x⟩ = lim
n−→∞

z

n
, (2.3)

e a variância σ2 , tal que

σ2
n =

1

n

n∑
i=1

(xi − ⟨x⟩)2, (2.4)

onde limn−→∞ σ2
n = σ2 e, portanto temos o desvio-padrão dado por

σ =
√
σ2 =

√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2. (2.5)

O processo difusivo dos fótons num vapor atômico pode ser entendido como
uma caminhada aleatória. Dessa forma, considerando a linha de ação do feixe laser
no processo de excitação da amostra, esse processo difusivo pode ser entendido,
grosseiramente, considerando os fótons num passeio aleatório unidimensional, onde
a probabilidade P (z)dz de encontrar o valor de z num intervalo compreendido nos
limites entre z e z + dz, é tal que xi é o i-ésimo passo da caminhada e z a posição
�nal após n passos da caminhada [74].

Uma vez que, a probabilidade dos passos é estatisticamente independentes, a
probabilidade de uma sequência de passos em um intervalo entre z e z+ dz será o
produto da probabilidade individual de cada passo, assim

P (z)dz = δ(z −
n∑

i=1

xi), (2.6)

portanto, somando estas probabilidades sobre todos os tamanhos de passos possí-
veis, obtemos P (z) como

P (z) =

∫
· · ·

∫
w(x1)w(x2)...w(xi)dx1dx2...dxi, (2.7)

onde z <
∑n

i xi < z + dz.
A equação em 2.7, apresenta uma restrição para os valores de xi. Portanto,

resolvemos o problema através da função delta de Dirac δ , onde

δ(z −
n∑
i

xi) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dkeik(

∑x
i xi−z), (2.8)

assim, somando sobre todos os xi possíveis, obtemos a integral sobre todo o espaço,
tal que
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P (z) =

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
w(x1)...w(xi)[δ(z −

n∑
i=1

xi)]dx1...dxi,

P (z) =

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
w(x1)...w(xi)[

1

2π

∫ +∞

−∞
dkeik(x1+...+xi−z)]dx1...dxi,

P (z) =

∫ +∞

−∞
e−ikzdk

∫ +∞

−∞
w(x1)e

ikx1dx1...

∫ +∞

−∞
w(xi)e

ikxidxi.

(2.9)

Assim, temos uma função característica (f(k)) associada à distribuição w(x)
dada por uma transformada de Fourier de w(x)[75]

f(k) =

∫ +∞

−∞
w(x)eikxdx. (2.10)

As integrais em dx na equação 2.9 são todas iguais, portanto, reescrevendo a
distribuição P (z) em função de f(k) temos

P (z) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−ikz[f(k)]ndk. (2.11)

A função característica f(k) possui uma parte oscilatória em seu integrando
eikx, que oscila dependentemente do valor de |k|. A potência n em f(k) faz sua
contribuição na integral desprezível para valores grandes de k. Desta forma, po-
demos calcular P (z) com pequenos valores de k , fazendo uma expansão em série
de Taylor do termo oscilatório da função característica, temos que

f(k) =

∫ +∞

−∞
w(x)(1 + ikx− 1

2
k2x2)dx, (2.12)

assim a equação 2.12 �ca

f(k) = 1 + ik⟨x⟩ − 1

2
k2⟨x2⟩, (2.13)

onde ⟨xn⟩ =
∫ +∞
−∞ xnw(x)dx. A integral da Eq. 2.11 pode ser resolvida por meio

do teorema da convolução, pois essa aproximação em série de Taylor somente é
válida até segunda ordem, o que su�cente para obtermos a expressão distribuição
de probabilidade com variância �nita. Assim, usando a propriedade logarítmica
[f(k)]n = en ln[f(k)] e a expansão ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + ..., temos

[f(k)]n = en[ik⟨x⟩−
1
2
k2(⟨x2⟩−x2)+O(k3)], (2.14)

desprezando os termos de ordem superior a k2, e inserindo a equação 2.14 na
equação 2.11, temos a integral
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P (z) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dke[−ikz+ink⟨x⟩− 1

2
nk2⟨x⟩2], (2.15)

Completando quadrados no argumento da exponencial, obtemos a expressão
para P (z)[74], onde

P (z) =
1√
2πσ2

e−
(z−x̄)2

2σ2 . (2.16)

onde x̄ = n⟨x⟩ e σ2 = n(⟨x2⟩ − ⟨x⟩2), sendo ⟨x⟩ valor esperado da variável x e σ2

a variância da variável x.
A equação 2.16 é a distribuição de probabilidade para a soma da variável xi

quando n −→ ∞, chamada de distribuição normal ou gaussiana. Essa distribuição
de probabilidade da soma da variável associada à xi é uma distribuição normal com
um máximo em torno da média x̄, independentemente da distribuição atribuída
para w(xi), desde que sejam independentes e para n su�cientemente grande. Este
resultado é chamado de Teorema do Limite Central [74].

2.3 Distribuições Estáveis de Lévy Generalizadas

As distribuições estáveis de Lévy foram introduzidas pelo matemático francês Paul
Pierry Lévy (1886 − 1971) [72], durante sua investigação sobre o comportamento
da soma de variáveis aleatórias independentes.

A inspiração para Lévy foi o desejo de generalizar o TCL, segundo o qual
qualquer distribuição de probabilidade com variância �nita no regime assintótico
de grande número de eventos, tende para uma distribuição gaussiana. Dessa forma,
a generalização do Teorema Central do Limite, abrange uma variância in�nita, que
é descrita pelas distribuições estáveis de Lévy e generalizam a distribuição normal.

As distribuições estáveis de Lévy têm algumas propriedades importantes e ne-
cessita de quatro parâmetros para descrever: um parâmetro de estabilidade da
distribuição (índice de cauda) α ∈ (0, 2], um parâmetro de assimetria da distribui-
ção β ∈ [−1, 1] , um parâmetro de escala da ditribuição σ > 0 e um parâmetro de
localização do pico da distribuição δ ∈ ℜ.

Essas propriedades e parâmetros serão mostrados doravante nessa secção, as-
sim como, a importância do parâmetro α, dado que determina a forma (taxa de
variação) da cauda da distribuição.

Considerando a caminhada aleatória unidimensional anteriormente estudada,
vimos que para uma distribuição de probabilidades com variância �nita, o TCL
mostra que a soma de variáveis aleatórias e independentes (tamanho de passos,
por exemplo), tende gradualmente para uma distribuição estável gaussiana.
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Portanto, nessa secção, considerando o tamanho dos passos x nossas variá-
veis aleatórias e independentes, vamos considerar, também, variâncias in�nitas na
distribuição de probabilidades do tamanho dos passos, por um TCL generalizado
[72].

Esse teorema a�rma existir novas soluções para a soma de variáveis que envol-
vem distribuição de probabilidade cujos momentos não são �nitos[76], através de
distribuições estáveis que podem acomodar as caudas longas e assimétrias, dando,
muitas vezes, um ajuste muito bom aos dados empíricos. Em particular, elas são
valiosos modelos para conjuntos de dados que abrangem eventos extremos, como,
por exemplo, a superdifusão do tipo voos de Lévy.

Uma distribuição estável de Lévy é caracterizada pelos parâmetros: α, β, σ e
∆. A assimetria da distribuição é caracterizada pelo parâmetro β ∈ [−1, 1], assim,
quando o parâmetro de assimetria β é positivo, a distribuição será assimétrica para
a direita, e para a esquerda caso contrário.

Entretanto, quando β = 0, a distribuição é simétrica relativamente a ∆. O
parâmetro∆ ∈ ℜ, por sua vez, é o parâmetro de localização do pico da distribuição
e o parâmetro σ > 0 é um parâmetro de escala da distribuição.

O parâmetro de estabilidade da distribuição (índice de cauda) α ∈ (0, 2] é
o parâmetro mais importante, dado que determina a forma (taxa de variação)
da cauda da distribuição, assim, para o caso particular de α = 2 obtém-se a
distribuição de Gauss e quando α < 2 a variância é in�nita. Quando α > 1 a
média da distribuição existe e será igual a ∆ [77]. Em geral, o momento de ordem
p de uma distribuição estável de Levy é �nito se p < α.

Devido à ausência de fórmulas fechadas das funções de densidade de proba-
bilidade, as distribuições estáveis de Lévy são mais, convenientemente, descritas
através da sua função característica L̃α(k, β, σ,∆), que representa a inversa da
transformada de Fourier da função de densidade de probabilidade[19].

Contudo, existem muitas parametrizações para as funções estáveis de Lévy e
muita confusão tem sido causada pelas diferentes representações. A variedade de
formulas é causada pela combinação da evolução histórica e os numerosos pro-
blemas que tem sido analizados usando as formas especializadas das distribuições
estáveis. Por conseguinte, a função densidade de probabilidade de Lévy mais ge-
nérica apresenta a seguinte transformada de Fourier

L̃α(k, β, σ,∆) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Lα(x) exp(ikx)dx. (2.17)

As soluções de L̃α(k, β, σ,∆) são chamadas distribuições de Lévy no espaço de
Fourier [76], e têm a seguinte forma

L̃α(k, β, σ,∆) = exp(i∆k − σ|k|α[1− iβω(k, α)sgn(k)]). (2.18)
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A função ω(k, α), para valores de α ̸= 1, é dada por ω(k, α) = tan(απ
2
) e, para

α = 1, temos ω(k, α) = −π
2
log(|k|). A função sgn(k) representa apenas o sinal do

valor k, ou seja, sgn(k) = 1 , se k > 0, sgn(k) = −1, se k < 0 e sgn(k) = 0 se
k = 0.

Dependência da função característica Sα(β, σ,∆) e S0
α(β, σ,∆0)

Para ilustrar uma distribuição com a presença dos quatro parâmetros α, β, σ,∆,
a parametrização da função característica Sα(β, σ,∆) é a mais popular e descrita
em [78, 79], onde S é uma parametrização do tipo dado na Eq.2.18 dada por:

Sα = lnϕ(t) =

{
−σα|t|α[1− iβsign(t) tan(

πα

2
)] + i∆t, α ̸= 1

−σ|t|[1 + iβsign(t) 2
π
ln |(t)|] + i∆t, α = 1

(2.19)

Para proposito numérico, é frequêntemente aconselhavel utilizar a parametri-
zação de Nolan S0

α(β, σ,∆0)[80] dada por:

S0
α = lnϕ0(t) =

{
−σα|t|α[1 + iβsign(t) tan(

πα

2
)[(σ|t|)1−α − 1]] + i∆0t, α ̸= 1

−σ|t|[1 + iβsign(t) 2
π
ln(σ|t|)] + i∆0t, α = 1

(2.20)

Essa é uma parametrização variante, com a função característica e, portanto, a
densidade e a função de distribuição conjuntamente contínua em todos os quatro
parâmetros Fig. 2.1. Em particular, percentis e convergência para a cauda da lei
de potência varia de maneira contínua conforme variam α e β.
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Figura 2.1: Comparação das parametrizações S (à esquerda) e S0 (à direita):
(PDFs) estáveis de Lévy para β = 0, 5 e α = 0, 5 (linha sólida preta), β = 0, 5
e α = 0, 75 (linha pontilhada vermelha), β = 0, 5 e α = 1 (linha azul tracejada
curta), β = 0, 5 e α = 1, 25 (linha tracejada verde) e β = 0, 5 e α = 1, 5 (linha
tracejada longa ciano). Na parametrização S temos as diferentes curvas para
diferentes valores de σ e ∆. Na parametrização S0, ∆ = 0 [81]

Dependência do parâmetro β

Quando o parâmetro de assimetria β é positivo, a distribuição é oblíqua para a
direita, isto é, a cauda da direita mais grossa. Contudo, quando β é negativo, ela
é inclinada para a esquerda e quando β = 0, a distribuição é simétrica em torno
de ∆ (painel esquerdo da Fig. 2.2).

A medida que α se aproxima de 2, β perde seu efeito e a distribuição se aproxima
da distribuição gaussiana normal clássica, independentemente do valor de β. Os
dois últimos parâmetros, σ e ∆, são os parâmetros usuais de escala e localização
e, dessa forma, σ determina a largura e ∆ o deslocamento do modo (o pico) da
distribuição. Para σ = 1 e ∆ = 0, a distribuição é chamada de estável padrão.
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Figura 2.2: Painel esquerdo: estáveis para α = 1, 2 e β = 0 (linha sólida preta),
0,5 (linha pontilhada vermelha), 0,8 (linha tracejada azul) e 1 (linha tracejada
verde). Painel direito: formas fechadas para densidades são conhecidas apenas
para três distribuições - Gaussiana (α = 2; linha sólida preta), Cauchy (α = 1,
linha pontilhada vermelha) e Lévy (α = 0, 5, β = 1; linha azul tracejada). A
última é uma distribuição totalmente distorcida, ou seja, seu suporte é ℜ+. Em
geral, para α < 1 e β = 1(−1), a distribuição está totalmente inclinada para a
direita (esquerda) [81].

Dependência do parâmetro α

O parâmetro de estabilidade α determina a taxa na qual as caudas da distribuição
diminuem. Quando α ≥ 2, resulta na distribuição gaussiana. Contudo, α < 2,
a variância é in�nita e as caudas exibem um comportamento de lei de potência
assintoticamente equivalentes a uma lei estavél de Lévy.

Mais precisamente, usando um TCL pode-se mostrar em [78, 82], que a con-
vergência para uma cauda de lei de potência varia para diferentes valores de α e,
como pode ser visto no painel direito da Fig. 2.3, é mais lento para valores maiores
do índice de cauda.
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Figura 2.3: Painel esquerdo: Grá�co em escala semilog de funções estáveis de
Lévy simétricas (β = µ = 0) de densidades de probabilidade (pdfs) para α = 2
(linha sólida preta), 1,8 (linha pontilhada vermelha), 1,5 (linha tracejada azul) e
1 (linha tracejada verde). Para α = 2 densidade forma uma gaussiana e é apenas
uma densidade α -estável com caudas exponenciais. Painel direito: Grá�co em
escala log-log, temos caudas de funções estáveis de Lévy de distribuição cumulativa
simétricas (cdfs) para α = 2 (linha sólida preta), 1,95 (linha pontilhada vermelha),
1,8 ( linha tracejada azul) e 1,5 (linha tracejada verde) em escala log-log. Para
α < 2, as caudas formam retas com inclinação −α [81].

Na Fig. 2.3, quando α > 1, a média da distribuição existe e está centrada em
∆. Em geral, o p-ésimo momento de uma variável aleatória estável é �nito se, e
somente se, p < α.

As distribuições estáveis de Lévy têm duas formas fechadas interessantes; a
distribuição de Gauss e a distribuição de Lorentz; vistas anteriormente, que podem
ser obtidas da sua função característica (Eq. 2.18) no espaço de Fourier, através
dos parâmetros de Levy. Assim, para β = 0 (sem assimetria) e ∆ = 0 (centrada
na origem) na Eq. 2.18, temos L̃α(k, 0, σ, 0) = f(k), dado por

f(k) = e−σ|k|α , (2.21)

onde para α = 2 e σ = σ2/2 temos a distribuição gaussianana no espaço k de Fou-
rier. Portanto, calculando sua forma no espaço x com uma transformada inversa
de Fourier, através da Eq. 2.17, retornamos a distribuição gaussiana no espaço
das con�gurações, tal que
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L2(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e(−

σ2

2
|k|2+ikx)dk, (2.22)

L2(x) =
1√
2πσ2

e(−
x2

2σ2 ), (2.23)

que resulta no comportamento de passeio aleatório característico do movimento
browniano. Contudo, para α = σ = 1, temos a distribuição Cauchy-Lorentz
(Lévy), onde

L1(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e(−|k|+ikx)dk,

L1(x) =
1

2π

∫ 0

−∞
e(−|k|+ikx)dk,+

1

2π

∫ ∞

0

e(−|k|+ikx)dk

L1(x) =
1

2π
(

1

1 + ix
− 1

−1 + ix
) =

1

π

1

(1 + x2)
,

(2.24)

ou

L1(x) =
1

π

1

(1 + x2)
. (2.25)

Portanto, a recorrência à descrição das distribuições de probabilidade por meio
dos parâmetros de Lévy abrangem distribuições de probabilidade com momentos
�nitos e in�nitos nas distribuições [83], em contraste com o momento de distribui-
ções normais, que são �nitos e regidos pelo TCL.

Dessa forma, conhecidas como TCL Generalizado, as distribuições de Levy
generalizam o TCL, através distribuições com um suporte muito mais amplo, cha-
madas de distribuições de "cauda longa"fornecidas por meio dos parâmetros de
Lévy.

2.3.1 Densidade Probabilidade do Tamanho de Passos

Nessa secção, vamos considerar o caso particular da distribuição do tamanho dos
passos para uma caminhada aleatória do tipo voos de Lévy (processo superdifu-
sivo).

Considerando x como o tamanho do passo, que é variável aleatória e indepen-
dente, a distribuição de probabilidade do tamanho dos passos é caracterizada por
uma variância in�nita [72]. Assim, esse processo superdifusivo é determinado pela
existência da probabilidade não desprezível dos passos serem muito maiores que a
média dos passos (x≫ ⟨x⟩).

41



Para esses grandes passos realizados (voos de Lévy), o segundo momento da
soma de todos passos (média do quadrado da posição) cresce mais rápido que
linearmente, e quando α < 1 a média (primeiro momento) da soma dos passos não
mais bem de�nida.

Por apresentarem uma distribuição do tamanho dos passos caracterizada por
longas caudas, uma distribuição com a presença dos chamados voos de Lévy, pode
ser determinada pelo parâmetro de estabilidade α, associado a forma (taxa de
variação) da cauda da distribuição.

Nessa secção, apresentaremos uma forma generalizada para a densidade de
probabilidade do tamanho dos passos, onde x é o tamanho do passo, associado
a uma distribuição do tipo voos de Lévy. Assim, vamos mostrar que o regime
assintótico da distribuição do tamanho do passo pode ser aproximado por uma lei
de potência. Dessa forma, substituindo a equação 2.21 na equação 2.17, temos

Lα(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e(−σ|k|α+ikx)dk,

Lα(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
[cos(kx) + i sin(kx)]e−σ|k|αdk,

(2.26)

A equação 2.26 possui uma parte imaginária sin(kx) nula, devido termos uma
função ímpar num intervalo simétrico, assim

Lα(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
cos(kx)e−σ|k|αdk, (2.27)

Em contrapartida, a parte real é oscilante, e oscila dependendo do valor k, desse
modo, a potência α faz a contribuição da função oscilante cos(kx) desprezível para
valores grandes de k. Assim, como a parte real é uma função par considerada num
intervalo simétrico, por simetria, podemos calcular os valores positivos de Lα(x),
tal que

Lα(x) =
1

π

∫ +∞

0

cos(kx)e−σ|k|αdk, (2.28)

de acordo com [84], podemos escrever para σ = 1 e k > 0,

ek
α

=

∫ +∞

0

e−ykF
′

α(k)dy, (2.29)

onde

F
′

α(k) = − 1

π

∞∑
j=1

(−1)j

j!
sin(παj)

Γ(αj + 1)

yαj+1
, (2.30)

42



substituindo as Eq.2.30 na Eq. 2.29, e por sua vez na Eq. 2.28, temos

Lα(x) =
1

π

∫ +∞

0

[

∫ +∞

0

− 1

π

∞∑
j=1

(−1)j

j!
sin(παj)

Γ(αj + 1)

yαj+1
e−kydy] cos(kx)dk,

(2.31)
dessa forma, temos a transformada de Laplace do cos(kx), dada por∫ +∞

0

e−ky cos(kx)dk =
y

y2 + x2
, (2.32)

e substituindo em 2.31, temos

Lα(x) = − 1

π2

∞∑
j=1

(−1)j

j!
sin(παj)Γ(αj + 1)[

∫ +∞

0

y−αj

y2 + x2
dy], (2.33)

a integral da equação 2.33, tem a seguinte solução∫ +∞

0

y−αj

y2 + x2
dy =

π

2
(
1

x2
)
1
2
(αj+1) sec(

παj

2
), (2.34)

Encontramos,

Lα(x) = − 1

π2

∞∑
j=1

(−1)j

j!

2 sin(παj
2
) cos(παj

2
)

cos(παj
2
)

Γ(αj + 1)[
π

2
(
1

x2
)
1
2
(αj+1)], (2.35)

fazendo as devidas simpli�cações, podemos calcular Lα(x), através da subdivisão
da soma

∑∞
j=1(...) =

∑n
j=1(...) + O(x−α(n+1)−1), ou seja, guardando o primeiro

termo na soma para pequenos valores de k, tal que, no regime assintótico quando
x −→ ∞, a equação 2.35 tem a seguinte forma

Lα(x) ∼
Γ(α + 1) sin(πα/2)

πxα+1
∼ x−(α+1), (2.36)

ou seja,

lim
x−→∞

Lα(x) =
1

xµ
, (2.37)

onde µ = α + 1 e x ̸= 0.
Este comportamento assimptótico é veri�cado para x no intervalo ]−∞,+∞[

[85] e a distribuição depende de |x| e não de x.
Reescrevendo a equação 2.37, temos
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lim
x−→∞

Lα(x) =
1

|x|µ
(2.38)

Esta lei de potência implica a existência de alguns passos espaciais muito longos,
o que signi�ca uma difusão mais rápida que a normal. Assim, os pontos espaciais
visitados na trajetória dos passos a efetuar um voo de Lévy têm os primeiro e
segundo momentos da distribuição espacial divergentes, ou não, condicionados
pelo valor do parâmetro α.

Assim, calculando o primeiro ⟨x⟩ e segundo momento ⟨x2⟩ do tamanho dos
passo, através da equação 2.38, temos

⟨x⟩ =
∫ +∞

−∞
xx−1−αdx,

⟨x⟩ =
∫ x0

−∞
x−αdx+

∫ ∞

x0

x−αdx,

(2.39)

onde para evitar divergência na integração, integramos em torno de x0 ≈ 0. Dessa
forma, a equação 2.39 fornece valores para o primeiro momento dependendo do
valor de α, tal que: para α < 1, temos ⟨x⟩ é indeterminada, e para α ⩾ 1, temos
⟨|x|⟩ = 0

Entretanto, para o segundo momento, temos

⟨x2⟩ =
∫ +∞

−∞
x2x−1−αdx

⟨x2⟩ =
∫ x0

−∞
x−α+1dx+

∫ ∞

x0

x−α+1dx

(2.40)

Similarmente, a equação 2.40, formece valores diferentes para o segundo mo-
mento que depende do valor de α, tal que: para α < 2, temos ⟨x2⟩ −→ ∞, e para
α ⩾ 2, temos ⟨x2⟩ = constante

Dessa forma, se α ⩾ 2 o primeiro e o segundo momento da distribuição do
tamanho dos passos, ⟨|x|⟩ e ⟨x2⟩, são �nitos e a distribuição obedece o TCL.
Contudo, se o decaimento assintótico da distribuição do tamanho dos passos é
menor que 1/x3, isto é, quando 0 < α < 2, então ⟨x2⟩ não é mais �nita e o TLC
não se aplica mais [18].

Além disso, quando 0 < α < 1, o primeiro momento ⟨|x|⟩ sempre diverge, sig-
ni�cando que essas distribuições exibem um comportamento atípico, uma vez que,
a probabilidade de valores muito grandes de x (distante nas asas da distribuição
de probabilidade) é muito maior que o normal.
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Essas distribuições, entretanto, obedecem um padrão generalizado do TLC,
segundo o qual, se o comportamento assintótico da distribuição do tamanho dos
passos segue a equação 2.38, com 0 < α < 2, então a densidade de probabilidade
normalizada da soma dos tamanho dos passos x e, consequentemente, de seu va-
lor médio ⟨x⟩ seguem uma lei estavél de Lévy. Dessa forma, voos de Lévy são
uma caminhada aleatória, que, diferentemente, do movimento browniano, onde o
comprimento dos passos são comparáveis em magnitude ao seu valor médio ⟨x⟩,
voos de Lévy são determinados por longos saltos, que ocorrem, ocasionalmente,
e em pequeno número comparado ao total de passos, mas são eles que regem a
estatística do sitema.

2.4 Características da Difusão Normal

Nessa secção, com o intuito de melhor entender os voos de Lévy num vapor atô-
mico ressonante, apresentaremos as características da difusão normal, através da
descrição do movimento browniano.

O movimento browniano (MB) ou difusão normal clássica foi pela primeira vez
descrita pelo físico holandês Jan Ingenhousz em 1765, seguido por Robert Brown,
em 1828 [86], que estudou a natureza aleatória das partículas, através do movi-
mento errático de grão de pólen. Por sua vez, Einstein, em sua tese de doutorado
(1905) [87], formulou uma teoria sólida capaz de explicar esse movimento e o no-
meou de movimento de browniano, em honra de Robert Brown.

Nessa teoria, o MB caracteriza-se por um movimento estocástico, em que os
tamanhos dos passos são variáveis aleatórias e independentes umas das outras e,
assim, descrito através da formalização do modelo de caminhada aleatória derivado
da equação de difusão clássica. As explicações de Einstein, para o MB, desenca-
dearam uma série de novos trabalhos sobre fenômenos de natureza estocástica,
como: Langevin [88], Fokker [89], Burger [90], Ornstein [91], Planck [92], Kac [93]
e muitos outros.

2.4.1 Movimento Browniano e Caminhadas Aleatórias

O movimento browniano é interpretado como uma caminhada aleatória clássica.
Dessa forma, vamos considerar uma caminhada aleatória unidimensional como na
Fig. 2.4.

Assim, assumindo que a caminhada tem passos xi discretos, aleatórios e igual-
mente prováveis para qualquer lado, esquerdo ou direito, e de comprimento cons-
tante l, então, a posição �nal z, depois de n passos, num instante t, corresponde à
soma dos seus n deslocamentos individuais e independentes [94] e é dada pela Eq.
2.2, onde
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Figura 2.4: Representação da caminhada aleatória unidimensional. Passos de
comprimento l igualmente prováveis para direira ou para esquerda.

z =
n∑

i=1

xi, (2.41)

tal que, z é soma dos seus n deslocamentos individuais e independentes.
Assim, como os passos tem comprimento constante l e são equiprováveis para

direita ou esquerda, o valor esparado da soma dos passos (média da posição �nal)
⟨z⟩ = 0. O quadrado da soma dos passos (quadrado da posição �nal) �ca

z2 =
n∑

i,j=1

xixj = nl2 +
n∑

i,j=1;i ̸=j

xixj, (2.42)

Depois um grande número de passos, a média do quadrado da soma dos passos
(média do quadrado da posição �nal) �ca

⟨z2⟩ = nl2 + ⟨
n∑

i,j=1;i ̸=j

xixj⟩, (2.43)

Cada passo da caminhada é igualmente provável para a esquerda ou para a
direita, assim os deslocamentos xi são variáveis aleatórias com média zero. Os
produtos xi xj também são variáveis aleatórias e, uma vez que assumimos xi e
xj independentes entre si, o valor médio dos produtos é zero. Portanto, o valor
esperado do termo misto na Eq. 2.43 é zero. Dessa forma, temos
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⟨z2⟩ = nl2, (2.44)

O deslocamento quadrático médio (variância) da soma dos passos (variância
da posição �nal)

σ2 = ⟨z2⟩ − ⟨z⟩2 = nl2, (2.45)

Portanto, a raiz do deslocamento quadrático médio (desvio padrão), após n
passos de comprimento constante l (livre caminho médio) é√

⟨z2⟩ = l
√
n. (2.46)

Entretanto, numa difusão normal a caminhada aleatória tem passos indepen-
dentes e de tamanho xi, que podem ser �xos ou variáveis. Dessa forma, a descrição
da difusão da normal é perfeitamente alcançada com uma equação de difusão clás-
sica (Ver apêndice C) em 2.47.

∂P (z, t)

∂t
= D

∂2P (z, t)

∂z2
. (2.47)

Portanto, para uma distribuição do tamanho dos passos P (z), se os primeiro e
o segundo momentos da distribuição forem �nitos, a variância da distribuição do
tamanho dos passos depende linearmente do tempo, tal que

σ2 = ⟨z2⟩ − ⟨z⟩2 = 2Dt, (2.48)

ou, como ⟨z⟩ = 0, temos

σ2 = ⟨z2⟩ = 2Dt, (2.49)

onde, D e o coe�ciente de difusão.
De um modo geral, sendo possível a de�nição concreta de um coe�ciente de

difusão D, a densidade de probabilidade de uma partícula difusiva estar numa
posição genérica r⃗, num meio tridimensional em num instante t, após um número
su�cientemente elevado de passos e tendo iniciado o movimento na posição r⃗ = 0,
é dada pelo propagador W (r⃗, t) [95]. O propagador W (r⃗, t) é obtido através da
solução da equação de difusão clássica generalizada dada por

∂W (r⃗, t)

∂t
= D∇⃗2W (r⃗, t), (2.50)

Assim, no limite assimptótico de um número su�cientemente elevado de passos,
ou seja, um tempo su�cientemente longo, a solução da equação 2.50, com condição
inicial W (r⃗, 0) = δ(r⃗), que resulta da multiplicação das soluções das equações de
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difusão para cada uma das dimensões consideradas [96], tem uma forma gaussiana
dada por

W (r⃗, t) =
1

(4πDt)d/2
exp(− r⃗2

4Dt
), (2.51)

em que d representa o número de dimensões a que o movimento ocorre.
Em sistemas muito complexos, do ponto de vista físico, surgem frequentemente

desvios à estatística gaussiana e, assim, a dependência temporal do segundo mo-
mento da distribuição do tamanho dos passos deixa de ser linear, ou seja, a relação
⟨r⃗2(t)⟩ = 2dDt (d = 3 para movimentos tridimensionais) deixa de ser válida [97].

Assim, o valor médio do quadrado da posição (segundo momento da soma dos
passos) passa a assumir a seguinte forma empírica [98]

⟨r⃗2(t)⟩ ∝ tH , (2.52)

sendo H ̸= 1. Nestas circunstâncias, a difusão é dita anômala.
Portanto, uma característica importante da difusão normal é que o segundo

momento associado a distribuição de probabilidade do tamanho do passo é pro-
porcional a Dt, onde D representa o coe�ciente constante de difusão, conforme
visto na Eq. 2.49. Em outras palavras, a raiz quadrada média (rms) do desvio
é proporcional à raiz quadrada do tempo, σ ∝ t1/2. No entanto, também exis-
tem outros tipos de processos de difusão que se comportam de forma diferente.
Portanto, agora descreveremos os processo de difusão anômala, dentre os quais os
voos de Lévy estão presentes.

2.5 Características da Superdifusão: Caminhadas
e voos de Lévy

Os voos de Lévy são uma caminhada aleatória, que diferentemente do movimento
browniano, existe uma probabilidade não desprezível de ocorrem longos passos, que
são em pequeno número comparado ao total de passos, mas são eles que regem
a estatística do sistema. Por sua vez, numa caminhada de Lévy os longos passos
também acontecem em pequeno número comparado ao total de passos, entretanto
os passos não são instantâneos. Em vez disso, possuem velocidade constante,
tornando o tamanho do passo proporcional ao tempo.

A diferença básica entre caminhadas e voos de Lévy é a natureza do tempo
operacional. Se o interesse do estudo está como uma função do tempo real t,
deve-se utilizar a expressão caminhada de Lévy. Entretanto, se o foco é expressar
a escala em termo do número de passos n da caminhada aleatória, é apropriado

48



utilizar o termo voo de Lévy porque n é proporcional ao tempo de ação para um
voo de Lévy [99].

Dessa forma, caminhadas de Lévy tornam-se semelhantes a voos de Lévy apenas
para um período de tempo grande. Embora caminhadas e voos de Lévy tenham
muitas características em comum, algumas características singulares não devem
ser negligenciadas. Uma característica dos voos de Lévy é possuir velocidades
in�nitas, o que é �sicamente impossível, portanto, a priori, não se pode descrever
voos de Lévy no espaço físico geométrico. Apesar disso, isso possível. Por exemplo,
um fóton dentro duma célula com vapor atômico ressonante pode dar grandes
saltos, e numa velocidade muito grande dentro dessa célula, que são instantâneos
comparados com o tempo de vida do estado excitado, embora a distância euclidiana
possa ser pequena [100].

Por outro lado, caminhadas de Lévy não violam as leis físicas. A rigor, nenhuma
quantidade física mensurável diverge no tempo para uma caminhada de Lévy. Isso
acontece porque a variância in�nita do processo de Lévy torna-se uma questão de
tempo in�nito. Assim, como numa caminhada de Lévy a velocidade é constante,
a distância máxima percorrida é dada vt e num tempo �nito. Logo, todos os
momentos do propagador permanecem �nitos no tempo, diferente dos voos de
Lévy, que possuem momentos divergentes.

Uma das característica imediatas dos Voos de Lévy é o fato das trajetórias
a diferentes escalas serem auto-semelhantes, ou seja, de apresentarem o mesmo
aspecto genérico. A característica de auto-similaridade é típica dos fractais. Da
aplicação da de�nição de dimensão fractal à Eq. 2.38, conclui-se que a caminhada
aleatória voos de Lévy pode ser considerado um fractal de dimensão α [101].

Dessa maneira, para os voos de Lévy pode-se de�nir largura, como uma largura
a meia altura, e mostrar que

⟨|r⃗(t)|q⟩ ∝ tH , (2.53)

onde H = 1
α
= 1

µ−1
é chamado de expoente de Hurst [102], e caracteriza o com-

portamento do voos de Lévy.
Neste caso, a descrição desse processo superdifuso é perfeitamente alcançada

com uma equação de difusão de uma forma um pouco diferente, levando em consi-
deração as correlações de longo alcance próprias das distribuições estáveis de Lévy,
através da solução de uma equação geral, dada por

∂W (r⃗, t)

∂t
= Dα

∂αW (r⃗, t)

∂r⃗α
. (2.54)

Assim, para um processo superdifusivo, o propagador W (r⃗, t), num regime
assintótico do tamanho dos passos, é agora dado por uma lei estável de Lévy, onde
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W (r⃗, t) ∝ 1

t1/α
Lα(

r⃗

t1/α
), (2.55)

Lα é uma distribuição estável de Lévy de índice α e Dα ≡ σ2/τα é o coe�ciente de
difusão generalizado, que como aparece em [103], é a razão de escala σ e tempo de
espera do processo τ para 0 < α < 2 [94, 104]. Assim, a Eq. 2.55 implica que a
distribuição de tamanhos dos passos tem uma dependência assintótica dada pela
Eq. 2.38.

2.5.1 Descrição Estatística dos Voos de Lévy

Como vimos, a diferença entre caminhada e voos de Lévy diz respeito à veloci-
dade. Os saltos de voos de Lévy são instantâneos em pequeno tempo, enquanto
caminhadas de Lévy têm velocidade constante. Especi�camente, os voos de Lévy
podem ser descritos por uma equação mestre (Eq.2.54) que consideram taxas de
transição de longo alcance no espaço. Por outro lado, numa caminhada de Lévy,
o tamanho do passo é proporcional ao tempo, devido sua velocidade �nita v.

Assim, sabendo que a estabilidade das distribuições de probabilidade do ta-
manho dos passos numa função estável de Levy é determinada pelo parâmetro de
estabilidade α, podemos fazer a descrição estatística dos voos de Lévy, através do
parâmetro 0 < α < 2.

Nesta situação, o escalamento da posição da partícula depende do parâmetro
α da distribuição, onde do valor esperado do módulo da posição após vários passos
é dado por

⟨|r⃗(t)|⟩ ∝ t1/α, (2.56)

Da Eq. 2.56, para α < 1, o valor esperado da distribuição do tamanho dos passo
diverge, ou seja, ⟨|r⃗(t)|⟩ → ∞ e, para α ⩾ 1, temos que ⟨|r⃗(t)|⟩ converge. De um
modo geral, podemos escrever

⟨|r⃗(t)|p⟩ ∝ tq/α (2.57)

que converge para p < α.
Entretanto, o valor esperado do quadrado da posição ⟨r⃗2(t)⟩ sempre diverge

para valores de 0 < α < 2 tal que

⟨r⃗2(t)⟩ ∝ tγ (2.58)

onde γ = 2/α e superior a 1, predominando um processo superdifusivo, cuja
a caminhada aleatória envolvida é do tipo voos de Lévy. Dessa maneira, para
0 < α < 2, o processo de transporte acontece mais rapidamente do que no caso
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da difusão normal, com α = 2, e é por isso que essa dinâmica é chamada de
superdifusiva.

Por sua vez, os processo aleatórios podem ser classi�cados por meio da Eq. 2.58,
onde o valor esperado do quadrado da posição dos passos é descrito empiricamente
em relação ao tempo por meio do coe�ciente γ [105],

Dessa forma, como observamos na Fig. 2.5, para γ < 1, o movimento é dito
subdifusivo ou dispersivo e o espalhamento das partículas faz-se mais lentamente
que no movimento de difusão clássico. Para γ = 1, temos processo difusivo normal,
onde o segundo momento da distribuição é linear no tempo. Em contrapartida,
para γ > 1, esse espalhamento é mais rápido que no movimento browniano e
denominado superdifusivo. Nesse contexto, por exemplo, a difusão anômala dos
fótons no interior de um vapor atômico com RCF ocorre com γ > 1 e obedece a
estatística de Lévy passando a ser chamada de superdifusão ou voos de Lévy.

Figura 2.5: Classi�cação da Difusão Anômala através do parâmetro γ. Superdifu-
são para γ > 1, Difusão Normal para γ = 1 e Subdifusão para γ < 1.
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2.6 Grandezas Mensuráveis

Uma vez de�nido o que é um processo superdifusivo, podemos medir alguns parâ-
metros importantes na descrição desse fenômeno. Dentre eles, temos o tempo de
primeira passagem, que acontece, por exemplo, quando um fóton cruza um ponto
x = L, a uma determinada distância do ponto inicial x = x0 dentro de um vapor
atômico ressonante, pela primeira vez [106]; assim como, a transmissão difusa dos
fótons pelo caminho total L [36, 107].

2.6.1 Tempo de Primeira Passagem para Voos de Lévy

A análise física do problema do tempo de primeira passagem tem uma longa his-
tória, que pode ser entendida em [108, 109].

Como vimos, os processos de difusão anômala são caracterizados em relação ao
tempo pela média do quadrado da posição. Para os voos de Lévy dos fótons num
vapor atômico, a distribuição do tamanho dos passos P (x) é assintoticamente dada
por uma lei de potência, que representa distribuições de cauda longa e variância
divergente, caracterizada por 1 < γ < 2 [106].

A partir disso, podemos caracterizar o tempo de primeira passagem, de forma
que, considerando o movimento unidimensional dos fótons no vapor atômico, es-
tamos interessados no evento quando um fóton cruza o vapor atômico num ponto
x = L, que pode ser o próprio tamanho da amostra, pela primeira vez, depois de
iniciar seu movimento num ponto x = x0.

Assim, como tempo de primeira passagem dos voos de Lévy em um vapor
atômico está relacionado ao seu caráter aleatório no vapor; a distribuição simétrica
no tempo da função de distribuição de probabilidade do tamanho dos passos no
vapor P (t) é, necessariamente, caracterizada pela escala de Sparre Andersen [111,
112] no limite de tempo longo. Assim, a expressão analítica para essa distribuição
do tempo de primeira passagem P (t), no limite de tempo longo �ca,

P (t) ∼ x
α/2
0

α
√
πDαΓ(α/2)

t−3/2, (2.59)

onde x0 é a da posição inicial do fóton,Dα é o coe�ciente de difusão generalizado
e α o parâmetro estabilidade da distribuição [113].

Portanto, tendo em vista um vapor atômico ressonante, quando um pulso laser
incide no vapor, considerando uma escala de tempo longo, pode-se medir o tempo
de primeira passagem do fóton pela amostra, através da detecção da distribuição
temporal da transmissão difusa, que é equivalente P (t).

Uma vez que sabemos o ponto x0, onde ocorre o primeiro espalhamento dos
fótons do pulso laser, podemos com os resultados obtidos experimentalmente para

52



P (t) gerar um grá�co desses valores em função do tempo e, através de um �t
teórico desse grá�co obter a constante de proporcionalidade da distribuição em
função do tempo, e, consequentimente, inferir o valor do parâmetro α de Lévy,
que caracteriza a distribuição do tamanho dos passos dados pelos fótons no vapor
atômico.

2.6.2 Transmissão Difusa para Voos de Lévy

Dado o movimento superdifusivo dos fótons num vapor atômico ressonânte, outra
grandeza importante que podemos medir é a transmissão difusa dos fótons pelo
vapor. Essa grandeza está relacionda à caminhada aleatória que os fótons realizam
dentro do vapor devido aprisionamento de radiação, ou seja, a transmissão difusa é
o resultado da detecção dos fótons que realizaram a caminhada aleatória através da
recipiente de comprimento L que contém o vapor, por meio de sucessivos processos
de reabsorção e reemissão espontânea.

Dessa forma, considerando uma caminhada aleatória do tipo voos de Lévy de
fótons num vapor atômico, que inicia seu movimento em um ponto x = x0 sobre um
intervalo [0, L] correspondete ao tamanho do vapor (célula que contém o vapor),
uma expressão fechada para tempo médio gasto pelos voos de Lévy nesse intervalo,
considerando a presença de limites absorvedores é dada em [107, 114].

Essa situação com limite absorvedor, coincide, por exemplo, a uma partícula
que some do processo quando chega no �nal da amostra de comprimento L, ou
seja, hipoteticamente, foi absorvida e não participa mais da caminhada aleatória.
Essa situação vai em oposição a uma partícula presa em um recipiente, pois nesse
caso, quando a partícula chega nos limites é re�etida para dentro da amostra.

A transmissão difusa dos fótons pelo vapor, corresponde a situação apresentada
com limite absorvedor, pois no processo de difusão dos fótons no vapor atômico,
quando os fótons atingem os limites da célula, eles deixam o vapor e, portanto,
não participam mais da caminhada aleatória.

Em geral, para modelo de difusão anômala dos voos de Lévy, na ausência de
limites para a absorção dos fótons, a generalização do TCL [78, 80] garante que a
a densidade de probabilidade do deslocamento z dos voos de Lévy converge após
muitos passos para a distribuição estável de Lévy de ordem α, tal que

Lα(z, n) =
1

π

∫ ∞

0

exp(−nlα0 kα) cos(kz)dk (2.60)

onde l0 é o comprimento mínimo de um único passo e n é um número de passos.
Esta é distribuição estável de Lévy dada na Eq. 2.28, com dependência do

tamanho mínimo do passo l0. Essa é uma generalização do TCL, que é caracte-
rizada em [80] para deslocamentos assintoticamente grandes pelo decaimento da
distribuição através da lei de potência
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Lα(x, n) = nlα0 γ1x
−(α+1), (2.61)

onde γ1 = 1
π
Γ(α+1) sin(πα/2). Dessa forma, podemos tratar os voos de Lévy dos

fótons no vapor atômico com a ajuda das equações diferenciais fracionais [80, 104,
115].

Entretanto, na presença de limites para a absorção dos fótons, esse tratamento
não é bem claro, mas exitem muitas aplicações práticas, na qual é importante
encontrar o tempo de primeira passagem, o comprimento médio da trajetória e
outras quantidades de interesse.

Portanto, considerando voos de Lévy de fótons num vapor atômico que começa
em um ponto x0 no intervalo [0, L], na presença de limites para a absorção dos
fótons, o fóton realiza subsequentes e independentes passos de tamanho l, com
igual probabilidade para ambos os lados, esquerdo ou direito, onde o tamanho de
cada passo é obtido da distribuição de lei de potência, tal que

P (|l| > x) =
lα0
xα

(2.62)

onde 0 < α < 2 é o parâmetro de Lévy e l0 é o comprimento mínimo do passo. A
densidade de probabilidade do tamanho do passo (voo) é dada por

P (l) =
αlα0
2

Θ(|l| − l0)

|l|α+1
(2.63)

onde αlα0 /2 é a constante de normalização [107] e

Θ(x) =

{
1, para x > 0

0, para x ≤ 0
(2.64)

é a função step.
A transmissão difusa dos fótons pelo vapor atômico depende do tamanho da

amostra e do per�l de absorção do vapor. Portanto, para medir a transmissão
difusa adequadamente, utilizamos a opacidade da amostra (vapor) r, que em [63]
é di�nido como

r =
L

l0

1

Φ(0)
, (2.65)

onde r é um parâmetro adimensional dado pela razão entre o tamanho máximo do
passo (que corresponde ao tamanho do sistema, o recipiente de comprimento L que
contém o vapor) e o tamanho mínimo do passo l0, que é multiplicada pelo inverso
do per�l de absorção quando o fóton é absorvido no centro da linha 1/Φ(0).

O tamanho mínimo do passo feito pelo fóton dentro do vapor l0 = 1/K(0),
ou seja, é o inverso do coe�ciente de absorção no centro da linha, em δ = 0. Na
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prática, o tamanho mínimo do passo l0 é a distância média percorrida pelo fóton
antes de ser absorvido, quando emitido no centro da linha.

A relação entre a transmissão difusa T e a opacidade é dada pela lei de Ohm
Modi�cada [41, 116] dada por

Tα ∝ r−α/2 (2.66)

Por exemplo, em nosso experimento, a opacidade é obtida por meio da densi-
dade atômica do vapor N que, a apartir da Eq. 2.65 pode ser escrita como:

r =
1

Φ(0)
NΣ0L (2.67)

Σ0 é a secção de choque no centro da linha e L o tamanho da célula que contém
o vapor.

De acordo com a Eq. 2.67, podemos mudar a opacidade do meio (vapor atô-
mico) r simplesmente variando a densidade atômica. Isso é feito através do aque-
cimento do vapor, que aumenta o coe�ciente de absorção e, consequentemente,
diminui o livre caminho médio dos fótons no centro da linha.

O resultado da relação da transmissão difusa com a opacidade Eq. 2.66, conhe-
cido como lei de Ohm modi�cada [107, 114], é utilizada para obtermos informações
sobre a difusão dos fótons no vapor atômico. De um modo geral, essa é a relação
fundamental, que vamos utilizar nesse trabalho.
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Capítulo 3

Aprisionamento de Radiação

3.1 Contexto Histórico

A difusão da radiação num vapor atômico ressonante foi, primeiramente, estudada
por Compton no início do século 20 [11, 12], sugerindo que a radiação podia ser
tratada como difusão de partículas, através da equação da difusão clássica. Esse
tratamento originou alguns resultados estranhos, visto que, pelos cálculos, a ex-
citação na amostra decairia mais rapidamente que o tempo de vida intrínseco da
espécie excitada.

Depois, em 1926, Milne modi�cou a equação da difusão no intuito de modi�car
esse resultado, porém o efeito da forma do per�l de emissão espectral foi igno-
rado [10] e sua importância con�rmada por M. Zemansky [70, 71], assumindo a
existência de um coe�ciente de absorção equivalente, por ele não de�nido.

No avanço do estudo do processo difusivo de fótons no vapor atômico, em 1932,
Samson [117] acrescentou a importância dos fótons emitidos distantes do centro da
linha, que existem em pequeno número, porém, sua contribuição é impressindível
na descrição do processo difusivo e, dessa forma, Kenty, no mesmo ano [69] concluiu
que, para um meio in�nito, o coe�ciente de difusão seria in�nito, provando que o
formalismo da equação de difusão não era apropriado para tratar o problema do
aprisionamento de radiação.

Assim, em 1947, Holstein e Bibermann, separadamente, através do estudo do
aprisionamento de radiação, obtiveram tempos de vida de aprisionamento radi-
ativo baseados numa soma de decaimentos monoexponenciais e dependentes da
distribuição espectral, concluindo que a migração radiativa nos meios atômicos
não pode ser descrita por uma equação de difusão, tampouco fazendo uso de cor-
reções e alterações na equação de difusão clássica. Dessa forma, propuseram uma
equação intrego-diferencial para descrever o aprisionamento da radiação nos meios
atômicos [118, 119] baseada na densidade de átomos no estado excitado.
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Contudo, no �nal dos anos 90, em 1985, surgiu um novo e importante avanço,
P. Wiorkouski e W. Hartmann [120] sugeriram uma maneira diferente de repre-
sentar o problema do aprisionamento da radiação, que descreve temporalmente a
radiação emitida após um número desconhecido de eventos de reabsorção e reemis-
são espontânea, de�nindo, portanto, alguns coe�cientes importantes, tais como os
fatores de escape e aprisionamento.

Denominada de Difusão Múltipla, essa representação do aprisionamento de
radiação é equivalente à abordagem de Holstein [121, 122] e, posteriormente, con-
�rmado por Lai [123, 124] e Berberan-Santos [125]

Dessa forma, a propagação da luz em um meio espalhador (vapor atômico)
pode ser descrita como um passeio aleatório de fótons dentro do meio, de modo
que, um fóton incidente no meio (um fóton de laser, por exemplo) é repetidamente
absorvido e reemitido no meio.

Esse múltiplo processo de espalhamento agora é equivalente a uma caminhada
aleatória com o comprimento do passos dependente da frequência, de tal maneira,
que a distribuição espectral dos fótons, in�uenciada pelo processo de redistribuição
de frequência, é determinante na caracterização do regime de difusão.

Portanto, como mencionado anteriormente, a suposição de um livre caminho
médio para os fótons não é preenchida em vapores ressonantes [69], e uma descri-
ção do tipo difusão de aprisionamento de radiação é inadequada[118]. Assim, o
aprisionamento de radiação e sua relação com a distribuição de cauda longa podem
ser estudados por meio da teoria de distribuições estáveis de Lévy [19], em virtude
de abranger distribuições de tamanho dos passos com segundo momento in�nito.

Dessa forma, a classi�cação teórica do aprisionamento de radiação incoerente
como mais um sistema exibindo comportamento superdifusivo, foi feita por Pereira
et al.[36] e posteriormente estudado [126] no início dos anos 2000. Seguida de
con�rmação experimental alguns anos depois [18].

3.1.1 Descrição do Fenômeno

Quando uma célula com vapor atômico ressonante é cruzada por uma radiação
laser, pode-se observar uma luz difusa em regiões do volume do vapor não ilumi-
nadas pelo laser. Esse fenômeno acontece devido aos fótons que foram absorvidos
pelos átomos serem re-emitidos e, posteriormente, re-absorvidos por outros átomos
no vapor.

Portanto, sob tais condições, quando um fóton no vapor atômico ressonante é
emitido por um átomo, não é de forma alguma garantido um desimpedido trân-
sito para as paredes do recinto. Pelo contrário, depois de percorrer uma curta
distância, é mais provavelmente absorvido por outro átomo, sofrendo vários even-
tos de reabsorção e reemissão espontânea antes de, eventualmente, escapar para o
exterior da célula [36].
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O resultado desse processo aleatório de emissão e reabsorção dos fótons pe-
los átomos é conhecido como radiation trapping ou aprisionamento de radiação,
sendo a transferência de energia de excitação de átomo a átomo, onde a eventual
fuga da radiação para o limite do recinto pode exigir um grande número de tais
transferências, como representado na �gura 3.1

Figura 3.1: Representação do aprisionamento de radiação. Um feixe laser de
prova incide numa célula com vapor atômico ressonânte. Os fótons da radiação
incidente são absorvidos e, posteriormente, reemitidos aleatoriamente, podendo
ocorrer sucessivos processos de absorção e reemissão espontânea até alcancar os
limites da célula e deixar o vapor. Esse efeito é conhecido como Radiation Trapping.

Esse fenômeno é importante numa diversidade de processos; como a emissão
da radiação por estrelas [131], desenvolvimento tecnológico de lâmpadas incan-
descentes [132, 133], gases [134], líquidos [135], estado sólido [136, 137, 138] meio
laser, �ltro de linha atômico [139], aprisionamento de átomos frios [140, 141], co-
lisões [142, 143], perda de coerência [144, 145] em processos no vapor atômicos e
bombeamento ótico de vapores de metais alcalinos [146].

Para uma RCF , a frequência do fóton emitido é completamente independente
da frequência do fóton previamente absorvido, sendo exclusivamente determinada
pela forma espectral da transição, seja gaussiano, lorentziano ou Voigt. Nessas
condições, o decaimento assintótico na distribuição do tamanho dos passos dados
pelos fótons num vapor atômico é, como descrito na seção 2.3.1, mais suave que
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1/x3, ou seja, quando 0 < α < 2 , então a ⟨x2⟩ não é mais �nita invalidando o
TLC.

Além disso, quando 0 < α < 1 , o primeiro momento ⟨x⟩ diverge, signi�cando
que essas distribuições exibem um comportamento atípico, uma vez que a pro-
babilidade de valores muito grandes de x (distante nas asas da distribuição de
probabilidade) é muito maior que o normal e resulta numa distribuição de passos
do tipo "cauda longa".

Isso foi mostrado em [36], onde o aprisionamento da radiação ressonante em
vapores atómicos é tratado como um caso de difusão anômala, em particular de
superdifusão, caracterizado por um espalhamento da excitação mais rápido que
o previsto pela difusão browniana padrão, em resultado de uma distribuição de
tamanho de passos dos fótons com momentos in�nitos, conhecidos como voos de
Levy.

3.2 Distribuição de Probabilidade do Tamanho dos
Passos

A descrição da distribuição assintótica do tamanho dos passos para os voos de Lévy
é feita na seção 2.3.1. Entretanto, como essa descrição é válida apenas no limite
assintótico quando x → ∞, para um vapor atômico ressonante, podemos obter a
distribuição do tamanhos dos passos de maneira geral. Isso é feito, a princípio,
por meio da lei de Beer Lambert, a qual descreve a transmissão de um fóton de
frequência ν pelo do vapor.

A caracterização desse transporte fotônico pode ser entendida mediante a pro-
babilidade Tν(x), de um fóton de frequência ν atravessar uma camada de vapor de
espessura x (transmissão através da distância x), sem ser absorvido, como ilustrado
na Fig. 3.2. Tν(x) tem os valores limite (i) Tν(0) = 1 e (ii) Tν(∞) = 0.

Por outro lado, K(ν) é a probabilidade por unidade comprimento, de que o
fóton seja absorvido (coe�ciente de absorção). Para determinar a relação entre
K(ν) e Tν(x), escrevemos a transmissão do fóton diferencialmente, através do
tamanho do passo x mais um deslocamento dx de x como mostra a Fig. 3.2.
Assim

Tν(x+ dx) = Tν(x)[1−K(ν)dx], (3.1)

o que signi�ca que o número de fótons absorvidos em dx é proporcional ao número
de fótons que chegam em x. Por de�nição, temos

Tν(x+ dx)− Tν(x) =
∂Tν
∂x

dx (3.2)
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Figura 3.2: Esboço de meio espaço x > 0 preenchido com meio espalhador, para
determinar a fração de partículas incidentes em x e transmitido através de uma
�na fatia de espessura dx.

então

Tν(x) = e−K(ν)x (3.3)

Essa relação (Eq. 3.3) é a chamada de lei Beer-Lambert [147], a qual satisfaz
a exigências (i) e (ii) acima, e descreve a transmissão dos fótons de frequência ν
pelo vapor.

A partir da lei de Beer-Lambert, podemos encontrar a probabilidade pν(x) de
um fóton de frequência ν dar um passo de tamanho do x. Isso é feito considerando
a probabilidade de um fóton de frequência ν dar um passo de tamanho x+dx, que
como mostra a Fig. 3.2, é a transmissão dos fótons de frequência ν que chegaram
na posição x sem serem absorvidos, e não atingiram um deslocamento adicional
in�nitesinal dx, ou seja,

Tν(x+ dx) = Tν(x)− pν(x)dx, (3.4)

pν(x) = −∂Tν
∂x

= K(ν)e−K(ν)x. (3.5)

Esta expressão descreve a probabilidade de um fótons de frequência ν dar um
passo de tamanho x ao se propagar em um meio espalhador (vapor), ou seja,
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essa probabilidade decai exponencialmente ponderada pelo coe�ciente de absorção
K(ν).

Diante disso, podemos determinar a dependência do livre caminho médio com
a frequência l̄(ν) para os fótons no vapor, tal que

l̄(ν) =

∫ ∞

0

xpν(x)dx =

∫ ∞

0

xK(ν)e−K(ν)xdx =
1

K(ν)
(3.6)

A equação 3.6 nos diz que podemos sintonizar o livre caminho médio de um feixe
monocromático de fótons numa frequência ν, simplesmente variando o coe�ciente
de absorção K(ν) nesta frequência. Uma vez que, K(ν) é proporcional a densidade
atômica, a sintonia de l̄(ν) pode ser alcançada através do controle da densidade N
[18].

A Eq. 3.5 somente é válida quando temos apenas uma frequência, ou seja,
o fóton é emitido na mesma frequência que foi absorvido. Contudo, no vapor
atômico, o aprisionamento de radiação é caracterizado por uma RPF, de modo que
um fóton absorvido numa determinada frequência é redistribuido num espectro de
frequências Θ(ν). Isso acontece devido aos mecanismos alargadores de frequência,
que redistribui as frequências no referencial do laboratório.

Portanto, agora temos uma distribuição de probabilidade do tamanho dos passo
P (x), que é a probabilidade de um fótons de frequência ν dar um passo de tamanho
x ponderada pelo espectro de emissão Θ(ν), tal que

P (x) =

∫ +∞

−∞
Θ(ν)pν(x)dν =

∫ +∞

−∞
Θ(ν)K(ν)e−K(ν)xdν (3.7)

onde o intervalo de integração considera a probabilidade de absorção para todas
as frequências emitidas possíveis.

Entretanto, depois de alguns ciclos de reabsorção e reemissão espontânea, é
atingido o regime de RCF. Nesse caso, os espectros de absorção e emissão das
frequências dos fótons são proporcionais, ou seja, Θ(ν) = cK(ν), e a equação 3.7
se reduz a

P (x) =

∫ +∞

−∞
cK2(ν)e−K(ν)xdν (3.8)

Além disso, nesse regime, o espectro de emissão Θ(ν) é equivalente ao per�l de
absorção do vapor, o qual é um per�l de Voigt.

De um modo geral, os momentos da distribuição do tamanho dos passos são
dados por ⟨xn⟩, tal que
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⟨xn⟩ =
∫ +∞

−∞
Θ(ν)K(ν)dν

∫ ∞

0

xne−K(ν)xdx

⟨xn⟩ =
∫ +∞

−∞
Θ(ν)K(ν)dν

Γ(n+ 1)

Kn+1(ν)

⟨xn⟩ = n!

∫ +∞

−∞

Θ(ν)

Kn(ν)
dν

(3.9)

os quais divergem para todas as formas de linhas espectrais; lorentziana, Doppler
e Voigt para n ≥ 2. Isso signi�ca que a caminhada aleatório dos fótons num vapor
atômico, para fótons com qualquer uma dessas distribuições espectrais, não podem
ser caracterizados por um coe�ciente de difusão e, em alguns casos, nem mesmo
por um livre caminho médio, quali�cando, assim, a propagação de fótons em um
vapor ressonante como difusão anômala do tipo voos de Lévy.

3.2.1 Tratamento de Holstein

Numa célula com vapor atômico ressonante, os fótons são altamente absorvidos
pelos átomos; portanto, sob condições adequadas de densidade do vapor, um even-
tual escape desses fótons do invólucro do vapor pode exigir um grande número de
absorções e emissões repetidas.

Assim, considerando o movimento unidimensional dos fótons, este transporte
da energia de excitação é determinado, essencialmente, pela probabilidade T (x),
de um fóton atravessar uma camada do vapor de espessura x sem ser absorvido.

A dependência de T (x) no per�l espectral da ressonância é investigada para os
casos do per�l Natural, Doppler e Voigt [118]. Holstein propôs uma descrição por
meio de uma equação integro-diferencial, que ainda constitui o ponto de partida
da maioria das descrições formais de aprisionamento de radiação.

Uma vez que T (x) é conhecido, podemos prontamente con�gurar equações que
descrevem a transferência de excitação entre os átomos do volume fechado.

A base do tratamento de Compton [11], por exemplo, é a suposição de um
coe�ciente de absorção uniforme 1/λ, de modo que,

T (x) = e−
x
λ . (3.10)

No entanto, o coe�ciente de absorção do meio, K(ν), é uma função sensível da
frequência da radiação, tal que

T (x, ν) = e−K(ν)x. (3.11)
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Portanto, devemos calcular a média da transmissão monocromática ponderado
pelo espectro de frequência Θ(ν) da radiação emitida no espaço de frequência, isto
é,

T (x) =

∫
Θ(ν)e−K(ν)xdν. (3.12)

A Eq. 3.12 é a relação crucial no tratamento de Holstein, onde o coe�ciente
de absorção K(ν) é uma característica do vapor e é tratado extensivamente em
textos padrão [127]. As formas que os per�s de absorção podem assumir são as
seguintes:

1) per�l natural

2) per�l com alargamento Doppler

3) per�l alargado por pressão

4) per�l Voigt

Contudo, a determinação do per�l de emissão Θ(ν) não é tão simples como
a do coe�ciente de absorção K(ν), uma vez que, o per�l de emissão depende da
frequência incidente, do número de espalhamentos no vapor e da presença ou não
de colisões entre átomos.

Assim se o sistema está em equilíbrio térmico [13], os princípios da termodinâ-
mica nos fornece

K(ν) = cΘ(ν), (3.13)

onde a constante de proporcionalidade c = λ2
0

8π
g2
g1

N
τ
, sendo λ0 o comprimento de onda

da transição, g2
g1

a razão dos fatores de degenerecência, N a densidade atômica e τ
o tempo de vida do estado excitado.

O caminho livre médio ⟨x⟩ é de�nido como

⟨x⟩ =
∫ ∞

0

xp(x)dx, (3.14)

com

p(x)dx = T (x)− T (x+ dx) = −∂T
∂x

dx, (3.15)

a probabilidade de que o fóton seja absorvido após percorrer uma distância entre
x e x+ dx de seu ponto de emissão, tal que

⟨x⟩ = −
∫ ∞

0

x
∂T

∂x
dx. (3.16)

63



Pode-se mostrar facilmente que esta conclusão vale para uma distribuição es-
pectral arbitrária Θ(ν) que está relacionado ao coe�ciente de absorção K(ν) =
cΘ(ν) do meio, onde c é uma constante. Assim de 3.16 e 3.12, temos

⟨x⟩ = −
∫ ∫ ∞

0

xΘ(ν)
∂(e−xcΘ(ν))

∂x
dνdx =

∫
dν

c
, (3.17)

a qual diverge.
A contribuição de Holstein, reside numa equação que explica o transporte ra-

diativo de excitação, chamada equação de Biberman-Holtein[118, 119, 128], nas
linhas espectrais de átomos e íons em gases e plasmas, onde descreve a evolução
espaço-temporal da densidade de átomos / íons excitados f(r, t). Esta equação é
derivada de um sistema de equações para densidade espaciais de átomos excitados,
f(r, t) e intensidade espectral da radiação de ressonância.

Este sistema é reduzido a uma única equação para f(r, t), que acaba por ser
uma equação integro-diferencial que não pode ser reduzido a uma equação dife-
rencial do tipo de difusão:

∂f(r, t)
∂t

=
1

τ

∫
V

G(|r− r
′|)f(r′ , t)dV ′ − (

1

τ
+ σ)f(r, t) + q(r, t), (3.18)

onde x = |r − r
′|, τ é o tempo de vida do estado atômico excitado; σ é a taxa

de extinção da excitação por colisão; q(r, t) é a fonte de átomos excitados. O
kernel G(|r − r

′|) está relacionado a emissão de fótons em r
′
e absorção em r e

é determinado pela forma da linha espectral de emissão (normalizada) Θ(ν) e o
coe�ciente de absorção K(ν) (para a teoria de formas das linhas espectrais, veja
[129, 130].

3.3 Superdifusão com Redistribuição de Frequên-
cia

O vapor atômico, em condições em que ocorre uma RCF dos fótons é caracterizado
por uma superdifusão do tipo voos de Lévy. Contudo, a con�guração em que ocorre
RCF não é atingida instantaneamente, sendo necessários o mínimo de alguns ciclos
de absorção e emissão espontânea para ocorrer uma RCF. A forma em que ocorre
RPF e RCF, tem sido estudado teoricamente em [64, 63].

Para de�nir o per�l espectral de um vapor atômico, devemos considerar os três
principais mecanismos alargadores de linha, natural, Doppler e colisional. Assim,
sempre que pretendemos fazer medidas do per�l observado, é necessário considerar
a convolução da forma intrínseca lorentziana com o per�l Doppler, devido às trans-
formações entre o referencial do átomo em repouso e o referencial do laboratório.
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Na ausência de colisões entre os átomos, as frequências de absorção e de emissão
coincidem no referencial do átomo em repouso. Nesse caso, a colisão átomo-fóton
é elástica e temos a existência de coerência completa entre a frequência absorvida
e emitida. A diferença entre a frequência absorvida e a emitida, no referencial do
laboratório, será provocada pela alteração da direção de emissão, que é aleatória.
Por sua vez, independentemente do referencial adotado, quando essa coerência
entre a frequência absorvida e emitida é completamente perdida, temos uma RCF.

Nesse contexto, uma vez que o per�l espectral de emissão do vapor atômico
considerado nesse trabalho é caracterizado por uma RCF, por meio dos cenários
de redistribuição de frequência, vamos apresentar em que condições podemos ter
RCF. Esses cenários estão associados à frequência e a direção dos fótons emitidos.

Esses cenários são diferenciados, a princípio, pelo per�l de emissão intrínseco
das espécies excitadas, atendendo apenas à alteração da frequência de emissão
relativamente à de absorção, no referencial do átomo em repouso. A seguir, é
necessário operar as transformações necessárias para transpor as funções de redis-
tribuição do referencial atômico para o referencial do laboratório. Assim, temos
que recorrer à distribuição de velocidade dos átomos, o que causa um desvio Dop-
pler, no referencial do laboratório, entre as frequências de absorção e emissão.
Assim, surge uma redistribuição da frequência, adicionalmente à já existente no
referencial atômico.

Os cenários para a redistribuição de frequência são de três tipos, RI , RII e
RIII .

3.3.1 Cenários RI e RII

Os cenários para a redistribuição de frequência RI , RII e RIII são de�nidos por
terem uma RPF. Entretanto, para cada um desses cenários, depois de alguns ciclos
de reabsorção e reemissão espontânea, temos uma RCF.

O cenário do tipo RI é caracterizado por apresentar um per�l Doppler puro,
que acontece quando a transição eletrônica se dá entre dois níveis in�nitamente es-
treitos, onde ambos os níveis energéticos são estáveis e não têm tendência a decair,
apresentado portanto tempos de vida média in�nitos. Assim, não há alargamento
natural dos níveis. Além disso, não existe alargamento colisional. É uma conjec-
tura puramente teórica, mas útil porque permite isolar o efeito do alargamento de
Doppler puro.

O cenário do tipo RII é caracterizado, essencialmente, pela combinação de
alargamento natural e Doppler. Nesse tipo de cenário, no referencial atômico, o
espalhamento é elástico, ou seja, a frequência emitida é igual a frequência absor-
vida. Além disso, a função é determinada por dois regimes distintos; próximo do
centro da linha δ = 0 e distante do centro da linha, quando δ > δlim = 1.7ΓD [64].
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Por exemplo, quando a excitação ocorre próximo do centro da linha, no re-
ferencial do átomo, a absorção e a emissão acontecem para δA = 0. Contudo,
no referencial do laboratório a emissão é redistribuida por efeito Doppler, o que
resulta numa emissão no referencial do laboratório com largura Doppler em torno
de δ = 0.

Essa característica essencial do cenário do tipo RII é observada para dessinto-
nizações δ < δlim = 1.7ΓD, onde o átomo tem uma componente de velocidade bem
de�nida paralela ao fóton de entrada, assim como uma distribuição da componente
de velocidade normal ao fóton de entrada centrada em zero [64], e a consequência
disso é re�etida numa rápida RCF com per�l de emissão Doppler.

Entretanto, quando a excitação ocorre longe da ressonância, para δ > δlim (nas
asas lorentzianas), a absorção no referencial atômico ocorre perto da frequência
incidente δA ∼ δ, pois não encontramos no vapor um átomo com velocidade alta
o su�ciente para trazer a frequência para δA = 0. Portanto, a emissão ocorre fora
da ressonância no referencial atômico, e no referencial do laboratório a frequência
é alargada por efeito Doppler, porém continua em torno de δ.

Portanto, o cenário RII é caracterizado por um per�l da absorção Voigt, onde o
mecanismo de alargamento da linha espectral no referencial do átomo em repouso
é apenas o alargamento natural. Contudo, no referencial do laboratório, a emissão
é caracterizada por um per�l Doppler em torno de δ = 0 para δ ≤ δlim e, com
alargamento de Doppler em torno da frequência incidente para δ > δlim.

Em relação a distibuição do tamanho dos passos, uma função do tipo RII

representa o comportamento superdifusivo apenas na região, em torno de δ = 0,
onde o espectro de emissão é Doppler, resultando em voo de Lévy com α = 1.0
[148].

Isso acontece porque a emissão nas asas lorentzianas não é bem de�nida. Pois
nessa região, no referencial do átomo, a absorção ocorre perto da frequência in-
cidente δA ∼ δ e é emitida nas mesmas condições (fora da ressonância), existe
uma correlação entre a frequência do fóton absorvido e emitido, com redistribui-
ção com alargamento Doppler fora da ressonância, em torno de δ, no referencial
do laboratório.

Portanto, uma vez o fóton absorvido distânte do centro da linha, será emitido
apenas nas mesmas circunstâncias, contemplando apenas fótons emitidos fora da
ressonância, o que causa uma espécie de truncagem no tamanho dos passos (que
limita a distribuição do tamanho dos passos) [63]

Assim, nesse tipo de função, a distribuição do tamanho dos passo no limite
assintótico de x → ∞, não representa por completo o caráter superdifusivo dos
fótons num vapor atômico.
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3.3.2 Cenário RIII

O cenário RIII é caracterizado por apresentar uma combinação do alargamento
Natural, Doppler e Colisional. A diferença essencial do cenário do tipo RII com
relação ao cenário do tipo RIII é que, neste último, no referencial do átomo, a
frequência emitida é independente da frequência absorvida (colisão inelástica entre
o fóton e o átomo).

No cenário RIII , os espalhamentos dos fótons se tornam inelásticos devido
presença frequente de colisões entre os átomos, que faz com que a frequência de
emissão no referencial do átomo seja distribuida numa lorentziana com FWHM =
Γ/(2π) = (ΓN + ΓC)/(2π). Nesse tipo de função há uma RCF com per�l Lorentz
no referencial do átomo, que no referencial do laboratório sofre alargamento por
efeito Doppler e forma um per�l de emissão Voigt.

Para um único espalhamento o per�l de emissão não é Voigt, pois carrega uma
informação da velocidade do átomo que absorveu o fóton (RPF), mas após alguns
espalhamentos ocorre RCF. O número de espalhamentos necessários para a RCF
depende do parâmentro de Voigt a. Para a = Γ/ΓD > 1, um espalhamento é
su�ciente para que ocorra RCF [41].

A RCF ocorre porque colisões afetam os átomos excitados, de modo que haja
a quebra abrupta da fase de oscilação dos elétrons e, concomitantemente, perda
de correlação entre as frequências dos fótons absorvidos e emitidos. Devido as
colisões a RCF é atingida rapidamente, e o per�l de redistribuição das frequências
é totalmente independente da frequência de absorção. Portanto, um fóton absor-
vido numa determina frequência pode ser emitido numa variedade de frequências,
inclusive na mesma frequência que foi absorvido.

Assim, nesse tipo de função, as asas lorentzianas estão acessíveis na emissão,
ou seja, o per�l de emissão é Voigt com emissão em torno de δ = 0. De um modo
geral, para baixas densidades predomina o cenário RII , e para altas densidades
o cenário RIII . A passagem do cenário RII para RIII não é bem de�nida, mas
podemos, arbitrariamente, considerar que ocorre quando ΓC ≈ ΓN .

Em relação a distribuição do tamanho dos passos, temos um per�l de emissão do
tipo Voigt no referencial do laboratório, que abrange uma distribuição dos passos
para todo tamanho de passo possível. Essa distribuição tem um comportamento
de caráter dualista, ou seja, em torno de δ = 0, temos uma distibuição dos passos
com per�l Doppler, e para frequências em grande dessintonização δ > δlim, uma
distribuição dos passos dado com per�l Lorentz.

A relação entre o valor da frequência de absorção e a distância x do tamanho
do passo não é fechada. Contudo, a transição de regime de Doppler para Lorentz,
manifesta-se através do parâmetro de Voigt a, onde quanto maior for o valor de a,
mais rápido ocorre a transição do regime Doppler para o regime Lorentz.

Neste sentido, no cenário RIII , o caráter superdifusivo do aprisionamento ra-
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diativo manifesta-se claramente e com o comportamento assintótico dos passos
(x→ ∞) dado pelo per�l Lorentz.

3.4 Resultados Teóricos das Formas Espectrais

Uma vez apresentado os cenários de redistribuição de frequência, nesta seção,
vamos apresentar os resultados teóricos que mostram que o aprisionamento de
radiação é caracterizado por uma superdifusão do tipo voos de Lévy.

Isso foi foi mostrado em [36], onde de acordo com Pereira at al, a distribuição
assintótica do tamanho do passo é agora dada em função da opacidade do vapor
atômico r. Essa grandeza adimensional é de�nida em [63, 36] como uma função
do tamanho dos passos x (Eq. 2.65). De acordo com essa de�nição, a opacidade
do vapor é proporcional ao tamanho dos passos.

Para a distribuição do tamanho dos passos no vapor atômico, o tamanho dos
passos está associado à região espectral do vapor acessível para a emissão, onde o
tamanho do passo é maior quanto maior for a dessintonização.

Em Pereira at al, a distribuição assintótica do tamanho dos passos foi calculada
considerando o vapor atômico in�nito, onde segundo a Eq. 2.65, o limite assintótico
quando x→ ∞ corresponde a r → ∞. Assim, essa distribuição, assintoticamente,
é dada segundo a lei de potência na Eq. 2.37, e permite determinar a distribuição
do tamanho dos passos para os per�s de absorção Doppler, Lorentz e Voigt, assim
como determinar transição de regime Doppler para Lorentz para fótons difundindo
em vapor com per�l espectral de absorção Voigt.

Considerando o regime de RCF, vamos apresentar os resultados para o compor-
tamento assintótico da distribuição do tamanho dos passos para os per�s Doppler,
Lorentz e Voigt. As formas espectrais associadas com interações átomo-radiação
ressonante são dadas por

K(ν) = NΣ0Φ(ν), (3.19)

onde N é a densidade atômica, Σ0 é secção de choque para o átomo em repouso
no centro da linha e Φ(ν) é a forma espectral normalizada, especí�ca do regime de
interação átomo-luz. Σ0 =

λ2

(2π)(g1/g2)
, onde λ é o comprimento de onda e (g1/g2) é

a razão dos fatores de degenerecência [47].
De acordo com [36], a distribuição de probabilidade do tamanho do passo no

regime assintótico quando x → ∞ é, genericamente, dada por meio da opacidade
do vapor atômico r e decai como uma lei de potência, tal que

lim
r→∞

P (r) ∼ 1

r1+α
, (3.20)
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onde r é a opacidade ou densidade ótica do vapor atômico no centro da linha e
0 < α < 2, de�nindo uma ampla distribuição.

De acordo com [36], o valor especí�co de α para as distribuições espectrais
é obtido através da distribuição de tamanho do passo. Assim, devido a RCF, a
distribuição de frequência dos fótons emitidos é dada pelo espectro de emissão, tal
que, Θ(ν) = cK(ν).

Dessa maneira, a distribuição do tamanho do passo para uma única frequência
ν é dado pela lei de Beer-Lambert, que em termos de opacidade do meio �ca

pν(r) = cΦ(ν)e−Φ(ν)r. (3.21)

onde a opacidade ótica r do vapor é adimensional.
Portanto, considerando o aprisionamento de radiação como um voo aleatório

no vapor atômico, a distribuição do tamanho dos passos depende das formas es-
pectrais. Assim, no regime de RCF, a distribuição do tamanho do passo leva
em consideração a probabilidade de absorção para todas as frequências emitidas
possíveis, que em termos de opacidade �ca

P (r) =

∫ +∞

−∞
cΦ2(ν)e−Φ(ν)rdν. (3.22)

O valor especí�co do coe�ciente α para uma dada distribuição espectral, pode
ser obtido em [36] escrevendo

P (r) = −d
2J(r)

dr2
(3.23)

onde

J(r) =

∫ ∞

−∞
(1− exp(−Φ(x)r)dx (3.24)

é uma função que simpli�ca a resolução da integral relacionada a P (r).

3.4.1 Forma de Linha de Doppler

Para os átomos num vapor atômico ressonante, a forma da linha Doppler, obtida
da distribuição de velocidade de Maxwell-Boltzmann é dada segundo a Eq. 1.59.
Considerando que ω = 2πν temos

ΦD(ν) =
ΓNλ

4
√
πu

exp(−ν2) (3.25)

com a frequência reduzida ν = δ
ku
, onde k é o número de onda, u =

√
2kBT/m

é a velocidade mais provável dos átomos de massa m em temperatura T e kB é
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a constante de Boltzmann. A largura total a meia altura (FWHM) de ΦD(ν) é
ΓD/2π = 2u/λ

√
ln(2).

Para um per�l espectral, a existência dos voos de Lévy dos fótons está relacio-
nada à RCF. Isso acontece porque a RCF leva em consideração a emissão nas asas
do per�l de absorção. Embora a absorção nas asas da distribuição espectral seja
pouco provável, quando ela acontece está relacionada a um longo passo dentro do
vapor atômico.

Em virtude disso, podemos relacionar o comportamento assintótico dos per�s
espectrais ao comportamento assintótico da distribuição de tamanhos dos passos.
Para um per�l Doppler, de acordo com [36], as aproximações assintóticas da dis-
tribuição do tamanho dos passos é dadas pela Eq. 3.20, e nos fornece

α = 1 +
1

2

ln(ln(r))

ln(r)
. (3.26)

onde a distribuição do tamanho dos passos para o per�l de absorção Doppler tem
parâmetro de Lévy α > 1, devido sua dependência com a opacidade. Isto é impor-
tante pois a situação Doppler tem tamanho médio dos passos �nito. Entretanto,
para r → ∞, temos α = 1, e a distribuição do tamanho dos passos é dada por

PD(r) ∼
1

r2(
√
ln(r))

∼ 1

r2
, (3.27)

3.4.2 Forma de Linha de Lorentz

A forma homogênea da linha Lorentz re�ete sistemas com alargamento homogêneo,
devido, por exemplo, o decaimento radiativo espontâneo (alargamento natural)
ou colisões (alargamento colisional). Portanto, o per�l Lorentz, na presença de
alargamento colisional, como ilustra a parte imaginária susceptibilidade (Fig. 1.2
inferior) é dado por

ΦN(ν) =
Γ2/4

4π2δ2 + Γ2/4
, (3.28)

onde δ = ν−ν0 é a dessintonização dos fótons em relação a frequência de transição
ν0 e Γ

2π
= ΓN

2π
+ ΓC

2π
é a FWHM da forma de linha Lorentz.

O per�l de absorção Lorentz está geralmente associado a uma distribuição do
tamanho do passo P (r), que abrange os longos passos dados pelos fótons (voos de
Lévy) emitidos em grande dessintonia, em virtude da presença das longas caudas
da distribuição.

Para a distribuição lorentziana, de acordo com [36], as aproximações assintó-
ticas da distribuição do tamanho dos passos quando r → ∞ são dadas pela Eq.
3.20, tal que
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PN(r) ∼
1

r3/2
. (3.29)

A relacão da Eq. 3.29 com a equação 3.20 nos fornece 1 + α = 3/2 =⇒ α =
0.5. Dessa forma, o aprisionamento de radiação em um vapor com per�l Lorentz
pode ser descrito pelo parâmetro α, tal que α = 0.5 com todos os momentos da
distribuição do tamanho passo in�nitos.

O comportamento superdifusivo (Voos de Lévy) para a forma espectral de
Lorentz (α = 0.5) é mais surpreendente do que para a forma espectral Doppler
(α = 1.0), porque as asas da distribuição lorentziana diminuem mais lentamente
do que as asas da distruibuição Doppler.

Dessa maneira, a probabilidade que um fóton seja reemitido com uma grande
dessintonia e, portanto, viajar uma distância muito longa antes de ser absorvido,
é maior na distribuição Lorentzian do que na distribuição Doppler.

3.4.3 Forma de Linha de Voigt

A distribuição espectral Voigt é uma convolução das linhas espectrais Doppler
e Lorentz [149] e será o caso de estudo considerado nesse trabalho. Assim, as
distribuições Doppler e Lorentz, anteriormente analisadas, demonstram uma ca-
racterística importante das distribuições de Voigt.

Quando se atende ao comportamento das funções para o centro de linha δ = 0
ou para tamanho dos passos pequenos (baixa opacidade), veri�ca-se que se ma-
nifesta claramente um comportamento do tipo de Doppler. Por outro lado, para
frequências nas asas da distribuição ou para tamanhos de passos maiores (altas
opacidades), o comportamento apresentado é equivalente ao das distribuições de
Lorentz.

Como vimos, a forma da distribuição espectral Voigt é dada pela Eq. 1.62.
Essa distribuição caracteriza a interação átomo-Luz de átomos submetidos a pro-
cessos homogêneos de decaimento lorentziano (emissão espontânea, colisões, ...)
e se movendo de acordo com velocidade seguindo uma distribuição de Maxwell-
Boltzmann.

Também calculado por Pereira et al [36], a distribuição tamanho dos passos é
resultado de um per�l Voigt que abrange os voos de Lévy do fóton independenti-
mente do parâmetro de Voigt a.

Esta característica é veri�cada na topologia das trajetórias dos fótons, como
demonstrado por [36]. As trajetórias descritas pelos fótons onde o meio apresenta
distribuição espectral Voigt são regidas por comportamentos diferentes, conforme
a escala.

Para distâncias pequenas (baixa opacidade), predomina uma distribuição do
tipo Doppler, onde a trajetória é constituída por inúmeros passos, mas de reduzida
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dimensão. Para uma escala maior (maior opacidade), prevalecem os grandes passos
(voos de Lévy), apesar de serem em número muito reduzido, dando origem a uma
trajetória superdifusiva com α = 0.5 característico do per�l Lorentz.

Assim, a topologia das trajectórias de fótons em meios com per�s espectrais
de Voigt é de dois tipos: a uma escala pequena é do tipo Doppler, enquanto que
a escalas superiores é o tipo lorentziano que predomina.

Portanto, as distribuições com os per�s espectrais de Voigt, assintoticamente
quando r → ∞, coincidente com a distribuição de Lorentz, com parâmetro α = 0.5
para qualquer valor de seu parâmetro a de Voigt.

3.5 Resultados Experimentais das Formas Espec-
trais

O parâmetro α foi calculado teoricamente para todos os per�s espectrais apre-
sentados; Doppler, Lorentz e Voigt [36]. Entretanto, a con�rmação experimental
foi obtida apenas para os per�s Doppler [44] e Lorentz [41]. Para o per�l Voigt,
essa con�rmação experimental ainda não foi obtida, e é um dos propositos desse
trabalho.

Nessa secção, vamos apresentar a con�rmação experimental dos resultados teó-
ricos obtidos em [36], para os valores de α do per�s espectrais Doppler e Lorentz,
assim como o que esperamos medir experimentalmente para o per�l Voigt, levando
em conta os resultados experimentais já medidos para os per�s Doppler e Lorentz.

3.5.1 Valor Experimental de α para o Per�l Doppler

O parâmetro α de Lévy foi medido experimentalmente para o per�l Doppler em
[44], levando em consideração que possui uma distribuição do tamanho do passo
P (x), que assintoticamente quando x→ ∞ é dada por uma lei de potência do tipo
|x|µ, com µ = 1 + α e os momentos da distribuição dados pela Eq. 3.9.

Os resultados experimentais foram obtidos a partir de uma medida direta da
distribuição do tamanho do passo P (x), ou seja, no regime de um único espalha-
mento, onde um arranjo geométrico especí�co foi usado para isolar um único passo
na sequência de espalhamento múltiplo.

Os espectros de emissão e absorção foram considerados puramente Doppler
(negligenciando a linha de absorção natural) [44], então a distribuição do tamanho
do passo único, assintoticamente, �ca

P (x) ∼ 1

x2
√

ln(x/l0)
(3.30)
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onde l−1
0 = NΣ0, sendo N a densidade do vapor atômico e Σ0 a secção de choque

no centro da linha.

Na Fig. 3.3 é mostrado o arranjo especí�co utilizado para medir a distribuição
de um único passo [44]. Nesse arranjo, a transmissão difusa de vapor de Rb
oriunda da primeira célula é selecionada na direção do eixo longitudinal da célula
que contém o vapor e, posteriormente, coletada numa segunda célula cilíndrica.

Figura 3.3: Um feixe de laser é incidente na célula fonte com vapor de Rb. A luz
espalhada se propaga numa direção ortogonal e é selecionada com dois diafragmas,
iluminando uma segunda célula de observação. A luz espalhada nesta segunda
célula é coletada em uma câmera CCD resfriada. Este sinal de �uorescência é
proporcional à função de distribuição de um único passo. Figura fonte [44].
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A segunda célula tem o comprimento muito maior que o raio e a densidade é
su�cientemente baixa para que ocorra apenas um espalhamento, ou seja, o fóton
absorvido quando emitido sai da célula e é transversalmente detectada por uma
câmera CCD (câmera de carga acoplada).

Assim, é medido a probabilidade de um fóton ser espalhado após uma distância
x ao longo do eixo transversal da célula, isto é, os fótons sofrem um decaimento
visto pela intensidade emitida pela célula, onde a intensidade em função da dis-
tância x fornece diretamente a distribuição do tamanho do passo P (x).

Assim, sendo o expoente µ = α + 1, a distribuição do tamanho do passo
único teve como resultado um expoente µ = 2, 41 ± 0, 12. Portanto, num regime
superdifusivo, o parametro α = 1, 41 foi medido experimentalmente para Per�l
Doppler, como mostra a Fig. 3.4

Figura 3.4: Para um feixe de laser monocromático incidente de frequência ω, foi
mostrado que P (x) tem diminuição exponencial, conforme mostrado pela linha
e ajuste verde. Para uma situação com alargamento Doppler, P (x) tem uma
diminuição da lei de potência, bem ajustada por P (x) ∼ 1/|x|α com α = 1, 41 ±
0, 12 (linha tracejada vermelha), característica dos voos da Lévy. Figura fonte [44].

Portanto, este resultado está de acordo com [36], pois embora o regime Doppler
esteja caracterizado uma superdifusão, a situação Doppler tem tamanho médio dos
passos �nitos. Além disso, esse resultado mostra que o regime assintótico não foi
alcançado. Uma situação com medida indireta foi realizada em [40], onde através
do processo de multiplos espalhamentos foi medido distribuição do tamanho do
passo, com α ∼ 1 para um per�l Doppler com superdifusão do tipo voos de Lévy.
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3.5.2 Valor Experimental de α para o Per�l Lorentz

O parametro α de Lévy foi medido experimentalmente para per�l Lorentz utili-
zando vapor de Rb com alargamento colisional dado por 50 torr de gás He em
[41]. A presença do alargamento colisional resulta numa distribuição do tamanho
do passo dada pelo cenário RIII e, portanto, capaz de descrever os voos de Lévy
do fóton no vapor atômico.

Nesse experimento, as colisões são muito frequentes, além disso, quando o
alargamento colisional domina o alargamento Doppler, uma RCF ocorre para um
único evento de espalhamento, dado por um per�l de emissão Voigt com grandes
asas Lorentzianas [150].

O experimento que forneceu o resultado da medida do parâmentro α de Lévy
para o per�l Lorentz, consistiu de uma célula em forma de disco de raio R = 5.0
cm e espessura interna L = 6.5 mm, de forma que, foi preenchida com uma mistura
de 85Rb , o isótopo 87Rb e 50 torr de gás He, como mostra a Fig. 3.5. Assim,
como mencionado, a largura colisional ΓC/2π ≈ 1GHz é grande o su�ciente para
que a análise da linha D2 do Rb, com λ = 780nm, seja aproximada por um per�l
de Lorentz.

Para excitar os átomos, um feixe laser de Ti:Sa com 2.0µW potência, foi enviado
perpendicularmente ao centro da célula aquecida à temperaturas que variam de
106◦C a 180◦C.

Figura 3.5: Um feixe laser de Ti:Sa com 2.0µW de potência e ressonante, excita
a célula em forma de disco, cheia com vapor de Rb e 50 torr de gás He. Um
fotodiodo (PD) grava a transmissão coerente e uma câmera CCD coleta a luz
espalhada. Figura fonte [41].

Nesse experimento temos uma medida indireta, pois ao aquecer o vapor os
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fótons sofrem um número muito grande de espalhamentos antes de deixar o va-
por. Nesse regime, a RCF é atingida devido a presença de colisões frequentes
dos átomos, onde a distribuição do tamanho do passo mesmo depois de multiplos
eventos de espalhamento é equivalente à distribuição para um único evento de
espalhamento.

Após a célula, são coletadas a transmissão do feixe laser, que por meio do �t
de curvas teóricas sobre as experimentais nos fornece a opacidade do meio, e a
imagem da transmissão difusa em uma camera CCD para obter o per�l radial da
transmissão, que carrega uma informação sobre a distribuição do tamanho dos
passos dados pelos fótons no vapor atômico.

Assim, o per�l radial da transmissão difusa do vapor T guarda uma informação
do parâmetro α. Segundo [41], o valor de α é determinado por meio de T na saida
da célula, que tem um pequeno ângulo em torno do centro de intensidade máxima
e é dado por

T ∝ R−s (3.31)

onde s = α + 3 e R é a distância radial ao centro da imagem do feixe, que numa
região com R grande (R = 3cm) está relação foi utilizada para determinar os voos
de Lévy do fótons.

Nesse experimento, os fótons são ressonantes com a linha F = 3 ou F = 2, onde
o comprimento da absorção dentro do vapor la = L/r ≪ L, tal que, o primeiro
evento de espalhamento ocorre logo na entrada, próximo da janela da célula.

A Fig. 3.6, mostra os resultados experimentais obtidos por meio do per�l radial
de transmissão difusa em função da opacidade do meio para o per�l de Voigt.

Consolidado com simulações computacionais, os resultados experimentais do
parâmetro α também foram obtidos da derivação da lei de Ohm modi�cada

T ∝ r−α/2 (3.32)

Como resultado, foi extraído um parâmetro α = 0, 5 em um regime de espa-
lhamento múltiplo do per�l radial da transmissão e da violação da lei de Ohm.
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Figura 3.6: Transmissão difusa Tdiff em função da opacidade. Os dados em azul
são resultados experimentais da transmissão difusa; os dados em vermelho tra-
cejado são ajustes teóricos da Eq. 3.32; os pontos em azul correspondem a um
expoente de Lévy α = 0, 5 e os pontos pretos a um expoente 1.0 correspondende
ao caso Doppler. Figura fonte [41].

3.5.3 Efeito de Truncagem no Voo de Lévy de Fótons

A superdifusão dos fótons no vapor atômico ressonante caracterizada pelos voos
de Lévy, é um sistema que, inevitavelmente, pressupõe a existência de um corte no
tamanho dos passos, que está sempre presente devido ao con�namento do vapor
em uma célula óptica.

Dessa forma, dado que os voos de Lévy têm; variância in�nita e forma analítica
conhecida apenas para poucos casos especiais, o paradoxo da variância in�nita
pode ser resolvido introduzindo uma variante dos voos de Lévy, chamada Voo de
Lévy Truncado (VLT), que tem variância �nita [17].

O VLT é um processo aleatório, onde z é a soma das variáveis aleatórias (pas-
sos, por exemplo) dada pela Eq. 2.2. Assim, um VLT é caracterizado por uma
distribuição de probabilidade T (x), de forma que

T (x) =


0, x > l

C1L(x), −l ≤ x ≤ l

0, x < l

(3.33)

onde

L(x) =
1

π

∫ ∞

0

exp(−σkα) cos(kx)dk, (3.34)
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é a distribuição estável de Lévy de índice 0 < α ≤ 2 e fator de escala σ > 0
dada pela Eq. 2.28. C1 é uma constante de normalização e l é o maior tamanho
possível da variável aleatória que, no nosso caso, é o maior tamanho possível do
passo x = l, expresso através da opacidade r do meio (tamanho da amostra).

Dessa forma, em [17], foi investigado a distribuição de probabilidade P (z) do
processo aleatório da Eq. 2.2 quando x é um VLT, isto é, um processo aleatório
com distribuição de probabilidade dada pela Eq. 3.33, com interesse particular na
probabilidade de retorno P (z = 0), o qual foi estudada como uma função de n, l
e α, onde n é o número de passos.

Em [17], o processo aleatório VLT, é caracterizado por uma convergência da
soma dos n independentes VLT para uma distribuição gaussiana. Para pequenos
valores de n, P (z = 0) é uma distribuição de Lévy, e para grandes valores de n,
P (z = 0) converge para uma distribuição gaussiana, ou seja, considerando que
agora a variância da distibuição dos passos é �nita, após um número muito grande
de passos a distribuição converge para uma distribuição gaussiana, com σ0(α, l) o
desvio padrão da distribuição dos VLT [17] dado por

σ0(α, l) = [
2Γ(1 + α) sin(πα/2)

π(2− α)
]1/2l(2−α)/2. (3.35)

Uma importante informação desse trabalho, trata-se da transição entre os dois
regimes, de difusão de Lévy para difusão normal, que é determinada por uma
quebra de derivada, um crossover nc entre os dois regimes, de forma que, para um
determinado valor de l, o número de variáveis n nescessárias para ver o crossover
nc aumenta com o valor de α [17], tal que

nc = Alα (3.36)

onde

A = [
πα

2Γ(1/α)
√

Γ(1 + α) sin(πα/2)/(2− α)
]2α/(α−2) (3.37)

Portanto, como resultado de previsões teóricas e simulações númericas, foi de-
monstrado a existência do controle dos parâmetros α e l para o qual a soma dos
VLT nescessita de um número enorme de variáveis independentes para convergir
para um processo normal. A transição de regime do processo de Lévy para um
processo gaussiano pode requerer um valor notavelmente grande de n, tipicamente
n = 104, em contraste com um processo de difusão normal, que nescessita de valo-
res de n = 10 para convergir para uma distribuição gaussiana. Essa transição de
regime é determinada pelo crossover nc e carrega informações sobre os parâmetros
relevantes do regime subjacente ao processo aleatório, como podemos observar na
Fig. 3.7.
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Como uma distribuição de passos com variância �nita, os VLT obecebem o
TCL, pois o comportamento assintótico distribuição para um número incrivelmente
grande de passos resulta numa distribuição gaussiana. Para n≪ nc, uma violação
do TCL é observada como podemos observar na Fig. 3.7.

Como resultado importante para nosso trabalho, temos que, através da inves-
tigação da probabilidade de retorno P (z = 0) desse processo aleatório de variância
�nita, o estudo dos VLT mostrou um crossover nc entre os regimes de difusão de
Lévy e difusão Normal, o qual mostra uma distribuição de probabilidade seme-
lhante a uma distribuição de Lévy para um longo, mas �nito, número de variáveis
independentes n.

Esse estudo se re�ete em nosso trabalho, uma vez que, o conhecimento de α e
l no sistema físico pode ser útil para caracterizar totalmente os voos de Lévy no
vapor atômico.

Figura 3.7: Similação numerica da probabilidade de retorno P (z = 0), onde z é
a soma dos VLT de parâmetro α = 1.2. Três diferentes valores de comprimento
l = 10, l = 100, l = 1000 são mostrados. O regime para pequenos valores de n
é mostrado como uma linha sólida, enquanto o regime assintótico para grandes
valores de n é mostrado como uma linha pontilhada, um para cada valor de l. Os
valores de desvio padrão dos VLT σ0(α, l), usados para plotar as linhas pontilhadas,
foram calculados numericamente. O crossover nc entre os dois regimes assintóticos
aumenta muito quando l cresce. Para o caso l = 1000, o comportamento muito
perto do previsto para um voo Levy é observado para n = 1000. Figura fonte [17]

79



3.6 Objetivo do Trabalho

Doravante, de posse dos resultados anteriormente vistos, podemos apresentar o
objetivo desse trabalho, assim como o que esperamos como resultado na caracte-
rização dos voos de Lévy dos fótons no vapor atômico.

Em síntese, o aprisionamento de radiação em vapores atómicos pode ser enca-
rado como um processo de difusão da radiação. Contudo, esse processo de difusão
não é uma difusão normal, mas uma superdifusão do tipo voos de Lévy [36].

Na superdifusão, os multiplos processos de reabsorção e reemissão espontânea
são su�cientes para a ocorrência de RCF dos fótons, assim os espectros atômicos
de absorção e emissão do vapor coincidem e são descritos por um per�l de Voigt
(Fig. 3.8), entendido como uma convolução dos per�s Doppler e Lorentz.

Figura 3.8: O per�l de Voigt com parametro de Voigt a > 1 (curva vermelha)
formado pela convolução do per�l Doppler (curva azul) e per�l de Lorentz (curva
preta)
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O per�l Voigt apresenta propriedades de ambas as distribuições e pode ser
do tipo Doppler ou do tipo Lorentz, conforme o valor do parâmetro de Voigt. À
medida que o parâmetro de Voigt aumenta o per�l assume uma forma Lorentziana,
uma vez que a largura natural aumenta, relativamente à de Doppler. Isto veri�ca-
se por observação na Fig. 3.8 onde para um parâmetro de Voigt a > 1 as asas
da distribuição, tipicamente lorentzianas, passam a ter uma importância superior.
Entretanto, quando o parâmetro a diminui, o per�l aproxima-se de uma forma
gaussiana.

Portanto, quando o regime de RCF é atingido, o per�l de absorção do vapor
de�ne a distribuição do tamanho dos passo, que no regime assintótico é dado pela
lei de potência da Eq. 3.20.

A distribuição do tamanho dos passos no regime assintótico foi veri�cada para
o per�l Doppler com α = 1.0 [36], o que corresponde a uma distribuição com
variância in�nita e média �nita. Para o per�l Lorentz foi obtido α = 0.5 [36], o
que corresponde a uma variância e uma média in�nita, evidenciando a presença
de dois regimes na distribuição do tamanho dos passos para um per�l absorção
Voigt.

A partir da Eq. 3.22, podemos entender a distribuição do tamanho dos passos
para per�l espectral Voigt na Fig. 3.8. Para pequenas dessintonizações, em torno
de δ = 0, os fótons emitidos nessa região fazem passos de pequeno tamanho, pois
nessa região o coe�ciente de absorção maior, quando comparado com a região
das asas lorentzianas (δ ≫ 0) que diminui bastante. Em virtude da diminuição
escessiva do coe�ciente de absorção evidenciada pela acentuada diminuição nas
asas do per�l de absorção, os fótons que são emitidos nessa região fazem longos
passos que dominam o transporte.

Assim todo o per�l espectral Voigt é caracterizado pela presença dos voos de
Lévy, que ocorrem em pequeno número comparado ao total de passos, e tem sua
origem relacionada a probabilidade do fóton ser emitido em grande dessintonia,
nas asas do per�l Lorentz. Embora os voos de Lévy ocorram em pequeno número,
eles regem a estatística do sistema e dominam o transporte. O per�l espectral de
absorção Voigt por ser dominado pelas asas lorentzianas possui parâmetro α = 0.5
[36] em concordância com o per�l Lorentz.

O parâmetro α de Lévy foi obtido no regime assintótico da distribuição do
tamanho dos passos em vapores com distribuições espectrais de Doppler, Lorentz
e Voigt, considerando os meios como in�nitos. Entretanto, na prática, não temos
meios in�nitos. Por exemplo, nossa amostra de vapor atômico é �nita e de compri-
mento L = 3.0 cm. A consequência disso traz consigo uma truncagem no tamanho
do passo denominada VLT previsto em [17].

Assim, o tamanho máximo do passo no vapor atômico corresponde ao tama-
nho da amostra e, portanto, a variância do tamanho dos passos, diferentemente
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do apresentado para um sistema in�nito, é �nita, devido ao limite de integração
imposto pelo tamanho da amostra na de�nição da variância do passo. Portanto,
para todo sistema real um voo de Lévy converge para uma difusão normal. Con-
tudo essa covergência é lenta e necessita de um número enorme de passos, que é
proporcional ao tempo de vida do estado excitado [17].

Dessa maneira, um VLT é uma truncagem no tamanho da amostra, o que
modi�ca as características do transporte. Para entendermos o efeito de truncagem
dos voos de Lévy dos fótons em vapor atômico, cálculos numéricos da distribuição
do tamanho dos passos foram implementadas para auxiliar na interpretação dos
resultados.

Figura 3.9: (a) Distribuição de probabilidade de tamanho do passo P (r) calculada
da Eq. 3.22 para per�s de absorção Voigt com os parâmetros a = 10−2 (linha azul)
e a = 10−1 (linha vermelha). O P (r) também é mostrado para per�s de absorção
Doppler e Lorentz como linhas tracejadas. (b) Cálculo da d log10[P (r)]

d log10(r)
para P (r)

para per�s de absorção Voigt com os parâmetros a = 10−2 (linha azul) e a = 10−1

(linha vermelha). Figura fonte [148].

A Fig. 3.9 mostra as previsões teóricas da distribuição do tamanho dos passos
em função da opacidade dada pela Eq. 3.22, onde a opacidade do vapor é obtida
a partir da Eq. 2.65. Isso foi feito para dois per�s espectrais de absorção Voigt
dados pela equação Eq. 1.62, com parâmetros de Voigt a = 10−2 e a = 10−1 (curva
azul) e (curva vermelha), respectivamente.
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Na Fig. 3.9 (a), observamos para os dois per�s Voigt que abaixo 101 de opa-
cidade (baixas opacidades), P (r) se aproximaria do resultado esperado para um
per�l Doppler. Entretanto, acima de 104 de opacidade (altas opacidades), P (r),
para os dois per�s Voigt, se aproxima dos resultados esperados para per�l Lorentz.
Além disso, a transição do regime Doppler para o regime Lorentz acontece mais
rápido quanto maior for o parâmetro de Voigt. Para o per�l Voigt com a = 10−1

essa transição acontece em torno de 102 de opacidade, e para o per�l Voigt com
a = 10−2 essa transição acontece em torno de 103. Por sua vez, a Fig. 3.9 (b)
mostra a evolução do parâmetro α de Lévy em função da opacidade, onde o valor
de α cresce igualmente para os dois per�s Voigt até atingir um máximo em torno
de 101 de opacidade. Seguidamente, o valor do parâmetro α diminui para os dois
per�s Voigt, diminuindo mais rápido para o per�l Voigt com parâmetro a = 10−1

do que para o per�l Voigt com parâmetro a = 10−2, o qual é caracterizado por
um platô. Depois, para ambos os per�s Voigt acontece um mínimo do valor de α,
seguido da convergência para α = 0.5 acima de 104 de opacidade.

Assim, considerando sistemas �nitos, embora um vapor atômico seja caracte-
rizado pelo per�l Voigt, as informações sobre a superdifusão dos fótons são dadas
pelo parâmetro α de Lévy, o qual depende do tamanho do sistema.

Por exemplo, na Fig. 3.10, temos um esboço teórico do tamanho médio do passo
(Eq. 3.6) em função da dessintonização do fóton emitido, o qual é comparado com
o tamanho da célula L = 3.0 cm para baixas e altas densidades do vapor atômico.

Para o regime de baixas densidades do vapor atômico (curva azul), as asas
lorentzianas não estão acessíveis para a emissão e, portanto, predomina o núcleo
Doppler, onde somente fótons emitidos em torno de δ = 0 participam da caminhada
aleatória (são espalhados pelo vapor).

Entretanto, para altas densidades do vapor atômico (curva vermelha), as asas
lorentzianas estão acessíveis para a emissão e, portanto, a distribuição do tamanho
dos passos abrange toda a célula de comprimento L = 3.0 cm, onde os fótons
emitidos com grande dessintonização, nas asas do per�l Lorentz, são espalhados
no vapor e dominam o transporte, evidenciando uma correlação entre o tamanho
da amostra, a região espectral do fóton emitido e o parâmetro α.
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Figura 3.10: Comprimento médio de absorção para um fóton emitido com dessin-
tonia δ para um per�l de Voigt, com parametro de Voigt a variando de 10−2 (curva
azul) para a = 10−1 (curva vermelha). O comprimento da célula é representado
pela linha preta pontilhada em L = 3× 10−2m

Assim, para baixas opacidades (densidades) do vapor, quando comparamos
a distribuição do tamanho dos passos com a magnitude do sistema (célula de
comprimento L), a distribuição do tamanho dos passos é caracterizada pelo núcleo
Doppler, pois nessa região somente os fótons emitidos em torno do centro da linha
participam da caminhada aleatória, uma vez que os fótons emitidos em grande
dessintonização, nas asas do per�l Lorentz, dão um passo maior que o tamanho do
sistema e, portanto, não participam da caminhada aleatória.

Essa situação é evidenciada nas medidas em [44], onde devido as baixas densi-
dades do vapor a distribuição do tamanho do passo foi medida experimentalmente
para um per�l de absorção Doppler com α = 1, 41, um resultado esperado, conside-
rando o fato desse sistema ser caracterizado por um per�l Voigt e o meio ter baixa
opacidade, de modo que, somente os fótons emitidos na região Doppler participam
da caminhada aleatória.

Para altas opacidades (densidades), os fótons emitidos nas asas lorentzianas
agora participam da caminhada aleatória, pois realizam passos da mesma magni-
tude do tamanho do sistema (célula de comprimento L), e são reabsorvidos pelo
vapor, como podemos observar na Fig. 3.10, onde a distribuição do tamanho dos
passos no vapor atômico, quando comparada com tamanho da célula, abrange os

84



passos dados pelos fótons emitidos em grande dessintonização, nas asas lorentzia-
nas.

Dessa forma, para altas densidades, os fótons emitidos em grande dessinto-
nização são reabsorvidos e fazem uma caminhada aleatória com distribuição do
tamanho do passo dada pelo per�l Lorentz e, portanto, uma distribuição do tama-
nho do passo para per�l de per�l Voigt com α = 0.5 como previsto por [36].

Portanto o parâmetro α depende da opacidade (tamanho da amostra), uma vez
que o tamanho �nito de amostras reais introduz um corte nos longos saltos dados
pelos fótons [17], o que resulta num parâmetro α que dependente do tamanho
do sistema [37, 14]. Assim, nesse trabalho, de posse das informações obtidas na
caracterização dos fótons no vapor atômico, esperamos medir o parâmetro α para
o per�l Voigt, assim como a variação do parâmetro α em função do tamanho do
sistema e, portanto, entender o efeito de truncagem no espalhamento dos fótons
no vapor atômico.

Em outras palavras, como o per�l Voigt é a convolução do per�l Doppler e
Lorentz, para o per�l Voigt, esperamos obter dois valores de α diferentes; um valor
com α ≥ 1 que está relacionado ao regime Doppler, e outro valor com α ≈ 0.5
que está relacionado ao regime lorentziano, onde o valor de α vai depender da
opacidade do meio.
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Capítulo 4

Arranjo Experimental

Nesse capítulo, vamos descrever o arranjo experimental desenvolvido para o estudo
da superdifusão dos fótons num vapor atômico com per�l de absorção Voigt. A
Fig. 4.1 representa o arranjo experimental que será descrito doravante.

Figura 4.1: Montagem experimental desenvolvida para medidas da transmissão
difusa da luz, após a excitação do vapor atômico de césio pelo laser com frequência
correspondente a transição da linha D2 (6S1/2(F = 4) → 6P3/2(F

′ = 3, 4, 5) do
133Cs )

Nosso arranjo experimental consiste, basicamente, numa célula com vapor atô-
mico de césio aquecido, onde um feixe laser de baixa potência ( ∼ 30µW e 1.25 mm
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de diâmetro) e comprimento de onda λ = 852.34 nm, correspondente a transição
da linha D2 do césio, passa pela amostra (vapor atômico de 133Cs). Ao cruzar o
vapor atômico, o feixe laser, quando ressonante com a transição da linha D2, do
césio é atenuado, e ao deixar o vapor é coletado pelo detector D1.

Por sua vez, os fótons absorvidos da radiação (laser) realizam uma caminhada
aleatória no vapor atômico, por meio de sucessivos eventos de reabsorção e reemis-
são espontânea (aprisionamento de radiação) até atingirem os limites da célula e
deixarem o vapor.

A luz difusa (transmissão difusa) gerada pelos fótons que deixam o vapor passa
por uma lente com distância focal de 5.0 cm e é coletada pelo detector D2, o qual
faz um ângulo Θ = 15◦ em relação a transmissão do feixe laser. Esse ângulo
relativamente grande é usado para minimizar a detecção da transmissão de luz
coerente dispersa. Ângulos maiores foram testados com os mesmos resultados.

Assim, relacionando a lei de Beer-Lambert com a transmissão do feixe laser,
medimos a densidade atômica da amostra N e, consequentimente a opacidade r, o
qual foi obtida em função de N segundo a Eq. 2.67. A célula que contém o vapor
tem comprimento L = 3.0 cm. Como o tamanho da amostra é �xo, variamos e
opacidade em função da densidade atômica.

Para determinar o parâmetro α de Lévy, medimos a transmissão difusa da luz
T (r) em função da opacidade da amostra r. A relação entre a transmissão difusa
da luz e a opacidade é dada por meio da lei de Ohm modi�cada segundo a Eq. 2.66
[41, 107, 40], a qual permite medir o valor de α, experimentalmente, através dos
dados obtidos para T (r) e r. Portanto, neste capítulo, farei uma breve explicação
dos principais componentes e de como os dados são obtidos.

4.1 Estrutura atômica do Césio

O césio utilizado em nosso experimento, o isótopo 133Cs, é um metal alcalino, lí-
quido em temperatura ambiente, além de muito reativo com a água. Esse átomo de
césio possui número atômico Z = 55 e, portanto, segundo a ditribuição eletrônica
dada pela regra de Pauli, contém apenas 1 elétron na camada de valência.

1s22s22p63s23p64s23d104p65s23d104p65s24d105p66s1 (4.1)

Assim, com apenas 1 elétron na camada de valência, no nível 6s, o elétron,
nesse nível, pode ser excitado para subníveis superiores. Classicamente, o elétron
gira em torno do núcleo atômico com momento angular L⃗. Entretanto, devemos
também considerar os momentos angulares de spin do elétron S⃗ e do núcleo I⃗ que
originam, respectivamente, o acoplamento spin-momento angular orbital e spin-
núcleo.
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No acoplamento spin-momento angular orbital, no referencial do elétron, o
núcleo orbita em torno do elétron e produz um campo magnético que interage com
o spin do elétron dando origem a estrutura �na do átomo J⃗ = L⃗ + S⃗, onde o
número quântico correspondente a J⃗ deve estar no intervalo |L−S| ≤ J ≤ L+S.
Por sua vez, no acoplamento spin-núcleo, no referencial do núcleo, o elétron orbita
em torno do núcleo e produz um campo magnético que interage com o spin do
núcleo dando origem a estrutura hiper�na do átomo F⃗ = J⃗ + I⃗.

As propriedades ópticas do Cs estão relacionadas à linha D, a qual corresponde
à transição L = 0 → L = 1. Como a energia de qualquer nível atômico do Cs
é deslocada de acordo com o valor de J⃗ , a linha D possui duas componentes; a
linha D1 referente à trasição (62S1/2 → 62P1/2) e a linha D2 referente à transição
(62S1/2 → 62P3/2).

Para o estado fundamental do Cs, temos L = 0 e S = 1/2, que fornece o mo-
mento angular total J = 1/2. Entretanto, para o primeiro estado excitado, temos
L = 1 e S = 1/2 que nos fornece J = 1/2 ou J = 3/2, resultando em duas linhas
para excitação óptica que de�nem a estrutura �na do césio. A Fig. 4.2 mostra as
linha D1 e D2, com comprimentos de onda 894 nm e 852 nm, respectivamente.

Figura 4.2: Linhas D1 e D2 do césio com a estrutura hiper�na para os níveis
fundamentais e excitados, correspondendo, respectivamente aos comprimentos de
onda 894 nm e 852 nm.

Destas duas componentes, a transição D2 é de muito mais relevância para os
atuais experimentos de óptica quântica e atômica, porque tem uma transição cí-
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clica que é utilizada para esfriar e aprisionar o césio, assim é usada rotineiramente
em experimentos para resfriamento a laser, condensação de Bose-Einstein e apri-
sionameto de radiação.

Dessa forma, por ser um metal alcalino naturalmente abundante e líquido à
temperatura ambiente, vapor do isótopo de 133Cs foi utilizado, em nosso experi-
mento, como meio difusor de fótons para o estudo da superdifusão de fotons em
vapores atômicos.

4.1.1 Linha D2 do Césio

Considerando agora a interação do spin nuclear I com o momento angular total do
elétron J , o acoplamento destes momentos angulares origina um novo deslocamento
dos níveis formando o momento angular total do átomo F = I + J com valores
|J − I| ≤ F ≤ J + I. Essa estrutura energética resultante é menor que a estrutura
�na, pois o núcleo tem massa maior que o elétron. Assim, a estrutura energética
resultante é conhecida como estrutura hiper�na (hfs) e é descrita pelo hamiltoniano
[151],

Hhfs = AI · J+Bhfs
3(I · J)2 + 3/2I · J− I(I + 1)J(J + 1)

2I(2I − 1)J(2J − 1)
, (4.2)

onde o deslocamento dos níveis de energia devido à interação hiper�na pode-se
escrever como

∆Ehfs =
1

2
hAK + hB

3/2K(K + 1)− 2I(I + 1)J(J + 1)

2I(2I − 1)2J(2J − 1)
(4.3)

sendoK = F (F+1)−I(I+1)−J(J+1) e A e B são dois parâmetros experimentais.
O deslocamento energético entre dois níveis adjacentes �ca

∆Ehfs(F )−∆Ehfs(F −1) = hAF +3hBF
F 2 − I(I + 1)− J(J + 1) + 1/2

2I(2I − 1)J(2J − 1)
(4.4)

de modo que F especí�ca o valor mais alto do momento angular total, onde cada um
destes estados dos metais alcalinos ainda é desdobrado em (2I+1)(2J+1) subníveis
Zeeman. A interação da luz com todas as transições existentes entre o estado
fundamental e os subníveis excitados é regida por certas regras de seleção que
devem ser cumpridas, o que limita o número de transições, em princípio possíveis.

Cada nível hiper�no contém 2F + 1 subníveis magnéticos, os quais são dege-
nerados na ausência de interação com campos magnéticos. Entretanto, a presença
de um campo magnético externo B causa um desdobramento em cada nível hiper-
�no quebrando esta degenerescência, onde a interação do átomo com um campo
magnético externo é descrita pelo hamiltoniano HZE = −µ ·B.
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A linha D2 (6S1/2 → 6P3/2) é dada pela transição L = 0 → L = 1, de forma
que, com spin nuclear I = 7/2, o átomo de Cs no estado fundamental tem L = 0
e S = 1/2 que fornece J = 1/2 e F = 3, 4 (nível 6S1/2). Ademais, para o primeiro
estado excitado temos L = 1, logo J = 1/2 e F = 3, 4 (nível 6P1/2) ou J = 3/2 e
F = 2, 3, 4, 5 (nível 6P3/2),

4.2 Componentes do Arranjo Experimental

O arranjo experimental da Fig 4.1 consiste de alguns elementos principais, que se-
rão descritos doravante, tais como: Laser Semicondutor, Isolador Ótico, Lâmina de
Meia-Onda, Cubo Polarizador, Cavidade Fabry-Pérot, Absorção Saturada e célula
com vapor atômico. Dessa forma, cada componente mencionada será discutido
com sua �nalidade voltada para nosso arranjo experimental (Fig 4.1).

4.2.1 Laser Semicondutor

Um laser de semicondutor é um dispositivo constituído por materiais semicondu-
tores, com meio de ganho formado por uma junção do tipo p − n. O bombeio
ótico ocorre quando essa junção é atravessada por uma corrente elétrica, o qual
é responsável pela emissão de luz laser (recombinação direta). Esta corrente elé-
trica possui um limiar de operação IL, onde acima deste valor mínimo de corrente
elétrica ocorre uma ampli�cação e maior produção de radiação por emissão estimu-
lada [153]. Isso pode ser observado na Fig. 4.3 que mostra um limiar de corrente
IL = 45 mA para o laser semicondutor utilizado em nosso experimento.

A estrutura básica de um laser semicondutor é mostrada na Fig. 4.4. A camada
ativa (camada de emissão de luz) entre as camadas revestidas do tipo p e n (dupla
heteroestrutura) é formada em um substrato do tipo n, e a voltagem é aplicada
através de eletrodos na junção p− n.

A luz é gerada pelo �uxo da corrente direta para uma junção p−n. Na operação
de polarização direta, a camada do tipo p (que contém falta de elétrons, ou excesso
de buracos) é conectada ao terminal positivo e a camada do tipo n (que contém
excesso de elétrons) é conectada ao terminal negativo. Ambas as bordas da camada
ativa têm uma superfície semelhante a um espelho. Quando a voltagem direta é
aplicada, os elétrons se combinam com buracos na junção p− n e emitem a luz.

Essa luz emitida ainda não é um laser; pois está con�nada na camada ativa
devido o índice de refração das camadas revestidas ser menor do que o da camada
ativa. Além disso, ambas as extremidades da camada ativa atuam como um espe-
lho re�etor, fazendo a luz alternar entre as extremidades altamente re�exivas da
camada ativa. Em seguida, quando a corrente atinge seu limiar, a luz é ampli�cada
pelo processo de emissão estimulada e a oscilação do laser é gerada [154]. Assim,
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Figura 4.3: Representação grá�ca do limiar de corrente do laser IL. Para o laser
utilizado em no arranjo experimental IL = 45 mA

Figura 4.4: Esquema de uma laser semicondutor em heteroestrutura. Uma cor-
rente I é utilizada como sistema de bombeamanto; p indica que o material possui
buracos como portadores majoritários e n indica que o material possui elétrons
como portadores majoritários

o comprimento de onda central de um laser diodo (LD) depende, principalmente,
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da energia do gap do semicondutor da camada ativa. No entanto, os detalhes dos
espectros do laser são diferentes dependendo dos tipos de LD, pois a energia do
intervalo de bandas depende do material semicondutor da camada ativa.

Nosso feixe laser provém de um diodo laser semicondutor (Fig.4.5), com cavi-
dade externa constituída por grade de difração (Toptica Photonics, DL pro) ope-
rando na con�guração Littrow [155]. Tal diodo laser, estabilizado em temperatura,
tem um comprimento de onda de funcionamento típico de 852, 34 nm, largura de
linha da ordem de 1.0 MHz e uma potência máxima de saída de 75 mW. Ajustes
preliminares do comprimento de onda de emissão do diodo laser próximo a tran-
sição de linha ressonante D2 do Cs foram realizados alterando manualmente o o
ângulo da grade de difração. A variação da frequência do diodo laser é então rea-
lizada aplicando uma rampa de voltagem a um transdutor piezoelétrico que altera
o ângulo da grade de difração e, portanto, o comprimento de onda de emissão.

Figura 4.5: Diodo Laser utilizado como fonte de luz.

O diodo laser comercial Toptica pro tem uma sintonia de frequência livre de
salto de modo em torno de 6.0 GHz facilmente alcançada. O diodo laser é ainda
alimentado por uma fonte de corrente e um sistema com controlador de tempera-
tura. A fonte de corrente fornece uma corrente em torno de 150 mA para emitir
75, 0 mW de potência no comprimento de onda de 852, 34 nm (comprimento de
ressonância da linha D2 do Cs) em modo contínuo. Já o controlador de tempera-
tura estabiliza a temperatura através de um elemento Peltier integrado ao suporte
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comercial do laser, onde uma temperatura 24, 8◦ é utilizada em paralelo à corrente
de 147 mA para manter o laser ressonante com a linha D2 do Cs .

4.2.2 Isolador Ótico

O feixe resultante que se propaga ao sair da cavidade (meio laser) é colimado e,
no intuito de evitar que parte do feixe retorne ao meio de ganho após eventu-
ais re�exões no experimento, passa por um isolador ótico, dispositivo ótico cujo
funcionamento é baseado no efeito Faraday (ver Fig.4.6).

Figura 4.6: Isolador ótico utilizado no arranjo experimental.
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O principal componente do isolador ótico é o elemento Faraday, onde um campo
magnético B⃗ aplicado ao elemento tem direção paralela à direção de propagação da
luz. Isso faz o campo produzir bi-refringência circular, resultando em dois índices
de refração diferentes e, portanto, causando uma rotação no plano de polarização
da luz devido ao efeito Faraday.

No isolador ótico do arranjo experimental (Fig.4.6) tem um polarizador P1 na
entrada e um polarizador P2 na saída, onde o comprimento do material é de forma
que a luz é girada de 45 graus, após entrar na direção P1 do polarizador (�ltro que
transmite a luz com uma determinada polarização) e sai na direção P2 (direção de
transmissão do isolador). Dessa forma, no sentido inverso, para qualquer eventual
luz que retorne na direção do laser, se sua polarização for ortogonal à transmissão
de P2 ela é bloqueada, caso contrário, ela é transmitida e girada de 45 graus na
direção do feixe laser, e barrada por P1 pelo fato da polarização ser perpendicular
a este.

4.2.3 Cavidade Fabry-Pérot

Após o isolador ótico, o feixe foi dividido em dois com o auxílio de um divisor
de feixes. Um dos feixes alimenta o experimento e o outro feixe é direcionado
para duas montagens auxiliares: A Absorção Saturada e a Cavidade Fabry-Pérot,
que são utilizadas para fornecer referências em freqüência do laser em relação às
transições atômicas na linha D2 do Cs.

O Fabry-Pérot tem o objetivo de calibrar em frequência a varredura horizontal
do osciloscópio. Isso permite controlar a dessintonização do laser.

O Fabry-Pérot é um interferômetro ótico que consiste numa cavidade deli-
mitada de dois espelhos esféricos semi-re�etores. Quando a luz atravessa essa
cavidade acontece fenômeno de interferência de feixes múltiplos [156].

Cada vez que a luz encontra uma das superfícies, uma parte é transmitida, e
a parte restante é re�etida de volta. O efeito líquido é quebrar um feixe único
em feixes múltiplos que interferem uns com os outros (Ver Fig 4.7). Depois de
múltiplas re�exões, os feixes transmitidos após os espelhos se somam e originam
um padrão de interferência.

Na Fig. 4.7 dois espelhos parciais estão alinhados paralelamente um ao ou-
tro a uma distância l, formando uma cavidade re�exiva. Quando irradiado por
uma luz monocromática (aqui um laser) de comprimento de onda λ = 852.34 nm
em um ângulo de incidência Θ, múltiplas re�exões ocorrem dentro da cavidade.
Parte da luz é transmitida cada vez que a luz atinge a segunda superfície re�etora.
Todos esses raios de luz transmitidos interferem uns com os outros para dar ori-
gem a um máximo (interferência construtiva) ou mínimo (interferência destrutiva),
dependendo da diferença de caminho ∆ entre eles, dada por
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Figura 4.7: Múltiplas re�exões e transmissões Tm de um feixe de luz entre dois
espelhos. É indicado o campo transmitido e re�etido em cada interface: os feixes
re�etidos são indicados por Rm e os feixes transmitidos são indicados por Tm, onde
m = 1, 2, 3..., n é o índice de refração, Θ o ângulo de incidência do feixe de luz e l
é a distância entre os espelhos.

∆ = 2nl cos(Θ), (4.5)

sendo n é o índice de refração do meio na cavidade (neste caso, o ar). A diferença
de fase durante o retorno da luz, após a ser re�etida é dada por

δ =
2π

λ
∆. (4.6)

Esses multiplos raios re�etidos têm um incremento constante m no compri-
mento de onda denominado ordem de interferência, de modo que

2l cos(Θ) = mλ. (4.7)

Portanto, se esse comprimento adicional do caminho óptico do feixe re�etido
m (devido a re�exões múltiplas) é uma parte inteira múltipla do comprimento de
onda da luz, então os feixes re�etidos irão interferir construtivamente.

A partir da Equação 4.7 encontramos os modos longitudinais

νm =
mc

2nl
(4.8)
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O espectro de transmissão do Fabry-Pérot tem uma série de picos, onde ocorre
interferência construtiva, espaçados pela 'faixa espectral livre' ou FSR (Free Spec-
tral Range) dado por

FSR = νm+1 − νm =
c

2nl
(4.9)

Em suma, FSR representa a diferença de frequência entre dois λ para os quais
a intensidade transmitida é máxima.

À medida que a re�etividade dos espelhos aumenta, os picos tornam-se mais
nítidos, e diminuem em largura. Por �m, de�niremos também o conceito de Finesse
F, a qual é uma medida da nitidez das franjas de interferência.

A largura total a meia altura (FWHM) dos picos é chamada de largura de
banda. Assim, a Finesse é a razão entre a distância entre dois picos consecutivos
(ou FSR) e a largura de banda (FWHM) do pico F = FSR/FWHM .

Assim, a equação 4.8 pode ser utilizada para determinar a variação de frequên-
cias do laser, onde νm é a frequência do m-ésimo modo longitudinal de uma cavi-
dade de Fabry-Pérot de comprimento l. A Eq. 4.7, mostra que como os valores de
m são multiplos inteiros de λ, a distância entre os picos do Fabry-Pérot é �xa.

Para nosso experimento, a cavidade Fabry-Pérot utilizada é confocal, e tem uma
distância em frequência entre os picos de 1, 5GHz. Para uma cavidade confocal,
a faixa espactral livre FSR é a metade do FSR de uma cavidade plana, ou seja,
modos longitudinais são dados por νm = mc

4nl
.

Os resultados esperimentais das medidas são registrados em escala temporal
no osciloscópio. Contudo, as grandezas envolvidas nas medidas são dadas em
frequência. Assim, a partir do espectro da Fig. 4.8, podemos calibrar a escala
do osciloscópio em frequência por proporcionalidade, de modo que, o intervalo
em unidades arbitrárias entre os dois picos corresponde a 1, 5 GHz. A frequência
emitida pelo laser é obtida variando o ângulo da grade de difração, e durante a
varredura do laser os picos aparecem. Assim, utilizamos a distância entre os picos
para calibrar a varredura em frequência.
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Figura 4.8: Espectro de transmissão do feixe laser após a cavidade Fabry-Pérot.
Esse sinal mostra que o laser está monomodo e é utilizado para calibrar em frequên-
cia a varredura horizontal do osciloscópio.

4.2.4 Absorção Saturada

A absorção saturada [157] é uma montagem auxiliar cujo objetivo é determinar
precisamente a freqüência de transição atômica entre dois níveis de um átomo livre
de efeito Doppler, permitindo, assim, a resolução da estrutura hiper�na dentro dos
níveis de energia do átomo.

No vapor atômico a absorção do fóton ressonante acontece apenas para certas
frequências características de cada átomo e dependem da transição de energia espe-
cí�ca que está sendo sondada. Estas energias especí�cas de transição, entretanto,
são borradas dentro do espectro de absorção devido a um efeito do alargamento
Doppler (secção 1.2).

Portanto, devido o laser ser de baixa potência e não ter saturação, esse espec-
tro com o alargamento Doppler recebe o nome de espectro de absorção linear e é
responsável por camu�ar a estrutura hiper�na. Isso acontece porque, em nosso ex-
perimento, a largura Doppler ΓD = 300MHz é maior que a distância em frequência
entre os níveis hiper�nos.

O alargamento Doppler ocorre porque quando um feixe laser de frequência
ωL indice na célula, em virtude dos átomos dentro da célula com freqüência de
ressonância ω0 estarem na forma de vapor, no referencial do laboratório, suas
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velocidades ao longo da direção do feixe incidente são su�cientemente altas para
que eles percebam a frequência do laser incidente com deslocamento Doppler em
seu próprio referencial dado por

ω = ωL(1− v/c), (4.10)

onde a propagação do laser é dada na direção positiva considerada da esquerda
para a direita. Se v é negativo (para átomos se aproximando do laser), cada átomo
vê o feixe com frequência deslocada para o azul (ω > ωL), e se v é positivo (para
átomos se afastando do laser), cada átomo vê o feixe com frequência deslocada
para o vermelho (ω < ωL).

Dessa forma, quando a freqüência ωL do laser é variada em torno de ω0, os
átomos absorvem a radiação, pois cada um deles possui velocidade v tal que vêem
a freqüência do laser ressonante, isto é, ω = ω0.

Por exemplo, se a frequência de um fóton do laser ωL é sintonizada abaixo da
frequência ressonânte ω0 desejada, ou seja, ωL < ω0, somente os átomos que se
movem em direção ao laser observam este na ressonância e são absorvidos. Este
mesmo princípio se aplica aos átomos que se afastam do laser, quando a frequência
dos fótons (laser) é sintonizada acima da frequência ressonânte, ou seja, quando
ωL > ω0 (deslocada para o azul) [158, 54].

Arranjo Experimental para a Absorção Saturada

A resolução da estrutura de divisão hiper�na dentro dos níveis de energia do átomo
pode ser explorada sem o alargamento Doppler. Isso é feito através da espectros-
copia de absorção saturada.

Dessa forma, o sistema de diodo laser é usado para excitar as várias transições
de níveis de energia da linha D2, onde o fenômeno de alargamento do pico da
absorção (alargamento Doppler) pode, então, ser superado através do uso de um
feixe forte (bombeio) de contra-propagação e saturação.

Portanto, dado um feixe de laser (sonda) com frequência ωS que se propaga
por uma célula com vapor de césio, para entender a absorção saturada, analisamos
o que acontece quando um segundo feixe laser (de bombeio) com frequência ωB se
propaga através da célula na direção oposta e sobreposto ao feixe sonda [159].

Este é o arranjo básico para a espectroscopia de absorção saturada (Fig. 4.9).
Desta maneira, quando este segundo feixe é adicionado dentro da con�guração
experimental, o espectro de absorção �ca livre do alargamento Doppler e o apa-
recimento dos picos hiper�nos dentro dos níveis de energia são determinados (Ver
Fig ??).

Uma vez que a largura da curva gaussiana é bem maior que a largura das
transições permitidas F = 4 → F

′
= 3, 4, 5 na linha D2 do césio, então, para
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Figura 4.9: O feixe de laser viajando para a direita é chamado de feixe de prova
(sonda). O segundo feixe do laser sobreposto e propagando-se na direção oposta é
chamado de feixe de bombeio. Como ambos os feixes são do mesmo laser, têm a
mesma frequência, mesmo quando essa frequência é varrida através da ressonância.

determinar essas transições, vamos entender o efeito do feixe forte (bombeio) na
montagem da absorção saturada. Os feixes fraco (sonda) e forte (bombeio) são
oriundos da mesma fonte e, portanto tem a mesma frequência ωL.

O espectro �ca livre de alargamento Doppler, devido as populações de átomos
interagirem com os feixes fortes (bombeio) e fraco (sonda) de maneira diferente.
Portanto, considerando o sentido dos feixes, cada átomo verá o feixe de bombeio
com frequência ωB = ωL(1+v/c) e o feixe sonda com frequência ωS = ωL(1−v/c).

Nessas circunstâncias, quando ωL varia em torno de ω0, se a frequência é sin-
tonizada abaixo da ressonância ωL < ω0; os átomos que se movem na direção do
feixe sonda verão a freqüência dos fótons desse feixe maior, e se sua velocidade v é
tal que ωS = ω0 , a transição ocorre. Esses mesmos átomos se afastam do feixe de
bombeio e verão a frequência dos fótons desse feixe menor, mais distante ainda da
ressonância ωB < ωL < ω0, ou seja, os dois feixes interagem com duas populações
diferentes de átomos. Uma situação análoga acontece quando ωL > ω0. Entre-
tanto, quando o feixe está sintonizado para ressonância ωL = ω0, ambos os feixes
interagem e excitam os átomos com velocidade v = 0. Assim, todos os átomos
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com velocidade v = 0 vêem os dois feixes com a mesma frequência ωS = ωB = ωL

[159].

Portanto, para ωL = ω0, os dois feixes interagem com o mesmo grupo de átomos
(átomos com v = 0 ). O feixe de bombeio, devido sua alta intensidade provoca a
transição, de no máximo, metade dos átomos com essa classe de velocidade, que
vão para o estado excitado e não absorvem o feixe sonda. Logo, o feixe sonda passa
através da célula com absorção reduzida, resultando no aparecimento de picos no
espectro de absorção linear [160].

Dessa forma, por exemplo, considerando os átomos num vapor atômico intera-
gindo com os dois feixes contrapropagantes, sonda e bombeio de mesma frequência
ωL, no referencial do laboratório, para duas frequências de transição do átomo
quaisquer ω1 e ω2, de modo que, para o feixe sonda temos a frequência ωS = ω1

e para o feixe de bombeio a frequência ωB = ω2, com as frequências ωS e ωB no
referencial do átomo. Se o átomo se aproxima do feixe de bombeio, temos

ωB = ωL(1 + v/c)

ωS = ωL(1− v/c),
(4.11)

onde ωL é a frequência do laser. Isolando ωL obtemos

ωL =
ωS + ωB

2
=
ω1 + ω2

2
, (4.12)

a mesma relação é obtida para átomos que se movem com velociade v na direção
do feixe sonda. Dos vários picos referentes a cada transição hiper�na nos átomos
(ver Fig. 4.10), os picos de cruzamento dos níveis (crossover) são evidenciados pela
Eq. 4.12, que surgem devido a possibilidade dos átomos a uma dada velocidade v
estarem ressonantes com ambos os feixes em duas transições diferentes. O espectro
de absorção saturada para as transições F = 4 → F

′
= 3, 4, 5 na linha D2 do césio

�cam com mostrado na Fig. 4.10.
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Figura 4.10: Espectro de absorção saturada do césio, visto em um osciloscópio. Os
picos correspondem às transiçõesF = 4 → F

′
= 3, 4, 5 e aos crossovers F

′
= 3/4,

F
′
= 3/5 e F

′
= 4/5.

4.2.5 Lâmina de Meia-Onda e Polarizador

Antes de incidir no experimento, o feixe laser passa por uma lâmina de meia onda
e por um polarizador. A lâmina de meia onda e o polarizador, dispostos um após
o outro, possuem o objetivo de controlar a intensidade do feixe laser no arranjo
experimental.

A lâmina de meia onda é uma placa constituída por um cristal anisotrópico
uniaxial, que possui um eixo de simetria �xo denominado eixo ótico, com índice
de refração nx (índice de refração extraordinário) e todos os eixos perpendiculares
a esse eixo �xo possuem índice de refração ny (índice de refração ordinário) [161]
(ver Fig 4.11).
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Figura 4.11: Lâmina de meia-onda utilizada com o objetivo de controlar a inten-
sidade do feixe laser no arranjo experimental.

Portanto, quando um feixe de luz linearmente polarizado incide sobre o mate-
rial, as componentes do campo elétrico paralela e perpendicular ao eixo ótico são
refratadas com índices de refração nx e ny, respectivamente. Assim, chamamos de
bi-refringência da luz o fenômeno na qual a luz ao atravessar um meio anisotrópico
orientado adequadamente, sofre o fenômeno da dupla refração (ver Fig. 4.12), ou
seja, o raio luz tem o feixes com duas componentes perpendiculares polarizados que
se propagam com velocidades inversamente proporcionais aos índices de refração
associados àquela secção do meio.

Seja um cristal anisotrópico uniaxial com eixos ordinários e extraordinários, tal
que, um feixe de luz incidente com polarização linear forma um ângulo de 45◦ com
o eixo x [156]. As componentes x e y do campo elétrico incidente são dadas por

Ex,y = E0 exp(ikx,yz − ωt), (4.13)

onde kx = 2πnx

λ0
e ky =

2πny

λ0
são os números de onda nas direções x e y, com nx e ny

os índices de refração nessas direções, que podem ser ordinários ou extraordinários.
O comprimento da lâmina é l, tal que, na entrada da lâmina temos z = 0 e na
saída z = l.

A diferença de fase δ entre as componentes emergentes é dada por δ = (kx −
ky)d = 2π

λ0
(nx − ny)d = 2π

λ0
∆ onde ∆ é a diferença de caminho ótico, de�nida por
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Figura 4.12: Esquema ilustrativo de uma frente de onda plana linearmente polari-
zada incidindo em um meio bi-refringente com ângulo Θ em relação ao eixo óptico
do meio (na direção y), onde as componentes extraordinária (E) e ordinária (O)
estão indicadas.

∆ = (nx−ny)d ou bi-refringência. Portanto, para que os raios emergentes tenham
polarização linear, a diferença de fase entre eles deve ser π. Portanto, a diferença
de caminho ótico ∆ deve ser

∆ =
λ0
2
, (4.14)

ou seja, o efeito total é que o campo elétrico incidente é girado de 90 graus o para
o ângulo de incidência de 45 graus. Uma lâmina desse tipo é chamada de lâmina
de meia onda, cujo efeito total é girar a polarização linear de um campo elétrico
incidente de 2θ, onde θ é o ângulo que a polarização faz com o eixo perpendicular
(ou paralelo da lâmina), que em nosso experimento tem o objetivo de controlar a
intensidade do feixe laser, girando a polarização da luz.

O polarizador é uma espécie de �ltro que transmite a luz com uma determinada
polarização Fig. 4.13.
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Figura 4.13: Cubo polarizador utilizado para transmitir a luz numa determinada
polarização.

Ao colocarmos uma lâmina de meia onda e um polarizador dispostos um após
o outro, o efeito total é reduzir a intensidade da luz incidente. A lâmina de meia
onda possui a função de girar a polarização da luz, que é linear, uma vez que ela
provém do isolador ótico com essa polarização. Ao passar pelo polarizador, apenas
a componente do campo elétrico da direção do eixo do polarizador será transmitida.
Portanto, girando-se a lâmina de meia onda, estamos girando a polarização linear
da luz emergente, e assim modi�camos a amplitude da componente paralela ao
eixo do polarizador, dessa forma, para uma determinada posição da lâmina de meia
onda, nenhuma luz é transmitida pelo polarizador, indicando que o campo elétrico
da luz emergente é perpendicular ao eixo do polarizador. Girando-se a lâmina de
meia onda de 90◦ em relação à posição de intensidade mínima, a luz transmitida
pelo polarizador possui intensidade máxima, indicando que nesta direção o campo
elétrico é paralelo ao eixo do polarizador.

4.2.6 Célula com Vapor Atômico

Nesse experimento a célula da Fig 4.14 foi utilizada para medir o processo de
aprisionamento de radiação ressonânte e sua relação com a difusão dos fótons
oriundos do feixe laser, através do parâmetro α das distribuições estáveis de Lévy.
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Figura 4.14: Célula utilizada para medir o processo de aprisionamento radiativo
ressonânte e sua relação com a difusão anômala dos fótons oriundos do feixe laser.

A célula (recipiente) é o elemento do arranjo experimental responsável pelo
armazenamento do vapor atômico estudado, nesse experimento foi utilizada para
armazenar de vapor atômico de Cs. Constituida de duas partes, a célula tem um
reservatório, onde �ca uma quantidade de Cs no estado líquido, que se estende até
a região das janelas, onde o vapor é sondado pelo laser. Essa região das janelas é
constituida de duas janelas ópticas, que permitem a entrada e saída do laser, que
é a parte efetivamente utilizada no experimento.

A temperatura do reservatório determina a densidade do vapor atômico, en-
quanto a temperatura da região das janelas determina a distribuição de velocidades
dos átomos.

Assim, a célula utilizada tem corpo cilíndrico de quartzo de comprimento L =
3, 0 cm e raio R = 1.25 cm, feita para suportar temperaturas que chegam 180◦C
no reservatório e temperaturas que chegam a 200◦C na janela.

O aquecimento da célula compreende fornos que aquececem o corpo celular
(região das janelas) e o reservatório contendo Cs líquido, separadamente.

O reservatório e as janelas são aquecidos com uma fonte de tensão continua
ligada a uma placa de relé que obedece comandos oriundos duma placa arduino.

A automação do aquecimento da célula é feita em linguagem de progamação
arduino, o qual é responsavél por manter a temperatura do reservatório e janela
�xas e com uma diferença de temperatura de 20◦ entre janela e reservatório. Essa
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diferença de temperatura é responsável pela não condensação de vapor de Cs nas
paredes da janela.

A determinação da opacidade na amostra é feita a partir do ajuste de trans-
missão do feixe de laser (descrito no capítulo 5) e é variada através da densidade
do vapor alterando a temperatura do reservatório.

4.3 Detalhes do Arranjo Experimental

Uma vez apresentado o arranjo experimental, alguns detalhes são importantes na
compreensão da interação do laser com a amostra (célula).

A interação do laser com a amostra é entendida recorrendo a de�nição de opaci-
dade do meio em [63], no qual a distância adimensional dada por r = NΣ0L/ΦV (0)
de�ne uma opacidade ou escala de densidade óptica para o tamanho da amostra
(que corresponde ao comprimento da célula L), onde ΦV (0) é o per�l de absorção
normalizado e no centro da linha, N é a densidade atômica, Σ0 a secção de choque
no centro da linha.

A profundidade de penetração do laser lI = 1/K(0) = 1/NΣ0 (inverso do coe-
�ciente de absorção no centro da linha), pode ser entendida como o comprimento
mínimo do passo na caminhada aleatória do fóton dentro do vapor, de forma que,
r = NΣ0L/ΦV (0) = K(0)L/ΦV (0) e, portanto r = L

lI

1
ΦV (0)

.
Assim, a densidade atômica N é a variável utilizada para mudar a opacidade

do meio. Por exemplo, devido a opacidade ser proporcional à densidade atômica,
um aumento na densidade atômica aumenta a opacidade do meio. Além disso,
através da densidade atômica controlamos penetração laser no vapor, pois por ser
inversamente proporcional à densidade do meio, a penetração do laser diminui com
o aumento da densidade atômica.

Em relação a opacidade, ela é variada em uma faixa de r = 8 a r = 1.5 × 105

correspondente à variação de densidade a partir de N = 3 × 1010atomos/cm3 a
N = 6× 1014atomos/cm3.

Para obter esse alcance de densidade, as temperaturas da célula são variadas
de TR = 35◦ e TJ = 80◦, com uma correspondente largura Doppler ΓD ∼ 250MHz
para r = 8, a TR = 170◦ e TJ = 200◦, com uma correspondente largura Dop-
pler ΓD ∼ 285MHz para r = 1.5 × 105, onde TR e TJ são as temperaturas do
reservatório e da janela, respectivamente.

Em relação a penetração do laser na amostra, o feixe laser incidente tem diâ-
metro de d = 1.25mm, o qual é muito menor que o raio da célula R.

Para baixa opacidade ( r ∼ 8− 200 ), usamos uma potência incidente do laser
P0 ∼ 30µW , que corresponde a 1.5 vezes a intensidade de saturação da linha de
transição D2 do 133Cs.
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A profundidade de penetração lI do laser é muito menor do que a espessura da
célula ( lI ∼ 10 mm para r = 8 e lI = 0.5 mm para r = 200).

Para altas opacidades [r ∼ 430−(1.5×105)], a potência incidente foi aumentada
para PI ∼ 300µW com o intuito de ter boa relação sinal ruído na transmissão
difusa, que corresponde a 15 vezes a intensidade de saturação. Nessas condições a
profundidade de penetração do laser é de lI ∼ 0.5 mm para r = 430 a lI ∼ 2µm
para 1.5× 105, ainda bem menor do que a espessura da célula.

Para opacidades muito elevadas, o livre caminho médio (penetração do laser)
se torna menor que o comprimento de onda da transição λ = 852.34 nm. Além
disso, como o coe�ciente de absorção é grande no centro da linha, pode ocorrer
interação átomo-átomo devido o grande número de átomos excitados. Entretanto,
acreditamos que isso não inter�ra nos voos de Lévy, pois a estatística é regida pela
emissão em grande dessintonização, e nessa região o coe�ciente de absorção diminui
bastante. Isso reduz esse efeito, pois a seção de choque diminui consideravelmente,
diminuindo a probabilidade de termos a interação entre átomos excitados.
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Capítulo 5

Resultados Experimentais

Nesse capítulo, apresentamos os resultados principais obtidos das medidas ex-
perimentais de difusão de fótons em vapor atômico de Cs, onde comparamos os
resultados experimentais com modelos teóricos previamente estudados. Essa seção
é estruturada da seguinte maneira: Descrevemos o processo de medida; apresenta-
mos as medidas realizadas e a análise dos sinais obtidos; realizamos o tratamento
de dados e mostramos os resultados experimentais que estão de acordo com o
modelo teórico dentro da barra de erro do experimento.

5.1 Descrição do Processo de Medidas

Uma vez descrito todo aparato Experimental, o procedimento das medidas pode
ser entendido considerando a secção de coleta de dados do arranjo experimental
na Fig. 5.1. Nessa secção, a fonte laser de comprimento de onda λ = 852 nm
(Fig.4.5), correspondente à transição de linha D2 do césio, incide na célula de
comprimento L = 3.0 cm com vapor atômico de 133Cs e, seguidamente, são cole-
tados a transmissão do feixe laser e a transmissão difusa por dois detectores D1 e
D2, respectivamente, e separados por um ângulo Θ = 15◦ como descrito no arranjo
experimental.

Quando o vapor aborve a radição, os fótons emitidos são espalhados isotropi-
camente pelo vapor, pois a absorção da luz independe da direção de propagação
e o feixe laser tem um posicionamento �xo e centralizado no eixo longitudinal
da célula. Esses fótons espalhados pelo vapor, quando transmitidos pela janela
(transmissão difusa), são detectados com um determinado ângulo Θ em relação ao
feixe de transmissão do laser.

Para a detecção dessa transmissão difusa, esperamos que a sua dependência
com a opacidade não dependa do ângulo Θ, pois o feixe laser tem seu posiciona-
mento numa direção �xa dentro da célula (no eixo longitudinal da célula). Por-
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Figura 5.1: Montagem experimental desenvolvida para a detecção de fótons es-
palhados após a excitação do vapor atômico de césio pelo laser com frequência
correspondente a transição da linha D2 do Cs 133

tanto, como o feixe laser não muda de posição dentro da célula, quando escolhemos
o ângulo de detecção Θ para realizar as medidas, que é de�nido a partir do feixe
de transmissão do laser, este permanece inalterado (�xo). Assim, a transmissão
difusa é detectada como se fosse uma função do ângulo Θ e da opacidade r do
vapor dada por

Tdetec(θ, r) = S(θ)T (r) (5.1)

onde o fator S(θ) dá a dependência no ângulo e tem origem na geometria cilíndrica
da célula. Por sua vez, T (r) é a parte relacionada ao voo de Lévy propriamente
dito, que é uma função da opacidade r do vapor. O sinal, neste sentido, depende
do ângulo, mas como o fator S(θ) é o mesmo para toda opacidade (uma contante
multiplicativa), o ajuste da lei de Ohm não depende do ângulo.

Nesse sentido, quando aumentamos o fator S(θ), o sinal de transmissão difusa
detectado aumenta proporcionalmente. Isso é veri�cado a partir da geometria da
célula, que é cilíndrica e com área lateral coberta, fazendo com que a luz difusa
seja transmitida apenas pelas janelas ópticas da célula. Assim, essa transmissão
difusa tem uma distância limitada pelo formato da célula. Acreditamos que isso
acontece pelos resultados obtidos, mas carece de literatura.
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Dessa forma, quando a frequência do laser está ressonante com a linha D2

do Cs podemos realizar as medidas, as quais que são feitas quando a tempera-
tura do reservatório, previamente estabelecida, entra em equilíbrio térmico com a
temperatura do forno correspondente. Nessa situação, temos uma densidade �xa
para o vapor que nos fornece a opacidade do meio através da Eq. 2.67 para uma
determinada medida.

Como a difusão dos fótons no vapor é do tipo voos de Lévy, a transmisão
difusa não é inversamente proporcional ao comprimento da amostra como numa
difusão normal. Isso acontece devido a existência dos grandes passos do tipo
voos de Lévy, que embora acontecam em pequeno número, em relação ao total de
passos, dominam o transporte e, portanto, favorecem um decaimento mais lento
na transmissão difusa, que é expresso pela lei de Ohm modi�cada na Eq. 2.66.

Dessa forma, para constatar que o ajuste da lei de Ohm modi�cada não de-
pende do ângulo de detecção Θ, �zemos um conjunto completo de medidas para
a densidade do vapor, por meio das temperaturas fornecidas para o reservatório
e janela. Nessas medidas, variamos a densidade do vapor desde de valores que
compreendem uma distribuição do tamanho dos passos caracterizada pelo núcleo
Doppler (baixas densidades), até valores de densidade onde a distribuição dos pas-
sos, quando comparada com tamanho da célula, abrange os passos dados pelos
fótons emitidos em grande dessintonia, nas asas lorentzianas (altas densidades).

Esse conjunto de medidas foi feito para dois ângulos diferentes em relação ao
eixo longitudinal da célula, para θ = 15◦(como mostrado na Fig. 5.1) e θ =
25◦. Nossas medidas acarretaram em dois principais grupos que foram realizados
em função da temperatura do reservatório. Os conjuntos de temperaturas são
diferentes devido não termos o controle da temperatura real do sistema, mas apenas
da temperatura nominal informada pelo aparelho de medida. Além disso, o que
importa é a densidade atômica, a qual medida usando a lei de Beer-Lambert.

1) Medidas com Ângulo θ = 15◦ Esse conjunto medidas foi realizado para as

seguintes temperaturas do reservatório: TR1 = 35◦, TR2 = 45◦, TR3 = 55◦,
TR4 = 65◦, TR5 = 80◦, TR6 = 95◦, TR7 = 110◦, TR8 = 125◦, TR9 = 140◦,
TR10 = 155◦ e TR11 = 170◦.

2) Medidas com Ângulo θ = 25◦ Similarmente, esse conjunto medidas foi

realizado para as seguintes temperaturas do reservatório: TR1 = 34◦, TR2 =
42◦, TR3 = 48◦, TR4 = 56◦, TR5 = 75◦, TR6 = 90◦, TR7 = 105◦, TR8 = 120◦,
TR9 = 135◦, TR10 = 150◦ e TR11 = 165◦.

Em ambos os conjuntos de medidas, para cada temperatura foram coletadas
5 medidas com a �nalidade de obter uma média de qualquer �utuação do sinal
obtido, assim como de estimar o erro na medida. Nessas medidas, são coletados
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quatro sinais importantes no osciloscópio: absorção saturada, transmissão difusa,
transmissão do feixe laser e o sinal do Fabry-Pérot.

5.1.1 Fabry-Pérot

O sinal do Fabry-Pérot utilizado para calibrar a escala do osciloscópio, tem a
função principal de identi�car quando o sinal do feixe laser está monomodo, o que
signi�ca que as medidas são realizadas com o laser emitindo com comprimento de
onda preciso de λ = 852.34 nm, largura de espectro limitada, potência su�ciente
e controle da mudança de frequência no tempo.

Entretanto, se o laser não está no seu comprimento de onda especí�co (λ =
852.34 nm), devemos ajustar o comprimento de onda variando do ângulo da grade
de difração do laser. Além disso, quando o sinal do laser emitido pelo Fabry-
Pérot está multimodo, para que o sinal do laser �que monomodo, devemos ajustá-
lo no suporte do laser, por exemplo, por meio da corrente ou temperatura que
deslocam os picos da cavidade do laser. A frequência é regulada pelos modos da
cavidade formada pela grade. Assim a corrente, tampouco a temperatura, alteram
a frequência do laser, mas promovem os saltos dos modos.

Assim, levando em conta a varredura do laser em torno do seu comprimento
de onda, podemos variar a amplitude de varredura conforme a faixa de frequên-
cia sondada pelo laser. Essa amplitude de varredura é alterada manualmente no
suporte do laser, onde aplicamos uma tensão em um piezoelétrico, que altera o ân-
gulo da grade de difração e, consequentemente, a faixa de frequência emitida pelo
laser. Dessa forma, quando o laser está no seu comprimento de onda especí�co
(λ = 852.34 nm) e monomodo, utilizamos o sinal do Fabry-Pérot (seus picos) para
converter o eixo temporal do osciloscópio em frequência.

Portanto, considerando que a distância em tempo entre dois picos quaisquer
do Fabry-Pérot é δt, e a cavidade Fabry-Pérot utilizada tem uma distância em
frequência entre os picos de 1, 5 GHz, uma variação de frequência δν a ser calculada
correspondendo à um tempo t do osciloscópio é obtida proporcionalmente, de forma
que

δν =
1, 5 · 109

δt
t Hz, (5.2)

onde através dessa relação podemos converter o tempo t no osciloscópio em varia-
ção de frequência δν, em outras palavras, queremos obter o espectro da transmis-
são difusa em frequência. Assim por meio da Eq. 5.2, podemos transformar eixo
temporal do osciloscópio em frequência.
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5.1.2 Absorção Saturada

Uma vez os dados convertidos em frequência, outro sinal importante é o espectro
de absorção saturada anteriormente visto. Esse espectro corresponde a um per�l
Doppler largo, com picos estreitos nas frequências que correspondem às transições
atômicas, e com os picos correspondentes aos crossovers, os quais são gerados por
átomos que se movem a velocidades para as quais o feixe de bombeio se encontra
em ressonância com uma transição atômica, e o feixe de sonda com outra.

A implementação do experimento que fornece o sinal de absorção saturada
serviu para identi�car os picos de transição hiper�na do Cs como mostra a Fig.
4.10. Esse valores são conhecidos na literatura como mostrado na Fig. ??, e
servem como referência na análise dos dados, assim como para sintonizar o laser
nas frequências corretas.

Quando obtemos um conjunto completo de medidas, para comparar os resulta-
dos, as curvas obtidas para a transmissão difusa e transmissão do feixe laser devem
estar centralizadas no eixo de frequência obtido através do sinal Fabry-Pérot. Para
centralizar as curvas no eixo de frequência, utilizamos o pico do crossover F

′
= 4/5

da curva de absorção saturada na dessintonização δ = 0. Para essa dessintonização
temos absorção total do laser.

Assim, para uma determinada medida, deslocamos o crossover F
′
= 4/5 para a

dessintonização ν = 0, e os dados em frequência relacionados a esse deslocamento
são utilizados para centralizar as demais curvas de transmissão difusa e transmissão
do feixe laser. O mesmo processo é feito para todas as medidas, e o resuldo �nal
é um conjunto completo de espectros de transmissão difusa e transmissão do feixe
laser para diferentes temperaturas em ν = 0.

Através das curva de absorção saturada podemos, também, detectar qualquer
pequeno salto de modo no sinal do laser não detectado pelo Fabry-Pérot que,
eventualmente, possa interferir na potência do laser.

5.1.3 Transmissão do Feixe Laser

A transmissão do feixe laser é entendida por meio da lei de Beer-Lambert, a qual
nos diz como o feixe laser é atenuado ao atravessar o vapor. À medida que a luz
(laser) atravessa um meio contendo uma substância que à absorve, um decréscimo
de intensidade da luz ocorre na proporção que a substância é excitada, de forma
que, quanto mais longo for o comprimento do caminho óptico, através do qual a
luz passa, maior será a atenuação [162].

Isso depende da concentração dos átomos/moléculas absorventes, e está relaci-
onado ao coe�ciente de absorção K(ν). Quantitativamente, a lei de Beer-Lambert
é dada pela relação entre a intensidade do feixe laser de entrada da célula I0 e do
feixe de saida I com o tamanho da célula L, tal que
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I = I0 exp(−K(ν)L), (5.3)

através da qual inferimos o valor de densidade atômica N do meio. Isso é pos-
sível através do ajuste de curvas teóricas de transmissão do feixe laser sobre as
experimentais obtidas para cada temperatura do reservatório (medida).

Portanto, para cada uma curva de transmissão experimental do feixe laser
obtida, fez-se necessário um cálculo do coe�ciente de absorção K(ν) em função da
frequência, o qual é ajustado em função da densidade N .

Em suma, quando realizamos uma medida, para obtermos o coe�ciente de
absorção K(ν) em função da frequência, devemos calcular a seção de choque Σ,
que é obtida a partir do per�l de absorção do vapor (per�l de Voigt) relacionado
à curva de transmissão experimental obtida para feixe laser.

Portanto, para obtermos a curva de transmissão teórica do feixe laser em
frequência, a lei de Beer Lambert na Eq. 5.3 pode ser escrita em termos da
seção de choque (per�l de Voigt).

I = I0 exp[−
∑
i

ϕiΦv(δ − δi)r] (5.4)

a qual contempla a soma sobre as transições 6S1/2(F = 4) → 6P3/2(F = 3, 4, 5)
centradas em δi, com as forças relativas dada por ϕi. A opacidade do meio é dada
pela Eq. 2.67 e Φv é um per�l de Voigt de�nido na equação 1.62.

Portanto, para obtermos K(ν) em função da frequência, calculamos a seção de
choque Σ pelo programa em linguagem python do apêncide D.

De posse da transmissão experimental podemos plotar uma curva teórica sobre
a mesma e, portanto, realizar o �t de uma curva sobre a outra, variando a densidade
do vapor no cálculo de K(ν) até atingir um ajuste perfeito da curva teórica sobre
a experimental, nessa situação é inferido o valor da densidade do vapor N .

A Fig.5.2 mostra um sinal de transmissão óptica de uma célula juntamente
com o resultado do ajuste teórico. Em relação à precisão das medidas, como o
procedimento de medida é baseado no ajuste das curvas atribuindo valores para
N , esse procedimento não é muito apurado, pois apresenta um erro experimental
em torno de 10�. Contudo, um método de medida mais apurado como o método
dos mínimos quadrados, por exemplo, não traz vantagens signi�cativas, pois o
ajuste não consideraria as irregularidades particulares apresentadas pelas curvas
fora da ressonância. Além disso, os valores de densidade mudam por volta de um
fator 3 para cada medida realizada. Isso é muito frente o erro obtido.
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Figura 5.2: Ajuste teórico da transmissão do feixe laser para o cálculo da densidade
do vapor. Curva teórica (preto) sobreposta à curva experimental (vermelho) é uma
medida precisa da densidade do vapor.

5.1.4 Transmissão da Luz Difusa

A luz difusa surge quando o laser incide no vapor atômico ressonante promovendo
os átomos para o estado excitado. Isso acontece porque os átomos absorvem os
fótons com energia correspondente à energia de transição. Uma vez nesse estado
de maior energia, esses átomos têm um tempo de vida nesse estado exitado e,
posteriormente, retornam ao seu estado natural de menor energia por emissão
espontânea como ilustrado na Fig 5.3

Os fotóns ressonantes são espalhados isotropicamente por meio de sucessivos
eventos de reabsorção e reemissão espontânea, chamado de aprisionamento de
radiação, antes de, eventualmente, atingirem os limites da célula e deixarem o
vapor. A luz gerada por eles é coletada no detector formando um espectro chamado
de curva de transmissão difusa.

Esse espectro de transmissão difusa, diferentemente do processo microscópico
de espalhamento dos fótons, não é isotrópico. Isso acontece devido a dependência
da transmissão difusa com a função angular S(Θ) como mostra a Eq. 5.1, onde
devido a geometria cilíndrica da célula o sinal de transmissão difusa detectado é
afetado à medida que variamos o ângulo Θ.

Todos os sinais detectados nas medidas são exempli�cados na Fig. 5.4. O
Fabry-Pérot tem uma distância entre os picos de 1.5 GHz, indica que o laser está
monomodo e é usado para calibrar a variação de frequência do laser. As curvas de
transmissão do laser e transmissão difusa estão, naturalmente, aproximadamente
simétricas em relação a curva de absorsão saturada.
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Figura 5.3: Esquema do processo de aborção e emissão espontânea de fótons por
átomos ressonantes num vapor atômico.

Fora da ressonância, a transmissão difusa e a transmissão do laser possuem
valor máximo em concordância ao apresentado para à absorção saturada. Ao nos
aproximarmos da ressonância acontece o processo de absorção do laser com uma
diminuição da transmissão do laser, assim como da transmissão difusa. Em torno
do centro da linha temos absorção total do laser com um mínimo de transmissão
difusa. Seguidamente, ao sair da ressonância, a absorção do laser diminui acompa-
nhada do aumento da transmissão do laser e da transmissão difusa, até atingir um
novo máximo fora da ressonância. Essas curvas apresentam um inclinação fora da
ressonância relacionada à variação de potência do laser durante a varredura do la-
ser. Para interpretar os dados conjuntamente, todas as curvas estão centralizadas
em relação ao crossover F

′
= 4/5.

Entretanto, o que se espera observar é que fora da ressonância (quando a trans-
missão do feixe laser é máxima) aconteça um mínimo de transmissão difusa, devido
laser ainda não estar sintonizado com a frequência da linha de transição D2 do Cs.
Nessas condições, à medida que o laser se aproxima da ressonância ocorreria um
decaimento na transmissão do laser e, consequentemente, um aumento no sinal de
transmissão difusa decorrente da absorção dos fótons ressonantes pelos átomos.

Entretanto, na Fig 5.4 observamos que fora da ressonância a transmissão da
luz difusa não é zero. Isso acontece devido a presença de luz do laser espalhada
pela janela da célula no sinal. Esse problema é corrigido através no tratamento dos
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Figura 5.4: Exemplo de conjunto de sinais detectados no osciloscópio. Absorção
Saturada (curva magenta), Transmissão Difusa (Curva azul), Transmissão do laser
(Curva vermelha) e Fabry-Pérot(Verde).

dados da transmissão da luz difusa que será explicado no decorrer desse capítulo.

5.2 Tratamento da Transmissão Difusa

As medidas realizadas são sensíveis a qualquer fonte externa de luz, portanto, são
realizadas na máxima escuridão possível. Contudo, sempre existe alguma fonte
externa de luz proveniente do aparato experimetal ou do ambiente e, quando a
transmissão difusa é detectada, essa luz é captada conjuntamente.

Uma medida chamada de zero da transmissão difusa é realizada com o laser
tapado para eliminar parte da luz externa não relacionada ao laser, onde esse sinal
é posteriormente subtraido da medida da amplitude mínima de transmissão difusa
como mostra a Fig. 5.5.

No processo de medida, a luz do laser é espalhada na janela da célula. Essa luz
espalhada é detectada conjuntamente com a luz difusa na detecção da transmissão
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Figura 5.5: Curva de transmissão difusa aparente com Amim afetada por luz ex-
terna em roxo A0.

difusa. Além disso, está relacionada a potência do laser, de forma que, quanto
maior for a potência de incidência do laser na célula, maior será a luz espalhada
e, consequentimente, a luz difusa. O resuldo da detecção (luz espalhada mais luz
difusa) é um espectro de transmissão difusa aparente, como mostrado na Fig. 5.5.

Para essa curva, chamamos de Tap a transmissão difusa aparente que engloba Tr,
a transmissão difusa real proveniente da relaxação dos átomos do estado excitado
e Ls, a luz espalhada do laser na janela da célula, de modo que Tap = Ls + Tr.
A luz espalhada Ls, assim como a transmissão difusa real Tr, são proporcionais
a potência do laser P , e aos fatores de detecção γ0 e γ1 referentes a e�ciência de
detecção da luz espalhada e da transmissão difusa real, respectivamente. Assim,
temos

Tap = Ls + Tr = P (γ0Ls + γ1Tr). (5.5)

Entretanto, queremos que a transmissão difusa aparente Tap seja equivalente à
transmissão difusa real de interesse Tr. Para isso devemos eliminar a luz espalhada
Ls.

A luz espalhada é eliminada considerando a dependência da transmissão difusa
aparente com a potência do laser na Eq. 5.5, pois observamos na Fig. 5.5 uma
inclinação na curva de transmissão difusa aparente fora da ressonância, o qual está
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relacionada a variação da potência do laser durante a varredura de sua frequência.

Essa inclinação é obtida por meio de uma reta passando por dois pontos fora
da ressonância (um em cada lado da curva). Além disso, fora da ressonância a
transmissão difusa real é zero, pois o laser não é absorvido, e de acordo com a Eq.
5.5 o coe�ciente angular da reta passa a representar o produto A = γ0P .

Por sua vez, a transmissão difusa aparente se resume à transmissão do la-
ser, o qual é dada pela lei de Beer-Lambert. Portanto, a luz espalhada é Ls =
A exp(−K(ν)L), onde A é o coe�ciente angular da reta e exp(−K(ν)L) = Tap é a
transmissão coerente medida através do detector D1.

Uma vez calculada a luz espalhada, podemos obter a transmissão difusa real
Tr. Isso é feito a partir da Eq. 5.5, onde subtraindo a luz espalhada da transmissão
difusa aparente.

TrPγ1 = Tap − Pγ0Ls (5.6)

Assim, as medidas realizadas foram tratadas segundo a equação 5.6, onde ob-
temos a transmissão difusa real Tr, subtraindo a luz espalhada Ls da transmissão
difusa aparente Tap. O resultado desse tratamento revela uma curva de transmis-
são difusa que, posteriormente, tem a in�uência da potência do laser eliminada
garantindo a mesma potência do laser no centro da linha para todas as medidas
realizadas.

Por sua vez, o coe�ciente detecção da luz no detector γ1 é constante e sobretudo
não depende da opacidade. A Fig. 5.6 mostra as curvas obtidas do tratamento.
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Figura 5.6: Diferentes curvas obtidas do tratamento da transmissão difusa. Tap é
Transmissão difusa aparente (curva preta), Ls é a luz espalhada (curva vermelha)
e Tr, a transmisão difusa real utilizadas nas medidas do parâmetro α.

Embora não eliminada a in�uência de γ1, seu valor durante as medidas não
muda consideravelmente em relação a γ0. Isso acontece devido a e�ciência de
detecção γ0 variar durante as medidas. A variação de γ0 está relacionado a luz
espalhada do laser na janela de saida da célula que é muito sensível a alinhamento
ao longo das medidas realizadas.

Contudo, a e�ciência de detecção γ1, não está relacionada uma luz espalha num
ponto na janela, mas sim à luz difusa do vapor originada do processo de multiplo
espalhamento e, portanto, pouco sensível ao alinhamento.

5.3 Resultados das Medidas

Nessa secção, apresentamos os resultados experimentais das curvas de transmis-
são do feixe laser e transmissão da luz difusa em função da dessintonização para
medidas com ângulo menor (Θ = 15◦) e ângulo maior (Θ = 25◦).

5.3.1 Curvas de Transmissão do Laser para Θ = 15◦

Aqui, para algumas medidas, apresentamos os resultados experimentais das curvas
de transmissão do feixe laser em função da dessintonização para medidas com
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ângulo menor (Θ = 15◦).

No ajuste das curvas transmissão do laser, quando a temperatura do reserva-
tório aumenta, aumenta o número de átomos no volume da região sondada pelo
laser devido o aumento da pressão, consequentimente, um maior número de áto-
mos absorvem a radiação. Assim, o sinal de transmissão alarga porque a região
sondada que para baixa temperatura não tem absorção total, passa a ter absorção
total para alta temperatura.

Contudo, o alargamento do espectro de absorção está relacionado distribuição
de velocidade de Maxwell-Boltzmann descrita no apêndice B. Esse alargamento
ocorre devido o aumento da temperatura da janela, onde para uma determinada
temperatura (no equilíbrio), a distribuição de velociade dos átomos é dada pela
Eq. B.18, e valor médio do módulo da velocidade atômica é dado em função da
temperatura de equilíbrio pela Eq. B.22.

Desse forma, à medida que aquecemos a janela, aumenta a velocidade atômica
média e, portanto, a distribuição gaussiana (transmissão do feixe laser), tem sua
largura Doppler aumentada. Esse aumento na largura Dopller, alarga a faixa de
frequência das curvas transmissão do feixe laser no vapor atômico, que, na prática,
varia pouco, pois a velocidade atômica média aumenta com a raiz quadrada da
temperatura. A Fig. 5.7 mostra algumas curvas de transmisão obtidas.

5.3.2 Curvas de Transmissão do Laser para Θ = 25◦

A Fig. 5.8 mostra o comportamento das curvas de transmissão para algumas
temperaturas do segundo conjunto de medidas com ângulo maior (Θ = 25◦).

Similarmente, como nas medidas com o ângulo menor, para algumas medidas
apresentamos os resultados obtidos do cálculo da densidade atômica do vapor N .
Para cada densidade atômica calculada, a opacidade do vapor é obtida segundo a
de�nição de opacidade da a Eq. 2.67.
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Figura 5.7: Curvas de transmissão do feixe laser em função da frequência para
as temperaturas T = 45◦C, T = 80◦C, T = 95◦C, T = 105◦C. O aumento da
temperatura do reservatório, aumenta o número de átomos na amostra, alargando
a transmissão, devido a ter um maior número de átomos absorvendo a radiação.
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Figura 5.8: Curvas de transmissão do feixe laser em função da frequência para as
temperaturas T = 45◦C, T = 80◦C, T = 95◦C, T = 105◦C. Um comportamento
similar a ocorre para as medidas com o ângulo menor.

5.3.3 Curvas de Trasmissão Difusa para Θ = 15◦

De um modo geral, uma vez feito o tratamento de dados, apresentamos os resulta-
dos experimentais das curvas de transmissão difusa em função da dessintonização
para medidas com ângulo menor (Θ = 15◦).

Em princípio, as curvas de transmissão difusa resultante do tratamento de
dados apresentado, são, genericamente, determinadas por um zero fora da resso-
nância, onde a transmissão do feixe laser é máxima.

Quando o laser se aproxima da ressonância ocorre uma queda na transmissão do
feixe laser e, como podemos observar, acontece um máximo de transmissão difusa.
Esse máximo está relacionado à penetração do laser na amostra. Acreditamos
que ele ocorra quando o produto K(ν)L = 1, ou seja, quando o laser penetra o
comprimento da amostra. Contudo, uma análise mais aprofundada é necessária
para veri�car isto.

Essa hipótese está relacionda ao fato do coe�ciente de absorção K(ν) ser pe-
queno em grande dessintonização, pois como o comprimento da célula é �xo (L =
3.0 cm), quando o laser penetra o comprimento da célula, o produto K(ν)L = 1.
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Figura 5.9: Curvas de transmissão difusa do vapor atômico em função da frequência
para medidas com o ângulo menor (Θ = 15◦).
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Dessa forma, à medida que nos aproximamos da ressonância, o coe�ciente de absor-
ção aumenta e, portanto, o produto K(ν)L aumenta até atingir um valor máximo
em dessintonização δ = 0.

A partir desse ponto, quando o laser se afasta da ressonância, novamente o
coe�ciente de absorçãoK(ν) diminui, seguido da diminuição do produtoK(ν)L até
atingir um novo máximo da transmissão difusa quando o laser novamente penetra
o comprimento da célula. Seguidamente, o feixe laser passa a ter transmissão
máxima fora da ressonância e a transmissão difusa vai a zero.

A princípio, esse é o comportamento da curva. Contudo, em relação aos má-
ximos, não medimos a posição onde ocorrem, tampouco temos uma explicação
teórica completa. Esses máximos são mais assimétricos e mais próximos do cen-
tro da linha quanto menor a densidade. Entretanto, à medida que a densidade
aumenta eles se afastam do centro da linha e a curva torna-se mais simétrica.
Acreditamos esses os máximos são assimétricos devido à assimetria do per�l de
absorção.

Para garantir um maior número de fótons participem da caminhada aleatória,
a trasmissão da luz difusa será analisada na região de absorção total do laser,
mais precisamente para δ = 0. Nesse ponto, o nível de transmissão difusa tem
uma amplitude mínima Amim, que diminui com o aumento da densidade do vapor
atômico.

A Fig. 5.9 mostra as curvas de transmissão difusa em função da dessintoniza-
ção do laser. Como podemos observar, nessas curvas ocorre uma diminuição da
amplitude mínima da transmisão difusa em função do aumento da temperatura
do reservatório (densidade atômica). Além disso, para todas as temperaturas do
reservatório, na ressonância as densidades atômicas obtidas são altas o su�ciente
para que o feixe laser seja totalmente absorvido na célula, ou seja, para todos os
espectro de transmissão difusa temos absorção total do feixe laser em δ = 0.

À medida que aumentamos a densidade atômica, o sinal perto da ressonância
diminui. Para temperaturas abaixo de T = 80◦C, a potência do laser P = 100µW
é su�ciente para que o sinal perto da ressonância não seja muito próximo de zero.
Entretanto, a partir de T = 80◦C, fez-se necessário o aumento da potência do
laser, devido o sinal perto da ressonância �car muito pequeno.

O aumento da potência do laser implica aumentarmos a transmissão coerente
(saturação) e difusa. Assim, para garantir um bom sinal no centro da linha para
todas as demais temperaturas foi su�ciente multiplicarmos a potência do laser por
um fator 3, de forma que, todas as temperaturas a partir de T = 80◦ passaram a
ser sondadas com a potência do laser P = 300µW .

Dessa forma, as curvas de transmissão difusa de Fig. 5.9, a partir da medida
para a temperatura T = 80◦, foram normalizadas dividindo a amplitude da trans-
missão difusa por fator 3, que corresponde ao aumento dado na potência do laser
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de P = 100µW para P = 300µW . Isso é possível devido a reposta linear da
transmissão difusa com a variação da potência do laser.

5.3.4 Curvas de Trasmissão Difusa para Θ = 25◦

Similarmente, como nas medidas com o ângulo menor, medimos a amplitude mí-
nima Amin para as curvas de transmissão difusa em função do aumento da densi-
dade atômica, o qual é caracterizada pelo aumento da temperatura do reservatório.

Nesse conjunto de medidas para Θ = 25◦, na Fig. 5.10 observamos em δ = 0 o
mesmo comportamento das curvas transmissão difusa mostrado na Fig. 5.9 quando
aumentamos a temperatura do reservatório (densidade), evidenciando, assim, que
a transmissão difusa é isotrópica e independe do ângulo que coleta os dados obtidos
na medida.
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Figura 5.10: Curvas de �uorescência do feixe laser em função da dessintonização
para medidas com o ângulo maior (Θ = 25◦).
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5.4 Resultados Experimentais para a Transmissão
Difusa em Função da Opacidade

Nesta secção, são apresentados os resultados experimentais que evidenciam o ca-
rácter superdifusivo do movimento fotônico no vapor atômico, para densidade do
vapor atômico com RCF, o qual é caracterizado pelo per�l espectral Voigt.

O parâmetro de Lévy α foi medido através da lei de Ohm modi�cada (Eq.
2.66). Para essa equação, os valores de T estão relacionados a amplitude mínima
de transmissão difusa, ou seja, os valores que originam o eixo da ordenada T são os
resultados obtidos experimentalmente na Fig. 5.9 para as medidas com o ângulo
Θ = 15◦, e na Fig. 5.10 para as medidas com o ângulo Θ = 25◦.

Por sua vez, os valores de opacidade r que originam o eixo das abscissas foram
obtidos da Eq. 2.67, através dos diferentes valores de densidades determinados a
partir das curvas de transmissão do feixe laser, como mostra as Fig. 5.7 para as
medidas com o ângulo Θ = 15◦, e Fig. 5.8 para as medidas com o ângulo Θ = 25◦.

A Fig. 5.11, mostra a evolução das curvas de trasmissão da luz difusa em fun-
ção da dessintonização δ do laser para diferentes valores de opacidade do vapor
atômico. Para de determinar o parâmetro α de Lévy, usamos amplitude de trans-
missão difusa para δ = 0 (amplitude mínima). Nessa situação, além de garantir
que um maior número de fótons participem da caminhada aleatória, esse valor es-
colhido tem objetivo de simpli�car o problema, pois a frequência da luz incidente
no meio atômico está próxima da ressonância. Portanto, por estar numa região
com absorção total do laser, garantimos nesta dessintonização que a penetração
do laser lI é bem menor que o tamanho da célula L.

A escolha dessa dessintonização (δ = 0) não poderia ser diferente, pois quando
o laser se aproxima da ressonância, o máximo de transmissão difusa associado
à penetração do laser sugere que o processo de absorção e emissão dos fótons
(espalhamento) se inicie logo no �nal da célula. Esse máximo está associado à
pequena distância que os fótons percorrem antes de deixarem o vapor e serem
detectados. Portanto, a dessintonização que fornece esse máximo é a pior escolha.

Entretanto, quando a dessintonização δ → 0, o coe�ciente de absorção aumenta
e ocorre a diminuição da amplitude de transmissão difusa. Isso sugere que o
ponto onde inicia o espalhamento agora se aproxima da entrada da célula, pois
mais átomos são excitados prevalecendo os átomos que estão logo no início célula
e, portanto, aumentando a distância percorrida dentro da célula até à detecção.
Qualquer dessintonização nesse intervalo até δ = 0 não serve, pois não contempla
o espalhamento por todo o comprimento da célula. Isso impossibilita o cálculo da
opacidade por meio da Eq. 2.67.

A profundidade de penetração máxima do laser lI ∼ 10 mm para r = 8 é
muito menor do que o comprimento da célula. Essa situação é escolhida para
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Figura 5.11: Evolução das curvas de transmissão difusa em função da dessinto-
nização para medidas com o ângulo menor (Θ = 15◦). A amplitude mínima de
transmissão difusa diminui segundo a lei de Ohm modi�cada para diferentes valo-
res de opacidade.

termos um mínimo de transmissão difusa, a qual assegura que os fótons tenham
que percorrer o comprimento da célula antes de serem detectados. Além disso,
essa dessintonização garante que o tamanho máximo do passo seja equivalente ao
tamanho da célula.

Portanto, com os resultados obtidos para a transmissão difusa em δ = 0 em
diferentes valores de opacidade ao longo do per�l de absorção, através da Eq. 2.66
plotamos um grá�co de amplitude mínima de luz difusa em função da opacidade,
onde por meio de um �t teórico dos resultados experimentais inferimos o valor de
α.

5.4.1 Resultados experimentais para Θ = 15◦ e Θ = 25◦

Nesta seção, apresentamos os resultados do valor medido para parâmetro α de
Lévy no vapor atômico de 133Cs com per�l de absorção Voigt. Para obtermos o
valor de α experimentalmente, plotamos o grá�co da amplitude da luz difusa em
função da opacidade para os dois conjuntos de medidas (Θ = 15◦ e Θ = 25◦), e
através de um �t teórico inferimos o valor experimental do parâmetro α de Lévy
para o per�l Voigt em função do tamanho do sistema (Opacidade) como mostra
as Fig. 5.12 e 5.13.

Como vimos, o parâmetro α = 0.5 foi obtido teoricamente em [36] para meios
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Figura 5.12: Transmissão difusa em função da opacidade para (Θ = 15◦). Regime
Doppler (reta preta) com α = 1, 2 ± 0.2 e Regime Lorentziano (reta azul) com
α = 0, 50± 0.04

Figura 5.13: Transmissão difusa em função da opacidade para (Θ = 25◦). Regime
Doppler (reta preta) com α = 1, 2 ± 0.2 e Regime Lorentziano (reta azul) com
α = 0, 50± 0.04
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in�nitos. Na prática, não temos um meio in�nito, mas os resultados experimentais
contemplam os VLT em [17], que em nosso trabalho permitiu medirmos a variação
no parâmetro α em função do tamanho do sistema e, dessa forma, entender o efeito
de truncagem no espalhamentos dos fótons no vapor atômico em questão.

Nossos resultados experimentais mostram para transmissão difusa em função da
opacidade, que o per�l de Voigt do vapor atômico é determinado por dois regimes
diferentes; o regime Doppler (curvas preta) e o regime Lorentz (curva azul).

A presença desses dois regimes diferentes; Doppler e Lorentz é veri�cada em
função do tamanho do sistema (opacidade do vapor), ou seja, a difusão dos fótons
é caracterizada segundo uma truncagem no tamanho do sistema (amostra), que é
representado pela opacidade do meio. Essa truncagem no tamanho da amostra é
um VLT, que modi�ca as características do transporte.

Essas características do transporte são dadas pela distribuição do tamanho dos
passos no vapor, que é representada pelo parâmetro α de Lévy e, por sua vez,
depende do tamanho do sistema. A dependência do parâmetro α com o tamanho
do sistema acontece porque uma truncagem no sistema (VLT) limita o tamanho
do passo e, portanto, os passos maiores que o tamanho do sistema truncado não
realizam uma caminhada aleatória no vapor, isto é, o tamanho máximo do passo no
vapor atômico corresponde ao tamanho da amostra representada pela opacidade
do meio.

Nossos resultados, mostram que a distribuição do tamanho dos passos está
relacionada com a opacidade do meio (densidade do vapor), onde para baixas opa-
cidade observamos uma característica Doppler da distribuição dos passos, e para
altas opacidades do meio uma distribuição dos passos que corresponde ao regime
Lorentziano. Além disso, para rc = 103, temos uma opacidade crítica que corres-
ponde ao crossover de transição do regime Doppler para o regime Lorentziano.

Para baixas opacidades (densidades), mesmo a distribuição do tamanho dos
passos sendo caracterizada pelos voos de Lévy em toda a amostra, essa distri-
buição abrange apenas passos de pequeno tamanho quando comparados com o
tamanho do sistema, que estão determinados em torno do centro da linha, ou seja,
somente os fótons emitidos na região em torno de δ = 0, no núcleo Doppler, par-
ticipam da caminhada aleatória. Isso acontece porque fótons que são emitidos em
grande dessintonização, nas asas lorentzianas, dão passos maior que o tamanho do
sistema (célula de tamanho L = 3.0 cm) e, portanto, não participam da caminhada
aleatória.

Entretanto, para altas opacidades (densidades), à medida que me afasto da
ressonância, a distribuição do tamanho dos passos aumenta, passando a abranger
passos cada vez maiores que são emitidos em grande dessintonização, e com o
tamanho máximo determindado pelo tamanho do sistema (célula de tamanho L =
3.0 cm). Assim, em grande dessintonização, nas asas do per�l Lorentz, os fótons
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emitidos nessa região realizam passos da mesma magnitude do sistema (célula de
tamanho L = 3.0 cm), os quais são reabsorvidos pelo vapor e agora participam da
caminhada aleatória dominando o transporte, com uma distribuição do tamanho
dos passos caracterizada pelo per�l Lorentz.

Embora nosso vapor não seja in�nito como em [36], a distribuição do tamanho
dos passos para altas opacidades do vapor nos forneceu um parâmetro α = 0.5 para
o per�l Voigt em grande dessintonização, em concordância com o per�l Lorentz.

Nossas previsões teóricas (Fig. 3.9) explicam, por exemplo, porque para baixa
opacidade medimos α = 1.2 e não α = 1.0, como previsto por Pereira at al
[36]. Isso acontece devido termos um per�l de Voigt, que é a convolução do per�l
Doppler e Lorentz, ou seja, não estamos medindo um parâmetro α para um per�l
puramente Doppler no regime assintótico.

Além disso, em relação à transição de regime Doppler para Lorentz, essa é
determinada a partir do parâmetro de Voigt. Para nosso vapor, com um parâmetro
de Voigt a = 10−2, essa transição acontece para a opacidade crítica rc = 103, em
concordância com as previsões teóricas (Fig. 3.9).

Assim, como podemos observar na Fig. 3.9, a transição do regime Doppler para
o regime Lorentz acontece mais rápido quanto maior for o parâmetro de Voigt. Por
exemplo, para a = 10−1, essa transição acontece em torno de rc = 102 e passa a
ser bem de�nida a apartir de r = 103. Para nosso caso, a = 10−2, a transição do
regime Doppler para o regime Lorentz acontece em torno de rc = 103 e passa a ser
bem de�nida a partir de r = 104.

5.5 Medidas para célula menor L = 1.0mm

As medidas realidadas nesse trabalho foram feitas considerando uma célula com
comprimento L = 3.0 cm. Dessa forma, com o intento de evidenciar o mesmo
resultado para a dependência de α com a opacidade do meio r na superdifusão
dos fótons no vapor atômico, �zemos medidas para uma célula de tamanho menor
com comprimento L = 1.0 mm.

A Fig. 5.14 mostra os resultados experimentais do parâmetro α em função da
opacidade r relacionados à célula menor de comprimento L = 1.0mm. Para esta
célula, como mostram os resultados experimentais, obtemos um parâmetro α =
0.98± 0.01, que está em concordância com o regime Doppler no limite assintótico
como mostrado por [36].

Assim, devido sua pequena espessura e tamanho em relação à célula de compri-
mento L = 3.0 cm, para altas temperaturas do reservatório (T > 130◦C na janela)
surge o risco de comprometimento da mesma. Logo, devido o limite da tempe-
ratura imposto pelo sistema, não foi possível atingir valores de opacidade muito
acima da opacidade crítica rc = 103 obtida para célula maior de comprimento
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Figura 5.14: Transmissão difusa em função da opacidade para uma célula de com-
primento L = 1, 0 mm. Regime Doppler (reta preta) com α = 0.98 ± 0.01 em
concordância com α = 1.0 no limite assintótico.
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L = 3.0 cm.
A célula em questão é 30 vezes menor que a célula de comprimento L = 3.0

cm. Portanto, em razão de terem comprimentos diferentes, um determinado valor
densidade resulta em opacidades diferentes em ambas as células. Entretanto, não
temos o mesmo intervalo de densidade para as células. Além disso, ao aquecemos
a célula não temos um bom controle da densidade envolvida, pois simplesmente
aquecemos, e quando a temperatura do reservatório estabiliza em conjunto com
a temperatura da janela medimos a densidade por meio da lei e Beer-Lambert.
Portanto, como não foi possível obter o mesmo intervalo de densidade para ambas
as células, devemos entender a transição de regime Doppler para Lorentz por meio
do parâmetro de Voigt.

Nossas previsões teóricas mostram como a transição do regime Doppler para
o regime Lorentz acontece em função parâmetro de Voigt a = Γ

ΓD
. Essa transição

acontece mais rápido quanto maior for esse parâmetro, o qual cresce com o valor
da densidade.

Para esta célula, em razão das densidades envolvidas serem bem maiores que
na célula de comprimento L = 3.0 cm, o parâmetro de Voigt aumenta considera-
velmente e, portanto, esperamos que a transição Doppler para Lorentz aconteça
para valores de opacidade inferiores rc = 103 obtido para a célula maior. Contudo,
isso não acontece.

Com o intuito de veri�car onde ocorre essa transição, �zemos medidas para
o parâmetro de Voigt ao longo do vapor, o qual varia de a = 1.8 × 10−2 até
a = 5.9×10−2, se aproximando de a = 10−1 para as mais altas densidades do vapor,
que ocorre em torno de r = 103. Na célula maior, o parâmetro de Voigt também
aumenta com o aumento da densidade, mas o valor mais próximo de a = 10−1

passa a ocorrer para densidades bem acima do valor da transição rc = 103.
Um possível explicação para isso é dada por nossas previsões teóricas. Por

exemplo, a Fig. 3.9(b), mostra que para a = 10−1 não existe um platô bem
de�nido para α = 1 igualmente como temos para o parâmetro de Voigt a = 10−2.
Esse resultado leva a crê que não existe uma transição de regime Doppler para
Lorentz tão bem de�na para a = 10−1, igualmente temos para a = 10−2. Esse é
um questionamento que analizado sistematicamente pode vir a ser uma possível
explicação para a transição de regime. Nesse sentido, não temos uma transição
tão bem de�nida o quanto foi veri�cado para a célula maior.

Portanto, o regime de transição Doppler para Lorentz, embora diferente para
ambas as células, apresentam evidências em relação à sua explicação, que, a prin-
cípio, é dada pelo parâmetro de Voigt a. Contudo, essas evidências não foram
con�rmadas, e para entendermos como ocorre essa transição de regime, devemos
fazer novos estudos de maneira mais sistemática.
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Capítulo 6

Conclusão

Os per�s de absorção de vapor alcalino são per�s de Voigt, a convolução de per�s
Doppler e Lorentz [47, 163]. Para um vapor in�nito com per�l de absorção Voigt
foi mostrado teoricamente em [36] que o espalhamento dos fótons é do tipo voo de
Lévy e tem parâmetro α = 0.5, o qual está associado a grandes passos dados pelos
fótons em grande dessintonia, nas asas do per�l Lorentz, dominando o transporte.

Em nosso experimento, em virtude das altas temperaturas envolvidas para
vapor atômico de 133Cs, quando a radiação incidente no vapor (laser) está resso-
nante com a linha D2 do Cs, os fótons no vapor atômico ressonante sofrem mul-
tiplos processos de espalhamentos (aprisionamento de radiação incoerente) antes
de, eventualmente, escapar para o exterior da célula.

Esses multiplos eventos de reabsorção e reemissão espontânea são caracteri-
zados por longos passos dados pelos fótons antes de deixar o vapor, e su�cientes
para a ocorrência da RCF dos fótons da radiação incidente (quando a frequência
do fóton emitido independe da frequência do fóton previamente absorvido), o que
torna a amostra do vapor atômico de 133Cs utilizada caracterizada por um per�l
de emissão Voigt.

Esse per�l de emissão do vapor é determinado por dois cenários diferente, o
cenário RII (ausência de colisões entre os átomos), e o cenário RIII (presença
colisões entre os átomos). Esses cenários, caracterizados por uma RPF, têm uma
RCF atingida depois de alguns eventos de espalhamento [64, 63], e explicam o
comportamento dos fótons emitidos em regiões distintas do nosso vapor.

Para o cenário RII , no referencial do átomo, existe uma correlação entre a
frequência absorvida e emitida. Contudo, no referencial do laboratório, a emissão
dos fótons é caracterizada por um per�l Doppler em torno de δ = 0. Quando as
densidades envolvidas fornecem ΓC ≈ ΓN , devido a presença de colisões frequentes
entre os átomos (τC ≈ τ), no referencial do átomo, a correlação entre as frequências
absorvidas e emitidas é perdida e, portanto, ocorre uma transição para o cénario
RIII com a frequência de emissão sendo redistribuida em um per�l Lorentz e, no
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referencial do laboratório, redistribuida por alargamento Doppler. Essa quebra de
correlação entre a frequência do fóton absorvido e emitido fora da ressonância, nas
asas lorentzianas, é caracterizada por uma RCF atingida rapidamente, e o nosso
per�l de redistribuição das frequências é totalmente independente da frequência
de absorção.

Por exemplo, para um alargamento colisional maior que a largura Doppler
(ΓC > ΓD), temos RCF em cada evento de espalhamento, e para um alargamento
colisional maior que a largura natural (ΓC > ΓN), atingimos o cénario RIII com
RCF atribuida às colisões frequentes entre os átomos. Em nosso experimento,
por exemplo, com uma largura lorentziana Γ = 5 MHz e um alargamento Doppler
ΓD = 300MHz atingimos o regime de RCF para multiplos eventos de espalhamento
com per�l de emissão Voigt.

Como vimos em [36], o per�l espectral de absorção Voigt para um vapor in�-
nito tem uma distribuição assintótica do tamanho dos passos dominada pelas asas
lorentzianas, com parâmetro α = 0.5 em concordância com o per�l Lorentz. Entre-
tanto, na prática, uma amostra não é in�nita como podemos supor teoricamente.

Assim, nesse trabalho, medimos a dependência do parâmetro α de Lévy em
função do tamanho do sistema (célula de comprimento L = 3.0 cm) para os fótons
espalhados pelo vapor atômico ressonante de 133Cs, com RCF e caracterizado pelo
per�l de absorção Voigt.

Por sua vez, a distribuição do tamanho dos passos para o per�l de absorção do
vapor (per�l Voigt) está relacionada ao coe�ciente de absorção. Por exemplo, os
fótons emitidos na região caracterizada pelo núcleo Doppler têm uma probabilidade
pequena de fazerem passos de grande tamanho (comparáveis com o tamanho da
célula L = 3.0 cm), pois essa região tem um coe�ciente da absorção maior quando
comparado com fótons emitidos em grande dessintonização, nas asas lorentzianas,
que diminui bastante, favorecendo passos maiores.

Os resultados experimentais para nosso sistema �nito sugerem uma truncagem
na distribuição do tamanho dos passos no vapor atômico, um VLT [17]. A trun-
cagem, por sua vez, seleciona o região espectral do per�l de emissão Voigt que
contribui para processo de difusão.

Os resultados da (Fig.5.12 e 5.13) mostram, para efeitos de truncagem no
tamanho do sistema, uma mudança no parâmetro α de Lévy para o vapor com
per�l Voigt em função do tamanho de sistema, em particular, observamos para a
transmissão da luz difusa TD em função da opacidade r um crossover em rc = 103

do transporte fotónico, que divide o per�l de absorção do Vapor (per�l Voigt) em
dois regimes distindos.

O regime do núcleo do per�l, caracterizado pelo per�l Doppler com α = 1.2±
0.2 para r < rc, e o regime em grande dessintonia (nas asas do per�l) regido
pelo per�l Lorentz com α = 0.5 ± 0.04 para r > rc. A observação do crossover
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entre os regimes Doppler e Lorentz foi possível devido a diferentes parâmetros
experimentais relativos a trabalhos anteriores semelhantes em voos de Lévy em
vapor atômico [17].

Os per�s espectrais Voigt encontram-se localizados entre os per�s Doppler e
Lorentz, e a transição entre esses dois regimes é determinada pelo parâmetro de
Voigt a. Essa transição de caráter Doppler para Lorentz acontece mais rápido
quanto maior for o parâmetro de Voigt a. Mesmo para o parâmetro a = 10−3,
para o qual a distribuição do tamanho dos passos dados pelos fótons no centro
de linha é muito semelhante ao per�l Doppler, os fotóns das asas manifestam
um comportamento tipicamente lorentziano, revelando um peso signi�cativo na
distribuição.

A Fig. 3.9, mostra que essa transição de caráter Doppler para Lorentz se faz
gradualmente. Em nosso vapor, com um parâmetro de Voigt a = 10−2, essa tran-
sição acontece em rc = 103, que mostra a distribuição do tamanho dos passos dos
fótons no vapor atômico, transitando entre um comportamento muito semelhante
ao da função com distribuição espectral Doppler para um regime assintoticamente
lorentziano.

Assim, o efeito de truncagem no tamanho do sistema mostra como a dessintonia
dos fótons in�uencia na caminhada aleatória (são espalhados). Para valores de
opacidade abaixo de rc = 103, existem os longos saltos dados pelos fótons, mas
somente participam da caminhada, os fótons emitidos em pequena dessintonia (no
núcleo Doppler), pois em grande dessintonia, nas asas do per�l Lorentz, os fótons
dão longos saltos que são maiores que o comprimento da amostra.

Entretanto, para uma amostra de opacidade maior que rc = 103, os fótons
emitidos em grande dessintonia (nas asas lorentzianas) participam da caminhada
aleatória (são espalhados pelo vapor), pois seus passos são menores ou da mesma
magnitude do tamanho do sistema e dominam o transporte.

Em nossos resultados (ver Fig.5.12 e 5.13), temos o regime Doppler para baixas
opacidades do vapor. Nessa região ΓC é pequeno e praticamente não temos colisões
interatômicas. Além disso, o tempo de colisão τC é maior que o tempo de vida
do estado excitado τ , o que caracteriza um espalhamento elástico dos fótons no
referencial do átomo dado pelo cenário RII [63, 164]. Em contrapartida, nossos
resultados mostram que para r > rc, temos o regime lorentziano. Em torno da
opacidade crítica, as densidades ainda são caracterizadas ΓC < Γ e, portanto, não
atingimos o cenário RIII onde as colisões são frequentes com RCF atingida uma
rapidamente.

Entretanto, embora não atingido o cenário RIII , as poucas colisões existentes
levam a frequência emitida para as asas da lorentziana. Portanto, nosso per�l é
caracterizado pelo cenário RII (que embora descreva os voos de Lévy assintotica-
mente, não representa por completo o caráter superdifusivo dos fótons num vapor
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Figura 6.1: Resultados experimentais do parâmetro α obtidos para os diferentes
per�s: Doppler, Lorentz e Voigt.

atômico), mas em virtude do alargamento colisional ser menor que o alargamento
natural, não chega a ser representado pelo cenário RIII , nas asas lorentzinas.

Esse trabalho mostra, essencialmente, que o per�l de absorção de vapor é um
per�l Voigt, e como mostrado em [36], apresenta uma distribuição do tamanho dos
passos dados pelos fótons no vapor atômico do tipo voos de Lévy, onde medimos o
parâmetro α = 0.50±0.04, no regime de RCF, em concordância com a distribuição
do tamanho dos passos para o per�l Lorentz.

O mesmo valor α = 0.5 ± 0.04 para os per�s Voigt e Lorentz está associado
a grandes passos dados pelos fótons em grande dessintonia, nas asas do per�l
Lorentz, que dominam o transporte. Em outras palavras, como o per�l Lorentz e
Voigt compartilham das mesmas asas, (tem o mesmo comportamento em grande
dessintonia), apesar dos longos saltos emitidos em grande dessintonia serem em
pequeno número comparado ao total de passo, são eles que regem a estatística do
sistema e dominam o transporte, evidenciando, portanto, o mesmo resultado para
o parâmetro α.

A tabela 6.1 mostra os resultados experimentais do parâmetro α em concor-
dância com os valores esperados teoricamente e, dentro da faixa de erro do ex-
perimento, caracterizando, assim, a difusão de fótons aprisionados radiativamente
num vapor atômico ressonante como sendo um processo superdifusivo dependente
do tamanho da amostra.
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Esses resultados caracterizam o espalhamentos dos fótons do tipo voos de Lévy
em um vapor atômico de 133Cs, onde parâmetro α foi medido experimentalmente
para o per�l Voigt em função do tamanho do sistema (opacidade do vapor). Esses
resultados estão em concordância com o resultado teórico em [36] dentro da faixa
de erro do experimento, e acreditamos que esse trabalho possa contribuir para a
compreensão dos efeitos dos tamanho de sistemas em superdifusão dos fótons em
vapor atômicos.
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Apêndice A

Solução das Equações de Bloch sem

Amortecimento Devido à Emissão

Espontânea

A.1 Descrição da Função de Onda

A.1.1 Bases

Equação de Schrödinger dependente do tempo:

iℏ
dΨ(r, t)

dt
= ĤΨ(r, t) (A.1)

solução estacionária

ĤatomΦn(r) = EnΦn(r) (A.2)

com

Ψ(r, t) = e

−iEn

ℏ Φn(r)
(A.3)

considerando um sistema de 2 níveis |Ψ1⟩ e |Ψ2⟩ com seus respectivos autova-
lores de energia E1 e E2. A diferença de energia é então relacionada à frequência
de transição ω0/2π

E2 − E1 = ℏω0 (A.4)
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O átomo interage com um campo eletromagnético externo, sendo Hint o Ha-
miltoniano de interação. O Hamiltoniano total é então:

Ĥ = Hatom +Hint (A.5)

A solução da equação de Shrödinger A.1 pode ser escrita como a combinação
linear dos autovetores da base {|Ψn⟩}

Ψ(r, t) = C1(t)Ψ1(r, t) + C2(t)Ψ2(r, t) (A.6)

com |C1|2 + |C2|2 = 1. Inserindo a equação A.1 na A.6 obtemos as seguintes
equações para os coe�cientes C1 e C2

i
dC1(t)

dt
= C1(t)M11 + C2(t)M12e

−iω0t (A.7)

i
dC2(t)

dt
= C1(t)M21e

iω0t + C2(t)M22 (A.8)

onde Mmn são os elementos de transição da matriz

A.1.2 Elementos da Matriz Dipolo

Os elementos de transição da matriz Mmn são dados por

ℏMmn =

∫
Φ∗

mĤintΦndV = ⟨Φm|Ĥint|Φn⟩, (A.9)

na aproximação de dipolo-elétrico.

Ĥint = −µ̂ · E = µE0 cos(ωt) (A.10)

onde µ̂ é o vetor momento de dipolo elétrico total. Por simetria, temos

M11 =M22 = 0 (A.11)

e

M12 =M∗
12 =

1

ℏ
eE0r12 cos(ωt) (A.12)

onde
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r12 =

∫
Φ∗

1rΦ2dV = ⟨Φ1|r|Φ2⟩ (A.13)

é o elemento da matriz dipolo. Assim, de�niremos a frequência de Rabi ωRabi

como

ωRabi =
1

ℏ
eE0r12 (A.14)

A.1.3 Oscilações de Rabi

Usando esses elementos da matriz, as equações acima A.7 e A.8 agora podem ser
escritas como [52]:

i
dC1(t)

dt
= C2(t)ωRabi cos(ωt)e

−iω0t (A.15)

i
dC2(t)

dt
= C1(t)ω

∗
Rabi cos(ωt)e

iω0t (A.16)

os termos dependentes do tempo cos(ωt)e−iω0t podem ser reescritos usando
cos(ωt) = 1

2
(eiωt + e−iωt) como

cos(ωt)e−iω0t =
1

2
(e−i(ω+ω0)t + e−i(ω−ω0)t) (A.17)

onde |ω − ω0| ≪ ω. Dessa forma, podemos desprezar os termos de oscilação
rápida ω + ω0. A evolução será regido pelos termos de oscilação lenta. Esta
aproximação é chamada de Onda Giratória [52] Rotating Wave Approximation
(RWA).

i
dC1(t)

dt
= C2(t)ωRabi

1

2
e−i(ω−ω0)t (A.18)

i
dC2(t)

dt
= C1(t)ω

∗
Rabie

i(ω−ω0)t (A.19)

para a dessintonização zero, onde ω = ω0 encontra-se então as bem conhecidas
oscilações de Rabi entre o estado fundamental e excitado do sistema de dois níveis
acionado. Com as condições iniciais |C1|2 = 1 e |C2|2 = 0, temos
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|C1|2 = cos2(
ωRabi

2
t) (A.20)

|C2|2 = sin2(
ωRabi

2
t) (A.21)

As equações A.7 e A.8 fornecem uma descrição exata do estado de um átomo
de dois níveis (sem decaimento espontâneo) interagindo com um campo elétrico
oscilante. Portanto, para solução geral, são interessante não os coe�cientes simples
Ci, mas as probabilidades |C2

i |.

A.1.4 Solução das Equações de Bloch sem Amortecimento
Devido à Emissão Espontânea

Uma vez conhecidas as oscilações de Rabi, as equações de movimento para a matriz
de densidade são obtidas através das equações de movimento dos coe�cientes da
equação C1 e C2 (Eqs. A.20 e A.21), onde ρ11 = |C1|2, ρ22 = |C2|2, ρ12 = C1C

∗
2 e

ρ21 = C2C
∗
1

Assim, com o produto desses coe�cientes C1 e C2, podemos formar equações
para a matriz de densidade do átomo, que tomam a forma das Eqs. 1.15 e 1.16.
Essas equações estão relacionadas segundo as Eqs. 1.20 e 1.21, onde os elementos
de matriz obtidos pela Eq. 1.14, sendo V =Mmn.

dρ22
dt

= −dρ11
dt

= −i cos(ωt)[Ω∗
Rabie

iω0tρ12 − ΩRabie
−iω0tρ21] (A.22)

dρ12
dt

=
dρ∗21
dt

= iωRabi cos(ωt)e
−iω0t(ρ11 − ρ22) (A.23)

aplicando a aproximação de onda rotativa: (|δ| = |ω − ω0| ≪ ω0)

dρ22
dt

= −dρ11
dt

= −1

2
iΩ∗

Rabie
i(ω0−ω)tρ12 +

1

2
iΩRabie

−i(ω0−ω)tρ21] (A.24)

dρ12
dt

=
dρ∗21
dt

=
1

2
iωRabie

−i(ω0−ω)t(ρ11 − ρ22) (A.25)

Resolvemos o sistema de equações através da substituição
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ρ11(t) = σ11e
λt (A.26)

ρ22(t) = σ22e
λt (A.27)

ρ12(t) = σ12e
−i(ω0−ω)t (A.28)

ρ21(t) = σ21e
−i(ω0−ω)t (A.29)

o que leva à seguinte equação:


−λ 0 1

2
iω∗

Rabi −1
2
iωRabi

0 −λ −1
2
iω∗

Rabi
1
2
iωRabi

1
2
iωRabi −1

2
iωRabi i(ω0 − ω)− λ 0

−1
2
iω∗

Rabi
1
2
iω∗

Rabi 0 −i(ω0 − ω)− λ




σ11
σ12
σ21
σ22

 = 0

(A.30)
e a seguinte equação de autovalores

λ2[λ2 + (ω0 − ω)2 + |ΩRabi|2] = 0 (A.31)

resolvendo a equação temos as seguintes soluções para λ

λ1 = λ2 = 0 (A.32)

λ3 = iΩ (A.33)

λ4 = −iΩ (A.34)

Dessa forma , temos Ω dado por

Ω =
√

[(ω0 − ω)2 + |ΩRabi|2] (A.35)

para ω = ω0, temos

Ω = ΩRabi (A.36)

A solução Geral é então

ρij = ρ1ij + ρ3ije
iΩt + ρ4ije

−iΩt (A.37)

Para as condições iniciais especiais:
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ρ11(0) = 1 (A.38)

ρ22 = 0 (A.39)

ρ12 = ρ21 = 0 (A.40)

obtemos

ρ22(t) =
|ΩRabi|2

Ω2
sin2(

Ωt

2
) (A.41)

ρ12(t) = e−i(ω0−ωt) |ΩRabi|2

Ω2
sin(

Ωt

2
)[−(ω0 − ω) sin(

Ωt

2
) + iω cos(

Ωt

2
)] (A.42)

Assim, na frequência ressonânte ω = ω0, as soluções simpli�cam-se para

ρ22(t) = sin2(
1

2
ΩRabit) (A.43)

ρ12(t) =
|ΩRabi|2

Ω2
sin(

1

2
ΩRabit) cos(

1

2
ΩRabit)] (A.44)
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Apêndice B

Distribuição de Velocidades de

Maxwell-Boltzmann

O físico escocês James Clerk Maxwell desenvolveu sua teoria cinética dos gases em
1859. Maxwell determinou a distribuição de velocidades entre as moléculas de um
gás, que foram posteriormente generalizada em 1871 pelo físico alemão, Ludwig
Boltzmann, para expressar a distribuição de energias entre as moléculas.

B.1 Gás Clássico

A descrição da distribuição de velocidade de Maxwell-Boltzmann é feita utilizando
o formalismo canônico. Assim, consideremos um gás clássico de N partículas mo-
noatômicas de massa m, de�nido pelo hamiltoniano

H =
N∑
i=1

P 2
i

2m
+
∑
i<j

V (|r⃗i − r⃗j|) (B.1)

onde V (r⃗) = V (|r⃗i − r⃗j|) é um potencial entre pares formado por um termo de
repulsão de curta distância, ou seja, V (r) −→ ∞ para r −→ 0, e uma parte atrativa
que se anula rapidamente para r −→ ∞, e mais rapidamente que r−1 uma vez que
a origem do potencial é eletrostática e blindada pelos efeitos de interação entre as
várias outras cargas presentes. Um exemplo típico é o potencial de Lennard-Jones

VLJ = 4ϵ[
σ12

r12
− σ6

r6
] (B.2)

onde ϵ é o valor mínimo do potencial e r = 2
1
6σ é a separação entre as partículas

para o qual esse mínimo ocorre.
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Figura B.1: Representação do potencial de Lennard-Jones VLJ em função r entre
as distância entre duas partículas. A escala de comprimento σ = 0.2 representa a
distância na qual o potencial intermolecular entre dois átomos é zero . A medida
de quão fortemente dois átomos de atraem é dada por ε = 0.12, e representa o
valor mínimo do potêncial.

O sistema clássico no formalismo do ensemble canônico é descrito assumindo
que um volume V está em contato com um reservatório térmico a uma temperatura
T separado por paredes diatérmicas. A função de partição canônica do sistema é
dada por

Z =
1

N !h3N

∫
· · ·

∫
d3r1...d

3rN

∫
· · ·

∫
d3p1...d

3pNe
−βH (B.3)

sendo a integral sobre as coordenadas espaciais está limitada ao volume V . A
integração sobre as coordenadas de momento é similar ao gás ideal, e reduz-se a
um produto de 3N integrais gaussianas já bastante conhecidas:
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∫ ∞

−∞
e−β P2

2mdp = (
2πm

β
)
1
2 (B.4)

Dessa forma

Z =
1

N !
(
2πm

βh2
)
3N
2 QN (B.5)

onde

QN =

∫
V

...

∫
V

d3r1...d
3rNe

−β
∑

i<j V (|r⃗i−r⃗j |) (B.6)

B.1.1 Gás Ideal Clássico

A grande di�culdade no tratamento dos gases reais está justamente no termo QN .
Portanto, vamos explorar o caso mais simples, o gás clássico ideal, onde não há
interação entre as partículas e toda a energia é cinética.

O gás clássico ideal de Maxwell consiste num essamble de moléculas movendo-se
rápido e aleatoriamente, colidindo umas com as outras e nas paredes do contêiner.
Maxwell fez quatro suposições para o gás:

O diâmetro das moléculas é muito menor que a distância entre elas.
As colisões entre moléculas conserva a energia.
As posições e velocidades das moléculas são inicialmente aleatórias.
As moléculas se movem entre colisões sem interagirem com uma velocidade

constante em linha reta.
Dessa forma o termo QN = V N , e a função de partição para o gás clássico ideal

no ensemble canônico é

Zideal =
V N

N !
(
2πm

βh2
)
3N
2 (B.7)

Assim, através da aproximação de Stirling ln(N) = N ln(N) − N , a energia
livre de Helmholtz é,

F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N) = −NkBT [1 + ln{V
N
(
2πmkBT

h2
)
3
2}] (B.8)

A partir da energia livre, temos

p = −(
∂F

∂V
)T,N =

NkBT

V
⇒ pV = NkBT (B.9)

S = −(
∂F

∂T
)V,N = NkB[

5

2
+ ln{V

N
(
2πmkBT

h2
)
3
2}] (B.10)
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µ = −(
∂F

∂N
)T,V = −kBT ln{V

N
(
2πmkBT

h2
)
3
2} (B.11)

Relacionando as equações B.10 e B.8, temos a conhecida energia do gás clássico
ideal

U = F + TS =
3

2
NkBT (B.12)

B.1.2 Distribuição de Maxwell-Boltzmann

Consideremos a probabilidade (canônica) de encontrarmos uma partícula do gás
ideal com velocidade entre v⃗ e v⃗ + dv⃗ independente de sua posição,

p(v⃗)d3v =
V

Z1

e
−βP2

2m d3p (B.13)

onde

Z1 = V

∫
e

−βP2

2m d3p = V (
2πm

β
)
3
2 (B.14)

Dessa forma, temos

p(v⃗)d3v = (
m

2πkBT
)
3
2 e

−βP2

2m d3p (B.15)

A distribuição de probabilidade depende apenas do módulo da velocidade. Por-
tanto

⟨vx⟩ = ⟨vy⟩ = ⟨vz⟩ = 0 (B.16)

Como o espaço de velocidades (momentos) é isotrópico, integrando em todas
as direções temos

p(v⃗)d3v ⇒ p(v)4πv2dv = (
m

2πkBT
)
3
2 e

−βP2

2m 4πv2dv = f(v)dv (B.17)

Assim, a distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann para o gás ideal é

f(v) = 4π(
m

2πkBT
)
3
2v2e

−βP2

2m (B.18)

Maximizando f(v), encontramos a velocidade (em módulo) mais provável v̄
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df(v)

dv
|v̄ = 0

⇒ 4π(
m

2πkBT
)
3
2 [− m

kBT
e

−mv2

2kBT v3 + 2ve
−mv2

2kBT ] = 0

− m

2kBT
v̄ + v̄ = 0

v̄ =

√
2kBT

m

(B.19)

Portanto, o valor médio do módulo da velocidade é,

⟨v⟩ = ⟨|v̄|⟩ =
∫ ∞

0

vf(v)dv = 4π(
m

2πkBT
)
3
2

∫ ∞

0

v3e
−mv2

2kBT dv (B.20)

fazendo y = mv2

2kBT
, temos

⟨v⟩ = 4π(
m

2πkBT
)
3
2 (
2kBT

m
)2
1

2

∫ ∞

0

ye−ydy

⟨v⟩ = 4π(
m

2πkBT
)
3
2 (
2kBT

m
)2
1

2
Γ(2)

(B.21)

como Γ(2) = 1

⟨v⟩ =
√
(
8kBT

mπ
) (B.22)

A velocidade quadrática média calcula-se da mesma forma, assim

⟨v2⟩ =
∫ ∞

0

v2f(v)dv = 4π(
m

2πkBT
)
3
2

∫ ∞

0

v4e
−mv2

2kBT dv

⟨v2⟩ = 4π(
m

2πkBT
)
3
2 (
2kBT

m
)2
1

2

∫ ∞

0

y
3
2 e−ydy

⟨v2⟩ = 4π(
m

2πkBT
)
3
2 (
2kBT

m
)2
1

2
Γ(5/2)

(B.23)

onde Γ(5/2) = 3
2
Γ(3/2) = 3

2
1
2
Γ(3/2) = 3

4

√
π, dessa forma

⟨v2⟩ = 3kBT

m
(B.24)

A energia cinética por partícula é,
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⟨εk⟩ =
1

2
m⟨v2⟩ = 3kBT

m
(B.25)

e, da isotropia de distribuição de velocidades f(v⃗), temos que,

⟨v2x⟩ = ⟨v2y⟩ = ⟨v2z⟩ =
1

3
⟨v2⟩ = kBT

m
(B.26)
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Apêndice C

Equação de Difusão Clássica

A dinâmica do processo difusivo da caminhada aleatória de uma partícula é re-
gida pelo TCL, que pode ser discrita pela equação de Fokker-Planck (EFP), uma
equação diferencial parcial que determina a evolução temporal da distribuição de
probabilidade da partícula. Portanto, apresentaremos a (EFP) e sua dinâmica de
difusão normal associada como uma ferramenta na compreensão do movimento
superdifusivo dos fótons no vapor atômico.

A (EFP) é a equação de difusão mais geral. Portanto, mais uma vez, podemos
partir de uma descrição da difusão em termos de um passeio aleatório, através de
duas suposições: (i) Assumimos agora que o valor médio ⟨x⟩ dos passos do passeio
aleatório pode ser diferente de zero, que corresponde a um movimento sistemático
das partículas na direção do sinal do ⟨x⟩, e (ii) assumimos que tanto a média quanto
a variância pode ser espacialmente dependente, ⟨x⟩ = ⟨x⟩(x) e ⟨σ2⟩ = ⟨σ2⟩(x), o
que signi�ca que a distribuição de incrementos depende da localização espacial, ou
seja, é da forma q∆x,x(∆x, x). Essa suposições nos permite escrever a distribuição
de probabilidade da partícula como

P (x, t) =

∫ ∞

−∞
P (x−∆x, t−∆t)q∆x,x(∆x, x−∆x)d∆x. (C.1)

Essa equação é conhecida como equação de Chapman-Kolmogorov [165], onde
q∆x,x(∆x, x) é a densidade de probabilidade de estar na posição x e dar um passo
∆x no tempo ∆t. Dessa forma, considerando uma caminhada aleatória unidimen-
sional, x(t) : t > 0 e a relação de Chapman-Kolmogorov, temos

P (x1, t1|x3, t3) =
∫
P (x1, t1|x2, t2)P (x2, t2|x3, t3)dx2, (C.2)

para t1 < t2 < t3 e

P (x2, t2) =

∫
P (x2, t2|x1, t1)P (x1, t1)dx1, (C.3)
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onde a Eq. C.3 mosta que distribuição de probabilidade P (x2, t2) é propa-
gada no intervalo de tempo t2 − t1 ≥ 0 por meio da probabilidade condicional
P (x2, t2|x1, t1), chamado de propagador de distribuição P (x2, t2).

A Eq. C.2 representa um processo markoviano homogêneo, ou seja, a distribui-
ção de probabilidade do próximo passo depende apenas do estado atual e não da
sequência de eventos de precederam, portanto de�nindo t3 = τ + t e t2 = t, temos

Pt+τ (x1|x3) =
∫
Pτ (x3|x2)Pt(x2|x1)dx2, (C.4)

Expandindo Pτ (x3|x2) em série de Taylor sobre τ ≈ 0 e seguindo o procedi-
mento padrão em [166], temos

Pτ (x3|x2) = (1− a0τ)δ(x3 − x2) + τW (x3, x2) +O(τ 2), (C.5)

com

a0 =

∫
W (x2, x3)dx2, (C.6)

Dessa forma, podemos expressar a Eq. C.5, tal como

Pt+τ (x1|x3) =
∫

[(1− a0τ)δ(x3 − x2) + τW (x3, x2)]Pt(x2|x1)dx2, (C.7)

Pt+τ (x1|x3) =
∫

(1− a0(x3)τP (x3, x1) + τ

∫
W (x3, x2)]Pt(x2|x1)dx2, (C.8)

onde,

lim
τ−→0

Pt+τ (x1|x3)− Pt(x3, x1)

τ
=
∂Pt(x3, x1)

∂t
, (C.9)

Finalmente, temos

∂Pt(x3, x1)

∂t
=

∫
W (x3|x2)Pt(x2|x1)−W (x2|x3)Pt(x3|x1)dx2. (C.10)

Assim, a generalização da caminhada aleatória unidimensional, x(t) : t > 0, �ca

∂P (x, t)

∂t
=

∫
T (x|x′

)P (x
′ |t)− T (x

′ |x)P (x|t)dx′
. (C.11)

A Eq. C.11 é uma equação mestre na descrição de uma partícula de caminhada
aleatória no intervalo unidimensional �nito, onde x e x

′
são variáveis contínuas e
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T (x|x′
) representa a taxa de transição para o caminhante aleatório para realizar

um salto da posição x
′
para x com comprimento |x − x

′ |. Então, rede�nindo
T (x|x′

) = T (x
′
, x0) com x0 = x− x

′
, reescrevemos a Eq. C.11 como

∂P (x, t)

∂t
=

∫
T (x− x0;x0)P (x− x0, t)dx0 − P (x, t)

∫
P (x;−x0)dx0. (C.12)

onde, consideramos T (x
′
, x0) ≃ 0 para |x0| < δ e T (x

′
+ ∆x;x0) ≃ T (x

′
, x0)

para |∆x| < δ, assim como que P (x, t) varia lentamente, que nos permite expandir
o produto no integrando acima da Eq. C.12 na série de Taylor até a segunda
ordem, dando origem a

T (x− x0;x0)P (x− x0, t) = T (x;x0)P (x, t)

− ∂

∂x
[T (x;x0)P (x, t)]x0 +

1

2

∂2

∂x2
[T (x;x0)P (x, t)]x

2
0 +O(x30)

(C.13)

substituindo este resultado na Eq. C.12, temos

∂P (x, t)

∂t
=

∫
Fdx0 −

∫
x0

∂

∂x
Fdx0 +

1

2

∫
x20

∂2

∂x2
Fdx0 − P (x, t)

∫
P (x;−x0)dx0,

(C.14)
onde F = T (x;x0)P (x, t) e

ai =

∫ ∞

−∞
xi0T (x, x0)dx0, (C.15)

são os momentos da expansão Kramer-Moyal, Eq. C.12. Dessa forma, temos

∂Pt(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
[a1(x)P (x, t)] +

1

2

∂2

∂x2
[a2(x)P (x, t)]. (C.16)

A Eq. C.16 é a chamada (EFP), onde para uma partícula em movimento
browniano, temos

a1(x) =
⟨∆x⟩x
∆t

= 0, (C.17)

a2(x) =
⟨(∆x)2⟩x

∆t
= 2D, (C.18)

e Eq. C.16 se transforma na chamada equação de difusão clássica.
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∂P (x, t)

∂t
= D

∂2

∂x2
P (x, t). (C.19)

A Eq. C.19 é a EFP para um processo de difusão normal clássico, conhecido
como movimento browniano, obtido pela primeira vez pelo físico holandês Jan
Ingenhousz em 1985, por Robert Brown, que o estudado através do movimento
errático de grão de pólen e, por sua vez, Einstein nomeou esse movimento de
browniano, em sua homenagem.

Uma característica importante da difusão normal é que o segundo momento do
associado a distribuição de probabilidade é proporcional a Dt, onde D representa
o coe�ciente de difusão, conforme visto na Eq. C.19. Em outras palavras, a raiz
quadrada média (rms) do desvio é proporcional à raiz quadrada do tempo, σ ∝ t1/2.
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Apêndice D

Cálculo Teórico do Coe�ciente de

Absorção

Nesse apêndice, escrevemos o código em linguagem Python que calcula do coe�ci-
ente de absorção do vapor atômico K(ν) em função da frequência.

Códico

Iniciando os arrays

Ichi1 = []

Ir = []

a = []

t1 = []

T = []

Espessura da célula

LL = 3.e− 2

Densidade em m-3.

N = . . . A densidade N assume o valor que ajusta a curva de tramissão
teórica do feixe laser sobre a curva experimental obtida para uma determinada
medida.

Constantes físicas

e0 = 8.85e− 12 Permissividade elétrica
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c = 299792458 Velocidade da luz
l = 852e− 9 Comprimento de onda
hbar = 6.63e− 34 Contante de Planck normalizada

Calculo da velocidade mais provável

Temp = 273.+ 100. temperatura em Kelvin
u = np.sqrt(2.∗1.3806e−23∗Temp/(1.66E−27∗132.9)); onde u é a velocidade

mais provável.

De�nição da distribuição da velocidade de Maxwell-Boltzmann

def MB(v) :

v é velocidade
return1./(np.sqrt(np.pi) ∗ u) ∗ np.exp(−v ∗ v/(u ∗ u))

De�nição da largura homogenea (em Hz)

G = 5.234e6

O momento de dipole elétrico m = ⟨J |er|J ′⟩ �ca

m = 3.8e− 29/np.sqrt(3.)

onde fator sqrt(3) é pelo fato de usarmos polarização linear.

A largamento Colisional GC é uma função da densidade N , tal que

GC = 9. ∗ 1e− 8 ∗ 1e− 6 ∗N

A largura homogênea GT é soma da largura natural com a largura colisional e
�ca

GT = G+GC

print(′GC ′, GC) fornece o valor de GC

A força relativa entre as transições hiper�nas é dada a partir da tabela 10 de
Daniel Steck em [152].

C45 = 1.833

C44 = 0.875

C43 = 0.292

Para o cálculo da seção de choque Σ (função de Voigt), de�nimos susceptibili-
dade como:
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def chi1(v, x) :

x é frequência no referencial do laboratório

delta é a dessintonia no referencial do átomo com velocidade v

Escolhemos a transição 4 → 5 como zero de dessintonização, de�nida por:

delta45 = x− v/l − 126e+ 6,

delta44 e delta43 são dessintonizações com relação às transições 4 → 4 e 4 → 3,
de�nidas como:

delta44 = x− v/l + 251.09e6− 126e+ 6

delta43 = x− v/l + 452.38e6− 126e+ 6

Para a Ordem 1

A = 9./16. ∗N ∗ 2 ∗ 2. ∗ np.pi/l ∗ 1./(e0 ∗ hbar ∗GT ),

o fator 9/16 corresponde a fração dos átomos no estado fundamental F = 4

a45 = A ∗ C45 ∗m ∗m ∗ 1./(1.+ 4. ∗ delta45 ∗ delta45/GT ∗ ∗2)
a44 = A ∗ C44 ∗m ∗m ∗ ∗1./(1.+ 4. ∗ delta44 ∗ delta44/GT ∗ ∗2)
a43 = A ∗ C43 ∗m ∗m ∗ ∗1./(1.+ 4. ∗ delta43 ∗ delta43/GT ∗ ∗2)

return 1.*(a45+a44+a43)

Para cada frequencia x faremos uma integral em velocidade.

t é a lista contendo os pontos de frequencia usados para os calculos.

Os valores da lista t devem ser adaptados segundo a densidade usada

t = np.arange(−2.5e9, 2.5e9, 1e7)

vt é a lista contendo os valores de velocidade para integração

vt=np.arange(-1000,1001,0.1)

Integração de velocidade é feita usando o Método do trapézio. A varredura em
frequência �ca

forjjint :

a01 = 0

r1 = 0
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print(jj)

Integração de velocidade

forkkinvt :

a11 = (MB(kk) ∗ chi1(kk, jj))
r1 = r1 + (a01 + a11)/2 ∗ 0.1
a01 = a11

Escrita de uma lista de coe�ciente de absorção

a.append(r1)

Esse código gera a lista a do coe�ciente de absorção, que é utilizada para o
cálculo da densidade do vapor. Esse cáculo é feito, através do ajuste de curvas
teoricas de transmissão do feixe laser sobre as curvas experimentais geradas para
cada temperatura considerada.

Curvas teóricas de absorção do feixe laser

T [:] = [1. ∗ np.exp(−k ∗ LL)forkina]

Conversão da frequencia em MHz

tMHz[:] = [k/1e6forkint]

np.savetxt(”Transmissao.dat”, np.c[tMHz, T ], delimiter =′ . . .′) salva os
dados em formato .dat

plt.�gure(1) plota uma grá�co

plt.plot(tMHz,T) plota o grá�co de transmissão do feixe laser em função
da frequência.

plt.show() mostra o grá�co.

Esse curva é plotada no mesmo grá�co da curva experimental obtida, onde o
ajustamos a sobreposição das curva até atingir a perfeição, mediante varição da
densidade do vapor. Nesse momento é inferida a densidade do vapor.
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