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Dois importantes factos, nesta vida, saltam aos olhos; primeiro, que cada um
de nds sofre inevitavelmente derrotas tempordrias, de formas diferentes, nas oca-
stoes mais diversas. Sequndo, que cada adversidade traz consigo a semente de um
beneficio equivalente. Ainda nao encontrei homem algum bem-sucedido na vida que
nao houvesse antes sofrido derrotas tempordrias. Sempre que um homem supera 0s

reveses, torna-se mental e espiritualmente mazis forte... E assim que aprendemos
o que devemos a grande licao da adversidade.

Andrew Carnegie
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Resumo

Quando a variancia do deslocamento de uma particula aumenta linearmente
no tempo, o Teorema Central do Limite (TCL) é obedecido, e a distribui¢ao de
probabilidades da posi¢ao da particula sera gaussiana. Em alguns sistemas, no en-
tanto, a probabilidade da particula realizar um grande passo durante a caminhada
aleatoéria, nao é desprezivel, e a variancia do deslocamento cresce mais rapido do
que linearmente no tempo. Um mecanismo particular para tal passeio aleatorio
superdifusivo sao os voos de Lévy, que possui a distribuicao de probabilidade do
tamanho dos passos decaindo assintoticamente como |z|717®, com 0 < o < 2 um
parametro tipico do sistema que fornece a inclinacao das "asas"dessa distribuicao.
Quando uma radiagao (laser) incide num vapor atémico ressonante, os fétons da
radiacao incidente realizam uma caminhada aleatoéria dentro do vapor, através de
sucessivos eventos de reabsorcao e reemissao espontanea chamada de aprisiona-
mento de radiacdao. Essa caminhada aleatoria é uma superdifusao do tipo voos
de Lévy, onde o valor do parametro o depende do perfil espectral de absorcao da
amostra, e pode ser medido a partir da modificacao da lei de Ohm, através da rela-
cao entre a transmissao difusiva, relacionada ao aprisionamento de radiagao, com
a opacidade da amostra, uma grandeza adimensional relacionada ao tamanho dos
passos. Para um perfil Doppler, o valor o = 1.0 foi obtido teoricamente, e o valor
a = 1.47 foi medido experimentalmente, enquanto para um perfil Lorentz, o valor
a = 0.5 foi obtido teoricamente e confirmado experimentalmente. Nesse tltimo
caso, a caminhada aleatoria é quase-balistica, com tamanho médio dos passos in-
determinado. Por sua vez, para perfil Voigt, o parametro « foi obtido teoricamente
em concordancia com o perfil Lorentz. Entretanto, a confirmacao experimental nao
foi verificada. Portanto, neste trabalho, medimos o parametro o de Lévy para o
perfil de absorcao do vapor alcalino quente, que é um perfil Voigt, isto ¢, gaussiano
em torno do centro da linha e lorentziano nas "asas"(grande dessintonizagao). O
valor do parametro « depende da porcao do perfil espectral acessivel para o féton
que realiza a caminhada aleatoria. Por exemplo, para vapor de baixa opacidade
(ou baixa densidade atomica), o tamanho dos passos nas asas lorentzianas é muito
maior do que o comprimento da amostra, e apenas fétons emitidos na por¢ao gaus-
siana central executa um passeio aleatorio na célula, resultando num parametro
a = 1.2 £0.2. Para densidades mais altas, fotons emitidos nas asas lorentzia-
nas sao reabsorvidos e realizam caminhada aleatéria, resultando num parametro
a = 0.5 4+ 0.04. Em particular, observamos para a transmissao da luz difusa Tp
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em funcao da opacidade r, um crossover em 7, = 10° do transporte foténico, que
divide a caminhada aleatoria em dois regimes: abaixo de 7, = 10, onde apenas
fotons emitidos no nucleo Doppler sao espalhados pelo vapor, enquanto os fotons
emitidos nas asas lorentzianas nio sio; e acima de r, = 103, onde os fétons emiti-
dos nas asas lorentzianas sao espalhados pelo vapor, resultando em grandes passos
que dominam o transporte. Nossos resultados confirmam que o aprisionamento
de radiacao é caracterizado por uma superdifusao do tipo voos de Lévy. Além
disso, tendo em vista o tamanho finito do sistema, as caracteristicas do transporte
fotonico para o perfil de absor¢ao Voigt sao determinadas por uma truncagem no
sistema.

Palavras-chave: Voos de Lévy, Aprisionamento de radiacao, Espectroscopia
Laser, Vapor alcalino.
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Abstract

When the variance of a particle’s displacement increases linearly in time, the Cen-
tral Limit Theorem (TCL) is obeyed, and the distribution of probabilities of the
particle’s position will be Gaussian. On some systems, nonetheless, the probability
of the particle performing a large step during the random walk, is not negligible,
and the variance of the displacement grows faster than linearly in time. A parti-
cular mechanism for such superdiffusive random walk are the Lévy flights, which
has the step length probability distribution decaying asymptotically as |z|™17% ,
with 0 < a < 2 a typical parameter of the system, which gives the slope of the
"wings"of this distribution. When radiation (laser) focuses on one resonant atomic
vapor, the incident radiation photons perform a walk random inside the vapor, th-
rough successive reabsorption and spontaneous remissions events called radiation
trapping. This random walk is a superdifusion of the Lévy flight type, where the
« parameter value depends on the absorption spectral profile of sample, and can
be measured from modification of Ohm’s law, through the relationship between
the diffusive transmission, related to radiation trapping, with the opacity of the
sample, a dimensionless quantity related to step size. For a Doppler profile, the
value a = 1.0 was theoretically obtained, and the value a = 1.47 was measured
experimentally, while for a Lorentz profile, the value o = 0.5 was theoretically
obtained and confirmed experimentally. In the latter case, the random walk is
quasi-ballistic, with an indeterminate average step size. In turn, for Voigt profile,
the o parameter was theoretically obtained in agreement with the Lorentz pro-
file. However, the experimental confirmation has not been verified. Therefore, in
this work, we measured Lévy’s o parameter for the hot alkaline vapor absorption
profile, what is a Voigt profile, that is, Gaussian around the line center and Lo-
rentzian in the "wings"(in great detuning). The value of o parameter depends
on the portion of the spectral profile accessible for the photon that performs the
random walk. For instance, for low opacity vapor (or low atomic density), the
steps size in the Lorentzian wings are much longer than the sample length, and
only photons emitted in the central gaussian portion perform a random walk in the
cell, resulting in a parameter a = 1.2 +0.2. For higher densities, photons emitted
in the lorentzian wings are reabsorbed and perform random walk resulting in a
parameter « = 0.5 + 0.04. In particular, we observed for diffuse light transmis-
sion Tp as a function of the opacity r, a crossover in 7, = 103 of the photonic
transport, which divides the random walk in two regimes: bellow r. = 103, where
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only photons emitted in the Doppler nucleus are scattered by the vapour, while
photons emitted in the lorentzian wings are not; and above r, = 10®, where the
photons emitted in the lorentzian wings are scattered by the vapour, resulting in
large step that dominate the transport. Our results confirm that radiation trap-
ping is characterized by an superdiffusion of the Lévy flights type. Furthermore,
given the finite size of the system, the characteristics of photonic transport for the
Voigt absorption profile are determined by a truncation in the system.

Keywords: Lévy flights, Radiation Trapping, Laser Spectroscopy, Alkaline
vapour.



Cat al ogagdo na publicacgéo
Secdo de Catal ogacao e d assificacgéao

ML41v Macedo, Antonio Sal dani o Matos.
Voos de Lévy de fotons em vapores atodmicos / Antonio
Sal dani o Mat os Macedo. - Jodo Pessoa, 2022.
189 f. : il.

Orientacdo: Thierry Marcelino Passerat de Silans.
Tese (Doutorado) - UFPB/ CCEN.

1. Fisica. 2. Voos de Lévy. 3. Aprisionanmento de
radi acdo. 4. Espectroscopia laser. 5. Vapor alcalino.
I. Silans, Thierry Marcelino Passerat de. IIl. Titulo.

UFPB/ BC CDU 53(043)

El aborado por WALQUELI NE DA SILVA ARAUJO - CRB-15/514




Conteudo

Introducao

1

Interacao Radiagao-Matéria

1.1 Atomo de Dois Niveis . . . . . . . oot i
1.1.1 Interacio Atomo-Campo . . . . . . ... ... . ... ....
1.1.2 Formalismo Matriz Densidade . . . . . . ... ... .. ...
1.1.3 Equagoesde Bloch . . .. .. ... ... .. ... ...
1.1.4 Equacoes de Bloch com Emissao Espontanea . . . . . . . . .

1.2 Perfis Espectrais de Emissao . . . . . . .. .. ... .. ... ....
1.2.1  Suscetibilidade e Coeficiente de Absor¢ao . . . . . . . .. ..
1.2.2 Perfil Doppler . . . . . . .. ...
1.2.3  Perfil Voigt . . . . .. .o
1.2.4 Redistribuicao Completa e Parcial de Frequéncia. . . . . . .

Teoria de distribuicoes de probabilidades estaveis de Lévy
2.1 Teorema Central do Limite (TCL) . . . .. .. ... ... ... ...
2.2 Distribuicao Normal . . . . . ... .. ..o oo
2.3 Distribuicoes Estaveis de Lévy Generalizadas . . . . . . ... .. ..
2.3.1 Densidade Probabilidade do Tamanho de Passos . . . . . . .
2.4 Caracteristicas da Difusao Normal . . . . . .. ... ... ... ...
2.4.1 Movimento Browniano e Caminhadas Aleatorias . . . . . . .
2.5 Caracteristicas da Superdifusao: Caminhadas e voos de Lévy . . . .
2.5.1 Descricao Estatistica dos Voos de Lévy . . . . . .. .. . ..
2.6 Grandezas Mensurdveis . . . . . . . .. ... oo
2.6.1 Tempo de Primeira Passagem para Voos de Lévy . . . . ..
2.6.2 Transmissao Difusa para Voos de Lévy . . . .. .. .. ...

Aprisionamento de Radiacao

3.1 Contexto Historico . . . . .. ... ... .. .. ... .. ......
3.1.1 Descricao do Fenébmeno . . . . . . . . .. .. ... ... ...

3.2 Distribuicao de Probabilidade do Tamanho dos Passos . . . . . ..

xi

11
13
14
15
17
18
19
23
25
27

31
32
32
35
41
45
45
48
50
52
52
53



xii

CONTEUDO
3.2.1 Tratamento de Holstein . . . . ... ... ... ....... 62
3.3 Superdifusao com Redistribuicao de Frequéncia . . .. .. .. ... 64
3.3.1 Cenarios Rye Rrp. . . . . . . . . 65
3.3.2 Cenério R[]] .......................... 67
3.4 Resultados Teoricos das Formas Espectrais . . . . . ... ... ... 68
3.4.1 Forma de Linha de Doppler . . . . . . ... .. ... .... 69
3.4.2 Forma de Linha de Lorentz . . . . ... ... ........ 70
3.4.3 Forma de Linha de Voigt . . . . . . .. ... ... ... ... 71
3.5 Resultados Experimentais das Formas Espectrais . . . ... .. .. 72
3.5.1 Valor Experimental de o para o Perfil Doppler . . . . . . .. 72
3.5.2  Valor Experimental de o para o Perfil Lorentz . . . . . . .. 75
3.5.3 Efeito de Truncagem no Voo de Lévy de Fotons . . . . . .. 7
3.6 Objetivo do Trabalho . . . . . . .. .. ... 0oL 80
Arranjo Experimental 86
4.1 Estrutura atomica do Césio . . . . . . . . ... .. ... .. .. .. 87
4.1.1 LinhaD2doCésio . .. ... ... .. ... ... ...... 89
4.2 Componentes do Arranjo Experimental . . . . . .. ... ... ... 90
4.2.1 Laser Semicondutor . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 90
4.2.2  Tsolador Otico . . . . . .. .. ... 93
4.2.3 Cavidade Fabry-Pérot . . . .. ... ... .. ... ... .. 94
4.2.4  Absorgao Saturada . . . .. .. ... 97
4.2.5 Lamina de Meia-Onda e Polarizador . . . . ... ... ... 101
4.2.6 Célula com Vapor Atomico . . . . . . . . .. ... ... ... 104
4.3 Detalhes do Arranjo Experimental . . . . . . . . .. ... ... ... 106
Resultados Experimentais 108
5.1 Descricao do Processo de Medidas . . . . . . .. ... ... ..... 108
5.1.1 Fabry-Pérot . . . . ... .. ... . ... ... . ... 111
5.1.2  Absorcao Saturada . . . . . ... ... 112
5.1.3 Transmissao do Feixe Laser . . . . ... .. ... ...... 112
5.1.4 Transmissao da Luz Difusa . . . . . . . ... .. ... .... 114
5.2 Tratamento da Transmissao Difusa . . . . ... ... ... ... .. 116
5.3 Resultados das Medidas . . . . .. .. ... ... .. ........ 119
5.3.1 Curvas de Transmissao do Laser para © =15° . . . . ... 119
5.3.2 Curvas de Transmissao do Laser para © =25° . . . . . . .. 120
5.3.3 Curvas de Trasmissao Difusa para © =15° . . . . . . . . .. 122
5.3.4 Curvas de Trasmissao Difusa para © =25° . . . ... ... 125

5.4 Resultados Experimentais para a Transmissao Difusa em Funcao da
Opacidade . . . . . . . . . 127

5.4.1 Resultados experimentais para © = 15°e @ =25° . . . . . . 128



CONTEUDO xiii

5.5 Medidas para célula menor L=1.0mm . . .. ... ... ... ... 131
6 Conclusao 134

A Solucao das Equagoes de Bloch sem Amortecimento Devido a

Emissao Espontanea 139
A.1 Descricao da Funcao de Onda . . . . . . . .. ... .. ... .... 139
A1l Bases. . . . . . . 139
A.1.2 Elementos da Matriz Dipolo . . . . . . . ... .. ... ... 140
A.1.3 Oscilagoes de Rabi . . . . . .. ... ... ... ... ..., 141

A.1.4 Solugao das Equagoes de Bloch sem Amortecimento Devido
a Emissao Espontanea . . . . ... ... ... ... ... .. 142
B Distribuicao de Velocidades de Maxwell-Boltzmann 145
B.1 GasClassico . . . . . . . . . . e 145
B.1.1 Gas Ideal Classico . . .. ... .. .. ... ... ...... 147
B.1.2 Distribuicao de Maxwell-Boltzmann . . . . . . . .. .. . .. 148
C Equacao de Difusao Classica 151
D Calculo Teoérico do Coeficiente de Absorcao 155

Referéncias Bibliograficas 159



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3
1.4

1.5

1.6

2.1

Esquema do atomo de dois niveis, sendo w é a frequéncia de oscilacao
do campo, [ é a taxa de decaimento espontaneo do nivel excitado
para o nivel fundamental, 7 é o tempo de vida dos atomo no estado
excitado e 0 a dessintonizacao do campo em relacao a frequéncia
ressonante do 4tomo wg. . . . . . . . oL 12

Graficos sobrepostos mostrando como a absor¢ao e dispersao variam
em fungao da dessintonizagao J para diferentes valores da razao I/I,. 21

Distribuicao Gaussiana obtida da Eq. 1.59. . . . . . .. .. .. ... 25

O perfil Voigt (curva azul) formado pela convolugao do perfil Dop-
pler (curva preta) e perfil Lorentz (curva vermelha). O perfil Voigt
se encontra entre os perfis Doppler e Lorentz. A relacdo entre os
trés perfis é dada pelo parametro de Voigt a = I'/T'p, onde quanto
maior o parametro de Voigt mais o perfil Voigt se aproxima do perfil
Lorentz. . . . . . . . . . 27

Funcao densidade de probabilidade para a freqiiéncia emitida no
referencial do laboratorio, apds o primeiro evento de espalhamento
d1. As setas na figura indica a frequéncia de excitagdo (d;) para
cada curva [64]. . . . ..o 29

Funcao de densidade de probabilidade da frequéncia emitida para
um namero j eventos de espalhamento (j denotado pelo nimeros
na figura). A excitacdo inicial ¢ 6; = —I'p [64]. . . . . . . . .. . .. 30

Comparagao das parametrizagoes S (a esquerda) e Sy (& direita):
(PDFs) estaveis de Lévy para f = 0,5e a = 0,5 (linha sélida preta),
B =0,5ea=0,75 (linha pontilhada vermelha), § =0,5e a =1
(linha azul tracejada curta), § = 0,5 e a = 1,25 (linha tracejada
verde) e f = 0,5 e @ = 1,5 (linha tracejada longa ciano). Na
parametrizacao S temos as diferentes curvas para diferentes valores
de 0 e A. Na parametrizagao So, A=0[81] . ... ... ... ... 38

Xiv



LISTA DE FIGURAS

2.2

2.3

2.4

2.5

3.1

3.2

3.3

Painel esquerdo: estaveis para a = 1,2 e 8 = 0 (linha sélida preta),
0,5 (linha pontilhada vermelha), 0,8 (linha tracejada azul) e 1 (linha
tracejada verde). Painel direito: formas fechadas para densidades
sdo conhecidas apenas para trés distribuigoes - Gaussiana (o = 2;
linha solida preta), Cauchy (« = 1, linha pontilhada vermelha) e
Lévy (o = 0,5, § = 1; linha azul tracejada). A ultima é uma
distribuicao totalmente distorcida, ou seja, seu suporte é ®+. Em
geral, para o < 1 e f = 1(—1), a distribuicdo esta totalmente
inclinada para a direita (esquerda) [81]. . . . . . . ... .. ... ..
Painel esquerdo: Grafico em escala semilog de funcoes estaveis de
Lévy simétricas (f = u = 0) de densidades de probabilidade (pdfs)
para a = 2 (linha solida preta), 1,8 (linha pontilhada vermelha),
1,5 (linha tracejada azul) e 1 (linha tracejada verde). Para a =
2 densidade forma uma gaussiana e é apenas uma densidade « -
estavel com caudas exponenciais. Painel direito: Grafico em escala
log-log, temos caudas de funcoes estéveis de Lévy de distribuicao
cumulativa simétricas (cdfs) para o = 2 (linha solida preta), 1,95
(linha pontilhada vermelha), 1,8 ( linha tracejada azul) e 1,5 (linha
tracejada verde) em escala log-log. Para o < 2, as caudas formam
retas com inclinacdo —av [81]. . . . ..ol
Representagao da caminhada aleatoria unidimensional. Passos de
comprimento [ igualmente provaveis para direira ou para esquerda. .
Classificacao da Difusao Andémala através do parametro . Super-
difusao para v > 1, Difusao Normal para v = 1 e Subdifusao para
<1 e

Representacao do aprisionamento de radiacao. Um feixe laser de
prova incide numa célula com vapor atémico ressonante. Os fétons
da radiagao incidente sao absorvidos e, posteriormente, reemitidos
aleatoriamente, podendo ocorrer sucessivos processos de absorcao e
reemissao espontanea até alcancar os limites da célula e deixar o
vapor. Esse efeito é conhecido como Radiation Trapping. . . . . . .
Esboco de meio espaco z > 0 preenchido com meio espalhador, para
determinar a fracao de particulas incidentes em z e transmitido
através de uma fina fatia de espessura dr. . . . .. ... ... ...
Um feixe de laser é incidente na célula fonte com vapor de Rb. A luz
espalhada se propaga numa direcao ortogonal e é selecionada com
dois diafragmas, iluminando uma segunda célula de observacao. A
luz espalhada nesta segunda célula é coletada em uma camera CCD
resfriada. Este sinal de fluorescéncia é proporcional a funcao de
distribui¢do de um tnico passo. Figura fonte [44]. . . . . . .. . ..

XV



Xvi

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

LISTA DE FIGURAS

Para um feixe de laser monocromaéatico incidente de frequéncia w,
foi mostrado que P(z) tem diminui¢do exponencial, conforme mos-
trado pela linha e ajuste verde. Para uma situagao com alargamento
Doppler, P(x) tem uma diminuigao da lei de poténcia, bem ajustada
por P(x) ~ 1/|z|* com a = 1,41£0, 12 (linha tracejada vermelha),
caracteristica dos voos da Lévy. Figura fonte [44]. . . . . . . .. ..

Um feixe laser de Ti:Sa com 2.0uW de poténcia e ressonante, excita
a célula em forma de disco, cheia com vapor de Rb e 50 torr de gas
He. Um fotodiodo (PD) grava a transmissao coerente e uma camera
CCD coleta a luz espalhada. Figura fonte [41]. . . . . . .. ... ..

Transmissao difusa Ty;rr em funcao da opacidade. Os dados em
azul sao resultados experimentais da transmissao difusa; os dados
em vermelho tracejado sao ajustes tedricos da Eq. 3.32; os pontos
em azul correspondem a um expoente de Lévy a = 0,5 e os pontos
pretos a um expoente 1.0 correspondende ao caso Doppler. Figura
fonte [41]. . . . . L

Simila¢ao numerica da probabilidade de retorno P(z = 0), onde z
¢ a soma dos VLT de parametro o = 1.2. Trés diferentes valores
de comprimento [ = 10,1 = 100,[ = 1000 sao mostrados. O regime
para pequenos valores de n € mostrado como uma linha soélida, en-
quanto o regime assintotico para grandes valores de n é mostrado
como uma linha pontilhada, um para cada valor de [. Os valores de
desvio padrao dos VLT o¢(a, 1), usados para plotar as linhas pon-
tilhadas, foram calculados numericamente. O crossover n. entre os
dois regimes assintOticos aumenta muito quando [ cresce. Para o
caso [ = 1000, o comportamento muito perto do previsto para um
voo Levy é observado para n = 1000. Figura fonte [17] . . . . . ..

O perfil de Voigt com parametro de Voigt a > 1 (curva vermelha)
formado pela convolugao do perfil Doppler (curva azul) e perfil de
Lorentz (curva preta) . . . . . . .. .. ...

(a) Distribuigao de probabilidade de tamanho do passo P(r) calcu-
lada da Eq. 3.22 para perfis de absorcao Voigt com os parametros
a = 1072 (linha azul) e a = 10! (linha vermelha). O P(r) também
¢ mostrado para perfis de absorcao Doppler e Lorentz como linhas

tracejadas. (b) Célculo da dg’ilgo—m para P(r) para perfis de ab-

sorgao Voigt com os parametros a = 1072 (linha azul) e a = 107!
(linha vermelha). Figura fonte [148]. . . . . ... ... ... ....

74



LISTA DE FIGURAS xvii

3.10 Comprimento médio de absor¢cao para um féton emitido com dessin-
tonia 0 para um perfil de Voigt, com parametro de Voigt a variando

de 1072 (curva azul) para a = 107! (curva vermelha). O com-
primento da célula é representado pela linha preta pontilhada em
L=3x10"%2m . ... . . . 84

4.1 Montagem experimental desenvolvida para medidas da transmissao
difusa da luz, apos a excitacao do vapor atomico de césio pelo laser
com frequéncia correspondente a transicao da linha Dy (65 /2(F =
4) —>6P3/2(F/:3,4,5) do 133Cs ) .................. 86
4.2 Linhas D; e Dy do césio com a estrutura hiperfina para os niveis fun-
damentais e excitados, correspondendo, respectivamente aos com-
primentos de onda 894 nm e 852 nm. . . . . . ... ... 88
4.3 Representacao grafica do limiar de corrente do laser ;. Para o laser
utilizado em no arranjo experimental I[p, =45 mA . . . . . ... .. 91
4.4 Esquema de uma laser semicondutor em heteroestrutura. Uma cor-
rente [ ¢ utilizada como sistema de bombeamanto; p indica que o
material possui buracos como portadores majoritarios e n indica

que o material possui elétrons como portadores majoritarios . . . . 91
4.5 Diodo Laser utilizado como fonte de luz. . . . ... ... ... ... 92
4.6 Isolador otico utilizado no arranjo experimental. . . . . . . . . . .. 93

4.7 Multiplas reflexoes e transmissoes 7, de um feixe de luz entre dois
espelhos. E indicado o campo transmitido e refletido em cada in-
terface: os feixes refletidos sao indicados por R, e os feixes trans-
mitidos sao indicados por T},, onde m = 1,2,3..., n é o indice de
refracao, © o angulo de incidéncia do feixe de luz e [ é a distancia
entre os espelhos. . . . . ... L 95

4.8 Espectro de transmissao do feixe laser apos a cavidade Fabry-Pérot.

Esse sinal mostra que o laser estd monomodo e é utilizado para
calibrar em frequéncia a varredura horizontal do osciloscopio. . . . . 97

4.9 O feixe de laser viajando para a direita é chamado de feixe de prova
(sonda). O segundo feixe do laser sobreposto e propagando-se na
dire¢do oposta é chamado de feixe de bombeio. Como ambos os
feixes sao do mesmo laser, tém a mesma frequéncia, mesmo quando

essa frequéncia é varrida através da ressonancia. . . . . . . .. ... 99
4.10 Espectro de absorcao saturada do césio, visto em um osciloscopio.

Os picos correspondem as transicoesF = 4 — F' = 3,4,5 e aos

crossovers F' =3/4, F' =3/5¢e¢ F' =4/5. ... ... ... ..... 101

4.11 Lamina de meia-onda utilizada com o objetivo de controlar a inten-
sidade do feixe laser no arranjo experimental. . . . . . . ... ... 102



xXviii

4.12

4.13

4.14

2.1

5.2

3.3

5.4

3.9

2.6

2.7

5.8

2.9

5.10

LISTA DE FIGURAS

Esquema ilustrativo de uma frente de onda plana linearmente po-
larizada incidindo em um meio bi-refringente com angulo © em re-
lacdo ao eixo optico do meio (na dire¢do y), onde as componentes
extraordinaria (E) e ordinaria (O) estao indicadas. . . . . . . . . .. 103

Cubo polarizador utilizado para transmitir a luz numa determinada
polarizagao. . . . . . .. Lo 104

Célula utilizada para medir o processo de aprisionamento radiativo
ressonante e sua relacao com a difusao anomala dos fétons oriundos
do feixe laser. . . . . . . . . ... 105

Montagem experimental desenvolvida para a deteccao de fotons es-
palhados apo6s a excitacao do vapor atomico de césio pelo laser com
frequéncia correspondente a transicao da linha Dy do Cs 133 . . . . 109

Ajuste tedrico da transmissao do feixe laser para o calculo da den-
sidade do vapor. Curva tedrica (preto) sobreposta a curva experi-
mental (vermelho) é uma medida precisa da densidade do vapor. . . 114

Esquema do processo de abor¢ao e emissao espontanea de fotons
por atomos ressonantes num vapor atdbmico. . . . . . . . .. .. .. 115

Exemplo de conjunto de sinais detectados no osciloscopio. Absor-
¢do Saturada (curva magenta), Transmissdo Difusa (Curva azul),
Transmissdo do laser (Curva vermelha) e Fabry-Pérot(Verde). . . . 116

Curva de transmissao difusa aparente com A,,;, afetada por luz
externa em roxo Ag. . . ... 117

Diferentes curvas obtidas do tratamento da transmissao difusa. Tg,
¢ Transmissao difusa aparente (curva preta), L é a luz espalhada
(curva vermelha) e 7)., a transmisdo difusa real utilizadas nas me-
didas do parametro .. . . . . . . ... Lo o 119

Curvas de transmissao do feixe laser em fungao da frequéncia para
as temperaturas T = 45°C, T = 80°C, T' = 95°C, T = 105°C.
O aumento da temperatura do reservatorio, aumenta o ntimero de
Atomos na amostra, alargando a transmissao, devido a ter um maior
numero de dtomos absorvendo a radiacao. . . . .. .. ... .. .. 121

Curvas de transmissao do feixe laser em fungao da frequéncia para

as temperaturas 1" = 45°C, T'=80°C, T' = 95°C, T' = 105°C". Um
comportamento similar a ocorre para as medidas com o angulo menor.122
Curvas de transmissao difusa do vapor atomico em funcao da frequén-

cia para medidas com o angulo menor (© =15°). . . ... ... .. 123
Curvas de fluorescéncia do feixe laser em funcao da dessintonizacao

para medidas com o angulo maior (©@ =25°). . . . . . ... ... .. 126



LISTA DE FIGURAS

5.11

5.12

5.14

6.1

B.1

Evolucao das curvas de transmissao difusa em funcao da dessinto-
nizacao para medidas com o angulo menor (0 = 15°). A amplitude
minima de transmissao difusa diminui segundo a lei de Ohm modi-
ficada para diferentes valores de opacidade. . . . . . . ... ... ..
Transmissao difusa em fungao da opacidade para (© = 15°). Regime
Doppler (reta preta) com = 1,2+ 0.2 e Regime Lorentziano (reta
azul) com a =0,50+£0.04 . . . .. ...
Transmissao difusa em fungao da opacidade para (© = 25°). Regime
Doppler (reta preta) com o = 1,2+ 0.2 e Regime Lorentziano (reta
azul) com o« =0,504+0.04 . . . . ...
Transmissao difusa em funcao da opacidade para uma célula de
comprimento L = 1,0 mm. Regime Doppler (reta preta) com o =
0.98 + 0.01 em concordancia com « = 1.0 no limite assintotico. . . .

Resultados experimentais do parametro « obtidos para os diferentes
perfis: Doppler, Lorentz e Voigt. . . . . ... ... ... ... ...

Representacao do potencial de Lennard-Jones V7, ; em funcao r entre
as distancia entre duas particulas. A escala de comprimento o = 0.2
representa a distancia na qual o potencial intermolecular entre dois
atomos é zero . A medida de quao fortemente dois 4tomos de atraem
¢ dada por € = 0.12, e representa o valor minimo do poténcial.

Xix

. 146



Lista de Simbolos

Simbolo

Nome do simbolo

frequéncia do laser

temperatura

energia

tempo

frequéncia de ressonancia do atomo

dessintonia

frequéncia de oscilagao do campo

taxa de decaimento espontaneo

vetor campo elétrico

operador momento de dipolo elétrico

tempo de vida do estado exitado

coeficiente de absorcao

vetor polarizacao elétrica

susceptibilidade elétrica

permissividade elétrica no vacuo

densidade atomica

intensidade do campo elétrico (laser)

intensidade de saturacao da transicao atomica

frequéncia de Rabi

amplitude do campo elétrico

tamanho do passo

somatorio dos passos

nimero de passos

vetor de onda

parametro de estabilidade de Lévy

parametro de assimetria de Lévy

SEESS RS W‘ﬁNHOm‘Q;ﬁ’NZQX "UN\]I>HO’18 %gﬂtij’ﬂhﬁ

parametro de escala de Lévy (desvio padrao)




Lista de Simbolos

mbolo | Nome do simbolo

ey

parametro de localizacao de Lévy

secao de choque

tamanho da célula

opacidade do vapor

distribuicao do tamanho dos passos

perfil espectral normalizado

Q|| 9| = || M| > U2

e
RIX |8
~— | —|—

espectro de frequéncia emitida (perfil de emissao)




Introducao

O estudo da radiacao é um tema de fundamental importancia numa vasta gama
de situagoes devido por todo universo existir radiacao, desde emissao de radiacao
pelas estrelas até a emissao de radicao por uma lampada. Por exemplo, é a ener-
gia radiativa que assegura a vida na Terra, devido aos incessantes processos de
fotossintese vegetal.

Nesse trabalho, a radiacao é estudada através do processo chamado aprisio-
namento de radiacao, que é o nome dado ao fendomeno de espalhamento miltiplo
de fotons em vapores atomicos, moleculares ou plasma. Esse tema é bastante re-
levante, uma vez que, o transporte de radiacao ¢ um tema de importancia vital
e que tem sido alvo de muitos estudos em areas tao diversas como as atmosferas
estelares [1], a luminescéncia de plasmas e vapores atomicos [2, 3|, a luminescéncia
molecular [4, 5], a 6ptica da atmosfera e dos oceanos terrestres [6], a transferén-
cia de radiacdo na regido do infravermelho, em aplicagGes de engenharia |7, 8| e
atomos frios [9)].

Desde o inicio da década de 1920, o fendmeno do aprisionamento de radiacao
vem sendo estudado, quando Compton e Milne [10, 11, 12| descreveram, de forma
teodrica, a difusao da radiacdo em um meio absorvedor, assumindo que a difusao
da radiacao podia ser tratada do mesmo modo que a difusao de particulas, através
das equacao de difusao. Entretanto, nao obtiveram sucesso devido a excitacao
na amostra decair mais rapidamente que o tempo de vida intrinseco da espécie
excitada. Em 1926, Milne fez modificagoes na equacao de difusao para ultrapassar
essa dificuldade, mas nao obteve éxito, devido a ter negligenciado o efeito da forma
do perfil de emissao espectral da substancia em causa. Depois de Compton e Milne
houve muitas tentativas de descricao do aprisionamento de radiacao e uma revisao
do contexto historico é descrita no capitulo 3. A primeira descricao bem sucedida
do aprisionamento de radiagao veio anos mais tarde, em 1947, quando Holstein
[13] propos uma equagao integro-diferencial para a descrigdo deste fenomeno em
meios atomicos.

O aprisionamento de radiacao em vapores atdmicos acontece, por exemplo,
quando incidimos um feixe laser com frequéncia w proximo da transicdo atdomica
wp no vapor atomico ressonante. Os atomos no vapor, ao receberem a radiagao



apropriada para provocar suas excitagoes, sofrem processos de absorcao e os &tomos
passam para um estado de maior energia, o estado excitado. No entanto, estes
atomos excitados decaem para um estado de menor energia liberando um f6ton. O
aprisionamento de radiacao ocorre quando a energia do féton incidente sofre varios
processos de reabsorcao e reemissao espontanea antes de, eventualmente, escapar
do recipiente que contém o vapor atémico.

Os maultiplos espalhamentos dos fotons no interior de um célula com vapor
atdomico, resultam numa evolucao do perfil espectral da radiacdo no vapor. Em-
bora esse espalhamento seja elastico no referencial atémico (o foton espalhado e o
incidente tém mesma frequéncia), no referencial do laboratorio, o perfil espectral
dos fotons espalhados pode ser diferente do perfil dos fotons incidentes, devido ao
movimento dos atomos no vapor. O efeito Doppler redistribui as frequéncias. A
evolucao do perfil espectral da luz é entao determinado por mecanismos de redis-
tribuicao em frequéncia. Esta redistribuicao é consequéncia do perfil espectral ser
inomogeéneo.

Portanto, a radiagdo (os fotons) aprisionada no interior do vapor atomico,
realiza uma caminhada aleatoria antes de deixar o vapor, devido aos multiplos
processos de reabsorcao e reemissao espontanea. Nesse sentido, o movimento dos
foétons no interior do vapor atomico é descrito através do conceito de difusao usu-
almente aplicado a particulas materiais. Neste ambito, surge um tema bastante
interessante, caracterizado como difusao de fétons em vapores atémicos, que é um
transporte aleatorio tipico em que a particula tem uma probabilidade nao desprezi-
vel de realizar um passo com grande comprimento num vapor atdmico ressonante.
Esses longos passos, embora raros, regem as caracteristicas do transporte, por
exemplo, com o deslocamento quadratico médio do tamanho do passo crescendo
mais rapido do que linearmente no tempo [14, 15, 16, 17, 18|.

A possibilidade de longos passos pode ser mapeada em uma distribuicao de
tamanho dos passos decaindo assintoticamente como P(z) ~ |z|~17%. Para a > 2,
a probabilidade de longos passos é muito rara e a caminhada aleatéria ¢ uma
difusdo normal descrita pelo Teorema Central do Limite (TCL) [14]. Entretanto,
para 0 < a < 2 a variancia da distribuicao do tamanho do passo diverge e,
portanto, o TCL nao é mais valido, sendo a caminhada aleatoria chamada de voos
de Lévy (superdifusao) [19]. Para 0 < a < 1 o comprimento médio do passo (z)
sempre diverge e o transporte é conhecido como quase-balistico [20].

Os voos de Lévy sao encontrados em uma grande variedade de sistemas tais
como turbuléncia [21], luz solar transmitida por céus nublados [22|, transporte de
particulas carregadas em ventos solares [20|, economia [23, 24|, deslocamento de
células [25] e animais [26, 27, 28], viagens humanas [29, 30, 31| e disseminagao de
doengas [32, 33, 34, 35].

O carater superdifusivo do aprisionamento de radiacao em vapores atomicos
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foi primeiramente mostrado por Pereira [36] para os casos em que o vapor possui
perfil Doppler, perfil Lorentz ou os dois simultaneamente, resultando no perfil
espectral Voigt. Para as trés situacoes, devido a presenca de passos de dimensao
muito elevada no vapor atomico, foi mostrado que o espalhamento dos fotons é
do tipo voos de Lévy. Esse espalhamento tem passos de dimensao bastante acima
do livre percurso médio que se poderia definir caso o movimento fosse browniano.
Nesse transporte (voos de Lévy), a probabilidade de eventos de grande magnitude
(longos passos) é substancialmente maior do que em uma distribui¢do normal.
Estes grandes passos ocorrem em pequeno niimero comparado ao nimero total de
passos, mas sao eles que regem a estatistica do sistema.

As informagdes do mecanismo de caminhada aleatéria podem ser obtidas a
partir de parametros mensurdveis, como a transmissao dos fétons pela amostra,
deslocamento quadratico médio dos passos, tempo de primeira passagem e tempo
de sobrevivéncia dos f6tons na amostra, onde o tamanho finito das amostras reais
pressupoe e introduz uma truncagem nos longos passos [17]. Essa truncagem
resulta em parametros medidos que dependem do tamanho do sistema laboratorial
e que caracterizam a supperdifusao [14, 37]. Um sistema laboratorial controlavel
para investigar os efeitos de truncagem na superdifusao possibilita o estudo do
sistema. Os dispositivos Opticos permitem a repetibilidade, grande estatisticas
de fotons e controle de parametros, por exemplo, efeitos de desordem estatica
[38, 39] e desordem dinamica [40, 41|, dimensao fractal do passeio aleatorio [42]
e tamanho finito de sistema [42| foram estudados para voos de Lévy de fotons
em meios projetados conhecidos como vidros de Lévy [15, 43| e em vapor atomico
[40, 41, 44, 45].

Esse trabalho centra-se na descricao estatistica do aprisionamento de radiacao
ressonante em vapores atomicos. Em particular, vamos estudar o transporte foto-
nico para o vapor atéomico de 33C's, com perfil espectral de absorcao Voigt. O
estudo desse transporte fotonico foi possivel devido ao trabalho de Pereira at al
[36], que mostrou o carater superdifusivo dos fotons em vapores atdémicos infinitos.
Para um vapor com perfil espectral Doppler, foi mostrado em [36], que a difusao
dos fotons é do tipo voos de Lévy, com parametro a = 1.0. Esse resultado foi
confirmado em [44], que obteve a = 1.41 £ 0.12, um valor experimental que sera
discutido nesse tabalho. Para um vapor com perfil Lorentz, em [36], foi obtido o
parametro de Lévy o = 0.5, que foi confirmado experimentalmente em [41]. Por
sua vez, para o perfil espectral de absor¢ao Voigt, foi obtido em [36], um parametro
a = 0.5 em concordancia com o perfil Lorentz. Um resultado que esti associado
aos longos passos dados pelos fo6tons no vapor atomico que dominam o transporte.

Nesse trabalho, vamos medir o parametro a de Lévy para o perfil de absorcao
do vapor em questao (um perfil Voigt), um resultado ainda ndo verificado na lite-
ratura. Em outras palavras, como o perfil Voigt é a convolugao do perfil Doppler



com o perfil Lorentz, esperamos medir dois valores para «; um com « > 1 rela-
cionado ao regime Doppler; e outro com « ~ 0.5 que esta relacionado ao regime
Lorentz. Desse modo, devido o tamanho finito do sistema, que corresponde ao
vapor atomico em questao confinado numa célula de comprimento L = 3.0 cm,
pretende-se mostrar a dependéncia do parametro a com o tamanho da amostra,
que é representada pela opacidade do meio, e caracterizada pelo perfil de absor¢ao
Voigt. Um experimento foi montado para verificar a dependéncia de o com o ta-
manho do sistema (amostra), ou seja, com a opacidade do meio, que é obtida em
funcao da densidade atomica. As densidades do vapor atémico sao obtidas vari-
ando a temperatura desse sistema e sao suficientemente altas para se considerar a
existéncia de redistribui¢do completa em frequéncias (RCF) dos fotons no vapor
atomico.

O tamanho finito do sistema (célula de comprimento L = 3.0 ¢cm) provoca uma
truncagem no tamanho dos passos. Essa truncagem na amostra determina um
voo de Lévy truncado (VLT) [17]. Assim, a célula de comprimento L = 3.0 cm
determina o tamanho méaximo do passo dado pelo fé6ton no vapor atéomico, que
esta restrito a uma porcao espectral do vapor. Para nosso vapor, uma opacidade
(densidade) critica determina dois regimes diferentes: Doppler e Lorentz, que sao
caracterizados pelo parametro « € [0, 2]. Para esses regimes (Doppler e Lorentz),
o valor de « foi obtido em concordancia com resultados experimentais anterio-
res em [44] e [41], respectivamente. Além disso, o valor do parametro « obtido
no regime Lorentz é equivalente ao parametro « do perfil de absorcao do vapor
(perfil Voigt). Isso esta relacionado aos longos passos dados pelos fotons no vapor
atdomico, que acontecem quando o féton ¢é emitido em grande dessintonizacao nas
"asas" lorentzianas, dominando o transporte. Assim, como o perfil Voigt e o perfil
Lorentz compartilham das mesmas "asas", ou seja, tém o mesmo comportamento
em grande dessintonizacgao, seus parametros de Lévy sao iguais com a = 0.5.

Esse trabalho foi dividido em cinco capitulos. No capitulo 1, discutimos os
mecanismos de interacao entre a matéria e a radiagao (laser). Em particular, sao
apresentados os efeitos de absorcao e emissao da radiagao ressonante. Além disso,
explicamos os principais perfis espectrais de absor¢ao de um vapor atomico, com
distribuicao de velocidades térmicas, quando excitado pela radiacao monocroma-
tica (laser). Mostramos no processo de absor¢ao e posterior emissao de radiacao
por um atomo, que a radiacao sofre redistribuicao de frequéncia e, dependendo das
condicoes fisicas existentes, esta redistribuicao de frequéncia pode ser completa ou
parcial.

No capitulo 2, descrevemos os processos de difusao para uma particula em
movimento. Nesse contexto, o0 movimento fotonico no vapor atémico é encarado
como uma caminhada aleatéria, que, a principio, obedece o TCL. Contudo, devido
aos longos passos dados pelos fotons no vapor atémico, o deslocamento quadratico



médio da particula cresce mais rapido que linearmente no tempo, passando a ser
descrito pela estatistica de Lévy. Nesse contexto, apresentamos as distribuigoes
de Lévy e, através do segundo momento do deslocamento médio das distribuigoes
classificamos os processos de difusao anomala. Além disso, apresentamos algumas
grandezas que sao medidas no transporte fotonico.

No capitulo 3, fizemos uma descricao estatistica do aprisionamento de radiacao
em vapores atomicos, onde comecamos com uma breve revisao do contexto his-
torico. Essa descrigao estatistica é baseada na representacao da difusao multipla
dos fotons redistribuidos pelo vapor. Nesse contexto, a distribuicao do tamanhos
dos passos dados pelos fotons no vapor atomico é dada pela lei de Beer-Lambert
ponderada pelo perfil espectral de absor¢ao do vapor em questao (um perfil Voigt
no regime de RCF). Além disso, assintoticamente, a distribui¢do do tamanho dos
passos é dada por uma lei de poténcia do tipo |z|'T®, com 0 < a < 2. Os cenérios
para redistribuicao de frequéncia sao apresentados e, em particular, é considerada
a RCF dos fotons no vapor atomico. A partir disso, apresentamos os resultados
teoricos obtidos em [36], que evidenciam o carater superdifusivo dos f6tons no va-
por atomico, para cada perfil espectral apresentado (Doppler, Lorentz e Voigt).
Para tais perfis, apresentamos o que ja foi medido experimentalmente e o que es-
peramos medir considerando esses resultados experimentais ja obtidos. O fato do
tamanho da amostra ser finito é levado em consideracao através da truncagem dos
voos de Lévy no vapor atomico (VLT). Assim, fizemos nossas previsoes toricas ba-
seadas nesse "corte''no sistema, as quais nos fornecem uma medida do parametro
a em fungao do tamanho deste.

No capitulo 4, descrevemos o arranjo experimental desenvolvido para o estudo
da superdifusio dos fétons no vapor atomico de '33C's, com perfil de absorcao
Voigt. Nesse arranjo experimental, os principais componentes sao descritos se-
paradamente. A parte principal consiste, basicamente, numa célula com vapor
atomico de césio aquecido, onde um feixe laser de baixa poténcia ( ~ 30uW e 1.25
mm de diametro) com comprimento de onda A = 852.34 nm, correspondente a
transigao da linha D, do césio, incide na amostra (vapor atomico de *3C's). A
transmissao do feixe laser e a transmissao difusa sao coletadas por dois detectores
D1 e D2, respectivamente, separados por um angulo O, e os resultados obtidos sao
utilizados na determinacao do parametro o de Lévy através da lei de Ohm modi-
ficada. A principio, um conjunto completo de medidas foi realizado em funcao da
temperatura do reservatorio da célula (onze medidas) para © = 15°, e para mos-
trar o que o ajuste da lei de Ohm modificada nao depende desse angulo, fizemos
outro conjunto completo de medidas para © = 25° (onze medidas também).

No capitulo 5, realizamos o tratamento de dados das medidas feitas para a
transmissao do laser e transmissao difusa. A partir da transmissao do laser, infe-
rimos a densidade atémica por meio da lei de Beer-Lambert e, consequentemente,
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a opacidade do meio, que ¢ uma uma grandeza adimensional obtida em funcao da
densidade. A transmissao difusa é misturada com luz espalhada na janela da cé-
lula, resultando numa transmissao difusa aparente. Essa luz espalhada é eliminada
no tratamento de dados. Para inferirmos o parametro o de Lévy, foi utilizada a
lei de Ohm modificada, a qual permitiu relacionarmos a amplitude de transmissao
difusa com a opacidade e, por meio de um fit teérico, obtermos . A partir desse
trabalho, vamos entender como ocorre o espalhamento dos fétons num vapor ato-
mico com RCF, caracterizado pelo perfil espectral Voigt em fun¢ao da opacidade
do vapor. Por fim, no capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes.



Capitulo 1

Interacao Radiacao-Matéria

Neste capitulo, descrevemos a interacao entre a radiacao e a matéria, através
dos principais fenomenos que ocorrem quando a radiagao interage com um meio
atomico. Nesta abordagem, de carater semi-classico, o atomo é tratado tendo por
base o modelo do 4tomo de dois niveis e a radiacao é encarada como uma onda
electromagnética classica.

Dessa forma, explicaremos os principais perfis espectrais de absorcao de um
vapor atomico, com distribuicao de velocidades térmicas, quando excitado por
uma radiacao monocromatica (laser). De modo que, quando um foton laser de
frequéncia wy, proxima da frequéncia de transicao atdmica incide numa célula com
vapor atomico, os dtomos irao absorvé-lo e reemiti-lo em seguida.

Os perfis espectrais de linha do atomo resultam do conjunto de niveis energé-
ticos que todo atomo possui, variando de dtomo para atomo. Portanto, quando
os atomos sao excitados pela radiagao ressonante (laser), devido ao conjunto de
niveis energéticos do atomo, a radiagao absorvida pelos 4tomos ¢ emitida numa
variedade de frequéncias.

Numa situacao ideal, com os atomos parados (T' = 0K ), sem interagdo uns
com os outros e isolados, os atomos emitem a radiacao na mesma frequéncia que
foi absorvida, e sao representadas por linhas finas concentradas na energia F, do
nivel atomico excitado.

Entretando, o atomo geralmente estd fora dessa situagao ideal e, no processo
de emissao do foton previamente absorvido, ocorre um alargamento da linha do
nivel atomico excitado, que esta relacionado aos mecanismos alargadores das linhas
atomicas.

Existem varios mecanismos alargadores das linhas atomicas, onde os mais co-
nhecidos sao:

1. Alargamento Natural: Ocorre porque os atomos excitados, mesmo pa-
rados, "isolados", em temperatura absoluta 7' = 0K, também emitem ra-



diacao; o efeito é chamado emissao "natural", espontanea, e é atribuido a
interacao do atomo com os modos do vacuo. A largura da transicao estéi
associada a taxa de emissao espontanea.

2. Alargamento Doppler: Ocorre devido ao efeito Doppler associado & ve-
locidade dos atomos ou moléculas numa amostra em relacao ao observador
no referencial do laboratorio. O efeito disso consiste no aumento da largura
das linhas espectrais, que seguem uma distribuicao de Maxwell-Boltzmann.
Esse efeito depende da temperatura e tem a forma da linha dada por uma
gaussiana.

3. Alargamento Colistonal: Ocorre devido as colisoes entre atomos, que
reduzem o tempo de vida do estado excitado, At, aumentando a incerteza
AE . Esse efeito depende da densidade (isto é, pressdao de um géas) e da
temperatura, que afeta a taxa de colisoes. O efeito de alargamento é descrito

por um perfil Lorentziano na maioria dos casos.

Portanto, uma vez o foton absorvido, quando emitido, origina um espectro
de emissao continuo e determido por uma faixa de frequéncia. A largura desse
espectro de emissao pode depender da distribuicao velocidade dos a&tomos que esté
emitindo radiacao, da temperatura do gas de atomos, da pressao do gas e de outras
influéncias externas sobre o &tomo, que estao relacionados aos diversos mecanismos
que alargam as linhas atémicas, transformando cada linha fina do espectro atéomico
em uma faixa de frequéncias emitidas.

Os mecanismos alargadores de linha atomica geram os chamados perfis espec-
trais de linha, onde os principais sao: perfil Doppler, Lorentz e Voigt, que serao
descritos doravante.

Portanto, damos particular atencao ao caso em que, durante um processo de
absorc¢ao e posterior emissao de radiagao por um atomo, a radiacao sofre redistri-
buicao de frequéncia e, dependendo das condicoes fisicas existentes, esta redistri-
buicao de frequéncia pode ser completa ou parcial. Particularmente, voltaremos
nossa atencao para o caso em que a radiacao sofre um redistribuicao completa de
frequéncia RC'F.

No processo de emissao com RCF, a frequéncia do féton emitido é totalmente
independente da frequéncia do féton previamente absorvido, sendo determinada
pela forma espectral da transicao, seja, gaussiana, lorentziana ou de Voigt. Por-
tanto, comecamos revisando o atomo de dois niveis, desenvolvendo a abordagem
semi-quantica da interagao de um sistema atomico de dois niveis com a radiacao
(laser) oscilatoria correlacionada.

Em seguida, apresentamos o formalismo matriz densidade e as equagoes Opticas
de Bloch, através das quais, calculamos a polarizacao e a susceptibilidade elétrica
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do meio, que pode ser separada em duas partes, uma parte real e outra imaginaria.
A parte real da susceptibilidade esté relacionada a dispersao da luz no meio atéomico
e a parte imaginaria esta ligada a absor¢ao neste meio atomico, que para atomos
parados é caracterizado por um perfil Lorentz. Entretanto, sabemos que de fato os
atomos de um vapor nao estao parados, tampouco isolados no espago. Portanto,
uma vez levado em conta o movimento térmico dos atomos, o perfil espectral nao
¢ mais um perfil Lorentz.

Assim, a temperatura de qualquer sistema fisico 7' # 0K é o resultado do
movimento dos atomos ou moléculas que compoem o sistema. Esses atomos ou
moléculas possuem velocidades diferentes, e a velocidade de cada particula varia
constantemente devido a colisoes umas com as outras. O resultado disso é uma dis-
tribuicao relativa as velocidades, que varia em funcao da temperatura do sistema,
e é dada pela distribuicao de probabilidade de velocidades de Maxwell-Boltzmann,
que é representada por uma curva de Gauss. Portanto, se levarmos em conta fa-
tores como o efeito Doppler ou as colisdes entre os atomos do vapor, veremos que
a largura das linhas espectrais é ainda maior.

Como vimos temos dois tipos de perfis espectrais: Lorentz (espectro homo-
géneo), onde consideramos os atomos parados e Doppler (nao-homogéneo), onde
levaremos em conta o movimento térmico dos atomos. A combinacao desses dois
efeitos nos leva ao chamado perfil de Voigt, que é uma convolugao entre o perfil
Doppler e Lorentz. Além disso, como veremos mais adiante, estes espectros de ab-
sor¢ao servirao para calcular a distribuicao de probabilidade de passos dos fotons
em um vapor atémico.

1.1 Atomo de Dois Niveis

Nesta secao, apresentamos o desenvolvimento da abordagem quantica da interagao
de um sistema atdmico de dois niveis com um campo oscilante classico. Devido
ao alto numero de graus de liberdade e muitos processos de emissao ocorrendo
simultaneamente, uma série de aproximagoes sao necessarias para tratar o sistema
em condicoes especificas.

Mesmo atomos reais tendo multiplos niveis de energia, podemos tratar o sis-
tema como um atomo de dois niveis, uma vez que vamos considerar as interagoes
quase ressonantes, ou seja, as transi¢oes para outros niveis sao insignificantes, pois
a frequéncia da luz incidente no meio atdémico estd proxima da ressonancia e a
interagao entre os atomos com a radiagao eletromagnética (laser) ocorre através
de momentos de dipolos.

Assim, para um atomo de dois niveis, rotulamos o estado fundamental e o
primeiro estado excitado como | f) e |e), respectivamente, e denotamos a frequéncia
ressonante por wy, ou seja, a diferenca de energia entre o par de estados é Awg, e
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ainda, definimos § = w — wy como a dessintonizacao da ressonancia atomica, onde
w ¢ a frequéncia de oscilagao do campo [46]. A Fig.1.1 ilustra o modelo do atomo
de dois niveis.

e yY
hwo - %
I e

Figura 1.1: Esquema do atomo de dois niveis, sendo w é a frequéncia de oscilagao
do campo, [ é a taxa de decaimento espontaneo do nivel excitado para o nivel
fundamental, 7 é o tempo de vida dos atomo no estado excitado e 0 a dessintoni-
zacao do campo em relagao a frequéncia ressonante do atomo wy.

Na interacao de um sistema atéomico de dois niveis com a perturbacao oscilato-
ria que acopla os niveis, processos estimulados, decorrentes da interacao atomo-luz,
como a absorcao de uma onda monocromatica, sao, suficientemente, descritos pela
equacao de Schrodinger. Porém, surge um problema quando queremos descrever
processos de relaxamento ao mesmo tempo que processos de excitagao.

A emissao espontanea I(e qualquer outro processo dissipativo) deve, portanto,
ser incluida na descricao fisica da evolugao temporal de nosso sitema de dtomo-luz
[47]. Assim, nosso sitema nao esta mais restrito a inico modo do campo de luz,
pois a emissao espontanea I abrange uma distribuicao estatistica de estados do
campo de luz.

A situacdo nao pode ser descrita por uma funcao de onda, mas apenas por
uma distribuicao de funcoes de onda, e podemos apenas calcular a probabilidade de
encontar o sistema dentro dessa distribuicao. A equagao de Schrodinger, portanto,
nao se aplica mais, e precisamos mapear a evolucao no tempo de um sistema
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caracterizado por um operador de densidade que descreve uma mistura estatistica
de estados quanticos [48].

As equagoes que descrevem a evolucao temporal dos elementos da matriz desse
operador densidade sao as equagoes 6pticas de Bloch, e devemos utiliza-las em vez
da equacao de Schrédinger.

1.1.1 Interacdo Atomo-Campo

O hamiltoniano total de interacao &tomo-campo é dado pela soma do hamiltoniano
atomico livre HO e 0 hamiltoniano de interacao dtomo-campo Hmt

H = Ho + Hn, (1.1)

onde Hy = > Enlug) (uy|, sendo |u,) e E,, o n-ésimo estado quantico e a energia
do n-ésimo estado quantico, respectivamente, com f[olun) = E,|u,). Por sua vez,
Hyéa interacao do momento de dipolo elétrico da transicao com o campo elétrico
oscilante, tal que

sendo [i1 ¢ o operador momento de dipolo elétrico, dado por

i = o 1)(2] + pan 2)(1], (1.3)

onde p15 = p3; sdo os termos de coeréncia da matriz dipolo, 1) e |2) o estado
fundamental e o primeiro estado excitado, respectivamente e E o campo elétrico
monocromatico com frequéncia angular w [46] dado por

E = 70 (ezk-r-l—zwt + ezkr—zwt)%. (14)

A dependéncia espacial do campo é ignorada, através duma aproximacgao di-
polar [46], onde assumimos que o comprimento de onda do campo é muito maior
do que o tamanho do &tomo, de modo que, desprezamos quaisquer variagoes do
campo ao longo da extensao do dtomo. Isso consiste em desprezar o termo k - r,

pois, k x N e r é da ordem de grandeza do raio de Bohr, temos k-r < 1. Entao,

a expressao para o campo fica

FEy . )
E = —2(e“ 4 ¢ ). (1.5)



1.1.2 Formalismo Matriz Densidade

O acoplamento de um modo do campo éptico para um atomo de dois niveis pode
ser descrito pela equacao de Schrodinger, pois descreve a evolugao temporal do
estado quantico do sistema, que, por sua vez, é representado por funcao de onda
(estado puro) [48].

Todavia, com a inclusao da emissao espontanea, o sistema pode ser descrito
apenas por uma distribuicao de probabilidade de estados finais, tornando indis-
pensavel a descrigao pelo formalismo de matriz densidade [47], devido nao levar
em consideracao o fato de que o estado é acoplado a todos os modos do campo
optico.

Assim, como os estados de um sistema com muitas particulas ou muitos graus
de liberdade sao descrito com precisao através da descricao estatistica, o forma-
lismo de matriz densidade é dado pelo operador densidade p[48], que descreve um
conjunto de todos os estados possiveis no sistema. Assim, para um estado puro
|1}, o operador densidade é definido como

p=1){¥. (1.6)

Para um estado misto |¥,,) = ¢1]11) + c2|1h2), temos

p = an|\ljn><\pn|= (1-7)

o qual tomamos a soma ponderada com as respectivas probabilidades, onde a
soma de probabilidades dada por Tr[p] = Y p, = 1, e p, = |C,,|* expressa a
probabilidade de encontrar a populacao no estado n no instante t.

A representacao matricial para a evolucao temporal do operador densidade,
através da expansao do vetor de estado 1, numa base orthonormal completa é
dado pela representagdo de Heisenberg [47], tal que

d i o~

—p=—\p,H 1.8

Co=lp. (1.9
com [A,B] = (AB — BA), o comutador entre os operadores A ¢ B e o valor
esperado de qualquer operador é

(A) = Tr(Ap). (1.9)

Para um estado puro de um tnico atomo de dois niveis na representacao de
energia |V) = c|f) + c.|e), a matriz densidade
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p:<3ff Py ):(|f|* Y (1.10)
Pef  Pee ceCy el

tem uma interpretacao fisica para cada termo. A diagonal principal tem as popula-
¢oes do estado exitado |e) e fundamental |g), enquanto os termos fora da diagonal
principal sao os termos de coeréncia.

1.1.3 Equacoes de Bloch

As equagoes de Bloch sao equacoes diferenciais acopladas referentes a evolugao
temporal dos elementos de matriz do operador densidade, que na representacao de
Heisenberg é dada pela Eq. 1.8 [49]. Assim, substituindo a Eq. 1.1 na Eq. 1.8,
temos

d . i o .
(m| - pln) =+ (ml[p, Ho + Hineln), (1.11)
assim
d i . i
(ml|-pln) =+ (En — Ep)(mlpln) + + (ml[p, Hin]n), (1.12)

onde |m) e |n) sdo membros de um conjunto completo de vetores de base {|k)} que
também sao autovetores de Hy e abrangem o espaco de H. Da Eq. 1.12, temos
que o primeiro termo apos a igualdade é diferente de zero se m # n, pois caso
m = n a diferenca das energias se anula.

Aplicando a relacdo de completeza ), |k)(k| =1 [50|, temos o comutador dos
elementos de matriz

(ml[p, Hidl[n) = (mlplk) (k| Hine|n) — (m| Hine| k) (K| pln). (1.13)
k
O atomo de dois niveis tem um conjunto completo constituido por dois estado
[1(t)) = 1) e |2(t)) = e~*0"|2). Além disso, os elementos da matriz do operador
de acoplamento de dipolo elétrico H;,; sao os elementos da diagonal secundaria,
onde

V = (1 Hipel2) = (2| Hime|1). (1.14)
Assim, as Eq. 1.13 adotam a forma
i — LpaV = pmV] (1.15)
dtﬂn ) P12 P21 .
d . 0. . d .
E'OQ? = ﬁ[ﬁmv — V] = _Epll (1.16)
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d . o i R
— P12 = twopiz + — [V (P11 — p22)] (1.17)

dt h
d . o VA R d .,
P = TWoPn + ﬁ[V(Pm —pu)l = 2P (1.18)
Essas equacoOes matricialmente tomam a forma
,511 O V —V O ﬁll
df p | _ Vw0 -V Pr2 (1.19)
dt | p=a -V 0 —hwy Vv P21 | '
P22 o -v Vv 0 P22

O conjunto de equacoes 1.15, 1.16, 1.17 e 1.18 constitui as equacoes O6pticas de
Bloch na representagdo Heisenberg [47]. Elas nao incluem termos de perda por
emissao espontanea. A solucao das equacoes Opticas de Bloch sem amortecimneto
por emissao encontra-se no Apéndice A. A soma dos termos da diagonal principal,
chamados de populacoes, deve ser unitaria, e os termos da diagonal secundaria,
chamados de coeréncias, sdo complexos. A relacao entre os elementos da matriz
do operador densidade podem ser escritos de forma suscinta como

d d

_ - 1.20

dtpu dtp22 ( )
d , d

Epn = EPZI (1.21)

Nosso sistema (atomo de dois niveis) tem uma interacdo dipolar com os modos
eletromagnéticos do vacuo levando a um processo chamado de emissao espontanea,
caracterizado por I [49]. Assim, devemos acrescentar fenomenologicamente nas
equacoes de Bloch esse termo de relaxacao, onde Iy = 1/7 é a taxa de decaimento
espontaneo do nivel excitado para o nivel fundamental, sendo 7 o tempo de vida
dos atomo no estado excitado.

Portanto , as populagoes mudam devido a emissao induzida e espontanea [51].
Além disso, atribuindo T ao tempo de relaxacdo da coeréncia, é possivel mostrar
que na auséncia de colisdes interatomicas T' = 27, ou seja, os termos de populacio
decaem com uma taxa [, enquanto os termos de coeréncia decaem com um fator
Io/2 [51] .

Acrecentando esses termos, as equagoes 1.15, 1.16, 1.17 e 1.18 tomam a forma:

d i

=7

di [p12V = p21V] + Dopan (1.22)
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d, i

%ﬁm = h[ﬁmv — p12V] — Dopaz (1.23)
. o i . . Lo .
%,012 = wWwopP12 + E[V(Pn — p)] — ?Opm (1.24)
d . o ) N . Iy .
d_tp21 = —wwppP21 + ﬁ[v(pQQ —pn)l — ?0,021 (1.25)

1.1.4 Equacoes de Bloch com Emissao Espontanea

Uma vez acrescentado, fenomenologicamente, o termo de relaxagao I'g nas equagoes
de Bloch, levamos em conta o acoplamento do meio com os modos do vécuo,
que é também responsavel pelo decaimento da coeréncia. Dessa forma, podemos
compactar essas equacoes, através das equacoes 1.20 e 1.21, e assim, simplificar o
problema em duas equacoes das quatro obtidas, tal que

d 1
— o9 = ——[p15V — po V] = T'np 1.26
dtp22 h[ﬂm P21 ] 0P21 ( )
d . . r 1 . R
P = — P (iwo + 70) + ﬁ[V(Pm — p11)] (1.27)

A evolucao das populacgoes para um atomo de dois niveis com emissao espon-
tanea ¢ um resultado conhecido na literatura, que a partir desse ponto pode ser
obtido pelo hamiltoniano de interacao Eq. 1.2. Assim, a evolugao das populagoes
para atomo de dois niveis sao de forma compacta dadas por

d o1 B 0

Eﬁm = W;lh O [exp(iwt) + exp(—iwt)]p1a + c.c. — ?—202, (1.28)
d . , 2. ey , . .
—p12 = (iwg — = )12 — 1220 [exp(iwt) + exp(—iwt)](1 — 2p92). (1.29)
dt Iy 2h

Vemos dessas equacoes que, quando o campo estiver proximo da ressonancia,
p12 oscilard na frequéncia do proprio campo, de modo que podemos escrever a
coeréncia como
i

pa1 =€ o, (1.30)

onde 05 ¢ uma funcao “lenta”, quando comparada com e“?.
Os termos nao-ressonantes w+wy sao bem maiores que a frequéncia de ressonan-
cia atomica, portanto sdo desprezados, uma vez que, as exponenciais e et (wtwo)t
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oscilam mais rapido quando comparado com os termos e (“—«0)t que oscilam lenta-

mente. Quando desprezamos esses termos que estao longe da ressonancia, estamos
fazendo a aproximagao dita de ondas girantes [52] (Rotating Wave Approximation
- RW.AL).

Fazendo Qyh = o1 By = i, Ey, onde 2y, é chamado de frequéncia de Rabi do
campo [46] e determina o quao forte é a absor¢ao e emissao estimulada de luz pelos
atomos, e considerando que piy + p22 = 1 e 07, = 091, temos que

apm = 5(90012 - 90012) — Lopaz, (1-31)
d , . I 1£2
w2 (10 — 70)‘712 - 70(21022 - 1), (1.32)

onde § = w — wy é a dessintonizagdo. No regime estacionario [51], temos que

d d
0oy = —0*, = () 1.33
dtp22 dtg 12 ( )
assim as equacgoes 1.31 e 1.32 formecem analiticamente a solugao para pss € 049,

tal que:

o
T2
P22 = 4520 202 (1.34)
14— + =0
g I3
20
Ty (F_O - Z)
= 1.35
012 QO (1 N 452 29(2)) ( )
g I3

As equagoes 1.34 e 1.35 [51] nos fornece todos os elementos da matriz densidade.

1.2 Perfis Espectrais de Emissao

Nesta secao discutiremos os mais conhecidos tipos de mecanismos alargadores de
linha atomica: alargamento natural, alargamento Doppler e alargamento colisi-
onal. Esses mecanismos alargadores de linha atomica geram os chamados perfis
espectrais de linha, onde os principais sao: perfil Lorentz, Doppler e Voigt, que
serao descritos doravante.
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1.2.1 Suscetibilidade e Coeficiente de Absorcao

Com a inclusao da emissao espontanea, vamos calcular o coeficiente de absorcao
K, através da relagao entre polarizacao e susceptibilidade [53], tal que

P(r,t) = eoxE(r, ) (1.36)

onde, a suscetibilidade y é a constante de proporcionalidade entre a polarizacao
P(r,t) e o campo elétrico E(r,t) dado pela Eq. 1.4 e gy é a permissividade do
vacuo.

Estamos interessados em estudar a modificagao na amplitude do campo elétrico
continuo ao se propagar numa dire¢ao qualquer para um sistema atomico de dois
niveis isotropicos, portanto, podemos desprezar o carater vetorial do campo.

A polarizacao é definida como a densidade de momento de dipolo elétrico [47]
e pode ser expressa por

(P) = N{w) (1.37)

onde N é a densidade atomica, e (1) é o valor esperado do vetor momento de dipolo
elétrico. A média (valor esperado) de um operador num ensemble de atomos é dado
pela Eq. 1.9. O elemento de matriz do operador momento de dipolo eletrico ¢ dado
por

Lo = —e/<1/)n|r|wm>dr, (1.38)

dessa forma, p1; = pee = 0 devido a integral em todo o espaco ter funcao impar
no integrando [47], portanto

(Hmn) = prapia1 + p21f12. (1.39)

Substituindo a equacao 1.30 na expressao da polarizagao dada por 1.37, temos

P(t) = N[p12021€™" + ppro1pe™""] (1.40)
e substituindo na equacao 1.36, a equacao 1.5, obtemos

P(t) = ZeoBolx()e™ + x(~w)e™ (1.41)

Relacionando as equacoes 1.40 e 1.41, obtemos a susceptibilidade em termos
das propriedades atémicas e da frequéncia w , tal que

2 Nl (2 —i
Lo eoh [14 25 4 22
'3 g
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Identificando a parte real e imaginaria, temos que y(w) = X + ix , assim
reescrevendo a equacao 1.42 separando a parte real da imaginéria, obtemos as
seguintes equagoes [47]

4 N|pol? Y
Rex = ——= 1.43
e 1% (143
2 Nlpol? 1
Imy = —— 1.44
X Lo eh [1+ %2 + é} ( )
onde a intensidade de saturagao I é definida através da relagao [51]
I 202 2 2| Ey|?

I, T2 T2 &2

A parte real da suscetibilidade Eq. 1.42 contribui para adicionar termos a fase
do campo, de modo diferente para cada frequéncia e, portanto, esta relacionada
com a dispersao da luz no meio atdémico, enquanto a parte imaginaria descreve os
efeitos de absorcao e amplificacdo do campo. Assim, ambas dependem da razao
entre a intensidade da luz incidente no meio e a intensidade de saturacao do vapor
atomico [51].

A Fig 1.2 mostra as partes real e imaginéria da susceptibilidade em func¢ao da
dessintonizagao § para trés valores diferentes da razao I/I.

A parte real da susceptibilidade, assim como, a parte imaginaria mostram que
o aumento da razao I /Ig diminui os coeficientes de absorcao e o indice de refracao.
Isso é devido a saturacao da transicao de atomos para o estado excitado causando
o alargamento da linha transicao atomica.

Mesmo quando usamos fontes espectrais puras, como um laser sintonizado no
pico de uma ressonancia, a linha de transi¢ao sempre exibe uma largura intrinseca
associada a interrupc¢ao da evolugao de fase do estado excitado. Interrupcoes de
fase como como emissao espontanea ou estimulada e colisoes sao exemplos comuns
de linhas mecanismos de alargamento.

Para os atomos excitados, mesmo parados, "isolados", em temperatura ab-
soluta T' = 0, também emitem radiacao; o efeito é chamado emissao “natural”,
espontanea. Ksse efeito é atribuido ao principio de incerteza de W. Heisenberg
(AEAt > ) e ¢ uma das causas do alargamento de linha atomica, onde a in-
certeza da energia esti relacionada a largura de linha da transicao atomica e a
incerteza no tempo ao tempo de vida do estado excitado. Da Eq. 1.44, podemos

determinar o coeficiente de absor¢ao do campo K (w) por unidade de comprimento,
onde K(w) = (w/c)Imy,
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Figura 1.2: Gréficos sobrepostos mostrando como a absorcao e dispersao variam
em fun¢ao da dessintonizacao ¢ para diferentes valores da razao I/I.

2N|/L12|2w 1
Kw)=- , 1.46
@) Logoch [1 + % - %] (1.46)
ou
K(w) = NX(w) = N32y®(v) (1.47)
onde
2 2 F 2
S(w) = T2l wo  Toj2m (1.48)

35()Ch [52 + FT% + %2]7

¢ a seccao de choque de absorcao dos dtomos parados. De um modo geral, o
coeficiente de absor¢ao é dado pela Eq.1.47, onde a expressao para K (w) depende
a forma espectral, sendo ¥y a secao de choque no centro da linha e ®(v) o perfil
de absorcao do vapor.

Assim, para os atomos parados, o grafico de Y(w) = Xy®(v) em fungao de
0 = w — wp e é representado por uma lorentziana, onde a largura total a meia
altura (Full Width at Half-Mazimum - FWHM), do perfil Lorentziano (coeficiente

1

de absorcdo) é dado por, K(w) = 5K (wo), tal que
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2 Nl 1 1 Nju* 1

= , 1.49
Lo eh [1+ %2 + IL] L'y eh [1+ IL] (1.49)
0 S S
dessa igualdade obtemos que
Iy I
010 = —1/ (1 + — 1.50
1/2 2 ( + ]S>7 ( )

assim, o aumento da intensidade da radiacao incidente no vapor atomico causa
a ampliagao da largura espectral, de modo que, a largura média a meia altura é
I' = 26,5 . Portanto, encontramos que FW HM ¢ dado por

FZ“”“*%” (151)

e da Eq. 1.45 podemos escrever I' através da taxa de emissao espontanea I'y, onde

202
D= Loy [(1+ =), (1.52)
0

Quando o laser é sintonizado para ressonancia, o parametro de saturacao é
basicamente uma medida da razao entre a taxa de transferéncia de populagao
estimulada © e a taxa de decaimento espontaneo I'g. Assim, para 20?/T2 < 1, a
largura de linha é aproximadamente igual a I'y.

Para 20?/T'2 > 1, h4 um notavel aumento da largura de linha, sendo denomi-
nado alargamento por poténcia (do campo elétrico). Desse modo, definiremos a
frequéncia de Rabi de saturacio quando 2Q2/T'2 = 1, o que implica que

1

V2

O coeficiente de absor¢ao K (w) (proporcional a parte imaginaria da susceptibi-
lidade) apresentado na Eq. 1.48 é conhecido como perfil de Lorentz, e a intensidade
de saturacao I, é a intensidade que a radiacao incidente deve possuir para que uma
quantidade consideravel de dtomos encontrados no nivel fundamental va para o ni-
vel excitado, onde a quantidade maxima de atomos no nivel excitado ny = 7,
sendo n = ny + ne o nimero total de Atomos, n; o nimero de Atomos no estado
fundamental e ny 0 nimero de atomos no estado excitado[53].

A intensidade de saturacao para um atomo com o dipolo de transi¢ao p12, pode
ser obtida através da relacao da intensidade com a amplitude do campo elétrico,
onde

Quat = —=I2. (1.53)

_ 1
Tyt = 550ch2. (1.54)
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Portanto, da relagdo da frequéncia de Rabi com a intensidade (Eq. 1.45),
calculamos a intensidade de saturacao das transicoes das populagoes atomicas, tal
que

_ g1 2m3ch
o rmehy 1.55
g 3 (1.55)

onde g; e go sdo as degenerescéncias dos estados |1) e |2) respectivamente.

1.2.2 Perfil Doppler

Existem dois tipos fundamentais de alargamento, o alargamento homogéneo que
afeta todos os atomos da mesma forma, independentemente de suas posicoes ou
velocidades, (geralmente origina perfis de linha lorentziano e pode ser incluido nas
Equacoes de Bloch) e o alargamento nao homogéneo, dado por um deslocamento
dos niveis atdomicos que pode ser diferente para cada atomo.

Assim, na espectroscopia a laser convencional, a estrutura hiperfina atémica
¢ muitas vezes escondida por alargamento Doppler nao homogéneo. Na verdade,
quando os atomos em uma célula de vapor sao irradiados por um feixe de laser na
frequéncia wy, no sistema de referéncia do laboratoério, eles experimentam em seu
proprio referencial, um deslocamento Doppler na frequéncia do laser w, relacionado
a velocidade do atomo ao longo da diregao da radiacao incidente z [54].

Portanto, para 4tomos com velocidade v e considerando a radiacao incidente
se propagando na direcao z, no referencial do 4tomo a frequéncia é deslocada para

w=wr(l—kv-z). (1.56)

Essa relacao é valida numa aproximacao nao relativistica, quando v < ¢, onde

w a frequéncia do laser no referencial do 4tomo, w; a frequéncia da laser no refe-

2r w
rencial do laboratoério e |k| = Y=
c

Devido ao produto escalar k - v, somente a componente de velocidade ao longo
de k & importante para o efeito Doppler [55] e, portanto, a contribui¢ao de cada
atomo para o perfil de absorcao parece dessintonizada pelo desvio Doppler devido
sua velocidade.

Como resultado, ao varrer a frequéncia do laser w;, em torno da frequéncia de
transicao atomica wy, a classe de &tomos com velocidade v, absorve luz quando a
condicao

Wo

(1—kv-2)’ (157

wy, =
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é realizada. Para atomos numa célula com vapor atoémico, a distribuicao de pro-
babilidade das velocidades p(v,) segue uma distribuigao Maxwell-Boltzmann (ver
Apéndice B), tal que em uma dimensao, na dire¢do z, temos

2
m muv
P(v.) =/ =), 1.

onde kg é a constante de Boltzmann, 7' é a temperatura absoluta do vapor e m
¢ a massa do atomo. Portanto, substituindo a Eq. 1.57 na Eq. 1.58, o nimero
relativo de atomos D(wy, — wp) que sdo ressonantes com o laser na frequéncia wy,,
é dado pela funcao gaussiana

m mc? Wy — wr,

kT exp|— 2kBT( WL

D(wp, — wp) = )3, (1.59)

Esta distribuicao é traduzida diretamente em uma forma gaussiana do perfil
de absorcao do meio atomico, centrado na frequéncia ressonante wy e com largura
total a meia altura (FWHM)) I'p, dado por

). (1.60)

Uma medida da largura também é o desvio padrao o da gaussiana, onde

2w0 k’BT FD
20 = 7/ = . 1.61
7 c m 1.177 ( )

Logo, considerado o movimento térmico dos atomos, a equacao 1.59, descreve
o perfil de absor¢ao do meio atémico como uma distribuicao gaussiana com des-
sintonia 0 = wy, — wy.
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Figura 1.3: Distribuicao Gaussiana obtida da Eq. 1.59.

1.2.3 Perfil Voigt

Como vimos, temos dois tipos principais de perfis espectrais; o perfil Lorentz
(espectro homogéneo), onde consideramos os atomos parados e o perfil Doppler
(ndo-homogéneo), onde levamos em conta o movimento térmico dos atomos.

Contudo, a linha espectral atomica observada, mesmo sob a resolu¢ao mais
alta, nao corresponde a uma linha de absorcao monocromatica, mas pode ser
considerada como uma distribuicao de probabilidade por frequéncia com uma pro-
babilidade maxima na frequéncia central caindo para intensidade zero em algum
intervalo de cada lado [56].

Dessa forma, existem varios fatores que determinam o alargamento das linhas
espectrais incluindo [57, 58, 59, 60, 61] a largura natural da linha, alargamento
Doppler, alargamento de pressao, Stark e Efeitos Zeeman.

Para um vapor atomico a temperatura ambiente, o alargamento da linha sera
definido principalmente por contribui¢oes dos efeitos Doppler (gaussiano) e do
alargamento natural (decaimento espontaneo) e de pressao (lorentziano).

O perfil de linha espectral ser4 uma convolucao desses perfis, gaussiano e lorent-
ziano da linha, sendo descrito por um perfil Voigt [62| como a convolugao do perfil
lorentziano com a distribui¢ao de velocidades de Maxwell-Boltzmann [36, 63|, tal
que
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Dy (5) = — /+OOMCZU (1.62)

é chamado perfil Voigt. O perfil de absor¢ao do vapor ®y () é normalizado tal
que ffooo Oy (d)dd = 1, onde § é uma dessintonizacdo normalizada pela largura
Doppler I'y e a = % é o parametro de Voigt, com I' e ['p as larguras homogénea
e Doppler, respectivamente. A quantidade v = v;//u é adimensional, onde v/,
é a componente de velocidade do d4tomo paralela ao féton e u a velocidade mais
provavel, dada por

2%kpT
uw= /2=, (1.63)
m

onde kp é a constante de Boltzmann, T é a temperatura do vapor e m a massa do
Atomo.

A integral na equagao 1.62 nao possui solucao analitica, sendo resolvida apenas
numericamente. A Fig. 1.4 ilustra o perfil Voigt como uma convolugao dos perfis
Doppler e Lorentz.

O perfil Voigt (Fig. 1.4) é a convolucao do perfil Doppler, uma curva gaussiana
em torno do centro da linha § = 0 (curva preta) com o perfil Lorentz (curva
vermelha), que é caracterizada por longas asas em grande dessintonizagao.
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Figura 1.4: O perfil Voigt (curva azul) formado pela convolugao do perfil Doppler
(curva preta) e perfil Lorentz (curva vermelha). O perfil Voigt se encontra entre
os perfis Doppler e Lorentz. A relacao entre os trés perfis é dada pelo parametro
de Voigt a = I'/I'p, onde quanto maior o parametro de Voigt mais o perfil Voigt
se aproxima do perfil Lorentz.

1.2.4 Redistribuicao Completa e Parcial de Frequéncia

A relacao entre os espectros de absorcao e de emissao de um vapor ressonante
é o elemento chave do regime de difusao dos fétons pelo vapor. Assim, quando
uma radiacao laser cruza um vapor atomico ressonante, os fotons dessa radiagao
sao absorvidos e, posteriormente, emitidos numa variedade de frequéncias. Esse
espectro de emissao depende das caracteristicas do vapor.

O féton emitido pode ser reabsorvido por um outro &tomo do vapor e, portanto,
sofrer varios ciclos de reabsorcao e reemissao espontanea pelos dtomos antes de,
eventualmente, deixar o vapor [64]. Esse fenomeno é conhecido como aprisiona-
mento de radiacao.

Em geral, a distribuicao espectral da emissao depende da frequéncia incidente,
que no processo de espalhamento multiplo altera a distribuicao espacial de excita-
¢a0 num vapor ressonante, assim como, o espectro da luz emitida, devido aos f6tons
emitidos sofrerem um deslocamento de frequéncia a cada evento de espalhamento,
o qual é regido pelos mecanismos de redistribuicao em frequéncia.

Em &tomos frios, nem colisoes atomicas, tampouco movimento atomico residual
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(alargamento Doppler menor que alargamento natural) sdo suficientes para alterar
significativamente a frequéncia dos fétons espalhados antes de escaperam do vapor.
Portanto, nao temos redistribuicao de frequéncia local e o espectro de frequéncia
permanece inalterado [18].

Entretando, quando as temperaturas do vapor atébmico ressonante aumentam,
de modo que passamos a ter alargamento Doppler maior que alargamento Natural,
ou mesmo colisoes atdmicas, os fotons espalhados sofrem uma redistribuicao de
frequéncia antes de deixar o vapor.

Assim, a redistribuicao de frequéncia tem sua origem no movimento térmico
dos 4tomos, onde, para altas temperaturas do vapor, o processo de espalhamento
ressonante redistribui com muita eficiéncia frequéncias dos fotons.

Existem dois tipos de redistribuicao em frequéncias, a Redistribuicao Parcial
em Frequéncia (RPF) e a Redistribui¢do Completa em Frequéncia (RCF). Quando
existe correlacao parcial entre a frequéncia de emissao e da absor¢ao, dizemos que
ocorreu uma RPF. Caso contrario, quando nao ha quaisquer correlagoes entre as
frequéncias absorvidas e emitidas, dizemos que ocorreu uma RCF.

A Fig. 1.5 ilustra processos de RPF no referencial do laboratério. Os dife-
rentes perfis de emissao formados estao associados a cada frequéncia incidente.
Observamos que para pequenas dessintonizacoes de excitacdo, a reemissao ocorre
em torno do centro linha, enquanto para excitagao longe da ressonancia a emissao
é centrada na frequéncia incidente.

Isso acontece porque para pequenas dessintonizagoes de excitacao o7, em torno
de 9; = 0, a probabilidade de Maxwell-Boltzmann de encontrar um atomo com
velocidade paralela v,, = Aoy ao foton de entrada é alta, como mostrado para
0r = 0, onde 647 ~ 0. A reemissao também ocorre em d4; =~ 0, ou seja, no
referencial do 4tomo temos um espalhamento elastico. Contudo, no referencial do
laboratoério, resulta numa redistribuicao da frequéncia emitida com deslocamento
Doppler em 6; = 0.

Para §; ='p/2 e 6; = I'p, apds o primeiro evento de espalhamento, a frequén-
cia é parcialmente redistribuida. Entretanto, depois de é6; > dy,, = 1.7Tp, que
corresponde as demais dessintonizacoes, a probabilidade de encontrar um atomo
com componente de velocidade d4 ; ~ 0 paralela ao féton de entrada diminui bas-
tante, e o resultado ¢ uma redistribuicao de frequéncia em torno da frequéncia
incidente (de entrada) ;.

Em contrapartida, depois de alguns ciclos de reabsorcao e reemissao espontanea
ocorre uma RCF. Isso acontece porque geralmente ocorrem colisdes atdémicas que
sao muito frequentes e destroem as correlacoes entre fotons incidentes e dispersos
[65]. Como resultado da RCF, o perfil espectral de emissao fica igual ao perfil
espectral de absorcao.

A Fig. 1.6 ilustra este tltimo caso e mostra que para uma determinada frequén-
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Figura 1.5: Funcao densidade de probabilidade para a freqiiéncia emitida no re-
ferencial do laboratorio, ap6s o primeiro evento de espalhamento d;. As setas na
figura indica a frequéncia de excitacao (0;) para cada curva [64].

cia incidente §; = —I'p, podemos observar como a distribuicao de frequéncia emi-
tida esta relacionada com o numero de espalhamentos, de modo que, para um
primeiro espalhamento, a memoria da frequéncia incidente é parcialmente man-
tida, caracterizando uma RPF. Contudo, os eventos de espalhamento seguintes
estao muito proximos do perfil de absorcao do vapor e, depois de cinco eventos de
espalhamento, o perfil de absor¢ao é atingido convergindo para uma situacao para
uma RCF [64].

A importancia da redistribuicao de frequéncia para luz difundida em vapores
ressonantes ja era reconhecida na década de 1930, adicionalmente o aprisionamento
de radiacao e a redistribuicao de frequéncia foram topicos longamente estudados
na astrofisica, por exemplo, na anélise da radiagao emitida por nebulosas|65, 66,
67, 68|.

Por meio desses estudos, verificou-se que o alargamento das linhas espectrais da
radiacao emitida favorece o surgimento de longos passos para fé6tons em um vapor
ressonante [69], de tal forma que a luz escapa do volume do vapor mais rapido do
que esperado em uma descrigao difusiva [70, 71].

Estes ocasionais longos passos dos fotons, resultam na impossibilidade de defi-
nir um deslocamento quadratico médio que, para o modelo difusivo em um meio
infinito, resulta num coeficiente de difusao infinito. Assim a difusao normal nao é
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Figura 1.6: Funcao de densidade de probabilidade da frequéncia emitida para
um namero j eventos de espalhamento (j denotado pelo nimeros na figura). A
excitagao inicial é 0; = —T'p [64].

apropriada para tratar o problema do aprisionamento radiativo.

Assim, doravante, vamos estudar o problema do espalhamento dos fétons no
vapor atomico ressonante, por meio de uma fonte laser que incide pelo vapor.
Desse modo, vamos levar em conta a emissao dos fétons em grande dessintonia,
que origina os longos passos dos fétons, responsaveis pela impossibilidade de de-
finir um deslocamento quadratico médio do passo e, portanto, descritos por um
espalhamento denominado superdifusao.

No capitulo seguinte, estudaremos o processo aleatério chamado voos de Lévy,
através do qual, podemos descrever estatisticamente os longos passos dados pelos
fotons num vapor atémico ressonante nao representados pela difusao normal.
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Capitulo 2

Teoria de distribuicoes de
probabilidades estaveis de Lévy

O processo difusivo de féotons num meio atdomico ressonante é caracterizado por
sucessivos processos de absorcao e emissao espontanea, conhecido como aprisio-
namento de radiagao, cuja principal caracteristica ¢ a presenca de longos saltos
dados pelos fotons antes de, eventualmente, escapar do vapor.

O teorema central do limite (TCL) garante que a distribui¢ao da posicao final
dos passos numa caminhada aleatéria é descrita por uma distribuicao gaussiana.
Entretanto, o processo difusivo dos fétons no vapor atomico nao segue o TCL,
pois nao é uma difusao normal do tipo movimento browniano, mas sim uma su-
perdifusao do tipo voos de Lévy. Isso acontece devido a esses longos passos dados
pelos fotons, que impossibilitam a definicao de um deslocamento quadratico médio
dentro do vapor e, sobretudo, dominam o transporte.

Uma alternativa para esse problema reside na descricao do fenomeno difusivo,
por meio das distribuicoes de probabilidade estaveis de Levy, que abrangem um
segundo momento infinito na distribuicao do tamanho dos passos e sao caracte-
rizadas, principalmente, por uma parametro « de estabilidade da funcao, tal que
a € (0,2].

Esse parametro «, foi medido, experimentalmente, para o aprisionamento de
radiagdo em vapores com perfis Doppler [44] e Lorentz [41], com o ~ 1.0 e a« = 0, 5,
respectivamente. Para o perfil de Voigt a = 0,5, foi obtido teoricamente em [36].

No intuito de medir o valor de o para um vapor atdémico ressonante com um
perfil de absorcao Voigt originado da RCF dos fétons, nessa seccdo, vamos es-
tudar as distribuicoes estaveis de Levy, através da generalizacdo do TCL e suas
caracteristicas, comecando por uma revisao da difusao normal embasada no TCL.
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2.1 Teorema Central do Limite (TCL)

O TCL explica porque uma distribuicao qualquer de probabilidade com variancia
finita, no regime assintotico de grande nimero de eventos, tende gradualmente
para uma distribuigao estavel gaussiana.

Assim, considere uma amostra aleatoria simples (x1, s, ..., z,) (tamanho de
passos, por exemplo), de tamanho n, ou seja, uma sequéncia de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas, que sao extraidas de uma distribuicao
com valor esperado dado por (x) e variancia finita dada por .

A média amostral dessas variaveis aleatorias ¢ dada por

n
7o i (2.1)
n
a medida que o valor de n cresce, a média da distribuicao amostral converge quase
certamente para o valor esperado (z).

Mais precisamente, o TCL afirma que a medida que n — oo, a distribuicao da
diferenca entre a média da amostra = e seu valor esperado (z), quando multipli-
cada pelo fator v/n, (isto é /n(z — (x)), aproxima-se de uma distribuigao normal
(gaussiana) com média (z) = 0 e variancia 0.

Assim, o TCL cléassico descreve o tamanho e a forma de distribuicao das flutu-
acoes aleatorias em torno do valor esperado (x) & medida que n — oc.

Essas condi¢oes mostram que o TCL é valido para somas de variaveis alea-
torias independentes quando normalmente distribuidas assintoticamente [73], in-
dependentemente da origem da variavel, desde que o tamanho da amostra seja
suficientemente grande (geralmente n > 30).

2.2 Distribuicao Normal

A distribuicao normal aparece em diversos fendmenos, especialmente, em processos
relacionados & difusao normal ou browniana. A razao da presenca praticamente
universal da distribuicao gaussiana é consequéncia do TCL, que aparece natural-
mente em processos aleatorios; onde a soma de variaveis aleatorias independentes
com segundo momento finito é descrita pela distribui¢do normal [74].

Portanto, considere a soma z de n variaveis aleatorias e independentes (x;)
(tamanho de um passo, por exemplo) e identicamente distribuidas de acordo com
a fungao de distribui¢ao de probabilidade w(z;), assim

z = Zm, (2.2)
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A distribuicdo gaussiana é caracterizada por dois parametros: o valor esperado
(x), onde
z

() = lim —, (2.3)

n—oo M,

e a variancia o? , tal que

1
o = - > (@i = (x)), (2.4)
onde lim,,_,,, 02 = 02 e, portanto temos o desvio-padrao dado por

o =Vo? =/(a?) — (z)2. (2.5)

O processo difusivo dos f6tons num vapor atomico pode ser entendido como
uma caminhada aleatoria. Dessa forma, considerando a linha de acao do feixe laser
no processo de excitacao da amostra, esse processo difusivo pode ser entendido,
grosseiramente, considerando os f6tons num passeio aleatorio unidimensional, onde
a probabilidade P(z)dz de encontrar o valor de z num intervalo compreendido nos
limites entre z e z + dz, é tal que x; é o i-ésimo passo da caminhada e z a posicao
final apds n passos da caminhada [74].

Uma vez que, a probabilidade dos passos é estatisticamente independentes, a
probabilidade de uma sequéncia de passos em um intervalo entre z e z + dz sera o
produto da probabilidade individual de cada passo, assim

P(z)dz = (2 — le), (2.6)

portanto, somando estas probabilidades sobre todos os tamanhos de passos possi-
veis, obtemos P(z) como

P(2) :/---/w(xl)w(mg)...w(xi)dacldxg...dxi, (2.7)

onde z < Y ' x; < z+dz.
A equacao em 2.7, apresenta uma restricao para os valores de z;. Portanto,
resolvemos o problema através da funcao delta de Dirac ¢ , onde

u 1 [t
iz — Z T;) = %/ dket i @i=2), (2.8)

I —0o0

assim, somando sobre todos os z; possiveis, obtemos a integral sobre todo o espaco,
tal que
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Assim, temos uma funcao caracteristica (f(k)) associada & distribuigao w(x)
dada por uma transformada de Fourier de w(x)[75]

oo
f(k) = / w(z)e*dx. (2.10)

o0

As integrais em dx na equacao 2.9 sao todas iguais, portanto, reescrevendo a
distribui¢do P(z) em funcao de f(k) temos

P(z) = % /_ e ()] (2.11)

A fungdo caracteristica f(k) possui uma parte oscilatéria em seu integrando
e* que oscila dependentemente do valor de |k|. A poténcia n em f(k) faz sua
contribuicao na integral desprezivel para valores grandes de k. Desta forma, po-
demos calcular P(z) com pequenos valores de k , fazendo uma expansdo em série
de Taylor do termo oscilatorio da funcao caracteristica, temos que

k) = /_ﬁo w(w)(1 + ik — %k%?)dx, (2.12)

(e 9]

assim a equacao 2.12 fica

F(R) = 1+ ik{z) — %kQ(a;Z), (2.13)

onde (z") = fj:oo "w(z)dr. A integral da Eq. 2.11 pode ser resolvida por meio
do teorema da convolugao, pois essa aproximacao em série de Taylor somente é
véalida até segunda ordem, o que suficente para obtermos a expressao distribuigcao
de probabilidade com variancia finita. Assim, usando a propriedade logaritmica
[f(k)]" = emU®)] e a expansdo In(1 + z) =z — 22 + ..., temos

[f(R)]" = en[ik<x>—%k2(<x2>—x2)+0(k3)]’ (2.14)

desprezando os termos de ordem superior a k2, e inserindo a equacdo 2.14 na
equacgao 2.11, temos a integral

34



1 too G 1
P(Z) — %/ dke[fzszrznk(x}f§nk2(sﬁ>2]’ (215)

— 00

Completando quadrados no argumento da exponencial, obtemos a expressao
para P(z)[74], onde

= 202
P(z) We . (2.16)
onde T = n(x) e 0? = n({z?) — (x)?), sendo (z) valor esperado da varidvel z e o2
a variancia da variavel x.

A equacao 2.16 é a distribuicao de probabilidade para a soma da variavel z;
quando n — 0o, chamada de distribui¢ao normal ou gaussiana. Essa distribuigao
de probabilidade da soma da variavel associada & z; é uma distribui¢cao normal com
um maximo em torno da média z, independentemente da distribuicao atribuida
para w(x;), desde que sejam independentes e para n suficientemente grande. Este
resultado é chamado de Teorema do Limite Central [74].

2.3 Distribuicoes Estaveis de Lévy Generalizadas

As distribuicoes estaveis de Lévy foram introduzidas pelo matematico francés Paul
Pierry Lévy (1886 — 1971) [72|, durante sua investigacdo sobre o comportamento
da soma de variaveis aleatorias independentes.

A inspiracao para Lévy foi o desejo de generalizar o TCL, segundo o qual
qualquer distribuicao de probabilidade com varidncia finita no regime assintotico
de grande nimero de eventos, tende para uma distribuicao gaussiana. Dessa forma,
a generalizacao do Teorema Central do Limite, abrange uma variancia infinita, que
¢ descrita pelas distribuicoes estéveis de Lévy e generalizam a distribuicao normal.

As distribuicoes estaveis de Lévy tém algumas propriedades importantes e ne-
cessita de quatro parametros para descrever: um parametro de estabilidade da
distribui¢do (indice de cauda) a € (0, 2], um parametro de assimetria da distribui-
¢do € [—1,1] , um parametro de escala da ditribui¢do o > 0 e um parametro de
localizacao do pico da distribuicao § € R.

Essas propriedades e parametros serao mostrados doravante nessa seccao, as-
sim como, a importancia do parametro «, dado que determina a forma (taxa de
variagdo) da cauda da distribuigao.

Considerando a caminhada aleatéria unidimensional anteriormente estudada,
vimos que para uma distribuicao de probabilidades com variancia finita, o TCL
mostra que a soma de variaveis aleatorias e independentes (tamanho de passos,
por exemplo), tende gradualmente para uma distribui¢ao estavel gaussiana.
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Portanto, nessa seccao, considerando o tamanho dos passos z nossas varié-
veis aleatorias e independentes, vamos considerar, também, varidncias infinitas na
distribuicao de probabilidades do tamanho dos passos, por um TCL generalizado
[72].

Esse teorema afirma existir novas solucoes para a soma de varidveis que envol-
vem distribui¢ao de probabilidade cujos momentos nao sao finitos|76], através de
distribuicoes estaveis que podem acomodar as caudas longas e assimétrias, dando,
muitas vezes, um ajuste muito bom aos dados empiricos. Em particular, elas sao
valiosos modelos para conjuntos de dados que abrangem eventos extremos, como,
por exemplo, a superdifusao do tipo voos de Lévy.

Uma distribuicao estavel de Lévy é caracterizada pelos parametros: «, 3, o e
A. A assimetria da distribuicao é caracterizada pelo parametro 8 € [—1, 1], assim,
quando o parametro de assimetria [ é positivo, a distribuicao sera assimétrica para
a direita, e para a esquerda caso contrario.

Entretanto, quando § = 0, a distribuicao é simétrica relativamente a A. O
parametro A € R, por sua vez, é o parametro de localizacao do pico da distribuicao
e o parametro ¢ > 0 é um parametro de escala da distribuicao.

O parametro de estabilidade da distribui¢do (indice de cauda) o € (0,2] é
o parametro mais importante, dado que determina a forma (taxa de variagao)
da cauda da distribuicao, assim, para o caso particular de a = 2 obtém-se a
distribuicao de Gauss e quando o < 2 a variancia é infinita. Quando o > 1 a
média da distribuigao existe e sera igual a A [77]. Em geral, o momento de ordem
p de uma distribuicao estavel de Levy é finito se p < a.

Devido a auséncia de formulas fechadas das funcoes de densidade de proba-
bilidade, as distribuicoes estaveis de Lévy sao mais, convenientemente, descritas
através da sua funcao caracteristica f)a(k,ﬁ,a, A), que representa a inversa da
transformada de Fourier da fungdo de densidade de probabilidade[19].

Contudo, existem muitas parametrizacoes para as funcoes estaveis de Lévy e
muita confusao tem sido causada pelas diferentes representacoes. A variedade de
formulas é causada pela combinacao da evolucao histérica e os numerosos pro-
blemas que tem sido analizados usando as formas especializadas das distribuigoes
estaveis. Por conseguinte, a funcao densidade de probabilidade de Lévy mais ge-
nérica apresenta a seguinte transformada de Fourier

Lo(k,B,0,A) = L /_OO Lo(x) exp(ikz)dz. (2.17)

2m J_o

As solugoes de I~1a(l<,‘7 B,0,A) sdo chamadas distribui¢oes de Lévy no espaco de
Fourier [76], e tém a seguinte forma

Lo(k, B,0,A) = exp(iAk — o|k|*[1 — iBw(k, a)sgn(k)]). (2.18)

36



A funcao w(k, ), para valores de a # 1, é dada por w(k, a) = tan(a) e, para
a =1, temos w(k,a) = —F log(|k]). A funcdo sgn(k) representa apenas o sinal do
valor k, ou seja, sgn(k) =1, se k > 0, sgn(k) = —1, se k < 0 e sgn(k) = 0 se
k=0.

Dependéncia da fungao caracteristica S, (3,0,A) e S2(3,0, Ay)

Para ilustrar uma distribuicdo com a presenca dos quatro parametros «, (3,0, A,
a parametrizagdo da fungao caracteristica S, (5,0, A) é a mais popular e descrita
em [78, 79|, onde S é uma parametrizacao do tipo dado na Eq.2.18 dada por:

Se =Ino(t) =

{—O’a|t’a[1 — Zﬁs@gn(t) tan(T)] +iAt, % 1 (219)

—o|t|[1 +iBsign(t)2 In|(t)]] + iAt, a=1

Para proposito numérico, é frequéntemente aconselhavel utilizar a parametri-
zacao de Nolan S%(83, 0, Ag)[80] dada por:

—o|t[*[L + iBsign(t) tan(%)[(aw)l*“ 1] +ilgt, a#1

SO =1ngy(t) = + a =
@ o(t) {—a|t|[1 + iﬁsign(t)% In(a[t])] + iAo, 1
(2.20)

Essa é uma parametrizacao variante, com a funcao caracteristica e, portanto, a
densidade e a funcao de distribuicao conjuntamente continua em todos os quatro
parametros Fig. 2.1. Em particular, percentis e convergéncia para a cauda da lei
de poténcia varia de maneira continua conforme variam « e (.
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Figura 2.1: Comparacao das parametrizacoes S (& esquerda) e Sy (& direita):
(PDFs) estaveis de Lévy para § = 0,5 e a« = 0,5 (linha sélida preta), 5 = 0,5
e a = 0,75 (linha pontilhada vermelha), 8 = 0,5 e @« = 1 (linha azul tracejada
curta), f = 0,5 e a = 1,25 (linha tracejada verde) e 8 = 0,5 e a« = 1,5 (linha
tracejada longa ciano). Na parametrizacdo S temos as diferentes curvas para
diferentes valores de o e A. Na parametrizacao Sy, A = 0 [81]

Dependéncia do parametro

Quando o parametro de assimetria [ é positivo, a distribuicao ¢ obliqua para a
direita, isto é, a cauda da direita mais grossa. Contudo, quando [ é negativo, ela

é inclinada para a esquerda e quando [ = 0, a distribuicao é simétrica em torno
de A (painel esquerdo da Fig. 2.2).

A medida que a se aproxima de 2, 8 perde seu efeito e a distribuicao se aproxima
da distribuicao gaussiana normal classica, independentemente do valor de 3. Os

dois ultimos parametros, o e A, sao os parametros usuais de escala e localizagao
e, dessa forma, o determina a largura e A o deslocamento do modo (o pico) da
distribuicao. Para 0 =1 e A = 0, a distribui¢gao é chamada de estavel padrao.
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Figura 2.2: Painel esquerdo: estaveis para o = 1,2 e § = 0 (linha solida preta),
0,5 (linha pontilhada vermelha), 0,8 (linha tracejada azul) e 1 (linha tracejada
verde). Painel direito: formas fechadas para densidades sao conhecidas apenas
para trés distribui¢oes - Gaussiana (o = 2; linha solida preta), Cauchy (o = 1,
linha pontilhada vermelha) e Lévy (o = 0,5, § = 1; linha azul tracejada). A
altima é uma distribuicao totalmente distorcida, ou seja, seu suporte é R+. Em
geral, para o < 1 e = 1(—1), a distribuicdo esta totalmente inclinada para a

direita (esquerda) [81].

Dependéncia do parametro «

O parametro de estabilidade « determina a taxa na qual as caudas da distribuicao
diminuem. Quando « > 2, resulta na distribuicao gaussiana. Contudo, o < 2,
a variancia é infinita e as caudas exibem um comportamento de lei de poténcia
assintoticamente equivalentes a uma lei estavél de Lévy.

Mais precisamente, usando um TCL pode-se mostrar em |78, 82|, que a con-
vergéncia para uma cauda de lei de poténcia varia para diferentes valores de « e,
como pode ser visto no painel direito da Fig. 2.3, é mais lento para valores maiores

do indice de cauda.
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Figura 2.3: Painel esquerdo: Grafico em escala semilog de funcgoes estaveis de
Lévy simétricas (8 = p = 0) de densidades de probabilidade (pdfs) para o = 2
(linha solida preta), 1,8 (linha pontilhada vermelha), 1,5 (linha tracejada azul) e
1 (linha tracejada verde). Para a = 2 densidade forma uma gaussiana e é apenas
uma densidade « -estavel com caudas exponenciais. Painel direito: Gréfico em
escala log-log, temos caudas de funcoes estéveis de Lévy de distribuicao cumulativa
simétricas (cdfs) para o = 2 (linha solida preta), 1,95 (linha pontilhada vermelha),
1,8 ( linha tracejada azul) e 1,5 (linha tracejada verde) em escala log-log. Para
a < 2, as caudas formam retas com inclinacao —o [81].

Na Fig. 2.3, quando a > 1, a média da distribuicao existe e esta centrada em
A. Em geral, o p-ésimo momento de uma varidvel aleatoria estével é finito se, e
somente se, p < a.

As distribuicoes estaveis de Lévy tém duas formas fechadas interessantes; a
distribuicao de Gauss e a distribuicao de Lorentz; vistas anteriormente, que podem
ser obtidas da sua funcdo caracteristica (Eq. 2.18) no espaco de Fourier, através
dos parametros de Levy. Assim, para § = 0 (sem assimetria) e A = 0 (centrada
na origem) na Eq. 2.18, temos Lo(k,0,0,0) = f(k), dado por

f(k) = e, (2.21)

onde para o = 2 e 0 = 0%/2 temos a distribui¢ao gaussianana no espago k de Fou-
rier. Portanto, calculando sua forma no espaco x com uma transformada inversa
de Fourier, através da Eq. 2.17, retornamos a distribuigao gaussiana no espaco
das configuracoes, tal que
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1 [ a2
Lo(v) = %/ el = IR +ika) g (2.22)
1 2
Lo(x) = e"22), (2.23)

V2mo?

que resulta no comportamento de passeio aleatoério caracteristico do movimento
browniano. Contudo, para a = ¢ = 1, temos a distribuicao Cauchy-Lorentz
(Lévy), onde

1= (—|k|+ikz)
Ly(z) —/ e dk,

T or oo
L . L T
Ly(z) = — e ) g 4 — e ) dk: (2.24)
2m J_o 2m J,
1, 1 | 11
L e — -
) = 0 ) ")
ou
11
Li(a) = ——. 2.25
1(1') T (1 + x2) ( )

Portanto, a recorréncia a descricao das distribuigoes de probabilidade por meio
dos parametros de Lévy abrangem distribuigoes de probabilidade com momentos
finitos e infinitos nas distribuicoes [83], em contraste com o momento de distribui-
¢Oes normais, que sao finitos e regidos pelo TCL.

Dessa forma, conhecidas como TCL Generalizado, as distribui¢oes de Levy
generalizam o TCL, através distribui¢oes com um suporte muito mais amplo, cha-
madas de distribuicdes de "cauda longa'"fornecidas por meio dos parametros de
Lévy.

2.3.1 Densidade Probabilidade do Tamanho de Passos

Nessa secgao, vamos considerar o caso particular da distribuicao do tamanho dos
passos para uma caminhada aleatoria do tipo voos de Lévy (processo superdifu-
sivo).

Considerando x como o tamanho do passo, que é variavel aleatoria e indepen-
dente, a distribuicao de probabilidade do tamanho dos passos é caracterizada por
uma variancia infinita |72]. Assim, esse processo superdifusivo é determinado pela
existéncia da probabilidade nao desprezivel dos passos serem muito maiores que a
média dos passos (x> (z)).
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Para esses grandes passos realizados (voos de Lévy), o segundo momento da
soma de todos passos (média do quadrado da posigao) cresce mais rapido que
linearmente, e quando o < 1 a média (primeiro momento) da soma dos passos nao
mais bem definida.

Por apresentarem uma distribuicao do tamanho dos passos caracterizada por
longas caudas, uma distribui¢ao com a presenca dos chamados voos de Lévy, pode
ser determinada pelo parametro de estabilidade «, associado a forma (taxa de
variacdo) da cauda da distribuicao.

Nessa seccao, apresentaremos uma forma generalizada para a densidade de
probabilidade do tamanho dos passos, onde x é o tamanho do passo, associado
a uma distribuicdo do tipo voos de Lévy. Assim, vamos mostrar que o regime
assintotico da distribuicao do tamanho do passo pode ser aproximado por uma lei
de poténcia. Dessa forma, substituindo a equacgao 2.21 na equacao 2.17, temos

1 [t .
Lo(r) = — / oM ap,
2T J oo (2.26)
1 [7 a '
Lo (x) / [cos(kx) + isin(kz)]e """ dk,

T or

—0o0

A equagdo 2.26 possui uma parte imaginaria sin(kz) nula, devido termos uma
funcao impar num intervalo simétrico, assim

1 +oo
Lo(z) = —/ cos(kx)e 7 H° dk, (2.27)
27

Em contrapartida, a parte real é oscilante, e oscila dependendo do valor &, desse
modo, a poténcia « faz a contribuicao da funcao oscilante cos(kz) desprezivel para
valores grandes de k. Assim, como a parte real é uma funcao par considerada num
intervalo simétrico, por simetria, podemos calcular os valores positivos de L, (z),
tal que

—00

Lo(z) = % /O " cos(ha)e dk, (2.28)
de acordo com [84], podemos escrever para o =1 e k > 0,
+oo
e :/ e YR E (k)dy, (2.29)
onde :
F.(k) = _% il “j?j sin(mj)%, (2.30)
=



substituindo as Eq.2.30 na Eq. 2.29, e por sua vez na Eq. 2.28, temos

I A R [(aj+ 1
Lo(z) = ;/0 [/0 - z:: sin( Wa])%e_kydy] cos(kx)dk,
(2.31)
dessa forma, temos a transformada de Laplace do cos(kz), dada por
+00 . y
Y kx)dk = ——— 2.32
| eeosthayar = 4. (232
e substituindo em 2.31, temos
Lo (B0 o ey
Lo(z) = = 2 T sin(raj)I(ag + 1)[/0 2 dy], (2.33)
a integral da equagao 2.33, tem a seguinte solucao
400 —aj 1 ;
Yy oo L(aj41) Ty
d J — 2.34
| = G s T, (234
Encontramos,
1 o (- 1)3 2sin(52 )cos(mJ) , 7,1 1,
Lo(7) = —= 21 1)[=(=)z+h 2.35

Jj=1

fazendo as devidas simplifica¢oes, podemos calcular L,(z), através da subdivisao
da soma > (..) = >0 ,(...) + O(z™ (m+1)-1) " ou seja, guardando o primeiro
termo na soma para pequenos valores de k, tal que, no regime assintotico quando
r — 00, a equacao 2.35 tem a seguinte forma

I'(a+ 1) sin(ma/2) (at1)
~ T
et ’

Lo(x) ~ (2.36)

ou seja,

lim L,(z) = i, (2.37)

r—00 M
onde y=a+1lex#0.
Este comportamento assimptotico é verificado para = no intervalo | — oo, 400
|85] e a distribui¢ao depende de |z| e nao de x.
Reescrevendo a equacao 2.37, temos
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lim L, (x)

500 "zl

(2.38)

Esta lei de poténcia implica a existéncia de alguns passos espaciais muito longos,
o que significa uma difusao mais rapida que a normal. Assim, os pontos espaciais
visitados na trajetoria dos passos a efetuar um voo de Lévy tém os primeiro e
segundo momentos da distribuicao espacial divergentes, ou nao, condicionados
pelo valor do parametro .

Assim, calculando o primeiro (z) e segundo momento (z?) do tamanho dos
passo, através da equacgao 2.38, temos

—+o00

(x) = / v,

o o)
(x) :/ x_ada:+/ x”%dx,
—00 x0

onde para evitar divergéncia na integracao, integramos em torno de zy ~ 0. Dessa
forma, a equacao 2.39 fornece valores para o primeiro momento dependendo do
valor de a, tal que: para a < 1, temos (x) é indeterminada, e para o > 1, temos
(lz[) =0

Entretanto, para o segundo momento, temos

+oo
(z?) :/ e
- B (2.40)
(z?) :/ a:_o‘“dx—l—/ v dy

—0o0 o

(2.39)

Similarmente, a equacao 2.40, formece valores diferentes para o segundo mo-
mento que depende do valor de a, tal que: para o < 2, temos (z?) — oo, ¢ para
a > 2, temos (z%) = constante

Dessa forma, se a > 2 o primeiro e o segundo momento da distribuicao do
tamanho dos passos, {|z|) e (z?), sdo finitos e a distribui¢do obedece o TCL.
Contudo, se o decaimento assintotico da distribuicao do tamanho dos passos é
menor que 1/x3, isto ¢, quando 0 < o < 2, entao (z?) nao é mais finita e o TLC
nao se aplica mais [18].

Além disso, quando 0 < a < 1, o primeiro momento (|x|) sempre diverge, sig-
nificando que essas distribuicoes exibem um comportamento atipico, uma vez que,
a probabilidade de valores muito grandes de = (distante nas asas da distribuicao
de probabilidade) é muito maior que o normal.
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Essas distribuicoes, entretanto, obedecem um padrao generalizado do TLC,
segundo o qual, se o comportamento assintotico da distribuicao do tamanho dos
passos segue a equacao 2.38, com 0 < a < 2, entao a densidade de probabilidade
normalizada da soma dos tamanho dos passos = e, consequentemente, de seu va-
lor médio (x) seguem uma lei estavél de Lévy. Dessa forma, voos de Lévy sao
uma caminhada aleatoéria, que, diferentemente, do movimento browniano, onde o
comprimento dos passos sao comparaveis em magnitude ao seu valor médio (z),
voos de Lévy sao determinados por longos saltos, que ocorrem, ocasionalmente,
e em pequeno numero comparado ao total de passos, mas sao eles que regem a
estatistica do sitema.

2.4 Caracteristicas da Difusao Normal

Nessa seccao, com o intuito de melhor entender os voos de Lévy num vapor ato-
mico ressonante, apresentaremos as caracteristicas da difusao normal, através da
descricao do movimento browniano.

O movimento browniano (MB) ou difusao normal classica foi pela primeira vez
descrita pelo fisico holandés Jan Ingenhousz em 1765, seguido por Robert Brown,
em 1828 [86], que estudou a natureza aleatoria das particulas, através do movi-
mento erratico de grao de poélen. Por sua vez, Einstein, em sua tese de doutorado
(1905) [87], formulou uma teoria sélida capaz de explicar esse movimento e o no-
meou de movimento de browniano, em honra de Robert Brown.

Nessa teoria, o MB caracteriza-se por um movimento estocastico, em que os
tamanhos dos passos sao variaveis aleatorias e independentes umas das outras e,
assim, descrito através da formalizacao do modelo de caminhada aleatoria derivado
da equacao de difusao classica. As explicacoes de Einstein, para o MB, desenca-
dearam uma série de novos trabalhos sobre fendmenos de natureza estocéstica,
como: Langevin [88], Fokker [89], Burger [90], Ornstein [91], Planck [92], Kac [93]
e muitos outros.

2.4.1 Movimento Browniano e Caminhadas Aleatoérias

O movimento browniano ¢ interpretado como uma caminhada aleatoéria cléssica.
Dessa forma, vamos considerar uma caminhada aleatéria unidimensional como na
Fig. 2.4.

Assim, assumindo que a caminhada tem passos x; discretos, aleatorios e igual-
mente provaveis para qualquer lado, esquerdo ou direito, e de comprimento cons-
tante [, entao, a posicao final z, depois de n passos, num instante ¢, corresponde a
soma dos seus n deslocamentos individuais e independentes [94] e ¢ dada pela Eq.
2.2, onde
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Figura 2.4: Representagao da caminhada aleatéria unidimensional. Passos de
comprimento [ igualmente provaveis para direira ou para esquerda.

=Y (2.41)
=1

tal que, z é soma dos seus n deslocamentos individuais e independentes.

Assim, como 0s passos tem comprimento constante [ e sao equiprovaveis para
direita ou esquerda, o valor esparado da soma dos passos (média da posigao final)
(z) = 0. O quadrado da soma dos passos (quadrado da posi¢ao final) fica

22 = Z zix; = nl* + Z x5, (2.42)
ij=1 i,j=1ij
Depois um grande niimero de passos, a média do quadrado da soma dos passos
(média do quadrado da posigao final) fica

n
(2%) = nl* + ( Z i), (2.43)
i j=LiiAj

Cada passo da caminhada ¢é igualmente provavel para a esquerda ou para a
direita, assim os deslocamentos z; sao variaveis aleatorias com média zero. Os
produtos x; r; também sao varidveis aleatdrias e, uma vez que assumimos x; e
x; independentes entre si, o valor médio dos produtos é zero. Portanto, o valor

esperado do termo misto na Eq. 2.43 é zero. Dessa forma, temos
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(z%) = nl?, (2.44)

O deslocamento quadratico médio (varidncia) da soma dos passos (variancia
da posigao final)

0? = (%) — (2)* = nl?, (2.45)

Portanto, a raiz do deslocamento quadratico médio (desvio padrao), apos n
passos de comprimento constante [ (livre caminho médio) é

Vv (22) = IV/n. (2.46)

Entretanto, numa difusao normal a caminhada aleatéria tem passos indepen-
dentes e de tamanho z;, que podem ser fixos ou variaveis. Dessa forma, a descri¢ao
da difusao da normal é perfeitamente alcancada com uma equacao de difusao clas-
sica (Ver apéndice C) em 2.47.

OP(z,t) D82P(z,t)

ot 022

Portanto, para uma distribui¢do do tamanho dos passos P(z), se os primeiro e

o segundo momentos da distribuicdo forem finitos, a variancia da distribuicao do
tamanho dos passos depende linearmente do tempo, tal que

(2.47)

o? = (2% — (2)? = 2Dt, (2.48)

ou, como (z) = 0, temos

o? = (%) = 2Dt, (2.49)

onde, D e o coeficiente de difusao.

De um modo geral, sendo possivel a definicao concreta de um coeficiente de
difusao D, a densidade de probabilidade de uma particula difusiva estar numa
posicao genérica 7, num meio tridimensional em num instante ¢, ap6s um nimero
suficientemente elevado de passos e tendo iniciado o movimento na posicao 7 = 0,
¢ dada pelo propagador W (7, t) [95]. O propagador W (7,t) é obtido através da
solucao da equacao de difusao classica generalizada dada por

oW(rt) _ DV*W (7 t), (2.50)
ot

Assim, no limite assimpto6tico de um nimero suficientemente elevado de passos,
ou seja, um tempo suficientemente longo, a solug¢ao da equacao 2.50, com condigao
inicial W(7,0) = (), que resulta da multiplicacdo das solugdes das equagdes de
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difusao para cada uma das dimensoes consideradas [96], tem uma forma gaussiana
dada por

. 1 7
W(rit) = W“f’(_rpt)’ (2.51)

em que d representa o nimero de dimensoes a que 0 movimento ocorre.

Em sistemas muito complexos, do ponto de vista fisico, surgem frequentemente
desvios a estatistica gaussiana e, assim, a dependéncia temporal do segundo mo-
mento da distribuicao do tamanho dos passos deixa de ser linear, ou seja, a relagao
((t)) = 2dDt (d = 3 para movimentos tridimensionais) deixa de ser valida [97].

Assim, o valor médio do quadrado da posi¢ao (segundo momento da soma dos
passos) passa a assumir a seguinte forma empirica [98]

(7 (t)) oc t, (2.52)

sendo H # 1. Nestas circunstancias, a difusao é dita anomala.

Portanto, uma caracteristica importante da difusao normal é que o segundo
momento associado a distribuicao de probabilidade do tamanho do passo ¢ pro-
porcional a Dt, onde D representa o coeficiente constante de difusao, conforme
visto na Eq. 2.49. Em outras palavras, a raiz quadrada média (rms) do desvio
é proporcional & raiz quadrada do tempo, o o t'/2. No entanto, também exis-
tem outros tipos de processos de difusao que se comportam de forma diferente.
Portanto, agora descreveremos os processo de difusao andémala, dentre os quais os
voos de Lévy estao presentes.

2.5 Caracteristicas da Superdifusao: Caminhadas
e voos de Lévy

Os voos de Lévy sao uma caminhada aleatéria, que diferentemente do movimento
browniano, existe uma probabilidade nao desprezivel de ocorrem longos passos, que
sao em pequeno nimero comparado ao total de passos, mas sao eles que regem
a estatistica do sistema. Por sua vez, numa caminhada de Lévy os longos passos
também acontecem em pequeno ntumero comparado ao total de passos, entretanto
0s passos nao sao instantaneos. Em vez disso, possuem velocidade constante,
tornando o tamanho do passo proporcional ao tempo.

A diferenca basica entre caminhadas e voos de Lévy é a natureza do tempo
operacional. Se o interesse do estudo estd como uma fun¢ao do tempo real ¢,
deve-se utilizar a expressao caminhada de Lévy. Entretanto, se o foco é expressar
a escala em termo do niimero de passos n da caminhada aleatéria, é apropriado
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utilizar o termo voo de Lévy porque n é proporcional ao tempo de acao para um
voo de Lévy [99].

Dessa forma, caminhadas de Lévy tornam-se semelhantes a voos de Lévy apenas
para um periodo de tempo grande. Embora caminhadas e voos de Lévy tenham
muitas caracteristicas em comum, algumas caracteristicas singulares nao devem
ser negligenciadas. Uma caracteristica dos voos de Lévy é possuir velocidades
infinitas, o que é fisicamente impossivel, portanto, a priori, nao se pode descrever
voos de Lévy no espaco fisico geométrico. Apesar disso, isso possivel. Por exemplo,
um foton dentro duma célula com vapor atéomico ressonante pode dar grandes
saltos, e numa velocidade muito grande dentro dessa célula, que sao instantaneos
comparados com o tempo de vida do estado excitado, embora a distancia euclidiana
possa ser pequena |[100].

Por outro lado, caminhadas de Lévy nao violam as leis fisicas. A rigor, nenhuma
quantidade fisica mensuravel diverge no tempo para uma caminhada de Lévy. Isso
acontece porque a variancia infinita do processo de Lévy torna-se uma questao de
tempo infinito. Assim, como numa caminhada de Lévy a velocidade é constante,
a distancia maxima percorrida é dada vt e num tempo finito. Logo, todos os
momentos do propagador permanecem finitos no tempo, diferente dos voos de
Lévy, que possuem momentos divergentes.

Uma das caracteristica imediatas dos Voos de Lévy é o fato das trajetorias
a diferentes escalas serem auto-semelhantes, ou seja, de apresentarem o mesmo
aspecto genérico. A caracteristica de auto-similaridade é tipica dos fractais. Da
aplicacao da definicao de dimensao fractal & Eq. 2.38, conclui-se que a caminhada
aleatoria voos de Lévy pode ser considerado um fractal de dimensao « [101].

Dessa maneira, para os voos de Lévy pode-se definir largura, como uma largura
a meia altura, e mostrar que

(J7(t)]7) oc tH, (2.53)

onde H =1 = ﬁ ¢ chamado de expoente de Hurst [102], e caracteriza o com-
portamento do voos de Lévy.

Neste caso, a descricao desse processo superdifuso é perfeitamente alcancada
com uma equacao de difusao de uma forma um pouco diferente, levando em consi-
deracao as correlagoes de longo alcance proprias das distribuicoes estaveis de Lévy,

através da solucao de uma equacgao geral, dada por

WL _

0°W (7, t)
ot '

s (2.54)

Assim, para um processo superdifusivo, o propagador W (7, t), num regime
assintotico do tamanho dos passos, é agora dado por uma lei estéavel de Lévy, onde
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. 1 T
W(’f’,t) X mLa(m), (255)

L, é uma distribuigdo estavel de Lévy de indice a e D, = 0%/7% é o coeficiente de
difusao generalizado, que como aparece em [103], é a razao de escala o e tempo de
espera do processo 7 para 0 < a < 2 |94, 104]. Assim, a Eq. 2.55 implica que a
distribuicao de tamanhos dos passos tem uma dependéncia assintotica dada pela
Eq. 2.38.

2.5.1 Descricao Estatistica dos Voos de Lévy

Como vimos, a diferenca entre caminhada e voos de Lévy diz respeito a veloci-
dade. Os saltos de voos de Lévy sao instantaneos em pequeno tempo, enquanto
caminhadas de Lévy tém velocidade constante. Especificamente, os voos de Lévy
podem ser descritos por uma equacao mestre (Eq.2.54) que consideram taxas de
transicao de longo alcance no espago. Por outro lado, numa caminhada de Lévy,
o tamanho do passo é proporcional ao tempo, devido sua velocidade finita v.

Assim, sabendo que a estabilidade das distribuicoes de probabilidade do ta-
manho dos passos numa funcao estavel de Levy é determinada pelo parametro de
estabilidade «, podemos fazer a descricao estatistica dos voos de Lévy, através do
parametro 0 < a0 < 2.

Nesta situacao, o escalamento da posicao da particula depende do parametro
a da distribuicao, onde do valor esperado do médulo da posicao apo6s varios passos
é dado por

(GONESE (2.56)

Da Eq. 2.56, para a < 1, o valor esperado da distribuicao do tamanho dos passo
diverge, ou seja, (|7(t)|) — oo e, para a > 1, temos que (|7(t)|) converge. De um
modo geral, podemos escrever

(IFB)IP) o« /o (2.57)

que converge para p < q.
Entretanto, o valor esperado do quadrado da posicao (7%(t)) sempre diverge
para valores de 0 < a < 2 tal que

(72 (t)) o< t7 (2.58)

onde v = 2/a e superior a 1, predominando um processo superdifusivo, cuja
a caminhada aleatoria envolvida é do tipo voos de Lévy. Dessa maneira, para
0 < a < 2, o processo de transporte acontece mais rapidamente do que no caso
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da difusao normal, com o = 2, e é por isso que essa dinamica é chamada de
superdifusiva.

Por sua vez, os processo aleatérios podem ser classificados por meio da Eq. 2.58,
onde o valor esperado do quadrado da posicao dos passos é descrito empiricamente
em relagdo ao tempo por meio do coeficiente 7 [105],

Dessa forma, como observamos na Fig. 2.5, para v < 1, o movimento é dito
subdifusivo ou dispersivo e o espalhamento das particulas faz-se mais lentamente
que no movimento de difusao classico. Para v = 1, temos processo difusivo normal,
onde o segundo momento da distribuicao é linear no tempo. Em contrapartida,
para v > 1, esse espalhamento ¢ mais rapido que no movimento browniano e
denominado superdifusivo. Nesse contexto, por exemplo, a difusao anémala dos
fotons no interior de um vapor atdémico com RCF ocorre com v > 1 e obedece a

estatistica de Lévy passando a ser chamada de superdifusao ou voos de Lévy.

10

Classificacao da Difusao Anémola

— Superdifusivo
— Difusivo : :
gl| — Subdifusivo [ S ! s -

Figura 2.5: Classificacao da Difusao Andémala através do parametro v. Superdifu-
sao para v > 1, Difusao Normal para v = 1 e Subdifusao para v < 1.
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2.6 Grandezas Mensuraveis

Uma vez definido o que é um processo superdifusivo, podemos medir alguns para-
metros importantes na descricao desse fendmeno. Dentre eles, temos o tempo de
primeira passagem, que acontece, por exemplo, quando um féton cruza um ponto
x = L, a uma determinada distancia do ponto inicial x = xy dentro de um vapor
atdomico ressonante, pela primeira vez [106]; assim como, a transmissao difusa dos
fotons pelo caminho total L [36, 107].

2.6.1 Tempo de Primeira Passagem para Voos de Lévy

A anélise fisica do problema do tempo de primeira passagem tem uma longa his-
toria, que pode ser entendida em [108, 109].

Como vimos, os processos de difusao andémala sao caracterizados em relacao ao
tempo pela média do quadrado da posicao. Para os voos de Lévy dos fétons num
vapor atomico, a distribui¢do do tamanho dos passos P(x) é assintoticamente dada
por uma lei de poténcia, que representa distribuicoes de cauda longa e variancia
divergente, caracterizada por 1 < < 2 [106].

A partir disso, podemos caracterizar o tempo de primeira passagem, de forma
que, considerando o movimento unidimensional dos fétons no vapor atémico, es-
tamos interessados no evento quando um foéton cruza o vapor atomico num ponto
x = L, que pode ser o proprio tamanho da amostra, pela primeira vez, depois de
iniciar seu movimento num ponto z = x.

Assim, como tempo de primeira passagem dos voos de Lévy em um vapor
atomico estd relacionado ao seu carater aleatorio no vapor; a distribuicao simétrica
no tempo da funcao de distribuicao de probabilidade do tamanho dos passos no
vapor P(t) é, necessariamente, caracterizada pela escala de Sparre Andersen [111,
112] no limite de tempo longo. Assim, a expressao analitica para essa distribuigao
do tempo de primeira passagem P(t), no limite de tempo longo fica,

/2

P(t) ~ 2o £3/2, (2.59)

ar/mTD.I(a/2)

onde x é a da posicao inicial do féton, D, é o coeficiente de difusao generalizado
e a o parametro estabilidade da distribuigao [113].

Portanto, tendo em vista um vapor atémico ressonante, quando um pulso laser
incide no vapor, considerando uma escala de tempo longo, pode-se medir o tempo
de primeira passagem do féton pela amostra, através da deteccao da distribuigao
temporal da transmissao difusa, que é equivalente P(t).

Uma vez que sabemos o ponto zy, onde ocorre o primeiro espalhamento dos
fotons do pulso laser, podemos com os resultados obtidos experimentalmente para
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P(t) gerar um grafico desses valores em fun¢ao do tempo e, através de um fit
teorico desse grafico obter a constante de proporcionalidade da distribuicao em
funcao do tempo, e, consequentimente, inferir o valor do parametro « de Lévy,
que caracteriza a distribuicao do tamanho dos passos dados pelos fétons no vapor
atomico.

2.6.2 Transmissao Difusa para Voos de Lévy

Dado o movimento superdifusivo dos fétons num vapor atéomico ressonante, outra
grandeza importante que podemos medir é a transmissao difusa dos fétons pelo
vapor. Essa grandeza esta relacionda & caminhada aleatoria que os fétons realizam
dentro do vapor devido aprisionamento de radiacao, ou seja, a transmissao difusa é
o resultado da deteccao dos fétons que realizaram a caminhada aleatoria através da
recipiente de comprimento L que contém o vapor, por meio de sucessivos processos
de reabsorcao e reemissao espontanea.

Dessa forma, considerando uma caminhada aleatéria do tipo voos de Lévy de
fétons num vapor atoémico, que inicia seu movimento em um ponto x = x sobre um
intervalo [0, L] correspondete ao tamanho do vapor (célula que contém o vapor),
uma expressao fechada para tempo médio gasto pelos voos de Lévy nesse intervalo,
considerando a presenca de limites absorvedores é dada em [107, 114].

Essa situagao com limite absorvedor, coincide, por exemplo, a uma particula
que some do processo quando chega no final da amostra de comprimento L, ou
seja, hipoteticamente, foi absorvida e nao participa mais da caminhada aleatoéria.
Essa situacao vai em oposicao a uma particula presa em um recipiente, pois nesse
caso, quando a particula chega nos limites é refletida para dentro da amostra.

A transmissao difusa dos fotons pelo vapor, corresponde a situacao apresentada
com limite absorvedor, pois no processo de difusao dos fo6tons no vapor atdémico,
quando os fotons atingem os limites da célula, eles deixam o vapor e, portanto,
nao participam mais da caminhada aleatoéria.

Em geral, para modelo de difusao anomala dos voos de Lévy, na auséncia de
limites para a absor¢ao dos fotons, a generalizacdo do TCL |78, 80| garante que a
a densidade de probabilidade do deslocamento z dos voos de Lévy converge apo6s
muitos passos para a distribuicao estavel de Lévy de ordem «, tal que

1 o
Lo(z,n) = —/ exp(—nlik®) cos(kz)dk (2.60)
T Jo
onde [y é o comprimento minimo de um tnico passo e n é um nimero de passos.
Esta ¢é distribuicao estavel de Lévy dada na Eq. 2.28, com dependéncia do
tamanho minimo do passo ly. Essa ¢ uma generalizacao do TCL, que é caracte-
rizada em [80] para deslocamentos assintoticamente grandes pelo decaimento da

distribuicao através da lei de poténcia
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Lo(z,n) = nlgyz= @D, (2.61)

onde 71 = 1T(av+ 1) sin(mer/2). Dessa forma, podemos tratar os voos de Lévy dos
fotons no vapor atomico com a ajuda das equagoes diferenciais fracionais [80, 104,
115].

Entretanto, na presenca de limites para a absorcao dos fotons, esse tratamento
nao é bem claro, mas exitem muitas aplicagoes praticas, na qual é importante
encontrar o tempo de primeira passagem, o comprimento médio da trajetoria e
outras quantidades de interesse.

Portanto, considerando voos de Lévy de fotons num vapor atomico que comeca
em um ponto zo no intervalo [0, L], na presenca de limites para a absor¢ao dos
fotons, o foton realiza subsequentes e independentes passos de tamanho [, com
igual probabilidade para ambos os lados, esquerdo ou direito, onde o tamanho de
cada passo ¢ obtido da distribuicao de lei de poténcia, tal que

lg
P(Jl| > x) = pes (2.62)
onde 0 < o < 2 é o parametro de Lévy e [y é o comprimento minimo do passo. A
densidade de probabilidade do tamanho do passo (voo) é dada por

alg (|1 — )
2 ‘l|a+1

onde alf/2 é a constante de normalizagao [107] e

o) = {1, para x >0 (2.64)

P(l) = (2.63)

0, para =<0

¢ a funcao step.

A transmissao difusa dos fotons pelo vapor atéomico depende do tamanho da
amostra e do perfil de absor¢ao do vapor. Portanto, para medir a transmissao
difusa adequadamente, utilizamos a opacidade da amostra (vapor) r, que em [63]
¢ difinido como

L 1
1y ®(0)’
onde r ¢ um parametro adimensional dado pela razao entre o tamanho méximo do
passo (que corresponde ao tamanho do sistema, o recipiente de comprimento L que
contém o vapor) e o tamanho minimo do passo ly, que é multiplicada pelo inverso
do perfil de absor¢ao quando o foéton é absorvido no centro da linha 1/®(0).

O tamanho minimo do passo feito pelo foton dentro do vapor [y = 1/K(0),
ou seja, é o inverso do coeficiente de absorcao no centro da linha, em 6 = 0. Na

(2.65)

r
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pratica, o tamanho minimo do passo [y é a distancia média percorrida pelo féton
antes de ser absorvido, quando emitido no centro da linha.

A relacao entre a transmissao difusa T e a opacidade é dada pela lei de Ohm
Modificada [41, 116] dada por

T, ox r=o/? (2.66)

Por exemplo, em nosso experimento, a opacidade é obtida por meio da densi-
dade atomica do vapor N que, a apartir da Eq. 2.65 pode ser escrita como:

1
r= @(O>NEOL (2.67)
> € a seccao de choque no centro da linha e L o tamanho da célula que contém
0 vapor.

De acordo com a Eq. 2.67, podemos mudar a opacidade do meio (vapor ato-
mico) r simplesmente variando a densidade atémica. Isso é feito através do aque-
cimento do vapor, que aumenta o coeficiente de absorcao e, consequentemente,
diminui o livre caminho médio dos fétons no centro da linha.

O resultado da relacao da transmissao difusa com a opacidade Eq. 2.66, conhe-
cido como lei de Ohm modificada [107, 114, é utilizada para obtermos informagoes
sobre a difusao dos fo6tons no vapor atomico. De um modo geral, essa é a relacao
fundamental, que vamos utilizar nesse trabalho.
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Capitulo 3

Aprisionamento de Radiacao

3.1 Contexto Historico

A difusao da radiacao num vapor atomico ressonante foi, primeiramente, estudada
por Compton no inicio do século 20 [11, 12|, sugerindo que a radiacao podia ser
tratada como difusao de particulas, através da equacao da difusao cléssica. Esse
tratamento originou alguns resultados estranhos, visto que, pelos calculos, a ex-
citacao na amostra decairia mais rapidamente que o tempo de vida intrinseco da
espécie excitada.

Depois, em 1926, Milne modificou a equagao da difusao no intuito de modificar
esse resultado, porém o efeito da forma do perfil de emissao espectral foi igno-
rado [10] e sua importancia confirmada por M. Zemansky [70, 71|, assumindo a
existéncia de um coeficiente de absorcao equivalente, por ele nao definido.

No avanco do estudo do processo difusivo de fo6tons no vapor atémico, em 1932,
Samson [117] acrescentou a importancia dos fotons emitidos distantes do centro da
linha, que existem em pequeno niimero, porém, sua contribuigao ¢ impressindivel
na descrigao do processo difusivo e, dessa forma, Kenty, no mesmo ano [69] concluiu
que, para um meio infinito, o coeficiente de difusao seria infinito, provando que o
formalismo da equacao de difusao nao era apropriado para tratar o problema do
aprisionamento de radiagao.

Assim, em 1947, Holstein e Bibermann, separadamente, através do estudo do
aprisionamento de radiacao, obtiveram tempos de vida de aprisionamento radi-
ativo baseados numa soma de decaimentos monoexponenciais e dependentes da
distribuicao espectral, concluindo que a migracao radiativa nos meios atdomicos
nao pode ser descrita por uma equacao de difusao, tampouco fazendo uso de cor-
recoes e alteracoes na equacao de difusao classica. Dessa forma, propuseram uma
equacao intrego-diferencial para descrever o aprisionamento da radiacao nos meios
atomicos [118, 119| baseada na densidade de atomos no estado excitado.
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Contudo, no final dos anos 90, em 1985, surgiu um novo e importante avanco,
P. Wiorkouski e W. Hartmann [120] sugeriram uma maneira diferente de repre-
sentar o problema do aprisionamento da radiagao, que descreve temporalmente a
radiagao emitida apds um niamero desconhecido de eventos de reabsorcao e reemis-
sao espontanea, definindo, portanto, alguns coeficientes importantes, tais como os
fatores de escape e aprisionamento.

Denominada de Difusao Miltipla, essa representagao do aprisionamento de
radiagao é equivalente & abordagem de Holstein [121, 122| e, posteriormente, con-
firmado por Lai [123, 124] e Berberan-Santos [125]

Dessa forma, a propagacdo da luz em um meio espalhador (vapor atémico)
pode ser descrita como um passeio aleatério de fotons dentro do meio, de modo
que, um foton incidente no meio (um foton de laser, por exemplo) é repetidamente
absorvido e reemitido no meio.

Esse miltiplo processo de espalhamento agora ¢ equivalente a uma caminhada
aleatéria com o comprimento do passos dependente da frequéncia, de tal maneira,
que a distribuicao espectral dos fotons, influenciada pelo processo de redistribuicao
de frequéncia, é determinante na caracterizacao do regime de difusao.

Portanto, como mencionado anteriormente, a suposicao de um livre caminho
médio para os fétons nao é preenchida em vapores ressonantes [69], e uma descri-
¢ao do tipo difusao de aprisionamento de radiacao é inadequada118]. Assim, o
aprisionamento de radiagao e sua relacao com a distribuigao de cauda longa podem
ser estudados por meio da teoria de distribui¢oes estaveis de Lévy [19], em virtude
de abranger distribuicoes de tamanho dos passos com segundo momento infinito.

Dessa forma, a classificacao teodrica do aprisionamento de radiacao incoerente
como mais um sistema exibindo comportamento superdifusivo, foi feita por Pereira
et al.[36] e posteriormente estudado [126] no inicio dos anos 2000. Seguida de
confirmagao experimental alguns anos depois [18].

3.1.1 Descricao do Fen6meno

Quando uma célula com vapor atomico ressonante é cruzada por uma radiacao
laser, pode-se observar uma luz difusa em regidoes do volume do vapor nao ilumi-
nadas pelo laser. Esse fendmeno acontece devido aos fétons que foram absorvidos
pelos Atomos serem re-emitidos e, posteriormente, re-absorvidos por outros atomos
no vapor.

Portanto, sob tais condicoes, quando um féton no vapor atémico ressonante é
emitido por um atomo, nao é de forma alguma garantido um desimpedido tran-
sito para as paredes do recinto. Pelo contrario, depois de percorrer uma curta
distancia, é mais provavelmente absorvido por outro atomo, sofrendo varios even-
tos de reabsorcao e reemissao espontanea antes de, eventualmente, escapar para o
exterior da célula [36].
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O resultado desse processo aleatorio de emissao e reabsorcao dos fotons pe-
los atomos é conhecido como radiation trapping ou aprisionamento de radiacao,
sendo a transferéncia de energia de excitacao de atomo a atomo, onde a eventual
fuga da radiagdo para o limite do recinto pode exigir um grande nimero de tais
transferéncias, como representado na figura 3.1

Célula com vapor atémico
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Figura 3.1: Representacao do aprisionamento de radiacao. Um feixe laser de
prova incide numa célula com vapor atéomico ressonante. Os fotons da radiagao
incidente sao absorvidos e, posteriormente, reemitidos aleatoriamente, podendo
ocorrer sucessivos processos de absorcao e reemissao espontianea até alcancar os
limites da célula e deixar o vapor. Esse efeito é conhecido como Radiation Trapping.

Esse fenémeno é importante numa diversidade de processos; como a emissao
da radiacdo por estrelas [131], desenvolvimento tecnologico de lampadas incan-
descentes [132, 133], gases [134], liquidos [135], estado sélido [136, 137, 138] meio
laser, filtro de linha atomico [139], aprisionamento de atomos frios [140, 141], co-
lisdes [142, 143|, perda de coeréncia [144, 145] em processos no vapor atomicos e
bombeamento 6tico de vapores de metais alcalinos [146].

Para uma RCF, a frequéncia do foton emitido é completamente independente
da frequéncia do féton previamente absorvido, sendo exclusivamente determinada
pela forma espectral da transicao, seja gaussiano, lorentziano ou Voigt. Nessas
condicoes, o decaimento assintotico na distribuicao do tamanho dos passos dados
pelos fotons num vapor atéomico é, como descrito na secao 2.3.1, mais suave que
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1/23, ou seja, quando 0 < a < 2, entao a (x?) nao ¢ mais finita invalidando o
TLC.

Além disso, quando 0 < o < 1, o primeiro momento (z) diverge, significando
que essas distribuicoes exibem um comportamento atipico, uma vez que a pro-
babilidade de valores muito grandes de x (distante nas asas da distribui¢ao de
probabilidade) é muito maior que o normal e resulta numa distribuigao de passos
do tipo "cauda longa".

Isso foi mostrado em [36], onde o aprisionamento da radiag¢do ressonante em
vapores atomicos é tratado como um caso de difusao anémala, em particular de
superdifusao, caracterizado por um espalhamento da excitacao mais rapido que
o previsto pela difusao browniana padrao, em resultado de uma distribuicao de
tamanho de passos dos fotons com momentos infinitos, conhecidos como voos de
Levy.

3.2 Distribuicao de Probabilidade do Tamanho dos
Passos

A descricao da distribuicao assintotica do tamanho dos passos para os voos de Lévy
é feita na secao 2.3.1. Entretanto, como essa descricao é valida apenas no limite
assintotico quando x — oo, para um vapor atdmico ressonante, podemos obter a
distribuicao do tamanhos dos passos de maneira geral. Isso é feito, a principio,
por meio da lei de Beer Lambert, a qual descreve a transmissao de um féton de
frequéncia v pelo do vapor.

A caracterizacao desse transporte fotonico pode ser entendida mediante a pro-
babilidade T, (z), de um foton de frequéncia v atravessar uma camada de vapor de
espessura z (transmissao através da distancia x), sem ser absorvido, como ilustrado
na Fig. 3.2. T,(x) tem os valores limite (i) 7,(0) =1 e (ii) T,(c0) = 0.

Por outro lado, K(v) é a probabilidade por unidade comprimento, de que o
foton seja absorvido (coeficiente de absorgao). Para determinar a relagdo entre
K(v) e T,(x), escrevemos a transmissao do foton diferencialmente, através do
tamanho do passo z mais um deslocamento dz de x como mostra a Fig. 3.2.
Assim

T,(x+dx)="T,(x)[1 — K(v)dx], (3.1)

o que significa que o nimero de fétons absorvidos em dx é proporcional ao nimero
de foétons que chegam em x. Por defini¢cao, temos

T,(x+de)—T,(z) = %ZV dx (3.2)
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Figura 3.2: Esboco de meio espaco z > 0 preenchido com meio espalhador, para
determinar a fracao de particulas incidentes em x e transmitido através de uma
fina fatia de espessura dzx.

entao

T,(x) = e KW= (3.3)

Essa relacdo (Eq. 3.3) é a chamada de lei Beer-Lambert [147], a qual satisfaz
a exigéncias (7) e (ii) acima, e descreve a transmissao dos fotons de frequéncia v
pelo vapor.

A partir da lei de Beer-Lambert, podemos encontrar a probabilidade p,(z) de
um foton de frequéncia v dar um passo de tamanho do x. Isso é feito considerando
a probabilidade de um féton de frequéncia v dar um passo de tamanho x + dx, que
como mostra a Fig. 3.2, é a transmissao dos fétons de frequéncia v que chegaram
na posicao x sem serem absorvidos, e nao atingiram um deslocamento adicional
infinitesinal dz, ou seja,

T,(x+dx) =T,(z) — p,(x)dx, (3.4)

oT, CK(Ne
po(z) = — o K(v)e K@), (3.5)

Esta expressao descreve a probabilidade de um fétons de frequéncia v dar um
passo de tamanho z ao se propagar em um meio espalhador (vapor), ou seja,
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essa probabilidade decai exponencialmente ponderada pelo coeficiente de absorcao
K(v).
Diante disso, podemos determinar a dependéncia do livre caminho médio com

a frequéncia [(v) para os fétons no vapor, tal que

1
K(v)

i) = /O " pu(@)d = /0 K (0)e K0y — (3.6)

A equacao 3.6 nos diz que podemos sintonizar o livre caminho médio de um feixe
monocromatico de fétons numa frequéncia v, simplesmente variando o coeficiente
de absor¢ao K (v) nesta frequéncia. Uma vez que, K (v) é proporcional a densidade

atomica, a sintonia de [(r) pode ser alcangada através do controle da densidade N
[18].

A Eq. 3.5 somente é valida quando temos apenas uma frequéncia, ou seja,
o foton é emitido na mesma frequéncia que foi absorvido. Contudo, no vapor
atomico, o aprisionamento de radiacao é caracterizado por uma RPF, de modo que
um foton absorvido numa determinada frequéncia é redistribuido num espectro de
frequéncias O(v). Isso acontece devido aos mecanismos alargadores de frequéncia,
que redistribui as frequéncias no referencial do laboratorio.

Portanto, agora temos uma distribuicao de probabilidade do tamanho dos passo
P(x), que é a probabilidade de um f6tons de frequéncia v dar um passo de tamanho
x ponderada pelo espectro de emissao ©(v), tal que

P(z) = +OO OW)p,(z)dv = +OO O K (v)e KWzdy (3.7)

—00 —00

onde o intervalo de integracao considera a probabilidade de absor¢ao para todas
as frequéncias emitidas possiveis.

Entretanto, depois de alguns ciclos de reabsorcao e reemissao espontanea, é
atingido o regime de RCF. Nesse caso, os espectros de absor¢ao e emissao das
frequéncias dos fotons sdo proporcionais, ou seja, O(v) = cK(v), e a equagao 3.7
se reduz a

P(x) = /+OO cK?(v)e KWz gy (3.8)

o0

Além disso, nesse regime, o espectro de emissao O(v) é equivalente ao perfil de
absor¢ao do vapor, o qual é um perfil de Voigt.

De um modo geral, os momentos da distribuicao do tamanho dos passos sao
dados por (z™), tal que
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os quais divergem para todas as formas de linhas espectrais; lorentziana, Doppler
e Voigt para n > 2. Isso significa que a caminhada aleatorio dos fétons num vapor
atomico, para fotons com qualquer uma dessas distribuicoes espectrais, nao podem
ser caracterizados por um coeficiente de difusao e, em alguns casos, nem mesmo
por um livre caminho médio, qualificando, assim, a propagacao de fétons em um
vapor ressonante como difusao anomala do tipo voos de Lévy.

3.2.1 Tratamento de Holstein

Numa célula com vapor atomico ressonante, os fétons sao altamente absorvidos
pelos &tomos; portanto, sob condicoes adequadas de densidade do vapor, um even-
tual escape desses fotons do involucro do vapor pode exigir um grande niimero de
absorcoes e emissoes repetidas.

Assim, considerando o movimento unidimensional dos fétons, este transporte
da energia de excitacdo é determinado, essencialmente, pela probabilidade T'(z),
de um féton atravessar uma camada do vapor de espessura x sem ser absorvido.

A dependéncia de T'(z) no perfil espectral da ressonancia é investigada para os
casos do perfil Natural, Doppler e Voigt [118]. Holstein propos uma descri¢ao por
meio de uma equacao integro-diferencial, que ainda constitui o ponto de partida
da maioria das descri¢oes formais de aprisionamento de radiacao.

Uma vez que T'(x) é conhecido, podemos prontamente configurar equagoes que
descrevem a transferéncia de excitacao entre os atomos do volume fechado.

A base do tratamento de Compton [11], por exemplo, é a suposi¢do de um
coeficiente de absor¢ao uniforme 1/), de modo que,

>|8

T(x)=e x. (3.10)

No entanto, o coeficiente de absor¢ao do meio, K (v), é uma funcao sensivel da
frequéncia da radiacao, tal que

T(z,v) = e KW, (3.11)
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Portanto, devemos calcular a média da transmissao monocromaética ponderado
pelo espectro de frequéncia ©(v) da radiacao emitida no espaco de frequéncia, isto
e,

T(z) = / O()e Ky, (3.12)

A Eq. 3.12 é a relacdo crucial no tratamento de Holstein, onde o coeficiente
de absor¢do K(r) é uma caracteristica do vapor e é tratado extensivamente em
textos padrao |127]. As formas que os perfis de absor¢do podem assumir sdo as
seguintes:

1) perfil natural

2) perfil com alargamento Doppler
3) perfil alargado por pressao

4) perfil Voigt

Contudo, a determinagdo do perfil de emissdo ©(r) nao é tao simples como
a do coeficiente de absor¢ao K (v), uma vez que, o perfil de emissao depende da
frequéncia incidente, do niimero de espalhamentos no vapor e da presenca ou nao
de colisoes entre atomos.

Assim se o sistema esta em equilibrio térmico [13], os principios da termodiné-
mica nos fornece

K(v) =cO(v), (3.13)
2
onde a constante de proporcionalidade ¢ = 2—2;’—?%, sendo \g o comprimento de onda
da transicao, % a razao dos fatores de degenerecéncia, N a densidade atomica e 7
o tempo de vida do estado excitado.

O caminho livre médio (x) ¢ definido como

(x) = /000 xp(x)dx, (3.14)

p(x)de =T(x) — T(x +dzx) = —g—idx, (3.15)

a probabilidade de que o féton seja absorvido apos percorrer uma distancia entre
x e x + dxr de seu ponto de emissao, tal que

(x) = — /Ooo xZ—de. (3.16)
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Pode-se mostrar facilmente que esta conclusao vale para uma distribuicao es-
pectral arbitraria ©(v) que estd relacionado ao coeficiente de absor¢ao K(v) =
cO(v) do meio, onde ¢ é uma constante. Assim de 3.16 e 3.12, temos

() e—a:c@(l/) v
(x) :—//0 m@(u)%dudx: d—, (3.17)

c
a qual diverge.

A contribuicao de Holstein, reside numa equacao que explica o transporte ra-
diativo de excitacdo, chamada equagdo de Biberman-Holtein[118, 119, 128|, nas
linhas espectrais de atomos e fons em gases e plasmas, onde descreve a evolugao
espago-temporal da densidade de dtomos / ions excitados f(r,t). Esta equacio é
derivada de um sistema de equacoes para densidade espaciais de a&tomos excitados,
f(r,t) e intensidade espectral da radiacdo de ressonancia.

Este sistema é reduzido a uma tnica equacdo para f(r,t), que acaba por ser
uma equacao integro-diferencial que nao pode ser reduzido a uma equacao dife-
rencial do tipo de difusao:

Of(r,t) 1

TR ;/VG(!r—r’l)f(r',t)dV/—(%+o)f(r,t>+q(r,t), (3.18)

onde z = |r — r’\, 7 é o tempo de vida do estado atomico excitado; o é a taxa
de extin¢do da excitagdo por colisdo; ¢(r,t) é a fonte de &tomos excitados. O
kernel G(Jr —r'|) esta relacionado a emissdo de fotons em r’ e absor¢io em r e
¢ determinado pela forma da linha espectral de emissao (normalizada) ©(v) e o
coeficiente de absor¢ao K (v) (para a teoria de formas das linhas espectrais, veja
[129, 130].

3.3 Superdifusao com Redistribuicao de Frequén-
cia

O vapor atomico, em condicoes em que ocorre uma RCF dos fétons é caracterizado
por uma superdifusao do tipo voos de Lévy. Contudo, a configuracao em que ocorre
RCF nao ¢ atingida instantaneamente, sendo necessarios o minimo de alguns ciclos
de absor¢ao e emissao espontanea para ocorrer uma RCF. A forma em que ocorre
RPF e RCF, tem sido estudado teoricamente em [64, 63].

Para definir o perfil espectral de um vapor atoémico, devemos considerar os trés
principais mecanismos alargadores de linha, natural, Doppler e colisional. Assim,
sempre que pretendemos fazer medidas do perfil observado, é necessario considerar
a convolucao da forma intrinseca lorentziana com o perfil Doppler, devido as trans-
formagoes entre o referencial do &tomo em repouso e o referencial do laboratorio.
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Na auséncia de colisoes entre os &tomos, as frequéncias de absorcao e de emissao
coincidem no referencial do 4tomo em repouso. Nesse caso, a colisao atomo-foéton
é elastica e temos a existéncia de coeréncia completa entre a frequéncia absorvida
e emitida. A diferenca entre a frequéncia absorvida e a emitida, no referencial do
laboratério, serd provocada pela alteragao da direcao de emissao, que é aleatoria.
Por sua vez, independentemente do referencial adotado, quando essa coeréncia
entre a frequéncia absorvida e emitida é completamente perdida, temos uma RCF.

Nesse contexto, uma vez que o perfil espectral de emissao do vapor atémico
considerado nesse trabalho é caracterizado por uma RCF, por meio dos cendrios
de redistribuicao de frequéncia, vamos apresentar em que condi¢oes podemos ter
RCF. Esses cenarios estao associados a frequéncia e a direcao dos fotons emitidos.

Esses cenarios sao diferenciados, a principio, pelo perfil de emissao intrinseco
das espécies excitadas, atendendo apenas a alteracao da frequéncia de emissao
relativamente a de absorcao, no referencial do a&tomo em repouso. A seguir, é
necessario operar as transformacoes necessarias para transpor as funcoes de redis-
tribuicao do referencial atomico para o referencial do laboratério. Assim, temos
que recorrer a distribuicao de velocidade dos atomos, o que causa um desvio Dop-
pler, no referencial do laboratorio, entre as frequéncias de absor¢ao e emissao.
Assim, surge uma redistribuicdo da frequéncia, adicionalmente a ja existente no
referencial atomico.

Os cenarios para a redistribuicao de frequéncia sao de trés tipos, R;, R; e
Rirr.

3.3.1 Cenarios R; e Ryj

Os cendrios para a redistribuicao de frequéncia R;, R;; e Ry sao definidos por
terem uma RPF. Entretanto, para cada um desses cenarios, depois de alguns ciclos
de reabsorcao e reemissao espontanea, temos uma RCF.

O cenario do tipo R; é caracterizado por apresentar um perfil Doppler puro,
que acontece quando a transicao eletronica se da entre dois niveis infinitamente es-
treitos, onde ambos os niveis energéticos sao estaveis e nao tém tendéncia a decair,
apresentado portanto tempos de vida média infinitos. Assim, nao ha alargamento
natural dos niveis. Além disso, ndo existe alargamento colisional. E uma conjec-
tura puramente tedrica, mas util porque permite isolar o efeito do alargamento de
Doppler puro.

O cenario do tipo Rj; é caracterizado, essencialmente, pela combinacao de
alargamento natural e Doppler. Nesse tipo de cenério, no referencial atdémico, o
espalhamento é elastico, ou seja, a frequéncia emitida é igual a frequéncia absor-
vida. Além disso, a fun¢ao é determinada por dois regimes distintos; préoximo do
centro da linha ¢ = 0 e distante do centro da linha, quando § > 0y, = 1.7T"p [64].
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Por exemplo, quando a excitagao ocorre proximo do centro da linha, no re-
ferencial do atomo, a absorcao e a emissao acontecem para 64, = 0. Contudo,
no referencial do laboratorio a emissao é redistribuida por efeito Doppler, o que
resulta numa emissao no referencial do laboratério com largura Doppler em torno

de 6 = 0.

Essa caracteristica essencial do cenario do tipo R;; é observada para dessinto-
nizacoes 0 < &, = 1.71'p, onde o &tomo tem uma componente de velocidade bem
definida paralela ao foton de entrada, assim como uma distribuicao da componente
de velocidade normal ao foton de entrada centrada em zero [64], e a consequéncia
disso é refletida numa rapida RCF com perfil de emissao Doppler.

Entretanto, quando a excitagao ocorre longe da ressonancia, para § > 0y, (nas
asas lorentzianas), a absor¢ao no referencial atomico ocorre perto da frequéncia
incidente 04 ~ 0, pois nao encontramos no vapor um atomo com velocidade alta
o suficiente para trazer a frequéncia para 04 = 0. Portanto, a emissao ocorre fora
da ressonéncia no referencial atémico, e no referencial do laboratério a frequéncia
é alargada por efeito Doppler, porém continua em torno de 9.

Portanto, o cenario R;; é caracterizado por um perfil da absorcao Voigt, onde o
mecanismo de alargamento da linha espectral no referencial do &tomo em repouso
¢ apenas o alargamento natural. Contudo, no referencial do laboratoério, a emissao
é caracterizada por um perfil Doppler em torno de § = 0 para 6 < J;,, €, com
alargamento de Doppler em torno da frequéncia incidente para 6 > djip,.

Em relacao a distibuicao do tamanho dos passos, uma funcao do tipo Rj;
representa o comportamento superdifusivo apenas na regiao, em torno de § = 0,
onde o espectro de emissao é Doppler, resultando em voo de Lévy com a = 1.0
[148].

Isso acontece porque a emissao nas asas lorentzianas nao é bem definida. Pois
nessa regiao, no referencial do atomo, a absorcao ocorre perto da frequéncia in-
cidente d4 ~ ¢ e é emitida nas mesmas condiges (fora da ressonincia), existe
uma correlacao entre a frequéncia do féton absorvido e emitido, com redistribui-
¢ao com alargamento Doppler fora da ressonancia, em torno de §, no referencial
do laboratoério.

Portanto, uma vez o f6ton absorvido distante do centro da linha, sera emitido
apenas nas mesmas circunstancias, contemplando apenas fétons emitidos fora da
ressonancia, o que causa uma espécie de truncagem no tamanho dos passos (que
limita a distribui¢ao do tamanho dos passos) [63]

Assim, nesse tipo de funcao, a distribuicao do tamanho dos passo no limite
assintotico de x — 00, nao representa por completo o carater superdifusivo dos
fétons num vapor atémico.
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3.3.2 Cenéario RH]

O cenario Ry é caracterizado por apresentar uma combinacao do alargamento
Natural, Doppler e Colisional. A diferenca essencial do cenario do tipo R;; com
relacao ao cenario do tipo Ry é que, neste tltimo, no referencial do atomo, a
frequéncia emitida é independente da frequéncia absorvida (colisao inelastica entre
o foton e o atomo).

No cenario Rjj;, os espalhamentos dos fétons se tornam inelasticos devido
presenca frequente de colisoes entre os atomos, que faz com que a frequéncia de
emissao no referencial do a&tomo seja distribuida numa lorentziana com FW HM =
I'/(2m) = (I'y + T'¢)/(27). Nesse tipo de fungdo ha uma RCF com perfil Lorentz
no referencial do atomo, que no referencial do laboratorio sofre alargamento por
efeito Doppler e forma um perfil de emissao Voigt.

Para um tnico espalhamento o perfil de emissao nao ¢ Voigt, pois carrega uma
informacao da velocidade do atomo que absorveu o féton (RPF), mas apos alguns
espalhamentos ocorre RCF. O nimero de espalhamentos necessarios para a RCF
depende do paramentro de Voigt a. Para a = I'/T'p > 1, um espalhamento é
suficiente para que ocorra RCF [41].

A RCF ocorre porque colisoes afetam os atomos excitados, de modo que haja
a quebra abrupta da fase de oscilacao dos elétrons e, concomitantemente, perda
de correlacao entre as frequéncias dos fotons absorvidos e emitidos. Devido as
colisoes a RCF ¢é atingida rapidamente, e o perfil de redistribuicao das frequéncias
é totalmente independente da frequéncia de absorcao. Portanto, um foton absor-
vido numa determina frequéncia pode ser emitido numa variedade de frequéncias,
inclusive na mesma frequéncia que foi absorvido.

Assim, nesse tipo de funcao, as asas lorentzianas estao acessiveis na emissao,
ou seja, o perfil de emissao é Voigt com emissao em torno de 6 = 0. De um modo
geral, para baixas densidades predomina o cenario R;;, e para altas densidades
o cenario Ryrr. A passagem do cenario Ry para Ry nao é bem definida, mas
podemos, arbitrariamente, considerar que ocorre quando I'c ~ I'y.

Em relacao a distribuicao do tamanho dos passos, temos um perfil de emissao do
tipo Voigt no referencial do laboratorio, que abrange uma distribuicao dos passos
para todo tamanho de passo possivel. Essa distribuicao tem um comportamento
de carater dualista, ou seja, em torno de o = 0, temos uma distibuicao dos passos
com perfil Doppler, e para frequéncias em grande dessintonizacdo 0 > dy,,, uma
distribuicao dos passos dado com perfil Lorentz.

A relacao entre o valor da frequéncia de absorcao e a distancia x do tamanho
do passo nao ¢ fechada. Contudo, a transicao de regime de Doppler para Lorentz,
manifesta-se através do parametro de Voigt a, onde quanto maior for o valor de a,
mais rapido ocorre a transicao do regime Doppler para o regime Lorentz.

Neste sentido, no cenario Ry, o carater superdifusivo do aprisionamento ra-
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diativo manifesta-se claramente e com o comportamento assintético dos passos
(x — o0) dado pelo perfil Lorentz.

3.4 Resultados Teoéricos das Formas Espectrais

Uma vez apresentado os cendrios de redistribuicao de frequéncia, nesta secao,
vamos apresentar os resultados tedricos que mostram que o aprisionamento de
radiacao é caracterizado por uma superdifusao do tipo voos de Lévy.

Isso foi foi mostrado em [36], onde de acordo com Pereira at al, a distribuicao
assintotica do tamanho do passo é agora dada em funcao da opacidade do vapor
atomico r. Essa grandeza adimensional é definida em [63, 36] como uma fun¢ao
do tamanho dos passos x (Eq. 2.65). De acordo com essa defini¢do, a opacidade
do vapor é proporcional ao tamanho dos passos.

Para a distribuicao do tamanho dos passos no vapor atomico, o tamanho dos
passos esta associado a regiao espectral do vapor acessivel para a emissao, onde o
tamanho do passo é maior quanto maior for a dessintonizacao.

Em Pereira at al, a distribuicao assintotica do tamanho dos passos foi calculada
considerando o vapor atomico infinito, onde segundo a Eq. 2.65, o limite assintotico
quando x — oo corresponde a r — co. Assim, essa distribuicdo, assintoticamente,
¢ dada segundo a lei de poténcia na Eq. 2.37, e permite determinar a distribuicao
do tamanho dos passos para os perfis de absorcao Doppler, Lorentz e Voigt, assim
como determinar transicao de regime Doppler para Lorentz para fétons difundindo
em vapor com perfil espectral de absorcao Voigt.

Considerando o regime de RCF, vamos apresentar os resultados para o compor-
tamento assintotico da distribuicao do tamanho dos passos para os perfis Doppler,
Lorentz e Voigt. As formas espectrais associadas com interagoes dtomo-radiagao
ressonante sao dadas por

K(v) = N%y®(v), (3.19)

onde N é a densidade atdomica, ¥y é seccao de choque para o atomo em repouso
no centro da linha e ®(v) é a forma espectral normalizada, especifica do regime de
interacdo atomo-luz. X = m, onde A é o comprimento de onda e (g;/g2) é
a razdo dos fatores de degenerecéncia [47].

De acordo com [36], a distribui¢do de probabilidade do tamanho do passo no
regime assintotico quando z — oo é, genericamente, dada por meio da opacidade

do vapor atomico r e decai como uma lei de poténcia, tal que

1
lim P(r) ~

7—00 7’1+O‘ ’

(3.20)
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onde r é a opacidade ou densidade 6tica do vapor atomico no centro da linha e
0 < a < 2, definindo uma ampla distribuicao.

De acordo com [36], o valor especifico de « para as distribui¢oes espectrais
é obtido através da distribuicao de tamanho do passo. Assim, devido a RCF, a
distribuicao de frequéncia dos fotons emitidos é dada pelo espectro de emissao, tal
que, O(v) = cK(v).

Dessa maneira, a distribuicao do tamanho do passo para uma tnica frequéncia
v é dado pela lei de Beer-Lambert, que em termos de opacidade do meio fica

po(r) = c®(v)e 20T, (3.21)

onde a opacidade o6tica r do vapor é adimensional.

Portanto, considerando o aprisionamento de radiacao como um voo aleatorio
no vapor atomico, a distribuicao do tamanho dos passos depende das formas es-
pectrais. Assim, no regime de RCF, a distribuicao do tamanho do passo leva
em consideracao a probabilidade de absorcao para todas as frequéncias emitidas
possiveis, que em termos de opacidade fica

+00
P(r) :/ c®*(v)e W dy, (3.22)

O valor especifico do coeficiente o para uma dada distribuicao espectral, pode
ser obtido em [36] escrevendo

(3.23)

onde

J(r) = /OO (1 — exp(—P(x)r)dx (3.24)

¢ uma fungao que simplifica a resolugdo da integral relacionada a P(r).

3.4.1 Forma de Linha de Doppler

Para os 4tomos num vapor atomico ressonante, a forma da linha Doppler, obtida
da distribui¢ao de velocidade de Maxwell-Boltzmann é dada segundo a Eq. 1.59.
Considerando que w = 27v temos

Iy (—12)
= exp(—v
Afru P
com a frequéncia reduzida v = -, onde k é o niimero de onda, u = +/2kgT/m

Tu’
é a velocidade mais provavel dos atomos de massa m em temperatura T e kg é

Op(v) (3.25)
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a constante de Boltzmann. A largura total a meia altura (FWHM) de ®p(v) &
Ip/27 =2u/\/In(2).

Para um perfil espectral, a existéncia dos voos de Lévy dos fotons esté relacio-
nada a RCF. Isso acontece porque a RCF leva em consideracao a emissao nas asas
do perfil de absorcao. Embora a absorcao nas asas da distribuicao espectral seja
pouco provavel, quando ela acontece esta relacionada a um longo passo dentro do
vapor atomico.

Em virtude disso, podemos relacionar o comportamento assintético dos perfis
espectrais ao comportamento assintotico da distribuicao de tamanhos dos passos.
Para um perfil Doppler, de acordo com [36], as aproximagdes assintoticas da dis-
tribuicao do tamanho dos passos é dadas pela Eq. 3.20, e nos fornece

1 In(In(r))
2 In(r)

onde a distribuicao do tamanho dos passos para o perfil de absorcao Doppler tem
parametro de Lévy a > 1, devido sua dependéncia com a opacidade. Isto é impor-

tante pois a situagao Doppler tem tamanho médio dos passos finito. Entretanto,
para r — oo, temos a = 1, e a distribuicao do tamanho dos passos é dada por

=1+ (3.26)

Pp(r) ~m ——— ~ —, (3.27)

3.4.2 Forma de Linha de Lorentz

A forma homogénea da linha Lorentz reflete sistemas com alargamento homogéneo,
devido, por exemplo, o decaimento radiativo espontaneo (alargamento natural)
ou colisdes (alargamento colisional). Portanto, o perfil Lorentz, na presenga de
alargamento colisional, como ilustra a parte imaginaria susceptibilidade (Fig. 1.2
inferior) é dado por

I?/4
 4m262 4 T2/4°
onde d = v —1 é a dessintonizacao dos fotons em relacao a frequéncia de transicao
vy e % = g—ﬁ + E—ﬁ ¢ a FWHM da forma de linha Lorentz.

O perfil de absor¢ao Lorentz esta geralmente associado a uma distribuicao do
tamanho do passo P(r), que abrange os longos passos dados pelos fotons (voos de
Lévy) emitidos em grande dessintonia, em virtude da presenga das longas caudas
da distribuicao.

Para a distribuicao lorentziana, de acordo com [36], as aproximagoes assinto-

ticas da distribuicao do tamanho dos passos quando r — oo sao dadas pela Eq.
3.20, tal que

Oy (v) (3.28)
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A relacao da Eq. 3.29 com a equagao 3.20 nos fornece 1 + a = 3/2 — o =
0.5. Dessa forma, o aprisionamento de radiacao em um vapor com perfil Lorentz
pode ser descrito pelo parametro «, tal que a = 0.5 com todos os momentos da
distribuicao do tamanho passo infinitos.

O comportamento superdifusivo (Voos de Lévy) para a forma espectral de
Lorentz (v = 0.5) é mais surpreendente do que para a forma espectral Doppler
(v = 1.0), porque as asas da distribuigao lorentziana diminuem mais lentamente
do que as asas da distruibuicao Doppler.

Dessa maneira, a probabilidade que um féton seja reemitido com uma grande
dessintonia e, portanto, viajar uma distancia muito longa antes de ser absorvido,
¢ maior na distribuicao Lorentzian do que na distribuicao Doppler.

3.4.3 Forma de Linha de Voigt

A distribuicdo espectral Voigt é uma convolucao das linhas espectrais Doppler
e Lorentz [149] e serd o caso de estudo considerado nesse trabalho. Assim, as
distribuicoes Doppler e Lorentz, anteriormente analisadas, demonstram uma ca-
racteristica importante das distribui¢oes de Voigt.

Quando se atende ao comportamento das fun¢oes para o centro de linha 6 =0
ou para tamanho dos passos pequenos (baixa opacidade), verifica-se que se ma-
nifesta claramente um comportamento do tipo de Doppler. Por outro lado, para
frequéncias nas asas da distribuigdo ou para tamanhos de passos maiores (altas
opacidades), o comportamento apresentado é equivalente ao das distribui¢oes de
Lorentz.

Como vimos, a forma da distribuicao espectral Voigt ¢ dada pela Eq. 1.62.
Essa distribuicao caracteriza a interacao atomo-Luz de dtomos submetidos a pro-
cessos homogéneos de decaimento lorentziano (emissao espontanea, colisoes, ...)
e se movendo de acordo com velocidade seguindo uma distribuigao de Maxwell-
Boltzmann.

Também calculado por Pereira et al |36], a distribui¢do tamanho dos passos é
resultado de um perfil Voigt que abrange os voos de Lévy do féton independenti-
mente do parametro de Voigt a.

Esta caracteristica é verificada na topologia das trajetorias dos fétons, como
demonstrado por [36]. As trajetorias descritas pelos f6tons onde o meio apresenta
distribuicao espectral Voigt sdo regidas por comportamentos diferentes, conforme
a escala.

Para distancias pequenas (baixa opacidade), predomina uma distribui¢do do
tipo Doppler, onde a trajetoria é constituida por inimeros passos, mas de reduzida
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dimensao. Para uma escala maior (maior opacidade), prevalecem os grandes passos
(voos de Lévy), apesar de serem em nimero muito reduzido, dando origem a uma
trajetoria superdifusiva com a = 0.5 caracteristico do perfil Lorentz.

Assim, a topologia das trajectorias de fétons em meios com perfis espectrais
de Voigt é de dois tipos: a uma escala pequena é do tipo Doppler, enquanto que
a escalas superiores é o tipo lorentziano que predomina.

Portanto, as distribuicoes com os perfis espectrais de Voigt, assintoticamente
quando r — 00, coincidente com a distribuicao de Lorentz, com parametro o = 0.5
para qualquer valor de seu parametro a de Voigt.

3.5 Resultados Experimentais das Formas Espec-
trais

O parametro « foi calculado teoricamente para todos os perfis espectrais apre-
sentados; Doppler, Lorentz e Voigt [36]. Entretanto, a confirmagao experimental
foi obtida apenas para os perfis Doppler [44] e Lorentz [41]. Para o perfil Voigt,
essa confirmacao experimental ainda nao foi obtida, e ¢ um dos propositos desse
trabalho.

Nessa seccao, vamos apresentar a confirmacao experimental dos resultados teo-
ricos obtidos em [36], para os valores de a do perfis espectrais Doppler e Lorentz,
assim como o que esperamos medir experimentalmente para o perfil Voigt, levando
em conta os resultados experimentais ja medidos para os perfis Doppler e Lorentz.

3.5.1 Valor Experimental de o para o Perfil Doppler

O parametro o de Lévy foi medido experimentalmente para o perfil Doppler em
[44], levando em consideragdo que possui uma distribui¢do do tamanho do passo
P(z), que assintoticamente quando x — oo é dada por uma lei de poténcia do tipo
|z|#, com =1+ « e os momentos da distribuicao dados pela Eq. 3.9.

Os resultados experimentais foram obtidos a partir de uma medida direta da
distribui¢do do tamanho do passo P(z), ou seja, no regime de um tnico espalha-
mento, onde um arranjo geométrico especifico foi usado para isolar um dnico passo
na sequéncia de espalhamento multiplo.

Os espectros de emissao e absor¢cao foram considerados puramente Doppler
(negligenciando a linha de absor¢ao natural) [44], entao a distribui¢ao do tamanho
do passo tnico, assintoticamente, fica

1
x2\/In(x/ly)
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onde lgl = NY, sendo N a densidade do vapor atomico e Yy a seccao de choque
no centro da linha.

Na Fig. 3.3 é mostrado o arranjo especifico utilizado para medir a distribuicao
de um tnico passo [44]. Nesse arranjo, a transmissao difusa de vapor de Rb
oriunda da primeira célula é selecionada na direcao do eixo longitudinal da célula
que contém o vapor e, posteriormente, coletada numa segunda célula cilindrica.

Source cell Observation cell

Laser beam

CcCcD

Figura 3.3: Um feixe de laser é incidente na célula fonte com vapor de Rb. A luz
espalhada se propaga numa direcao ortogonal e é selecionada com dois diafragmas,
iluminando uma segunda célula de observacao. A luz espalhada nesta segunda
célula é coletada em uma camera CCD resfriada. Este sinal de fluorescéncia é
proporcional & fun¢ao de distribui¢ao de um tnico passo. Figura fonte [44].
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A segunda célula tem o comprimento muito maior que o raio e a densidade é
suficientemente baixa para que ocorra apenas um espalhamento, ou seja, o féton
absorvido quando emitido sai da célula e é transversalmente detectada por uma
camera CCD (camera de carga acoplada).

Assim, é medido a probabilidade de um foton ser espalhado apos uma distancia
x ao longo do eixo transversal da célula, isto é, os fé6tons sofrem um decaimento
visto pela intensidade emitida pela célula, onde a intensidade em funcao da dis-
tancia x fornece diretamente a distribui¢do do tamanho do passo P(x).

Assim, sendo o expoente u = « + 1, a distribuicdo do tamanho do passo
tnico teve como resultado um expoente p = 2,41 £+ 0,12. Portanto, num regime
superdifusivo, o parametro a = 1,41 foi medido experimentalmente para Perfil
Doppler, como mostra a Fig. 3.4

100

P(x)

1071

3 4 5 6
x (cm)

Figura 3.4: Para um feixe de laser monocromético incidente de frequéncia w, foi
mostrado que P(x) tem diminuigao exponencial, conforme mostrado pela linha
e ajuste verde. Para uma situacdo com alargamento Doppler, P(x) tem uma
diminuicao da lei de poténcia, bem ajustada por P(z) ~ 1/|z|* com a = 1,41 +
0,12 (linha tracejada vermelha), caracteristica dos voos da Lévy. Figura fonte [44].

Portanto, este resultado esta de acordo com [36], pois embora o regime Doppler
esteja caracterizado uma superdifusao, a situacao Doppler tem tamanho médio dos
passos finitos. Além disso, esse resultado mostra que o regime assintético nao foi
alcancado. Uma situagdo com medida indireta foi realizada em [40], onde através
do processo de multiplos espalhamentos foi medido distribuicao do tamanho do
passo, com « ~ 1 para um perfil Doppler com superdifusao do tipo voos de Lévy.
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3.5.2 Valor Experimental de o para o Perfil Lorentz

O parametro « de Lévy foi medido experimentalmente para perfil Lorentz utili-
zando vapor de Rb com alargamento colisional dado por 50 torr de gas He em
[41]. A presenga do alargamento colisional resulta numa distribui¢ao do tamanho
do passo dada pelo cenario Rj;; e, portanto, capaz de descrever os voos de Lévy
do féton no vapor atdémico.

Nesse experimento, as colisdoes sao muito frequentes, além disso, quando o
alargamento colisional domina o alargamento Doppler, uma RCF ocorre para um
tinico evento de espalhamento, dado por um perfil de emissao Voigt com grandes
asas Lorentzianas [150].

O experimento que forneceu o resultado da medida do paramentro a de Lévy
para o perfil Lorentz, consistiu de uma célula em forma de disco de raio R = 5.0
cm e espessura interna L = 6.5 mm, de forma que, foi preenchida com uma mistura
de 8 Rb , o is6topo 8"Rb e 50 torr de gas He, como mostra a Fig. 3.5. Assim,
como mencionado, a largura colisional I'c /27 ~ 1GHz é grande o suficiente para
que a andlise da linha Dy do Rb, com A = 780nm, seja aproximada por um perfil
de Lorentz.

Para excitar os atomos, um feixe laser de Ti:Sa com 2.0uW poténcia, foi enviado
perpendicularmente ao centro da célula aquecida a temperaturas que variam de
106°C" a 180°C..

Rb + He cell
%, CCD

-

laser T
= [ e D PD
5.3°

Figura 3.5: Um feixe laser de Ti:Sa com 2.0uW de poténcia e ressonante, excita
a célula em forma de disco, cheia com vapor de Rb e 50 torr de gis He. Um
fotodiodo (PD) grava a transmissdo coerente e uma camera CCD coleta a luz
espalhada. Figura fonte [41].

Nesse experimento temos uma medida indireta, pois ao aquecer o vapor os
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fotons sofrem um ntmero muito grande de espalhamentos antes de deixar o va-
por. Nesse regime, a RCF ¢ atingida devido a presenca de colisoes frequentes
dos 4tomos, onde a distribuicao do tamanho do passo mesmo depois de multiplos
eventos de espalhamento é equivalente a distribuicao para um tnico evento de
espalhamento.

Apos a célula, sao coletadas a transmissao do feixe laser, que por meio do fit
de curvas teoricas sobre as experimentais nos fornece a opacidade do meio, e a
imagem da transmissao difusa em uma camera CCD para obter o perfil radial da
transmissao, que carrega uma informacao sobre a distribuicao do tamanho dos
passos dados pelos fétons no vapor atomico.

Assim, o perfil radial da transmissao difusa do vapor 7' guarda uma informacao
do parametro a.. Segundo [41], o valor de a é determinado por meio de T na saida
da célula, que tem um pequeno angulo em torno do centro de intensidade maxima
e é dado por

T R (3.31)

onde s = a4+ 3 e R é a distancia radial ao centro da imagem do feixe, que numa
regido com R grande (R = 3cm) esté relagao foi utilizada para determinar os voos
de Lévy do fotons.

Nesse experimento, os fétons sao ressonantes com a linha F' = 3 ou F' = 2, onde
o comprimento da absor¢ao dentro do vapor [, = L/r < L, tal que, o primeiro
evento de espalhamento ocorre logo na entrada, proximo da janela da célula.

A Fig. 3.6, mostra os resultados experimentais obtidos por meio do perfil radial
de transmissao difusa em funcao da opacidade do meio para o perfil de Voigt.

Consolidado com simulacdes computacionais, os resultados experimentais do
parametro « também foram obtidos da derivacao da lei de Ohm modificada

T o r=/? (3.32)

Como resultado, foi extraido um parametro o = 0,5 em um regime de espa-
lhamento miultiplo do perfil radial da transmissao e da violacao da lei de Ohm.
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Figura 3.6: Transmissao difusa Tys¢ em funcdao da opacidade. Os dados em azul
sao resultados experimentais da transmissao difusa; os dados em vermelho tra-
cejado sao ajustes teodricos da Eq. 3.32; os pontos em azul correspondem a um
expoente de Lévy a = 0,5 e os pontos pretos a um expoente 1.0 correspondende
ao caso Doppler. Figura fonte [41].

3.5.3 Efeito de Truncagem no Voo de Lévy de Fétons

A superdifusao dos fotons no vapor atomico ressonante caracterizada pelos voos
de Lévy, é um sistema que, inevitavelmente, pressupoe a existéncia de um corte no
tamanho dos passos, que estd sempre presente devido ao confinamento do vapor
em uma célula optica.

Dessa forma, dado que os voos de Lévy tém; variancia infinita e forma analitica
conhecida apenas para poucos casos especiais, o paradoxo da variancia infinita
pode ser resolvido introduzindo uma variante dos voos de Lévy, chamada Voo de
Lévy Truncado (VLT), que tem variancia finita [17].

O VLT é um processo aleatorio, onde z é a soma das varidveis aleatorias (pas-
sos, por exemplo) dada pela Eq. 2.2. Assim, um VLT é caracterizado por uma
distribui¢do de probabilidade T'(x), de forma que

0, x>1
T(x)=< CiL(z), —1<zx<lI (3.33)
0, <l
onde
1 [oe)
L(z) = & / exp(—ok®) cos(kx)dk, (3.34)
™ Jo
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é a distribuicao estavel de Lévy de indice 0 < a < 2 e fator de escala 0 > 0
dada pela Eq. 2.28. ('} é uma constante de normalizacao e [ ¢ o maior tamanho
possivel da variavel aleatéria que, no nosso caso, ¢ o maior tamanho possivel do
passo x = [, expresso através da opacidade r do meio (tamanho da amostra).

Dessa forma, em [17], foi investigado a distribui¢do de probabilidade P(z) do
processo aleatorio da Eq. 2.2 quando x ¢ um VLT, isto é, um processo aleatério
com distribuicao de probabilidade dada pela Eq. 3.33, com interesse particular na
probabilidade de retorno P(z = 0), o qual foi estudada como uma fungao de n, [
e «, onde n é o niimero de passos.

Em [17], o processo aleatério VLT, é caracterizado por uma convergéncia da
soma dos n independentes VLT para uma distribui¢ao gaussiana. Para pequenos
valores de n, P(z = 0) é uma distribuicao de Lévy, e para grandes valores de n,
P(z = 0) converge para uma distribuicdo gaussiana, ou seja, considerando que
agora a variancia da distibuicao dos passos é finita, ap6s um nimero muito grande
de passos a distribuicdo converge para uma distribui¢do gaussiana, com og(a, 1) o
desvio padrao da distribui¢ao dos VLT [17] dado por

2I'(1 + o) sin(ma/2)
(2 — )

Uma importante informacao desse trabalho, trata-se da transicao entre os dois
regimes, de difusao de Lévy para difusao normal, que é determinada por uma
quebra de derivada, um crossover n. entre os dois regimes, de forma que, para um
determinado valor de [, o nimero de varidveis n nescessarias para ver o crossover
n. aumenta com o valor de « [17], tal que

oo, 1) = | J1/2@=/2, (3.35)

n. = Al® (3.36)
onde

2I'(1/a)\/T(1 + a) sin(ra/2) /(2 — a)

Portanto, como resultado de previsoes tedricas e simulacoes niimericas, foi de-
monstrado a existéncia do controle dos parametros « e [ para o qual a soma dos
VLT nescessita de um ntimero enorme de variaveis independentes para convergir
para um processo normal. A transicao de regime do processo de Lévy para um
processo gaussiano pode requerer um valor notavelmente grande de n, tipicamente
n = 10%, em contraste com um processo de difusao normal, que nescessita de valo-
res de n = 10 para convergir para uma distribuicao gaussiana. Essa transicao de
regime é determinada pelo crossover n. e carrega informagoes sobre os parametros
relevantes do regime subjacente ao processo aleatoério, como podemos observar na
Fig. 3.7.

A= |2/ (e=2) (3.37)
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Como uma distribuicao de passos com variancia finita, os VLT obecebem o
TCL, pois o comportamento assintotico distribuicao para um ntimero incrivelmente
grande de passos resulta numa distribuicao gaussiana. Para n < n., uma violagao
do TCL ¢é observada como podemos observar na Fig. 3.7.

Como resultado importante para nosso trabalho, temos que, através da inves-
tigagao da probabilidade de retorno P(z = 0) desse processo aleatorio de varidncia
finita, o estudo dos VLT mostrou um crossover n. entre os regimes de difusao de
Lévy e difusao Normal, o qual mostra uma distribuicao de probabilidade seme-
lhante a uma distribuicdo de Lévy para um longo, mas finito, nimero de varidveis
independentes n.

Esse estudo se reflete em nosso trabalho, uma vez que, o conhecimento de a e
[ no sistema fisico pode ser 1til para caracterizar totalmente os voos de Lévy no
vapor atomico.

Figura 3.7: Similagdo numerica da probabilidade de retorno P(z = 0), onde z é
a soma dos VLT de parametro a = 1.2. Trés diferentes valores de comprimento
[ = 10,1 = 100,71 = 1000 sao mostrados. O regime para pequenos valores de n
¢ mostrado como uma linha sélida, enquanto o regime assintotico para grandes
valores de n é mostrado como uma linha pontilhada, um para cada valor de [. Os
valores de desvio padrao dos VLT oq(a, (), usados para plotar as linhas pontilhadas,
foram calculados numericamente. O crossover n. entre os dois regimes assintoticos
aumenta muito quando [ cresce. Para o caso [ = 1000, o comportamento muito
perto do previsto para um voo Levy é observado para n = 1000. Figura fonte [17]
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3.6 Objetivo do Trabalho

Doravante, de posse dos resultados anteriormente vistos, podemos apresentar o
objetivo desse trabalho, assim como o que esperamos como resultado na caracte-
rizacao dos voos de Lévy dos fotons no vapor atéomico.

Em sintese, o aprisionamento de radiacao em vapores atomicos pode ser enca-
rado como um processo de difusao da radiacao. Contudo, esse processo de difusao
nao ¢ uma difusdo normal, mas uma superdifusao do tipo voos de Lévy |36].

Na superdifusao, os multiplos processos de reabsorcao e reemissao espontanea
sao suficientes para a ocorréncia de RC'F dos fétons, assim os espectros atdmicos
de absor¢ao e emissao do vapor coincidem e sao descritos por um perfil de Voigt
(Fig. 3.8), entendido como uma convolugao dos perfis Doppler e Lorentz.

100
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Figura 3.8: O perfil de Voigt com parametro de Voigt a > 1 (curva vermelha)
formado pela convolu¢ao do perfil Doppler (curva azul) e perfil de Lorentz (curva
preta)
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O perfil Voigt apresenta propriedades de ambas as distribuicoes e pode ser
do tipo Doppler ou do tipo Lorentz, conforme o valor do parametro de Voigt. A
medida que o parametro de Voigt aumenta o perfil assume uma forma Lorentziana,
uma vez que a largura natural aumenta, relativamente & de Doppler. Isto verifica-
se por observagao na Fig. 3.8 onde para um parametro de Voigt a > 1 as asas
da distribuicao, tipicamente lorentzianas, passam a ter uma importancia superior.
Entretanto, quando o parametro a diminui, o perfil aproxima-se de uma forma
gaussiana.

Portanto, quando o regime de RCF ¢é atingido, o perfil de absorcao do vapor
define a distribuicao do tamanho dos passo, que no regime assintdtico é dado pela
lei de poténcia da Eq. 3.20.

A distribui¢ao do tamanho dos passos no regime assintotico foi verificada para
o perfil Doppler com « = 1.0 |[36], o que corresponde a uma distribuigdo com
variancia infinita e média finita. Para o perfil Lorentz foi obtido a = 0.5 [36], o
que corresponde a uma variancia e uma média infinita, evidenciando a presenca
de dois regimes na distribuicao do tamanho dos passos para um perfil absor¢ao
Voigt.

A partir da Eq. 3.22, podemos entender a distribuicao do tamanho dos passos
para perfil espectral Voigt na Fig. 3.8. Para pequenas dessintonizac¢oes, em torno
de 6 = 0, os fotons emitidos nessa regiao fazem passos de pequeno tamanho, pois
nessa regiao o coeficiente de absorcao maior, quando comparado com a regiao
das asas lorentzianas (6 > 0) que diminui bastante. Em virtude da diminuicao
escessiva do coeficiente de absorcao evidenciada pela acentuada diminuicao nas
asas do perfil de absor¢ao, os fétons que sao emitidos nessa regidao fazem longos
passos que dominam o transporte.

Assim todo o perfil espectral Voigt é caracterizado pela presenca dos voos de
Lévy, que ocorrem em pequeno numero comparado ao total de passos, e tem sua
origem relacionada a probabilidade do féton ser emitido em grande dessintonia,
nas asas do perfil Lorentz. Embora os voos de Lévy ocorram em pequeno niimero,
eles regem a estatistica do sistema e dominam o transporte. O perfil espectral de
absorcao Voigt por ser dominado pelas asas lorentzianas possui parametro oo = 0.5
[36] em concordancia com o perfil Lorentz.

O parametro a de Lévy foi obtido no regime assintotico da distribui¢ao do
tamanho dos passos em vapores com distribuicoes espectrais de Doppler, Lorentz
e Voigt, considerando os meios como infinitos. Entretanto, na pratica, nao temos
meios infinitos. Por exemplo, nossa amostra de vapor atomico ¢é finita e de compri-
mento L = 3.0 cm. A consequéncia disso traz consigo uma truncagem no tamanho
do passo denominada VLT previsto em [17].

Assim, o tamanho maximo do passo no vapor atémico corresponde ao tama-
nho da amostra e, portanto, a variancia do tamanho dos passos, diferentemente
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do apresentado para um sistema infinito, ¢ finita, devido ao limite de integracao
imposto pelo tamanho da amostra na definicao da variancia do passo. Portanto,
para todo sistema real um voo de Lévy converge para uma difusao normal. Con-
tudo essa covergéncia é lenta e necessita de um ntimero enorme de passos, que é
proporcional ao tempo de vida do estado excitado [17].

Dessa maneira, um VLT é uma truncagem no tamanho da amostra, o que
modifica as caracteristicas do transporte. Para entendermos o efeito de truncagem
dos voos de Lévy dos fotons em vapor atémico, cidlculos numéricos da distribuicao
do tamanho dos passos foram implementadas para auxiliar na interpretacao dos
resultados.
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- a=10:3"'*- =
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d logyo(P(r)
dlogio(r)
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Figura 3.9: (a) Distribuicdo de probabilidade de tamanho do passo P(r) calculada
da Eq. 3.22 para perfis de absor¢ao Voigt com os parametros a = 1072 (linha azul)
e a = 107" (linha vermelha). O P(r) também é mostrado para perfis de absor¢ao

Doppler e Lorentz como linhas tracejadas. (b) Calculo da dg’ilgo—m para P(r)

para perfis de absor¢ao Voigt com os parametros a = 1072 (linha azul) e a = 107!
(linha vermelha). Figura fonte [148].

A Fig. 3.9 mostra as previsoes tedricas da distribuicao do tamanho dos passos
em funcao da opacidade dada pela Eq. 3.22, onde a opacidade do vapor é obtida
a partir da Eq. 2.65. Isso foi feito para dois perfis espectrais de absor¢ao Voigt
dados pela equagao Eq. 1.62, com parametros de Voigt a = 1072 e a = 10~! (curva
azul) e (curva vermelha), respectivamente.
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Na Fig. 3.9 (a), observamos para os dois perfis Voigt que abaixo 10 de opa-
cidade (baixas opacidades), P(r) se aproximaria do resultado esperado para um
perfil Doppler. Entretanto, acima de 10* de opacidade (altas opacidades), P(r),
para os dois perfis Voigt, se aproxima dos resultados esperados para perfil Lorentz.
Além disso, a transicao do regime Doppler para o regime Lorentz acontece mais
rapido quanto maior for o parametro de Voigt. Para o perfil Voigt com a = 101
essa transicao acontece em torno de 10? de opacidade, e para o perfil Voigt com
a = 1072 essa transi¢ao acontece em torno de 10°. Por sua vez, a Fig. 3.9 (b)
mostra a evolucao do parametro o de Lévy em funcao da opacidade, onde o valor
de « cresce igualmente para os dois perfis Voigt até atingir um maximo em torno
de 10! de opacidade. Seguidamente, o valor do parametro o diminui para os dois
perfis Voigt, diminuindo mais rapido para o perfil Voigt com parametro a = 10!
do que para o perfil Voigt com parametro a = 1072, o qual é caracterizado por
um plato. Depois, para ambos os perfis Voigt acontece um minimo do valor de «,
seguido da convergéncia para a = 0.5 acima de 10* de opacidade.

Assim, considerando sistemas finitos, embora um vapor atémico seja caracte-
rizado pelo perfil Voigt, as informacgoes sobre a superdifusao dos fotons sao dadas
pelo parametro o de Lévy, o qual depende do tamanho do sistema.

Por exemplo, na Fig. 3.10, temos um eshoco tedrico do tamanho médio do passo
(Eq. 3.6) em fungao da dessintonizagao do foton emitido, o qual é comparado com
o tamanho da célula L = 3.0 cm para baixas e altas densidades do vapor atoémico.

Para o regime de baixas densidades do vapor atémico (curva azul), as asas
lorentzianas nao estao acessiveis para a emissao e, portanto, predomina o ntcleo
Doppler, onde somente fétons emitidos em torno de ¢ = 0 participam da caminhada
aleatoria (sdo espalhados pelo vapor).

Entretanto, para altas densidades do vapor atémico (curva vermelha), as asas
lorentzianas estao acessiveis para a emissao e, portanto, a distribuicao do tamanho
dos passos abrange toda a célula de comprimento L = 3.0 cm, onde os f6tons
emitidos com grande dessintonizacao, nas asas do perfil Lorentz, sao espalhados
no vapor e dominam o transporte, evidenciando uma correlagao entre o tamanho
da amostra, a regiao espectral do fo6ton emitido e o parametro a.
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Figura 3.10: Comprimento médio de absorcao para um féton emitido com dessin-
tonia ¢ para um perfil de Voigt, com parametro de Voigt a variando de 1072 (curva
azul) para a = 107! (curva vermelha). O comprimento da célula é representado
pela linha preta pontilhada em L = 3 x 10~ 2m

Assim, para baixas opacidades (densidades) do vapor, quando comparamos
a distribuicdo do tamanho dos passos com a magnitude do sistema (célula de
comprimento L), a distribui¢do do tamanho dos passos é caracterizada pelo niicleo
Doppler, pois nessa regiao somente os fo6tons emitidos em torno do centro da linha
participam da caminhada aleatéria, uma vez que os foétons emitidos em grande
dessintonizacao, nas asas do perfil Lorentz, dao um passo maior que o tamanho do
sistema e, portanto, nao participam da caminhada aleatoéria.

Essa situagao é evidenciada nas medidas em [44], onde devido as baixas densi-
dades do vapor a distribuicao do tamanho do passo foi medida experimentalmente
para um perfil de absorcao Doppler com o = 1,41, um resultado esperado, conside-
rando o fato desse sistema ser caracterizado por um perfil Voigt e o meio ter baixa
opacidade, de modo que, somente os fétons emitidos na regiao Doppler participam
da caminhada aleatoria.

Para altas opacidades (densidades), os fotons emitidos nas asas lorentzianas
agora participam da caminhada aleatéria, pois realizam passos da mesma magni-
tude do tamanho do sistema (célula de comprimento L), e sdo reabsorvidos pelo
vapor, como podemos observar na Fig. 3.10, onde a distribuicao do tamanho dos
passos no vapor atomico, quando comparada com tamanho da célula, abrange os
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passos dados pelos foétons emitidos em grande dessintonizacao, nas asas lorentzia-
nas.

Dessa forma, para altas densidades, os fotons emitidos em grande dessinto-
nizagao sao reabsorvidos e fazem uma caminhada aleatéria com distribuicao do
tamanho do passo dada pelo perfil Lorentz e, portanto, uma distribuicao do tama-
nho do passo para perfil de perfil Voigt com o = 0.5 como previsto por [36].

Portanto o parametro a depende da opacidade (tamanho da amostra), uma vez
que o tamanho finito de amostras reais introduz um corte nos longos saltos dados
pelos fotons [17], o que resulta num parametro « que dependente do tamanho
do sistema [37, 14]. Assim, nesse trabalho, de posse das informagoes obtidas na
caracterizagao dos fétons no vapor atomico, esperamos medir o parametro o para
o perfil Voigt, assim como a variacao do parametro a em funcao do tamanho do
sistema e, portanto, entender o efeito de truncagem no espalhamento dos fétons
no vapor atomico.

Em outras palavras, como o perfil Voigt é a convolucao do perfil Doppler e
Lorentz, para o perfil Voigt, esperamos obter dois valores de « diferentes; um valor
com « > 1 que estd relacionado ao regime Doppler, e outro valor com o ~ 0.5
que esta relacionado ao regime lorentziano, onde o valor de o vai depender da
opacidade do meio.
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Capitulo 4

Arranjo Experimental

Nesse capitulo, vamos descrever o arranjo experimental desenvolvido para o estudo
da superdifusao dos fé6tons num vapor atémico com perfil de absorcao Voigt. A
Fig. 4.1 representa o arranjo experimental que serd descrito doravante.
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Figura 4.1: Montagem experimental desenvolvida para medidas da transmissao
difusa da luz, apés a excitacao do vapor atomico de césio pelo laser com frequéncia
correspondente a transi¢ao da linha Dy (651/2(F = 4) — 6P5,2(F" = 3,4,5) do
13305 )

Nosso arranjo experimental consiste, basicamente, numa célula com vapor ato-
mico de césio aquecido, onde um feixe laser de baixa poténcia ( ~ 30uW e 1.25 mm
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de diametro) e comprimento de onda A\ = 852.34 nm, correspondente a transi¢ao
da linha D, do césio, passa pela amostra (vapor atomico de 33Cs). Ao cruzar o
vapor atomico, o feixe laser, quando ressonante com a transicao da linha Ds, do
césio é atenuado, e ao deixar o vapor é coletado pelo detector D1.

Por sua vez, os fotons absorvidos da radiagao (laser) realizam uma caminhada
aleatéria no vapor atémico, por meio de sucessivos eventos de reabsorcao e reemis-
sao espontanea (aprisionamento de radiagdo) até atingirem os limites da célula e
deixarem o vapor.

A luz difusa (transmissao difusa) gerada pelos fotons que deixam o vapor passa
por uma lente com distancia focal de 5.0 cm e é coletada pelo detector D2, o qual
faz um angulo ©® = 15° em relacao a transmissao do feixe laser. Esse angulo
relativamente grande é usado para minimizar a deteccao da transmissao de luz
coerente dispersa. Angulos maiores foram testados com os mesmos resultados.

Assim, relacionando a lei de Beer-Lambert com a transmissao do feixe laser,
medimos a densidade atomica da amostra N e, consequentimente a opacidade r, o
qual foi obtida em funcao de N segundo a Eq. 2.67. A célula que contém o vapor
tem comprimento L = 3.0 cm. Como o tamanho da amostra é fixo, variamos e
opacidade em funcao da densidade atémica.

Para determinar o parametro a de Lévy, medimos a transmissao difusa da luz
T'(r) em funcdo da opacidade da amostra r. A relacdo entre a transmissdo difusa
da luz e a opacidade é dada por meio da lei de Ohm modificada segundo a Eq. 2.66
|41, 107, 40], a qual permite medir o valor de «, experimentalmente, através dos
dados obtidos para T'(r) e r. Portanto, neste capitulo, farei uma breve explicacao
dos principais componentes e de como os dados sao obtidos.

4.1 Estrutura atémica do Césio

O césio utilizado em nosso experimento, o is6topo 33C's, é um metal alcalino, li-
quido em temperatura ambiente, além de muito reativo com a dgua. Esse 4tomo de
césio possui numero atéomico Z = 55 e, portanto, segundo a ditribuicao eletronica
dada pela regra de Pauli, contém apenas 1 elétron na camada de valéncia.

15%25%2p53523p54523d04p°5523d 0 4p°55%4d O 5p° 65! (4.1)

Assim, com apenas 1 elétron na camada de valéncia, no nivel 6s, o elétron,
nesse nivel, pode ser excitado para subniveis superiores. Classicamente o elétron
gira em torno do nticleo atdomico com momento angular L. Entretanto, devemos
também considerar os momentos angulares de spin do elétron S e do nicleo I que
originam, respectivamente, o acoplamento spin-momento angular orbital e spin-
ntcleo.
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No acoplamento spin-momento angular orbital, no referencial do elétron, o
ntucleo orbita em torno do elétron e produz um campo magnético que interage com
o spin do elétron dando origem a estrutura fina do dtomo J =1L+ 5’, onde o
niimero quantico correspondente a .J deve estar no intervalo |L — S| < J < L+ .
Por sua vez, no acoplamento spin-niicleo, no referencial do ntucleo, o elétron orbita
em torno do nicleo e produz um campo magnético que interage com o spin do
nicleo dando origem a estrutura hiperfina do atomo F=J+1

As propriedades opticas do Cs estao relacionadas a linha D, a qual corresponde
a transiciko L = 0 — L = 1. Como a energia de qualquer nivel atémico do Cs
é deslocada de acordo com o valor de f, a linha D possui duas componentes; a
linha D; referente a trasicdo (625;/2 — 6%Pis) e a linha D, referente a transicao
(6251/2 — 62P3/2)

Para o estado fundamental do Cs, temos L =0 e S = 1/2, que fornece o mo-
mento angular total J = 1/2. Entretanto, para o primeiro estado excitado, temos
L=1e S =1/2 que nos fornece J = 1/2 ou J = 3/2, resultando em duas linhas
para excitacao optica que definem a estrutura fina do césio. A Fig. 4.2 mostra as
linha Dy e Dy, com comprimentos de onda 894 nm e 852 nm, respectivamente.

251.0916(20)MHz 2

6p 2P 32 201.2871(11)MHz 5
151.2247(16)MHz
133Cs
1=7/2 852nm
- 4
6p 2P 1167.688(81)MHz
3
894nm
Fg
- - 4
6s 2512 9192.631770 MHz

S

Figura 4.2: Linhas D; e D, do césio com a estrutura hiperfina para os niveis
fundamentais e excitados, correspondendo, respectivamente aos comprimentos de
onda 894 nm e 852 nm.

Destas duas componentes, a transicao DDy é de muito mais relevancia para os
atuais experimentos de Optica quantica e atdmica, porque tem uma transicao ci-
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clica que é utilizada para esfriar e aprisionar o césio, assim é usada rotineiramente
em experimentos para resfriamento a laser, condensacao de Bose-Einstein e apri-
sionameto de radiagao.

Dessa forma, por ser um metal alcalino naturalmente abundante e liquido &
temperatura ambiente, vapor do is6topo de ¥3C's foi utilizado, em nosso experi-
mento, como meio difusor de fétons para o estudo da superdifusao de fotons em
vapores atomicos.

4.1.1 Linha D2 do Césio

Considerando agora a interacao do spin nuclear I com o momento angular total do
elétron J, o acoplamento destes momentos angulares origina um novo deslocamento
dos niveis formando o momento angular total do atomo F = I + J com valores
|J —1I| < F < J+1I. Essa estrutura energética resultante é¢ menor que a estrutura
fina, pois o nicleo tem massa maior que o elétron. Assim, a estrutura energética
resultante é conhecida como estrutura hiperfina (hfs) e é descrita pelo hamiltoniano
[151],

3I-J)2+3/21-J—I(I+1)J(J+1)
2121 — 1)J(2J — 1) ’

onde o deslocamento dos niveis de energia devido & interacao hiperfina pode-se
escrever como

Hyps = AL-J + By, (4.2)

32K(K+1)—=2[I+1)J(J+1)

21(21 — 1)2J(2J — 1)
sendo K = F(F+1)—I(I+1)—J(J+1) e A e B sao dois parametros experimentais.
O deslocamento energético entre dois niveis adjacentes fica

1
AByj, = ShAK + hB (4.3)

FP—I(I+1)—J(J+1)+1/2
2I(21 — 1)J(2J — 1)

AEyss(F)—AEys(F—1) = hAF +3hBF (4.4)
de modo que F especifica o valor mais alto do momento angular total, onde cada um
destes estados dos metais alcalinos ainda é desdobrado em (2/+1)(2.J+1) subniveis
Zeeman. A interacao da luz com todas as transi¢cOes existentes entre o estado
fundamental e os subniveis excitados é regida por certas regras de selecao que
devem ser cumpridas, o que limita o niimero de transi¢oes, em principio possiveis.

Cada nivel hiperfino contém 2F + 1 subniveis magnéticos, os quais sao dege-
nerados na auséncia de interacao com campos magnéticos. Entretanto, a presenca
de um campo magnético externo B causa um desdobramento em cada nivel hiper-
fino quebrando esta degenerescéncia, onde a interagdo do atomo com um campo
magnético externo ¢ descrita pelo hamiltoniano Hyp = —u - B.
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A linha D2 (6Si/2 — 6P35) ¢ dada pela transicdo L = 0 — L = 1, de forma
que, com spin nuclear I = 7/2; o &tomo de Cs no estado fundamental tem L = 0
e S =1/2 que fornece J = 1/2 e F' = 3,4 (nivel 651/2). Ademais, para o primeiro
estado excitado temos L =1, logo J = 1/2 e F' = 3,4 (nivel 6P, /) ou J =3/2 e
F= 2, 3,4, ) (nivel 6P3/2),

4.2 Componentes do Arranjo Experimental

O arranjo experimental da Fig 4.1 consiste de alguns elementos principais, que se-
rao descritos doravante, tais como: Laser Semicondutor, Isolador Otico, Lamina de
Meia-Onda, Cubo Polarizador, Cavidade Fabry-Pérot, Absorcao Saturada e célula
com vapor atomico. Dessa forma, cada componente mencionada serd discutido
com sua finalidade voltada para nosso arranjo experimental (Fig 4.1).

4.2.1 Laser Semicondutor

Um laser de semicondutor é um dispositivo constituido por materiais semicondu-
tores, com meio de ganho formado por uma juncao do tipo p — n. O bombeio
otico ocorre quando essa juncao é atravessada por uma corrente elétrica, o qual
é responsavel pela emissdo de luz laser (recombinacao direta). Esta corrente elé-
trica possui um limiar de operacao I, onde acima deste valor minimo de corrente
elétrica ocorre uma amplificacao e maior producao de radiagao por emissao estimu-
lada [153]. Isso pode ser observado na Fig. 4.3 que mostra um limiar de corrente
I;, = 45 mA para o laser semicondutor utilizado em nosso experimento.

A estrutura basica de um laser semicondutor é mostrada na Fig. 4.4. A camada
ativa (camada de emissao de luz) entre as camadas revestidas do tipo p e n (dupla
heteroestrutura) é formada em um substrato do tipo n, e a voltagem ¢é aplicada
através de eletrodos na juncao p — n.

A luz é gerada pelo fluxo da corrente direta para uma juncao p—n. Na operacao
de polarizacao direta, a camada do tipo p (que contém falta de elétrons, ou excesso
de buracos) é conectada ao terminal positivo e a camada do tipo n (que contém
excesso de elétrons) é conectada ao terminal negativo. Ambas as bordas da camada
ativa tém uma superficie semelhante a um espelho. Quando a voltagem direta é
aplicada, os elétrons se combinam com buracos na juncao p — n e emitem a luz.

Essa luz emitida ainda nao é um laser; pois estd confinada na camada ativa
devido o indice de refracao das camadas revestidas ser menor do que o da camada
ativa. Além disso, ambas as extremidades da camada ativa atuam como um espe-
lho refletor, fazendo a luz alternar entre as extremidades altamente reflexivas da
camada ativa. Em seguida, quando a corrente atinge seu limiar, a luz é amplificada
pelo processo de emissao estimulada e a oscilagdo do laser é gerada [154]. Assim,
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Figura 4.3: Representacao grafica do limiar de corrente do laser I;. Para o laser
utilizado em no arranjo experimental I, = 45 mA
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Figura 4.4: Esquema de uma laser semicondutor em heteroestrutura. Uma cor-
rente I é utilizada como sistema de bombeamanto; p indica que o material possui
buracos como portadores majoritarios e n indica que o material possui elétrons
como portadores majoritarios

o comprimento de onda central de um laser diodo (LD) depende, principalmente,
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da energia do gap do semicondutor da camada ativa. No entanto, os detalhes dos
espectros do laser sao diferentes dependendo dos tipos de LD, pois a energia do
intervalo de bandas depende do material semicondutor da camada ativa.

Nosso feixe laser provém de um diodo laser semicondutor (Fig.4.5), com cavi-
dade externa constituida por grade de difracao (Toptica Photonics, DL pro) ope-
rando na configuragao Littrow [155]. Tal diodo laser, estabilizado em temperatura,
tem um comprimento de onda de funcionamento tipico de 852,34 nm, largura de
linha da ordem de 1.0 MHz e uma poténcia maxima de saida de 75 mW. Ajustes
preliminares do comprimento de onda de emissao do diodo laser préoximo a tran-
sicao de linha ressonante D, do C's foram realizados alterando manualmente o o
angulo da grade de difracao. A variacao da frequéncia do diodo laser é entao rea-
lizada aplicando uma rampa de voltagem a um transdutor piezoelétrico que altera
o angulo da grade de difracao e, portanto, o comprimento de onda de emissao.

Figura 4.5: Diodo Laser utilizado como fonte de luz.

O diodo laser comercial Toptica pro tem uma sintonia de frequéncia livre de
salto de modo em torno de 6.0 GHz facilmente alcancada. O diodo laser é ainda
alimentado por uma fonte de corrente e um sistema com controlador de tempera-
tura. A fonte de corrente fornece uma corrente em torno de 150 mA para emitir
75,0 mW de poténcia no comprimento de onda de 852,34 nm (comprimento de
ressonancia da linha D2 do Cs) em modo continuo. J4 o controlador de tempera-
tura estabiliza a temperatura através de um elemento Peltier integrado ao suporte
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comercial do laser, onde uma temperatura 24, 8° ¢ utilizada em paralelo a corrente
de 147 mA para manter o laser ressonante com a linha D2 do C's .

4.2.2 Isolador Otico

O feixe resultante que se propaga ao sair da cavidade (meio laser) é colimado e,
no intuito de evitar que parte do feixe retorne ao meio de ganho apos eventu-
ais reflexoes no experimento, passa por um isolador 6tico, dispositivo 6tico cujo
funcionamento é baseado no efeito Faraday (ver Fig.4.6).

e

Figura 4.6: Isolador 6tico utilizado no arranjo experimental.
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O principal componente do isolador 6tico é o elemento Faraday, onde um campo
magnético B aplicado ao elemento tem direcao paralela a direcao de propagacao da
luz. Isso faz o campo produzir bi-refringéncia circular, resultando em dois indices
de refragao diferentes e, portanto, causando uma rotacao no plano de polarizagao
da luz devido ao efeito Faraday.

No isolador 6tico do arranjo experimental (Fig.4.6) tem um polarizador P1 na
entrada e um polarizador P2 na saida, onde o comprimento do material é de forma
que a luz é girada de 45 graus, ap6s entrar na dire¢cdo P1 do polarizador (filtro que
transmite a luz com uma determinada polarizagio) e sai na dire¢cdo P2 (direcdo de
transmissao do isolador). Dessa forma, no sentido inverso, para qualquer eventual
luz que retorne na direcao do laser, se sua polarizacao for ortogonal a transmissao
de P2 ela é bloqueada, caso contrario, ela é transmitida e girada de 45 graus na
direcao do feixe laser, e barrada por P1 pelo fato da polarizacao ser perpendicular
a este.

4.2.3 Cavidade Fabry-Pérot

Apébs o isolador 6tico, o feixe foi dividido em dois com o auxilio de um divisor
de feixes. Um dos feixes alimenta o experimento e o outro feixe é direcionado
para duas montagens auxiliares: A Absor¢ao Saturada e a Cavidade Fabry-Pérot,
que sao utilizadas para fornecer referéncias em freqiiéncia do laser em relacao as
transi¢oes atomicas na linha Dy do Cs.

O Fabry-Pérot tem o objetivo de calibrar em frequéncia a varredura horizontal
do osciloscopio. Isso permite controlar a dessintonizagao do laser.

O Fabry-Pérot é um interferometro 6tico que consiste numa cavidade deli-
mitada de dois espelhos esféricos semi-refletores. Quando a luz atravessa essa
cavidade acontece fenomeno de interferéncia de feixes maltiplos [156].

Cada vez que a luz encontra uma das superficies, uma parte é transmitida, e
a parte restante é refletida de volta. O efeito liquido é quebrar um feixe tnico
em feixes miltiplos que interferem uns com os outros (Ver Fig 4.7). Depois de
multiplas reflexdes, os feixes transmitidos apos os espelhos se somam e originam
um padrao de interferéncia.

Na Fig. 4.7 dois espelhos parciais estao alinhados paralelamente um ao ou-
tro a uma distancia [, formando uma cavidade reflexiva. Quando irradiado por
uma luz monocromatica (aqui um laser) de comprimento de onda A = 852.34 nm
em um angulo de incidéncia ©, multiplas reflexoes ocorrem dentro da cavidade.
Parte da luz é transmitida cada vez que a luz atinge a segunda superficie refletora.
Todos esses raios de luz transmitidos interferem uns com os outros para dar ori-
gem a um maximo (interferéncia construtiva) ou minimo (interferéncia destrutiva),
dependendo da diferenca de caminho A entre eles, dada por
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T2

Figura 4.7: Miltiplas reflexoes e transmissoes 7, de um feixe de luz entre dois
espelhos. E indicado o campo transmitido e refletido em cada interface: os feixes
refletidos sao indicados por R,, e os feixes transmitidos sao indicados por 7;,,, onde
m =1,2,3..., n é o indice de refracao, © o angulo de incidéncia do feixe de luz e [
¢ a distancia entre os espelhos.

A = 2nlcos(0), (4.5)

sendo n é o indice de refracdo do meio na cavidade (neste caso, o ar). A diferenca
de fase durante o retorno da luz, apés a ser refletida é dada por

21
= —A. 4.
0 A (4.6)

Essses multiplos raios refletidos tém um incremento constante m no compri-
mento de onda denominado ordem de interferéncia, de modo que

2l cos(©) = mA. (4.7)

Portanto, se esse comprimento adicional do caminho 6ptico do feixe refletido
m (devido a reflexdes multiplas) é uma parte inteira multipla do comprimento de
onda da luz, entao os feixes refletidos irao interferir construtivamente.
A partir da Equagao 4.7 encontramos os modos longitudinais
mce

= — 4.8
v 2nl (4.8)
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O espectro de transmissao do Fabry-Pérot tem uma série de picos, onde ocorre
interferéncia construtiva, espagados pela 'faixa espectral livre’ ou FSR, (Free Spec-
tral Range) dado por

FSR=vpi1— Uy = (4.9)

2nl

Em suma, FSR representa a diferenca de frequéncia entre dois A para os quais
a intensidade transmitida ¢ maxima.

A medida que a refletividade dos espelhos aumenta, os picos tornam-se mais
nitidos, e diminuem em largura. Por fim, definiremos também o conceito de Finesse
F, a qual é¢ uma medida da nitidez das franjas de interferéncia.

A largura total a meia altura (FWHM) dos picos ¢ chamada de largura de
banda. Assim, a Finesse é a razao entre a distancia entre dois picos consecutivos

(ou FSR) e a largura de banda (FWHM) do pico F'= FSR/FW HM.

Assim, a equacao 4.8 pode ser utilizada para determinar a variacao de frequén-
cias do laser, onde v, é a frequéncia do m-ésimo modo longitudinal de uma cavi-
dade de Fabry-Pérot de comprimento [. A Eq. 4.7, mostra que como os valores de
m sao multiplos inteiros de A, a distancia entre os picos do Fabry-Pérot é fixa.

Para nosso experimento, a cavidade Fabry-Pérot utilizada é confocal, e tem uma
distancia em frequéncia entre os picos de 1,5GHz. Para uma cavidade confocal,
a faixa espactral livre FSR é a metade do FSR de uma cavidade plana, ou seja,
modos longitudinais sao dados por v, = 75.

Os resultados esperimentais das medidas sao registrados em escala temporal
no osciloscopio. Contudo, as grandezas envolvidas nas medidas sao dadas em
frequéncia. Assim, a partir do espectro da Fig. 4.8, podemos calibrar a escala
do osciloscopio em frequéncia por proporcionalidade, de modo que, o intervalo
em unidades arbitrarias entre os dois picos corresponde a 1,5 GHz. A frequéncia
emitida pelo laser é obtida variando o angulo da grade de difracao, e durante a
varredura do laser os picos aparecem. Assim, utilizamos a distancia entre os picos
para calibrar a varredura em frequéncia.
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Figura 4.8: Espectro de transmissao do feixe laser apos a cavidade Fabry-Pérot.
Esse sinal mostra que o laser estd monomodo e é utilizado para calibrar em frequén-
cia a varredura horizontal do osciloscopio.

4.2.4 Absorcao Saturada

A absor¢ao saturada [157] é uma montagem auxiliar cujo objetivo é determinar
precisamente a freqiiéncia de transicao atomica entre dois niveis de um atomo livre
de efeito Doppler, permitindo, assim, a resolucao da estrutura hiperfina dentro dos
niveis de energia do atomo.

No vapor atdémico a absorcao do féton ressonante acontece apenas para certas
frequéncias caracteristicas de cada atomo e dependem da transicao de energia espe-
cifica que esté sendo sondada. Estas energias especificas de transi¢ao, entretanto,
sao borradas dentro do espectro de absorcao devido a um efeito do alargamento
Doppler (secgao 1.2).

Portanto, devido o laser ser de baixa poténcia e nao ter saturacao, esse espec-
tro com o alargamento Doppler recebe o nome de espectro de absor¢ao linear e é
responsavel por camuflar a estrutura hiperfina. Isso acontece porque, em nosso ex-
perimento, a largura Doppler I'p = 300 MHz é maior que a distancia em frequéncia
entre os niveis hiperfinos.

O alargamento Doppler ocorre porque quando um feixe laser de frequéncia
wy, indice na célula, em virtude dos atomos dentro da célula com freqiiéncia de
ressonancia wy estarem na forma de vapor, no referencial do laboratério, suas
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velocidades ao longo da direcao do feixe incidente sao suficientemente altas para
que eles percebam a frequéncia do laser incidente com deslocamento Doppler em
seu proprio referencial dado por

w=wr(l—v/ec), (4.10)

onde a propagacao do laser ¢ dada na direcao positiva considerada da esquerda
para a direita. Se v é negativo (para atomos se aproximando do laser), cada atomo
vé o feixe com frequéncia deslocada para o azul (w > wy), e se v é positivo (para
atomos se afastando do laser), cada atomo vé o feixe com frequéncia deslocada
para o vermelho (w < wy).

Dessa forma, quando a freqiiéncia w;, do laser é variada em torno de wy, os
atomos absorvem a radiagao, pois cada um deles possui velocidade v tal que véem
a freqiiéncia do laser ressonante, isto é, w = wy.

Por exemplo, se a frequéncia de um foton do laser w;, é sintonizada abaixo da
frequéncia ressonante wy desejada, ou seja, wy; < wp, somente os atomos que se
movem em direcao ao laser observam este na ressonancia e sao absorvidos. Este
mesmo principio se aplica aos a&tomos que se afastam do laser, quando a frequéncia
dos fotons (laser) é sintonizada acima da frequéncia ressonante, ou seja, quando
wr, > wy (deslocada para o azul) [158, 54].

Arranjo Experimental para a Absorg¢ao Saturada

A resolucao da estrutura de divisao hiperfina dentro dos niveis de energia do 4&tomo
pode ser explorada sem o alargamento Doppler. Isso é feito através da espectros-
copia de absorcao saturada.

Dessa forma, o sistema de diodo laser é usado para excitar as varias transicoes
de niveis de energia da linha Dy, onde o fenomeno de alargamento do pico da
absor¢ao (alargamento Doppler) pode, entao, ser superado através do uso de um
feixe forte (bombeio) de contra-propagacao e saturacao.

Portanto, dado um feixe de laser (sonda) com frequéncia wg que se propaga
por uma célula com vapor de césio, para entender a absorcao saturada, analisamos
o que acontece quando um segundo feixe laser (de bombeio) com frequéncia wg se
propaga através da célula na dire¢ao oposta e sobreposto ao feixe sonda [159].

Este ¢ o arranjo bésico para a espectroscopia de absor¢ao saturada (Fig. 4.9).
Desta maneira, quando este segundo feixe é adicionado dentro da configuragao
experimental, o espectro de absorcao fica livre do alargamento Doppler e o apa-
recimento dos picos hiperfinos dentro dos niveis de energia sao determinados (Ver

Fig 77).
Uma vez que a largura da curva gaussiana é bem maior que a largura das
transicoes permitidas F = 4 — F' = 3,4,5 na linha D, do césio, entdo, para
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Figura 4.9: O feixe de laser viajando para a direita é chamado de feixe de prova
(sonda). O segundo feixe do laser sobreposto e propagando-se na dire¢ao oposta é
chamado de feixe de bombeio. Como ambos os feixes sao do mesmo laser, tém a
mesma frequéncia, mesmo quando essa frequéncia é varrida através da ressonancia.

determinar essas transi¢oes, vamos entender o efeito do feixe forte (bombeio) na
montagem da absor¢do saturada. Os feixes fraco (sonda) e forte (bombeio) sdo
oriundos da mesma fonte e, portanto tem a mesma frequéncia wry,.

O espectro fica livre de alargamento Doppler, devido as populagoes de atomos
interagirem com os feixes fortes (bombeio) e fraco (sonda) de maneira diferente.
Portanto, considerando o sentido dos feixes, cada atomo vera o feixe de bombeio
com frequéncia wp = wr(1+v/c) e o feixe sonda com frequéncia wg = wr(1—v/c).

Nessas circunstancias, quando w;, varia em torno de wy, se a frequéncia é sin-
tonizada abaixo da ressonancia wy < wy; 0s atomos que se movem na direcao do
feixe sonda verao a freqiiéncia dos fotons desse feixe maior, e se sua velocidade v é
tal que wg = wy , a transi¢ao ocorre. Esses mesmos dtomos se afastam do feixe de
bombeio e verao a frequéncia dos fétons desse feixe menor, mais distante ainda da
ressonancia wg < wy, < Wy, ou seja, os dois feixes interagem com duas populagoes
diferentes de atomos. Uma situacao anadloga acontece quando wy > wy. Entre-
tanto, quando o feixe esta sintonizado para ressoniancia w; = wy, ambos os feixes
interagem e excitam os atomos com velocidade v = 0. Assim, todos os atomos
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com velocidade v = 0 véem os dois feixes com a mesma frequéncia wg = wp = wy,

[159].

Portanto, para wy; = wy, 0s dois feixes interagem com o mesmo grupo de atomos
(a&tomos com v = 0 ). O feixe de bombeio, devido sua alta intensidade provoca a
transicao, de no méaximo, metade dos atomos com essa classe de velocidade, que
vao para o estado excitado e nao absorvem o feixe sonda. Logo, o feixe sonda passa
através da célula com absorcao reduzida, resultando no aparecimento de picos no
espectro de absorc¢ao linear [160].

Dessa forma, por exemplo, considerando os a&tomos num vapor atéomico intera-
gindo com os dois feixes contrapropagantes, sonda e bombeio de mesma frequéncia
wr, no referencial do laboratoério, para duas frequéncias de transicao do atomo
quaisquer wq e wo, de modo que, para o feixe sonda temos a frequéncia wg = wy
e para o feixe de bombeio a frequéncia wg = wy, com as frequéncias wg e wp NO
referencial do atomo. Se o &tomo se aproxima do feixe de bombeio, temos

wp =wr(l+wv/c)

4.11
ws =wr(1—wv/e), (411)

onde wy, é a frequéncia do laser. Isolando wy obtemos
wp = stws w1t (4.12)

2 2

a mesma relagao é obtida para dtomos que se movem com velociade v na direcao
do feixe sonda. Dos varios picos referentes a cada transicao hiperfina nos atomos
(ver Fig. 4.10), os picos de cruzamento dos niveis (crossover) sao evidenciados pela
Eq. 4.12, que surgem devido a possibilidade dos 4tomos a uma dada velocidade v
estarem ressonantes com ambos os feixes em duas transicoes diferentes. O espectro
de absorciio saturada para as transicoes F =4 — F' = 3,4, 5 na linha D, do césio
ficam com mostrado na Fig. 4.10.
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Figura 4.10: Espectro de absor¢ao saturada do césio, visto em um osciloscopio. Os
picos correspondem as transicoesF = 4 — F' =3,4,5 e aos crossovers ' = 3/4,
F'=3/5¢ F =4/5.

4.2.5 LaAmina de Meia-Onda e Polarizador

Antes de incidir no experimento, o feixe laser passa por uma lamina de meia onda
e por um polarizador. A lamina de meia onda e o polarizador, dispostos um apos
o outro, possuem o objetivo de controlar a intensidade do feixe laser no arranjo
experimental.

A lamina de meia onda é uma placa constituida por um cristal anisotropico
uniaxial, que possui um eixo de simetria fixo denominado eixo 6tico, com indice
de refracdo n, (indice de refragao extraordinario) e todos os eixos perpendiculares
a esse eixo fixo possuem indice de refracdo n, (indice de refracdo ordindrio) [161]
(ver Fig 4.11).
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Figura 4.11: Lamina de meia-onda utilizada com o objetivo de controlar a inten-
sidade do feixe laser no arranjo experimental.

Portanto, quando um feixe de luz linearmente polarizado incide sobre o mate-
rial, as componentes do campo elétrico paralela e perpendicular ao eixo 6tico sao
refratadas com indices de refracao n, e n,, respectivamente. Assim, chamamos de
bi-refringéncia da luz o fendmeno na qual a luz ao atravessar um meio anisotrépico
orientado adequadamente, sofre o fenomeno da dupla refracao (ver Fig. 4.12), ou
seja, o raio luz tem o feixes com duas componentes perpendiculares polarizados que
se propagam com velocidades inversamente proporcionais aos indices de refragao
associados aquela seccao do meio.

Seja um cristal anisotropico uniaxial com eixos ordinarios e extraordinarios, tal
que, um feixe de luz incidente com polarizacao linear forma um angulo de 45° com
o eixo x [156]. As componentes x e y do campo elétrico incidente sdo dadas por

E., = Eyexp(iky 2z — wt), (4.13)

_ 21y

2 ~ ) o
onde k, = e k, = =™ sao os nimeros de onda nas direcoes x e y, com n, e n
. Ao Yoo e T o ’ LY

os indices de refracao nessas direcoes, que podem ser ordinérios ou extraordinarios.
O comprimento da lamina ¢ [, tal que, na entrada da lamina temos z = 0 e na
saida z = [.

A diferenga de fase § entre as componentes emergentes é dada por 6 = (k, —
k,)d = 2Z(n, —n,)d = 2ZA onde A é a diferenga de caminho 6tico, definida por

Y o Yy o )
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Figura 4.12: Esquema ilustrativo de uma frente de onda plana linearmente polari-
zada incidindo em um meio bi-refringente com angulo © em relagao ao eixo 6ptico
do meio (na dire¢ao y), onde as componentes extraordinaria (E) e ordinaria (O)
estao indicadas.

A = (n; —n,)d ou bi-refringéncia. Portanto, para que os raios emergentes tenham
Yy p

polarizacao linear, a diferenca de fase entre eles deve ser m. Portanto, a diferenca

de caminho 6tico A deve ser

A=20 (4.14)

ou seja, o efeito total é que o campo elétrico incidente é girado de 90 graus o para
o angulo de incidéncia de 45 graus. Uma lamina desse tipo é chamada de lamina
de meia onda, cujo efeito total é girar a polarizacao linear de um campo elétrico
incidente de 26, onde 6 é o angulo que a polarizacao faz com o eixo perpendicular
(ou paralelo da lamina), que em nosso experimento tem o objetivo de controlar a
intensidade do feixe laser, girando a polarizagao da luz.

O polarizador é uma espécie de filtro que transmite a luz com uma determinada
polarizagao Fig. 4.13.

103



Figura 4.13: Cubo polarizador utilizado para transmitir a luz numa determinada
polarizacao.

Ao colocarmos uma lamina de meia onda e um polarizador dispostos um apods
o outro, o efeito total é reduzir a intensidade da luz incidente. A lamina de meia
onda possui a funcao de girar a polarizacao da luz, que é linear, uma vez que ela
provém do isolador 6tico com essa polarizagao. Ao passar pelo polarizador, apenas
a componente do campo elétrico da direcao do eixo do polarizador sera transmitida.
Portanto, girando-se a lamina de meia onda, estamos girando a polarizacao linear
da luz emergente, e assim modificamos a amplitude da componente paralela ao
eixo do polarizador, dessa forma, para uma determinada posicao da [amina de meia
onda, nenhuma luz é transmitida pelo polarizador, indicando que o campo elétrico
da luz emergente é perpendicular ao eixo do polarizador. Girando-se a lamina de
meia onda de 90° em relacao a posicao de intensidade minima, a luz transmitida
pelo polarizador possui intensidade maxima, indicando que nesta direcao o campo
elétrico é paralelo ao eixo do polarizador.

4.2.6 Célula com Vapor Atdémico

Nesse experimento a célula da Fig 4.14 foi utilizada para medir o processo de
aprisionamento de radiacao ressonante e sua relacao com a difusao dos fotons
oriundos do feixe laser, através do parametro « das distribuicoes estaveis de Lévy.
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Figura 4.14: Célula utilizada para medir o processo de aprisionamento radiativo
ressonante e sua relacao com a difusao anomala dos fotons oriundos do feixe laser.

A célula (recipiente) é o elemento do arranjo experimental responsavel pelo
armazenamento do vapor atomico estudado, nesse experimento foi utilizada para
armazenar de vapor atomico de Cs. Constituida de duas partes, a célula tem um
reservatorio, onde fica uma quantidade de C's no estado liquido, que se estende até
a regiao das janelas, onde o vapor é sondado pelo laser. Essa regiao das janelas é
constituida de duas janelas 6pticas, que permitem a entrada e saida do laser, que
é a parte efetivamente utilizada no experimento.

A temperatura do reservatorio determina a densidade do vapor atomico, en-
quanto a temperatura da regiao das janelas determina a distribuicao de velocidades
dos atomos.

Assim, a célula utilizada tem corpo cilindrico de quartzo de comprimento L =
3,0 cm e raio R = 1.25 cm, feita para suportar temperaturas que chegam 180°C'
no reservatorio e temperaturas que chegam a 200°C' na janela.

O aquecimento da célula compreende fornos que aquececem o corpo celular
(regiao das janelas) e o reservatorio contendo Cs liquido, separadamente.

O reservatorio e as janelas sao aquecidos com uma fonte de tensdao continua
ligada a uma placa de relé que obedece comandos oriundos duma placa arduino.

A automacao do aquecimento da célula é feita em linguagem de progamagao
arduino, o qual é responsavél por manter a temperatura do reservatorio e janela
fixas e com uma diferenca de temperatura de 20° entre janela e reservatorio. Essa
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diferenca de temperatura é responsavel pela nao condensacao de vapor de C's nas
paredes da janela.

A determinacao da opacidade na amostra é feita a partir do ajuste de trans-
missdo do feixe de laser (descrito no capitulo 5) e é variada através da densidade
do vapor alterando a temperatura do reservatorio.

4.3 Detalhes do Arranjo Experimental

Uma vez apresentado o arranjo experimental, alguns detalhes sao importantes na
compreensao da intera¢ao do laser com a amostra (célula).

A interacao do laser com a amostra é entendida recorrendo a definigao de opaci-
dade do meio em [63], no qual a distancia adimensional dada por r = NXyL/®y(0)
define uma opacidade ou escala de densidade 6ptica para o tamanho da amostra
(que corresponde ao comprimento da célula L), onde ®y(0) é o perfil de absorgao
normalizado e no centro da linha, NV ¢ a densidade atomica, >y a seccao de choque
no centro da linha.

A profundidade de penetracao do laser I; = 1/K(0) = 1/N%, (inverso do coe-
ficiente de absorc¢ao no centro da linha), pode ser entendida como o comprimento

minimo do passo na caminhada aleatéria do f6ton dentro do vapor, de forma que,
r=NXoL/®y(0) = K(0)L/®y(0) e, portanto r = ﬁm.

Assim, a densidade atomica N é a varidvel utilizada para mudar a opacidade
do meio. Por exemplo, devido a opacidade ser proporcional & densidade atomica,
um aumento na densidade atéomica aumenta a opacidade do meio. Além disso,
através da densidade atomica controlamos penetragao laser no vapor, pois por ser
inversamente proporcional a densidade do meio, a penetracao do laser diminui com
o aumento da densidade atomica.

Em relacao a opacidade, ela é variada em uma faixa de r =8 a r = 1.5 x 10°
correspondente & variagao de densidade a partir de N = 3 x 10%atomos/cm? a
N =6 x 10"atomos/cm?.

Para obter esse alcance de densidade, as temperaturas da célula sao variadas
de Tr = 35° e T; = 80°, com uma correspondente largura Doppler I'p ~ 250 M H z
para r = 8, a T = 170° e T; = 200°, com uma correspondente largura Dop-
pler I'p ~ 285 M Hz para r = 1.5 x 105, onde Tk e T; sao as temperaturas do
reservatorio e da janela, respectivamente.

Em relagao a penetragao do laser na amostra, o feixe laser incidente tem dia-
metro de d = 1.25mm, o qual ¢ muito menor que o raio da célula R.

Para baixa opacidade ( 7 ~ 8 — 200 ), usamos uma poténcia incidente do laser
Py ~ 30uW, que corresponde a 1.5 vezes a intensidade de saturacao da linha de
transicdo Dy do 133C's.
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A profundidade de penetracao [; do laser é muito menor do que a espessura da
célula ( Iy ~ 10 mm para r = 8 e I; = 0.5 mm para r = 200).

Para altas opacidades [r ~ 430—(1.5x 10°)], a poténcia incidente foi aumentada
para P; ~ 300uWW com o intuito de ter boa relagao sinal ruido na transmissao
difusa, que corresponde a 15 vezes a intensidade de saturagao. Nessas condigoes a
profundidade de penetragao do laser ¢ de I; ~ 0.5 mm para r = 430 a l; ~ 2um
para 1.5 x 10°, ainda bem menor do que a espessura da célula.

Para opacidades muito elevadas, o livre caminho médio (penetragao do laser)
se torna menor que o comprimento de onda da transicao A = 852.34 nm. Além
disso, como o coeficiente de absorcao é grande no centro da linha, pode ocorrer
interacao atomo-atomo devido o grande nimero de atomos excitados. Entretanto,
acreditamos que isso nao interfira nos voos de Lévy, pois a estatistica é regida pela
emissao em grande dessintonizacao, e nessa regiao o coeficiente de absor¢ao diminui
bastante. Isso reduz esse efeito, pois a secao de choque diminui consideravelmente,
diminuindo a probabilidade de termos a interacao entre &tomos excitados.
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Capitulo 5

Resultados Experimentais

Nesse capitulo, apresentamos os resultados principais obtidos das medidas ex-
perimentais de difusao de fé6tons em vapor atomico de Cs, onde comparamos os
resultados experimentais com modelos tedricos previamente estudados. Essa secao
é estruturada da seguinte maneira: Descrevemos o processo de medida; apresenta-
mos as medidas realizadas e a analise dos sinais obtidos; realizamos o tratamento
de dados e mostramos os resultados experimentais que estao de acordo com o
modelo tedrico dentro da barra de erro do experimento.

5.1 Descricao do Processo de Medidas

Uma vez descrito todo aparato Experimental, o procedimento das medidas pode
ser entendido considerando a sec¢ao de coleta de dados do arranjo experimental
na Fig. 5.1. Nessa seccao, a fonte laser de comprimento de onda A = 852 nm
(Fig.4.5), correspondente a transicdo de linha Dy do césio, incide na célula de
comprimento L = 3.0 cm com vapor atomico de 33C's e, seguidamente, sdo cole-
tados a transmissao do feixe laser e a transmissao difusa por dois detectores D1 e
D2, respectivamente, e separados por um angulo © = 15° como descrito no arranjo
experimental.

Quando o vapor aborve a radicao, os fétons emitidos sao espalhados isotropi-
camente pelo vapor, pois a absorcao da luz independe da diregao de propagagao
e o feixe laser tem um posicionamento fixo e centralizado no eixo longitudinal
da célula. Esses fotons espalhados pelo vapor, quando transmitidos pela janela
(transmissao difusa), sdo detectados com um determinado angulo © em relagao ao
feixe de transmissao do laser.

Para a deteccao dessa transmissao difusa, esperamos que a sua dependéncia
com a opacidade nao dependa do angulo ©, pois o feixe laser tem seu posiciona-
mento numa dire¢ao fixa dentro da célula (no eixo longitudinal da célula). Por-
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D1 = Detector do D2 = Detector da
feixe Laser Transmissdo
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Figura 5.1: Montagem experimental desenvolvida para a deteccao de fotons es-
palhados apo6s a excitacao do vapor atémico de césio pelo laser com frequéncia
correspondente a transicao da linha Dy do Cs 133

tanto, como o feixe laser nao muda de posi¢ao dentro da célula, quando escolhemos
o angulo de deteccao O para realizar as medidas, que é definido a partir do feixe
de transmissdo do laser, este permanece inalterado (fixo). Assim, a transmissao
difusa é detectada como se fosse uma funcao do angulo © e da opacidade r do
vapor dada por

Taetec(0,7) = S(O)T(r) (5.1)

onde o fator S(6) da a dependéncia no dngulo e tem origem na geometria cilindrica
da célula. Por sua vez, T'(r) é a parte relacionada ao voo de Lévy propriamente
dito, que é uma funcao da opacidade r do vapor. O sinal, neste sentido, depende
do angulo, mas como o fator S(6) é o mesmo para toda opacidade (uma contante
multiplicativa), o ajuste da lei de Ohm nao depende do &ngulo.

Nesse sentido, quando aumentamos o fator S(#), o sinal de transmissao difusa
detectado aumenta proporcionalmente. Isso é verificado a partir da geometria da
célula, que é cilindrica e com &rea lateral coberta, fazendo com que a luz difusa
seja transmitida apenas pelas janelas opticas da célula. Assim, essa transmissao
difusa tem uma distancia limitada pelo formato da célula. Acreditamos que isso
acontece pelos resultados obtidos, mas carece de literatura.
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Dessa forma, quando a frequéncia do laser estd ressonante com a linha Do
do Cs podemos realizar as medidas, as quais que sao feitas quando a tempera-
tura do reservatorio, previamente estabelecida, entra em equilibrio térmico com a
temperatura do forno correspondente. Nessa situacao, temos uma densidade fixa
para o vapor que nos fornece a opacidade do meio através da Eq. 2.67 para uma
determinada medida.

Como a difusao dos foétons no vapor é do tipo voos de Lévy, a transmisao
difusa nao é inversamente proporcional ao comprimento da amostra como numa
difusao normal. Isso acontece devido a existéncia dos grandes passos do tipo
voos de Lévy, que embora acontecam em pequeno ntumero, em relacao ao total de
passos, dominam o transporte e, portanto, favorecem um decaimento mais lento
na transmissao difusa, que é expresso pela lei de Ohm modificada na Eq. 2.66.

Dessa forma, para constatar que o ajuste da lei de Ohm modificada nao de-
pende do angulo de deteccao ©, fizemos um conjunto completo de medidas para
a densidade do vapor, por meio das temperaturas fornecidas para o reservatorio
e janela. Nessas medidas, variamos a densidade do vapor desde de valores que
compreendem uma distribui¢ao do tamanho dos passos caracterizada pelo ntcleo
Doppler (baixas densidades), até valores de densidade onde a distribuigao dos pas-
sos, quando comparada com tamanho da célula, abrange os passos dados pelos
fotons emitidos em grande dessintonia, nas asas lorentzianas (altas densidades).

Esse conjunto de medidas foi feito para dois angulos diferentes em relacao ao
eixo longitudinal da célula, para 6 = 15°(como mostrado na Fig. 5.1) e § =
25°. Nossas medidas acarretaram em dois principais grupos que foram realizados
em funcdo da temperatura do reservatério. Os conjuntos de temperaturas sao
diferentes devido nao termos o controle da temperatura real do sistema, mas apenas
da temperatura nominal informada pelo aparelho de medida. Além disso, o que
importa é a densidade atomica, a qual medida usando a lei de Beer-Lambert.

1) Medidas com Angulo 0 = 15° Esse conjunto medidas foi realizado para as
seguintes temperaturas do reservatorio: Tr, = 35°, Tx, = 45°, Tr, = 55°,
Tgr, = 65° Tk, = 80° Tg, = 95°, Tr, = 110°, Tg, = 125°, Tg, = 140°,
Tr,, = 155° e Tg,, = 170°.

2) Medidas com Angulo 6 = 25° Similarmente, esse conjunto medidas foi

realizado para as seguintes temperaturas do reservatorio: T, = 34°, T, =
42°, Tp, = 48°, Tg, = 56°, Tg, = 75°, Tg, = 90°, Tk, = 105°, Tg, = 120°,
Tr, = 135°, Tx,, = 150° e Tx,, = 165°.

Em ambos os conjuntos de medidas, para cada temperatura foram coletadas

5 medidas com a finalidade de obter uma média de qualquer flutuacao do sinal
obtido, assim como de estimar o erro na medida. Nessas medidas, sao coletados
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quatro sinais importantes no osciloscopio: absorcao saturada, transmissao difusa,
transmissao do feixe laser e o sinal do Fabry-Pérot.

5.1.1 Fabry-Pérot

O sinal do Fabry-Pérot utilizado para calibrar a escala do osciloscopio, tem a
funcao principal de identificar quando o sinal do feixe laser est4 monomodo, o que
significa que as medidas sao realizadas com o laser emitindo com comprimento de
onda preciso de A = 852.34 nm, largura de espectro limitada, poténcia suficiente
e controle da mudanca de frequéncia no tempo.

Entretanto, se o laser nao estd no seu comprimento de onda especifico (A =
852.34 nm), devemos ajustar o comprimento de onda variando do angulo da grade
de difracao do laser. Além disso, quando o sinal do laser emitido pelo Fabry-
Pérot estd multimodo, para que o sinal do laser fique monomodo, devemos ajusta-
lo no suporte do laser, por exemplo, por meio da corrente ou temperatura que
deslocam os picos da cavidade do laser. A frequéncia é regulada pelos modos da
cavidade formada pela grade. Assim a corrente, tampouco a temperatura, alteram
a frequéncia do laser, mas promovem os saltos dos modos.

Assim, levando em conta a varredura do laser em torno do seu comprimento
de onda, podemos variar a amplitude de varredura conforme a faixa de frequén-
cia sondada pelo laser. Essa amplitude de varredura ¢é alterada manualmente no
suporte do laser, onde aplicamos uma tensao em um piezoelétrico, que altera o an-
gulo da grade de difracao e, consequentemente, a faixa de frequéncia emitida pelo
laser. Dessa forma, quando o laser estd no seu comprimento de onda especifico
(A = 852.34 nm) e monomodo, utilizamos o sinal do Fabry-Pérot (seus picos) para
converter o eixo temporal do osciloscopio em frequéncia.

Portanto, considerando que a distancia em tempo entre dois picos quaisquer
do Fabry-Pérot é dt, e a cavidade Fabry-Pérot utilizada tem uma distancia em
frequéncia entre os picos de 1,5 GHz, uma variacao de frequéncia dv a ser calculada
correspondendo a um tempo t do osciloscopio é obtida proporcionalmente, de forma
que

1,5-10°
=22 7y

ov 5

Hz, (5.2)

onde através dessa relacao podemos converter o tempo t no osciloscopio em varia-
¢ao de frequéncia dv, em outras palavras, queremos obter o espectro da transmis-
sao difusa em frequéncia. Assim por meio da Eq. 5.2, podemos transformar eixo
temporal do osciloscopio em frequéncia.
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5.1.2 Absorcao Saturada

Uma vez os dados convertidos em frequéncia, outro sinal importante é o espectro
de absor¢ao saturada anteriormente visto. Esse espectro corresponde a um perfil
Doppler largo, com picos estreitos nas frequéncias que correspondem as transigoes
atdmicas, e com os picos correspondentes aos crossovers, os quais sao gerados por
aAtomos que se movem a velocidades para as quais o feixe de bombeio se encontra
em ressonancia com uma transicao atomica, e o feixe de sonda com outra.

A implementagao do experimento que fornece o sinal de absorcao saturada
serviu para identificar os picos de transicao hiperfina do Cs como mostra a Fig.
4.10. Esse valores sao conhecidos na literatura como mostrado na Fig. 77, e
servem como referéncia na anélise dos dados, assim como para sintonizar o laser
nas frequéncias corretas.

Quando obtemos um conjunto completo de medidas, para comparar os resulta-
dos, as curvas obtidas para a transmissao difusa e transmissao do feixe laser devem
estar centralizadas no eixo de frequéncia obtido através do sinal Fabry-Pérot. Para
centralizar as curvas no eixo de frequéncia, utilizamos o pico do crossover F' = 4/5
da curva de absorcao saturada na dessintonizagao = 0. Para essa dessintonizagao
temos absorc¢ao total do laser.

Assim, para uma determinada medida, deslocamos o crossover F' = 4/5 para a
dessintonizacao v = 0, e os dados em frequéncia relacionados a esse deslocamento
sao utilizados para centralizar as demais curvas de transmissao difusa e transmissao
do feixe laser. O mesmo processo ¢ feito para todas as medidas, e o resuldo final
é um conjunto completo de espectros de transmissao difusa e transmissao do feixe
laser para diferentes temperaturas em v = 0.

Através das curva de absorcao saturada podemos, também, detectar qualquer
pequeno salto de modo no sinal do laser nao detectado pelo Fabry-Pérot que,
eventualmente, possa interferir na poténcia do laser.

5.1.3 Transmissao do Feixe Laser

A transmissao do feixe laser é entendida por meio da lei de Beer-Lambert, a qual
nos diz como o feixe laser ¢ atenuado ao atravessar o vapor. A medida que a luz
(laser) atravessa um meio contendo uma substancia que a absorve, um decréscimo
de intensidade da luz ocorre na proporcao que a substancia é excitada, de forma
que, quanto mais longo for o comprimento do caminho 6ptico, através do qual a
luz passa, maior serd a atenuacao [162].

Isso depende da concentracao dos atomos/moléculas absorventes, e esta relaci-
onado ao coeficiente de absor¢ao K (v). Quantitativamente, a lei de Beer-Lambert
é dada pela relacao entre a intensidade do feixe laser de entrada da célula Iy e do
feixe de saida I com o tamanho da célula L, tal que
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I =Ilyexp(—K(v)L), (5.3)

através da qual inferimos o valor de densidade atdémica N do meio. Isso é pos-
sivel através do ajuste de curvas tedricas de transmissao do feixe laser sobre as
experimentais obtidas para cada temperatura do reservatorio (medida).

Portanto, para cada uma curva de transmissao experimental do feixe laser
obtida, fez-se necessario um célculo do coeficiente de absor¢ao K (v) em funcao da
frequéncia, o qual é ajustado em fun¢ao da densidade N.

Em suma, quando realizamos uma medida, para obtermos o coeficiente de
absor¢do K(v) em func¢do da frequéncia, devemos calcular a se¢do de choque ¥,
que é obtida a partir do perfil de absor¢ao do vapor (perfil de Voigt) relacionado
a curva de transmissao experimental obtida para feixe laser.

Portanto, para obtermos a curva de transmissao teoérica do feixe laser em
frequéncia, a lei de Beer Lambert na Eq. 5.3 pode ser escrita em termos da
secdo de choque (perfil de Voigt).

I = Iyexp|— Z ¢:®,(6 — 6;)7] (5.4)

a qual contempla a soma sobre as transicoes 657 /2(F = 4) — 6P5,5(F = 3,4,5)
centradas em 9;, com as forcas relativas dada por ¢;. A opacidade do meio é dada
pela Eq. 2.67 e &, ¢ um perfil de Voigt definido na equacao 1.62.

Portanto, para obtermos K (r) em funcao da frequéncia, calculamos a secao de
choque X pelo programa em linguagem python do apéncide D.

De posse da transmissao experimental podemos plotar uma curva teoérica sobre
a mesma e, portanto, realizar o fit de uma curva sobre a outra, variando a densidade
do vapor no célculo de K (v) até atingir um ajuste perfeito da curva teorica sobre
a experimental, nessa situagao ¢ inferido o valor da densidade do vapor N.

A Fig.5.2 mostra um sinal de transmissao Optica de uma célula juntamente
com o resultado do ajuste tedrico. Em relacao a precisao das medidas, como o
procedimento de medida ¢ baseado no ajuste das curvas atribuindo valores para
N, esse procedimento nao é muito apurado, pois apresenta um erro experimental
em torno de 107. Contudo, um método de medida mais apurado como o método
dos minimos quadrados, por exemplo, nao traz vantagens significativas, pois o
ajuste nao consideraria as irregularidades particulares apresentadas pelas curvas
fora da ressonancia. Além disso, os valores de densidade mudam por volta de um
fator 3 para cada medida realizada. Isso é muito frente o erro obtido.
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Figura 5.2: Ajuste tedrico da transmissao do feixe laser para o calculo da densidade
do vapor. Curva teérica (preto) sobreposta a curva experimental (vermelho) é uma
medida precisa da densidade do vapor.

5.1.4 Transmissao da Luz Difusa

A luz difusa surge quando o laser incide no vapor atémico ressonante promovendo
os atomos para o estado excitado. Isso acontece porque os d&tomos absorvem os
fotons com energia correspondente a energia de transicao. Uma vez nesse estado
de maior energia, esses atomos tém um tempo de vida nesse estado exitado e,
posteriormente, retornam ao seu estado natural de menor energia por emissao
espontanea como ilustrado na Fig 5.3

Os fotons ressonantes sao espalhados isotropicamente por meio de sucessivos
eventos de reabsorcao e reemissao espontanea, chamado de aprisionamento de
radiacao, antes de, eventualmente, atingirem os limites da célula e deixarem o
vapor. A luz gerada por eles é coletada no detector formando um espectro chamado
de curva de transmissao difusa.

Esse espectro de transmissao difusa, diferentemente do processo microscopico
de espalhamento dos fétons, nao é isotropico. Isso acontece devido a dependéncia
da transmissao difusa com a funcdo angular S(©) como mostra a Eq. 5.1, onde
devido a geometria cilindrica da célula o sinal de transmissao difusa detectado é
afetado & medida que variamos o angulo ©.

Todos os sinais detectados nas medidas sao exemplificados na Fig. 5.4. O
Fabry-Pérot tem uma distancia entre os picos de 1.5 GHz, indica que o laser esta
monomodo e é usado para calibrar a variacao de frequéncia do laser. As curvas de
transmissao do laser e transmissao difusa estdao, naturalmente, aproximadamente
simétricas em relacao a curva de absorsao saturada.

114



Absorg¢do Emissdo Espontdnea
— 12> —_—e—— |2

hv

Bup % =)
All

S — D B b b

Figura 5.3: Esquema do processo de aborc¢ao e emissao espontanea de fotons por
atomos ressonantes num vapor atdémico.

Fora da ressonancia, a transmissao difusa e a transmissao do laser possuem
valor maximo em concordancia ao apresentado para a absorcao saturada. Ao nos
aproximarmos da ressonancia acontece o processo de absorcao do laser com uma
diminuicao da transmissao do laser, assim como da transmissao difusa. Em torno
do centro da linha temos absorcao total do laser com um minimo de transmissao
difusa. Seguidamente, ao sair da ressonancia, a absorcao do laser diminui acompa-
nhada do aumento da transmissao do laser e da transmissao difusa, até atingir um
novo maximo fora da ressonancia. Essas curvas apresentam um inclinacao fora da
ressonancia relacionada a variacao de poténcia do laser durante a varredura do la-
ser. Para interpretar os dados conjuntamente, todas as curvas estao centralizadas
em relagio ao crossover F' = 4/5.

Entretanto, o que se espera observar é que fora da ressonancia (quando a trans-
missao do feixe laser ¢ maxima) acontega um minimo de transmissao difusa, devido
laser ainda nao estar sintonizado com a frequéncia da linha de transicao D, do C's.
Nessas condicoes, a medida que o laser se aproxima da ressonancia ocorreria um
decaimento na transmissao do laser e, consequentemente, um aumento no sinal de
transmissao difusa decorrente da absorcao dos fotons ressonantes pelos atomos.

Entretanto, na Fig 5.4 observamos que fora da ressonancia a transmissao da
luz difusa nao é zero. Isso acontece devido a presenca de luz do laser espalhada
pela janela da célula no sinal. Esse problema é corrigido através no tratamento dos
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Figura 5.4: Exemplo de conjunto de sinais detectados no osciloscopio. Absorcao
Saturada (curva magenta), Transmissao Difusa (Curva azul), Transmissao do laser
(Curva vermelha) e Fabry-Pérot(Verde).

dados da transmissao da luz difusa que sera explicado no decorrer desse capitulo.

5.2 Tratamento da Transmissao Difusa

As medidas realizadas sao sensiveis a qualquer fonte externa de luz, portanto, sao
realizadas na méxima escuridao possivel. Contudo, sempre existe alguma fonte
externa de luz proveniente do aparato experimetal ou do ambiente e, quando a
transmissao difusa é detectada, essa luz é captada conjuntamente.

Uma medida chamada de zero da transmissao difusa ¢é realizada com o laser
tapado para eliminar parte da luz externa nao relacionada ao laser, onde esse sinal
é posteriormente subtraido da medida da amplitude minima de transmissao difusa
como mostra a Fig. 5.5.

No processo de medida, a luz do laser é espalhada na janela da célula. Essa luz
espalhada é detectada conjuntamente com a luz difusa na deteccao da transmissao
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Figura 5.5: Curva de transmissao difusa aparente com A,,;, afetada por luz ex-
terna em roxo Ag.

difusa. Além disso, estd relacionada a poténcia do laser, de forma que, quanto
maior for a poténcia de incidéncia do laser na célula, maior sera a luz espalhada
e, consequentimente, a luz difusa. O resuldo da detecgdo (luz espalhada mais luz
difusa) é um espectro de transmissao difusa aparente, como mostrado na Fig. 5.5.

Para essa curva, chamamos de T, a transmissao difusa aparente que engloba 7,
a transmissao difusa real proveniente da relaxacao dos dtomos do estado excitado
e L, a luz espalhada do laser na janela da célula, de modo que Tg, = Ly + T,.
A luz espalhada L, assim como a transmissao difusa real T}, sao proporcionais
a poténcia do laser P, e aos fatores de detecgao vy e v, referentes a eficiéncia de
deteccao da luz espalhada e da transmissao difusa real, respectivamente. Assim,
temos

Tpp = Ly + T, = P(yoLs +T}). (5.5)

Entretanto, queremos que a transmissao difusa aparente T;, seja equivalente a
transmissao difusa real de interesse 7T,.. Para isso devemos eliminar a luz espalhada
L.

A luz espalhada é eliminada considerando a dependéncia da transmissao difusa
aparente com a poténcia do laser na Eq. 5.5, pois observamos na Fig. 5.5 uma
inclinacao na curva de transmissao difusa aparente fora da ressonancia, o qual esté
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relacionada a variacao da poténcia do laser durante a varredura de sua frequéncia.

Essa inclinacao é obtida por meio de uma reta passando por dois pontos fora
da ressonancia (um em cada lado da curva). Além disso, fora da ressonancia a
transmissao difusa real é zero, pois o laser nao é absorvido, e de acordo com a Eq.
5.5 o coeficiente angular da reta passa a representar o produto A = v P.

Por sua vez, a transmissao difusa aparente se resume & transmissao do la-
ser, o qual é dada pela lei de Beer-Lambert. Portanto, a luz espalhada é L, =
Aexp(—K(v)L), onde A é o coeficiente angular da reta e exp(—K(v)L) =T,, ¢ a
transmissao coerente medida através do detector D1.

Uma vez calculada a luz espalhada, podemos obter a transmissao difusa real
T,. Isso é feito a partir da Eq. 5.5, onde subtraindo a luz espalhada da transmissao
difusa aparente.

TrPle = Tap - P"}/()LS (56)

Assim, as medidas realizadas foram tratadas segundo a equacao 5.6, onde ob-
temos a transmissao difusa real 7)., subtraindo a luz espalhada L, da transmissao
difusa aparente Tg,. O resultado desse tratamento revela uma curva de transmis-
sao difusa que, posteriormente, tem a influéncia da poténcia do laser eliminada
garantindo a mesma poténcia do laser no centro da linha para todas as medidas
realizadas.

Por sua vez, o coeficiente deteccao da luz no detector v, é constante e sobretudo
nao depende da opacidade. A Fig. 5.6 mostra as curvas obtidas do tratamento.
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Figura 5.6: Diferentes curvas obtidas do tratamento da transmissao difusa. T, é
Transmissao difusa aparente (curva preta), L é a luz espalhada (curva vermelha)
e T, a transmisao difusa real utilizadas nas medidas do parametro a.

Embora nao eliminada a influéncia de 7;, seu valor durante as medidas nao
muda consideravelmente em relacdo a 7. Isso acontece devido a eficiéncia de
deteccao 7y variar durante as medidas. A variacao de vy estd relacionado a luz
espalhada do laser na janela de saida da célula que é muito sensivel a alinhamento
ao longo das medidas realizadas.

Contudo, a eficiéncia de detecgao v, nao esta relacionada uma luz espalha num
ponto na janela, mas sim a luz difusa do vapor originada do processo de multiplo
espalhamento e, portanto, pouco sensivel ao alinhamento.

5.3 Resultados das Medidas

Nessa seccao, apresentamos os resultados experimentais das curvas de transmis-
sao do feixe laser e transmissao da luz difusa em funcao da dessintonizacao para
medidas com angulo menor (© = 15°) e angulo maior (© = 25°).

5.3.1 Curvas de Transmissao do Laser para © = 15°

Aqui, para algumas medidas, apresentamos os resultados experimentais das curvas
de transmissao do feixe laser em funcao da dessintonizacdao para medidas com

119



angulo menor (O = 15°).

No ajuste das curvas transmissao do laser, quando a temperatura do reserva-
tério aumenta, aumenta o niimero de atomos no volume da regiao sondada pelo
laser devido o aumento da pressao, consequentimente, um maior nimero de ato-
mos absorvem a radiacao. Assim, o sinal de transmissao alarga porque a regiao
sondada que para baixa temperatura nao tem absorcao total, passa a ter absorcao
total para alta temperatura.

Contudo, o alargamento do espectro de absorcao esta relacionado distribuicao
de velocidade de Maxwell-Boltzmann descrita no apéndice B. Esse alargamento
ocorre devido o aumento da temperatura da janela, onde para uma determinada
temperatura (no equilibrio), a distribuicdo de velociade dos atomos é dada pela
Eq. B.18, e valor médio do médulo da velocidade atomica é dado em funcao da
temperatura de equilibrio pela Eq. B.22.

Desse forma, a medida que aquecemos a janela, aumenta a velocidade atomica
média e, portanto, a distribui¢do gaussiana (transmissao do feixe laser), tem sua
largura Doppler aumentada. Esse aumento na largura Dopller, alarga a faixa de
frequéncia das curvas transmissao do feixe laser no vapor atémico, que, na préatica,
varia pouco, pois a velocidade atéomica média aumenta com a raiz quadrada da
temperatura. A Fig. 5.7 mostra algumas curvas de transmisao obtidas.

5.3.2 Curvas de Transmissao do Laser para © = 25°

A Fig. 5.8 mostra o comportamento das curvas de transmissao para algumas
temperaturas do segundo conjunto de medidas com angulo maior (© = 25°).

Similarmente, como nas medidas com o angulo menor, para algumas medidas
apresentamos os resultados obtidos do calculo da densidade atéomica do vapor V.
Para cada densidade atomica calculada, a opacidade do vapor é obtida segundo a
definicao de opacidade da a Eq. 2.67.
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Figura 5.7: Curvas de transmissao do feixe laser em func¢ao da frequéncia para
as temperaturas T = 45°C', T' = 80°C, T = 95°C, T' = 105°C'. O aumento da
temperatura do reservatorio, aumenta o nimero de &tomos na amostra, alargando
a transmissao, devido a ter um maior nimero de atomos absorvendo a radiagao.
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Figura 5.8: Curvas de transmissao do feixe laser em fungao da frequéncia para as
temperaturas T' = 45°C, T' = 80°C, T' = 95°C, T' = 105°C. Um comportamento
similar a ocorre para as medidas com o angulo menor.

5.3.3 Curvas de Trasmissao Difusa para © = 15°

De um modo geral, uma vez feito o tratamento de dados, apresentamos os resulta-
dos experimentais das curvas de transmissao difusa em funcao da dessintonizagao
para medidas com angulo menor (0 = 15°).

Em principio, as curvas de transmissao difusa resultante do tratamento de
dados apresentado, sao, genericamente, determinadas por um zero fora da resso-
nancia, onde a transmissao do feixe laser é maxima.

Quando o laser se aproxima da ressonancia ocorre uma queda na transmissao do
feixe laser e, como podemos observar, acontece um maximo de transmissao difusa.
Esse maximo esta relacionado a penetracao do laser na amostra. Acreditamos
que ele ocorra quando o produto K(v)L = 1, ou seja, quando o laser penetra o
comprimento da amostra. Contudo, uma analise mais aprofundada é necessaria
para verificar isto.

Essa hipotese esta relacionda ao fato do coeficiente de absor¢ao K(v) ser pe-
queno em grande dessintonizagao, pois como o comprimento da célula é fixo (L =
3.0 cm), quando o laser penetra o comprimento da célula, o produto K (v)L = 1.

122



T = 35°C 1.2 T = 45°C
- 12 C T T T T T . a T T r . :
S 10} —  Au=060[] 107 — A —027|
S 08} 1 o8t |
S 0.6} ] o6} |
= 04r 1 o4t |
g 0.2r 1 02+t 1
< 0.0 L - L . . 0.0 L . .
4 2 0 2 4 4 B 0 > 7
1.2 T =55°C 12 T =65°C
g Lop ‘ — A, —0.19 || 1O} —  A,.,=0.16|]
2 o8l | o8l |
§ 0.6} 1 06t |
2 04f 1 04t |
a
go02f 1 o2t |
< 00— : | 00l . .
-4 2 0 2 4 4 2 0 > )
T = 80°C T =95°C
~ 12— . . ‘ : 12— , , , .
ERl |— Aw=0.15]] 207 —  Au=0.12]]
S 06} i
2 04f |
(=%
£ ool . S
’ 4 2 0 2 4
-~ 1.2 T=110°C 12 T =125°C
> 10| 1 10} 1
"z' 0.8F ‘ - Amm: 0.09 ‘_ 0.8l ‘ —_— Am.m =0.08 ‘_
S 06} {106} 1
2 04} 1 oal 1
2 02 -___,/L/\_____— 0.2+ M ]
E 0.0C= ' ' ‘ : 0.0 L— s . . .
=< 4 2 0 2 4 a2 o0 3 :
~ 12 T =140°C 15 T = 155°C
L T T T T T . . . . i |
> 1.0} 1 10} |
‘i_ 0.8 ‘ _ Amm: 0.06 ‘- 0.8 | ‘ - Amiu =0.05 ‘_
- 0.6 1 06l 1
2 041 1 oal |
3 02} { 02F
E 00l 1 T N 0.0 L . . .
< 4 2 0 2 a 2 2 0 p i
5 (GHz)
—_— -]
~ 12— . T 1.70 C ‘ ‘
> 1.0} |
2 08} —  Apin=0.04 ‘
- 0.6} ]
2 04} ]
E- 02 e =
0.0 L 1 L I
< 4 2 0 2 4
§ (GHz)

Figura 5.9: Curvas de transmissao difusa do vapor atémico em funcao da frequéncia
para medidas com o angulo menor (© = 15°).
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Dessa forma, 4 medida que nos aproximamos da ressonancia, o coeficiente de absor-
? )

¢ao aumenta e, portanto, o produto K (v)L aumenta até atingir um valor maximo

em dessintonizacao 6 = 0.

A partir desse ponto, quando o laser se afasta da ressonincia, novamente o
coeficiente de absor¢ao K () diminui, seguido da diminui¢do do produto K (v)L até
atingir um novo méaximo da transmissao difusa quando o laser novamente penetra
o comprimento da célula. Seguidamente, o feixe laser passa a ter transmissao
méaxima fora da ressonancia e a transmissao difusa vai a zero.

A principio, esse é o comportamento da curva. Contudo, em relacao aos ma-
ximos, nao medimos a posicao onde ocorrem, tampouco temos uma explicacao
tedrica completa. Esses maximos sao mais assimétricos e mais préoximos do cen-
tro da linha quanto menor a densidade. Entretanto, & medida que a densidade
aumenta eles se afastam do centro da linha e a curva torna-se mais simétrica.
Acreditamos esses os maximos sao assimétricos devido a assimetria do perfil de
absorcao.

Para garantir um maior ntimero de fétons participem da caminhada aleatoéria,
a trasmissao da luz difusa serd analisada na regiao de absorcao total do laser,
mais precisamente para 6 = 0. Nesse ponto, o nivel de transmissao difusa tem
uma amplitude minima A,,;,, que diminui com o aumento da densidade do vapor
atomico.

A Fig. 5.9 mostra as curvas de transmissao difusa em fungao da dessintoniza-
¢ao do laser. Como podemos observar, nessas curvas ocorre uma diminuicao da
amplitude minima da transmisao difusa em func¢ao do aumento da temperatura
do reservatorio (densidade atomica). Além disso, para todas as temperaturas do
reservatorio, na ressonancia as densidades atomicas obtidas sao altas o suficiente
para que o feixe laser seja totalmente absorvido na célula, ou seja, para todos os
espectro de transmissao difusa temos absorcao total do feixe laser em ¢ = 0.

A medida que aumentamos a densidade atomica, o sinal perto da ressonancia
diminui. Para temperaturas abaixo de 7' = 80°C, a poténcia do laser P = 100uW
é suficiente para que o sinal perto da ressonancia nao seja muito proximo de zero.
Entretanto, a partir de T" = 80°C, fez-se necessario o aumento da poténcia do
laser, devido o sinal perto da ressonéncia ficar muito pequeno.

O aumento da poténcia do laser implica aumentarmos a transmissao coerente
(saturacao) e difusa. Assim, para garantir um bom sinal no centro da linha para
todas as demais temperaturas foi suficiente multiplicarmos a poténcia do laser por
um fator 3, de forma que, todas as temperaturas a partir de T" = 80° passaram a
ser sondadas com a poténcia do laser P = 300uW.

Dessa forma, as curvas de transmissao difusa de Fig. 5.9, a partir da medida
para a temperatura 7' = 80°, foram normalizadas dividindo a amplitude da trans-
missao difusa por fator 3, que corresponde ao aumento dado na poténcia do laser
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de P = 100uW para P = 300uWW. Isso é possivel devido a reposta linear da
transmissao difusa com a variacao da poténcia do laser.

5.3.4 Curvas de Trasmissao Difusa para © = 25°

Similarmente, como nas medidas com o angulo menor, medimos a amplitude mi-
nima A,,;, para as curvas de transmissao difusa em funcao do aumento da densi-
dade atomica, o qual é caracterizada pelo aumento da temperatura do reservatorio.

Nesse conjunto de medidas para © = 25°, na Fig. 5.10 observamos em 6 =0 o
mesmo comportamento das curvas transmissao difusa mostrado na Fig. 5.9 quando
aumentamos a temperatura do reservatorio (densidade), evidenciando, assim, que
a transmissao difusa é isotrépica e independe do angulo que coleta os dados obtidos
na medida.
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Figura 5.10: Curvas de fluorescéncia do feixe laser em funcao da dessintonizagao
para medidas com o angulo maior (O = 25°).
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5.4 Resultados Experimentais para a Transmissao
Difusa em Funcao da Opacidade

Nesta seccao, sao apresentados os resultados experimentais que evidenciam o ca-
racter superdifusivo do movimento fotonico no vapor atomico, para densidade do
vapor atomico com RCF, o qual é caracterizado pelo perfil espectral Voigt.

O parametro de Lévy « foi medido através da lei de Ohm modificada (Eq.
2.66). Para essa equacao, os valores de T estao relacionados a amplitude minima
de transmissao difusa, ou seja, os valores que originam o eixo da ordenada T sao os
resultados obtidos experimentalmente na Fig. 5.9 para as medidas com o angulo
© = 15°, e na Fig. 5.10 para as medidas com o angulo © = 25°.

Por sua vez, os valores de opacidade r que originam o eixo das abscissas foram
obtidos da Eq. 2.67, através dos diferentes valores de densidades determinados a
partir das curvas de transmissao do feixe laser, como mostra as Fig. 5.7 para as
medidas com o angulo © = 15°, e Fig. 5.8 para as medidas com o angulo © = 25°.

A Fig. 5.11, mostra a evolucao das curvas de trasmissao da luz difusa em fun-
cao da dessintonizacao ¢ do laser para diferentes valores de opacidade do vapor
atomico. Para de determinar o parametro o de Lévy, usamos amplitude de trans-
missdo difusa para § = 0 (amplitude minima). Nessa situagio, além de garantir
que um maior nimero de foétons participem da caminhada aleatoria, esse valor es-
colhido tem objetivo de simplificar o problema, pois a frequéncia da luz incidente
no meio atoémico esta préoxima da ressonancia. Portanto, por estar numa regiao
com absorcao total do laser, garantimos nesta dessintonizagao que a penetragao
do laser [; € bem menor que o tamanho da célula L.

A escolha dessa dessintonizagao (0 = 0) ndo poderia ser diferente, pois quando
o laser se aproxima da ressonancia, o maximo de transmissao difusa associado
a penetracao do laser sugere que o processo de absorcao e emissao dos fotons
(espalhamento) se inicie logo no final da célula. Esse maximo estd associado a
pequena distancia que os foétons percorrem antes de deixarem o vapor e serem
detectados. Portanto, a dessintonizacao que fornece esse maximo é a pior escolha.

Entretanto, quando a dessintonizacao 6 — 0, o coeficiente de absorcao aumenta
e ocorre a diminuicao da amplitude de transmissao difusa. Isso sugere que o
ponto onde inicia o espalhamento agora se aproxima da entrada da célula, pois
mais atomos sao excitados prevalecendo os dtomos que estao logo no inicio célula
e, portanto, aumentando a distancia percorrida dentro da célula até a deteccao.
Qualquer dessintonizacao nesse intervalo até 6 = 0 nao serve, pois nao contempla
o espalhamento por todo o comprimento da célula. Isso impossibilita o calculo da
opacidade por meio da Eq. 2.67.

A profundidade de penetracao maxima do laser [; ~ 10 mm para r = 8 é
muito menor do que o comprimento da célula. Essa situacao é escolhida para
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Figura 5.11: Evolucao das curvas de transmissao difusa em fungao da dessinto-
niza¢do para medidas com o angulo menor (© = 15°). A amplitude minima de
transmissao difusa diminui segundo a lei de Ohm modificada para diferentes valo-
res de opacidade.

termos um minimo de transmissao difusa, a qual assegura que os fétons tenham
que percorrer o comprimento da célula antes de serem detectados. Além disso,
essa dessintonizacao garante que o tamanho méximo do passo seja equivalente ao
tamanho da célula.

Portanto, com os resultados obtidos para a transmissao difusa em 6 = 0 em
diferentes valores de opacidade ao longo do perfil de absorcao, através da Eq. 2.66
plotamos um grafico de amplitude minima de luz difusa em funcao da opacidade,
onde por meio de um fit tedrico dos resultados experimentais inferimos o valor de
Q.

5.4.1 Resultados experimentais para © = 15° e © = 25°

Nesta secao, apresentamos os resultados do valor medido para parametro o de
Lévy no vapor atomico de 133C's com perfil de absor¢ao Voigt. Para obtermos o
valor de a experimentalmente, plotamos o grafico da amplitude da luz difusa em
fungdo da opacidade para os dois conjuntos de medidas (© = 15° e © = 25°), e
através de um fit teorico inferimos o valor experimental do parametro o de Lévy
para o perfil Voigt em fun¢ao do tamanho do sistema (Opacidade) como mostra
as Fig. 5.12 e 5.13.

Como vimos, o parametro o = 0.5 foi obtido teoricamente em [36] para meios
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Figura 5.12: Transmissao difusa em fungao da opacidade para (© = 15°). Regime
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infinitos. Na prética, nao temos um meio infinito, mas os resultados experimentais
contemplam os VLT em [17], que em nosso trabalho permitiu medirmos a varia¢ao
no parametro o em funcao do tamanho do sistema e, dessa forma, entender o efeito
de truncagem no espalhamentos dos fétons no vapor atémico em questao.

Nossos resultados experimentais mostram para transmissao difusa em fun¢ao da
opacidade, que o perfil de Voigt do vapor atomico é determinado por dois regimes
diferentes; o regime Doppler (curvas preta) e o regime Lorentz (curva azul).

A presenca desses dois regimes diferentes; Doppler e Lorentz é verificada em
fungao do tamanho do sistema (opacidade do vapor), ou seja, a difusdo dos fotons
é caracterizada segundo uma truncagem no tamanho do sistema (amostra), que é

representado pela opacidade do meio. Essa truncagem no tamanho da amostra ¢
um VLT, que modifica as caracteristicas do transporte.

Essas caracteristicas do transporte sao dadas pela distribuicao do tamanho dos
passos no vapor, que é representada pelo parametro a de Lévy e, por sua vez,
depende do tamanho do sistema. A dependéncia do parametro o com o tamanho
do sistema acontece porque uma truncagem no sistema (VLT) limita o tamanho
do passo e, portanto, os passos maiores que o tamanho do sistema truncado nao
realizam uma caminhada aleatéria no vapor, isto é, o tamanho maximo do passo no
vapor atomico corresponde ao tamanho da amostra representada pela opacidade
do meio.

Nossos resultados, mostram que a distribuicao do tamanho dos passos esta
relacionada com a opacidade do meio (densidade do vapor), onde para baixas opa-
cidade observamos uma caracteristica Doppler da distribuicao dos passos, e para
altas opacidades do meio uma distribuicao dos passos que corresponde ao regime
Lorentziano. Além disso, para r. = 103, temos uma opacidade critica que corres-
ponde ao crossover de transicao do regime Doppler para o regime Lorentziano.

Para baixas opacidades (densidades), mesmo a distribui¢do do tamanho dos
passos sendo caracterizada pelos voos de Lévy em toda a amostra, essa distri-
buicao abrange apenas passos de pequeno tamanho quando comparados com o
tamanho do sistema, que estao determinados em torno do centro da linha, ou seja,
somente os fétons emitidos na regiao em torno de ¢ = 0, no niicleo Doppler, par-
ticipam da caminhada aleatoria. Isso acontece porque fotons que sao emitidos em
grande dessintonizac¢ao, nas asas lorentzianas, dao passos maior que o tamanho do
sistema (célula de tamanho L = 3.0 c¢m) e, portanto, nao participam da caminhada
aleatoria.

Entretanto, para altas opacidades (densidades), & medida que me afasto da
ressonancia, a distribuicao do tamanho dos passos aumenta, passando a abranger
passos cada vez maiores que sao emitidos em grande dessintonizagao, e com o
tamanho méximo determindado pelo tamanho do sistema (célula de tamanho L =
3.0 cm). Assim, em grande dessintonizagdo, nas asas do perfil Lorentz, os fotons
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emitidos nessa regiao realizam passos da mesma magnitude do sistema (célula de
tamanho L = 3.0 cm), os quais sdo reabsorvidos pelo vapor e agora participam da
caminhada aleatoria dominando o transporte, com uma distribuicao do tamanho
dos passos caracterizada pelo perfil Lorentz.

Embora nosso vapor nio seja infinito como em [36], a distribui¢ao do tamanho
dos passos para altas opacidades do vapor nos forneceu um parametro o = 0.5 para
o perfil Voigt em grande dessintonizacao, em concordancia com o perfil Lorentz.

Nossas previsoes teoricas (Fig. 3.9) explicam, por exemplo, porque para baixa
opacidade medimos o = 1.2 e nao a = 1.0, como previsto por Pereira at al
[36]. Isso acontece devido termos um perfil de Voigt, que é a convolucao do perfil
Doppler e Lorentz, ou seja, nao estamos medindo um parametro o para um perfil
puramente Doppler no regime assintético.

Além disso, em relacao a transicao de regime Doppler para Lorentz, essa é
determinada a partir do parametro de Voigt. Para nosso vapor, com um parametro
de Voigt a = 1072, essa transicdo acontece para a opacidade critica 7. = 103, em
concordancia com as previsoes teoricas (Fig. 3.9).

Assim, como podemos observar na Fig. 3.9, a transi¢ao do regime Doppler para
o regime Lorentz acontece mais rapido quanto maior for o parametro de Voigt. Por
exemplo, para a = 107!, essa transicao acontece em torno de r, = 10 e passa a
ser bem definida a apartir de » = 103. Para nosso caso, a = 1072, a transicao do
regime Doppler para o regime Lorentz acontece em torno de r, = 103 e passa a ser
bem definida a partir de r = 10%.

5.5 Medidas para célula menor L = 1.0mm

As medidas realidadas nesse trabalho foram feitas considerando uma célula com
comprimento L = 3.0 cm. Dessa forma, com o intento de evidenciar o mesmo
resultado para a dependéncia de o com a opacidade do meio r na superdifusao
dos fotons no vapor atomico, fizemos medidas para uma célula de tamanho menor
com comprimento L = 1.0 mm.

A Fig. 5.14 mostra os resultados experimentais do parametro a em funcao da
opacidade r relacionados a célula menor de comprimento L = 1.0mm. Para esta
célula, como mostram os resultados experimentais, obtemos um parametro a =
0.98 4+ 0.01, que esta em concordancia com o regime Doppler no limite assintdtico
como mostrado por [36].

Assim, devido sua pequena espessura e tamanho em relacao a célula de compri-
mento L = 3.0 cm, para altas temperaturas do reservatorio (T > 130°C' na janela)
surge o risco de comprometimento da mesma. Logo, devido o limite da tempe-
ratura imposto pelo sistema, nao foi possivel atingir valores de opacidade muito
acima da opacidade critica 7, = 10® obtida para célula maior de comprimento
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Figura 5.14: Transmissao difusa em funcao da opacidade para uma célula de com-
primento L = 1,0 mm. Regime Doppler (reta preta) com a = 0.98 + 0.01 em
concordancia com a = 1.0 no limite assintotico.
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L = 3.0 cm.

A célula em questao é 30 vezes menor que a célula de comprimento L = 3.0
cm. Portanto, em razao de terem comprimentos diferentes, um determinado valor
densidade resulta em opacidades diferentes em ambas as células. Entretanto, nao
temos o mesmo intervalo de densidade para as células. Além disso, ao aquecemos
a célula nao temos um bom controle da densidade envolvida, pois simplesmente
aquecemos, e quando a temperatura do reservatorio estabiliza em conjunto com
a temperatura da janela medimos a densidade por meio da lei e Beer-Lambert.
Portanto, como nao foi possivel obter o mesmo intervalo de densidade para ambas
as células, devemos entender a transicao de regime Doppler para Lorentz por meio
do parametro de Voigt.

Nossas previsoes tedricas mostram como a transicao do regime Doppler para
o regime Lorentz acontece em func¢ao parametro de Voigt a = % Essa transicao
acontece mais rapido quanto maior for esse parametro, o qual cresce com o valor
da densidade.

Para esta célula, em razao das densidades envolvidas serem bem maiores que
na célula de comprimento L = 3.0 cm, o parametro de Voigt aumenta considera-
velmente e, portanto, esperamos que a transicao Doppler para Lorentz aconteca
para valores de opacidade inferiores r. = 10 obtido para a célula maior. Contudo,
isso nao acontece.

Com o intuito de verificar onde ocorre essa transi¢ao, fizemos medidas para
o parametro de Voigt ao longo do vapor, o qual varia de a = 1.8 x 1072 até
a = 5.9x1072, se aproximando de a = 10~! para as mais altas densidades do vapor,
que ocorre em torno de r = 103. Na célula maior, o parametro de Voigt também
aumenta com o aumento da densidade, mas o valor mais proximo de a = 107!
passa a ocorrer para densidades bem acima do valor da transicao r, = 103.

Um possivel explicacao para isso é dada por nossas previsoes teédricas. Por
exemplo, a Fig. 3.9(b), mostra que para ¢ = 107! nao existe um platé6 bem
definido para o = 1 igualmente como temos para o parametro de Voigt a = 1072
Esse resultado leva a cré que nao existe uma transicao de regime Doppler para
Lorentz tao bem defina para a = 107!, igualmente temos para a = 1072. Esse é
um questionamento que analizado sistematicamente pode vir a ser uma possivel
explicacao para a transicao de regime. Nesse sentido, nao temos uma transicao
tao bem definida o quanto foi verificado para a célula maior.

Portanto, o regime de transicdo Doppler para Lorentz, embora diferente para
ambas as células, apresentam evidéncias em relagao a sua explicagao, que, a prin-
cipio, é dada pelo parametro de Voigt a. Contudo, essas evidéncias nao foram
confirmadas, e para entendermos como ocorre essa transicao de regime, devemos
fazer novos estudos de maneira mais sistematica.
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Capitulo 6

Conclusao

Os perfis de absorcao de vapor alcalino sao perfis de Voigt, a convolucao de perfis
Doppler e Lorentz [47, 163]. Para um vapor infinito com perfil de absor¢ao Voigt
foi mostrado teoricamente em [36] que o espalhamento dos fotons é do tipo voo de
Lévy e tem parametro a = 0.5, o qual esté associado a grandes passos dados pelos
fotons em grande dessintonia, nas asas do perfil Lorentz, dominando o transporte.

Em nosso experimento, em virtude das altas temperaturas envolvidas para
vapor atomico de ¥3C's, quando a radiagao incidente no vapor (laser) esté resso-
nante com a linha Dy do Cs, os fé6tons no vapor atomico ressonante sofrem mul-
tiplos processos de espalhamentos (aprisionamento de radia¢do incoerente) antes
de, eventualmente, escapar para o exterior da célula.

Esses multiplos eventos de reabsorcao e reemissao espontanea sao caracteri-
zados por longos passos dados pelos fotons antes de deixar o vapor, e suficientes
para a ocorréncia da RCF dos fotons da radiacdo incidente (quando a frequéncia
do foton emitido independe da frequéncia do féton previamente absorvido), o que
torna a amostra do vapor atomico de 133C's utilizada caracterizada por um perfil
de emissao Voigt.

Esse perfil de emissao do vapor é determinado por dois cenarios diferente, o
cenario Ry (auséncia de colisGes entre os atomos), e o cenario Ry (presenca
colisdes entre os atomos). Esses cenarios, caracterizados por uma RPF, tém uma
RCF atingida depois de alguns eventos de espalhamento [64, 63|, e explicam o
comportamento dos fétons emitidos em regioes distintas do nosso vapor.

Para o cenario R;;, no referencial do atomo, existe uma correlacao entre a
frequéncia absorvida e emitida. Contudo, no referencial do laboratorio, a emissao
dos fotons é caracterizada por um perfil Doppler em torno de 6 = 0. Quando as
densidades envolvidas fornecem I'c =~ I'y, devido a presenca de colisoes frequentes
entre os atomos (7¢ & 7), no referencial do atomo, a correlacdo entre as frequéncias
absorvidas e emitidas é perdida e, portanto, ocorre uma transicao para o cénario
Ry com a frequéncia de emissao sendo redistribuida em um perfil Lorentz e, no
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referencial do laboratoério, redistribuida por alargamento Doppler. Essa quebra de
correlacao entre a frequéncia do foton absorvido e emitido fora da ressonancia, nas
asas lorentzianas, é caracterizada por uma RCF atingida rapidamente, e 0 nosso
perfil de redistribuicao das frequéncias é totalmente independente da frequéncia
de absorcao.

Por exemplo, para um alargamento colisional maior que a largura Doppler
(I'c > I'p), temos RCF em cada evento de espalhamento, e para um alargamento
colisional maior que a largura natural (I'c > I'y), atingimos o cénario R;;; com
RCF atribuida as colisoes frequentes entre os atomos. Em nosso experimento,
por exemplo, com uma largura lorentziana I' = 5 MHz e um alargamento Doppler
I'p = 300 MHz atingimos o regime de RCF para multiplos eventos de espalhamento
com perfil de emissao Voigt.

Como vimos em [36], o perfil espectral de absor¢ao Voigt para um vapor infi-
nito tem uma distribuicao assintotica do tamanho dos passos dominada pelas asas
lorentzianas, com parametro a = 0.5 em concordancia com o perfil Lorentz. Entre-
tanto, na pratica, uma amostra nao é infinita como podemos supor teoricamente.

Assim, nesse trabalho, medimos a dependéncia do parametro o de Lévy em
func¢ao do tamanho do sistema (célula de comprimento L = 3.0 ¢cm) para os fotons
espalhados pelo vapor atomico ressonante de #3C's, com RCF e caracterizado pelo
perfil de absorcao Voigt.

Por sua vez, a distribuicao do tamanho dos passos para o perfil de absorcao do
vapor (perfil Voigt) estd relacionada ao coeficiente de absor¢ao. Por exemplo, os
fotons emitidos na regiao caracterizada pelo niicleo Doppler tém uma probabilidade
pequena de fazerem passos de grande tamanho (comparaveis com o tamanho da
célula L = 3.0 cm), pois essa regiao tem um coeficiente da absor¢ao maior quando
comparado com fétons emitidos em grande dessintonizacao, nas asas lorentzianas,
que diminui bastante, favorecendo passos maiores.

Os resultados experimentais para nosso sistema finito sugerem uma truncagem
na distribui¢do do tamanho dos passos no vapor atomico, um VLT [17]. A trun-
cagem, por sua vez, seleciona o regiao espectral do perfil de emissao Voigt que
contribui para processo de difusao.

Os resultados da (Fig.5.12 e 5.13) mostram, para efeitos de truncagem no
tamanho do sistema, uma mudanca no parametro a de Lévy para o vapor com
perfil Voigt em funcao do tamanho de sistema, em particular, observamos para a
transmissao da luz difusa T em funcio da opacidade r» um crossover em r, = 103
do transporte fotonico, que divide o perfil de absor¢ao do Vapor (perfil Voigt) em
dois regimes distindos.

O regime do ntucleo do perfil, caracterizado pelo perfil Doppler com o« = 1.2 &+
0.2 para r < 7., e 0 regime em grande dessintonia (nas asas do perfil) regido
pelo perfil Lorentz com o = 0.5 4+ 0.04 para r > r.. A observacao do crossover
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entre os regimes Doppler e Lorentz foi possivel devido a diferentes parametros
experimentais relativos a trabalhos anteriores semelhantes em voos de Lévy em
vapor atomico [17].

Os perfis espectrais Voigt encontram-se localizados entre os perfis Doppler e
Lorentz, e a transicao entre esses dois regimes é determinada pelo parametro de
Voigt a. Essa transicao de caradter Doppler para Lorentz acontece mais rapido
quanto maior for o parametro de Voigt a. Mesmo para o parametro a = 1073,
para o qual a distribuicao do tamanho dos passos dados pelos fétons no centro
de linha é muito semelhante ao perfil Doppler, os foténs das asas manifestam
um comportamento tipicamente lorentziano, revelando um peso significativo na
distribuicao.

A Fig. 3.9, mostra que essa transicao de cardter Doppler para Lorentz se faz
gradualmente. Em nosso vapor, com um parametro de Voigt a = 1072, essa tran-
sicdo acontece em 7, = 103, que mostra a distribuicdo do tamanho dos passos dos
fotons no vapor atdmico, transitando entre um comportamento muito semelhante
ao da funcao com distribuigao espectral Doppler para um regime assintoticamente
lorentziano.

Assim, o efeito de truncagem no tamanho do sistema mostra como a dessintonia
dos fotons influencia na caminhada aleatéria (sdo espalhados). Para valores de
opacidade abaixo de r. = 103, existem os longos saltos dados pelos fotons, mas
somente participam da caminhada, os fétons emitidos em pequena dessintonia (no
nicleo Doppler), pois em grande dessintonia, nas asas do perfil Lorentz, os fotons
dao longos saltos que sao maiores que o comprimento da amostra.

Entretanto, para uma amostra de opacidade maior que 7, = 103, os fotons
emitidos em grande dessintonia (nas asas lorentzianas) participam da caminhada
aleatoria (sdo espalhados pelo vapor), pois seus passos sdo menores ou da mesma
magnitude do tamanho do sistema e dominam o transporte.

Em nossos resultados (ver Fig.5.12 e 5.13), temos o regime Doppler para baixas
opacidades do vapor. Nessa regiao ['c ¢ pequeno e praticamente nao temos colisoes
interatomicas. Além disso, o tempo de colisdo 7¢ é maior que o tempo de vida
do estado excitado 7, o que caracteriza um espalhamento eléstico dos fétons no
referencial do atomo dado pelo cenario Ry, |63, 164|. Em contrapartida, nossos
resultados mostram que para r > r., temos o regime lorentziano. Em torno da
opacidade critica, as densidades ainda sao caracterizadas I'c < I' e, portanto, nao
atingimos o cenario R;;; onde as colisoes sao frequentes com RCFE atingida uma
rapidamente.

Entretanto, embora nao atingido o cenario Rj;;, as poucas colisdes existentes
levam a frequéncia emitida para as asas da lorentziana. Portanto, nosso perfil é
caracterizado pelo cenario R;; (que embora descreva os voos de Lévy assintotica-
mente, nao representa por completo o carater superdifusivo dos f6tons num vapor
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Parametro (a)

Valor medido

Valor Esperado

Perfil Doppler 1.2+0.2 1.0
Perfil Lorentz 0.50 £ 0.04 0.5
Perfil Voigt 0.50 £ 0.04 0.5

Figura 6.1: Resultados experimentais do parametro « obtidos para os diferentes
perfis: Doppler, Lorentz e Voigt.

atomico), mas em virtude do alargamento colisional ser menor que o alargamento
natural, nao chega a ser representado pelo cenario R;;r, nas asas lorentzinas.

Esse trabalho mostra, essencialmente, que o perfil de absorcao de vapor ¢ um
perfil Voigt, e como mostrado em [36], apresenta uma distribui¢do do tamanho dos
passos dados pelos fotons no vapor atémico do tipo voos de Lévy, onde medimos o
parametro a = 0.50£0.04, no regime de RCF, em concordancia com a distribuigcao
do tamanho dos passos para o perfil Lorentz.

O mesmo valor o = 0.5 + 0.04 para os perfis Voigt e Lorentz estd associado
a grandes passos dados pelos fotons em grande dessintonia, nas asas do perfil
Lorentz, que dominam o transporte. Em outras palavras, como o perfil Lorentz e
Voigt compartilham das mesmas asas, (tem o mesmo comportamento em grande
dessintonia), apesar dos longos saltos emitidos em grande dessintonia serem em
pequeno nimero comparado ao total de passo, sao eles que regem a estatistica do
sistema e dominam o transporte, evidenciando, portanto, o mesmo resultado para
0 parametro a.

A tabela 6.1 mostra os resultados experimentais do parametro a em concor-
dancia com os valores esperados teoricamente e, dentro da faixa de erro do ex-
perimento, caracterizando, assim, a difusao de fétons aprisionados radiativamente
num vapor atdémico ressonante como sendo um processo superdifusivo dependente
do tamanho da amostra.
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Esses resultados caracterizam o espalhamentos dos fotons do tipo voos de Lévy
em um vapor atomico de 33C's, onde parametro o foi medido experimentalmente
para o perfil Voigt em fung¢do do tamanho do sistema (opacidade do vapor). Esses
resultados estdo em concordancia com o resultado teorico em [36] dentro da faixa
de erro do experimento, e acreditamos que esse trabalho possa contribuir para a
compreensao dos efeitos dos tamanho de sistemas em superdifusao dos fétons em
vapor atémicos.
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Apéndice A

Solucao das Equacoes de Bloch sem
Amortecimento Devido & Emissao
Espontanea

A.1 Descricao da Funcao de Onda

A.1.1 Bases

Equagao de Schrodinger dependente do tempo:

d¥(r,t)

h——"" = HU(r t Al
solucao estacionaria
-Hatam@n(,r) - Enq)n<r) (A2)
com
—iF,
(A.3)

U(r,t)=e h @,(r)

considerando um sistema de 2 niveis |U;) e |Us) com seus respectivos autova-
lores de energia F; e E,. A diferenca de energia é entao relacionada a frequéncia
de transigao wq/2m

E2 - E1 - th (A4)
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O atomo interage com um campo eletromagnético externo, sendo H;,; o Ha-
miltoniano de interacao. O Hamiltoniano total é entao:

I:[ = Hatom + Hint (A5)

A solucao da equacao de Shrodinger A.1 pode ser escrita como a combinagao
linear dos autovetores da base {|¥,,)}

U(r,t) = Oy (8) T, (1, 1) + Ca(t)Ua(r, t) (A.6)

com |C1]* 4+ |Cs* = 1. Inserindo a equagao A.1 na A.6 obtemos as seguintes
equacoes para os coeficientes C e Cy

id(“:llt(t) = Cy(t)Myy + Co(t) Mige ™" (A7)
Z,dC;t(t) = C(t) Ma1e™°" + Cy(t) My (A.8)

onde M,,, sao os elementos de transicao da matriz

A.1.2 Elementos da Matriz Dipolo

Os elementos de transicao da matriz M,,, sao dados por
hM = / O Hipy®pdV = (| Hiy| D), (A.9)

na aproximagao de dipolo-elétrico.

H,,; = —i - E = pEq cos(wt) (A.10)

onde fi é o vetor momento de dipolo elétrico total. Por simetria, temos

My = Myy = 0 (A.11)
e
My, = M7, = %eEoru cos(wt) (A.12)
onde
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rip / BrrdydV = (B [r|Ds) (A.13)

é o elemento da matriz dipolo. Assim, definiremos a frequéncia de Rabi wrq;
como

1
WRabi — ﬁeEOTIQ (A14)

A.1.3 Oscilacoes de Rabi

Usando esses elementos da matriz, as equacgoes acima A.7 e A.8 agora podem ser
escritas como [52]:

id%t(t) = Cy(t)wRap; cos(wt)e ™™ot (A.15)
idcst(t) = C1(t)whap cos(wt)e™! (A.16)

os termos dependentes do tempo cos(wt)e ™! podem ser reescritos usando

cos(wt) = 3(e™ + e~™") como

cos(wt)e ™0t = 5(6_’(w+“0)t + e iwmwolty (A.17)

onde |w — wy| < w. Dessa forma, podemos desprezar os termos de oscilagao
rapida w + wy. A evolucdo seré regido pelos termos de oscilagao lenta. FEsta

aproximacao é chamada de Onda Giratoria [52| Rotating Wave Approzimation
(RWA).

dC (t) 1

= 202(t)wRabi§e_i(w_w0)t (A.18)
dCy(t -
L 6 e (A-19)

para a dessintonizacao zero, onde w = wy encontra-se entao as bem conhecidas
oscilacoes de Rabi entre o estado fundamental e excitado do sistema de dois niveis
acionado. Com as condigoes iniciais |[C1]? = 1 e |Cy]*> = 0, temos
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|C1|? = COSQ(w};abi t) (A.20)

0,2 = sinZ(wga’”t) (A.21)

As equagoes A.7 e A.8 fornecem uma descri¢cao exata do estado de um atomo
de dois niveis (sem decaimento espontaneo) interagindo com um campo elétrico
oscilante. Portanto, para solucao geral, sao interessante nao os coeficientes simples
C;, mas as probabilidades |C?|.

A.1.4 Solugao das Equagoes de Bloch sem Amortecimento
Devido 4 Emissao Espontanea

Uma vez conhecidas as oscilacoes de Rabi, as equacoes de movimento para a matriz
de densidade sao obtidas através das equacoes de movimento dos coeficientes da
equagao C; e Cy (Egs. A.20 e A.21), onde py1 = |C1|?, paz = |Cs)?, pr2 = C1C5 e
pa1 = C2CF

Assim, com o produto desses coeficientes C e Cy, podemos formar equacoes
para a matriz de densidade do atomo, que tomam a forma das Eqgs. 1.15 e 1.16.
Essas equagoes estao relacionadas segundo as Eqs. 1.20 e 1.21, onde os elementos
de matriz obtidos pela Eq. 1.14, sendo V' = M,,,.

d d ‘ |
e co8 (W) [Qpapi€ " pr2 — Qravie ™" p21] (A.22)
dt dt

—d —d 2 ) —iw
522 - cpiil = IWhap cOS(Wi)e Ot(Pll — p22) (A.23)

aplicando a aproximagao de onda rotativa: (|0] = |w — wy| < wo)

—d _d 1 * 1(wo—w 1 Cilwo—w
5;2 [ 5;1 — —§ZQRabi6 (wo )tplz + §ZQRabie (wo )tp21] (A24)

d dps, 1. o
% = % = §ZwRabi€ (o )t(,011 — pa2) (A.25)

Resolvemos o sistema de equacoes através da substituicao
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pll(t) = 0'116/\t (A26)
pgg(t) = 0226)\t (A27)
plg(t) = 0.126—i(w0—w)t (A28)
P21 (t) = Uzleii(w()iw)t (A29)
0 que leva a seguinte equacao:
—A 0 %iw}}abi — %iw Rabi o11
0 —A —%iw}%abi %inabi a2 |
SiWRabi  —3WRab 1wy — w) — A 0 021
— 2 iWha 3 1Whabi 0 —i(wo —w) — A 092
(A.30)
e a seguinte equacao de autovalores
/\2[)\2 + (wg — w)2 + |QRabi‘2] =0 (A31)
resolvendo a equacao temos as seguintes solugoes para A
A =X =0 (A.32)
A3 = 1§2 (A.33)
Ay = —if) (A.34)
Dessa forma , temos €2 dado por
Q= /[(wo — )2 + [Qranil?] (A.35)
para w = wy, temos
0= QRabi (A36)
A solucao Geral é entao
Pij = pilj + P?jemt + Pglje_mt (A.37)

Para as condigoes iniciais especiais:
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p11(0) =1 (A.38)

paz =0 (A.39)
p12 = p21 =0 (A.40)
obtemos
|QRabi|2 . 9 Ot
pa(t) = 02 sin (7) (A.41)
2
_ —i(wo—wt) |QRabi| . % . o . g . &
pra(t) = e 02 sin( 5 )[—(wo — w) sin( 5 ) + iw cos( 5 )] (A.42)

Assim, na frequéncia ressonante w = wy, as solucoes simplificam-se para

o, 1
p2a(t) = SIHQ(EQRabit) (A.43)
Q abi 2 . 1 1
plg(t) = | 1;226 | Sln(égRabit) COS(EQRabit)] (A44)
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Apéndice B

Distribuicao de Velocidades de
Maxwell-Boltzmann

O fisico escocés James Clerk Maxwell desenvolveu sua teoria cinética dos gases em
1859. Maxwell determinou a distribuicao de velocidades entre as moléculas de um
gas, que foram posteriormente generalizada em 1871 pelo fisico alemao, Ludwig
Boltzmann, para expressar a distribuicao de energias entre as moléculas.

B.1 Gas Classico

A descrigao da distribuicao de velocidade de Maxwell-Boltzmann é feita utilizando
o formalismo canonico. Assim, consideremos um gés classico de N particulas mo-
noatomicas de massa m, definido pelo hamiltoniano

A=Y TS s ) (B.1)

2m =
1<)

onde V (r) = V(|r; — 7;|) ¢ um potencial entre pares formado por um termo de
repulsdo de curta distancia, ou seja, V (r) — oo parar — 0, e uma parte atrativa
que se anula rapidamente para r — 0o, e mais rapidamente que r~! uma vez que
a origem do potencial é eletrostatica e blindada pelos efeitos de interacao entre as
varias outras cargas presentes. Um exemplo tipico é o potencial de Lennard-Jones

0_12 0_6

VLJ = 46[— - —] (BQ)

ri2 76

) . . 1, ~ .
onde € é o valor minimo do potencial e r = 250 é a separacgao entre as particulas
para o qual esse minimo ocorre.
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Figura B.1: Representacao do potencial de Lennard-Jones V7 ; em funcao r entre
as distancia entre duas particulas. A escala de comprimento ¢ = 0.2 representa a
distancia na qual o potencial intermolecular entre dois 4tomos é zero . A medida
de quao fortemente dois atomos de atraem é dada por ¢ = 0.12, e representa o
valor minimo do poténcial.

O sistema classico no formalismo do ensemble canoénico é descrito assumindo
que um volume V esta em contato com um reservatorio térmico a uma temperatura
T separado por paredes diatérmicas. A funcao de particao candnica do sistema é

dada por
1
Z: —N'th/.../d3rl...d3TN/-../dgpl...dBpNeBH (B3)

sendo a integral sobre as coordenadas espaciais esta limitada ao volume V. A
integracao sobre as coordenadas de momento é similar ao gas ideal, e reduz-se a
um produto de 3N integrais gaussianas ja bastante conhecidas:
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Dessa forma

1 2’/me
2

=™ G

@n (B.5)

onde
QN:/V.“/“/d;%Tl_“d:nge5Z¢<J’V(FiFj|) (BG)

B.1.1 Gas Ideal Classico

A grande dificuldade no tratamento dos gases reais estd justamente no termo Q.
Portanto, vamos explorar o caso mais simples, o gas classico ideal, onde nao ha
interacao entre as particulas e toda a energia ¢ cinética.

O gés cléssico ideal de Maxwell consiste num essamble de moléculas movendo-se
rapido e aleatoriamente, colidindo umas com as outras e nas paredes do contéiner.
Maxwell fez quatro suposicoes para o gés:

O didgmetro das moléculas é muito menor que a distdncia entre elas.

As colisoes entre moléculas conserva a energia.

As posicoes e velocidades das moléculas sao inicialmente aleatdrias.

As moléculas se movem entre colisoes sem interagirem com uma velocidade
constante em linha reta.

Dessa forma o termo Qn = V¥, e a funcdo de particdo para o gés classico ideal
no ensemble candnico é

VN 2mm 3N

Zideal = W( ﬁh2 ) 2 (B7)

Assim, através da aproximagao de Stirling In(N) = NIn(N) — N, a energia
livre de Helmbholtz é,

2rmkgT 2
F(T,V,N) = —kgTIn Z(T,V,N) = —NkgT[1 + 1@%(”}1—23)2}] (B.8)

A partir da energia livre, temos

oF NkgT
p=—(5)rN = ‘f = pV = NkgT (B.9)
_OF B 5 V' 2mmkgT s
§=—(5p)vw = Nkp[5 + In{(—5—)2}] (B.10)

147



oF V' 2mmkgT
o= _(a_N)T,V = _kBTln{N(T)

3
2

} (B.11)

Relacionando as equacgoes B.10 e B.8, temos a conhecida energia do gas classico
ideal

U=F+TS= gNkBT (B.12)

B.1.2 Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Consideremos a probabilidade (canénica) de encontrarmos uma particula do géas
ideal com velocidade entre ¥ e U+ dv independente de sua posicao,

p(V)dPv = 267237}: d*p (B.13)
Zy
onde
3 2mm s
Zy=V [ e d&’p=V( 5 )2 (B.14)

Dessa forma, temos

p(V)dPv = ( Y2e 2 dPp (B.15)
A distribuicao de probabilidade depende apenas do modulo da velocidade. Por-
tanto

(vz) = <Uy> = (v;) =0 (B.16)

Como o espago de velocidades (momentos) é isotropico, integrando em todas
as direcoes temos

m

ap2
5T T)%e 2 Aoty = f(v)dv (B.17)
TTRB

p(¥)d*v = p(v)drv*dv = (

Assim, a distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann para o gas ideal é

m 3 —pp?
2

flv) = 47T(27T]{33T> vie 2w (B.18)

Maximizando f(v), encontramos a velocidade (em moddulo) mais provavel v
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#@M
dv "

2

—muv

0

m 3 —mv? —my?
=4 2[— T 3 4+ Qe kBT | = ()
TGt Ty 20e T

D o4u=0
— V40 =
2kgT
_ 2kgT
v =
m

fazendo y = %, temos
— Y - y
) = r( ) s [ ey
m 3 2]€BT 21
=4 =I'(2
(v) = () (F2) 5T )
como I'(2) =1
8kpT
() =/ (C2)

A velocidade quadratica média calcula-se da mesma forma, assim

<U2>:/0 sz(v)dv:4w(2WZBT)g/o vt e BT dy
m s 2kgT o1 [ s

QWkBT)Q( m )2/0 yzetdy

2rkgT m 2

(v?) = 4 (

(v?) = 4n( [(5/2)

onde I'(5/2) = 3I'(3/2) = 311'(3/2) = 3\/7, dessa forma

_ 3kgT
_m

(v?)

A energia cinética por particula é,
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1  3kpT

= 2 B.2
(o6} = gmiv?) = 22 (B.25)
e, da isotropia de distribui¢ao de velocidades f(¥), temos que,
1 kgT
2 2 2\ _ 2y _ "B
(vp) = (o) = (vz) = g (v7) = — (B.26)
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Apéndice C
Equacao de Difusao Classica

A dinamica do processo difusivo da caminhada aleatéria de uma particula é re-
gida pelo TCL, que pode ser discrita pela equagao de Fokker-Planck (EFP), uma
equacao diferencial parcial que determina a evolucao temporal da distribuicao de
probabilidade da particula. Portanto, apresentaremos a (EFP) e sua dinamica de
difusao normal associada como uma ferramenta na compreensao do movimento
superdifusivo dos fétons no vapor atémico.

A (EFP) é a equagao de difusao mais geral. Portanto, mais uma vez, podemos
partir de uma descri¢ao da difusao em termos de um passeio aleatorio, através de
duas suposigoes: (i) Assumimos agora que o valor médio (z) dos passos do passeio
aleatorio pode ser diferente de zero, que corresponde a um movimento sistematico
das particulas na diregao do sinal do (x), e (ii) assumimos que tanto a média quanto
a variancia pode ser espacialmente dependente, (z) = (z)(z) e () = (¢?)(x), 0
que significa que a distribuicao de incrementos depende da localizacao espacial, ou
seja, ¢ da forma ga, . (Az, x). Essa suposi¢oes nos permite escrever a distribuicao
de probabilidade da particula como

P(z,t) = / P(x — Az, t — At)gaz . (Az,x — Az)dAz. (C.1)

Essa equagao é conhecida como equagio de Chapman-Kolmogorov [165], onde
qaz(Az,x) & a densidade de probabilidade de estar na posi¢do = e dar um passo
Ax no tempo At. Dessa forma, considerando uma caminhada aleatéria unidimen-
sional, z(t) : t > 0 e a relagdo de Chapman-Kolmogorov, temos

P(xy,t1|z3,t3) = /P(xht1’9€2,t2)P($2,t2|$3,t3)d$2, (C.2)

para t; <ty <tse
P(xy,ty) = /P(@,t2’$17t1)P($1,t1)dI1, (C.3)
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onde a Eq. C.3 mosta que distribuicdo de probabilidade P(xz,t5) é propa-
gada no intervalo de tempo t5 — t; > 0 por meio da probabilidade condicional
P(z4,t5]21,t1), chamado de propagador de distribuicdo P(xs,ts).

A Eq. C.2 representa um processo markoviano homogéneo, ou seja, a distribui-
cao de probabilidade do proximo passo depende apenas do estado atual e nao da
sequéncia de eventos de precederam, portanto definindo t3 = 7+t e ty = t, temos

Py (zq]23) = /PT(x3|m2)Pt(x2|x1)dm2, (C.4)

Expandindo P, (z3|x2) em série de Taylor sobre 7 ~ 0 e seguindo o procedi-
mento padrao em [166], temos

Pr(w3)z) = (1 — ag7)d(w3 — 23) + 7W (23, 29) + O(7?), (C.5)

com

to = / W (9, 23)ds, (C.6)

Dessa forma, podemos expressar a Eq. C.5, tal como

P (xq|zs) = /[(1 — aoT)0(x3 — xa) + TW (23, 22)| Py (w2| 21 ) d2, (C.7)

Py (21]s) = / (1= ag(ws) 7 P(zs,21) + 7 / W (2, 22)| Py (22]21 )ds,  (C.8)

onde,
lim Drr(@les) = Bles, o) OFi(ws,a1) (C.9)
T—0 T ot
Finalmente, temos
0P, (x3,x
t<az ) :/W(ib’:s’xz)Pt(xQ\xl)—W(xglmg)Pt(x;g]xl)dxg. (C.10)

Assim, a generalizagdo da caminhada aleatoria unidimensional, z(¢) : ¢ > 0, fica
OP(x,t)

ot
A Eq. C.11 é uma equacao mestre na descricao de uma particula de caminhada
aleatéria no intervalo unidimensional finito, onde x e z' so variaveis continuas e

_ /T(x|x/)P(x/|t) _T( ) P(a|t)de. (C.11)
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/ . o~ . L, . .
T(x|x') representa a taxa de transicao para o caminhante aleatdrio para realizar

um salto da p0s1(;a0 z para z com comprimento |z — z'|. Entao, redefinindo
T(z|2z") = T(z', 20) com zy = 2 — z', reescrevemos a Eq. C.11 como

OP(x,t
(‘(; ) /T(m — xo; x9) P(x — o, t)dxo — P(x,1) / P(x; —x¢)dzy. (C.12)
onde, consideramos T'(x',z9) ~ 0 para |zo| < d e T(z' + Ax;x0) ~ T(', 20)
para |Az| < §, assim como que P(z,t) varia lentamente, que nos permite expandir
o produto no integrando acima da Eq. C.12 na série de Taylor até a segunda
ordem, dando origem a

T(x — xo;x0)P(x — x0,t) = T'(2;20) P(2, 1)
0 1 0° (C.13)

—g[T(x;l’o)P(I ]zo + 5 5 =5 T (w3 20) P, 1)|x5 + O(ap)

substituindo este resultado na Eq. C.12, temos

OP(x,t 0 1 0?
# — /Fdxo—/a:()%Fdxg—l—§/xoa 5 Fdry — (:B,t)/P(x;—:vo)dxo,
(C.14)
onde F' = T(x;x¢)P(z,t) e
a; :/ xiT(x, z0)dxo, (C.15)

sao os momentos da expansao Kramer-Moyal, Eq. C.12. Dessa forma, temos

OP,(z,1t) 0 1 9

- - C.16

2 - - (@) Pl ]+ 5 pslea(@) Pl b)) (C16)
A Eq. C.16 ¢ a chamada (EFP), onde para uma particula em movimento

browniano, temos

_(Az),
ar(z) = N 0, (C.17)
_ {((Ax)%).

e Eq. C.16 se transforma na chamada equacao de difusao classica.
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OP(z,t) 0?
b _ C.19
o D5 P, 1). (C.19)

A Eq. C.19 é a EFP para um processo de difusao normal classico, conhecido
como movimento browniano, obtido pela primeira vez pelo fisico holandés Jan
Ingenhousz em 1985, por Robert Brown, que o estudado através do movimento
erratico de grao de pélen e, por sua vez, Einstein nomeou esse movimento de
browniano, em sua homenagem.

Uma caracteristica importante da difusao normal é que o segundo momento do
associado a distribuicao de probabilidade é proporcional a Dt, onde D representa
o coeficiente de difusao, conforme visto na Eq. C.19. Em outras palavras, a raiz
quadrada média (rms) do desvio ¢ proporcional a raiz quadrada do tempo, o /2.
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Apéndice D

Calculo Teé6rico do Coeficiente de
Absorcao

Nesse apéndice, escrevemos o c6digo em linguagem Python que calcula do coefici-
ente de absor¢ao do vapor atomico K (v) em fungio da frequéncia.

Codico

Iniciando os arrays

Ichil =]
Ir =1

a =]

t1 =]

T =]

Espessura da célula
LL=3e—2

Densidade em m-3.

N = ... A densidade N assume o valor que ajusta a curva de tramissao
tedrica do feixe laser sobre a curva experimental obtida para uma determinada
medida.

Constantes fisicas

e = 8.85¢e — 12 Permissividade elétrica
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c = 299792458  Velocidade da luz
[ =852¢—9 Comprimento de onda
hbar = 6.63e — 34 Contante de Planck normalizada

Calculo da velocidade mais provavel

Temp = 273. + 100. temperatura em Kelvin
u = np.sqrt(2.%1.3806e—23xTemp/(1.66 E—27%132.9)); onde u ¢ a velocidade
mais provavel.

Definicao da distribuicao da velocidade de Maxwell-Boltzmann

def M B(v) :
v é velocidade
returnl./(np.sqrt(np.pi) * u) * np.exp(—v *x v/(u * u))

Defini¢do da largura homogenea (em Hz)

G = 5.234€6

O momento de dipole elétrico m = (J|er|.J') fica

m = 3.8e — 29/np.sqrt(3.)

onde fator sqrt(3) ¢ pelo fato de usarmos polarizagao linear.

A largamento Colisional GC' é uma funcao da densidade N, tal que
GC=9.xle—8xle—6x N

A largura homogénea GT é soma da largura natural com a largura colisional e
fica

GT =G+ GC
print('GC',GC)  fornece o valor de GC

A forca relativa entre as transicoes hiperfinas é dada a partir da tabela 10 de
Daniel Steck em [152].

C45 =1.833
C44 = 0.875
C43 =0.292

Para o célculo da secao de choque ¥ (funcao de Voigt), definimos susceptibili-
dade como:
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def chil(v,z) :

x é frequéncia no referencial do laboratério

delta é a dessintonia no referencial do 4tomo com velocidade v
Escolhemos a transicao 4 — 5 como zero de dessintonizacao, definida por:
deltadb = — v/l — 126e + 6,

delta44 e delta43 sao dessintonizagoes com relagao as transicoes 4 — 4 e 4d — 3,
definidas como:

delta44 = x — v/l 4 251.09¢6 — 126e + 6
delta43 = x — v/l + 452.38¢6 — 126¢e + 6

Para a Ordem 1
A=9./16.% N %« 2% 2. xnp.pi/l % 1./(e0 x hbar x GT),
o fator 9/16 corresponde a fragao dos atomos no estado fundamental F' = 4

adb = Ax C45xm+m* 1./(1. + 4. * deltadb * deltadb/GT * x2)
add = Ax C44d s m*m* x1./(1. + 4. % deltad4d = deltadd /GT * %2)
ad3 = Ax C43 xmxm x x1./(1. + 4. x deltad3 = deltad3/GT x *2)

return 1.*(a45-+ad4+a43)

Para cada frequencia x faremos uma integral em velocidade.

t é a lista contendo os pontos de frequencia usados para os calculos.
Os valores da lista t devem ser adaptados segundo a densidade usada

t = np.arange(—2.5€9,2.5¢9, 1e7)

vt é a lista contendo os valores de velocidade para integragao
vt=np.arange(-1000,1001,0.1)

Integracao de velocidade é feita usando o Método do trapézio. A varredura em
frequéncia fica

forjjint :
a0l =0
rl =0
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print(jj)
Integracao de velocidade

forkkinuvt :

all = (M B(kk) * chil(kk,jj))
rl =71+ (a0l 4+ all)/2%0.1
a0l = all

Escrita de uma lista de coeficiente de absorcao
a.append(rl)

Esse codigo gera a lista a do coeficiente de absorcao, que é utilizada para o
calculo da densidade do vapor. Esse céculo é feito, através do ajuste de curvas
teoricas de transmissao do feixe laser sobre as curvas experimentais geradas para
cada temperatura considerada.

Curvas teoricas de absor¢ao do feixe laser
T[:] = [1. * np.exp(—k % LL) forkina]
Conversao da frequencia em MHz
tMHz[:| = [k/1e6 forkint]

np.savetzt(" Transmissao.dat”, np.ctM Hz, T, delimiter =" ...") salva os
dados em formato .dat

plt.figure(1)  plota uma grafico

plt.plot(tMHz,T) plota o grafico de transmissao do feixe laser em funcéao
da frequéncia.

plt.show()  mostra o gréfico.

Esse curva é plotada no mesmo gréifico da curva experimental obtida, onde o
ajustamos a sobreposicao das curva até atingir a perfeicdo, mediante varicao da
densidade do vapor. Nesse momento é inferida a densidade do vapor.
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