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"A imaginação é mais importante que o conhecimento."
—Albert Einstein



Resumo

O objetivo dessa tese é obter soluções do tipo defeitos em teoria de campos, que são
estruturas localizadas de energia finita. Esses defeitos surgem como soluções das equações
de movimento, podendo ter caráter topológico ou não-topológico. Iniciaremos nossa
discussão com defeitos topológicos em (1+1) dimensões espaço-temporal, que aparecem
em modelos com um ou mais campos escalares. Mostraremos que essas soluções podem
ser obtidas considerando modelos com dinâmica canônica, como também em modelos
generalizados, conhecidos como k-defeitos. Em seguida, estudaremos defeitos topológicos
em (2+1) dimensões, chamado de vórtices. Que aparecem em teorias onde os campos de
calibre estão acoplados um campo complexo. Em ambos cenários introduziremos novos
modelos, que serviram de inspiração para o desenvolvimento dessa tese.

Palavras-chave: defeitos topológicos, soluções topológicas, soluções não-topológicas,
kinks, lumps, vórtices.
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Abstract

The purpose of this thesis is to obtain defect solutions in field theory, which are
localized structures of finite energy. These defects arise as solutions of the equations
of motion, and may have a topological or non-topological features. We will start our
discussion with topological defects in (1+1)-dimensional space-time, which appear in
models with one or more scalar fields. We will show that these solutions can be obtained
considering models with canonical dynamics, as well as generalized models, known as
k-defects. Next, we will study topological defects in (2+1)-dimensional, called vortices.
Which appear in theories where gauge fields are coupled to a complex field. In both
scenarios we will introduce new models, which served as inspiration for the development
of this thesis.

Keywords: topological defects, topological solutions, non-topological solutions, kinks,
lumps, vortices.
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Capítulo 1

Introdução

Defeitos topológicos têm sido estudados há anos por físicos teóricos e matemáticos,
devido a sua grande aplicabilidade em diversos contextos, como, por exemplo, na física
da matéria condensada e na cosmologia [1–8]. Um defeito topológico pode ser entendido
como uma "desordem"no espaço de um sistema. Imaginemos que um sistema possua dois
estados possíveis de mínima energia, onde cada estado é igualmente provável, porém,
correspondem a diferentes configurações. Entre esses estados pode existir uma interface
que não representa nenhuma das duas configurações de menor energia, mas sim uma
transição contínua entre esses dois estados. Essa estrutura que acabamos de descrever
é um exemplo de defeito topológico. Exemplos como esses são muitas vezes chamados
de paredes de domínios, onde cada estado constitui um domínio. Esses domínios podem
ser encontrados em materiais ferromagnéticos, onde cada domínio terá bilhões de dipolos
alinhados. Aparece também no estudo de cristalografia, onde os domínios são chamados
de grãos e entre grãos adjacentes existe uma região chamada de contorno de grãos, que
separa dois ou mais cristais com orientações cristalográficas diferentes. Veja a figura 1.1
um exemplo de parede entre dois domínios.

Parede de domínio

Domínios

Figura 1.1 Exemplo de dois domínios. Entre os domínios existe uma região de transição, a
seta que aponta de sul a norte passa a ter orientação invertida e vice-versa.

Matematicamente, defeitos topológicos surgem como soluções de equações diferenciais
parciais. Essas soluções podem ser obtidas usando teoria clássica de campos. Dependendo
da dimensão, dos campos e das simetrias envolvidas haverá diversos tipos de defeitos
possíveis, podemos citar três bastante conhecidos: kinks, vórtices e monopolos. Em geral,
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CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 2

um defeito topológico está associado a uma quebra de simetria do sistema, entretanto, esta
não é uma condição necessária para que haja um defeito. Dependendo das condições de
contorno do problema, podemos diferenciar dois tipos de soluções distintas: as topológicas
e as não-topológicas.

Para estudar soluções do tipo kink precisamos apenas de um campo escalar em (1+1)
dimensões espaço-temporal. Os kinks surgem como soluções estáticas das equações de
movimento. Em geral, teremos modelos com simetria discreta Z2, apesar de existirem
modelos sem simetria [9]. Kinks podem ser estudados imersos em dimensões superiores,
em três dimensões espaciais estas soluções são chamadas de paredes de domínios. Além
disso, campos escalares podem ser usados para modelos de energia escura [10], que é
uma maneira de explicar as observações do universo em expansão acelerada [11]. Dife-
rentemente de defeitos (soluções estáticas), em modelos de energia escura considera-se
o campo escalar como um fluido isotrópico e homogêneo, ou seja, o campo dependerá
apenas do tempo. Um modelo bastante conhecido é o de quintessência, tais modelos
possuem um termo quadrático para dinâmica do campo e um potencial, onde este po-
tencial proporcionará a expansão acelarada do universo. Porém, até onde sabemos as
interações gravitacionais são atrativas. Uma maneira de se obter essa expansão é modifi-
cando a dinâmica do campo escalar (que não necessariamente precisa de um potencial),
dando origem a modelos de k-inflação e k-essência [12–20]. Inspirados nesses modelos
com dinâmica generalizada, surgiram os k-defeitos [21–23].

Topologicamente, vórtices são estruturas planares, ou seja, consideraremos sistemas
em (2+1) dimensões. Para estudar vórtices, pode-se tomar um campo escalar complexo
acoplado a um campo de calibre abeliano através de uma simetria U(1). Vórtices são
comumente estudados em mecânica dos fluidos, mas também podem ser encontrados no
estudo de supercondutores. A partir da teoria macroscópica da supercondutividade de
Ginzburg-Landau [24], em 1957 Abrikosov mostrou que essa teoria admite soluções do
tipo vórtice [25]. Esses vórtices surgem quando expostos a um campo magnético externo,
onde aparecem pequenas regiões não condutoras, nas quais circula uma pequena corrente
elétrica que transporta o fluxo magnético através do supercondutor. Dez anos depois,
vórtices de Abrikosov foram detectados experimentalmente pela primeira vez em um
trabalho reportado em [26]. Tempos depois, Nielsen e Olesen mostraram que usando o
modelo de Higgs abeliano [27], é possível fazer uma generalização relativística da teoria de
Ginzburg-Landau. Quando imersos em três dimensões espaciais são chamadas de cordas
relativísticas e se estiverem presentes em grande escala no universo, são as denominadas
cordas cósmicas.

Já para os monopolos devemos considerar um tripleto de campos escalares acoplados
a um campo de calibre não abeliano sob uma simetria SU(2) no espaço tridimensional.
Modelos bastante conhecidos de monopolos magnéticos são estudados usando teoria de
Yang-Mills-Higgs [28,29], existe também a possibilidade de apresentarem cargas elétrica e
magnética simultaneamente [30], que são chamados dyons. Entretanto, nessa tese iremos
explorar apenas defeitos em uma e duas dimensões espaciais.

Usaremos teoria clássica de campos na formulação lagrangiana para obter as equações
diferenciais parciais. Para obter a dinâmica dos campos usaremos o principío variacional
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na ação
S =

∫
dD+1xL, (1.1)

onde L é denominada densidade lagrangiana. Geralmente a densidade lagrangiana é
uma função dos dos campos φi e de suas respectivas derivadas ∂µφi, onde ∂µ é a derivada
parcial em relacão a xµ, para µ= 0,1, ...,D, comD sendo o número de dimensões espaciais.
Fazendo variações nos campos e considerando o princípio da ação mínima obtemos as
equações de movimento do sistema

∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)

)
= ∂L
∂φi

. (1.2)

Como a densidade lagrangiana L= L(φi,∂µφi), provavelmente teremos equações diferen-
ciais parciais de segunda ordem. Em unidades naturais, consideramos que a constante
de Planck reduzida e a velocidade da luz no vácuo sejam iguais a um, ou seja, h̄= c= 1.
Nesse caso [xµ] = ε−1, onde ε é a dimensão de energia. Para que a ação seja adimensi-
onal temos que [L] = εD+1, ou seja, a dimensão da densidade lagrangiana dependerá do
número de dimensões espaciais.

Como já mencionamos, defeitos topológicos ocorrem de diversas maneiras em teoria
de campos, em particular, iremos tratar essas estruturas através de campos escalares reais
e campos vetoriais acomplados a campos escalares complexos. Nos capítulos 2 e 3 discu-
tiremos as ferramentas matemáticas necessárias para se obter defeitos em uma dimensão
espacial. No capítulo 2 desenvolveremos o formalismo para um campo escalar real, onde
a equação de movimento será uma equação diferenciail de segunda ordem não linear.
Mostraremos que existe uma classe de equações diferenciais de primeira ordem que, além
de resolver a equação de movimento, nos permite calcular a energia das soluções sem
conhecer sua forma explicita, dependedo apenas de suas condições de contorno. Diferen-
ciaremos soluções topológicas (kinks) e não-topológicas (lumps) a partir da definição de
uma corrente topológica. Em seguida estudaremos a estabilidade linear dessas soluções,
que nos levará a uma equação de autovalores. Em geral as soluções topológicas são es-
táveis sob pequenas pertubações, enquanto as não-topológicas são instáveis. Seguiremos
nossos estudos de campos escalares no capítulo 3, onde generalizaremos o formalismo
para vários campos escalares. As equações serão muito mais complicadas, pois teremos
equações diferenciais acopladas, mas ainda assim é possível obter equações diferenciais
de primeira ordem, como também fazer uma análise sob pequenas flutuações.

Os próximos capítulos serão voltados ao estudo de vórtices, onde iremos estudar teorias
abelianas que suportam tais soluções. Iniciaremos no capítulo 4, onde consideraremos um
campo complexo acoplado a um campo de calibre, cuja dinâmica é dada por um termo de
Maxwell. Aqui, as equações de movimento também serão equações diferenciais de segunda
ordem acopladas. Porém, é possível obter equações diferenciais de primeira ordem que
satisfazem as equações de movimento e ainda minimizam a energia do sistema, desde que
as funções envolvidas no modelo estejam vinculadas de forma apropriada. No capítulo 5
estudaremos modelos onde a dinâmica para o campo de calibre é dada por um termo de
Chern-Simons. Iremos destacar as suas principais características e diferenças do modelo
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estudado no capítulo anterior. Os capítulos 6 e 7 serão dedicados a modelos que possuem
tanto o termo de Maxwell, como também o de Chern-Simons. No capítulo 6 estudaremos
modelos com acoplamento mínimo e mostraremos quais serão as restrições que o modelo
deve ter para se obter equações diferenciais de primeira ordem que sejam compatíveis
com as equações de movimento. Veremos que nesse caso teremos características bastante
distintas dos casos anteriores. Já no capítulo 7 estudaremos modelos com termo de
Maxwell e Chern-Simons com acoplamento não mínimo, mostraremos que para estes
modelos é possível obter duas classes de equações diferenciais de primeira ordem que
minimizam a energia do sistema.

Finalizaremos a tese com algumas conclusões e possíveis perspectivas acerca dos assun-
tos tratados ao longo dos capítulos. Por fim teremos um apêndics onde complementamos
tópicos discutidos ao longo da tese.



Capítulo 2

Formalismo para um Campo Escalar Real

Começaremos nosso estudo com o formalismo mais simples em teoria clássica de cam-
pos, que é o modelo para um campo escalar real. Um campo escalar real é uma função
genérica do espaço e do tempo, onde em cada ponto do espaço-tempo terá um deter-
minado valor. Esse campo é geralmente representado por φ = φ(~x,t), que depende do
número de dimensões espaciais. Nosso objetivo é usar essa ferramenta matemática para
estudar defeitos topológicos que ocorre em diversas dimensões, podemos nos concentrar
inicialmente em uma dimensão espacial. Logo, o campo escalar dependerá apenas da co-
ordenada espacial x e do tempo t, ou seja, φ = φ(x,t). Apesar da aparente simplicidade
do modelo a ser estudado nesse capítulo, a sua aplicação é bastante vasta e será bastante
conveniente para apresentar suas propriedades topológicas.

2.1 Generalidades

Usaremos o formalismo de Lagrange para obter equações que admitem soluções do
tipo defeitos. Para isso consideraremos espaço plano em (1 + 1) dimensões com métrica
de Minkowski ηµν = diag(1,−1). A ação é dada por

S =
∫
d2xL, (2.1)

onde L(φ,∂µφ). Lembrando que a densidade lagrangiana deve ser um escalar de Lorentz,
definimos

X = 1
2∂µφ∂

µφ. (2.2)

Logo, é conveniente escrevermos a densidade lagrangiana como função do campo e de X,
ou seja, L = L(φ,X). O modelo canônico é dado por L = X −V (φ) onde V (φ) é uma
função do campo φ e é denominado potencial. Porém, estudaremos generalizações como,
por exemplo, L= F (X)−V (φ), onde F (X) é em princípio uma função arbitrária de X,
ver referência [21]. Para uma densidade lagrangiana geral na forma L=L(φ,X), fazendo
uma variação com respeito ao campo obtemos a equação de movimento [21–23]

∂µ(LX∂µφ) = Lφ, (2.3)

onde Lφ = ∂L/∂φ e LX = ∂L/∂X. Expandindo a equação acima, temos que

2XLXφ+LXX∂µφ∂νφ∂µ∂νφ+LX�φ= Lφ, (2.4)

5



2.1 GENERALIDADES 6

com � = ∂µ∂
µ. Para o modelo canônico teremos LX = 1 e Lφ = −Vφ, logo, a equação

acima será simplismente �φ=−Vφ.
O tensor energia-momento pode ser obtido a partir da invariância translacional pelo

teorema de Noether [31] e é dado por

Tµν = LX∂µφ∂νφ−ηµνL. (2.5)

O tensor energia-momento é simétrico por permutação de índices e é uma quantidade
conservada, ou seja, ∂µTµν = 0. A conservação do tensor energia-momento é uma espécie
de equação da continuidade. Para o caso ν = 0, temos

∂0T
00 +∂1T

10 = 0, (2.6)

onde podemos identificar T 00 como a densidade de energia e T 10 como o fluxo de energia
no espaço. Fazendo agora ν = 1 na conservação do tensor energia-momento, teremos

∂0T
01 +∂1T

11 = 0, (2.7)

onde T 01 é a densidade de momento e T 11 será o fluxo de momento ou o estresse. Escre-
vemos a densidade de energia como

ρ= LX φ̇2−L, (2.8)

onde o ponto representa uma derivada em relação ao tempo t. Apesar das componentes
T 01 e T 01 terem significado físico diferentes, elas têm valores iguais, dados por

T01 = T10 = LX φ̇φ′, (2.9)

no qual podemos notar que T 01 =−T01. Já o estresse será dado por

τ = LXφ′
2 +L, (2.10)

onde a linha representa uma derivada com respeito ao espaço x. Como estamos traba-
lhando com modelos generalizados, nos guiaremos pela condição de energia nula (NEC).
Essa condição impõe Tµνnµnν ≥ 0, onde nµ é um vetor nulo que satisfaz ηµνnµnν = 0.
Restringindo nosso modelo a obedecer o vínculo

LX ≥ 0, (2.11)

para um φ(x,t).
Como estamos procurando defeitos topológicos, nos interessa apenas as soluções es-

táticas, ou seja, φ= φ(x), nesse caso a equação de movimento (2.4) é dada por

(LX + 2XLXX)φ′′ = 2XLXφ−Lφ, (2.12)

com X =−φ′2/2. Como as componentes T 01 e T 10 do tensor energia-momento são nulas,
teremos apenas a densidade de energia (2.8), dada por

ρ=−L, (2.13)
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e o estresse (2.10) será
τ = L−2XLX . (2.14)

Pela conservação do tensor energia-momento, equações (2.6) e (2.7), temos que ρ̇ = 0 e
τ ′ = 0. A primeira condição é clara, já que estamos tratando de soluções estáticas, a
segunda a segunda indica que o estresse é uma constante. Podemos verificar a validade
da segunda condição derivando a equação acima em relação a x e fazendo igual a zero,
resultando em (

LXφ′′+ 2XLXXφ′′−2XLXφ+Lφ
)
φ′ = 0, (2.15)

que é satisfeita para as soluções da equação de movimento (2.12). Para soluções da
equação de movimento estática temos que o estresse é uma constante, que veremos em
breve que será zero. A energia é obtida integrando a densidade de energia da equação
(2.13) em todo espaço, ou seja,

E =
∫ +∞

−∞
dxρ(x). (2.16)

Se fizermos uma integração em (2.14) teremos uma divergência, por isso a necessidade
de tomarmos τ = 0. Essa condição surge de maneira mais elegante pelo argumento de
Derrick, que discutiremos a seguir.

O teorema de Derrick examina as condições necessárias para estabilidade das soluções
por contrações e dilatações [32, 33]. Fazendo uma reescala x→ λx nas soluções φ(x),
onde λ é um fator de escala. As soluções reescaladas serão φ(x)→ φ(λ) = φ(λx), com
X →X(λ) = λ2X(λx). A energia reescalada será

E(λ) =−
∫ +∞

−∞
dxL

(
φ(λ),X(λ)

)
=−

∫ +∞

−∞
dyλ−1L

(
φ(y),λ2X(y)

)
, (2.17)

onde y = λx. Evidentemente E(λ)
∣∣∣
λ=1

= E, é equivalente a energia não reescalada. Por
ora iremos usar a notação em que

X ≡X(y) =−1
2

(
dφ

dy

)2
e LX ≡

∂L
∂X(y) = λ2 ∂L

∂X(λ) . (2.18)

Derivando a energia reescalada em relação a λ, teremos

∂E(λ)

∂λ
=
∫ +∞

−∞
dyλ−2(L−2XLX). (2.19)

A condição para as soluções serem estáveis por contrações e dilatações é que E(λ) seja
mínimo para λ= 1, ou seja ∂E(λ)/∂λ

∣∣∣
λ=1

= 0, logo
∫ +∞

−∞
dy (L−2XLX)︸ ︷︷ ︸

=τ

= 0. (2.20)

Pela conservação do tensor energia-momento (2.7), temos que o estresse é uma constante.
Pelo teorema de Derrick, essa constante deve ser nula para satisfazer a igualdade acima,
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caso contrário, a integral irá divergir. Logo, surge a condição de estresse nulo (τ = 0).
Tomando a derivada segunda da energia reescalada, temos que

∂2E(λ)

∂λ2 =−2
∫ +∞

−∞
dyλ−3(L−LXX+ 2LXXX2). (2.21)

Para que a condição de estresse nulo seja um mínimo, temos que ter ∂2E(λ)/∂λ2
∣∣∣
λ=1

> 0.
Uma maneira de satisfazer essa condição é se o integrando de (2.21) for negativo, que
pode ser obtida impondo LX + 2XLXX > 0.

A condição de estresse nulo nos leva a

L−2XLX = 0, (2.22)

que é uma equação diferencial de primeira ordem, já que a densidade lagrangiana depende
apenas do campo e de suas derivadas. Lembrando que para o caso estático X =−φ′2/2.
No modelo canônico essa equação será φ′

2 = 2V . Podemos reescrever a densidade de
energia (2.13) como

ρ= LXφ′
2
, (2.23)

pela NEC, equação (2.11), garantimos a positividade da densidade de energia (ρ≥ 0). A
condição de estresse nulo é muito importante, pois ela garante que as soluções sejam es-
táveis por contrações/dilatações, reduz a equação de movimento (2.12) de segunda ordem
para uma equação diferencial de primeira ordem (2.22) e ainda garante a positividade da
densidade de energia juntamente com a NEC.

Podemos fazer um formalismo de primeira ordem introduzindo uma função que de-
penda apenas do campo escalar W (φ). Nosso objetivo é obter uma maneira de escrever
a energia das soluções dependendo apenas dos seus valores assintoticos na função W (φ),
para isso, reescrevemos a densidade de energia (2.23) como

ρ=±Wφφ
′, (2.24)

logo,
φ′ =±Wφ

LX
. (2.25)

Entretando, para que essas equações diferenciais de primeira ordem resolvam a equação
de movimento (2.12), temos que ter ±Wφφφ

′ =−Lφ. Integrando a densidade de energia
(2.24), teremos

E =
∫ +∞

−∞
dx
dW

dφ

dφ

dx
= |W (φ(∞))−W (φ(−∞))|= ∆W. (2.26)

Repare que a energia não depende da forma explícita da solução, mas sim dos valores
de W nos extremos. Em suma, temos equações diferenciais de primeira ordem (2.25)
que satisfazem as equações diferenciais de segunda ordem (2.12) desde que satisfaçam o
vínculo: ±Wφφ = −Lφ. Para o modelo canônico escrevemos o potencial como V (φ) =
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W 2
φ/2, nesse caso, o procedimento acima levará à soluções de menor energia do sistema

[34,35].
Nosso estudo envolve dois tipos de soluções, que dependem das condições de contorno

assintóticas. Essas condições de contorno são chamadas de soluções estáticas e uniformes,
pois devem satisfazer as equações de movimento (2.12) e terem energia nula, ou seja, E =
0. Denominamos soluções topológicas as soluções com valores assintoticamente distintos,
ou seja, φ(x→±∞) = v± com v+ 6= v−. Já para soluções que possuem assintótas iguais,
φ(x→±∞) = v, chamaremos de soluções não-topológicas. Essas duas soluções podem
ser diferenciadas pela definição de uma corrente conservada, ∂µjµT = 0, onde

jµT = εµν∂νφ, (2.27)

é chamada de corrente topológica e εµν é o símbolo de Levi-Civita. Fazendo uma integra-
ção em todo o espaço da componente não nula da corrente topológica, teremos a carga
topológica

QT =
∫ +∞

−∞
dxj0

T = φ(x→+∞)−φ(x→−∞). (2.28)

Para soluções topológicas QT será diferente de zero e para soluções não-topológicas a
carga topológica será nula. Soluções topológicas com carga topológica positiva, v+ > v−,
são funções monotonicamente crescentes e denominamos kinks. Já para soluções de carga
topológica negativa, ou simplismente anti-kinks, teremos funções que decrescem de v+
para v−, que podem ser associada aos kinks pela troca x→−x. Soluções não-topológicas,
também chamadas de lumps, são funções que crescem/decrescem até um valor crítico e
depois decrescem/crescem até o seu valor inicial. Observe que nesse caso φ(±∞) =
v, a energia dada pela equação (2.26) será igual zero, pois ∆W = 0. Aparentemente
não poderemos usar o formalismo de primeira ordem com a função W (φ) para soluções
não-topológicas. Entretante, existem maneiras de contornar esse problema, veja, por
exemplo, a referência [36]. Vale ressaltar que a definição da corrente topológica da equação
(2.27) não é única, pode-se trocar o φ por uma função suave do campo [37], como, por
exemplo, jµT = εµν∂νF (φ). Em particular para soluções vacuumless [38–40], essa definição
de corrente topológica é conveniente.

2.1.1 Estabilidade linear

Vamos fazer uma análise da estabilidade linear das soluções. Para isso, introduzimos
pequenas flutuações dependentes do tempo, ξ(x,t), em torno da solução estática, φ(x),
de forma que tenhamos a solução pertubada dada por

φ(x,t) = φ(x) + ξ(x,t). (2.29)

Considerando até a primeira ordem nas contribuições de ξ, isso modifica os seguintes
termos como

X →X+∂µφ∂
µξ, (2.30a)

Lφ→Lφ+Lφφξ+LφX∂µφ∂µξ, (2.30b)
LX →LX +LXφξ+LXX∂µφ∂µξ, (2.30c)
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onde os campos φ do lado direito das equações acima são para as soluções estáticas φ(x),
assim como as quantidades X, Lφ, LX e as demais. Substituindo a solução pertubada
(2.29) na equação do movimento dependente do tempo (2.3) com as considerações acima,
obtemos

LX ξ̈−
(
(LX + 2XLXX)ξ′

)′
=
(
Lφφ+

(
LXφφ′

)′)
ξ (2.31)

que é uma EDP de segunda ordem e pode ser classificada em três classes: elíptica,
parabólica e hiperbólica [41]. A classificação da EDP será conforme o discriminante
D = −LX(LX + 2XLXX) > 0, = 0, ou < 0. Para garantirmos a hiperbolicidade dessa
equação, definimos a quantidade

A2 = LX + 2XLXX
LX

> 0, (2.32)

que por conveniência denominaremos de hiperbolicidade. A equação da estabilidade
dependente do tempo (2.31) nos permite separar variáveis de forma que é possível escrever:
ξ(x,t) =∑

n ξn(x)cos(ωnt). Logo, obtemos uma equação independente do tempo

−
(
A2LXξ′n

)′
=
[
Lφφ+

(
LXφφ′

)′
+ω2

nLX
]
ξn. (2.33)

A equação acima é uma equação de autovalores do tipo Sturm-Liouville (SL), com função
peso LX , que é uma função não negativa, assegurado pela NEC (2.11). No caso particular
em que LX = A2 = 1 resultamos numa equação do tipo Schrödinger. A condição de
ortonormalidade para os estados é dada por∫ ∞

−∞
dxLXξm(x)ξn(x) = δmn. (2.34)

Um fato importante é que na equação de estabilidade (2.33) sempre vai existir um estado
com autovalor zero (ωn = 0), decorrente da invariância translacional da teoria [42, 43].
Esse estado é denominado de modo zero e não tem custo energético. A existência do
modo zero pode ser mostrada derivando a equação de movimento estática (2.12) de ambos
os lados, resultando em

−
(
A2LXφ′′

)′
=
(
Lφφ+

(
LXφφ′

)′)
φ′. (2.35)

Comparando (2.35) com a equação de estabilidade (2.33) para ωn = 0, verificamos que o
modo zero é proporcional à φ′. Assim, existe um estado com autovalor zero que denota-
remos como ξ(0)

n , que é proporcional a derivada primeira da solução estática, ou seja,

ξ(0)
n =Nφ′, (2.36)

onde N é uma constante de normalização que pode ser obtida usando (2.34). Observe
que esse resultado não depende da forma específica da densidade Lagrangiana. A solução
estática φ(x) é estável se ω2

n ≥ 0, ∀n. Isso significa que soluções estáveis estabelecem o
modo zero como seu estado com o autovalor mais baixo.
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Podemos fazer uma análise mais profunda da equação de estabilidade (2.33), que pode
ser reorganizado como

− 1
LX

(
d

dx
A2LX

d

dx
+
(
Lφφ+

(
LXφφ′

)′))
ξn = ω2

nξn, (2.37)

onde o lado esquerdo da equação acima é um operador diferencial. Reescrevemos essa
equação como

Lξn = ω2
nξn, (2.38)

onde L é o operador de Sturm-Liouville, dado por

L=− 1
LX

d

dx
A2LX

d

dx
+U(x), (2.39)

com U(x) sendo o potencial de estabilidade, escrito como

U(x) =− 1
LX

(
Lφφ+

(
LXφφ′

)′)
. (2.40)

Pode-se mostrar que o operador em (2.39) é autoadjunto, ou seja∫ ∞
−∞

dxLXξm(x)Lξn(x) =
∫ ∞
−∞

dxLX
(
L†ξm(x)

)†
ξn(x), (2.41)

desde que as condições de contorno

A2LX
[
ξm(x)ξn′(x)− ξm′(x)ξn(x)

]∣∣∣∞
−∞

= 0,

sejam válidas. As condições de contorno surgem como termo superficial após integrar por
partes o lado esquerdo da equação (2.41).

Tentaremos fatorar o operador L da equação (2.39) via operadores supersimétricos
[44,45]. Para isso, introduziremos os operadores S e S†, dados por

S = Ã

(
−
d

dx
+M(x)

)
, (2.42a)

S† = Ã

(
d

dx
+M(x) +K(x)

)
, (2.42b)

onde K(x) = (ÃLX)′/(ÃLX), com as condições de contorno ÃLX [ξm(x)ξn(x)]
∣∣∣∞
−∞

= 0.
Os operadores acima levam a

L1 = S†S =− 1
LX

d

dx
Ã2LX

d

dx
+U1(x), (2.43)

onde
U1(x) = Ã2M2 +

(Ã2LXM)′

LX
, (2.44)
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ou ainda
U1(x) = Ã2M (M +K) + Ã

(
ÃM

)′
. (2.45)

Seguindo a teoria supersimétrica da mecânica quântica [46], o parceiro supersimétrico
associado ao operador Sturm-Liouville na equação (2.43) é dado por

L2 = SS† =− 1
LX

d

dx
Ã2LX

d

dx
+U2(x), (2.46)

onde

U2(x) = ÃM

(
ÃM + (ÃLX)′

LX

)
− Ã

(
ÃM + (ÃLX)′

LX

)′
, (2.47)

ou
U2(x) = Ã2M (M +K)− Ã

(
ÃM + ÃK

)′
. (2.48)

Nesse cenário, os potenciais mencionados U1(x) e U2(x) são chamados de potenciais
parceiros supersimétricos. Como nosso objetivo é fatorar a equação da estabilidade (2.38),
na forma S†Sξn = ω2

nξn. Temos que ter L1 = L, que nos leva a Ã = A, e além disso,
precisamos encontrar a funçãoM(x) que satisfaça U1(x) =U(x). Podemos usar a equação
do modo zero (2.35) e reescrever o potencial de estabilidade (2.40) como

U(x) = 1
LXφ′

(
A2LXφ′′

)′
, (2.49)

comparando a equação acima com o potencial da equação (2.44), obtemos(
A2LXφ′′

)′
=
(
(A2LXM)′+A2LXM2

)
φ′. (2.50)

Essa equação é satisfeita com M = φ′′/φ′, logo, os operadores (2.42) podem ser escritos
segundo

S = A

(
− d

dx
+ φ′′

φ′

)
, (2.51a)

S† = A

(
d

dx
+ φ′′

φ′
+ (ALX)′

ALX

)
. (2.51b)

Portanto, temos agora uma fatoração supersimétrica para o operador Sturm-Liouville em
(2.39). Neste caso, os potenciais das equações (2.44) e (2.47) são dados por

U1(x) = A2
(
φ′′′

φ′
+
(
L′X
LX

+ 2A
′

A

)
φ′′

φ′

)
, (2.52a)

U2(x) = A2

(L′X
LX

+ 2φ
′′

φ′

)
φ′′

φ′
− φ

′′′

φ′
− 1
A

(
(ALX)′

LX

)′. (2.52b)

Os potenciais parceiros supersimétricos acima estão associados ao estudo da equação de
Sturm-Liouville (2.38). Em alguns casos, eles podem engendrar a propriedade chamada
de invariância de forma, que investigamos no apêndice A dessa tese.
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Podemos transformar a equação da estabilidade (2.33) numa equação do tipo Schrö-
dinger fazendo a mudança de variáveis

dx= Adz e ξn = ψn√
ALX

. (2.53)

Assim, a equação da estabilidade (2.33) torna-se

−ψnzz +U(z)ψn(z) = ω2
nψn(z), (2.54)

onde o subíndice z representa uma derivada com respeito a z e a função U(z) será

U(z) =

(√
ALX

)
zz√

ALX
− 1
LX

(
Lφφ+ 1

A

(
LXφφz
A

)
z

)
. (2.55)

O interessante é que ainda existirá o modo zero (ωn = 0) para a equação de Schrödinger
(2.54). Utilizando a transformação (2.53) no modo zero (2.36) obtemos

ψ(0)(z) =N
√
LX
A
φz. (2.56)

Também é possível fazer o estudo para fatorar a equação (2.54) em operadores super-
simétricos [46]. Como vimos, é possível transformar uma equação de SL geral numa
equação do tipo Schrödinger, que geralmente é mais prática de se trabalhar. Entretanto
nem sempre será uma tarefa fácil, já que precisaremos resolver uma integral e além disso
tomar a função inversa para determinarmos a nova variável z.

2.2 Exemplos Canônicos

Por ora voltaremos nossa atenção para lagrangiana canônica (que é vastamente estu-
dada), tem forma dada por L=X−V (φ). Podemos escrever a ação (2.1) como

S =
∫
d2x

(1
2∂µφ∂

µφ−V (φ)
)
, (2.57)

A função V (φ) depende apenas do campo e é denominado de potencial. Para um potencial
que possua a simetria de reflexão φ = −φ, o modelo apresentará simetria Z2. Como
estamos em unidades naturais, temos que [xµ] = ε−1, com [L] = ε2 para que a ação seja
admensional, logo, as dimensões do campo e do potencial serão respectivamente [φ] = ε0,
[V (φ)] = ε2. A equação de movimento (2.3) nesse caso será

�φ=−Vφ, (2.58)

com tensor energia-momento (2.5) dado por

Tµν = ∂µφ∂νφ−ηµν
(1

2∂αφ∂
αφ−V (φ)

)
. (2.59)
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Note que a NEC da equação (2.11) é sempre satisfeita, uma vez que LX = 1. A densidade
de energia será

ρ= 1
2 φ̇

2 + 1
2φ
′2 +V (φ), (2.60)

onde cada termo corresponde respectivamente a densidade de energia cinética, gradiente
e potencial.

Para soluções estáticas a equação de movimento (2.12) é dada por

φ′′ = Vφ. (2.61)

As soluções estáticas e uniformes serão mínimos do potencial V (φ), pois devem satisfazer
a equação acima e ainda terem energia nula. Para modelos que possuem simetria Z2,
sempre teremos uma solução espelho dada por φM (x) =−φ(x). A energia (2.16) para as
soluções da equação acima será

E =
∫ +∞

−∞
dx
(1

2φ
′2 +V (φ(x))

)
. (2.62)

As condições de contorno para o campo aqui estão relacionadas ao potencial: as soluções
topológicas devem conectar dois mínimos adjacentes do potencial, já as soluções não-
topológicas vão de um mínimo do potencial até um ponto em que o potencial seja zero
mas não um mínimo e volta para o mínimo inicial. Podemos estudar o comportamento
assintótico pelo lado direito das soluções, tal que φ(x→∞) = v e φ′(x→∞) = 0. Fazendo
φ(x>> 0)≈ v−φa(x), onde consideraremos apenas termos lineares em φa(x). A equação
de movimento estática (2.61) será aproximadamente

−φ′′a = Vφ|φ=v +Vφφ|φ=vφa(x). (2.63)

Como v é um mínimo do potencial e definindo Vφφ|φ=v =m2 > 0, temos que

φ′′a =−m2φa(x), (2.64)

logo, φa(x)∝ e−mx. Esse estudo pode ser feito para o lado esquerdo das soluções (x<< 0)
de maneira análoga. A quantidade m pode ser interpretada como a massa clássica.
Em geral as soluções possuem comportamento assintótico exponencial, em alguns casos
especiais quando m2 = 0 ou não é finito, teremos outros tipos de comportamento, como
por exemplo: comportamentos dependendo de potências de x do tipo φa(x) ∝ x−b com
b sendo um parâmetro real e positivo com massa clássica nula [37, 47–50] . Para o caso
em que m→∞, temos o comportamentos duplo exponencial φa(x) ∝ e−e−x [51–53], ou
ainda as soluções compactas [54–56].

Para garantir a estabilidade sob reescala, também impomos a condição de estresse
nulo (2.22), que nos leva a equação diferencial de primeira ordem

1
2φ
′2 = V (φ). (2.65)

Nesse caso, as densidades de energia gradiente e potencial terão mesma contribuição
energética. Como já foi dito anteriormente, existe um formalismo de primeira ordem com
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a introdução da função auxiliar W (φ) dada pela equação (2.25), aqui discutiremos este
formalismo em mais detalhes. Podemos completar o quadrado na energia (2.62), tal que

E =
∫ +∞

−∞
dx
(1

2
(
φ′∓Wφ

)2
+V (φ)− 1

2W
2
φ ±Wφφ

′
)
. (2.66)

A energia acima será mínima se

V (φ) = 1
2W

2
φ , (2.67a)

φ′ =±Wφ, (2.67b)

com equação de movimento φ′′ = WφWφφ e energia E = ∆W . As equações diferenciais
de primeira ordem acima também satisfazem a condição de estresse nulo. Perceba que
se o potencial for dado pela fórmula acima será não negativo, já que tem o quadrado
de Wφ. Para que tenhamos kinks o potencial deve possuir pelo menos dois mínimos
adjacentes tal que V (v±) = 0. Lembrando que não precisamos da forma explícita das
soluções para calcular a energia, temos que ∆W = |W (v+)−W (v−)|, onde v± são mínimos
adjacentos do potencial (2.67a). Como já foi mencionado anteriormente, esse formalismo
não suporta soluções do tipo lump, porém, existe uma maneira de ainda introduzirmos
uma função W (φ) para obter a energia das soluções sem conhece-las, seguindo os passos
da referência [36].

A equação da estabilidade (2.33) resultará numa equação do tipo Schrödinger

− ξ′′n+U(x)ξn = ω2
nξn, (2.68)

onde U(x) é o potencial de estabilidade dado por U(x) = Vφφ. Para uma solução φ(x)
com derivada φ′ que não cruze o zero (função sem nó), a equação de estabilidade acima
possuirá todos os autovalores não-negativos, já que o seu modo zero ξ0 ∝ φ′ será o estado
fundamental do modelo, garantindo a estabilidade linear dessa solução. Caso contrário, a
derivada φ′ possuir um ou dois nós, por exemplo, trata-se do primeiro e do segundo estado
exitado do problema. Dessa forma, o modo zero (ωn = 0) não será o menor autovalor, com
isso, a solução estática será instável por pequenas flutuações. A equação de estabilidade
acima pode ser fatorado pelos operadores

S =− d

dx
+ φ′′

φ′
e S† =− d

dx
+ φ′′

φ′
, (2.69)

de forma que podemos reescrever (2.68) como S†Sξn = ω2
nξn. O estudo do parceiro

supersimétrico será análogo ao que foi feito anteriormente pela equação (2.46). Nesse
caso, seria como na teoria supersimétrica da mecânica quântica [46], já que a equação de
SL se reduz a uma equação do tipo Schrödinger.

Seguiremos nossos estudos com alguns exemplos, primeiramente discutiremos alguns
modelos que possuem soluções topológicas e por fim, um exemplo que suporta soluções
não-topológicas.
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2.2.1 Modelo φ4

Um modelo bastante conhecido na literatura é o λφ4 [57–61]. Consideraremos o
potencial λφ4 para um campo escalar real com simetria Z2, dado por

V (φ) = λ

2
(
v2−φ2

)2
, (2.70)

com mínimos simétricos em φ = ±v e máximo local em φ = 0, com altura V (0) = λv4.
A massa clássica será m2 = 4λv2, segundo a equação (2.64), as soluções terão compor-
tamento assintóticos: φa(x) ∝ e−2

√
λv|x|, para x→±∞. Os parâmetros λ e v são reais

e positivo, com v adimensional e [λ] = ε2. Podemos fazer uma reescala na ação (2.57)
para não termos que ficar nos preocupando com a dimensão dos parâmetros envolvidos,
tomando: φ→ vφ e xµ → xµ/(v

√
λ). Logo, podemos tomar λ = v = 1 sem perda de

generalidade. Até o fim desse capítulo seguiremos com todas as quantidades envolvidas
adimensionais, de forma que é possível fazer uma reescala para recuperar a dimensiona-
lidade delas. O potencial acima será

V (φ) = 1
2
(
1−φ2

)2
, (2.71)

com mínimos em φ = ±1 e máximo em φ = 0, ilustrado na figura 2.1. A equação de
movimento para soluções estáticas (2.61) será

φ′′ =−2φ
(
1−φ2

)
, (2.72)

com soluções uniformes φ̄=±1.

Figura 2.1 Potencial V (φ) dado pela equação (2.71). Como pode ser visto, possui mínimos
em φ=±1 e um máximo local em φ= 0.

O potencial (2.71) é obtido para função auxiliar na forma

W (φ) = φ− 1
3φ

3, (2.73)



2.2 EXEMPLOS CANÔNICOS 17

como sabemos, podemos calcular a energia das soluções de maneira direta. Vamos con-
siderar, por exemplo, a solução do tipo kink que conecta os mínimos do potencial de
φ=−1 a φ= 1, cuja energia é E = ∆W = 4/3. A equação diferencial de primeira ordem
(2.67b) para o kink é dada por

φ′ = 1−φ2, (2.74)
com solução

φ(x) = tanh(x), (2.75)
o anti-kink pode ser obtido pela troca x→−x, que nesse caso em particular é igual a
solução espelho. A densidade de energia para ambas soluções será

ρ(x) = sech4(x), (2.76)

que ao ser integrada em todo espaço resulta em E = 4/3. Observe que esse resultado
foi obtido também pela função auxiliar (2.73). A solução do tipo kink e sua respectiva
densidade de energia podem ser vistas na figura 2.2.

Figura 2.2 Solução do tipo kink φ(x) referente a equação (2.75) no lado esquerdo e no lado
direito a densidade de energia ρ(x) associada a equação (2.76).

Para estudar a estabilidade linear do modelo (2.71) precisamos resolver a equação de
Schrödinger (2.68) para o pontencial de estabilidade

U(x) = 4−6sech2(x). (2.77)

Esse potencial é conhecido como Pöschl-Teller modificado e é famoso na mecânica quân-
tica por ser um potencial sem reflexão. Ele possui estados ligados entre −2≤ ω2 < 4, um
estado semi-ligado em ω2 = 4 e estados de espalhamento para ω2 > 4. Podemos usar os
resultados obtidos no apêndice A para determinar que os autovalores dos estados ligados
são ω2

n = 4n−n2. Assim, teremos o modo zero (ω0 = 0) e um estado exitado (ω2
1 = 3).

Além disso, podemos mostrar que os estados normalizados serão

ξ0(x) =
√

3
2 sech2(x) e ξ1(x) =

√
3
2 sech(x)tanh(x). (2.78)
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Como pode ser visto, todos os autovalores serão não-negativos. Concluimos que as solu-
ções estáticas desse modelo são estáveis sob pequenas pertubações. O gráfico do potencial
de estabilidade (2.77) e seu modo zero está esboçado na figura 2.3.

Figura 2.3 Potencial de estabilidade U(x) dado pela equação (2.77) com linha sólida e o modo
zero ξ0(x) da equação (2.78) para a linha com traços e pontos.

2.2.2 Modelo φ6

Outro potencial que é formado como potências de φ é o modelo φ6. Podemos escrevê-lo
como

V (φ) = 1
2φ

2
(
1−φ2

)2
, (2.79)

com mínimos em φ = 0,±1 e máximos locais em φ = ±1/
√

3, como pode ser visto na
figura 2.4. Nesse caso teremos dois setores topológicos, um entre −1 e 0 e outro entre 0
e 1, que por conveniência chamaremos respectivamente de primeiro e segundo setor. A
massa clássica dependerá do mínimo em questão, para φ = 0 temos que m2 = 1, já para
φ = ±1 teremos m2 = 4. Indicando que as soluções terão comportamento assintóticos
distintos quando x→±∞, por exemplo, para o setor entre −1 e 0, teremos: φa(x)∝ e2x

quando x→−∞ e φa(x)∝ e−x para x→∞. A equação de movimento (2.61) é dada por

φ′′ =−φ
(
1−φ2

)(
1−3φ2

)
(2.80)

com soluções estáticas e uniformes φ̄= 0,±1.
Obtemos o potencial (2.79) a partir da função auxiliar

W (φ) = 1
2φ

2− 1
4φ

4, (2.81)

ambos setores terão a mesma energia E = ∆W = 1/4. As equações diferenciais de primeira
ordem (2.67b) são

φ′ =±φ
(
1−φ2

)
, (2.82)
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Figura 2.4 Potencial V (φ) da equação (2.79), com três mínimos localizados em φ = 0,±1 e
dois máximos em φ=±1/

√
3.

com soluções tipo kink

φ(x) =−
√

1− tanh(x)
2 e φ(x) =

√
1 + tanh(x)

2 , (2.83)

para o primeiro e segundo setor, respectivamente. O anti-kink de cada setor pode ser
obtido pela troca de x→−x do seu respectivo kink. Diferentemente das soluções está-
ticas (2.75) do modelo φ4, aqui as soluções espelho dos kinks não reproduzem os seus
respectivos anti-kinks, mas sim o anti-kink do outro setor. A densidade de energia para
as soluções será

ρ(x) = 1
8 (1± tanh(x))sech2(x), (2.84)

onde o sinal positivo é para o kink do primeiro setor e o antikink do segundo setor, já
o negativo para o antikink do primeiro setor e o kink do segundo setor. Como sabemos,
ao integrarmos a densidade de energia acima, teremos energia E = 1/4. Na figura 2.5
fazemos os gráficos das soluções do tipo kink (2.83) e suas densidades de energia.

No estudo da estabilidade linear das soluções (2.83), precisamos resolver a equação
de Schrödinger (2.68) para o potencial

U(x) = 5
2 ∓

3
2 tanh(x)− 15

4 sech2(x), (2.85)

com um único estado ligado, o modo zero, cuja forma é

ξ0(x) = sech2(x)√
2∓2tanh(x)

. (2.86)

Os potenciais de estabilidade e seus modos zero podem ser vistos na figura 2.6. Note que
os potenciais possuem assimetria nos limites U(x→±∞) =m±. Essa assimetria é gerada
por conta do comportamento diferente que as soluções apresentam assintoticamente. Por
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Figura 2.5 No lado esquerdo as soluções φ(x) dado pela equação (2.83), onde a linha sólida
representa o kink do primeiro setor topológico e a tracejada do segundo. No lado direito
apresentamos as densidades de energia ρ(x) da equação (2.84).

Figura 2.6 Potenciais de estabilidade U(x) dado pela equação (2.85) e seus modos zeros ξ0(x)
da equação (2.86). No lado esquerdo de linha sólida o potencial U(x) para o kink do primeiro
setor topológico e o seu modo zero ξ0(x) com traços e pontos. Já o lado direito é para o kink
do segundo setor, o potencial U(x) agora sendo a curva tracejada.

causa disso, os potenciais de estabilidade (2.85) admitem estados de reflexão para ω2

entre 1 e 4. Para valores com ω2 > 4 não teremos estados de reflexão.
Os dois modelos anteriores são polinomiais, o modelo φ4 com dois mínimos e o φ6 com

três mínimos. Existe uma classe de modelos como potências do campo [62,63]. Também
existem potenciais não polinomiais, um deles é vastamente estudado, o sine-Gordon,
não discutiremos sobre ele aqui, mas pode ser facilmente encontrado na literatura, ver
referências [64, 65]. O potencial do sine-Gordon é bastante conhecido por apresentar um
infinidades de mínimos. Uma variedade desse tipo de potencial é o duplo sine-Gordon
[66, 67], onde os autores fizeram uso do método da deformação [9, 68], a fim de obter
soluções análiticas.
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2.2.3 Modelo sem massa

Mostraremos agora um modelo que tem comportamento de longo alcance, dado pelo
potencial

V (φ) = 1
2
∣∣∣1−φ2

∣∣∣3 , (2.87)

com mínimos em φ = ±1 e um máximo local em φ = 0, ver figura 2.7. Esse potencial
também possui simetria Z2 e foi estudado em [47]. A massa clássica para ambos míni-
mos será nula (m = 0), ou seja, não teremos soluções com comportamento assintóticos
exponencial. Escrevemos a equação de movimento (2.61) como

φ′′ =−3φ
(
1−φ2

)∣∣∣1−φ2
∣∣∣ , (2.88)

teremos φ=±1 como sendo as soluções estáticas e uniformes.

Figura 2.7 Potencial V (φ) dado pela equação (2.87), com mínimos em φ=±1 e máximo em
φ= 0.

Podemos introduzir uma funçãoW (φ) que recupere o potencial (2.87), entretanto não
colocamos sua forma aqui por não ser tão elegante, mas pode ser visto na referência [47].
Teremos a equação diferencial de primeira ordem para o kink dada por

φ′ =
(√

1−φ2
)3
, (2.89)

com solução analítica
φ(x) = x√

1 +x2 . (2.90)

O anti-kink pode ser obtido pela troca x→−x. Fazendo um estudo assintótico para o
lado direito da solução acima, podemos escrever

φ(x >> 0)≈ 1− 1
2x2 + 3

8x4 +O
( 1
x6

)
. (2.91)

Diferentemente dos dois modelos anteriores, o comportamento assintótico da solução
(2.90) não será exponencial, mas sim polinomial. Esse mesmo estudo pode ser feito para
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o lado esquerdo da solução, o comportamento também será polinomial. A densidade de
energia para as soluções é dada por

ρ(x) = 1
(1 +x2)3 , (2.92)

que ao integrarmos em todo espaço, obtemos a energia E = 3π/8. A densidade de energia
também terá comportamento assintóticos polinomial. Fazendo um estudo assintótico,
temos que

ρ(x >> 0)≈ 1
x6 −

3
x8 + 6

x10 +O
( 1
x12

)
. (2.93)

A solução (2.90) e a densidade de energia (2.92) são mostradas na figura 2.8.

Figura 2.8 No lado esquerdo a solução do tipo kink φ(x) da equação (2.90) e no lado esquerdo
a densidade de energia ρ(x) dado pela equação (2.92).

Potencial de estabilidade é escrito como

U(x) = 12x2−3
(1 +x2)2 , (2.94)

nesse caso teremos apenas um estado ligado, o modo zero

ξ0(x) = 2
√

6
3
√
π (1 +x2)

3
2
. (2.95)

Como o modo zero é uma função sem nó, sabemos que será o estado fundamental, logo,
não teremos estados para ω2 < 0. Também não teremos mais estados ligados para ω2 > 0,
pois U(x→±∞) = 0. O potencial de estabilidade (2.94) e seu modo zero (2.95) podem
ser vistos na figura 2.9.
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Figura 2.9 Potencial de estabilidade U(x) referente a equação (2.94) e seu respectivo modo
zero ξ0(x).

2.2.4 Modelo φ4 invertido

Vamos agora fazer um estudo para as soluções não-topológicas, consideraremos o
potencial dado por

V (φ) = 1
2φ

2
(
1−φ2

)
. (2.96)

Note que é um potencial que possui simetria Z2, com um mínimo local em φ = 0 e
máximos globais em φ = ±1/

√
2, como pode ser visto na figura 2.10. A massa clássica

do mínimo em zero é unitária (m= 1). A equação de movimento (2.61) será

φ′′ = φ
(
1−2φ2

)
, (2.97)

com solução estática e uniforme φ= 0. Nesse caso, as soluções terão apenas uma condição
de contorno em φ(x→±∞) = 0, logo, serão soluções do tipo lump.

Figura 2.10 Potencial V (φ) da equação (2.96), possui um mínimo local em φ= 0 e máximos
globais em φ=±1/

√
2.
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Como sabemos, é possível obter um formalismo de primeira ordem introduzindo uma
função W (φ), conforme [36]. Entretanto, não precisamos disso para obter equações dife-
renciais de primeira ordem. Podemos usar a condição de estresse nulo (2.65) e escrever

φ′
2 = φ2

(
1−φ2

)
, (2.98)

que é uma equação diferencial de primeira ordem, que satisfaz a equação de movimento.
As soluções serão

φ(x) =±sech(x), (2.99)
que podem ser relacionadas uma com a outra por uma troca φ→−φ, devido a simetria
Z2. Não existe o conceito de anti-lump, como pode ser verificado nas soluções acima, a
troca x→−x manterá a solução inalterada. A densidade de energia é dada por

ρ(x) = tanh2(x)sech2(x), (2.100)

com energia E = 2/3. Por conveniência faremos apenas o gráfico da solução positiva da
equação (2.99), seu comportamento pode ser visto da figura 2.11. A solução sai de φ= 0,
cresce até φ= 1 e depois decresce até zero novamente. Devido a troca de sinal na derivada
primeira das soluções em x = 0, a densidade de energia (2.100) será zero em x = 0, com
máximos em x=±arcsech

(
1/
√

2
)
, veja a figura 2.11.

Figura 2.11 No lado esquerdo a solução positiva φ(x) do tipo lump, dada pelo sinal positivo
da equação (2.99) e no lado direito a densidade de energia ρ(x) associada a equação (2.100).

O potencial de estabilidade para as soluções tipo lump (2.99) será

U(x) = 1−6sech2(x). (2.101)

Esse potencial tem a mesma forma do potencial (2.77) do modelo φ4, porém com uma
altura menor em 3. Consequentemente, os autovalores serão deslocado em 3, ou seja,
ω2
n = 4n−n2−3. Porém os autoestados serão os mesmos do modelo φ4, que são

ξ0(x) =
√

3
2 sech2(x) e ξ1(x) =

√
3
2 sech(x)tanh(x). (2.102)
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Apesar de terem os mesmo autoestados, como foi dito, os autovalores serão outros. O
estado fundamental terá autovalor negativo ω2

0 =−3. Logo, as soluções (lump) do modelo
φ4 invertivo serão instáveis sob pequenas pertubações. Não precisaríamos ter que resolver
a equação de Schrödinger para verificar que essas soluções não são estáveis. Poderíamos
ver pelo modo zero, que nesse caso possui um nó, veja na figura 2.12, juntamente com o
potencial de estabilidade (2.101).

Figura 2.12 Potencial de estabilidade U(x) conforme a equação (2.101) e seu modo zero ξ1(x).

Existem vários outros modelos com soluções do tipo lump [36, 69–71], tais soluções
podem ter comportamentos assintóticos exponencial [36,69], de longo alcance [36,69,70],
duplo exponencial [70] e até mesmo lumps compactos [71].

2.3 Exemplos Generalizados

Aqui focaremos em modelos que não sejam os canônicos, como foi feito a partir da
equação (2.57). Voltaremos nossa atenção para os modelos generalizados, onde a densi-
dade lagrangiana dependa de forma geral do campo e de suas derivadas na forma L =
L(φ,X), onde X = (1/2)∂µφ∂µφ. Começaremos multiplicando o modelo canônico por um
fator global dependente do campo f(φ), em seguida estudaremos o caso L=F (X)−V (φ),
com F (X), sendo uma potência de X. Por fim, introduziremos o termo de cuscuton e
mostraremos como essa contribuição modifica as equações gerais para o estudo de defeitos
topológicos.

2.3.1 Modelo com fator global

Consideraremos a densidade lagrangiana estudada em [72], onde foi multiplicado uma
função f(φ) na densidade lagrangiana canônica, ou seja

L= f(φ)
(1

2∂µφ∂
µφ−V (φ)

)
. (2.103)
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A função f(φ) deve ser positiva para satisfazer a NEC, conforme a equação (2.11). Fa-
zendo uma redefinição de campo do tipo φ= g(χ), teremos

L= f(g(χ))
(1

2g
2
χ∂µχ∂

µχ−V (g(χ))
)
, (2.104)

além disso, consideraremos que

g2
χ = 1

f(g(χ)) e Ṽ (χ) = 1
g2
χ
V (g(χ)), (2.105)

com isso, obtemos
L= 1

2∂µχ∂
µχ− Ṽ (χ), (2.106)

que é a lagrangiana canônica, ou seja, é possível recuperar o modelo canônico através de
uma redefinição de campo em (2.103). Entretando, para que isso seja possível, precisamos
resolver

χ=
∫ g(χ)

dφ
√
f(φ) = F (g(χ)), (2.107)

ou seja, se quisermos obter as soluções de (2.103) em (2.106), precisamos resolver a
integral acima, além disso, tomar a inversa da função F (g(χ)) para obter g(χ) = F−1(χ).
Isso nem sempre é uma tarefa fácil, por isso o interesse em estudar o modelo com um
fator global f(φ).

Como nosso objetivo é o estudo de defeitos topológicos, é conveniente considerarmos
os campos estáticos, ou seja, φ = φ(x). A equação de movimento estática (2.12) toma
forma

φ′′ = Vφ−
fφ
f(φ)

(1
2φ
′2−V (φ)

)
, (2.108)

já as componentes do tensor energia-momento (2.13) e (2.14) serão

ρ= f(φ)
(1

2φ
′2 +V (φ)

)
, (2.109a)

τ = f(φ)
(1

2φ
′2−V (φ)

)
, (2.109b)

onde ρ é a densidade de energia e τ o estresse. Para soluções com estresse nulo temos
que

V (φ) = 1
2φ
′2, (2.110)

fazendo com que a equação de movimento (2.108) seja análoga a do modelo canônico
(2.61), ou seja

φ′′ = Vφ. (2.111)

A equação de movimento acima não depende explicitamente da função f(φ), ou seja, é
possível resolver a equação acima com as mesmas soluções para um dado potencial V (φ)
que satisfaz a equação de movimento do modelo canônico (2.61). Porém, como pode
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ser visto pela densidade de energia (2.109a), a energia das soluções dependerá da função
f(φ).

Podemos minimizar a energia das soluções da equação acima, para isso, faremos uso
da função auxiliar W (φ). Fazendo um procedimento parecido com o que foi feito no caso
canônico, minimizamos a energia para um potencial na forma

V (φ) =
W 2
φ

2f2(φ) , (2.112)

desde que as equações diferenciais de primeira ordem (2.25), dadas por

φ′ =± Wφ

f(φ) , (2.113)

sejam satisfeitas. Nesse caso, calculamos a energia através da equação (2.26), ou seja
E = ∆W . Se tomarmos a função W (φ) como partida, podemos determinar a energia sem
conhecermos as soluções, desde que as condições de contorno para as soluções φ(x→∞) =
v± sejam mínimos do potencial (2.112). Logo, teremos soluções com energia independente
de f(φ), mas as soluções dependerá, já que é necessário resolver as equações diferenciais
de primeira ordem (2.113).

Essas discussões podem ser vistas em detalhes na referência [72]. Faremos aqui uma
nova abordagem para o problema, definiremos uma nova função W̃ (φ), tal que

W̃ (φ) =
∫ φ

dg
Wg

f(g) , (2.114)

logo W̃φ =Wφ/f . Dessa forma, a equação diferencial de primeira ordem (2.113) torna-se

φ′ =±W̃φ, (2.115)

com potencial (2.112) na forma
V (φ) = 1

2W̃
2
φ . (2.116)

A vantagem da definição (2.114) é que podemos partir com uma função W̃ (φ), esco-
lhendo ela com uma forma que tenha soluções conhecidas do modelo canônico (2.67b).
Resolveríamos as equações diferenciais de primeira ordem (2.115) que não depende do
fator global f(φ). Porém, não seremos capazes de calcular a energia de maneira direta,
para isso precisaríamos integrar (2.114), para obter W (φ) e então usar E = |∆W |. Como
a integração depende do fator global, a energia dependerá da função f(φ). É possível
determinar a energia das soluções da equação (2.115) sem precisar resolver a integral de
(2.114), para isso precisamos integrar a densidade de energia

ρ(x) = f(φ(x))φ′2. (2.117)

Essa fórmula é interessante, pois podemos gerar novas características na densidade de
energia modificando a função f , desde que tenhamos as soluções da equação (2.115).



2.3 EXEMPLOS GENERALIZADOS 28

A equação da estabilidade linear (2.33) para as soluções com estresse nulo será

− 1
f

(
fξ′n

)′
+U(x)ξn = ω2ξn, (2.118)

onde U(x) é o potencial de estabilidade definido em (2.40), que toma forma

U(x) = Vφφ+ fφVφ
f

. (2.119)

Podemos fatorar a equação de estabilidade (2.118) pelos operadores

S =− d

dx
+ φ′′

φ′
e S† = 1

f

d

dx
f + φ′′

φ′
, (2.120)

com S†Sξn(x) = ω2
nξn(x). Fazer a transformação (2.53) para obter uma equação do tipo

Schrödinger é fácil para o modelo com fator global (2.103), pois não precisamos fazer
a transformação na coordenada x, já que a hiperbolicidade (2.32) é unitária (A = 1).
Fazendo apenas a transformação nos estados do tipo ψ(x) =

√
fξ(x), reescrevemos a

equação da estabilidade (2.118) como uma equação do tipo Schrödinger

− d
2ψ

dx2 +U(x)ψ(x) = ω2ψ(x), (2.121)

com potencial de Schrödinger dado por

U(x) = Vφφ+ 3
2
fφVφ
f

+
fφφ
f
−
f2
φ

2f2

V. (2.122)

É interessante que ainda continuará existindo o modo zero, como pode ser visto na equa-
ção (2.56). Lembrando que aqui não precisamos transformar as coordenadas para obter
a equação de Schrödinger, o modo zero será simplismente

ψ(0)(x) =N
√
fφ′, (2.123)

onde N é uma constante de normalização.
Vamos fazer um exemplo usando a função W̃ (φ), para isso precisamos resolver a

equação (2.114). Uma maneira de resolvê-la é fazendo a escolha

W (φ) = W̃ β(φ) e f(φ) = βW̃ β−1(φ), (2.124)

onde β é um parâmetro em princípio real. Por essa escolha só precisamos escolher um
W̃ (φ) que tenha um potencial (2.116) com mínimos adjacentes que podemos calcular a
energia das soluções de maneira direta por E = |∆W | sem precisar calcular as soluções
da equação (2.115). Para as funções da equação acima a energia dependerá do parâmetro
β.
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Tomaremos um W̃ (φ) que as soluções das equações diferenciais de primeira ordem
(2.115) sejam as mesmas do modelo φ4 canônico, estudado na subseção 2.2.1. Logo,
escolhemos uma função W̃ (φ), tal que

W̃ (φ) = φ− 1
3φ

3 + c. (2.125)

Apesar de ser muito parecido com o da equação (2.73), tem uma constante c a mais, com
c ∈ R. Independentemente dessa constante, teremos o potencial

V (φ) = 1
2
(
1−φ2

)2
, (2.126)

que não depende de c. No caso canônico essa constante não interfere em nada, não
modifica a solução, nem a energia e nem estabilidade linear. Aqui, como estamos em
modelos generalizados, apesar de não modificar as soluções, já que as equações diferenciais
de primeira ordem (2.115) serão as mesmas do caso canônico 2.2.1, haverá mudanças na
densidade de energia e na estabilidade linear das soluções. Lembrando que a solução do
tipo kink é dada por

φ(x) = tanh(x). (2.127)
Nesse caso, a densidade de energia (2.117) dependerá dos parâmetros β e c, de forma que

ρ(x) = β sech4(x)
(

tanh(x)− 1
3 tanh3(x) + c

)β−1
. (2.128)

Observe que para β = 1 recuperamos o modelo canônico e a densidade de energia acima
não dependerá de c. Note também que o parâmetro β deve ser positivo com β ∈ Z e
ímpar. Assim como a densidade de energia dependerá dos parâmetros introduzidos a
energia também dependerá e é dada por

E =
(
c+ 2

3

)β
−
(
c− 2

3

)β
. (2.129)

O potencial (2.126) e a solução (2.127) podem ser vistos nas figuras 2.1 e 2.2, respecti-
vamente. O comportamento da densidade de energia dependerá dos parâmetros β e c,
veja a figura 2.13. Para c = 0 o parâmetro β 6= 1 cria um zero na densidade de energia,
dividindo-a em duas porções. O parâmetro c gera assimetria na densidade de energia,
quando |c| < 2/3 a densidade de energia terá o zero desde que β 6= 1, já para |c| ≥ 2/3
não terá zeros, independentemente do valor de β.

Faremos agora uma análise da estabilidade linear da solução (2.127). Como esta-
mos trabalhando com modelos generalizados a equação de estabilidade é uma equação
de Sturm-Liouville, ver equação (2.118). Entretanto, para o a situação que estamos ex-
plorando é mais complicado estudar pela equação de Sturm-Liouville. Por essa razão,
estudaremos a estabilidade linear a partir da equação de Schrödinger (2.121) com poten-
cial (2.122) dado por

U(x) = 144c2 + 64−24(9c2 + 4)S2−48(2β+ 1)S4 + 8(6β+ 1) + 48c(4−3βS2−4S4)T
36c2 + 16−12S4−4S6 + 24c(2 +S2)T ,

(2.130)
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Figura 2.13 Densidade de energia (2.128) para vários valores de β e c. Na primeira figura a
linha tracejada é para β = 1 e qualquer valor de c, as linhas sólidas são para β = 3 e 5 com
c= 0, a espessura da linhas aumenta com β. As outras duas figuras é para β = 3, a do meio é
para c= 0,1/6 e 1/3, já a última é para c= 2/3,1 e 4/3.

onde S = sech(x) e T = tanh(x). Como podemos ver, é um potencial bastante complicado,
os seus estados dependerá dos parâmetros β e c. Porém é possível calcular o modo zero
conforme a equação (2.56), que será

ψ(0)(x) =N sech2(x)
√
β
(

tanh(x)− 1
3 tanh3(x) + c

)β−1
. (2.131)

O potencial (2.130) pode ser visto na figura 2.14 com seus respectivos modos zero. Note
que independetemente dos valores escolhidos para β e c, o modo zero será uma função
sem nó, garantindo assim a estabilidade linear das soluções.

2.3.2 Modelo com potências da dinâmica

Consideraremos agora uma outra generalização do modelo canônico (2.57), dessa vez
modificaremos apenas o termo da dinâmica do campo. Tomamos a densidade lagrangiana

L= X

p
|2X|p−1−V (φ), (2.132)

onde p > 1/2 é um parâmetro real e V (φ) é o potencial. Como pode ser visto, assumimos
um modelo como potências no termo dinâmico. É fácil ver que para p= 1 recuperamos o
caso canônico. Evitamos o caso p= 1/2, pois esse caso é associado ao termo de cuscuton
[73–75], que não contribui para a equação diferencial de primeira ordem, fazendo com
que o potencial seja nulo, como veremos na próxima subseção. O caso particular em que
p= 2 foi estudado em [76,77], para um pontencial do tipo φ4 as soluções serão compactas.

A equação de movimento estática (2.12) torna-se

(2p−1)φ′2(p−1)
φ′′ = Vφ, (2.133)
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Figura 2.14 Potencial de estabilidade (2.130) para equação de Schrödinger e seus modos zeros
com vários valores de β e c. As três figuras de cima são para β = 1,3 e 5 da esquerda para
direita, com um c qualquer na primeira e c= 0 nas outras duas. As outras três é para um valor
fixo β = 3 e c= 1/3,2/3 e 1.

com densidade de energia (2.13) dada por

ρ= 1
2pφ

′2p+V (φ). (2.134)

Pela condição de estresse nulo (2.22), temos que

2p−1
2p φ′

2p = V (φ). (2.135)

Note que para p= 1/2 o potencial será nulo. As soluções dessa equação diferencial de pri-
meira ordem também serão soluções da equação de movimento (2.133). A equação acima
relaciona a derivada do campo com o potencial, pemitindo reescrevermos a densidade de
energia (2.134) como

ρ= φ′
2p = 2p

2p−1V (φ). (2.136)

Assim como no caso canônico, as soluções conectará mínimos vizinhos do potencial. Aqui
não faremos uso da função auxiliar W (φ) como foi feito na subseção anterior, mas vale
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ressaltar que pode ser usado para determinar as equações diferenciais de primeira ordem
e para calcular a energia, como pode ser visto em [23].

Vamos nos focar na estabilidade linear desse modelo, como já sabemos teremos uma
equação de Sturm-Liouville dado pela equação (2.33), que nesse caso toma forma

− A2

φ′2(p−1)

(
φ′

2(p−1)
ξ′n

)′
+U(x)ξn = ω2

nξn, (2.137)

com potencial de estabilidade U(x) dado por

U(x) = A2

2p−1
Vφφ

φ′2(p−1) = A2

φ′′′
φ′

+ 2(p−1)φ
′′2

φ′2

 , (2.138)

onde A2 é a hiperbolicidade, definida na equação(2.32),

A2 = 2p−1, (2.139)

que é independente x. Note que apesar da generalização da densidade lagrangiana (2.132),
a condição da hiperbolicidade A2 > será sempre válida para p > 1/2, que foi tomado como
premissa em nosso modelo. Podemos escrever a equação de estabilidade (2.137) na forma
dada pela equação (2.39) e fatorar com L = S†S, onde os operadores S e S† são dados
pela equação (2.51). Os operadores supersimétricos serão escritos como

S = A

(
− d

dx
+ φ′′

φ′

)
e S† = A

(
d

dx
+ (2p−1)φ

′′

φ′

)
. (2.140)

Como sabemos pela equação 2.52 é possível gerar um potencial de estabilidade parceiro
supersimétrico U2(x). É fácil ver que para p = 1 recuperamos o caso canônico, onde as
equações de estabilidade serão equações de Schrödinger (2.68). Pode-se também fazer
a transformação (2.53) para que a equação de estabilidade (2.137) vire uma equação do
tipo Schrödinger. Nesse caso a transformação é bastante simples, já que a hiperbolici-
dade (2.139) é uma constante, não precisamos resolver uma integral na relação entre as
coordenadas x e z, ver referência [23]. Entretando, vamos abrir mão dessa transformação
e trabalharmos com as equações de estabilidade em sua forma de Sturm-Liouville.

Usualmente, soluções do tipo kink tem comportamento assintótico exponencial, isto
é, φ(x)∓v± ∝ exp(−|x|) para x→±∞. Logo, podemos estimar como os auto-estados ξn
se comportam nessa região. Temos que M = φ′′/φ′, para soluções com comportamento
assintótico exponencial concluímos que essa função tende para uma constante quando
x→±∞, definidas como M |x→±∞ =M±. Como A2 = 2p−1 é constante, os operadores
in Eq. (2.140) tornam-se uma derivada mais um termo constante, levando a equação de
estabilidade (2.137) se tornar

− ξ′′±−2(p−1)M±ξ′±+A2M±ξ± = ω2

A2 ξ±. (2.141)

Sua solução descreve o comportamento assintótico geral das flutuações, que é dado por

ξ± = exp(−(p−1)M±x+ ikx) , (2.142)
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onde k =
√
ω2/A2−p2M2

±. A expressão acima depende do sinal de M±, que obedece
∓M± > 0 para kinks com cauda exponencial. Para ω2 >p2A2M2

±, temos que k é um valor
real, então as oscilações estarão presentes e teremos estados contínuos. Nessa situação, as
flutuações desaparecem assintoticamente quando 1/2 < p < 1, oscilam em todo o espaço
para p = 1 e explodem quando p > 1. Outra possibilidade aparece quando k = 0, apesar
de não ter o termo oscilatório ainda serão estados contínuos (semi-ligados), as flutuações
tendem a desaparecer no infinito por 1/2< p< 1, é constante quando p= 1 e diverge para
p > 1. Finalmente, se ω2 <A2p2M2

±, k é um valor puramente imaginário, de forma que o
argumento da exponencial seja real. Nesse caso, teremos estados discretos e as flutuações
podem desaparecer, ser constante ou explodir assintoticamente, dependendo do sinal da
expressão −(p−1)M±−|k|.

Faremos um exemplo para o modelo (2.132), consideraremos potencial dado por

V (φ) = 2p−1
2p (1−φ2)2p, (2.143)

com p sendo o mesmo parâmetro que controla a dinâmica do modelo. A solução da
equação diferencial de primeira ordem (2.135) é dada por

φ(x) = tanh(x), (2.144)

que é a mesma solução do modelo φ4 com dinâmica canônica. Apesar da modificação
que introduzimos com o parâmetro p, teremos a mesma solução. Porém, a densidade de
energia (2.136) dependerá de p, onde

ρ(x) = sech4p(x). (2.145)

Pode-se integrar a expressão acima em todo o espaço para mostrar que a energia é dada
por E = 24p−1B(2p,2p), onde B(z, z̃) é a função Beta com argumentos z e z̃.

Vamos agora investigar se a introdução do parâmetro p no modelo modifica a estabi-
lidade linear da solução (2.144). Os operadores S e S† da equação (2.140) serão dados
por

S =−A
(
d

dx
+ 2tanh(x)

)
and S† = A

(
d

dx
−2(2p−1)tanh(x)

)
. (2.146)

Esses operadores são bem definidos em toda a linha real. Isso garante a estabilidade
linear do modelo, pois o modo zero será o menor estado do sistema. Porém, podemos
ainda fazer um estudo mais profundo sobre a estabilidade da solução, para isso precisamos
resolver a equação (2.137). O potencial de estabilidade (2.138) será

U(x) = A2
(
4(2p−1)−2(4p−1)sech2(x)

)
. (2.147)

Este potencial pode ser associado à propriedade de invariância da forma. Portanto,
podemos usar alguns dos resultados obtidos no apêndice A para as equações (A.11)-
(A.13) com a= 2, b= 4(p−1) e λ= 1, os estados discretos serão

ξn(x) = sech2−n(x)P (2p−n,2p−n)
n (tanh(x)), (2.148)
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cujos autovalores associados são ω2
n = nA2 (4p−n) para n= 0,1,2, . . . ,d2p−1e. Usando a

equação (2.142) para calcular o comportamento assintótico dos estados do contínuo que
surgem quando ω2 ≥ 4A2p2. Temos

ξ± = exp(±2(p−1)x+ ikx) , (2.149)

onde k=
√
ω2/A2−4p2. Para o caso particular em que ω2 = 4A2p2 com p inteiro, teremos

um estado semi-ligado.

2.3.3 Modelos com termo de Cuscuton

Discutiremos sobre o termo de cuscuton, introduzido nas referências [73,74], onde es-
tudam as consequências deste termo no contexto cosmológico. Em defeitos, este termo foi
estudado em [75], onde adicionamos o termo de cuscuton na dinâmica canônica. Também
foi estudado junto com um termo dinâmico generalizado em [45]. Nessa tese mostrarei
como a adição do termo de cuscuton modifica um modelo geral, consideraremos a densi-
dade lagrangiana dada por

L= L̃+ 2f(φ)X√
|2X|

, (2.150)

onde L̃ = L̃(φ,X) é uma função arbitrária do campo e suas derivadas e f(φ) é uma
função que depende apenas do campo φ, que controla o termo de cuscuton. A equação
de movimento (2.3) será

∂µ

L̃X + f(φ)√
|2X|

∂µφ
= L̃φ+ 2fφX√

|2X|
(2.151)

e o tensor energia-momento (2.5) toma forma

Tµν =
L̃X + f(φ)√

|2X|

∂µφ∂νφ−ηµν
L̃+ 2f(φ)X√

|2X|

 . (2.152)

Pela condição de energia nula (NEC) dado pela equação (2.11) temos queL̃X + f(φ)√
|2X|

≥ 0. (2.153)

Como pode ser visto pelas três últimas equações, o termo de cuscuton modifica bastante.
Entretanto, para soluções estáticas a equação de movimento (2.151) toma uma aparência
bastante interessante (

L̃X + 2L̃XXX
)
φ′′ = 2L̃Xφ−L̃φ. (2.154)

O termo de cuscuton não altera a equação de movimento estática se por acaso o modelo
(2.150) fosse dado por L = L̃, porém a componente do tensor energia-momento (2.152)
que representa a densidade de energia

ρ= f(φ)|φ′|− L̃, (2.155)
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dependerá de f(φ). A outra componente não nula é o estresse e é dado por

τ = L̃+ L̃Xφ′
2
, (2.156)

note que assim como a equação de movimento estática (2.154), o estresse também não
depende do termo de cuscuton. Podemos usar a condição de estresse nulo (τ = 0) para
obter equações diferenciais de primeira ordem indepedentes de f(φ). Assim como na
subseção anterior não usaremos o formalismo de primeira ordem via função W (φ). Como
a equação de movimento (2.154) não depende de f(φ), podemos escolher modelos para L
que tenha soluções já conhecidas. Porém, como já foi dito: apesar de termos as mesmas
soluções que o modelo com o termo de cuscuton, a densidade de energia será outra.

Queremos agora ver como o termo de cuscuton modifica a estabilidade linear das
soluções, a equação da estabilidade linear (2.33) será

−
(
A2
(
L̃X + f(φ)

|φ′|

)
ξ′n

)′
=
(
L̃φφ+

(
L̃Xφφ′

)′
+ω2

(
L̃X + f(φ)

|φ′|

))
ξn, (2.157)

com hiperbolicidade

A2 = (L̃X + 2XL̃XX)
(
L̃X + f(φ)

|φ′|

)−1
. (2.158)

Como pode ser visto será parecido com a equação de estabilidade para um modelo L= L̃,
com exceção da função peso (LX) que modifica, dependerá de f(φ). A fatoração da
equação da estabilidade pode ser feita a partir dos operadores supersimétricos (2.51),
entretanto não colocaremos sua forma para um modelo geral, só no exemplo que faremos
logo mais. A transformação para equação de Schrödinger (2.53) não será trivial, porém
conseguimos fazê-la no caso particular em que consideramos L̃ como o modelo canônico,
entretanto não faremos aqui, mas pode ser visto em [75].

Como exemplo vamos tomar a função L̃ como o do modelo estudado na última sub-
seção (2.132). Escrevemos a lagrangiana (2.150) como

L= X

p
|2X|p−1 + 2f(φ)X√

|2X|
−V (φ), (2.159)

onde p continuará sendo um parâmetro real com p > 1/2. Vale ressaltar que a função
f(φ) não pode ser absorvida por meio de uma redefinição de campos como no primeiro
modelo generalizado (2.103). Como já foi dito anteriormente, teremos a mesma equação
de movimento e condição de estresse nulo que o modelo da subseção anterior, dado pelas
equações (2.133) e (2.135). Entretanto, a densidade de energia (2.155) dependerá de f(φ)
e para esse exemplo escrevemos como

ρ= 1
2pφ

′2p+f(φ) |φ′|+V (φ). (2.160)

Para ilustrar, tomamos o potencial (2.143) que depende do parâmetro p do modelo
(2.159). Teremos como solução o kink dado pela equação (2.144), o comportamento
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dessa solução pode ser visto na figura 2.2. Para sabermos o comportamento da densidade
de energia da equação acima precisamos da função f(φ).

No estudo da estabilidade linear das soluções, teremos a mesma equação de estabili-
dade (2.137) com potencial de estabilidade (2.138). Porém, a hiberbolicidade aqui não
será mais constante como antes, pela equação (2.158) temos que

A2 = (2p−1)φ′2p−1

φ′2p−1 +f(φ)
. (2.161)

Tomando f(φ) = 0 recuperamos a hiperbolicidade constante da equação (2.139). Podemos
considerar a mudança de variáveis (2.53) para obter uma equação do tipo Schrödinger,
que está relacionado à forma de A. A presença da função f(φ) complica este processo, já
que A deve ser utilizado numa integração em algum momento. Portanto, a investigação da
equação de Sturm-Liouville (2.157) é muito importante neste caso. Em seguida, fatoramos
a equação de estabilidade com os operadores supersimétricos (2.51). Se esses operadores
forem bem definidos, o modelo com a presença do termo cuscuton em (2.159) é estável
sob pequenas flutuações.

Consideraremos novamente o potencial (2.143) com solução do tipo kink (2.144). Para
uma função

f(φ) = α
(
1−φ2

)q
, (2.162)

a densidade de energia toma forma

ρ(x) = sech4p(x) +α sech2(q+1)(x), (2.163)

que pode ser integrado em todo o espaço para obtermos a energia E = 24p−1B(2p,2p) +
22q+1αB(q+1, q+1). A função que controla a hiperbolicidade em (2.161) é escrita como

A2 = 2p−1
1 +α sech2(q+1−2p)(x)

, (2.164)

que não é constante como antes, somente no caso em que α = 0. Como já foi dito,
a equação de estabilidade é dada pela equação (2.137) com pontecial de estabilidade
(2.138) onde A é dado pela equação (2.161). Para nosso exemplo, em particular, U(x) é
descrito pela equação (2.147), com a função acima A não constante. Esta equação pode
ser fatorada com os operadores supersimétricos in Eq. (2.140). Apesar da hiperbolicidade
não ser mais constante, os dois operadores serão regulares em todo o espaço; isso garante
a estabilidade do nosso modelo.

Podemos ir além e investigar o comportamento assintótico geral das flutuações ξ(x).
ConsideradoM |x→±∞=M±, A|x→±∞=A± e K|x→±∞=K± na equação da estabilidade
(2.137) com hiperbolicidade (2.161) para x→±∞, torna-se

−η′′−K±η′+
(
M2
±+M±K±

)
η = ω2

A2
±
η. (2.165)
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Lembrando que K(x) = (ALX)′/(ALX), definido abaixo da equação (2.42). A equação
acima admite a seguinte solução:

η± = exp
(
−K±x2 + ikx

)
, (2.166)

com k =
√
ω2/A2

±− (2M±+K±)2/4. Como estamos considerando a solução (2.144) e a
função f(φ) dado pela equaçãp (2.162) para q > 2p−1. Neste caso, temos que M± =∓2
e A±→

√
2p−1, tal que

K(x) =−tanh(x)
4(N −1) + α (p+ 1−2N)

α+ cosh2(p+1−2N)(x)

, (2.167)

de uma maneira que tende para K± → ∓4(N − 1), assintoticamente. Temos também
que k =

√
ω2/(2N −1)−4N2, fazendo com que os estados para ω2 > 4N2(2N − 1) não

possam ser normalizados.



Capítulo 3

Formalismo para N Campos Escalares

Nesse capítulo faremos uma generalização do que foi estudado no anterior. Conside-
raremos agora mais de um campo escalar real e veremos que fica muito mais complicado,
já que teremos que lidar com sistemas de equações diferenciais acopladas. Nas referên-
cias [1, 78–81] podemos ver modelos com mais de um campo escalar, onde os autores
discutem as dificuldades de se obter as soluções desses sistemas. Assim como no capí-
tulo anterior, desenvolveremos um formalismo de primeira ordem que é compatível com
as equações de movimento e em seguida faremos uma análise da estabilidade linear das
soluções estáticas.

3.1 Generalidades

A densidade Lagrangiana dependerá dos campos e de suas derivadas, como lidaremos
com mais de um campo, rotularemos os campos com um subíndice φi, com i= 1,2, . . . ,N ,
que depende da quantidade de campos a serem estudados. Definimos um invariante de
Lorentz dado por

Xij = 1
2∂µφi∂

µφj , (3.1)

que é o termo em que envolve as derivadas dos campos e temos que Xij =Xji. Para dar-
mos continuidade ao nosso estudo de vários campos escalares reais vamos considerar uma
ação em dimensões espaço-temporais no espaço plano, com tensor métrico de Minkowski
ηµν = diag(1,−1), dado por

S =
∫
d2xL(φi,Xjk). (3.2)

O estudo para N campos é bastante parecido com o de um campo, porém, aqui teremos
uma equação de movimento para cada campo. Logo, temos que resolver um sistema de
N equações acopladas. Podemos escrever essas equações de movimento em componentes,
ou seja

∂µ(LXij∂
µφj) = Lφi , (3.3)

onde usaremos a notação LXij = ∂L/∂Xij e Lφi = ∂L/∂φi para representar as derivadas
adequadas. Para cada subíndice repetido existe uma soma, como na convenção de eins-
tein. Poderíamos imaginar as equações de movimento como uma matriz coluna 1×N ,
dado pelas componentes da equação acima com i= 1,2, . . . ,N . O caso especial de N = 1
foi estudado no capítulo anterior. Expandindo a equação de movimento (3.3), temos

2XjkLXijφk +LXikXjl∂
µφk∂

νφl∂µ∂νφj +LXij�φj = Lφi . (3.4)

38
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Também podemos calcular o tensor energia-momento para o modelo (3.2), que nesse
caso terá a forma

Tµν = LXij∂µφi∂νφj−ηµνL, (3.5)
Note que apenas os índices gregos (µ,ν) são livres, os índices latinos i e j estão sendo
somados. Lembrando que cada componente desse tensor representa uma quantidade
física. Temos que a componente T 00 é a densidade de energia, dada por

T00 = ρ= LXij φ̇iφ̇j−L, (3.6)

a componente T 10 é o fluxo de energia no espaço e T 01 é a densidade de momento de
igual valor

T01 = T10 = LXij φ̇iφ
′
j , (3.7)

e por último o estresse
T11 = τ = LXijφ

′
iφ
′
j +L, (3.8)

onde os pontos representa derivada no tempo e as linhas no espaço. Pela conservação
do tensor energia-momento temos que o estresse deve ser constante em todo espaço.
Como estamos trabalhando com modelos muito generalizado, faremos uso da condição
de energia nula (NEC) como guia. Nessa condição impõe-se que Tµνnµnν ≥ 0, onde nµ é
um vetor nulo que satisfaz ηµνnµnν = 0. Restringindo nosso modelo a obdecer

LXij∂µφi∂νφjn
µnν ≥ 0, (3.9)

para os campos φi(x,t) que satisfaçam as equações de movimento (3.3).
Para soluções estáticas φi = φi(x), o termo da equação (3.1) se reduz a Xij =−φ′iφ′j/2.

A equação de movimento de movimento (3.4) pode ser escrito como

(LXij + 2XklLXikXjl)φ
′′
j = 2XjkLXijφk −Lφi , (3.10)

as componentes não nulas do tensor energia-momento (3.5) serão

ρ=−L, (3.11a)
τ = LXijφ

′
iφ
′
j +L, (3.11b)

que são respectivamente a densidade de energia e o estresse. Para campos estáticos
φi = φi(x) a condição de energia nula (3.9) se reduz a

LXijφ
′
iφ
′
j ≥ 0, (3.12)

essa equação é equivalente a escrever (ρ+ τ)≥ 0 usando as definições (3.11a) e (3.11b).
Seguiremos os passos do capítulo anterior e repetimos o argumento de Derrick para

N campos. Tomando a reescala x→ y = λx nas soluções, teremos φi(x)→ φ
(λ)
i = φ(y) e

Xij →X
(λ)
ij = λ2Xij(y), a energia reescalada passará a ser

E(λ) =−
∫ +∞

−∞
dxL

(
φ

(λ)
i ,X

(λ)
ij

)
=−

∫ +∞

−∞
dyλ−1L

(
φi(y),λ2Xij(y)

)
, (3.13)
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com E = E(λ)
∣∣∣
λ=1

. Minimizamos com ∂E(λ)/∂λ
∣∣∣
λ=1

= 0, ou seja∫ +∞

−∞
dy (L−2LXijXij)︸ ︷︷ ︸

=τ

= 0. (3.14)

Assim como no formalismo para um campo, temos que ter a condição de estresse nulo
(τ = 0). Além disso, temos ∂2E(λ)/∂λ2

∣∣∣
λ=1

> 0, que nos leva a condição φ′iφ′j(LXij +
2XklLXikXjl) > 0. Considerando que as componentes de LXij ≥ 0, para que a NEC seja
válida, temos que todas as componentes de φ′iφ′j ≥ 0, ver equação (3.12). Levando essas
coisas em conta, a última condição para que as soluções sejam estáveis por contrações e
dilatações será LXij + 2XklLXikXjl > 0.

Pela condição de estresse nulo, temos
L−2LXijXij = 0, (3.15)

que é uma equação diferencial de primeira ordem nos campos φi(x). Derivando a equação
acima obtemos [

(LXij + 2XklLXikXjl)φ
′′
j −2XjkLXijφk +Lφi

]
φ′i = 0 (3.16)

que é satisfeita para soluções da equação de movimento (3.10), ou seja, a equação (3.15)
é compatível com as equações de movimento. Entretando, ela não é suficiente para
resolvê-las, já que se trata de apenas uma equação, precisaríamos de mais N−1 equações
para resolver o problema completamente. Usando a condição de estresse nulo podemos
reescrever a densidade de energia (3.11a) como

ρ= LXijφ
′
iφ
′
j . (3.17)

Pela NEC dada pela equação (3.9), vemos que a densidade de energia deve ser não
negativa.

A condição de estresse nulo é importante para o desenvolvimento do formalismo de
primeira ordem para N campos. Pela forma da densidade de energia dada pela equação
acima, podemos introduzir uma função W = W (φi) que dependa apenas dos campos,
desde que

Wφi =±LXijφ
′
j . (3.18)

Substituindo a expressão acima na da densidade de energia, a energia será
E = ∆W, (3.19)

assim como no formalismo para um campo escalar(2.26). Porém, aqui devemos considerar
as condições de contorno de todos os N campos. Considerando que podemos calcular as
componentes L−1

Xij
, tal que L−1

Xik
LXkj = δij , onde δij é o delta de Kronecker, é possível

escrever as equações diferenciais de primeira ordem como φ′i = ±L−1
Xij
Wφj . Derivando a

equação (3.18) em relação a x, obtemos
(LXij + 2XklLXikXjl)φ

′′
j = 2LXikφjXjk±Wφiφjφ

′
j . (3.20)

Comparando com a equação de movimento (3.10) identificamos ±Wφiφjφ
′
j = −Lφi , ou

seja, para que as equações diferenciais de primeira ordem resolva as equações de movi-
mento esses vínculos precisam ser satisfeitos.
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3.1.1 Estabilidade linear

Algumas análises das soluções estáticas da equação (3.10) podem ser feitas, como por
exemplo, como essas soluções se comportam sob pequenas pertubações. Uma maneira
que podemos fazer esse estudo é adicionarmos funções dependentes do tempo e do espaço
ξi(x,t), em torno da solução φi(x), ou seja, φi(x,t) = φi(x)+ξi(x,t) e considerarmos ape-
nas contribuições lineares dessa função adicional. A adição dessa pertubação modificará
alguns termos de interesse, como por exemplo

Xij →Xij + X̄ij , (3.21a)
Lφi →Lφi +Lφiφjξj +LφiXjkX̄jk, (3.21b)
LXij →LXij +LXijφkξk +LXijXklX̄kl, (3.21c)

onde
X̄ij = 1

2∂µφi∂
µξj + 1

2∂µξi∂
µφj (3.22)

usando isso na equação de movimento (3.3) dependente do tempo e considerando soluções
estáticas que resolve a equação (3.10), obtemos

LXij ξ̈j−
[
(LXij + 2XklLXikXjl)ξ

′
j

]′
− (LXikφj −LXjkφi)φ

′
kξ
′
j =

[
Lφiφj +

(
LXikφjφ

′
k

)′]
ξj .

(3.23)
Fazendo separação de variáveis, assumimos que ξi(x,t) = ξi(x)cos(ωt), logo

−
[
(LXij + 2XklLXikXjl)ξ

′
j

]′
− (LXikφj −LXjkφi)φ

′
kξ
′
j =

[
Lφiφj +

(
LXikφjφ

′
k

)′
+ω2LXij

]
ξj

(3.24)
ou de forma compacta

−
(
aijξ

′
j

)′
− bijξ′j− cijξj = ω2LXijξj , (3.25)

onde

aij = LXij + 2XklLXikXjl , (3.26a)
bij = (LXikφj −LXjkφi)φ

′
k, (3.26b)

cij = Lφiφj +
(
LXikφjφ

′
k

)′
. (3.26c)

O produto interno de dois estados de (3.25) é definido pela integral

〈η|ξ〉=
∫
η†iLXijξj dx, (3.27)

onde LXij = L†Xij é equivalente a uma função peso, onde a condição de ortonormalidade
dos estados é dada por 〈η|ξ〉 = δηξ. Na equação (3.25) existe um estado com autovalor
nulo, ou seja ω = 0. Esse estado é conhecido como modo zero, que surge da invariância
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translacional das soluções e não tem custo energético [42, 43]. Derivando a equação de
movimento (3.10) com respeito a x obtemos(

aijφ
′′
j

)′
=−bijφ′kφj ′′− cijφ′j , (3.28)

podemos identificar o modo zero como ξ(0)
i ∝ φ′i. Reescrevemos a equação de estabilidade

(3.25) como Lijξj = ω2ξi, onde o operador Lij é definido por

Lij =−L−1
Xik

(
d

dx
akj

d

dx
+ bkj

d

dx
+ ckj

)
, (3.29)

Impondo que esse operador seja auto-adjunto, temos que calcular 〈η|Lξ〉= 〈L†η|ξ〉 e fazer
L† = L, onde L é o operador acima na sua forma matricial. Para que isso seja verdade
as componentes (3.26) devem obedecer: a†ij = aij , b†ij =−bij e c†ij = cij− b′ij ; desde que a
seguinte condição de contorno

[
η′i
†
aijξj−η†i bijξj−ηi

†aijξ
′
j

] ∣∣∣∣∣
∞

−∞
= 0, (3.30)

seja satisfeita. Podemos tentar fatorar o operador (3.29), de forma que seja possivel
escrever Lij = S†ikSkj . Para isso, introduzimos os operadores

Sij = Aik

(
− d

dx
δkj +Mkj

)
, (3.31a)

S†ij = L−1
Xik

(
d

dx
A†klLXlj +M †klA

†
lmLXmj

)
, (3.31b)

com a condição de contorno
η†iLXijAjkξk

∣∣∣∞
−∞

= 0. (3.32)

Nosso desafio será determinar as componentes Mij . Fazendo S†ikSkjξj = ω2ξi, podemos
identificar as componentes (3.26) como

aij = A†ikLXklAlj , (3.33a)
bij =M †ikA

†
klLXlmAmj−A

†
ikLXklAlmMmj , (3.33b)

cij =−
(
A†ikLXklAlmMmj

)′
−M †ikaklMlj , (3.33c)

podemos ainda escrever as duas últimas componentes de maneira compacta como

bij =M †ikakj−aikMkj , (3.34a)

cij =−
(
aikMkj

)′
−M †ikaklMlj , (3.34b)
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que satisfaz as exigências impostas acima da equação (3.30). Nosso desafio é determinar
a forma de Mij , uma maneira de fazer isso é através da equação do modo zero (3.28),
temos que(

aijφ
′′
j

)′
+
(
M †ikakj−aikMkj

)
φ′′j −

((
aikMkj

)′
+M †ikaklMlj

)
φ′j = 0, (3.35)

podemos escrever a equação acima de forma compacta como Lijφ′j = 0. Podemos obter a
solução para isso fazendo Sijφ′j = 0, usando a definição (3.31a) obtemos φ′′i =Mijφ

′
j , que

resolve a equação acima. Obtemos agora uma relação entre as derivadas das soluções com
as componentes Mij . Usando a equação de movimento (3.10) com a definição (3.26a),
obtemos

aijφ
′′
j = 2XjkLXijφk −Lφi (3.36)

Uma maneira de calcular Mij é se for possível escrever Lφi = Fijφ
′
j , onde Fij são compo-

nentes genéricas que depende dos campos e de suas derivadas espaciais, pois poderíamos
escrever

aijφ
′′
j =−

(
LXijφkφ

′
k +Fij

)
φ′j (3.37)

e identificarmos as componentes Mij como

Mij =−a−1
ik

(
LXkjφlφ

′
l+Fkj

)
. (3.38)

Entretanto talvez não seja possível ou fácil de escrever a derivada da densidade lagrangi-
ana com respeito aos campos como aquela relação. Porém para o formalismo de primeira
ordem (3.18) é necerrário escrever um vínculo Wφiφjφ

′
j = −Lφi , onde omitir o outro si-

nal por questão de simplicidade. Para as soluções das equações diferenciais de primeira
ordem é possível determinar as componentes Mij como

Mij = a−1
ik

(
Wφkφj −LXklφjφ

′
l

)
, (3.39)

e usando (3.26b), teremos

M †ij =
(
Wφiφk −LXklφiφ

′
l

)
a−1
kj . (3.40)

Nesse caso, as nossas componentes Fij definida acima da equação (3.37) dependerá apenas
dos campos, onde Fij =−Wφiφj . Derivando a relação Wφiφjφ

′
j =−Lφi com respeito x e

usando as equações acima, temos que(
Wφiφjφkφ

′
k +Lφiφj +M †ikaklMlj

)
φ′j = 0, (3.41)

essa equação juntamente com (3.39) e (3.40), podem ser usadas para escrever as relações
abaixo

aikMkj =Wφiφj −LXikφjφ
′
k, (3.42a)

M †ikakj =Wφiφj −LXjkφiφ
′
k, (3.42b)(

aikMkj

)′
=Wφiφjφkφ

′
k−

(
LXikφjφ

′
k

)′
, (3.42c)

M †ikaklMlj =−Wφiφjφkφ
′
k−Lφiφj , (3.42d)
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que podem ser útil para a resolução dos problemas. Em particular, para relacionar as
componentes da(3.33) com (3.26b) e (3.26c).

Um caso particulamente interessante é quando bij = 0, pois temos queM †ij = aikMkla
−1
lj .

Os operadores (3.31) tornam-se

Sij = Aik

(
− d

dx
δkj +Mkj

)
, (3.43a)

S†ij = L−1
Xik

(
d

dx
akm+aklMlm

)
A−1
mj , (3.43b)

com o operador da equação (3.29) na forma

Lij = L−1
Xik

(
− d

dx
akj

d

dx
+
(
aklMlj

)′
+aklMlmMmj

)
. (3.44)

Para um único campo escalar real essa condição é válida sempre [45], como também para
modelos em que as derivadas cruzadas LφiXjk = 0.

Voltando para o caso geral em que bij 6= 0 e sem considerar a fatoração da equação
da estabilidade, podemos fazer uma transformação de variável em (3.25) do tipo

dx= dz

R
e ξi(x) =Qijuj(z), (3.45)

onde R e Qij são quantidades a serem determinadas a partir das imposições

2Raij
dQjk
dz

+ d(Raij)
dz

Qjk + bijQjk = 0, (3.46a)

Q−1
ij a
−1
jk LXklQlm =R2δim. (3.46b)

As condições acima precisam ser válidas para que possamos escrever a equação de esta-
bilidade (3.25) como uma equação do tipo Schrödinger acoplada(

−δij
d2

dz2 +Uij(z)
)
ψj(z) = ω2ψi(z), (3.47)

onde

Uij(z) =− 1
R2Q

−1
ik a
−1
kl

(
R
d

dz

(
Ralm

dQmj
dz

)
+Rblm

dQmj
dz

+ clmQmj

)
. (3.48)

Essa transformação para N campos é muito mais complicado, pois além de precisar resol-
ver as equações de (3.46), ainda será necessário resolver uma integração para determinar
z. Supondo que seja possível fazer essa transformação, podemos escrever os estados

ψi =Q−1
ij ηj , (3.49)

onde o modo zero é dado por
ψω0
i (z) =RQ−1

ij

dφj
dz

, (3.50)
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estado com autovalor ω = 0 da equação (3.47).
Como pode ser visto, o estudo da estabilidade linear das soluções é muito mais com-

plexo quando envolve mais de um campo, a equação (3.25) é em princípio um sistema
de equações de autovalores acoplada. Mesmo na tentativa de fazer transformar numa
equação mais conhecida (3.47) será necessário resolver uns vínculos (3.46). Esse vínculo
é facilmente resolvido para apenas um campo escalar, teremos R = 1/A e uma única
componente para Qij , dada por Q= 1/

√
ALX .

3.2 Exemplo para Dois Campos

A generalização imediata é para dois campos, a lagrangiana canônica para modelos
de dois campos é escrito como

L= 1
2∂µφ∂

µφ+ 1
2∂µχ∂

µχ−V (φ,χ), (3.51)

onde V (φ,χ) é o potencial e agora dependerá dos dois campos, além disso mostra como
serão os termos de interação entre eles. Note que nesse caso N = 2 ou seja i= 1,2 e que
consideramos os campos φ1 = φ e φ2 = χ. Para o modelo acima teremos duas equações
de movimento, uma referente a cada campo, elas podem ser obtidas usando a equação
(3.3), ou seja

�φ=−Vφ, (3.52a)
�χ=−Vχ. (3.52b)

O tensor energia-momento (3.5) para esse modelo será

Tµν = ∂µφ∂νφ+∂µχ∂νχ−ηµνL, (3.53)

em componentes, teremos

T00 = 1
2 φ̇

2 + 1
2φ
′2 + 1

2 χ̇
2 + 1

2χ
′2 +V (φ,χ), (3.54a)

T01 = φ̇φ′+ χ̇χ′, (3.54b)

T11 = 1
2 φ̇

2 + 1
2φ
′2 + 1

2 χ̇
2 + 1

2χ
′2−V (φ,χ). (3.54c)

Lembrando que a componente T00 = ρ é a densidade de energia. A condição de energia
nula (3.12) é satisfeita.

Consideraremos agora soluções estáticas φ = φ(x) e χ = χ(x), as equações de movi-
mento (3.52) tornam-se

φ′′ = Vφ, (3.55a)
χ′′ = Vχ. (3.55b)
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Assim como no modelo canônico para um campo estudado seção 2.2, as soluções estáticas
e uniformes serão mínimos do potencial V (φ,χ). Note que agora os conjuntos de mínimos
não será mais numa linha como no capítulo anterior, mas num plano φχ. Apesar das
soluções estáticas terem simplificado o problema, ainda assim é bastante complicado,
pois precisamos que resolver um sistema de equações diferenciais acopladas. Diante a
dificuldade de se resolver esses sistemas de equações, foram desenvolvidos alguns métodos
para tentar facilitar a obtenção de soluções. Um desses métodos é chamado de método
das órbitas tentativas [1,80,82,83], que busca órbitas no plano φχ que conectam mínimos
do potencial. O objetivo da busca por essas órbitas é para desacoplar as equações de
movimento. A densidade de energia para as soluções estáticas será

ρ= 1
2φ
′2 + 1

2χ
′2 +V (φ,χ), (3.56)

com ela podemos calcular a energia do sistema fazendo uma integração em todo o espaço.
Pela condição de pressão nula (3.15) teremos uma equação diferencial de primeira

ordem dada por
V (φ,χ) = 1

2φ
′2 + 1

2χ
′2. (3.57)

Essa equação víncula o potencial com a derivada primeira dos campos. Podemos fazer o
procedimento de Bogomol’nyi como no modelo canônico de um campo (2.66) e obter as
equações diferenciais de primeira ordem

φ′ =±Wφ, (3.58a)
χ′ =±Wχ, (3.58b)

que satisfaz as equações de movimento (3.55), desde que o potencial seja escrito como

V (φ,χ) = 1
2W

2
φ + 1

2W
2
χ . (3.59)

Além de termos equações diferenciais de primeira ordem que satisfazem as equações
de movimento ainda podemos calcular a energia das soluções conhecendo apenas suas
condições de contorno através da função W (φ,χ) onde a energia é dada por

E = |W (φ(∞),χ(∞))−W (φ(−∞),χ(−∞))|= ∆W, (3.60)

conforme demonstrada na equação (3.19). As condições de contorno para as soluções
φ(x) e χ(x) devem satisfazer: Wφ =Wχ = 0, para que a derivada das soluções sejam igual
a zero nos extremos. Podemos definir esses pontos como vi = (φi,χi) e eles serão mínimos
do potencial (3.59). Também podemos usar o método das órbitas tentativas aqui, desde
que essas órbitas obedeçam as condições vi e que a energia E = ∆W seja finita não nula.
Vale comentar que em geral o número de órbitas que satisfazem as equações diferenciais
de primeira ordem (3.58) é menor ou igual que o das equações de movimento (3.55), ou
seja, podem existir soluções que resolvem as equações de movimento, mas não satisfazem
as equações diferenciais de primeira ordem. Diferenciamos essas duas soluções como:
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soluções BPS (que satisfaz as equações diferenciais de primeira ordem) e soluções não-
BPS (que satisfaz apenas a equação de movimento). Existem casos em que todas as
soluções do sistema são resolvidas pelas equações diferenciais de primeira ordem [84,85].

Voltaremos nossa atenção novamente ao estudo das equações diferenciais de primeira
ordem (3.58). Como foi dito há pouco, podemos usar o método das órbitas tentativas
para facilitar na obtenção das soluções. Em particular na referência [83], os autores
sinterizam de forma bastante simples o método das órbitas tentativas usando o formalismo
de primeira ordem. Usando essas equações podemos eliminar a dependência em x e
escrever

Wχdφ−Wφdχ= 0. (3.61)
A solução dessa equação será o conjunto de órbitas possíveis que são satisfeitas pelas
equações diferenciais de primeira ordem (3.58). QuandoW (φ,χ) é uma função harmônica
(Wφφ+Wχχ = 0), a equação acima será uma diferencial exata. Nesse caso, obter a solução
é fácil, será uma órbita F (φ,χ) = 0 no espaço dos campos φ e χ, tal que

∂F

∂φ
=Wχ e ∂F

∂χ
=−Wφ. (3.62)

Quando W é uma função harmônica, todas as soluções são BPS, ver [84,85]. Entretanto,
nem sempre a função W (φ,χ) é harmônica, porém podemos multiplicar a equação (3.61)
por um fator integrande I(φ,χ), para que seja possível obter a órbita G(φ,χ) tal que

∂G

∂φ
= I(φ,χ)Wχ e ∂G

∂χ
=−I(φ,χ)Wφ. (3.63)

Apesar do fator integrante resolver o problema da órbita, nem sempre é fácil obter uma
função I(φ,χ) que satisfaça as condições acima.

Para fazer o estudo da estabilidade linear aqui será conveniente usar a representação
matricial, utilizando as componentes da equação (3.25), teremos− d2

dx2 +Vφφ Vφχ

Vχφ − d2

dx2 +Vχχ

(ξn(x)
ηn(x)

)
= ω2

n

(
ξn(x)
ηn(x)

)
, (3.64)

que é uma equação do tipo Schrödinger acoplada. Para esse modelo não é necessário fazer
a transformação (3.45). Como sabemos, é possível fatorar a equação de estabilidade, mas
para isso usaremos o formalismo de primeira ordem (3.58) para escrever os operadores

S =
(
− d
dx +Wφφ Wφχ

Wχφ − d
dx +Wχχ

)
e S† =

(
d
dx +Wφφ Wφχ

Wχφ
d
dx +Wχχ

)
. (3.65)

A fatoração da estabilidade linear (3.64), para o modelo canônico de dois campos foi
estudada em [86].

Antes de seguirmos o estudo de dois campos, iremos fazer um comentário breve sobre
simetrias que os campos podem ter. Para um campo escalar real, que foi estudado no
capítulo anterior só teremos como ter modelos simetria Z2, que é dada pela transformação
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discreta φ→−φ. Para dois campos podemos ter outras simetrias, simetrias discretas Zn,
como também simetria contínua SO(2). Consideraremos o modelo da lagrangiana (3.51),
onde o potencial dependerá dos campos de forma que

V (φ,χ) = V
(√

φ2 +χ2
)
. (3.66)

Nesse caso, a lagrangiana será invariante sob a transformação dos campos(
φ
χ

)
→
(

cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)

)(
φ
χ

)
, (3.67)

onde α é um parâmetro do grupo e pode ser interpretado como um ângulo que é res-
ponsável por fazer uma rotação no espaço dos campos (φ,χ). Modelos com esse tipo de
simetria podem ser estudados através de campos complexos, definidos a partir de dois
campos escalares reais

ϕ= 1√
2

(φ+ iχ) e ϕ= 1√
2

(φ− iχ) , (3.68)

onde definimos z̄ como o complexo conjugado de z. Reescrevesmos a lagrangiana (3.51)
como

L= ∂µϕ∂
µϕ−V (|ϕ|), (3.69)

a transformação para campos complexos que é equivalente a transformação SO(2) para
campos reais é a transformação ϕ→ ϕeiα, dizemos então que o modelo tem simetria U(1)
global. Também existem modelos invariantes sob transformações locais, eles aparecem
quando acoplamos os campos complexos a campos de calibre Aµ, como faremos nos
próximos capítulos, que será voltado ao estudo de vórtices locais. Como o modelo (3.69)
é invariante sob transformações contínuas, podemos definir uma corrente de Noether dada
por

Jµ = ∂L
∂(∂µϕ)∆ϕ+ ∂L

∂(∂µϕ)∆ϕ (3.70)

com ∂µJ
µ = 0. Para a transformação U(1) global do tipo ϕ→ ϕeiα, temos que ∆ϕ= iϕ

e ∆ϕ=−iϕ, reescrevemos a corrente conservada acima como

Jµ =−i(ϕ∂µϕ−ϕ∂µϕ) . (3.71)

Modelos com campo camplexo podem ser estudados para descrever outros tipos de de-
feitos, como por exemplos q balls e vórtices globais [87–91]. Campos complexos também
podem ser usados para estudar simetrias discretas, para isso consideraremos a lagrangi-
ana (3.51) onde o potencial assume uma forma mais geral dada por V (ϕ,ϕ), podemos ter
modelos com simetria Zn, ver [81, 84,85].

Vamos dar continuidade ao estudo de dois campos com simetria discreta. Conside-
raremos um modelo bastante rico, onde utilizaremos o método das órbitas para resolver
grande parte dos problemas e por fim discutiremos um pouco sobre a estabilidade linear
das soluções e suas dificuldades.
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3.2.1 Modelo BNRT

Esse modelo foi introduzido em [82] e foi vastamente estudado [92–104]. Partiremos
da função W (φ,χ) dado por

W (φ,χ) = φ− 1
3φ

3− rφχ2 (3.72)

o potencial (3.59) será

V (φ,χ) = 1
2
(
1−φ2− rχ2

)2
+ 1

2 (2rφχ)2 . (3.73)

Os mínimos do potencial dependerá do sinal do parâmetro r, para r < 0 teremos apenas
dois mínimos localizado em v± = (±1,0) no plano φχ do espaço dos campos. Para r = 0
recuperamos o modelo de um campo escalar visto anteriormente na seção 2.2.1 do capítulo
anterior. Já para r > 0 teremos quatro mínimos

vh± = (±1,0) e vv± =
(

0,±
√

1/r
)
, (3.74)

onde os subíndices h e v representa respectivamente horizontal e vertical. Nesse caso o
potencial (3.73) terá simetria Z2×Z2 quando r 6= 1 e para r = 1 simetria Z4. Iremos
nos focar nos casos em que o parâmetro r seja positivo, para uma melhor visualização do
potencial mostraremos o gráfico de −V (φ,χ), como pode ser visto na figura 3.1. Podemos
calcular a energia entre os setores através da função (3.72). Primeiramente vamos calcular
a energia entre os setores horizontais vh− e vh+ , temos que E = ∆W = 4/3. Entre os
setores verticais vv− e vv+ teremos energia nula (∆W = 0), indicando que não se trata de
um setor BPS. Para os setores entre vh− e vv± , e entre vv± e vh+ a energia será E = 2/3.

As equações diferenciais de primeira ordem (3.58) são dadas por

φ′ =Wφ =±
(
1−φ2− rχ2

)
, (3.75a)

χ′ =Wχ =∓(2rφχ) . (3.75b)

O fator integrante desse modelo foi obtido em [101] e é dado por I(χ) =χ−
r+1
r , que resulta

na órbita
φ2 + rχ2

1−2r + cχ
1
r −1 = 0 (3.76)

onde a constante c surge da integração envolvida na solução do problema. Essa nova
constante entrará como um parâmetro que determina a forma das órbitas que conectará
os mínimos do potencial. Para c→±∞ teremos a órbita linha reta χ= 0, que conectará
os mínimos horizontais vh− e vh+ . As soluções dessa órbita serão

φ(x) =±tanh(x) e χ(x) = 0, (3.77)

com densidade de energia (3.56) dada por

ρ(x) = sech4(x), (3.78)
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Figura 3.1 Gráfico de −V (φ,χ) para o potencial (3.73) com r = 1/4.

e energia E = 4/3. Aparentemente parece um problema de um campo, porém ainda existe
a dependência do parâmetro r, que não aparece de maneira explícita na solução acima.
Entretanto, no estudo da estabilidade linear das soluções, além de haver pertubações na
solução φ(x), haverá também em χ(x), que dependerá de r. Na figura 3.2 temos a órbita
reta no plano dos campos (φ,χ), como também as soluções (3.77). Note que escolhemos
apenas um par de soluções da equação (3.77), que é o φ(x) que tem um comportamento
do tipo kink. Não mostraremos aqui o comportamente da densidade de energia (3.78),
ela pode ser visto na figura 2.2 do capítulo 2.

Uma órbita particulamente interessante é a elipse, que surge quando tomamos c= 0.
A órbita elíptica conecta os mínimos vh− e vh+ , assim como a órbita reta. Nesse caso
também obtemos soluções analíticas para as equações (3.75), na forma

φ(x) =±tanh(2rx) e χ(x) =±
√

1−2r
r

sech(2rx), (3.79)

com 0< r < 1/2. A forma da órbita juntamente com um par de soluções possíveis podem
ser vista na figura 3.3, para caso particular em que r = 1/4. Na figura 3.3 do lado direito
temos na verdade duas órbitas, uma que vai de φ = −1 a φ = 1 (órbita acima do eixo
φ) e outra que vai de φ = 1 a φ = +1 (abaixo do eixo φ), os sinais de mais ou menos da
equação acima indica quando é uma órbita ou outra. A solução que escolhemos ilustrar
nessa figura é da órbita acima do eixo φ, que terá uma solução do tipo kink para o φ(x).
A densidade de energia (3.56) será

ρ(x) = 4r
(
1−2r+ (3r−1)sech2(2rx)

)
sech2(2rx), (3.80)
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Figura 3.2 A figura do lado esquerdo é a órbita reta no plano φχ e suas soluções (3.77) no
lado direito. A linha sólida é para a solução φ(x) e a tracejada para χ(x).

Figura 3.3 Órbita elíptica à esquerdo e na direita a suas respectivas soluções (3.79) para
r = 1/4. A solução tipo kink, esboçada com linha sólida, é referente ao campo φ(x). Já a
solução tracejada é para o campo χ(x).

que terá energia E = 4/3 indepedentemente do valor de r. A densidade de energia apre-
senta uma característica interessante quando variamos o parâmetro r: para r > 1/4 a
densidade de energia apresentará um máximo em x = 0, com comportamentos assintó-
ticos simétrico. Quando r = 1/4 surge um platô no centro e para r < 1/4 se torna um
mínimo local. Ilustramos essa característica na figura 3.4 para alguns valores de r.

Existem infinitas órbitas entre a reta e a elipse que conecta os mínimos horizontais
vh− e vh+ para c positivo (c = (0,∞)). Também teremos órbitas para c negativo que
conectam os mínimos horizontais, com cm < c < 0, onde

cm =−2r 2r+1
2r

1−2r . (3.81)

Vale ressaltar que a energia dessas soluções serão sempre a mesma E = 4/3 independente
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Figura 3.4 Densidade de energia ρ(x) da órbita elíptica (3.80). A espessura das linhas aumenta
com r, que tomamos como r = 0.15, 0.25 e 0.35. A linha tracejada é para r = 1/4.

do valores de r e c. Quando c = cm as órbitas conectará os mínimos horizontais com os
verticais e passaremos a ter quatro órbitas, todas as soluções terão energia E = 2/3. Nes-
ses casos, em cada quadrante do plano φχ são órbitas separadas. Apesar dessa infinidade
de órbitas possíveis, não teremos as soluções analítica delas, exceto no caso especial em
que r = 1/4. Nesse caso, para cm < c <∞, com cm =−1/16, as soluções serão dadas por

φ(x) = e2x−1
1 + 2βex+ e2x e χ(x) = 2

√
2βex2√

1 + 2βex+ e2x
, (3.82)

onde β = 1/
√

16c+ 1. Essas soluções foram estudadas em [96]. A densidade de energia
(3.56) toma forma

ρ(x) = 2ex(β+ 4β2ex+ 7βe2x+ 8e3x+ 7βe4x+ 4β2e5x+βe6x)
(1 + 2βex+ e2x)4 . (3.83)

Em particular quando c = −1/16, temos uma nova órbita, a parábola, que conecta os
mínimos vh− e vv± , como também vv± e vh+ . A órbita parabólica é um caso especial de
quando r = 1/4. As soluções serão

φ(x) =±1
2

(
1± tanh

(
x

2

))
e χ(x) =±

√
2
(

1± tanh
(
x

2

))
, (3.84)

com densidade de energia dada por

ρ(x) = 1
8

(
1± tanh

(
x

2

)
+ 1

2sech
2
(
x

2

))
sech2

(
x

2

)
. (3.85)

Na figura 3.5 fazemos as órbitas para r = 1/4 e diversos valores positivos de c. Quanto
maior o valor de c mais próximo da linha reta as órbitas passam e quando c→ 0+, as
órbitas se aproximam da elipse. Ainda na figura 3.5 fazemos algumas órbitas para valores
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negativo de c, com −1/16≤ c < 0, no caso particular em que c =−1/16 teremos quatro
órbitas, que nesse caso serão umas parábolas. O esboço das soluções para r= 1/4 e alguns
valores de c pode ser visto na figura 3.6. Para c positivo as soluções terão comportamentos
parecidos com as soluções das órbitas elípticas (3.79), o campo φ(x) será um kink ou
um anti-kink e o campo χ(x) será um morro para cima ou para baixo. Porém, para c
negativo aparecerão comportamentos interessantes, para −3/64≤ c < 0 o comportamento
das soluções será parecido com o do caso positivo, já para −1/16< c<−3/64 as soluções
começam a sentir os mínimos vh± = (0,±2). Nesse intervalo a solução φ(x) passa a
ter mais de um ponto de inflexão, que se torna mais evidente quando se aproxima de
c = −1/16. Na figura 3.7 fizemos os gráficos da densidade de energia (3.83) para os
mesmos valores da figura anterior, para os valores positivos de c a densidade de energia
é um máximo na origem, já para valores negativo torna-se um mínimo, dividindo a
densidade de energia em duas porções, quanto mais próximo de c=−1/16 mais separado
essas duas porções de ficam. As soluções para c=−1/16 serão kinks e/ou anti-kinks, ver
equação (3.84), dependendo das condições de contorno. Um par de soluções da órbita
parabólica do segundo quadrante do plano φχ pode ser visto na figura 3.8, serão soluções
do tipo kink, ainda na figura 3.8 temos sua respectiva densidade de energia.

Figura 3.5 Gráfico de diversas órbitas para r= 1/4 e variando o parâmetro c. Do lado esquerdo
temos a órbita reta de vermelho, algumas órbitas para e c= 0.1 ,1, 10 e 1000, por fim a órbita
elípitica com linha tracejada, quando c = 0. Do lado direito temos a elipse de linha tracejada,
as órbitas para c=−1/16.1, −1/17, −3/64 e −1/40, e quando c=−1/16 obtemos as parábolas
de vermelho.

Existe ainda uma solução conhecida, porém não pertece a classe de soluções BPS, para
isso precisamos resolver as equações de segunda ordem (3.55) para o potencial (3.73),
teremos

φ′′ =−2φ
(
1−φ2− r(1 + 2r)χ2

)
, (3.86a)

χ′′ =−2rχ
(
1− rχ2− (1 + 2r)φ2

)
. (3.86b)

Considerando a órbita reta φ= 0, resolvemos a equação de movimendo de segunda ordem



3.2 EXEMPLO PARA DOIS CAMPOS 54

Figura 3.6 Soluções φ(x) e χ(x) dadas pela equação (3.82) para r = 1/4 e c = −1/16.001,
c=−1/16.1, −3/64, 0.1 e 10. No lado direito temos φ(x) e no lado esquerdo χ(x), a espessura
das linhas aumenta com c.

Figura 3.7 Densidade de energia ρ(x) para as soluções ilustrada na figura 3.6.

Figura 3.8 Soluções do tipo kink dada pela equação (3.84) e sua densidade de energia (3.85)
para a parábola. A linha sólida na figura da direta representa a solucão φ(x) e a tracejada χ(x).
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com
φ(x) = 0 e χ(x) =± 1√

r
tanh

(√
rx
)
. (3.87)

A densidade de energia (3.56) para a solução acima será

ρ(x) = sech4
(√

rx
)
, (3.88)

com energia E = 4/(3
√
r). A solução (3.87) não satisfaz as equações diferenciais de

primeira ordem (3.75), por essa razão dizemos que são soluções não-BPS. Não colocamos
os gráficos dessas soluções nem de sua densidade de energia por não apresentar nenhuma
característica nova, o comportamento delas serão bastante parecidos com os das equações
(3.77) e (3.78).

Faremos agora um breve estudo sobre a estabilidade linear das soluções. Como agora
estamos trabalhando com dois campos, analisar a estabilidade linear das soluções passa
a ser uma tarefa muito mais difícil. Nos limitaremos a estudar apenas a estabilidade das
órbitas retas, tanto para o caso BPS (χ= 0) como para o não-BPS (φ= 0). Inicialmente
começaremos com a estabilidade linear das soluções (3.77), que são soluções BPS. Pela
equação da estabilidade (3.64) teremos duas equações desacopladas

− ξ′′n+
(
4−6sech2(x)

)
ξn = ω2

nξn, (3.89)

e
−η′′n+

(
4r2−2r(1 + 2r)sech2(x)

)
ηn = ω̃2

nηn. (3.90)
Ambas equações correspodem ao potencial Posch-Teller modificado, é um caso particular
do problema geral dado pelo apêndice A. Comparando com os resultados obtidos no
apêndice citado temos que A = 1, a = 2, b = 0 e λ = 1 para (3.89), com isso temos que
os auvalores serão ω2

n = 4n−n2, os mesmo auvalores do potencial φ4 para modelo de
um campo. Já para a equação (3.90) teremos A = 1, a = 2r, b = 0 e λ = 1, com isso os
autovalores serão ω̃2

n = 4rn−n2, o número de estados ligados dependerá de r e podem
ser obtidos usando a equação (A.13). Note que não teremos autovalores negativo, logo
essas soluções são estáveis sob pequenas pertubações.

Vamos agora fazer uma análise da estabilidade linear para as soluções não-BPS dado
pela equação (3.87). Novamente teremos equações desacopladas para a equação (3.64),
dadas por

− ξ′′n+
(
4r−2(1 + 2r)sech2(

√
rx)

)
ξn = ω2

nξn, (3.91)
e

−η′′n+
(
4r−6r sech2(

√
rx)

)
ηn = ω̃2

nηn. (3.92)

O potencial de estabilidade da equação (3.91) também pode ser escrito em termos dos pa-
râmetros usado no apêndice A, entretanto haverá uma diferença em sua altura, mudando
os autovalores possíveis, temos que: A = 1, a = (1/2)(

√
17r+ 8−

√
r), b = 0 e λ =

√
r

com deslocamento d= a2−4r, os autovalores serão ω2
n =
√
rn(2a−

√
rn)−d. O sinal de

d depende de r, para o intervalo r = (0,1) o deslocamento é positivo, fazendo com que
tenhamos autovalores negativo, logo, a solução será instável. A segunda equação (3.92) é
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obtida para A= 1, a= 2
√
r, b= 0 e λ=

√
r, com isso os autovalores serão ω̃2

n = rn(4−n),
nesse caso os autovalores são não negativos. Como vemos, a solução χ(x) é estável sob
pequenas pertubações. Quanto a solução φ = 0, dependerá do valor de r, vale comentar
também que, essa solução não possui o modo zero.

É possível fatorar essas equações da estabilidade via operadores supersimétricos (3.65),
não somente para as órbitas retas, mas para todas as outras. Entretanto ainda será
bastante complicado o estudo da estabilidade linear para as outras órbitas mostradas
aqui, pois serão sistemas de equações bastante complicadas. Estudos assintóticos para
algumas dessas soluções foram estudados em [103,104]. Existem diversos outros modelos
para dois campos [66, 105–107], na referência [66], por exemplo, estuda-se modelos tipo
sine-Gordon. Também podem ser estudados em modelos com dinâmica generalizada,
em [108] exploram modelos de dois campos para gerar estruturas interna na densidade
de energia. O estudo para três campos será ainda mais complexo, mas ainda pode ser
desenvolvido [109–112].



Capítulo 4

Vórtices de Maxwell-Higgs

Vórtices são defeitos topológicos em duas dimensões espaciais. Estas soluções surgem
em teoria de campos quando consideramos campos complexos acoplados a campos de
calibre sob uma simetria local U(1). Uma maneira de acoplar estes campos é através
do acoplamento mínimo, que será como estudaremos nesse capítulo. O primeiro modelo
relativístico que suporta soluções do tipo vórtice foi estudado em 1973 por Nielsen e
Olesen [27], onde a dinâmica do campo de calibre é controlado por um termo de Maxwell.
Uma característica interessante desse modelo é que estes vórtices serão eletricamente
neutros e seu fluxo magnético é quantizado. As equações que descrevem as configurações
de vórtices no modelo estudado por Nielsen e Olesen são de segunda ordem. Alguns anos
depois, Bogomol’nyi obteve um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem, que
além de simplificar o problema, ainda minimiza a energia do sistema [34]. Nesse capítulo
estudaremos uma generalização deste modelo.

4.1 Generalidades

Para acoplar campos complexos a campos de calibre podemos usar o acoplamento
mínimo, que é dado pela troca do termo ∂µϕ por Dµϕ, onde Dµ é também chamada
de derivada covariante e é dada por Dµ = ∂µ + ieAµ. A constante e é definida como a
carga elementar, ela serve como um parâmetro de acoplamentro entre os campos. Para
a transformação de calibre Aµ→ Aµ +∂µα(x), o produto DµϕD

µϕ será invariante se o
campo complexo se transformar como ϕ→ϕe−ieα(x). Para modelos que sejam invariantes
sob essas transformações dizemos que tem simetria U(1) local. Para estudar vórtices
consideraremos campos de gauge acoplados a um campo escalar complexo em (2+1)
dimensões espaço-temporal, no espaço plano de assinatura ηαβ = diag(+,−,−). A ação
é a integral

S =
∫
d3xL, (4.1)

onde a densidade lagrangiana dependerá dos campos de calibre e dos campos complexos.
Consideraremos um modelo estudado em [113], onde a dinâmica do campo de calibre será
guiada por um termo de Maxwell, dado por

L=− 1
4µ(|ϕ|)FαβF

αβ +M(|ϕ|)DαϕD
αϕ−V (|ϕ|), (4.2)

onde Fαβ = ∂αAβ−∂βAα é o tensor eletromagnético, que é invariante sob transformações
de calibre. Em duas dimensões espaciais o campo elétrico tem duas componentes ~E =

57
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(E1,E2) = (Ex,Ey), que podem ser obtidas a partir de Ei = F i0 = ∂iA0−∂0Ai e o campo
magnético será um escalar, dado por B =−F 12 =−εij∂iAj . A derivada covariante é dada
por Dα = ∂α + ieAα. Em unidades naturais, as dimensões das quantidades envolvidas
são [xα] = ε−1, [ϕ] = [Aα] = [e] = ε

1
2 , [V (|ϕ|)] = ε3, onde ε é dimensão de energia. As

funções µ(|ϕ|) eM(|ϕ|) são adimensionais. A função µ(|ϕ|) é chamada de permeabilidade
magnética ou de função dielétrica e foi inicialmente considerada em [114] para produzir
soluções do tipo vórtices com novas características. A função M(|ϕ|) é uma função que
controla o termo dinâmico do campo escalar e foi estudada em [115,116]. O último termo
V (|ϕ|) é o potencial, em geral apresenta um mínimo em |ϕ| 6= 0, que leva a uma quebra
de simetria. Exigimos que essas funções sejam não-negativas para que tenhamos soluções
com energia positiva. Outras generalizações possíveis podem ser feitas para o modelo
estudado por Nielsen e Olesen [27], veja, por exemplo, as referências [76,117–120].

Fazendo variações nos campos ϕ e Aα, obtemos respectivamente suas equações de
movimento. Para o campo escalar ϕ̄ teremos

Dα (M(|ϕ|)Dαϕ) = ϕ

2|ϕ|

(
µ|ϕ|

4µ2(|ϕ|)FαβF
αβ +M|ϕ|DαϕD

αϕ−V|ϕ|
)
, (4.3)

onde os subíndices com |ϕ| representa derivada em relação ao módulo do campo escalar,
ou seja, µ|ϕ| = ∂µ/∂|ϕ|. A equação de movimento para ϕ consiste em tomar o conjugado
da equação acima. Para o campo de calibre teremos um conjunto de três equações que
podem ser escritas como

∂α

(
Fαβ

µ(|ϕ|)

)
= Jβ, (4.4)

onde a componente temporal (β = 0) pode ser entendida como a lei de Gauss modificada
e as componentes espaciais (β = i) como a lei de Ampère modificada. O termo do lado
direito da equação acima é dada por

Jα = ieM(|ϕ|)(ϕDαϕ−ϕDαϕ), (4.5)

que é a 3-corrente, com Jα =
(
J0, ~J

)
, onde J0 é a densidade de carga e ~J a densidade

de corrente. A 3-corrente é uma quantidade conservada e pode ser obtida pelo teorema
de Noether. Podemos calcular a carga fazendo uma integração em todo o espaço da
componente temporal dessa corrente, cuja forma é

Q=
∫
d2xJ0. (4.6)

O fluxo magnético pode ser calculado fazendo uma integração em todo espaço do campo
magnético

Φ =
∫
d2xB =−

∫
d2xεij∂iAj =−

∮
r→∞

dxiAi, (4.7)

onde na última passagem usamos o teorema de Stokes para um círculo fechado com
r→∞. Para calcular o fluxo é necessário saber o comportamento de Ai nos extremos.
O tensor energia-momento da densidade lagrangiana (4.2), pode ser calculado usando o
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teorema de Noether, entretanto não iremos obter um tensor simétrico. Para simetrizar
o tensor energia-momento é necessário fazer uso do tensor de Belinfante-Rosenfeld ou
então, calcular fazendo uma variação na métrica [121]. O tensor energia-momento é dado
por

Tαβ = 1
µ(|ϕ|)

(
FαγF

γ
β + 1

4ηαβFγσF
γσ
)

+ηαβV (|ϕ|)

+M(|ϕ|)
(
DαϕDβϕ+DαϕDβϕ−ηαβDγϕD

γϕ
)
,

(4.8)

que também é uma quantidade conservada, ou seja, ∂αTαβ = 0. Podemos escrever tam-
bém suas componentes termo a termo:

T00 = 1
2µ(|ϕ|)

(
~E2 +B2

)
+M(|ϕ|)

(
|D0ϕ|2 + |D1ϕ|2 + |D2ϕ|2

)
+V (|ϕ|), (4.9a)

T0i =− 1
µ(|ϕ|)εijE

jB+M(|ϕ|)
(
D0ϕDiϕ+D0ϕDiϕ

)
, (4.9b)

Tij = 1
µ(|ϕ|)

(1
2δij

(
~E2 +B2

)
−EiEj

)
+M(|ϕ|)

(
DiϕDjϕ+DiϕDjϕ (4.9c)

+ δij
(
|D0ϕ|2−|D1ϕ|2−|D2ϕ|2

))
− δijV (|ϕ|).

A componente T 00 é a densidade de energia, T i0 é o fluxo de energia na direção i, com
valor igual a componente T 0i, que representa a densidade de momento da componente i.
Por fim T ij , é o fluxo da componente j do momento na direção i, para i = j é também
chamada de tensão normal ou pressão, já para i 6= j teremos a tensão de cisalhamento.
Com isso, pode-se calcular três grandezas físicas, a energia

E =
∫
d2xT 00, (4.10)

a componente i do momento
P i =

∫
d2xT 0i, (4.11)

e o momento angular
L=

∫
d2xεijx

iT 0j . (4.12)

Sem perda de generalidade podemos reescrever os campos convenientemente como

ϕ= |ϕ|eiΛ e Aα = Ãα−
1
e
∂αΛ, (4.13)

onde Λ é uma fase no espaço dos campos escalares e Ãα aparece da redefinição do campo
de calibre para que possamos escrever a corrente (4.5) de forma compacta como

Jα =−2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ãα. (4.14)

A única restrição da fase é por causa do campo ϕ ser uma função unívoca, ou seja,
a fase deve variar apenas em múltiplos inteiros de 2π em ciclos fechados. Em coorde-
nadas polares (r,θ), podemos escrever essa condição como: eiΛ(θ+2π) = eiΛ(θ), que nos
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leva a Λ(θ+ 2π) = Λ(θ) + 2πn, com n inteiro. Usando a redefinição de campos (4.13),
reescrevemos o fluxo (4.7) como

Φ =−
∮
r→∞

dxiÃi+
1
e

∮
r→∞

dxi∂iΛ =−
∮
r→∞

dxiÃi+
2πn
e
. (4.15)

O primeiro termo vai depender do comportamento de Ãi e o segundo pôde ser calculado
devido às condições comentadas acima.

Podemos definir uma corrente topológica dada por

jαT = iεαβγ(∂βϕ)(∂γϕ), (4.16)

onde εαβγ é o símbolo de Levi-Civita. Podemos ver que essa quantidade é conservada,
∂µj

µ
T = 0. Como nosso foco é estudar defeitos, teremos soluções estáticas, as componentes

espacias dessa corrente topológica serão nulas, ou seja, jiT = 0. Logo, só teremos a compo-
nente temporal, dada por j0

T = iεij(∂iϕ)(∂jϕ). Usando (4.13) na componentes temporal
da corrente topológica, teremos

j0
T = εij

(
∂i|ϕ|2

)
(∂jΛ)− iεij

(
(∂i|ϕ|)(∂j |ϕ|) + |ϕ|2(∂iΛ)(∂jΛ)

)
, (4.17)

a parte imaginária será nula, restando apenas o primeiro tempo. Podemos definir uma
carga topológica, fazendo a integração em todo espaço, resultando em

QT =
∫
d2xj0

T =
∫
d2xεij

(
∂i|ϕ|2

)
(∂jΛ)

=
∫
d2x

(
εij∂i

(
|ϕ|2∂jΛ

)
−|ϕ|2εij∂i∂jΛ

)
.

(4.18)

Temos que εij∂i∂jΛ = 2π∑k δ
2(~r−~rk), onde ~r = (x,y) e ~rk denota os zeros de ϕ dentro

do contorno de r→∞. Logo, o último termo dessa integral será zero, sobrando

QT =
∫
d2xεij∂i

(
|ϕ|2∂jΛ

)
= |ϕ|2

∣∣∣
∞

∮
r→∞

dxi∂iΛ = 2πn|ϕ|2
∣∣∣
∞
. (4.19)

Para soluções topológicas a carga topológica é não nula, com QT = 2πnv2, desde que
|ϕ| = v 6= 0 assintoticamente (com quebra de simetria), dizemos que n é um invariante
topológico. Quando n = 0 e/ou |ϕ| = 0 para r→∞ (sem quebra de simetria), teremos
QT = 0, ou seja, soluções não topológicas.

Faremos agora um estudo das equações de movimento (4.3) e (4.4). Inicialmente
começaremos pela equação do campo de calibre (4.4). Resolvemos a lei de Gauss (β = 0),
considerando soluções estáticas com a escolha de calibre A0 = 0. Essas soluções serão
eletricamente neutras, além disso, temos que as componentes T0i, dada pela equação
(4.9b), serão nulas. Teremos que resolver a lei de Ampère, componente β = i, escrita
como

εij∂j

(
B

µ(|ϕ|)

)
= J i. (4.20)
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Nesse caso, não existirá momento (4.11) e nem momento angular (4.12). Porém, ainda
poderemos calcular a energia dessas soluções pela equação (4.10), a partir da densidade
de energia (4.9a), dada por

ρ= 1
2µ(|ϕ|)B

2 +M(|ϕ|)
(
|D1ϕ|2 + |D2ϕ|2

)
+V (|ϕ|). (4.21)

Para que tenhamos energia finita temos que ρ(r→∞) = 0. Diante disso, faremos algumas
considerações acerca dos termos da densidade de energia acima. Primeiramente vamos
analisar o termo potencial, V (|ϕ(r →∞)|) = 0, ou seja, |ϕ| deve ir para um mínimo
global do potencial. Faremos uma análise agora para o termo B2/(2µ(|ϕ|))|r→∞ = 0,
para isso temos que εij∂iAj |r→∞ = 0 e µ(|ϕ(r→∞)|) = µ∞, onde µ∞ é um valor não
negativo, ou seja, µ∞ ≥ 0. Note que µ∞ pode ser zero ou infinito desde que o limite
B2/(2µ(|ϕ|))|r→∞ = 0 seja satisfeito. Por fim, os termos M(|ϕ|)|Diϕ|2|r→∞ = 0, com
i= 1,2, dependerão da forma de M(|ϕ|), porém, assim como o primeiro termo, podemos
fazer uma análise por |Diϕ|2 desde que M(|ϕ|) não tenha uma divergência nos extremos
que impeça o termo de ir a zero. Fazendo o limite Diϕ|r→∞ = 0, podemos dizer que
∂i ln(ϕ) = −ieAi nos extremos, integrando em torno de um círculo no infinito espacial
temos

1
2πi

∮
r→∞

dxi∂i ln(ϕ) =− e

2π

∮
r→∞

dxiAi = e

2πΦ = n− e

2π

∮
r→∞

dxiÃi. (4.22)

Por outro lado Diϕ= (∂i|ϕ|+ ie|ϕ|Ãi)eiΛ, como eiΛ 6= 0, os termos dentro dos parênteses
devem ser nulos quando r →∞. Para o caso de quebra de simetria, |ϕ| = v, temos
que Ãi = 0 para que seja um estado de vácuo. O fluxo (4.7) será quantizado, dado por
Φ = 2πn/e, com n inteiro, e a equação acima será o número de zeros de ϕ, que resulta em
n. Quando não há quebra de simetria, |ϕ| = 0, teremos um estado de vácuo desde que
|ϕ|Ãi seja zero. Nesse caso o fluxo (4.7) não é obrigatoriamente quantizado, dependendo
do valor da última integral, e a equação (4.22) não representará o número de zeros de ϕ.

Vamos agora fazer o procedimento de Bogomol’nyi [34], para isso reescrevemos a
densidade de energia (4.21) como

ρ= 1
2µ(|ϕ|)

(
B∓

√
2µ(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2
∓

√√√√2V (|ϕ|)
µ(|ϕ|) ε

ij∂iAj

+M(|ϕ|) |(D1± iD2)ϕ|2±2e|ϕ|M(|ϕ|)εijAj∂i|ϕ|± iMεij(∂iϕ)(∂jϕ).
(4.23)

Considerando o vínculo

d

d|ϕ|


√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|)

=−2e|ϕ|M(|ϕ|), (4.24)

que é satisfeito para o potencial na seguinte forma

V (|ϕ|) = 2e2µ(|ϕ|)
(∫

d|ϕ| |ϕ|M(|ϕ|)
)2
. (4.25)
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Levando o em conta vínculo (4.24) na densidade de energia (4.23) podemos colocar o
segundo e o penúltimo termo em uma derivada total, o último termo podemos abrir
usando (4.13) e fazendo uma integração em todo o espaço a energia será escrita como

E =
∫
dx2

(
M(|ϕ|) |(D1± iD2)ϕ|2 + 1

2µ(|ϕ|)

(
B∓

√
2µ(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2

∓ εij∂i

Aj
√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|)

±2|ϕ|M(|ϕ|)εij (∂i|ϕ|)(∂jΛ)∓ i|ϕ|2M(|ϕ|)εij(∂iΛ)(∂jΛ)
,

(4.26)
onde o último termo será nulo desde que |ϕ|2M(|ϕ|) = 0 nos zeros de ϕ. Fazendo uso
novamente de vínculo (4.24), temos que

E =
∫
dx2

(
M(|ϕ|) |(D1± iD2)ϕ|2 + 1

2µ(|ϕ|)

(
B∓

√
2µ(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2

∓ εij∂i

Aj
√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|)

∓ 1
e
εij∂i


√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|)

(∂jΛ)


=
∫
dx2

(
M(|ϕ|) |(D1± iD2)ϕ|2 + 1

2µ(|ϕ|)

(
B∓

√
2µ(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2)

∓

√√√√2V (|ϕ|)
µ(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
∞

∮
r→∞

dxiAi∓
1
e

∫
dx2

εij∂i
∂jΛ

√√√√2V (|ϕ|)
µ(|ϕ|)

−
√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|) ε
ij∂i∂jΛ


=
∫
dx2

(
M(|ϕ|) |(D1± iD2)ϕ|2 + 1

2µ(|ϕ|)

(
B∓

√
2µ(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2)

±Φ

√√√√2V (|ϕ|)
µ(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
∞

∓ 2πn
e


√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
∞

−

√√√√2V (0)
µ(0)

 ,
(4.27)

com menor energia dada por

E ≥ EB =

∣∣∣∣∣∣Φ
√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
∞

∣∣∣∣∣∣−2π

∣∣∣∣∣∣ne

√√√√2V (|ϕ|)

µ(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
∞

−

√√√√2V (0)
µ(0)

∣∣∣∣∣∣ , (4.28)

também chamada de energia de BPS. Podemos reescrever essa energia de maneira com-
pacta lembrando que quando há quebra de simetria, o fluxo será Φ = 2πn/e, fazendo
com que os dois primeiros termos se cancelem. Quando não há quebra de simetria
(|ϕ(r →∞)| = 0), o segundo e o último termo que se cancelam. Logo, a energia das
soluções topológicas e não topológicas podem ser escritas em termo do fluxo como

EB =

∣∣∣∣∣∣Φ
√√√√2V (0)

µ(0)

∣∣∣∣∣∣ . (4.29)
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A energia será mínima (E = EB) se as equações abaixo forem satisfeitas

(D1± iD2)ϕ= 0, (4.30a)

B∓
√

2µ(|ϕ|)V (|ϕ|) = 0. (4.30b)

Pelo vínculo (4.24) podemos reescrever o campo magnético da equação acima como

B±2eµ(|ϕ|)
∫
d|ϕ| |ϕ|M(|ϕ|) = 0. (4.31)

Essas equações diferenciais de primeira ordem resolvem as equações de segunda ordem
(4.3) e (4.4), além disso, as componentes (4.9c) do tensor energia-momento serão nulas,
ou seja, Tij = 0.

Tomaremos o ansatz usual para vórtices, escrevemos os campos na base polar (r,θ)
como

ϕ= g(r)einθ e ~A= θ̂

er
(n−a(r)) , (4.32)

onde n=±1,±2,±3... é a vorticidade, podendo ser positiva ou negativa. Para essa escolha
os campos terão simetria circular e serão descritos por g(r) e a(r), que em unidades
naturais [g(r)] = ε

1
2 e a(r) será adimensional. As condições de contorno dessas funções

serão
g(0) = 0, a(0) = n, g(∞)→ g∞, a(∞)→ a∞, (4.33)

onde o valor de g∞ determinará o tipo de solução: para soluções topológicas g∞ = v e
para não topológicas g∞ = 0. A constante a∞ assume em princípio qualquer valor real
e pode ser determinada a partir da densidade de energia que mostraremos em breve.
Soluções não-topológicas para vórtices de Maxwell-Higgs foram estudadas em [122]. Não
teremos campo elétrico, porém teremos campo magnético, que para o ansatz (4.32) será

B =− a
′

er
, (4.34)

onde a linha denota derivada em relação à coordenada espacial r, com fluxo magnético
(4.7) dado por

Φ = 2π
e

(n−a∞) . (4.35)

Pela definição (4.5) a densidade de carga será nula J0 = 0, com densidade de corrente

~J = 2eag2M

r
θ̂. (4.36)

Para o ansatz a equação do campo escalar (4.3) torna-se

1
r

(
rMg′

)′
− a

2gM

r2 − 1
2Mg

(
g′

2 + a2g2

r2

)
+ µga

′2

4e2r2µ2 −
1
2Vg = 0. (4.37)
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Pela equação (4.4), teremos apenas a lei de Ampère(
a′

erµ

)′
− 2eag2M

r
= 0. (4.38)

Essas duas últimas equações serão as equações que precisamos resolver para obter soluções
do tipo vórtices. Como pode ser visto, é um sistema de equações diferencias acopladas.
Apesar da escolha feita pelo ansatz (4.32) ter diminuido o número de equações para
resolvermos, ainda assim teremos um problema bastante complicado. A densidade de
energia (4.21) será dada por

ρ= 1
2µ

a′
2

e2r2 +M

(
g′

2 + a2g2

r2

)
+V. (4.39)

As outras componentes do tensor energia-momento não nulo (4.9c), serão

T12 =M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
sin(2θ), (4.40a)

T11 = 1
2µ

a′
2

e2r2 +M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
cos(2θ)−V, (4.40b)

T22 = 1
2µ

a′
2

e2r2 +M

(
a2g2

r2 −g
′2
)

cos(2θ)−V, (4.40c)

na base polar, essas componentes tornam-se

Trr = 1
2µ

a′
2

e2r2 +M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
−V, (4.41a)

Tθθ = 1
2µ

a′
2

e2r2 +M

(
a2g2

r2 −g
′2
)
−V, (4.41b)

com Trθ = Tθr = 0. Observe que essas componentes são independentes do ângulo. A lei
de conservação ∂iT ij = 0 em coordenadas polares será

(rTrr)′ = Tθθ. (4.42)

Podemos usar o argumento de Derrick para estudar o comportamento das soluções
por contrações e dilatações, semelhante ao que foi estudado nos capítulos anteriores. Esse
estudo foi feito para vórtices generalizados em [120]. Fazendo uma reescala r→ λr nas
soluções g(r) e a(r), temos que g(r)→ g(λ) = g(λr) e a(r)→ a(λ) = a(λr), com a energia
reescalada

E(λ) = 2π
∫
rdr

 1
2e2r2µ

(
∂a(λ)

∂r

)2

+M

(∂g(λ)

∂r

)2

+ a(λ)2
g(λ)2

r2

+V


= 2π

∫
zdz

 λ2

2e2z2µ

(
∂a

∂z

)2
+M

(∂g
∂z

)2
+ a2g2

z2

+λ−2V

 ,
(4.43)
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onde z = λr. Minimizamos a equação anterior em relação à λ para obtermos

∂E(λ)

∂λ

∣∣∣∣∣
λ=1

= 4π
∫
zdz

 1
2µ

a′
2

e2z2 −V

= 0. (4.44)

A equação acima é a condição necessária para que as soluções sejam estáveis por reescala,
a integral deve ser nula. Para analisarmos melhor essa condição, podemos as componentes
Tij do tensor energia-momento (4.40) sejam axialmente simétrico, que não dependam do
ângulo, para isso tomamos

g′
2 = a2g2

r2 . (4.45)

Essa nova restrição faz com que T12 = 0 e que T11 = T22 = Trr = Tθθ = σ, onde chamamos
σ de pressão e será dada por

σ = 1
2µ

a′
2

e2r2 −V. (4.46)

Pela conservação do tensor energia-momento ∂iT
ij = 0, temos que ter σ igual a uma

constante. Pela condição dada integral (4.44), essa constante deve ser nula (σ = 0). Logo
para soluções que obedece a restrição (4.45) sejam estáveis por contrações e dilatações,
devemos ter pressão nula, ou seja

a′
2

e2r2 = 2µV. (4.47)

Podemos verificar se essas soluções com pressão nula é fato é um mínimo, para isso
fazemos o teste da derivada segunda,

∂2E(λ)

∂λ2

∣∣∣∣∣
λ=1

= 4π
∫
zdz

 1
2µ

a′
2

e2z2 + 3V (g)
= 8π

∫
zdz

(
1
µ
B2
)

= 16π
∫
zdz V (g)> 0,

(4.48)
levando em conta que as parcelas das energias do campo magnético ou potencial sejam
positivas, temos que será mínimo. Usando o teorema de Derrick conseguimos obter o
sistema de equações diferenciais de primeira ordem

g′ =±ag
r
, (4.49a)

− a
′

er
=±

√
2µV . (4.49b)

Para que elas satisfaçam as equações de movimento (4.37) e (4.38), o vínculo (4.24)
deve ser levado em conta. Os sinais de mais ou menos dessas equações representam,
respectivamente, configurações com vorticidade positiva ou negativa. Elas podem ser
relacionadas pela troca a(r)→−a(r), enquanto g(r) permanece inalterado. Na referência
[123], os autores obtêm as equações diferenciais de primeira ordem para o modelo de
Nielsen e Olesen [27], considerando as soluções simétricas com Tij = 0.

Vale ressaltar que pelo procedimento de Bogomol’nyi realizado antes da escolha do
ansatz resultará nessas mesmas equações diferenciais de primeira ordem ao substituir
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(4.32) em (4.30). Poderíamos também fazer esse procedimento após a escolha do ansatz,
reescrevendo a densidade de energia (4.39) como

ρ=M
(
g′∓ ag

r

)2
+ 1

2µ

(
a′

er
±
√

2µV
)2
± 1
r

(
2agMg′− 1

e

√
2V
µ
a′
)
, (4.50)

onde os dois últimos termos podem ser escritos como uma derivada total ao considerarmos
o vínculo (4.24). Reescrevemos a densidade de energia acima como

ρ=M
(
g′∓ ag

r

)2
+ 1

2µ

(
a′

er
±
√

2µV
)2
± 1
r
W ′, (4.51)

onde
W (a,g) =−a

e

√
2V
µ

= 2a
∫
dg gM, (4.52)

é denominado de funcional de energia. A energia será mínima se as equações diferenciais
de primeira ordem (4.49) forem satisfeitas e será dada como

E = 2π |W (a(∞),g(∞))−W (a(0),g(0))| , (4.53)
que dependerá das condições de contorno das funções g e a no funcional de energia. Para
as soluções de primeira ordem (4.49) podemos escrever a densidade de energia (4.39)
dependendo apenas dos campos g e a como

ρ= 2a2g2M

r2 + 2V. (4.54)

Essa forma é importante para obter as condições de contorno para os campos g e a nos
extremos, já que no limite r→∞ o produto rρ deve ir a zero para que tenhamos energia
finita. Como podemos ver, tanto pelo argumento de Derrick, quanto pelo procedimento
BPS, conseguimos reduzir as equações de movimento de segunda ordem (4.37) para equa-
ções diferenciais de primeira ordem (4.49) desde que as funções do modelo envolvido sa-
tisfaçam o vínculo (4.24). Além disso, ainda obtemos soluções que terão energia mínima
do sistema. Apesar de termos equações diferenciais de primeira ordem ainda assim serão
bastante complicadas de resolver, pois serão equações acopladas. Entretanto, podemos
estimar o comportamento a solução g(r) próximo a origem. Conforme as condições de
contorno (4.33), podemos fazer a aproximação

g(r ≈ 0)≈ g0(r) e a(r ≈ 0)≈ n−a0(r), (4.55)
na equação (4.49a) e considerando apenas as contribuições lineares de g0(r) e a0(r),
obtemos que go(r)∝ r|n|, indepedentemente da forma de (4.2).

Seguiremos nossos estudos fazendo alguns exemplos. Por questões de simplicidade,
tomaremos campos adimensionais. Para isso, fazemos a reescala

ϕ→ eϕ, Aα→ eAα, v→ ev, xα→
1
e2xα, L→ e6L, (4.56)

ou seja, podemos tomar e= 1 sem perda de generalidade. Consideraremos inicialmente o
modelo canônico, em seguida modelos que tem apenas permeabilidade magnética (M = 0)
e por fim com um fator global.
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4.2 Modelo Canônico

O exemplo mais simples é para a escolha µ=M = 1. As equações de movimento (4.3)
e (4.4) serão respectivamente

DαD
αϕ=− ϕ

2|ϕ|V|ϕ| e ∂αF
αβ = i(ϕDβϕ−ϕDβϕ). (4.57)

Mesmo que sejam razoavelmente menores, ainda assim serão bastante complicadas de
serem resolvidas. Esse modelo foi primeiramente estudado por [27], para um potencial
do tipo λ|ϕ|4 com quebra de simetria. Bogomol’ny mostrou em [34], que não é qualquer
potencial do tipo λ|ϕ|4 que satisfaz as equações diferenciais de primeira ordem, o parâ-
metro λ deve ter um valor específico λc, para que seja possível. Na literatura quando
λ= λc é chamado de acoplamento crítico e distingue supercondutores do tipo I e do tipo
II, ver referências [24,25,34,124].

Fazendo a integral (4.25) com uma constante de integração adequada, temos o poten-
cial

V (|ϕ|) = 1
2
(
v2−|ϕ|2

)2
, (4.58)

que é do tipo |ϕ|4 com quebra de simetria em |ϕ|= v. Esse potencial é bastante conhecido
na literatura, muitas vezes chamado de chapéu mexicano, tem ummáximo local em |ϕ|= 0
e um conjunto de mínimos em |ϕ|= v, como pode ser visto na figura 4.1.

Figura 4.1 Potencial (4.58) para v = 1, a circunferência no plano (<(ϕ),=(ϕ)) representa o
conjunto de mínimos.

Vamos agora fazer o estudo das soluções estáticas com simetria circular, nesse caso o
comportamento dos campos pode ser determinado por duas funções: g(r) e a(r); conforme
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a equação (4.32). As equações diferenciais de primeira ordem (4.49) serão

g′ =±ag
r
, (4.59a)

−a
′

r
=±

(
v2−g2

)
, (4.59b)

apesar de serem bem elegantes não temos soluções analíticas para esse sistema de equa-
ções. Porém, podemos calcular o comportamento delas próximo a origem, pela aproxi-
mação (4.55) temos que

go(r)∝ r|n| e ao(r)≈±
v2r2

2 . (4.60)

O campo magnético (4.34) para as soluções da equação (4.59) será

B(r) =±
(
v2−g2(r)

)
, (4.61)

que pode ser calculada na origem como B(0) = ±v2. Já a densidade de energia (4.54)
toma forma

ρ(r) = 2a2(r)g2(r)
r2 +

(
v2−g2(r)

)2
. (4.62)

Podemos analisar as condições de contorno assintóticas das soluções g(r) e a(r) para
termos energia finita. Nesse modelo só existirão soluções topológicas com condições de
contorno: g∞ = v e a∞ = 0. Como sabemos pela equação (4.53), podemos calcular a
energia das soluções a partir do funcional de energia, ou seja,

W (a,g) =−a
(
v2−g2

)
, (4.63)

com as condições de contorno (4.33), onde g∞ = v e a∞ = 0. Teremos assim E = 2π|n|v2.
Podemos também fazer um estudo do comportamento assintótico das soluções, definindo
ga(r)≈ v−g(r >> 0) e aa(r) = a(r >> 0). Podemos usar essa aproximação nas equações
diferenciais de primeira ordem (4.59) e obter

ga(r)∝K0
(√

2vr
)

e aa(r)∝ rK1
(√

2vr
)
, (4.64)

onde Kα(z) é a função de Bessel modificada do segundo tipo com argumento z. O
comportamento assintótico das soluções serão aproximadamente exponencial com um
fator de

√
r. Podemos tomar a forma assintótica da equação acima e escrever

ga(r)∝
e−
√

2vr
√
r

e aa(r)∝
√
re−
√

2vr. (4.65)

Resolvendo as equações diferencias de primeira ordem (2.25) numericamente para as
condições de contorno adequadas, obtemos o comportamento das soluções g(r) e a(r).
Na figura 4.2 temos o potencial V (|ϕ|) da equação (4.58), diferentemente do potencial
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representado na figura 4.1. Aqui mostramos apenas um pedaço dele, pois existe uma
simetria de rotação. Ainda na figura 4.2 mostramos o comportamento das soluções g(r)
e a(r) para vorticidade positiva n = 1 com v = 1. Veja que a solução g(r) é uma função
crescente que vai de g(0) = 0 até g(r→∞) = 1, já a solução a(r) é uma função decrescente
que vai de a(0) = 1 até a(r→∞) = 0. Como já foi mencionado, poderíamos ter soluções
com vorticidade negativa, a solução g(r) se manteria inaltarada, mas a solução a(r)
passaria a ser uma função crescente com a(0) =−|n|. Na figura 4.2 mostramos as soluções
g(r) e a(r), porém, podemos ainda mostrar como será o comportamento dos campos
|ϕ(x,y)| e ~A(x,y) em coordenadas cartesianas, veja a figura 4.3.

Figura 4.2 No lado esquerdo temos o potencial V (|ϕ|) dado pela equação (4.58) e no lado
direito temos suas soluções g(r) (crescente) e a(r) (decrescente), determinadas a partir da
equação (4.59), para v = 1 com vorticidade positiva n= 1.

Podemos usar as soluções g(r) e a(r) para mostrar como será o comportamento do
campo magnético B(r) e da densidade de energia ρ(r) a partir das equações (4.61) e
(4.62), veja a figura 4.4. Tanto o campo magnético como a densidade de energia são
quantidades localizadas no espaço, podemos ver melhor na figura 4.5.

4.3 Modelos com Permeabilidade

Consideraremos agora modelos que dependem apenas da permeabilidade µ(|ϕ|) com
M = 1. Como sabemos, a função dielétrica depende do módulo do campo escalar, assim
como o potencial V (|ϕ|). Esse modelo foi estudado inicialmente em [114] e vastamente
explorado, veja as referências [125–132]. O potencial pode ser determinado para uma
permeabilidade qualquer, calculando a partir da equação (4.25), temos que

V (|ϕ|) = 1
2µ(|ϕ|)

(
v2−|ϕ|2

)2
. (4.66)

Em princípio o potencial acima tem quebra de simetria |ϕ|= v, porém pode ser apareçam
outros ou que esse mude de lugar dependendo da escolha da função µ(|ϕ|). Veja que o



4.3 MODELOS COM PERMEABILIDADE 70

potencial pode ter um comportamento muito diferente do da seção anterior, com isso,
levar à soluções com novas características. Podemos citar, por exemplo: em [127] teremos
soluções compactas, já em [129] soluções quasi-compactas e nas referências [128, 131]
teremos soluções que levam a quantidades físicas com anéis. Consideraremos soluções
estáticas para o ansatz usual de vórtices (4.32). As equações diferencias de primeira
ordem (4.49) para o potencial acima tomam forma

g′ =±ag
r
, (4.67a)

−a
′

r
=±µ(g)

(
v2−g2

)
. (4.67b)

Assim como no potencial (4.66) a segunda equação acima dependerá de um fator mul-
tiplicativo (µ), mudando completamente o problema em relação ao modelo canônico da
seção anterior. A partir da função dielétrica podemos obter novos comportamentos para
as soluções, conforme ilustraremos mais adiante. A partir das soluções da equação acima
podemos calcular a densidade de energia considerando (4.54), ou seja,

ρ(r) = 2a2(r)g2(r)
r2 +µ(g(r))

(
v2−g2(r)

)2
. (4.68)

O funcional de energia (4.52) será dado por

W (a,g) =−a
(
v2−g2

)
, (4.69)

Figura 4.3 Campo escalar |ϕ(x,y)| no lado esquerdo. No lado direito as setas representa o
campo vetorial ~A(x,y) no plano xy e o colorido representa o |ϕ(x,y)|, onde a alteração das cores
representa a altura mostrada na figura do lado esquerdo.
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Figura 4.4 Campo magnético B(r) da equação (4.61) e a densidade de energia ρ(r) da (4.62)
para v = n= 1.

Figura 4.5 Campo magnético B(x,y) e densidade de energia ρ(x,y) da figura 4.4 em coorde-
nadas cartesianas.

que independe da permeabilidade, a energia vai depender das condições de contorno de
g(r) e a(r), para soluções topológicas EB = 2π|n|v2 e não topológicas EB = 2π|n−a∞|v2.

Vamos agora considerar dois modelos que tem comportamento assintótico diferente
do modelo canônico, estes modelos podem ser visto da referência [133]. Estudaremos um
modelo que suporta soluções analíticas e outro que resolveremos numericamente.
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4.3.1 Exemplo Analítico

Consideraremos inicialmente um modelo cuja permeabilidade é dada por

µ(|ϕ|) =
2sn2|ϕ|2s−2/|n|

∣∣∣v2s−|ϕ|2s
∣∣∣1+1/s|n|

|v2−|ϕ|2|
, (4.70)

onde n é a um parâmetro inteiro que para o ansatz identificaremos como a vorticidade
das soluções e s é um parâmetro real com s|n| ≥ 1. O potencial (4.66) será

V (g) = sn2

v4s g
2s−2/|n|

∣∣∣v2−g2
∣∣∣ ∣∣∣v2s−g2s

∣∣∣1+1/s|n|
. (4.71)

No caso particular de vorticidade unitária |n| = 1, o comportamento desse potencial
dependerá de s. O comportamento do potencial dependerá dos parâmetros n e s, teremos
um mínimo fixo em |ϕ| = v e dependendo do valor de s e n poderá ter um mínimo em
|ϕ|= 0, lembrando que n deve ser um inteiro, já s pode ser qualquer valor real desde que
s|n| ≥ 1. Para s|n|= 1 o potencial terá um máximo em |ϕ|= 0, com V (0) = |n|v2 e para
s|n|> 1 será um mínimo. As equações diferencias de primeira ordem (4.67) serão

g′ =±ag
r
, (4.72a)

−a
′

r
=±2sn2

v4s g
2s−2/|n|

(
v2s−g2s

)1+1/s|n|
, (4.72b)

que suporta as soluções analíticas

g(r) = vr|n|(
1 + r2s|n|

)1/2s e a(r) = n

1 + r2s|n| . (4.73)

Soluções como essas foram estudadas em outros modelos para vórtices [134–136]. Nas refe-
rências [135,136] os autores mostram que para n= 1 e valores muito grande de s, essas so-
luções viram compactas. Apesar de termos o comportamento analítico das soluções, ainda
podemos fazer um estudo perto da origem e assintoticamente. Próximo a origem teremos
g(r ≈ 0) ≈ vr|n| e n− a(r ≈ 0) ≈ nr2s|n|, assintoticamente será v− g(r >> 0) ≈ vr−2s|n|

e a(r >> 0)≈ nr−2s|n|. Diferentemente das soluções canônicas, que têm comportamento
assintótico exponencial (4.65) aqui as soluções serão potencias de r. Essa é uma carac-
terística de soluções de longo alcance. O potencial (4.71) e as soluções (4.73) podem ser
vistos na figura 4.6 para v = 1 vorticidade positiva n= 1 e alguns valores de s.

O campo magnético será calculado de maneira analítica como

B(r) = 2sn2r2s|n|−2(
1 + r2s|n|

)2 . (4.74)

Na origem temos que: para s|n|= 1 o campo magnético terá um máximo e para s|n|> 1
um mínimo. Também podemos calcular a densidade de energia (4.68) analiticamente

ρ(r) = 2v2n2(
1 + r2s|n|

)2+1/s

(
r2|n|−2

(
1− sr2s|n|

)
+ sr2s|n|−2

(
1 + r2s|n|

)1/s)
. (4.75)
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Figura 4.6 Potencial V (|ϕ|) dado pela equação (4.71) no lado esquerdo e as soluções g(r)
(crescente) e a(r) (decrescente) da (4.73) no lado direito, com v = n = 1 e s = 1,2,4, onde a
espessura das linhas aumenta com s.

Nesse caso, as soluções serão topológicas, logo a energia será E = 2π|n|v2. Tanto o
campo magnético como a densidade de energia terão comportamento assintótico de longo
alcance e seus gráficos podem ser vistos na figura 4.7, para n = 1 e alguns valores de
s. Podemos ver por essa figura que para s = 1 é bastante diferente o comportamento
dessas quantidades física na origem. Para s = 1 o campo magnético tem um máximo
global na origem e para s > 1 será um mínimo global, a densidade de energia também
terá uma modificação na origem, porém não é tão drástico como no campo magnético.
Mostraremos o comportamento magnético por outra perspectiva, na figura 4.8 temos os
gráficos no plano xy. Para s = 1 o centro é completamente preenchido, enquanto para
s > 1 aparece um buraco e sua largura aumenta com s.

Figura 4.7 O lado esquerdo e direito serão respectivamente os campos magnéticos (4.74) e a
densidades de energia (4.75), para v = n= 1 e s= 1,2,4, onde a espessura das linhas aumenta
com s.
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Figura 4.8 Campo magnético (4.74) no plano xy, para v = n= 1 e s= 1,2,4, da esquerda para
direita.

Outras soluções analíticas com comportamentos distintos podem ser vistas nas refe-
rências [134,135,137], entretanto vale ressaltar que é difícil obter modelos de vórtices com
soluções analíticas. Na maioria das vezes precisaremos recorrer a cálculos numéricos para
resolver as equações de movimento. No próximo exemplo, estudaremos um modelo que
também possui soluções e quantidades físicas com comportamentos assintóticos de longo
alcance, mas não teremos soluções analíticas.

4.3.2 Exemplo Numérico

Vamos agora apresentar outro modelo estudado em [133], com a permeabilidade na
forma

µ(|ϕ|) = 2|ϕ|2
∣∣∣∣∣1− |ϕ|2v2

∣∣∣∣∣
l−1

, (4.76)

onde l é um parâmetro real tal que l ≥ 1. O caso particular em que l = 1 foi investi-
gado na referência [114], onde a partir da permeabilidade magnética é possível obter as
soluções g(r) e a(r) do modelo canônico com dinâmica de Chern-Simons, ver [138, 139].
No próximo capítulo estudaremos modelos com termo de Chern-Simons que suportam
vórtices, mostraremos que no caso canônico, assim como em Maxwell, as soluções terão
comportamento assintótico exponencial, semelhantes ao da equação (4.65). Para um l
geral, o potencial (4.66) torna-se

V (|ϕ|) = v4|ϕ|2
∣∣∣∣∣1− |ϕ|2v2

∣∣∣∣∣
l+1

, (4.77)

com mínimos em |ϕ| = 0 e |ϕ| = v, para l = 1 será um potencial do tipo |ϕ|6. Quando
l > 1, temos que dmV/dgm|g=v = 0 com m = 0, . . . ,dle, onde dze é a função teto. Para
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esse modelo, as equações diferencias de primeira ordem (4.67) serão

g′ =±ag
r
, (4.78a)

−a
′

r
=±2v2g2

(
1− g

2

v2

)l
. (4.78b)

Como já foi dito, não conseguimos obter solucões analíticas para esse modelo. Fazendo
uma análise perto da origem, definimos go(r) ≈ g(r ≈ 0) e ao(r) ≈ n− a(r ≈ 0), que ao
usar nas equações diferencias de primeira ordem (4.78), obtemos

go(r)∝ r|n| e ao(r)∝ r2(|n|+1). (4.79)

A densidade de energia (4.68) será

ρ(r) = 2g2(r)
a2(r)

r2 +v4
∣∣∣∣∣1− g2(r)

v2

∣∣∣∣∣
l+1 , (4.80)

lembrando que a energia não depende da forma que a função dielétrica tenha, mas sim
das condições de contorno das soluções, que podem ser obtidas a partir da densidade de
energia acima. Para esse modelo podemos ter soluções topológicas com g∞ = v, a∞ =
0 e energia E = 2π|n|v2, como também não-topológicas com g∞ = v, a∞ = 0 e E =
2π|n−a∞|v2. Entretanto, comentamos melhor sobre soluções não-topológicas no próximo
capítulo, quando abordaremos os vórtices de Chern-Simons-Higgs. Iremos agora nos focar
no comportamento assintótico das soluções topológicas quando l > 1, assintoticamente
temos que ga(r)≈ v−g(r >> 0) e aa(r)≈ a(r >> 0), substituindo nas equações diferencias
de primeira ordem (4.78), podemos estimar essas funções como

ga(r)≈
v

2(l−1)−
2
l−1

(
v2r

)− 2
l−1 , (4.81a)

aa(r)≈±(l−1)−
l+1
l−1

(
v2r

)− 2
l−1 . (4.81b)

Essas aproximações podem ser usadas para obter o comportamento assintótico do campo
magnético e da densidade de energia

B(r >> 0)≈±2v4(l−1)−
2l
l−1

(
v2r

)− 2l
l−1 , (4.82a)

ρ(r >> 0)≈ 4v6(l−1)−
2(l+1)
l−1

(
v2r

)− 2(l+1)
l−1 . (4.82b)

Similarmente as soluções g(r) e a(r), essas duas quantidades físicas terão caudas que
dependem de uma lei de potência em r, levando a ter característica de longo alcance. Na
figura 4.9 mostramos o comportamento do potencial (4.77) e das soluções da equações
diferenciais de primeira ordem (4.78) para v = n = 1 e alguns valores de l. O caso l = 1
está destacado para diferenciarmos melhor dos outros valores de l. Como pode ser visto, o
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Figura 4.9 No lado esquerdo o potencial V (|ϕ|) da equação (4.77) e do lado direito as soluções
g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) das equações (4.78) para os valores l= 1,2,3,4, com mínimo
em v = 1 e vorticidade positiva n= 1. As linhas tracejadas são para l = 1 enquanto as demais
são para os outros valores, a espessura das linhas cresce com l

Figura 4.10 Campo magnético B(r) e densidade de energia ρ(r) para as soluções topológicas
da figura 4.9.

parâmetro l controla o comportamento assintótico das soluções. Quanto maior o valor de
l, maiores serão suas caudas. Analogamente para a figura 4.10, onde teremos os gráficos
do campo magnético B(r) e da densidade de energia (4.80).

Como já mencionamos, a função dielétrica nos permite gerar uma infinidade de mo-
delos com características diferentes do modelo canônico. Modelos com permeabilidade
magnética podem ser estudados em teorias com simetria extra [140–142]. Alguns desses
modelos citados nas três últimas referências, são uma extensão dos modelos estudados
em [143,144].



4.4 MODELO COM FATOR GLOBAL 77

4.4 Modelo com Fator Global

Assim como fizemos na subseção 2.3.2 para um campo escalar real, vamos agora
considerar uma densidade lagrangiana com um fator global. Para isso tomamos µ(|ϕ|) =
1/f(|ϕ|), M(|ϕ|) = f(|ϕ|) e V (|ϕ|) = f(|ϕ|)U(|ϕ|) em (4.2) para escrevermos

L= f(|ϕ|)
(
−1

4FαβF
αβ +DαϕD

αϕ−U(|ϕ|)
)
, (4.83)

onde f(|ϕ|) e U(|ϕ|) são funções arbitrárias do campo |ϕ|. A função f(|ϕ|) faz o papel
da função global, que está multiplicando um modelo canônico com potencial U(ϕ), para
f(|ϕ|) = 1 recuperamos o modelo da seção 4.2. Esse modelo foi estudado em [145], onde
mostramos que para termos equações diferenciais de primeira ordem que satisfaçam as
equações de movimento de (4.83), o potencial U(|ϕ|) deve ser

U(|ϕ|) = 2
f2(|ϕ|)

(∫
d|ϕ| |ϕ|f(|ϕ|)

)2
, (4.84)

que é equivalente à equação (4.25). Para o ansatz, as equações diferenciais de primeira
ordem (4.49) serão

g′ =±ag
r
, (4.85a)

−a
′

r
=±

√
2U(g), (4.85b)

lembrando que U(g) vai depender de f(g), conforme o vínculo (4.84). A densidade de
energia (4.54) para as soluções da equação acima será

ρ(r) = 2f(g(r))
(
a2(r)g2(r)

r2 +U(g(r))
)
. (4.86)

Para determinarmos as condições de contorno nos extremos precisamos da forma de f(g).
Diferentemente dos modelos com permeabilidade da seção anterior, aqui não consegui-
remos determinar a energia independentemente do fator global, pois o funcional (4.52)
será

W (a,g) =−af(g)
√

2U(g), (4.87)
que depende de f(g). Em outras palavras, precisamos saber a forma explicíta do fator
global para podermos determinar o potencial (4.84), verificarmos as condições de contorno
pela densidade de energia (4.86) para então determinarmos a energia a partir de (4.53).
Na referência [145] fizemos alguns exemplos que surgem a partir do fator global f(|ϕ|),
mostraremos um exemplo desses aqui.

4.4.1 Exemplo

Introduziremos o modelo que é dado pelo fator global

f(|ϕ|) = c

(
1−p sin

(
π|ϕ|2

v2

))
, (4.88)
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onde p é um parâmetro real definido no intervalo p ∈ (−1,1) para obter valores positivos
de f(|ϕ|). Neste caso, o potencial (4.84) torna-se

U(|ϕ|) = v4

2

(
1−p sin

(
π|ϕ|2

v2

))−2(
1− |ϕ|

2

v2 −
p

π

(
1 + cos

(
π|ϕ|2

v2

)))2
, (4.89)

em que a constante de integração foi escolhida para permitir a presença de um conjunto
de mínimos em |ϕ| = v. Para p = 0 recuperamos o potencial |ϕ|4, dado pela equação
(4.58) do caso canônico. Esse potencial engendra um ponto que está sempre presente,
independente do valor de p, que definimos como |ϕ| = g̃. É determinado pela equação
algébrica

1 + cos
(
πg̃2

v2

)
= π

(
1− g̃

2

v2

)
sin
(
πg̃2

v2

)
. (4.90)

Infelizmente, não fomos capazes de resolver analiticamente. Usando procedimentos nu-
méricos com v = 1, descobrimos g̃ = 0.5079, com U(g̃) = 0.2753. Podemos ver o potencial
(4.89) na figura 4.11 para v = c = 1 e alguns valores de p, o potencial que tinha um
máximo em g = 0 passa a ser um mínimo para um determinado valor de p e teremos um
máximo entre 0< g < 1.

Figura 4.11 Potencial U(|ϕ|) dado pela equação (4.89) para v = 1 e alguns valores de p. A
linha tracejada representa p = 0 e as sólidas representam p = 0.25,0.5 e 0.75, com a espessura
aumentando com p.

Nesse caso, as equações diferenciais de primeira ordem (4.85), tomams a formas

g′ =±ag
r
, (4.91a)

−a
′

r
=±v2

(
1−p sin

(
πg2

v2

))−1(
1− g

2

v2 −
p

π

(
1 + cos

(
πg2

v2

)))
. (4.91b)

Mesmo que a função (4.88) introduza modificações no potencial, as equações diferenciais
de primeira ordem na origem nos leva a comportamentos semelhantes do caso canônico,
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f(|ϕ|) = 1, temos que

g(r ≈ 0)∝ r|n| e n−a(r ≈ 0)≈ v2

2

(
1− 2p

π

)
r2. (4.92)

A densidade de energia (4.86) toma forma

ρ(r) = 2c
(

1−p sin
(
πg2(r)
v2

))(
a2(r)g2(r)

r2 +U(g(r))
)
. (4.93)

Esse modelo só suporta soluções topológicas, com as condições de contorno no infinito
g∞ e a∞ = 0. O comportamento das soluções assintotiamente será exponencial, como no
da equação (4.65). Podemos calcular energia através do funcional de energia (4.87), dada
por

W (a,g) =−cv2a

(
1− g

2

v2 −
p

π

(
1 + cos

(
πg2

v2

)))
, (4.94)

com energia E = 2cv2|n|(π− 2p). Na figura 4.12, temos as soluções g(r) e a(r) das
equações diferenciais de primeira ordem (4.91) para v,n= 1 e alguns valores não negativos
de p. As configurações que surgem com p negativo são muito semelhantes as do caso
canônico, descrito pelas equações (4.59), logo, não trabalharemos com eles aqui. Ainda
na figura 4.12, pode-se ver o campo magnético para os valores mencionados acima. Note
que inicialmente o campo magnético é máximo na origem, quanto maior o valor de p este
máximo vai se tornando um mínimo dando um máximo em outro valor de r 6= 0. Na
densidade de energia também surge uma nova característica, veja a figura 4.13. Quando
aumentamos o valor de p, a densidade de energia ganha uma estrutura interna, surge um
pico para r 6= 0 e vai ficando cada vez mais alto enquanto p se aproxima de um.

Figura 4.12 No lado esquerdo temos as soluções g(r) (linhas ascendentes) e a(r) (linhas des-
cendentes) associada ao fator global (4.88) e no lado direito seus respectivos campos magnéticos
B(r) para v = n = c = 1 e alguns valores de p. A linha tracejada representa p = 0 e as sólidas
representam p= 0.25,0.5 e 0.75, com a espessura aumentando com p.
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Figura 4.13 Densidade de energia (4.93) associado ao potencial (4.89) para v = n= c e vários
valores de p. Em ambos os lados a linha tracejada representa p = 0, as linhas sólidas no lado
direito é para p = 0.25,0.5,0.75 e no lado direito para p = 0.75,0.9,0.95, onde a espessura das
linhas aumenta com p.

Como vimos, o modelo (4.83) é diferente do estudado na seção anterior, onde conside-
ramos apenas a função dielétrica. Nesse modelo, consideramos M 6= 1, porém, considera-
mos um vínculo entre as funções tal que µ(|ϕ|)M(|ϕ|) = 1, com M(ϕ) = f(|ϕ|). Podemos
ver que a funçãoM(|ϕ|) pode modificar a energia das soluções, diferentemente do modelo
com apenas a permeabilidade magnética. Existem modelos onde tem-se apenas a função
M(|ϕ|), com µ= 1 no modelo geral (4.2), que suporta soluções do tipo vórtices. Podemos
por exemplo, citar a referência [146], que tem soluções do tipo vacuumless.



Capítulo 5

Vórtices de Chern-Simons-Higgs

Como foi visto no capítulo anterior, os vórtices são elétricamente neutros, porém
possuem um campo magnético localizado. Em 1986 apareceram alguns modelos que
suportavam soluções do tipo vórtice carregado, como, por exemplo, adicionando um termo
de Chern-Simons [147] ou considerando modelos não abelianos [148–150]. Porém, esses
modelos são bastante complicados e não possuem equações diferenciais de primeira ordem,
além disso, em particular na referência [148], os vórtices carregados não possuem energia
finita. Em 1990, os autores Hong et al [138] e Jackiw et al [139, 151], mostraram que
trocando o termo de Maxwell pelo de Chern-Simons é possível obter vórtices carregados
com energia finita e que ainda teremos equações diferenciais de primeira ordem que
minimizam a energia do sistema. Uma característica particulamente interessante desses
vórtices é que sua carga é proporcional ao fluxo magnético.

5.1 Generalidades

Novamente consideraremos um campo complexo acoplado a um campo de calibre
por uma simetria U(1) em (2+1) dimensões no espaço de Minkowski com assinatura
diag(+,−,−). Diferentemente do capítulo anterior, substituiremos o termo de Maxwell
por um termo de Chern-Simons como sendo o termo da dinâmica para o campo de calibre.
Teremos a ação

∫
d3xL, com densidade lagrangiana dada por

L= κ

4ε
αβγAγFαβ +M(|ϕ|)DαϕD

αϕ−V (|ϕ|), (5.1)

onde εαβγ é o tensor de Levi-Civita e κ é uma constante que foi adicionada para manter
a dimensionalidade da densidade lagrangiana, que em unidades naturais: [L] = ε3 com
[κ] = ε1. Assim como no modelo (4.2) do capítulo anterior, M(|ϕ|) e V (|ϕ|) são funções
não negativas que dependem do campo |ϕ|, onde M(|ϕ|) é adimensional e [V (|ϕ|)] = ε3.
Essa lagrangiana pode não parecer invariante de calibre por conta do Aα que aparece no
primeiro termo, entretando, quando avaliamos esta transformação na ação S =

∫
d3xL,

verificamos que é invariante sob transformações de calibre. Aqui, não podemos fazer κ
dependendo de |ϕ|, como no capítulo anterior com a permeabilidade magnética µ(|ϕ|),
pois se fizermos κ= κ(|ϕ|) esse modelo não será mais invariante de calibre. A densidade
lagrangiana acima é uma generalização direta dos modelos estudado em [138, 139, 151],
onde acrescentamos a função M(|ϕ|) na dinâmica do campo escalar, veja as referências
[152–154].

81
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As equações de movimento para os campos ϕ e Aα serão, respectivamente,

Dα (M(|ϕ|)Dαϕ) = ϕ

2|ϕ|
(
M|ϕ|DαϕD

αϕ−V|ϕ|
)
, (5.2a)

κ

2ε
γαβFαβ = Jγ , (5.2b)

onde Jα = ieM(|ϕ|)(ϕDαϕ−ϕDαϕ) é a 3-corrente, que também aparece no capítulo
anterior na equação (4.5). Podemos expandir a última equação em duas

−κB = J0, (5.3a)
κεijEj = J i, (5.3b)

que são, respectivamente, a lei de Gauss e lei de Ampère. Pela lei de Gauss temos uma
relação entre o campo magnético e a densidade de carga. Logo, fazendo uma integral em
todo o espaço temos que o fluxo será proporcional a carga, ou seja,

Q=−κΦ. (5.4)

Diferentemente dos vórtices de Maxwell-Higgs, aqui teremos vórtices carregados. O tensor
energia-momento da densidade lagrangiana (5.1) é dado por

Tαβ =M(|ϕ|)
(
DαϕDβϕ+DαϕDβϕ−ηαβDγϕD

γϕ
)

+ηαβV (|ϕ|), (5.5)

onde cada componente representa uma quantidade física, assim como definimos em (4.9).
Note que o termo de Chern-Simons não contribui para a densidade de energia. Aqui as
componentes serão

T00 =M(|ϕ|)
(
|D0ϕ|2 + |D1ϕ|2 + |D2ϕ|2

)
+V (|ϕ|), (5.6a)

T0i =M(|ϕ|)
(
D0ϕDiϕ+D0ϕDiϕ

)
, (5.6b)

Tij =M(|ϕ|)
(
δij
(
|D0ϕ|2−|D1ϕ|2−|D2ϕ|2

)
+DiϕDjϕ+DiϕDjϕ

)
− δijV (|ϕ|). (5.6c)

Fazendo a redefinição dos campos como: ϕ= |ϕ|eiΛ e Aα = Ãα− (∂αΛ)/e, como feito
anteriormento no capítulo anteior. A corrente será análoga: Jα = −2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ãα.
Podemos reescrever as leis de Gauss e Ampère (5.3) como

κB = 2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ã0, (5.7a)
κEi = 2e2|ϕ|2M(|ϕ|)εijÃj , (5.7b)

e a densidade de energia (5.6a) como

ρ=M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + e2|ϕ|2Ã2

0 + |D1ϕ|2 + |D2ϕ|2
)

+V (|ϕ|). (5.8)

Para fazer o formalismo de primeira ordem [34], usaremos a lei de Gauss (5.7a) para
substituir Ã0 na densidade de energia acima

ρ=M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + |D1ϕ|2 + |D2ϕ|2

)
+ κ2B2

4e2|ϕ|2M(|ϕ|) +V (|ϕ|). (5.9)
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Podemos reesrever como

ρ=M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + |(D1± iD2)ϕ|2

)
±2e|ϕ|M(|ϕ|)εijAj∂i|ϕ|

± iM(|ϕ|)εij (∂iϕ)(∂jϕ) + κ2

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

(
B∓ 2e

κ
|ϕ|
√
M(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2

∓ κ
e

√√√√ V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|)ε

ij∂iAj .

(5.10)

Para o vínculo
d

d|ϕ|


√√√√ V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|)

=−2e2

κ
|ϕ|M(|ϕ|), (5.11)

o potencial deve ser

V (|ϕ|) = 4e4

κ2 |ϕ|
2M(|ϕ|)

(∫
d|ϕ| |ϕ|M(|ϕ|)

)2
. (5.12)

Substituindo o potencial acima na densidade de energia (5.10) e integrando, obtemos

E =
∫
dx2

(
M(|ϕ|)

(
(∂0|ϕ|)2 + |(D1± iD2)ϕ|2

)
+ κ2

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×
(
B∓ 2e

κ
|ϕ|
√
M(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2
∓ εij∂i

Aj κ
e

√√√√ V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|)


±2|ϕ|M(|ϕ|)εij (∂i|ϕ|)(∂jΛ)∓ i|ϕ|2M(|ϕ|)εij (∂iΛ)(∂jΛ)

)
,

(5.13)

onde o último termo é zero se |ϕ|2M(|ϕ|) = 0 em e ϕ= 0. Definindo

W(|ϕ|) = κ

e

√√√√ V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) , (5.14)

do qualW∞ denota o valor deW(|ϕ|) para r→∞. Usando o vínculo (5.11) no penúltimo
termo e fazendo uma integração por parte, teremos

E =
∫
dx2

(
M(|ϕ|)

(
(∂0|ϕ|)2 + |(D1± iD2)ϕ|2

)
+ κ2

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×
(
B∓ 2e

κ
|ϕ|
√
M(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2
∓W∞

∮
r→∞

dxiAi

∓ 1
e
W∞

∮
r→∞

dxi∂iΛ±
1
e

∫
dx2W(|ϕ|)εij∂i∂jΛ


=
∫
dx2

(
M(|ϕ|)

(
(∂0|ϕ|)2 + |(D1± iD2)ϕ|2

)
+ κ2

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×
(
B∓ 2e

κ
|ϕ|
√
M(|ϕ|)V (|ϕ|)

)2
±ΦW∞∓

2πn
e

(W∞−W(0))
)
,

(5.15)
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cujo valor de energia mínima, é

E ≥ EB = |ΦW∞|−2π
∣∣∣∣neW∞

∣∣∣∣+ 2π
∣∣∣∣neW(0)

∣∣∣∣ . (5.16)

Para soluções topológicas temos que o fluxo é Φ = 2πn/e, logo teremos apenas o último
termo da energia EB, já para soluções não topológicas W(∞) =W(0), os dois últimos
termos se cancelam. Podemos escrever de maneira compacta a energia EB acima como

EB = |ΦW(0)| . (5.17)

A energia é mínima (E = EB) se as equações abaixo forem satisfeitas

∂0|ϕ|= 0, (5.18a)
(D1± iD2)ϕ= 0, (5.18b)

B∓ 2e
κ
|ϕ|
√
M(|ϕ|)V (|ϕ|) = 0, (5.18c)

podemos ainda reescrever a última equação acima usando vínculo (5.11) como

B± 4e3

κ2 |ϕ|
2M(|ϕ|)

∫
d|ϕ| |ϕ|M(|ϕ|) = 0. (5.19)

Pela lei de Gauss (5.7a) temos que

Ã0 =±1
e

√√√√ V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) =∓2e

κ

∫
d|ϕ| |ϕ|M(|ϕ|). (5.20)

Essas equações satisfazem as equações de movimento (5.2), como também fazem com
que as componentes do tensor de cisalhamento (5.6c) sejam nulas (Tij = 0). Além da
densidade de energia, as únicas componentes não nulas do tensor energia-momento serão

T0i = 2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ã0Ãi = κBÃi. (5.21)

Vamos agora considerar ansatz usual para vórtices, considerando os campos na forma

ϕ= g(r)einθ, A0 = h(r), ~A= θ̂

er
(n−a(r)) , (5.22)

onde n é a vorticidade, com [g(r)] = [h(r)] = ε
1
2 e a(r) é adimensional. Para as seguintes

condições de contorno

g(0) = 0, h(0) = h0, a(0) = n, g(∞)→ g∞, h(∞)→ h∞, a(∞)→ a∞. (5.23)

Os campos elétrico e magnético serão, respectivamente,

~E =−h′r̂ e B =− a
′

er
, (5.24)
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teremos apenas a componente radial do campo elétrico. O fluxo magnético pode ser
calculado de maneira direta como

Φ = 2π
e

(n−a∞) , (5.25)

que depende apenas das condições de contorno de a(r). A densidade de carga e corrente
serão

J0 =−2e2g2Mh e ~J = 2eag2M

r
θ̂. (5.26)

Para o ansatz (5.22) a equação de movimento para o campo escalar (5.2a) toma forma

1
r

(
rMg′

)′
+gM

(
e2h2− a

2

r2

)
+ 1

2Mg

(
e2g2h2−g′2− a

2g2

r2

)
− 1

2Vg = 0, (5.27)

e as leis de Gauss e Ampère (5.3), respectivamente

κa′

er
+ 2e2g2Mh= 0, (5.28a)

κh′+ 2eag2M

r
= 0. (5.28b)

Usando essas equações em (5.26), temos que

J0 = κa′

er
=−κB e ~J =−κh′θ̂ = κErθ̂, (5.29)

com carga
Q=−2πκ

e
(n−a∞) , (5.30)

que é proporcional ao fluxo magnético, Q=−κΦ. A densidade de energia (5.6a) será

ρ=M

(
e2g2h2 +g′

2 + a2g2

r2

)
+V, (5.31)

e as outras componentes do tensor energia-momento serão

T01 =−2eag2Mh

r
sin(θ), (5.32a)

T02 = 2eag2Mh

r
cos(θ), (5.32b)

T12 =M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
sin(2θ), (5.32c)

T11 = e2g2Mh2 +M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
cos(2θ)−V, (5.32d)

T22 = e2g2Mh2 +M

(
a2g2

r2 −g
′2
)

cos(2θ)−V. (5.32e)
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Fazendo uma mudança de base para coordenadas polares, teremos

T0θ = 2eag2Mh

r
, (5.33a)

Trr = e2g2Mh2 +M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
−V, (5.33b)

Tθθ = e2g2Mh2 +M

(
a2g2

r2 −g
′2
)
−V, (5.33c)

com T0r = Trθ = Tθr = 0. Observe que essas componentes são independentes do ângulo.
A lei de conservação ∂iT ij = 0, nessa forma será

(rTrr)′ = Tθθ. (5.34)

Diferentemente dos vórtices de Maxwell-Higgs do capítulo anteior, aqui teremos momento
e momento angular. Não conseguimos integrar o momento de maneira geral, porém
conseguimos para o momento angular (4.12). Entretanto, precisamos usar a lei de Gauss
(5.28a) nas componentes T0i para obter

L=−πκ
e2

(
n2−a2

∞
)
. (5.35)

Podemos usar o teorema de Derrick aqui também, usando a lei de Gauss (5.28a) na
densidade de energia (5.31) para escrever

ρ= κ2a′2

4e4r2g2M
+M

(
g′

2 + a2g2

r2

)
+V. (5.36)

Fazendo a reescala r→ λr nas soluções g(r), h(r) e a(r), teremos g(r)→ g(λ) = g(λr),
h(r)→ h(λ) = h(λr) e a(r)→ a(λ) = a(λr). Integrando a densidade de energia acima para
as soluções reescalada, temos a energia reescalada

E(λ) = 2π
∫
rdr

 κ2

4e4r2g2M

(
∂a(λ)

∂r

)2

+M

(∂g(λ)

∂r

)2

+ a(λ)2
g(λ)2

r2

+V


= 2π

∫
zdz

 λ2κ2

4e4z2g2M

(
∂a

∂z

)2
+M

(∂g
∂z

)2
+ a2g2

z2

+λ−2V

 ,
(5.37)

onde z = λr, minimizamos para

∂E(λ)

∂λ

∣∣∣∣∣
λ=1

= 4π
∫
zdz

 κ2a′2

4e4z2g2M
−V

= 0. (5.38)

Considerando que as componentes Tij da equação (5.32) sejam axialmente simétricas,
teremos

g′
2 = a2g2

r2 , (5.39)
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que faz com que T12 = 0 e a pressão T11 = T22 = Trr = Tθθ = σ sejam dadas por

σ = e2g2Mh2−V = κ2a′2

4e4r2g2M
−V, (5.40)

que pela conservação do tensor energia-momento ∂iT ij = 0, temos que ter σ seja uma
constante. Pela integral (5.38), essa constante deve ser nula σ = 0. Fazendo com que
tenhamos soluções de pressão nula, essa condição nos leva a

a′
2

e2r2 = 4e2g2MV

κ2 . (5.41)

Levando isso em conta, teremos que nos certificar se de fato é um mínimo. Logo, fazemos
o teste da derivada segunda,

∂2E(λ)

∂λ2

∣∣∣∣∣
λ=1

= 4π
∫
zdz

 κ2a′2

4e4z2g2M
+ 3V (g)

= 16π
∫
zdzV (g)> 0 (5.42)

será mínimo desde que a parcela da energia potencial seja positiva. Pelo argumento de
Derrick, temos que as soluções tenham pressão nula para que sejam estáveis por reescala,
além disso, conseguimos obter equações diferenciais de primeira ordem

g′ =±ag
r
, (5.43a)

− a
′

er
=±2e

κ
g
√
MV , (5.43b)

que para o vínculo (5.11), resolvem as equações de movimento (4.37) e (4.37), desde que

h=±1
e

√
V

g2M
=∓2e

κ

∫
dg gM. (5.44)

A equação diferencial de primeira ordem (5.43a) é análoga à do capítulo anterior para
vórtices de Maxwell-Higgs, veja a equação (4.49a). Pelas condições de contorno (5.23)
na origem, podemos fazer a aproximação (4.55) para obter g(r ≈) ∝ r|n|. O conjunto
das três últimas equações resolve completamente o problema para um potencial na forma
(5.12), os sinais de mais ou menos vai depender da vorticidade, n positivo ou negativo, e
são relacionadas por a(r)→−a(r) e h(r)→−h(r).

O método de Bogomol’nyi pode ser realizado para obter essas equações, ou então,
substituir o ansatz (5.22) nas equações (5.18) e (5.20). Por questões didáticas irei de-
senvolver esse procedimento de foma breve, escrevendo a densidade de energia (5.36)
como

ρ=M
(
g′∓ ag

r

)2
+ κ2

4e2g2M

(
a′

er
± 2eg

κ

√
MV

)2
± 1
r

(
2agMg′− κ

e2

√
V

g2M
a′
)
, (5.45)
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e considerando o vínculo (5.11), o dois últimos termos formam uma derivada total. Logo

ρ=M
(
g′∓ ag

r

)2
+ κ2

4e2g2M

(
a′

er
± 2e
κ
g
√
MV

)2
± 1
r
W ′, (5.46)

com funcional de energia

W (a,g) =− κ
e2a

√
V

g2M
= 2a

∫
dg gM, (5.47)

e energia mínima

E ≥ EB = 2π |W (a(∞),g(∞))−W (a(0),g(0))| , (5.48)

dependendo apenas das condições de contorno de g e a. A energia é mínima quando as
equações diferenciais de primeira ordem são satisfeitas. A densidade de energia (5.36)
para essas soluções pode ser escrita apenas em termos das funções g e a como

ρ= 2a2g2M

r2 + 2V, (5.49)

onde podemos determinar as condições de contorno de a no infinito e determinar o valor
a∞ da equação (5.23). Os valores de h0 e h∞ serão determinados a partir da equação
(5.44), que dependerá de g.

Podemos trabalhar com campos adimensionais, fazendo a reescala

ϕ→ κ

e
ϕ, Aα→

κ

e
Aα, v→ κ

e
v, xα→

1
κ
xα, L→

κ4

e2L. (5.50)

Logo, tomamos e= κ= 1 sem perda de generalidade.

5.2 Modelo Canônico

Consideraremos o modelo estudado em [138, 139, 151], que é um caso particular da
densidade lagrangiana (5.1). O modelo canônico é obtido quando a função M(|ϕ|) é
constante, por conveniência tomaremos M = 1. Assim como no capítulo anterior, estu-
daremos um potencial que nos levará a equações diferenciais de primeira ordem. Nesse
caso, o potencial (5.12) será

V (|ϕ|) = |ϕ|2
(
v2−|ϕ|2

)2
, (5.51)

onde v é um parâmetro que envolve a quebra de simetria do modelo que surge da cons-
tante de integração. Diferentemente do modelo canônico para vórtices de Maxwell-Higgs
estudado na seção 4.2, aqui teremos um potencial do tipo |ϕ|6 com um mínimo em
|ϕ|= 0 e um conjunto de mínimos em |ϕ|= v, o máximo é localizado em |ϕ|= v/

√
3, com
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Figura 5.1 Potencial V (|ϕ|) da equação (5.51) com v = 1.

V (v/
√

3) = 4v6/27. Esse potencial pode ser visto na figura 5.1 para v = 1. Lembrando
que existe uma simetria de rotação, esta imagem é um corte longitudinal radial.

Para estudar soluções do tipo vórtices vamos considerar o ansatz (5.22). Para deter-
minarmos as funções g(r), h(r) e a(r) precisamos inicialmente resolvermos as equações
diferenciais de primeira ordem (5.43) para obtermos g(r) e a(r). A função h(r) é ob-
tida quando substituimos as soluções em (5.44). Nesse caso as equações diferenciais de
primeira ordem (5.43) serão

g′ =±ag
r
, (5.52a)

−a
′

r
=±2g2

(
v2−g2

)
. (5.52b)

Assim como nos vórtices de Maxwell-Higgs não conseguimos obter soluções analíticas para
essas equações, porém podemos usar a aproximação (4.55) para obter o comportamento
das soluções próximo à origem, com

go(r)∝ r|n| e ao(r)∝ r2(1+|n|). (5.53)

Obtemos a função h(r) em termos de g(r) a partir da equação (5.44), que nos leva a

h(r) =±
(
v2−g2(r)

)
. (5.54)

Como na origem g0 = 0, temos que h0 =±v2, com comportamento h0−h(r ≈ 0)∝ r2|n|.
O valor dessa função no infinito vai depender da condição de contorno de g∞. A partir da
equação (5.24), calculamos a componente radial do campo elétrico e o campo magnético

Er(r) = 2a(r)g2(r)
r

e B(r) =±2g2(r)
(
v2−g2(r)

)
. (5.55)

A densidade de energia (5.49) é dada por

ρ(r) = 2g2(r)
(
a2(r)
r2 +

(
v2−g2(r)

)2
)
, (5.56)
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podemos ter soluções topológicas, com g∞ = v e a∞ = 0, como também não-topológicas,
com g∞ = 0 e a∞ 6= 0, ver referência [151]. Para soluções topológicas, a função g(r) será
crescente, como já vimos nos exemplos do capítulo anterior. Já a função a(r) poderá
ser crescente ou decrescente, dependendo da vorticidade. Diferentemente das soluções
topológicas, para as não-topológicas, a função g(r) parte do zero, crescerá até certo valor
máximo, tal que, g(rm) = gm. Onde o ponto rm pode ser obtido quando a(rm) = 0. Neste
ponto, derivada da função g(r) é nula, em seguida, a função g(r) decresce até alcançar
novamente o zero, veja a equação (5.52a). Para que isso aconteça, a função a(r) deverá
trocar de sinal em rm. Para vorticidade positiva, teremos a∞ < 0 e para negativa, a∞ > 0.
O valor da função h(r) da equação (5.54) no infinto será, h∞= 0 para soluções topológicas
e h∞ = h0 =±v2 para soluções não topológicas. O funcional de energia (5.47) será

W (a,g) =−a
(
v2−g2

)
. (5.57)

A energia vai depender das condiçoes de contorno, para soluções topológicas E = 2π|n|v2

e não topológicas E = 2π|n−a∞|v2.
Inicialmente iremos focar nas soluções topológicas. Assintoticamente podemos escre-

ver v− g(r >> 0) ≈ ga(r) e a(r >> 0) ≈ aa(r). Ao substituirmos essa aproximação nas
equações diferenciais de primeira ordem (5.52) e considerarmos apenas as contruibuições
lineares de ga(r) e aa(r), obtemos

ga(r)∝K0
(
2v2r

)
e aa(r)∝ rK1

(
2v2r

)
. (5.58)

Essas funções terão comportamento exponencial do tipo

ga ∝
e−2v2r

√
r

e aa ∝
√
re−2v2r. (5.59)

Podemos também fazer uma análise para solução h(r) da equação (5.54), onde h(r >>
0) ∝ K0(2v2r), que como foi dito ainda agora, também terá decaimento do tipo expo-
nencial. O comportamento assintótico das soluções topológicas para vórtices de Chern-
Simons-Higgs com dinâmica canônica é similar ao de Maxwell-Higgs, confira pela equação
(4.65). Resolvemos as equações diferenciais de primeira ordem (5.52) numericamente para
as condições de contorno g∞ = 1, a∞ = 0 e vorticidade positiva n = 1 para obtermos as
soluções topológicas da figura 5.2. Podemos ver também o comportamento da função
h(r) dado pela equação (5.54). A componente radial do campo elétrico e o campo mag-
nético da equação (5.55) para essas soluções podem ser vistos na figura 5.3. Podemos ver
o comportamento da densidade de energia (5.56) na figura 5.4.

Agora fazendo uma análise para as soluções não topológicas, temos que assintoti-
camente: g(r >> 0) ≈ ga(r) e a(r >> 0)− a∞ ≈ aa(r). Pelas equações diferenciais de
primeira ordem (5.52), temos que

ga(r)∝ r−|a∞| e aa(r)∝ r−2(|a∞|−1). (5.60)

Fazendo um procedimento parecido para a solução h(r) dada pela equação (5.54), temos
que h∞− h(r >> 0) ∝ r−2|a∞|. As soluções numéricas podem ser vistas na figura 5.5
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Figura 5.2 No lado esquerdo temos as soluções topológicas g(r) (crescente) e a(r) (decrescente)
da equação (5.52), para v= n= 1. No lado direito temos a função h(r) dado pela equação (5.54).

Figura 5.3 Componente radial do campo elétrico Er(r) no lado esquerdo e no lado direito o
campo magnético B(r) dado pela equação (5.55) para as soluções topológicas com v = n= 1.

para as condições de contorno g∞, a∞ ≈ −4.5,−4 e −3.5, com v = n = 1. Note que
essas soluções são bastantes diferentes das soluções topológicas da figura 5.2. Como já foi
comentado, a solução g(r) será um ponto de máximo quando a(r) troca de sinal. Ainda
na figura 5.5 teremos a função h(r) da equação (5.54) para as soluções não-topológicas
para as condições de contorno mencionadas acima. Podemos ver a componente do campo
elétrico e o campo magnético da equação (5.55) na figura 5.6, a componente radial do
campo elétrico Er(r) troca de sinal com a(r), já o campo magnético será um mínimo nesse
ponto e terá dois máximos em outros valores de r. Assim como o campo magnético, a
densidade de energia (5.56) para essas soluções terá um mínimo quando a(r) zera e dois
picos, veja na figura 5.7.

Vale ressaltar que esses comportamentos valem para o modelo canônico (M = 1). Para
modelos com M(|ϕ|) 6= 1, onde essa função depende do módulo do campo escalar |ϕ|,
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Figura 5.4 Densidade de energia ρ(r) da equação (5.56) para as soluções topológicas com
v = n= 1.

Figura 5.5 Soluções não-topológicas g(r) (crescente/decrescente) e a(r) (decrescente) da equa-
ção (5.52), para v = n= 1 e a∞ ≈−4.5,−4 e −3.5, no lado esquerdo. Função h(r) da equação
(5.54) no lado direito, a espessura das linhas em ambas figura aumenta com a∞.

podemos ter soluções e quantidades físicas com outras características, veja as referências
[120, 128, 133, 146, 153–157]. Em [128] temos vórtices com anel, já em [146] soluções do
tipo vacuumless. Nas referências [155,157] tem-se soluções compactas, porém, em [155] as
soluções são não-topológicas, todavia, as soluções serão analíticas, assim como em [156].
Os modelos da referência [133] serão discutidos na próxima seção.

Como foi dito acima, para um dado M(|ϕ|) teremos diversos modelos com soluções
distintas. Entretanto seguiremos um caminho diferente aqui, partiremos com soluções já
conhecidas e tentaremos reconstruir a função M(|ϕ|) que nos leva a essas soluções.
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Figura 5.6 Componente radial do campo elétrico Er(r) no lado esquerdo e no lado direito o
campo magnético B(r) dado pela equação (5.55) para as soluções não-topológicas da figura 5.5.

Figura 5.7 Densidade de energia ρ(r) da equação (5.56) para as soluções não-topológicas da
figura 5.5.

5.3 Reconstruindo Modelos

Como já foi mencionado anteriormento, as equações diferenciais de primeira ordem
(5.43) para vórtices de Chern-Simons-Higgs são similares as equações (4.49) para Maxwell-
Higgs. Poderíamos escrevê-las como

g′ =±ag
r
, (5.61a)

−a
′

r
=±f(g), (5.61b)

onde f(g) é uma função do campo escalar |ϕ|= g e vai depender da densidade lagrangiana
que escolhermos. Isso nos permite encontrarmos modelos em (4.2) e (5.1) com as mes-
mas soluções e campo magnético. Deste modo, podemos, por exemplo, usar as soluções
estudadas no capítulo anterior e reconstruir o modelo no caso de Chern-Simons-Higgs.
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Considerando que temos um f(g) de algum modelo de Maxwell-Higgs e comparando com
a equação (5.43b), teremos

f(g) =−4g2M(g)
∫
dg gM(g). (5.62)

A partir dessa equação, podemos relacionar ambos os modelos, para um f(g) conhecido,
podemos obter a forma de M(g) por

M(g) = f(g)
2g2

(
−2

∫
dg
f(g)
g

)− 1
2
. (5.63)

Deve-se ter cuidado com essa integração, pois a constante de integração deve ser escolhida
corretamente para que a função acima não seja negativa no intervalo em que a solução
g(r) existe. Além disso, também deve levar a modelos com energia finita não negativa.
Neste caso, o potencial (5.12) pode ser calculado a partir da equação (5.62) como

V (g) = 1
4
f2(g)
g2M(g) . (5.64)

A função h da equação (5.44) será

h=±1
2

f(g)
g2M(g) , (5.65)

e funcional de energia (5.47) toma a forma

W (a,g) =−a f(g)
2g2M(g) . (5.66)

Em seguida faremos um exemplo para mostrar como funciona este mecanismo de recons-
trução de modelos.

5.3.1 Exemplo

Vamos, por exemplo, considerar os modelos estudado na seção 4.3, que nos leva a
modelos com soluções e quantidades físicas de longo alcance. O exemplo analítico 4.3.1
nos leva a modelos bastantes exóticos, com potenciais dependendo de uma função hiper-
geométrica, conforme mostramos na refência [133]. Vale ressaltar que o procedimento
mostrado acima funciona nesse caso, apesar de não termos uma forma elegante para as
funções envolvidas no problema. Entretando, para o exemplo numérico 4.3.2, temos que
as equações diferenciais de primeira ordem (5.61) serão

g′ =±ag
r
, (5.67a)

−a
′

r
=±2v2g2

(
1− g

2

v2

)l
, (5.67b)
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logo, temos que

f(g) = 2v2g2
(

1− g
2

v2

)l
. (5.68)

Lembrando que l é um parâmetro real com l ≥ 1 e quando l = 1 recuperamos as soluções
estudadas em [138, 139, 151]. Já para l > 1, teremos soluções de longo alcance, com
comportamentos assintóticos, ga(r)≈ v−g(r >> 0) e aa(r)≈ a(r >> 0), dados por

ga(r)≈
v

2(l−1)−
2
l−1

(
v2r

)− 2
l−1 , (5.69a)

aa(r)≈±(l−1)−
l+1
l−1

(
v2r

)− 2
l−1 , (5.69b)

que também nos levam a um campo magnético com potências assintóticas de r

B(r >> 0)≈±2v4(l−1)−
2l
l−1

(
v2r

)− 2l
l−1 . (5.70)

Como forma de recordação, na figura 5.8 mostramos algumas soluções numéricas para as
equações (5.67), assim como seus respectivos campo magnético B(r).

Figura 5.8 Soluções g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) da equação (5.67) no lado direito e
no lado esquerdo seus respectivos campo magnético B(r), para v = n= 1, l = 1,2,3 e 4, onde o
tracejado é para l= 1 e as linhas sólidas para os outros valores de l, com a espessura aumentando
com l.

Para a função f(g) dada por (5.68), obtemos um M(g) a partir da equação (5.63)
bastante satisfatório, dado por

M(g) =
√
l+ 1

2

∣∣∣∣∣1− g2

v2

∣∣∣∣∣
l
C+

∣∣∣∣∣1− g2

v2

∣∣∣∣∣
l+1−

1
2

, (5.71)

onde C é uma constante real e não negativa, que apareceu da intregração envolvida na
reconstrução. O potencial (5.64) torna-se

V (g) =
√

2
l+ 1 v

4g2
∣∣∣∣∣1− g2

v2

∣∣∣∣∣
l
√√√√C+

∣∣∣∣∣1− g2

v2

∣∣∣∣∣
l+1
. (5.72)
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Esse potencial tem um mínimo em g= 0 e um conjunto de mínimos em g= v, independen-
temente do valor de C. Mostraremos que C = 0 é um caso especial, trabalharemos com ele
depois. Por ora consideraremos apenas C > 0, nessa situação temos que dmV/dgm|g=v = 0
comm= 0, . . . ,dl−1e, para l= 1 teremos as mesmas soluções topológicas do modelo canô-
nico da seção 5.2, com comportamento assintótico exponencial (5.59). Porém, M 6= 1 e
dependerá de C, assim como o potencial V (g). A solução h(r) dado pela equação (5.65),
será

h(r) =±v2
√

2
l+ 1

√√√√C+
(

1− g
2(r)
v2

)l+1
, (5.73)

com h0 =±v2
√

2(C+ 1)/(l+ 1). O comportamento na origem será o mesmo de antes do
modelo canônico, veja abaixo da equação (5.54). A partir da equação (5.24), podemos
escrever a componente radial do campo elétrico como

Er(r) =
√

2(l+ 1) a(r)g2(r)
r

(
1− g

2(r)
v2

)lC+
(

1− g
2(r)
v2

)l+1−
1
2

, (5.74)

o campo magnético será o mesmo do exemplo 4.3.2. A densidade de energia (5.49) é dada
por

ρ(r) =
√

2(l+ 1)g2(r)
(

1− g
2(r)
v2

)lC+
(

1− g
2(r)
v2

)l+1−
1
2

×

a2(r)
r2 + 2v4

l+ 1

C+
(

1− g
2(r)
v2

)l+1 ,
(5.75)

onde podemos ter soluções topólogicas (g∞ = v, a∞ = 0) e não-topológicas (g∞ = 0,
a∞ 6= 0), entretanto, iremos nos focar apenas nas soluções topológicas. O comportamento
assintótico dessas soluções e de seus respectivos campos magnéticos podem ser vistos nas
equações (5.69) e (5.70), e seus gráficos na figura 5.8. A condição de contorno nos
extremos para a função h(r) da equação (5.73) será h∞ =±v2

√
2C/(l+ 1). O funcional

de energia (5.66) toma a forma

W (a,g) =−
√

2
l+ 1 v

2a

√√√√C+
(

1− g
2

v2

)l+1
, (5.76)

com energia

E = 2
√

2(C+ 1)
l+ 1 π|n|v2, (5.77)

que depende de l e C. Podemos usar a equação (5.69) para estimar o comportamento
assintótico de h(r), pela equação (5.73) temos que ha(r)≈ h(r >> 0)−h∞, com

ha(r)≈±
v2√

2C(l+ 1)
(l−1)−

2(l+1)
l−1

(
v2r

)− 2(l+1)
l−1 . (5.78)
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Podemos fazer isso também para a componente radial do campo elétrico (5.74) e para
densidade de energia (5.75), teremos

Er(r >> 0)≈
√

2(l+ 1)
C

v4(l−1)−
3l+1
l−1

(
v2r

)− 3l+1
l−1 , (5.79a)

ρ(r >> 0)≈ 2
√

2C
l+ 1 v

6(l−1)−
2l
l−1

(
v2r

)− 2l
l−1 . (5.79b)

Assim como no exemplo 4.3.2, todas as soluções e quantidades físicas terão comporta-
mentos assintótico de longo alcance. Observe que a medida que o valor de l cresce, as
caudas dessas quantidades aumentam. O valor da constante C = l é particularmente
interessante, faz com que h0 =±v2√2 e que todas as soluções tenham a mesma energia
E = 2

√
2π|n|v2, veja a equação (5.77). Podemos usar as soluções numéricas g(r) e a(r)

para fazer os gráficos da função h(r), da componente radial do campo elétrico Er(r) e da
densidade de energia ρ(r), dados respectivamente pelas equações (5.73), (5.74) e (5.75).
Na figura 5.9 mostramos o potencial (5.72) e a função h(r). Já na figura 5.10, teremos
as quantidades físicas Er(r) e ρ(r).

Figura 5.9 No lado esquerdo temos o potencial V (|ϕ|) da equação (5.72) e no lado direito
função h(r) dado em (5.73), para v = n = 1, C = l com l = 1,2,3 e 4, onde a linha tracejada
representa o caso em que l = 1 e as linhas sólidas os outros valores de l, onde a espessura das
linhas cresce com l.

Vamos agora considerar o caso especial em que C = 0, a equação (5.71) se reduz a

M(g) =
√
l+ 1

2

∣∣∣∣∣1− g2

v2

∣∣∣∣∣
l−1

2
, (5.80)

e o potencial (5.72) será

V (g) =
√

2
l+ 1 v

4g2
∣∣∣∣∣1− g2

v2

∣∣∣∣∣
3l+1

2
. (5.81)
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Figura 5.10 Componente radial do campo elétrico Er(r) dado pela equação (5.74) no lado
direito e no lado esquerdo temos a densidade de energia ρ(r) da equação (5.75), para v = n= 1,
C = l = 1,2,3 e 4, onde as linhas tracejadas representa l = 1 e as sólidas os outros valores de l,
que cresce juntamente com a espessura.

Para o potencial acima temos que dmV/dgm|g=v = 0 com m = 0, . . . ,d(3l−1)/2e. Note
que para l = 1 recupera o modelo canônico de Chern-Simons-Higgs [138, 139, 151], que
surge para M(g) = 1 e V (g) = g2

(
v2−g2

)2
e geram soluções com caudas exponenciais

dadas pela equação (5.59). A função h(r) da equação (5.65) torna-se

h(r) =
√

2
l+ 1 v

2
(

1− g
2(r)
v2

) l+1
2
, (5.82)

com h0 = ±v2
√

2(C+ 1)/(l+ 1) e a componente radial campo elétrico dada por (5.24)
será

Er(r) =
√

2(l+ 1) a(r)g2(r)
r

(
1− g

2(r)
v2

) l−1
2
. (5.83)

A densidade de energia (5.49) também se simplifica

ρ(r) =
√

2(l+ 1)g2(r)
(

1− g
2(r)
v2

) l−1
2
a2(r)

r2 + 2v4

l+ 1

(
1− g

2(r)
v2

)l+1 . (5.84)

Fazendo uma análise no infinitos verificamos que comporta tanto soluções topológicas
quanto não topológicas, com as condições de contorno nos extremos dadas abaixo da
equação (5.75), exceto para a função h(r), onde h∞ = 0 para soluções topológicas, inde-
pendentemente do valor de l. O funcional de energia (5.66) toma a forma

W (a,g) =−
√

2
l+ 1 v

2a

(
1− g

2

v2

) l+1
2
, (5.85)
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com energia E = 2
√

2/(l+ 1)π|n|v2, dependendo apenas de l. Como sabemos, esse modelo
comportará as mesmas soluções topológicas do modelo 4.3.2, para vórtices de Maxwell-
Higgs. Assim como no caso anterior, quando C > 0, podemos usar o comportamento
assintótico das soluções g(r) e a(r) dadas pela equação (5.69) e obter

h(r >> 0)≈
√

2
l+ 1v

2(l−1)−
l+1
l−1

(
v2r

)− l+1
l−1 , (5.86a)

Er(r >> 0)≈
√

2(l+ 1)v4(l−1)−
2l
l−1

(
v2r

)− 2l
l−1 , (5.86b)

ρ(r >> 0)≈
√

2
l+ 1 (l+ 3)v6(l−1)−

3l+1
l−1

(
v2r

)− 3l+1
l−1 . (5.86c)

Note que o comportamento deste caso (C = 0) é diferente do caso anterior, veja as equa-
ções (5.78) e (5.79). A cauda das quantidades citadas acima são maiores, pois as potências
de r são menores no caso C > 0. Nas figuras 5.11 e 5.12 mostramos o comportamento
do potencial V (|ϕ|), da função h(r), da componente radial do campo elétrico Er(r) e o
campo magnético B(r) para v = n= 1 e vários valores de l.

Figura 5.11 Potencial V (|ϕ|) da equação (5.81) no lado esquerdo e função h(r) da equação
(5.82) no lado direito, para v = n= 1, l = 1,2,3 e 4, onde as linhas tracejadas é para l = 1 e as
linhas sólidas para os outros l, onde a espessura das linhas cresce com l.

Assim como em Maxwell, podemos adicionar simetrias extras em Chern-Simons, veja,
por exemplo, as referências [158, 159], na referência [158] inclui-se funções tipo M(|ϕ|),
que multiplicam o termo dinâmico dos campos escalares envolvidos.
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Figura 5.12 No lado esquerdo temos a componente radial do campo elétrico Er(r) dado em
(5.83) e no lado direito a densidade de energia ρ(r) em (5.84), para v = n = 1, l = 1,2,3 e 4,
onde as linhas tracejadas representa l= 1 e as sólidas os outros valores de l, que cresce com sua
espessura.



Capítulo 6

Vórtices de Mawell-Chern-Simons-Higgs

No capítulo 4 vimos que vórtices de Maxwell-Higgs não tem carga, ou seja, são elétri-
camente neutros. Já no capítulo anterior, consideramos vórtices de Chern-Simons-Higgs e
vimos que os vórtices serão carregados. Ainda no capítulo anterior, mencionamos que hou-
veram outros modelos que possuiam vórtices carregados, em especial na referência [147],
onde os autores estudaram um modelo abeliano com ambos os termos: Maxwell e Chern-
Simons. Esse modelo também foi estudado em [160], onde os autores fazem uma análise da
interação entre vórtices. Entretanto, esse modelo não possui equações diferenciais de pri-
meira ordem, o que deixa o problema bastante complicado. Uma alternativa para obter as
equações diferenciais de primeira ordem para modelos de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é
incluir um campo neutro [120,161–163]. Porém, é possível estabelecermos um formalismo
de primeira ordem sem a inclusão do campo neutro, como mostraremos nesse capítulo.
Para isso, consideraremos uma generalização dos modelos estudados em [147,160].

6.1 Generalidades

Considerando o tensor métrico ηαβ = diag(+,−,−), trabalhamos com a ação na forma
S =

∫
d3xL, onde a densidade Lagrangiana inclui os termos de Maxwell e Chern-Simons.

O modelo generalizado a ser estudado no presente trabalho inclui duas quantidades dis-
tintas: µ(|ϕ|), que é uma permeabilidade magnética generalizada, eM(|ϕ|), que modifica
a dinâmica do campo escalar. A densidade Lagrangiana do modelo tem a forma

L=− 1
4µ(|ϕ|)FαβF

αβ + κ

4ε
γαβAγFαβ +M(|ϕ|)DαϕD

αϕ−V (|ϕ|). (6.1)

Na expressão acima, Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα é o tensor eletromagnético e consideramos o
campo escalar minimamente acoplado ao campo do medidor, com Dαϕ = ∂αϕ+ ieAαϕ.
Também consideramos unidades naturais (h̄ = c = 1). Ao fazer isso, as dimensões das
várias quantidades são: [xα] = ε−1, [ϕ] = [Aα] = [e] = ε

1
2 , [κ] = ε1, e [V (|ϕ|)] = ε3. Além

disso, ambos µ(|ϕ|) e M(|ϕ|) são funções adimensionais de |ϕ|. O modelo acima (6.1),
terá as equações de movimento para os campos escalares e de calibre, respectivamente,
dadas por

Dα (M(|ϕ|)Dαϕ) = ϕ

2|ϕ|

(
µ|ϕ|

4µ2(|ϕ|)FαβF
αβ +M|ϕ|DαϕD

αϕ−V|ϕ|
)
, (6.2a)

∂α

(
Fαγ

µ(|ϕ|)

)
+ κ

2 ε
γαβFαβ = Jγ , (6.2b)

101
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onde Jα = ieM(|ϕ|)(ϕDαϕ−ϕDαϕ), é a 3-corrente. O tensor de energia-momento asso-
ciado ao modelo (6.1) será

Tαβ = 1
µ(|ϕ|)

(
FαγF

γ
β + 1

4ηαβFγσF
γσ
)

+ηαβV (|ϕ|)

+M(|ϕ|)
(
DαϕDβϕ+DαϕDβϕ−ηαβDγϕD

γϕ
)
.

(6.3)

Note que o tensor energia-momento desse modelo é semelhante ao do modelo de Maxwell-
Higgs da equação (4.2), pois o termo de Chern-Simons não contribui na densidade de ener-
gia. Em componentes é escrito como na equação (4.9), lembrando que cada componente
representa uma quantidade física.

Para lidar com configurações de vórtices, consideramos campos estáticos com o ansatz
usual

ϕ= g(r)einθ, A0 = h(r), ~A= θ̂

er
(n−a(r)) , (6.4)

onde n é um número inteiro que controla a vorticidade das configurações do campo. As
funções acima devem obedecer às condições de contorno

g(0) = 0, h(0) = h0, a(0) = n, g(∞)→ g∞, h(∞)→ h∞, a(∞)→ a∞, (6.5)

semelhantes as dos vórtices de Chern-Simons-Higgs vistos no capítulo anterior. Lem-
brando que as condições de contorno no infinito devem levar à soluções com energia
finita. Os campos elétricos e magnéticos, definidos como Ei = F i0 e B =−F 12, serão

~E =−h′ r̂ e B =− a
′

er
. (6.6)

Ao integrarmos o campo magnético acima no plano (r,θ), obtemos o fluxo Φ = (2π/e)(n−
a∞). Escrevemos as componentes da 3-corrente Jα, como

J0 =−2e2g2Mh e ~J = 2eag2M

r
θ̂. (6.7)

A equação de movimento (6.2a) associada ao campo escalar para o ansatz será

1
r

(
rMg′

)′
+gM

(
e2h2− a

2

r2

)
+ 1

4
µg
µ2

 a′
2

e2r2 −h
′2


+ 1
2Mg

(
e2g2h2−g′2− g

2a2

r2

)
− 1

2Vg = 0.
(6.8)

As leis de Gauss e Ampère da equação (6.2b) serão

1
r

(
rh′

µ

)′
− κa

′

er
−2e2g2Mh= 0, (6.9a)(

a′

erµ

)′
−κh′− 2eg2Ma

r
= 0. (6.9b)
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A densidade de energia com o ansatz (6.4) é obtida a partir da componente T00 da equação
(6.3), resultando em

ρ= 1
2µ

h′2 + a′
2

e2r2

+M

(
e2g2h2 +g′

2 + g2a2

r2

)
+V. (6.10)

As outras componentes do tensor de momento de energia são

T01 =−1
r

(
a′h′

eµ
+ 2eg2Mah

)
sin(θ), (6.11a)

T02 = 1
r

(
a′h′

eµ
+ 2eg2Mah

)
cos(θ), (6.11b)

T12 =
(
M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
− 1

2µh
′2
)

sin(2θ), (6.11c)

T11 = 1
2µ

a′
2

e2r2 + e2g2Mh2 +
(
M

(
g′

2− a
2g2

r2

)
− 1

2µh
′2
)

cos(2θ)−V, (6.11d)

T22 = 1
2µ

a′
2

e2r2 + e2g2Mh2 +
(
M

(
a2g2

r2 −g
′2
)

+ 1
2µh

′2
)

cos(2θ)−V, (6.11e)

ou em coordenadas polares

T0θ = 1
r

(
a′h′

eµ
+ 2eg2Mah

)
, (6.12a)

Trr = 1
2µ

a′
2

e2r2 + e2g2Mh2 +
(
M

(
g′

2− g
2a2

r2

)
− 1

2µh
′2
)
−V, (6.12b)

Tθθ = 1
2µ

a′
2

e2r2 + e2g2Mh2 +
(
M

(
g2a2

r2 −g
′2
)

+ 1
2µh

′2
)
−V. (6.12c)

Podemos usar a lei (6.9a) para reescrever a densidade de energia (6.10) como

ρ= 1
r

(
rhh′

µ

)′
− κha

′

er
+ 1

2µ

 a′
2

e2r2 −h
′2
+M

(
g′

2 + g2a2

r2 − e
2g2h2

)
+V. (6.13)

A densidade de energia nessa forma é últil para desenvolvermos o formalismo de pri-
meira ordem aqui. As equações de movimento (6.8) e (6.9) são de segunda ordem.
Para obtermos equações diferenciais de primeira ordem usaremos o teorema de Der-
rick. Tal procedimento segue os passos da referência [120], assim consideramos a reescala
r→ λr nas funções a(r), g(r) e h(r). A partir desse reescalonamento teremos as soluções
a(r)→ a(λ) = a(λr), g(r)→ g(λ) = g(λr) e h(r)→ h(λ) = h(λr), onde usamos na densidade



6.1 GENERALIDADES 104

de energia acima para calcular a energia das soluções, cuja forma explícita é

E(λ) = 2π
∫
rdr

1
r

∂

∂r

(
1
µ
rh(λ)∂h

(λ)

∂r

)
− κ

er
h(λ)∂a

(λ)

∂r
+ 1

2µ

 1
e2r2

(
∂a(λ)

∂r

)2

−
(
∂h(λ)

∂r

)2
+M

(∂g(λ)

∂r

)2

+ a(λ)2
g(λ)2

r2 − e2g(λ)2
h(λ)2

+V


= 2π

∫
zdz

1
z

∂

∂z

(
1
µ
zh
∂h

∂z

)
− κ

ez
h
∂a

∂z
+ 1

2µ

 λ2

e2z2

(
∂a

∂z

)2
−
(
∂h

∂z

)2
+M

(∂g
∂z

)2
+λ2a

2g2

z2 − e
2g2h2

+λ−2V

,
(6.14)

onde z = λr. Para obtermos soluções rotacionalmente simétricas, tomamos T12 = 0, que
nos leva a

M

(
g′

2− g
2a2

r2

)
− 1

2µh
′2 = 0, (6.15)

assim como T11 = T22. Uma vez que o tensor de energia-momento é conservado, pode-se
escrever T11 = T22 = σ, onde σ é uma constante. Para garantirmos a estabilidade sob
reescala o valor quando λ = 1, que é equivalente as soluções não reescaladas. Com isso,
impomos que ∂E(λ)/∂λ

∣∣∣
λ=1

= 0 e ∂2E(λ)/∂λ2
∣∣∣
λ=1

> 0, assim como feito nos capítulos
anteriores. Estas condições são satisfeitas para T11 = T22 = 0, ou seja

e2g2Mh2 + 1
2µ

a′
2

e2r2 −V = 0. (6.16)

Isso significa que a condição de estresse nulo Tij = 0, leva à soluções rotacionalmente
simétricas e estáveis sob reescala. Como mostrado em [120], equações diferenciais de
primeira ordem para vórtices em modelos de Maxwell-Chern-Simons-Higgs podem ser
obtidas com a adição de um campo escalar neutro para equilibrar a contribuição de h(r)
no estresse, Tij .

Aqui, apresentaremos um novo procedimento para se obter equações diferenciais de
primeira ordem sem a presença do campo neutro. Para isso vinculamos as funções µ(|ϕ|)
e M(|ϕ|) de forma que podemos escrever

M(|ϕ|) = κ2`(`+ 1)µ(|ϕ|)
2e2|ϕ|2

, (6.17)

onde ` é um parâmetro real adimensional. Como ambas funções µ(|ϕ|) e M(|ϕ|) são
não negativas, devemos ter `(`+1)> 0. Além disso, para evitar divergências em M(|ϕ|),
escolhemos a permeabilidade magnética de modo que o limite

lim
|ϕ|→0

µ(|ϕ|)
|ϕ|2

=N, (6.18)
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exista e queN seja um número real. Em outras palavras, queremos que µ(|ϕ|) vá para zero
tão rápido quanto |ϕ|2. A questão agora é desvendar a estrutura de primeira ordem para o
modelo acima, na ausência de um campo escalar neutro extra. Depois de várias tentativas
sem sucesso, inspirados pela equação (6.15), encontramos uma possibilidade interessante.
Assim como nos modelos de Chern-Simons-Higgs do capítulo anterior, consideraremos
que a componente radial do campo elétrico dependa das funções g e a de forma que

−h′ = κ`µa

er
. (6.19)

Usando-o na lei de Gauss (6.9a), obtemos

− a′

er
= κ`µh. (6.20)

A partir das equações (6.17) e (6.20), pode-se mostrar que a densidade de carga dada
pela equação (6.21) pode ser escrita como

J0 = κ(`+ 1) a
′

er
. (6.21)

Ao integrá-la, obtemos uma relação entre a carga elétrica e o fluxo magnético Q=−κ(`+
1)Φ, que depende de `. O momento angular também dependerá de ` e pode ser calculado
através da equação (4.12), para obtermos L=−

(
πκ/e2

)
(2`+ 1)

(
n2−a2

∞
)
.

É possível mostrar que as equações (6.19) e (6.20) satisfazem a lei de Ampère dada
pela equação (6.9b). Substituindo-os em (6.15) e em (6.16), é possível escrever as equações
diferenciais de primeira ordem como

g′ =±
√

2`+ 1
`+ 1

ag

r
, (6.22a)

− a
′

er
=±

√
2`µ(g)V (g)

2`+ 1 . (6.22b)

Essas equações devem ser resolvidas de acordo com as condições de contorno em (6.5).
Observe que há um fator algébrico guiado por ` no lado direito da equação (6.22a). Esta
característica é nova no estudo de vórtices em modelos com acoplamento mínimo, veja
na refêrencia [120], que em todos os modelos de vórtices lá estudados, possuem equações
diferenciais de primeira ordem onde a derivada g(r) satisfaz g′ = ag/r, que nos leva a
g(r ≈ 0)∝ r|n| próximo a origem. O fator acima mencionado modifica o comportamento
de g(r) perto da origem. Pode-se mostrar que g(r) comporta-se como

g(r ≈ 0)∝ r|n|
√

(2`+1)/(`+1), (6.23)

observe que o comportamento dependerá do parâmetro `. O comportamento de a(r) vai
depender do modelo a ser estudado. As equações diferenciais de primeira ordem (6.22)
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determinam a forma das funções a(r) e g(r). Ao conhecê-las, podemos encontrar h(r) a
partir da equação (6.20) e (6.22b), que é escrita como

h(r) =± 1
κ`

√√√√ 2`V (g)
(2`+ 1)µ(g) . (6.24)

Assim, as soluções são completamente determinadas a partir das equações (6.22) e (6.24).
Nessas equações, os sinais mais e menos representam vorticidades positiva e negativa. O
caso de vorticidade positiva está relacionado com vorticidade negativa pela mudança
a→−a e h→−h.

Para garantir que as equações (6.22) e (6.24) sejam compatíveis com as equações de
movimento (6.8) e (6.9), tomamos o vínculo

d

dg

√
2V
µ

=−
κ2
√
`3 (`+ 1)µ
eg

, (6.25)

o que leva ao potencial

V (g) = κ4`3 (`+ 1)µ(g)
2e2

(∫
dg
µ(g)
g

)2
. (6.26)

Assim, o potencial é especificado pela permeabilidade magnética generalizada, µ(g), que
deve ser escolhida para permitir a existência de soluções obedecendo às condições de con-
torno em (6.5). Para cumprir com o limite da equação (6.18), tomamos a permeabilidades
magnética igual a zero na origem µ(0) = 0, cujo potencial associado suporta um mínimo
em g = 0, ou seja V (0) = 0.

Podemos reescrever a densidade de energia (6.10) usando as equações (6.19) e (6.20),
substituindo h e h′ para fazer depender apenas de g e a e suas correspondentes derivadas.
Isto dá

ρ= (2`+ 1)a′2

2e2`r2µ
+ κ2`(`+ 1)µg′2

2e2g2 + κ2`(2`+ 1)µa2

2e2r2 +V. (6.27)

Usando o vínculo (6.25) podemos escrever a densidade de energia acima como

ρ= κ2`(`+ 1)µ
2e2g2

g′∓
√

2`+ 1
`+ 1

ga

r

2

+ 1
2µ

√2`+ 1
`

a′

er
±
√

2µV
2

± 1
r

dW

dr
, (6.28)

onde o funcional de energia será

W (a,g) =−a
e

√√√√2(2`+ 1)V (g)
`µ(g) . (6.29)

Isso mostra que a energia pode ser minimizada quando o potencial é dado por (6.26) e
as equações diferenciais de primeira ordem (6.22) forem satisfeitas. A energia mínima é

E = 2π |W (a(∞),g(∞))−W (a(0),g(0))| . (6.30)
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e depende apenas das condições de contorno de g e a, dadas pela equação (6.5). Notamos
ainda, que obtivemos as mesmas equações diferenciais de primeira ordem, embora usando
um procedimento diferente. Podemos então dizer que as soluções das equações diferenciais
de primeira ordem são estáveis sob reescala e minimizam também a energia do sistema.
A densidade de energia (6.10) para essas soluções podem ser escritas como

ρ= κ2(2`+ 1)µa2

e2r2 + 2V, (6.31)

lembrando que podemos determinar a condição de contorno no infinito para a função
a(r). A partir das equações (6.18) e (7.94), vemos que a densidade de energia acima é
zero em r = 0 para soluções de vórtice com qualquer vorticidade.

Vamos agora fornecer um exemplo para o modelo descrito pela densidade Lagrangiana
que aparece em (6.1). Por conveniência, fazemos a redimensionamento

ϕ→ κ

e
ϕ, Aα→

κ

e
Aα, ϕ→ κ

e
ϕ, xα→

1
κ
xα, L→

κ4

e2L. (6.32)

Isso faz com que os campos e coordenadas se tornem adimensionais. Em seguida, proce-
demos tomando e= κ= 1 nas equações sem perder a generalidade. Note que o redimen-
sionamento acima pode ser feito logo após a equação (6.1). Estamos fazendo isso aqui
porque queríamos mostrar como os parâmetros aparecem nas equações gerais.

6.2 Exemplo

Para ilustrar o procedimento, vamos primeiro considerar a permeabilidade magnética
na forma

µ(|ϕ|) = c|ϕ|2. (6.33)

com c > 0. Esta escolha leva a M(|ϕ|) = c`(`+ 1)/2, que não depende de |ϕ|. Como
afirmamos antes, ` é um parâmetro real que deve obedecer `(`+ 1) > 0, o que exige
` <−1 ou ` > 0. Neste caso, o potencial em (6.26) torna-se

V (|ϕ|) = 1
8c

3`3 (`+ 1) |ϕ|2
(
v2−|ϕ|2

)2
, (6.34)

onde v é um parâmetro envolvido na quebra de simetria do potencial. Este potencial é
mostrado na figura 6.1 para v = 1, c= 2 e alguns valores de `.

As equações diferenciais de primeira ordem (6.22) tornam-se

g′ =±
√

2`+ 1
`+ 1

ag

r
, (6.35a)

−a
′

r
=±1

2c
2`2
√
`+ 1
2`+ 1g

2
(
v2−g2

)
. (6.35b)
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Figura 6.1 Potencial V (|ϕ|) da equação (6.34) para v= 1 e c= 2. No lado esquerdo mostramos
o caso com ` positivo, para `= 1,1.5 e 2, enquanto no lado direito exibimos o caso com ` negativo,
para `=−2,−1.5 e −1.25. Em cada figura, a espessura das linhas aumenta com o aumento de
`.

e a função h(r) da equação (6.24) toma a forma

h(r) =±c`2

√
`+ 1
2`+ 1

(
v2−g2(r)

)
. (6.36)

A condição de contorno (6.5) para essa solução na origem é h0 =±(c`v2/2)
√

(`+ 1)/(2`+ 1).
Para determinar as soluções das equações diferenciais de primeira ordem (6.35) precisa-
mos saber as condições de contorno no extremos g∞ e a∞. Entretanto, podemos fazer
um estudo próximo à origem. Como sabemos o comportamento de g(r) próximo a origem
é dado pela equação (6.23), que depende de `. Usando esse resultado nas equações dife-
renciais de primeira ordem (6.22) com as condições de contorno (6.5) podemos estimar o
comportamento das soluções a(r) e h(r) perto da origem, que serão

n−a(r ≈ 0)∝ r2
(

1+|n|
√

(2`+1)/(`+1)
)
, (6.37a)

h0−h(r ≈ 0)∝ r2|n|
√

(2`+1)/(`+1). (6.37b)

Os campos elétricos e magnéticos podem ser calculados a partir da equação (6.6). Os
comportamentos dessas quantidades perto da origem são

Er(r ≈ 0)∝ r2|n|
√

(2`+1)/(`+1)−1, (6.38a)

B(r ≈ 0)∝ r2|n|
√

(2`+1)/(`+1). (6.38b)

Já a densidade de energia (6.31) para as soluções diferenciais das equações de primeira
ordem (6.35) tem a forma

ρ= c`(2`+ 1)g2
(
a2

r2 + c2`2 (`+ 1)
4(2`+ 1)

(
v2−g2

)2
)
. (6.39)
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Podemos calcular também o seu comportamento próximo a origem, que será

ρ(r ≈ 0)∝ r2
(
|n|
√

(2`+1)/(`+1)−1
)
. (6.40)

Pela densidade de energia (6.39) vemos que podemos ter soluções topológicas, com
as condições de contorno g∞ = v e a∞ = 0, como também não-topológicas g∞ = 0 e
a∞ 6= 0. Entretanto, vamos nos concentrar apenas nas soluções topológicas. Apesar de
não conseguirmos obter soluções analíticas para as equações diferenciais de primeira or-
dem (6.35), podemos fazer uma análise assintótica para as soluções g(r), a(r) e obter
v− g(r >> 0) ∝ K0

(
c`v2r

)
, a(r >> 0) ∝ rK1

(
c`v2r

)
, lembrando que Kα(z) é a fun-

ção de Bessel modificada do segundo tipo com argumento z. Vale ressaltar que esse
comportamento assintótico é semelhante aos dos modelos canônicos para os vórtices de
Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs dos capítulos anteriores. A condição de contorno
no infinito da função h(r) dado pela equação (6.36) será h∞ = 0, podemos analisar assin-
toticamente também e determinar que h(r >> 0) ∝K0

(
c`v2r

)
. Calcularemos a energia

a partir do funcional de energia (6.29), que tem a forma

W (g,a) =− c2
√
`2 (`+ 1)(2`+ 1)a

(
v2−g2

)
, (6.41)

logo, para as soluções topológicas, temos que a energia seráE=πcv2|n|
√
`2 (`+ 1)(2`+ 1).

Como foi já foi dito, não conseguimos obter soluções analíticas para as equações
diferenciais de primeira ordem (6.35), entretando podemos obter soluções numéricas. Na
figura 6.2, mostramos o perfil das soluções topológicas g(r), a(r) e h(r) para v = n = 1,
c = 2 e vários valores de `, tanto positivos quanto negativos. Já na figura 6.3 temos
seus respectivos campos elétricos e magnéticos. Observe que o campo elétrico muda
de sentido conforme mudamos ` de positivo para negativo; isso está de acordo com a
mudança de sinal da carga elétrica, conforme comentamos no parágrafo abaixo da equação
(6.21). O comportamento da densidade de energia (6.39) pode ser visto na figura 6.4 para
n = v = c = 1 e alguns valores de `. Observe que há um vale ao redor da origem. Para
destacar esse comportamento, fazemos a densidade de energia no plano na figura 6.5.

Também podemos considerar simetrias extras em modelos com termos de Maxwell e
Chern-Simons, veja, por exemplo, a referência [164]. Nesse trabalho os autores conse-
guem obter soluções do tipo vórtices onde pode existir uma inversão de sinal no campo
magnético.



Figura 6.2 Nas figuras de cima, podemos ver as soluções g(r) (linhas ascendentes) e a(r)
(linhas descendentes) da equação (6.35). Nas figuras abaixo, temos as funções h(r) da equação
(6.36), para n = v = 1 e c = 2. Os painéis da esquerda retratam o caso com ` positivo, para
`= 1,1.5 e 2, enquanto os painéis da direita o negativo `, com `=−2,−1.5 e −1.25. A espessura
das linhas aumenta com ` em cada painel.



Figura 6.3 As componentes radiais do campo elétrico Er(r) em cima e os campos magnéticos
B(r) em baixo, dados pela equação (6.6) associado as soluções topológicas da equação (6.35)
e (6.36), para n = v = 1 e c = 2. Os painéis da esquerda retratam o caso com ` positivo, para
` = 1,1.5 e 2, enquanto os da direita para ` negativo, com ` = −2,−1.5 e −1.25. A espessura
das linhas aumenta com ` em cada painel.



Figura 6.4 Densidade de energia ρ(r) da equação (2.8) para n= v = 1 e c= 2 e alguns valores
de `. No lado esquerdo temo para ` = 1,1.5 e 2, já no lado direito temos para ` = −2,−1.5 e
−1.25. A espessura das linhas aumenta com `.

Figura 6.5 Densidade de energia (2.8) no plano (r,θ), para n = v = 1 e c = 2, com ` = 1 em
azul e `=−1.25 em vermelho.



Capítulo 7

Vórtices de Mawell-Chern-Simons-Higgs
com Acoplamento Não-Mínimo

Nesse capítulo mostraremos outra maneira de obter vórtices de Maxwell-Chern-Simons-
Higgs, para isso faremos uma modificação na derivada covariante. Consideraremos um
acoplamento não mínimo, que consiste em adicionar um termo a mais no acoplamento
mínimo. Os primeiros estudos de vórtices com acoplamento não mínimo foi em [165,166],
onde o termo extra é interpretado como um momento magnético anômalo. Apesar de
ser possível obter equações diferenciais de primeira ordem, as soluções deste modelo
terão caráter não-topológico. Uma generalização desse modelo foi estudada nas referên-
cias [167–169], onde incluí-se uma função dielétrica no termo extra. Nos guiaremos por
esses trabalhos para estudar um modelo ainda mais geral. A presença do acoplamento
mínimo pode ser usada para se obter um termo de Chern-Simons a partir da quebra
espontânea de simetria em modelos de Maxwell-Higgs, ver [170]. Vale ressaltar que a de-
finição de acoplamento não mínimo não é única, pode-se obter soluções do tipo vórtices
em modelos com acoplamento não mínimo no contexto de violação de Lorentz [171].

7.1 Generalidades

Vamos agora estudar modelos de vórtices de Maxwell-Chern-Simons com acoplamento
não mínimo. Consideraremos a densidade lagrangiana estudada em [172], que é dada por

L=− 1
4µ(|ϕ|)FαβF

αβ + κ

4ε
γαβAγFαβ +M(|ϕ|)DαϕDαϕ−V (|ϕ|). (7.1)

Note que é bastante semelhante à do capítulo anterior, veja a equação (6.1). Entretanto
a derivada covariante não é mais a mesma, temos que Dα = ∂α+ ieAα− iqG(|ϕ|)Fα onde
Fα = εαβγF

βγ/2 é o dual do tensor eletromagnético. Além disso, definimos Fαβ = εαβγF
γ ,

onde F0 = −B e Fi = εijE
j , com Ei sendo as componentes do campo elétrico ~E e B o

campo magnético. Em unidades naturais a quantidade [q] = ε−
1
2 , a função G(|ϕ|) é

adimensional. Para q = 0 recuperamos o modelo anterior, já que o acomplamento não
mínimo é composto pela derivada mínima mais um termo extra Dα = Dα− iqG(|ϕ|)Fα.
Vale ressaltar que apesar da modificação da derivada covariante no modelo acima, ainda
será invariante sob transformações U(1). As equações de movimento para o campos serão

113



7.1 GENERALIDADES 114

Dα (M(|ϕ|)Dαϕ) = ϕ

2|ϕ|

(
µ|ϕ|

2µ2(|ϕ|)FαF
α+M|ϕ|DαϕDαϕ+ q

e
G|ϕ|FαJ α−V|ϕ|

)
, (7.2a)

εγαβ∂α

(
1

µ(|ϕ|)Fβ−
q

e
G(|ϕ|)Jβ

)
= κF γ−J γ , (7.2b)

onde
Jα = ieM(|ϕ|)(ϕDαϕ−ϕDαϕ), (7.3)

é a 3-corrente. Note que a corrente conservada para o modelo (7.1) é diferente dos modelos
anteriores. Poderíamos ainda escrevê-la como Jα = Jα+2qe|ϕ|2G(|ϕ|)M(|ϕ|)Fα, onde Jα
é a 3-corrente associada aos modelos com acoplamento mínimo, definido na equação (4.5).
O tensor energia-momento para esse modelo é dado por

Tαβ =
(

1
µ(|ϕ|) −2q2|ϕ|2G2(|ϕ|)M(|ϕ|)

)(
FαFβ−

1
2ηαβFγF

γ
)

+M(|ϕ|)
(
DαϕDβϕ+DαϕDβϕ−ηαβDλϕD

λϕ
)

+ηαβV (|ϕ|).
(7.4)

Note que as derivadas covariantes que aparecem no tensor energia-momento do modelo
(7.1) são do acomplamento mínimo (Dα = ∂α+ ieAα). Podemos escrever Tαβ em termos
de suas componentes, cujas formas são

T00 = 1
2

(
1
µ
−2q2|ϕ|2G2M

)(
~E2 +B2

)
+M

(
|D0ϕ|2 + |D1ϕ|2 + |D2ϕ|2

)
+V, (7.5a)

T0i =−
(

1
µ
−2q2|ϕ|2G2M

)
εijE

jB+M
(
D0ϕDiϕ+D0ϕDiϕ

)
, (7.5b)

Tij =
(

1
µ
−2q2|ϕ|2G2M

)(1
2δij

(
~E2 +B2

)
−EiEj

)
+M

(
δij
(
|D0ϕ|2−|D1ϕ|2−|D2ϕ|2

)
+DiϕDjϕ+DiϕDjϕ

)
− δijV, (7.5c)

onde cada uma representa uma quantidade física.
Até o momento não fomos capazes de fazer o procedimento de Bogomol’nyi, para isso

precisaremos tomar alguns vínculos entre as funções envolvidas do modelo (7.1). Algo
semelhante ao que foi realizado no capítulo anterior, quando vinculamos as funções µ(|ϕ|)
e M(|ϕ|) na equação (6.17). Porém, podemos obter algumas informações extras quando
tomamos o ansatz usual para vórtices, não iremos reescrevê-los novamente aqui, mas
pode ser visto na equação (6.4) com as condições de contorno (6.5), lembrando que as
condições de contorno nos extremos são determinadas para que tenhamos soluções com
energia finita. Os campos elétricos e magnéticos serão os mesmos da (6.6), assim como o
fluxo magnético, que dependerá das condições de contorno do campo a(r). As densidades
de carga e de corrente da equação (7.3) serão

J0 =−2eg2M

(
eh− qGa

′

er

)
e ~J = 2eg2M

(
a

r
− qGh′

)
θ̂. (7.6)
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Assim, a equação de movimento para o campo escalar (7.2a) toma forma

1
r

(
rMg′

)′
+
(
gM + 1

2g
2Mg

)(eh− qGa′
er

)2
−
(
a

r
− qGh′

)2
− 1

2Mgg
′2

+
(
µg
4µ2 + q2g2GMGg

) a′
2

e2r2 −h
′2
+ qg2MGg

(
ah′

r
− ha

′

r

)
− 1

2Vg = 0.
(7.7)

As leis de Gauss e Ampère dados pela equação (7.2b) serão, respectivamente,

1
r

((
1
µ
−2q2g2G2M

)
rh′+ 2qg2GMa

)′
−
(

1− 2qe
κ
g2GM

)
κa′

er
−2e2g2Mh= 0, (7.8a)((

1
µ
−2q2g2G2M

)
a′

er
+ 2qeg2GMh

)′
−
(

1− 2qe
κ
g2GM

)
κh′− 2eg2Ma

r
= 0. (7.8b)

Podemos usá-las para reescrever a equação (7.6) como

J0 = 1
r

((
1− 2qe

κ
g2GM

)
κa

e
−
(
P −2q2g2G2M

)
rh′
)′
,

~J =−θ̂
((

1− 2eq
κ
g2GM

)
κh−

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′

er

)′
.

(7.9)

A densidade de energia (7.5a) será

ρ= 1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)h′2 + a′
2

e2r2

+M

(
e2g2h2 +g′

2 + a2g2

r2

)
+V, (7.10)

e as outras componentes do tensor energia-momento serão

T01 =− 1
er

((
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′h′+ 2e2g2Mah

)
sin(θ), (7.11a)

T02 = 1
er

((
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′h′+ 2e2g2Mah

)
cos(θ), (7.11b)

T12 =
(
M

(
g′

2− g
2a2

r2

)
− 1

2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
h′

2
)

sin(2θ), (7.11c)

T11 = 1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′

2

e2r2 + e2g2Mh2−V

+
(
M

(
g′

2− g
2a2

r2

)
− 1

2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
h′

2
)

cos(2θ), (7.11d)

T22 = 1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′

2

e2r2 + e2g2Mh2−V

+
(
M

(
g2a2

r2 −g
′2
)

+ 1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
h′

2
)

cos(2θ), (7.11e)
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que em coordenadas polares ficam representadas por

T0θ = 1
er

((
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′h′+ 2e2g2Mah

)
, (7.12a)

Trr = 1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′

2

e2r2 + e2g2Mh2−V

+
(
M

(
g′

2− g
2a2

r2

)
− 1

2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
h′

2
)
, (7.12b)

Tθθ = 1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′

2

e2r2 + e2g2Mh2−V

+
(
M

(
g2a2

r2 −g
′2
)

+ 1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
h′

2
)
. (7.12c)

Usando a lei de Gauss (7.8a) na densidade de energia (7.10), obtemos

ρ= 1
r

((
1
µ
−2q2g2G2M

)
rhh′+ 2qag2GMh

)′
+ 1

2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)

×

 a′
2

e2r2 −h
′2
+M

(
g′

2 + a2g2

r2 − e
2g2h2 + 2qg2G

r

(
ha′−ah′

))
+V.

(7.13)

Assim como nos capítulos anteriores, podemos fazer uma reescala r→ λr nas funções
g(r), a(r) e h(r) e usar o teorema de Derrick. Para que as componentes do tensor
energia-momento tenha simétria axial, temos que

M

(
g′

2− g
2a2

r2

)
− 1

2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
h′

2 = 0. (7.14)

Essa exigência faz com que T12 = 0, T11 = T22 = σ, onde σ é uma constante. Para que as
soluções sejam estáveis por reescala temos que σ = 0, que nos leva a

1
2

(
1
µ
−2q2g2G2M

)
a′

2

e2r2 + e2g2Mh2−V = 0. (7.15)

Concluímos que para que essas soluções sejam estáveis por contrações e dilatações, devem
ter o tensor de estresse nulo Tij = 0. Veja que apesar de obtermos duas equações diferen-
ciais de primeira ordem (7.14) e (7.15), não será suficiente para resolver as equações de
movimento (7.7) e (7.8). Entretanto, conseguimos desenvolver duas maneiras distintas
de obter equações diferenciais de primeira ordem para o modelo geral (7.1), separamos
em caso 1 e caso 2.

7.2 Caso 1

Esse caso foi inicialmente considerado em [165], para o modelo (7.1) com µ(ϕ) =
M(ϕ) =G(ϕ) = 1. Nesse trabalho os autores consideram soluções com simetria rotacional
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e conseguem obter equações diferenciais de primeira ordem que satisfazem as equações di-
ferenciais de segunda ordem (7.7) e (7.8), entretanto só existirão soluções não-topológicas.
Uma generalização desse método foi realizado em [167,168], onde inclui a permeabilidade
magnética µ(|ϕ|) com condições específicas. Em seguida, na referência [169] os autores
obtêm equações diferenciais de primeira ordem sem assumir invariância rotacional, sa-
tisfazendo as equações (7.2). Nos trabalhos citados acima foi considerado M(|ϕ|) = 1,
aqui faremos uma extensão da sugestão deles com a inclusão da função geral M(|ϕ|).
Consideraremos que a permeabilidade magnética µ(|ϕ|) e a função G(|ϕ|) satisfaçam

qκ

e
µ(|ϕ|)G(|ϕ|) = 1. (7.16)

Nesse caso, a densidade lagrangiana (7.1) toma forma

L=−qκ4eG(|ϕ|)FµνFµν + κ

4 ε
λµνAλFµν +M(|ϕ|)DµϕDµϕ−V (|ϕ|), (7.17)

e a equação de movimento para o campo de calibre (7.2b) torna-se

εµνλ∂µ

(
q

e
G(|ϕ|)(κFλ−Jλ)

)
+κF ν−J ν = 0, (7.18)

que pode ser resolvida por Jµ = κFµ. Para essas soluções em particular, podemos re-
lacionar a densidade de carga com o campo magnético J0 = −κB. Portanto, podemos
escrever a carga em termos do fluxo

Q=−κΦ. (7.19)

Fazendo a redefinição de campos ϕ = |ϕ|eΛ e Aµ = Ãµ− (1/e)∂µΛ podemos reescrever
Jµ = κFµ como

κFµ =−2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ãµ
f(|ϕ|) , (7.20)

onde
f(|ϕ|) = 1− 2qe

κ
|ϕ|2G(|ϕ|)M(|ϕ|). (7.21)

Essa função deve ser não negativa e será igual a um quando q = 0, onde recuperamos o
modelo (5.1). As componentes 0 e i da equação (7.20) serão as leis de Gauss e Ampère,
dadas por

κB = 2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ã0
f(|ϕ|) , (7.22a)

κEi = 2e2|ϕ|2M(|ϕ|)εijÃj
f(|ϕ|) . (7.22b)

Note que essas equações são de primeira ordem e lembram muito as equações do modelo
de Chern-Simons-Higgs, veja (5.2b), a única diferença é devido à função f(|ϕ|) definida
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em (7.21). A equação de movimento do campo escalar (7.2a) para as soluções da equação
(7.20) será

Dµ (M(|ϕ|)Dµϕ)− ϕ

2|ϕ|

(
M|ϕ|DµϕDµϕ+ qκ

2eG|ϕ|FµF
µ−V|ϕ|

)
= 0, (7.23)

que é uma equação diferencial de segunda ordem. Para simplificar o problema, iremos
desenvolver o método Bogomol’nyi nesse caso. Usando (7.20) para substituir Ã0 e Ei na
densidade de energia (7.5a), obtemos

ρ=M(|ϕ|)
(

(∂0|ϕ|)2 + (∂1|ϕ|)2 + (∂2|ϕ|)2 + e2Ã2
1|ϕ|2

f(|ϕ|) + e2Ã2
2|ϕ|2

f(|ϕ|)

)

+ κ2f(|ϕ|)B2

4e2|ϕ|2M(|ϕ|) +V (|ϕ|).
(7.24)

Introduzindo a notação ∂± = ∂1± i∂2 e Ã± = Ã1± iÃ2, podemos reescrever a equação
acima como

ρ=M(|ϕ|)
(∂0|ϕ|)2 +

∣∣∣∣∣∣∂±|ϕ|+ ieÃ±|ϕ|√
f(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
2± 2e|ϕ|M(|ϕ|)εijÃj∂i|ϕ|√

f(|ϕ|)

+ κ2f(|ϕ|)
4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

B∓ 2e
κ
|ϕ|

√√√√M(|ϕ|)V (|ϕ|)
f(|ϕ|)

2

∓ κ
e

√√√√f(|ϕ|)V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) ε

ij∂iAj .

(7.25)

Para o vínculo
d

d|ϕ|


√√√√f(|ϕ|)V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|)

=−2e2|ϕ|M(|ϕ|)
κ
√
f(|ϕ|)

, (7.26)

teremos o potencial

V (|ϕ|) = 4e4|ϕ|2M(|ϕ|)
κ2f(|ϕ|)

∫ d|ϕ| |ϕ|M(|ϕ|)√
f(|ϕ|)

2

. (7.27)

Considerando o vínculo (7.26) na densidade de energia (7.76) e fazendo uma integração
em todo espaço, obtemos a energia

E =
∫
dx2

M(|ϕ|)
(∂0|ϕ|)2 +

∣∣∣∣∣∣∂±|ϕ|+ ie|ϕ|Ã±√
f(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
2+ κ2f(|ϕ|)

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×

B∓ 2e
κ
|ϕ|

√√√√M(|ϕ|)V (|ϕ|)
f(|ϕ|)

2

∓ κ
e
εij∂i


√√√√f(|ϕ|)V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) Aj


± 2|ϕ|M(|ϕ|)εij(∂i|ϕ|)(∂jΛ)√

f(|ϕ|)

.
(7.28)
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Definimos a função

W(|ϕ|) = κ

e

√√√√f(|ϕ|)V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) , (7.29)

para reescrever a enegia como

E =
∫
dx2

M(|ϕ|)
(∂0|ϕ|)2 +

∣∣∣∣∣∣∂±|ϕ|+ ie|ϕ|Ã±√
f(|ϕ|)

∣∣∣∣∣∣
2+ κ2f(|ϕ|)

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×

B∓ 2e
κ
|ϕ|

√√√√M(|ϕ|)V (|ϕ|)
f(|ϕ|)

2∓W∞ ∮
r→∞

dxiAi

∓ 1
e
W∞

∮
r→∞

dxi∂iΛ±
1
e

∫
dx2W(|ϕ|)εij∂i∂jΛ,

(7.30)

onde W∞ é o valor de W(|ϕ|) em r→∞. A energia terá um valor mínimo, dado por

E ≥ EB = |ΦW∞|−2π
∣∣∣∣neW∞

∣∣∣∣+ 2π
∣∣∣∣neW(0)

∣∣∣∣ , (7.31)

e será mínima E = EB, quando

∂0|ϕ|= 0, (7.32a)

∂±|ϕ|+
ie|ϕ|Ã±√
f(|ϕ|)

= 0, (7.32b)

B∓ 2e
κ
|ϕ|

√√√√V (|ϕ|)M(|ϕ|)
f(|ϕ|) = 0, (7.32c)

que são equações diferenciais de primeira ordem que satisfazem as equações de movimento
(7.20) e (7.23), desde que o potencial tenha forma dada por (7.27). Usando a lei de Gauss
(7.22a) podemos escrever

Ã0 =± 1
e|ϕ|

√√√√V (|ϕ|)f(|ϕ|)
M(|ϕ|) . (7.33)

Essas equações além de minimizarem a energia, fazem com que as componentes do tensor
energia-momento (7.5c) sejam iguais a zero, ou seja, Tij = 0. Porém a componente T0i
não é nula e possui a forma

T0i = 2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ã0Ãi
f(|ϕ|) = κBÃi, (7.34)

indicando que essas soluções possuem momento angular.
Considerando soluções com simetria circular (ansatz), as equações (7.20) tornam-se

κa′

er
+ 2e2g2M(g)h

f(g) = 0, (7.35a)

κh′+ 2eag2M(g)
rf(g) = 0, (7.35b)
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onde f(g) é dada pela equação (7.21). A equação de movimento para o campo escalar
(7.23) para o ansatz (6.4), será

1
r

(
rMg′

)′
+ g

f2

(
M + 1

2gMg + qe

κ
g3M2Gg

)(
e2h2− a

2

r2

)
− 1

2
(
Mgg

′2 +Vg
)

= 0. (7.36)

Substituindo o ansatz nas equações diferenciais de primeira ordem (7.32), teremos

g′ =±ag
r

1√
f
, (7.37a)

− a
′

er
=±2eg

κ

√
MV

f
, (7.37b)

e substituindo em (7.33), temos

h=± 1
eg

√
V f

M
. (7.38)

Lembrando que o potencial deve resolver o vínculo (7.26), nesse caso, as equações diferen-
ciais de primeira ordem (7.37) juntamente com a equação acima satisfaz as equações de
movimento (7.35) e (7.36). Os sinais de mais ou menos indica quando teremos soluções
com vorticidade positiva ou negativa respectivamente e podem ser relacionadas a partir
da troca a→−a e h→−h. Vale ressaltar que poderíamos ter usado as equações obtidas
a partir do argumento de Derrick (7.14) e (7.15), juntamente com (7.35) para obter essas
mesmas equações diferenciais de primeira ordem. Para as soluções das equações acima
a densidade de energia (7.10) pode ser escrita como ρ = ±(1/r)W ′, onde o funcional de
energia é dado por

W (a,g) =− κa
e2g

√√√√V (g)f(g)
M(g) , (7.39)

com energia
E = 2π |W (a(∞),g(∞))−W (a(0),g(0))| . (7.40)

Podemos ainda escrever a densidade de energia para essas soluções dependendo apenas
dos campos g e a como

ρ= 2a2g2M

r2f
+ 2V. (7.41)

Escrever a densidade de energia dessa forma é conveniente para determinarmos as con-
dições de contorno nos infinitos para cada modelo. Para as condições de contornos ade-
quadas, podemos calcular o momento angular (4.12) como L=−

(
πκ/e2

)(
n2−a2

∞
)
.

Ressaltamos aqui a presença da função f na equação (7.37a). Por conta dessa função
não é possível fazer um estudo das soluções próximos da origem, seus comportamentos
dependerão da função f quando r≈ 0. Para os modelos estudados até o momento, quando
temos soluções topológicas, a função g(r) é monotonicamente crescente, conectando g = 0
e g = v. Já as soluções a(r) serão funções monotonicamente decrescentes ou crescentes,
dependendo da vorticidade. Para essas soluções topológicas, a derivada g′(r) nunca zera,
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exeto quando r→∞. Existem modelos que a′(r) pode zerar nesse intervalo [128]. Porém,
até onde se sabe, não existem modelos onde g′(r) tem esse comportamento. Como já foi
mencionado, o aparecimento dessa função f , pode modificar completamente as soluções,
não só a origem, mas como também em todo o intervalo de validade, levando à modelos
com novas características.

Podemos fazer a reescala

xα→
1
κ
xα, ϕ→ κ

e
ϕ, Aα→

κ

e
Aα, v→ κ

e
v, q→ e

κ
q, L→ κ4

e2L (7.42)

para trabalharmos com quantidades adimensionais. Logo, podemos fazer e = κ = 1 sem
perda de generalidade.

7.2.1 Exemplos

Agora ilustramos nosso procedimento com uma generalização dos modelos considera-
dos em [165,167,168], dado por

G(|ϕ|) =
1−M2(|ϕ|)

(
1−|ϕ|2/v2

)1−l

2q|ϕ|2M(|ϕ|) , (7.43)

onde l é um parâmetro real e v é o parâmetro de quebra de simetria. Da definição (7.21),
temos que f(|ϕ|) =M2(|ϕ|)

(
1−|ϕ|2/v2

)1−l
. Note que, em princípio,M(|ϕ|) é arbitrário,

restrito apenas pelo caráter não negativo da densidade de energia. Recuperamos o modelo
estudado em [165, 166], tomando M = 1 e l = 0, que resulta em G = 1/(2qv2), com
permeabilidade magnética constante. Esse resultado foi generalizado em [167, 168], que
considera M = 1 e l arbitrário, logo, G(|ϕ|) = (1− (1−|ϕ|2/v2)1−l)/(2q|ϕ|2). Para uma
função geral M(|ϕ|), a equação acima pode ser substituída em (7.27) para obtermos o
potencial

V (|ϕ|) = 4v4|ϕ|2

(l+ 1)2M(|ϕ|)

(
1− |ϕ|

2

v2

)2l
, (7.44)

onde escolhemos a constante de integração adequadamente para obter quebra de simetria,
independentemente de M(|ϕ|). Para encontrar as soluções, devemos resolver as equações
diferenciais de primeira ordem (7.37), que para esse modelo serão dadas por

g′ = ag

rM(g)

(
1− g

2

v2

) l−1
2
, (7.45a)

− a
′

er
= 4v2g2

(l+ 1)M(g)

(
1− g

2

v2

) 3l−1
2
. (7.45b)

Note que é necessário sugerir uma forma para a função M(g) para obtermos as soluções.
O campo h(r) dado pela equação (7.38) é escrito em termos da solução g(r) como

h(r) = 2v2

(l+ 1)

(
1− g

2(r)
v2

) l+1
2
. (7.46)
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Na origem temos que h0 = 2v2/(l+ 1). Observe que h não depende explicitamente de
M(g), entretanto muda o comportamente de g(r), que deve ser substituído na equação
acima.

O funcional de energia (7.39) toma forma

W (a,g) =− 2v2a

(l+ 1)

(
1− g

2

v2

) l+1
2
. (7.47)

Então, a energia não depende de M(g), uma vez que, depende apenas dos valores limites
de a(r) e g(r), veja a equação (7.40). Por outro lado, a densidade de energia é modificada
por M(g), para esse modelo a equação (7.41) toma a forma

ρ= 2g2

M(g)

(
1− g

2

v2

)l−1a2

r2 + 4v4

(l+ 1)2

(
1− g

2

v2

)l+1 . (7.48)

Lembrando que é a partir da densidade de energia acima que determinamos as condi-
ções de contorno nos infinitos. No entanto, deve-se ter o cuidado de tomar as condições de
contorno adequadas, pois estão relacionadas com o caráter topológico ou não-topológico
do vórtice e além disso, as soluções devem ter energia finita. Revisaremos o caso mais
simples, que aparece para M = 1 que foi estudado [165, 167, 168]. Em particular, na
referência [165], temo que M = 1 e l = 0, a densidade de energia torna-se

ρ= 2g2

a2

r2

(
1− g

2

v2

)−1
+ 4v4

 . (7.49)

Portanto, para garantir a finitude da energia, devemos impor que g∞ = 0 com a∞ qual-
quer. Isso significa que as soluções de vórtices encontradas devem ter caráter não topo-
lógico. Esse modelo foi generalizado nas referências [167, 168], com a inclusão de uma
permeabilidade magnética generalizada conduzida pelo campo escalar. Para M = 1 e
l = 1, recuperamos o modelo Chern-Simons-Higgs canônico [138, 139, 151], com a densi-
dade de energia dada por

ρ= 2g2
(
a2

r2 +
(
v2−g2

)2
)
. (7.50)

Teremos soluções topológicas (a∞ = 0 e g∞ = v), ou não-topológicas (a∞ 6= 0 e g∞ = 0),
como vimos no capítulo 5. Para M = 1 e l > 1, pode-se ver de (7.48) que as soluções
topológicas são suportadas pelo modelo, com a∞ qualquer e g(∞)→ v. Diferentemente
dos modelos estudados nos capítulos anteriores, não precisamos que a∞ = 0 para que
tenhamos energia finita, pois aqui existe um fator (1− g2/v2)l−1, que é zero em g = v,
como também zera o lado direito das equações diferenciais de primeira ordem (7.45).
Esse modelo também suporte soluções não-topológicas, com a∞ qualquer e g(∞)→ 0,
pois o fator g2 vai para zero e protege a energia contra divergências. Usando as equações
(7.47) e (7.40) pode-se mostrar que, neste caso, as soluções topológicas tem energia
E = 4πv2|n|/(l+ 1), enquanto as soluções não-topológicas tem energia E = 4πv2|n−
a∞|/(l+ 1).
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Introduziremos dois novos modelos, onde a função M 6= 1, leva à novas configurações
de vórtice. Primeiramente consideraremos um modelo que modificamos o comportamento
das soluções na origem [172]. Em seguida mostraremos modelos que geram zeros na
derivada de g(r), que nos leva a vórtices com multianéis em suas quantidades físicas,
veja [173].

7.2.1.1 Exemplo 1.1

Consideraremos uma função M(|ϕ|) que dependa de um parâmetro λ. Este modelo
foi estudado em [172], onde escolhemos a funçãoM(|ϕ|) de maneira apropriada para levar
a modificações no centro do vórtices. Para

M(|ϕ|) =
(
λ+ (1−λ) |ϕ|

2

v2

)(
1− |ϕ|

2

v2

) l−1
2
, (7.51)

onde λ é um parâmetro com λ ∈ (0,1]. Da equação (7.43) temos que

G(|ϕ|) =
1−

(
λ+ (1−λ)|ϕ|2/v2

)2

2q|ϕ|2 (λ+ (1−λ)|ϕ|2/v2)

(
1− |ϕ|

2

v2

) 1−l
2
. (7.52)

Note que para λ= l= 1 recuperamos o modelo Chern-Simons-Higgs canônico. O potencial
(7.44) toma forma

V (|ϕ|) =
4v4|ϕ|2

(
1−|ϕ|2/v2

) 3l+1
2

(l+ 1)2 (λ+ (1−λ)|ϕ|2/v2
) . (7.53)

Com mínimos em |ϕ| = 0 e |ϕ| = v, como pode ser visto na figura 7.1 para v = l = 1 e
alguns valores de λ.

Figura 7.1 Potencial V (|ϕ|) dado pela equação (7.53) para v = l = 1 e λ = 0.01,0.1,0.25,0.5
e 1. A espessura das linhas sólidas diminui com λ, em particular para λ = 1 temos a linha
tracejada.
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As equações diferenciais de primeira ordem (7.45) serão

g′ = ag

r
(
λ+ (1−λ)g2/v2

) , (7.54a)

−a
′

r
=

4v2g2
(
1−g2/v2

)l
(l+ 1)

(
λ+ (1−λ)g2/v2

) . (7.54b)

Agora investigamos o comportamento das soluções perto da origem, tomamos ao(r) ≈
n−a(r ≈ 0) e go(r)≈ g(r ≈ 0) para mostrar que as equações acima levam a

go(r)∝ r
n
λ e ao(r)∝ r

2(n+λ)
λ . (7.55)

Esse comportamento é bastante parecido com o do modelo estudado no capítulo ante-
rior, onde estudamos vórtices de Maxwell-Chern-Simons com acoplamento mínimo. Para
determinar h(r), deve-se resolver as equações diferenciais de primeira ordem (7.54) e
substituir a solução g(r) conhecida na equação (7.46). A densidade de energia (7.48)
torna-se

ρ(r) =
2g2(r)

(
1−g2(r)/v2

) l−1
2(

λ+ (1−λ)g2(r)/v2
)
a2(r)

r2 + 4v4

(l+ 1)2

(
1− g

2(r)
v2

)l+1 . (7.56)

Pela densidade de energia acima vemos que o modelo suporta tanto soluções topológicas
quanto não-topológicas de energia finita para l≥ 1. Aqui, lidaremos apenas com soluções
topológicas, com g∞ = v e a∞ = 0. A partir das equações (7.47) e (7.40), é simples
mostrar que a energia das soluções topológicas é dada por E = 4π|n|v2/(1 + l). Além
disso, vemos que o fluxo é Φ = 2πn, logo, tanto o fluxo magnético quanto a carga em
(7.19) são quantizados.

Em seguida, usamos procedimentos numéricos para resolver as equações diferenciais
de primeira ordem envolvidas e encontrar os perfis de a(r), g(r) e h(r). Eles podem ser
vistos em 7.2, onde traçamos essas funções para q = v = n = l = 1 e alguns valores de
λ. Pode-se ver isso, quando λ diminui, o platô que aparece em cada uma das soluções
torna-se mais largo. Observe que, embora as soluções se comportem de forma distinta
perto da origem, a cauda das soluções são muito semelhantes para os vários valores de
λ. Usando essas soluções, calculamos seus respectivos campos elétricos e magnéticos e a
densidade de energia. Essas quantidades são exibidas nas figuras 7.3 e 7.4. Observe que
elas têm um buraco ao redor da origem, cuja profundidade e largura se tornam maiores
à medida que λ diminui.

7.2.1.2 Exemplo 1.2

Mostraremos agora um modelo estudado em [173]. Destacamos que a equação (7.37a)
é diferente das equações que aparece no estudo de modelos de vórtices com acoplamento
mínimo, que só leva a um perfil monotônico para g(r) no estudo de soluções topológicas.
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Figura 7.2 Soluções g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) das equações diferenciais de primeira
ordem (7.54) do lado esquerdo e do lado direito o campo h(r) dado pela equação (7.46) para as
soluções de (7.54) com n= v = l = 1 e λ= 0.01,0.1,0.25,0.5 e 1. A espessura das linhas sólidas
diminui com λ, em particular para λ= 1 temos a linha tracejada.

Figura 7.3 Componente radial do campo elétrico Er(r) e campo magnético B(r) para as
soluções da figura 7.2, com n = v = l = 1 e λ = 0.01,0.1,0.25,0.5 e 1. A espessura das linhas
sólidas diminui com λ, em particular para λ= 1 temos a linha tracejada.

Figura 7.4 Densidade de energia ρ(r) dado pela equação (7.56) para n = v = l = 1 e λ =
0.01,0.1,0.25,0.5 e 1. A espessura das linhas sólidas diminui com λ, em particular para λ = 1
temos a linha tracejada.
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Aqui, f(g) aparece no denominador no lado direito das equações diferenciais de primeira
ordem (7.37) e na densidade de energia (7.41). Portanto, esta função pode ser usada para
gerar zeros em g′(r), no campo magnético e na densidade de energia, de modo que ambas
as soluções g(r) e a(r) geram platôs nesses pontos. Para ilustrar essa nova característica,
tomamos a função G(|ϕ|) da equação (7.43) para l = 1 e

M4(|ϕ|) = 1 + `

1 + `(1−|ϕ|2/w2)2 , (7.57)

onde ` ≥ 0 e 0 < w < v são os parâmetros que controlam o modelo. Da equação (7.43),
vemos que para ` = 0 leva a M(|ϕ|) = 1 e G(|ϕ|) = 0, então, o momento magnético anô-
malo desaparece e o modelo de Chern-Simons-Higgs canônico [138,139,151] é recuperado.
Quando ` aumenta, a função f obtém um valor cada vez maior no ponto r∗, definido por
g(r∗) =w, portanto, esperamos que a derivada das soluções se torne cada vez menor neste
ponto. No limite `→∞, temos que

M(|ϕ|) =
∣∣∣∣∣1− |ϕ|2w2

∣∣∣∣∣
− 1

2
, (7.58)

que é divergente em r∗. O potencial em (7.44) toma forma

V`(|ϕ|) = |ϕ|2
(
v2−|ϕ|2

)2
1 + `

(
1−|ϕ|2/w2

)2

1 + `


1
4

, (7.59)

que, no limite `→∞, torna-se

V (|ϕ|) = |ϕ|2
(
v2−|ϕ|2

)2
√√√√∣∣∣∣∣1− |ϕ|2w2

∣∣∣∣∣. (7.60)

Na figura 7.5, nós mostramos o potencial (7.59) para v = 1, w = 1/
√

3, e vários valo-
res de `, incluindo ` = 0 e o limite infinito dado na equação acima. Pode-se ver que
o comportamento do potencial muda significativamente com ` em |ϕ| = 1/

√
3, onde

V (1/
√

3) = (4/27)(1 + `)− 1
4 . Começando com ` = 0, podemos ver que este ponto de-

termina um máximo. Quando ` aumenta, sua altura desce até ` = 3. Para ` > 3, este
ponto se torna um mínimo local do potencial. No limite `→∞, temos que V (1/

√
3) = 0,

portanto, o potencial ganha um mínimo global neste ponto.
Para um ` geral, as equações diferenciais de primeira ordem (7.45) serão

g′ = ag

r

1 + `
(
1−g2/w2

)2

1 + `


1
4

, (7.61a)

−a
′

r
= 2g2

(
v2−g2

)1 + `
(
1−g2/w2

)2

1 + `


1
4

. (7.61b)



7.2 CASO 1 127

Figura 7.5 Potencial V (|ϕ|) dado pela(7.59) para v = 1, w = 1/
√

3 e ` = 0,0.3,3,30,300 e o
limite `→∞. A linha tracejada representa o caso `= 0 e a linha com traços e pontos representa
o limite `→∞, descrito pela equação (7.60).

Independentemente do valor de `, a função h(r) é dada em termos da solução g(r) con-
forme a equação (7.46) para l = 1. Para ` infinito, as equações acima tornam-se

g′ = ag

r

√√√√∣∣∣∣∣1− g2

w2

∣∣∣∣∣, (7.62a)

−a
′

r
= 2g2

(
v2−g2

)√√√√∣∣∣∣∣1− g2

w2

∣∣∣∣∣. (7.62b)

Para investigarmos o comportamento de g(r) nas proximidades do ponto r∗, fazemos
g(r ≈ r∗)−w ≈ gw(r) e a(r ≈ r∗)−a∗ ≈ aw(r), onde a∗ = a(r∗). Expandindo até a ordem
mais baixa em gw e aw, teremos

gw(r)≈ 1
2wa∗ sgn(r− r∗) ln2

(
r

r∗

)
. (7.63)

A expressão acima nos permite ver que a função g(r) tém um ponto de inflexão em r= r∗
quando `→∞. Isso também ocorre com a(r) e h(r). A densidade de energia (7.48) toma
a forma

ρλ(r) = 2g2(r)

1 +λ
(
1−g2(r)/w2

)2

1 +λ


1
4 (

a2(r)
r2 +

(
v2−g(r)2

)2
)
, (7.64)

cujo limite para λ→∞ será

ρ(r) = 2g2(r)

√√√√∣∣∣∣∣1− g(r)2

w2

∣∣∣∣∣
(
a2(r)
r2 +

(
v2−g(r)2

)2
)
. (7.65)
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Nos focaremos nas soluções topológicas com g∞ = v e a∞ = 0. Note que por conta do
fator global que multiplica a densidade de energia acima, será nulo no ponto r = r∗, onde
g(r) =w. Isso dá origem a um anel na densidade de energia, cuja localização depende de
w.

Na figura 7.6, mostramos as soluções para v=n= l= 1, w= 1/
√

3 e vários valores de `.
O ponto r= r∗ ≈ 0.687 é um ponto de inflexão das soluções no limite `→∞, de tal modo
que g(r∗) = 1/

√
3, a(r∗)≈ 0.973 e h(r∗)≈ 0.667. Até onde se sabe, essa característica na

função g(r) é nova no estudo de vórtices relativísticos. Na figura 7.7 fazemos os gráficos
dos campos elétricos e magnéticos usando (6.6) para as soluções da diferencial equação de
primeira ordem (7.61) e (7.62), juntamente com suas respectivas densidades de energia
(7.64) e (7.65). Podemos ver que o parâmetro ` modifica o comportamento interno
da estrutura, levando a um conjunto de zeros em r∗ nessas quantidades físicas. Para
ilustrar melhor esse comportamento, na figura 7.8 exibimos no plano. Mostrando como
o parâmetro ` cava a estrutura para formar um anel. Portanto, esse modelo apresenta
um maneira de modificar suavemente a inclinação das soluções enquanto seus campos
elétricos e magnéticos, como também a densidade de energia vão de um disco para uma
estrutura em forma de anel.

Figura 7.6 Soluções g(r) (esquerda), a(r) (meio) da equação (7.61), e h(r) (direita) dado pela
equação (7.46) para v= l=n= 1, w= 1/

√
3 e `= 0,3,30,300,3000,30000, e ainda o limite `→∞.

Os painéis inferiores mostram o comportamento dessas soluções perto do ponto r = r∗ ≈ 0.687.
A linha tracejada representa `= 0, as linhas sólidas os demais valores de `, exceto `→∞ que é
dado pela linha com traços e pontos.
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Figura 7.7 Componente radial do campo elétrico Er(r) (esquerda), campo magnétido B(r)
(meio) e densidade de energia ρ(r) (direita) para as soluções da figura 7.6.

Figura 7.8 Componente radial do campo elétrico (verde/cima), campo magnético (verme-
lho/meio) dados pela equação (6.6) e a densidade de energia da equação (7.64) (azul/baixo) no
plano, para v = n= 1, w = 1/

√
3 e `= 0,3,30,300 e o limite `→∞, da esquerda para direita.

O modelo descrito pela função (7.57) leva a soluções com um único ponto de inflexão.
Ele pode ser generalizado para gerar quantos pontos de inflexão forem desejados nas
soluções. Já que sabemos como o parâmetro ` funciona, nos concentraremos no caso
`→∞. Em seguida, consideraremos a função Mk(|ϕ|) com a mesma forma da equação
(7.58) com a mudança w→wk, e tomamosM(|ϕ|) =M1(|ϕ|)M2(|ϕ|) . . .MN (|ϕ|), do qual
wi 6=wj para i 6= j, e 0<wi < v. Portanto, N controla o número de pontos de inflexão nas
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soluções, que aparecem nos pontos r = r∗k, definido por g(r∗k) =wk, para k = 1,2, . . . ,N ,
como pode ser visto pelas equações diferenciais de primeira ordem (7.45) para a função
acima com l = 1. O potencial pode ser obtido usando (7.44).

Outra maneira para generalizar esse modelo é pegar a função

M2(|ϕ|) = |sec(kπ|ϕ|/v)| , (7.66)

onde k ∈N. Note que para k = 0 recuperamos o modelo de Chern-Simons-Higgs canônico
(M = f = 1). Como |ϕ| existe no intervalo [0,v), vemos que o parâmetro k atua como
um contador para infinitos na função M(|ϕ|). Como M aparece no denominador do
lado direito das equações diferenciais de primeira ordem (7.45) e na densidade de energia
(7.48), a função acima leva à inclinação nula das soluções e, conseqüentemente, zeros
nos campos elétrico e magnético, e na densidade de energia em k pontos. Para não ficar
bastante cansativo, já sabemos os procedimentos a serem tomados, ilustraremos esse novo
modelo exibindo a componente radial do campo elétrico, o campo magnético e a densidade
de energia na figura 7.9 para k= 0,1,2,3 e 4. Mostramos também a componente radial do
campo elétrico e o campo magnético perto da origem na figura 7.10 para melhor exibi-lo
nesta região. Observe que, quando k aumenta, mais e mais conjuntos de zeros aparecem
nessas quantidades físicas, dando origem a uma configuração de vórtice com múltiplos
anéis.

Figura 7.9 A componente radial do campo elétrico (verde/cima), campo magnético (verme-
lho/meio) e densidade de energia (azul/baixo) associado ao modelo descrito pela função (7.66)
no plano, com x ∈ [−4,4] e y ∈ [−4,4], para v = n= 1, k = 0,1,2,3 e 4, da esquerda para direita.
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Figura 7.10 Componente radial do campo elétrico (verde/esquerda), campo magnético (ver-
melho/direita) referente ao modelo descrito pela função (7.66) no plano para v = n = 1, com
k = 2,3 e 4. Os gráficos superiores são exibidos no intervalox ∈ [−2,2] e y ∈ [−2,2], enquanto os
inferiores são feitos para x ∈ [−0.1,0.1] e y ∈ [−0.1,0.1], para que se possa ver o comportamento
do campo elétrico próximo à origem.

7.3 Caso 2

Vamos agora desenvolver outro caminho que leva a equações diferenciais de primeira
ordem compatíveis com as equações de movimento (7.2) para o modelo (7.1). Em vez de
restringir µ(|ϕ|) e G(|ϕ|) como no caso anterior, o vínculo é

2q2|ϕ|2G2(|ϕ|)µ(|ϕ|)M(|ϕ|) = 1. (7.67)

Reescrevemos a densidade lagrangiana (7.1) como

L=−q
2

2 |ϕ|
2G2(|ϕ|)M(|ϕ|)FαβFαβ + κ

4 ε
γαβAγFαβ +M(|ϕ|)DαϕDαϕ−V (|ϕ|). (7.68)

Expandimos a expressão acima para mostrar que o termo de Maxwell desaparece, podendo
ser escrita como

L= κ

4 ε
γαβ

(
Aγ + 2iq

κ
G(|ϕ|)M(|ϕ|)

(
ϕDγϕ−ϕDγϕ

))
Fαβ +M(|ϕ|)DαϕD

αϕ−V (|ϕ|),
(7.69)

que é um tipo de generalização do modelo de Chern-Simons-Higgs investigado em [174].
A equação de movimento para o campo escalar (7.2a) será

Dα (M(|ϕ|)Dαϕ) +
iqκf|ϕ|
4e|ϕ| FαD

αϕ= ϕ

2|ϕ|
(
M|ϕ|DαϕD

αϕ−V|ϕ|
)
, (7.70)

e a do campo de calibre (7.2b) torna-se

κεγαβ∂α(f(|ϕ|))Aβ + κ

2 ε
γαβf(|ϕ|)∂αAβ + κ

2eε
γαβ∂α(f(|ϕ|))∂βΛ

=−2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ãγ + κ

2eε
γαβ(1−f(|ϕ|))∂α∂βΛ,

(7.71)
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onde
f(|ϕ|) = 1− 4qe

κ
|ϕ|2G(|ϕ|)M(|ϕ|). (7.72)

Note que usamos a redefinição de campos ϕ= |ϕ|eΛ e Aµ = Ãµ− (1/e)∂µΛ. Se f(|ϕ|) = 1
para ϕ= 0 o último termo da equação de movimento para o campo de calibre será nulo,
podemos reescreve-la como

κεγαβ∂α

(√
f(|ϕ|)Aβ

)
+ κ

e
εγαβ∂α

(√
f(|ϕ|)

)
∂βΛ =−2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ãγ√

f(|ϕ|)
(7.73)

Embora a equação acima seja de primeira ordem, a equação do campo escalar (7.70) é
de segunda ordem. Para obter equações diferenciais de primeira ordem, desenvolveremos
o procedimento Bogomol’nyi, da mesma forma como foi feito no caso anterior em 7.2. A
condição (7.67) faz com que a densidade de energia (7.5a) seja

ρ=M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + e2|ϕ|2Ã2

0 + |D1ϕ|2 + |D2ϕ|2
)

+V (|ϕ|). (7.74)

Tomando γ = 0 da equação (7.73), que é equivalente a lei de Gauss, obtém-se uma ex-
pressão para Ã0, que usamos na equação acima para obter

ρ=M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + |D1ϕ|2 + |D2ϕ|2

)
+ κf(|ϕ|)

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×
(
εij∂i

(√
f(|ϕ|)Aj

)
+ 1
e
εij∂i

(√
f(|ϕ|)

)
(∂jΛ)

)2
+V (|ϕ|).

(7.75)

Essa densidade de energia pode ser reorganizada como

ρ=M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + |(D1± iD2)ϕ|2

)
±2e|ϕ|M(|ϕ|)εijAj∂i|ϕ|±

1
i
M(|ϕ|)εij(∂iϕ)(∂jϕ)

+ κ2f(|ϕ|)
4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

εij∂i(√f(|ϕ|)Aj
)

+ 1
e
εij∂i

(√
f(|ϕ|)

)
(∂jΛ)± 2e

κ
|ϕ|

√√√√M(|ϕ|)V (|ϕ|)
f(|ϕ|)

2

∓ κ
e

√√√√f(|ϕ|)V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) ε

ij
(
∂i

(√
f(|ϕ|)Aj

)
+ 1
e
∂i

(√
f(|ϕ|)

)
(∂jΛ)

)
.

(7.76)
Além disso, consideraremos o vínculo

d

d|ϕ|


√√√√f(|ϕ|)V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|)

=−2e2|ϕ|M(|ϕ|)
κ
√
f(|ϕ|)

, (7.77)

que leva o potencial assumir a forma

V (|ϕ|) = 4e4|ϕ|2M(|ϕ|)
κ2f(|ϕ|)

∫ d|ϕ| |ϕ|M(|ϕ|)√
f(|ϕ|)

2

. (7.78)
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Para o potencial acima, podemos integrar a densidade de energia (7.76) para obter a
energia

E =
∫
d2x

M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + |(D1± iD2)ϕ|2

)
+ κ2f(|ϕ|)

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×

εij∂i(√f(|ϕ|)Aj
)

+ 1
e
εij∂i

(√
f(|ϕ|)

)
(∂jΛ)± 2e

κ
|ϕ|

√√√√M(|ϕ|)V (|ϕ|)
f(|ϕ|)

2

∓ κ
e
εij∂i

f(|ϕ|)

√√√√ V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|)Aj

±2|ϕ|M(|ϕ|)εij (∂i|ϕ|)(∂jΛ)

∓ i|ϕ|2M(|ϕ|)εij (∂iΛ)(∂jΛ)∓ κ

e2

√√√√f(|ϕ|)V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) ε

ij∂i

(√
f(|ϕ|)

)
(∂jΛ)

.

(7.79)

Se |ϕ|2M(|ϕ|) = 0 em ϕ= 0 e definindo

W(|ϕ|) = κ

e
f(|ϕ|)

√√√√ V (|ϕ|)
|ϕ|2M(|ϕ|) , (7.80)

teremos a energia

E =
∫
d2x

M(|ϕ|)
(
(∂0|ϕ|)2 + |(D1± iD2)ϕ|2

)
+ κ2f(|ϕ|)

4e2|ϕ|2M(|ϕ|)

×

εij∂i(√f(|ϕ|)Aj
)

+ 1
e
εij∂i

(√
f(|ϕ|)

)
(∂jΛ)± 2e

κ
|ϕ|

√√√√M(|ϕ|)V (|ϕ|)
f(|ϕ|)

2
∓W∞

∮
r→∞

dxiAi∓
1
e
W∞

∮
r→∞

dxi∂iΛ±
1
e

∫
dx2W(|ϕ|)εij∂i∂jΛ.

(7.81)

onde W∞ é o valor de W(|ϕ|) para r→∞. Pela expressão acima, vemos que a energia
terá um valor mínimo, dado por

E ≥ EB = |ΦW∞|−2π
∣∣∣∣neW∞

∣∣∣∣+ 2π
∣∣∣∣neW(0)

∣∣∣∣ , (7.82)

que é obtido quando

∂0|ϕ|= 0, (7.83a)
(D1± iD2)ϕ= 0, (7.83b)

εij∂i

(√
f(|ϕ|)Aj

)
+ 1
e
εij∂i

(√
f(|ϕ|)

)
(∂jΛ)± 2e

κ
|ϕ|

√√√√M(|ϕ|)V (|ϕ|)
f(|ϕ|) = 0. (7.83c)

Pela lei de Gauss (componente γ = 0 da equação (7.73)), teremos

Ã0 =± 1
e|ϕ|

√√√√ V (|ϕ|)
M(|ϕ|) . (7.84)
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Vale ressaltar que o conjunto dessas quatro últimas equações satisfaz as equações de
movimento (7.70) e (7.73) desde que o vínculo (7.77) seja válido. As soluções dessas
equações leva a Tij = 0 e as componentes T0i serão dadas por

T0i = 2e2|ϕ|2M(|ϕ|)Ã0Ãi =−κ
√
f(|ϕ|)εjk

(
∂j

(√
f(|ϕ|)Ak

)
+ 1
e
∂j

(√
f(|ϕ|)

)
(∂kΛ)

)
Ãi.

(7.85)
Consideramos agora os campos com simetria rotacional (ansatz), conforme a equação

(6.4). Nesse caso, as leis de Gauss e Ampère (7.73), para o ansatz tomam as formas
κfa′

er
+ κafgg

′

2er + 2e2g2Mh= 0, (7.86a)

κfh′+ κhfgg
′

2 + 2eg2Ma

r
= 0, (7.86b)

ou de maneira compacta são escritas como
κ

er

(
a
√
f
)′

+ 2e2g2Mh√
f

= 0, (7.87a)

κ
(
h
√
f
)′

+ 2eg2Ma

r
√
f

= 0. (7.87b)

Isso torna a densidade de carga (7.9) para a condição (7.67) tomar a forma

J0 = κ

er

((
1− 2qe

κ
g2GM

)
a
)′
. (7.88)

Portanto, não é proporcional ao campo magnético como no caso da seção anterior, e não
podemos garantir que a carga está relacionada ao fluxo magnético. Integrando a equação
acima vemos que a carga dependerá das condições de contorno de g(r) e a(r).

Podemos ver que, as leis de Gauss e Ampère (7.86) são diferentes das do caso anterior,
como também a carga . Observe as equações de movimento (7.86) relacionadas ao campo
de calibre são de primeira ordem. No entanto, eles não são suficientes para resolver o
problema, pois devemos calcular três funções: a(r), g(r) e h(r). A terceira equação é
dada por (7.7), que torna-se

1
r

(
rMg′

)′
+ g

f

(
M + 1

2gMg + 2qe
κ
g3M2Gg

)(
e2h2− a

2

r2

)
− 1

2
(
Mgg

′2 +Vg
)

= 0. (7.89)

Observe, no entanto, que a equação de movimento acima é de segunda ordem. Assim,
precisamos encontrar condições adicionais para obter equações diferenciais de primeira
ordem que resolvam o problema. Da mesma forma como no caso investigado na seção
anterior, poderíamos usar o procedimento de Bogomol’nyi ou o teorema de Derrick para
obter as equações diferenciais de primeira ordem que resolvem as equações de movimento.
Substituindo o ansatz nas equações (7.83), obtemos

g′ =±ag
r
, (7.90a)

− a
′

er
=± g

f

(
fga

2

2er2 + 2e
κ

√
MV

)
, (7.90b)
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desde que o potencial tenha a forma dada pela equação (7.78). Podemos calcular h(r)
usando a equação (7.84) para as soluções da equação acima como

h=± 1
eg

√
V

M
. (7.91)

Podemos escrever a densidade de energia (7.10) como ρ=±(1/r)W ′, onde W =W (a,g)
é o funcional de energia, dado por

W (a,g) =−κaf(g)
e2g

√√√√ V (g)
M(g) . (7.92)

Ao integrarmos essa densidade de energia, temos
E = 2π |W (a(∞),g(∞))−W (a(0),g(0))| . (7.93)

Enfatizamos que este formalismo de primeira ordem é compatível com as equações de
movimento (7.86) e (7.89). Nas equações (7.90) e (7.91), o sinal mais/menos descreve
configurações com vorticidade positiva/negativa. Pode-se relacionar essas possibilidades
fazendo as mudanças a(r)→ −a(r) e h(r)→ −h(r). Para simplificar, lidamos apenas
com vorticidade positiva. Note que a equação diferencial de primeira ordem (7.90a) é
diferentes de (7.37a), uma vez que, seu lado direito apresenta apenas um termo linear
em g. Entretanto, a equação (7.90a) é exatamente a mesmo que surge no formalismo de
primeira ordem para vórtices em modelos com acoplamento mínimo dos capítulos 4 e 5.
Portanto, a função g(r) próximo à origem é uma de lei de potência, na forma

g(r)∝ r|n|. (7.94)
Por outro lado, a equação diferencial de primeira ordem (7.90b) apresenta dois termos,
com um deles dependendo de a2, que difere da equação (7.37b). Dependendo do sinal
de fg, o termo em a2 pode competir com o outro. Isso é interessante porque, como
mostraremos a seguir, traz novas configurações; não aparece na abordagem usual [165,
167,168] nem em modelos com acoplamento mínimo na forma investigada nos três últimos
capítulos anteriores, no qual a′/(er) é igual a uma função de g. Além disso, uma vez que
o comportamento de g(r) perto da origem é dada pela equação acima, pode-se mostrar
que, neste regime, a função f deve se comportar como fg/f ∝ gm/|n|−1, com m> 2, para
fazer o campo magnético B =−a′/(er) ser finito.

A densidade de energia (7.10) para as soluções g(r) e a(r) da equação (7.90) é

ρ= 2a2g2M

r2 + 2V, (7.95)

que pode ser usada para determinar as condições de contornos g∞ e g∞. Com isso
podemos calcular a carga ao integrar a equação (7.88), como também o momento angular
usando (4.12), que é dado por

L= πκ

e2

(
a2
∞f(g∞)−n2f(0)

)
=−πκ

e2

(
n2−a2

∞f(g∞)
)
, (7.96)

se f(0) = 1. Podemos utilizar a reescala do caso anterior dado pela equação (7.42) e
tomamos e= κ= 1 sem perda de genaralidade para simplificar na análise do exemplo.
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7.3.1 Exemplo

Assim como no caso anterior, nos guiaremos pela referência [172] para desenvolvermos
um exemplo aqui. Tomamos

G(|ϕ|) =
1−M2(|ϕ|)

(
1−|ϕ|2/v2

)1−l

4qg2M(|ϕ|) , (7.97)

para podermos escrever (7.72) como f(|ϕ|) = M2(|ϕ|)
(
1−|ϕ|2

)1−l
, onde l ≥ 1. A per-

meabilidade magnética é dada pela equação (7.67), que resulta em

µ(|ϕ|) = 8g2M(|ϕ|)(
1−M2(|ϕ|)(1−|ϕ|2/v2)1−l)2 . (7.98)

Logo, o potencial (7.78) pode ser escrito como

V (|ϕ|) = 4v4|ϕ|2

(l+ 1)2M(|ϕ|)

(
1− |ϕ|

2

v2

)2l
, (7.99)

com quebra de simetria em v2. Podemos recuperar um modelo específico estudado em
[174] quando tomamos M(g) = (1−g2/v2)2 e l = 3. A densidade de carga (7.88) será

J0 = 1
2r

a+aM2(g)
(

1− g
2

v2

)1−l′ . (7.100)

Não iremos reescrever as equações diferenciais de primeira ordem (7.90) para um M(g)
geral, serão reescritos em breve quando formos introduzirmos o modelo a ser analisado.
Entretando, reescrevemos (7.91), que será

h(r) =± 2v2

(l+ 1)M

(
1− g

2(r)
v2

)l
, (7.101)

com M sendo uma funcao de g(r).
Consideraremos agora uma função M(|ϕ|) que estudamos em [172]. A escolha dessa

função foi com o objetivo de trazer novos comportamentos para a solução a(r), que nos
levará a inversão no sinal do campo magnético dependendo das escolhas dos parâmetros.
Este modelo surge quando tomamos

M(|ϕ|) =
(

1 +λ
|ϕ|2

v2

) s
2
(

1− |ϕ|
2

v2

) l−1
2
, (7.102)

onde λ é um parâmetro adimensional não negativo e s é um número real. O potencial
dado em (7.99) simplifica para

V (|ϕ|) = 4v4|ϕ|2

(l+ 1)2

(
1 +λ

|ϕ|2

v2

)− s2 (
1− |ϕ|

2

v2

) 3l+1
2
. (7.103)
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Seus mínimos estão localizados em |ϕ| = 0 e |ϕ| = v. No caso particular quem l = 1 e
λ= 0 recuperamos o Chern-Simons-Higgs canônico. O potencial acima pode ser visto na
figura 7.11 para v = l = 1 e alguns valores de λ e s.

Figura 7.11 Potencial V (|ϕ|) dado pela equação (7.103) para v = l = 1 e λ= 0,1,2,3 e 4, com
s = −1 para o lado esquerdo e s = 1 para o lado direito. A espessura das linhas sólidas cresce
com λ, em particular para λ= 0 temos a linha tracejada.

Devemos resolver as equações (7.90) com os sinais positivos. Observe, no entanto, que
a equação diferencial de primeira ordem (7.90a) não muda com M(g) e G(g). Por outro
lado, a equação diferencial de primeira ordem (7.90b) assume a forma

− a
′

r
= λsa2g2

v2r2

(
1 +λ

g2

v2

)−1
+ 4v2g2

(l+ 1)

(
1 +λ

g2

v2

)−s(
1− g

2

v2

)l
. (7.104)

Conhecendo as soluções, podemos calcular h(r) a partir da equação (7.101), o que nos
leva a

h(r) = 2v2

(l+ 1)

(
1 +λ

g2(r)
v2

)− s2 (
1− g

2(r)
v2

) l+1
2
. (7.105)

Temos que na origem h0 = 2v2/(l+1). Para verificar se esta função possui pontos críticos
fora da origem, tomamos a derivada da expressão acima em relação a r. Como g′ > 0,
tomamos hg = 0, o que nos leva a

g̃ = v

√
λs+ l+ 1
λ(s− l−1) . (7.106)

se 0< g̃ < v, a solução h(r) apresenta um ponto crítico. Usando este argumento, pode-se
mostrar que esta função suporta um máximo global para s < 0 e λ > λc, onde

λc = l+ 1
|s|

, (7.107)

o que leva à uma estrutura interna na componente radial do campo elétrico Er(r).
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O funcional de energia W (a,g) é calculado a partir da equação (7.92), para obter a
expressão

W (a,g) =− 2v2a

(l+ 1)

(
1 +λ

g2

v2

) s
2
(

1− g
2

v2

) l+1
2
. (7.108)

A densidade de energia (7.95) para as soluções das equações (7.90a) e (7.104) será

ρ(r) = 2g2(r)
(

1− g
2(r)
v2

) l−1
2
(

1 +λ
g2(r)
v2

)− s2

×

a2(r)
r2

(
1 +λ

g2(r)
v2

)s
+ v4

(l+ 1)2

(
1− g

2(r)
v2

)l+1 .
(7.109)

Para calcular as soluções deve-se ter cuidado com as condições de contorno, que estão
associadas ao caráter topológico ou não-topológico do vórtice. A partir da equação acima,
vemos que a energia é finita para soluções topológicas, com a∞ = 0 e g∞ = v, e também
para soluções não topológicas, com g∞ = 0 e a∞ qualquer. Para simplificar, apenas
calcularemos as soluções topológicas aqui. Usando as equações (7.108) e (7.40), pode-
se usar as condições de contorno mencionadas acima para mostrar que sua energia é
E = 4π|n|v2/(l+ 1), com fluxo magnético quantizado Φ = 2πn. A densidade de carga
(7.100) torna-se

J0 = 1
2r

(
a+a

(
1 +λ

g2

v2

)s)′
, (7.110)

que ao integrá-la, pode-se mostrar que Q=−2πn. Note que mesmo que não seja propor-
cional ao campo magnético (J0 6=−B), a carga é proporcional ao fluxo: Q=−Φ, e será
quantizada.

Infelizmente, não fomos capazes de calcular as soluções analíticas para as equações
diferenciais de primeira ordem (7.90a) e (7.104). Então, usamos procedimentos numéricos
e exibimos os perfis de g(r), a(r) e h(r) para q = v = n = l = 1 e alguns valores de λ
e s na figura 7.12. Vemos que, para s < 0, a(r) não é monotonicamente decrescente:
aumenta perto da origem até um máximo em amax > n, e então diminui até zero. Esse
comportamento apareceu antes em [174], em um modelo minimamente acoplado com uma
modificação específica no termo de Chern-Simons. Um comportamento semelhante ocorre
na função h(r). A solução g(r), embora apresente alterações no sinal de sua segunda
derivada, sempre aumenta no intervalo [0,v]. Representamos a componente radial do
campo elétrico e o campo magnético na figura 7.13. O campo elétrico pode mudar seu
sinal para λ > λc, onde λc é definido pela equação (7.107). Para o campo magnético, a
mudança em seu sinal é uma evidência de uma inversão de fluxo magnético, que ocorre
para qualquer valor positivo de λ. Essa característica aparece no cenário de violação de
Lorentz em modelos minimamente acoplados [175–177], como também em modelos com
simetria extra [164], porém é novo em modelos com acoplamento não mínimo. É também
de interesse na matéria condensada e já apareceu antes no estudo de vórtices fracionários
em supercondutores de dois componentes [178].
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A densidade de energia e a densidade de carga podem ser vistas na figura 7.14. Ob-
serve que a densidade de energia apresenta um buraco em torno da origem que se torna
mais profundo à medida que λ aumenta. A densidade de carga tem um pico que fica mais
alto à medida que λ aumenta. O caso σ > 0 leva a soluções topológicas com o comporta-
mento monotônico usual. No entanto, quando λ aumenta, o buraco no centro do campo
magnético e da densidade de energia desaparece, tornando-se um máximo. Além disso,
o parâmetro λ modifica o comportamento da densidade de carga, que pode apresentar
uma mudança em seu sinal.

Figura 7.12 As figuras de cima são para as soluções g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) da
equação diferencial de primeira ordem (7.90a) e (7.104), as figuras de baixo é para o campo
h(r) dado pela equação (7.105) para n = v = l = 1 e λ = 0,1,2,3 e 4, com σ = −1 para o lado
esquerdo e σ = 1 para o lado direito. A espessura das linhas sólidas cresce com λ, em particular
para λ= 0 temos a linha tracejada.



Figura 7.13 As figuras de cima é a componente radial do campo elétrico Er(r) e as de baixo
é para o campo magnético B(r) dado respectivamente pela equação (6.6) para as soluções das
equações diferenciais de primeira ordem para o modelo (7.102), com n= v = l= 1 e λ= 0,1,2,3
e 4, onde o lado esquerdo é para s = −1 e o direito para s = 1. A espessura das linhas sólidas
cresce com λ, em particular para λ= 0 temos a linha tracejada.



Figura 7.14 As figuras de cima é a densidade de energia ρ(r) e as de baixo é a densidade
de carga J0(r) dado respectivamente pelas equações (7.109) e (7.110) para n = v = l = 1 e
λ= 0,1,2,3 e 4, com s=−1 para o lado esquerdo e s= 1 para o lado direito. A espessura das
linhas sólidas cresce com λ, em particular para λ= 0 temos a linha tracejada.



Capítulo 8

Conclusões

Nesse tese investigamos soluções topológicas e não-topológicas usando o formalismo
de campos em uma e duas dimensões espaciais. Iniciamos nosso estudo no capítulo 2
com as soluções em uma dimensão espacial, que podem ser obtidas usando apenas um
campo escalar real. Apesar da simplicidade do formalismo para apenas um campo escalar,
mostramos que é possível obter soluções com diversos comportamentos diferentes. Em
particular, nessa tese mostramos os modelos φ4 e φ6 com dinâmica canônica, que possuem
um comportamento assintótico exponencial, como também um modelo que possui massa
clássica nula e que tem uma cauda polinomial. Citamos ainda a possibilidade de outras
características, como soluções compactas e vacuumless. O comportamento assintótico
dessas soluções é importante para fazer um estudo da interação entre tais estruturas,
como, por exemplo, calcular a força de interação entre dois kinks ou entre um kink e um
anti-kink [179–181]. Em seguida mostramos alguns modelos com dinâmica generalizada
que suportam soluções de defeitos. Primeiramente consideramos uma dinâmica que possui
um fator global, que multiplica todos os termos do modelo. Continuamos este estudo
introduzindo novos modelos, modificando apenas o termo dinâmico do campo escalar e
depois com a inclusão do termo de cuscuton [45,75]. O estudo de interação entre soluções
pode ser extendida para esse cenário, até onde sabemos não foi estudado interação entre
defeitos unidimensionais com dinâmicas generalizadas.

Seguimos nosso estudo para soluções em uma dimensão espacial com a inclusão de
mais de um campo escalar. No capítulo 3 desenvolvemos o formalismo matemático ne-
cessário para obter soluções de defeitos, mostramos ainda que é possível estudar a esta-
bilidade linear das soluções mesmo nessa generalização. Como foi discutido, apesar de
termos construído um formalismo para obter equações diferenciais de primeira ordem que
satisfazem as equações de movimento, ainda teremos que resolver sistemas de equações
diferenciais bastante complicados. Exemplificamos com um modelo de dois campos com
dinâmica canônica, onde usamos o método das órbitas para obter soluções analíticas em
alguns casos. Analisamos também a estabilidade linear desse modelo para algumas órbi-
tas e comentamos sobre as dificuldades de se estudar a estabilidade para as outras órbitas.
Estamos estudando novos modelos de dois campos usando dinâmicas generalizadas a fim
de obtermos uma análise mais aprofundada da estabilidade linear das soluções. Podemos
também usar essas soluções em outros contextos, como, por exemplo, em espaço curvo,
para modelos de branas, energia escura e dilaton [182–190].

Nos capítulos seguintes dedicamos ao estudo das soluções em duas dimensões espaciais,
os vórtices. No capítulo 4 estudamos os vórtices de Maxwell-Higgs, onde fazemos uma
generalização do modelo canônico e desenvolvemos o formalismo de primeira ordem de
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duas maneiras diferentes. Primeiro, fazemos o procedimento de Bogomol’nyi, onde as
equações diferenciais de primeira ordem surgem de maneira direta quando minimizamos o
funcional de energia. Vale ressaltar que, para que essas equações diferenciais de primeira
ordem satisfaçam as equações de movimento, é necessário impor um vínculo entre as
funções do modelo. Podemos ainda obter estas equações diferenciais de primeira ordem
usando o argumento de Derrick, elas surgem quando impomos que as soluções tenham
que ser estáveis por contrações e dilatações. Entretanto, para usar o argumeto de Derrick
é preciso tomar soluções com simetria circular. Ainda nesse capítulo revisamos o modelo
canônico e depois apresentamos duas classes de modelos com dinâmica generalizada.
Primeiramente consideramos modelos com apenas a função dielétrica, onde apresentamos
dois novos modelos, um com soluções análiticas e outro com soluções numéricas [133]. Em
seguida, estudamos um modelo onde há um fator global multiplicado em toda densidade
lagrangiana e mostramos um exemplo [145]. Assim como nos kinks, podemos estudar a
interação entre vórtices [124]. Essa análise pode ser estendida para modelos com dinâmica
generalizada, como, por exemplo, em casos onde há interação de vórtices de longo alcance.

No capítulo 5 contínuamos nosso estudo de estruturas planares com os vórtices de
Chern-Simons-Higgs. Diferentemente dos vórtices de Maxwell-Higgs, que são elétrica-
mente neutros, os vórtices de Chern-Simons-Higgs são carregados. Aqui também desen-
volvemos o formalismo de primeira ordem pelo procedimento de Bogomol’nyi e usando o
teorema de Derrick. Fazemos uma revisão do modelo canônico, que suporta tanto solu-
ções topológicas como não-topológicas. O estudo é seguido para modelos generalizados,
onde usamos soluções já conhecidas do capítulo anterior e reconstruímos modelos que
suportam essas soluções [133]. O estudo de vórtices de Chern-Simons pode ser estendido
com a inclusão de simetrias extras, estamos investigando novos modelos nesse cenário que
possuem simetria U(1)×U(1).

Finalizamos a tese com o estudo de vórtices de Maxwell-Chern-Simons-Higgs nos ca-
pítulos 6 e 7. No capítulo 6 estudamos esses vórtices com o acoplamento mínimo usual,
assim como foi feito nos dois capítulos anteriores. Mostramos que para obtermos o for-
malismo de primeira ordem precisamos de um vínculo adicional. As equações diferenciais
de primeira ordem são controladas por um parâmetro que modifica o núcleo do vórtice,
mostramos este comportamento com um exemplo que leva a um potencial do tipo |ϕ|6. É
possível ainda obter diversos outros modelos com comportamentos diferentes, como por
exemplo: soluções compactas ou de longo alcance. Já no capítulo 7 estudamos os vórti-
ces de Maxwell-Chern-Simons com acoplamento não mínimo, que pode ser interpretado
como um momento magnético anômalo [172]. Vimos que considerar essa modificação na
derivada covariante deixa o problema ainda mais complexo, entretanto, ainda é possível
desenvolver o formalismo de primeira ordem e obter soluções. Assim como no capítulo
anterior, precisaremos de um vínculo adicional para obter essas equações que minimizam
a energia, entretanto, nesse caso existem duas classes de modelos, dependendo do vínculo
tomado inicialmente. Exemplificamos esses modelos de diversas maneiras, consideramos
um modelo que faz modificações na origem dos vórtices, outro que gera anéis nas quan-
tidades físicas envolvidas e por fim um modelo que leva a inversão de fluxo magnético.
Apesar dos vórtices de Maxwell-Chern-Simons-Higgs ser um estudo antigo, ainda não foi
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muito explorado, assim como nos modelos anteriores, podemos fazer uma análise da inte-
ração desses vórtices, como também considerá-los com simetrias extras. Além disso, esses
vórtices podem ser estudados em espaço curvo, um assunto que ainda precisa ser melhor
entendido. Uma outra possibilidade seria considerar essas soluções na eletrodinâmica
modificada [191].



Apêndice A

Invariância de forma

No estudo da mecânica quântica supersimétrica conseguimos fatorar a equação de
Schrödinger em operadores supersimétricos [46], as vantagens de trabalhar com esses
operadores são inúmeras. Em alguns casos específicos pode existir uma propriedade cha-
mada invariância de forma, que permite resolver as equações de autovalores completa-
mente. Esses conceitos podem ser generalizados para as equações de Sturm-Liouville [44].
Considerando os operadores supersimétricos

S = A

(
−
d

dx
+M

)
e S† = A

(
d

dx
+M +K

)
, (A.1)

onde K = (ALX)′/(ALX) com LX sendo a função peso. Usando os operadores acima
teremos

L1 = S†S =− 1
LX

d

dx
A2LX

d

dx
+U1(x), (A.2a)

L2 = SS† =− 1
LX

d

dx
A2LX

d

dx
+U2(x), (A.2b)

onde L1 e L2 são parceiros supersimétrico, com potenciais U1(x) e U2(x) dados por

U1(x) = A2M (M +K) +A(AM)′ , (A.3a)
U2(x) = A2M (M +K)−A(AM +AK)′ . (A.3b)

Ao considerar o operador (A.2a), obtemos a equação de autovalor L1ξ
(1)
n =

(
ω

(1)
n

)2
ξ

(1)
n ,

estamos usando o sobrescrito (1) para denotar as autofunções e autovalores associados a
esta equação. Por outro lado, também temos uma equação para o parceiro supersimétrico
(2.46), na forma L2ξ

(2)
n =

(
ω

(2)
n

)2
ξ

(2)
n , o sobrescrito (2) representam as autofunções e

autovalores associados a esta equação do parceiro. Apesar de estarmos lidando com
operadores de Sturm-Liouville, pode-se mostrar que existe uma relação entre os auto-
estados e autovalores dos parceiros estão relacionados de uma forma semelhante ao caso
de Schödinger [46], de forma que

ω(2)
n = ω

(1)
n+1, ω

(1)
0 = 0, (A.4a)

ξ(2)
n = Sξ

(1)
n+1/ω

(1)
n+1, ξ

(1)
n+1 = S†ξ(2)

n /ω(2)
n , (A.4b)

desde que os operadores (A.1) sejam não singulares. Por conveniência, definimos S{1}≡S,
cujo operador Sturm-Liouville associado é L{1} = S†{1}S{1} e o operador parceiro L{2} =

145



APÊNDICE A INVARIÂNCIA DE FORMA 146

S{1}S
†
{1}. Podemos construir uma hierarquia, escrevendo o operador L{2} em termos de

novos operadores S{2} e S
†
{2} como L{2} = S†{2}S{2}+

(
ω

(1)
1
)2
, onde o menor autovalor é(

ω
(2)
0
)2

=
(
ω

(1)
1
)2
. Seguindo essas linhas, podemos gerar um terceiro operador de Sturm-

Liouville L{3}=S{2}S
†
{2}+

(
ω

(1)
1
)2
, e usá-lo para construir os operadores S{3} e S

†
{3}, como

L{3} = S†{3}S{3}+
(
ω

(2)
1
)2
. Isso pode ser feito recursivamente, de modo que possamos

construir vários operadores L{m} autovalores e auto-estados, dados respectivamente por

ω(m)
n = ω

(m−1)
n+1 = ...= ω

(1)
n+m−1 e ξ(m)

n ∝ S{m−1}...S{1}ξ
(1)
n+m−1. (A.5)

Investigaremos um pouco da propriedade de invariância de forma [46,192], que é uma
condição para a solubilidade exata para equações de SL. Esse método é usado quando
os operadores supersimétricos (A.1) dependem de um conjunto de parâmetros a, que é
usado para construir os operadores S(a) e S†(a). Podemos escrever

S(a1)S†(a1) = S†(a2)S(a2) +R(a1), (A.6)

onde, a2 = f(a1), com f sendo uma função arbitrária e R(a1) é um resto não nulo inde-
pendente de x. Esta expressão pode ser usada para mostrar que U1,2(x;a) são potenciais
invariantes de forma (SIP) se a condição

U2(x;a1) = U1(x;a2) +R(a1), (A.7)

for satisfeita. Pela expressão acima, vemos R(a1) representa o espaçamento entre o
menor autovalor dos dois potenciais parceiros. Após sucessivas aplicações deste método,
podemos determinar algebricamente que

(
ω(1)
n

)2
=

n∑
k=1

R(ak) and ξ(1)
n (x;a1)∝

n∏
k=1

S†(ak)ξ
(1)
0 (x;an+1). (A.8)

onde o parâmetro ak é dado pela aplicação de f em a1 sucessivamente por k vezes, isso
é,

ak = f( . . .︸︷︷︸
kvezes

f(a1)). (A.9)

Nessa tese, faremos o caso mais simples da propriedade de invariância da forma, na
qual os parâmetros a1 e a2 estão relacionados por meio de uma deslocação. Então, para
simplificar, chamamos a1 = a e a2 = a−λ, onde λ é um parâmetro real. Logo, a equação
(A.7) pode ser escrito como

U2(x;a) = U1(x;a−λ) +R(a) (A.10)

e a equação (A.9) como ak = a− (k−1)λ.
Em seguida, trabalhamos a invariância da forma associada ao caso em que A é cons-

tante e temos M(x;a) =−atanh(λx), que é controlado pelo parâmetro a, e a função de
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peso tem a forma LXs = sech
b
λ (λx), com b sendo um parâmetro real que o controla. As

funções mencionadas acima permite a construção dos operadores supersimétricos S e S†
como

S(a) =−A
(
d

dx
+atanh(λx)

)
and S†(a) = A

(
d

dx
− (a+ b)tanh(λx)

)
, (A.11)

e os potenciais parceiros supersimétricos

U1(x;a) = A2
[
a(a+ b)−a(a+ b+λ)sech2(λx)

]
, (A.12a)

U2(x;a) = A2
[
a(a+ b)− (a−λ)(a+ b)sech2(λx)

]
, (A.12b)

que são compatíveis com a condição em (A.10) para invariância de forma, com resto
R(a) = A2λ(2a+ b−λ). Uma vez que estamos lidando com SIP, as expressões em (A.8)
são úteis para calcular os auto-estados ηn e seus respectivos autovalores

(
ω

(1)
n

)2
para o

potencial U1(x;a). Eles são dados por

η(1)
n (x) = sech

a
λ−n(λx)P (s−n,s−n)

n (tanh(λx)) e
(
ω(1)
n

)2
= A2λ2n(2s−n), (A.13)

onde s = (2a+ b)/2λ e P (l,m)
n (z) denota os polinômios de Jacobi com argumento z e

parâmetros l e m. Nesse caso, n = 0,1, . . . ,ds−1e, onde dze denota a função teto com
argumento z.
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