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Resumo

O objetivo dessa tese é obter solu¢oes do tipo defeitos em teoria de campos, que sao
estruturas localizadas de energia finita. Esses defeitos surgem como solugoes das equagoes
de movimento, podendo ter carater topoldgico ou nao-topologico. Iniciaremos nossa
discussao com defeitos topologicos em (141) dimensoes espago-temporal, que aparecem
em modelos com um ou mais campos escalares. Mostraremos que essas solugoes podem
ser obtidas considerando modelos com dindmica candnica, como também em modelos
generalizados, conhecidos como k-defeitos. Em seguida, estudaremos defeitos topologicos
em (2+41) dimensées, chamado de vortices. Que aparecem em teorias onde os campos de
calibre estao acoplados um campo complexo. Em ambos cenarios introduziremos novos
modelos, que serviram de inspiracao para o desenvolvimento dessa tese.

Palavras-chave: defeitos topologicos, solugdes topologicas, solugoes nao-topologicas,
kinks, lumps, voértices.
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Abstract

The purpose of this thesis is to obtain defect solutions in field theory, which are
localized structures of finite energy. These defects arise as solutions of the equations
of motion, and may have a topological or non-topological features. We will start our
discussion with topological defects in (141)-dimensional space-time, which appear in
models with one or more scalar fields. We will show that these solutions can be obtained
considering models with canonical dynamics, as well as generalized models, known as
k-defects. Next, we will study topological defects in (2+1)-dimensional, called vortices.
Which appear in theories where gauge fields are coupled to a complex field. In both
scenarios we will introduce new models, which served as inspiration for the development
of this thesis.

Keywords: topological defects, topological solutions, non-topological solutions, kinks,
lumps, vortices.
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CapriTuLO 1

Introducao

Defeitos topolégicos tém sido estudados ha anos por fisicos tedricos e matematicos,
devido a sua grande aplicabilidade em diversos contextos, como, por exemplo, na fisica
da matéria condensada e na cosmologia [1-8]. Um defeito topolégico pode ser entendido
como uma "desordem'no espaco de um sistema. Imaginemos que um sistema possua dois
estados possiveis de minima energia, onde cada estado é igualmente provavel, porém,
correspondem a diferentes configuracoes. Entre esses estados pode existir uma interface
que nao representa nenhuma das duas configuragoes de menor energia, mas sim uma
transicao continua entre esses dois estados. Essa estrutura que acabamos de descrever
¢ um exemplo de defeito topologico. Exemplos como esses sao muitas vezes chamados
de paredes de dominios, onde cada estado constitui um dominio. Esses dominios podem
ser encontrados em materiais ferromagnéticos, onde cada dominio tera bilhoes de dipolos
alinhados. Aparece também no estudo de cristalografia, onde os dominios sao chamados
de graos e entre graos adjacentes existe uma regiao chamada de contorno de graos, que
separa dois ou mais cristais com orientacoes cristalograficas diferentes. Veja a figura 1.1
um exemplo de parede entre dois dominios.

Parede de dominio

Dominios

Figura 1.1 Exemplo de dois dominios. Entre os dominios existe uma regido de transicdo, a
seta que aponta de sul a norte passa a ter orientacdo invertida e vice-versa.

Matematicamente, defeitos topoldgicos surgem como solugoes de equagoes diferenciais
parciais. Essas solugoes podem ser obtidas usando teoria classica de campos. Dependendo
da dimensao, dos campos e das simetrias envolvidas havera diversos tipos de defeitos
possiveis, podemos citar trés bastante conhecidos: kinks, vortices e monopolos. Em geral,
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um defeito topoldgico esta associado a uma quebra de simetria do sistema, entretanto, esta
nao é uma condi¢do necessaria para que haja um defeito. Dependendo das condic¢oes de
contorno do problema, podemos diferenciar dois tipos de solugoes distintas: as topologicas
e as nao-topologicas.

Para estudar solugoes do tipo kink precisamos apenas de um campo escalar em (141)
dimensoes espago-temporal. Os kinks surgem como solugoes estaticas das equagoes de
movimento. Em geral, teremos modelos com simetria discreta Z3, apesar de existirem
modelos sem simetria [9]. Kinks podem ser estudados imersos em dimensoes superiores,
em trés dimensoes espaciais estas solugoes sao chamadas de paredes de dominios. Além
disso, campos escalares podem ser usados para modelos de energia escura [10], que é
uma maneira de explicar as observagoes do universo em expansao acelerada [11]. Dife-
rentemente de defeitos (solugbes estaticas), em modelos de energia escura considera-se
o campo escalar como um fluido isotropico e homogéneo, ou seja, o campo dependera
apenas do tempo. Um modelo bastante conhecido é o de quintesséncia, tais modelos
possuem um termo quadratico para dindmica do campo e um potencial, onde este po-
tencial proporcionara a expansao acelarada do universo. Porém, até onde sabemos as
interacoes gravitacionais sao atrativas. Uma maneira de se obter essa expansao é modifi-
cando a dindmica do campo escalar (que nao necessariamente precisa de um potencial),
dando origem a modelos de k-inflagdo e k-esséncia [12-20]. Inspirados nesses modelos
com dindmica generalizada, surgiram os k-defeitos [21-23].

Topologicamente, vortices sao estruturas planares, ou seja, consideraremos sistemas
em (2+1) dimensoes. Para estudar vértices, pode-se tomar um campo escalar complexo
acoplado a um campo de calibre abeliano através de uma simetria U(1). Vértices sdo
comumente estudados em mecénica dos fluidos, mas também podem ser encontrados no
estudo de supercondutores. A partir da teoria macroscépica da supercondutividade de
Ginzburg-Landau [24], em 1957 Abrikosov mostrou que essa teoria admite solug¢oes do
tipo vortice [25]. Esses vortices surgem quando expostos a um campo magnético externo,
onde aparecem pequenas regioes nao condutoras, nas quais circula uma pequena corrente
elétrica que transporta o fluxo magnético através do supercondutor. Dez anos depois,
vortices de Abrikosov foram detectados experimentalmente pela primeira vez em um
trabalho reportado em [26]. Tempos depois, Nielsen e Olesen mostraram que usando o
modelo de Higgs abeliano [27], é possivel fazer uma generalizacao relativistica da teoria de
Ginzburg-Landau. Quando imersos em trés dimensoes espaciais sdo chamadas de cordas
relativisticas e se estiverem presentes em grande escala no universo, sao as denominadas
cordas cosmicas.

J& para os monopolos devemos considerar um tripleto de campos escalares acoplados
a um campo de calibre ndo abeliano sob uma simetria SU(2) no espaco tridimensional.
Modelos bastante conhecidos de monopolos magnéticos sao estudados usando teoria de
Yang-Mills-Higgs [28,29], existe também a possibilidade de apresentarem cargas elétrica e
magnética simultaneamente [30], que sdo chamados dyons. Entretanto, nessa tese iremos
explorar apenas defeitos em uma e duas dimensoes espaciais.

Usaremos teoria classica de campos na formulagao lagrangiana para obter as equagoes
diferenciais parciais. Para obter a dindmica dos campos usaremos o principio variacional
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na agao

S :/dD“xz, (1.1)

onde L ¢é denominada densidade lagrangiana. Geralmente a densidade lagrangiana é
uma funcao dos dos campos ¢; e de suas respectivas derivadas d,,¢;, onde 0, ¢ a derivada
parcial em relacao a z#, para u=0,1,..., D, com D sendo o niimero de dimensoes espaciais.
Fazendo variacoes nos campos e considerando o principio da acdo minima obtemos as
equagoes de movimento do sistema

oL\ oL
0(uei)) 09

Como a densidade lagrangiana £ = L(¢;,0,,¢;), provavelmente teremos equacoes diferen-
ciais parciais de segunda ordem. Em unidades naturais, consideramos que a constante
de Planck reduzida e a velocidade da luz no vacuo sejam iguais a um, ou seja, h =c=1.
Nesse caso [2#] = ¢!, onde € é a dimensdo de energia. Para que a acio seja adimensi-
onal temos que [L] = eP*1 ou seja, a dimensdo da densidade lagrangiana dependera do
numero de dimensoes espaciais.

Como ja mencionamos, defeitos topoldgicos ocorrem de diversas maneiras em teoria
de campos, em particular, iremos tratar essas estruturas através de campos escalares reais
e campos vetoriais acomplados a campos escalares complexos. Nos capitulos 2 e 3 discu-
tiremos as ferramentas matematicas necessarias para se obter defeitos em uma dimensao
espacial. No capitulo 2 desenvolveremos o formalismo para um campo escalar real, onde
a equacao de movimento serd uma equacgao diferenciail de segunda ordem nao linear.
Mostraremos que existe uma classe de equacoes diferenciais de primeira ordem que, além
de resolver a equagao de movimento, nos permite calcular a energia das solugoes sem
conhecer sua forma explicita, dependedo apenas de suas condig¢oes de contorno. Diferen-
ciaremos solugoes topoldgicas (kinks) e nao-topoldgicas (lumps) a partir da definicao de
uma corrente topologica. Em seguida estudaremos a estabilidade linear dessas solugoes,
que nos levara a uma equacao de autovalores. Em geral as solugoes topologicas sao es-
taveis sob pequenas pertubagoes, enquanto as nao-topolédgicas sao instaveis. Seguiremos
nossos estudos de campos escalares no capitulo 3, onde generalizaremos o formalismo
para varios campos escalares. As equacOes serao muito mais complicadas, pois teremos
equagoes diferenciais acopladas, mas ainda assim é possivel obter equacoes diferenciais
de primeira ordem, como também fazer uma anélise sob pequenas flutuacoes.

Os préximos capitulos serdao voltados ao estudo de vértices, onde iremos estudar teorias
abelianas que suportam tais solugoes. Iniciaremos no capitulo 4, onde consideraremos um
campo complexo acoplado a um campo de calibre, cuja dinamica é dada por um termo de
Maxwell. Aqui, as equagoes de movimento também serao equagoes diferenciais de segunda
ordem acopladas. Porém, é possivel obter equagoes diferenciais de primeira ordem que
satisfazem as equagoes de movimento e ainda minimizam a energia do sistema, desde que
as fungoes envolvidas no modelo estejam vinculadas de forma apropriada. No capitulo 5
estudaremos modelos onde a dinamica para o campo de calibre é dada por um termo de
Chern-Simons. Iremos destacar as suas principais caracteristicas e diferencas do modelo

O (1.2)
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estudado no capitulo anterior. Os capitulos 6 e 7 serdao dedicados a modelos que possuem
tanto o termo de Maxwell, como também o de Chern-Simons. No capitulo 6 estudaremos
modelos com acoplamento minimo e mostraremos quais serao as restricoes que o modelo
deve ter para se obter equagoes diferenciais de primeira ordem que sejam compativeis
com as equagoes de movimento. Veremos que nesse caso teremos caracteristicas bastante
distintas dos casos anteriores. Ja no capitulo 7 estudaremos modelos com termo de
Maxwell e Chern-Simons com acoplamento ndo minimo, mostraremos que para estes
modelos é possivel obter duas classes de equacgoes diferenciais de primeira ordem que
minimizam a energia do sistema.

Finalizaremos a tese com algumas conclusoes e possiveis perspectivas acerca dos assun-
tos tratados ao longo dos capitulos. Por fim teremos um apéndics onde complementamos
topicos discutidos ao longo da tese.



CAPITULO 2

Formalismo para um Campo Escalar Real

Comecaremos nosso estudo com o formalismo mais simples em teoria classica de cam-
pos, que é o modelo para um campo escalar real. Um campo escalar real é uma func¢ao
genérica do espaco e do tempo, onde em cada ponto do espago-tempo terda um deter-
minado valor. Esse campo é geralmente representado por ¢ = ¢(Z,t), que depende do
numero de dimensoes espaciais. Nosso objetivo é usar essa ferramenta matematica para
estudar defeitos topologicos que ocorre em diversas dimensoes, podemos nos concentrar
inicialmente em uma dimensao espacial. Logo, o campo escalar dependera apenas da co-
ordenada espacial = e do tempo t, ou seja, ¢ = ¢(x,t). Apesar da aparente simplicidade
do modelo a ser estudado nesse capitulo, a sua aplicagao ¢ bastante vasta e sera bastante
conveniente para apresentar suas propriedades topologicas.

2.1 Generalidades

Usaremos o formalismo de Lagrange para obter equagoes que admitem solugdes do
tipo defeitos. Para isso consideraremos espago plano em (1+ 1) dimensdes com métrica
de Minkowski 7, = diag(1,—1). A acao é dada por

S = /d%c, (2.1)

onde L(¢,0,¢). Lembrando que a densidade lagrangiana deve ser um escalar de Lorentz,
definimos

X = ; G0, (2.2)

Logo, é conveniente escrevermos a densidade lagrangiana como func¢ao do campo e de X,
ou seja, L =L(4,X). O modelo candénico é dado por L =X —V(¢) onde V(¢) é uma
funcao do campo ¢ e é denominado potencial. Porém, estudaremos generalizagoes como,
por exemplo, £ = F(X)—V(¢), onde F(X) é em principio uma fungao arbitraria de X,
ver referéncia [21]. Para uma densidade lagrangiana geral na forma £ = £(¢, X ), fazendo
uma variagdo com respeito ao campo obtemos a equagao de movimento [21-23]

Ou(Lx0Vo) = Ly, (2.3)
onde Ly =0L/0¢ e Lx = 0L/0X. Expandindo a equacdo acima, temos que

2XLxy + Lxx 090" $0,0,¢+ LxO¢ = Ly, (2.4)
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com = 0,0". Para o modelo canbnico teremos Lx =1 e Ly = —Vj, logo, a equacio
acima serd simplismente [lp = —V.

O tensor energia-momento pode ser obtido a partir da invariancia translacional pelo
teorema de Noether [31] e é dado por

Ty = Lx0,00,0 — L. (2.5)

O tensor energia-momento é simétrico por permutagao de indices e é uma quantidade
conservada, ou seja, 9, 7" = 0. A conservacao do tensor energia-momento é uma espécie
de equacao da continuidade. Para o caso v =0, temos

80T00 + 81T10 =0, (2.6)

onde podemos identificar 7% como a densidade de energia e 79 como o fluxo de energia
no espacgo. Fazendo agora v =1 na conservacgao do tensor energia-momento, teremos

DTt +0,TH =0, (2.7)

onde TY ¢ a densidade de momento e T serd o fluxo de momento ou o estresse. Escre-
vemos a densidade de energia como

onde o ponto representa uma derivada em relacdo ao tempo t. Apesar das componentes
T ¢ TO1 terem significado fisico diferentes, elas tém valores iguais, dados por

Tor =T = Lx ¢, (2.9)
no qual podemos notar que 70 = —Ty;. J4 o estresse sera dado por
T=Lxd>+L, (2.10)

onde a linha representa uma derivada com respeito ao espaco x. Como estamos traba-
lhando com modelos generalizados, nos guiaremos pela condigao de energia nula (NEC).
Essa condigao impoe Ty,n#n” > 0, onde n* é um vetor nulo que satisfaz 7, n*n" = 0.
Restringindo nosso modelo a obedecer o vinculo

Lx >0, (2.11)

para um ¢(x,t).
Como estamos procurando defeitos topoldgicos, nos interessa apenas as solugdes es-
taticas, ou seja, ¢ = ¢(x), nesse caso a equagao de movimento (2.4) é dada por

(Ex+2Xﬁxx)(b//:2Xﬁx¢—£¢, (2.12)

com X = —¢/ 2 /2. Como as componentes 7' e 719 do tensor energia-momento sao nulas,
teremos apenas a densidade de energia (2.8), dada por

p=—L, (2.13)



2.1 GENERALIDADES 7

e o estresse (2.10) serd
r=L—2XLy. (2.14)

Pela conservagao do tensor energia-momento, equagoes (2.6) e (2.7), temos que p=10 e
7= 0. A primeira condicao é clara, j4 que estamos tratando de solucoes estéticas, a
segunda a segunda indica que o estresse é uma constante. Podemos verificar a validade
da segunda condicao derivando a equacgao acima em relacao a x e fazendo igual a zero,
resultando em

(Lx¢"+2XLxxd" —2X Lxg+Ly) ¢ =0, (2.15)

que é satisfeita para as solugoes da equagao de movimento (2.12). Para solugbes da
equagao de movimento estatica temos que o estresse ¢ uma constante, que veremos em
breve que sera zero. A energia é obtida integrando a densidade de energia da equacgao
(2.13) em todo espago, ou seja,

p= [ +: d plx). (2.16)

Se fizermos uma integragdo em (2.14) teremos uma divergéncia, por isso a necessidade
de tomarmos 7 = 0. Essa condi¢do surge de maneira mais elegante pelo argumento de
Derrick, que discutiremos a seguir.

O teorema de Derrick examina as condi¢oes necessarias para estabilidade das solugoes
por contragoes e dilatagoes [32,33]. Fazendo uma reescala x — Az nas solugdes ¢(x),

onde X\ é um fator de escala. As solucoes reescaladas serdo ¢(x) — ¢N) = ¢(A\x), com
X = XM =X2X(\z). A energia reescalada serd

B0 = — [are (oW, x0) = - [ ayaie (o). X (). (2.17)

onde y = Ax. Evidentemente E()‘)’ = F, é equivalente a energia nao reescalada. Por

ora iremos usar a notacao em que

2
o 1(d oL, or

A=1

Derivando a energia reescalada em relacao a A, teremos

OEW +00

:/ dy \"2(L —2X L). (2.19)
O\ —o0

A condicao para as solugdes serem estdveis por contracdes e dilatacoes é que EX) seja

minimo para A =1, ou seja 8E(/\)/0/\‘)\:1 =0, logo

+00
/ dy (L —2XLx) =0 (2.20)
— _/_/
> =T
Pela conservagao do tensor energia-momento (2.7), temos que o estresse é uma constante.
Pelo teorema de Derrick, essa constante deve ser nula para satisfazer a igualdade acima,
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caso contrario, a integral ird divergir. Logo, surge a condicao de estresse nulo (7 = 0).
Tomando a derivada segunda da energia reescalada, temos que

92EW)

+o00 _3 9
—Exr<:—2/¥odyA (L—LxX +2LxxX2). (2.21)

Para que a condicao de estresse nulo seja um minimo, temos que ter 92EX) / EMQ‘/\ s 0.
Uma maneira de satisfazer essa condi¢ao é se o integrando de (2.21) for negativo, que
pode ser obtida impondo Lx +2XLxx > 0.

A condicao de estresse nulo nos leva a

L—2XLx =0, (2.22)

que é uma equagao diferencial de primeira ordem, ja que a densidade lagrangiana depende
apenas do campo e de suas derivadas. Lembrando que para o caso estatico X = —¢’ 2 /2.
No modelo canonico essa equagao serd ¢’ 2 = 2V. Podemos reescrever a densidade de
energia (2.13) como

p=Lxd”, (2.23)

pela NEC, equacao (2.11), garantimos a positividade da densidade de energia (p > 0). A
condicao de estresse nulo ¢ muito importante, pois ela garante que as solugoes sejam es-
taveis por contragoes/dilatacoes, reduz a equacao de movimento (2.12) de segunda ordem
para uma equacao diferencial de primeira ordem (2.22) e ainda garante a positividade da
densidade de energia juntamente com a NEC.

Podemos fazer um formalismo de primeira ordem introduzindo uma func¢do que de-
penda apenas do campo escalar W (¢). Nosso objetivo é obter uma maneira de escrever
a energia das solugdes dependendo apenas dos seus valores assintoticos na fungao W (¢),
para isso, reescrevemos a densidade de energia (2.23) como

p=xWsd/, (2.24)
logo,
o =+ (2.25)
Lx

Entretando, para que essas equagoes diferenciais de primeira ordem resolvam a equacao
de movimento (2.12), temos que ter j:W¢¢<Z>’ = —L4. Integrando a densidade de energia
(2.24), teremos

+0o0

= a0 iy g(00)) W (6(-00)) = AW, (2.26)
—00 gb dx

Repare que a energia nao depende da forma explicita da solugdo, mas sim dos valores

de W nos extremos. Em suma, temos equagdes diferenciais de primeira ordem (2.25)

que satisfazem as equagoes diferenciais de segunda ordem (2.12) desde que satisfagam o

vinculo: W44 = —L4. Para o modelo canénico escrevemos o potencial como V(¢) =
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WQ% /2, nesse caso, o procedimento acima levard a solu¢oes de menor energia do sistema
[34,35].

Nosso estudo envolve dois tipos de solugoes, que dependem das condigoes de contorno
assintoticas. Essas condigoes de contorno sao chamadas de solugoes estaticas e uniformes,
pois devem satisfazer as equagdes de movimento (2.12) e terem energia nula, ou seja, £ =
0. Denominamos solugoes topoldgicas as solugoes com valores assintoticamente distintos,
ou seja, ¢p(r — +00) =wv4 com vy # v_. J& para solugoes que possuem assintotas iguais,
¢(x — £00) = v, chamaremos de solugoes nao-topolégicas. Essas duas solugoes podem
ser diferenciadas pela definicio de uma corrente conservada, d,j5 = 0, onde

g =eMo,0, (2.27)

¢é chamada de corrente topolégica e ¥ é o simbolo de Levi-Civita. Fazendo uma integra-
¢ao em todo o espaco da componente nao nula da corrente topoldgica, teremos a carga
topologica

Qr = /_4;:0 dz % = ¢(x — +00) — p(z — —00). (2.28)

Para solugoes topoldgicas Qr sera diferente de zero e para solugdes nao-topologicas a
carga topoldgica sera nula. Solugdes topologicas com carga topoldgica positiva, vy > v_,
sao fungoes monotonicamente crescentes e denominamos kinks. Ja para solugoes de carga
topologica negativa, ou simplismente anti-kinks, teremos func¢des que decrescem de v
para v_, que podem ser associada aos kinks pela troca x — —x. Solugoes nao-topoldgicas,
também chamadas de lumps, sdo fungoes que crescem/decrescem até um valor critico e
depois decrescem/crescem até o seu valor inicial. Observe que nesse caso ¢(+o0) =
v, a energia dada pela equacdo (2.26) sera igual zero, pois AW = 0. Aparentemente
nao poderemos usar o formalismo de primeira ordem com a fungdo W (¢) para solugoes
nao-topoldgicas. Entretante, existem maneiras de contornar esse problema, veja, por
exemplo, a referéncia [36]. Vale ressaltar que a definigao da corrente topoldgica da equacao
(2.27) nao é tnica, pode-se trocar o ¢ por uma fungao suave do campo [37], como, por
exemplo, ji =& 0, F(¢). Em particular para solugoes vacuumless [38-40], essa definicao
de corrente topologica é conveniente.

2.1.1 Estabilidade linear

Vamos fazer uma analise da estabilidade linear das solugoes. Para isso, introduzimos
pequenas flutuagoes dependentes do tempo, £(z,t), em torno da solucao estética, ¢(z),
de forma que tenhamos a solugao pertubada dada por

¢(2,t) = ¢(x) +£(x,t). (2.29)

Considerando até a primeira ordem nas contribuicoes de &, isso modifica os seguintes
termos como

X = X +0,00"¢, (2.30a)

Ly = Lo+ Log& + Lyx 0u00"¢, (2.30D)

Lx — Lx+ Lxpé+ Lxx0,00"E, (2.30c)
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onde os campos ¢ do lado direito das equagoes acima sdo para as solugoes estéticas ¢(x),
assim como as quantidades X, Ly, Lx e as demais. Substituindo a solugao pertubada
(2.29) na equagao do movimento dependente do tempo (2.3) com as considerages acima,
obtemos

Lxé—((Lx+2XLxx)€) = (Lot (Lxod) ) € (231)

que é uma EDP de segunda ordem e pode ser classificada em trés classes: eliptica,
parabdlica e hiperbdlica [41]. A classificacio da EDP sera conforme o discriminante
D=—Lx(Lx+2XLxx)>0, =0, ou <0. Para garantirmos a hiperbolicidade dessa
equacao, definimos a quantidade

B Lx+2XLxx

A2
Lx

>0, (2.32)
que por conveniéncia denominaremos de hiperbolicidade. A equacdo da estabilidade
dependente do tempo (2.31) nos permite separar variaveis de forma que é possivel escrever:
E(x,t) =3, &n(x) cos(wpt). Logo, obtemos uma equagao independente do tempo

~(42x8) = [ Lo+ (Lxo) +eilx] 6 (233

A equagao acima é uma equacao de autovalores do tipo Sturm-Liouville (SL), com fungao
peso Lx, que é uma fungao nao negativa, assegurado pela NEC (2.11). No caso particular
em que Lx = A? =1 resultamos numa equacao do tipo Schrodinger. A condicdo de
ortonormalidade para os estados é dada por

| dwLx€u(@)(a) = . (234

Um fato importante é que na equagao de estabilidade (2.33) sempre vai existir um estado
com autovalor zero (wy, = 0), decorrente da invaridncia translacional da teoria [42,43].
Esse estado é denominado de modo zero e nao tem custo energético. A existéncia do
modo zero pode ser mostrada derivando a equagao de movimento estatica (2.12) de ambos
os lados, resultando em

~(422x6") = (Lo + (Lxo¢) ) o' (2.35)

Comparando (2.35) com a equacao de estabilidade (2.33) para w, = 0, verificamos que o
modo zero é proporcional & ¢. Assim, existe um estado com autovalor zero que denota-

remos como &(LO), que é proporcional a derivada primeira da solucao estatica, ou seja,
57(10) =N¢, (2.36)

onde N é uma constante de normalizagdo que pode ser obtida usando (2.34). Observe
que esse resultado nao depende da forma especifica da densidade Lagrangiana. A solucao
estatica ¢(x) é estavel se w2 > 0, Vn. Isso significa que solugdes estaveis estabelecem o
modo zero como seu estado com o autovalor mais baixo.
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Podemos fazer uma andlise mais profunda da equagao de estabilidade (2.33), que pode
ser reorganizado como

— Elx (dciAQ,CX dd + <£¢¢+ (»CX¢¢ ) )) §n= W%fn, (2'37)

onde o lado esquerdo da equacgao acima é um operador diferencial. Reescrevemos essa
equagao como

L&, = Wi, (2.38)
onde L é o operador de Sturm-Liouville, dado por
1 d
L=———A2 2.
Ly dr EX +U( ), (2.39)

com U(z) sendo o potencial de estabilidade, escrito como

Uz)= —£1X <£¢¢, + (L X¢¢’)') . (2.40)

Pode-se mostrar que o operador em (2.39) é autoadjunto, ou seja

.I.
| dvLxgn@)Lent@) = [ doLx (L)' &alo), (2.41)
desde que as condicoes de contorno

oo
AL [Gn(2)6 (@) = & (0)Gn(@)]|~_ =0,
sejam validas. As condig¢oes de contorno surgem como termo superficial apos integrar por
partes o lado esquerdo da equagao (2.41).
Tentaremos fatorar o operador L da equagdo (2.39) via operadores supersimétricos
[44,45]. Para isso, introduziremos os operadores S e ST, dados por

S:A<—di+ M(x)), (2.42a)
ST=A <<Z;+ M (z) +K(m)) : (2.42b)

onde K(z) = (ALx)'/(ALx), com as condigdes de contorno ALx [fm(x)fn(x)]‘oo =0.

—0o0
Os operadores acima levam a

1
_gtg— L Ly 4

Ly dz . + Uy (x), (2.43)

onde _
(A2Lx M)

Uy (z) = A2M? + :
Lx
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ou ainda ~ o,
Ur(x) = A°M (M + K)+A(AM) . (2.45)

Seguindo a teoria supersimétrica da mecénica quantica [46], o parceiro supersimétrico
associado ao operador Sturm-Liouville na equagao (2.43) é dado por

1 d d
Ly=585" =7 A Lx——+Us(2), (2.46)
onde
Us(z) = AM AM+(A£X) —A AM+(A£X) , (2.47)
EX EX
ou _ o ~ ,
Us(x) = A*M (M + K) - A(AM + AK) . (2.48)

Nesse cendrio, os potenciais mencionados Uj(z) e Us(z) sdo chamados de potenciais
parceiros super81metrlcos Como nosso objetivo é fatorar a equagao da estabilidade (2.38),
na forma STS¢, = w2¢,. Temos que ter Ly = L, que nos leva a A=A, e além disso,
precisamos encontrar a fun¢ao M (z) que satisfaga Uy (z) = U(z). Podemos usar a equacao
do modo zero (2.35) e reescrever o potencial de estabilidade (2.40) como

U(z) = (A%Lx ¢>”) (2.49)

L gb’
comparando a equagao acima com o potencial da equagao (2.44), obtemos
(A2Lx¢") = ((A2Lx M) + A2Lx M?) & (2.50)

Essa equagao é satisfeita com M = ¢" /¢, logo, os operadores (2.42) podem ser escritos
segundo

S:A<_d+§lll>, (2.51a)
st =A<d$+z,+ (féf() ) (2.51b)

Portanto, temos agora uma fatoragao supersimétrica para o operador Sturm-Liouville em
(2.39). Neste caso, os potenciais das equagoes (2.44) e (2.47) sao dados por

oyt (B a8) ), oo
" 1" " A n'
U2($)2A2(< + Z,)Z—Z,—;C EE;))) (2.52b)

Os potenciais parceiros supersimétricos acima estao associados ao estudo da equagao de
Sturm-Liouville (2.38). Em alguns casos, eles podem engendrar a propriedade chamada
de invariancia de forma, que investigamos no apéndice A dessa tese.
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Podemos transformar a equagao da estabilidade (2.33) numa equagao do tipo Schro-
dinger fazendo a mudanca de varidveis

Vn

dx:AdZ € gn:TE
X

(2.53)

Assim, a equacao da estabilidade (2.33) torna-se
~ s HU2)Yn(2) = withn(2), (2.54)
onde o subindice z representa uma derivada com respeito a z e a fungdo U(z) sera

U(z)—WX)ZZ ! <£¢¢+1<£X¢¢Z>Z>. (2.55)

VALx  Lx A\ A

O interessante é que ainda existird o modo zero (w, = 0) para a equacao de Schrodinger
(2.54). Utilizando a transformacao (2.53) no modo zero (2.36) obtemos

9O() =N\ (2.56)

Também ¢é possivel fazer o estudo para fatorar a equacao (2.54) em operadores super-
simétricos [46]. Como vimos, é possivel transformar uma equagao de SL geral numa
equagao do tipo Schrédinger, que geralmente é mais pratica de se trabalhar. Entretanto
nem sempre sera uma tarefa facil, j4 que precisaremos resolver uma integral e além disso
tomar a funcao inversa para determinarmos a nova variavel z.

2.2 Exemplos Candnicos

Por ora voltaremos nossa atengao para lagrangiana canonica (que ¢ vastamente estu-
dada), tem forma dada por £L =X —V(¢). Podemos escrever a acao (2.1) como

S— / e (;aﬂcpaﬂap _ V(¢)) , (2.57)

A fungao V(¢) depende apenas do campo e é denominado de potencial. Para um potencial
que possua a simetria de reflexdo ¢ = —¢, o modelo apresentard simetria Z;. Como
estamos em unidades naturais, temos que [z,] =€ ~1, com [£] = €2 para que a acdo seja
admensional, logo, as dimensées do campo e do potencial serdo respectivamente [¢] = €,

[V ()] = €. A equacio de movimento (2.3) nesse caso serd
Op = -V, (2.58)

com tensor energia-momento (2.5) dado por

Ty = 0,000 — 1y (;aagba% _ V(¢)) . (2.59)
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Note que a NEC da equagao (2.11) é sempre satisfeita, uma vez que Lx = 1. A densidade
de energia sera

. 1
p= 38+ 50" 1V (6), (2.60)

onde cada termo corresponde respectivamente a densidade de energia cinética, gradiente
e potencial.
Para solugoes estaticas a equac¢ao de movimento (2.12) é dada por

"=V, (2.61)

As solugoes estéaticas e uniformes serao minimos do potencial V' (¢), pois devem satisfazer
a equacao acima e ainda terem energia nula. Para modelos que possuem simetria Za,

sempre teremos uma solugao espelho dada por ¢pr(z) = —¢(z). A energia (2.16) para as
solugoes da equacao acima serd
+00 1 /2
p= " <2¢ +V(¢(x))). (2.62)
—o0

As condig¢oes de contorno para o campo aqui estao relacionadas ao potencial: as solugoes
topologicas devem conectar dois minimos adjacentes do potencial, ja as solugdes nao-
topoldgicas vao de um minimo do potencial até um ponto em que o potencial seja zero
mas nao um minimo e volta para o minimo inicial. Podemos estudar o comportamento
assintotico pelo lado direito das solugoes, tal que ¢(z — 0o) =v e ¢'(x — 0o0) = 0. Fazendo
¢z >>0) = v—¢q(x), onde consideraremos apenas termos lineares em ¢4 (). A equagao
de movimento estética (2.61) serd aproximadamente

— G = Vglo=o + Vipls=v®a (). (2.63)
Como v ¢ um minimo do potencial e definindo Vje|g—, = m? > 0, temos que
y=—m’¢a(x), (2.64)

logo, ¢a(x) ox e™™*. Esse estudo pode ser feito para o lado esquerdo das solugoes (z << 0)
de maneira analoga. A quantidade m pode ser interpretada como a massa classica.
Em geral as solugoes possuem comportamento assintotico exponencial, em alguns casos
especiais quando m? =0 ou nao é finito, teremos outros tipos de comportamento, como
por exemplo: comportamentos dependendo de poténcias de x do tipo ¢q(x) o 70 com
b sendo um parametro real e positivo com massa cldssica nula [37,47-50] . Para o caso
em que m — 0o, temos o comportamentos duplo exponencial ¢q(x) o e~ " [51-53], ou
ainda as solugbes compactas [54-56].

Para garantir a estabilidade sob reescala, também impomos a condicao de estresse
nulo (2.22), que nos leva a equagao diferencial de primeira ordem

S = V() (265

Nesse caso, as densidades de energia gradiente e potencial terao mesma contribuicao
energética. Como ja foi dito anteriormente, existe um formalismo de primeira ordem com



2.2 EXEMPLOS CANONICOS 15

a introdugao da funcao auxiliar W (¢) dada pela equagao (2.25), aqui discutiremos este
formalismo em mais detalhes. Podemos completar o quadrado na energia (2.62), tal que

+oo 1 2 1
_E:/ ¢m(2@ﬁﬂm)4wd@—2wﬁiw@d) (2.66)
— 0O
A energia acima serd minima se

V()= ivvg, (2.67a)
¢ = £Wy, (2.67Db)

com equacao de movimento ¢ = W;Wy, e energia E = AW. As equagdes diferenciais
de primeira ordem acima também satisfazem a condicdo de estresse nulo. Perceba que
se o potencial for dado pela férmula acima serda nao negativo, ja que tem o quadrado
de Wy. Para que tenhamos kinks o potencial deve possuir pelo menos dois minimos
adjacentes tal que V(vy) = 0. Lembrando que ndo precisamos da forma explicita das
solugoes para calcular a energia, temos que AW = |W (vy) — W (v_)|, onde v4 sdo minimos
adjacentos do potencial (2.67a). Como ja foi mencionado anteriormente, esse formalismo
nao suporta solugoes do tipo lump, porém, existe uma maneira de ainda introduzirmos
uma funcao W (¢) para obter a energia das solugoes sem conhece-las, seguindo os passos
da referéncia [36].
A equagao da estabilidade (2.33) resultard numa equagao do tipo Schrodinger

— &+ U(@)6n = wikn, (2.68)

onde U(x) é o potencial de estabilidade dado por U(z) = V4. Para uma solugao ¢(x)
com derivada ¢’ que nao cruze o zero (fungao sem no), a equagao de estabilidade acima
possuird todos os autovalores nao-negativos, ja que o seu modo zero &y ox ¢’ serd o estado
fundamental do modelo, garantindo a estabilidade linear dessa solugao. Caso contrario, a
derivada ¢’ possuir um ou dois nés, por exemplo, trata-se do primeiro e do segundo estado
exitado do problema. Dessa forma, o modo zero (w, = 0) ndo serd o menor autovalor, com
isso, a solugdo estatica serd instavel por pequenas flutuacoes. A equacao de estabilidade
acima pode ser fatorado pelos operadores

d (b//

de forma que podemos reescrever (2.68) como STSE, = w2¢,. O estudo do parceiro
supersimétrico serd andlogo ao que foi feito anteriormente pela equagao (2.46). Nesse
caso, seria como na teoria supersimétrica da mecanica quantica [46], j& que a equagao de
SL se reduz a uma equagao do tipo Schrodinger.

Seguiremos nossos estudos com alguns exemplos, primeiramente discutiremos alguns
modelos que possuem solugoes topoldgicas e por fim, um exemplo que suporta solugoes
nao-topologicas.
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2.2.1 Modelo ¢*

Um modelo bastante conhecido na literatura é o A¢* [57-61]. Consideraremos o
potencial A\¢* para um campo escalar real com simetria Zs, dado por

V(o) =12 (v~ ¢?), (2.70)

com minimos simétricos em ¢ = +v e maximo local em ¢ = 0, com altura V(0) = \v*.
A massa classica serd m? = 4\v?, segundo a equacio (2.64), as solucdes terdo compor-

tamento assintéticos: ¢q(x) o e‘zﬁ”m, para x — +o0o. Os pardmetros A e v sdo reais
e positivo, com v adimensional e [\] = ¢2. Podemos fazer uma reescala na acdo (2.57)
para nao termos que ficar nos preocupando com a dimensao dos parametros envolvidos,
tomando: ¢ = vg e x, — xu/(v\/X) Logo, podemos tomar A = v = 1 sem perda de
generalidade. Até o fim desse capitulo seguiremos com todas as quantidades envolvidas
adimensionais, de forma que é possivel fazer uma reescala para recuperar a dimensiona-

lidade delas. O potencial acima serd

V(g) = ; (1-42)", (2.71)

com minimos em ¢ = +1 e maximo em ¢ = 0, ilustrado na figura 2.1. A equacdo de
movimento para solugoes estaticas (2.61) serd

"= —20(1-¢%), (2.72)

com solucdes uniformes ¢ = +1.

1_

0.57

Figura 2.1 Potencial V(¢) dado pela equagao (2.71). Como pode ser visto, possui minimos
em ¢ = +1 e um maximo local em ¢ = 0.

O potencial (2.71) é obtido para fungao auxiliar na forma

W(p)=¢— ;fbg, (2.73)



2.2 EXEMPLOS CANONICOS 17

como sabemos, podemos calcular a energia das solugoes de maneira direta. Vamos con-
siderar, por exemplo, a solu¢ao do tipo kink que conecta os minimos do potencial de
¢p=—1a¢=1, cujaenergia é E =AW =4/3. A equacao diferencial de primeira ordem
(2.67b) para o kink ¢ dada por

¢ =1—¢? (2.74)

com solugao

¢(x) = tanh(z), (2.75)

o anti-kink pode ser obtido pela troca x — —x, que nesse caso em particular é igual a
solucao espelho. A densidade de energia para ambas solugoes sera

p(z) = sech?(z), (2.76)

que ao ser integrada em todo espago resulta em F = 4/3. Observe que esse resultado
foi obtido também pela funcao auxiliar (2.73). A solugdo do tipo kink e sua respectiva
densidade de energia podem ser vistas na figura 2.2.

11 14

_1|
-5 0 5 -5 0 5

[e)

Figura 2.2 Solugdo do tipo kink ¢(x) referente a equacao (2.75) no lado esquerdo e no lado
direito a densidade de energia p(z) associada a equagao (2.76).

Para estudar a estabilidade linear do modelo (2.71) precisamos resolver a equagao de
Schrodinger (2.68) para o pontencial de estabilidade

U(z) = 4 — 6sech?(z). (2.77)

Esse potencial é conhecido como Pdschl-Teller modificado e é famoso na mecanica quan-
tica por ser um potencial sem reflexdo. Ele possui estados ligados entre —2 < w? < 4, um
estado semi-ligado em w? =4 e estados de espalhamento para w? > 4. Podemos usar os
resultados obtidos no apéndice A para determinar que os autovalores dos estados ligados
s30 w2 = 4n —n?%. Assim, teremos o modo zero (wp = 0) e um estado exitado (wf = 3).
Além disso, podemos mostrar que os estados normalizados serao

&o(z) = \égsechQ(x) e &(x)= \/gsech(x)tanh(m). (2.78)
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Como pode ser visto, todos os autovalores serao nao-negativos. Concluimos que as solu-
¢oes estaticas desse modelo sao estaveis sob pequenas pertubagoes. O grafico do potencial
de estabilidade (2.77) e seu modo zero estd esbogado na figura 2.3.

Figura 2.3 Potencial de estabilidade U(x) dado pela equagao (2.77) com linha sélida e o modo
zero &o(x) da equagdo (2.78) para a linha com tragos e pontos.

2.2.2 Modelo ¢°

Outro potencial que é formado como poténcias de ¢ é o modelo ¢®. Podemos escrevé-lo
como

Vie)= 56 (1-¢2)", (279

com minimos em ¢ = 0,41 e maximos locais em ¢ = +1/4/3, como pode ser visto na
figura 2.4. Nesse caso teremos dois setores topologicos, um entre —1 e 0 e outro entre 0
e 1, que por conveniéncia chamaremos respectivamente de primeiro e segundo setor. A
massa classica dependera do minimo em questdo, para ¢ = 0 temos que m? = 1, ji para
¢ = +1 teremos m? = 4. Indicando que as solucdes terdo comportamento assintéticos
distintos quando & — 00, por exemplo, para o setor entre —1 e 0, teremos: ¢4(x) o er
quando x — —00 e ¢q(x) x e~ ¥ para x — 00. A equagao de movimento (2.61) é dada por

¢ =—06(1-¢%) (1-3¢%) (2.80)

com solucdes estéticas e uniformes ¢ = 0, +1.
Obtemos o potencial (2.79) a partir da funcao auxiliar

W(¢) = ;aﬁz - iaﬁ"z (2.81)

ambos setores terdo a mesma energia £ = AW =1/4. As equagoes diferenciais de primeira
ordem (2.67b) sao

¢ =+0(1-¢), (2.82)
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0.2

0.1

Figura 2.4 Potencial V(¢) da equagdo (2.79), com trés minimos localizados em ¢ = 0,41 e
dois maximos em ¢ = +1//3.

com solugoes tipo kink

o) = — 1 —taznh(m) e o(z)= /1 +ta2nh(a:)’ (2.83)

para o primeiro e segundo setor, respectivamente. O anti-kink de cada setor pode ser
obtido pela troca de x — —x do seu respectivo kink. Diferentemente das solugoes esta-
ticas (2.75) do modelo ¢*, aqui as solucdes espelho dos kinks néo reproduzem os seus
respectivos anti-kinks, mas sim o anti-kink do outro setor. A densidade de energia para
as solugoes sera

o(z) = ; (1+ tanh(z)) sech?(z), (2.84)

onde o sinal positivo é para o kink do primeiro setor e o antikink do segundo setor, ja
o negativo para o antikink do primeiro setor e o kink do segundo setor. Como sabemos,
ao integrarmos a densidade de energia acima, teremos energia F = 1/4. Na figura 2.5
fazemos os gréficos das solugbes do tipo kink (2.83) e suas densidades de energia.

No estudo da estabilidade linear das solugoes (2.83), precisamos resolver a equagao
de Schrodinger (2.68) para o potencial

1
U(x)= ; F ;tanh(m) — 45 sech?(z), (2.85)

com um unico estado ligado, o modo zero, cuja forma é

sech?(z)
\/2F 2tanh(x) '

Os potenciais de estabilidade e seus modos zero podem ser vistos na figura 2.6. Note que
os potenciais possuem assimetria nos limites U(z — £00) = m4. Essa assimetria é gerada
por conta do comportamento diferente que as solu¢oes apresentam assintoticamente. Por

So(x) = (2.86)
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Figura 2.5 No lado esquerdo as solugoes ¢(z) dado pela equacao (2.83), onde a linha sélida
representa o kink do primeiro setor topoldgico e a tracejada do segundo. No lado direito
apresentamos as densidades de energia p(x) da equacao (2.84).
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Figura 2.6 Potenciais de estabilidade U(z) dado pela equacao (2.85) e seus modos zeros &y(x)
da equagao (2.86). No lado esquerdo de linha sélida o potencial U(x) para o kink do primeiro
setor topoldgico e o seu modo zero &y(x) com tragos e pontos. Ja o lado direito é para o kink
do segundo setor, o potencial U(x) agora sendo a curva tracejada.

causa disso, os potenciais de estabilidade (2.85) admitem estados de reflexdo para w?

entre 1 e 4. Para valores com w? > 4 nao teremos estados de reflexdo.

Os dois modelos anteriores sio polinomiais, o modelo ¢* com dois minimos e o ¢ com
trés minimos. Existe uma classe de modelos como poténcias do campo [62,63]. Também
existem potenciais nao polinomiais, um deles é vastamente estudado, o sine-Gordon,
nao discutiremos sobre ele aqui, mas pode ser facilmente encontrado na literatura, ver
referéncias [64,65]. O potencial do sine-Gordon é bastante conhecido por apresentar um
infinidades de minimos. Uma variedade desse tipo de potencial é o duplo sine-Gordon
[66,67], onde os autores fizeram uso do método da deformacao [9,68], a fim de obter
solugoes andliticas.



2.2 EXEMPLOS CANONICOS 21

2.2.3 Modelo sem massa

Mostraremos agora um modelo que tem comportamento de longo alcance, dado pelo
potencial

vig)=5[1-of (2.87)

com minimos em ¢ = +1 e um maximo local em ¢ = 0, ver figura 2.7. Esse potencial
também possui simetria Z3 e foi estudado em [47]. A massa cldssica para ambos mini-
mos serd nula (m = 0), ou seja, ndo teremos solugdes com comportamento assintoticos
exponencial. Escrevemos a equagdo de movimento (2.61) como

//:_3¢(1_¢2)‘1_¢2

teremos ¢ = £1 como sendo as solugoes estaticas e uniformes.

, (2.88)

1_

0.54

Figura 2.7 Potencial V' (¢) dado pela equacao (2.87), com minimos em ¢ = 1 e méximo em

¢ =0.

Podemos introduzir uma fun¢ao W (¢) que recupere o potencial (2.87), entretanto nao
colocamos sua forma aqui por nao ser tao elegante, mas pode ser visto na referéncia [47].
Teremos a equagao diferencial de primeira ordem para o kink dada por

o =(Y1-¢?)", (2.89)

i

(1) = —m—x.
(@) V1+ 22
O anti-kink pode ser obtido pela troca x — —x. Fazendo um estudo assintético para o
lado direito da solugao acima, podemos escrever

com solugao analitica
(2.90)

1 3 1
¢(x>>0)%1—2x2+8x4+(’)(x6>. (2.91)

Diferentemente dos dois modelos anteriores, o comportamento assintético da solucao
(2.90) nao serd exponencial, mas sim polinomial. Esse mesmo estudo pode ser feito para
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o lado esquerdo da solugao, o comportamento também sera polinomial. A densidade de
energia para as solugoes ¢ dada por

1

e (2.92)

plz) =

que ao integrarmos em todo espago, obtemos a energia 2 = 37/8. A densidade de energia
também tera comportamento assintéticos polinomial. Fazendo um estudo assintotico,
temos que
1 3 6 1
x>0~ —— —+— (’)<> 2.93
P ) T $8+$10+ 712 (2.93)
A solugao (2.90) e a densidade de energia (2.92) sdo mostradas na figura 2.8.

11 14

01 0.57

_1-|
-10 0 10 -5 0 5

S

Figura 2.8 No lado esquerdo a solugao do tipo kink ¢(z) da equagao (2.90) e no lado esquerdo
a densidade de energia p(z) dado pela equagao (2.92).

Potencial de estabilidade é escrito como

1202 -3
Ulw) = —— (2.94)
(1+2?)
nesse caso teremos apenas um estado ligado, o modo zero
26
§o(7) (2.95)

T3 m(l4a?)t

Como o modo zero é uma fungdo sem no, sabemos que serd o estado fundamental, logo,
néo teremos estados para w? < 0. Também néo teremos mais estados ligados para w? > 0,
pois U(x — £o00) = 0. O potencial de estabilidade (2.94) e seu modo zero (2.95) podem
ser vistos na figura 2.9.
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Figura 2.9 Potencial de estabilidade U(z) referente a equagao (2.94) e seu respectivo modo
zero &o(x).

2.2.4 Modelo ¢* invertido

Vamos agora fazer um estudo para as solugoes nao-topoldgicas, consideraremos o
potencial dado por

V(g) = ;¢2 (1-¢%). (2.96)

Note que é um potencial que possui simetria Zs, com um minimo local em ¢ =0 e
méximos globais em ¢ = +1/4/2, como pode ser visto na figura 2.10. A massa cldssica
do minimo em zero é unitaria (m =1). A equagao de movimento (2.61) sera

¢ =0 (1-2¢%), (2.97)

com solucao estatica e uniforme ¢ = 0. Nesse caso, as solugoes terao apenas uma condigao
de contorno em ¢(r — +o0) = 0, logo, serao solugoes do tipo lump.

0.1

-0.11

Figura 2.10 Potencial V (¢) da equacao (2.96), possui um minimo local em ¢ =0 e méaximos
globais em ¢ = 4+1//2.
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Como sabemos, é possivel obter um formalismo de primeira ordem introduzindo uma
fungao W (¢), conforme [36]. Entretanto, nao precisamos disso para obter equagoes dife-
renciais de primeira ordem. Podemos usar a condi¢ao de estresse nulo (2.65) e escrever

0" =0 (1-¢7). (2.98)

que é uma equacao diferencial de primeira ordem, que satisfaz a equagao de movimento.
As solucgoes serao

¢(x) = £sech(x), (2.99)

que podem ser relacionadas uma com a outra por uma troca ¢ — —¢, devido a simetria
Zo. Nao existe o conceito de anti-lump, como pode ser verificado nas solugoes acima, a
troca x — —x mantera a solucao inalterada. A densidade de energia é dada por

p(z) = tanh?(z) sech?(z), (2.100)

com energia E = 2/3. Por conveniéncia faremos apenas o grafico da solugao positiva da
equacgao (2.99), seu comportamento pode ser visto da figura 2.11. A solugao sai de ¢ =0,
cresce até ¢ =1 e depois decresce até zero novamente. Devido a troca de sinal na derivada
primeira das solugoes em = = 0, a densidade de energia (2.100) serd zero em = = 0, com
maximos em x = tarcsech (1/\/5), veja a figura 2.11.

1_
0.24
0.5
0.14
0~ T T 0~ T T
-10 0 10 -5 0 5

Figura 2.11 No lado esquerdo a solugao positiva ¢(z) do tipo lump, dada pelo sinal positivo
da equacao (2.99) e no lado direito a densidade de energia p(x) associada a equagao (2.100).

O potencial de estabilidade para as solugoes tipo lump (2.99) serd
U(z) = 1 —6sech?(z). (2.101)

Esse potencial tem a mesma forma do potencial (2.77) do modelo ¢*, porém com uma
altura menor em 3. Consequentemente, os autovalores serao deslocado em 3, ou seja,
w? = 4n —n%—3. Porém os autoestados serdo os mesmos do modelo ¢*, que sio

&o(z) = \égsechQ(x) e &(x)= \/gsech(x)tanh(m). (2.102)
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Apesar de terem os mesmo autoestados, como foi dito, os autovalores serdao outros. O
estado fundamental terd autovalor negativo w% = —3. Logo, as solugoes (lump) do modelo
¢* invertivo serdo instdveis sob pequenas pertubacoes. Néo precisariamos ter que resolver
a equacao de Schrodinger para verificar que essas solugoes nao sao estaveis. Poderfamos
ver pelo modo zero, que nesse caso possui um noé, veja na figura 2.12, juntamente com o

potencial de estabilidade (2.101).

Figura 2.12 Potencial de estabilidade U(z) conforme a equagdo (2.101) e seu modo zero &; ().

Existem vérios outros modelos com solugdes do tipo lump [36,69-71], tais solugoes
podem ter comportamentos assintéticos exponencial [36,69], de longo alcance [36,69,70],
duplo exponencial [70] e até mesmo lumps compactos [71].

2.3 Exemplos Generalizados

Aqui focaremos em modelos que nao sejam os canoénicos, como foi feito a partir da
equagao (2.57). Voltaremos nossa atengao para os modelos generalizados, onde a densi-
dade lagrangiana dependa de forma geral do campo e de suas derivadas na forma £ =
L(¢p,X), onde X = (1/2)0,,¢0"¢. Comegaremos multiplicando o modelo canénico por um
fator global dependente do campo f(¢), em seguida estudaremos o caso L= F(X)—V(¢),
com F(X), sendo uma poténcia de X. Por fim, introduziremos o termo de cuscuton e
mostraremos como essa contribuicao modifica as equagoes gerais para o estudo de defeitos
topologicos.

2.3.1 Modelo com fator global

Consideraremos a densidade lagrangiana estudada em [72], onde foi multiplicado uma
funcao f(¢) na densidade lagrangiana candnica, ou seja

£=1(6) (300000~ V(6) ). (2.103)
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A fungao f(¢) deve ser positiva para satisfazer a NEC, conforme a equagao (2.11). Fa-
zendo uma redefini¢ao de campo do tipo ¢ = g(x), teremos

£= Flo00) (55000 - Vig(x)). (2.100

além disso, consideraremos que

com isso, obtemos .
L= 3 XM —V(x), (2.106)

que ¢ a lagrangiana candnica, ou seja, ¢ possivel recuperar o modelo canonico através de
uma redefinigdo de campo em (2.103). Entretando, para que isso seja possivel, precisamos
resolver

= [ a0\/10) = Flatx). (2.107)

ou seja, se quisermos obter as solugoes de (2.103) em (2.106), precisamos resolver a
integral acima, além disso, tomar a inversa da funcio F(g(x)) para obter g(x) = F~1(x).
Isso nem sempre é uma tarefa facil, por isso o interesse em estudar o modelo com um
fator global f(¢).

Como nosso objetivo é o estudo de defeitos topoldgicos, é conveniente considerarmos
0s campos estéticos, ou seja, ¢ = ¢(x). A equagdo de movimento estatica (2.12) toma
forma

n_y_ Jo (L2
o =Vom 355 (2¢ V(qzﬁ)) , (2.108)
ja as componentes do tensor energia-momento (2.13) e (2.14) seréo
p=10) (36" +V(9)). (2.109)
r=10) (36"~ V). (2.1090)

onde p é a densidade de energia e 7 o estresse. Para solugoes com estresse nulo temos

que )
V(p)==¢”
<¢> 2 Y

fazendo com que a equac¢do de movimento (2.108) seja andloga a do modelo canoénico
(2.61), ou seja

(2.110)

"=V (2.111)

A equacao de movimento acima nao depende explicitamente da funcao f(¢), ou seja, é
possivel resolver a equacdo acima com as mesmas solugoes para um dado potencial V(¢)
que satisfaz a equagdo de movimento do modelo canoénico (2.61). Porém, como pode
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ser visto pela densidade de energia (2.109a), a energia das solugdes dependera da fungao

Podemos minimizar a energia das solugoes da equacdo acima, para isso, faremos uso
da fungao auxiliar W(¢). Fazendo um procedimento parecido com o que foi feito no caso
canonico, minimizamos a energia para um potencial na forma

Ws
V(o) = ——, 2.112
desde que as equagoes diferenciais de primeira ordem (2.25), dadas por
Wy
¢ =+, 2.113
7(0) (241

sejam satisfeitas. Nesse caso, calculamos a energia através da equagao (2.26), ou seja
E =AW. Se tomarmos a fungdo W(¢) como partida, podemos determinar a energia sem
conhecermos as solugoes, desde que as condigoes de contorno para as solugoes ¢(x — 00) =
v+ sejam minimos do potencial (2.112). Logo, teremos solugdes com energia independente
de f(¢), mas as solucoes dependerd, ji que é necessario resolver as equagoes diferenciais
de primeira ordem (2.113).

Essas discussdes podem ser vistas em detalhes na referéncia [72]. Faremos aqui uma
nova abordagem para o problema, definiremos uma nova fungao W(¢), tal que

N o W
W(p :/ dg —2, 2.114
(@) f(g) (2114)
logo qu =W/ f. Dessa forma, a equacao diferencial de primeira ordem (2.113) torna-se

¢ = +Wy, (2.115)

com potencial (2.112) na forma
1~
=-Wy. 2.11
V(6)= 573 (2,116

A vantagem da definicdo (2.114) é que podemos partir com uma fungao W(gb), esco-
lhendo ela com uma forma que tenha solugoes conhecidas do modelo canénico (2.67b).
Resolveriamos as equagoes diferenciais de primeira ordem (2.115) que nao depende do
fator global f(¢). Porém, nao seremos capazes de calcular a energia de maneira direta,
para isso precisarfamos integrar (2.114), para obter W (¢) e entao usar E = |AW/|. Como
a integragdo depende do fator global, a energia dependera da funcao f(¢). E possivel
determinar a energia das solugoes da equacao (2.115) sem precisar resolver a integral de
(2.114), para isso precisamos integrar a densidade de energia

p(x) = f(o(x)) ¢

Essa férmula é interessante, pois podemos gerar novas caracteristicas na densidade de
energia modificando a fungao f, desde que tenhamos as solugoes da equagao (2.115).

& (2.117)
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A equagao da estabilidade linear (2.33) para as solugoes com estresse nulo sera

1 /
-3 (f&) +U(@)&n = w6, (2.118)
onde U(x) é o potencial de estabilidade definido em (2.40), que toma forma
%
Ulz) = V¢¢+J%t<b. (2.119)
Podemos fatorar a equagao de estabilidade (2.118) pelos operadores
d (b// 1 d (b//
S=—— 4+ St=-—f+— 2.120
g © Fae! T (2.120)

com STSE,(2) = w2, (x). Fazer a transformacio (2.53) para obter uma equacao do tipo
Schrodinger é facil para o modelo com fator global (2.103), pois ndo precisamos fazer
a transformagao na coordenada z, ji que a hiperbolicidade (2.32) é unitaria (A = 1).
Fazendo apenas a transformacao nos estados do tipo 1(x) = v/f&(z), reescrevemos a
equacgao da estabilidade (2.118) como uma equagao do tipo Schrodinger

d?1)

—W—FU(x)dJ(x) = wP(z), (2.121)

com potencial de Schrédinger dado por

3J6Ve | (feo _ I5
U(x) =V, — — - |V 2.122
(z) oo+ 2 f + f 2f2 ( )
E interessante que ainda continuard existindo o modo zero, como pode ser visto na equa-
¢ao (2.56). Lembrando que aqui nao precisamos transformar as coordenadas para obter
a equacao de Schrodinger, o modo zero sera simplismente

O (z) = Nﬁqy, (2.123)

onde N é uma constante de normalizacao.
Vamos fazer um exemplo usando a fungdo W (¢), para isso precisamos resolver a
equagao (2.114). Uma maneira de resolvé-la é fazendo a escolha

W(p)=WP(¢g) e f(p)=pBW (), (2.124)

onde 3 ¢ um pardmetro em principio real. Por essa escolha s6 precisamos escolher um
W (¢) que tenha um potencial (2.116) com minimos adjacentes que podemos calcular a
energia das solugoes de maneira direta por £ = |[AW| sem precisar calcular as solugoes
da equagao (2.115). Para as fungoes da equagao acima a energia dependera do pardmetro

B.
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Tomaremos um W(gb) que as solugoes das equagoes diferenciais de primeira ordem
(2.115) sejam as mesmas do modelo ¢* canonico, estudado na subsecdo 2.2.1. Logo,
escolhemos uma fungao W(¢), tal que

W(o) =¢—;¢3+c. (2.125)

Apesar de ser muito parecido com o da equacao (2.73), tem uma constante ¢ a mais, com
c € R. Independentemente dessa constante, teremos o potencial

Vie)=5(1-4)

que nao depende de c¢. No caso candnico essa constante nao interfere em nada, nao
modifica a solu¢do, nem a energia e nem estabilidade linear. Aqui, como estamos em
modelos generalizados, apesar de nao modificar as solugoes, ja que as equagoes diferenciais
de primeira ordem (2.115) serdo as mesmas do caso canodnico 2.2.1, haverd mudangas na
densidade de energia e na estabilidade linear das solu¢ées. Lembrando que a solugao do
tipo kink é dada por

2
, (2.126)

¢(x) = tanh(z). (2.127)

Nesse caso, a densidade de energia (2.117) dependera dos parametros 3 e ¢, de forma que

B—1
p(z) = Bsech?(x) (tanh(a:) — zl))tanhg(x) + c) . (2.128)

Observe que para 8 =1 recuperamos o modelo canonico e a densidade de energia acima
nao dependera de c. Note também que o pardmetro [ deve ser positivo com [ € Z e
impar. Assim como a densidade de energia dependera dos parametros introduzidos a
energia também dependera e é dada por

2\" 2\"

E— (c+ 3> (c 3) | (2.129)
O potencial (2.126) e a solugdo (2.127) podem ser vistos nas figuras 2.1 e 2.2, respecti-
vamente. O comportamento da densidade de energia dependerda dos parametros S e c,
veja a figura 2.13. Para ¢ =0 o parametro [ # 1 cria um zero na densidade de energia,
dividindo-a em duas porg¢oes. O parametro ¢ gera assimetria na densidade de energia,
quando |¢| < 2/3 a densidade de energia terd o zero desde que 5 # 1, ja para |c| > 2/3
nao tera zeros, independentemente do valor de j3.

Faremos agora uma analise da estabilidade linear da solucao (2.127). Como esta-
mos trabalhando com modelos generalizados a equacao de estabilidade é uma equacao
de Sturm-Liouville, ver equagao (2.118). Entretanto, para o a situa¢do que estamos ex-
plorando é mais complicado estudar pela equacao de Sturm-Liouville. Por essa razao,
estudaremos a estabilidade linear a partir da equacao de Schrodinger (2.121) com poten-
cial (2.122) dado por

 144c® +64—24(9¢* +4)5? — 48(284 1) S +8(684 1) +48c(4 — 385 — 48T
B 36c2 +16 — 12594 — 456 4 24¢(2+ S2)T ’
(2.130)

U(x)
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Figura 2.13 Densidade de energia (2.128) para varios valores de /5 e ¢. Na primeira figura a
linha tracejada é para 8 =1 e qualquer valor de ¢, as linhas sélidas sdo para 8 =3 e 5 com
¢ =0, a espessura da linhas aumenta com . As outras duas figuras é para 8 =3, a do meio é
para ¢=0,1/6 e 1/3, j& a tltima é para c=2/3,1 e 4/3.

onde S =sech(z) e T'=tanh(z). Como podemos ver, ¢ um potencial bastante complicado,
os seus estados dependerd dos parametros 3 e ¢. Porém é possivel calcular o modo zero
conforme a equagao (2.56), que serd

O (z) = NsechQ(x)\/ﬂ (tanh(m) — ;tanh?’(a:) + c) B_l. (2.131)

O potencial (2.130) pode ser visto na figura 2.14 com seus respectivos modos zero. Note
que independetemente dos valores escolhidos para e ¢, o modo zero serda uma funcao
sem no, garantindo assim a estabilidade linear das solugoes.

2.3.2 Modelo com poténcias da dindmica

Consideraremos agora uma outra generaliza¢gdo do modelo candnico (2.57), dessa vez
modificaremos apenas o termo da dindmica do campo. Tomamos a densidade lagrangiana

L= §|2X|p_1—\/(gb), (2.132)

onde p > 1/2 é um pardmetro real e V(¢) é o potencial. Como pode ser visto, assumimos

um modelo como poténcias no termo dindmico. E facil ver que para p = 1 recuperamos o

caso candnico. Evitamos o caso p=1/2, pois esse caso é associado ao termo de cuscuton

[73-75], que ndo contribui para a equagao diferencial de primeira ordem, fazendo com

que o potencial seja nulo, como veremos na proxima subsecao. O caso particular em que

p =2 foi estudado em [76,77], para um pontencial do tipo ¢* as solugdes serdo compactas.
A equagao de movimento estatica (2.12) torna-se

(2p— 1) Vg = v, (2.133)
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Figura 2.14 Potencial de estabilidade (2.130) para equagao de Schrodinger e seus modos zeros
com varios valores de 8 e c¢. As trés figuras de cima sdo para §=1,3 e 5 da esquerda para
direita, com um ¢ qualquer na primeira e ¢ = 0 nas outras duas. As outras trés é para um valor
fixo 3=3ec=1/3,2/3 e 1.

com densidade de energia (2.13) dada por
L2
p= 359 FV(8). (2.134)

Pela condigao de estresse nulo (2.22), temos que

2p—1

12p
o ¢ =V(9). (2.135)

Note que para p=1/2 o potencial serd nulo. As solugoes dessa equagao diferencial de pri-
meira ordem também serao solugoes da equacao de movimento (2.133). A equacao acima
relaciona a derivada do campo com o potencial, pemitindo reescrevermos a densidade de
energia (2.134) como
12p 2p
= = V(o). 2.136

p=9 o1 (¢) (2.136)
Assim como no caso candnico, as solugdes conectara minimos vizinhos do potencial. Aqui
nao faremos uso da fungao auxiliar W(¢) como foi feito na subsegao anterior, mas vale
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ressaltar que pode ser usado para determinar as equagoes diferenciais de primeira ordem
e para calcular a energia, como pode ser visto em [23].

Vamos nos focar na estabilidade linear desse modelo, como ja sabemos teremos uma
equagao de Sturm-Liouville dado pela equacao (2.33), que nesse caso toma forma

A? 2(p-1) 1 )’ 9
T %D (cb’ f%) +U(2)én = wibn, (2.137)
com potencial de estabilidade U(x) dado por
A2 Vo ) " ¢//2
Ulz) = 2p_1¢/2(p—1) =A WWLQ(Z?—UW ) (2.138)

onde A? é a hiperbolicidade, definida na equacgio(2.32),
A2 =92p—1, (2.139)

que é independente x. Note que apesar da generalizagdo da densidade lagrangiana (2.132),
a condicao da hiperbolicidade A? > serd sempre valida para p > 1/2, que foi tomado como
premissa em nosso modelo. Podemos escrever a equagao de estabilidade (2.137) na forma
dada pela equagao (2.39) e fatorar com L = StS, onde os operadores S e ST sdo dados
pela equagao (2.51). Os operadores supersimétricos serao escritos como
/! /!
S:A<_dci+(fh’> e ST:A<(Z_+(2p—1)Z,>. (2.140)

Como sabemos pela equagao 2.52 é possivel gerar um potencial de estabilidade parceiro
supersimétrico Us(x). E facil ver que para p = 1 recuperamos o caso canonico, onde as
equagoes de estabilidade serdo equagoes de Schrodinger (2.68). Pode-se também fazer
a transformagao (2.53) para que a equagao de estabilidade (2.137) vire uma equagao do
tipo Schrodinger. Nesse caso a transformacao é bastante simples, ja que a hiperbolici-
dade (2.139) é uma constante, ndo precisamos resolver uma integral na relagao entre as
coordenadas x e z, ver referéncia [23]. Entretando, vamos abrir mao dessa transformagao
e trabalharmos com as equacoes de estabilidade em sua forma de Sturm-Liouville.

Usualmente, solugoes do tipo kink tem comportamento assintotico exponencial, isto
é, ¢(x) Fvs xexp(—|z|) para  — +o00. Logo, podemos estimar como os auto-estados &,
se comportam nessa regiao. Temos que M = ¢ /¢, para solugdes com comportamento
assintotico exponencial concluimos que essa funcao tende para uma constante quando
r — +00, definidas como M|, s400 = Ms. Como A? =2p—1 é constante, os operadores
in Eq. (2.140) tornam-se uma derivada mais um termo constante, levando a equacao de
estabilidade (2.137) se tornar

2
w
— €l —2(p—1)MyE, + A2Myty = ﬁfi- (2.141)

Sua solugao descreve o comportamento assintotico geral das flutuagoes, que é dado por

&r =exp(—(p—1)Myx+ikz), (2.142)
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onde k = \/w2 JA2 —p2M3. A expressio acima depende do sinal de M., que obedece
F M > 0 para kinks com cauda exponencial. Para w? > p?A? M2, temos que k é um valor
real, entao as oscilagoes estarao presentes e teremos estados continuos. Nessa situacao, as
flutuagoes desaparecem assintoticamente quando 1/2 < p < 1, oscilam em todo o espago
para p =1 e explodem quando p > 1. Outra possibilidade aparece quando k& = 0, apesar
de nao ter o termo oscilatério ainda serao estados continuos (semi-ligados), as flutuagoes
tendem a desaparecer no infinito por 1/2 < p < 1, é constante quando p =1 e diverge para
p > 1. Finalmente, se w? < A%2p? M2, k é um valor puramente imaginario, de forma que o
argumento da exponencial seja real. Nesse caso, teremos estados discretos e as flutuagoes
podem desaparecer, ser constante ou explodir assintoticamente, dependendo do sinal da
expressao —(p— 1) My — |k|.
Faremos um exemplo para o modelo (2.132), consideraremos potencial dado por
V(g)= L1 - g, (2.143)
2p
com p sendo o mesmo parametro que controla a dindmica do modelo. A solucao da
equacao diferencial de primeira ordem (2.135) é dada por

¢(z) = tanh(x), (2.144)

que é a mesma solucdo do modelo ¢* com dindmica canénica. Apesar da modificacio
que introduzimos com o parametro p, teremos a mesma solucao. Porém, a densidade de
energia (2.136) dependera de p, onde

p(z) = sech™(x). (2.145)

Pode-se integrar a expressao acima em todo o espaco para mostrar que a energia é dada
por E =2%~1B(2p,2p), onde B(z,%) é a funcio Beta com argumentos z e Z.

Vamos agora investigar se a introdugao do pardmetro p no modelo modifica a estabi-
lidade linear da solugao (2.144). Os operadores S e ST da equacdo (2.140) serdo dados
por

S=-A <CZU + 2tanh(:v)) and ST=A (CZE —2(2p—1) tanh(x)) . (2.146)

Esses operadores sao bem definidos em toda a linha real. Isso garante a estabilidade
linear do modelo, pois 0 modo zero serd o menor estado do sistema. Porém, podemos
ainda fazer um estudo mais profundo sobre a estabilidade da solugao, para isso precisamos
resolver a equagao (2.137). O potencial de estabilidade (2.138) serd

U(z) = A% (4(2p— 1) — 2(4p — 1)sech’(z) ) . (2.147)

Este potencial pode ser associado a propriedade de invaridncia da forma. Portanto,
podemos usar alguns dos resultados obtidos no apéndice A para as equagdes (A.11)-
(A.13) coma=2,b=4(p—1) e A=1, os estados discretos serao

&n (1) = sech? ™" (z) P2P=™2P=1) (tanh(z)), (2.148)
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cujos autovalores associados sdo w2 =nA? (4p—n) paran=0,1,2,...,[2p—1]. Usando a
equagao (2.142) para calcular o comportamento assintético dos estados do continuo que
surgem quando w? > 4A%p?. Temos

& =exp(X2(p—1)x +ikx), (2.149)

onde k = \/w? /A% — 4p2. Para o caso particular em que w? = 4A2p? com p inteiro, teremos
um estado semi-ligado.

2.3.3 Modelos com termo de Cuscuton

Discutiremos sobre o termo de cuscuton, introduzido nas referéncias [73,74], onde es-
tudam as consequéncias deste termo no contexto cosmolégico. Em defeitos, este termo foi
estudado em [75], onde adicionamos o termo de cuscuton na dindmica candnica. Também
foi estudado junto com um termo dindmico generalizado em [45]. Nessa tese mostrarei
como a adi¢ao do termo de cuscuton modifica um modelo geral, consideraremos a densi-
dade lagrangiana dada por

5 2f(9)X

L=L+2222 (2.150)
V12X
onde £ = L(¢,X) é uma funcdo arbitraria do campo e suas derivadas e f(¢) é uma

funcao que depende apenas do campo ¢, que controla o termo de cuscuton. A equagao
de movimento (2.3) sera

O

(Ex+f(¢)) a%] — Lo+ 2/oX (2.151)
12X | 12X |

e o tensor energia-momento (2.5) toma forma

f(9) 2f(9)X

Tw=|L 0,00, —nu | L+ 2.152
o G K ) I

Pela condicdo de energia nula (NEC) dado pela equagao (2.11) temos que

(ZXJFW))) > 0. (2.153)
12X

Como pode ser visto pelas trés ultimas equagoes, o termo de cuscuton modifica bastante.
Entretanto, para solugoes estaticas a equagao de movimento (2.151) toma uma aparéncia
bastante interessante

(Cx+2LxxX)¢" =2Lxy— Ly (2.154)
O termo de cuscuton nao altera a equagdao de movimento estatica se por acaso o modelo
(2.150) fosse dado por £ = L, porém a componente do tensor energia-momento (2.152)
que representa a densidade de energia

p=f(@)¢]—L, (2.155)
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dependerd de f(¢). A outra componente nao nula é o estresse e é dado por
r=L+Lx¢” (2.156)

note que assim como a equagao de movimento estatica (2.154), o estresse também nao
depende do termo de cuscuton. Podemos usar a condi¢ao de estresse nulo (7 = 0) para
obter equagoes diferenciais de primeira ordem indepedentes de f(¢). Assim como na
subse¢ao anterior nao usaremos o formalismo de primeira ordem via fun¢ao W (¢). Como
a equagao de movimento (2.154) nao depende de f(¢), podemos escolher modelos para £
que tenha solugoes ja conhecidas. Porém, como ja foi dito: apesar de termos as mesmas
solugdes que o modelo com o termo de cuscuton, a densidade de energia serd outra.

Queremos agora ver como o termo de cuscuton modifica a estabilidade linear das
solugoes, a equagao da estabilidade linear (2.33) sera

_ <A2 <ZX + JIS‘)) §;>/ = <Z¢¢ + (Zx¢q§’)/+w2 (ZX + J‘C((;‘))) En, (2.157)

com hiperbolicidade

|¢'|
Como pode ser visto sera parecido com a equacao de estabilidade para um modelo £ = L,
com excegao da funcdo peso (Lx) que modifica, dependerda de f(¢). A fatoragdo da
equagao da estabilidade pode ser feita a partir dos operadores supersimétricos (2.51),
entretanto nao colocaremos sua forma para um modelo geral, s6 no exemplo que faremos
logo mais. A transformacao para equacao de Schrodinger (2.53) nao serd trivial, porém
conseguimos fazé-la no caso particular em que consideramos £ como o modelo canonico,
entretanto nao faremos aqui, mas pode ser visto em [75].
Como exemplo vamos tomar a funcdo £ como o do modelo estudado na tltima sub-
segao (2.132). Escrevemos a lagrangiana (2.150) como

£:f]2X|p‘1+W—V(¢), (2.159)

JRx]

onde p continuard sendo um pardmetro real com p > 1/2. Vale ressaltar que a funcao
f(#) ndo pode ser absorvida por meio de uma redefinigdo de campos como no primeiro
modelo generalizado (2.103). Como ja foi dito anteriormente, teremos a mesma equagao
de movimento e condigao de estresse nulo que o modelo da subsecao anterior, dado pelas
equagoes (2.133) e (2.135). Entretanto, a densidade de energia (2.155) dependera de f(¢)
e para esse exemplo escrevemos como

-1
A% = (Lx+2XLxx) <EX+f(¢>> . (2.158)

p= jpas%fw) 6]+ V(9). (2.160)

Para ilustrar, tomamos o potencial (2.143) que depende do pardmetro p do modelo
(2.159). Teremos como solugdo o kink dado pela equagao (2.144), o comportamento
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dessa solugao pode ser visto na figura 2.2. Para sabermos o comportamento da densidade
de energia da equagdao acima precisamos da funcao f(¢).

No estudo da estabilidade linear das solugoes, teremos a mesma equacao de estabili-
dade (2.137) com potencial de estabilidade (2.138). Porém, a hiberbolicidade aqui nao
sera mais constante como antes, pela equacao (2.158) temos que

2p—1
2 2= (2.161)

YT (o)

Tomando f(¢) =0 recuperamos a hiperbolicidade constante da equagao (2.139). Podemos
considerar a mudanga de varidveis (2.53) para obter uma equagao do tipo Schrodinger,
que estd relacionado a forma de A. A presenga da func¢ao f(¢) complica este processo, ja
que A deve ser utilizado numa integragao em algum momento. Portanto, a investigacao da
equagao de Sturm-Liouville (2.157) é muito importante neste caso. Em seguida, fatoramos
a equagao de estabilidade com os operadores supersimétricos (2.51). Se esses operadores
forem bem definidos, o modelo com a presenga do termo cuscuton em (2.159) é estavel
sob pequenas flutuagoes.

Consideraremos novamente o potencial (2.143) com solugao do tipo kink (2.144). Para
uma fungao

q
f(@)=a(1-¢)", (2.162)
a densidade de energia toma forma

p(x) = sech™ (z) + arsech®(@+V) (1), (2.163)

que pode ser integrado em todo o espaco para obtermos a energia E = 2%~1 B (2p,2p) +

22410 B(q+1,q+1). A funcio que controla a hiperbolicidade em (2.161) é escrita como
42 2p—1

1+ asech?@F1=2) ()

(2.164)

que nao € constante como antes, somente no caso em que a = 0. Como ja foi dito,
a equagao de estabilidade é dada pela equacao (2.137) com pontecial de estabilidade
(2.138) onde A é dado pela equagdo (2.161). Para nosso exemplo, em particular, U(z) é
descrito pela equagao (2.147), com a fungdo acima A nao constante. Esta equagao pode
ser fatorada com os operadores supersimétricos in Eq. (2.140). Apesar da hiperbolicidade
nao ser mais constante, os dois operadores serao regulares em todo o espago; isso garante
a estabilidade do nosso modelo.

Podemos ir além e investigar o comportamento assintotico geral das flutuacoes £(x).
Considerado M|y —1+00 = M4, Alz—too = At € K|z 400 = K+ na equagao da estabilidade
(2.137) com hiperbolicidade (2.161) para x — oo, torna-se

2
w
—f = K + (M2 + MeKy )y = 2 (2.165)
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Lembrando que K(z) = (ALx)"/(ALYx), definido abaixo da equagdo (2.42). A equagao
acima admite a seguinte solucao:

K
Nt = exp (—;Ex —i—ikx) : (2.166)

com k = \/wQ/A?t —(2M4 + K1)?/4. Como estamos considerando a solugao (2.144) e a
funcao f(¢) dado pela equacap (2.162) para ¢ > 2p— 1. Neste caso, temos que My = F2

e Ar — /2p—1, tal que

(2.167)

K(r) = —tanh(x) (4(]\7— 1)+ a(pt1-2N) ) ,

a + cosh2PH1=2N) ()

de uma maneira que tende para Ky — F4(IN — 1), assintoticamente. Temos também

que k = \/wQ/(QN— 1) —4N?2, fazendo com que os estados para w? > 4N%(2N — 1) ndo
possam ser normalizados.




CapriTULO 3

Formalismo para N Campos Escalares

Nesse capitulo faremos uma generalizacao do que foi estudado no anterior. Conside-
raremos agora mais de um campo escalar real e veremos que fica muito mais complicado,
ja que teremos que lidar com sistemas de equacgoes diferenciais acopladas. Nas referén-
cias [1, 78-81] podemos ver modelos com mais de um campo escalar, onde os autores
discutem as dificuldades de se obter as solucoes desses sistemas. Assim como no capi-
tulo anterior, desenvolveremos um formalismo de primeira ordem que é compativel com
as equagoes de movimento e em seguida faremos uma analise da estabilidade linear das
solugoes estaticas.

3.1 Generalidades

A densidade Lagrangiana dependera dos campos e de suas derivadas, como lidaremos
com mais de um campo, rotularemos os campos com um subindice ¢;, comt=1,2,..., N,
que depende da quantidade de campos a serem estudados. Definimos um invariante de
Lorentz dado por

1
Xij = 5%@'3“%7 (3.1)

que ¢ o termo em que envolve as derivadas dos campos e temos que X;; = X ;. Para dar-
mos continuidade ao nosso estudo de varios campos escalares reais vamos considerar uma
acao em dimensoes espaco-temporais no espago plano, com tensor métrico de Minkowski
N = diag(1,—1), dado por

S= / 23 L (5, X1). (3.2)

O estudo para N campos é bastante parecido com o de um campo, porém, aqui teremos
uma equagao de movimento para cada campo. Logo, temos que resolver um sistema de
N equagoes acopladas. Podemos escrever essas equagoes de movimento em componentes,
ou seja

GM(EXijaﬂgbj) =L, (3.3)

onde usaremos a notagao Lx,, = 0L J0X;j e Ly, = OL/0¢; para representar as derivadas
adequadas. Para cada subindice repetido existe uma soma, como na convencao de eins-
tein. Poderiamos imaginar as equagoes de movimento como uma matriz coluna 1 x N,

dado pelas componentes da equagao acima com 7 =1,2,...,N. O caso especial de N =1
foi estudado no capitulo anterior. Expandindo a equacao de movimento (3.3), temos
QXJkEXijQ% + ﬁXikala“gbkay(ﬁlaﬂaygbj + EXijD(bj = Eqbi- (3.4)

38



3.1 GENERALIDADES 39

Também podemos calcular o tensor energia-momento para o modelo (3.2), que nesse
caso terd a forma

T/ﬂ/ = £X1]8u¢laV¢] - 77,LLV£7 (35)

Note que apenas os indices gregos (u,v) sao livres, os indices latinos i e j estao sendo
somados. Lembrando que cada componente desse tensor representa uma quantidade
fisica. Temos que a componente T é a densidade de energia, dada por

Too = p=Lx,, 016 — L, (3.6)

a componente 710 é o fluxo de energia no espaco ¢ T é a densidade de momento de
igual valor

TOI = Tl() - £X7]¢Z¢;7 (37)
e por ultimo o estresse
Tn=1=Lx,¢¢;+L, (3.8)

onde os pontos representa derivada no tempo e as linhas no espago. Pela conservacao
do tensor energia-momento temos que o estresse deve ser constante em todo espago.
Como estamos trabalhando com modelos muito generalizado, faremos uso da condicao
de energia nula (NEC) como guia. Nessa condigao impoe-se que T, n*n” >0, onde n* é
um vetor nulo que satisfaz 7, n*n” = 0. Restringindo nosso modelo a obdecer

CXija/Lgb’ial/gbjnuny > Oa (39)

para os campos ¢;(z,t) que satisfagam as equagoes de movimento (3.3).
Para solugdes estéticas ¢; = ¢;(z), o termo da equacao (3.1) se reduz a X;; = —¢;¢’; /2.
A equagao de movimento de movimento (3.4) pode ser escrito como

(Lx;; +2X0Llx, x,;)0] = 2Xj1Lx; 6, — Loy (3.10)
as componentes nao nulas do tensor energia-momento (3.5) serao

p=—L, (3.11a)
7= Lx,;¢;0)+L, (3.11b)

que sao respectivamente a densidade de energia e o estresse. Para campos estaticos
¢; = ¢i(x) a condigdo de energia nula (3.9) se reduz a

essa equagao ¢ equivalente a escrever (p+7) > 0 usando as definigoes (3.11a) e (3.11b).
Seguiremos os passos do capitulo anterior e repetimos o argumento de Derrick para

N campos. Tomando a reescala © — y = Az nas solugdes, teremos ¢;(z) — ¢§)‘) =o¢(y) e

Xij — Xi(;‘) = )\2Xij (y), a energia reescalada passara a ser

+00 +00
EO —— [ ane (oM xP) =~ [ Tdpa L (o) X)), (313)
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com E=EW - Minimizamos com 8E()‘)/8)\’/\:1 =0, ou seja
+0o0
/ dy (L—2Lx, Xij) =0. (3.14)
—00

=T

Assim como no formalismo para um campo, temos que ter a condi¢cdo de estresse nulo
(1 =0). Além disso, temos 62E(>‘)/8)\2‘)\_1 > 0, que nos leva a condigio ¢;¢}(Lx,; +
2Xkl£Xikal) > 0. Considerando que as componentes de Lx,; >0, para que a NEC seja
valida, temos que todas as componentes de ¢;¢;~ >0, ver equacao (3.12). Levando essas
coisas em conta, a ultima condicao para que as solugoes sejam estaveis por contracoes e
dilatagdes serd Lx,; + 2Xkl‘CXikal > 0.

Pela condigao de estresse nulo, temos

E—QﬁxinZ‘j =0, (3.15)

que é uma equacao diferencial de primeira ordem nos campos ¢;(z). Derivando a equagao
acima obtemos

[(‘CXij + 2Xkl£X¢kaz)¢;'I - 2Xjk£Xij¢k +£¢z} ¢; =0 (3.16)

que é satisfeita para solugoes da equagao de movimento (3.10), ou seja, a equagao (3.15)
¢ compativel com as equacgoes de movimento. FEntretando, ela nao é suficiente para
resolvé-las, ja que se trata de apenas uma equagao, precisariamos de mais N — 1 equagoes
para resolver o problema completamente. Usando a condicao de estresse nulo podemos
reescrever a densidade de energia (3.11a) como

p=Lx,6;¢;. (3.17)

Pela NEC dada pela equacao (3.9), vemos que a densidade de energia deve ser nao
negativa.

A condicao de estresse nulo é importante para o desenvolvimento do formalismo de

primeira ordem para N campos. Pela forma da densidade de energia dada pela equacgao

acima, podemos introduzir uma fungdo W = W (¢;) que dependa apenas dos campos,
desde que

Wy, = £Lx,, ¢} (3.18)
Substituindo a expressao acima na da densidade de energia, a energia sera
E =AW, (3.19)

assim como no formalismo para um campo escalar(2.26). Porém, aqui devemos considerar
as condigoes de contorno de todos os N campos. Considerando que podemos calcular as
componentes L’;A, tal que L')_(}kﬁ Xy = dij, onde 0;; é o delta de Kronecker, é possivel
ij 7
escrever as equagoes diferenciais de primeira ordem como ¢} = j:E)_(i_quj. Derivando a
9
equacao (3.18) em relagdo a z, obtemos

(Lx;; +2Xulx,x,) ;.’ =2Lx,.0, Xk T Woo, qj;.. (3.20)

Comparando com a equagao de movimento (3.10) identificamos £Wy, 4 ¢ = —Ly,, ou

1 P57 7
seja, para que as equagoes diferenciais de primeira ordem resolva as equagoes de movi-
mento esses vinculos precisam ser satisfeitos.
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3.1.1 Estabilidade linear

Algumas andlises das solugoes estaticas da equagao (3.10) podem ser feitas, como por
exemplo, como essas solugoes se comportam sob pequenas pertubagoes. Uma maneira
que podemos fazer esse estudo é adicionarmos func¢oées dependentes do tempo e do espago
&i(z,t), em torno da solugao ¢;(x), ou seja, ¢;(x,t) = ¢;(x) +&;(x,t) e considerarmos ape-
nas contribuigoes lineares dessa funcao adicional. A adigdo dessa pertubacao modificara
alguns termos de interesse, como por exemplo

Xij — Xij+ Xij, (3.21a)
Lo, = Loy Loig,&+ Loux, X (3.21b)
Lxyy = Lx;+Lx50,60+ L x0 Xk, (3.21¢)
onde . X
Xij = 50u0:0"&; + 50u6i0"; (3.22)

usando isso na equagao de movimento (3.3) dependente do tempo e considerando solugoes
estéaticas que resolve a equagao (3.10), obtemos

. / /
(3.23)
Fazendo separacao de variaveis, assumimos que & (x,t) = &(x) cos(wt), logo

/ /

(3.24)
ou de forma compacta
_ ..//_b../_..._Q )
(%]fj) zggj Czy£] =w EXij€j7 (3'25)
onde
a'ij = ﬁXij + 2Xkl‘CXikala (326&)
bij = (Lxip; — LX5060) Phs (3.26b)
/
Cij = Lg;g; + ('CXiquj Qﬁ;) : (3.26¢)
O produto interno de dois estados de (3.25) ¢ definido pela integral
(n|€) :/niﬁxijé“j da, (3.27)

onde Ly, = EE(U ¢é equivalente a uma funcgao peso, onde a condi¢ao de ortonormalidade

dos estados é dada por (n|§) = d,¢. Na equagao (3.25) existe um estado com autovalor
nulo, ou seja w = 0. Esse estado é conhecido como modo zero, que surge da invariancia
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translacional das solugdes e nao tem custo energético [42,43]. Derivando a equacao de
movimento (3.10) com respeito a x obtemos

/
(aij¢;-/> = —bijdhd;" — cijd), (3.28)

podemos identificar o modo zero como fl-(O) x ¢f. Reescrevemos a equagao de estabilidade
(3.25) como L;;&; = w?&;, onde o operador L;; € definido por

_ d d d
Lij = _‘CX}k (dxakjdl’ + bkj% + ij> , (3.29)

Impondo que esse operador seja auto-adjunto, temos que calcular (n|L&) = (LTn|€) e fazer
LT =L, onde L é o operador acima na sua forma matricial. Para que isso seja verdade
as componentes (3.26) devem obedecer: ajj = ajj, bjj = —bj; e czj = Cjj — bgj; desde que a
seguinte condi¢ao de contorno

(0.9]

=0, (3.30)

{ngTaijfj —nlbij&j — niTaijS;]

—0o0

seja satisfeita. Podemos tentar fatorar o operador (3.29), de forma que seja possivel
escrever L;; = S;rkSkj. Para isso, introduzimos os operadores

d
Sij = Aik (‘d%‘ T Mkj) ) (3.31a)
x
_ d
com a condi¢ao de contorno
o
nlCox,; Ajeé] ~ =0. (3.32)

Nosso desafio serd determinar as componentes M;;. Fazendo SJkSkjfj = w2¢;, podemos
identificar as componentes (3.26) como

Qij = A}Lk;‘CXklAlﬁ (333&)
/
Cij = — (AIkEszAlmMmj) - MZ‘TkaklMlja (333C)

podemos ainda escrever as duas ultimas componentes de maneira compacta como

bij = Mz‘Tkakj — i Mi;, (3.34a)
/
Cij = — (aikMkj) - MTkakzsz, (3.34b)

7
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que satisfaz as exigéncias impostas acima da equagao (3.30). Nosso desafio é determinar
a forma de M;;, uma maneira de fazer isso é através da equagao do modo zero (3.28),
temos que

(aijqb;./)’ + (Mjkakj — a,-kMkj) ¢ — <(am Mkj)/ N MjkaklMU) ¢ =0, (3.35)

podemos escrever a equacao acima de forma compacta como Lijgb;» =0. Podemos obter a
solugdo para isso fazendo S;;¢} = 0, usando a definigao (3.31a) obtemos ¢ = M;;¢;, que
resolve a equacao acima. Obtemos agora uma relacao entre as derivadas das solugoes com
as componentes M;;. Usando a equacdo de movimento (3.10) com a definigao (3.26a),
obtemos

aij¢j = 2X;rLx, 0, — Lo, (3.36)
Uma maneira de calcular M;; é se for possivel escrever Ly, = Fi]«b;-, onde Fj; sao compo-
nentes genéricas que depende dos campos e de suas derivadas espaciais, pois poderiamos
escrever

aij¢; = — (ﬁxiqukcb;g + Fij) ¢ (3.37)
e identificarmos as componentes M;; como
Mij = —ag! (ﬁxquslﬁ% + ij) : (3.38)

Entretanto talvez nao seja possivel ou facil de escrever a derivada da densidade lagrangi-
ana com respeito aos campos como aquela relacao. Porém para o formalismo de primeira
ordem (3.18) ¢ necerrario escrever um vinculo Wy, gb; = —Ly,, onde omitir o outro si-
nal por questao de simplicidade. Para as solugoes das equagoes diferenciais de primeira
ordem ¢ possivel determinar as componentes M;; como

Mij = ag! (Wa,o, = Lx,00,91) (3.39)
e usando (3.26b), teremos
M = (W¢i¢k _yy Xkld,igb;) a,. (3.40)
Nesse caso, as nossas componentes Fj; definida acima da equacéo (3.37) dependera apenas
dos campos, onde Fj; = —Ws.4,- Derivando a relagao Ws.6; qb; = —Ly, com respeito z e
usando as equagoes acima, temos que
(W¢i¢j¢k¢;€ + ‘C¢i¢j + MszaklMlj) ¢3 =0, (3.41)

essa equagao juntamente com (3.39) e (3.40), podem ser usadas para escrever as relagoes
abaixo

@il Myj = Wo,6;, = LX 10,0k (3.42a)
Mbar; = We,o, = L0, (3.42b)
(aikMkj)/ = W,6,61 Pk — (ﬁxikqu cbﬁc)/, (3.42¢)
MMy = ~Wesi6,6,9% = Loso, (3.42d)
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que podem ser 1til para a resolucao dos problemas. Em particular, para relacionar as
componentes da(3.33) com (3.26b) e (3.26¢).

Um caso particulamente interessante ¢ quando b;; = 0, pois temos que MZTJ- =a;p. M, klal_jl.
Os operadores (3.31) tornam-se

d
Sij = Aik <—d5kj +Mkj> ; (3.43a)
x
Sh=rcy! L a My ) AT (3.43b)
com o operador da equagao (3.29) na forma
e Y M) + ag My M, 3.44
ij=Lx,, —%ak]‘%“‘(akl 1)+ ar Mg My | (3.44)

Para um tnico campo escalar real essa condi¢ao é valida sempre [45], como também para
modelos em que as derivadas cruzadas Ly, x;, = 0.

Voltando para o caso geral em que b;; # 0 e sem considerar a fatoracdo da equagao
da estabilidade, podemos fazer uma transformagao de variavel em (3.25) do tipo

dz
dr = 7 °© &i(x) = Qijuyj(2), (3.45)
onde R e Q;; sao quantidades a serem determinadas a partir das imposigoes
d Ra
2Raj; 22% + il ”)Q]Hbmcgjk = (3.46a)
i %k- EXlelm R%6;p,. (3.46b)

As condigoes acima precisam ser validas para que possamos escrever a equagao de esta-
bilidade (3.25) como uma equagao do tipo Schrodinger acoplada

d2
(<2 +Ute)) () =Pt (3.47)
onde
Uij(z) = 2 Qlkla,;ll <Rc;lz (Ralm di;m) + Ry, dg;nj +clQO]~> : (3.48)

Essa transformacao para N campos é muito mais complicado, pois além de precisar resol-
ver as equagoes de (3.46), ainda serd necessario resolver uma integragdo para determinar
z. Supondo que seja possivel fazer essa transformacao, podemos escrever os estados

i = Q' nj, (3.49)

onde o modo zero é dado por
—149;
Uodz

¥;°(z) = RQ (3.50)
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estado com autovalor w = 0 da equagao (3.47).

Como pode ser visto, o estudo da estabilidade linear das solu¢oes é muito mais com-
plexo quando envolve mais de um campo, a equacao (3.25) é em principio um sistema
de equagoes de autovalores acoplada. Mesmo na tentativa de fazer transformar numa
equagao mais conhecida (3.47) serd necessario resolver uns vinculos (3.46). Esse vinculo
é facilmente resolvido para apenas um campo escalar, teremos R = 1/A e uma unica

componente para );j, dada por Q =1/\/ALx.

3.2 Exemplo para Dois Campos

A generalizacao imediata é para dois campos, a lagrangiana canonica para modelos
de dois campos é escrito como

1 1
L= 3 PO P+ fwca“x —Vi(¢,x), (3.51)

onde V (¢, x) é o potencial e agora dependerd dos dois campos, além disso mostra como
serao os termos de interagao entre eles. Note que nesse caso N =2 ou seja ¢ = 1,2 e que
consideramos os campos ¢1 = ¢ e ¢ = x. Para o modelo acima teremos duas equacoes
de movimento, uma referente a cada campo, elas podem ser obtidas usando a equacgao
(3.3), ou seja

O¢ = —Vy, (3.52a)
Ox = V4. (3.52b)

O tensor energia-momento (3.5) para esse modelo sera

Ty = u¢au¢+ auXaVX - 77,u1/£7 (3.53)
em componentes, teremos
1. 1 1 1
Too = 50"+ 50" + 5+ X +V(6,%), (3.54a)
Tor =0 +xx, (3.54b)
1. 1 1 1
Tii= 50"+ 50" + 5+ ) = V(6,%). (3.54¢)

Lembrando que a componente Tpg = p é a densidade de energia. A condicao de energia
nula (3.12) é satisfeita.

Consideraremos agora solugoes estaticas ¢ = ¢(x) e x = x(z), as equagdes de movi-
mento (3.52) tornam-se

=V, (3.55a)
X' =V, (3.55b)
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Assim como no modelo candnico para um campo estudado segao 2.2, as solugoes estaticas
e uniformes serao minimos do potencial V' (¢, x). Note que agora os conjuntos de minimos
nao sera mais numa linha como no capitulo anterior, mas num plano ¢y. Apesar das
solugoes estaticas terem simplificado o problema, ainda assim é bastante complicado,
pois precisamos que resolver um sistema de equagoes diferenciais acopladas. Diante a
dificuldade de se resolver esses sistemas de equagoes, foram desenvolvidos alguns métodos
para tentar facilitar a obtencao de solugdes. Um desses métodos é chamado de método
das Orbitas tentativas [1,80,82,83], que busca 6rbitas no plano ¢x que conectam minimos
do potencial. O objetivo da busca por essas Orbitas é para desacoplar as equagoes de
movimento. A densidade de energia para as solugoes estaticas sera

1 2 1 ,
P:§¢/ +§X/ +V (6, %), (3.56)

com ela podemos calcular a energia do sistema fazendo uma integracao em todo o espago.
Pela condi¢ao de pressao nula (3.15) teremos uma equagao diferencial de primeira

ordem dada por
2

V(. x) = ;¢’2 + ;X/ :
Essa equacao vincula o potencial com a derivada primeira dos campos. Podemos fazer o
procedimento de Bogomol'nyi como no modelo canénico de um campo (2.66) e obter as
equagoes diferenciais de primeira ordem

(3.57)

¢ =+ Wy, (3.58)
X =£W,, (3.58b)

que satisfaz as equagoes de movimento (3.55), desde que o potencial seja escrito como
V() = W24 L2 (3.50)

Além de termos equagoes diferenciais de primeira ordem que satisfazem as equagoes
de movimento ainda podemos calcular a energia das solugdes conhecendo apenas suas
condigoes de contorno através da fungao W (¢, y) onde a energia é dada por

E = [W((o0),x(00)) =W (p(—00), x(—00))| = AW, (3.60)

conforme demonstrada na equagao (3.19). As condigoes de contorno para as solugdes
¢(x) e x(v) devem satisfazer: Wy =W, =0, para que a derivada das solucoes sejam igual
a zero nos extremos. Podemos definir esses pontos como v; = (¢4, ;) e eles serao minimos
do potencial (3.59). Também podemos usar o método das 6rbitas tentativas aqui, desde
que essas Orbitas obedecam as condigoes v; e que a energia F = AW seja finita nao nula.
Vale comentar que em geral o nimero de érbitas que satisfazem as equagoes diferenciais
de primeira ordem (3.58) é menor ou igual que o das equagdes de movimento (3.55), ou
seja, podem existir solugoes que resolvem as equagoes de movimento, mas nao satisfazem
as equagoes diferenciais de primeira ordem. Diferenciamos essas duas solugoes como:
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solucoes BPS (que satisfaz as equagoes diferenciais de primeira ordem) e solugoes nao-
BPS (que satisfaz apenas a equacdo de movimento). Existem casos em que todas as
solugdes do sistema sao resolvidas pelas equagoes diferenciais de primeira ordem [84,85].

Voltaremos nossa atencao novamente ao estudo das equacgoes diferenciais de primeira
ordem (3.58). Como foi dito hd pouco, podemos usar o método das orbitas tentativas
para facilitar na obtengdo das solugbes. Em particular na referéncia [83], os autores
sinterizam de forma bastante simples o método das 6rbitas tentativas usando o formalismo
de primeira ordem. Usando essas equagoes podemos eliminar a dependéncia em x e
escrever

Wyde — Wdy = 0. (3.61)

A solucao dessa equacao sera o conjunto de érbitas possiveis que sdo satisfeitas pelas
equagoes diferenciais de primeira ordem (3.58). Quando W (¢, x) é uma fun¢ao harménica
(Weg+ Wy =0), a equagao acima sera uma diferencial exata. Nesse caso, obter a solugao
é facil, serd uma orbita F'(¢,x) =0 no espago dos campos ¢ e y, tal que

OF oF

— =W, e — =-Wy. 3.62

a ¢ X aX ) ( )
Quando W é uma fungao harménica, todas as solugoes sao BPS, ver [84,85]. Entretanto,
nem sempre a fun¢ado W (¢, y) é harmonica, porém podemos multiplicar a equagao (3.61)
por um fator integrande I(¢,x), para que seja possivel obter a érbita G(¢,x) tal que

oG oG
55~ Ty e 55 = —1(0:)Ws. (3.63)

ox
Apesar do fator integrante resolver o problema da orbita, nem sempre é facil obter uma
funcao I(¢,x) que satisfaga as condigbes acima.
Para fazer o estudo da estabilidade linear aqui serd conveniente usar a representagao
matricial, utilizando as componentes da equagao (3.25), teremos

d2
Vi —% + Viy () ()
que é uma equacao do tipo Schrodinger acoplada. Para esse modelo nao é necessario fazer

a transformacao (3.45). Como sabemos, é possivel fatorar a equagao de estabilidade, mas
para isso usaremos o formalismo de primeira ordem (3.58) para escrever os operadores

d d
s=(TEWe W ) e sic(fie Ve ) e
Wyo —az T Wxx Wye 2 T Wi

A fatoragao da estabilidade linear (3.64), para o modelo canénico de dois campos foi
estudada em [86].

Antes de seguirmos o estudo de dois campos, iremos fazer um comentario breve sobre
simetrias que os campos podem ter. Para um campo escalar real, que foi estudado no
capitulo anterior s6 teremos como ter modelos simetria Zs, que é dada pela transformacao
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discreta ¢ — —¢. Para dois campos podemos ter outras simetrias, simetrias discretas Z,,
como também simetria continua SO(2). Consideraremos o modelo da lagrangiana (3.51),
onde o potencial dependera dos campos de forma que

V(e.x) =V (&2 +x2). (3.66)

Nesse caso, a lagrangiana sera invariante sob a transformacao dos campos

o . cgs(a) —sin(a)\ (¢ 7 (3.67)
X sin(a)  cos(a) ) \x
onde o ¢ um parametro do grupo e pode ser interpretado como um angulo que é res-
ponsével por fazer uma rota¢ao no espago dos campos (¢,x). Modelos com esse tipo de

simetria podem ser estudados através de campos complexos, definidos a partir de dois
campos escalares reais

@Z\}iwﬂ'x) e wz\%(aﬁ—ix), (3.68)

onde definimos z como o complexo conjugado de z. Reescrevesmos a lagrangiana (3.51)
como

L=0,90"0=V(|el), (3.69)

a transformacao para campos complexos que é equivalente a transformagao SO(2) para
campos reais é a transformacio ¢ — pe’®, dizemos entdo que o modelo tem simetria U(1)
global. Também existem modelos invariantes sob transformacoes locais, eles aparecem
quando acoplamos os campos complexos a campos de calibre A,, como faremos nos
préximos capitulos, que sera voltado ao estudo de vortices locais. Como o modelo (3.69)
¢é invariante sob transformagoes continuas, podemos definir uma corrente de Noether dada
por

oL oL
J,==——A —Ap 3.70
O T o
com 9, J* = 0. Para a transformagao U(1) global do tipo ¢ — @e'®, temos que Ay = ip
e Ap = —ip, reescrevemos a corrente conservada acima como
Jy=—i (@0 — 0. P). (3.71)

Modelos com campo camplexo podem ser estudados para descrever outros tipos de de-
feitos, como por exemplos q balls e vértices globais [87-91]. Campos complexos também
podem ser usados para estudar simetrias discretas, para isso consideraremos a lagrangi-
ana (3.51) onde o potencial assume uma forma mais geral dada por V(p,9), podemos ter
modelos com simetria Z,,, ver [81,84,85].

Vamos dar continuidade ao estudo de dois campos com simetria discreta. Conside-
raremos um modelo bastante rico, onde utilizaremos o método das érbitas para resolver
grande parte dos problemas e por fim discutiremos um pouco sobre a estabilidade linear
das solucoes e suas dificuldades.
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3.2.1 Modelo BNRT

Esse modelo foi introduzido em [82] e foi vastamente estudado [92-104]. Partiremos
da fungao W (¢, x) dado por

W(6.X) =6~ 30" —ron? (3.72)

o potencial (3.59) serd

V(o) =5 (162 —ry?) 4+ 5 (2rox)*. (373)

Os minimos do potencial dependera do sinal do pardmetro r, para r < 0 teremos apenas
dois minimos localizado em vy = (£1,0) no plano ¢x do espago dos campos. Para r =0
recuperamos o modelo de um campo escalar visto anteriormente na se¢ao 2.2.1 do capitulo
anterior. J& para r > 0 teremos quatro minimos

by = (£1,0) ¢ vy, = (o,i\/ﬂ), (3.74)

onde os subindices h e v representa respectivamente horizontal e vertical. Nesse caso o
potencial (3.73) terd simetria Z2 x Zs quando r # 1 e para r = 1 simetria Z4. Iremos
nos focar nos casos em que o parametro r seja positivo, para uma melhor visualizacao do
potencial mostraremos o grafico de —V (¢, x), como pode ser visto na figura 3.1. Podemos
calcular a energia entre os setores através da funcao (3.72). Primeiramente vamos calcular
a energia entre os setores horizontais vj,_ e vy, temos que £ = AW =4/3. Entre os
setores verticais v,_ e v,, teremos energia nula (AW =0), indicando que nao se trata de
um setor BPS. Para os setores entre v;,_ e v, , € entre v,, e vj, a energia serd £ =2/3.
As equagoes diferenciais de primeira ordem (3.58) sdo dadas por

¢ =Wy==+(1-¢"—r\), (3.75a)
X =Wy =F(2rox). (3.75b)

r+

O fator integrante desse modelo foi obtido em [101] e é dado por I(x) = x~ - , que resulta

na orbita )
X

1—2r
onde a constante ¢ surge da integracao envolvida na solu¢ao do problema. Essa nova
constante entrara como um parametro que determina a forma das érbitas que conectara
os minimos do potencial. Para ¢ — +00 teremos a orbita linha reta x =0, que conectara
os minimos horizontais vj,_ e vy, . As solugoes dessa orbita serao

o* + oyt —1=0 (3.76)

¢(r) =+ttanh(z) e x(z)=0, (3.77)
com densidade de energia (3.56) dada por

p(z) = sech?(z), (3.78)
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Figura 3.1 Grafico de —V (¢, x) para o potencial (3.73) com r =1/4.

e energia I/ =4/3. Aparentemente parece um problema de um campo, porém ainda existe
a dependéncia do parametro r, que nao aparece de maneira explicita na solugao acima.
Entretanto, no estudo da estabilidade linear das solugoes, além de haver pertubagdes na
solugao ¢(z), haverd também em y(z), que dependera de r. Na figura 3.2 temos a orbita
reta no plano dos campos (¢,x), como também as solucoes (3.77). Note que escolhemos
apenas um par de solugbes da equacao (3.77), que é o ¢(z) que tem um comportamento
do tipo kink. Nao mostraremos aqui o comportamente da densidade de energia (3.78),
ela pode ser visto na figura 2.2 do capitulo 2.

Uma 6rbita particulamente interessante é a elipse, que surge quando tomamos ¢ = 0.
A orbita eliptica conecta os minimos vj,_ e vp_, assim como a oOrbita reta. Nesse caso
também obtemos solugoes analiticas para as equagoes (3.75), na forma

1-—2r

¢(z) =+ttanh(2rz) e x(z)== .

sech(2rx), (3.79)

com 0 <r < 1/2. A forma da 6rbita juntamente com um par de solugoes possiveis podem
ser vista na figura 3.3, para caso particular em que r = 1/4. Na figura 3.3 do lado direito
temos na verdade duas 6rbitas, uma que vai de ¢ = —1 a ¢ =1 (6rbita acima do eixo
¢) e outra que vai de ¢ =1 a ¢ = +1 (abaixo do eixo ¢), os sinais de mais ou menos da
equacao acima indica quando é uma 6rbita ou outra. A solucao que escolhemos ilustrar
nessa figura é da orbita acima do eixo ¢, que tera uma solu¢ao do tipo kink para o ¢(z).
A densidade de energia (3.56) sera

p(x) =4r (1 —2r+(3r—1) sech2(2mc)) sech?(2rx), (3.80)
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Figura 3.2 A figura do lado esquerdo é a 6rbita reta no plano ¢x e suas solugdes (3.77) no
lado direito. A linha sélida é para a solucdo ¢(z) e a tracejada para x(x).

21 *
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Figura 3.3 Orbita eliptica & esquerdo e na direita a suas respectivas solugoes (3.79) para
r=1/4. A solugdo tipo kink, esbocada com linha sdlida, é referente ao campo ¢(z). Ja a
solugdo tracejada é para o campo x(z).

que terd energia £ = 4/3 indepedentemente do valor de r. A densidade de energia apre-
senta uma caracteristica interessante quando variamos o pardmetro r: para r > 1/4 a
densidade de energia apresentard um maximo em x = (), com comportamentos assinto-
ticos simétrico. Quando r = 1/4 surge um platdé no centro e para r < 1/4 se torna um
minimo local. Ilustramos essa caracteristica na figura 3.4 para alguns valores de 7.

Existem infinitas 6rbitas entre a reta e a elipse que conecta os minimos horizontais
vp_ e v, para c positivo (¢ = (0,00)). Também teremos orbitas para c negativo que
conectam os minimos horizontais, com ¢, < ¢ <0, onde

2 2T2+1
T T

= — . 3.81
cm 1—2r (3:81)

Vale ressaltar que a energia dessas solugoes serao sempre a mesma F = 4/3 independente
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Figura 3.4 Densidade de energia p(x) da 6rbita eliptica (3.80). A espessura das linhas aumenta
com 7, que tomamos como 7 = 0.15, 0.25 e 0.35. A linha tracejada é para r = 1/4.

do valores de r e c¢. Quando ¢ = ¢, as Orbitas conectara os minimos horizontais com os
verticais e passaremos a ter quatro 6rbitas, todas as solugoes terao energia £ =2/3. Nes-
ses casos, em cada quadrante do plano ¢y sdo érbitas separadas. Apesar dessa infinidade
de érbitas possiveis, nao teremos as solugoes analitica delas, exceto no caso especial em

que 7 =1/4. Nesse caso, para ¢, < c< 00, com ¢, = —1/16, as solugoes serdo dadas por
2z z
e“r —1 2y/2Pe2

¢(z) (z) = (3.82)

= e s
1+2Ber e © YT B 4 oo

onde 8 =1/y/16c+1. Essas solugoes foram estudadas em [96]. A densidade de energia
(3.56) toma forma

263:(5_{_4626:10+7562x+8€3x+7564x+45265x+566x)
p(x) = 51 : (3.83)
(142pe™ 4 e27)

Em particular quando ¢ = —1/16, temos uma nova 6rbita, a parabola, que conecta os
minimos v_ e vy, como também vy, e vy, . A Orbita parabdlica ¢ um caso especial de
quando r = 1/4. As solugbes serdo

o(z) = i; (1 + tanh (g)) e x(z)= i\/Q (1 + tanh (g)) (3.84)

com densidade de energia dada por

p(z) = 51; (1 + tanh (g) + ;sech2 (g)) sech? (g) : (3.85)

Na figura 3.5 fazemos as érbitas para r = 1/4 e diversos valores positivos de c¢. Quanto
maior o valor de ¢ mais préximo da linha reta as érbitas passam e quando ¢ — 0T, as
orbitas se aproximam da elipse. Ainda na figura 3.5 fazemos algumas 6rbitas para valores
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negativo de ¢, com —1/16 < ¢ < 0, no caso particular em que ¢ = —1/16 teremos quatro
érbitas, que nesse caso serao umas parabolas. O esbogo das solugoes para r =1/4 e alguns
valores de ¢ pode ser visto na figura 3.6. Para ¢ positivo as solugoes terao comportamentos
parecidos com as solugoes das drbitas elipticas (3.79), o campo ¢(z) serd um kink ou
um anti-kink e o campo x(x) serd um morro para cima ou para baixo. Porém, para c
negativo aparecerao comportamentos interessantes, para —3/64 < ¢ < 0 o comportamento
das solugoes serd parecido com o do caso positivo, ja para —1/16 < ¢ < —3/64 as solugoes
comegam a sentir os minimos v, = (0,£2). Nesse intervalo a solucao ¢(z) passa a
ter mais de um ponto de inflexdo, que se torna mais evidente quando se aproxima de
c=—1/16. Na figura 3.7 fizemos os gréficos da densidade de energia (3.83) para os
mesmos valores da figura anterior, para os valores positivos de ¢ a densidade de energia
¢ um maximo na origem, ja para valores negativo torna-se um minimo, dividindo a
densidade de energia em duas porgoes, quanto mais préximo de ¢ = —1/16 mais separado
essas duas porgoes de ficam. As solugoes para ¢ = —1/16 serdao kinks e/ou anti-kinks, ver
equacgao (3.84), dependendo das condigoes de contorno. Um par de solugoes da drbita
parabdlica do segundo quadrante do plano ¢x pode ser visto na figura 3.8, serao solugoes
do tipo kink, ainda na figura 3.8 temos sua respectiva densidade de energia.

24 . 24

Figura 3.5 Grafico de diversas érbitas para r =1/4 e variando o pardmetro c. Do lado esquerdo
temos a érbita reta de vermelho, algumas érbitas para e ¢ =0.1 ,1, 10 e 1000, por fim a 6rbita
elipitica com linha tracejada, quando ¢ = 0. Do lado direito temos a elipse de linha tracejada,
as Orbitas para ¢ =—1/16.1, —1/17, —3/64 e —1/40, e quando ¢ = —1/16 obtemos as pardbolas
de vermelho.

Existe ainda uma solucao conhecida, porém nao pertece a classe de solu¢oes BPS, para
isso precisamos resolver as equagoes de segunda ordem (3.55) para o potencial (3.73),
teremos

"n_ — 24 (1—¢2—T(1+2T)X2) 7 (3.86&)
V' = —2ry (1 —r2— (1+ 271)¢2) ) (3.86b)

Considerando a orbita reta ¢ = 0, resolvemos a equacao de movimendo de segunda ordem
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-10 0 0 -10 0 '

Figura 3.6 Solugoes ¢(x) e x(z) dadas pela equacdo (3.82) para r =1/4 e ¢ = —1/16.001,

c=-1/16.1, —3/64, 0.1 e 10. No lado direito temos ¢(x) e no lado esquerdo x(x), a espessura
das linhas aumenta com c.
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Figura 3.8 Solugoes do tipo kink dada pela equagao (3.84) e sua densidade de energia (3.85)
para a parabola. A linha s6lida na figura da direta representa a solucao ¢(x) e a tracejada x(x).
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com

1
d(x)=0 e x(z)= j:W tanh (\/?x) : (3.87)

A densidade de energia (3.56) para a solugdo acima serd

p(z) = sech? (\/_m) (3.88)

com energia E =4/(3/r). A solucdo (3.87) ndo satisfaz as equagdes diferenciais de
primeira ordem (3.75), por essa razao dizemos que sao solugoes nao-BPS. Nao colocamos
os graficos dessas solugoes nem de sua densidade de energia por nao apresentar nenhuma
caracteristica nova, o comportamento delas serdao bastante parecidos com os das equacoes
(3.77) e (3.78).

Faremos agora um breve estudo sobre a estabilidade linear das solu¢oes. Como agora
estamos trabalhando com dois campos, analisar a estabilidade linear das solugoes passa
a ser uma tarefa muito mais dificil. Nos limitaremos a estudar apenas a estabilidade das
érbitas retas, tanto para o caso BPS (x =0) como para o nao-BPS (¢ =0). Inicialmente
comegaremos com a estabilidade linear das solugbes (3.77), que sao solugoes BPS. Pela
equacgao da estabilidade (3.64) teremos duas equagoes desacopladas

-+ (4 — GSech2(m)) €n = witn, (3.89)
e
—nl+ (4r2 —2r(1+2r) sech2(x)) N = @21 (3.90)

Ambas equacoes correspodem ao potencial Posch-Teller modificado, é um caso particular
do problema geral dado pelo apéndice A. Comparando com os resultados obtidos no
apéndice citado temos que A=1,a=2,b=0e A=1 para (3.89), com isso temos que
os auvalores serao w = 4n —n?, os mesmo auvalores do potencial ¢* para modelo de
um campo. J& para a equagao (3.90) teremos A=1,a=2r, b=0e A =1, com isso os
autovalores serdo @2 = 4rn —n?, o niimero de estados ligados dependers de r e podem
ser obtidos usando a equagao (A.13). Note que nao teremos autovalores negativo, logo
essas solugoes sao estaveis sob pequenas pertubacoes.

Vamos agora fazer uma analise da estabilidade linear para as solu¢des nao-BPS dado
pela equacao (3.87). Novamente teremos equagoes desacopladas para a equagao (3.64),
dadas por

— &+ (4T—2(1+2T)sech2(\/7_“x)) En = w2En, (3.91)

—n+ (47‘ —6r sechz(\/Fx)) N = G20 (3.92)

O potencial de estabilidade da equagao (3.91) também pode ser escrito em termos dos pa-
rametros usado no apéndice A, entretanto havera uma diferenca em sua altura, mudando
os autovalores posswels temos que: A=1, a= (1/2)(\/177’—1— —r),b=0e A=/r
com deslocamento d = a? — 47, os autovalores serdo w2 = \/rn(2a —/rn) —d. O sinal de
d depende de r, para o intervalo r = (0,1) o deslocamento é positivo, fazendo com que
tenhamos autovalores negativo, logo, a solugao serd instével. A segunda equagao (3.92) é
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obtida para A =1, a=2/r, b=0e A = /7, com isso os autovalores serdo &2 = rn(4 —n),
nesse caso os autovalores sao nao negativos. Como vemos, a solucao x(x) é estavel sob
pequenas pertubagoes. Quanto a solucao ¢ = 0, dependera do valor de r, vale comentar
também que, essa solugao nao possui o modo zero.

E possivel fatorar essas equacoes da estabilidade via operadores supersimétricos (3.65),
nao somente para as oOrbitas retas, mas para todas as outras. Entretanto ainda sera
bastante complicado o estudo da estabilidade linear para as outras orbitas mostradas
aqui, pois serao sistemas de equacoes bastante complicadas. Estudos assintoticos para
algumas dessas solugoes foram estudados em [103,104]. Existem diversos outros modelos
para dois campos [66, 105-107], na referéncia [66], por exemplo, estuda-se modelos tipo
sine-Gordon. Também podem ser estudados em modelos com dindmica generalizada,
em [108] exploram modelos de dois campos para gerar estruturas interna na densidade
de energia. O estudo para trés campos serd ainda mais complexo, mas ainda pode ser
desenvolvido [109-112].



CapriTULO 4

Voértices de Maxwell-Higgs

Vértices sao defeitos topoldgicos em duas dimensoes espaciais. Estas solugoes surgem
em teoria de campos quando consideramos campos complexos acoplados a campos de
calibre sob uma simetria local U(1). Uma maneira de acoplar estes campos é através
do acoplamento minimo, que serd como estudaremos nesse capitulo. O primeiro modelo
relativistico que suporta solugoes do tipo voértice foi estudado em 1973 por Nielsen e
Olesen [27], onde a dindmica do campo de calibre é controlado por um termo de Maxwell.
Uma caracteristica interessante desse modelo é que estes voértices serao eletricamente
neutros e seu fluxo magnético é quantizado. As equacoes que descrevem as configuragoes
de vértices no modelo estudado por Nielsen e Olesen sao de segunda ordem. Alguns anos
depois, Bogomol'nyi obteve um conjunto de equacgoes diferenciais de primeira ordem, que
além de simplificar o problema, ainda minimiza a energia do sistema [34]. Nesse capitulo
estudaremos uma generalizacao deste modelo.

4.1 Generalidades

Para acoplar campos complexos a campos de calibre podemos usar o acoplamento
minimo, que é dado pela troca do termo 9,y por D,p, onde D, é também chamada
de derivada covariante e é dada por D, = 0, +ieA,. A constante e ¢ definida como a
carga elementar, ela serve como um parametro de acoplamentro entre os campos. Para
a transformacao de calibre A, — A, + d,a(x), o produto D, @Dy serd invariante se o
campo complexo se transformar como ¢ — gpe‘iea(w). Para modelos que sejam invariantes
sob essas transformagoes dizemos que tem simetria U(1) local. Para estudar vértices
consideraremos campos de gauge acoplados a um campo escalar complexo em (2+1)
dimensoes espaco-temporal, no espaco plano de assinatura 7,3 = diag(+,—,—). A acao
é a integral

S= /d3x£, (4.1)

onde a densidade lagrangiana dependera dos campos de calibre e dos campos complexos.
Consideraremos um modelo estudado em [113], onde a dindmica do campo de calibre serd
guiada por um termo de Maxwell, dado por

1 .
= FogF? + M(l¢|)DapD — V(|¢]), (4.2)
()7

onde F,3 = 0, Ag — 03 A4 € 0 tensor eletromagnético, que ¢ invariante sob transformacoes
de calibre. Em duas dimensoes espaciais o campo elétrico tem duas componentes FE =

o7



4.1 GENERALIDADES o8

(EY, E?) = (Ey, Ey), que podem ser obtidas a partir de E* = F0 = 9?4 — 9 A? e o campo
magnético serd um escalar, dado por B = —F2 = —¢¥ 0;A;. A derivada covariante ¢ dada
por Dy = 0, +ieA,. Em unidades naturais, as dimensoes das quantidades envolvidas
530 [1o] = €71, [¢] = [Ad] = [e] = €2, [V(lo|)] = €3, onde € é dimensdo de energia. As
fungoes u(|p]) e M(|¢|) sdo adimensionais. A fungao pu(|p|) é chamada de permeabilidade
magnética ou de funcao dielétrica e foi inicialmente considerada em [114] para produzir
solucoes do tipo vortices com novas caracteristicas. A fungao M (|p|) é uma funcao que
controla o termo dindmico do campo escalar e foi estudada em [115,116]. O dltimo termo
V(|e|) é o potencial, em geral apresenta um minimo em |p| # 0, que leva a uma quebra
de simetria. Exigimos que essas fungoes sejam nao-negativas para que tenhamos solugoes
com energia positiva. Outras generaliza¢oes possiveis podem ser feitas para o modelo
estudado por Nielsen e Olesen [27], veja, por exemplo, as referéncias [76, 117-120)].

Fazendo variagoes nos campos ¢ e A,, obtemos respectivamente suas equagoes de
movimento. Para o campo escalar ¢ teremos

o [ n _—
Dy (M(l(p‘)Dago) = 2|§0| <4u2|<TS|0|)FaﬁFa/B+M<p|Da90DaSO_V|<p) ) (43)

onde os subindices com || representa derivada em relagdo ao médulo do campo escalar,
ou seja, fijp| = Ou/0|p|. A equagdo de movimento para ¢ consiste em tomar o conjugado
da equagao acima. Para o campo de calibre teremos um conjunto de trés equacoes que

podem ser escritas como

FoB

D () = Jb, (4.4)
1(lel)

onde a componente temporal (5 =0) pode ser entendida como a lei de Gauss modificada
e as componentes espaciais (§ =) como a lei de Ampere modificada. O termo do lado
direito da equacgao acima é dada por

Jo = ieM(|¢])(@Dap — 9 Dayp), (4.5)

que é a 3-corrente, com J* = (Jo,j ), onde Jy é a densidade de carga e J a densidade
de corrente. A 3-corrente é uma quantidade conservada e pode ser obtida pelo teorema
de Noether. Podemos calcular a carga fazendo uma integracao em todo o espago da
componente temporal dessa corrente, cuja forma é

Q= /d% Jo. (4.6)

O fluxo magnético pode ser calculado fazendo uma integragao em todo espago do campo
magnético

o= /d%B - —/d%gijaiAj - —7{ dr' A, (4.7)
r—00

onde na ultima passagem usamos o teorema de Stokes para um circulo fechado com
r — 00. Para calcular o fluxo é necessario saber o comportamento de A; nos extremos.
O tensor energia-momento da densidade lagrangiana (4.2), pode ser calculado usando o
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teorema de Noether, entretanto nao iremos obter um tensor simétrico. Para simetrizar
o tensor energia-momento é necessario fazer uso do tensor de Belinfante-Rosenfeld ou
entdo, calcular fazendo uma variacao na métrica [121]. O tensor energia-momento é dado

por
1 1
T, :<F Fls+-n FUF7G>+77 V(le
af (o)) ays g Ty ety sV ([])

+M(|¢]) (DaDpp+ Do Dpp —1lap Dyp D7) ,

que também é uma quantidade conservada, ou seja, 9,7 = 0. Podemos escrever tam-
bém suas componentes termo a termo:

(4.8)

1 -
Ton = o (B2 4+ B) M (1o (Do f+ i+ Dus?) + V). (490
1 . S .
Toi = —méijE]B—l-M(‘goD (DogODl'(p—l—DogoDi(p) , (49b)
jbzﬂmm<fﬁ@9+B)—&EO+AMﬂXDWDw+DmDW (4.9¢)

+38ij (IDogl* = |D1o* = | Dagl”) ) = 6,V (I¢o]).

A componente T ¢ a densidade de energia, 7% ¢é o fluxo de energia na direcdo 4, com
valor igual a componente T%, que representa a densidade de momento da componente i.
Por fim T%, é o fluxo da componente j do momento na direcdo i, para i = j é também
chamada de tensao normal ou pressao, ja para i # j teremos a tensao de cisalhamento.
Com isso, pode-se calcular trés grandezas fisicas, a energia

E— /d%TOO, (4.10)
a componente ¢ do momento
pi— /d%TOZ‘, (4.11)
e o momento angular
L= /dzxeijxiTOj. (4.12)

Sem perda de generalidade podemos reescrever os campos convenientemente como
iA 7 1
©=|ple e Ao =Ay— -0\, (4.13)
e

onde A é uma fase no espaco dos campos escalares e A, aparece da redefinicao do campo
de calibre para que possamos escrever a corrente (4.5) de forma compacta como

Jo=—2¢%|p[?M(|]) Aa. (4.14)

A tnica restricao da fase é por causa do campo ¢ ser uma fungdo univoca, ou seja,
a fase deve variar apenas em multiplos inteiros de 27 em ciclos fechados. Em coorde-
nadas polares (r,6), podemos escrever essa condi¢do como: eAO+2m) — e“\(a), que nos
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leva a A(0+271) = A(f) 4+ 27n, com n inteiro. Usando a redefinigdo de campos (4.13),
reescrevemos o fluxo (4.7) como

1 ‘ 9
- — ]( dai A, + = Az O\ = — f dat A, + 2
r—00

€ Jr—oo 7—00 e

(4.15)

O primeiro termo vai depender do comportamento de Ajeo segundo pdde ser calculado
devido as condi¢oes comentadas acima.
Podemos definir uma corrente topologica dada por

i1 =1 (950)(079), (4.16)

onde €97 ¢ o simbolo de Levi-Civita. Podemos ver que essa quantidade é conservada,
O 4% = 0. Como nosso foco é estudar defeitos, teremos solugdes estaticas, as componentes
espacias dessa corrente topoldgica serao nulas, ou seja, j%f =0. Logo, s6 teremos a compo-
nente temporal, dada por j9 = ic¥/ (0;p)(0;p). Usando (4.13) na componentes temporal
da corrente topoldgica, teremos

ir =" (0ilel?) (938) — i (Dile)@lel) + [0 P(@i)(98)) . (417)

a parte imaginaria sera nula, restando apenas o primeiro tempo. Podemos definir uma
carga topologica, fazendo a integracao em todo espago, resultando em

Qr= [ dajf = [ o< (o) (9;0)

y y (4.18)

— / @z (90, (|p|0;A) — o< 0,0;1)
Temos que € 9;0;A =21y, 62(F—7%), onde 7= (x,y) e 7 denota os zeros de ¢ dentro
do contorno de r — oco. Logo, o ultimo termo dessa integral seré zero, sobrando

Qr = /degijai (|g0|28jA) = |g0|2‘oo]{ dz' O;\ = 27m|g0]2’ . (4.19)
r—+00 o0
Para solucdes topolégicas a carga topoldgica é nio nula, com Qp = 2mnv?, desde que
|| = v # 0 assintoticamente (com quebra de simetria), dizemos que n é um invariante
topologico. Quando n =0 e/ou || =0 para r — oo (sem quebra de simetria), teremos
Q1 =0, ou seja, solugdes nao topoldgicas.

Faremos agora um estudo das equagoes de movimento (4.3) e (4.4). Inicialmente
comegaremos pela equagao do campo de calibre (4.4). Resolvemos a lei de Gauss (8 =0),
considerando solugoes estaticas com a escolha de calibre Ag = 0. Essas solugoes serao
eletricamente neutras, além disso, temos que as componentes Tp;, dada pela equacgao
(4.9b), serado nulas. Teremos que resolver a lei de Ampere, componente 3 = i, escrita
como

iin (B \_ i
(i) =" 4:20)
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Nesse caso, nao existird momento (4.11) e nem momento angular (4.12). Porém, ainda
poderemos calcular a energia dessas solugoes pela equagao (4.10), a partir da densidade
de energia (4.9a), dada por

B 1
"= 2u(le))

B*+ M(|¢|) (ID1¢|* + [ Dagl?) + V(|o])- (4.21)

Para que tenhamos energia finita temos que p(r — oo) = 0. Diante disso, faremos algumas
consideracoes acerca dos termos da densidade de energia acima. Primeiramente vamos
analisar o termo potencial, V(|¢o(r — 00)|) = 0, ou seja, |¢| deve ir para um minimo
global do potencial. Faremos uma anélise agora para o termo B?/(2u(|¢]))|r—00 = 0,
para isso temos que €79;A;|,—00 = 0 e pu(|p(r — 00)|) = poo, onde fioe é um valor nio
negativo, ou seja, (i > 0. Note que po pode ser zero ou infinito desde que o limite
B2/2u(|¢])|r—00 = 0 seja satisfeito. Por fim, os termos M (|¢|)|D;i¢|?|r—00 = 0, com
i=1,2, dependerao da forma de M(|pl|), porém, assim como o primeiro termo, podemos
fazer uma anélise por |D;p|? desde que M (|¢|) ndo tenha uma divergéncia nos extremos
que impega o termo de ir a zero. Fazendo o limite D;p|,— o0 = 0, podemos dizer que

OiIn(p) = —ieA; nos extremos, integrando em torno de um circulo no infinito espacial
temos
1 i e . e e .~
—d diomp)=——¢ diiA=—d= —774 da' A;. 4.22
21 j{"—ﬂ)o v n((p) T Jr—oo v 2 " 27 Jr—oo v ( )

Por outro lado D;p = (8;]| +ie|@| A;)e™, como e #£ 0, os termos dentro dos parénteses
devem ser nulos quando r — co. Para o caso de quebra de simetria, |p| = v, temos
que Ai=0 para que seja um estado de vacuo. O fluxo (4.7) serd quantizado, dado por
® =27n/e, com n inteiro, e a equagdo acima serd o numero de zeros de p, que resulta em
n. Quando nao ha quebra de simetria, || = 0, teremos um estado de vacuo desde que
|| A; seja zero. Nesse caso o fluxo (4.7) ndo é obrigatoriamente quantizado, dependendo
do valor da tltima integral, e a equagao (4.22) nao representard o ntimero de zeros de .

Vamos agora fazer o procedimento de Bogomol'nyi [34], para isso reescrevemos a
densidade de energia (4.21) como

1 > [ov(lel) iin .
P= 3lon <B¢\/2M(|90|)V(|90|)) F\ il =0 o)

+ M| |(D1 £iDs) ol £ 2e|i0| M ([ip])=" 430, i0] £ MY (910) (0;2)-

Considerando o vinculo

d 2V (le])
d|¢| u([el)

) — —2clp| M(ji]), (4:24)
que ¢ satisfeito para o potencial na seguinte forma

2
V(Iel) =2¢utleh ([ digl el (ieh) (125
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Levando o em conta vinculo (4.24) na densidade de energia (4.23) podemos colocar o
segundo e o penultimo termo em uma derivada total, o ultimo termo podemos abrir
usando (4.13) e fazendo uma integracao em todo o espaco a energia serd escrita como

£ [ (MU 121D o + s (55 2ullAV D)

o (Aj 23(\%» + 21l M (e (ilel) (958) F ile2M (I))= (9,A) (9;A)

(4.26)

onde o tltimo termo serd nulo desde que |¢|?M (|p|) = 0 nos zeros de . Fazendo uso
novamente de vinculo (4.24), temos que

2
E— /dx( N Dliz‘Dz)sol2+2u<1|¢|) (Bqt 2u(\w!)V(!w!))

iia [ 4. |2V0eD\ L ia [ |2V(eD) 4.
O (AJ u(|¢|))$e‘€]az< u(|w|)>(ajA)>

= [da?® | M Dy +iD L BF./2 1% i
= Jas® (MDD D) o+ 5 s (B 2V (1))

2V (Jeol) iq L 2 ciig (o 2V(»eD | 12Vdel) ija o
gl | o AT [ {0 (@AJ u(lsol)) $ (el “‘9“9”\)
B

. 1 ’
= [ (MU (D kiD2ol 4 s (55 Va9 )
|

2V(el)| 2 ( [2v(eD| _ [2v(0)
=0 i (J ulle) L Jum)’

ullel) |
(4.27)
com menor energia dada por
g | 2VAeD| | o | |2V0eD] _ 2V(0)
B2 8= 1%\l Oo| e u iE) L J u(0)> B

também chamada de energia de BPS. Podemos reescrever essa energia de maneira com-
pacta lembrando que quando hd quebra de simetria, o fluxo serd ® = 27n/e, fazendo
com que os dois primeiros termos se cancelem. Quando nao ha quebra de simetria
(lp(r = o0)| = 0), o segundo e o ultimo termo que se cancelam. Logo, a energia das
solugoes topologicas e nao topoldgicas podem ser escritas em termo do fluxo como

2V(0)

® 1£(0)

Ep= (4.29)
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A energia serd minima (E = Ep) se as equagoes abaixo forem satisfeitas

(Dl :EiDQ) Y = 0, (430&)

Bx/2u(lp)V(l¢]) = 0. (4.30b)

Pelo vinculo (4.24) podemos reescrever o campo magnético da equagdo acima como

Bi?eu(l@l)/dlwllsO!M(lwl)=0- (4.31)

Essas equacgoOes diferenciais de primeira ordem resolvem as equagdes de segunda ordem
(4.3) e (4.4), além disso, as componentes (4.9¢) do tensor energia-momento serdo nulas,
ou seja, 1j; = 0.

Tomaremos o ansatz usual para vértices, escrevemos os campos na base polar (r,0)
como

A

e=g(r)em o A= i (n—a(r)), (4.32)

onde n==+1,+2,43... é a vorticidade, podendo ser positiva ou negativa. Para essa escolha
os campos terdo simetria circular e serdao descritos por g(r) e a(r), que em unidades

naturais [g(r)] = €? e a(r) serd adimensional. As condigoes de contorno dessas fungoes
serao
9(0) =0, a(0)=mn, g(c00) = goo, a(00) = aco, (4.33)

onde o valor de g, determinard o tipo de solucao: para solucgoes topoldgicas goo = v €
para nao topoldgicas goo = 0. A constante an, assume em principio qualquer valor real
e pode ser determinada a partir da densidade de energia que mostraremos em breve.
Solugdes nao-topoldgicas para vortices de Maxwell-Higgs foram estudadas em [122]. Nao
teremos campo elétrico, porém teremos campo magnético, que para o ansatz (4.32) serd

a/

B=—— 4.34
er ( )
onde a linha denota derivada em relacdo a coordenada espacial r, com fluxo magnético

(4.7) dado por

o= 267T(n—aoo). (4.35)

Pela definigdo (4.5) a densidade de carga serd nula Jy =0, com densidade de corrente

=97, (4.36)

Para o ansatz a equagdo do campo escalar (4.3) torna-se

1 N algM 1 2 a’g? ,uga’z 1
S(rMy) — =5 = M, (g o2 ) iz V=0 (4.37)
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Pela equagao (4.4), teremos apenas a lei de Ampere

1N\ 2
2eag? M
(“ ) _ I . (4.38)

erp r

Essas duas tultimas equagoes serao as equagoes que precisamos resolver para obter solucoes
do tipo vortices. Como pode ser visto, ¢ um sistema de equagoes diferencias acopladas.
Apesar da escolha feita pelo ansatz (4.32) ter diminuido o ntimero de equagdes para
resolvermos, ainda assim teremos um problema bastante complicado. A densidade de
energia (4.21) serd dada por

1 CL/2 /2 (1292
pzﬂw—i—M q +TT +V. (439)
As outras componentes do tensor energia-momento nao nulo (4.9¢), serdo
2,2
Tio=M (g’2 - ag) sin(20), (4.40a)
r
1 CL/2 CL2 2
T11 = ZW + M (g/? — 7‘2 > COS<20> — ‘/, (440b)
1 o a’g?
Tho = 52 +M (73 — g/2 cos(20) -V, (4.40c)
na base polar, essas componentes tornam-se
1 a/2 2 a2g2
1 a/2 a292 9
Tog=——55+M|——3¢" |-V, 4.41b
00 201 0272 + ( 72 g ) ( )

com T,9 =Ty, = 0. Observe que essas componentes sao independentes do angulo. A lei
de conservacao 0;7% =0 em coordenadas polares seréd

(rTy) = Ty (4.42)

Podemos usar o argumento de Derrick para estudar o comportamento das solucoes
por contracoes e dilatagoes, semelhante ao que foi estudado nos capitulos anteriores. Esse
estudo foi feito para vértices generalizados em [120]. Fazendo uma reescala r — Ar nas
solucoes g(r) e a(r), temos que g(r) — g™ = g(A\r) e a(r) = a® = a(\r), com a energia
reescalada

2

M 2 M\Z 2,02
E()‘):27T/rd7‘ (26212M <&5T> +M<<a“gr ) +2 Tg )+V)

A2 da\> dg 2 a’q? _9

(4.43)
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onde z = Ar. Minimizamos a equac¢ao anterior em relacao a A para obtermos

1 a?
:4ﬂ/mh speza V] =0 (4.44)

A equacgao acima é a condicao necessaria para que as solugoes sejam estaveis por reescala,
a integral deve ser nula. Para analisarmos melhor essa condi¢do, podemos as componentes
T;; do tensor energia-momento (4.40) sejam axialmente simétrico, que nao dependam do
angulo, para isso tomamos

OEW
O\

A=1

=2 (4.45)

Essa nova restricao faz com que T2 =0 e que 111 = Tae =T}, = Tpy = 0, onde chamamos
o de pressao e sera dada por

2

1 d

by

(4.46)

Pela conservacao do tensor energia-momento 9;7% = 0, temos que ter o igual a uma
constante. Pela condigdo dada integral (4.44), essa constante deve ser nula (¢ =0). Logo
para solucoes que obedece a restricao (4.45) sejam estéveis por contragoes e dilatagoes,
devemos ter pressao nula, ou seja )

a/

2,2 2uV. (4.47)
Podemos verificar se essas solucdes com pressao nula é fato ¢ um minimo, para isso
fazemos o teste da derivada segunda,

/2

1 1
:47r/zdz (%;2/2—1—3\/@)) = 87T/Zdz <#BQ> — 167r/zsz(g) >0,
(4.48)

levando em conta que as parcelas das energias do campo magnético ou potencial sejam
positivas, temos que sera minimo. Usando o teorema de Derrick conseguimos obter o
sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem

ag
7"’ b
/
a
_ S 4 ouv. 4.49h
o 0 ( )

Para que elas satisfacam as equagoes de movimento (4.37) e (4.38), o vinculo (4.24)
deve ser levado em conta. Os sinais de mais ou menos dessas equagoes representam,
respectivamente, configuragoes com vorticidade positiva ou negativa. Elas podem ser
relacionadas pela troca a(r) — —a(r), enquanto g(r) permanece inalterado. Na referéncia
[123], os autores obtém as equagoes diferenciais de primeira ordem para o modelo de
Nielsen e Olesen [27], considerando as solugoes simétricas com T;; = 0.

Vale ressaltar que pelo procedimento de Bogomol'nyi realizado antes da escolha do
ansatz resultara nessas mesmas equacoes diferenciais de primeira ordem ao substituir

92EM
N2

A=1

g ==+ (4.49a)
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(4.32) em (4.30). Poderiamos também fazer esse procedimento apés a escolha do ansatz,
reescrevendo a densidade de energia (4.39) como

ag\2 1 [d 2 1 [2v

onde os dois ultimos termos podem ser escritos como uma derivada total ao considerarmos
o vinculo (4.24). Reescrevemos a densidade de energia acima como

2 1 (d 21
p:M(g':Fag> +<a:|: zuv> oW, (4.51)
r 2u \er r

2V
W(a,g):—:wu:%/dgg]\/[, (4.52)

é denominado de funcional de energia. A energia serd minima se as equagoes diferenciais
de primeira ordem (4.49) forem satisfeitas e serd dada como

E =2m|[W(a(00),g(c0)) =W (a(0),9(0))], (4.53)

onde

que dependera das condi¢oes de contorno das fungoes ¢g e a no funcional de energia. Para
as solugoes de primeira ordem (4.49) podemos escrever a densidade de energia (4.39)
dependendo apenas dos campos g € a como

2 2

p= 27y M 92 M +2V. (4.54)

r
Essa forma é importante para obter as condi¢oes de contorno para os campos g € a nos
extremos, ja que no limite »r — oo o produto rp deve ir a zero para que tenhamos energia
finita. Como podemos ver, tanto pelo argumento de Derrick, quanto pelo procedimento
BPS, conseguimos reduzir as equacoes de movimento de segunda ordem (4.37) para equa-
¢oes diferenciais de primeira ordem (4.49) desde que as fung¢oes do modelo envolvido sa-
tisfagam o vinculo (4.24). Além disso, ainda obtemos solugdes que terdo energia minima
do sistema. Apesar de termos equacoes diferenciais de primeira ordem ainda assim serao
bastante complicadas de resolver, pois serao equacoes acopladas. Entretanto, podemos
estimar o comportamento a solu¢ao g(r) proximo a origem. Conforme as condigoes de
contorno (4.33), podemos fazer a aproximagao

gr=0)=go(r) e a(r=0)~=n—ay(r), (4.55)
na equagao (4.49a) e considerando apenas as contribuigoes lineares de go(r) e ag(r),
obtemos que g,(r) o< /"l indepedentemente da forma de (4.2).

Seguiremos nossos estudos fazendo alguns exemplos. Por questoes de simplicidade,
tomaremos campos adimensionais. Para isso, fazemos a reescala

1
7o L— L, (4.56)

p—ep, Ay—eAy, v—ev, Ty—
ou seja, podemos tomar e = 1 sem perda de generalidade. Consideraremos inicialmente o
modelo canodnico, em seguida modelos que tem apenas permeabilidade magnética (M = 0)

e por fim com um fator global.
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4.2 Modelo Candnico

O exemplo mais simples é para a escolha = M = 1. As equagbes de movimento (4.3)
e (4.4) serao respectivamente

DaD%p = —

2|¢|

Mesmo que sejam razoavelmente menores, ainda assim serao bastante complicadas de
serem resolvidas. Esse modelo foi primeiramente estudado por [27], para um potencial
do tipo A|¢|* com quebra de simetria. Bogomol'ny mostrou em [34], que nio é qualquer
potencial do tipo >\|g0|4 que satisfaz as equacgoes diferenciais de primeira ordem, o para-
metro A deve ter um valor especifico ., para que seja possivel. Na literatura quando
A = \; é chamado de acoplamento critico e distingue supercondutores do tipo I e do tipo
I, ver referéncias [24, 25,34, 124].

Fazendo a integral (4.25) com uma constante de integragdo adequada, temos o poten-
cial

Vg e 0oF*" =i(@D o —pDPy). (4.57)

V(lel) = ; (o2~ Lel?)", (4.58)

que é do tipo |¢[* com quebra de simetria em || = v. Esse potencial é bastante conhecido
na literatura, muitas vezes chamado de chapéu mexicano, tem um maximo local em |p| =0
e um conjunto de minimos em || = v, como pode ser visto na figura 4.1.

i

Z 7

S

7L

7

=

Figura 4.1 Potencial (4.58) para v =1, a circunferéncia no plano (R(¢),3(¢)) representa o
conjunto de minimos.

Vamos agora fazer o estudo das solugoes estaticas com simetria circular, nesse caso o
comportamento dos campos pode ser determinado por duas fungoes: g(r) e a(r); conforme
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a equagao (4.32). As equagoes diferenciais de primeira ordem (4.49) serdo
a
g==+Y9, (4.59a)
r
a’ 2 2
—— =4 (v — , 4.59b
. (v* g% (4.59b)
apesar de serem bem elegantes nao temos solugoes analiticas para esse sistema de equa-

¢oes. Porém, podemos calcular o comportamento delas préximo a origem, pela aproxi-
magao (4.55) temos que

v2r?
Go(r) o™ e ay(r) ~ + (4.60)
O campo magnético (4.34) para as solugdes da equagao (4.59) serd
B(r) =+ (v’ = ¢*(r)), (4.61)

que pode ser calculada na origem como B(0) = +v?. J& a densidade de energia (4.54)

toma forma
2a%(r)g*(r)

plr) = =50 4 (v 2. (4.62)

Podemos analisar as condigoes de contorno assintdticas das solugdes g(r) e a(r) para
termos energia finita. Nesse modelo s existirao solugoes topoldgicas com condig¢oes de
contorno: goo = U € aoo = 0. Como sabemos pela equagao (4.53), podemos calcular a
energia das solugoes a partir do funcional de energia, ou seja,

Wi(a,g) =—a (112 - g2) ) (4.63)

com as condicoes de contorno (4.33), onde goo =¥ € aoo = 0. Teremos assim E = 27|n|v.
Podemos também fazer um estudo do comportamento assintético das solugoes, definindo
ga(r) mv—g(r >>0) e aq(r) =a(r >>0). Podemos usar essa aproximagao nas equagoes
diferenciais de primeira ordem (4.59) e obter

ga(r) x Ko (\/57}7") e aq(r) xrky (\/im‘) , (4.64)

onde K,(z) é a funcdo de Bessel modificada do segundo tipo com argumento z. O
comportamento assintotico das solucoes serao aproximadamente exponencial com um
fator de y/r. Podemos tomar a forma assintética da equagdo acima e escrever

eV —V2or 4.65
ga(r) o 7 e aq(r)ocy/re ) (4.65)

Resolvendo as equagoes diferencias de primeira ordem (2.25) numericamente para as
condigoes de contorno adequadas, obtemos o comportamento das solugoes g(r) e a(r).
Na figura 4.2 temos o potencial V(|p|) da equacao (4.58), diferentemente do potencial
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representado na figura 4.1. Aqui mostramos apenas um pedaco dele, pois existe uma
simetria de rotagdo. Ainda na figura 4.2 mostramos o comportamento das solugdes g(r)
e a(r) para vorticidade positiva n =1 com v = 1. Veja que a solugao g(r) é uma funcao
crescente que vai de g(0) =0 até g(r — 0o) = 1, ja a solugdo a(r) ¢ uma fungao decrescente
que vai de a(0) =1 até a(r — oo) =0. Como ja foi mencionado, poderiamos ter solugoes
com vorticidade negativa, a solugdo ¢(r) se manteria inaltarada, mas a solucdo a(r)
passaria a ser uma funcao crescente com a(0) = —|n|. Na figura 4.2 mostramos as solugoes
g(r) e a(r), porém, podemos ainda mostrar como serd o comportamento dos campos
lp(z,y)| e A(z,y) em coordenadas cartesianas, veja a figura 4.3.

11
0.5
0.5
0.254
0% T T 0 T T
0 0.5 1 0 3 6

Figura 4.2 No lado esquerdo temos o potencial V(|¢|) dado pela equagdo (4.58) e no lado
direito temos suas solugoes g(r) (crescente) e a(r) (decrescente), determinadas a partir da
equagao (4.59), para v =1 com vorticidade positiva n = 1.

Podemos usar as solugoes g(r) e a(r) para mostrar como serd o comportamento do
campo magnético B(r) e da densidade de energia p(r) a partir das equagdes (4.61) e
(4.62), veja a figura 4.4. Tanto o campo magnético como a densidade de energia sao
quantidades localizadas no espago, podemos ver melhor na figura 4.5.

4.3 Modelos com Permeabilidade

Consideraremos agora modelos que dependem apenas da permeabilidade u(|¢|) com

M =1. Como sabemos, a fun¢ao dielétrica depende do médulo do campo escalar, assim

como o potencial V' (]p|). Esse modelo foi estudado inicialmente em [114] e vastamente

explorado, veja as referéncias [125-132]. O potencial pode ser determinado para uma
permeabilidade qualquer, calculando a partir da equagao (4.25), temos que

1 9 9\ 2

V(e = gullel) (v* = lo)". (4.66)

Em principio o potencial acima tem quebra de simetria |¢| = v, porém pode ser aparecam

outros ou que esse mude de lugar dependendo da escolha da fungao p(|¢|). Veja que o
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potencial pode ter um comportamento muito diferente do da secao anterior, com isso,
levar a solugoes com novas caracteristicas. Podemos citar, por exemplo: em [127] teremos
solugbes compactas, ja em [129] solugbes quasi-compactas e nas referéncias [128, 131]
teremos solugbes que levam a quantidades fisicas com anéis. Consideraremos solugoes
estaticas para o ansatz usual de vortices (4.32). As equagoes diferencias de primeira
ordem (4.49) para o potencial acima tomam forma

- i%, (4.67a)

~

—%*=iu@)09—95- (4.67b)

Assim como no potencial (4.66) a segunda equagdo acima dependera de um fator mul-
tiplicativo (x), mudando completamente o problema em relagdo ao modelo candnico da
secao anterior. A partir da funcao dielétrica podemos obter novos comportamentos para
as solucgoes, conforme ilustraremos mais adiante. A partir das soluc¢oes da equagao acima
podemos calcular a densidade de energia considerando (4.54), ou seja,

Cl2 T 2 T
o) = 220D ) (02 - 20)° (4.68)

O funcional de energia (4.52) sera dado por

W(a,g) = —a (v’ —¢*), (4.69)
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Figura 4.3 Campo escalar |¢(z,y)| no lado esquerdo. No lado direito as setas representa o
campo vetorial A(x,y) no plano xy e o colorido representa o |¢(x,y)|, onde a alteragdo das cores
representa a altura mostrada na figura do lado esquerdo.
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0.51

Figura 4.4 Campo magnético B(r) da equacao (4.61) e a densidade de energia p(r) da (4.62)
para v =n=1.

Figura 4.5 Campo magnético B(z,y) e densidade de energia p(x,y) da figura 4.4 em coorde-
nadas cartesianas.

que independe da permeabilidade, a energia vai depender das condi¢oes de contorno de
g(r) e a(r), para solucdes topolégicas Ep = 2r|n|v? e ndo topolégicas Ep = 27|n — aeo |0
Vamos agora considerar dois modelos que tem comportamento assintético diferente
do modelo canonico, estes modelos podem ser visto da referéncia [133]. Estudaremos um
modelo que suporta solugoes analiticas e outro que resolveremos numericamente.
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4.3.1 Exemplo Analitico

Consideraremos inicialmente um modelo cuja permeabilidade é dada por

22| |22/ In] ’Uzs g2 1+1/s]n|

u(lel) = |112—|90|2|

onde n é a um parametro inteiro que para o ansatz identificaremos como a vorticidade
das solugdes e s é um pardmetro real com s|n| > 1. O potencial (4.66) serd

, (4.70)

sn?

Vig) = W‘q
No caso particular de vorticidade unitaria |n| =1, o comportamento desse potencial
dependera de s. O comportamento do potencial dependera dos parametros n e s, teremos
um minimo fixo em |p| = v e dependendo do valor de s e n podera ter um minimo em
|| =0, lembrando que n deve ser um inteiro, ja s pode ser qualquer valor real desde que
s|n| > 1. Para s|n| =1 o potencial terd um maximo em || = 0, com V(0) = |n|v? e para
s|n| > 1 serd um minimo. As equagoes diferencias de primeira ordem (4.67) serao

25—2/|n| ‘Uz _gz’ ‘U2s _ g 1+1/8|n|.

(4.71)

J=+2 (4.72a)

r
a’ 2s5n2 o, 1+1/sn|

_? _ - 925 2/|n| (v2s _g2s) : (472b)

que suporta as solugoes analiticas
n|
ur n
g(r)= e a(r)=———. (4.73)
(1 +T25‘n|>1/28 1 +r25|n|

Solugdes como essas foram estudadas em outros modelos para vortices [134-136]. Nas refe-
réncias [135,136] os autores mostram que para n =1 e valores muito grande de s, essas so-
lugbes viram compactas. Apesar de termos o comportamento analitico das solugoes, ainda
podemos fazer um estudo perto da origem e assintoticamente. Préximo a origem teremos
g(r = 0) ~vrl" e n—a(r =~ 0) ~ nr?l" assintoticamente serd v — g(r >> 0) &~ vr—25/"
ea(r>>0)=~ nr—25"l Diferentemente das solugdes canonicas, que tém comportamento
assintdtico exponencial (4.65) aqui as soluges serdo potencias de r. Essa é uma carac-
teristica de solugoes de longo alcance. O potencial (4.71) e as solugoes (4.73) podem ser
vistos na figura 4.6 para v = 1 vorticidade positiva n =1 e alguns valores de s.
O campo magnético serd calculado de maneira analitica como

90 2y2sin|—2
(1 +T2s\n|)
Na origem temos que: para s|n| =1 o campo magnético terd um méximo e para s|n| > 1

um minimo. Também podemos calcular a densidade de energia (4.68) analiticamente

20%n? 1
p(r) = v 175 (r2”|2 (1—sr28ln\) + gp2slnl=2 (1+r28|n\) /S>_ (4.75)
(1+r28|"|)

B(r) (4.74)
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Figura 4.6 Potencial V(|¢|) dado pela equacdo (4.71) no lado esquerdo e as solugoes g(r)
(crescente) e a(r) (decrescente) da (4.73) no lado direito, com v=n=1e s=1,2,4, onde a
espessura das linhas aumenta com s.

Nesse caso, as solugoes serao topoldgicas, logo a energia sera E = 27r\n\1)2. Tanto o
campo magnético como a densidade de energia terao comportamento assintotico de longo
alcance e seus graficos podem ser vistos na figura 4.7, para n =1 e alguns valores de
s. Podemos ver por essa figura que para s =1 é bastante diferente o comportamento
dessas quantidades fisica na origem. Para s =1 o campo magnético tem um maximo
global na origem e para s > 1 serd um minimo global, a densidade de energia também
terd uma modificacdo na origem, porém nao é tao drastico como no campo magnético.
Mostraremos o comportamento magnético por outra perspectiva, na figura 4.8 temos os
graficos no plano zy. Para s =1 o centro é completamente preenchido, enquanto para
s > 1 aparece um buraco e sua largura aumenta com s.

2 41

17 27

O T T - T O-I T L
0 1.5 30 1 2

Figura 4.7 O lado esquerdo e direito serdo respectivamente os campos magnéticos (4.74) e a
densidades de energia (4.75), para v =n=1 e s =1,2,4, onde a espessura das linhas aumenta
com s.
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Figura 4.8 Campo magnético (4.74) no plano zy, parav=n=1e s =1,2,4, da esquerda para
direita.

Outras solugoes analiticas com comportamentos distintos podem ser vistas nas refe-
réncias [134,135,137], entretanto vale ressaltar que ¢ dificil obter modelos de vértices com
solugoes analiticas. Na maioria das vezes precisaremos recorrer a calculos numéricos para
resolver as equagoes de movimento. No proximo exemplo, estudaremos um modelo que
também possui solugoes e quantidades fisicas com comportamentos assintéticos de longo
alcance, mas nao teremos solugoes analiticas.

4.3.2 Exemplo Numérico

Vamos agora apresentar outro modelo estudado em [133], com a permeabilidade na

forma
ol
1— , (4.76)

p(lel) = 2| )

onde [ ¢ um parametro real tal que [ > 1. O caso particular em que [ =1 foi investi-
gado na referéncia [114], onde a partir da permeabilidade magnética é possivel obter as
solugdes ¢(r) e a(r) do modelo canénico com dindmica de Chern-Simons, ver [138,139].
No proximo capitulo estudaremos modelos com termo de Chern-Simons que suportam
vortices, mostraremos que no caso candnico, assim como em Maxwell, as solucoes terao
comportamento assintético exponencial, semelhantes ao da equagao (4.65). Para um [
geral, o potencial (4.66) torna-se

I+1

ol (4.77)

e

V(le]) = v?pl? =

com minimos em |¢| =0 e |p| = v, para [ = 1 serd um potencial do tipo |¢|®. Quando
[ >1, temos que d"V/dg"|g—, =0 com m =0,...,[l], onde [z] é a fungao teto. Para
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esse modelo, as equacoes diferencias de primeira ordem (4.67) serao

J=+% (4.78a)
T
a 92 !
- = +202 ¢ (1 — UQ) : (4.78b)

Como ja foi dito, ndo conseguimos obter solucoes analiticas para esse modelo. Fazendo
uma anglise perto da origem, definimos ¢,(r) ~ g(r ~ 0) e a,(r) & n—a(r = 0), que ao
usar nas equagoes diferencias de primeira ordem (4.78), obtemos

In| 2(|n|+1)
o 0 . .
go(r) oxr e ao(r)oxr (4.79)
A densidade de energia (4.68) sera

a*(r)

r2

g3 (r)

1—
U2

+v4

p(r) =2¢%(r) (

I+1
) , (4.80)

lembrando que a energia nao depende da forma que a funcao dielétrica tenha, mas sim
das condigoes de contorno das solucoes, que podem ser obtidas a partir da densidade de
energia acima. Para esse modelo podemos ter solugoes topoldgicas com oo = v, oo =
0 e energia E = 27|n|v?, como também nao-topolégicas com goo = v, Goo =0 ¢ £ =
27|n — aso|v?. Entretanto, comentamos melhor sobre solugdes nao-topolégicas no préximo
capitulo, quando abordaremos os vortices de Chern-Simons-Higgs. Iremos agora nos focar
no comportamento assintético das solugoes topolégicas quando [ > 1, assintoticamente
temos que go(r) R v—g(r >>0) e aq(r) = a(r >> 0), substituindo nas equagoes diferencias
de primeira ordem (4.78), podemos estimar essas func¢oes como

galr) 5 (1=1) T (er)_l‘Zl, (4.81a)

v
2
=
aa(r) = £(1—=1)" 51 (v3r) T (4.81D)

Essas aproximacoes podem ser usadas para obter o comportamento assintético do campo
magnético e da densidade de energia

_ 20
B(r>>0) m £20* (1~ 1) 71 (v3) T, (4.82a)
2041) 20141
plr>>0) ~4S(l—1)" 1 () T (4.82b)

Similarmente as solugoes g(r) e a(r), essas duas quantidades fisicas terdo caudas que
dependem de uma lei de poténcia em r, levando a ter caracteristica de longo alcance. Na
figura 4.9 mostramos o comportamento do potencial (4.77) e das solugoes da equagdes
diferenciais de primeira ordem (4.78) para v =n =1 e alguns valores de [. O caso [ =1
esta destacado para diferenciarmos melhor dos outros valores de . Como pode ser visto, o
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Figura 4.9 No lado esquerdo o potencial V (|¢|) da equagdo (4.77) e do lado direito as solugoes
g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) das equagoes (4.78) para os valores [ = 1,2,3,4, com minimo
em v = 1 e vorticidade positiva n = 1. As linhas tracejadas sdo para [ = 1 enquanto as demais
sao para os outros valores, a espessura das linhas cresce com [
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Figura 4.10 Campo magnético B(r) e densidade de energia p(r) para as solugdes topologicas
da figura 4.9.

parametro [ controla o comportamento assintético das solugoes. Quanto maior o valor de
[, maiores serdao suas caudas. Analogamente para a figura 4.10, onde teremos os graficos
do campo magnético B(r) e da densidade de energia (4.80).

Como ja mencionamos, a funcao dielétrica nos permite gerar uma infinidade de mo-
delos com caracteristicas diferentes do modelo candnico. Modelos com permeabilidade
magnética podem ser estudados em teorias com simetria extra [140-142]. Alguns desses
modelos citados nas trés ultimas referéncias, sdo uma extensao dos modelos estudados
em [143,144].
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4.4 Modelo com Fator Global

Assim como fizemos na subse¢ao 2.3.2 para um campo escalar real, vamos agora
considerar uma densidade lagrangiana com um fator global. Para isso tomamos u(|p|) =

1/ (e, Ml = F(lel) e V(o) = F(loDU(1ol) em (1.2) para eserevermos
£= f(el) (~3FasP" + DD~ Ullel) ). (483

onde f(|g|) e U(]g|) sao fungoes arbitrarias do campo |p|. A fun¢ao f(|¢|) faz o papel
da fungao global, que estd multiplicando um modelo canénico com potencial U(y), para
f(le¢]) =1 recuperamos o modelo da sec¢ao 4.2. Esse modelo foi estudado em [145], onde
mostramos que para termos equagoes diferenciais de primeira ordem que satisfacam as
equagoes de movimento de (4.83), o potencial U(|p|) deve ser

Ul = 7o (f el (454

que é equivalente a equacao (4.25). Para o ansatz, as equacoes diferenciais de primeira
ordem (4.49) serdo

_— (4.85a)

—= =4./2U(y), (4.85b)

lembrando que U(g) vai depender de f(g), conforme o vinculo (4.84). A densidade de
energia (4.54) para as solugoes da equagao acima serd
20\ 2
a”(r)g=(r)

o) =216 (5 4 00, (4.56)
Para determinarmos as condigdes de contorno nos extremos precisamos da forma de f(g).
Diferentemente dos modelos com permeabilidade da se¢do anterior, aqui nao consegui-
remos determinar a energia independentemente do fator global, pois o funcional (4.52)

W(a,g) = —af(g)y/2U(g), (4.87)

que depende de f(g). Em outras palavras, precisamos saber a forma explicita do fator
global para podermos determinar o potencial (4.84), verificarmos as condigoes de contorno
pela densidade de energia (4.86) para entdo determinarmos a energia a partir de (4.53).
Na referéncia [145] fizemos alguns exemplos que surgem a partir do fator global f(|¢|),
mostraremos um exemplo desses aqui.

4.4.1 Exemplo

Introduziremos o modelo que é dado pelo fator global

sl = (1-psm (55 ). (1.83)
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onde p é um parametro real definido no intervalo p € (—1,1) para obter valores positivos
de f(|e]). Neste caso, o potencial (4.84) torna-se

U(]cp\)-il(l—psin <”|v‘§|2>>_2< —“52'2—77: (1+cos<”|;§|2>>>2, (4.89)

em que a constante de integragao foi escolhida para permitir a presenca de um conjunto
de minimos em |¢| = v. Para p =0 recuperamos o potencial |p|*, dado pela equacio
(4.58) do caso candnico. Esse potencial engendra um ponto que estd sempre presente,
independente do valor de p, que definimos como |p| = g. E determinado pela equacio

algébrica
~2 =2 )
g g . [Tg
1 | =7(l-= — ). 4.90
—l—cos(UZ) 7T< 1;2>S1n<v2> (4.90)

Infelizmente, nao fomos capazes de resolver analiticamente. Usando procedimentos nu-
méricos com v = 1, descobrimos g = 0.5079, com U(g) = 0.2753. Podemos ver o potencial
(4.89) na figura 4.11 para v = ¢ =1 e alguns valores de p, o potencial que tinha um
maximo em g = 0 passa a ser um minimo para um determinado valor de p e teremos um
maximo entre 0 < g < 1.

Figura 4.11 Potencial U(]¢|) dado pela equagdo (4.89) para v =1 e alguns valores de p. A
linha tracejada representa p =0 e as sélidas representam p = 0.25,0.5 e 0.75, com a espessura
aumentando com p.

Nesse caso, as equagoes diferenciais de primeira ordem (4.85), tomams a formas

— (4.91a)
T

/ 2\ \ 1 2 2
842 (1—psin <7T92>> (1—92—7j <1+cos <7Tg2>>> (4.91b)
r v v m v

Mesmo que a fungao (4.88) introduza modificagbes no potencial, as equagdes diferenciais
de primeira ordem na origem nos leva a comportamentos semelhantes do caso canonico,
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f(J¢]) =1, temos que
g x 7" 2 2p\ o

A densidade de energia (4.86) toma forma

p(r) = 2¢ (1 _psin (ij) )) <a2(rq)§2(7") + U(g(r))) . (4.93)

Esse modelo s6 suporta solugoes topoldgicas, com as condigdes de contorno no infinito
Joo € too = 0. O comportamento das solugoes assintotiamente serd exponencial, como no
da equacao (4.65). Podemos calcular energia através do funcional de energia (4.87), dada

por
2 2
_ 2 9 p g
Wi(a,g) = —cv'a (1 -5 (1 + cos <v2 ))) : (4.94)

com energia E = 2cv?|n|(m —2p). Na figura 4.12, temos as solucbes g(r) e a(r) das
equagoes diferenciais de primeira ordem (4.91) para v,n =1 e alguns valores nao negativos
de p. As configuragdes que surgem com p negativo sdo muito semelhantes as do caso
candnico, descrito pelas equagdes (4.59), logo, ndo trabalharemos com eles aqui. Ainda
na figura 4.12, pode-se ver o campo magnético para os valores mencionados acima. Note
que inicialmente o campo magnético ¢ maximo na origem, quanto maior o valor de p este
maximo vai se tornando um minimo dando um méaximo em outro valor de r # 0. Na
densidade de energia também surge uma nova caracteristica, veja a figura 4.13. Quando
aumentamos o valor de p, a densidade de energia ganha uma estrutura interna, surge um
pico para r # 0 e vai ficando cada vez mais alto enquanto p se aproxima de um.

1_

0.57

Figura 4.12 No lado esquerdo temos as solugdes g(r) (linhas ascendentes) e a(r) (linhas des-
cendentes) associada ao fator global (4.88) e no lado direito seus respectivos campos magnéticos
B(r) para v =n =c=1 e alguns valores de p. A linha tracejada representa p =0 e as sélidas
representam p = 0.25,0.5 e 0.75, com a espessura aumentando com p.
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Figura 4.13 Densidade de energia (4.93) associado ao potencial (4.89) para v =n = ¢ e varios
valores de p. Em ambos os lados a linha tracejada representa p = 0, as linhas sélidas no lado
direito é para p = 0.25,0.5,0.75 e no lado direito para p =0.75,0.9,0.95, onde a espessura das
linhas aumenta com p.

Como vimos, o modelo (4.83) ¢é diferente do estudado na se¢ao anterior, onde conside-
ramos apenas a funcao dielétrica. Nesse modelo, consideramos M # 1, porém, considera-
mos um vinculo entre as fungoes tal que u(|¢|)M(J¢|) =1, com M (¢) = f(|¢]). Podemos
ver que a funcao M (|¢|) pode modificar a energia das solugoes, diferentemente do modelo
com apenas a permeabilidade magnética. Existem modelos onde tem-se apenas a funcao
M (|p]), com =1 no modelo geral (4.2), que suporta solugdes do tipo vortices. Podemos
por exemplo, citar a referéncia [146], que tem solugbes do tipo vacuumless.



CAPITULO 5

Voértices de Chern-Simons-Higgs

Como foi visto no capitulo anterior, os vortices sao elétricamente neutros, porém
possuem um campo magnético localizado. Em 1986 apareceram alguns modelos que
suportavam solucoes do tipo vortice carregado, como, por exemplo, adicionando um termo
de Chern-Simons [147] ou considerando modelos nao abelianos [148-150]. Porém, esses
modelos sao bastante complicados e nao possuem equagoes diferenciais de primeira ordem,
além disso, em particular na referéncia [148], os vortices carregados nao possuem energia
finita. Em 1990, os autores Hong et al [138] e Jackiw et al [139, 151], mostraram que
trocando o termo de Maxwell pelo de Chern-Simons é possivel obter vortices carregados
com energia finita e que ainda teremos equacoes diferenciais de primeira ordem que
minimizam a energia do sistema. Uma caracteristica particulamente interessante desses
vértices é que sua carga é proporcional ao fluxo magnético.

5.1 Generalidades

Novamente consideraremos um campo complexo acoplado a um campo de calibre
por uma simetria U(1) em (2+1) dimensoes no espa¢o de Minkowski com assinatura
diag(+,—,—). Diferentemente do capitulo anterior, substituiremos o termo de Maxwell
por um termo de Chern-Simons como sendo o termo da dindmica para o campo de calibre.
Teremos a acdo [d3z L, com densidade lagrangiana dada por

K (&% N AN«
L= e Ay Fop+ M(le) DapD =V (le)), (5.1)

onde €277 é o tensor de Levi-Civita e x é uma constante que foi adicionada para manter
a dimensionalidade da densidade lagrangiana, que em unidades naturais: [£] = €3 com
[k] = €!. Assim como no modelo (4.2) do capitulo anterior, M(|¢|) e V(|e]) sdo funcoes
nio negativas que dependem do campo ||, onde M(|p|) é adimensional e [V (|p|)] = €3.
Essa lagrangiana pode nao parecer invariante de calibre por conta do A, que aparece no
primeiro termo, entretando, quando avaliamos esta transformacao na acio S = [d3z L,
verificamos que é invariante sob transformacoes de calibre. Aqui, ndao podemos fazer k
dependendo de |p|, como no capitulo anterior com a permeabilidade magnética pu(|¢|),
pois se fizermos k = k(|p]) esse modelo ndo serd mais invariante de calibre. A densidade
lagrangiana acima é uma generalizacao direta dos modelos estudado em [138, 139, 151],
onde acrescentamos a fungao M (|¢|) na dindmica do campo escalar, veja as referéncias
[152-154].

81
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As equagbes de movimento para os campos ¢ e A, serao, respectivamente,

(10 -
Da (M<|90|)Da§0) — m (M|¢|Dag0Dag0 — ‘/|<,0|) , (52&)
gem Fog=J7, (5.2b)

onde J, = ieM(|p|)(@Dap —@Dap) é a 3-corrente, que também aparece no capitulo
anterior na equagao (4.5). Podemos expandir a ultima equagao em duas

—kB = J(), (5.3&)
ke E; = J°, (5.3b)
que sao, respectivamente, a lei de Gauss e lei de Ampere. Pela lei de Gauss temos uma

relacao entre o campo magnético e a densidade de carga. Logo, fazendo uma integral em
todo o espaco temos que o fluxo sera proporcional a carga, ou seja,

Q= —krd. (5.4)

Diferentemente dos vértices de Maxwell-Higgs, aqui teremos vortices carregados. O tensor
energia-momento da densidade lagrangiana (5.1) é dado por

Tog = M(|¢]) (DaDpp + DaDsp — nasDy D7 0) +11apV (l#]), (5.5)

onde cada componente representa uma quantidade fisica, assim como definimos em (4.9).
Note que o termo de Chern-Simons nao contribui para a densidade de energia. Aqui as
componentes serao

Too = M(|¢l) (IDog|* + [ D1l? + | Dagl?) + V (I, (5.6a)
T = M(Ig]) (DopDip+ DogTig) (5.6b)
Tij = M(¢))(6i5 (|Dow|* = | Drgl® = |Dapl*) + DigDjip + DigDyp) — iV (|e)). (5.6¢)

Fazendo a redefinicao dos campos como: ¢ = |p|e'd e Ay = Ay — (o) /e, como feito

anteriormento no capitulo anteior. A corrente serd analoga: Jo = —2€2|p|>M(|p])Aq.
Podemos reescrever as leis de Gauss e Ampere (5.3) como

kB = 2¢%| o M (|ip]) Ao, (5.7a)
KE' = 2¢"|p? M (|p|)e" 4, (5.7b)
e a densidade de energia (5.6a) como
p=M(lel) ((Dolel)” + e AZ + IDrgl* + | Dagpl?) + V([ (5.8)
Para fazer o formalismo de primeira ordem [34], usaremos a lei de Gauss (5.7a) para
substituir Ag na densidade de energia acima
k% B?

B 2 2 2
p= M) ((@olel)” + 1011 +1D2p”) + oo

+V([el)- (5.9)
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Podemos reesrever como

p= M(Ie) ((@0le))* + (D1-£D2) of?) £ 2el| MJol)< 4011
’ k2 e 2
=M (000) 05) + o (BF e MUADVRD)

K Vel i j
=8| AU iy 4
e\ lelPM(|el) !

Para o vinculo

a ([ vien \__2¢
dlw\( !wIQM(ISOD) P 10
o potencial deve ser
Vil = 2ol ([ diellel(eh) (512

Substituindo o potencial acima na densidade de energia (5.10) e integrando, obtemos

/<d2

E= /cb:( (leo]) 0o|s0\)2+|(D1iiD2)90‘2)+4e2|90!2M(\90|)

oDV () i K (l])
(B:F lply/ M ([0 V (] ) ?5]8( i WM) (5.13)

+ 2|l M ([l)e” (9ilel) (950) F il * M ([l e (9:\) (3j/\)>,

onde o tltimo termo é zero se |¢|2M(|¢]) =0 em e ¢ = 0. Definindo

V(i)
WA= N TPty .14

do qual Wy, denota o valor de W(|¢|) para r — oco. Usando o vinculo (5.11) no peniltimo
termo e fazendo uma integracao por parte, teremos

2
E= / 2 (D) +iDy) o il
0r? ( () (0l +(Dr D) o) +
e 2 i
x (B Il MUV (el)) FWaof,_dai 4
1 1 9. 1 2 17 9.9.
xgwoofr%odx &Aig/dx W(le|)e ala]A) (5.15)

2
) K
—/dz( (1) (@ole)” + (D1 £iD2) ') + 57

[ 2 ™
X(BJFKM M(Is@!)V(!wI)) ﬂ>Woo¥26(Woo—W<0)>>>
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cujo valor de energia minima, é

€

ZW(O)’ . (5.16)

Para solugbes topoldgicas temos que o fluxo é & = 27n/e, logo teremos apenas o ultimo
termo da energia Ep, ja para solugdes niao topoldgicas W(oo) = W(0), os dois tltimos
termos se cancelam. Podemos escrever de maneira compacta a energia Ep acima como

Ep = |®W(0)]. (5.17)
A energia é minima (E = Ep) se as equagoes abaixo forem satisfeitas

dlel =0, (5.18a)
(D1 +iDs)p =0, (5.18Db)

B2l M () V () =0, (5.15¢)

podemos ainda reescrever a tltima equagao acima usando vinculo (5.11) como

4e3
Byl M(!wl)/d\sollso\M(\so\) =0. (5.19)

Pela lei de Gauss (5.7a) temos que

Aooal | VD

2e
=0\ oy = Fa ) AelleM (o)) (5.20)

Essas equagoes satisfazem as equagdes de movimento (5.2), como também fazem com
que as componentes do tensor de cisalhamento (5.6¢) sejam nulas (73; = 0). Além da
densidade de energia, as inicas componentes nao nulas do tensor energia-momento serao

Toi = 2¢* || M (|¢|) Ao A; = kBA;. (5.21)

Vamos agora considerar ansatz usual para vortices, considerando os campos na forma

A

o= g(r)ema, Ap = h(r), A= ﬁ (n—a(r)), (5.22)

onde n é a vorticidade, com [g(r)] = [h(r)] = €z e a(r) é adimensional. Para as seguintes
condigoes de contorno

g(0) =0, h(0)=hg, a(0)=n, g(c0) = goo, h(00)—= heo, a(00) = aeo. (5.23)

Os campos elétrico e magnético serao, respectivamente,

a/

E=-W# ¢ B=——, (5.24)
er
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teremos apenas a componente radial do campo elétrico. O fluxo magnético pode ser
calculado de maneira direta como

2
=" (n—as), (5.25)
e
que depende apenas das condigoes de contorno de a(r). A densidade de carga e corrente
serao
2eag® M -
—0.
r

Jo=—2e2*Mh e J= (5.26)

Para o ansatz (5.22) a equacao de movimento para o campo escalar (5.2a) toma forma

1 Y 2,2 @%) 1 20,0 2 a’g7\ 1
T(TMg)+gM<eh—T2 +§Mg e“g“h” —g 2 —§Vg:O, (5.27)
e as leis de Gauss e Ampere (5.3), respectivamente
/
ﬂ4—26292]\4h: 0, (5.28a)
er
2eag® M
kb + 229 g, (5.28b)
r
Usando essas equagoes em (5.26), temos que
ka' " . .
Jo=—=—-KkB e J=—-kh0=kE,0, (5.29)
er
com carga
2
= ), (5.30)
e
que é proporcional ao fluxo magnético, QQ = —k®. A densidade de energia (5.6a) serd
2 a2g?
p=M <6292h2+g’ —|—2> +V, (5.31)
r
e as outras componentes do tensor energia-momento serao
2eag®Mh
Toy = — 2299 2 Gin(p), (5.32a)
r
2eag®Mh
To2 = “eag h cos(0), (5.32b)
r
2 a2g?
Tio=M (g/ ——5— | sin(26), (5.32¢)
T

Tir = 202 Mh2 /2_a292 _
11=eyg +M\g cos(20) -V, (5.32d)

I g'2> cos(20) —V. (5.32¢)
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Fazendo uma mudanca de base para coordenadas polares, teremos

2eag’Mh
Tog = 229 220 (5.33a)
T
2.2
Ty = 22 Mh% + M <g’2 -9 ) v, (5.33b)
T
2 2 2 a292 2
Tyg =e“g°Mh —i—M( . —g’)—V, (5.33¢)
T

com Ty, =Trg =Ty = 0. Observe que essas componentes sao independentes do angulo.
A lei de conservagao 0;T% = 0, nessa forma sera

(TTrry = Thy. (5.34)

Diferentemente dos vortices de Maxwell-Higgs do capitulo anteior, aqui teremos momento
e momento angular. Nao conseguimos integrar o momento de maneira geral, porém
conseguimos para o momento angular (4.12). Entretanto, precisamos usar a lei de Gauss
(5.28a) nas componentes Tp; para obter

TR ) )

L=——(n"—ay). 5.3
5 (n?—a) (5.35)
Podemos usar o teorema de Derrick aqui também, usando a lei de Gauss (5.28a) na

densidade de energia (5.31) para escrever

ﬁzaﬂ 2.2

2, a°g

Fazendo a reescala r — Ar nas solucoes ¢(r), h(r) e a(r), teremos g(r) — ¢ = g(\r),
h(r) = AN = h(Ar) e a(r) = a™ = a(\r). Integrando a densidade de energia acima para
as solugoes reescalada, temos a energia reescalada

2 M 2 M\Z N2 02
A K da dg aMN7g

A2 2 da\ > dg 2 a’q® 9 add
—9 / P ARAR— e R VY (= A2V
T 4et22g2 M <8z> - (82) T )T ’
onde z = Ar, minimizamos para
OEW K2a?
—dr [2dz | gy V] =0 .
| 7 [ zdz 1270 0 (5.38)

Considerando que as componentes Tj; da equacao (5.32) sejam axialmente simétricas,
teremos

== (5.39)
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que faz com que T2 =0 e a pressao 111 = Tag = T, = Typ = 0 sejam dadas por

2 12

Kk%a

2.2 2 .
o= M=V = e

2 (5.40)

que pela conservacao do tensor energia-momento 0;T" = 0, temos que ter o seja uma

constante. Pela integral (5.38), essa constante deve ser nula o = 0. Fazendo com que

tenhamos solugoes de pressao nula, essa condicao nos leva a
a  4e*g* MV

e2r2 K2

(5.41)

Levando isso em conta, teremos que nos certificar se de fato ¢ um minimo. Logo, fazemos
o teste da derivada segunda,

2 12

K a
:47T/zdz (4642292]\4—#3‘/(9)) = 167T/zsz(g) >0 (5.42)

2EM)
ON2

A=1

serd minimo desde que a parcela da energia potencial seja positiva. Pelo argumento de
Derrick, temos que as solugoes tenham pressao nula para que sejam estaveis por reescala,
além disso, conseguimos obter equagoes diferenciais de primeira ordem

pa—— (5.43a)
T
/
2
_57 - ifg\/MV, (5.43b)

que para o vinculo (5.11), resolvem as equagoes de movimento (4.37) e (4.37), desde que

1 1% 2e
he e = —/d M. 5.44
N zar =T 19 (5.44)

A equagao diferencial de primeira ordem (5.43a) é andloga a do capitulo anterior para
vértices de Maxwell-Higgs, veja a equacao (4.49a). Pelas condigbes de contorno (5.23)
na origem, podemos fazer a aproximacio (4.55) para obter g(r ~) o r*l. O conjunto
das trés ultimas equagoes resolve completamente o problema para um potencial na forma
(5.12), os sinais de mais ou menos vai depender da vorticidade, n positivo ou negativo, e
sao relacionadas por a(r) — —a(r) e h(r) — —h(r).

O método de Bogomol'nyi pode ser realizado para obter essas equagdes, ou entao,
substituir o ansatz (5.22) nas equagoes (5.18) e (5.20). Por questoes didéticas irei de-

senvolver esse procedimento de foma breve, escrevendo a densidade de energia (5.36)
como

1 , K v,

2 2 / ) 2
p:M<g/¢a9> +H<ai€9 MV) L!
v ;

4e?2g2M \er = &
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e considerando o vinculo (5.11), o dois tltimos termos formam uma derivada total. Logo

2 2 / 2
_ 149 _K (a2 o Lo
p—M(QZF T) +46292M <€Ti Kg MV) iTW, (5.46)

com funcional de energia

K V
Wia,g) = —6—2%/927]\4 = 2a/dggM, (5.47)

e energia minima
E> Ep =2m|W(a(c0),g(c0)) =W (a(0),9(0))], (5.48)

dependendo apenas das condigoes de contorno de g e a. A energia é minima quando as
equagoes diferenciais de primeira ordem sao satisfeitas. A densidade de energia (5.36)
para essas solugoes pode ser escrita apenas em termos das fungdes g e a como
2a%g* M
p="T " yov, (5.49)
,
onde podemos determinar as condi¢oes de contorno de a no infinito e determinar o valor
(o da equacao (5.23). Os valores de hg e hyo serdo determinados a partir da equagao
(5.44), que dependera de g.
Podemos trabalhar com campos adimensionais, fazendo a reescala

1 4
0= o, Ao "Aa, v, Ta——Ta, Lo oL (5.50)
e (& (& K (&

Logo, tomamos e = kK = 1 sem perda de generalidade.

5.2 Modelo Canonico

Consideraremos o modelo estudado em [138,139, 151], que é um caso particular da
densidade lagrangiana (5.1). O modelo canoénico é obtido quando a funcao M (|p|) é
constante, por conveniéncia tomaremos M = 1. Assim como no capitulo anterior, estu-
daremos um potencial que nos levara a equacgoes diferenciais de primeira ordem. Nesse
caso, o potencial (5.12) sera

Vlel) =l (o2~ lel?)", (5.51)

onde v é um parametro que envolve a quebra de simetria do modelo que surge da cons-
tante de integracao. Diferentemente do modelo candnico para vértices de Maxwell-Higgs
estudado na secao 4.2, aqui teremos um potencial do tipo \g0|6 com um minimo em
l¢o| =0 e um conjunto de minimos em |p| = v, 0 méaximo ¢ localizado em |¢| =v/+/3, com
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0.2

0.1

Figura 5.1 Potencial V(|p|) da equagao (5.51) com v = 1.

V(v/v/3) = 40°/27. Esse potencial pode ser visto na figura 5.1 para v = 1. Lembrando
que existe uma simetria de rotacao, esta imagem ¢ um corte longitudinal radial.

Para estudar solugoes do tipo vértices vamos considerar o ansatz (5.22). Para deter-
minarmos as fungoes g(r), h(r) e a(r) precisamos inicialmente resolvermos as equagoes
diferenciais de primeira ordem (5.43) para obtermos ¢(r) e a(r). A fungao h(r) é ob-
tida quando substituimos as solugoes em (5.44). Nesse caso as equagoes diferenciais de
primeira ordem (5.43) serdo

J=+2 (5.52a)
r
e +2¢% (v¥ - ¢) (5.52b)
- . .

Assim como nos vortices de Maxwell-Higgs ndo conseguimos obter solugoes analiticas para
essas equagoes, porém podemos usar a aproximagao (4.55) para obter o comportamento
das solugoes préoximo a origem, com

go(r) o™ e ag(r) oc 2FID, (5.53)
Obtemos a fungao h(r) em termos de g(r) a partir da equagao (5.44), que nos leva a

hr) =+ (v* = g*(r)). (5.54)

Como na origem go = 0, temos que hg = v, com comportamento hg — h(r ~ 0) o r2nl.
O valor dessa fun¢ao no infinito vai depender da condicao de contorno de go.. A partir da
equacgao (5.24), calculamos a componente radial do campo elétrico e o campo magnético

B(r)= :|:2gz(r) (v2 —g° (T)) ) (5.55)

A densidade de energia (5.49) é dada por

a2 T
o) =220 (4 (2= 20)'). (5.56)

r
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podemos ter solugoes topoldgicas, com goo = v € aso = 0, como também nao-topoldgicas,
com goo =0 € ax # 0, ver referéncia [151]. Para solugoes topolégicas, a fungao g(r) sera
crescente, como ja vimos nos exemplos do capitulo anterior. J& a funcdo a(r) poderd
ser crescente ou decrescente, dependendo da vorticidade. Diferentemente das solugoes
topolégicas, para as nao-topoldgicas, a fungao g(r) parte do zero, crescerd até certo valor
maximo, tal que, g(r,) = gm. Onde o ponto 7, pode ser obtido quando a(r,,) =0. Neste
ponto, derivada da fungao ¢(r) é nula, em seguida, a funcdo g(r) decresce até alcancar
novamente o zero, veja a equacao (5.52a). Para que isso aconteca, a funcao a(r) deverd
trocar de sinal em r,,. Para vorticidade positiva, teremos as, < 0 e para negativa, as > 0.
O valor da funcao h(r) da equagao (5.54) no infinto sera, hoo = 0 para solugoes topolégicas
e hoo = ho = 02 para solucdes nio topolégicas. O funcional de energia (5.47) seré

Wi(a,g) = —a (U2 - 92) . (5.57)

A energia vai depender das condicoes de contorno, para solucdes topolégicas E = 27 |n|v?
e nao topoldgicas E = 27|n — aso|v?.

Inicialmente iremos focar nas solugdes topolégicas. Assintoticamente podemos escre-
ver v —g(r >>0) & gq(r) e a(r >>0) = aq(r). Ao substituirmos essa aproximagao nas
equagoes diferenciais de primeira ordem (5.52) e considerarmos apenas as contruibuigoes
lineares de gq(r) € aq(r), obtemos

ga(r) x Ko (21}27“) e aq(r) xrky (21}27“) ) (5.58)
Essas fungoes terao comportamento exponencial do tipo

2
6—211 r

9a0<7

Podemos também fazer uma andlise para solucao h(r) da equacao (5.54), onde h(r >>
0) K0(2U27"), que como foi dito ainda agora, também tera decaimento do tipo expo-
nencial. O comportamento assintotico das solugoes topolédgicas para vortices de Chern-
Simons-Higgs com dindmica canoénica é similar ao de Maxwell-Higgs, confira pela equacao
(4.65). Resolvemos as equagoes diferenciais de primeira ordem (5.52) numericamente para
as condigoes de contorno goo = 1, ase = 0 e vorticidade positiva n = 1 para obtermos as
solugoes topologicas da figura 5.2. Podemos ver também o comportamento da fungao
h(r) dado pela equagao (5.54). A componente radial do campo elétrico e o campo mag-
nético da equagao (5.55) para essas solugoes podem ser vistos na figura 5.3. Podemos ver
o comportamento da densidade de energia (5.56) na figura 5.4.

Agora fazendo uma andalise para as solugoes nao topologicas, temos que assintoti-
camente: g(r >> 0) = gq(r) € a(r >> 0) —aco = aq(r). Pelas equagoes diferenciais de
primeira ordem (5.52), temos que

e ag X \/Fe_2”2r. (5.59)

ga(r) o plasel g aq(r) o p2(laco]=1) (5.60)

Fazendo um procedimento parecido para a solucao h(r) dada pela equagao (5.54), temos
que hoo —h(r >>0) x p2lacel - Ag solucoes numéricas podem ser vistas na figura 5.5
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0.51 0.5+

O-I T T
0 2.5 5 0 2.5 5

Figura 5.2 No lado esquerdo temos as solugoes topoldgicas g(r) (crescente) e a(r) (decrescente)
da equacao (5.52), para v =n = 1. No lado direito temos a funcao h(r) dado pela equagédo (5.54).

0.59
0.61
03 0.25
O_I T T O_I T T
0 2.5 5 0 2.5 5

Figura 5.3 Componente radial do campo elétrico E,.(r) no lado esquerdo e no lado direito o
campo magnético B(r) dado pela equacao (5.55) para as solugoes topoldgicas com v =n = 1.

para as condigoes de contorno g, oo ~ —4.5,—4 ¢ —3.5, com v =n = 1. Note que
essas solugoes sao bastantes diferentes das solugoes topolédgicas da figura 5.2. Como ja foi
comentado, a solu¢ao g(r) serd um ponto de maximo quando a(r) troca de sinal. Ainda
na figura 5.5 teremos a fungao h(r) da equagao (5.54) para as solugoes nao-topologicas
para as condig¢oes de contorno mencionadas acima. Podemos ver a componente do campo
elétrico e o campo magnético da equagao (5.55) na figura 5.6, a componente radial do
campo elétrico E,(r) troca de sinal com a(r), j4 o campo magnético serd um minimo nesse
ponto e tera dois maximos em outros valores de r. Assim como o campo magnético, a
densidade de energia (5.56) para essas solugoes terd um minimo quando a(r) zera e dois
picos, veja na figura 5.7.

Vale ressaltar que esses comportamentos valem para o modelo canénico (M =1). Para
modelos com M(|¢|) # 1, onde essa fungdo depende do médulo do campo escalar |p|,
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Figura 5.4 Densidade de energia p(r) da equacdo (5.56) para as solugdes topoldgicas com
v=n=1.
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Figura 5.5 Solugoes nao-topolégicas g(r) (crescente/decrescente) e a(r) (decrescente) da equa-
cao (5.52), parav=n=1 € ax = —4.5,—4 e —3.5, no lado esquerdo. Fungao h(r) da equacao
(5.54) no lado direito, a espessura das linhas em ambas figura aumenta com a«.

podemos ter solugoes e quantidades fisicas com outras caracteristicas, veja as referéncias
[120, 128,133, 146, 153-157]. Em [128] temos vortices com anel, ja em [146] solugbes do
tipo vacuumless. Nas referéncias [155,157] tem-se solugdes compactas, porém, em [155] as
solugdes sdo nao-topoldgicas, todavia, as solugoes serdo analiticas, assim como em [156].
Os modelos da referéncia [133] serao discutidos na préxima segao.

Como foi dito acima, para um dado M (|p|) teremos diversos modelos com solugoes
distintas. Entretanto seguiremos um caminho diferente aqui, partiremos com solucoes ja
conhecidas e tentaremos reconstruir a fungdo M (|p|) que nos leva a essas solugoes.
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Figura 5.6 Componente radial do campo elétrico E,(r) no lado esquerdo e no lado direito o
campo magnético B(r) dado pela equagao (5.55) para as solugoes nao-topoldgicas da figura 5.5.

0.71

0.35-

Figura 5.7 Densidade de energia p(r) da equacdo (5.56) para as solugbes nao-topolégicas da
figura 5.5.

5.3 Reconstruindo Modelos

Como ja foi mencionado anteriormento, as equacgoes diferenciais de primeira ordem
(5.43) para vortices de Chern-Simons-Higgs sio similares as equagoes (4.49) para Maxwell-
Higgs. Poderiamos escrevé-las como

i +, (5.61a)
_% = +1(g), (5.61b)

onde f(g) é uma fungao do campo escalar |p| = g e vai depender da densidade lagrangiana
que escolhermos. Isso nos permite encontrarmos modelos em (4.2) e (5.1) com as mes-
mas solugdes e campo magnético. Deste modo, podemos, por exemplo, usar as solugoes
estudadas no capitulo anterior e reconstruir o modelo no caso de Chern-Simons-Higgs.
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Considerando que temos um f(g) de algum modelo de Maxwell-Higgs e comparando com
a equacao (5.43b), teremos

19) = —4g*M(g) [ dggM(g). (5.62)

A partir dessa equagdo, podemos relacionar ambos os modelos, para um f(g) conhecido,
podemos obter a forma de M(g) por

M(g) = J;( /d )2. (5.63)

Deve-se ter cuidado com essa integracao, pois a constante de integracao deve ser escolhida
corretamente para que a fungdo acima nao seja negativa no intervalo em que a solugao
g(r) existe. Além disso, também deve levar a modelos com energia finita nao negativa.
Neste caso, o potencial (5.12) pode ser calculado a partir da equagao (5.62) como

—

2
Vi(g) = igfjég(;) : (5.64)

A funcao h da equagao (5.44) serd

1 flg)
_ i§gzM(g)’ (5.65)

e funcional de energia (5.47) toma a forma

f(9)

Wi(a,g) = ~U32 M (g)

(5.66)
Em seguida faremos um exemplo para mostrar como funciona este mecanismo de recons-
trucao de modelos.

5.3.1 Exemplo

Vamos, por exemplo, considerar os modelos estudado na secao 4.3, que nos leva a
modelos com solugoes e quantidades fisicas de longo alcance. O exemplo analitico 4.3.1
nos leva a modelos bastantes exéticos, com potenciais dependendo de uma funcao hiper-
geométrica, conforme mostramos na reféncia [133]. Vale ressaltar que o procedimento
mostrado acima funciona nesse caso, apesar de nao termos uma forma elegante para as
fungoes envolvidas no problema. Entretando, para o exemplo numérico 4.3.2, temos que
as equagoes diferenciais de primeira ordem (5.61) serdo

- i“?g, (5.67a)

I 2\ !
0 492g? (1 - 9) , (5.67b)
T
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logo, temos que

o\ !

f(g) = 20v%¢? (1 - g2> : (5.68)
v

Lembrando que [ é um parametro real com [ > 1 e quando [ = 1 recuperamos as solugoes

estudadas em [138,139, 151]. J& para [ > 1, teremos solugoes de longo alcance, com

comportamentos assintoticos, gq(r) ~ v —g(r >>0) e aq(r) ~ a(r >> 0), dados por

__2
ga(r) =~ g(l — 1)_% (vzr) . (5.69a)
2

l —_
aa(r) = (1 —1)7FT (v7r) T (5.69D)
que também nos levam a um campo magnético com poténcias assintéticas de r
21 — 2
B(r>>0)~ 204 (1—1)" 71 (v?r) T (5.70)

Como forma de recordagao, na figura 5.8 mostramos algumas solugdes numeéricas para as
equagoes (5.67), assim como seus respectivos campo magnético B(r).

14 0.5

0.57 0.257

Figura 5.8 Solugdes g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) da equacao (5.67) no lado direito e
no lado esquerdo seus respectivos campo magnético B(r), parav=n=1,1=1,2,3 e 4, onde o
tracejado é para [ =1 e as linhas sélidas para os outros valores de [, com a espessura aumentando
com [.

Para a fungdo f(g) dada por (5.68), obtemos um M (g) a partir da equagdo (5.63)
bastante satisfatorio, dado por
1+17 73
] , (5.71)

[+1 g>
M@:\/g‘l‘vz

onde C' é uma constante real e ndo negativa, que apareceu da intregragdo envolvida na
reconstrugao. O potencial (5.64) torna-se
21! 2
g ¢C+P_%
v

_ 2 4 2

l

2
C+P—%
v

I+1

1— (5.72)
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Esse potencial tem um minimo em g =0 e um conjunto de minimos em g = v, independen-
temente do valor de C'. Mostraremos que C' =0 é um caso especial, trabalharemos com ele
depois. Por ora consideraremos apenas C' > 0, nessa situagao temos que d™V/dg"|g—, =0
comm=0,...,[l—1], paral =1 teremos as mesmas solugoes topolégicas do modelo cano-
nico da segdo 5.2, com comportamento assintotico exponencial (5.59). Porém, M # 1 e
dependera de C, assim como o potencial V' (g). A solugao h(r) dado pela equagao (5.65),

B 9 92(7’) +1
h(r)-in,/M¢C+<1— . ) : (5.73)

com hgy = in\/Q(C’—I— 1)/(14+1). O comportamento na origem sera o mesmo de antes do
modelo canénico, veja abaixo da equagao (5.54). A partir da equagao (5.24), podemos
escrever a componente radial do campo elétrico como

C+ (1 — 91(2,,,)>l+1} _%> (5.74)

o campo magnético sera o mesmo do exemplo 4.3.2. A densidade de energia (5.49) ¢ dada
por
TR 3\ 20\
=4/2(+1 1— 1—
p(r) (I+1)g (r)< ) (J+< 2 )

2
141
y (ai(zr) +52+U41 (C+ (1_ 91(;)) )) ’

onde podemos ter solugoes topdlogicas (goo = v, aoe = 0) e nao-topoldgicas (goo = 0,
axo 7 0), entretanto, iremos nos focar apenas nas solugoes topoldgicas. O comportamento
assintotico dessas solucoes e de seus respectivos campos magnéticos podem ser vistos nas
equagoes (5.69) e (5.70), e seus gréaficos na figura 5.8. A condi¢do de contorno nos

extremos para a funcdo h(r) da equacio (5.73) serd hoo = +v%,/2C/(1+1). O funcional
de energia (5.66) toma a forma

W B 2 ) 92 +1
(a,g9)=— v e C+ 1—; ) (5.76)

2
, 5.77
" 7|n|v ( )

l
Ey(r) = 201+ 1) 20 (1 - 92(”)

r v2

(5.75)

com energia

que depende de [ e C. Podemos usar a equagao (5.69) para estimar o comportamento
assintotico de h(r), pela equagdo (5.73) temos que hq(r) & h(r >> 0) — hso, com

2 (1+1) _2(1+1)
ha(r) ~ (1= 1) T (s%) T (5.78)
2C(1+1)
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Podemos fazer isso também para a componente radial do campo elétrico (5.74) e para
densidade de energia (5.75), teremos

2(1+1 —gl
Er(r>>0)~ (;)04(1—1)—W(u2r) =t (5.79a)

2C 6 N
p(r>>0)~2 1" (I—1) 71 (v r) . (5.79b)

Assim como no exemplo 4.3.2, todas as solugoes e quantidades fisicas terdo comporta-
mentos assintotico de longo alcance. Observe que a medida que o valor de [ cresce, as
caudas dessas quantidades aumentam. O valor da constante C' =1 é particularmente
interessante, faz com que hg = +v?v/2 e que todas as solucdes tenham a mesma energia
E = 2y/27|n|v?, veja a equacio (5.77). Podemos usar as solucdes numéricas g(r) e a(r)
para fazer os graficos da fungao h(r), da componente radial do campo elétrico E,(r) e da
densidade de energia p(r), dados respectivamente pelas equagoes (5.73), (5.74) e (5.75).
Na figura 5.9 mostramos o potencial (5.72) e a fungao h(r). J4 na figura 5.10, teremos
as quantidades fisicas E,(r) e p(r).

0.4

Figura 5.9 No lado esquerdo temos o potencial V(|p|) da equagdo (5.72) e no lado direito
funcao h(r) dado em (5.73), para v=n=1, C =1 com [ =1,2,3 e 4, onde a linha tracejada
representa o caso em que [ =1 e as linhas sélidas os outros valores de [, onde a espessura das
linhas cresce com |.

Vamos agora considerar o caso especial em que C' =0, a equacao (5.71) se reduz a

-1
[+1 @7
M(g) =1/~ ’1—1}2 : (5.80)
e o potencial (5.72) serd
=
2 g
Vig) =770 L= (5.81)
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Figura 5.10 Componente radial do campo elétrico E,(r) dado pela equagao (5.74) no lado
direito e no lado esquerdo temos a densidade de energia p(r) da equagao (5.75), para v =n =1,
C=1=1,2,3 e 4, onde as linhas tracejadas representa [ =1 e as sdlidas os outros valores de I,
que cresce juntamente com a espessura.

Para o potencial acima temos que d™V/dg"|q—y =0 com m =0,...,[(3l—1)/2]. Note
que para [ = 1 recupera o modelo canénico de Chern-Simons-Higgs [138, 139, 151], que
2
surge para M(g) =1 e V(g) = ¢* (v2 — gz) e geram solugbes com caudas exponenciais

dadas pela equagao (5.59). A funcdo h(r) da equagao (5.65) torna-se

h(r) = \/1?1 v? (1— gz(;)>l+21, (5.82)

com hy = iv2\/2(0+1)/(l—|-1) e a componente radial campo elétrico dada por (5.24)
sera

-1

Eo(r)=/2(1+1) a(r)g*(r) (1— 92(7~)>2' (5.83)

r v2

A densidade de energia (5.49) também se simplifica

2(y 5 a2(r v 2(,)\ !
p(?‘)zx/2(l+1)92(r)(1—gv(2>> (r(2>+l2+1<1—gv<2)> ) (5.84)

Fazendo uma andlise no infinitos verificamos que comporta tanto solugoes topoldgicas
quanto nao topoldgicas, com as condigdes de contorno nos extremos dadas abaixo da
equacgao (5.75), exceto para a funcao h(r), onde ho = 0 para solugoes topoldgicas, inde-
pendentemente do valor de [. O funcional de energia (5.66) toma a forma

- B 2 5 92 2
(a,9) =— v 1—>5 : (5.85)
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com energia E =2,/2/(1+ 1)x|n|v?, dependendo apenas de I. Como sabemos, esse modelo
comportard as mesmas solugoes topoldgicas do modelo 4.3.2, para vortices de Maxwell-
Higgs. Assim como no caso anterior, quando C' > 0, podemos usar o comportamento
assintotico das solugoes g(r) e a(r) dadas pela equagdo (5.69) e obter

9 S
h(r >> 0) ~ Hlv?(z—n—f*% (v?r) 1, (5.864)
21

Bo(r >> 0) 20+ 1) v (1 —1) 771 (v2r) 7T (5.86b)
o 1|2 61— 1) (2, T
plr>>0) m [ (1+3)° (1= 1) (v*r) . (5.86¢)

Note que o comportamento deste caso (C'=0) é diferente do caso anterior, veja as equa-
¢oes (5.78) e (5.79). A cauda das quantidades citadas acima sao maiores, pois as poténcias
de r sdo menores no caso C' > 0. Nas figuras 5.11 e 5.12 mostramos o comportamento
do potencial V(|¢|), da funcdo h(r), da componente radial do campo elétrico E,.(r) e o
campo magnético B(r) para v =n = 1 e vdarios valores de /.

0.2 1

0.5+

|
8

Figura 5.11 Potencial V (|¢|) da equacao (5.81) no lado esquerdo e funcao h(r) da equagao
(5.82) no lado direito, para v =n=1,1=1,2,3 e 4, onde as linhas tracejadas é para [ =1 e as
linhas sélidas para os outros [, onde a espessura das linhas cresce com [.

Assim como em Maxwell, podemos adicionar simetrias extras em Chern-Simons, veja,
por exemplo, as referéncias [158, 159], na referéncia [158] inclui-se fungdes tipo M(|¢|),
que multiplicam o termo dindmico dos campos escalares envolvidos.
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Figura 5.12 No lado esquerdo temos a componente radial do campo elétrico E,(r) dado em
(5.83) e no lado direito a densidade de energia p(r) em (5.84), para v=n=1,1=1,2,3 e 4,
onde as linhas tracejadas representa [ = 1 e as sélidas os outros valores de [, que cresce com sua
espessura.



CAPITULO 6

Voértices de Mawell-Chern-Simons-Higgs

No capitulo 4 vimos que vértices de Maxwell-Higgs nao tem carga, ou seja, sao elétri-
camente neutros. Ja no capitulo anterior, consideramos vértices de Chern-Simons-Higgs e
vimos que os vortices serao carregados. Ainda no capitulo anterior, mencionamos que hou-
veram outros modelos que possuiam vértices carregados, em especial na referéncia [147],
onde os autores estudaram um modelo abeliano com ambos os termos: Maxwell e Chern-
Simons. Esse modelo também foi estudado em [160], onde os autores fazem uma anélise da
interacao entre vortices. Entretanto, esse modelo nao possui equagoes diferenciais de pri-
meira ordem, o que deixa o problema bastante complicado. Uma alternativa para obter as
equagoes diferenciais de primeira ordem para modelos de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é
incluir um campo neutro [120,161-163]. Porém, é possivel estabelecermos um formalismo
de primeira ordem sem a inclusdao do campo neutro, como mostraremos nesse capitulo.
Para isso, consideraremos uma generalizacao dos modelos estudados em [147,160].

6.1 Generalidades

Considerando o tensor métrico 7,4 = diag(+, —, —), trabalhamos com a a¢éo na forma
S = [d3xz L, onde a densidade Lagrangiana inclui os termos de Maxwell e Chern-Simons.
O modelo generalizado a ser estudado no presente trabalho inclui duas quantidades dis-
tintas: u(|e]), que é uma permeabilidade magnética generalizada, e M (|p|), que modifica
a dindmica do campo escalar. A densidade Lagrangiana do modelo tem a forma

L= R P4 A gt MO Dag Do Vil (61)
Ap([el) 4

Na expressao acima, F3 = 0oAg — 0gAs € o tensor eletromagnético e consideramos o
campo escalar minimamente acoplado ao campo do medidor, com Dyp = 0y +ieAqp.
Também consideramos unidades naturais (h =c¢ =1). Ao fazer isso, as dimensoes das
varias quantidades sio: [2%] = e !, [p] = [AY] = [e] = €, (k] =€ e [V(Jp])] = €. Além
disso, ambos u(|p]) e M(|p|) sao fungoes adimensionais de |¢]. O modelo acima (6.1),
terd as equacoes de movimento para os campos escalares e de calibre, respectivamente,
dadas por

'4 Mol af «@
Dy (M(||)D%p) = ( FogFY + M, DapD%p — V) ), 6.2a
CM( (| D ) 2‘90| 4’u2(‘¢|) af || e ol ( )
Fe K
0, + Py =J7, 6.2b
a(u(lwl)) 2" (620

101
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onde Jo, =ieM(|o])(@Dap — pDap), é a 3-corrente. O tensor de energia-momento asso-
ciado ao modelo (6.1) serd

1 1
Tog = —— (Fan Fy + s FW) v

+M(|¢|) (DaDpp + DapDpp —1lap DroD70) .

Note que o tensor energia-momento desse modelo é semelhante ao do modelo de Maxwell-
Higgs da equagao (4.2), pois o termo de Chern-Simons nao contribui na densidade de ener-
gia. Em componentes é escrito como na equacao (4.9), lembrando que cada componente
representa uma quantidade fisica.

Para lidar com configuragoes de vortices, consideramos campos estaticos com o ansatz
usual

(6.3)

A

- > 0
cng(r)eln97 AO = h(T)7 A= 7(n_a’(7ﬁ))7 (64)
er
onde n é um numero inteiro que controla a vorticidade das configuracoes do campo. As

funcoes acima devem obedecer as condi¢oes de contorno
g(0) =0, h(0)=nhg, a(0)=n, g(c0) = goo, h(00) = heo, a(0)— aso, (6.5)

semelhantes as dos vértices de Chern-Simons-Higgs vistos no capitulo anterior. Lem-
brando que as condigdes de contorno no infinito devem levar a solugbes com energia

finita. Os campos elétricos e magnéticos, definidos como E* = F0 e B = —F12, serdo
— a,
E=—-h# e B=——. (6.6)
er

Ao integrarmos o campo magnético acima no plano (r,6), obtemos o fluxo ® = (27 /e)(n—
(o). Escrevemos as componentes da 3-corrente J,, como

2eaq’ M -
—4.
r

Jo=—2e2?Mh e J= (6.7)

A equagao de movimento (6.2a) associada ao campo escalar para o ansatz sera
1 / a? Ly, [ o 2
—(rMyg'") +gM | *n?— = |+ -2 — N
r (rMg') +9 ( 2] 12\ 2

1 20,0 2 gia 1
+2Mg<€g h —g/ _TT —5‘/‘920

As leis de Gauss e Ampere da equagao (6.2b) serdo

r 12 er

AN 2
2eq°M
<a> oy 2egMa (6.9D)

erp r

1 % / /
- <T> B 9e2g20h =0, (6.9a)
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A densidade de energia com o ansatz (6.4) é obtida a partir da componente Ty da equagao
(6.3), resultando em

/2
p= 1(h’2 - )+M< g*h*+d +ga>+v. (6.10)

2 e2r2

As outras componentes do tensor de momento de energia sao

/h/
Tor=—- ( +2eg Mah) sin(#), (6.11a)
r\ eu
1[(dW
Too = — <a —|—2692Mah> cos(0), (6.11b)
r\ ey
2.2 1
Tio = (M (g’2 - ag) - 2Mh/2> sin(26), (6.11c)
La? 5y 2 a’g? Loy
Tll:ﬂw—{_e g Mh*+ (Mg — = _ﬂh cos(20) -V, (6.11d)
La? oy a’g®> ) 1 p
2=90 5 +e g Mh”+ | M Y +@h cos(20) -V, (6.11e)
ou em coordenadas polares
1 [(dW
Tog = — <a +2692Mah> , (6.12a)
r\ ey
1 /2 2.2 1
T, = S+l MP (M (g =) - =0 -V, (6.12b)
2,ue r2 r2 20
L a® 5, s g’a® L2
Top = — Mh*+ | M —¢" | +—h" )=V 6.12
0= 5, 2y t+eyg + 2 9 + 2 (6.12¢)

Podemos usar a lei (6.9a) para reescrever a densidade de energia (6.10) como

1(ral!\ kha 1 [ a” 2a”
p:<’l" > _li a +<c; 2—h/2)+M<g/2+gg—6292h2>+V (613)
r\ W er 2p \ esr r

A densidade de energia nessa forma ¢é ultil para desenvolvermos o formalismo de pri-
meira ordem aqui. As equagdes de movimento (6.8) e (6.9) sdo de segunda ordem.
Para obtermos equagoes diferenciais de primeira ordem usaremos o teorema de Der-
rick. Tal procedimento segue os passos da referéncia [120], assim consideramos a reescala
r — Ar nas fungdes a(r), g(r) e h(r). A partir desse reescalonamento teremos as solugdes
a(r) = a® =a(\r), g(r) = g™ = g(\r) e h(r) = Y = h(\r), onde usamos na densidade
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de energia acima para calcular a energia das soluc¢oes, cuja forma explicita é

10 (1 OO ko 0a™ 1 [ 1 [8aM\® fonM\?
\) _ Lo (L ERLENOY R _
E 27r/rd7“ (7’87" (urh or ) erh or +2u 627’2< or ) < or )
M\2 2,02
+M(<3gr ) +“T§_629<A>2h@>2)+v)
10 (1 on\ k.0a 1 X [(0a\> [0h\*

dg 2 a’g?
+M (é&) +>\272 — 2R |+ 272V,

(6.14)
onde z = A\r. Para obtermos solugoes rotacionalmente simétricas, tomamos 713 = 0, que
nos leva a 5 5

2 ga 1 0
Mg —Z—|—-=—n"=0, 6.15
(g r? ) 2u (6-15)

assim como 7171 = Th2. Uma vez que o tensor de energia-momento é conservado, pode-se
escrever 111 = Thy = 0, onde ¢ é uma constante. Para garantirmos a estabilidade sob
reescala o valor quando A\ =1, que é equivalente as solugoes nao reescaladas. Com isso,
impomos que 8E(’\)/6)\’/\_1 =0e 82E(’\)/6)\2‘)\_1 > (), assim como feito nos capitulos
anteriores. Estas condigéeg sao satisfeitas para TIl =T5 =0, ou seja

12

1 a
2 2812

Mh*+ —
“9 +2u627’2

—V =0. (6.16)

Isso significa que a condicao de estresse nulo Tj; = 0, leva a solugoes rotacionalmente
simétricas e estaveis sob reescala. Como mostrado em [120], equagoes diferenciais de
primeira ordem para voértices em modelos de Maxwell-Chern-Simons-Higgs podem ser
obtidas com a adigao de um campo escalar neutro para equilibrar a contribuic¢ao de h(r)
no estresse, 1j;.

Aqui, apresentaremos um novo procedimento para se obter equagoes diferenciais de
primeira ordem sem a presenca do campo neutro. Para isso vinculamos as fungoes u(|¢|)
e M(|p|) de forma que podemos escrever

K20(0+1) (o))

Milel) = =S

(6.17)

onde ¢ é um pardmetro real adimensional. Como ambas fungoes p(|¢|) e M(|p|) sao
nao negativas, devemos ter ¢(£+1) > 0. Além disso, para evitar divergéncias em M (|y|),
escolhemos a permeabilidade magnética de modo que o limite

m u(|902!) ~ N, (6.18)
=0 ¢l
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exista e que N seja um ntimero real. Em outras palavras, queremos que p(|p|) va para zero
tao rapido quanto ]@\2. A questao agora é desvendar a estrutura de primeira ordem para o
modelo acima, na auséncia de um campo escalar neutro extra. Depois de varias tentativas
sem sucesso, inspirados pela equagao (6.15), encontramos uma possibilidade interessante.
Assim como nos modelos de Chern-Simons-Higgs do capitulo anterior, consideraremos
que a componente radial do campo elétrico dependa das fungoes g e a de forma que

klua

—h'= : 6.19

er (6.19)
Usando-o na lei de Gauss (6.9a), obtemos
a/

— — = rluh. (6.20)
er

A partir das equagoes (6.17) e (6.20), pode-se mostrar que a densidade de carga dada
pela equagao (6.21) pode ser escrita como

Cl/

Jo=r({+1) (6.21)

er
Ao integré-la, obtemos uma relagao entre a carga elétrica e o fluxo magnético Q = —rk (¢ +
1)®, que depende de £. O momento angular também dependerd de ¢ e pode ser calculado

através da equagao (4.12), para obtermos L = — (7m/e2) (20+1) (n2 —a? )

[0.9]
E possivel mostrar que as equacoes (6.19) e (6.20) satisfazem a lei de Ampere dada
pela equacao (6.9b). Substituindo-os em (6.15) e em (6.16), é possivel escrever as equagdes
diferenciais de primeira ordem como

I 20+1ag

I 22
g (+1 r’ (6.222)
a | 20u(g9)V(9)

—— == T (6.22b)

Essas equagoes devem ser resolvidas de acordo com as condigoes de contorno em (6.5).
Observe que ha um fator algébrico guiado por ¢ no lado direito da equagao (6.22a). Esta
caracteristica é nova no estudo de vortices em modelos com acoplamento minimo, veja
na reférencia [120], que em todos os modelos de vortices 14 estudados, possuem equagoes
diferenciais de primeira ordem onde a derivada g(r) satisfaz ¢’ = ag/r, que nos leva a
g(r~0)x 17l préximo a origem. O fator acima mencionado modifica o comportamento
de g(r) perto da origem. Pode-se mostrar que g(r) comporta-se como

g(r=0)x rinlv (2”1)/(”1), (6.23)

observe que o comportamento dependerd do pardmetro ¢. O comportamento de a(r) vai
depender do modelo a ser estudado. As equagoes diferenciais de primeira ordem (6.22)
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determinam a forma das fungdes a(r) e g(r). Ao conhecé-las, podemos encontrar h(r) a
partir da equagao (6.20) e (6.22b), que é escrita como

hr) = £+ | 2V19)

<0\ B2+ 1) (o) (6:24)

Assim, as solugoes sao completamente determinadas a partir das equagoes (6.22) e (6.24).
Nessas equacgoes, os sinais mais e menos representam vorticidades positiva e negativa. O
caso de vorticidade positiva estda relacionado com vorticidade negativa pela mudanca
a— —aeh— —h.

Para garantir que as equagoes (6.22) e (6.24) sejam compativeis com as equagoes de

movimento (6.8) e (6.9), tomamos o vinculo
,/63 (+1)p
(6.25)

dg

0 que leva ao potencial

V(g) = G Hl </d ) . (6.26)

Assim, o potencial é especificado pela permeabilidade magnética generalizada, 1(g), que
deve ser escolhida para permitir a existéncia de solugoes obedecendo as condigoes de con-
torno em (6.5). Para cumprir com o limite da equacao (6.18), tomamos a permeabilidades
magnética igual a zero na origem p(0) = 0, cujo potencial associado suporta um minimo
em g =0, ou seja V(0) =0.

Podemos reescrever a densidade de energia (6.10) usando as equagoes (6.19) e (6.20),
substituindo h e h' para fazer depender apenas de g e a e suas correspondentes derivadas.
Isto da

C(20+ Da®  R2000+ Vg k20020 + 1) pa?
o 2e20r2p 2e2g2 2e2r2

Usando o vinculo (6.25) podemos escrever a densidade de energia acima como

2
R+, [20+1ga 1 /2£+1a LdW
= — 2uV ] £ ———, 6.28
2e2g2 gF (+1 r +2,u 0 er K rodr’ (6.28)

onde o funcional de energia sera

+V. (6.27)

W(a,g) = —ZJ W. (6.29)

Isso mostra que a energia pode ser minimizada quando o potencial é dado por (6.26) e
as equagoes diferenciais de primeira ordem (6.22) forem satisfeitas. A energia minima é

E = 2m|W(a(o0),g(c0)) = W(a(0),9(0))]- (6.30)



6.2 EXEMPLO 107

e depende apenas das condigbes de contorno de g e a, dadas pela equagao (6.5). Notamos
ainda, que obtivemos as mesmas equacoes diferenciais de primeira ordem, embora usando
um procedimento diferente. Podemos entao dizer que as solugoes das equagoes diferenciais
de primeira ordem sao estaveis sob reescala e minimizam também a energia do sistema.
A densidade de energia (6.10) para essas solugoes podem ser escritas como

k(204 1) pa®

p= +2V, (6.31)

o272
lembrando que podemos determinar a condi¢do de contorno no infinito para a funcao
a(r). A partir das equagoes (6.18) e (7.94), vemos que a densidade de energia acima é
zero em r = 0 para solugoes de vértice com qualquer vorticidade.

Vamos agora fornecer um exemplo para o modelo descrito pela densidade Lagrangiana
que aparece em (6.1). Por conveniéncia, fazemos a redimensionamento

4
»— ESO, Ay — EAa, o — Egp, To — lxa, L — %ﬁ, (6.32)
e e e K e
Isso faz com que os campos e coordenadas se tornem adimensionais. Em seguida, proce-
demos tomando e = k = 1 nas equacoes sem perder a generalidade. Note que o redimen-
sionamento acima pode ser feito logo apds a equagdo (6.1). Estamos fazendo isso aqui
porque queriamos mostrar como os parametros aparecem nas equagcoes gerais.

6.2 Exemplo

Para ilustrar o procedimento, vamos primeiro considerar a permeabilidade magnética
na forma

u(lel) = clol®. (6.33)

com ¢ > 0. Esta escolha leva a M(|p|) = cl(¢+1)/2, que ndo depende de |p|. Como
afirmamos antes, ¢ é um pardmetro real que deve obedecer ¢(¢+ 1) > 0, o que exige
¢ < —1ouf>0. Neste caso, o potencial em (6.26) torna-se
L33 2( 2 22
V(lel) = gt (t+1) o] (v —lel”)", (6.34)
onde v é um parametro envolvido na quebra de simetria do potencial. Este potencial é
mostrado na figura 6.1 para v =1, ¢ = 2 e alguns valores de /.
As equagoes diferenciais de primeira ordem (6.22) tornam-se

20+1ag
=y == 6.35
g (+1 1’ (6.35)

a Log [l4+]1 5979 o
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4 1.4+

24 0.7+

O_I T T O_I T T
0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 6.1 Potencial V (|¢|) da equagao (6.34) para v=1 e ¢=2. No lado esquerdo mostramos
0 caso com ¥ positivo, para £ =1,1.5 e 2, enquanto no lado direito exibimos o caso com ¢ negativo,
para £ =—2,—1.5 e —1.25. Em cada figura, a espessura das linhas aumenta com o aumento de

l.

e a fungdo h(r) da equagdo (6.24) toma a forma

h(r) = if\/ﬁ (vz —gz(r)> : (6.36)

A condicio de contorno (6.5) para essa solugao na origem é hg = £(cfv?/2) \/(€ +1)/(20+1).
Para determinar as solugoes das equagoes diferenciais de primeira ordem (6.35) precisa-
mos saber as condigoes de contorno no extremos g, € ao. Entretanto, podemos fazer
um estudo préximo a origem. Como sabemos o comportamento de g(r) préximo a origem
é dado pela equagao (6.23), que depende de ¢. Usando esse resultado nas equagoes dife-
renciais de primeira ordem (6.22) com as condigdes de contorno (6.5) podemos estimar o
comportamento das solucoes a(r) e h(r) perto da origem, que serao

0 r2<1+|n|\/(2€+1)/(€+1)> | (6.37)
ho—h(r~0) x p2inly/ 261/ (E+1) (6.37b)

n—a(r~

Os campos elétricos e magnéticos podem ser calculados a partir da equacao (6.6). Os
comportamentos dessas quantidades perto da origem sao

E,(r ~0) oc p2nlV 2D/ (1) -1 (6.38a)
B(r = 0) oc p2AnvV ED/EH) (6.38b)

Ja a densidade de energia (6.31) para as solugoes diferenciais das equagoes de primeira
ordem (6.35) tem a forma

2 202
p=cl(20+1)g° (7”2+4i2f‘:_11)) (U2—g2)2> : (6.39)
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Podemos calcular também o seu comportamento préximo a origem, que sera
2(|n\,/(2z+1)/(z+1)—1)
p(r~0)ocr : (6.40)

Pela densidade de energia (6.39) vemos que podemos ter solugdes topoldgicas, com
as condigdes de contorno goo = v € an = 0, como também nao-topolédgicas goc =0 e
as # 0. Entretanto, vamos nos concentrar apenas nas solugoes topolégicas. Apesar de
nao conseguirmos obter solugoes analiticas para as equacgoes diferenciais de primeira or-
dem (6.35), podemos fazer uma anélise assintética para as solugdes ¢(r), a(r) e obter
v—g(r>>0) x Ky (c€v2r), a(r >>0) < rK; (051)27“), lembrando que K,(z) é a fun-
¢ao de Bessel modificada do segundo tipo com argumento z. Vale ressaltar que esse
comportamento assintotico ¢ semelhante aos dos modelos canonicos para os vortices de
Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs dos capitulos anteriores. A condi¢ao de contorno
no infinito da fungao h(r) dado pela equagdo (6.36) serd hoo = 0, podemos analisar assin-
toticamente também e determinar que h(r >> 0) o K (c€v27">. Calcularemos a energia

a partir do funcional de energia (6.29), que tem a forma

W(g,a) = —g\/@ (0+1)(20+ 1)a(02—gz>, (6.41)

logo, para as solucdes topoldgicas, temos que a energia serd £ = mcv?|n| \/€2 (+1)(20+1).

Como foi ja foi dito, ndo conseguimos obter solu¢des analiticas para as equagodes
diferenciais de primeira ordem (6.35), entretando podemos obter solu¢oes numéricas. Na
figura 6.2, mostramos o perfil das solugdes topolégicas g(r), a(r) e h(r) para v =n =1,
¢ =2 e varios valores de ¢, tanto positivos quanto negativos. J& na figura 6.3 temos
seus respectivos campos elétricos e magnéticos. Observe que o campo elétrico muda
de sentido conforme mudamos ¢ de positivo para negativo; isso esta de acordo com a
mudanga de sinal da carga elétrica, conforme comentamos no paragrafo abaixo da equagao
(6.21). O comportamento da densidade de energia (6.39) pode ser visto na figura 6.4 para
n=uv=c=1 e alguns valores de ¢. Observe que ha um vale ao redor da origem. Para
destacar esse comportamento, fazemos a densidade de energia no plano na figura 6.5.

Também podemos considerar simetrias extras em modelos com termos de Maxwell e
Chern-Simons, veja, por exemplo, a referéncia [164]. Nesse trabalho os autores conse-
guem obter solugoes do tipo vortices onde pode existir uma inversao de sinal no campo
magnético.
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Figura 6.2 Nas figuras de cima, podemos ver as solugoes g(r) (linhas ascendentes) e a(r)
(linhas descendentes) da equacao (6.35). Nas figuras abaixo, temos as funcoes h(r) da equagao
(6.36), para n=v =1 e ¢=2. Os painéis da esquerda retratam o caso com ¢ positivo, para
£=1,1.5 e 2, enquanto os painéis da direita o negativo £, com £ = —2,—1.5 e —1.25. A espessura
das linhas aumenta com ¢ em cada painel.
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Figura 6.3 As componentes radiais do campo elétrico E,.(r) em cima e os campos magnéticos
B(r) em baixo, dados pela equagao (6.6) associado as solugoes topolégicas da equagao (6.35)
e (6.36), para n=v =1 e ¢ =2. Os painéis da esquerda retratam o caso com ¢ positivo, para
£=1,1.5 e 2, enquanto os da direita para ¢ negativo, com £ = —2,—1.5 e —1.25. A espessura
das linhas aumenta com ¢ em cada painel.
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Figura 6.4 Densidade de energia p(r) da equagdo (2.8) para n=v =1 e ¢ =2 e alguns valores
de . No lado esquerdo temo para £ =1,1.5 e 2, ja no lado direito temos para { = —2,—1.5 e
—1.25. A espessura das linhas aumenta com /.

Figura 6.5 Densidade de energia (2.8) no plano (r,0), paran=v=1e¢ c=2, com { =1 em
azul e / = —1.25 em vermelho.



CapriTULO 7

Voértices de Mawell-Chern-Simons-Higgs
com Acoplamento Nao-Minimo

Nesse capitulo mostraremos outra maneira de obter vortices de Maxwell-Chern-Simons-
Higgs, para isso faremos uma modificacdo na derivada covariante. Consideraremos um
acoplamento nao minimo, que consiste em adicionar um termo a mais no acoplamento
minimo. Os primeiros estudos de vértices com acoplamento ndo minimo foi em [165,166],
onde o termo extra é interpretado como um momento magnético andémalo. Apesar de
ser possivel obter equacoes diferenciais de primeira ordem, as solugoes deste modelo
terdo carater nao-topoldgico. Uma generalizacao desse modelo foi estudada nas referén-
cias [167-169], onde inclui-se uma funcao dielétrica no termo extra. Nos guiaremos por
esses trabalhos para estudar um modelo ainda mais geral. A presenca do acoplamento
minimo pode ser usada para se obter um termo de Chern-Simons a partir da quebra
esponténea de simetria em modelos de Maxwell-Higgs, ver [170]. Vale ressaltar que a de-
finicdo de acoplamento nao minimo nao é tnica, pode-se obter solugoes do tipo vortices
em modelos com acoplamento ndo minimo no contexto de violagao de Lorentz [171].

7.1 Generalidades

Vamos agora estudar modelos de vortices de Maxwell-Chern-Simons com acoplamento
nao minimo. Consideraremos a densidade lagrangiana estudada em [172], que é dada por

1
L=——FgF"%+
aul|el)” *°

Note que é bastante semelhante a do capitulo anterior, veja a equagao (6.1). Entretanto
a derivada covariante ndo é mais a mesma, temos que D, = 0, +ieA, —iqG(|¢|) Fo onde
Fo=capyF B /2 é o dual do tensor eletromagnético. Além disso, definimos Fi,g = €a gy 7,

487‘“[314 Fog+M(l¢)DaD = V(|)). (7.1)

onde Fp =—B e F; = z—:ZjEJ com E' sendo as componentes do campo elétrico EeBo

campo magnético. Em unidades naturais a quantidade [¢] = € %, a fungao G(Jg|) ¢é

adimensional. Para ¢ = 0 recuperamos o modelo anterior, j4 que o acomplamento nao
minimo é composto pela derivada minima mais um termo extra Dy = Do, —iqG(|¢|) Fa
Vale ressaltar que apesar da modificacao da derivada covariante no modelo acima, ainda
serd invariante sob transformacoes U(1). As equagdes de movimento para o campos serao

113
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« o 14 'u|€0| « « q « )
D, (M D = F F*+ M, DooDp+ =G, Fo T¢ =V, , (7.2a
(D) = 575 (L DD+ LG g Vi), (120)
1 q
6”58&( Fs—=G(|o j)ZFLF’Y—j’Y, 7.2b
M(|90|) B o (| ’) B ( )
onde
Jo = ieM([p])(®Dap — ¢ Dap), (7.3)

¢ a 3-corrente. Note que a corrente conservada para o modelo (7.1) é diferente dos modelos
anteriores. Poderfamos ainda escrevé-la como J, = Jo +2qe|o|?G(|¢|) M (|¢|) Fu, onde J,
¢ a 3-corrente associada aos modelos com acoplamento minimo, definido na equagao (4.5).
O tensor energia-momento para esse modelo é dado por

Tas = (s ~ 2P DM (0D (o~ yary )

+M(|¢]) (Da$Dpp + DaDpp — 11ap DrpD o) + 110V (|0])-

(7.4)

Note que as derivadas covariantes que aparecem no tensor energia-momento do modelo
(7.1) sao do acomplamento minimo (Dg = 0y +i€A,). Podemos escrever T,53 em termos
de suas componentes, cujas formas sao

1 (1 ;
Too =5 <M —2q2|s0|2G2M> (E®+B?) +M (|Dogl* + D1 + | Dagl*) + V. (7.5a)
1 . _ -
Ty = — (M - 2q2|90|2G2M) eij B B+ M (DogDig + DogDip) (7.5b)

1 1 -
T, = (M _2q2|¢|2G2M> (25” (E*+B%) - EE]) + M (655 (IDo|® = | Dipl* = [ Dagpl?)
+Di90Dj90+Di90Dj90> — iV, (7.5¢)

onde cada uma representa uma quantidade fisica.

Até o momento nao fomos capazes de fazer o procedimento de Bogomol'nyi, para isso
precisaremos tomar alguns vinculos entre as fungdes envolvidas do modelo (7.1). Algo
semelhante ao que foi realizado no capitulo anterior, quando vinculamos as fungoes p(|¢|)
e M(|¢|) na equagao (6.17). Porém, podemos obter algumas informagoes extras quando
tomamos o ansatz usual para vértices, nao iremos reescrevé-los novamente aqui, mas
pode ser visto na equagao (6.4) com as condigbes de contorno (6.5), lembrando que as
condigoes de contorno nos extremos sao determinadas para que tenhamos solugoes com
energia finita. Os campos elétricos e magnéticos serdo os mesmos da (6.6), assim como o
fluxo magnético, que dependerd das condigoes de contorno do campo a(r). As densidades
de carga e de corrente da equacgao (7.3) serdo

qGa’
er

Jo = —2eg*M (eh — ) e J=2eg’M (a — th') 0. (7.6)
r
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Assim, a equagao de movimento para o campo escalar (7.2a) toma forma

1 1 "\ 2 2\ 1
= (rMg) + (g]\/[ 4o g2]\/[g> eh— 16T (‘” - th') Mg
r 2 er r 2

Hg 2 2 a? 2 2 ah’  ha' 1

As leis de Gauss e Ampere dados pela equagao (7.2b) serdo, respectivamente,

1/(1 ' 2 '
- (( — 2q292G2M> rh' + 2qg2GMa> — (1 — q€g2GM) r 2e2g° Mh =0, (7.8a)
r\\ u K er
1 ' ’ 2 2eg>M
(( _ 2q2gQG2M> @ +2qegQGMh> _ (1 _ (]egQGM) ! — 29 o (78D
1 er K r
Podemos usé-las para reescrever a equagao (7.6) como
1 2 !
Jo=— <(1 — qegQGM> ke (P—2q292G2M) Th’) ,
r K e
2e 1 a\’ (7.9)
F=—b <(1 - quGM> h — ( - 2q2g2G2M> ) .
K L er
A densidade de energia (7.5a) serd
1/1 2 2 2
P=s ( — 2q2g2G2M> (hlz + a2 2) +M (62g2h2 +g’2 + ag) +V, (7.10)
1L e?r r
e as outras componentes do tensor energia-momento serao
1 1
Top = —— (( - 2q292G2M> a'h'+262g2Mah> sin(6), (7.11a)
er \ \ i
1 1
Too = — (( — 2q292G2M> a'h' + QngZMah> cos(0), (7.11b)
er \ \ i
2 gla®\ 1/1 2 92 2
Tip=|M|g" === | =5 | =—2¢°g°G"M | " | sin(26), (7.11c)
r 2\ p
1/1 a’
Th=-|-——2¢*C’M | -+ 2> Mh> -V
2\ e2r?
2.2 1/1
+ (M <9'2 - gj) -5 ( - 2q2g2G2M> h’2> cos(20), (7.11d)
r 7

1/1 2
Ty = = ( —2q2g2G2M> S+ PPMR -V
2\ p e<r

2.2 1/1
+ (M (g g —g'2> + 3 < — 2q292G2M> h'2> cos(26), (7.11e)
r [
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que em coordenadas polares ficam representadas por

1 1
Tog = — (( 2q2g2G2M> ah' + 26292Mah> , (7.12a)

12
T = ( —2q 92G2 )22+6292Mh2—v
e4r

_1
2
2 1(1 2 22 12
—— | —=2¢"¢°G"M | h'" |, (7.12b)
2 \p
1

12
2( ~2°*G*M )‘; S+ MR —V
esr

1/1
+ (M (g(; - g’2> +5 ( - 2q292G2M> h’2> ~ (7.12¢)
r H

Usando a lei de Gauss (7.8a) na densidade de energia (7.10), obtemos
1 "1
— << 2q2g2G2M> rhh/+2qagQGMh> —1—5 (—2q292G2M>
o 7
a
2

(7.13)
2 2 2002
X (2—h'2) —|—M< G “;7 —e?g2n? 4+ ¢ (ha’—ah')) +V.
esr r r

Assim como nos capitulos anteriores, podemos fazer uma reescala r — Ar nas fung¢oes
g(r), a(r) e h(r) e usar o teorema de Derrick. Para que as componentes do tensor
energia-momento tenha simétria axial, temos que

a 1/1

M (g/2 g . ) — = ( - 2q2g2G2M> K =0. (7.14)
r 2\ p

Essa exigéncia faz com que T2 =0, T11 = Th2 = 0, onde ¢ é uma constante. Para que as

solugoes sejam estaveis por reescala temos que o =0, que nos leva a

1/1 2
= ( - 2q2ng2M> PP MEE -V =0, (7.15)
2\ p e“r

Concluimos que para que essas solucoes sejam estaveis por contracoes e dilatacoes, devem
ter o tensor de estresse nulo 7;; = 0. Veja que apesar de obtermos duas equacoes diferen-
ciais de primeira ordem (7.14) e (7.15), nao serd suficiente para resolver as equagoes de
movimento (7.7) e (7.8). Entretanto, conseguimos desenvolver duas maneiras distintas
de obter equagoes diferenciais de primeira ordem para o modelo geral (7.1), separamos
em caso 1 e caso 2.

7.2 Caso 1l

Esse caso foi inicialmente considerado em [165], para o modelo (7.1) com pu(p) =
M (p)=G(p) =1. Nesse trabalho os autores consideram solugoes com simetria rotacional
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e conseguem obter equagoes diferenciais de primeira ordem que satisfazem as equagoes di-
ferenciais de segunda ordem (7.7) e (7.8), entretanto s6 existirao solugdes nao-topolégicas.
Uma generalizagao desse método foi realizado em [167,168], onde inclui a permeabilidade
magnética u(|p|) com condigoes especificas. Em seguida, na referéncia [169] os autores
obtém equagoes diferenciais de primeira ordem sem assumir invariancia rotacional, sa-
tisfazendo as equagoes (7.2). Nos trabalhos citados acima foi considerado M (|g|) =1,
aqui faremos uma extensao da sugestao deles com a inclusao da funcao geral M (|p|).
Consideraremos que a permeabilidade magnética p(|p|) e a funcao G(|p|) satisfacam

llehG (el = 1. (7.16)

Nesse caso, a densidade lagrangiana (7.1) toma forma
£ =Ll Eu F™ + Emw A B + M(|0) DDl — V(|10]) (7.17)
T e P uw 46 MM v PP e Pl)s .
e a equacao de movimento para o campo de calibre (7.2b) torna-se
e, (qG(\goD(/@F)\—j,\)) FRFY =Y =0, (7.18)
e

que pode ser resolvida por J, = kF),. Para essas solugoes em particular, podemos re-
lacionar a densidade de carga com o campo magnético Jy = —kB. Portanto, podemos
escrever a carga em termos do fluxo

Q =—r9. (7.19)

Fazendo a redefini¢io de campos ¢ = |ple} e A, = A, — (1/€)3,A podemos reescrever
Ju = kF), como
_2¢% P M (e Ay

b= el

(7.20)

onde
fllel) = 1—22;6|90|2G(\90|)M(\90|)- (7.21)

Essa fungao deve ser nao negativa e sera igual a um quando ¢ =0, onde recuperamos o
modelo (5.1). As componentes 0 e i da equagao (7.20) serdo as leis de Gauss e Ampere,
dadas por

_ 2¢%|p* M (J]) Ao

kB 7ol , (7.22a)
2o M ()i A, )
KE' = () . (7.22b)

Note que essas equagoes sao de primeira ordem e lembram muito as equagoes do modelo
de Chern-Simons-Higgs, veja (5.2b), a tnica diferenca é devido a funcdo f(|p|) definida
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m (7.21). A equagdo de movimento do campo escalar (7.2a) para as solugbes da equagao
(7.20) sera

D (A0~ 57 (MW@QOD o+ LGP -V, ) 0, (7.23)
que ¢ uma equacao diferencial de segunda ordem. Para simplificar o problema, iremos

desenvolver o método Bogomol'nyi nesse caso. Usando (7.20) para substituir Ag e E' na
densidade de energia (7.5a), obtemos

. 2 2 2 €2A%|€0’2 62A§|80|2

p—M(\90|)<(80|90|) O+ alol?+ SIEE L 1 ) .
K2 f(|¢]) B2 (724
1elo2a gy TV U

Introduzindo a notacao 0+ = 01 +i0y e AL = Aj £1As, podemos reescrever a equagao
acima como

o 2 GE oA
= M(Jp) ((50|90|)2+ sl + ;‘(i"f)' ):I: 26'90’M<|Jf8€r;‘3@’@0'
i i (7.25)
&£ (lel) 2¢, I M(le)V(Iel) eV (el) 4
Il M (D) (B:FK'SO'J 70D ) Fo\ ToPamg) ©
Para o vinculo
d FUeDV(el) | _ 26l M(|e]) (7.26)
dlel \\ [el*M([e]) k(1))
teremos o potencial
4et|pP M (Je]) !@IM 1)
Vil == 7710 (/ o ) (7.27)

Considerando o vinculo (7.26) na densidade de energia (7.76) e fazendo uma integracao
em todo espaco, obtemos a energia

_ 2
2 ielp| At K*f(|¢l)
E= /dw ( (lel) ((ao\SOD + Ozl + o) >+462|¢|2M(|¢|)
2o, MU0V 55, ( [F02DV D 729
X(Bﬂ‘*”'J 7l ) ‘ ]a( I@PM('@DA)

. 2|sa|M<|so|>el‘f<ai|¢|>@-A)).
7D
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para reescrever a enegia Ccomo
ielp|Ax >+ & f(leol)

E= /dﬂﬂ( (Il) ((30\90\)2 oD 42 o 2M ()

(5220, [PV -
(BJFHMJ oD ))]Fwoof

1 , 1 g
F fWooj{ dz' 0;A £ f/deW(|<p|)e”8i8jA,
e r—00 e

Definimos a func¢ao

+ |0+ || +

onde Wy, é o valor de W(|¢|) em r — co. A energia terd um valor minimo, dado por

E> Ep— |[®Wa| —2W‘ZWOO +2r 2w(0)|, (7.31)
e serd minima K = Ep, quando
e|p| A
ai|90|+w|gp| = (7.32b)
f(lel)

2e, | V(IeD)M(e])
BT Z || | — LY g, 7.32¢
" TiE) (7:32¢)

que sao equagoes diferenciais de primeira ordem que satisfazem as equagoes de movimento
(7.20) e (7.23), desde que o potencial tenha forma dada por (7.27). Usando a lei de Gauss
(7.22a) podemos escrever

1 V(e
Ao =2T0\ Me) (7:33)

Essas equagoes além de minimizarem a energia, fazem com que as componentes do tensor
energia-momento (7.5¢) sejam iguais a zero, ou seja, T;; = 0. Porém a componente Tp;
nao é nula e possui a forma

2¢2|2M (|¢]) Ao A;
f(lel)

indicando que essas solugoes possuem momento angular.
Considerando solugbes com simetria circular (ansatz), as equagoes (7.20) tornam-se

k' 2e%g*M(g)h

er f(9)

26&92M(g)
rf(g)

Toi = = kBA;, (7.34)
=0, (7.35a)

kh' + =0, (7.35b)
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onde f(g) é dada pela equagao (7.21). A equagdo de movimento para o campo escalar
(7.23) para o ansatz (6.4), seré

; (Mg +V,) =0. (7.36)

1 / 1 3072 2,2 a°
~(rMg) + f2(M+ S9My+ L MG’) n2 &

r2

Substituindo o ansatz nas equagoes diferenciais de primeira ordem (7.32), teremos

! ag 1

g =t——, 7.37a
VT (7:372)

a’ 2eq |[MV
——=4 — 37b
er K f’ (7.37b)

e substituindo em (7.33), temos
1 |Vf

h=+—y—. 7.38
eq\ 21 (7.38)

Lembrando que o potencial deve resolver o vinculo (7.26), nesse caso, as equagoes diferen-
ciais de primeira ordem (7.37) juntamente com a equacao acima satisfaz as equagoes de
movimento (7.35) e (7.36). Os sinais de mais ou menos indica quando teremos solugoes
com vorticidade positiva ou negativa respectivamente e podem ser relacionadas a partir
da troca a — —a e h — —h. Vale ressaltar que poderiamos ter usado as equagoes obtidas
a partir do argumento de Derrick (7.14) e (7.15), juntamente com (7.35) para obter essas
mesmas equagoes diferenciais de primeira ordem. Para as solugoes das equagoes acima
a densidade de energia (7.10) pode ser escrita como p = £(1/r)W’, onde o funcional de
energia é dado por

ra | V(g)[f(g)

Wi(a,g) = _egg W,

(7.39)
com energia

E = 2m|W(a(00),g(00)) = W(a(0),9(0))]- (7.40)

Podemos ainda escrever a densidade de energia para essas solugoes dependendo apenas
dos campos g e a como
2a°g> M
=2
Escrever a densidade de energia dessa forma é conveniente para determinarmos as con-
di¢des de contorno nos infinitos para cada modelo. Para as condi¢oes de contornos ade-

quadas, podemos calcular o momento angular (4.12) como L = — (7r/<¢/e2) (n2 - ago)

+2V, (7.41)

Ressaltamos aqui a presenga da fun¢do f na equagao (7.37a). Por conta dessa fungao
nao é possivel fazer um estudo das solugoes proximos da origem, seus comportamentos
dependerao da funcao f quando r ~ 0. Para os modelos estudados até o momento, quando
temos solugoes topoldgicas, a fungao ¢(r) é monotonicamente crescente, conectando g =0
e g =v. Ja as solugbes a(r) serao fungoes monotonicamente decrescentes ou crescentes,
dependendo da vorticidade. Para essas solugoes topoldgicas, a derivada ¢'(r) nunca zera,
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exeto quando 7 — oco. Existem modelos que a’(r) pode zerar nesse intervalo [128]. Porém,
até onde se sabe, niao existem modelos onde ¢'(r) tem esse comportamento. Como ja foi
mencionado, o aparecimento dessa funcao f, pode modificar completamente as solugoes,
nao s6 a origem, mas como também em todo o intervalo de validade, levando a modelos
com novas caracteristicas.

Podemos fazer a reescala

1 K K K e K
To = —Ta, ¢ =9, Aa——As, vo-v, ¢——q L= 5L (7.42)
K e e e K e

para trabalharmos com quantidades adimensionais. Logo, podemos fazer e = k = 1 sem
perda de generalidade.
7.2.1 Exemplos

Agora ilustramos nosso procedimento com uma generalizacgao dos modelos considera-
dos em [165,167,168], dado por

1= M2(Jg]) (1= fol2/0?)
Gl =—pat (o)

onde [ é um pardmetro real e v é o pardmetro de quebra de simetria. Da defini¢ao (7.21),

(7.43)

temos que f(|¢|) = M2(|p|) (1 — |<,0|2/112)1_l. Note que, em principio, M (|p|) é arbitrério,
restrito apenas pelo carater nao negativo da densidade de energia. Recuperamos o modelo
estudado em [165, 166], tomando M =1 e [ =0, que resulta em G = 1/(2qv?), com
permeabilidade magnética constante. Esse resultado foi generalizado em [167,168], que
considera M = 1 e [ arbitrario, logo, G(|¢|) = (1 — (1 —|¢[?/v*)1=1)/(2q|p|?). Para uma
funcao geral M(|p|), a equagdo acima pode ser substituida em (7.27) para obtermos o

potencial
Aot o]2 2\ 2
V(jgl) = — 1P (1—‘9‘1) , (7.44)
(I+1)" M(Je]) v

onde escolhemos a constante de integracao adequadamente para obter quebra de simetria,
independentemente de M (|¢|). Para encontrar as solugoes, devemos resolver as equagoes
diferenciais de primeira ordem (7.37), que para esse modelo serdo dadas por

-1

2\ T
ag g
g = Q) (1 — 1}2> : (7.45a)
(l/ 41}292 g2 %
S A 45D
=i 1) (7450)

Note que é necessério sugerir uma forma para a fun¢ao M (g) para obtermos as solugoes.
O campo h(r) dado pela equagao (7.38) é escrito em termos da solugdo g(r) como

I+1

By = 22 (1-92gﬁ> " (7.46)

(I+1) v
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Na origem temos que hg = 2v?/(I+1). Observe que h nao depende explicitamente de
M(g), entretanto muda o comportamente de g(r), que deve ser substituido na equagao
acima.

O funcional de energia (7.39) toma forma

141
2

’UQCZ 2
W(a,g) = —(?H) (1 - f}’2> . (7.47)

Entéo, a energia nao depende de M (g), uma vez que, depende apenas dos valores limites
de a(r) e g(r), veja a equagao (7.40). Por outro lado, a densidade de energia é modificada
por M (g), para esse modelo a equacao (7.41) toma a forma

9 2 2\ -1 ) 4 4 2\ I+1
p=-—9_(1-L e . (7.48)
M(g) v e (I+1) v

Lembrando que ¢ a partir da densidade de energia acima que determinamos as condi-
¢oes de contorno nos infinitos. No entanto, deve-se ter o cuidado de tomar as condi¢oes de
contorno adequadas, pois estao relacionadas com o carater topolégico ou nao-topologico
do vértice e além disso, as solugoes devem ter energia finita. Revisaremos o caso mais
simples, que aparece para M =1 que foi estudado [165, 167, 168]. Em particular, na
referéncia [165], temo que M =1 e | =0, a densidade de energia torna-se

a2 gz -1
=22 = [(1-Z M0t . 4
p=2g (rg( U2> +4v (7.49)

Portanto, para garantir a finitude da energia, devemos impor que goo =0 com a qual-
quer. Isso significa que as solugoes de vortices encontradas devem ter carater nao topo-
l6gico. Esse modelo foi generalizado nas referéncias [167, 168], com a inclusdo de uma
permeabilidade magnética generalizada conduzida pelo campo escalar. Para M =1 e
[ =1, recuperamos o modelo Chern-Simons-Higgs canonico [138,139, 151], com a densi-
dade de energia dada por

a2
p=2¢g> (7‘2 + (112 - 92)2> . (7.50)

Teremos solugbes topoldgicas (aeo =0 € goo = v), ou nao-topolégicas (ax # 0 € goo = 0),
como vimos no capitulo 5. Para M =1 e [ > 1, pode-se ver de (7.48) que as solugoes
topolégicas sao suportadas pelo modelo, com as qualquer e g(oco) — v. Diferentemente
dos modelos estudados nos capitulos anteriores, nao precisamos que ao, = 0 para que
tenhamos energia finita, pois aqui existe um fator (1 — 92 /v2)l_1, que é zero em g = v,
como também zera o lado direito das equagoes diferenciais de primeira ordem (7.45).
Esse modelo também suporte solugoes nao-topoldgicas, com as qualquer e g(oco) — 0,
pois o fator g vai para zero e protege a energia contra divergéncias. Usando as equacoes
(7.47) e (7.40) pode-se mostrar que, neste caso, as solugoes topoldgicas tem energia
E = 4mv?|n|/(1+1), enquanto as solucdes ndo-topolégicas tem energia E = 4mv?|n —
acol/(1+1).
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Introduziremos dois novos modelos, onde a fungdo M # 1, leva a novas configuracgoes
de vortice. Primeiramente consideraremos um modelo que modificamos o comportamento
das solugoes na origem [172]. Em seguida mostraremos modelos que geram zeros na
derivada de ¢(r), que nos leva a vértices com multianéis em suas quantidades fisicas,
veja [173].

7.2.1.1 Exemplo 1.1

Consideraremos uma fungao M (|p|) que dependa de um pardmetro . Este modelo
foi estudado em [172], onde escolhemos a funcao M (|¢|) de maneira apropriada para levar
a modificagdes no centro do vortices. Para

M(l¢l) = <A+(1—A)|ff> ( - |¢’2>l;, (7.51)

V2

onde A é um parametro com A € (0,1]. Da equagao (7.43) temos que

(7.52)

1— (At (1= No2/02) 2\ 7
o) = L IVl /e?) (M*@‘) |

- 2qlel (A (1= N)[el?/0?) v?

Note que para A =1 =1 recuperamos o modelo Chern-Simons-Higgs canénico. O potencial

(7.44) toma forma
3141

o (1-[p2/0?) =
I+ (A + (= Nlgl2/0?)

Com minimos em |p| =0 e |p| = v, como pode ser visto na figura 7.1 para v =1=1 e
alguns valores de .

V(lel) = (7.53)

0.8

0.4

Figura 7.1 Potencial V(|¢|) dado pela equagao (7.53) para v=1[=1e A =0.01,0.1,0.25,0.5
e 1. A espessura das linhas sélidas diminui com X, em particular para A =1 temos a linha
tracejada.
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As equagoes diferenciais de primeira ordem (7.45) serao

r ag a
g _r(/\—i-(l—/\)gQ/vQ)’ (7:542)
l
d_ () . (7.54b)

r (4 (A+ (1= N)g2/0?)

Agora investigamos o comportamento das solugoes perto da origem, tomamos a,(r) ~
n—a(r=0) e g,(r) = g(r ~0) para mostrar que as equagdes acima levam a

2(n+X)

Go(r) x X e ag(r)ocr™ . (7.55)

Esse comportamento é bastante parecido com o do modelo estudado no capitulo ante-
rior, onde estudamos vortices de Maxwell-Chern-Simons com acoplamento minimo. Para
determinar h(r), deve-se resolver as equagoes diferenciais de primeira ordem (7.54) e
substituir a solugdo g(r) conhecida na equagao (7.46). A densidade de energia (7.48)
torna-se

_292(7’)(1—92(r)/v2>l_21 a2(r) Ayt a2(r) I+1
S TR ( EERRTESTE (1‘ 0 ) - (56)

Pela densidade de energia acima vemos que o modelo suporta tanto solugoes topoldgicas
quanto nao-topoldgicas de energia finita para [ > 1. Aqui, lidaremos apenas com solugoes
topoldgicas, com goo = v € aoo = 0. A partir das equagoes (7.47) e (7.40), é simples
mostrar que a energia das solugdes topolégicas ¢ dada por E = 4x|n|v?/(1+1). Além
disso, vemos que o fluxo é ® = 27mn, logo, tanto o fluxo magnético quanto a carga em
(7.19) sao quantizados.

Em seguida, usamos procedimentos numéricos para resolver as equagoes diferenciais
de primeira ordem envolvidas e encontrar os perfis de a(r), g(r) e h(r). Eles podem ser
vistos em 7.2, onde tragamos essas fungoes para ¢ =v =mn =1[1=1 e alguns valores de
A. Pode-se ver isso, quando A diminui, o platdé que aparece em cada uma das solugoes
torna-se mais largo. Observe que, embora as solugoes se comportem de forma distinta
perto da origem, a cauda das solugoes sao muito semelhantes para os varios valores de
A. Usando essas solugoes, calculamos seus respectivos campos elétricos e magnéticos e a
densidade de energia. Essas quantidades sao exibidas nas figuras 7.3 e 7.4. Observe que
elas tém um buraco ao redor da origem, cuja profundidade e largura se tornam maiores
a medida que A diminui.

7.2.1.2 Exemplo 1.2

Mostraremos agora um modelo estudado em [173]. Destacamos que a equagao (7.37a)
¢ diferente das equagoes que aparece no estudo de modelos de vortices com acoplamento
minimo, que s6 leva a um perfil monotonico para g(r) no estudo de solugdes topolégicas.
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Figura 7.2 Solugoes g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) das equagdes diferenciais de primeira
ordem (7.54) do lado esquerdo e do lado direito o campo h(r) dado pela equagdo (7.46) para as
solugoes de (7.54) comn=v=1=1e A=0.01,0.1,0.25,0.5 e 1. A espessura das linhas sélidas
diminui com A, em particular para A =1 temos a linha tracejada.

Figura 7.3 Componente radial do campo elétrico E,(r) e campo magnético B(r) para as
solugoes da figura 7.2, comn=v=1=1e A =0.01,0.1,0.25,0.5 e 1. A espessura das linhas
sélidas diminui com A, em particular para A =1 temos a linha tracejada.

Figura 7.4 Densidade de energia p(r) dado pela equagdo (7.56) para n=v=101=1¢e A=
0.01,0.1,0.25,0.5 e 1. A espessura das linhas sélidas diminui com A, em particular para A =1
temos a linha tracejada.
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Aqui, f(g) aparece no denominador no lado direito das equagoes diferenciais de primeira
ordem (7.37) e na densidade de energia (7.41). Portanto, esta fun¢ao pode ser usada para
gerar zeros em ¢'(r), no campo magnético e na densidade de energia, de modo que ambas
as solugdes g(r) e a(r) geram platos nesses pontos. Para ilustrar essa nova caracteristica,
tomamos a fun¢ao G(|¢|) da equagao (7.43) paral=1¢e

140
L+0(1 = [p]?/w?)*

onde />0 e 0 <w < v sio os parAmetros que controlam o modelo. Da equagao (7.43),
vemos que para £ =0 leva a M(|p]) =1 e G(|p|) =0, entdo, o0 momento magnético and-
malo desaparece e o modelo de Chern-Simons-Higgs canénico [138,139,151] é recuperado.
Quando ¢ aumenta, a funcao f obtém um valor cada vez maior no ponto r4, definido por
g(r«) = w, portanto, esperamos que a derivada das solugdes se torne cada vez menor neste
ponto. No limite ¢ — oo, temos que

M*(|g]) = (7.57)

_1
2

M([e]) = Lol (7.58)
w2 |
que ¢ divergente em .. O potencial em (7.44) toma forma
1
2\ 1
10 (1= o /uw?)
a2 (a2 22
Vi(lel) = lel® (v* = []?) o , (7.59)
que, no limite ¢ — oo, torna-se
2 |l?
V(lel) =1lel? (v = el*) | |1 — . 7.60
e =lof? (2= 16" - 12 (7.60

Na figura 7.5, nés mostramos o potencial (7.59) para v = 1, w = 1/4/3, e vérios valo-
res de /¢, incluindo ¢ = 0 e o limite infinito dado na equacao acima. Pode-se ver que
o comportamento do potencial muda significativamente com ¢ em |p| = 1/4/3, onde
V(1/v3) = (4/27)(1 —1—6)_%. Comegando com ¢ = 0, podemos ver que este ponto de-
termina um maximo. Quando ¢ aumenta, sua altura desce até ¢ = 3. Para ¢ > 3, este
ponto se torna um minimo local do potencial. No limite £ — oo, temos que V(1/v/3) =0,
portanto, o potencial ganha um minimo global neste ponto.
Para um ¢ geral, as equagoes diferenciais de primeira ordem (7.45) serao

1
2\ 1

,_ag 14+ (1- g% /u?)
9= 1474 '

(7.61a)

/ 1+£(1_g2/w2)2 i

_%:292(U2_92> T

(7.61b)
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Figura 7.5 Potencial V(|p|) dado pela(7.59) para v =1, w=1/v/3 e £ =0,0.3,3,30,300 e o
limite £ — co. A linha tracejada representa o caso £ =0 e a linha com tragos e pontos representa
o limite ¢ — oo, descrito pela equagao (7.60).

Independentemente do valor de ¢, a fun¢ao h(r) é dada em termos da solucao g(r) con-
forme a equagao (7.46) para [ = 1. Para ¢ infinito, as equagoes acima tornam-se

2
) ag g
a 2(2 2 g?
—?:29 (v —g) |1—w2. (7.62b)

Para investigarmos o comportamento de g(r) nas proximidades do ponto r, fazemos
g(r=ry) —w= gy(r) e alr ®ry) —a, = ay(r), onde a, = a(ry). Expandindo até a ordem
mais baixa em g, € ay,, teremos

Guw(r) =~ ;wa* sgn(r —ry ) In? (T) . (7.63)

T«

A expressao acima nos permite ver que a fungao ¢g(r) tém um ponto de inflexdo em r = r,
quando ¢ — oo. Isso também ocorre com a(r) e h(r). A densidade de energia (7.48) toma
a forma

1+)\(1—92(7“)/w2)2 !
1+ A

cujo limite para A — oo sera

g(r)?

w2

<a2(7~) (o2 _g(r)2)2> | (7.65)

p(r) =270 |1 - -
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Nos focaremos nas solugoes topoldgicas com goo = v € a = 0. Note que por conta do
fator global que multiplica a densidade de energia acima, serd nulo no ponto r = r,, onde
g(r) =w. Isso da origem a um anel na densidade de energia, cuja localizagdo depende de
w.

Na figura 7.6, mostramos as solucdes para v =n=1=1, w = 1/1/3 e varios valores de .
O ponto r =r, &~ 0.687 é um ponto de inflexdo das solugdes no limite ¢ — oo, de tal modo
que g(r+) = 1/v/3, a(ry) = 0.973 e h(r.) ~ 0.667. Até onde se sabe, essa caracteristica na
fungao g(r) é nova no estudo de vortices relativisticos. Na figura 7.7 fazemos os graficos
dos campos elétricos e magnéticos usando (6.6) para as solugoes da diferencial equagao de
primeira ordem (7.61) e (7.62), juntamente com suas respectivas densidades de energia
(7.64) e (7.65). Podemos ver que o parametro ¢ modifica o comportamento interno
da estrutura, levando a um conjunto de zeros em r, nessas quantidades fisicas. Para
ilustrar melhor esse comportamento, na figura 7.8 exibimos no plano. Mostrando como
o parametro ¢ cava a estrutura para formar um anel. Portanto, esse modelo apresenta
um maneira de modificar suavemente a inclinagdo das solugoes enquanto seus campos
elétricos e magnéticos, como também a densidade de energia vao de um disco para uma
estrutura em forma de anel.

14

0.5

Figura 7.6 Solugoes g(r) (esquerda), a(r) (meio) da equagao (7.61), e h(r) (direita) dado pela
equagdo (7.46) parav=I=n=1,w=1/v/3 e £=0,3,30,300,3000,30000, e ainda o limite £ — oc.
Os painéis inferiores mostram o comportamento dessas solucoes perto do ponto r = r, ~ 0.687.
A linha tracejada representa ¢ = 0, as linhas s6lidas os demais valores de ¢, exceto £ — oo que é
dado pela linha com tracos e pontos.
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Figura 7.7 Componente radial do campo elétrico E,(r) (esquerda), campo magnétido B(r)
(meio) e densidade de energia p(r) (direita) para as solugoes da figura 7.6.

00000

00000
o ® s - .

Figura 7.8 Componente radial do campo elétrico (verde/cima), campo magnético (verme-
lho/meio) dados pela equacao (6.6) e a densidade de energia da equacao (7.64) (azul/baixo) no
plano, parav=n=1, w = 1/\/§ e £=0,3,30,300 e o limite £ — oo, da esquerda para direita.

O modelo descrito pela fungao (7.57) leva a solugoes com um tnico ponto de inflexao.
Ele pode ser generalizado para gerar quantos pontos de inflexdo forem desejados nas
solugoes. Ja que sabemos como o pardmetro ¢ funciona, nos concentraremos no caso
¢ — oo. Em seguida, consideraremos a funcao My(|p|) com a mesma forma da equacao
(7.58) com a mudanga w — wy, e tomamos M (|p|) = M1(|¢|)Ma(l¢]) ... Mn(|¢]), do qual
w; #wj para i # j, e 0 <w; <v. Portanto, N controla o nimero de pontos de inflexdo nas
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solugoes, que aparecem nos pontos r = r,, definido por g(ry;) = wg, para k=1,2,..., N,
como pode ser visto pelas equagoes diferenciais de primeira ordem (7.45) para a fungao
acima com [ = 1. O potencial pode ser obtido usando (7.44).

Outra maneira para generalizar esse modelo é pegar a fungao

M?(|p]) = [sec(kn ol /v)l, (7.66)

onde k € N. Note que para k =0 recuperamos o modelo de Chern-Simons-Higgs candnico
(M = f=1). Como |p]| existe no intervalo [0,v), vemos que o pardmetro k atua como
um contador para infinitos na fungdo M (|p|). Como M aparece no denominador do
lado direito das equagoes diferenciais de primeira ordem (7.45) e na densidade de energia
(7.48), a fungdo acima leva a inclinagao nula das solugoes e, conseqiientemente, zeros
nos campos elétrico e magnético, e na densidade de energia em k pontos. Para nao ficar
bastante cansativo, ja sabemos os procedimentos a serem tomados, ilustraremos esse novo
modelo exibindo a componente radial do campo elétrico, o campo magnético e a densidade
de energia na figura 7.9 para k =0,1,2,3 e 4. Mostramos também a componente radial do
campo elétrico e o campo magnético perto da origem na figura 7.10 para melhor exibi-lo
nesta regiao. Observe que, quando £ aumenta, mais e mais conjuntos de zeros aparecem
nessas quantidades fisicas, dando origem a uma configuracao de vortice com multiplos
anéis.

o
0 & o 0 ©
o

Figura 7.9 A componente radial do campo elétrico (verde/cima), campo magnético (verme-
lho/meio) e densidade de energia (azul/baixo) associado ao modelo descrito pela fungéo (7.66)
no plano, com x € [—4,4] e y € [—4,4], parav=n=1, k=0,1,2,3 e 4, da esquerda para direita.
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Figura 7.10 Componente radial do campo elétrico (verde/esquerda), campo magnético (ver-
melho/direita) referente ao modelo descrito pela fungdo (7.66) no plano para v =n =1, com
k=2,3 e 4. Os graficos superiores sao exibidos no intervaloz € [—2,2] e y € [—2,2], enquanto os

inferiores sdo feitos para x € [—0.1,0.1] e y € [-0.1,0.1], para que se possa ver o comportamento
do campo elétrico préximo a origem.

7.3 Caso 2

Vamos agora desenvolver outro caminho que leva a equagoes diferenciais de primeira
ordem compativeis com as equacoes de movimento (7.2) para o modelo (7.1). Em vez de
restringir u(|¢|) e G(Jg|) como no caso anterior, o vinculo é

20°| PG (el M (|pl) = 1. (7.67)

Reescrevemos a densidade lagrangiana (7.1) como

2
q . . X
£ = = lelPC ()Ml Fag F + 5P A, Fag+ M) PaipD0 =V (Jil). (7.68)

Expandimos a expressao acima para mostrar que o termo de Maxwell desaparece, podendo
ser escrita como

21 q - —

L= ZE”“B (A +=2G(le)M(J¢l) (BDye — soDw)> Fog+M(|o) Dayp D —V(|)),
(7.69)
que é um tipo de generalizagdo do modelo de Chern-Simons-Higgs investigado em [174].

A equagao de movimento para o campo escalar (7.2a) serd

igrf]

e a do campo de calibre (7.2b) torna-se
KO0, (F(I6l)) Ag + €77 F(lgl) 0 As + 2P0 (£ ([ )

~ K (7.71)
_ 2y, .12 ol yas
—2e7 |l "M (Jol) A7 + oo™ (1 = f(|#])) 0aO3A,
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onde

Flleh =1~ LloP (el Mg, (7.72)

Note que usamos a redefinicio de campos ¢ = |ple? e A, = A, —(1/e)d,A. Se f(|p]) =1
para ¢ =0 o ultimo termo da equacao de movimento para o campo de calibre serd nulo,
podemos reescreve-la como

w80, (\TT0As) + 52270, (7D )05 = -2 MUADAL g 7
¢ F(lel)

Embora a equagdo acima seja de primeira ordem, a equagao do campo escalar (7.70) é
de segunda ordem. Para obter equagoes diferenciais de primeira ordem, desenvolveremos
o procedimento Bogomol'nyi, da mesma forma como foi feito no caso anterior em 7.2. A
condigdo (7.67) faz com que a densidade de energia (7.5a) seja

= M(|¢l) (Dol )+ 2l* A3+ Drg|* + | Dagl?) + V(). (7.74)

Tomando v = 0 da equagdo (7.73), que é equivalente a lei de Gauss, obtém-se uma ex-
pressao para Ag, que usamos na equagao acima para obter

kS (lel)
4e2| | M (|¢l) (7.75)

< (50, (/1) A;) + 250, (/7006 ) (0, + Vel

Essa densidade de energia pode ser reorganizada como

= M(I]) ((Goli)? + 1 Prgl + Do) +

= M(|¢l) ((Dole])® +1(D1 £iDs) ) £ 2el 0| M (| o)V Aol p| £ = M(M) Y (0i9)(05¢)

2
K2 fAel) ([ L ijg 26 | MAeDVeD)
+4€2|g0|2M o)) ( Ja f(el)A; >+65]az( f(‘%0|))(aJA)iK|SO|\J 702D )

PUDVLIED s (o, (7(Gel) ;) + 0. (/702D @10,

oM (l])
(7.76)
Além disso, consideraremos o vinculo
d_( [£Uebvieh) _ _2¢%eld(el -
dlel \\ lel2M(|e]) s/f(ol)

que leva o potencial assumir a forma

64 2
Vgl = (/ ol '*”') - (178)
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Para o potencial acima, podemos integrar a densidade de energia (7.76) para obter a
energia

(2
2
< (swaz (W&) -0, (\/1(1D) (@A)iQ:\soIJM('}O('f;/’;'@D)
(7.79)
¥ 5eiig (f Ay ) 206l M (D" (lel) (0,0)
; fUeDVel) ija .
¥Z|<P|2 (lele 7 (0iN) (0;A) F ngaz ( f(|90|)> (@A)).
Se |0|>M(Jp|) =0 em ¢ =0 e definindo
Wil = 2 Flle| i (7.80)
teremos a energia
2, 2 : 2 2 f(l¢l)

2
(a( f<|so|>Aj)+ieifai( ) <ajA>if|¢|J]W) ) T

‘ 1 ‘ 1 g
FWao dxlAiﬂFfWoof dmlai/\j:—/deW(|g0|)e”8¢8jA.
e r—00 e

r—00

onde Wy é o valor de W(|p|) para r — oo. Pela expressao acima, vemos que a energia
tera um valor minimo, dado por

E>Ep—|0Wa ]—27?‘ Oo‘—i-%" w<0)', (7.82)

que é obtido quando

dolel =0, (7.83a)
(Dl zl:iDQ) Y = O, (783b)

ci10; (/o As) + <0 (/D) <ajA>iQ:|¢|JAW=O. (7.83%)

Pela lei de Gauss (componente v =0 da equacao (7.73)), teremos

1 [V
A0 =20\ M el) (7:84)
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Vale ressaltar que o conjunto dessas quatro ultimas equagOes satisfaz as equacoes de
movimento (7.70) e (7.73) desde que o vinculo (7.77) seja valido. As solugoes dessas
equacoes leva a T;; = 0 e as componentes Tp; serao dadas por

Tos = 262162 M(ol) Ao s =~/ T1D= (05 (VoD Ak ) + 05 (V7D ) (@) 4
(7.85)

Consideramos agora os campos com simetria rotacional (ansatz), conforme a equagao
(6.4). Nesse caso, as leis de Gauss e Ampere (7.73), para o ansatz tomam as formas

/ /
kfa N Kafqg +2e2g>Mh =0, (7.86a)
er er
hf.,gd  2eq*M
fH + 2 ggg ) (7.86D)
r
ou de maneira compacta sao escritas como
K " 2e2¢°Mh
— ——— =0 7.87
er (aﬁ) * Vf ’ ( %)

(h\[ ) 2692M“_o. (7.87h)

Isso torna a densidade de carga (7.9) para a condl(;ao (7.67) tomar a forma

Jo = K((l—?f(?M) a)l. (7.88)

er
Portanto, nao é proporcional ao campo magnético como no caso da se¢do anterior, e nao
podemos garantir que a carga esta relacionada ao fluxo magnético. Integrando a equagao
acima vemos que a carga dependerd das condigdes de contorno de g(r) e a(r).

Podemos ver que, as leis de Gauss e Ampere (7.86) sio diferentes das do caso anterior,
como também a carga . Observe as equagoes de movimento (7.86) relacionadas ao campo
de calibre sao de primeira ordem. No entanto, eles nao sao suficientes para resolver o
problema, pois devemos calcular trés fungoes: a(r), g(r) e h(r). A terceira equagao é
dada por (7.7), que torna-se

, 2
i(ng’) ? (M+ ;gM N IVETe ) ( 2h2—i2> ;(Mgg’2+1/g) —0. (7.89)
Observe, no entanto, que a equacao de movimento acima é de segunda ordem. Assim,
precisamos encontrar condi¢oes adicionais para obter equagoes diferenciais de primeira
ordem que resolvam o problema. Da mesma forma como no caso investigado na secao
anterior, poderiamos usar o procedimento de Bogomol'nyi ou o teorema de Derrick para
obter as equagoes diferenciais de primeira ordem que resolvem as equagcoes de movimento.
Substituindo o ansatz nas equagoes (7.83), obtemos

i— (7.90a)

_d if<f9 +2€\/_> (7.90b)
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desde que o potencial tenha a forma dada pela equacao (7.78). Podemos calcular h(r)
usando a equagao (7.84) para as solugoes da equagao acima como

1 |V
h=4+—4/ —. 7.91
eg\ M ( )

Podemos escrever a densidade de energia (7.10) como p = £(1/r)W’, onde W = W (a,g)
é o funcional de energia, dado por

kaf(g) | V(g)

Wia,g)=— . 7.92
(a,9) 2y \ M(g) (7.92)

Ao integrarmos essa densidade de energia, temos
E =2m|W(a(c0),g(c0)) = W(a(0),9(0))]. (7.93)

Enfatizamos que este formalismo de primeira ordem é compativel com as equagoes de
movimento (7.86) e (7.89). Nas equagoes (7.90) e (7.91), o sinal mais/menos descreve
configuragoes com vorticidade positiva/negativa. Pode-se relacionar essas possibilidades
fazendo as mudangas a(r) — —a(r) e h(r) — —h(r). Para simplificar, lidamos apenas
com vorticidade positiva. Note que a equagao diferencial de primeira ordem (7.90a) é
diferentes de (7.37a), uma vez que, seu lado direito apresenta apenas um termo linear
em g. Entretanto, a equacao (7.90a) é exatamente a mesmo que surge no formalismo de
primeira ordem para vortices em modelos com acoplamento minimo dos capitulos 4 e 5.
Portanto, a funcao ¢(r) préximo a origem é uma de lei de poténcia, na forma

g(r) ocrll. (7.94)

Por outro lado, a equagao diferencial de primeira ordem (7.90b) apresenta dois termos,
com um deles dependendo de a2, que difere da equacio (7.37b). Dependendo do sinal
de f4, o termo em a® pode competir com o outro. Isso é interessante porque, como
mostraremos a seguir, traz novas configuragoes; nao aparece na abordagem usual [165,
167,168] nem em modelos com acoplamento minimo na forma investigada nos trés ultimos
capitulos anteriores, no qual a’/(er) é igual a uma fungao de g. Além disso, uma vez que
o comportamento de g(r) perto da origem é dada pela equagdo acima, pode-se mostrar
que, neste regime, a fungao f deve se comportar como fg/f o gm/ 7l=1 com m > 2, para
fazer o campo magnético B = —a’/(er) ser finito.
A densidade de energia (7.10) para as solugoes g(r) e a(r) da equagao (7.90) é
2a2¢* M
= f72 +av, (7.95)
que pode ser usada para determinar as condi¢bes de contornos goo € goo. Com isso
podemos calcular a carga ao integrar a equagao (7.88), como também o momento angular
usando (4.12), que é dado por
TR TR
L= "5 (a%f(g00) =n*f(0)) = =5 (n* a3 [ (9=0)) (7.96)
se f(0) =1. Podemos utilizar a reescala do caso anterior dado pela equagao (7.42) e
tomamos e = kK = 1 sem perda de genaralidade para simplificar na analise do exemplo.
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7.3.1 Exemplo

Assim como no caso anterior, nos guiaremos pela referéncia [172] para desenvolvermos
um exemplo aqui. Tomamos

1A (l) (1 Jpl2/e?)

A=y

(7.97)

1-1
para podermos escrever (7.72) como f(|p|) = M?(|¢|) (1 — \gp\2) ,onde [ > 1. A per-
meabilidade magnética é dada pela equacao (7.67), que resulta em

2
u(lel) = 89" M (j) : (7.98)

_\2
(1= M2(| ) (1= [o[2/0%)' ™)
Logo, o potencial (7.78) pode ser escrito como
4ol o2\
Vil = (3 1P0) (7.99)
(L+1)" M([el) v

com quebra de simetria em v*. Podemos recuperar um modelo especifico estudado em
[174] quando tomamos M (g) = (1 —g2/2}2)2 el =3. A densidade de carga (7.88) serd

IEAN
Jo = 21 (a+aM2(g) <1—gz> ) . (7.100)

T v

2

Nao iremos reescrever as equagoes diferenciais de primeira ordem (7.90) para um M (g)
geral, serao reescritos em breve quando formos introduzirmos o modelo a ser analisado.
Entretando, reescrevemos (7.91), que sera

202 2(r :
W) = (1 - 9U<2 )> : (7.101)

com M sendo uma funcao de g(r).

Consideraremos agora uma funcado M (|p|) que estudamos em [172]. A escolha dessa
fungao foi com o objetivo de trazer novos comportamentos para a solugao a(r), que nos
levara a inversao no sinal do campo magnético dependendo das escolhas dos parametros.
Este modelo surge quando tomamos

-1

M([e]) = <1+A|ff>é <1—W>2, (7.102)

onde \ é um parametro adimensional nao negativo e s ¢ um nimero real. O potencial
dado em (7.99) simplifica para

341

4|2 WP\ e\ 2
V("PD:(ZH)Q L+AT5 - . (7.103)
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Seus minimos estao localizados em |¢| =0 e |p| =v. No caso particular quem [ =1 e
A = 0 recuperamos o Chern-Simons-Higgs canonico. O potencial acima pode ser visto na
figura 7.11 para v =1 =1 e alguns valores de A e s.

0.3 0.2

0.154 0.14

Figura 7.11 Potencial V(|¢|) dado pela equagao (7.103) parav=I1=1e A=0,1,2,3 e 4, com
s = —1 para o lado esquerdo e s = 1 para o lado direito. A espessura das linhas sélidas cresce
com A\, em particular para A =0 temos a linha tracejada.

Devemos resolver as equagoes (7.90) com os sinais positivos. Observe, no entanto, que
a equacao diferencial de primeira ordem (7.90a) ndo muda com M (g) e G(g). Por outro
lado, a equagao diferencial de primeira ordem (7.90b) assume a forma

o ASQQQQ g2 -1 40292 92 —s gz l
- — = 1+ A= 1+ A= 1—-=1. 7.104
r v2r2 + v2 + (1+1) + v2 ( v2 ( )

Conhecendo as solugdes, podemos calcular h(r) a partir da equagéo (7.101), o que nos

leva a
02 20\ "2 2() Yl
hr) = (z2+1) <1+>\gv<2)> (1—9U(2)> . (7.105)

Temos que na origem hg = 20> /(l+1). Para verificar se esta funcao possui pontos criticos
fora da origem, tomamos a derivada da expressdo acima em relacao a r. Como ¢’ > 0,
tomamos hy =0, o que nos leva a

As+I1+1
g=v/——m—. 7.106
g ANs—1—1) (7.106)
se 0 < g <w, a solugao h(r) apresenta um ponto critico. Usando este argumento, pode-se
mostrar que esta fun¢do suporta um maximo global para s <0 e A > A., onde

1
|| 7

Ae (7.107)

o que leva a uma estrutura interna na componente radial do campo elétrico E,.(r).
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O funcional de energia W (a,g) é calculado a partir da equagao (7.92), para obter a

expressao
2024 e 3 2\ T
Wi(a,g) = B <1+)\U2> <1— . (7.108)

A densidade de energia (7.95) para as solugoes das equagoes (7.90a) e (7.104) serd
20,0\ T 20\ "2
p(r) = 24°(r) (1 9 (r)) (1 22 (r))

(22 )

Para calcular as solugoes deve-se ter cuidado com as condi¢oes de contorno, que estao
associadas ao cardter topologico ou nao-topoldgico do vortice. A partir da equacao acima,
vemos que a energia ¢ finita para solugoes topologicas, com a =0 € goo = v, € também
para solugdes nao topoldgicas, com ¢goo = 0 e aoo qualquer. Para simplificar, apenas
calcularemos as solugoes topoldgicas aqui. Usando as equagoes (7.108) e (7.40), pode-
se usar as condi¢oes de contorno mencionadas acima para mostrar que sua energia ¢é
E = 4x|n|v?/(1+1), com fluxo magnético quantizado ® = 27n. A densidade de carga
(7.100) torna-se

(7.109)

1 g2 5\
=—la+all+ A= , 7.110
que ao integra-la, pode-se mostrar que () = —27n. Note que mesmo que nao seja propor-
cional ao campo magnético (Jp # —B), a carga ¢é proporcional ao fluxo: @ = —®, e serd

quantizada.

Infelizmente, nao fomos capazes de calcular as solugoes analiticas para as equagoes
diferenciais de primeira ordem (7.90a) e (7.104). Entao, usamos procedimentos numéricos
e exibimos os perfis de ¢(r), a(r) e h(r) para ¢ =v =n=10=1 e alguns valores de A
e s na figura 7.12. Vemos que, para s < 0, a(r) ndo é monotonicamente decrescente:
aumenta perto da origem até um maximo em a,,q, > 1, € entao diminui até zero. Esse
comportamento apareceu antes em [174], em um modelo minimamente acoplado com uma
modificacao especifica no termo de Chern-Simons. Um comportamento semelhante ocorre
na fungao h(r). A solugdo g(r), embora apresente alteragoes no sinal de sua segunda
derivada, sempre aumenta no intervalo [0,v]. Representamos a componente radial do
campo elétrico e o campo magnético na figura 7.13. O campo elétrico pode mudar seu
sinal para A > A., onde A. é definido pela equagao (7.107). Para o campo magnético, a
mudanga em seu sinal é uma evidéncia de uma inversao de fluxo magnético, que ocorre
para qualquer valor positivo de . Essa caracteristica aparece no cenario de violagao de
Lorentz em modelos minimamente acoplados [175-177], como também em modelos com
simetria extra [164], porém é novo em modelos com acoplamento nao minimo. E também
de interesse na matéria condensada e ja apareceu antes no estudo de vortices fracionarios
em supercondutores de dois componentes [178].
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A densidade de energia e a densidade de carga podem ser vistas na figura 7.14. Ob-
serve que a densidade de energia apresenta um buraco em torno da origem que se torna
mais profundo a medida que A aumenta. A densidade de carga tem um pico que fica mais
alto a medida que A aumenta. O caso o > 0 leva a solugoes topoldgicas com o comporta-
mento monotonico usual. No entanto, quando A aumenta, o buraco no centro do campo
magnético e da densidade de energia desaparece, tornando-se um maximo. Além disso,
o parametro A modifica o comportamento da densidade de carga, que pode apresentar
uma mudanga em seu sinal.

Figura 7.12 As figuras de cima séo para as solugoes g(r) (crescente) e a(r) (decrescente) da
equagao diferencial de primeira ordem (7.90a) e (7.104), as figuras de baixo é para o campo
h(r) dado pela equacdo (7.105) paran=v=1=1e A=0,1,2,3 e 4, com o = —1 para o lado
esquerdo e 0 = 1 para o lado direito. A espessura das linhas sélidas cresce com A, em particular
para A =0 temos a linha tracejada.



Figura 7.13 As figuras de cima é a componente radial do campo elétrico E,.(r) e as de baixo
é para o campo magnético B(r) dado respectivamente pela equagao (6.6) para as solugoes das
equagoes diferenciais de primeira ordem para o modelo (7.102), comn=v=1=1e A=0,1,2,3
e 4, onde o lado esquerdo é para s = —1 e o direito para s = 1. A espessura das linhas sélidas
cresce com A, em particular para A =0 temos a linha tracejada.



Figura 7.14 As figuras de cima é a densidade de energia p(r) e as de baixo é a densidade
de carga Jy(r) dado respectivamente pelas equagoes (7.109) e (7.110) para n=v=1=1 e
A=0,1,2,3 e 4, com s = —1 para o lado esquerdo e s =1 para o lado direito. A espessura das
linhas sélidas cresce com A, em particular para A = 0 temos a linha tracejada.
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Conclusoes

Nesse tese investigamos solugoes topologicas e nao-topologicas usando o formalismo
de campos em uma e duas dimensoes espaciais. Iniciamos nosso estudo no capitulo 2
com as solugoes em uma dimensao espacial, que podem ser obtidas usando apenas um
campo escalar real. Apesar da simplicidade do formalismo para apenas um campo escalar,
mostramos que é possivel obter solugoes com diversos comportamentos diferentes. Em
particular, nessa tese mostramos os modelos ¢* e ¢% com dindmica candnica, que possuem
um comportamento assintético exponencial, como também um modelo que possui massa
classica nula e que tem uma cauda polinomial. Citamos ainda a possibilidade de outras
caracteristicas, como solugoes compactas e vacuumless. O comportamento assintotico
dessas solugoes é importante para fazer um estudo da interacdo entre tais estruturas,
como, por exemplo, calcular a for¢a de interagao entre dois kinks ou entre um kink e um
anti-kink [179-181]. Em seguida mostramos alguns modelos com dindmica generalizada
que suportam solugoes de defeitos. Primeiramente consideramos uma dindmica que possui
um fator global, que multiplica todos os termos do modelo. Continuamos este estudo
introduzindo novos modelos, modificando apenas o termo dindmico do campo escalar e
depois com a inclusao do termo de cuscuton [45,75]. O estudo de interagao entre solugoes
pode ser extendida para esse cenario, até onde sabemos nao foi estudado interagao entre
defeitos unidimensionais com dinamicas generalizadas.

Seguimos nosso estudo para solugoes em uma dimensao espacial com a inclusao de
mais de um campo escalar. No capitulo 3 desenvolvemos o formalismo matematico ne-
cessario para obter solugoes de defeitos, mostramos ainda que é possivel estudar a esta-
bilidade linear das solugoes mesmo nessa generalizagdo. Como foi discutido, apesar de
termos construido um formalismo para obter equacoes diferenciais de primeira ordem que
satisfazem as equagOes de movimento, ainda teremos que resolver sistemas de equagoes
diferenciais bastante complicados. Exemplificamos com um modelo de dois campos com
dindmica candnica, onde usamos o método das érbitas para obter solu¢des analiticas em
alguns casos. Analisamos também a estabilidade linear desse modelo para algumas 6rbi-
tas e comentamos sobre as dificuldades de se estudar a estabilidade para as outras érbitas.
Estamos estudando novos modelos de dois campos usando dinamicas generalizadas a fim
de obtermos uma analise mais aprofundada da estabilidade linear das solugées. Podemos
também usar essas solugdes em outros contextos, como, por exemplo, em espaco curvo,
para modelos de branas, energia escura e dilaton [182-190].

Nos capitulos seguintes dedicamos ao estudo das solugoes em duas dimensoes espaciais,
os vortices. No capitulo 4 estudamos os vértices de Maxwell-Higgs, onde fazemos uma
generalizagdo do modelo candnico e desenvolvemos o formalismo de primeira ordem de
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duas maneiras diferentes. Primeiro, fazemos o procedimento de Bogomol'nyi, onde as
equacoes diferenciais de primeira ordem surgem de maneira direta quando minimizamos o
funcional de energia. Vale ressaltar que, para que essas equagoes diferenciais de primeira
ordem satisfacam as equagoes de movimento, ¢ necessario impor um vinculo entre as
func¢oes do modelo. Podemos ainda obter estas equagoes diferenciais de primeira ordem
usando o argumento de Derrick, elas surgem quando impomos que as solugdes tenham
que ser estaveis por contracoes e dilatagoes. Entretanto, para usar o argumeto de Derrick
é preciso tomar solugoes com simetria circular. Ainda nesse capitulo revisamos o modelo
canonico e depois apresentamos duas classes de modelos com dinamica generalizada.
Primeiramente consideramos modelos com apenas a fungao dielétrica, onde apresentamos
dois novos modelos, um com solugdes andliticas e outro com solugdes numéricas [133]. Em
seguida, estudamos um modelo onde ha um fator global multiplicado em toda densidade
lagrangiana e mostramos um exemplo [145]. Assim como nos kinks, podemos estudar a
interagao entre vortices [124]. Essa andlise pode ser estendida para modelos com dindmica
generalizada, como, por exemplo, em casos onde hé interacao de vortices de longo alcance.

No capitulo 5 continuamos nosso estudo de estruturas planares com os vortices de
Chern-Simons-Higgs. Diferentemente dos vértices de Maxwell-Higgs, que sdo elétrica-
mente neutros, os vortices de Chern-Simons-Higgs sao carregados. Aqui também desen-
volvemos o formalismo de primeira ordem pelo procedimento de Bogomol'nyi e usando o
teorema de Derrick. Fazemos uma revisao do modelo canoénico, que suporta tanto solu-
¢oes topoldgicas como nao-topoldgicas. O estudo é seguido para modelos generalizados,
onde usamos solugoes ja conhecidas do capitulo anterior e reconstruimos modelos que
suportam essas solugoes [133]. O estudo de vortices de Chern-Simons pode ser estendido
com a inclusao de simetrias extras, estamos investigando novos modelos nesse cenério que
possuem simetria U(1) x U(1).

Finalizamos a tese com o estudo de vértices de Maxwell-Chern-Simons-Higgs nos ca-
pitulos 6 e 7. No capitulo 6 estudamos esses vortices com o acoplamento minimo usual,
assim como foi feito nos dois capitulos anteriores. Mostramos que para obtermos o for-
malismo de primeira ordem precisamos de um vinculo adicional. As equacgoes diferenciais
de primeira ordem sdo controladas por um parametro que modifica o nucleo do vortice,
mostramos este comportamento com um exemplo que leva a um potencial do tipo |]. E
possivel ainda obter diversos outros modelos com comportamentos diferentes, como por
exemplo: solugoes compactas ou de longo alcance. Ja no capitulo 7 estudamos os vorti-
ces de Maxwell-Chern-Simons com acoplamento ndo minimo, que pode ser interpretado
como um momento magnético anémalo [172]. Vimos que considerar essa modificagdo na
derivada covariante deixa o problema ainda mais complexo, entretanto, ainda é possivel
desenvolver o formalismo de primeira ordem e obter solugoes. Assim como no capitulo
anterior, precisaremos de um vinculo adicional para obter essas equag¢oes que minimizam
a energia, entretanto, nesse caso existem duas classes de modelos, dependendo do vinculo
tomado inicialmente. Exemplificamos esses modelos de diversas maneiras, consideramos
um modelo que faz modifica¢des na origem dos vortices, outro que gera anéis nas quan-
tidades fisicas envolvidas e por fim um modelo que leva a inversao de fluxo magnético.
Apesar dos vortices de Maxwell-Chern-Simons-Higgs ser um estudo antigo, ainda nao foi
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muito explorado, assim como nos modelos anteriores, podemos fazer uma analise da inte-
racao desses vortices, como também considera-los com simetrias extras. Além disso, esses
vortices podem ser estudados em espaco curvo, um assunto que ainda precisa ser melhor
entendido. Uma outra possibilidade seria considerar essas solucoes na eletrodinamica
modificada [191].



APENDICE A

Invariancia de forma

No estudo da mecanica quantica supersimétrica conseguimos fatorar a equacao de
Schrodinger em operadores supersimétricos [46], as vantagens de trabalhar com esses
operadores sdo inimeras. Em alguns casos especificos pode existir uma propriedade cha-
mada invariancia de forma, que permite resolver as equagoes de autovalores completa-
mente. Esses conceitos podem ser generalizados para as equagoes de Sturm-Liouville [44].
Considerando os operadores supersimétricos

S=A d M St=4 d M+ K Al
N\ ¢ TR (A1)

onde K = (ALx)"/(ALx) com Lyx sendo a fungao peso. Usando os operadores acima
teremos

1 d d

=S8t =_—_— " A2p
L1=58'S fx dxA Ede—O—UﬂJJ), (A.2a)
Ly=288T= —iiA%Xi + Us(x) (A.2b)

Lx dx dx ’
onde Ly e Lo s@o parceiros supersimétrico, com potenciais Uy (x) e Us(x) dados por

Up(z) = A°M (M + K)+ A(AM)', (A.3a)
Us(z) =AM (M + K) — A(AM + AK)'. (A.3Db)

2
Ao considerar o operador (A.2a), obtemos a equacao de autovalor ngﬁf) = (wfll)) &(11),

estamos usando o sobrescrito (1) para denotar as autofungdes e autovalores associados a
esta equacao. Por outro lado, também temos uma equacao para o parceiro supersimétrico
(2.46), na forma L2§7(12) = (wy(lz))Q&(f), o sobrescrito (2) representam as autofuncoes e
autovalores associados a esta equacao do parceiro. Apesar de estarmos lidando com
operadores de Sturm-Liouville, pode-se mostrar que existe uma relagao entre os auto-
estados e autovalores dos parceiros estao relacionados de uma forma semelhante ao caso

de Schodinger [46], de forma que

w® =wily, wi =0, (A4a)
&%) = Seuh fwnih, e = 51D D), (A.4b)

desde que os operadores (A.1) sejam nao singulares. Por conveniéncia, definimos S (1} =9,

cujo operador Sturm-Liouville associado é L1y = 511}5{1} e o operador parceiro L9y =
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S {1}511}. Podemos construir uma hierarquia, escrevendo o operador Loy em termos de

2
novos operadores Syay € 512} como Loy = SIQ}S{Q} + (wgl)) , onde o menor autovalor é

2 2
(w(()z)) = (w%”) . Seguindo essas linhas, podemos gerar um terceiro operador de Sturm-
2
Liouville L3y =5 {2}5}-2} + (wi”) , € uséd-lo para construir os operadores Sy3y e S}Eg}, como

2
Lgy = SE3}S{3} + (wg)) . Isso pode ser feito recursivamente, de modo que possamos
construir varios operadores Ly,,) autovalores e auto-estados, dados respectivamente por

_ (m=1) (1) (1)
wv(zm) =Wny1 T T Wnppme1 © fr(zm) X Stm—1}--S{1}ntm—1- (A.5)
Investigaremos um pouco da propriedade de invaridncia de forma [46,192], que é uma
condicao para a solubilidade exata para equacoes de SL. Esse método é usado quando
os operadores supersimétricos (A.1) dependem de um conjunto de pardmetros a, que é
usado para construir os operadores S(a) e ST(a). Podemos escrever

S(a1)ST(a1) = ST(a2)S(az) + R(ay), (A.6)

onde, ag = f(a1), com f sendo uma fungdo arbitraria e R(a1) é um resto nao nulo inde-
pendente de x. Esta expressao pode ser usada para mostrar que Uy 2(z;a) sd@o potenciais
invariantes de forma (SIP) se a condigao

UQ(:C;al) :Ul(a:;ag)—i—R(al), (A.7)

for satisfeita. Pela expressao acima, vemos R(aj) representa o espagamento entre o
menor autovalor dos dois potenciais parceiros. Apds sucessivas aplicagoes deste método,
podemos determinar algebricamente que

n

(wg))Q =Y R(ar) and &M(z;01) ﬁ St (an)&” (@ ans). (A-8)
k=1 k=1

onde o parametro a; é dado pela aplicacdo de f em ap sucessivamente por k vezes, isso
é7
ar=F( oo fla)). (A.9)
kvezes
Nessa tese, faremos o caso mais simples da propriedade de invariancia da forma, na
qual os parametros a; e ag estao relacionados por meio de uma deslocacao. Entao, para
simplificar, chamamos a; = a e ag = a— A, onde A\ é um parametro real. Logo, a equagao
(A.7) pode ser escrito como

Us(x;a) =Ur(x;a— )+ R(a) (A.10)

e a equacao (A.9) como ap =a—(k—1)A.
Em seguida, trabalhamos a invariancia da forma associada ao caso em que A é cons-
tante e temos M (z;a) = —atanh(Az), que é controlado pelo pardmetro a, e a fungao de
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b A
peso tem a forma Lx, = sech™(A\x), com b sendo um parametro real que o controla. As
func¢des mencionadas acima permite a construgao dos operadores supersimétricos S e St
como

S(a)=—A <dcfv —I—atanh(Ax)) and ST(a)=A <dd —(a+Db) tanh(A:z:)) , (A1)

x
e os potenciais parceiros supersimétricos

Uy(z;a) = A2 [a(a +b)—ala+b+ M) seChZ()\x)} , (A.12a)
Us(w;a) = A? [a(a+b) — (a— \)(a+b)sech®(\z)] (A.12b)

que sdo compativeis com a condicdo em (A.10) para invaridncia de forma, com resto
R(a) = A%2\(2a+b—\). Uma vez que estamos lidando com SIP, as expressoes em (A.8)

2
sao uteis para calcular os auto-estados 7, e seus respectivos autovalores (wy(})) para o
potencial Uy (z;a). Eles sao dados por
(D) a_p (s—n,s—n) WY2 _ 42,2 B
ny’ () =sechx ™" (\z) Py (tanh(Az)) e (w ) =A*A"n(2s—n), (A.13)

n
onde s = (2a+b)/2\ e Prgl’m)(z) denota os polinémios de Jacobi com argumento z e
pardmetros [ e m. Nesse caso, n =0,1,...,[s—1], onde [z] denota a fungao teto com
argumento z.
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