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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Teorema da Aplicagao Inversa para aplicacoes dife-
rencidveis entre espacos de Fréchet que foi demonstrado por Ekeland [§] em 2011.
Inicialmente, é apresentada uma generalizacao para espacos de Banach do Teorema da
Aplicagao Inversa cldssico (para aplicagoes diferencidveis em espagos euclidianos), cuja
demonstragao utiliza o Teorema do Ponto Fixo de Banach (e outros resultados auxilia-
res). Em seguida, mostramos um Teorema da Aplicagao Inversa mais forte para espagos
de Banach obtido por Ekeland, cuja prova é baseada no Principio Variacional de Eke-
land e em resultados sobre funcoes convexas subdiferenciaveis. Por fim, apresentamos a
prova do Teorema da Aplicagao Inversa obtido por Ekeland para espacos de Fréchet, a
qual se baseia no Principio Variacional de Ekeland, em resultados de Teoria da Medida

para séries numéricas e em resultados sobre funcoes convexas subdiferenciaveis.

Palavras-chave: Espacos de Fréchet. Principio Variacional de Ekeland. Teorema da

Aplicacao Inversa de Ekeland.



Abstract

In this work, we study the Ekeland’s inverse function theorem in Fréchet spaces,
that was published by Ekeland [§] in 2011. Initially, we present an inverse function
theorem in Banach spaces (that is more general than the classical inverse function
theorem in Euclidian spaces), which proof is based on Banach’s fixed point theorem.
After this, we present another inverse function theorem in Banach spaces, which proof
was done by Ekeland from Ekeland’s variational principle and some results in convex
analysis. Finally, we present the Ekeland’s inverse function theorem in Fréchet spaces,
which proof is based on Ekeland’s variational principle and other results in measure

theory and convex analysis.

Keywords: Fréchet spaces. Ekeland’s variational principle. Ekeland’s inverse function

theorem.
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Introducao

O estudo dos teoremas da aplicacao inversa (e da aplicagdo implicita) em espagos
de Fréchet comegou em 1956, a partir do trabalho de J. Nash [26] sobre a existéncia
de imersoes isométricas em variedades riemannianas, e foi aprofundado nas décadas de
1960 e 1970 a partir dos trabalhos de diversos matematicos, alguns dos quais iremos
destacar a seguir. Em 1960, J. Schwartz [30] obteve um teorema da aplicagao implicita
a partir do método utilizado por Nash. Alguns anos depois, em 1966, J. Moser [24]
desenvolveu um teorema da aplicacao inversa baseado no trabalho de Schwartz e mos-
trou que o resultado encontrado poderia ser usado para construir solucoes de alguns
problemas nao-lineares em equagoes diferenciais parciais. Em 1972, F. Sergeraert [31]
mostrou uma versao do teorema da aplicacao implicita para uma certa categoria de
aplicacoes entre espacos de Fréchet. A contribuigao mais famosa surgiu em 1982, com
o artigo de R. S. Hamilton [I3] sobre o Teorema da Aplicagao Inversa de Nash-Moser, o
qual tem encontrado aplicagoes em diversas areas da Matemaética e resultou em diversos
avancos na busca por casos mais gerais.

Em 2011, I. Ekeland [§] estabeleceu um novo teorema da aplicacdo inversa em
espacos de Fréchet, o qual, além de ser mais geral do que o teorema de Nash-Moser,
possui uma demonstragdo completamente diferente (e menos complicada), baseada
no principio variacional [9] formulado pelo préprio Ekeland quase 40 anos antes. O
objetivo principal deste trabalho é apresentar o Teorema da Aplicagao Inversa devido
a Ekeland bem como sua prova de forma detalhada.

Para alcancar este objetivo, faremos uma revisao das nog¢oes mais importantes de
Anélise Funcional Linear, estabeleceremos diversos conceitos sobre Calculo em espagos
de Banach e espagos de Fréchet, e apresentaremos alguns resultados classicos da Anélise
Funcional Nao-Linear que sao utilizados na prova do resultado principal. Apds a de-
monstracao do Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland, também faremos uma breve
exposicao sobre os avangos na Matematica decorrentes deste teorema.

Dividimos o presente trabalho em 5 capitulos:

e O Capitulo 1 contém algumas definigoes e resultados basicos de Espacos Métricos,

Anélise no R", Topologia Geral e Analise Funcional Linear, com o objetivo de



facilitar a referéncia aos resultados que serao utilizados no desenvolvimento dos
assuntos dos capitulos seguintes. As principais referéncias para este capitulo sao
os livros [2], [3] e [18], e outras referéncias importantes serao citadas ao longo do

texto.

No Capitulo 2, vamos fazer uma breve introducao ao Célculo Diferencial e Integral
em espacos de Banach, com o objetivo de apresentar o Teorema da Aplicacao
Inversa em espacos de Banach, que é uma generalizacao do Teorema da Aplicacao
Inversa em espagos euclidianos (de Anélise no R™) e é um caso particular do
Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland. As referéncias para este capitulo sao
os livros [2], [16] e [19].

No Capitulo 3, faremos uma introducao aos espacos de Fréchet, que generalizam
os espacos de Banach, e desenvolveremos algumas nocoes de célculo diferencial e
integral em espacos de Fréchet. Também veremos que o Teorema da Aplicagao
Inversa em espacos de Banach pode nao ser valido para certas aplicacoes entre
espacos de Fréchet, o que motivou o desenvolvimento de resultados mais es-
pecificos para espacos de Fréchet. As principais referéncias para este capitulo sao
os artigos de Hamilton [13] e Ekeland [§], e outras referéncias importantes sao os
livros [2], [29] e [35].

No Capitulo 4, enunciaremos alguns resultados preliminares (de Medida e In-
tegracao, de Andlise Convexa e o Principio Variacional de Ekeland) que serao
usados na demonstragao do Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland. As re-

feréncias mais importantes para este capitulo sdo os livros [12], [I7] e [28§].

Por fim, o Capitulo 5 é onde se encontram os principais resultados deste trabalho.
Comecaremos apresentando um caso particular do Teorema da Aplicagao Inversa
de Ekeland para espacos de Banach. Em seguida, desenvolveremos a demons-
tracao do Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland para espacos de Fréchet,
juntamente com alguns resultados obtidos a partir deste. Para finalizar, comen-
taremos brevemente sobre generalizagoes deste teorema e aplicagoes as Equacoes
Diferenciais Parciais. A principal referéncia para este capitulo é o artigo de Eke-
land [§].



Capitulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Neste primeiro capitulo, faremos uma introdugao a Analise Funcional no contexto
dos espacos de Banach, com os principais conceitos e resultados que serao necessarios

para o entendimento dos préximos capitulos.

1.1 Nocgoes basicas de espacos métricos

Iniciaremos este capitulo revisitando algumas nogoes bésicas de espagos métricos

(ver [7] ou [22] para uma exposi¢do mais abrangente).

Definigao 1.1. Seja X um conjunto. Uma métrica é uma fungao d : X x X — R (que
associa a cada par ordenado (z,y), com z € X e y € X, um numero real d(z,y) € R)

satisfazendo as seguintes propriedades:

(D1) Para todo z € X, tem-se d(z,x) = 0.

(D2) Se = # y, entdo d(z,y) > 0.

(D3) Para quaisquer x,y € X, tem-se d(z,y) = d(y, x).

(D4) Para quaisquer z,y, z € X, vale a desigualdade triangular:

d(z,2) <d(z,y)+d(y, 2)

Dizemos entao que o par (X, d) é um espago métrico. Quando nao houver diuvida ou
possibilidade de confusao sobre a métrica do espaco X, dizemos simplesmente que X

¢ um espaco métrico.
Exemplo 1.1. Os conjuntos a seguir sao espagos métricos:
(1) X =R com a métrica proveniente do médulo: d(x,y) = |z — y|.

3



1. Conceitos e resultados preliminares

(2) X = C com a métrica da distancia entre dois pontos: d(z1,22) = |21 — 22| =

(1 + 1) — (22 + i) | = /(21 — 22)? + (11 — 12)*

(3) X =R" com a métrica euclidiana: d(z,y) = /(z1 —y1)> + ... + (¥, — yn)2.
(4) X =R"™ com a métrica da soma: di(z,y) = |r1 —y1| + ...+ |Tn — Ya|
(5) X =R" com a métrica do méaximo: dy(z,y) = max di(zi, ;).
(6) O espaco das fungoes limitadas f : [a,b] — R,
B([a,b;R) = {f : [a,b] — R; 3k > 0 tal que |f(z)| < k,Vz € [a,b]},
com a métrica d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|.

z€la,b]

(7) Sendo (M,d,),. .., (M,,d,) espagos métricos, o produto cartesiano M; . ..x M,

¢ um espaco métrico com qualquer uma das métricas a seguir:

o d(z,y) =di(x1,y1) + ... + dp(xp, yn)

o d(x,y) = max d;(x;,y;)

1<i<n

o d(@,y) = /(di(z1,51))* + - .. + (du(@n, Yn))?

0, sex=y
(8) Qualquer conjunto X com a métrica zero-um: d(z,y) =

1, sex#y

(9) Qualquer subconjunto S de um espago métrico M é um espago métrico com a
métrica de M (restrita a S x §). Por exemplo, S = Q é um espago métrico com
a métrica de M = R.

(10) Seja {(M,,d,)}nen uma familia infinita enumerével de espagos métricos, de modo

que existe uma sequéncia ¢; > 0 tal que Z ¢; < 00 edi(x;,y;) < ¢; para quaisquer
i=1

z;,y; € M; (para qualquer i € N). O produto cartesiano infinito M = HMZ é

i=1
o conjunto de todas as sequéncias x = (z1,x9,3,...), com x; € M; para cada

o
i € N, e é um espago métrico com a métrica d(z,y) = Z di(x;, y;).
i=1

Definigao 1.2. Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e r > 0 um numero real.

Definimos as bolas e a esfera da seguinte forma:



1. Conceitos e resultados preliminares

e A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto dos pontos de M cuja distancia

ao ponto a é menor que r, ou seja:

B(a;r)={x € M :d(z,a) <1}

e A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto dos pontos de M cuja distancia

ao ponto a é menor ou igual a r, ou seja:

Bla;r)={x € M : d(x,a) <71}

e A esfera de centro a e raio r é o conjunto dos pontos de M cuja distancia ao

ponto a é igual a r, ou seja:

S(a;r)={x € M :d(x,a) =r}

E imediato ver que Bla;r] = B(a;r) U S(a;r).
Exemplo 1.2. Exemplos de bolas e esferas:

(1) No espago métrico M = R (com a métrica usual), temos:

B(a;r)={zeR:|jz—a|<r}=(a—r,a+7)
Bla;r)={z€R: |z —a| <r}=[a—r,a+T7]
Sla;ry={zeR:|jz—a|=r}={a—r,a+r}

(2) No espago métrico M = R"™ (com a métrica euclidiana), temos:

B(a;r) ={z e R": /(1 —a1)2 + ...+ (zn — ay)? <1}
Bla;r] ={z e R": /(x1 —a1)®+ ...+ (x, — a,)? <71}
Sla;r)={z e R": \/(x1 —a1)*+ ...+ (z, —a,)? =71}

Se n = 2 (ou seja, para R? ou C), a bola fechada ¢ um circulo (também chamado

de disco), a bola aberta ¢ o interior de um circulo e a esfera é uma circunferéncia.

(3) No espago métrico M = R" (com a métrica da soma), temos:

Bla;r) ={z €R": [z1 —a1| + ... + [z —an| <7}
Bla;r]={z € R": [v1 —a1| + ... + |2 — an| <71}
S(a;r) ={z €R" : [z1 —a1| + ... + |z, — an| =1}



1. Conceitos e resultados preliminares

Se n = 2, as bolas e a esfera tém o formato de um quadrado com lados paralelos

as diagonais do plano.

(4) No espago métrico M = R™ (com a métrica do méximo), temos:

B(a;r) = {x € R": max d(x;,y;) <r}

1<i<n
Bla;r] ={z € R™: max d(x;,y;) <r}
S(a;r) ={x e R": lrgfgld(x,,yz) =r}

Se n = 2, as bolas e a esfera tém o formato de um quadrado com lados paralelos
aos eixos. Se n = 3, as bolas e a esfera tém o formato de um cubo com arestas

paralelas aos eixos.

Proposigao 1.1. Sejam M um espago métrico, a,b € M com a # b, e r, s > 0 tais que
r+ s <d(a,b). Entao, B(a;r) N B(b;s) = 0.

Demonstracao. Ver [22], pagina 13. ]

Observacao 1.1. Ou seja: dados dois pontos distintos em um espago métrico, sempre
é possivel obter bolas abertas disjuntas centradas nesses pontos. Pode-se verificar o

mesmo para bolas fechadas.

Definicao 1.3. Sejam (M, dys) e (N,dy) espagos métricos. Dizemos que uma funcao
f: M — N é continua no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal
que se dpy(z,a) < § entdo dy(f(x), f(a)) < e. Se f for continua em todos os pontos

a € M, entao dizemos simplesmente que f é continua.

M N

A\ 4

De modo equivalente, dizemos que f : M — N é continua em a € M quando, para
qualquer bola aberta B(f(a);e) de centro f(a), existe uma bola aberta B(a;d) de
centro a tal que f(B(a;0)) C B(f(a);e).

Exemplo 1.3. Exemplos de fungdes continuas (ver [22], paginas 31 a 33):

(1) f:R — R é continua em a € R quando, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
se |z —a| < § entao |f(z) — f(a)| < e (ver [20], pagina 223).

6



1. Conceitos e resultados preliminares

(2) f:C — C é continua em a € C quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
se |z —a| < 0 entao |f(z) — f(a)] < e (ver [33], pagina 47).

(3) Toda fungao f : M — N que ¢é lipschitziana (ou seja, existe uma constante
¢ > 0 tal que dy(f(z), f(y)) < ¢-dy(x,y) para quaisquer z,y € M) é continua.
Quando ¢ = 1, dizemos que f é uma contragao fraca. Quando 0 < ¢ < 1,

dizemos que f é uma contragao.

(4) Se fi,..., fu : M — R sao fungoes lipschitzianas e k1, ..., k, € R sdo constantes
reais, entao ki f1 + ...+ k,f, : M — R é lipschitziana.

(5) Sendo (M, dy), ..., (M,,d,) espagos métricos e considerando o produto cartesi-
ano M = M; x ... x M, com qualquer uma das métricas definidas no Exemplo
1.1 (item (7)), a projegdo p; : M — M;, pi(z1,...,x,) = x; é uma contragao

fraca, dai é continua.
(6) A métrica d: M x M — R é uma contragao fraca, daf é continua.

(7) Uma fungao f : M — N é uniformemente continua quando para todo € > 0,
existe d > 0 tal que, para quaisquer x,y € M, d(z,y) < § = d(f(x), f(y)) < e.
Toda fungao uniformemente continua é continua, mas nao vale a reciproca (ver
[22], pdgina 155).

Proposigao 1.2. Algumas propriedades elementares das funcoes continuas entre espagos

métricos:
(1) A composta de duas aplicagoes continuas é continua.

(2) A restricao de uma aplicagdo continua (a um subconjunto do seu dominio) é

continua.

(3) A aplicagdo f : M — N; x Ny, f(x) = (fi(x), f2(x)) é continua (no ponto
a € M) se, e somente se, fi : M — Ny e fo : M — Ny também sao continuas
(no ponto a € M).

(4) Se f,g : M — R sao fungbes continuas, entdo f + g e f - g sdo continuas. Se

g(x) # 0 para todo x € M, entao ! é continua.
g

Demonstragao. Ver [22], paginas 34 a 38. ]

Definicao 1.4. Sejam M e N espagos métricos, e seja f : M — N uma aplicagao.
Dizemos que f é um homeomorfismo se f é continua e bijetora, cuja inversa f~! :

N — M também é continua.
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Exemplo 1.4. A fungao f : R — R definida por f(z) = 2* é um homeomorfismo,

. . , . _ 1 Lo g ,
pois f é continua e sua inversa f~!(z) = r3 também é continua.

Definicao 1.5. Seja M um espaco métrico no qual existem duas métricas d; e ds.
Dizemos que d; e dy sdo equivalentes quando a aplicagao identidade 15 : (M,d;) —

(M, dy) é um homeomorfismo.

Exemplo 1.5. Seja M um espaco métrico no qual existem duas métricas d; e ds.
Consideremos a aplicacao identidade 715 : (M, dy) — (M, ds). Se existirem constantes

a>0e >0 tais que a-dy(z,y) < do(x,y) < B -di(x,y), entao:

da(i12(), i12(y)) < B - di(,y)
- . 1
d1(2121(:1:), lel(y)) < o da(z,y)
Assim, i1 e i}, sao lipschitzianas, portanto sao continuas. Entdo, concluimos que as

métricas d; e dy sao equivalentes.

Definicao 1.6. Seja X C M um subconjunto do espaco métrico M. Um ponto a € M

é:

e um ponto interior de X se existe r > 0 tal que B(a;r) C X;

um ponto de fronteira de X se existe r > 0 tal que B(a;r)NX # (0 e B(a;r)N
(M\ X) # 0

um ponto aderente a X se, para todo r > 0, B(a;r) N X # (;
e um ponto de acumulagao de X se, para todo r > 0, B(a;r) N (X \ {a}) # 0.

O conjunto dos pontos interiores de X é o interior de X, denotado por Int X. O
conjunto dos pontos de fronteira de X é a fronteira de X, denotada por fr X ou 0.X.
O conjunto dos pontos aderentes a X é o fecho de X, denotado por X. O conjunto dos
pontos de acumulacao de X é denotado por X’. Dizemos que X é aberto se Int X = X

e dizemos que X é fechado se X = X.
Exemplo 1.6. Exemplos de conjuntos abertos e fechados:

(1) Em qualquer espago métrico M, temos que o conjunto vazio () e o préprio M sdo
simultaneamente abertos e fechados, as bolas abertas sao conjuntos abertos e as

bolas fechadas sao conjuntos fechados.

(2) Todo subconjunto finito de um espago métrico M ¢é fechado.
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(3) A interse¢ao de um numero finito de conjuntos abertos e a unido de uma familia

qualquer de conjuntos abertos sao conjuntos abertos (ver [22], paginas 68 e 69).

(4) A unido de um nimero finito de conjuntos fechados e a interse¢ao de uma familia

qualquer de conjuntos fechados sao conjuntos fechados (ver [22], pagina 79).
Proposicao 1.3. Para todo X C M, tem-se:
(1) M =(Int X)UoX U (Int(M \ X)).
(2) X é aberto se, e somente se, X N0X = 0.

(3) Int X é aberto.

(4) X =(Int X)U9dX.
(5) X é fechado.
(6) X é fechado se, e somente se, 0X C X.
(7) 0X é fechado.
8) X =XUX.
Demonstragao. Ver [22], paginas 65, 66, 76, 78, 79 e 83. ]

Proposigao 1.4. Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicacao bijetorah : M — N
¢ um homeomorfismo se, e somente se, h é uma bijecao entre os abertos de M e os

abertos de N (ou seja, X C M é aberto em M se, e somente se, h(X) é aberto em V).
Demonstracao. Ver [22], pagina 73. O]

Teorema 1.1. Sejam dy e dy duas métricas no mesmo conjunto M. As métricas dy e
dy sao equivalentes se, e somente se, os espagos métricos (M, dy) e (M, ds) possuem os

mesmos conjuntos abertos.

Demonstrag¢ao. (=) Se as métricas d; e ds s@o equivalentes, entdo a aplicagao inclusao
i12 + (M,dy) — (M,d5) é um homeomorfismo (ver Defini¢do [L.F). Logo, pela Pro-
posi¢ao [1.4] temos que X C (M, d;) é aberto se, e somente se, i12(X) = X C (M, d) ¢
aberto. Portanto, os espagos métricos (M, d;) e (M, ds) possuem os mesmos conjuntos
abertos.

(<) Se os espagos métricos (M, d;) e (M, ds) possuem os mesmos conjuntos abertos,
entdo X C (M, d,) é aberto se, e somente se, X C (M, dy) é aberto. Logo, X C (M, d,)
é aberto se, e somente se, i12(X) C (M,dy) é aberto. Entdo, pela Proposicao [1.4]
a aplicagao inclusdo i;s : (M,d;) — (M,ds) é um homeomorfismo. Portanto, as

métricas d; e dy sao equivalentes. O
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Definicao 1.7. Uma sequéncia em um espaco métrico M é uma funcao z : N — M
que associa a cada nimero natural n € N um ponto z(n) € M. Denotamos os pontos
de uma sequéncia por x; = x(1), o = z(2), x3 = x(3) e assim por diante. Assim, a

sequéncia de pontos x1, Ta, 3, ... é denotada por (x,)n,en ou simplesmente (z,,).

Definigao 1.8. Seja (M, d) um espago métrico e seja (z,) C M uma sequéncia. Di-
zemos que a sequéncia (z,) converge para um ponto a € M se, para todo € > 0,
existe ng € N tal que n > ng = d(z,,a) < . Neste caso, dizemos que a sequéncia
(z,) é convergente e que a ¢é o limite da sequéncia (z,). Denotamos o limite por
a = ngrfm T, ou simplesmente ¢ = lim x,,, e neste caso dizemos que z,, — a. Se uma

sequéncia (z,) nao é convergente, dizemos que ela é divergente (ou que ela diverge).

Nesse caso, escrevemos lim z,, = oo (ou lim x,, = 00).
n—+o0o

Proposicao 1.5. Sejam M, N espacos métricos. A aplicacao f: M — N é continua
no ponto a € M se, e somente se, para toda sequéncia (x,) C M com x, — a tem-se
f(z,) = f(a) em N.

Demonstragao. Ver [22], pagina 130. ]

Defini¢ao 1.9. Seja M um espago métrico. Dizemos que uma sequéncia (z,) C M
¢ uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0, existe ny € N tal que se

m,n > ng entao d(x,,, r,) < €.

Definicao 1.10. Um espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.
Exemplo 1.7. Exemplos:

(1) Toda sequéncia convergente no espago métrico M = R é uma sequéncia de Cauchy

e vice-versa (ver [20], pdginas 126 e 127). Assim, R é completo. Exemplos de
1 -1
sequéncias convergentes (ou seja, que sao de Cauchy) em R: =, = —, y,, = ( 2) ,
. n n
zZn = ———, entre outras.
n?+1

(2) Exemplos de sequéncias em R que nao convergem (ou seja, nao sdo de Cauchy):

T, =mn, Yo = (—1)", 2, = sen(n?), entre outras.

(3) Toda sequéncia convergente no espago métrico M = R"™ é uma sequéncia de
Cauchy e vice-versa (ver [21], pdgina 18). Assim, R™ é completo. Fazendo a

identificacao natural C = R?, segue dai que C é completo.

(4) Se M e N sao espagos métricos tais que M C N, uma sequéncia de pontos

x, € M é de Cauchy em M se, e somente se, é de Cauchy em N (ver [22], pagina

10
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167). Por exemplo: uma sequéncia de pontos z,, € Q é de Cauchy em Q se, e
somente se, é de Cauchy em R.

n
(5) Seja (x,) C Q a sequéncia de ntmeros racionais definida por z, = 22—1' =
i=0
14+1+ B + 30 4+ ...+ % Esta também é uma sequeéncia de nimeros reais e
ela converge para o numero de Euler e € R, ou seja, limz,, = e. Logo, (z,) C R
é uma sequéncia de Cauchy, dessa forma (x,) C Q é uma sequéncia de Cauchy
(pelo item anterior). Porém, (z,) C Q nao converge em Q, pois limz,, = e ¢ Q.
Logo, (x,) é uma sequéncia de Cauchy que nao converge em Q. Isso mostra que
o espaco métrico M = Q nao é completo, pois existe uma sequéncia de Cauchy

que nao ¢é convergente em Q.

(6) Seja M um espac¢o métrico completo. Entao, um subconjunto ' C M (que é um
espago métrico com a métrica de M) é fechado se, e somente se, é um espago

métrico completo (ver [22], pagina 172).

(7) O produto cartesiano M; x ... x M, é completo se, e somente se, 0s espagos
métricos My, ..., M, sdo completos (ver [22], pdgina 173).
o

(8) O produto cartesiano infinito M = HMl é completo se, e somente se, M; é

=1
completo para cada i € N (ver [22], pagina 173).

Proposicao 1.6. Um espago métrico M ¢é completo se, e somente se, para toda

sequéncia decrescente Fy D Fy, D ... D F, D ... de subconjuntos fechados nao-vazios

F, C M, com lim diam F},, = 0, existe um ponto a € M tal que ﬂ F, ={a}.
n—oo
n=1

Demonstragao. Ver [22], pagina 197. ]

Definicao 1.11. Seja M um espac¢o métrico e seja f : M — M uma aplicagao.

Dizemos que x € M é um ponto fixo de f se f(z) = x.

Teorema 1.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Se (M,d) é um espago métrico
completo e f : M — M € uma contracao, entdo f possui um unico ponto fixo z € M

e esse ponto fixo € obtido da sequinte forma: para todo xo € M, definamos x1 = f(xq),

o = f(x1), ..., xn = f(xn_1) € assim por diante, assim a sequéncia (x,) € convergente
ez= lim x,.

n—+o0o
Demonstracao. Ver [22], pagina 207. O]

11
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Coroldrio 1.1 (Teorema do Ponto Fixo para contragoes restritas a bolas fechadas).
Seja (M, d) um espaco métrico completo. Seja f : M — M uma contracao, ou seja,
existe ¢ € R com 0 < ¢ < 1 tal que para quaisquer =,y € M tem-se d(f(z), f(y)) <
¢-d(z,y). Dado qualquer a € M, se r > M entdo a bola fechada Bla;r]

c
¢ invariante por f, ou seja, f(Bla;r]) C Bla;r|. Em particular, o ponto fixo de f

pertence a bola Bla;r].
Demonstragao. Ver [22], pagina 208. O

Definicao 1.12. Sejam (M, dys) e (N, dy) espagos métricos. Dizemos que uma funcao
f M — N ¢é uma isometria se preserva distancias, ou seja, se para quaisquer

x,y € X tem-se

dy(f(x), f(y)) = d(z,y).

Dizemos que M e N sao isométricos se existe uma isometria bijetora de M em N.

Teorema 1.3 (Completamento de um espago métrico). Seja (M, d) um espago métrico.
Entao, existe um espaco métrico completo (]\7,(?) (denominado completamento de
M) tal que M possui um subespaco N isométrico a M e denso em M. Além disso, o

completamento M de M € unico a menos de isometrias.

Demonstracao. Ver [1§], paginas 41 a 45. O]

1.2 Nocoes basicas de topologia geral

Nesta segao, faremos uma breve apresentagdo dos espagos topoldgicos (que sao
uma generaliza¢ao natural dos espagos métricos). Para uma exposigao mais detalhada,

indicamos consultar [23] ou [25].

Definicao 1.13. Seja X um conjunto. Uma topologia em X é uma colecao 7 de

subconjuntos de X que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Os conjuntos ) e X pertencem a cole¢ao 7, ou seja, € T e X € 7.

(ii) A uniao dos elementos de uma familia de elementos de 7 é um elemento de 7.

Ou seja: se {Ay}rer € uma familia de elementos de 7, entao U Ay er.
AEL

(iii) A intersegao de uma quantidade finita de elementos de 7 é um elemento de 7.

n
Ou seja: se Ay,..., A, € T, entao ﬂAi:Alﬂ...ﬂAnET.
i=1

12
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Um conjunto X munido da topologia 7 é denominado espago topoldgico. Também
podemos definir um espago topolégico como sendo um par ordenado (X, 7), onde X é
um conjunto e 7 é a topologia nele definida. Quando nao houver nenhuma duivida ou
possibilidade de confusao sobre qual é a topologia 7 do conjunto X, podemos omitir
a mencao explicita a topologia 7, assim diremos simplesmente que X é um espaco

topologico.

Definigao 1.14. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja U um subconjunto de X, isto
é, U C X. Se U € 7 (ou seja, se U é um elemento da colegao 7), dizemos que U é um

conjunto aberto de X (ou simplesmente um aberto de X).
Exemplo 1.8. Exemplos de espacos topologicos:
(1) X ={a,b,c} com a topologia 7 = {0, {a}, {a,b}, X };

(2) Qualquer conjunto X com a topologia discreta P(X) (conjunto das partes de
X);

(3) Qualquer conjunto X com a topologia trivial 7 = {0, X'};

(4) Todo espago métrico (M,d) é um espago topoldgico, cuja topologia é formada
pelo vazio, por M, por todas as bolas abertas em M e por todas as unioces de

bolas abertas em M.

(5) Todo subconjunto Y de um espago topoldgico (X, 7) é um espago topoldgico com
a seguinte topologia:
TAI{BﬁAiBET}

Neste caso, dizemos que Y é um subespaco topolégico de X.

Definigao 1.15. Seja (X, 7) um espaco topolégico. Dizemos que o conjunto A C X é
fechado se X \ A é aberto (ou seja, A é fechado se X \ A € 7).

Definicao 1.16. Seja X um espaco topoldgico e A C X um subconjunto qualquer.
Definimos o interior de A como sendo a uniao de todos os abertos de X contidos
em A e denotamos o interior de A por Int A. Definimos o fecho de A como sendo a

intersecao de todos os fechados de X que contém A e denotamos o fecho de A por A.

Proposicao 1.7. Seja X um espaco topolégico e A C X. Entdo = € A se, e somente
se, ANU # () para todo aberto U contendo .

Demonstragao. Ver [25], pagina 96. O

Proposigao 1.8. Seja X um espaco topoldgico e seja A C X um subconjunto qualquer.

Entao:

13
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(1) A é aberto se, e somente se, Int A = A.

(2) A é fechado se, e somente se, A = A.
Demonstracao. Ver [23], paginas 69 e 70. ]

Definicao 1.17. Seja x € X. Se U C X é um aberto tal que z € U, dizemos que U ¢

uma vizinhancga de z.

Definicao 1.18. Sejam X e Y espacos topoldgicos e seja f : X — Y uma funcao. A
imagem inversa de um conjunto V' C Y pela funcao f é o conjunto dos pontos de X

cujas imagens pertencem ao conjunto V', ou seja:
V) ={zeX: f(z) eV}

Definicao 1.19. Sejam X e Y espacos topolégicos. Dizemos que uma fungao f :
X — Y ¢ continua se, para todo aberto V' C Y, a imagem inversa f~}(V) C X é

um aberto de X.

Teorema 1.4. Sejam X e Y espacos topoldgicos e seja f: X — Y uma funcdo. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) [ € continua.
(2) Para todo subconjunto A C X, tem-se f(A) C f(A).
(3) Para todo fechado B CY, a imagem inversa f~'(B) é um fechado em X.

(4) Para cada x € X e para cada vizinhanga V' de f(z), existe uma vizinhanga U de
x tal que f(U) C V.

Demonstragao. Ver [25], paginas 104 e 105. ]
Teorema 1.5. Sejam X, Y e Z espacos topologicos.

(a) (Fungao constante) Se f: X — Y € uma fungdo constante, ou seja, se existe

Yo €Y fizo tal que f(x) = yo para todo x € X, entdo f € continua.

(b) (Inclusio) Se A é um subespago de X, entdao a inclusio j: A — X € continua.

(Consequentemente, a identidade i : X — X € continua.)

(¢) (Fungdo composta) Se f: X — Y eg:Y — Z sao continuas, entio a func¢ao

composta go f: X — Z € continua.

(d) (Restringindo o dominio) Se f: X — Y ¢é continua e A é um subespago de X,

entdo a restricio fla: A —Y € continua.

14
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(e) (Restringindo ou expandindo o contradominio) Seja f : X — Y continua. Se Z
¢ um subespaco de Y contendo a imagem f(X), entdo a fung¢io g: X — Z ob-
tida restringindo o contradominio de f a Z € continua. Se Z € um espaco do qual
Y € subespaco, entdo a funcdo h : X — Z obtida expandindo o contradominio

de f € continua.

(f) (Formulagdo local de continuidade) A fungao f: X — Y € continua se X pode
ser escrito como uma uniao de conjuntos abertos U, tais que f|y, € continua

para cada o.
Demonstragao. Ver [25], pagina 108. ]

Teorema 1.6 (Lema de colagem). Seja X = AU B um espago topoldgico, onde A e B
sao fechados em X, e seja’Y outro espago topologico. Sejam f: A —Y eg: B—Y
fungoes continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € AN B, entdo a fungio h: X — Y
definida por

f(x), sexe A

h(z) =
g(z), sex € B,

¢ continua. (Ou seja, podemos “colar” as fungoes continuas f e g para formar uma

nova fung¢do continua.)
Demonstragao. Ver [25], pagina 109. ]
Teorema 1.7. Seja f : A — X XY dada por f(a) = (fi(a), f2(a)), onde f; : A — X

e fo: A— Y. Entao f € continua se, e somente se, fi e fy sao continuas. (As fungoes

f1 e fo sd@o denominadas fungoes-coordenada de f.)
Demonstragao. Ver [25], pagina 110. ]
Teorema 1.8. Seja f : X XY — Z uma funcdo continua. Entdo, para quaisquer

xo € X eyg €Y, as fungoes

— A
r f(xay())

fQZ Y — Z
y f(x()?y)

sao continuas.

Demonstracao. Para todo yo € Y fixado, considere a funcao:

g: X — XxY
r ('Tuy())

15
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As fungoes-coordenada g; : X — X e g9 : X — Y, definidas respectivamente por
g1(x) = x e gao(x) = yo, s@o continuas, pois g; é a identidade e go é uma fungao
constante (ver o Teorema . Pelo Teorema , segue que g é continua. Novamente
pelo Teorema (1.5 concluimos que f; = fog é continua. O caso da funcao f, é andlogo:

basta definir
h:' Y — XxY

Yy = ($07 y)7

de modo que fy = f o h, e aplicar o mesmo raciocinio. O

Definicao 1.20. Dizemos que um espaco topoldgico X tem uma base enumeravel
em z se existe uma colecao enumeravel B de vizinhancas de x tais que cada vizinhanca
de = contém pelo menos um elemento de B. Se X tem uma base enumeravel em cada

um de seus pontos, dizemos que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Exemplo 1.9. Todo espago métrico (M, d) satisfaz o primeiro axioma de enumerabi-
lidade. Para verificar isso, basta tomar, em cada ponto a € M, a colecao B formada
pelas vizinhancas V,, = {x € M : d(z,a) < %}, pois para toda vizinhanca U C M de a
existe n € N tal que V,, C U.

Definicao 1.21. Seja X um espago topoldégico. Dizemos que X é um espaco to-
polégico de Hausdorff (ou um espago de Hausdorff) se, para quaisquer pontos
x,y € X com x # y, existem vizinhancas U e V de x e y, respectivamente, tais que
unv =4.

Observacao 1.2. Ou seja, dados dois pontos distintos em um espago topoldgico de

Hausdorff, é possivel obter vizinhancas disjuntas desses pontos.
Exemplo 1.10. Exemplos de espagos topoldgicos (de Hausdorff ou néo):
(1) Todo espago métrico é um espago topolégico de Hausdorff (pela Proposicao .

(2) Qualquer conjunto X com a topologia discreta P(X) é um espago de Hausdorff,
pois para quaisquer z,y € X distintos podemos tomar as vizinhancas {x} (de x)

e {y} (de y), que s@o disjuntas.

(3) Seja X um conjunto qualquer com a topologia trivial 7 = {0, X'}. Entao, X nao
é um espaco de Hausdorff, pois se x # y entao a tunica vizinhanca de x é X e a
unica vizinhanca de y é X, sendo assim nao existem vizinhancas disjuntas destes

dois pontos.

Definicao 1.22. Uma sequéncia em um espaco topologico X é uma funcao r : N —

X que associa a cada nimero natural n € N um ponto z(n) = z,, € X.
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Definigao 1.23. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que uma sequéncia (x,) C X
converge para um ponto a € X se para toda vizinhanca U de a existe ng € N tal que
se n > ng entdo z, € U. Neste caso, dizemos que a sequéncia (x,) é convergente e

que a é o limite da sequéncia (z,,).

Proposicao 1.9. Se X é um espaco topoldgico de Hausdorff, entao toda sequéncia

convergente em X possui um unico limite.

Demonstracao. Ver [23], pagina 145. O]

1.3 Espacos vetoriais normados e espacos de Ba-

nach

A partir desta se¢@o (até a peniltima segao deste capitulo), introduziremos os prin-
cipais conceitos basicos e alguns dos teoremas mais importantes da Analise Funcional
Linear. Tudo o que apresentaremos nestas proximas quatro secoes pode ser consultado
com mais detalhes em diversos livros, tais como [2], [3] e [I§] (além de outros livros

que serao citados ao longo da exposicao).

Definigao 1.24. Seja F um espago vetorial sobre o corpo K (onde K =R ou K = C).
Uma seminorma em F é uma funcdo || - || : £ — R satisfazendo as seguintes

propriedades:
(i) [|z|| > 0 para todo x € F;
(ii) Para todo x € E e para todo A € K, tem-se |[|[Az| = |A| - ||z;
(iii) Para quaisquer z,y € E, vale a desigualdade triangular: ||z + y|| < ||| + ||y||-

Definigao 1.25. Seja F um espago vetorial sobre o corpo K (onde K =R ou K = C).

Uma norma em F é uma fungao ||| : £ — R satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) ||lz|| = 0 para todo = € E e, além disso, ||z|| = 0 se, e somente se, z = 0;
(ii) Para todo z € E e para todo A € K, tem-se ||Az|| = |A| - ||z ]];
(iii) Para quaisquer x,y € E, vale a desigualdade triangular: ||z + y|| < ||z|| + ||y||-
Dizemos entao que E é um espago vetorial normado.
Observagao 1.3. Assim, uma norma ¢ uma seminorma na qual ||z|| =0 < = = 0.

Exemplo 1.11. Exemplos de espagos vetoriais normados:
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(1)

O conjunto R dos ntimeros reais é um espago vetorial normado, cuja norma ¢é o

modulo usual || = max{x, —z}.

O conjunto C dos niimeros complexos é um espago vetorial normado, cuja norma
é o médulo usual |z| = |z +iy| = /22 + y%.

O espaco euclidiano R™ é um espaco vetorial normado no qual podem ser definidas

trés normas:

n
e Norma euclidiana: ||z]| = /2% + ...+ a2 = fo
i=1

n
e Norma da soma: ||z|; = Z |4
i=1
e Norma do maximo: ||z||max = max{|z1]|,...,|xs|}

C" é um espaco vetorial normado com a norma ||z|]| = /|22 +... + |z|? =

Se E é um espaco vetorial normado, entao todo subespaco vetorial FF C E é um

espago vetorial normado (com a norma de E restrita a F).

Seja X um conjunto qualquer. O espaco das fungoes limitadas f : X — K, deno-

tado por B(X), é um espago vetorial normado com a norma || f||s = sup |f(x)|. O
reX
espago das fungoes continuas f : [a,b] — R, denotado por C([a, b]), é um espago

vetorial normado, pois é um subespaco do espaco B([a,b]) das fungoes limitadas

f i la,b] — R. Assim, anorma em C([a,b]) é ||f|lcc = sup |f(z)| = m[a)g} |f(x)].
z€a,b] z€la,
Analogamente, o espaco dos polinémios p : [a,b] — R é um espago vetorial nor-

mado (pois é um subespaco de C([a,b])) com a norma ||p|le = ;2[%?21 Ip(x)|. Da
mesma forma, sendo D, = {z € C : |z| < n} o disco de centro na origem e
raio n no plano complexo, o espaco das funcoes f : D, — C com a norma
| flloc = sup |f(2)| = max |f(z)| é um espaco vetorial normado.

€D, 2€D,

Para cada p > 1, seja [? o espago das sequéncias x = (z,,) = (21, T2, 23,...) CR

tais que E z¥ < oco. Entao, [P é um espago vetorial normado com a norma
i=1

3=

o0
||| = E 2| . Nocaso p = 2, 0 espago [ é chamado espago das sequéncias
i=1

de Hilbert. Considerando sequéncias z = (z,) = (21, 22, 23,...) C C tais que
o] 0 1

Z |zi|P < 00, a norma de [P é ||z]| = (Z |zi]p>

=1 i=1
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(8) Seja l™ o espago das sequéncias limitadas = = (x,,) = (21, x2, z3,...) C R, ou seja,
tais que existe uma constante C,, > 0 (dependendo de z) tal que |z;| < C, para

todo i € N. Entao, [*° é um espaco vetorial normado com a norma ||z|| = sup |z;|.
ieN
No caso das sequéncias limitadas z = (z,) = (21, 22, 23, ...) C C, a norma de [*

¢ [|z[l = sup |z].
ieN

(9) O espago L'([a,b]) das fungoes continuas f : [a,b] — R com a norma

b
1l = / o

é um espago vetorial normado. Mais geralmente, para todo p > 1, podemos definir
os espagos vetoriais normados LP([a, b]) das fungoes continuas f : [a,b] — R com

a norimma

b
1l = / P d.

Observacgao 1.4. Todo espago vetorial normado (F, || - ||) é um espago métrico com a

métrica induzida pela norma:

d(z,y) = ||z =yl

Neste caso, a métrica induzida pela norma satisfaz as seguintes propriedades (de veri-

ficagao simples):
(a) dlz+a,y+a)=dxy)
(b) d(ax,ay) = |ald(z,y)

Ou seja, se uma métrica nao satisfaz uma dessas propriedades, entao ela nao ¢é induzida

por uma norma.

Observagao 1.5. A reciproca da observacao anterior nao é verdadeira, ou seja, nem
todo espago métrico (que seja um espago vetorial) é normado. Isso significa que existem
espacos métricos cuja métrica nao é proveniente de uma norma. Por exemplo, considere
o0 espago vetorial das sequéncias (limitadas ou nao) de nimeros complexos (podem ser
numeros reais também) com a métrica dada por

|2 — wj]

A((z0), (w) = 3

prll R O]

(ver [18], paginas 9 a 11). Essa métrica ndo é proveniente de uma norma, pois nao

satisfaz o fato (b) apresentado na observagao anterior.
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Definigao 1.26. Seja E um espago vetorial normado. Como E é um espaco métrico

com a métrica induzida, podemos definir as bolas e esferas da seguinte forma:

B(a;r)={z € E: |z —al| <r}
Bla;r]={z € E: |z —a|] <r}
S(a;r)={z € E:|xr—a|=r}

Definicao 1.27. Seja X C E um subconjunto do espaco vetorial . Dizemos que X

é um conjunto convexo se, para quaisquer a,b € X, o segmento de reta
la,b] :={ta+ (1 —t)be E:0<t<1}

estd contido em X.

Exemplo 1.12. Para quaisquer = € E e r > 0, a bola aberta B(x;r) é um conjunto

convexo, pois:

a,b € B(x;r), t€[0,1] = |z—al<r |[xt—=0|<r

|z —ta— (1 —t)b|| = |tz + (1 —t)x — ta — (1 — t)b|
|z —ta — (1= 0)b]| < tllz—all + (1= t)[|z —b]

|lx —ta— (1 —t)b]| <tr+(1—1t)r

ta+ (1 —t)be B(x;r)

r

=
=
=
=

Da mesma forma, pode-se mostrar que a bola fechada Blz;r] é um conjunto convexo.

Definicao 1.28. Seja E um espago vetorial normado. Dizemos que uma sequéncia

(r,) C E converge para um ponto z € £ se lim ||z, —z| = 0. Neste caso, dizemos
n—-+0oo

que a sequéncia (x,) é convergente e escrevemos: x,, — x. Caso contrario, a sequéncia

¢ divergente.

Exemplo 1.13. Exemplos de sequéncias convergentes:

1 1
(1) No espago vetorial normado R, as sequéncias definidas por a, = —, b, = — e
n n
—1)"
Cn = (=1) sdo convergentes e as sequéncias definidas por d, =n, e, = (—=1)" e
fn = senn? sao divergentes.
. . , i 1+in3
(2) No espago vetorial normado C, as sequéncias definidas por a,, = —, b, = :
n n

(A . . . .
e ¢, = — sao convergentes e as sequéncias definidas por d,, = n+in?, e, = (—1)"
n

e f, =" sao divergentes.

1 2 n> ,
— | € convergente

(3) No espago vetorial normado R", a sequéncia ), = (E’ PN

e a sequéncia y, = (1,2%,3% ... nk) é divergente.
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ik 24k ni¥
. n - )
(4) No espaco vetorial normado C", a sequéncia z; = FEANERREEE ﬁ) é conver-
gente e a sequéncia wy, = (1%, (20)%, ..., (ni)*) é divergente.

k n
(5) No espago vetorial normado C(]a, b]), a sequéncia fi(z) = Z a:_' converge para
n!
n=0

f(z) = e*, enquanto a sequéncia gx(z) = kz é divergente.

(6) No espago vetorial normado dos polinémios p : [a,b] — R, a sequéncia fi(z) =

1+ % + % converge para f(z) = 1.

Definicao 1.29. Seja F/ um espago vetorial normado. Uma sequéncia de Cauchy é
uma sequéncia (z,) C E tal que, para todo € > 0, existe ng € N tal que m,n > ny =

|Tm — xn|| < e.

Definicao 1.30. Seja E um espaco vetorial normado. Dizemos que E é um espago
de Banach se o espaco métrico E com a métrica induzida pela norma é completo, isto
é, se toda sequéncia de Cauchy (z,) C F converge para um elemento x € E:

lim ||z, —z|| =0
n—+oo

Exemplo 1.14. Exemplos de espagos de Banach (e de espagos que nao sao de Banach):

(1) R, C,R" e C" (com alguma das normas conhecidas) sdo espagos de Banach, pois

toda sequéncia de Cauchy nesses espacos é convergente.

(2) Se considerarmos o espago vetorial Q sobre o corpo Q (com a norma induzida
por R), temos que Q ndo é um espaco de Banach, pois existem sequéncias de

Cauchy em @ que nao convergem para pontos de Q (por exemplo, a sequéncia
1 1 1

T, =14+ —+ —+ ...+ — converge para e € Q).
1 2! n!

(3) C([a,b]) com a norma || fll = m[a}g} |f(z)] é um espago de Banach.
z€Ja,

(4) O espago das fungoes continuas f : D,, — C, onde D,, = {z € C: |z| < n}, com

a norma || f|le = max |f(2)|, é um espago de Banach.
zeDnp

(5) O espago vetorial dos polinémios p : [a,b] — R com a norma ||p||.c = max |p(z)]

z€[a,b)
2
x
nao é um espago de Banach, pois, por exemplo, a sequéncia p,(z) = 1 — 1 +
2n
x
(=) o) ¢ de Cauchy mas p,(z) — cosz, que ndo é um polinémio.
n)!

(6) Os espacos (I, - ||,) e (I*°,]] - ||) sdo espagos de Banach.
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b
(7) O espaco L'([a,b]) com a norma || f||; = / |f(t)] dt ndo é um espago de Banach.

Por exemplo, considere a sequéncia de fungoes f,, : [0,1] — R dada por:

0, se t € [0, 3]
fm(t) = m(t—%) seté€ [%,%—I—%]
1, sete[%—i—%,l]

Pode-se verificar que (f,,) é uma sequéncia de Cauchy, mas nao converge para

nenhuma fung¢ao continua.

Observacgao 1.6. Como todo espaco vetorial normado é um espago métrico com a
métrica induzida pela norma, temos pelo Teoremall.3|que todo espago vetorial normado
E possui um completamento E tal que E possui um subespaco F'isométrico a £ e denso

em F.

1.4 Aplicacoes lineares continuas

Definicao 1.31. Sejam FE e F espagos vetoriais normados sobre o corpo K. Dizemos

que T : E — F é uma aplicagao linear continua se:
e para quaisquer z,y € E, T'(z +y) = T(x) + T(y);
e para quaisquer x € F e a € K, T(ax) = o1 (z);

e para quaisquer g € F e ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se ||z — x| < ¢ entdo
1T (2) = T'(o)| <e.

Proposicao 1.10. Sejam E e F' espacos vetoriais normados sobre o corpo K e seja

T : E — F uma aplicacao linear. As seguintes condic¢oes sao equivalentes:
(a) T é lipschitziana.
(b) T é uniformemente continua.
(¢) T é continua.
(d) T é continua em algum ponto de E.
(e) T é continua na origem.
(f) sup{[|T(z)]| -z € E'e [[zf| <1} < oo.
(g) Existe uma constante C' > 0 tal que ||T(z)|| < C||z|| para todo = € E.
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Demonstragao. Ver [2], pagina 33. ]
Exemplo 1.15. Exemplos de aplicagoes lineares continuas ou descontinuas:

(1) Toda aplicac@o linear entre espagos vetoriais normados cujo dominio possui di-
mensao finita é continua (ver [18], pagina 96). Em particular, toda aplicacao

linear entre espagos vetoriais normados de dimensao finita é continua.

(2) A aplicagdo linear 6 : C([0,1]) — R (onde a norma de C([0,1]) é ||f|lec =
max |f(t)|) definida por 6(f) = f(0) é continua.

te(0,1]
(3) A aplicagao linear D : P(]0,1]) — P([0,1]) (onde a norma de P([0,1]) é || f]|oc =
max |f(¢)|) definida por D(p) = p’ ndo é continua (ver [2], paginas 37 e 38). Isto

te(0,1]
mostra que aplicacoes lineares cujo dominio possui dimensao infinita podem nao

ser continuas.

Exemplo 1.16. Seja E' um espago vetorial normado. A fungdo norma || - || : £ — R

é continua em qualquer ponto xg € E, pois:
Ve >0, 30 = > 0 tal que ||z — zo|| < e = |[|z] — [|zol|| £ ||z — 0| <=6

Entretanto, a norma néo ¢ linear, pois geralmente nao se tem ||z +y/| = ||z||+||y||. Por
exemplo, considerando o espago F = R com a norma usual, temos que |1 + (—1)| =
0] =0, mas [1| +|—-1|=1+1=2.

Definicao 1.32. O espaco vetorial das aplicacoes lineares continuas T : £ — F ¢
denotado por L(E, F).

Proposicao 1.11. Sejam E e F' espacos vetoriais normados.

(a) A expressao
1T} = sup{T'(2)[| : = € E e [lx]| <1}

define uma norma em L(E, F).
(b) || T ()| <||T|| - ||=|]| para quaisquer T € L(E,F) e x € E.
(c¢) Se F' é um espago de Banach, entdao L(F, F') é um espaco de Banach.

Demonstragao. Ver [2], paginas 34 e 35. ]

Teorema 1.9 (Teorema da Extensao Linear). Sejam E um espago vetorial normado,
F C E um subespago e G um espago de Banach (E,F,G espacos vetoriais sobre o
corpo K). Seja f : F — G uma aplicagio linear continua. Entdo o fecho F de F ¢
um subespaco vetorial normado de E e existe uma unica extensao de f a uma aplicag¢ao

linear continua g : FF — G, cuja norma é a mesma de f.
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Demonstragao. Ver [19], paginas 75 e 76. ]

1.5 Teorema de Hahn-Banach e consequéncias

Nesta secao, apresentaremos o Teorema de Hahn-Banach, que é um dos mais im-
portantes resultados da Andlise Funcional, e algumas de suas consequéncias. Apre-
sentaremos aqui apenas os enunciados dos teoremas, cujas demonstragoes podem ser
estudadas em diversos livros de Anélise Funcional (tais como os que serao citados como
referéncias em cada resultado).

Iniciamos enunciando a versao do Teorema de Hahn-Banach para espacos vetoriais

sobre o corpo dos reais:

Teorema 1.10 (Forma analitica do Teorema de Hahn-Banach). Seja E um espago
vetorial sobre o corpo R dos reais e seja p um funcional sublinear, ou seja, uma fung¢ao

tal que:

(1) plaz) = |a| - p(z), Vo € E e Va € R;

(2) p(x +y) < plx)+ply), Vo,y € E.

Seja G um subespaco vetorial de E e seja g : G — R um funcional linear tal que
g(x) < p(x) para todo x € G. Entao, existe um funcional linear f : E — R tal que
flea =g e f(z) < p(x) para todo x € E.

Demonstragao. Ver [2], paginas 56 a 58. ]

O Teorema de Hahn-Banach possui uma versao mais geral, que também ¢é vélida

para espagcos vetoriais sobre o corpo dos complexos:

Teorema 1.11 (Forma complexa do Teorema de Hahn-Banach). Seja E um espago
vetorial sobre o corpo K (K =R ou K = C) e seja p um funcional sublinear. Seja G
um subespago vetorial de E e seja g : G — K um funcional linear tal que |g(z)| < p(x)
para todo x € G. Entao, existe um funcional linear f : E — K tal que flgc = g e
|f(x)| < p(x) para todo z € E.

Demonstracao. Ver [2], paginas 58 e 59. O

No caso dos espagos vetoriais normados (e em particular dos espagos de Banach),

o Teorema de Hahn-Banach ¢ enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.12 (Teorema de Hahn-Banach para espagos vetoriais normados). Seja F
um espago vetorial normado sobre o corpo K, seja G um subespaco vetorial de E e seja

g : G — K um funcional linear continuo. Entao, existe um funcional linear continuo
f+E—Ktal que flc =g el fll = llgll.
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Demonstragao. Ver [2], pagina 60. ]

O Teorema de Hahn-Banach possui iniimeras consequéncias, como por exemplo os

dois corolérios que seguem:

Corolario 1.2. Seja X um espaco vetorial normado. Entao, existe f € X* tal que se

T1 # T2 entao f(x1) # f(x2).
Demonstracao. Ver [27], paginas 83 e 84. ]

Coroldrio 1.3. Seja X um espaco vetorial normado e seja xy € X tal que f(xg) =0

para todo f € X*. Entao, o = 0.

Demonstracao. Basta tomar a contrapositiva do Corolario [1.2] com 1 = zg e x5 =

0. [l

As formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach sao versoes do Teorema
de Hahn-Banach que se referem a conceitos topolégicos (ou geométricos) dos espagos
vetoriais normados. Elas nao serao mencionadas aqui, pois nao serao utilizadas na
demonstragao dos resultados seguintes. Of(a) leitor(a) interessado(a) em estudé-las
pode consultar, por exemplo, o livro de Botelho, Pellegrino e Teixeira [2], pdginas 67
a 7b.

1.6 Espacos de Hilbert

Definicao 1.33. Seja £/ um espaco vetorial sobre o corpo R ou sobre o corpo C. Um

produto interno em F é uma aplicacao

(w): ExE — R
(r,y) — (x,9)
tal que, para quaisquer z,y,z € EFe A € K:

(P1) (z+y,2) = (z,2) + (y, 2).

(P2) Az, y) = Az, y).

(P3) (x,y) = (y,x) (entdo no caso real tem-se (z,y) = (y,z)).
(P4) Para todo = # 0, (z,x) > 0.

Nesse caso, dizemos que (F, (-, -)) é um espago vetorial com produto interno. Quando
ficar evidente de qual produto interno se trata, dizemos simplesmente que E é um

espaco vetorial com produto interno.
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Proposicao 1.12. Seja (F,(-,-)) um espago vetorial com produto interno. Entao a

fungéo || - || : £ — R definida por ||z|| = y/(x,x) é uma norma em E.
Demonstracao. Ver [2], paginas 104 a 106. O

Proposicao 1.13. Seja E um espacgo vetorial sobre o corpo R, com o produto interno

(-,+) (e normado com a norma ||z|| = y/(x, x)). Entao, para quaisquer z,y € F, tem-se:
lz +yl* = ll2l* + 2z, 9) + lly]I*
Demonstracao. Temos que:

|z +yll>=(x+y,2+y) =(r,o+y)+y.x+y) =(c+y,2)+ (@ +y,y)
= (z, @) + (z,y) + (y,2) + (,y) = |z]]* + (z,y) + (z,y) + ||y]]?
= ||zl + 2(z, y) + |lylI?

]

Proposigao 1.14. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo C, com o produto interno

(-,+) (e normado com a norma ||z|| = y/(x, x)). Entao, para quaisquer z,y € F, tem-se:
Iz +yl1* = [|z]* + 2Re(z, y) + [lylI*

Demonstracao. Temos que:

lz+ylP=(+yz+y) =(z.2+y)+ {y,z+y) = (x+y,z)+ (x+y,y)
= (z,z) + (x,y) + (v, 2) + (v, y) = ||z]|> + (z,y) + {y, x) + ||y||?
= ||z|* + (z,y) + (z,y) + |ly]I* = |z||* + 2Re(z, ) + [|ly||”

]

Definicao 1.34. Seja (F,(-,-)) um espago vetorial com produto interno (assim E
é um espaco vetorial normado com a norma induzida pelo produto interno, isto é,
|z|| = v/{(z, x)). Dizemos que E é um espago de Hilbert se £ é completo na norma
induzida pelo produto interno. Ou seja: E é um espaco de Hilbert se ele é um espaco

de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 1.17. Exemplos de espagos de Hilbert (e de espacos que nao sao de Hilbert):

(1) O espago R™ com o produto interno (z,y) = Z x;1; ¢ um espaco de Hilbert, pois
i=1

a norma induzida pelo produto interno é a norma euclidiana ||z|| =
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()

R™ com essa norma é um espaco de Banach.

O espaco C™ com o produto interno (z, w) = Z z;w; ¢ um espaco de Hilbert,
i=1

pois a norma induzida pelo produto interno é a norma usual ||z|| =

C™ com essa norma é um espaco de Banach.

o0
O espago [? das sequéncias z = (z,,) = (71,72, 23, ...) C R tais que Z r? < 00 é
i=1

um espago de Hilbert com o produto interno (z,y) = (
o0

No caso das sequéncias z = (z,,) = (z1, 29, 23, . . .) C C tais que Z |zi]? < 00, 12 6
i=1

00 2
um espago de Hilbert com o produto interno (z, w) = (Z zim> =
i=1

o0

O espago [P das sequéncias z = (z,) = (21, 22, 23,...) C C tais que E 2P < oo
i=1

nao é um espago de Hilbert (e o caso particular nos reais também nao é um espago

de Hilbert).

O espago L?([a,b]) das fungoes continuas f : [a,b] — R com a norma ||f|s =

b b
/ | f(t)]? dt é um espaco de Hilbert com o produto interno (f, g) = / f(t)g(t) dt.

Definicao 1.35. Sejam H; e H; espacos de Hilbert e sejaT' : H; — H, uma aplicagao

linear continua. Se existir uma aplicacao linear 7™ : Hy, — H; tal que

<T(x)7y> = <$,T*(y)>, Va € Hb vy S H2>

dizemos que T™ é o adjunto de T

1.7 Calculo diferencial em espacos euclidianos

Nos espagos euclidianos R”, podemos estudar a nogao de derivada e estabelecer o

primeiro Teorema da Aplicagao Inversa deste trabalho. Uma exposi¢gao mais detalhada

do célculo diferencial em espagos euclidianos pode ser consultada no livro [21].

Definicao 1.36. Seja U C R”™ aberto e seja f : U C R — R uma funcao de n

variaveis. Para cada i € {1,2,...,n}, definimos a i-ésima derivada parcial de f no
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ponto a € U como sendo:

of .« . fla+te)— f(a)
&’ci (a) - tl—r>% t

(onde e; é o i-ésimo vetor da base usual de R™).

Definicao 1.37. Seja U C R”™ aberto e seja f : U C R — R uma funcao de n
variaveis. Para cada vetor v € R", definimos a derivada direcional de f no ponto

a € U, na direcao do vetor v, como sendo:

Assim, as derivadas parciais sao as derivadas direcionais na direcao dos vetores da base
de R™.

Definicao 1.38. Seja U C R”™ aberto e seja f : U C R" — R uma funcao de n
Vg}iéveis. Dizemos que f é diferenciavel no ponto a € U se as derivadas parciais
—(a),...,
8$1< ) 8xn
a igualdade:

(a) existem e, para todo v = (vy,...,v,) € R" tal que a +v € U, vale

n
0
o) =1 + 3 5L @)+ () o], onde T p(e) = 0
1=
Exemplo 1.18. Alguns exemplos conhecidos de fungoes diferenciaveis (de 1 até n
variaveis) sao as fungoes polinomiais, fungdes exponenciais, fungdes logaritmicas, fungoes
trigonométricas e as mais diversas somas, produtos, quocientes e composigoes entre es-

sas fungodes (sendo diferencidveis em todos os pontos em que elas estao bem definidas).

Definicao 1.39. Seja U C R™ aberto. Uma aplicacao f : U C R™ — R", definida
por f(x) = f(z1,...,2m) = (fi(x),..., fu(x)), é diferencidvel no ponto a € U quando

existe uma aplicacao linear T : R™ — R” tal que:

f(a+v) = f(a) + T(v) + r(v), onde lim % _

A transformacao linear T é a derivada de f no ponto a, denotada por T' = f'(a).

Dizemos que f é diferenciavel em U quando é diferenciavel em todos os pontos a € U.

Defini¢ao 1.40. A matriz da transformacao linear f’(a) em relacdo as bases canonicas
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de R™ e R™ é a matriz jacobiana de f no ponto a:

D b D 2]
g:]gl g?z o (93]%_1 %:?m
2 2 2 2
a—xl(a) 9 (a) gz (a) v (a)
Jf(a) = : : : :
afn—l 8fn—l afn—l afn—l
85(31 “ 61’2 ((l> o 8xm_1 (CL) 8xm (a)
Ofn Ofn Ofn Ofn
| 0 3 s @ B,

Teorema 1.13. A aplicacio f : U C R™ — R", definida por f(z) = f(x1,...,2m) =

(fi(z),..., fu(x)), € diferencidvel em a € U se, e somente se, suas fungoes-coordenada
fisoo oy fn: U CR™ — R € diferenciavel em a.
Demonstragao. Ver [21], paginas 250 e 251. ]

Exemplo 1.19. Exemplos de aplicagoes diferencidveis:

(1) Toda aplicagao constante f : R™ — R", f(z) = ¢ € R™ é diferencidvel e neste

caso f'(a) = 0 para todo a € R™.

(2) Toda aplicagao linear 7' : R™ — R™ é diferencidvel e neste caso T"(a) = T para
todo a € R™:

T(a+v) =T(a) +T(v) =T(a) + T(v) + 0 =T(a) + T'(a)(v) + r(v),

onde T"(a) =T er =0.

(3) Toda aplicacao f: U C R™ — R" definida por

flay, .o oyxm) = (filzr, . sxm), oo fol@r, oy Tm))s

onde f1,..., fn sao funcoes diferenciaveis conhecidas de n variaveis, é diferenciavel.

(Por exemplo: f: R3 — R* definida por f(z,y,2) = (zy,z2,yz, 2% + y* + 2%).)

Proposicao 1.15. Seja U C R™ aberto e convexo. Se f : U — R" é diferenciavel
e existe uma constante M > 0 tal que ||f'(x)|| < M para todo z € U, entdo f é
lipschitziana e || f(x) — f(y)|| < M||xz — y|| para quaisquer z,y € U.

Demonstracao. Ver [21], pagina 268. O]

Definicao 1.41. Dizemos que uma aplicagao diferenciavel f : U C R™ — R" é de

classe C' se a derivada f’(a) é continua para todo a € U. Dizemos que f é de classe
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C?% se f'(a) é de classe C, e, mais geralmente, f é de classe C* se f'(a) é de classe
CckL

Definicao 1.42. Sejam U,V C R" abertos. Um difeomorfismo é uma aplicagao
diferenciavel bijetora f : U — V cuja inversa f : V — U também ¢é diferenciavel.
Dizemos que f é um difeomorfismo local quando, para cada x € U, existem uma
bola aberta B(z;d) C U e um aberto V' C R” tais que f(z) e Ve f: U — V é um

difeomorfismo.

O Teorema da Aplicagao Inversa fornece um critério para que uma aplicacao f :

R" — R" seja um difeomorfismo local de classe C*:

Teorema 1.14 (Teorema da Aplicagao Inversa em espagos euclidianos). Seja f : U C
R" — R™ uma aplicacio de classe C* definida em um aberto U C R"™. Suponha
que a derivada f'(z¢) : R" — R™ é um isomorfismo para todo xy € U (ou seja, se
det(Jf(z0)) # 0 para todo xq € U). Entdo, f é um difeomorfismo local de classe C*
em xg. Além disso, se yo = f(xg), entio (f~1) (o) = (f'(x0)) 7 .

Demonstracao. Ver [21], paginas 280 a 288. O]

Observagao 1.7. O caso particular do Teorema com n = 1 é uma das regras
conhecidas do Célculo Diferencial das fungoes de uma varidvel: se f : U C R — R
é uma funcao bijetora diferencidvel, com inversa f~', tal que f/'(f~'(a)) # 0, entao
1
[t é diferenciavel e (f71)(a) = ——
f'(f~(a))
detalhes).

(ver, por exemplo, o livro [34] para mais

No préximo capitulo, vamos desenvolver as nogoes de Cdlculo Diferencial (e um

Teorema da Aplicagao Inversa) para espagos de Banach em geral.
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Capitulo 2

O Teorema da Aplicacao Inversa

em Espacos de Banach

Neste segundo capitulo, faremos uma breve introducao ao Calculo Diferencial e
Integral nos espacos de Banach e apresentaremos o caso particular do Teorema da

Aplicacao Inversa nesses espacos.

2.1 Derivada de Fréchet

Definicao 2.1. Sejam E e F' espacos de Banach e seja U C E aberto. Dizemos que
uma funcao f : U C E — F é Fréchet-diferenciavel no ponto zy € U se existe

uma aplicagao linear continua A : F — F' tal que
f(xo +h) = f(xo) + A(h) + R(xo, h)

para todo h € E tal que x¢ + h € B(xg;¢) C U para algum £ > 0, onde

L IR, )

=0.
h—0  ||A]]

Neste caso, a aplicacao A é denominada derivada de Fréchet de f em z( e denota-
mos A = Df(xg). Dizemos que f é Fréchet-diferenciavel em U se f for Fréchet-

diferenciavel em todos os pontos de U.

Exemplo 2.1. Sejam F = R™ e F' = R" (0s quais sdo espagos de Banach), e seja
U C R™ aberto. Uma aplicacao f : U C R™ — R" ¢é diferenciavel no ponto a € U
quando existe uma aplicagao linear T'= f'(a) : R™ — R" tal que

r(v)

fla4+wv)— f(a) =T v+ r(v), onde lii)rg)wzo
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Assim, toda aplicagao diferencidvel (no sentido da Anélise no R™) é uma fungao Fréchet-
diferenciavel entre os espacos de Banach R™ e R™. Isso mostra que o conceito de
funcao Fréchet-diferenciavel generaliza para espacos de Banach a nocao de aplicacao

diferenciavel entre espacos euclidianos.

Exemplo 2.2. Sejam F, F' espagos de Banach sobre o corpo K (podendo ser o corpo
R dos nimeros reais ou o corpo C dos niimeros complexos) e seja f : U C E — F

uma func¢ao constante definida em um aberto U C E:
flzr)=ce F,Vx e FE

Para todo xy € U e para todo h € E tal que o + h € U, consideremos a aplicagao
linear nula A : E — F (tal que A(x) = 0 para todo x € E) e R(xg,h) = 0. Logo:

f(zo+h) =c= f(xo) = f(zo)+A(h) + R(xo,h) = f(xo+h) = f(xo)+A(h)+ R(xo, h)
=0 =0

Entao, toda funcao constante f : U C E — F ¢é Fréchet-diferenciavel e sua derivada

de Fréchet em todos os pontos do aberto U é a aplicacao linear nula:

Df(l‘o) =0, Vag e U

A reciproca também é valida, desde que U seja conexo: se U C F é um aberto conexo
e a derivada de uma aplicacao Fréchet-diferenciavel f : U C E — F ¢é nula em todos

os pontos de U, entao f é constante. Demonstraremos isso mais adiante.
Exemplo 2.3. Sejam E, F' espacos de Banach e seja A : E — F uma aplicagao linear
continua. Sendo U C E aberto, o € U e h € E tal que xq + h € U, temos que:

A(zo + h) = A(zo) + A(h)

Logo, definindo R(zy, h) = 0 para quaisquer xo € U e h € E, obtemos que:

A(zo + h) = A(wo) + A(R) + R(xo, h) , onde lim M =0
———

h—0 ||h||
=0
Logo, toda aplicagao linear continua entre espacos de Banach ¢é Fréchet-diferenciavel e
sua derivada é ela prépria:

DA(xg) = A, Vxg € E

Assim, o resultado conhecido para espagos euclidianos (toda aplicacdo linear T  :

R™ — R™ é diferencidvel e T"(x) = T para todo xz € R™) também é vélido para
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espacos de Banach em geral.

Exemplo 2.4. Seja H um espaco de Hilbert sobre o corpo R dos reais e seja f : H —
R definida por f(z) = ||z||* = (z,z) para todo x € H. Entao, para quaisquer z,h € H,

temos:
fl@+h) =z +h|* = |lz* + 2(z, h) + ||2]|* = f(z) + 2(z, h) + ||n]?,

onde

2
lim Ul = lim ||h|| = 0.
h—0 ||h|| h—0

Logo, concluimos que f é Fréchet-diferencidvel e que D f(x)(h) = 2(x, h).

Exemplo 2.5. Seja H um espaco de Hilbert sobre o corpo C dos complexos e seja
f: H — R definida por f(x) = ||z||* = (x, x) para todo x € H. Entao, para quaisquer
x,h € H, temos:

fla+h) = [lz+1))* = ||2]* + 2Re(z, k) + [|h]|* = f(z) + 2Re(z, k) + ||A]|*,

onde "
lim Ll = lim ||h]| = 0.
h—0 ||h|| h—0

Logo, concluimos que f é Fréchet-diferenciavel e que D f(x)(h) = 2 Re(z, h).

Exemplo 2.6. Seja H um espago de Hilbert (sobre o corpo R dos reais) e seja A :
H — H uma aplicagao linear continua. Considere a funcao fs : H — R definida

por fa(x) = (A(z),x). Temos que:

(

= (A(z), z) + (A(z), h 7 (

= fa(z) + (A(z), h) + (h, A™(z)) + (A(h), h)

= fa(z) + (A(z), h) + (A*(z), h) + (A(h), h)

= fa(z) + (Az) + A*(x), h) + (A(h), h)

= fa(z) + (A + A")(2), h) + (A(h), h)

Note que:
tim LA R e JAWIIRIL e FAWRIIRNL 4l = 0
oA =0 || ]<A(g;31)| Il h—0
= }lll_rf(l) T”’ =0

Entao, fa é Fréchet-diferencidvel e D fa(x)(h) = ((A+ A*)(z), h).
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2. O Teorema da Aplicacao Inversa em Espacos de Banach

Exemplo 2.7. Sejam E um espago de Banach e f : (a,0) — E um caminho (ou
curva) no espago E. Dizemos que f é Fréchet-diferenciavel no ponto ty € (a,b) se

existe uma aplicagao linear continua D f(ty) : R — E tal que:

f(to+ h) = f(to) + Df(to)(h) + R(to, h), %%W =0 (2.1)
Reorganizando a equacao , temos:
Df)(h) = £(t0+ )~ F(t0) = R, ), iy IEE2 0 o

Como Df(ty) : R — FE é uma aplicagao linear, temos que D f(to)(h) = h- D f(ty)(1),
entdo a equagao (2.2)) pode ser reescrita como:

. ||R(to, h
b DF@0)(1) = DF(@0)() = o + 1) = ) = it ), i 12— 3
Dividindo a equacao (2.3) por h, obtemos:
t h) — f(tg) — R(tg, h to, h
h h—0 |h|
Como lim w = 0, temos que:
h—0 |h|
lim R(to, h) < lim R(to, h) — lim [1E(to, Bl =0 (2.5)
h—0 h h—0 h h—0 ’h|

Tomando o limite com h — 0 na equacao ([2.4)) e utilizando a equagao ({2.5)), concluimos

que:

m f(to+h)— f(to) — R(to, h) ~ im f(to+ h) — f(to) m R(to, h)
h—0 h h—0 h h—0
= lim - _OZ}Ligtl)f(tOﬂth)L—f(to)

Entdo, um caminho f : (a,b) — E ¢é Fréchet-diferenciavel no ponto ¢y € (a,b) se

existe uma aplicagao linear continua D f(ty) : R — E tal que:

De modo andlogo ao que ocorre nos espagos euclidianos, podemos utilizar a notacao

f'(to) = Df(to)(1) para denotar a derivada de uma curva como sendo um vetor, ou
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2. O Teorema da Aplicacao Inversa em Espacos de Banach

seja:

F(to) = lim f(to+h) — f(to)

h—0 h
A seguir, veremos alguns resultados importantes sobre a derivada de Fréchet. Todos
eles generalizam fatos que sao conhecidos para aplicacoes diferencidveis entre espagos

euclidianos:

Proposigao 2.1. Sejam FE e F' espacos de Banach e U C E aberto. Se a fungao
f U — F é Fréchet-diferencidvel no ponto zy € U, entao a derivada de Fréchet de f

em xo ¢ Unica e f é continua em x.

Demonstracao. Suponhamos que existam duas derivadas de Fréchet de f no ponto z,
ou seja, suponhamos que existam duas aplicacoes lineares continuas A, B : £ — F

tais que:

[ R (o, h) |

flzo+ h) = f(xo) + A(h) + Ryi(z0, h), onde }lblil’(l) T =0 (2.6)
f(zo+ h) = f(xg) + B(h) + Ra(xg, h), onde }lll_rf(l) w =0 (2.7)

Como A e B sao lineares, temos que A(0) = B(0) = 0, entao para h = 0 temos que
A(h) = B(h). Daqui em diante, consideremos que h # 0. Pelas equagoes (12.6) e (2.7)),

temos:

A(h) = f(zo + h) = f(w0) = Ra(wo, h), onde lim w =0 (2.8)
B(h) = f(zo + h) = f(zo) = Ra(o, h), onde lim w =0 (2.9)

Subtraindo as equagoes (2.8) e (2.9)), obtemos:

(A= B)(h) = A(h) — B(h)
= f(l’o + h) — f(l’o) — R1($0, h) — f<$0 + h) + f(l’o) + RQ(JIO, h)
= RQ(QJQ, h) — Rl(l’o, h) (210)

A partir da equagao (2.10)) e utilizando a desigualdade triangular, temos:
(A = B)(h)|| = | Ra(x0, h) — Ra(zo, )| < [[Ra(wo, h)|| + | Ra (20, h)| (2.11)

Dividindo a desigualdade (2.11)) por ||k||, obtemos:

I(A=BYWI _ [[Ra(wo, I | 1B (0, B
1721 Al |71

(2.12)
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Sendo t € R, temos que th € F, logo, pela desigualdade (2.12)):

(A= B)(th)|| _ [|Razo, th)[| | [|B1(wo, th)]

< (2.13)
[£h]] [£h]] [£h]]

Como A e B sao aplicacoes lineares, temos que A — B ¢ linear. Pelas propriedades da
norma e pela linearidade de A — B, a desigualdade ({2.13]) pode ser reescrita como:

[t- (A= B)W _ [Ra(zo, th)[| [ Ri(zo, th)|

[l = el jeh]

1 1A= BYWI _ [ Rao, )] (1Rl th)]
R Jen]

(A= B _ |Rs(an.th)] | || ol th)] 211
7] Jeh] Jeh]

para todo h € E. Set — 0, entao th — 0. Logo, tomando o limite com ¢ — 0 na
desigualdade ([2.14]), obtemos:

=0 |7l O [ 7 =0 ||th]]
Portanto:
[(A=B)M) _ .. Rz, th)|| .. |[Ra(wo,th)]
e VN < gy e 0 7 = = he E (2.1
B S A eal A ey o t0=0VheE (215)

Entao, pela desigualdade ([2.15]), concluimos que:

W:Q Vhe E = |[(A=B)h)| =0, VheE
= (A—B)(h)=0,Vhe E=A—B=0
= A= DB=Df(x)

= Rl(ZL‘(), h) = RQ(LL’Q, h) = R(ZE(), h)

Portanto, a derivada de Fréchet de f em zy é Unica. Agora vamos mostrar que f é

continua em x,. Temos que:

f(xo 4+ h) = f(xo) + Df(xo)(h) + R(xo, k), onde }lllil(l) —”R<|:|U;Z|’|h)” =0
Logo:
Fo + )~ f(w0) = Df (x)(h) + R(xo, h), onde lim —“Rﬂfg"’ Ml
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Pela desigualdade triangular e pelo fato de D f(xzg) : E — F ser continua, temos:

1/ (o + h) = f(wo)| = [[Df (o) (h) + R(xo, h)[| < [|Df(xo) (W) + [|(o, h)|
< [IDf (o) Il + ([ (zo, B (2.16)

Observe que:

h h
lim || R(xo, h)|| = lim (M . Hh”) = lim [1E(o, M| lim [|h]] =0-0=0
h—0 h—0 h—0

17l IR
Logo, tomando o limite com h — 0 na equagao ([2.16f), concluimos que:
lim || f(zo + h) — f(zo)l| < Im [|Df(xo)|[||Al] + lim [| B(zo, h)[| =0+ 0 =0
h—0 h—0 h—0
Portanto:
lim || f(zo + h) — f(zo)|| = 0
h—0
Segue entao que f é continua em xy. m

Corolario 2.1. Se f : U ¢ F — F nao é continua em zy € U, entao f nao é

Fréchet-diferenciavel em zg.
Demonstracao. Contrapositiva da Proposicao [2.1} O

Proposicao 2.2. Sejam F e F espacos de Banach e U C E aberto. Sejam f,g :
U — F funcoes Fréchet-diferenciaveis em xq € E e seja A € K. Entao, a funcao
f+Ag: U — F é Fréchet-diferencidvel em xo e D(f + Ag)(zo) = D f(zo) + ADg(x0).

Demonstracao. Como f,g : U — F sao funcoes Fréchet-diferenciaveis em zq € F,
temos que existem aplicacoes lineares continuas A = D f(zg) : E — F e B = Dg(x) :

E — F tais que:

h
F(wo+h) = f(20) + A(h) + Ru(o, h), onde lim 10 _
=0 [
h
9(wo + ) = g(xo) + B(h) + Ra(xo, h), onde E%W =0
—

Logo:

(f +2A9)(xo +h) = f(zo +h) + Ag(zo + h)

f(xo) + A(h) + Ri(xo, h) + Ag(xo) + AB(h) + AR2(xo, h)
f(zo) + Ag(xo) + A(h) + AB(h) + Ryi(xo, h) + AR (o, h)
= (f+Ag)(zo) + (A+ AB)(h) + Ri(z0, h) + ARa(z0, h)
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Definindo Rs(xo, h) = Ri(zo, h) + AR2(zo, h), temos que:

po IBso, I [ Rao, ) + ARa(o, )]
o Al A 7]

~hoo o [[R]] il
Entao:
(7 Ag)(an ) = (F + Xg)(a) + (A + AB)(R) + oG, ), Jimg 2]
Assim, concluimos que f + Ag é Fréchet-diferenciavel em xy e que:
D(f + Ag)(zo) = A+ AB = D f(x0) + ADg(wo)
O

O seguinte lema serd importante na demonstracao da Regra da Cadeia:

Lema 2.1. Sejam E e F espacos de Banach e U C E aberto. Sejam A : F — F
uma aplicacao linear continua e Ry, Ry : U — F aplicagoes tais que lim ——— B (P _ =

=0 |7
i 2 _ 6 po, 1o [F2(AGR) + Ba(2))]

= 0.
“rso [l n0 1]

Demonstracao. Temos que:

[Ra(A(h) + Ba(h) _ [[Ra(A(R) + Ba(R))I|  [[A(R) + Ra(h)]]

172 [A(h) + Ry (h)]| i
[R2(A(h) + Ri(R)[| AR + [[ R ()]
AR + Ru(h)|| 17|
[ R2(A(R) + Ru(R))||  [[All[[7]] + [[R(R)]]
AR + Ru(h )|| il
|A(h) + Ri(h )H HhH
_[Ru(h)]] .
Como Ilzlir(l) Ml 0, temos que:

- _ i (IRl _ o MW —0.0=

h—0

Logo, }Lir% Ry(h) = 0. Como A é linear, temos que lim A(h) = A(0) = 0. Entao,
—
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}llig(l)(A(h) + Ry(h)) = 0. Dai, como }lllir(l) % = 0, segue que:
g 1BA + Ba(E) o [Be(A(R) + Ba(W)I] _
=50 JJA(h) + Ri(h)||  amtmm—o  [|A(R) + Ry(h)|
Portanto:
N BR(AR) + R e [IB2(AGR) + Ba(R)]] | Ry (h)]]
t 1l =1 | Am T R (”A” T )}
iy [B2(AR) + Bs(W)I] . | Ry (R)]]
=M IAG) T R R (”A” T )
=0-[|4] =0
Entéio, lim ||R2(A(hﬁhm Bl _ -

Teorema 2.1 (Regra da Cadeia). Sejam E,| F,G espagos de Banach, f : U C E — F
eg:V CF — G aplicagoes tais que U e V sao abertos com f(U) C V. Se f é
Fréchet-diferencidvel no ponto xo € U e g é Fréchetl-diferencidvel no ponto f(zq) € V,
entao a aplicagcao go f : U C E — G é Fréchet-diferencidvel em xq € U e neste caso

vale a igualdade

D(go f)(xo) = Dg(f(w0)) o Df(x0).

Demonstracao. Como f é Fréchet-diferenciavel em x(, temos que:

f(zo+ h) = f(zo) + Df(20)(h) + Ri(h), onde lim —”R”lfgﬂl)n -0

Como g é Fréchet-diferenciavel em xy, temos que:

o (o) + k) = g(f(z0)) + Dyl z)) (k) + Rak), onde tim 172N _g

k=0 ||kl

Logo:

go f(wo+h) = g(f(xo+h)) = g(f(xo) + Df(zo)(h) + Ri(h))
= g(f(x0)) + Dg(f(x0))(Df(z0)(h) + Ri(h)) + Ra(Df(x0)(h) + R1(h))
= go f(zo) + [Dg(f(z0)) o Df(x0)|(h) + Rs(h),
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onde R3(h) = Dg(f(xo)) o Ri(h) + Ra(D f(xo)(h) + Ri(h)). Note que:

LB 1D (o)) © Ra(h) + Ro(Df (wo)(h) + By (1)

h—0 Hh” h—0 ”h”
1D (o)) o Ru(h)l + [ Ro(DF o) () + Ba ()]
= h—0 |12l
o IDgC o) - IR ()] + IRo(Df o) () + Ra(h)
= h0 Al
bty IR IR(DF ) () + Ra(h))]
[Ra(Df(x0)(h) + Ra(h))|

= 1Dg(f(zo))[l - 0 + limy

_ iy 1B2(Df(z0)(h) + B (R))|
h—0 1Al

7]

Como D f(zg) é uma aplicacdo linear, segue do Lema que:

. |[Ba(Df(x0)(h) + Ra(h))]

i 7] =0
Portanto: ) "
IR IR
h=0  ||h]| h=0  ||h|

Entao, segue que:

9o f(@o+h) = g f(zo) + [Dg(f(a0)) o D (ao)| () + R(h), onde lim 17!

i S T R
h—0 HhH

Portanto, g o f é Fréchet-diferencidavel em zo € U e D(g o f)(zo) = Dg(f(x0)) o
D f (o). [

Observacgao 2.1. Também ¢ vélida a Desigualdade do Valor Médio para aplicagoes
Fréchet-diferencidveis entre espacgos de Banach (generalizando o resultado conhecido
para aplicagoes diferencidveis entre espagos euclidianos), mas a demonstragao que apre-
sentaremos requer conhecimentos sobre integrais de fungoes f : [a,b] — E. A seguir,
vamos desenvolver a teoria das integrais nesse tipo de fungoes e, mais adiante, vamos

apresentar a Desigualdade do Valor Médio.

2.2 Integrais de caminhos retificaveis

Nesta secao, introduziremos algumas nocoes basicas sobre o calculo de integrais
de caminhos retificiveis em espacos de Banach. Para comegar, vamos apresentar dois

resultados importantes sobre o calculo diferencial de fungdes f : (a,b) — E (cuja
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definicao de derivada foi estabelecida no Exemplo :
Proposicao 2.3. Sao validas as seguintes propriedades:

(1) Se f: (a,b) — E é Fréchet-diferenciavel em ty € (a,b), entdo a derivada f'(t)

é Unica e f é continua em t,.

(2) Sejam f, g : (a,b) — E Fréchet-diferenciaveis em tq € (a,b) e seja A € K. Entao,
[+ Xg : (a,b) — E é Fréchet-diferencidvel em tq € (a,b) e (f + \g)'(to) =
f'(to) + Ag'(to).

Demonstragao. (1) Se f: (a,b) — E é Fréchet-diferencidvel, segue da Proposic¢ao
que Df(ty) : R — E é tinica e que f é continua em t,. Logo, f'(to) = Df(to)(1)
possui um valor unico.

(2) Se f,g : (a,b) — FE sao Fréchet-diferenciaveis, segue da Proposigao que o
caminho f+M\g é Fréchet-diferencidvel e que D(f+Ag)(to)(h) = D f(to)(h)+ADg(to)(h).

Entao:

(f +Ag)(to) = D(f + Ag)(to)(1) = Df(to)(1) + ADg(to)(1) = f'(to) + Ag'(to)

]

Proposicao 2.4. Seja E um espago de Banach. Se f : (a,b) — E é diferencidvel em
(a,b) e f'(ty) = 0 para todo ty € (a,b), entdo f ¢ constante.

Demonstracao. Seja ¢ : E — R um funcional linear limitado. Definamos a fungao
fo i (a,b) — R por f(t) = ¢(f(t)). Pela Regra da Cadeia (Teorema [2.1]), temos que,
para todo ty € (a,b),

foto) = (po f)(to) = D(po f)(to)(1) = Dp(f(to)) o Df (to)(1) = @(f(to)) © f'(to) = 0,

pois f'(typ) = 0. Como a derivada de f, ¢ igual a 0 em todos os pontos de (a,b), temos
(do Calculo de uma variavel) que f, é constante, ou seja, existe ¢ € R tal que f,(t) = c

para todo t € (a,b). Entao, para todo ¢ € E* e para quaisquer s,t € (a,b), temos:

p(f(s) = F(1)) = @(f(5)) = p(f(1)) = fols) = fo(t) =c—c=0

Pelo Corolério (do Teorema de Hahn-Banach), segue que f(s) — f(t) = 0, logo
f(s) = f(t) para quaisquer s,t € (a,b). Portanto, f é constante. O

A partir de agora, vamos desenvolver a teoria das integrais de fungées f : [a,b] —

E. Em muitos aspectos, o que apresentaremos se assemelha a integral de Riemann
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(de fungoes f : [a,b] — R) e as integrais de linha (de fungoes f : [a,b] — R? ou
f:]a,b] — R3).

Definigao 2.2. Sejam [a,b] um intervalo fechado e F um espago de Banach. Uma
fungao f : [a,b] — E é denominada fungao escada se existem uma partigio P =
{a=a9<a <...<a, =0} e vetores vy,...,v, € F tais que se a,_1 < t < a;, entao

f(t) = v;. Nesse caso, dizemos também que f é escada com relagao a P.

Definigao 2.3. Sejam P, () parti¢oes de [a, b]. Dizemos que () é um refinamento de P
se P C (). Assim, a maneira mais simples de refinar uma particao é acrescentando-lhe

um ponto.

Proposicao 2.5. Se f,g : [a,b] — E sao fungoes escada com relagao as parti¢oes Py
e P, respectivamente, entdo existe uma partigao @ de [a,b] tal que f e g sdo escada

com relagao a ).

Demonstra¢ao. Como f : [a,b] — E é uma fungdo escada com relagao a parti¢ao
P={a=a<a <...<a, 1 <a,=Db}, temos que existem vetores uy,...,u, € E
tais que se a;_1 <t < a; entdo f(t) = u;. Como g : [a,b] — E é uma fungao escada
com relacao a particdo P, = {bp = a < by < ... < by < b, = b}, temos que
existem vetores vy,...,v, € E tais que se bj_1 < t < b; entdo ¢(t) = v;. Tomemos
QQ =PLUP,. Entdo, Q = {co =a < ¢ < ... <1 < ¢ = b}, onde, para todo
[ € {1,...,k}, tem-se ¢, = a; para algum i € N ou ¢ = b; para algum j € N, e
E<m+mn—1 (temos que k = m +n — 1 se P, e P, ndo tiverem pontos em comum
além das extremidades, e £ < m +n — 1 caso contrario; por exemplo, se P, C P, ou

P, C Py, entao k = max{m,n}). Assim, temos que:

e Se 1 <t < ¢ entdo existe i € N tal que a; 1 < t < a;, entdo f(t) = u;. Logo,
tomando w; = u;, temos que existem wy,...,w, € F tais que se ¢;_1 < t < ¢

entdao f(f) = w;. Assim, f é uma fungao escada com relagao a particao Q.

e Se ¢i_1 <t < ¢ entdo existe j € N tal que b;_; <t < b;, entdo f(t) = v;. Logo,
tomando z; = v;, temos que existem zq,..., 2, € E tais que se ¢;_; <t < ¢; entao

f(t) = 2. Assim, g é uma funcao escada com relagao a particao Q.
Fica assim demonstrado que f e g sao funcoes escada com relagao a particao (). O
Proposicao 2.6. O conjunto das fungoes escada f : [a,b] — E, com a norma || f|| =

sup ||f(x)|lg, é um espago vetorial normado.
z€[a,b]

Demonstracao. Temos que:
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e Sejam f, g : [a,b] — FE funcgoes escada, entao (pela Proposigao existe uma
particdo P = {ag = a < a; < ... < a,_1 < a, = b} tal que existem vetores
ULy ey Up, V1, ..., 0, € F de modo que f(t) = u; e g(t) = v; se a1 <t < a.
Logo, (f + g)(t) = f(t) + g(t) = u; + v; se a;_1 < t < a;. Portanto, f + g :

[a,b] — E é uma fungao escada com relacao a partigao P.

e Seja f : [a,b] — F uma funcio escada e seja A € K uma constante. Entao,
existe uma particgao P = {ap = a < a1 < ... < a,_1 < a, = b} e existem
vetores vy, ...,v, € E tais que se a;_1 <t < a; entdo f(t) = v;. Logo, (A\f)(t) =
A f(t) = Av; se a;—1 <t < a;. Assim, concluimos que A\f : [a,b] — E é uma

funcao escada com relacao a particao P.

Logo, o espago das fungoes escada f : [a,b] — E é um espago vetorial, o qual serd
denotado por S([a,b], E). Definamos || f|| = sup ||f(z)||g. Entao:

z€la,b

e Se f : [a,b] — E é uma fungdo escada, temos que f(z) € E para todo z €
la,b], logo ||f(x)||r > 0 para todo = € [a,b] (pois || - ||z é uma norma), entao

sup || f(x)|lg > 0, ou seja, ||f|| > 0. Além disso, temos que [|f|| = 0 se, e

z€[a,b]

somente se, sup ||f(x)||g =0, o que ocorre se, e somente se, ||f(z)||z = 0 para
z€[a,b]

todo z € [a,b], o que ocorre se, e somente se, f = 0. Assim, temos que ||f]| =0

se, e somente se, f = 0.

e Sejam f : [a,b] — E uma fungao escada e A\ € K uma constante. Pelas proprie-

dades do supremo e da norma, temos que:

M= sup [[Af(@)lle = sup |A[|[f(2)]z = [Al sup [[f(@)llz = [Al-[|£]

z€(a,b] z€[a,b] z€[a,b]
e Para quaisquer fungoes escada f, g : [a,b] — E, temos que:

If + gl = sup [[(f +9)(@)lle = sup [[f(x)+9(z)|e

z€[a,b] x€|la,b]
< sup (|[f(@)lle + [l9(@)le) = sup [|f(2)lle+ sup [lg(z)|e
z€a,b] z€[a,b] z€la,b]
= I/l + NIl
Entao, o espaco S([a, b, F) das fungdes escada é um espago vetorial normado. ]

Defini¢ao 2.4. Seja f : [a,b] — E uma funcao escada com relagdo a particao P =

{a=ay<a; <...<a, =0b}esejam vy,...,v, € E tais que se a;_1 < t < a; entao
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f(t) = v;. Definimos a integral de f com respeito a particao P da seguinte forma:

n

Ip(f) = Z(ai — a;1)v;
i=1
Proposicao 2.7. Seja f : [a,b] — F uma fungao escada. Entao, o valor da integral

Ip(f) nao depende da parti¢ao P.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — E uma fungao escada com relagdo a partigao P =
{a <ap<a; <...<a,=>b}. Entao, existem vy,...,v, € E tais que se a;_1 < t < a;
entao f(t) =wv;. Seja Q@ ={a=0by < b <...<b, =b} outra particao de [a, b] tal que
P C Q. Entao, existem ji,...,j, € Ntaisque 1 < j; <... <j, <meb; = a; para
todo k € {1,...,n}. Temos que f(t) = v; sempre que a;_; < t < a;, ou seja, sempre
que b;, , <t <bj,. Logo, existem uy,...,u, € E, definidos por

4
vy, sel<j <7

vy, sej1+1<75< 7

\ Un, Sejn—l—l'lgjgjna

tais que se bj_; <t < b; entdo f(t) = u;. Desta forma, podemos calcular a integral

Io(f):

Zb—“
(b; — Jluj+z —bj—1)u; +... + Z (bj — bj—1)u;

.
fary

J=1 —]1+1 J=Jn-1+1
J1 Jn

= Z(b J 1 U1 + Z J 1 1)2 +...+ Z
j=1 =j1+1 J=jn—1+1

= bjl — bo)Ul + (b — bjl)’UQ + ...+ (b]n — bjnfl)vn

N

a; — a)vy + (ag — a1)vg + ... + (ap — Ap_1)vp
= (a1 — ag)vy + (ag — ap)ve + ... + (an — ap_1)vp = Z(ai —a;_1)v;
= Ip(f)

Portanto, se P C @ entao Ig(f) = Ip(f). Isto mostra que o valor da integral Ip(f)
nao depende da partigdo P escolhida (desde que f seja uma fungao escada com relagao

a essa parti¢ao). ]
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Observagao 2.2. Assim, podemos denotar a integral Ip(f) simplesmente por I(f).

Também podemos denotar a integral por I°(f), para deixar especificado o intervalo

[a,b] no qual f estd definida.

Proposicao 2.8. A integral de funcoes escada que tém valores em espacos de Banach

é linear, ou seja:

(1) I(f +g9) = I(f) + I(g), para quaisquer funcoes escada f,g : [a,b] — E;

(2) I(\f) = X-1I(f), para toda fungao escada f : [a,b] — FE e para todo A € K.

Demonstracao. (1) Sejam f,g : [a,b] — FE fungdes escada com relacao a parti¢ao

P={a=ay<a <...<a,=0b} Entao, existem vetores uy,...,uUy,,v1,...

tais que se a;_1 <t < a; entdo f(t) = v; e g(t) = u;, de onde segue que:

Além disso, se a;—1 < t < a; temos que (f + g)(t) = f(t) + g(t) = v; + u;.

integral de f 4+ g com respeito a particao P é dada por:

n n

Ip(f+g) = Z(CLZ —ai,l)(vi—l—ui) = Z( — a1 U’+Z g — Qi— 1

i=1 =1

= Ip(f) + Ip(g)

Como a integral nao depende da partigao, segue que I(f + g) = I(f) + I(g).

,U, € F

Logo, a

(2) Seja f : [a,b] — E uma fungao escada com relacao a particdio P = {a = ap <

a; < ... < a, =b}. Entdo, existem vetores vy,...,v, € E tais que se a,_1 < t < q;

entao f(t) = v;. Logo, se a;—1 <t < a; entdo \f(t) = Av;. Assim, temos que:

n

]p()\f)ZZ( —ai—1)(Av) = X+ Z i — ai—1)v; = X+ Ip(f)

=1

Como a integral nao depende da partigao, segue que I(Af) = A - I(f).

Observagao 2.3. Assim, a integral é um funcional linear I : S([a,b], E) — R.

Proposigao 2.9. O funcional linear I : S([a,b], E) — R que define a integral de uma

funcao escada é continuo, ou seja:

(A < (b= a)llf]]
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Demonstracao. Sejam P = {a = ay < a1 < ... < a, = b} uma parti¢do de [a,b] e
v1,...,0, € E tais que se a;_1 < t < a; entao f(t) = v;. Logo, a integral é definida da

seguinte forma:

Pela desigualdade triangular, temos:

A= (ai — air)vi|| < Z (@ — ain)vill = la; — ai||vi]
i=1 i=1
= (a; — a;_)|v]| < Z — a;-1) Sl[lpb] L @) = (ai — aia) | £l
i=1 z€la i=1
= (an —ao)||fIl = (b = a)| fI],
como queriamos demonstrar. O

Pela Observagao [1.6] temos que o espago S([a,b], E) das fungoes escada possui um
completamento. Entao, podemos estender a definicao de integral para os caminhos

pertencentes ao completamento de S([a, b], '), como veremos a seguir:

Defini¢ao 2.5. Uma funcao f : [a,b] — E é um caminho retificavel se é o li-
mite uniforme de uma sequéncia de fungoes escada, ou seja, se existe uma sequéncia
de fungoes escada f, : [a,b] — E que converge uniformemente para f. Assim, o
completamento do espacgo das fungoes escada é denominado espago dos caminhos

retificaveis e é denotado por R([a,b], E).

Proposicao 2.10. O espaco R([a,b], E') dos caminhos retificaveis, com a norma || f|| =

sup ||f(x)||g, é um espago vetorial normado.
z€[a,b]

Demonstracao. Temos que:

e Sendo f,g : [a,b] — E caminhos retificaveis, temos que existem sequéncias de
fungoes escada f, : [a,b] — E e g, : [a,b] — E que convergem uniformemente

para f e g, respectivamente. Ou seja:

Ve >0, dn; € N tal que n > ny = || fu.(z) — f(2)||r < Z, Vz € [a,b]

Ve >0, Iny € N tal que n > ng = [|gn(x) — g(z)||p < Z, vV € [a,b]

Logo, para todo € > 0, existe ng = max{nj,na} + 1 € N tal que se n > ng entdo

€ €
n>mngen > mny logo [|fu(z) = f(2)e < 7 e llga(z) — 9(2)lle < ; para todo
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x € [a,b]. Dessa forma, para todo € > 0, existe ng € N tal que se n > ng entao:

1(fn + gn) (@) = (f + 9)(@)lle = [[(fo = F)(@) + (90 = 9) (@)l

< (= D@l + ga = D@z < 7+ 7 =5

<e€

para todo x € [a,b]. Entao, a sequéncia de fungoes f, + g, : [a,b] — E converge

uniformemente para f+g. Portanto, f+g¢ : [a,b] — E é um caminho retificivel.

e Sendo f: [a,b] — E um caminho retificivel e A € K uma constante, temos que
existe uma sequéncia de fungoes escada f,, : [a,b] — E que converge uniforme-

mente para f, ou seja:

Ve > 0, Ing € N tal que n > ng = || fn(z) — f(2)||r < ;1, Vo € a,b]

Al +

Logo, para todo € > 0, existe ng € N tal que se n > ng entao:

Afn(x) = Af(@)lle = M fa(2) = f(2)l[e < |Al-

5
b
|)\|+1<5, Vz € [a,b]

Entao, existe uma sequéncia de fungoes escada Af, : [a,b] — E que converge

uniformemente para Af. Portanto, Af : [a,b] — E é um caminho retificavel.

Logo, o espaco dos caminhos retificdveis f : [a,b] — E é um espaco vetorial. Uti-
lizando o mesmo argumento da demonstracao de que o espago das funcoes escada ¢é
um espago vetorial normado (Proposigao [2.6)), concluimos que o espago dos caminhos

retificaveis é um espacgo vetorial normado. O]

Observagao 2.4. Pelo Teorema da Extensao Linear (Teorema, podemos estender
o operador integral I : S([a,b], F) ao espaco R([a,b], E). Se f € S([a,b], E), entdo

existe uma sequéncia de fungoes escada f, : [a,b] — E tal que f = lim f, (unifor-
n—+00

memente). Assim, definiremos a integral de f da seguinte forma:

b
[ ey =t 1(5,)

Proposicao 2.11. A integral de caminhos retificaveis f : [a,b] — F é linear, ou seja:

(1) Para quaisquer caminhos retificaveis f, g : [a,b] — E, tem-se:

/ab(f(t) +g(t)) dt = /abf(t) dt+/abg(t) dt
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(2) Para todo caminho retificavel f : [a,b] — E e para todo A € K, tem-se:

/aw /f

Demonstragao. (1) Sendo f,g : [a,b] — E caminhos retificiveis, existem sequéncias
de fungoes escada f,, g, : [a,b] — E tais que f,, = f e g, — ¢ uniformemente. Entao,
pela definicao de integral de caminhos e pelas propriedades da integral de funcoes

escada, temos que f, + g, converge uniformemente para f + g, logo:

e+ gte)) de = m 105+ .) =t (1) + 2(on)

n——+0o

:mnﬂm+lm1%1(/f a+/ o(t) dt

n—-+o0o

(2) Sendo f : [a,b] — E um caminho retificavel, sendo f, : [a,b] — FE uma sequéncia
de fungoes escada que converge uniformemente para f e sendo A € K, temos que \f,

converge uniformemente para Af, logo:

b
/()\f(t)) dt = lim I(Af,)= lim (A-I(fn) =" hm I(f.) = /f

n—-+4o0o n—-+00o

Proposigao 2.12. Seja f : [a,b] — E um caminho retificavel.

(1) Se a < ¢ < b, entao:

L%@m:éﬁ@ﬁ+[%@m

(2) Sea <c<d<b, entao:

. dt“ < G- alf]

Demonstracao. (1) Seja f : [a,b] — E um caminho retificivel. Entdo, existe uma
sequéncia de fungoes escada f,, : [a,b] — E que converge uniformemente para f. Seja
celablescjaP={ap=a<a1 <...<aj1<aj=c<ajy1 <...<ap_1 < apy=
b} uma particao de [a, b] (em relagao a qual as fungdes f, sejam fungoes escada). Para

cada n € N, sejam vy, , ..., v, € FE vetores tais que se a;,_1 <t < a; entao f,(t) = vy,.
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Entao, a integral de f,, com respeito a particao P é:

m

I(fa) =D (@i — a1y,
i=1
Logo, temos:
J
Ig(fn):Z( — Q-1 Unz+ Z — Q- 1 _Ic(fn)+jb(fn)

i=1 1=j+1

Segue entao que:

im I°(f) = lim I5(f) + lim I°(f.) = /f(t) dt:/cf(t) dt+/ F(t) dt

n—-+o0o n—+o0o n—+o0o

(2) Pelo item anterior, temos que:

/Cdf(t) dt+/dcf(t) dt:/ccf(t) dt

Sendo P = {ag = ¢,c = a;} uma partigao do intervalo [¢,c] = {c} e u; € E um vetor

qualquer (por exemplo, u; = f(c)), temos que:

1

I(fn) = Z(ai —ai—1)u; = (a1 —ag)ry = (c—cJuy =0-v1 =0, Vn e N
i=1
Logo, segue que:
n—+00 n——+o0o

/Cf(t) dt = lim I(f,) = lim 0=0

Entao, concluimos que:

/Cdf(t)dtJr/dcf(t) dt =0 = /dcf(t)dt:—/cdf(t)dt

(3) Seja f : [a,b] — E um caminho retificivel, entao existe uma sequéncia de fungoes
b

escada f, : [a,b] — E que converge uniformemente para f. Temos que [ f(t) dt =
lim I(f,). Pela Proposigao temos que ||I(fn)|| < (b — a)|| fn]] para todo n € N,

n—-+o00

Entao:

lim I(f,)

n—+o0o

= T TGN < Tim (6= o)l fall = b - @)l f]

0 -
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Proposicao 2.13. Seja A : E — F uma aplicagao linear continua. Se f : [a,b] — F

¢ um caminho retificavel, entao A o f também é retificavel e nesse caso temos:

/ab(/\ o f)(t) dt = A (/abf(t) dt)

Demonstragao. Se f : [a,b] — E é um caminho retificivel, entao existe uma sequéncia
de funcgoes escada f, : [a,b] — E que converge uniformemente para f. Assim, para
cada n € N, existe uma parti¢do P, = {ap, =a < a1, < ... < amp-1n < Qnpyn = b}

de [a,b] e existem vetores uj,,...,Um,, € E tais que se a;_1, < t < a;, entdo

fn(t) = uin. A integral de cada fungao f,, é dada por:

mn

I(fn) = Z(ai,n - ai—lm)ui,n
i=1
Seja A : E — F uma aplicacao linear continua. Definamos a sequéncia de funcoes
gn = Ao fn : |a,b] — F, g,(t) = A(fu(t)). Logo, para cada n € N, existe uma
particdo P, = {aon =a < a1, < ... < amp—1n < G, n = b} de [a, b] e existem vetores
Vi = ANU1n), - s Umpn = MUm,.n) € E tais que se a;_1, <t < a;, entao g,(t) = v; .

Dessa forma, a integral de cada funcao g, é dada por:

mn mn

[(gn) = Z(ai,n - aifl,n)vi,n = Z(ai,n - aifl,n))\(ui,n) = Z )\((az‘,n - aifl,n)ui,n)
i=1

i=1 i=1

) (g} - >) = MI(f2))

=1

Portanto:

n—-+00 n—-+00

/ab(A o f)(t) dt = lim I(g,) = lm A(I(fu))=A < lim I(fn)) -\ (/abf(t) dt)

]

2.3 Teorema Fundamental do Calculo

Para caminhos retificaveis, podemos estabelecer um Teorema Fundamental do Céalculo

similar ao que é conhecido para funcoes reais de uma variavel real:

Teorema 2.2 (Teorema Fundamental do Célculo para caminhos em espagos de Ba-

nach). Seja f : [a,b] — E um caminho retificavel, e suponhamos que f seja continua

50



2. O Teorema da Aplicacao Inversa em Espacos de Banach

em um ponto ¢ € (a,b). Entao, a aplicag¢ao

v: la,b] — E
t — go(t):/ f(s) ds

¢ diferencidvel em ¢ e sua derivada € f(c).

Demonstracao. Pelas propriedades da integral, temos que:

derm =" s as= [ east [ as=eta+ [T ) as

Seja T : R — E a aplicacao linear definida por T'(h) = f(c) - h. Somando 0 =
T(h) — T(h) ao lado direito da igualdade (o que mantém a igualdade valida), temos:

c+h
olc+h) =p(c) + / f(s) ds+T(h) —T(h)

Logo:
ole+h) = o) + T(h) + / f(s) ds — T(h)

= o)+ 7+ [ 1) s g0

= o+ T+ [ 1) ds— 50 -4 h -0
—p 1+ [ s as- [T s as
= o+ 7+ [0 - 1) s

ct+h
Além disso, sendo R(h) = / (f(s) = f(c)) ds, temos que:

[0 - e as

lim ——2%— = lim ’

IR(h)] < o (B =T = FO)
h—0 ’h’ h—0 ’h| h—0 ‘h‘
h- ( sup [|f(t) — f(C)||>
= Jim ——= =lim swp [|f(2) - £(c)]
h—0 H hH h=0tele,c+h)
= sup 1F(t) = F(Oll = lf(e) = fe)] = 0
€lc,c
R : . o iy _
Entao, }lllIr(l) T 0, assim concluimos que ¢ é diferenciavel no ponto c e Dy(c)(h) =
—
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T(h) = f(c) - h, logo ¢'(c) = Dp(c)(1) = f(c) -1 = f(c). Em particular, temos que:

:/:f<s> is— [ 160 dsz/abﬂs) ds_oz/abm) at

O Teorema Fundamental do Célculo para caminhos em espacos de Banach também

]

pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.3 (Segunda versao do Teorema Fundamental do Célculo para caminhos

em espagos de Banach). Seja f : [a,0] — E um caminho retificdvel e Fréchet-

- / b £(t) dt

Demonstra¢ao. Como f é Fréchet-diferenciavel, temos que f é continua (pela Pro-
posicao [2.1]) e a derivada Df(c) : R — E é continua para todo ¢ € (a,b). Definamos

a seguinte fungao g : [a,b] — E:
t
= / f'(s) ds

onde f’(s) = Df(s)(1). Pelo Teorema temos que Dg(c)(h) = f'(¢) - h para todo
€ (a,b), ou seja, Dg(c)(h) = f'(c)-h=Df(c)(1) - h= Df(c)(h). Entao:

diferencidvel, entao:

D(f = g)(e)(h) = Df(c)(h) — Dg(c)(h) = Df(¢)(h) — Df(c)(h) = 0, Ve € (a,b)

Assim, pela Proposicao [2.4] temos que f — g é constante, ou seja, existe v € F tal
que (f — g)(t) = v para todo t € [a,b]. Em particular, temos que (f — g)(a) = v,
logo (f — 9)(t) = (f — g)(a) para todo ¢ € [a,b], ou scja, £(t) = g(t) = f(a) - gla)
para todo ¢t € [a,b]. Observe que g(a) = / f'(s) ds = 0, logo f(t) — g(t) = f(a)
para todo t € [a,b]. Entao, em particular,atemos que f(b) — g(b) = f(a), ou seja,
g(b) = f(b) — f(a). Portanto:

/f ) ds = f(b) /f
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2.4 Desigualdade do Valor Médio

Para desenvolvermos a demonstracao da Desigualdade do Valor Médio para aplicagoes

Fréchet-diferenciaveis, vamos precisar de alguns resultados preliminares.

Lema 2.2. Sejam F e F espagos de Banach. Seja « : [a,b] — L(F, F') um caminho,
isto é, para cada t € [a, b] tem-se que «(t) : E — F é uma aplicagao linear continua.

Suponhamos que « seja um caminho retificavel, de modo que sua integral é a aplicacao

b
linear continua / a(t) dt € L(E,F). Entao, para todo y € E, tem-se que

/aba<t>y it = /abaa) it -y,

b
onde a(t)y € F' é a imagem de y € E pela aplicacao linear a(t) e / a(t)dt-ye Fé
b a
a imagem de y € F pela aplicacdo linear / a(t) dt.
Demonstracao. Para y € E fixado, definamos a seguinte aplicagao:

By: (B,F) — F
a(t) — a(t)-y,

onde a(t) -y € F é a imagem de y € E pela aplicac@o linear a(t). Temos que 3, é

linear, pois, para quaisquer «(t),a(s) € (E, F) e A € K, temos:

By(a(t) + Aa(s)) = (a(t) + Aals)) -y = a(t) -y + Aa(s) -y = By(a(t)) + ABy(a(s))
Além disso, 3, é continua, pois:
18y (x(t))]]

18,1 _ lo®-yll _ eIl _y - N
@l — Ta@] = Ja@] <o s TRmr <

Logo, pela Proposicao [2.13] segue que:

/abﬁyoa(t) dt = B, (/aboz(t) dt) :>/ab0z(t)-ydt: (/aba(t) dt) Ly

b b
Portanto, / at)y dt = / a(t) dt - y, como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.4. Sejam E e F espagos de Banach. Sejam U C E aberto e f:U — F

uma aplicagao Fréchet-diferencidvel. Seja x € U e seja y € E tal que o caminho
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v :10,1] — E, definido por v(t) = z + ty, estd contido em U. Entao:

1 1
fa+y) = 1@) = [ Dita+tyy dt= [ Df(a 1) dt-y
0 0
Demonstracao. Primeiramente, temos que:
YEt+h)=x+t+h)y=x+ty+hy=~(()+hy

Entao, definindo R(t,h) = 0 para quaisquer t € [0,1] e h € R, temos que Dv(t)(h) =
hy. Agora, definamos o caminho g : [0, 1] — F por ¢(t) = f(z+1ty), ouseja, g = for.
Pela Regra da Cadeia (Teorema , temos que:

Dyg(t)(h) = Df(v(t)) o Dy(t)(h) = D f(x + ty)(hy)

Tomando h = 1 na equacao acima, obtemos:

g'(t) = Dg(t)(1) = Df(x +ty)(1-y) = Df(x + ty)(y)

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo (Teorema , temos que:

MU—M®=Agﬁwﬁ:fw+w—ﬂ@=Alﬁ@+wwﬂ

Como f é Fréchet-diferenciavel em x + ty € U, temos que D f(z + ty) é uma aplicagao

linear continua. Entao, pelo Lema [2.2] segue que:

1 1
/ Df(x—l—ty)ydt:/ Df(x+ty) dt-y
0 0

Portanto:

f@+w—ﬂﬂzllﬁ@+wwﬁzllﬁm+wwﬁy

O
Como consequéncia do teorema anterior, temos a Desigualdade do Valor Médio:

Teorema 2.5 (Desigualdade do Valor Médio). Sejam E e F' espacos de Banach, U C E
aberto e f : U — F uma aplicagdo Fréchet-diferencidvel. Sejam x1, x5 € U tais que o
segmento 0 = {tx;+ (1 —t)xe : 0 <t < 1} ={axo+t(x1 —x2) : 0 <t < 1} estd contido
em U. Entao:

1f(@1) = f(@o)ll < sup [DF(@)] - |21 — 2]
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Demonstragao. Pelo Teorema [2.4] temos que:

Fa) — flas) = / Df (s + t(z1 — 22)) (1 — ) dt

Definamos o caminho g : [0,1] — F por g(t) = Df(xg + t(x; — x2))(z1 — 2). A
fungao g é continua (pois é a composigao da aplicagao continua D f com a aplicagao
continua y(t) = xs + t(r; — x3)). Entdo, pelas propriedades da integral (de fungoes de

uma variavel), temos:

1S (1) = flz2) |l =

/0 Df(.TQ -+ t([El — Ig))(l’l — ZEQ) dtH
< / 1D (2 + (s — 22)) (1 — )| dt
< / IDf(ws + tan — 22))| - [0 — o] dt

1
— a1 — ]| / |Df (22 + t(z1 — 22))]| dt

< flwr — a2 - (1 = 0) - sup [[Df(22 + t(x1 — 22))||
tel0,1]

= sup IDf (@) -l — a2,
S

ou seja:

1S (z1) = f(z2)]| < sup IDf()|| - llzy — 2o
O

Uma consequéncia importante da Desigualdade do Valor Médio é a reciproca do
Exemplo [2.2] valida desde que o aberto U C E seja conexo:

Corolario 2.2. Sejam F e F espagos de Banach e U C E um aberto conexo. Se
f: U — F é uma aplicagao Fréchet-diferenciavel tal que D f(x) = 0 para todo z € U,

entao f é constante.

Demonstragao. Seja o € U. Definamos o conjunto V- = {z € U : f(z) = f(zo)}.
Temos que V' # 0, pois g € V. Como [ é Fréchet-diferencidvel em x(, temos que
f ¢é continua em xzy (pela Proposicao , e, pela mesma razao, f é continua em
todos os pontos de U. Seja y € V, entdo existe uma sequéncia de pontos y, € V
(ou seja, f(yn) = f(zo)) tal que nl_lgloo Yn = y. Como f é continua em U, segue que
fly) = n1—1>I-i1:loof(yn) = nngf(xo) = f(xzo), logo y € V. Assim, temos que V C V,
portanto V =V, dai V é fechado. Agora, seja zg € V, entao zy € U, dai existe r > 0

tal que B(zp,r) C U. Como a bola aberta B(zy,r) é convexa, temos que, para todo
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z € B(zp,r), 0 segmento { = {tzg+ (1 —t)z : 0 < ¢t < 1} estd contido em B(z,7),
logo, pela Desigualdade do Valor Médio (Teorema [2.5), temos que [|f(z) — f(z0)]| <
sup ||[Df(x)| - ||z — 20| Por hipdtese, Df(z) = 0 para todo = € U, entdo concluimos
éfé |f(2) — f(z0)|| <0, ou seja, f(z) = f(z0) para todo z € B(zg,7). Como zy € V,
temos que f(zg) = f(xo), logo f(z) = f(zo) para todo z € B(z,r). Assim, para todo
z € B(zp,r) tem-se z € V, portanto B(zp,7) C V. Dessa forma, concluimos que para
todo zy € V existe r > 0 tal que B(z,7) C V, logo V é aberto. Entao, V C U é
simultaneamente aberto e fechado. Como U é conexo, temos que V =0 ou V = U,
mas j& sabemos que V' # (), assim V = U. Portanto, f(z) = f(xy) para todo z € U,

entao f é constante. O

A Desigualdade do Valor Médio é fundamental para a demonstracao do resultado

mais importante deste capitulo: o Teorema da Aplicacao Inversa em espacos de Banach.

2.5 Teorema da Aplicacao Inversa em espacos de

Banach

O Teorema da Aplicacao Inversa em espacos de Banach requer nao apenas que a
aplicacao seja diferencidvel (e que sua derivada seja um isomorfismo linear), mas que
seja também de classe C'. Em espacos de Banach em geral (inclusive nos espagos
euclidianos), temos as seguintes definigoes acerca de aplicagoes e difeomorfismos de

classe C*:

Definicao 2.6. Sejam E e F' espacos de Banach e seja U C E aberto. Dizemos que

uma funcao f: U C E — F é de classe C! se f é Fréchet-diferencidvel e a aplicacao

Df: U — L(E,F)
g +H—— Df(l'o)

¢é continua.

Definicao 2.7. Sejam E e F' espacos de Banach, U C E um abertoe f : U — F
uma aplicacao de classe C*. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe C'! (ou
um C'-difeomorfismo) se a imagem V = f(U) é um conjunto aberto em F e se existe
uma aplicacdo g : V — U de classe C'! tal que go f e fog sao as aplicacoes identidade
em U e V, respectivamente (nesse caso, denotamos ¢ = f~1). Um difeomorfismo de

classe C'! também é denominado aplicagao C'-invertivel.

Definicao 2.8. Dizemos que f: U C E — F' é um difeomorfismo local de classe

Cl! em 5 € U (ou um C'-difeomorfismo local em ;) se existe um aberto Uy C U,
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tal que zg € Uy, de modo que a restricao de f a Uy é um difeomorfismo de classe
C!. Se f é um difeomorfismo local de classe C! em zg, dizemos que f é localmente

C'-invertivel em x.

Como mostraremos a seguir, a composicao de difeomorfismos de classe C'! é também
um difeomorfismo de classe C*! e a composicao de difeomorfismos locais de classe C! é

também um difeomorfismo local de classe C.

Proposicao 2.14. Sejam E, F' e G espacos de Banach, e seja U C E aberto. Seja
f:U C E — F um difeomorfismo de classe C! (assim V = f(U) C F ¢ aberto). Seja
g:V C F — @G um difeomorfismo de classe C'. Entao, a composicao go f : U C

F — G é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstragao. Como f e g sao difeomorfismos de classe C!, temos que:
e f e g sao Fréchet-diferenciaveis, assim sao continuas;
e As aplicagoes

Df: U — L(E,F)

Zo

Dg: V. — L(F,G)
Yo — Dg(yo)

sao continuas;

1

e Existem as aplicagoes inversas f~! : V — E e g7' : g(V) — F, ambas de

classe C!, tais que f o f=1Idg, fof ' =1Idp, g log=Idregog ! =1de.

Como f e g sdo Fréchet-diferencidveis, temos pela Regra da Cadeia (Teorema [2.1)) que

g o [ é Fréchet-diferencidvel e:
D(go f)(wo)(h) = Dg(f(xo)) o Df (wo)(h), ¥ao € U, Vh € E

Como Dg : V. — L(F,G) é continua e f : U C E — F é continua, temos que a

aplicagao
Dgof: U — L(FG)

zg = Dgo f(xo) = Dy(f (o))
¢ continua. Como Dgo f:U C E — L(F,G) e Df : U — L(E, F) sdo continuas,

temos que a aplicagao

A: U — L(F,G)x L(E,F)
zo — (Dg(f(z0)), Df(x0))
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¢ continua. Também ¢é continua a aplicacao

B: L(F,G)x L(E,F) — L(E,G)
(TZaTl) — 15017,

entao a aplicacao

D(gof): U — L(E,G)
zo — Dg(f(z0)) o Df(zo),

obtida por D(go f) = B o A, é continua. Logo, a composi¢ao de aplicacoes de classe
C! é uma aplicacao de classe O, entao as composicoes go f e f~1og™! sao de classe
Cl. Temos que go f(U) = g(V) é aberto em G, pois V = f(U) é aberto e g é um

difeomorfismo de classe C?. Note que:
o (fTlogh)o(gof)=floglogof=floldpof=f"lof=1dg
o (gof)o(ftogt)=gofoflogl=goldpogt=gog'=1Idg

Entao, existe uma aplicagao f~to g™t : g(V) — U de classe C! tal que (f~tog1)o
(gof)=1Idge(go f)o(ftog™?) =Idg Portanto, gof:U C E — G é um

difeomorfismo de classe C. O

Proposicao 2.15. Sejam FE, F' e G espacos de Banach, e seja U C FE aberto. Seja
f:U C E — F um difeomorfismo local de classe C'' no ponto xy € U (assim existe
um aberto Uy C U tal que zy € Uy e f|y, é um difeomorfismo de classe C'). Seja
g:V C F — G um difeomorfismo local de classe C' no ponto f(zy) € V (assim
existe um aberto Vy = f(Up) C V tal que f(zg) € Vi e gly, é um difeomorfismo de
classe C'). Entdao, a composigdo go f : U C E — G é um difeomorfismo local de

classe C'! no ponto g € U.

Demonstracao. Pelas hipoteses, temos que existe um aberto Uy C U tal que z¢g € Uy e
flv, é um difeomorfismo de classe C', de modo que Vy = f(Uy) C V é um aberto tal que
f(x) € Vy e gly, é um difeomorfismo de classe C*. Temos que (go f)|v, = (g]w.) o (flu,)
é a composicao de difeomorfismos de classe C*, logo, pela Proposicao , temos que
(g o f)ly, ¢ um difeomorfismo de classe C'. Entao, existe um aberto Uy C U tal
que 79 € Uy e (go f)|y, ¢ um difeomorfismo de classe C'. Portanto, a composigao

go f:U CE — G éum difeomorfismo local de classe C'!' no ponto zy € U. O

O Teorema da Aplicacao Inversa, que apresentaremos a seguir, fornece um critério
para que uma aplicacao entre espagos de Banach seja um difeomorfismo local de classe

C!. Ele é uma generalizacao do Teorema da Aplicacao Inversa em espacos euclidianos
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(Teorema [1.14)) e é um caso particular do Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland
(que serd estudado no Capitulo 5). A demonstragdo que faremos aqui segue as ideias

apresentadas no livro [16].

Teorema 2.6 (Teorema da Aplicagdo Inversa em espagos de Banach). Sejam E e
F espacos de Banach, U C E um aberto e f : U — F uma aplicacio de classe
Cl. Seja vy € U e suponha que Df(xy) : E — F € um isomorfismo linear (ou
seja, uma aplicagdo linear continua cuja inversa também € continua). Entdo, f € um
difeomorfismo local de classe C* em xy. Além disso, seyo = f(xg), entao D(f~)(yo) =
[Df(zo)]': F — E.

Demonstracao. O nosso objetivo é mostrar que, sob as condicoes apresentadas, a
aplicacao f possui uma inversa que é de classe C!. Sendo assim, o primeiro passo
¢ mostrar que a aplicacao inversa f~! existe. Primeiramente, mostraremos que para
todo k € F suficientemente pequeno (no sentido de que a norma | k|| seja préxima de
zero), existe h € F tal que

Flwo+h) = f(wo) + k. (2.17)

o que significa que a aplicagao f é sobrejetora (pois para cada vizinhanga de f(xg) em
F' existe uma vizinhanga de xg em F cuja imagem por f estd na referida vizinhanca
de f(zp)). Como f:U C E — F é uma aplicagao de classe C' (assim, f ¢ Fréchet-

diferencidvel), temos que, para todo z € U:

(o +h) = flao) + Df o) (k) + r(o, h), onde Jim Z=

A partir da equagao (2.18)), temos que a equagao (2.17)) é equivalente a:

f(xo) + k= f(zo) + Df(x0)(h) + (w0, h) = k = D f(x0)(h) + (0, h)
= Df(xo)(h) =k — r(xo, h)
— b= [Df ()] Mk — r(z0,h)  (2.19)

Além disso, da equacao , temos também que r(zg,h) = k — Df(xo)(h). Para
simplificar a notagao (pois zp € U ¢ fixado), seja ry : E — F' definida por ro(h) =
r(zo, h), ou seja, ro(h) = k — D f(xo)(h). Definamos uma aplicagdo T : E — E por
T(h) = [Df(z0)] ' (k — ro(h)) (nesse caso, k € F é como se fosse uma constante).

Assim, a equacdo (2.19) (e consequentemente a equagao (2.17))) é equivalente a dizer
que

h=T(h), (2.20)
ou seja, que h € E é um ponto fixo da aplicacao T'. Entao, mostraremos que 1" possui
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um ponto fixo, o que implicard na existéncia da aplicacao inversa f~!. Da definicao de

T, temos que:

|17 (h1) — T(he) || = I[Df (z0)] " (k = ro(h1)) — [Df (o)) (k — ro(h2))]
= [Df(wo)] ™ (k — ro(h1) = k + ro(h2))|
= [[Df(w0)] ™" (=ro(ha1) + ro(h2)) |
< D f (o)l | = ro(hn) + ro(ho) |
= [[Df (@) 7| - lIro (k) — ro(ha)l]
Entao:
|17 (hs) = T(ha)|l < I[Df (o)l ™1l - lIro(ha) — ro(h2) | (2.21)

Pela definicao de rg, temos que:

ro(h +v) = f(zo +h+v) — f(xo) — Df(z0)(h +v) (2.22)
ro(h) = f(zo +h) — f(z0) — Df(z0)(h) (2.23)

Subtraindo as equagoes (2.22)) e (2.23)), obtemos:
ro(h+v) —ro(h) = f(zo +h+v) — f(zo + h) — D f(x0)(v) (2.24)

Como f é Fréchet-diferenciavel, temos que:

flzo+h+v)= f(xg+h)+ Df(xg+ h)(v) + r(xe + h,v), (2.25)
onde il_r)r(l) W = 0. Entao, pela equacao , temos:

flzo+h+v)— f(zg+h) = Df(xo+ h)(v) +r(xo + h,v), (2.26)
onde 11}51(1) W = 0. Pelas equacoes e , segue que:

ro(h +v) —ro(h) = Df(xg + h)(v) — D f(zo)(v) + r(xo + h,v)

ro(h +v) —ro(h) = (Df(xg + h) — Df(xo))(v) + r(xo + h,v), (2.27)
h
onde lin(l) W = 0. Dessa maneira, concluimos que ry é Fréchet-diferencidvel
v—r v

no ponto h e neste caso Dro(h) = D f(xo + h) — D f(zo). Logo, pela Desigualdade do
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Valor Médio (Teorema [2.5)), temos que:

[70(h1) — 7o(h2)|| < sup [[Dro(hy +t(hy — h2))|| - [[h1 — Rl (2.28)

0<t<1

Considere a aplicacao:

Dro: E —s L(E,F)

Temos que Df(xg) € L(E, F) é constante com relagao a variavel h. Além disso, como

Df: E — L(B,F)
Tog FH— Df(l’())

A: F — FE
hl—>l‘0+h

sdo continuas, concluimos que Df o A : E — L(FE,F) definida por Df(A(h)) =
D f(xo+ h) é continua. Portanto, Drg : E — L(E, F') é continua, entao ry é de classe
C'. Observe que Dro(0) = Df(zg+0) — Df(xg) = 0. Como Dry(0) = 0 e rq ¢é de

classe C' em h = 0, temos que para todo & > 0, existe § > 0 tal que se ||h]| < § entao

|Dro(h)|| < e. Em particular, tomando ¢ = > 0, temos que existe

2||[117f(xo)]‘1||
d > 0 tal que se ||h]| < § entao || Dro(h)|| < . Definimos a bola fechada
’ 2([[Df (o)] 1]

de centro 0 e raio § em E por:
Bs={h e FE:|h| <d}

A bola fechada Bs é convexa (analogamente ao Exemplo [1.12)), entdo, se hy, hy € By,
temos que hs + t(hy — hy) € B para todo t € [0, 1]. Assim, segue que:

1
hi,hy € Bs = ||[Dro(he +t(h1 — h2))| < ek vt € [0, 1]
1
= Dro(he +t(hy — h < 2.29
o, WPt =t == gpippege 2
Pelas desigualdades ([2.28]) e (2.29), temos:
[ — ha|
h17 h’2 € B5 = HTO(hI) - TO(hQ)H S 2||[D‘1f(x0)2]_1“ (230)
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2. O Teorema da Aplicacao Inversa em Espacos de Banach

Pelas desigualdades (2.21)) e (2.30)), concluimos que:
1

Assim, T': Bs — E é uma contracao. Pela defini¢ao de T'(h) = [D f(zo)] " (k—ro(h)),

temos que:

IT(R)|| = D f (o))~ (k = ro(R)I] < 1D f(z0)] " I[[k = ro(h)]
<D f (o))l - (kI + lro(r)1) (2.32)
Tomando hy = h € Bs e hy = 0 € Bs na desigualdade , temos que:

lh — 0] 7]

h) —1ro(0 h 2.33

o) == g = W= gy

Definamos n = 2H[Df(5:c T eseja B, = {k € F: ||k|| <n} abola fechada de centro
0

0 e raio n em F. Logo, se h € Bs e k € B, (ou seja, ||h]| < 6 e ||k|| <n), segue das
desigualdades (2.32)) e (2.33)) que:

1T < D (o)™l - (K] + [ro ()

< Do)l (77+ ] )

Do) ]
. 5 5
< IDf o)) (2!\[Df(xo)]‘1|| ! 2H[Df(xo)]‘1|\>
— D f (o)) - m - (2.34)

Entao, se h € Bs (e k € B,)) temos que T'(h) € Bs. Assim, concluimos que T'(Bs) C Bs.
Como Bs é um subconjunto fechado do espaco de Banach E (que é um espac¢o métrico
completo), segue do Teorema do Ponto Fixo para contragoes restritas a bolas fechadas
(Corolario que T possui um unico ponto fixo em Bs, ou seja, existe um tnico
h € Bs tal que h = T'(h). Assim, a equagao ¢é valida, e sabemos que esta é
equivalente a equacao , entao a equagao é valida, ou seja, f é sobrejetora.
Agora, vamos mostrar que f é injetora. Considere a aplicagdo ¢ : F — FE definida
por p(z) =z — f(x). Entao, ¢ é Fréchet-diferenciavel e Dy(xy) = Idg —D f(z0) para
todo zg € U, ou seja, Dp(zg)(h) = h — D f(xo)(h) para todo h € E com zo+ h € U.

Com isso, temos que ¢ é de classe C!, pois a aplicacao

Do: E — L(E,F)
rg +—— Idg —Df(zo)
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¢ continua. Temos que Dy(x)(0) = 0 — Df(x)(0) = 0 — 0 = 0, entdo para todo
€ (0,1), existe § > 0 tal que se ||| < § entdo ||[Dy(xo)(h)|| < a. Logo:

Va € (0,1), 30 > 0 tal que ||h]| € Bs = ||De(x)(h)|| < « (2.35)

Sejam hy,hy € Bs e consideremos a funcao v : [0,1] — Bj definida por «(t) =
hy + t(hy — hy). Definamos a funcdo v = p oy : [0,1] — E, ou seja, (t) =
©(v(t)) = ¢(hs + t(hy — ha)). Pela Regra da Cadeia (Teorema [2.1]), temos que ¢/(t) =
Dy(hy +t(hy — he))(h1 — h2), logo:

[ (DI = 1De(ha + t(hy = h2))(ha = ha)||
< [P (he + t(hy = ho))[| - [|hy = hal| < af[hy = he (2.36)

Pela definigao de 1, temos que ¥(0) = @ o y(0) = @p(hs) e ¥(1) = poy(1) = w(hy).
Pelo Teorema Fundamental do Célculo (Teorema [2.3)), temos:

o(ha) — p(ha) = / Wt (2.37)

Tomando a norma na equagao acima, utilizando a propriedade (3) da Proposigao m

e a desigualdade anterior, temos que:

‘|90(h2 hl H =

O <0-opOl<al-tl @3
Pela desigualdade acima e pela definicao de ¢, segue que:
[he = f(h2) = hy + f(h)| < aflhy — hal (2.39)
Logo, pela desigualdade triangular no lado esquerdo da desigualdade acima, temos:
[y = hol| = (| f(h1) = f(R2)| < ha = f(h2) — b + f(M)]| < eflhs — hof|  (2.40)
Manipulando a desigualdade acima, obtemos o seguinte:
1 (7)) = f(h2)ll = (1 = @)||h1 — hof] (2.41)

Como 0 < a < 1, concluimos que se hy # hy entdo || f(h1)— f(h2)|| > (1—a)||hy—hs|| >
0, ou seja, f(h1) # f(h2). Logo, f é injetora. Portanto, f é bijetora e assim existe
uma aplicagao inversa local f~! : f(U) C F — E que associa a cada vizinhanca de

f(zo) € F uma vizinhanca de zo € E. Essa inversa é dada da seguinte forma: sendo
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2. O Teorema da Aplicacao Inversa em Espacos de Banach

g : B, — B;s uma aplicacao tal que h = g(k) é o ponto fixo da equacao (2.20]), temos
da equagao (2.17)) que:

flxo+h)= flvo) +k = flwo+g(k)) = f(wo) +k
= [ (f(xo) + k) = 20+ g(k) (2.42)

Com a existéncia de f~! demonstrada, o préximo (e ultimo) passo é mostrar que f~*

é de classe C. Sejam hy = g(ky) e hy = g(ko), temos, a partir da equagao (2.19)), que:

hy = [Df (x0)] ™! (k1 = ro(ha)) (2.43)
ha = [Df(x0)] ™ (ko — ro(h2)) (2.44)

Subtraindo as equagoes (2.43)) e (2.44) e tomando a norma desta diferenca, obtemos:

[h1 = hall = [I[Df(20)] " (k1 = ro(h1)) — [Df(20)] ™ (ko — 10(ha))l
= [I[Df(x0)] ™ (k1 = ro(h1) — ko + 1o (h2))]|
<D f (o)l - [|k1 — ro(ha) — k2 + ro(ha)|]
<D f (o)) 7 - (k1 = Kl + [lro(ha) — ro(ha)])
= I[Df ()] - k1 = kall + I[Df (o)) M - llro(ha) — ro(ha)l|  (2.45)

Pelas desigualdades (2.30)) e (2.45)), temos que:

1hy = hal| < I[Df (o)l I - [l = Kol + [[Df ()]l - [Iro(h1) = ro(ha)l]

< D Gaa)] - s = kol + DS ) - =l

— D)) - ks — kol + & g — o (2.46)

1
Subtraindo §||h1 — hsl| dos dois lados da desigualdade (2.46)) e depois multiplicando os

dois lados por 2, obtemos:

Slhy = bl < D)) M- s — ol
s = hll < 20D o)) - s — ol (2.47)

A desigualdade (2.47) pode ser reescrita como:
lg(kr) = g(ka) |l < 20 [Df (o) M| - 1k — kol kv, ko € By (2.48)

Entao, ¢g é uma aplicac@o Lipschitziana em B, (logo é continua em B,). Substituindo
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h = g(k) na equacao (2.19), obtemos:
g(k) = [Df (o)~ (k = ro(g(k))) = [Df(z0)] " (k) — [Df(xo)] " (ro(g(k)))  (2:49)

Definamos a aplicagao s : B, — F por s(k) = —[Df(z0)] *(ro(g(k))). Da equagao

[BT2), temos que se k = 0 entio 1 (f(z0)+0) = o-+9(0), logo /' (f(z0)) = w0+g(0),
entdo xo = xg + ¢(0), dai g(0) = 0. Assim, a equagao (2.49) pode ser reescrita como:

g(k) = 9(0) = [Df(x0)] 7' (k) + s(k) (2.50)

Logo:
Is(E)ll = 1| = [Df (zo)] " (ro(g(R)))I| < [[D.f (o))~ [[[Iro(g (k) (2.51)

A desigualdade (2.51)) pode ser escrita também como:

Is(B)I < IEDf (zo))~ lllro(h)] (2.52)

Tomando k; = k e ko = 0 na desigualdade (2.48)), temos:

lg(k) = g(O)]l < 2[I[Df (o)l - Ik = Oll = llg(k)]| < 2[I[Df (o)l MIlIE]  (2.53)

A desigualdade (2.53) pode ser reescrita como:

IRl < 201 [Df (o)) |1kl = % < 2/[[Df (wo)] | (2.54)

Logo:, a partir das desigualdades (2.52)) e (2.54)), obtemos:

Ikl 11l (1A 7]

= 2[|[Df (o))" -

lro(A)]
172l

(2.55)

Tomando o limite com & — 0 (consequentemente h — 0) na desigualdade ([2.55)),

concluimos que:

lro(A) s(R)]]

(R 12 7 .
—_— < . = _— = .
i Ik = 2D f o)l - Jirm 1| 0= jim 1|l 0 (2.56)
Segue das equagoes (2.50) e (2.56) que:
- = -1 im I8 _
g(k) —g(0) = [Df(xo)] " (k) + s(k), onde ]lclil’(l) Kl 0 (2.57)
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Portanto, g ¢ diferencidvel em k = 0 e Dg(0) = [Df(zo)]~". Pela equagao (2.42)) e pelo
fato de que ¢g(0) = 0, temos:

FH(f(wo) + k) — FH(f(z0)) = mo + g(k) — zo = g(k) = g(k) — g(0)

Pela equagao ([2.57)), concluimos que:

FH(f(zo) + k) — £ H(f(w0)) = [Df(w0)] (k) + s(k), onde 1&%% =0 (2.58)
Portanto, a aplicagao inversa f~! ¢é diferencidvel em f(z¢) e D(f~')(f(x0)) = [Df(xo)] "
Como D f(xg) é continua, segue que D(f~1)(f(xo)) = [Df(xo)]~ é continua. Defina-

mos a seguinte aplicagao:

D(fY): F — L(FE)
vo — Do) = DSy

Sendo J : L(E, F) — L(F, E) definida por J(T) = T, temos que J é continua (ver
[19], pagina 363). Note que D(f™') = Jo Df o f~!. Temos que J é continua (pelo
que mostramos anteriormente), Df : U — L(FE, F) é continua (pois f é de classe C)
e f[7': f(U) — U é continua (pois f~' é diferencidvel). Entao, D(f~!) é continua.
Assim, concluimos que f~! é de classe C'. Portanto, f é um difeomorfismo local de

classe C* em . O
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Capitulo 3
Espacos de Fréchet

Neste terceiro capitulo, vamos fazer uma apresentacao dos espagos de Fréchet, que
sao uma generalizacao dos espacos de Banach. Desenvolveremos algumas nogoes de
Célculo Diferencial e Integral nesses espagos e verificaremos que o Teorema da Aplicagao

Inversa do capitulo anterior nem sempre vale para espacos de Fréchet.

3.1 Espacos de Fréchet

Nesta se¢ao, vamos introduzir os espacos de Fréchet, que generalizam os espagos de
Banach e serao nosso universo de estudo central a partir deste capitulo. Comecaremos
com os espagos vetoriais topoldgicos em geral (ver [2], [29] ou [35] para mais detalhes)

e depois passaremos a estudar os espagos de Fréchet (ver [I3] para mais detalhes).

Definigao 3.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K (por exemplo, K = R ou
K = C) e seja 7 uma topologia em V. O par (V, 1) é denominado um espago vetorial

topoldgico sobre K se os seguintes axiomas sao satisfeitos:
(1) (z,y) — x + y é uma aplica¢do continua de V' x V em V;
(2) (A, ) — Az é uma aplicagao continua de K x V em V.

Quando nao houver nenhuma possibilidade de confusao a respeito de qual é a topologia

no espaco vetorial V', dizemos simplesmente que V' é um espaco vetorial topoldgico.

Exemplo 3.1. Seja (E,| - ||) um espago vetorial normado. Consideremos em E a
topologia induzida pela norma (topologia forte) e definamos as aplicages s : Ex E —»
E, s(x,y) = x +y (soma de vetores) e p: K x E — FE, p(\,z) = Az (multiplica¢ao

por escalar), considerando F x E e K x E com a topologia produto. Temos que:
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e Para quaisquer (z,y), (a,b) € E x E, tem-se:
[s(z,y) = s(a,b)[| = lo +y—(a+ )| =z —a+y—b]| < |z —al + [y -0

. ) €
Entao, para todo € > 0, existe § = 3 > 0 tal que:

9

I@.9) = (@ Bllxe < 3= [I(2,9) = (@.D)lpxs <
> llo—all <3, ly—bll <
9

€
= HS(ZL’,y) - S(a’ab)” <5t5=¢
2 2
Logo, s : £ x F — E é continua.

e Para quaisquer (), z), (a,a) € K x E, tem-se:

Ip(A, 2) — p(a, a)|| = || Az — aa|| = || Az — Aa + Aa — aal|
< [AMllz = all + [A = afla]]

Para todo § > 0, temos que:

I\ 2) = (@, @)lxwp < 3= [A—al <4, [z —al <3

9 19
2IN 4+ 17 2||a|| + 1

Entao, para todo ¢ > 0, existe § = min{ } > 0 tal que se

H()\,:I:) - (Oé,G)HKxE < § entao:

€

€
A _ Mo+ 46 <Al
Ip(A, 2) = pla, a)|| < A6+ 6f|all < [A] N +1 " 2af+1

la| < S+ S =¢
2 2

Logo, p: K x E — FE ¢ continua.

Logo, E é um espaco vetorial topologico. Com isso, temos que todo espago vetorial

normado ¢ um espaco vetorial topoldgico.

Exemplo 3.2. Seja X um espago vetorial com a topologia indiscreta 7 = {0, X}.
Definamos as aplicagoes s : X x X — X, s(x,y) = = + y (soma de vetores) e
p: Kx X — X, p(\,z) = Az (multiplicagdo por escalar), considerando X x X e
K x X com a topologia produto. Entao:

e No caso da soma de vetores s : X x X — X, s(z,y) = = + y, temos X
com a topologia 7 = {0, X} e X x X com a topologia produto 7 = {0}, x
X, X x0,X x X} = {0,X x X}. Eclaroque d € 7 = s(0) = 0 € 7.
Tomando X € 7, temos que, para todo (z,y) € X x X existe x +y € X tal que
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(r,y) € s Mz +y) Cs7H(X). Entao, X x X CsHX)= s (X)=XxX €.
Assim, a imagem inversa de todo aberto de 7 é um aberto de 7. Portanto, a

soma de vetores é continua.

e No caso da multiplicagao por escalar p : K x X — X, p(\, z) = Az, temos X
com a topologia 7 = {f), X} e K com a topologia usual 73 = {0, K} U{B(z, €) }sex,
e>0

logo induzimos em K x X a seguinte topologia produto:
74 ={0, K x X} U{B(z,¢) X X}sex
e>0

E claro que § € 7 = p1(0) = 0 € 7,. Tomando X € 7, temos que, para todo
(A r) € Kx X, existe \x € X tal que (\,2) € p'(Az) C p~'(X). Entao,
KxX Cp(X)=pHX)=Kx X € 7. Assim, a imagem inversa de todo

aberto de 7 é um aberto de 74. Portanto, a multiplicacao por escalar é continua.

Concluimos entao que X com a topologia indiscreta é um espago vetorial topoldgico.
Além disso, se X # {0}, podemos verificar que X nao é um espago vetorial normado.
Suponhamos que X # {0} com a topologia indiscreta 7 = {0, X} seja um espagco
vetorial normado com uma norma || - ||. Assim, temos que a topologia 7 é induzida
pela norma || - ||. Como consequéncia, a bola aberta B(0,1) = {z € X;||z| < 1} é um
aberto da topologia 7, entdao B(0,1) = () ou B(0,1) = X. Como 0 € B(0,1), temos
que B(0,1) # 0, logo B(0,1) = X. Dessa forma, como B(0,1) é um conjunto limitado
(por ser uma bola aberta), temos que X é um conjunto limitado, ou seja, existe M > 0
tal que ||z]| < M para todo x € X. Sabemos que X é um espago vetorial nao-trivial
(X # {0}), entdo se x € X tem-se \x € X para todo A € K, logo ||[\z|| < M para todo
A e K, dai ||z]| < o para todo A € K. Tomando A — oo, concluimos que ||z|| = 0
para todo x € X, ou seja, X = {0}, contradi¢ao! Portanto, X # {0} com a topologia

indiscreta 7 = {(), X} ndo é um espago vetorial normado.

Observacao 3.1. O exemplo anterior nos mostra que existem espacos vetoriais to-
poldgicos que nao sao espacos vetoriais normados. Dessa forma, os espacos vetoriais

topoldgicos sao uma classe mais geral do que os espacgos vetoriais normados.

Exemplo 3.3. Seja E # {0} um espaco vetorial com asoma s : EXE — E, s(x,y) =
x4y e a multiplicagdo por escalar p : K x B — FE| p(\, x) = A\z. Consideremos em F
a topologia discreta 7y = P(E) = {A: A C E}. Seja A = {a} C F com a # 0. Todo
subconjunto de E é aberto na topologia 74, entao {a} é aberto na topologia 74. Temos
que:

p'({a})={(\,2) eKx E: \x =a}
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Por exemplo, (1,a) € p~!({a}). Suponhamos que exista um aberto V' C p~'({a}) C
K x E tal que (1,a) € V, entao existem abertos V; C K e V5, C FE tais que 1 € V7,
a€VaeVyx Vo, CV. Como Vi é aberto de K e 1 € V], temos que existe algum a € V;
tal que a@ # 1. Logo, (a,a) € Vi x Vi, assim (a,a) € V, entdao (a,a) € p~t({a}).
Porém, p(a,a) = aa # a, logo p(a,a) € {a}, entdo (a,a) € p~*({a}), o que implica
que V ¢ p~'({a}), absurdo! Portanto, nao existe nenhum aberto V' C p~!({a}) tal
que (1,a) € V. Segue entao que (1,a) nao é um ponto interior de p~*({a}). Assim,
p~!({a}) nao é um aberto de K x E. Como a imagem inversa do aberto {a} C E pela
aplicagao p nao é um aberto, concluimos que p nao é continua. Portanto, £ nao é um

espago vetorial topolégico.

Observagao 3.2. O exemplo anterior nos mostra que existem espagcos vetoriais que

nao sao espacos vetoriais topoldgicos. Temos, entao, as seguintes inclusoes:

Espacos vetoriais

Espacos vetoriais topoldgicos

Espagos vetoriais normados

Exemplo 3.4. Seja (F,7) um espago vetorial topoldgico (sobre o corpo K) e M um
subespaco vetorial de E. Como F é um espaco vetorial topoldgico, temos que as
aplicagoes s : E X E — E, s(z,y) =z 4+yep: Kx E — E, p(Az) = Ax sdo
continuas. Consideremos em M a topologia induzida pela topologia de E. Assim, a
topologia produto em M x M coincide com a topologia induzida pela topologia produto
em E x E e a topologia produto em K x M coincide com a topologia induzida pela
topologia produto em K x E. Dessa forma, as restri¢oes s|yxn : M X M — M e

plrxy : K X M — M sao continuas. Portanto, M é um espaco vetorial topoldgico.
Definicao 3.2. Seja E um espago vetorial.

(a) Dizemos que um subconjunto A C E é absorvente se para todo = € E existe

Ao > 0 tal que z € M\A para todo A € K com || > .

(b) Dizemos que um subconjunto A C E é equilibrado se Az € A para todo xz € A
e todo A € K com |A| <1, ou seja, se AA C A sempre que [\ < 1.
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Defini¢ao 3.3. Um espaco vetorial topol6gico V' sobre um corpo K (K =R ou K = C)
é localmente convexo se toda vizinhanga V' da origem contém um aberto convexo A

tal que 0 € A.

Definicao 3.4. Seja P uma familia de seminormas em um espaco vetorial £
P = {pi}icr, pi é uma seminorma para todo ¢ € [
Dados xg € E, e >0, n e Nepy,...,p, € P, definimos:
V(zo,p1,.- 0n;€) ={x € E:pi(xr —x) <e,i=1,...,n}
Para cada x € E, definimos por V, a colegao de todos os subconjuntos de F da forma

V(z,p1,...,pn;€),comn €N e>0epy,...,p, €P.

Os resultados a seguir mostram que podemos construir espagos vetoriais topolégicos

localmente convexos a partir de familias de seminormas:
Teorema 3.1. Seja P uma familia de seminormas no espaco vetorial E. Entao:
(a) Existe uma topologia Tp em E que, para cada x € E, admite V, como base de
vizinhangas, ou seja:

7 ={G C E : para cada x € G existe U € V, tal que U C G}

A topologia T € chamada topologia gerada pela familia de seminormas

P.
(b) (E,Tp) é um espago vetorial topoldgico localmente convexo.
(¢c) Cada seminorma p € P € continua na topologia Tp.

(d) (E,rp) é um espaco de Hausdorff se, e somente se, para cada x € E, x # 0 existe

uma seminorma p € P tal que p(z) # 0.
Demonstracao. Ver [2], paginas 234 a 236. ]

Teorema 3.2. Seja By uma base de vizinhangas convexas e equilibradas da origem
no espaco localmente convexo E. Entao a topologia de E ¢ gerada pela familia de

seminormas P = {pv }ven, -
Demonstragao. Ver [2], paginas 239 e 240. O]

Teorema 3.3. Um espaco vetorial topoldgico € localmente convexo se, e somente se,

sua topologia € gerada por uma familia de seminormas.
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3. Espagos de Fréchet

Demonstragdo. (=) Segue do Teorema [3.2]
(<) Segue dos itens (a) e (b) do Teorema [3.1] O

No caso particular em que F é gerado por uma familia enumeravel de seminormas,

podemos definir uma métrica em E:

Teorema 3.4. Seja E um espacgo vetorial topoldgico gerado por uma familia enu-

merdvel de seminormas {[| - ||, - [|2,...} (ou seja, ||z|i < ||lzl2 < ... <|lz]l, < ...
[e.9]

para todo x € E), tal que ﬂ{m € E:py(x) =0} ={0}. Seja (a)nen uma sequéncia

n=1
[eS)

de niumeros reais positivos tal que E a; < o0. Entao, a aplicacao
i=1

d: ExE — R

— aillz =yl
(x,y) +—— d(z,y) = —
2T o=yl
¢ uma métrica em E (que define a topologia de E).
Demonstra¢ao. Uma versao do resultado acima com «, = on pode ser encontrada
em [0], paginas 105 e 106 (o argumento utilizado pode ser generalizado para qualquer
sequéncia «,, > 0 tal que Z a, < 00). O
n=1

Assim, os espagos vetoriais topoldgicos gerados por familias enumeraveis de semi-

normas recebem uma denominacao especial:

Definicao 3.5. Se um espacgo vetorial topolégico E é gerado por uma familia enu-

meravel de seminormas, dizemos que E é metrizavel.

Exemplo 3.5. Exemplos de espagos vetoriais topoldgicos localmente convexos (me-

trizdveis ou nao):

(1) Seja E um espago vetorial normado. Entao, a topologia usual (a topologia
forte) é gerada por uma norma, ou seja, é gerada por uma familia enumeravel
(finita) de seminormas. Entao, E com a topologia forte é um espago vetorial

topoldgico metrizavel.

(2) Seja E um espago vetorial normado com a topologia fraca o(E, E*), a qual é

gerada pela familia de seminormas
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(7)

(para mais detalhes, consulte [2], paginas 143 a 151). Entao, E é localmente
convexo, mas nao é metrizavel, pois a familia de seminormas acima nao é enu-

meravel.

Seja E um espago vetorial normado e consideremos o espaco dual E* com a

topologia fraca™ o(E*, F), a qual é gerada pela familia de seminormas
P={p: E"— R,ply) = |p(z)|,x € E}

(para mais detalhes, consulte [2], paginas 151 a 157). Entdo, E* é localmente
convexo, mas nao é metrizavel, pois a familia de seminormas acima nao é enu-

meravel.

Seja R*> o espaco vetorial das sequéncias (a;) de ntmeros reais. Definamos a

seguinte familia de seminormas em R*:
n
H(Ch)”n = Z |aj’7 n=0,12,...
5=0

A familia (enumerével) de seminormas acima gera uma topologia para o espago

R> entao R>* é um espago vetorial topologico metrizavel.

Seja C'(R,R) o espaco vetorial das fungoes continuas f : R — R. Definamos a

seguinte familia de seminormas:

[flln = sup [f(z)], n=0,1,2,...

z€[—n,n]

A familia (enumeravel) de seminormas acima gera uma topologia para o espago

C(R,R), entao C(R,R) é um espago vetorial topol6gico metrizavel.

Seja C*°([a, b],R) o espago vetorial das fungoes f : [a,b] — R de classe C*°.
Definamos a seguinte familia de seminormas em C*([a, b], R):

1= sup |fP@), n=0,1,2,...

=0 z€a,b]

A familia (enumeravel) de seminormas acima gera uma topologia para o espago

C*([a,b],R), entao C*°([a, b],R) é um espaco vetorial topoldgico metrizavel.

Seja H o espaco vetorial de todas as fungoes holomorfas f : C — C. Tomemos
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a seguinte familia de seminormas:

[flln = sup{[f(2)| : |2] <n}, n=1,2,3,...
A familia (enumeravel) de seminormas acima gera uma topologia para o espago
H, entao H é um espacgo vetorial topologico metrizavel.

Os resultados a seguir estabelecerao a nogao de espago vetorial topologico metrizavel

completo:

Proposicao 3.1. Seja E um espago vetorial topologico metrizavel, com a métrica

definida a partir da familia de seminormas {|| - ||; }ien que gera E| ou seja:

_ o il =yl =
d(x,y)—;m,ondeaiZOe Z-Zlai<oo

Uma sequéncia (z;) C E é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico E se, e somente

se, (z;) é uma sequeéncia de Cauchy com relac@o a todas as seminormas de E. Ou seja:

Ve >0, Jko € N tal que d(z;,x)) < € sempre que j,k > ko

0

Ve >0, Jko € N tal que, Vn € N, ||z; — x|, < € sempre que j,k > ko

Demonstracao. (=) Se (z;) C E é uma sequéncia de Cauchy em E, temos que, para

todo e > 0, existe kg € N tal que d(z;, zy) < € sempre que j, k > kq. Logo, existe ky € N

o
tal que Z aillz; = zill: < e sempre que j, k > ko. Tomando a sequéncia definida por
— 1+ ||z — aplli

lz; — zkln

1+ [l — @klln
sempre que j, k > ko (logo podemos assumir que € < 1 suficientemente préximo de 1),

<e€

a, =1 e a; =0 para todo i # n, temos que existe ky € N tal que

€
1—¢
=7, ou seja, existe kg € N tal que

entao ||z;—xg||n < etellwj—xk||n, dai (1—¢)||z;—zklln < €, ouseja, ||z;—xx]|n <

Para todo n > 0, existe € = % > ( tal que 1 <
|z; — x|l < 1 sempre que j, k > ko. Portanto, (z;) é uma sequéncia de Cauchy com
relacao a todas as seminormas de F.

(<) Se (z;) é uma sequéncia de Cauchy com relacdo a todas as seminormas de E,
temos que, para todo € > 0, existe ky € N tal que ||z; — x|, < € sempre que j,k > kg

e n € N. Para todo n > 0, existe ¢ = ——— > 0 tal que

>
=1

o)

aullay — w5 3 3
dlaj ) = ) o < Yl —all < Y aie =Y ai=n
Lt [z —aplli — 4 Py i1

i=1
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sempre que j, k > ko. Portanto, (z;) é uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico
E. ]

Proposicao 3.2. Seja £ um espago vetorial topoldgico metrizavel. Uma sequéncia
(zj) C E é convergente para a na topologia da métrica usual de E se, e somente se, é

convergente para a com relacao a todas as seminormas de E. Ou seja:

Ve >0, Jko € N tal que d(z;,a) < € sempre que j > ky

0

Ve >0, Jko € N tal que, Vn € N, ||z; — al|,, < € sempre que j > ko

Demonstragao. A demonstracao é andloga a da Proposicao [3.1] bastando substituir

por a em todos os passos (da ida e da volta). O
Corolario 3.1. Seja E' um espaco vetorial topolégico metrizavel. Entao:

(1) Uma sequéncia (x;) C E néo é uma sequeéncia de Cauchy no espago métrico E se,

e somente se, existe pelo menos uma seminorma na qual (z;) nao é de Cauchy.

(2) Uma sequéncia (x;) C E nao converge para a na topologia da métrica usual de
E se, e somente se, existe pelo menos uma seminorma na qual (x;) ndo converge

para a.
Demonstragao. (1) Contrapositiva da Proposigao [3.1]

(2) Contrapositiva da Proposicao [3.2]
[l

Definicao 3.6. Seja V' um espago vetorial topoldgico metrizavel. Dizemos que V' é um
espaco de Fréchet se V' for um espago métrico completo (com a métrica proveniente

da familia de seminormas).

Exemplo 3.6. Seja F um espago de Banach, entao F é um espaco vetorial normado
completo, dai FZ é um espacgo vetorial topolégico metrizavel completo. Portanto, todo

espaco de Banach é um espaco de Fréchet.

Exemplo 3.7. Seja R* o espaco vetorial topoldgico metrizavel formado pelas sequén-
cias (a;) de ndmeros reais, munido da seguinte familia (enumerdvel) de seminormas

que geram a sua topologia:

||(a]>||n = Z|aj|’ n=0,12...
=0
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oo

Ao mesmo tempo, temos que R> = HR ¢ um produto cartesiano enumeravel de
i=1

espacos métricos completos, entao R* é completo. Portanto, R>* é um espaco de

Fréchet.

Exemplo 3.8. Seja C(R, R) o espago vetorial topol6gico metrizavel das fungoes continuas

f R — R, munido da seguinte familia de seminormas que geram a sua topologia:

[flln =" sup [f(z)], n=0,1,2,...

z€[—n,n]

Seja (f;) uma sequéncia de Cauchy em C(RR, R), entdo, pela Proposigao , (f;) é uma
sequéncia de Cauchy com relagao a todas as seminormas de C'(R,R). Cada seminorma
| - |l é a norma usual do espago C(|—n,n|) das fung¢oes continuas f : [-n,n] — R, o
qual é um espago de Banach, logo (f;) é uma sequéncia convergente em C([—n,n|), ou
seja, (fj) converge com relacao a cada seminorma || - [|,,. Portanto, (f;) converge com
relagao a todas as seminormas de C'(R,R), entao, pela Proposic¢ao , segue que (f;) é
convergente no espaco métrico C(R,R). Logo, toda sequéncia de Cauchy em C(R,R)

¢ convergente, portanto C'(R,R) é um espaco de Fréchet.
Exemplo 3.9. Outros exemplos de espacos de Fréchet:
(1) O espago vetorial topolégico C*°([a,b],R) das fungoes f : [a,b] — R de classe

C™, cuja topologia é gerada pela familia de seminormas

1= sup [P @), n=0,1,2,...,

=0 z€la,b
¢ um espago de Fréchet (ver [13], pagina 68).

(2) O espago vetorial topolégico H das fungoes holomorfas f : C — C, cuja topolo-

gia é gerada pela familia de seminormas

1£lln = sup{|f(2)] : |2 < nj, n=1,2,3,...,

é um espago de Fréchet (ver [13], pdgina 68).

(3) Sendo F' um espago de Fréchet, o espaco C([a,b|, F') das fungdes f : [a,b] — F
¢ um espago de Fréchet (ver [13], pagina 71).

Proposicao 3.3. Todo subespaco fechado de um espaco de Fréchet é um espaco de
Fréchet.
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3. Espagos de Fréchet

Demonstracao. Seja F' um espago de Fréchet. Entao, I’ é um espago vetorial topoldgico
metrizavel e completo. Assim, G é um espaco vetorial topolégico com a topologia de
subespaco induzida por F. Como F' é metrizavel, temos que topologia de F' é gerada
por uma familia enumeravel {p,},en de seminormas, logo a topologia de G (que é
induzida pela de F') é gerada pela familia dessas seminormas restritas a GG, ou seja, é
gerada pela familia de seminormas {p,|c}nen, entdo G é metrizavel. Por fim, como
G é um subespaco fechado de um espago métrico completo, segue que G é completo.

Portanto, G é um espaco de Fréchet. O

Apesar de ser apresentado no contexto dos espacos vetoriais normados, o Teorema
de Hahn-Banach (na forma dos Teoremas e é valido para espacos vetoriais
em geral, inclusive para espagos de Fréchet (e espagos vetoriais topoldgicos em geral).
Além disso, é possivel estabelecer uma forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach
para espagcos vetoriais topolégicos e alguns corolarios andlogos aos que sao conhecidos
em espacos normados. A discussao sobre as consequéncias do Teorema de Hahn-Banach
em espagos vetoriais topoldgicos foge aos objetivos deste trabalho e o(a) leitor(a) in-
teressado(a) pode consultar a literatura existente sobre espagos vetoriais topoldgicos
(ver, por exemplo, [29] ou [35]). Para prosseguir com a apresentacao dos assuntos

seguintes, precisaremos apenas dos resultados a seguir:

Corolario 3.2. Sejam F' um espago de Fréchet e oy € F tal que xy # 0. Entao, existe

um funcional linear continuo f : F — K tal que f(z¢) # 0.
Demonstragao. Ver [35], pagina 187. O

Corolario 3.3. Seja F' um espago de Fréchet. Se f(zg) = 0 para todo funcional linear

continuo f: F — K, entao zy = 0.

Demonstracao. Contrapositiva do Corolério (3.2 O

3.2 Espacos graduados e standard

Em alguns espacos de Fréchet que sao muito conhecidos, a sequéncia de normas que
induz a topologia é crescente (nao-decrescente). Assim, essa classe de espagos recebe

uma denominagao especial:

Definicao 3.7. Um espaco de Fréchet X é graduado se sua topologia é definida por
uma sequéncia crescente de seminormas || ||z, & > 0, ou seja, se sua topologia é definida
por uma sequéncia de seminormas || - || tais que ||z||y < ||#|/x+1 para quaisquer k € N

exr e X.
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Exemplo 3.10. Sao graduados os seguintes espagos de Fréchet:

(1)

Sendo E um espago de Banach, sua topologia forte é gerada pela norma || - ||.
Tomando || - ||z = || - || para todo k& € N, temos uma sequéncia crescente de
seminormas (iguais) que geram a topologia de E. Entao, todo espago de Banach

é um espaco de Fréchet graduado.

Seja C(R,R) o espaco das fungoes continuas f : R — R, munido da seguinte

familia de seminormas que geram a sua topologia:

[flln="sup [f(z)], n=0,1,2,...

z€[—n,n]
Entao, C(R,R) é um espago de Fréchet graduado.

O espaco H das funcoes holomorfas f : C — C, cuja topologia é gerada pela

familia de seminormas

[flln = sup{[f(2)] : || <}, n=1,2,3,...,

¢ um espaco de Fréchet graduado.

O espago C*([a, b],R) das fungoes f : [a,b] — R de classe C'*°, cuja topologia é

gerada pela familia de seminormas

HﬂMZE:mmHﬂW@hanLluw

=0 z€[a,b

é um espaco de Fréchet graduado.

Seja (B, || - ||g) um espago de Banach. Definamos o espaco ¥(B) das sequéncias

(xr) em B tais que Ze”kakHB < oo para todo n > 0. Definindo ||(zg)]|, =

k=0
00

Z ¢"¥||z1|| 5, temos uma quantidade enumeravel de seminormas, com as quais
k=0
¥(B) é um espago de Fréchet graduado (ver [13], pdgina 133). Este é o chamado

espaco das sequeéencias exponencialmente decrescentes em B.

Os espacos de Fréchet graduados sao gerados por sequéncias crescentes de semi-

normas, entao podemos obter espacos de Fréchet a partir de sequéncias crescentes de

normas (que sao seminormas), como é o caso dos espagos de Banach (gerados por uma

sequéncia crescente de normas iguais). No universo dos espagos de Fréchet graduados

que sao gerados por normas, valem alguns resultados interessantes. Comecgaremos com

0 seguinte:

78



3. Espagos de Fréchet

Teorema 3.5. Seja X um espaco de Fréchet cuja topologia é gerada por uma sequéncia

crescente de normas || - ||g, k > 0, ou seja, tal que ||z||x < ||z||g+1 para quaisquer k € N

ex € X. Seja Xy o completamento do espago vetorial normado (X, || - ||x). Entao:

(i) Para cada k>0, Xgi1 C Xi;

(i) Para cada k >0, a aplicagdo iy : Xpr1 — Xy definida por ix(x) = x € injetora

e continua, e neste caso ||ig|| < 1;

(111) Para cada k>0, X € um subespaco denso de Xi;

(iv) X = ﬂXk.

Demonstragao. (i) Se a € Xj41, entao existe uma sequéncia x,, € X tal que =, — a

(iii)

na norma de Xy, ou seja, lim |zn — allk+1 = 0. Logo, liril |zn — allx <
n——+0o0
hIJIrl |zn — allks1 = 0, assim a e Xj. Com isso, concluimos que X1 C Xy,
n—

para cada k > 0.
Para cada k > 0, temos que a aplicacao iy : Xx11 —> X}, definida por ix(x) = x
¢ injetora, pois se ix(x) = ix(y) entdo x = y. Além disso, como ||z||x < ||z]/ks1

(por definigao), temos que ||ix(z)||r < ||*]|x+1, entdo iy é continua e neste caso
k]| < 1.

Como X}, é o completamento do espago vetorial normado (X, || - ||x), temos pelo
Teorema (ver Observacao [1.6) que (X, | - ||x) (ou algum espago isométrico a

ele) é um subespago denso de Xj.

Temos que X C X} para todo k > 0 (por defini¢do), entdo X C ﬂ X}. Vamos

k=0
oo

provar a outra inclusao. Suponhamos que m X, ¢ X, ou seja, suponhamos que
k=0

exista um ponto a € ﬂ Xy tal que a € X. Como a € ﬂ Xk, temos que a € X

para todo k > 0. Porkhlpotese a ¢ X. Como X é umkesopaco de Fréchet, temos
que X é um espago métrico completo (com a métrica usual dada pelo Teorema
. Logo, nao existe nenhuma sequéncia (z,)neny C X tal que z, — a na métrica
usual de X. Ou seja, para toda sequéncia (x,) C X, z,, / a na métrica usual de
X. Entao, pelo Corolario [3.1, temos que, para toda sequéncia (z,) C X, existe

pelo menos uma norma || - ||, na qual z,, 4 a. Logo, existe uma subsequéncia

(Tn )nen; on tal que:

de >0, dngpe Ny C Ntalquen e Ny en>ng= ||z, —alg >¢
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Por definigdo, a sequéncia de normas é crescente, entao ||z, — allg, < ||z, —

allkgr1 < ||xn — allgga2 < ..., pelo que obtemos a seguinte conclusao: para todo

k > kg, existe uma subsequéncia (x, )nen, cn tal que:
de >0, dnp € Ny C Ntal que n € Ny e n > ng = ||z, — allx > ||z, — allk, > €

Logo, =, /# a em todas as normas || - ||z com k& > ky. Além disso, se (y,) C X
for outra sequéncia (nesse caso, temos que y, /4 a), temos, pelo Corolario ,
que existe pelo menos uma norma || - ||,,, na qual v, # a, e, pelo fato das normas
formarem uma sequéncia crescente, temos que ¥y, # a em todas as normas || - ||,
com p > po. Logo, ndo existe nenhuma outra sequéncia (y,) C X tal que y, — a
em todas as seminormas || - ||y com k > k. Entao, a ¢ Xy, (e, além disso, a ¢ X},
o0
para todo k > k), logo a ¢ ﬂ Xk, 0 que é absurdo, pois contradiz uma das
k=0
o0
hipéteses iniciais! Portanto, concluimos que: se a € ﬂ Xg, entao a € X. Com

k=0

isso, segue que ﬂ X, C X. Entao, X = ﬂ Xp.
k=0 k=0

O
Observacao 3.3. No caso especifico em que X ¢é um espaco de Banach, gerado pela
familia de seminormas || - ||z = || - ||, temos que X} é o completamento de (X, || - [|x) =
(X, ]| - |) = X, logo X;, = X para todo k € N, entao ﬂXk = ﬂX = X. Nesse

k=0 k=0
caso especifico, a igualdade obtida no item (iv) do Teorema poderia ser obtida

imediatamente.

Exemplo 3.11. Seja 2 C R™ um conjunto limitado cuja fronteira seja suave. Temos,
entdo, que o fecho Q C R™ é um conjunto compacto. Consideremos o espaco C*°(Q, R?)
das funcdes f : Q — R? de classe C*®. Uma funcao f é de classe C™ se, e somente

se, f é de classe C* para todo k > 1, entao temos que:
C¥(QRY) = () C*(Q,RY)
k=1

Definamos a seguinte derivada parcial de f(z) = (fi(z),..., fa(x)) de ordem py +. ..+
Pn:

()

oPixy...0mx, origy...0mg, T Oy L Oy,

Gprtetpn f (x):< oprtten fy o fa (x)>
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Consideremos R? com a norma euclidiana, entdo:

Gprtetpn f B Gprtetpn f) 2 Gprtetpn £, 2
‘ oPixy...0Px, (x)H N \/<8p1x1 ... O, (@) ) +... 4 orixy...0mx, (z)

Cada espaco C*(Q,R9) das funcoes f : Q@ — R? de classe C* é um espaco de Ba-

apl+~--+pnf .
nach com a norma || f||x = p1+r,.r}f;gk p TP T (x)|| (ver [§], pagina 92). Logo,
xef)
C>*(Q,RY) = ﬂ C*(Q,R?%) é um espaco de Fréchet cuja topologia é gerada pela
k=1
sequéncia de normas || - [[x-

Exemplo 3.12. Seja 2 C R" um conjunto limitado cuja fronteira seja suave e consi-
deremos o espaco C®(Q,R?) das funcdes f : Q — R? de classe C®. Seja H*(Q,RY)

o espaco das funcoes f : Q@ — R? com derivadas parciais de ordem até k tais que

Hpr+-tpn 2
/ el
Q

T drv < oo. Cada espaco H*(Q,R?) é um espaco de Banach

2

Gpiteton f
com a norma definida por || f||7 = Z /Q ' Pz, .. O, (z)|| dz e, além disso,
P1+...+ank
C¥(QR?) = () H*(RY) (ver [8], pégina 92). Logo, C*(Q,RY) = () H*(Q,RY) ¢
k=1 k=1
um espago de Fréchet cuja topologia é gerada pela sequéncia de normas || - ||x.

Observacao 3.4. Sempre que nos referirmos a um espaco de Fréchet graduado X =

[e.9]
m X}, estaremos nos referindo a um espago de Fréchet X cuja topologia é gerada por

k=0
uma sequéncia crescente de normas || - ||x, onde Xj é o completamento de (X, || - ||x)-

Quando nao explicitarmos que X é um espaco de Fréchet cuja topologia é gerada por

uma sequéncia crescente de normas, a notacao X = ﬂ X, deixara implicito que X é
k=0
um espago desse tipo.
Quando um espago graduado tem sua topologia natural (gerada pela métrica da
Proposigao [3.4]) induzida por uma sequéncia crescente de normas, é possivel definir
uma topologia equivalente a partir de outra métrica. Vamos comecar com as seguintes

definicoes:

Definigao 3.8. Seja (aj)reny uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que (ag)ken

tem suporte ilimitado se sup{k|ay # 0} = occ.

1 1
Exemplo 3.13. As sequéncias oy = = e P = 5 tém suporte ilimitado, pois o # 0
e B # 0 para todo k € N.
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O resultado a seguir apresenta duas possiveis métricas equivalentes, diferentes da
usual, para um espaco graduado gerado por uma familia enumeravel nao-decrescente
de normas:

Proposicao 3.4. Seja X = ﬂ X}, um espaco de Fréchet graduado gerado por uma

familia ndo-decrescente de normas || || (onde X}, é o completamento de X com relagao

oo
anorma || -|[|x). Seja ax > 0 uma sequéncia com suporte ilimitado tal que Z ap < 00,

k=0
e sejam 11,7y > 0 niimeros positivos quaisquer. Entao, as distancias
di(z,y) ==Y axmin{ry, ||z -y} (3.1)
k=0
¢ o
dof.y) = 3 cpemingra, o — ylle} (3:2)
k=0

sdo métricas equivalentes em X. Dessa forma, os espagos métricos (X, d;) e (X, ds)

possuem a mesma topologia.
Demonstracao. Temos que:

e Para todo x € X, tem-se:
di(z,x) = Zak min{ry, ||z — z|[x} = Zak min{ry,0} = Zak -0=0
k=0 k=0 k=0

e Sex # y, temos que x —y # 0, logo ||z —yl[x > 0 para todo k € N (pois cada || - [|x
¢ uma norma). Como («y) é uma sequéncia de termos nao-negativos com suporte
ilimitado, temos que «j > 0 para infinitos valores de k, entdo ay min{ry, |z —

y||x} > 0 para infinitos valores de k. Portanto, segue que:
di(w,y) =) axmin{ry, [lz — ylls} >0
k=0

e Para quaisquer x,y € X, tem-se:

di(z,y) =Y apmin{ry, |z — yli} = D axmin{ry, ly — z[x} = di(y, )
k=0

k=0

e Sejam z,y,z € X. Para todo k € N, temos que:
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Ser; <||lz—z|g, m < |t =yl e 1 < |y — 2], temos que:
min{ry, [z — 2[[x} =r1 <71+ =min{ry, ||z — yllp} + min{r, ly — 2|}
—Sery > |z —2z|g, 1 < ||z —yl|lk e r1 < |ly — 2|k, temos que:

min{r, |z — z||x} = |z — 2|y <1 <r1 4+ 1y

= min{ry, [|z — yl[e} + min{ry, [y — =[x}

Sery < ||z —zlk, r1 > ||t —yllx e 11 < ||y — 2||g, temos que:
min{ry, [[z—z[|x} = r1 < lz—ylle+r1 = min{ry, [z —yllx}+min{r, ly—z[|x}
= Sery < |l =z i < |lz —yllx e 11 > ||y — 2|, temos que:

min{ry, [[2—z[|x} = r1 < ri4lly—zllr = min{ry, [lz—ylls}+min{ry, ly—z[]x}
— Sery > ||x— 2|k, r1 > ||z — yllr e r1 < ||y — 2|k, temos que:

min{ry, ||z — 2l } = [lo = 2y <71 <z —ylls +m

= min{r, ||z — y|lx} + min{ry, |y — z||x}

Sery > ||z — 2|k, 1 < |lt —yllx e 11 > ||y — 2|k, temos que:

min{ry, ||z — z{l} = [lo = 2l <1 <+ lly = 2

= min{ry, [[z — yl[e} + min{ry, ly — 2|}
= Sery <[lv =2k, 11 = [l =yl e 71 2 [ly — 2]k, temos que:

min{ry, [|o — z{lx} =11 <l = 2le < v = ylle + lly = 2]

= min{ry, |z — y|lx} +min{ry, [y — z[[x}
— Sery > ||x—z|k, r1 > ||z —yllx e r1 > ||y — 2|k, temos que:

min{ry, |z = z{lx} = [lo = 2[l <[z =yl + lly = 2l

= min{r, ||z — y|lx} + min{ry, |y — 2||x}

Portanto, min{ry, ||z—z|[x} < min{ry, ||z—y||x}+min{r, |[y—z||x} para quaisquer
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x,y,z € X e k € N. Logo,
apmin{ry, |z — z([x} < apmin{ry, |z — ylli} + o min{ry, [Jy — z{[}

para quaisquer x,y,z € X e k € N. Dessa maneira, concluimos que:
o
di(x,z) = Zak min{ry, ||z — z||x}
k=0

< > (amin{ry, ||z — ylle} + cxminfry, |y — 2|l })
k=0

= axmin{ry, |z —yl} + > axmin{ry, ly — 2]k}
k=0 k=0
- dl(‘ray> + dl(yu Z)

Entao, d; é uma métrica. A demonstracao de que dy é uma métrica é completamente
andloga. Agora, vamos verificar que estas métricas sao equivalentes. Sem perda de

generalidade, consideremos que r; > ry. Temos que:

e Se ||z —y|lx < 7o, temos que ||z — y|lx < 72 < 71, logo:
apmin{ry, [ —ylle} = axllz =yl = axmin{ry, ||z —ylls} (3:3)

e Sery <[z —yl <71, temos que:

ap min{ry, |z — yllr} = arre < apllr — yllx = g min{ry, [z — yllr}

r r ;
< apr; = T_l e r—l capmin{ry, |z —yllx}  (3.4)
2 2

e Sery < ||z —ylk, temos que 1o < 11 < ||z — y||x, logo:

armin{ry, ||z — y||x} = arrs < agry = ap min{ry, ||z — y||x} = axr:

r T .
= D ayre = 2 agmin{rs, o — ylle} (35)
T9 T

A partir da equagao (3.3)) e das desigualdades (3.4) e (3.5]), obtemos:

. . r .
apmin{ry, |z = yl} < apmin{ry, |z —ylle} < 2 apmin{ry, 2 -y} (36)
2
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para quaisquer x,y € X e para todo k € N. Portanto:
,y) = Z apmin{ry, [l — y|[i} < Zak min{ry, ||z — yllx} = di(z,y)

-3 emintr e =l < 3 (2 ocminrs = sl

= Zakmm{m,ux—yuk}— da(x,y) (3.7)

r

Entéao, pela desigualdade (3.7)), concluimos que dy(z,y) < di(z,y) < -1 -ds(x,y) para
)

quaisquer z,y € X. Pelo Exemplo [1.5] temos que as métricas d; e dy sao equivalentes.

Pelo Teorema concluimos que os espacos métricos (X, d;) e (X,dy) possuem a

mesma topologia. O

Na proposicao a seguir, veremos que, em um espago graduado gerado por uma
sequencia nao-decrescente de normas, esse tipo de métrica estabelecido na proposicao

anterior gera exatamente a mesma topologia que ¢ gerada pela métrica usual:

Proposicao 3.5. Seja X = ﬂ Xj um espaco de Fréchet graduado. Seja o > 0 uma

k=0
o
sequéncia com suporte ilimitado tal que E ap < 00. Seja r > 0 um nimero positivo.
k=0

Entao:

(1) A topologia de X ¢é induzida pela seguinte distancia:
)= axmin{r, [z -y} (3.8)
k=0

(2) x, € X é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico (X, dg) se, e somente se,

(x,) é uma sequéncia de Cauchy com relacdo a todas as normas || - ||x.
(3) z, — x em (X,dg) se, e somente se, x, — = em todos os espacos X.

Demonstragao. (1) De acordo com a Proposicao [3.4] E temos que sao equivalentes as

métricas dg(x,y) Zak min{r, ||z —y|x} e di(z,y) Zak min{1, ||z —y||x}-
k=0
Logo, se provarmos que a métrica d; é equivalente a metrlca usual

— axllz —yllk
d = _— 3.9

obteremos que as métricas d e dg sao equivalentes. Temos que:
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e Se ||z — y||x <1, entdo, para quaisquer x,y € X:

apllr —ylle _ awllr —yllk
2 ~ 14z =yl

1 .
5 - anmin{, [}z =y} =

< agllz = ylly = cpmin{l, flz —ylx}  (3.10)

- 1
e Se 1 < ||l — yl|x, entdo Mz —ylle ~ =. daf obtemos, para quaisquer
Tt flz—yle = 2
x,y € X:
1'CVkHIiH{l lz —ylle} = Y M -
. | 2 = T o —yll =
= oy min{1, ||z — yl|} (3.11)

Portanto, em ambos os casos, temos que, para quaisquer x,y € X e k € N:

axllz =yl

< apmin{l, [|z —y[lx}  (3.12)
L+ flz =yl

1 )
5 min{1, ||z — y|x} <

Entao, para quaisquer x,y € X:

—1 : — agllz =yl
scapmin{l, flz —yllp} < ) ————
23 2T+ o=yl
<> apmin{l, |z — y||x} (3.13)
k=0

Portanto, para quaisquer x,y € X, obtemos a seguinte desigualdade:

% Cdi(2,y) < dp(z,y) < di(z,y) (3.14)

Pelo Exemplo [1.5] as métricas d; e dg sao equivalentes, entao as métricas d
e dg sao equivalentes. Pelo Teorema [1.1] concluimos que as métricas d e dg
geram a mesma topologia! Entao, concluimos que a topologia de X também

¢ induzida pela distancia
d(z,y) =Y amin{r, [z =y}
k=0

(2) Como as métricas d e dg geram a mesma topologia, temos que z,, ¢ uma sequéncia
de Cauchy no espaco métrico (X, dg) se, e somente se, x,, é uma sequéncia de
Cauchy no espaco métrico (X, d). Além disso, pela Proposi¢ao [3.1] temos que z,,

é uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico (X, d) se, e somente se, ,, é uma
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sequéncia de Cauchy com relagao a todas as normas || - ||x. Portanto, concluimos
que x, é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico (X, dg) se, e somente se,

z, ¢ uma sequéncia de Cauchy com relagao a todas as normas || - [|x.

(3) Como as métricas d e dg geram a mesma topologia, temos que z,, — = no espago
métrico (X, dg) se, e somente se, x,, — = no espago métrico (X, d). Além disso,
pela Proposicao , temos que x, — x no espago métrico (X, d) se, e somente
se, r, — = com relacao a todas as normas || - ||g. Assim, temos que z, — = no
espago métrico (X, dg) se, e somente se, x,, — x com relacdo a todas as normas
| - ||x. Concluimos, entao, que x,, — = no espago métrico (X, dg) se, e somente
se, T, — x em todos os espagos Xj.

m

A seguir, definiremos uma classe particular de espagos graduados:

Definicao 3.9. Seja X um espago de Fréchet graduado. Um ponto x € X é contro-

lado se existe uma constante co(x) tal que ||z||x < (co(x))*, para todo k € N.

Definicao 3.10. Um espaco de Fréchet graduado X é standard se, para todo x € X,

existem uma constante ¢;(z) e uma sequéncia x,, € X tais que:

Vk e N, lim |, —z|s =0, (3.15)
n—-+00
Vn,k €N, ||lzn|lx < c1(z)||x, (3.16)

e cada ponto x, é controlado:
Vn,k €N, [lzallx < (co(zn))" (3.17)

Exemplo 3.14. Seja X um espaco de Banach, entao X é um espago de Fréchet gra-
duado (ver Exemplo cuja topologia é gerada pela norma || - || (ou pela familia de
normas || - [|[x = || - ||). Se x = 0, ao tomar a sequéncia z,, = 0 verificamos facilmente
a validade de tudo o que diz a Definigao Sendo assim, consideremos a partir de
agora que = # 0 (e z,, # 0 para todo n € N). Para todo z € X, existe uma sequéncia
z, € X tal que x, — x, ou seja, nl—l>rfoo |z, — || = 0, ou seja, nl—l>r+noo |lzn — 2|l =0
para todo £ € N. Assim, é vilida a equacao . Agora, observe que, para todo
n €N, |z, < ||z|| + ||z, — z|]. Como x, — x, temos que existe algum ng € N tal que

[ =[] < [l#n, — 2 para todo n € N, logo [[zn|| < [[2]| + [lzn — x| < [|2[[ + [[2n, — ]|

87



3. Espagos de Fréchet

[ 0o — 2]

para todo n € N. Tomando ¢;(z) =1+ T
x

, obtemos:

[0, — 2|

lall < ] + lng — 2]l = (1 ; W) lall = ex(@)]le]

Ou seja, ||z,|lx < c1(x)||x||x para quaisquer n,k € N, entao é véalida a desigualdade

(3.16)). Por fim, note que:

e Se ||z,|| > 1, entao ||z,|lx = |||l < (Jz,|)* para todo k € N.

e Se ||z,]| < 1, entdo (||z,||)* < ||z, para todo k& € N e T > 1. Logo,
Tn
(1) = gy > 1> bl ow s el = ol = () pora o
— = — T, ou seja, ||zallx = ||zn]] < | =—— ) para todo
[0l () [0l
k e N.

. Entao, ||z, < (co(x,))*

1
Para todo z,, € X, definamos co(x,) = max { |zl ol

‘,'Un
para quaisquer n,k € N, pelo que a desigualdade (3.17)) é vélida. Portanto, X é

standard.

Exemplo 3.15. Os espacos C*°(Q, RY) = ﬂ CH(Q,RY) e C(Q,RY) = ﬂ H*(Q,RY)
k=1 k=1
(dos Exemplos e[3.12)) sdo standard (ver [8], pagina 96).

Como veremos no final deste Capitulo 3 e também ao longo do Capitulo 5, os
teoremas da aplicagao inversa que foram estabelecidos em espagos de Fréchet (a saber,
os teoremas de Nash-Moser e Ekeland) sao validos para espagos de Fréchet graduados
que satisfazem determinadas condicoes.

Agora que ja estamos familizarizados com a topologia dos espagos de Fréchet (bem
como dos espagos graduados), iremos estabelecer, nas proximas se¢oes, algumas nogoes

de Célculo nesses espacos.

3.3 Integral de curvas em espacos de Fréchet

Nesta se¢ao, vamos definir a integral de curvas f : [a,b] — F' com valores em um
espago de Fréchet (generalizando as integrais de caminhos retificiveis em espagos de
Banach). A proposicao a seguir (seguindo as ideias do artigo [13]) estabelece a definigao

e as propriedades basicas da integral:

Proposicao 3.6. Sejam F' um espago de Fréchet e f : [a,b] — F um caminho. Entao,

b
existe um unico elemento / f(t) dt € F tal que:
a
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(1) Para todo funcional linear continuo L : F' — R, tem-se:

L([ff@)ﬁ):iébLU&»cﬁ

(2) Para toda seminorma continua || - || : F — R, tem-se:

‘/abf(t) E [ s a

(3) Se a < ¢ < b, entao:

A?@ﬁ:é%@ﬁ+l%@ﬁ

(4) Para quaisquer fungoes f, g : [a,b] — F, tem-se:
b b b
[ rawya= [ rear [ g a
(5) Para quaisquer f : [a,b] — F e A € K, tem-se:

[ s a=x [ s

b
(Nesse caso, dizemos que / f(t) dt € F ¢ a integral de f : [a,b] — F.)

Demonstragao. Seja f : [a,b] — F uma fungao continua e linear por partes, ou seja,
existe uma particao P = {a = tg < t; < ... <ty < t = b} de [a,b] tal que f
é linear em cada intervalo [t;_1,¢;] (1 < i < k). Consideremos o espago PL([a,b|, F')
das fungoes f : [a,b] — F que sao lineares por partes. Entao, o espago C([a,b], F')
¢ o fecho de PL([a,b], F) (podemos pensar isso de forma intuitiva: por exemplo, no
caso em que F' = R, uma curva continua f : [a,b] — R pode ser aproximada por
uma sequéncia de curvas lineares por partes, entao estendemos o mesmo argumento
a qualquer espaco de Fréchet). Vamos, primeiramente, definir a integral nas fungdes

lineares por partes, da seguinte maneira (pela chamada regra trapezoidal):

Temos que:
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(1) Para todo funcional linear continuo L : F' — R e para toda f € PL([a,b], F),

tem-se:
LI =1 (Z S () + Flel(h tz-_l))
- Z SLU () + )6 — b
- Z SLC ) + LU — t) = 1)
(2) Para toda seminorma contfnua || - | : F —s R e para toda f € PL([a,b], F),
tem-se:
120 = |32 St + el - o) gz F(tes) + () — 1)

=1

.

I
M3
N —

[1f(tizy) + f@EDN](t — tiza)

1

7

(L Gl + 1 EN(E = tia) = L(LF1D

Il
]~
N | —

i=1

(3) Se f € PL([a,b], F'), tomemos uma particao a = to < t; < ... <ty <t =Db
tal que t; = ¢ para algum j € {1,2,... .k — 1}. Logo:
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(4) Se f,g € PL([a,b], F), entao:

B0 +9)= 32 31+ o)ltin) + (7 + 9)(e]its — i)
k
= Z %[f(ti—l) +g(tio1) + f(t) + g(t)](t; — tiq)

k

[f(tia) + F(E)](t — ti) + ) %[g(til) + g(ta)](ti — ti1)

i=1

|
]~
N | —

~

(f) +12(9)

I
~

(5) Se f € PL([a,b],F) e X € K, entao:

k

L) = Z %[(Af)(t“) + (Af) (@)t — tic1)

= 3 SN (tim) + £ — 1)

=1
k

S %[ Ftior) + FE)) (s — tia) = AI(F)

=1

Desta forma, temos que a integral I°(f) é um funcional linear continuo no espago
PL([a,b], F), satisfazendo as condigbes (1) a (5). Pelo Teorema da Extensao Li-
near (Teorema , podemos estender a integral para o espacgo das funcgoes continuas
C([a,b], F), ou seja, se f, : [a,b] — F é uma sequéncia de fungoes em PL([a,b|, F)
que converge uniformemente para uma funcao f € C([a,b], F), entao a integral de f é

definida por:
b
[ sty de= tm 25,

n—-+o0o

Entao:

(1) Para todo funcional linear continuo L : F — R e para toda f € C([a,], F),

tem-se:

n——+0o n——+oo

L ([ o )= o ( tm n00) = w2020 = im R
= [ wisy a

(2) Para toda seminorma continua || - | : F — R e para todo caminho f €
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C(la, b, F), tem-se:

ﬂﬁ”:

lim I°(f,)

n——+o0o

= [1san a

(3) Se f € C([a,b], F), tomemos uma partigao P ={a =tg <t < ... <t <t =
b} tal que t; = ¢ para algum j € {1,2,...,k — 1}. Logo:

. . b . b
S AU T A )

b c b
[ r@ar= tm 2 =t 1)+t 20 = [ s [ a

b
/(f(t)+g(t)) dt = lim Ib(fn—i—gn): hm I°(f) + lim I°(gy)

n—-4o00 n—-4o0o

:/a (1) dt+/abg(t) dt

(5) Se f € C([a,b], F) e X € K, entao:

b
_ b _ b _ b _
J sy = tim 2L = Tm M) = Tim 20 = A / 0
Logo, a integral é um funcional linear continuo no espago C([a,b|, F'), satisfazendo as
condigoes (1) a (5). Para completar a demonstragao, falta apenas mostrar a unicidade

da integral. Supondo que existam dois elementos 1, Is € F' que satisfazem as condigoes
b

acima, temos pela condicao (1) que L(I;) = / L(f(t)) dte L(Iy) = / L(f(t)) dt para
todo funcional linear continuo L : FF — R. ﬁogo, para todo funcional linear continuo
L:F — R, tem-se L(I; — I,) = L(I,) — L(I,) = /b L(f(t)) dt — /bL(f(t)) dt = 0.
Pelo Coroldrio [3.3] segue que I; — I, = 0, ou seja, I Z I,. Portanto, se f e C(la,b], F)
¢ uma funcdo continua, existe um tnico elemento / b f(t) dt € F satisfazendo as

propriedades (1) a (5). O

3.4 Derivada de Gateaux

Nesta secao, introduziremos o célculo diferencial para fungoes definidas entre espagos
de Fréchet. Apresentaremos a seguir (com base no artigo [13]) a defini¢ao de derivada,

diversos exemplos e propriedades:
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Definigao 3.11. Sejam F' e G espagos de Fréchet e seja U C F aberto. Dizemos que
uma funcao f : U C ' — (G é Gateaux-diferenciavel em z, € U na direcao do

vetor h € F' se existir o seguinte limite:

. flwo+th) — f(xo)
D f(xo)(h) = 1151_1% ;
Neste caso, D f(xy)(h) é denominado derivada de Gateaux de f em xy na diregao de
h € F. Dizemos que f é Gateaux-diferenciavel em U se f for Gateaux-diferenciavel

em todos os pontos de U (na dire¢ao de todos os vetores h € F).

Observacao 3.5. Em alguns casos especificos de funcoes f : E — F' entre espagos de
Banach, para nao haver confusao com a derivada de Fréchet, denotaremos a derivada
de Gateaux por D¢ f(xo)(h).

Observacao 3.6. Assim, a derivada de Gateaux generaliza para espacos de Fréchet a
nocao de derivada direcional de aplicagoes entre espacos euclidianos. Dessa forma,
também podemos usar a notagdo ——(zo) para a derivada de Gateaux em xy na diregao

Oh

do vetor h.

Exemplo 3.16. Sejam F' e GG espagos de Fréchet e seja L : F' — (G uma aplicagao

linear continua. Entao, por definicao, temos que:

DLfea)() =y == g LRy 2O
— 5 1
- L
= limt (h) = lim L(h) = L(h)
t—0 t t—0

Portanto, toda aplicacao linear continua entre espacos de Fréchet é Gateaux-diferencia-
vel e sua derivada é ela prépria, ou seja, DL(x¢) = L para todo xy € F. Isto generaliza
para espagos de Fréchet o Exemplo [2.3

Exemplo 3.17. Seja F' um espago de Fréchet e seja f : (a,b) — F (ou seja, seja
f uma curva em um espago de Fréchet). Definimos a derivada de f como sendo a

derivada de Gateaux de f no ponto t € (a,b) na dire¢ao do vetor 1 € R:

(8 = DFE)(1) = i LEF L) = T

h—0 h h—0

Assim, temos uma definigdo andloga ao caso dos espagos de Banach (ver Exemplo [2.7)).

Exemplo 3.18. Sejam F' e G espagos de Fréchet e seja f : FF — G uma fungao
constante definida em um aberto U C F: f(z) = ¢ € G, para todo = € U. Entao, para
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quaisquer xg € U e h € F', temos:

DF(zo)(h) = lim L@ Tt = J@o) _ e=e 5 O oo

t—0 t t—0 t—0 ¢ t—0

Ou seja, a derivada de qualquer funcao constante entre espacos de Fréchet é nula.

Nos espacos de Banach, podemos fazer uma comparagao entre as derivadas de

Fréchet e Gateaux. Observe os dois exemplos a seguir:

Exemplo 3.19. Sejam E e F' espacos de Banach, seja U C E aberto e seja f : U C
E — F uma aplicacao Fréchet-diferenciavel em xy € U, ou seja, existe uma aplicacao

linear continua A = D f(xzg) : E — F tal que

f(xo 4+ h) = f(xo) + A(h) + R(xo, h), onde lim M = 0.
o ||A]]
Entao, podemos escrever o seguinte:
[ R(zo, th)|

f(zo+th) = f(xo) + Df(xo)(th) + R(x¢,th), onde lim

=0
=0 [tk

Como Df(zg) : E — F é linear, temos que D f(x¢)(th) =t - Df(xy)(h). Logo:

Portanto:
t- Df(xo)(h) = f(zo+th) — f(x0) + R(wo, th),

de onde segue que:

D f (o) (i) = 120 th) = [ (x0) = R, th)

Tomando o limite com t — 0, segue que:

f(zo +th) — f(x0) — R(wo,th)

D f(xo)(h) = 11_1301 D f(xo)(h) = 11_1}3

t
iy @0 T th) = f(wo) L R(wo, th)
t—0 t t—0 t
. . R(l’o, th)
= D)) —limg =9
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Note que:
i B0t _ o IBGo )] R NAL RG]
-0t =0 |t] t=0 [2[|] =0 |[th]]
R th R th
— i w.hmnhn — lim 1R (zo, th)|| IRl =0-||A] =0
-0 [|th]| 0 th—0 ||thl|
R(il')o?th)

Entao, 1ing = 0. Dessa forma, concluimos que:
t—

Df(x0)(h) = D f(zo)(h) — 0= D¢ f(xo)(h)

Portanto, se f é Fréchet-diferenciavel em zy € U, entao f é Gateaux-diferenciavel em

xg € U e as derivadas de Fréchet e Gateaux sao iguais.

Exemplo 3.20. A reciproca do Exemplo [3.19] nao é verdadeira, ou seja, nem toda

funcao Gateaux-diferenciavel entre espagos de Banach é Fréchet-diferenciavel. Para

ilustrar isso, vamos observar um exemplo do Célculo de duas varidveis. Seja f : R? —

R definida por:
2

Fay) = g e @) #£0.0)

0, se (x,y) = (0,0)

Podemos calcular a derivada direcional (ou seja, a derivada de Gateaux) de f na origem,

na direcao de qualquer vetor v = (a,b) € R%:

e Se v =(0,0), entao:

aﬁmnxm:hmfmﬁ%*ﬂ&m:hm—:hmozo

t—0 t t—0 t t—0

e Sev=(0,b) # (0,0), entao:

af _F((0,0) - tv) — £(0,0) . F(0,bt) —0
DeF0.0)(0) = 2 0,0) = 1img LEOLZSOO _y,, JOH 20
0(bt)2
N A L R A ) LA P
t—0 t t—0 t t—0

e Se v =(a,b) # (0,0) com a # 0, entdo:

_of _ . f((0,0) +0) — £(0,0) . f(at,bt) — 0
Paf(0.0)v) =5, (0-0) =iy t =Ty
a 2 a
. flat,bt) (m:)z(-lf()zn:yl . % , ab*t?
=1 = lim — " — [y & v
t—0 t t—0 t t—0 t t—0 a2t? + bitd
B ab®>  ab® b
it @ a
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Entao, f é Gateaux-diferencidvel na origem (na diregao de qualquer vetor v € R?).
Porém, f nao é continua na origem! Verificaremos isso da maneira usual do Célculo:
tomaremos dois caminhos que passam pela origem e observaremos que os limites de

f(z,y) com (z,y) — (0,0) sobre esses caminhos serao diferentes.

e Tomemos o caminho ~; definido por v, (t) = (¢,0) (ou seja, o eixo x). Temos que:

2 t- 02
lim f(z,y)= lim fy =lim -——=1im0 =0
(x(y)7€(0 ,0) (@ J)—>(t 0 2 +yt t=0t2+0 t—0
zy)em
e Tomemos o caminho v, definido por 1»(t) = (t*,¢) (ou seja, uma pardbola).
Temos que:
2 2 42 4 4
) . . Ty T te-t L t ot
o Rog T () = ( %LI%Q N e N TEIP TR L TR e b
(y)€v2 Y=
11
=lim—- = -
t—0 2

Entao, . l)m% f(z,y) nao existe, portanto f nao é continua em (0,0). Logo, pelo
0,0)

Corolario 2.1} concluimos que f nao é Fréchet-diferenciavel em (0, 0).

Alguns exemplos interessantes de derivadas de Gateaux ocorrem nas aplicagoes
P : C*(la,b],R) — C*([a,b],R) (que associam cada fungao C*°([a,b],R) a uma
outra fungao C'*([a, b],R)):

Exemplo 3.21. Considere a aplicagao P : C*([a,b],R) — C*°([a, b], R) definida por
P(f) = £ = f - f para toda funcio f € C([a, ], R), ou seja, (P(f))(z) = £(z) - £(x)

para todo z € [a,b]. Temos que:

P(f +th) — P(f) (f+th)-(f+th)—f-f

DP(f)(h) =lim = lim
t—0 t t—0 t
2 9 272 _ 2 9 272
i LRI 2 S PR R ok + th?)
t—0 t t—0 t t—0
=2fh+0=2fh

Entao, P(f) = f* ¢ Gateaux-diferencidvel e DP(f)(h) = 2fh.

Exemplo 3.22. Considere a aplicagao P : C*°([a, b],R) — C*°([a, b],R) definida por
P(f)=f>=f-f [ paratoda funcao f € C*([a, b}, R), ou seja, (P(f))(x) = (f(x))
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3. Espagos de Fréchet

para todo x € [a,b]. Temos que:

- P 3 __ f3
D7) = fiyg P TS
L PSR SRR 3R — 3 3tf2h 4 32 Fh% + 383
= lim = lim
t—0 t t—0 t

:liné(3f2h+3tfh2+th3) =3f°h+0+0=23f%h
1

Entao, P(f) = f3 ¢ Gateaux-diferencidvel e DP(f)(h) = 3f?h.

Exemplo 3.23. Considere a aplicacao P : C*([a,b],R) — C*°([a, b], R) definida por
P(f) = f' para toda fungao f € C*([a,b],R), ou seja, (P(f))(x) = f'(z) para todo

x € [a,b] (que é o operador derivagdo). Temos que:

P _ P ! / / th/ _ / th/
-WWW=%(”%?<ﬂﬂ%i#?izﬁﬁiri=m7
=limh' =h
t—0

Entao, P(f) = f’ é Gateaux-diferencidvel e DP(f)(h) = }'.

Exemplo 3.24. Considere a aplicagao P : C*([a,b],R) — C*°([a, b], R) definida por
P(f) = f™ para toda funcio f € C*°([a,b],R), ou seja, (P(f))(z) = f™(x) para todo

z € [a,b] (derivada n-ésima). Temos que:

. P(f+th)— P(f) . (f+ th)(") — f(”) _ f(n) +th(m — f(n)
DP(f)(h) = lim = g RO S
(n)
i i ) = )
t—0 ¢ t—0

Entdo, P(f) = f™ ¢ Gateaux-diferenciavel e DP(f)(h) = h™.

Exemplo 3.25. Considere a aplicagao P : C*([a,b],R) — C*°([a, b], R) definida por

P(f) = ff para toda fungao f € C*([a,b],R), ou seja, (P(f))(z) = f(x) - f'(x) para
todo = € [a,b]. Temos que:

DRI — tim DU = PU) o (F (S 4 th) = £

t—0 t t—0 t

 (fHth)(f +th) = ff . ff At tf R — ff
= lim = lim
t—0 t t—0 t
tfh +tf'h+t2f'H
= lim G s KU lm(fh' + f'h+tf'h')y = fh' + f'/h+0
t—0 t t—0
— fh/+f/h

Entao, P(f) = ff’ é Gateaux-diferencidvel e DP(f)(h) = fh' + f'h.
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3. Espagos de Fréchet

Apresentamos a seguir a primeira das (muitas) propriedades da derivada de Gate-

aux:

Proposicao 3.7. Sejam F' e GG espagos de Fréchet e U C F aberto. Sejam f,g: U —
G funcoes Gateaux-diferencidveis em xg € F e A € K. Entao, f+Xg: U — G ¢é
Gateaux-diferenciavel em z¢ e D(f + Ag)(xo) = D f(xo) + ADg(xo).

Demonstracao. Vamos verificar se a derivada de Gateaux

D(f + Ag) (o) () = Tim A9 @0 £H) = (f + Ag) (o)

t—0 t

existe e a qual expressao ela é igual:

D(f + Ag) (o) (h) = lim L2904 1) = ( + Ag) (o)

t—0 t
_ liH(l) f (o +th) + Ag(zo +tth) — f(x0) — Ag(wo)
iy £ @0 ) = f(wo) + Aglwo + th) — Ag(xo)
— 5% t
~ lim flxo + t}? — flao) | i Ag(zo + tf;) — Ag(zo)

zo + th) — g(x0)
t

= Df(wo)(h) + ADg(xo)(h) = (Df(x0) + ADg(x0))(h)

= Dy (o)) + A+ i &

Entao, f + A\g é Gateaux-diferenciavel e D(f 4+ Ag)(zo) = D f(zo) + ADg(xo). O

3.5 Resultados importantes do Calculo em espacos

de Fréchet

Nesta secao, apresentaremos (seguindo as ideias do artigo [13]) diversos resultados
envolvendo derivadas e integrais em espagos de Fréchet, tais como o Teorema Funda-

mental do Calculo e a Regra da Cadeia.

Definicao 3.12. Sejam F' e GG espagos de Fréchet e seja U C F' aberto. Dizemos que

uma funcao f : U C F — G é de classe C! se f é Gateaux-diferenciavel e a aplicacao

Df: UxF — G
(@0.h) — Df(zo, ) = Df(wo)(h) = lim L0 ) = (0

t—0 t

¢é continua.
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Teorema 3.6. Sejam X um espago topoldogico e F' um espaco de Fréchet. Seja f :

X X [a,b] — F uma aplica¢ao continua. Definamos a aplica¢io g : X — F por

:/abf(x,t) dt

Entao, g é continua.

Demonstracao. Como F' é um espaco de Fréchet, os abertos de F' sao construidos a
partir das seminormas. Entao podemos expressar a continuidade de f em termos de
cada uma delas. Sendo zgp € X et € (a,b), como f é continua em cada (x¢,t) €
X X la,b], temos que: para todo ¢ > 0, existe uma vizinhanga U C X de zq tal
que, para toda seminorma || - | em F, para quaisquer x € U e t € |[a,b] tem-se
1f(z,8) — flxo,t)] < ﬁ Entdo:

/abf(:lf,t) dt—/bf(xo,t) dt b(f(x,t)—f(xo,t)) dtH
S/jllf(m) f(@o,t ||dt</_dt © o lh—a)—=

b—a

lg() = g(zo)ll =

Logo, g é continua. O]

Lema 3.1 (Composicao entre curva e funcional linear). Seja F' um espago de Fréchet.
Se f : (a,b) — F é uma curva de classe C' e L : F — R é um funcional linear

continuo, entao a fun¢ao Lo f : (a,b) — R é de classe C' e neste caso tem-se:

(Lo f)'(t) = L{f(1))

Demonstragao. Como f : (a,b) — F é uma curva de classe C' e L : F — R é um

funcional linear continuo, temos que f e L sao Gateaux-diferencidveis (ver Exemplos

e , logo:

(Lo f)(t+sh) = (Lo f)(#) L(f(t+sh)) = L(f(1))

D(Lo f)(00) = lin 8 ~ ;
o f+sh) = f@O)N _ o (v flE+sh) = f(t)
Sty (HER) < (i )
= L(Df(t)(h))

Entao, a fungao Lo f : (a,b) — R é Gateaux-diferencidvel. Neste caso, temos:

(Lo f)(t) = D(Lo f)(#)(1) = LIDf(t)(1)) = L(f'(t))
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Considere agora a seguinte aplicagao:

D(Lof): (a,b) xR — R
(t,h) = D(Lo f){t)(h) = L(Df(t)(h))

Como f ¢ de classe C!, temos que a aplicacao

Df: (a,b)xR — F
(t,h)  — Df(t)(h)

é continua. Como L é continua e D(L o f) = L(Df), concluimos que D(L o f) é

é
continua. Portanto, a funcao Lo f : (a,b) — R é de classe C. O

Teorema 3.7 (Teorema Fundamental do Célculo para curvas em espagos de Fréchet).

Seja F um espago de Fréchet. Se f : (a,b) — F é uma curva de classe C', entao:

- / ’ £(t) at

Demonstragdo. Pelo Lema [3.1] temos que (Lo f)'(t) = L(f'(t)) para todo funcional
linear continuo L : F¥ — R. Como Lo f : (a,b) — R é uma funcao diferencidvel,

pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que:

(Lof)b) = (Lo f)a)= [ (Lofy) dt= L) - L) = [ L) d

Pela linearidade de L, no lado esquerdo da equacao, e pela definicao de integral em

espagos de Fréchet (ver Proposicao , no lado direito da equagao, obtemos:
b
Lo - sy =2 ( [ £ i)

L(f(b)—f(a)—/abf’(t) dt) —0,VL:F R

Logo:

Portanto, pelo Coroldrio [3.3] segue que:
10~ 5@~ [ F0 a=0= 10~ @ = [ £ty a

Lema 3.2. Sejam F' e G espagos de Fréchet. Se f: FF — G é uma fungao de classe

]

C' e sao fixados zg, h € F, entdo a curva g : R — G definida por g(t) = f(zo + th) é
de classe C' em t e ¢'(t) = Df(zo + th)(h).
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Demonstracao. Temos que:

gt +k)—g(t) . flzo+th+kh)— f(xo+th)
k—0 k kl—% k

= D f(xzo +th)(h)

]

Teorema 3.8. Sejam F e G espagos de Fréchet e seja U C F aberto. Se f : U C
F — G é uma funcao de classe C' e o caminho de xo a xo + h estd contido em U,

entao:

f@v+m—f@d=[:Dﬂm+ﬂmmdt

Demonstracao. Seja g : [0,1] — G a curva definida por g(t) = f(xo+th). Pelo Lema
, temos que g é de classe C'!, entao, pelo Teorema Fundamental do Célculo (Teorema

, temos que:

9(1) = g(0) = i g'(t) di

Pelo Lema [3.2] temos que ¢/(t) = Df(zo + th)(h). E, por defini¢ao, temos que g(1) =
f(zo+h) e g(0) = f(w). Logo:
1
oo +h) = fan) = [ Dfao +eh)(h) de
0
[

Lema 3.3. Sejam F e G espagos de Fréchet, U C F aberto, f : U C F — G de
classe C', 2o € U, h € F e ¢ € K. Entao:

Df(xo)(ch) = eD f(xo)(h)

Demonstracao. Primeiramente, consideremos ¢ = (. Neste caso, temos que:

D ()0 h) = D (a0)(0) = limy 20 0 = J150)

t—0 t t—0 t t—0

= 1m0 =0 =0- Df(wo)(h)

Agora, consideremos que ¢ # 0. Pela definicao da derivada de Gateaux, temos que:

Df(x0)(ch) = lim J (o + ctil) — f@o) _ ¢ lim flxo+ ctft) — f(z0)
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Substituindo u = ct, temos que se t — 0 temos u — 0. Logo:

Df(xo)(ch) = ¢+ lim f(zo + cth) — f(xg) — e lim f(xo +uh) — f(xo)

t—0 ct u—0 U

=cDf(zo)(h)

]

Lema 3.4. Sejam F' e GG espacos de Fréchet e seja U C F aberto. Se f: U C F — G

¢ uma funcao de classe C*, o € U, h € F e t € R é pequeno, entdo:

f(.%‘o -+ th) —
t

[ (o) — /1 Df(xg+uth)(h) du

Demonstragao. Pelo Teorema [3.8] temos que:

1
/ D f(xo + uth)(th) du= f(zg+1-th) — f(xo+0-th) = f(zo +th) — f(o)
0
Dividindo os dois lados por ¢, obtemos (com o auxilio do Lema |3.3)):

f(xo+th) — f(x0)
t

/1 Df(zo+ uth)(h) du =

]

Teorema 3.9. Sejam F' e G espacos de Fréchet, U C F aberto, f:U C F — G de
classe C*, xg € U e hi,hy € F. Entdo:

Df(xo)(h1 + h2) = D f(zo)(h1) + D f(xo)(h2)
Demonstracao. Temos que:
f(xzo + t(hy + ha)) — f(x0) = [f(xo + thy + tha) — f(xo + tha)] + [f(x0 + tha) — f(z0)]

Pelo Lema [3.4] temos que

flzo+thy) — f
t

(z0) _ /01 Df(zo + uthy)(hy) du

f(xo +thy +thy) — f(zo +th
t

1

) _ / Df(zo + thy + uths)(hs) du.
0

Somando estas duas equagoes, obtemos:

f(&?o + thl + thg) — f
t

1 1
(o) :/ Df(zo+uthy)(hy) du—l—/ D f(xo+thy +uthsy)(hs) du
0 0

102



3. Espagos de Fréchet

Entao:

f(.l’o + thl + thg) — f(ZL‘())
t

Df(wo)(hn + he) = lim

1 1
= lim |:/ Df((Eo + Uthl)(hl) du + / Df($0 + thl + Uthg)(hg) du:|
0 0

t—0

Considere X = R, entao, pelo Teorema [3.0, as integrais no lado direito da equacao sao

continuas na variavel t € X. Entao, segue que:

_ /01 Df (o + 0)(ha) du + /01 Df (2o + 0)(hs) du

_ /O Df(x0)(hy) du +/O D (o) (hs) du
= (1 = 0)Df(x0)(h1) + (1 = 0)Df(x0)(ha)
= D f(xo)(h1) + D f(x0)(h2)
O

Observacao 3.7. O Lema |3.3| ¢ o Teorema mostram que a derivada de Gateaux

D f(xo) é uma aplicagao linear.
Proposicao 3.8. Sejam F' e G espacos de Fréchet, U C F abertoe f: U C F — G
uma funcao de classe C* no ponto xy, € U. Entao, a aplicacao

Df(xo): F — G
b Df(eo)(h) = lim LT F ) = F(x0)

t—0 t

é continua.

Demonstracao. Como f é de classe C1, temos que a aplicacao

Df: UxF — G
(@0.h) — Df(wo.h) = Df(ao)(h) = lim L0 = T(20)

t—0 t

é continua. Logo, fixando xg € U, temos pelo Teorema que a aplicagao

Df(.%'o): F — G

ho— Dﬂmxm:g%f@ﬁ%?—f@@

é continua. n
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Lema 3.5. Sejam I’ e G espacos de Fréchet e seja U C F aberto. Por simplicidade,
suponhamos que U seja convexo. Seja f: U C F — G uma funcao continua. Entao
f é de classe C! se, e somente se, existe uma aplicacao continua L : U x U x F' — G,

com L(xg,z1)(h) linear na variavel h, tal que para quaisquer zg,x; € U tem-se

f(x1) = f(z0) = L(zo, 21) (71 — 70).

Neste caso, sempre temos que:
Df(xo)(h) = L(wo, x0)(h)

Demonstracao. Ver [13], paginas 77 e 78. ]

Teorema 3.10 (Regra da Cadeia para fungoes Gateaux-diferenciaveis). Sejam E, F' e
G espacos de Fréchet e sejam f: E — F eg: F — G fungoes de classe C*. Entao,
gof:E — G ¢éde classe C' ¢

D(g o f)(wo)(h) = Dy(f(x0)) D f(x0)(h).

Demonstracao. Por simplicidade, suponhamos que f e g sejam definidas em abertos
convexos, ou seja, sejam U C E e V C F abertos. Pelo Lema [3.5] como f e g sao de
classe O, temos que existem aplicagoes continuas L : U x U x E — F, L(xq,x1)(h),
e M:V xVxF — G, M(yo,v1)(k), lineares nas varidveis h e k, respectivamente,
tais que

f(x1) = f(wo) = Lo, 21)(21 — 70), Y0, 71 € U,

9(y1) — 9(vo) = M (yo,y1)(v1 — ¥o), Yyo,y1 € V.

Definamos uma funcao N : U x U x E — G por

N(xo,z1)(h) = M(f(20), f(21))(L(z0, 71)(h)).

Entao, N é continua, pois é obtida substituindo a terceira variavel da aplicacao M (que
é continua) pela aplicagdo L (que é continua). Além disso, temos que, para quaisquer
hl,hQGEeAEKS

N(xo,z1) (M1 + ha) = M(f(w0), f(21))(L(x0, 1) (A1 + ha))
= M(f(zo), f(z1))(AL(x0, 21)(h1) + Lo, 21)(h2))
= )\N(l’o, 1‘1)(h1) + N(Io, .Il)(hg)
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Logo, N é linear na terceira variavel. Sendo yo = f(x¢) e y1 = f(x1), consideremos

que yo,y1 € V. Temos que:

g(f(x1)) — g(f(w0)) = g(v1) — 9(vo) = M (yo, y1)(¥1 — %o)

M (f (o), f(1))(
= M(f (o), f(21))(L(z0, 71) (21 — 20)) = N (w0, 21)(21 — T0)

Portanto, pelo Lema , go f é de classe C'. Também pelo Lema , temos que
D f(o)(h) = L(zo,20)(h), Dg(yo)(k) = M(yo, y0)(k) e D(go f)(zo)(h) = N(zo,z0)(h).

Entao:
D(g o f)(zo)(h) = N(zo,20)(h) = M(f(x0), f(z0))(L(zo, z0)(h))
= Dyg(f(20))(Df(zo)(h))
O

Coroldrio 3.4. Sejam F' e G espacos de Fréchet. Se f : [a,b] — F uma curva de
classe C' ¢ g : F — G é uma funcao de classe C', entdao go f : [a,b] — G é uma

curva de classe C'! e

(g0 f)'(t) = Dg(f())f'(t).

Demonstragao. Por defini¢ao (ver Exemplo|3.17)), temos que (go f)'(t) = D(go f)(t)(1)
e f'(t) = Df(t)(1). Pela Regra da Cadeia (Teorema [3.10)), concluimos que g o f é de

classe C' e:

D(go f)(t)(1) = Dg(f())Df(t)(1) = (g0 f)(t) = Dg(f (1)) f'(t)

3.6 Motivacao para o Teorema da Aplicacao In-

versa em espacos de Fréchet

Como a topologia dos espagos de Fréchet é bastante diferente da topologia dos
espacos de Banach, é natural questionar se o Teorema da Aplicacao Inversa apresentado
em espacos de Banach (Teorema [2.6)) seria valido para espagos de Fréchet em geral ou

nao. Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 3.26. Seja C*°([—1, 1],R) o espago das fungoes f : [-1,1] — R de classe
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3. Espagos de Fréchet

C, que é um espaco de Fréchet. Considere o seguinte operador diferencial:

f

P O%(11LR) — C¥(-L1LR), P() = f ~of 0 = f—aff

Temos que:

P(f +th) — P(f)

DP(f)(h) = lim

t—0 t
g ) —a(f A th)(f +th) — f+aff
t—0 t
~ lim th—a(f+th)(f +th)+aff
t—0 t
— lim th —xff —tofh' —tahf — t2xhh/ + xf f'
t—0 t
/ / 2 /
iy W T RS R W — ahf — bl
t—0 t t—0

dh d
:h—:vfh’—th’:h—a:f——xh—f
dx dx

Logo, P é Gateaux-diferencidvel e de classe C*. Se f = 0, temos que P(0) = 0 —
z-0-0=0eque DP(0)(h) =h—x-0-h' —x-h-0 = h, ouseja, DP(0) = 1Id (a
aplicagao identidade). Assim, P(0) = 0 e DP(0) é um isomorfismo. Se o Teorema da
Aplicagao Inversa para espagos de Banach (Teorema fosse valido para espacos de
Fréchet, existiriam vizinhancas U,V C C*°([—1,1],R) da origem (ou seja, da funcao
identicamente nula) tais que P : U — V é um difeomorfismo. Porém, vamos mostrar
que isso nao ocorre! Seja g, = — + $—T Entao, g, — 0 em C*([—1,1],R), assim toda
vizinhanga V' da origem contémnelergéntos dessa sequéncia. Por outro lado, para toda
vizinhanga U da origem em C*([—1,1],R) e para toda funcao f € U, temos que f

pode ser escrita como uma série de poténcias em torno de zy = 0, ou seja:

o0

f(@) = ap+ a1z + axx® + azz® + ... = Zakxk
k=0
Logo:
f'(x) = a1 + 2a92 + 3asz® + day2® + ... = Z kapz" "
k=1
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3. Espagos de Fréchet

Entao:
P(fy=f—aff' =f-(1 —xf/) = (iakxk> . (1 —xikakxk_l>
k=0 k=1
= (Z ak$k> . (1 — Z k;akxk>
k=0 k=1
= (ag + a1x + apx® + azx® +...) - (1 — ayz — 2ap2* — 3azz® + ...)

= ag + (a1 — apay)x + (ag — a3 — agag)r® + (as — 3ajas — 3agas)z® + . ..
Se P(f) = gn, entao:
ap + (a1 — apar)z + (ag — a® — 2apaz)z® + (as — 3ayay — 3apaz)z® +... = — + —

Note que:

e Se n =1, temos que:
ap + (a1 — apar)z + (ag — at — 2apa)z* +... =1+

Entao, ag =1 e a; — aga; = 1, logo a1 — apa; = a; —a; =0, dai 0 =1, o que é

absurdo! Assim, concluimos que P(f) # g1.

e Se n = 2, temos que:

L7
2

N[ —

ap + (a1 — apar)z + (az — a3 — 2apaz)z® + ... =

N | —

1
Entao, ag = 2 a; — aga; = 0 e ay — a} — 2apay = —. Substituindo ag = 3 na

1
segunda equacao, obtemos a; = 0. Logo, substituindo ag = 3 e a; = 0 na terceira

1 1
equacao, obtemos as — 0 — ay = 2 ou seja, 0 = 5 o que é absurdo! Dai, temos

que P(f) # ga.

e De modo andlogo, podemos mostrar que P(f) # g3, P(f) # g4 e assim por

diante.

Procedendo dessa forma, concluimos que nao existe n € N tal que P(f) = g,. Entao,
para toda vizinhanca U da origem, temos que g, ¢ P(U) para todo n € N, entao
V = P(U) nao é uma vizinhanga da origem, o que é um absurdo! Isso mostra que o
Teorema da Aplicagao Inversa cldssico para espacos de Banach nao vale para espagos
de Fréchet.
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3. Espagos de Fréchet

Outros contraexemplos podem ser consultados no artigo de Hamilton [13], paginas
123 a 129. Esses contraexemplos motivaram a busca por versoes do teorema da
aplicacao inversa que fossem validas para espacos de Fréchet que nao englobassem
apenas os espagos de Banach. Desde a década de 1950, matemdticos como Nash [26],
Schwartz [30], Moser [24] e Sergeraert [31] deram contribuigoes importantes nessa linha
de pesquisa, e um ponto importante dessa trajetoria foi o artigo publicado por Hamil-
ton [13] em 1982, que apresenta com detalhes a constru¢ao do Teorema da Aplicagao

Inversa de Nash-Moser.

3.7 O Teorema da Aplicacao Inversa de Nash-Moser

A seguir, estabeleceremos algumas definigbes que serao importantes para a com-
preensao do enunciado do Teorema da Aplicacao Inversa de Nash-Moser. Exemplos e

mais detalhes podem ser consultados no artigo de Hamilton [13]:

Definicao 3.13. Sejam {|| - || }nen € {l| - ||, }nen duas sequéncias de seminormas em
um espago graduado X. Dizemos que {|| - |ln}nen € {|| - ||}, }nen s@0 mansamente
equivalentes de grau r e base b se ||f|l. < C| fllhs e Ifll, < C| fllnsr para todo

n > b (onde a constante C' pode depender de n).

Definicao 3.14. Sejam F' e G espacos de Fréchet graduados. Dizemos que uma
aplicacao linear L : ' — G satisfaz uma estimativa mansa de grau r e base b

Se

IL(ln < Ol fllnsr

para todo n > b (onde a constante C' pode depender de n). Dizemos que L é mansa

se satisfaz uma estimativa mansa para algum r e para algum b.

Definicao 3.15. Sejam F' e GG espagos graduados. Dizemos que F' é uma soma direta
mansa de G se existem aplicacoes lineares mansas L : F' — G e M : G — F tais

que a composicao M o L : ' — F' ¢é a identidade.

Definicao 3.16. Seja B um espaco de Banach. Dizemos que um espago graduado F'
¢ manso se ele é uma soma direta mansa do espaco X(B) das sequéncias exponencial-

mente decrescentes em B (ver Exemplo [3.10)).

Definicao 3.17. Sejam F e G espacos graduados, U C F abertoe P : U — G uma
aplica¢@o (nao-linear). Dizemos que P satisfaz uma estimativa mansa de grau r e

base b se

[PAln < CAA+ 1 llnsr)
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3. Espagos de Fréchet

para quaisquer f € U e n > b (onde a constante C' pode depender de n). Dizemos que
P é uma aplicacao mansa se P ¢é continua e satisfaz uma estimativa mansa em uma

vizinhanca de cada ponto de U.

Teorema 3.11 (Teorema da Aplicagao Inversa de Nash-Moser). Sejam F' e G espagos
mansos, U C F' um aberto e P : U — G uma aplicagdo suave mansa. Suponha que a
equacao para a derwada, DP(f)(h) = k, possui uma unica solu¢io h € VP(f)(k) para
quaisquer f € U e k € G, e suponha que a familia de inversas VP : U x G — F ¢é
uma aplicacdo suave mansa. Entdo, P € localmente invertivel e cada inversa local P~!

¢ uma aplicagao suave mansa.
Demonstragao. Ver [13], paginas 171 a 187. ]

A demonstracao deste teorema é construida a partir de um algoritmo cujo limite
resulta na aplicacao inversa que se deseja obter (esse processo é chamado por Ekeland
[8] de “procedimento de iteracao de Newton”), e essa demonstragdo é muito longa,
sendo formada por uma sequéncia de quase 30 resultados (cujas demonstragoes nao
sao triviais). Para mais detalhes sobre o enunciado e a prova do Teorema da Aplicagao
Inversa de Nash-Moser, sugerimos consultar o artigo de Hamilton [13], paginas 65 a
187. Aplicagoes deste teorema a Geometria Riemanniana e as Equagoes Diferenciais
Parciais, bem como generalizacoes que ja eram conhecidas no comeco da década de
1980, podem ser encontradas em [I3], paginas 187 a 221.

Um resultado mais forte (e cuja demonstragao é, curiosamente, menos complicada)
foi demonstrado por Ekeland [§] em 2011, e sua demonstracao é o foco do ultimo
capitulo deste trabalho. Antes de chegar 14, vamos estabelecer, no préximo capitulo,

alguns resultados importantes que nos ajudarao a entender essa demonstracao.
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Capitulo 4

Resultados de Teoria da Medida e

Analise Nao-Linear

Neste quarto capitulo, vamos apresentar alguns resultados de Medida e Integracao
para séries numéricas (Teorema da Convergéncia Monétona, Lema de Fatou e Teorema
da Convergéncia Dominada), o Principio Variacional de Ekeland e alguns resultados de

Analise Convexa que sao utilizados na demonstracao do Teorema da Aplicacao Inversa

de Ekeland.

4.1 Resultados de Medida e Integracao para séries

Relembraremos a seguir algumas nocoes béasicas de Medida e Integracao, com des-
taque para as versoes para séries do Teorema da Convergéncia Mondtona, do Lema
de Fatou e do Teorema da Convergéncia Dominada (que sao bastante desconhecidas
se comparadas as versoes para integrais em geral). Para um estudo mais aprofundado

sobre Medida e Integracdo, sugerimos consultar [11] ou [17].

Definicao 4.1. Seja {2 um conjunto. Um semi-anel S é uma colegao de subconjuntos

de €2 tais que:
(i) 0 es;
(ii) Se Si,S5; € S entao S1 NS, € S;

(iii) Se Sp, S E S sao tais que Sy C S, entao existem Sy,...,5, €S dleuntOb tals que
S\ Sy = U S;. Neste caso da uniao disjunta, utiliza-se a notacao U S; = Z S;,

Jj=1 Jj=1 Jj=1

ou seja, S\ Sy = ZSj.
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4. Resultados de Teoria da Medida e Andlise Nao-Linear

Exemplo 4.1. Sendo Q@ = N = {0,1,2,3,...} (o conjunto dos niimeros naturais),

considere a colegao de conjuntos S = P(N). Entao:
(i) 0 eS;
(ii) Se 51,55 € S, entao 51,5 C N, logo S1N Sy CN, dai S5NS, €8,
(iii) Se Sp, S € S sao tais que Sy C S, entdo ?\SO C N, ou seja, S\ Sy € S. Logo,

existe S = S\ Sy € S tal que S\S[):ZSj.

Logo, § = P(N) é um semi-anel.

Definicao 4.2. Seja & um semi-anel. Uma medida finitamente aditiva é uma

fungdo p : § — [0, +0o0] tal que se Sy,...,5,,5 € Se S = ZS" entao p(S) =

i=1

Z 1(S;). Uma medida o-aditiva é uma fungao u : S — [0, +00] tal que se S,,, S € S

eS= ZS” entdo u(S) = Z,u(S )

n=1
Exemplo 4.2. Consideremos no semi-anel S = P(N) a medida de contagem, ou

seja: u(A) = #Ase A€ S éfinito e u(A) = +oo se A € § é infinito. Temos que:

° A medida de contagem p é finitamente aditiva, pois se Sy,...,5,,5 CNe S =

ZS entdao u(S <ZS>:ZM(S
i=1
e A medida de contagem p é o—aditiva, pois se S1,...,5,,5 C Ne S = ZS,-

entao u(S (ZS) = i,u(S

Definicao 4.3. Seja €2 um conjunto. A funcao indicadora de A C ) é a fungao

A : 2 — R definida por:

1, sexe A
0, sex &g A

1A(l‘) =

Definigao 4.4. Seja ) um conjunto e seja S um semi-anel de subconjuntos de (2.

Dizemos que h : 2 — R é uma funcao S-simples se

h= er15j7
j=1
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4. Resultados de Teoria da Medida e Andlise Nao-Linear

ondery,...,r, €R, Sq,....5, € Sel, ..., 5, saodisjuntos. O espago das funcoes

S-simples ¢é denotado por
H={h:Q— R|h é S-simples}.

A integral de h relativamente a uma medida p: & — [0, +00) é definida por

I(h) = ru(S)).

j=1
Defini¢ao 4.5. Sejam t,,t € [—o0,+0o0]|. Dizemos que ¢, / t quando limt, =t e
t, < tpyq para todo n € N. Dizemos que ¢, \,t quando lim¢, =t e t, > t,,1 para

todo n € N.

Definigao 4.6. Sejam f,, f : @ — [—o00, +0¢]. Dizemos que f,, ' f quando f,(z)
f(z) para todo z € €. Dizemos que f, \, f quando f,(z) ~\, f(z) para todo z € .

Definigao 4.7. Seja f : Q — [0, +00| uma funcdo. Definimos a integral superior

de f por:
I*(f) :inf{ZI(hn) chy, € H, h, > O,Zhn > f}
n=1 n=1

Definicao 4.8. Seja 2 um conjunto. Uma o-algebra em () é uma colecao A de

subconjuntos de Q tal que ) € A e tal que dados A;, Ay, ..., A,,... € A tem-se
UAnEAeAgEAparatodonEN.

n=1
Defini¢ao 4.9. Sendo Q2 um conjunto, A uma o-dlgebra em Q e v : A — [0, +0]

uma medida o-aditiva, dizemos que (€2, 4, ) é um espaco de medida.

Definigao 4.10. Dizemos que (€2, .4,v) é um espaco de medida completo quando

dado qualquer A € A tal que v(A) = 0, entdo para todo £ C A tem-se F € A.

Exemplo 4.3. Seja S um semi-anel e seja p : S — [0, 4+00] uma medida o-aditiva.

A o-algebra de Lebesgue A é uma o-dlgebra tal que S C A e:

(L-1) Se f: Q2 — [0,400] é do tipo f = ZrnlAn, com A, € A er, > 0 real, entao

n=1

()= ral"(la,)-

(L-2) Definindo v(A) = I*(14) para todo A € A, entdo v : A — [0, +00] é uma

medida o-aditiva tal que o espago de medida (2, A, v) é completo.
(L-3) Se A C Q satisfaz AN S € A para todo S € S, entao A € A.
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4. Resultados de Teoria da Medida e Andlise Nao-Linear

Para uma demonstracao detalhada da existéncia da o-algebra de Lebesgue satisfazendo
as propriedades (L-1), (L-2) e (L-3), ver [I7], pdginas 39 a 47.

Definigao 4.11. Sejam 2 um conjunto e f : @ — R ou f : Q@ — [—00, +00] uma

funcao. Definamos o seguinte conjunto:

[f >r]={z€Q: f(z) >r}=f}((r,+00))

Definigao 4.12. Seja {2 um conjunto e seja A uma o-algebra em ). Dizemos que
uma fun¢do f: Q2 — Rou f: Q — [—00, +00] é A-mensuravel (ou mensuravel

relativamente a A) quando para todo r € R tem-se [f > 7] € A.

Definigao 4.13. Sendo f : Q@ — [0,4o00] uma fun¢do A-mensurdvel (ou seja, men-

surdvel relativamente a o-dlgebra de Lebesgue), definimos a integral de f por I(f) =

*(f).

Proposicao 4.1. Algumas propriedades da integral de fungoes A-mensuraveis f :

Q — [0, +o0]:
(i) Se f > g, entao I(f) > I(g).

(ii) Para toda funcdo A-mensurdvel f : Q) — [0,400] e para toda constante r > 0,

vale I(rf)=r-1(f).

(iii) Se f = ZrnlAn, com 7, > 0 real e A,, € A para todo n € N, entao:

n=1

I(f) = Z Tnft(An)

n=1

(iv) Para quaisquer fungoes A-mensuraveis f, : Q2 — [0, +0o0], tem-se:
I (Z fn> = I(fa)
n=1 n=1

Demonstracao. Ver [17T], pagina 66. O

Exemplo 4.4. Consideremos no semi-anel S = P(N) a medida de contagem, que é
o-aditiva. Consideremos a o-algebra de Lebesgue gerada pela medida de contagem.
Seja f : N — [0,400] uma funcdo qualquer (ou seja, uma sequéncia numérica de

termos positivos). Entao, para cada n € N, temos que f(n) € [0,400]. Definamos
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g: N — [0, +o0] por g(n Zf )1g3(n). Entdo, para cada n € N, tem-se:
7=0
00 n—1
=3 figy(n) =) FG)1gn) + f(n) 1wy (n Z F)1gy(n
Jj=0 Jj=0 j=n+1

=0+ f(n)+0=f(n)

= DT A = Y TG (1) = Zf EHEDIIC)

Logo, I(f) = Zf(j) Se os termos da sequéncia forem denotados por f(j) = aj,

entdo I(f) =) a;.
=0

Definicao 4.14. Seja X C (). Dizemos que uma propriedade vale em quase toda
parte em X (o que abreviamos como “vale q.t.p. em X”) quando existe um conjunto
de medida nula A C X tal que a propriedade vale para todo x € X \ A. Quando
X =, dizemos simplesmente que a propriedade vale q.t.p. (ou seja, vale em quase

toda parte).

Teorema 4.1 (Teorema da Convergéncia Mondétona). Consideremos fungoes f,, f :

Q — [0, +00] que sejam A-mensurdveis.

(i) Se f. / f qtp. (ou seja, se fo(x) 7 f(x) para quase todo x € Q), entdo
I(fa) 7 ICS).

(ii) Se fr, \d f q.t.p., com I(f1) < +oo, entdo I(f,) \ I(f)-
Demonstracao. Ver [17], pagina 73. O]

Teorema 4.2 (Lema de Fatou). Para qualquer sequéncia de fungoes A-mensurdveis

fn : 8 — [0, +00] vale:
(i) I(liminf f,) < liminf I(f,).
(i) Em consequéncia, se f, — [ q.t.p., entao vale I(f) < liminf I(f,).

Demonstragao. Ver [I7], pagina 100. ]
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Teorema 4.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam f, : Q@ — R™ ou f, :
Q — C funcgoes A-mensurdaveis tais que f, — f q.t.p.. Se existe uma funcdo integrdvel
g :Q — [0,+00] tal que g > |f.| ¢.t.p., entao as funcoes f, e f sdo integrdveis e

I(fn) = 1(f)-
Demonstragao. Ver [17], paginas 101 e 102. H

Se considerarmos fungoes mensuraveis na o-algebra de Lebesgue gerada pela medida
de contagem em S = P(N), obtemos as versoes para séries numéricas do teorema da
convergéncia monétona, do lema de Fatou e do teorema da convergéncia dominada.
Enunciaremos e demonstraremos a seguir esses resultados (ver [32] para mais detalhes),

com base na construgao da integral que fizemos no Exemplo [4.4]

Teorema 4.4 (Teorema da Convergéncia Mondtona para séries). Sejam (@i )nken €

(ax)ren sequéncias de termos ndao negativos tais que:

e para todo k € N, a, / ay quando n — +00;

e para todo n € N, existe uma constante C' > 0 tal que Zan,k < (C < .
k=0

o (o) (o0
E lim a,; | = lim g Qn ke
n—-+oo n—-+oo Pt ’

k=0

Entao:

Demonstragao. Considere a sequéncia de fungoes f, : N — [0, +oc] definida por
fn(k) = an e considere a fungao f:N—|0, —|—oo] definida por f(k) = ax. Entao,
temos que hm fn= Z ag e I(f,) = Z an . Para todo k € N, temos que

k=0
anr /" ar quando n — 400, ou seJa fn /‘ f quando n — +o00. Entao, pelo Teorema

da Convergéncia Monétona (Teorema , temos que 11111 I(f,) = I(f). Como f =
n—-+0o0

lim f,, segue que I(f) = I( lim f, |, logo I(f) = I( lim fn> = lim I(f,).

n—+o0o n—+oo n—+o0o n—+oo

Entao:
o oo o
E ap = ( lim a, k) = lim g Ak
n—+4o0 n—+o0o ’
k=0 k= k=0

]

Teorema 4.5 (Segunda versao do Teorema da Convergéncia Monétona para séries).

Sejam (anj)nken € (ar)ren sequéncias de termos nao negativos tais que:

e para todo k € N, a,  ~\( a; quando n — +00;

(o)
° E ay < 00.
k=0
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Entao:
o0 o0 o0
E ayp = ( lim amk) = lim E A, J;
n—-+oo n—-+oo
k=0 k=0

Demonstragdo. A demonstragao é andloga a do Teorema [£.4] bastando substituir

por \, onde for necessario. O]

Teorema 4.6 (Lema de Fatou para séries). Sejam (ani)nren € (ar)ren Sequéncias de

termos nao negativos tais que liminf a,, = ay. Entao:
n—4o0o

o (o) oo

E ap = <lim inf a,, k) < lim inf E o
n—-+o0o ’ n—-+00 ’

k=0 k=0 k=0

Demonstragao. Considere a sequéncia de fungoes f, : N — [0, +o0] definida por

fn(k) = anx e considere a fungao f : N — [0, +o0] definida por f(k) = ax. Entao,

temos que l,iij{.loffn =f, I(f) = kz_oak e I(f,) = Zan,k. Logo, neste caso, I(f) =

1 (lim inf fn> Pelo Lema de Fatou (Teorema (i)), temos que [ (hm inf fn) <

liminf I(f,,), entdo I(f) = I | liminf fn) < liminf I(f.). Segue que:
n—-+0oo

n—-+o0o n—-+o0o

o oo oo
Z ay = <1im inf an,k) < lim inf Q&
_ 0

n—-+00
k=0 k=

]

Teorema 4.7 (Teorema da Convergéncia Dominada para séries). Sejam (@i )n ken,

(ar)ren € (bg)ken Sequéncias de termos nao negativos tais que:

oo
° Zbk‘ < 00;
k=0

e para todo k € N, hIE Upjy = Qk;
n—-+00

e para quaisquer n,k € N, |a, x| < by.
Entao:

00 00
lim E Qp k= E ag
n—-+oo
k=0 k=0

Demonstrag¢ao. Considere a sequéncia de fungoes f, : N — [0, 4+00] definida por
fn(k) = any e considere as fungoes f,g : N — [0,400] definidas por f(k) = ay

e g(k) = by, respectivamente. Entao, temos que nl—lgloo fo = felful <g. Como
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. Pelo

I(g) = Z br < oo (por hipétese), temos que g é integrével (pelo Exemplo
k=0

Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema [4.3)), temos que I(f,) — I(f). Logo,

(o] [o.¢]
lim E an’k:E ak. O
n—-+400

k=0 k=0

4.2 Principio Variacional de Ekeland

Nesta se¢ao, vamos apresentar algumas nogoes basicas sobre fungoes semicontinuas
inferiormente (definidas em espagos topolégicos de Hausdorff em geral, tais como os
espagos métricos) e o Principio Variacional de Ekeland, o qual é um resultado impor-
tante da Teoria dos Pontos Criticos que serd utilizado na demonstracao do Teorema
da Aplicacao Inversa de Ekeland. Mais detalhes sobre funcoes semicontinuas inferior-
mente e o Principio Variacional de Ekeland podem ser encontrados nos livros [12] e
[31].

Definicao 4.15. Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff. Dizemos que um funcional
¢: X — RU{+00} é semicontinuo inferiormente se para todo a € R o conjunto
(¢ > a] = ¢~ ((a,+0)) = {z € X : ¢(x) > a} é aberto.

Definicao 4.16. Um espaco topologico de Hausdorff X é compacto se toda cobertura

aberta de X admite uma subcobertura finita.

Teorema 4.8. Sejam X um espago topoldgico compacto e ¢ : X — RU {+o0} um

funcional semicontinuo inferiormente. Entao:
(a) ¢ € limitado inferiormente;
(b) o infimo de ¢ € atingido em um ponto xy € X.

Demonstragao. (a) Como ¢ é semicontinuo inferiormente, temos que, para todo n € N,
o conjunto A, = {x € X : ¢(x) > —n} é aberto. Além disso, os conjuntos A, formam
uma cobertura aberta para X. Como X é compacto, temos que existe ng € N tal que

no
X = U A;. Entao:

j=1

no no
X=JA=J{zeX () > —j} ={r € X:¢(z) > —no}
j=1 j=1
Dessa forma, concluimos que ¢(z) > —ng para todo x € X, ou seja, ¢ é limitada
inferiormente.
(b) Seja | = in}f( ¢(z). Entado, como ¢ : X — R U {+oo} é limitada inferiormente,
xe

temos que [ > —oo. Suponhamos que o infimo [ nao seja atingido, ou seja, que nao
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1
exista © € X tal que ¢(z) = [. Assim, para todo = € X, temos que ¢(z) > [+ — para
n

algum n € N. Dessa forma, temos que:

XQHUI{xEX:gb(x)>l+%}QX:>X:RUI{:E€X:¢($)>Z+%}

Como X ¢é compacto, temos que a cobertura aberta formada pelos abertos B, =

1
{x € X : ¢(x) > 1+ — p também possui uma subcobertura finita, ou seja, existe n; €
n

" 1 1
N tal que X = U{xEX:gb(x)>l+—}:{xEX:¢(x)>l+—}. Isto implica
n=1 n n1

1 1
que ¢(x) > I+ — para todo = € X, ou seja, in)f( ¢(z) > I+ — (pois o infimo é superior
nq T€ nq

1
ou igual a qualquer cota inferior), dai { > [+ —, o que é absurdo! Entao, concluimos
n

1
que o infimo [ é atingido, ou seja, existe x¢ € X tal que in}f( o(x) = ¢(x0). O
BAS

Definigao 4.17. Dizemos que uma fungao ¢ : X — R U {+oc} é sequencialmente
semicontinua inferiormente se para toda sequéncia (z,) C X com limz, = x

tem-se ¢(xg) < liminf ¢(xz,,).

Proposicao 4.2. (a) Toda func¢ao semicontinua inferiormente ¢ : X — R U {+o0} é
sequencialmente semicontinua inferiormente.
(b) Se X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, entdao toda fungao sequenci-

almente semicontinua inferiormente é semicontinua inferiormente.

Demonstragao. (a) Seja (x,) C X uma sequéncia com limz, = xy. Suponhamos
inicialmente que ¢(z) < +00. Para cada € > 0, considere o conjunto aberto A = {z €
X @ o(x) > Pp(xg) — e}, Assim, xy € A, dal existe ng € N tal que =, € A para todo
n > ng. Entao, existe ng € N tal que se n > ng entdo ¢(z,) > ¢(xrg) — . Dal, obtemos
que liminf ¢(z,,) > ¢(x¢) — € para todo € > 0, entao liminf ¢(x,) > ¢(zo). No caso
em que ¢(xy) = +oo, tomemos A = {z € X : ¢(xz) > M} para cada M > 0, assim
x9 € A. Como A é aberto e z,, — xg, temos que existe ng € N tal que se n > ng
entdao =, € A = ¢(x,) > M. Logo, liminf ¢(x,) > M para todo M > 0, ou seja,
liminf ¢(z,,) = 400 = ¢(xp). Em ambos os casos, concluimos que se lim z,, = xy entdo
(o) < liminf ¢(z,), ou seja, ¢ é sequencialmente semicontinua inferiormente.

(b) Suponhamos que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade e que ¢ é se-
quencialmente semicontinua inferiormente. Suponhamos por absurdo que ¢ nao seja
semicontinua inferiormente, logo A = ¢ !((a,+0)) = {z € X : ¢(z) > a} nao é
aberto, ou seja, F' = A = {z € X : ¢(x) < a} ndo é fechado. Entdo, existe o € F\ F,
e neste caso ¢(xy) > a. Como X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, existe

uma base enumeravel {O,, },en de vizinhangas abertas de xy. Além disso, como z( € F,
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temos que F N O, # () para todo n € N. Assim, tomemos z, € F'N O, para cada
n € N. Logo, para toda vizinhanca U de xg, existe ng € N tal que z, € O, C U
se n > ng. Segue dai que limz, = x5. Como por hipdtese ¢ é sequencialmente se-
micontinua inferiormente, segue que ¢(z¢) < liminf ¢(x,). Como z,, € F, temos que
o(x,) < a, logo liminf ¢(x,) < a. Entao, a < ¢(zp) < liminf ¢(x,) < a, ou seja, a < a,
o que é impossivel! Portanto, se X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade e ¢ é

sequencialmente semicontinua inferiormente, entao ¢ é semicontinua inferiormente. [

Corolario 4.1. Se X é um espago métrico, entao as nogoes de fungao semicontinua

inferiormente e fungao sequencialmente semicontinua inferiormente coincidem.

Demonstracao. Como X é um espaco métrico, temos que X é um espacgo topoldgico e
satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (Exemplo . Entao, pela Proposicao
[1.2] toda fun¢do semicontinua inferiormente ¢ : X — RU {400} é sequencialmente
semicontinua inferiormente e vice-versa. Assim, as duas nogoes coincidem em espagos

métricos. O
Apresentaremos a seguir duas versoes do Principio Variacional de Ekeland:

Teorema 4.9 (Primeira versao do Principio Variacional de Ekeland). Seja (X, d) um
espago métrico completo. Seja ¢ : X — R U {+o0} um funcional semicontinuo

inferiormente e limitado inferiormente. Entao, dado qualquer € > 0, existe u. € X tal

que:
H(us) < inf o(z) + < (1)

o(ue) < o(u) + ed(u,u.), Yu € X com u # u,. (4.2)

Demonstragao. Ver [37], paginas 29 e 30. ]

Teorema 4.10 (Segunda versdao do Principio Variacional de Ekeland). Seja (X, d)
um espago métrico completo e seja ¢ : X — R U {+o0} um funcional semicontinuo

inferiormente e inferiormente limitado. Sejam dados € >0 ew € X tais que

6(7) < inf ¢(z) + . (4.3)

zeX

Entao, dado \ > 0, existe uy € X tal que:

¢(ux) < ¢(u) 4.4
d(u)\aﬂ> < A 4.5
d(uy) < d(u) + §d(u, wy), Y # uy (4.6)
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Demonstragao. Ver [37], pagina 30. ]

Observacgao 4.1. Como o Principio Variacional de Ekeland (em ambas as versoes) vale
para todo espago métrico, em particular temos que o Principio Variacional de Ekeland

vale para espacos de Banach e para espagos de Fréchet em geral.

4.3 Funcoes convexas subdiferenciaveis

No artigo de Ekeland [8], a prova do Teorema da Aplicagao Inversa de Ekeland se
baseia em alguns resultados auxiliares que sao relacionados com a ideia de subdife-
rencial de uma funcao convexa. Por isso, faremos a seguir uma breve exposicao
sobre fungoes convexas subdiferencidveis. Mais detalhes sobre Andlise Convexa e suas

aplicagoes podem ser encontrados, por exemplo, nos livros [1], [28] e [37].

Definicao 4.18. Seja X um espacgo vetorial topoldgico. Dizemos que uma fungao
f: X — R é convexa se f(ax + (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y) para quaisquer
rayeXel<a<l

Exemplo 4.5. Seja X um espaco vetorial topoldgico e seja T : X — R uma aplicacao

linear. Entao, T" é convexa, pois, para quaisquer z,y € X e 0 < a < 1:
T(ar+ (1 —a)y) =aT(z)+ (1 - )T (y) < oT(z) + (1 —a)T(y)

Exemplo 4.6. Sendo F um espago vetorial normado, temos que a funcao f : £ — R
definida por f(z) = ||z|| (a norma) é convexa, pois, para quaisquer z,y € F e 0 < a <
1:
flaz+ (1 —a)y) = llaz + (1 = a)y| < [loz]| + (1 — @)yl = allz]| + (1 — )|yl
— af(2)+ (1 - a)f()

Exemplo 4.7. Seja f : R — R definida por f(z) =1 — z?. Entao, tomando z = —1,

y=1lea= 3 temos que:

. f(ax+(1—a)y):f(—+—)=f(0)21—02:1

1

o af(e) +(1—a)f(y) =5 (-1 + 5 f(1) =504 5-0=0

1
Entao, tomando z = -1, y=1le a = 5 temos que f(az + (1 —a)y) > af(z) + (1 —

a)f(y). Portanto, f(x) = 1 — 2? ndo é uma fungao convexa.
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Definigao 4.19. Seja X um espaco vetorial topolégico e seja f : X — R uma fungao
convexa. Dizemos que g € X* (ou seja, g : X — R é um funcional linear continuo) é

um subgradiente de f em x se g satisfaz a seguinte desigualdade:

fly) > flz)+gy—2), Vye X

O conjunto dos subgradientes de f em x é chamado subdiferencial de f e denotado
por Of(x):
Of(x)={9€ X" fly) = f(x) + gy — x), Vy € X}

E possivel que df(z) = 0. Caso df(z) # 0, dizemos que f é subdiferencidvel em z.

Teorema 4.11. Seja f : X — R uma funcao convexa. Se f € continua em x € X,

entio Of (x) # 0 (ou seja, [ € subdiferencidvel em x).
Demonstragao. Ver [28], pagina 34. ]

Exemplo 4.8. Seja E' um espago vetorial normado. A fun¢ao norma ||| : £ — R é
convexa (ver Exemplo |4.6) e é continua em qualquer ponto zg € E (ver Exemplo|1.16]).
Entao, pelo Teorema [4.11], a norma é subdiferenciavel em qualquer ponto zy € E, ou

seja, existe um funcional linear continuo f: £ — R (isto é, f € 9| - ||(xo)) tal que:
[ z]] = llzoll + f(z — o), V2 € E
Em particular, pela desigualdade triangular temos que:
fl@ = o) < [l]| = llaoll < llz — o], Vo € E
Entao, para todo x € E, temos que:
f(@) = f(x+x0 — 20) < [l + w0 — 0| = [|]]

Observacao 4.2. Quando nao houver duvida sobre qual é a funcao convexa cujo

subdiferencial estamos considerando, podemos simplificar a notacao e escrever:

N(r)={g€ X" : f(y) > f(z) + gy —x), Yy € X}

Proposicao 4.3. Sejam (X, || - ||) um espago vetorial normado, (X*, || - ||«) o espago
dual de X, y # 0 um elemento qualquer de X e N(y) o subdiferencial da norma no

ponto y. Entao:
fEN(y) = Ifll="1e f(y) =yl
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Demonstragao. (=) Suponhamos que f € N(y). Entao, para todo y € X, temos que:
o —lyll =10l =1llyll = f(0—y) = f(=y) ==fy) = f(y) = [yl

o [yl =2lyll — llyll = 12yl = llyll = f2y —y) = f(y) = fly) < [yl

Entao, f(y) = |ly||. Além disso, para quaisquer z € X e A > 0, temos que:

Az +yll =yl
X\

Az +yll = llyll > fOz+y—y) = f(Ax) = M(z) = f(z) <

Logo:
A\x +y

f@) < ‘

|- 2] = s < o ) -

Tomando A — 400 na desigualdade acima, obtemos:

w1l

) _ )
U= tim s p@) < el +0= £(a) <

lim f(z) < lim H.:E+

A—400 A—~400

Pela Proposicao [1.11} temos que || f||. = sup{||ft(x)| : x € X e ||z| < 1}. Logo:

1flle = sup{[f(z)] -z € X e [Jz]] <1} <sup{]jz]|: 2 € X e [lz]]| <1} =1

LH =1 e que:

7 (o)l =t | = L] =

Entao, sup{|f(z)| : x € X e ||z|| <1} = 1. Portanto, ||f|. = 1.
(<) Suponhamos que ||f||« = 1e f(y) = ||ly||. Entdo, para qualquer x € X, temos que:

Note que

[zl =110l = f(z) = |[z]] = f(x)

Logo, para qualquer x € X, temos que:

2l = llyll = llzll = f(y) = f(z) = fy) = flz —y)

Portanto, f € N(y). O
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Capitulo 5

O Teorema da Aplicacao Inversa de
Ekeland

Neste quinto (e ultimo) capitulo, vamos apresentar o principal resultado deste tra-
balho: o Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland para aplicacoes entre espacos de
Fréchet, que generaliza o Teorema da Aplicacao Inversa de Nash-Moser (Teorema.
O Teorema da Aplicagao Inversa de Ekeland [§] foi publicado em 2011 e sua demons-
tragao se baseia nos resultados discutidos no Capitulo 4, em especial no Principio
Variacional de Ekeland. O desenvolvimento da prova do Teorema da Aplicacao Inversa
de Ekeland neste capitulo sera feito em varias etapas, as quais descreveremos a seguir.

Na primeira secao, demonstraremos um caso particular em espacos de Banach, que
¢ mais forte que o Teorema da Aplicacao Inversa do Capitulo 2. A demonstracao sera
desenvolvida a partir de dois resultados preliminares (devidamente estabelecidos no
comego dessa segao), do Principio Variacional de Ekeland e de um dos resultados de
funcionais subdiferenciaveis estudados no Capitulo 4.

A segunda secao deste capitulo é a parte mais importante deste trabalho: nela,
demonstraremos com detalhes o caso geral do Teorema da Aplicacao Inversa de Eke-
land para espacos de Fréchet. Serao utilizados o Principio Variacional de Ekeland e
diversos resultados de Anélise Convexa, e muitas ideias utilizadas na demonstragao
do caso particular para espacos de Banach também serao utilizadas na demonstracao
do caso geral. Ao combinar o primeiro teorema dessa secao com todos os corolarios
seguintes, obteremos o enunciado completo do Teorema da Aplicacao Inversa formu-
lado e demonstrado por Ekeland. Finalizaremos a se¢ao com a demonstracao de um
Teorema da Funcao Implicita obtido por Ekeland a partir deste Teorema da Aplicacao
Inversa.

O capitulo (e consequentemente o trabalho) serd finalizado com breves comentarios

acerca de generalizacoes e aplicagoes do Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland.
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5.1 O caso particular em espacos de Banach

Para compreender a ideia que serd utilizada para a demonstracao do caso geral
do Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland, vamos apresentar um caso particular
em espacos de Banach (seguindo os passos do artigo de Ekeland [8]). Para comegar,

apresentaremos dois resultados preliminares:

Proposicao 5.1. Seja X um espago de Banach e sejam z,y € X. Entao, existe um

funcional linear continuo f € 9| - ||(z) = N(z) (ou seja, um subdiferencial da norma

em z), possivelmente dependendo de y, tal que:

. T+ ty|| — ||z
T 7 P

t—0 t
t>0

Demonstra¢ao. Como a norma é subdiferencidvel em todos os pontos de X (ver Exem-

plo [4.8)), temos que existe um funcional linear continuo f € N(z) tal que:

o+ tyll = [[z]| + fle+ty —x) = [lo+tyl] — |zl = f(ty)
= e +tyll = [lz] = £ (y)

para quaisquer x,y € X e t > 0. Tomando o limite inferior com ¢t — 0, temos:

ol tyll =l _
lllgi}lonf ; > hrgblglff(y) = f(y) (5.2)
>0 >0

Por outro lado, temos (de modo andlogo a desigualdade (5.1))) que:

[ —tyll = llzl| + flz =ty —2) = [l —tyl| - [lz] = f(-ty)
= e =tyl = llz] = =tf(y)
[l — t?ill — Jl=| < f(y)

5 | < ) (5.3)

=

para quaisquer x,y € X et > 0. Entao, em particular, temos que:

[ + tyll = ll=]
t

|l + tyll = ll= + ty — ty||
t

< fly) = < f(y) (5.4)
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para quaisquer x,y € X et > (0. Tomando o limite superior com ¢t — 0, temos:

[ + tyll — ll=]

lim sup < limsup f(y) = f(y) (5.5)
t—0 t—0
>0 >0

Pelas desigualdades (5.2)) e ((5.5]), concluimos que:

ty| — ty|| —
1;(()) t t—0 t
t>0
Logo:
e+ tyll = lfl
lim ; = f(y) (5.7)
t>0

Portanto, existe um funcional linear continuo f € N(x) (subdiferencial da norma em

x), possivelmente dependendo de y, tal que Pr%
_)
>0

Lema 5.1. Sejam X e Y espagos de Banach. Suponha que F': X — Y é Gateaux-

diferencidvel. Sejam z e £ em X e defina uma fungao f : [0,1] — R por
f@) = [F(z+t)], 0 <t <1

Entao, f possui uma derivada a direita em todos os pontos do seu dominio e existe
algum g € N(F(xz +t£)) tal que:

/ Y
OES }ng(l)
h>0

flt+ h;i —IO _ DR+ 1))

Demonstracao. Temos que:

fi+h) =) _ [Fx+ E+hOI = [[F(z+ )]

h h
F(@+ 1+ Rl — I+t
h
_ P +t6) + Flz + 6 + he) — Fz + )| — || F(z + ) ||
h
Definamos z(h) = Flo+16+h) - Fle+ tf), de modo que F(x+t{+hl)—F(x+t€) =

h
hz(h). Entao, a equacao acima pode ser escrita como:

fE+h) = f(t) _ F(x+t€) + hz(h)|| - | F(x + )|
h h

(5.8)
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Como F' é Gateaux-diferenciavel, temos que:

lim 2(h) = Jim L& FEFhE) = Flo+ 1)

h—0 70 h = DF(z + t€)(¢) (5.9)

A principio, a fungao z nao esté definida no ponto h = 0. Como existe o limite }llirr(l) z(h),
_>
definamos h(0) = ;llh% z(h) = DF(x 4+ t£)(€) (o que também ird simplificar a notagao
—

em alguns passos posteriores). Temos, pela desigualdade triangular, que:

I F (2 + t€) + hz(h)|| = | F(x + &) + hz(0)[[| < [|hz(h) — hz(0)]
= [Al[z(h) = 2(0)] (5.10)

Considerando h > 0 (daqui em diante), a desigualdade (5.10|) pode ser reescrita como:
[F(z +t€) + hz(h) || — | F(z + ) + hz(0)[| < R|z(h) — 2(0)]] (5.11)
A partir da desigualdade ((5.11)), temos:

[1F(z +t&) + hz(h)|| — | F(z + t€) 4+ hz(0)[| < hl|z(h) — 2(0)]] (5.12)
[1E(x +t8) + hz(0)[| = |F(z + 1€) + hz(h)[| < hl[2(h) = (0)]] (5.13)

A partir das desigualdades (5.12)) e ((5.13)), temos, respectivamente:

[1F(x +t6) + hz(h)|| < hllz(h) = 2(0)[ + [[F'(z + £§) + hz(0)]] (5.14)
[1F (2 +t€) + hz(h)|| = || F(x + t&) + hz(0)]| — hl[z(h) — 2(0)]] (5.15)

Combinando a equagao (5.8)) e a desigualdade (5.14]), temos:

fE+h) = ft) _ Fe+1t8) +hz(h)|| - [|F(z + )]

h h
< hllz(h) = 2(0)|| + [[F(z + ) + h2(0)[| — [[F'(z + €]
N h
— 12(h) — 2(0)] + | F(x + t€) +h2’(2)|\ — [[Fz+ )] (5.16)

Tomando o limite com h — 0 na desigualdade ([5.16) e utilizando a Proposigao ,

temos que existe um funcional linear continuo g € N(F(z + t£)) tal que:

ft+h) - f() [F(z +t§) + hz(0) || — [|F'(x + )|l

lim < lim [l2(h) = 2(0)]] + lim :
h>0 h>0 h>0
= 0+49(2(0)) = g(DF(z +t)(¢)) (5.17)
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Combinando a equagao (5.8)) e a desigualdade (5.15), temos:

fE+h)—f@) _ NFx+18) + hz(h)|| - [[F(z + 6|

h h
o E (@ +t6) + hz(0)]| — Alj2(h) = 2(0)|] — [|F(z + ]|
= h
[E'(z + &) + hz(0) || — [[F(z + )]l
= . — [[2(h) = =(0)]] (5.18)

Tomando o limite com & — 0 na desigualdade (5.18) e utilizando a Proposi¢ao [5.1]

temos que existe um funcional linear continuo g € N(F(z + t£)) tal que:

FE+R) = O o P+ 1) +h(0)] = | P+ t6)]

lim

— lim ||2(h) — 2(0)|

h—0 h ~ h—0 h h—0
h>0 h>0 h>0
— g(2(0) + 0 = g(DF (z + £€)(¢)) (5.19)

Pelas desigualdades (5.17)) e ((5.19)), concluimos que:

g(DF(x + 1€)(€)) < lim 1T =)

< g(DF(x +1€)(E))

= |l L h;)l S0 _ 9(DF(z +t£)(§)) (5.20)
h>0

Portanto, existe algum g € N(F(x 4 t£)) tal que a derivada a direita de f existe e é
(

UL IO _ o(pp( + 1)), .

dada por f’ (t) = ]1113(1)
h>0

Antes de enunciar e demonstrar o caso particular do Teorema da Aplicacao Inversa

de Ekeland em espagos de Banach (o qual utiliza os dois resultados anteriores), vamos
apresentar uma versao mais geral do Lema que sera utilizada na demonstracao do

Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland em espagos de Fréchet:

Lema 5.2. Sejam X e Y espagos de Banach. Suponha que F : X — Y é Gateaux-
diferencidvel. Sejam z,& € X, y € Y e definamos uma fungao f : [0,1] — R por

f@) = [IF@x+t8) —yl, 0<t <L

Entao, f possui uma derivada a direita em todos os pontos do seu dominio e existe

algum g € N(F(x +t€) — y) tal que:

h>0

= 9(DF(z + t£)(£))

Demonstragao. Como F é Gateaux-diferencidvel e y é uma constante (portanto Gateaux-
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diferencidvel), temos que G : X — Y definida por G(z + t§) = F(x +t§) —y é
Gateaux-diferencidvel. Neste caso, temos que DG(x +t£)(€) = DF(z +t£)(§). Entao,
pelo Lema [5.1] a fungdo f(t) = ||G(z + t&)|| = ||[F(z + t£) — y|| possui uma derivada
a direita em todos os pontos do seu dominio e existe algum g € N(F(x + t§) — y) tal

que:

/ BT
fi(t) = }lllg(l)
h>0

flt+ h}z — f(®) = g(DG(z +t£)(€)) = g(DF(x + t€)(€))

]

A seguir, apresentamos o caso particular do Teorema da Aplicacao Inversa de Eke-

land em espacos de Banach:

Teorema 5.1 (Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland em espagos de Banach).
Sejam X e 'Y espagos de Banach. Seja F : X — Y wuma aplicacao continua e
Gateauz-diferenciavel, tal que F(0) = 0. Suponhamos que a derivada DF(z) tem uma

inversa a direita L(x), uniformemente limitada em uma vizinhan¢a da origem, ou seja:
e YveY, DF(z)L(x)(v) =v
o lz < R = |[L(x)|| <m

R

Entao, para todo y € Y tal que ||y|| < — e para todo p > m existe T € X tal que
m

1Zl| < R, [[zl| < plyll e F(Z) =7.

Demonstragao. Primeiramente, observe que se § = 0 entao ||| = 0 < % e, para
todo ;1 > m, existe T = 0 tal que [|Z|| = 0 < R, ||Z|]| =0 < -0 = pu||7|| e F(Z) =
F(0) = 0 = 7. Entao, daqui em diante, consideremos 7y # 0. Considere a fungao
f: X — R definida por f(z) = ||F(z)—7|. Entdo, f é continua (pois F' é continua, a
constante ¥ é continua e a norma ¢ continua) e ¢ limitada inferiormente (pois a norma
¢ limitada inferiormente). Temos que f(0) = ||F'(0) — || = ||0 — 7|l = ||y]| > 0 e que
f(0) < ;él)f(f(fb) + f(0). Tomemos ¢ = f(0) > 0. Entéao, pelo Principio Variacional
de Ekeland (Teorema m, que pode ser utilizado pois X é um espaco de Banach: ver
Observacao , temos que, dado r > 0, existe um ponto = € X tal que:

o /(@) < f(0);

e d(T,0) <, ou seja, [T < 7;

_ 0 _ _
o 1@ < f@) + W 7 va 2w
Temos que f(0) = |1F(0) ] = 0 -7 = | 5| = 7]l Tomando r = [, obtemos

que:
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o |1zl < wliyl;
0 _
° f( ):M:—,entao
roplll
1 _ _
(@) >f(l’)—;||l"—ff||7 Vo #T (5.21)
R R R
Além disso, como ||g|| < —, temos que m < I Sem < pu < I entao ||Z|| <
m Y Y
R R
w7l < G |7ll = R. Vamos analisar o outro caso, em que m < Il < p. Como
) Y

R R—-9
|7l < —, temos que existe algum ¢ > 0 tal que ||g|| = ——, logo ||Z|| < |7l =
m m
R—¢ 1 n
o —— = L (R —¢). Tomando pu = p,, = m + —, temos que ||Z|| < - (R—9),
m m n m

logo lim ||7|| < lim X . (R - §), entdo |7 < = - (R—8) = R —§ < R. Portanto,
n—00 n—o00 M m
|Z]| < R em ambos os casos. Assim, nos resta mostrar que F(Z) = 7. Suponhamos

que isto ndo seja verdade, ou seja, suponhamos que F/(T) # 7. Sejam u € X et > 0
tais que x = T + tu. Pela desigualdade (5.21]), obtemos:

F@+tu) > f(@) — %||f+ tu— 7
@+ tu) — f(z) > —%ntun

N _ L t
I1F(T + tu) =l = [[F(Z) =7l > —EHUH

£ + tu) — gl - [[F(Z) — ¥l
t

1
> ——|lu (5.22
u” | )

Como F' é Gateaux-diferencidvel (por hipdtese) e a constante 7 também é Gateaux-
diferencidvel, temos que a aplicagdo G : X — Y definida por G(z) = F(x) — 7 é
Gateaux-diferencidvel, e nesse caso temos que DG(z)(u) = DF(z)(u). Definamos a
fungdo ¢ : [0,1] — R por ¢(t) = |G(T + tu)|| = ||F(T + tu) — 7||. Pelo Lema [5.1]
temos que existe algum p € N(G(T + tu)) tal que:

g 1P 10 =T = WP @) =1 _ 80 =60) _ 1z 4
— p(DG(F)(u) = p(DF(F)(u)) (5.23)

Pela Proposicao 4.3 ||pl. = 1 e p(F (T + tu) — y) = | F(T + tu) — 7|, logo, tomando o
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limite com t — 0 nesta segunda igualdade, obtemos:

lim p(F (% + tu) — §) = lim |F(Z + tu) 7| = p(F(@) ~7) = |F(@) 7] (5249

t>0 t>0

Tomando o limite com ¢t — 0 na desigualdade (5.22)) e utilizando a equagao (5.23)),

obtemos:

NF@ ) =g~ [F@ -3l ] _ 1
lim t >~ lim —full = p(DF(E)(w)) > —u] - (5.29)

t>0 t>0

Tomando u = —L(Z)(F(Z) — ), temos que:
DF(@)(=L(x)(F(7) —y)) = —DF@)L@)(F(7) —y) = —F(@) +y (5.26)

Como ||Z|]| < R (o que ja provamos anteriormente), temos por hipétese que || L(Z)|| < m.
Entao, para todo vetor v € Y, temos que | L(Z)(v)|| < ||L(Z)]|||v]. A partir da equacao
(5.26) e da desigualdade (}5.25]), obtemos o seguinte:

p(=F(7) +y) = p(DF(T)(-L(T)(F(T) - 7)) = —%II — L(7)(F(z) - 9)|
> —%H — L@)|[[[F(7) -yl = —%HL(E)HHF(@ —ll (5.27)
Multiplicando a desigualdade por —1 e utilizando o fato de que ||L(Z)|| < m,

obtemos:
p(F(7) —y) < %IIL(E)IIIIF@) -7l < %IIF(E) — 7l (5.28)

Pela equacao ([5.24)), obtemos, a partir da desigualdade ([5.28)):

1F(7) =7l < %HL(T)IHIF(T) -7l < %HF@) — 7

— |F@) -7 < %HF(E) — 7 (5.29)

m
A partir da desigualdade (5.29), concluimos que — > 1, ou seja, m > p. Mas, por
hipétese, p > m, entdo supor que F(T) # 7 implica em um absurdo! Com isso,

concluimos que F(Z) = 7. Isto finaliza a demonstragao do teorema. O

Observacao 5.1. Vimos anteriormente que o Teorema da Aplicacao Inversa para
fungoes Fréchet-diferenciaveis em espagos de Banach (ou seja, o Teorema apre-
sentado no Capitulo 2) requer que a aplicagao f seja Fréchet-diferencidvel e de classe
C', que a derivada de Fréchet D f(zg) seja continua e que a inversa da derivada D f(z)

também seja continua. Por outro lado, o Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland para
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espagos de Banach (ou seja, o Teorema apresentado acima) requer que a aplicac¢ao
F seja Gateaux-diferencidvel (o que é mais forte do que ser Fréchet-diferencidvel) e que
a inversa L(x) da derivada de Gateaux possua uma cota superior em uma vizinhanga
da origem (ou seja, ndo é necesséario que a derivada ou sua inversa dependa continua-
mente de z). Portanto, o Teorema , ainda em espacos de Banach, é mais forte que
o Teorema 2.6l

5.2 O caso geral do Teorema da Aplicacao Inversa

de Ekeland

Como ja demonstramos com detalhes um caso particular para espacos de Banach
e também ja desenvolvemos diversos resultados acerca da topologia dos espacos gra-
duados e dos espagos standard (no Capitulo 3), estamos em condigoes de enunciar e
demonstrar o caso geral do Teorema da Aplicagao Inversa de Ekeland. A demonstragao
serd feita a partir de uma sequéncia de resultados que foram demonstrados por Ekeland
em 2011 [§].

O primeiro resultado que apresentaremos é o seguinte teorema que estabelece a

existéncia da aplicagao inversa sob certas condigoes:

Teorema 5.2 (Existéncia da aplicagao inversa). Sejam X = ﬂXk eY = m Yy,
k=0 k=0

espacos de Fréchet graduados, tais que Y € standard. Dados um nimero real R €

(0, +00] e um namero inteiro ko > 0, consideremos a bola
Bx(ko, R) :={x € X : ||z||x, < R}

(por exemplo, se R = +o0 entio Bx(ko, R) = X ). Seja F': X — Y wuma aplicagdo.
Sejam dados dois numeros inteiros diy > 0 e dy > 0 e duas sequéncias nao-decrescentes
my > 0 e mj, > 0. Suponha que, para todo v € Bx(ko, R), a aplicacao F satisfaz das

sequintes condigoes:
(1) F(0) =0;
(2) F € continua e Gateauz-diferencidvel;

(3) Para todo uw € X, existe um nimero real co(u) > 0 tal que:

vk eN, [[DF(x)(u)llx < caw)(malfullira, + [[F(2)]]1) (5.30)
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(4) Existe uma aplicagao linear L(x) : Y — X tal que DF(x)L(z) = Iy:
YoeY, DF(x)L(z)(v) =v (5.31)

(ou seja, DF(x) possui uma inversa a direita L(x));

(5) Para todo v €Y, tem-se que:

VEk €N, | L(z)(0)llk < millolleta, (5.32)
Seja Br > 0 uma sequéncia com suporte ilimitado satisfazendo o sequinte:

Vn €N, Zﬁkmkm;wlnk < 00 (5.33)

k=0

Entao, para todoy € Y tal que

> Bl < Pt g, (5.34)
k=0 Mo
existe um ponto T tal que:
F@) =7, (5.35)
I1Z ||, < R. (5.36)

Demonstragao. Se 7 = 0 (o qual satisfaz a desigualdade (5.34]), pois ZﬁkHOHk =
k=0
0< Bko—jrdQR), entdo existe T = 0 satisfazendo a equacao (5.35)) (pois F'(0) = 0 por
my,
hipétese)oe a desigualdade (5.36)) (pois [|0]|x, = 0 < R). Entao, consideremos daqui em
Bretds
K

>0

diante que § # 0. Primeiramente, vamos definir uma sequéncia (ay) por oy =

ﬁk+d2
/

Como, por hipétese, Biiq, > 0 € mj > 0 para todo k € N, temos que oy, =

para todo k € N. Além disso, como (por hipétese) a sequéncia () tem suporte
k+do

ilimitado, concluimos que a sequéncia (ay) definida por oy, = ——= também tem
my,
suporte ilimitado. Consideremos em X a distancia d definida por:
o0
d(zy,1q) := Z armin{ R, ||z — xa|x} (5.37)
k=0

Pela Proposicao , temos que (X, d) é um espago métrico completo. Vamos considerar
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a funcdo f: X — R U {+o0o} definida por:
@)= Bl F(x) — 7l (5:38)
k=0

A fungao f definida na equacao (5.38) é limitada inferiormente, pois cada uma das

normas | - || ¢ limitada inferiormente. Para todo = € X, temos que ||F(z) —g|lx > 0
e fBr > 0 para todo k € N, entdo f(z) = ZﬂkHF(x) —Yllx > 0 para todo =z € X.
k=0

Portanto, concluimos que:
0 < inf f(x) (5.39)

zeX

Como 1n)f(f(x) < f(a) para todo a € X, temos que:
xe

0 < inf f(x) < f(0) (5.40)
E, além disso, temos que:
£0) = "Bl F0) =gl = Bello—7lle = > Bellllx (5.41)
k=0 k=0 k=0

Entao f(0) > 0, pois ¥ # 0. Logo:

zeX

0 < inf f(z) < f(0) =) Billgllx < oo (5.42)
k=0
Seja (r,) C (X, d) uma sequéncia tal que x,, — x. Temos que:

lim inf f(z,) = lim igof; Brll F(zn) = 7l (5.43)

n—-+o0o

Pelo Lema de Fatou (Teorema [4.6]), obtemos o seguinte:

lim inf f(z,) = lim gg;mHF(xn) = 9lle =Y Bpliminf | F(z,) =7k (5.44)

n—-+oo
k=0

Pela Proposicao temos que x,, — x em todos os espacos X;. Como F é continua,

segue que:

;;@f lim inf | F(zn) = Fllx = ;@c dim | F(zn) — 7k

=" BllF (@) ~ 7l = f(2) (5.45)
k=0
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Combinando a desigualdade (5.44)) e a equagao ([5.45)), concluimos que:

o0

liminf f(z,) Z 1m1nf||F o) — Y|k = f(2) (5.46)

n—-+o00
k=0

Portanto, temos que f(z) < lim inf f(zy,), ou seja, f é uma funcao sequencialmente
semicontinua inferiormente (Ver Definicao u Segue do Corolario E 4.1| que f é semi-

BkﬁdQ —2R (pela desigualdade

continua inferiormente. Sendo 7 € Y tal que Z Brllgllx <
k=0 ko
(5.34) da hipétese do teorema), pelas propriedades dos niimeros reais podemos tomar

b hotd: B < b fotd: R Entio:

um numero real positivo R’ < R tal que Z Bellyllk <
k=0 ko ko

Zﬁk”g”k < 6ko+d2 R/ (547)

ko
Essa desigualdade voltard a ser mencionada mais adiante. Lembremos agora que a

funcao f definida na equacao ([5.38)) é inferiormente limitada e semicontinua inferior-

mente. Somando f(0) aos dois lados da desigualdade (5.39)), temos que:

f(0) < inf f(z) + £(0) (5.48)

zeX

Entao, existe ¢ = f(0) > 0 tal que f(0) < in}f{ f(z) + €. Pelo Principio Variacional
S

de Ekeland (Teorema m que pode ser utilizado pois X é um espago de Fréchet: ver

Observagao [4.1)), concluimos que, dado A > 0, existe T € X tal que:

f@) < f(0) (5.49)
d(z,0) < A (5.50)
€ — —

F(E) < F(@) + (e, 7), Vo £7 (5.51)

Tomemos A = R'ay,. Entao, podemos escrever a desigualdade ([5.50]) como:
d(Z,0) < R'ay, (5.52)

Pela desigualdade (5.51)), temos que:
0
f@)> 1@ - S = 1@ - 2 de ), vtz (659)
A R/Ckko
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Pelas equacoes ([5.38]) e (5.41)), a desigualdade ((5.49)) pode ser reescrita como:
Zﬁk”F(f) — Y[l < Zﬁk“ka (5.54)
k=0 k=0

Pela desigualdade triangular (vélida em cada uma das normas ||-||x), temos que || F'(Z)—

Yl > [|1F(@)||x — ||7]lx para todo k € N. Entao:
D BIE@ =3l = Y BUIFE@) ke = 7llk) = Y BellE@) Ik = D Bellglle (5.55)
k=0 k=0 k=0 k=0
Pelas desigualdades ((5.54)) e (5.55)), obtemos:
D B FE@ e =D Belllle <D Bl (5.56)
k=0 k=0 k=0

de onde obtemos:

Zﬁk“F(f)Hk < 225k”?||k <00 (5.57)
k=0 k=0

Suponhamos que ||Z||x, > R', assim T # 0, logo ||Z||x > 0 para todo k£ € N. Entao,
pela defini¢ao de d (ver equagao (5.37))), temos que:

d(T,0) =Y apmin{R,|[Z - 0]} = Y opmin{R, ||Z[|}
k=0 k=0
> Z armin{ R, ||Z||x}
k=0
ko 0o
=> apmin{R, |z} + Y apmin{R ||}
k=0

k=ko+1

ko
> Z apmin{ R’ ||Z||x} + 0

k=0
ko—1
= g, min{ R, 7|} + Y cp min{R', ||7]}
k=0
> O-’kOR/ +0= R’ako, (558)

o que contradiz a desigualdade (5.52)). Assim, ndo podemos ter ||Z||z, > R'. Portanto,
17|k, < R < R. Entao, é vélida a desigualdade (5.36). Para completar a demons-

tragao, precisamos provar a equagao (5.35)), ou seja, que F(Z) = 7. Comecaremos
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definindo a seguinte constante (que ajudard a simplificar alguns célculos posteriores):

0 1 <
A= £k — 2 Al (5.59

0 k=0

Assim, a desigualdade ((5.53)) pode ser reescrita da seguinte forma:
f(z) > f(7) — Ad(z,T), Vo #T (5.60)

Em particular, para quaisquer ¢t > 0 e u € X, temos que T + tu # Z. Entao, tomando
r=T+tucomt>0eu€& X nadesigualdade (5.60), segue que:

[T+ tu) > f(T) — Ad(T + tu,T) = —f(T + tu) + f(T) < Ad(T + tu,z)  (5.61)

Dividindo a desigualdade ((5.61f) por t, obtemos:

- f(T + tu) + % f(@) < é -d(T + tu, T) (5.62)

Desenvolvendo a desigualdade ((5.62) a partir das defini¢oes de d e f (ver equagoes
(5.37)e (5.38), respectivamente), temos que:

S _ B 1 & o A S . _ _
- > Bl F @+ tu) =7l + . > BlF@) -7l < 72% min{ R, |Z + tu — 7|}
k=0 k=0

k=0

1| - A .
= — [Z BrllF(@ + tu) — glle — Y _ Bill F(Z) —?\Ik] < ;Zak min{ R, |[tul|x}
k=0 k=0 k=0
Entao:

AE ,
< ?Z&k min{ R, t||uls} (5.63)

k=0

% [Z B+ )~ — 3 Bl F@) — Tl
k=0 k=0

Agora, suponhamos que F(T) # 3. Definamos v = F(Z)—y € Y eu = —L(Z)(v) (onde
L(T) é a inversa a direita de DF(T), vide equagcao ((5.31])). Entao:

DF(z)(u) = DF(7)(=L(T)(v)) = =DF(@)L(T)(v) = —v = =(F(7) —y)  (5.64)

Como Y é standard (ver Definigao ev=F(T)—7eY, temos que existem uma
constante ¢;(v) e uma sequéncia v, € Y (bem como uma constante ¢o(v,) para cada
n € N) tais que:

Vk e N, nl_i)rfoo o, —v|lx =0 (5.65)
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Vn €N, [[on[li < cr(v)]|v]l (5.66)

Vv k €N, |loalle < (co(vn))® (5.67)

Definamos u,, = —L(T)(v,). Pela condi¢ao (5) da hipdtese do teorema (vide equagao
(5.32))), temos que:

lun = ulls = | = L(@) (va) + L&) () [l = [IL(Z)(—vn + 0) & < myllv = vnllksa, (5.68)

Pela equagao (5.65)), concluimos a partir da desigualdade (5.68|) que:
VkeN, lm [lu, —ullp < lim my[lv — vnll5+a, =0 (5.69)

Logo, lir}rl ||un, — ul|x = 0 para todo k& € N. Usando novamente a equacao (5.32) da
n—-+0oo
hipétese e a desigualdade ([5.67]), obtemos a seguinte desigualdade envolvendo u,, e v,:

lunlle = 1| = L@) (wa) e = IL@) (va) |6 < millvallesa, < mi(co(va))***  (5.70)

para quaisquer n,k € N. Fazendo u = wu, na desigualdade (5.63) e uma pequena

manipulagao no lado direito, temos:

_1 e o] o0
— | 2 BellF @ + tun) =7l = > Bl F(@) — Tl
k=0 k=0

<Ay % min{ R, t|[un [}
k=0

(5.71)
Vamos estudar o que ocorre com a desigualdade (5.71) acima se ¢ — 0. Para isso,
precisamos verificar se os limites dos dois lados quando ¢ — 0 existem ou nao. Va-

mos comecar pelo lado direito. Fixando n € N, temos que, para todo k£ € N,
R tfun[k

R
% min{ R, t||u,|[x} = ax min {?, ; } = aj min {?, ||un||k} Definamos ~;(t) =

R 1
%min{R,tHunHk} = akmin{?, ||un|]k} Se t — 0, podemos tomar ¢ = —, com
s

s € N, e neste caso s — +00. Seja 0x(s) = %(%) = ,(t). Entao:

> S min{ R, tualle} = > () = Y dls) (5.72)
k=0 k=0 k=0

Temos que dx(s) > 0 para todo s € N (por definicdo). Também podemos observar
que se ¢ > 5 ento 5y(q) = (L) = o min{ Ry, llualle} > g min{Rs, funlle} = 5e(5),
ou seja, a sequéncia (dx(s))sen € crescente para todo k € N. Além disso, observe que
lim dx(s) = Em () = Sgrllooakmin{Rs,HunHk} = agl|un|lk, ou seja, d(s)

s—+00
ag||tn|lg- Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona para séries (Teorema (4.4)), con-
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cluimos que:

S$—+400

lim > " 0k(s) = ) agllunllk (5.73)
k=0 k=0
Entao, das equagoes (5.72) e (5.73)), segue que:

e O R R -
lim »  — min{R, t|lun]l} = ];;D%Z’Yk(t) = sginoozdk(s) = aillunlls  (5.74)
t>0 k=0 t>0 k=0 k=0 k=0

Multiplicando a equacao ((5.74)) por A (a constante definida na equagao (5.59))), obtemos
uma importante conclusao sobre o lado direito da desigualdade ([5.71)):

. — -
lim (Akz_o — mm{R,tHunHk}> = Akz_oakHunHk (5.75)

Agora, vamos estudar o que ocorre com o lado esquerdo da desigualdade (5.71]) se
t — 0. Definamos a sequéncia de fungoes g;, : R, — R por gi(t) = ||F (T + tu,) — 7|

Entao:

- [Z I+ ) =3l = 3 @) - ynk] -3 ~Pilorl®) = 9:l0)
- - - (5.76)

Pela desigualdade triangular, temos que ||T + tu,||x < ||Z||x + t||un|lz. J& vimos an-
/

teriormente que [|Z||x, < R < R, entdo, tomando ¢ > 0 tal que t < Tl ob-
- Unllko
temos que se 0 < t < € entao ||T + tun|lky < ||Tlke + tlltnllee < Tk + tlwnllr, <
R—R
R + Nunllke = R+ R — R = R. Podemos assumir, sem perda de generali-

[t [k,
/

dade, que ¢ < 1 (pois a conclusao anterior vale para qualquer ¢ < , incluindo

un”’ﬂo
quando t < 1). Como F é Gateaux-diferencidvel, temos pelo Lema que g possui

uma derivada a direita em todos os pontos do seu dominio e existe um funcional linear

continuo py ., € Nip(F (T + tu,) — 7) tal que:

, e gkt h) —ge(t)| L | ge(t 4 ) — gk(t)
(9,0 = [t 2LEW =00 _ P
h>0 h>0

= [P (DF (T + tun) (un))| < [[DF(T + tun) (un)[| (5.77)

(onde a tltima desigualdade segue do Exemplo . Além disso, para cada k € N,
considerando a funcao fi : [0,1] — R definida por fi(t) = ||F (T + tuy,)||x, temos pelo

Lema que fr possui uma derivada a direita em todos os pontos do seu dominio e
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existe um funcional linear continuo g, € Ni(F (T + tu,)) tal que:

h) — h) —
h>0 h>0

= @k (DF (T + tun) (un))| < [|DF(T + tun) (un)|| (5.78)
Pela condicao (3) do enunciado do teorema (desigualdade (5.30))), temos que:

IDE(T + tun) (un ) [k < co(un) (mpl[tnllera, + 1 F @ + tun)lx)
= Co () (mg[|vn|krar + f(2)) (5.79)

Pelas desigualdades (5.78]) e (5.79), temos:

() (8) < 1) (O] < coltm) (mulnllksa, + fu(E)), (5.80)

de onde obtemos que:

(/1) (8) = calun) fi(t) < coun)mulun |kt a, (5.81)

Multiplicando a desigualdade (5.81]) pelo fator integrante I(t) = el —ealun) dt — p—tea(un)

temos:

e (f) (1) = calun)e ™) fi(t) < ealun)im|un|psa e~ (5.82)

Integrando a desigualdade (5.82) de 0 a ¢, obtemos:

t

t
/ e (F)y () — ealun)e™ " fi(t) dt < / (1)t €2t
0 0
eftCQ (un)

(=ca(un))

= ') () — € fio(0) < —mug|luplkray €20 + | wn |l ksa, €°

t

—ic2 (U t —ic2lUu t

= [e7t2tn) f(6)], < | calun)millunllkra, - } = [=mullunllera e "0]
0

- e—tCQ(un)fk(t) —|F@)|x < _mkHunHkerle_tm(un) + M|t || pa;
= ) fi () + mpfun s a0 < mplunlliea, + IF@0: (5:83)

Multiplicando a desigualdade (5.83) por e*2(“») obtemos:

£ @)+ mpllugrea, < €20 (mu||unllira, + [1F@)||x) (5.84)
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Combinando as desigualdades (5.79)) e (5.84)), temos:

IDF(T + tun) (un)[|i < c2(un) (millunllkra, + fi(t))
< ea(un)e’ ™) (m|unliva, + |1 F(@)]1) (5.85)

Como 0 < t < 1, temos que e'2(n) < ee2(un) - Definamos Co(u,) = co(uy,)e®n),
Utilizando isto e a desigualdade ([5.70]), obtemos a partir da desigualdade (/5.85)):

IDF(Z + tun) (un) 6 < ea(un)e’™ (m|un/licra, + | F(@)]]1)
< eaun)e ™) (mumi g, (co(va)) T + || F(T)]|x)

= Co(un) (M yq,(co(vn)) % + ||F(7)]|1) (5.86)

Pelas desigualdades (5.77)) e (5.86)), obtemos:

[(96)} ()] < (IDF(Z + ) (un) |15
< Coun) (mamiyq, (co(va)) 5 + || F(T) 1)

= Colun)mumi g, (co(vn))" 5% + Co(un) | F(T)]lx (5.87)

para todo t € (0,1). Assim, a derivada (gx)’, é limitada. Pela Proposicao [1.15] segue

que g ¢ lipschitziana e que:

|96(t) = ge(0)] < (Colun)mumi, g, (co(va)) 5% + Co(un) [F(@)&) - ( = 0)
= (Colun)mumi g, (co(va))" T H® + Colun)|F(T)|1) - ¢

Multiplicando a desigualdade (5.88)) por %, obtemos:

B

ol ‘ < Bl g, (co(0a)) 0% 4 B Colun) [F@lx (5.89)

Pela desigualdade (5.57)), temos que ZﬁkHF(m)Hk < oo para todo x € X, entao

k=0
ZﬁkHF(T)Hk < 00, logo:
k=0
> B Ca(un)IF @)k = Calun) 3 Bl F@) 1 < o0 (5.90)
k=0 k=0

Como ¢y(v,) € R para cada n € N, temos que existe a, € N tal que ¢q(v,) < a, para
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cada n € N. Pela desigualdade ([5.33)), obtemos:

Zﬁk02(un>mkm§c+d1 (co(vn))* < Co(uy) Z/Bkmkm;9+dlafll < 00 (5.91)
k=0

k=0

Logo, pelas desigualdades (5.89)), (5.90) e (5.91)), concluimos que:

Zﬂk

9:lt) ~ 9:(0) ] S BuCalum s (o)) 43 Bl [P (@) .

k=0 k=0

entao:

9k(t) — gr(0) < oo (5.92)

> B
k=0

Portanto:

k=0

Tomando o limite com ¢t — 0 na equacao |D obtemos:

— —B(gi(t) — 91(0))

t—0 t
k=0 t>0 k=0
:%I:H()%( [ZﬁkHF T+ tun) =Yl — D BillF y||k]>

(5.94)

Tomando o limite com ¢ — 0 na desigualdade (5.71]) e utilizando as equagoes (5.75]) e
B9, segue que

> —=Bilgr) (0) = 12%( [Zﬁk“F T+ tun) —ka—ZﬁkHF ngD

t>0
< gg (AZ — min{R, t||un||k}> = A; vl (5.95)

Pelo Lema 5.2} temos que existe pr,, € Ni(F(Z) — ) (pois prn € Ne(F(T + tu,) —7)
et — 0) tal que:

(91)', (0) = lim M

= Prn(DF(T)(un)) (5.96)
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Logo, podemos reescrever a desigualdade ([5.95]) da seguinte forma:
Y —Bipen(DF(@)(un)) < A gl (5.97)
k=0 k=0
Como u,, = —L(T)(v,), temos que DF(T)(u,) = —DF(Z)(L(Z)(v,)) = —vy, logo:
Azak\|un|\k—AZ@kH — L()(vn) |1 —AZ%HL Ja)lle — (5.99)
Combinando as equagoes (5.98) e (5.99) com a desigualdade (5.97)), obtemos:
Zﬂkpkn vp) < AZakHL (vn) & (5.100)

Seja || - [|; a norma do espaco dual (X})*. Pela Proposicao [£.3] temos que [|pyn|; =1 e

Prn(F(T) =7) = | F'() = Yllr- Definamos ¢y (n) = Biprn(vn) € Yr(n) = ]| L(Z) (vn) [[x-
Com essa nova notagao, podemos reescrever a desigualdade ((5.100)) como:

> er(n) <A dhi(n) (5.101)

Pela definigao de ¢x(n), pelo fato de que pg,, é continua com ||pr,|/; = 1, pela desi-

gualdade (5.66)) e pela definicao de v, obtemos:

|0k (n)] = [Bepkn (0n)] < Brllprnllkllvalle < Brcr(v)]|v]l
= c1(V)Bkl (@) = 7l (5.102)

Pela defini¢ao de 1(n), pela defini¢ao de oy, pela desigualdade (5.32)), pela desigual-
dade (5.66]) e pela defini¢ao de v, obtemos:

()] = L)) e = L)) e < P v

= Brraol|Onllhtar < Brrarcr () [[0llkra, = €1(0)Brvar | F(T) = Gllorar  (5.103)

Pelas desigualdades (5.54)) e (5.47)), temos que, para todo = € X:

= Bro+dz
ZﬁkHF( =Yl < Zﬁk”?/”k < Pt pr <
k=0

ko
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Entao, em particular, temos que:

> BlIF@) —llx < 00 (5.104)
k=0

Assim, pelas desigualdades ((5.102)) e ((5.104)), temos:

o0

S leem)] <3 a@)BIF@) ~ Tl = a1(v) Y BllF(@) —Flle <00 (5.105)
k=0 k=0

k=0

E, pelas desigualdades (5.103) e (5.104)), temos:

S k)] <Y e1(0)Besa IF @) = Tllirar = 1(v) > Brvar | F(E) = Fllasas
k=0 k=0 k=0
v) Z Bl F(Z) = Yllx < e1(v) ZﬂkHF(T) =Yk < o0 (5.106)
k=d2 k=0

Pela desigualdade (5.69), concluimos anteriormente que ngrfoo |un, — ul|x = 0 para
todo k£ € N, ou seja, nl_lglooH — L(Z)(v,) + L(Z)(v)||xg = 0 para todo k € N, assim
lim || L(Z)(v,)—L(Z)(v)||x = 0 para todo k € N. Como ||-|| é uma norma, concluimos
Zlue nEIEOO(L(E)(Un) — L(%)(v)) = 0, ou seja, nEIEOOL(E)(vn) = nlirile(f)(v). Pela

defini¢ao de 1 (n), concluimos que:

lim_vi(n) = i ol L) (0,) e = o | L) 0)] (5107

n—-+4o0o

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada para séries (Teorema |4.7)), con-

cluimos que:
HETOOZW ZO%HL V)|l (5.108)

Pela Proposicao E temos que [[prnlli =1 € prn(F(T) —7) = [|[F(ZT) — Yk, ou seja,
Prn(v) = ||v||x. Entéo:

Prn(vn) = Vllk] = [Prn(vn) = Pen(©)] = [Prn(vn — 0)] < {IPrnllillve — vl
= |lvn — vllk (5.109)

Pela equacgao ([5.65)) e pela desigualdade (5.109)), temos que:
< — |l =
lim_{pin() — [l < Jim_ o, — ol = 0 (5.110)

n—+oo

Portanto, lim |pgn(vs.) — ||v|k| =0, ou seja, lim pg,(v,) = ||v]|k. Pela defini¢ao de
n—-+o0o n—-+00
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¢r(n), concluimos que:

lim ¢g(n) = nl_lgloo BiPrn(vn) = Brllv||k (5.111)

n—-+o0o

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada para séries (Teorema {4.7)), con-

cluimos que:

lim > " op(n) = Belloll (5.112)
k=0 k=0

n—-+oo

Tomando o limite com n — 400 na desigualdade ((5.101)), obtemos o seguinte a partir
das equagoes ((5.108)) e ((5.112)):

im S geln) < lim AS wnm) = S Aol < A alllL@ @)k (5:113)
k=0 k=0 k=0 k=0

n—-+o00 n—-+o0o

Pela definicao, ap = Bk—ﬁz. Entao, pela desigualdade ((5.113]), temos:
m

k
S Billvlle < A L@@ =AY Bg—zdzuf:(f)(v)m (5.114)
k=0 k=0 k=0

Pela desigualdade (5.32), temos que ||L(Z)(v)||x < m}||v||k+a, para todo k € N, entao
1L(@) ()l

7 < ||v||x+a, Para todo k € N, logo:
k

m

[e.9] o0 5 , _ o0
> Bellolle < AY =R L@) (0l €AY Brear [0 a, (5.115)
k=0 k=0 'k k=0

Entao:

D Billvlle <A Brrallvllesa, = A Billvlle < AD - Bellvlls (5.116)
k=0 k=0 k=0

k=d>

(o]
Assim, como Zﬁkﬂvﬂk > 0, concluimos que A > 1. Entao, pela equacao ([5.59),

k=0
concluimos que:

! > Bellwlls > 1 (5.117)

A= i
o
ko k=0

Multiplicando a desigualdade (5.117)) por R'ay, > 0 e utilizando a defini¢ao de ay,

obtemos:

> Bl > Ray, = %R’, (5.118)

k=0 ko
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o que contradiz a desigualdade (5.47)). Como a suposicao de que F(Z) # 7 levou a esta

contradigao, concluimos que F(Z) = 7. Entao, é valida a equacao (5.35). Dessa forma,

sob as hipdteses dadas, para todo iy € Y tal que Z Brllylle < %R (desigualdade
ko

k=0
5.34))), existe um ponto T tal que F(T) =7 (equagao (5.35))) e F(Z) = 7y (desigualdade

5.36])). Portanto, nessas condigoes, existe a aplicacio inversa =1 : Y — X tal que

F~1(y) = T (ou, mais geralmente, T € F~'(y) = {z € X : F(z) = 7}, caso a inversa
Ffl

seja multivalente). O

Pode-se verificar que diversas aplicacoes entre espacos de Fréchet satisfazem as

condigoes do Teorema 5.2l Um exemplo é o seguinte:

Exemplo 5.1. Considere a aplicacdo P : C*([a,b],R) — C*°([a, b],R) definida por
P(f) = f' para toda fungao f € C*([a,b],R), ou seja, (P(f))(x) = f'(x) para todo
z € [a,b]. Entdo, temos que DP(f)(h) = I’ (ver Exemplo [3.23). O espago X =Y =
C*([a, b],R) das fungoes f : [a,b] — R de classe C*° é graduado (ver Exemplo
e é standard (ver Exemplo com §2 = [a,b] C R e d=1). Temos que:

d

(1) PO) =+

(0) =0;
(2) P é continua e Gateaux-diferencidvel;

(3) Consideremos R = 400, de modo que Beeoo(japr)(ko, R) = C>([a,b],R) para
todo ko € N. Para quaisquer f,h € C*([a,b],R) e para todo k € N, temos que:

k k+1
IDPHBe = K]k =Y sup [R5 (@)] =S sup |19 (x)]
=0 z€[a,b] =1 z€[a,b]
k+1
<> gt D (2)] = |hllksr < [Blless + | PO
=0 z€|a,

Tomemos a sequéncia my = 1 para todo k € N (assim my > 0 para todo k € N).
Tomando a constante c3(h) = 1 e sendo d; = 1, obtemos a desigualdade (5.30)).

(4) Para todo f € C*([a,b],R), considere a aplicacao L(f) : C*([a,b],R) —
C*([a, b],R) definida por:

Temos que L(f) : C*([a,b],R) — C*([a,b],R) é uma aplicagao linear, pois,

145



5. O Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland

para quaisquer hq, hy € C*([a,b],R) e A € R, temos:

L(f)(h1+/\h2):/z(hl(t)qt/\hg(t)) dt:/xhl(t) dt+)\/zh2(t) dt
= L(f)(h1) + AL(f)(h2)

Além disso, temos que:

DPIL ) = 0P ([ a0 de) = 4 ([ nie) de) =)

Entao, L(f) ¢ a inversa a direita de DP(f) (satisfazendo a equagcao ([5.31))).
(5) Para quaisquer f,h € C*([a,b],R) e k € N, temos:

k

1L Bl =Y sup [[L(F)(R)]D ()]

=0 x€[a,b]
k

= sup [[L(A)(B)]()] + Y sup |[L(f)(W)] ()]

z€[a,b] =1 x€[a,b]

/a 0 dt‘ +i sup [R6~D(z)|

=1 z€[a,b]

< sup ((:I:—a) sup |h(t) )—I—Z sup |hY)(z)]

z€[a,b] tela,x] =0 x€[a,b]

< sup
z€la,b]

< (b—a) sup (sup |h(t)|> +Z sup |h(j)($)|

z€la,b] \ t€la,x] =0 z€a,b]
k—1
< (b—a) sup |h(z)|+ > sup [V (z)]

z€[a,b] =0 z€[a,b]

b—aZsup 1A (x |+Z sup |hY)(x)

= 0 T€[ab] j= o T€la,b]
k
=(b—a+1))_ sup [h9(z)] = (b—a+1)|hx

=0 z€[a,b]

Tomando a sequéncia mj, = b — a + 1 para todo k € N (assim mj}, > 0 para todo
k € N) e sendo dy = 0, obtemos a desigualdade (/5.32)).

o0
Seja Or > 0 uma sequéncia com suporte ilimitado tal que Z Bremymy, g, n* < oo para
k=0

todon € N, ou seja, (b—a+1) Zﬁknk < oo para todo n € N, logo Zﬂknk < oo para
k=0 k=0
todo n € N. Seja g € C*([a,b],R) uma fungao. Como C*([a,b],R) é um espago de
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Fréchet graduado, temos que ||g[[x < ||g|lx+1 para todo k € N. Se existir algum ny € N
tal que ||g|lx < mo para todo k € N (ou seja, se a sequéncia (||g||x)ken for limitada),

temos que:
o [e.e] o)
> Billglle <D Beno <D Brlno)*
k=0 k=0 k=0

Agora, suponhamos que nao exista nenhum ngy € N tal que ||g||x < ng para todo k € N.
Entao, para todo n € N, existe algum ko € N tal que ||g||, > n. Consequentemente,
lgllx > n para todo k > ko. Logo, para todo n € N, existe ko € N tal que (||g||x)* > n*

para todo k > kg. Nesse caso, vamos definir a seguinte sequéncia:

0, se k < ko
Br = 1
—— se k> ko
k<1l gllk)*

A sequéncia (f)ren tem infinitos termos maiores que 0, entao possui suporte ilimitado.

Logo, para todo n € N, temos que:

ko—1 00

Zﬁk”_zﬁk”szﬁk” <O+Zkk Zkknk: ﬁ<oo

k=ko HgH k=ko

Assim, concluimos que:

Zwm—me wah_ZM

k=ko

Entao, em ambos os casos (isto é, tanto faz se (||g||x)xen for limitada ou nao), a con-
clusao que obtemos é a mesma: se 8, > 0 for uma sequéncia com suporte ilimitado
oo oo

tal que Zﬁkmkm§€+dlnk < oo para todo n € N, entao ZﬁngHk < oo para todo

k=0 k=0
g € C*([a,b],R). Pelo Teorema .2 concluimos que existe f € C*([a,b],R) tal que

P(f) = g, ou seja, f' = g. Assim, existe a aplicagao inversa P~ : C*°([a,b],R) —
C>(la,b], R) tal que P~(g) = f, ou seja, P7'(f') = [.

A seguir, apresentaremos alguns corolarios obtidos por Ekeland [§] a partir do
Teorema [5.2k

Corolario 5.1. Sejam X = ﬂ XpeY = ﬂ Y} espacos de Fréchet graduados, com Y

k=0 k=0
standard, e seja F' : X — Y uma aplicacao satisfazendo as hipéteses do Teorema [5.2]

Entao, se x € Bx(ko, R), as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
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(3) Para todo u € X, existe um nimero real co(u) > 0 tal que:

Vk € N, [[DF (x)(u)lr < co(uw)(mu|lullera, + 1F(2)x)

(3B) Para todo u € X, existe um nimero real ¢,(u) > 0 tal que:

VE €N, [|DF(z)(w)llx < c(uw)(mulluflera, + [1F(@)]e +1)

Demonstragao. |(3) = (3B)|Supondo que a afirmacao (3) seja vélida, temos que, para

todo u € X, existe um nimero real cy(u) > 0 tal que:
Vk €N, [[DF(z)(u)lle < c2(w)(mal[ullera, + [1F(2)]lx) (5.119)
Seja cy(u) = co(u). Entdo, pela desigualdade (5.119)), temos que, para todo k € N:

IDF (z)(u)llk < co(u) (mal|ullisa, + [1F(@)lk) = 5 (w) (mllullira, + [1F(2)]]x)
< cy(u)(mpllullira, + 1 F(2)llx + 1) (5.120)

Logo, a afirmagao (3) implica na afirmagao (3B).

(3B) = (3) | Suponhamos que a afirmagao (3B) seja vélida. Entao, para todo u € X,

existe um nimero real ¢j(u) > 0 tal que:
vk €N, [[DF(z)(w)llx < c(u)(mulluflera, + [[F(@)]e +1) (5.121)

Como DF(z) : X — Y é linear, temos que DF(z)(0) = 0. Entao, tomando qualquer
c2(0) > 0, temos que ||[DF(z)(0)|[x = 0 < c2(0)(mg]|0]|xra, + [|F(2)|x). Assim, a

afirmagao (3) é vélida para u = 0. Agora, suponhamos que u # 0. Definamos cy(u) =

& (w) (1 +

). Entao, temos:
molulo

ca(w) (mu[[uflesar + [1F(2)|k) = 3(u) (1 + > (m[lulliray + [[1F(2)]lx)

My |||kt ||F(I)||k:>

m0||U||o

— () (mk||u|rk+d1 1)+

mol|ullo mol[ullo
(5.122)
Como as sequéncias (my)ren € (|| - ||x)ren 80 nao-decrescentes, temos que my > mq e

|| ulkva,

2 > 1. Logo, pela equagao
mol|ullo

ullkra, > |[ullo, logo mu||ul[kra, > mol|ullo, assim
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(5.122)), segue que:
|1 () Hk)

co(w) (M|l ksa, + |F(@)|]5) > &y(u) (mk||u||k+d1 +[[F(z)|lx + 1+ mol[ullo

> ch(u) (mul|ullpsa, + 1F(2)]lx + 1)
(5.123)

Pelas desigualdades (5.121]) e (5.123)), segue que, para todo k € N:

IDF (@) (u)lle < c5(u)(mallulliia, + 1F @)k +1) < c(u) (mallullsra + [1F()]x)

Logo, a afirmagao (3B) implica na afirmacao (3). O

Observagao 5.2. Sendo assim, pelo Corolario[5.1} o Teoremal5.2 poderia ser enunciado

com a condigao (3B) no lugar da condigao (3).

Observacao 5.3. E possivel generalizar o Coroldrio da seguinte forma: sob as

hipéteses do Corolario 5.1, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(3) Para todo u € X, existe um numero real cy(u) > 0 tal que:

VE €N, [|DF(2)(u)llx < ca(w)(mullullpra, + [1F(@)]]r)
(3C) Para todo u € X, existe um ntimero real ¢,(u) > 0 tal que:

VE €N, |[DF(x)(u)llx < cy(uw)(mellullia, + [1F()]lx +a)

onde a > 0 é uma constante qualquer.

Para mostrar que (3) implica em (3C), podemos utilizar o mesmo argumento da prova

de que (3) implica em (3B) e trocar 1 por a na tltima linha da desigualdade

Para mostrar que (3C) implica em (3), podemos tomar co(u) = cy(u) <1 + ﬁ
mol|Ullo

e seguir o mesmo passo-a-passo da demonstracao de que (3B) implica em (3). Dessa
forma, o Teorema [5.2| também poderia ser enunciado com a condigao (3C) no lugar da

condi¢ao (3).

Coroléario 5.2 (Sobrejecao local). Sejam X = m XrpeY = ﬂ Y} espagos de Fréchet

k=0 k=0
graduados, com Y standard, e seja F' : X — Y uma aplicacao satisfazendo as

—. Entao, para

condigoes de (1) a (5) do Teorema . Suponha que ||y||gyrd, <

0
todo p > mj, , existe algum = € Bx(ko, R) tal que ||z|r, < pllyllrora, € F(z) =y.
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Demonstragao. Como ||Y|lkgtds < temos que my ||y[lk+a, < R. Para todo

—
0
po> my, temos que my [|Yllkord, < #l|Yllkora,- Entdo, tomemos R’ < R tal que
M [Yllko+ar < B < pillyllko+a, (¢ possivel que mi [lyllroa, < B < R < pllyllrg+a, ou
/

R
m§€0||y||ko+d2 <R < M||y||ko+d2 < R) Logo, ||y||ko+d2 < m_lv de modo que podemos

ko o
"Ii - ||y||k0+d2
tomar um nimero h > 0 suficientemente pequeno tal que h < ——— , Ou seja,
> g
k=1
tal que:
=1 R
[Wllkoeas + 5D < — (5.124)
k=1 ko
Definamos a seguinte sequéncia (S )reny de nimeros reais nao-negativos:
0 se k < ko +ds
B = 1 se k= ko + dy (5.125)
h
se k > ko + do

Kk maxc{ ||y |k, memy, g, }

Note que (fx) é uma sequéncia com suporte ilimitado. Entao, para todo n € N:

[e%e) k‘o +do—1 [e'e)
/ k k / k
E Bemgmyq,n" = FMyya, | + E Bremimy_q,n
k=0 k=0 k=ko-+d2

o0
/ k
= E Brmumy,yq,m

k=ko+d2
oo
_ / ko+dso / k
- 6k0+d2mk0+d2mk0+d1+d2n + E Bkmkmk+dln
k=ko+da+1
00 ! k
—; photdz | Z himpmy, q,n
KFmax{[[y[le, mim 4, }
k=ko+da+1 ’ ktd
o
hn*
/ ko+d2 E
S mk0+d2mk’0+d1+d2n + k
k=ko+da+1
(5.126)
= hn*
Vamos estudar a convergéncia da série g —2 que aparece no lado direito da
k=ko+da+1
desigualdade (5.126)). Temos que:
hnkt1l
. (Eaa! I hn*+1kk ! nkk
im |———|=lm ————— = lim ——+—
k—»+00 hki: k—+oo hnk(k + 1)kl k—too (k4 1)k

< fim Mg,
1m = 1m =
T k—=+oo l{?k<k’ + 1) k——+oo k + 1

(5.127)
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hnk+1

Pela desigualdade ([5.127)), concluimos que klim (ktll): i 0, logo a série Z ik
—4o00 hnz
k=ko+d2+1

é convergente. Pela desigualdade ([5.126)), concluimos que:

o0 o0

hnk
/ k ! k0+d2
E Bremami g, 0" < Mgy ay Ml 4y 4 a0 + E: —n <X

k=0 k=ko+d2+1
Entao, a sequéncia (fj) satisfaz a desigualdade (5.33) que é uma das hipéteses do
Teorema Pela definicao de (k) na equagao ([5.125)) e utilizando a desigualdade
(5.124)), temos também que:

00 ko+da—1 [e'e)
> Brellylls = ( > /BkHka) + Bro-+ds Y|l ko+az + < > 51:“ka:)
k=0 k=0 k=ko+da2+1
S hllyllx
= [|yllxo+a> +
o kk§2+1 Kk max{[|y[xmamy, g, }
—~ h “h R
<lollsora + Y 75 < Mollkorar + D 15 < — (5.128)
k=ko+da+1 k=1 ko

Entéo, pelo Teorema [5.2] existe z € Bx(ko, R') (ou seja, ||z, < R') tal que ||z, <
R < pllyllkg+a, € F(x) =y. Como R < R, segue que existe x € Bx(ko, R) (ou seja,
[zllky < R) tal que [|z([x, < pllyllrg+ar (0go 2l[ke < pllyllro+ar) € Flz) =y. O

Corolario 5.3. Considere as seguintes bolas:

By(ko, R) = {z € X : |2|ls, < R} (5.129)
R R
By (ko +do,— | = Y: 1
(b0 ) = {v ey o < o} (5.130)

Entao, a aplicacdo inversa F~! : Y — X (sob as hipdteses do Corolério estabelece

R
uma aplicagao entre as bolas By (k‘o + ds, —,) e Bx(ko, R), a aplicagao inversa F'~1 :
mko

R
By (kg + do, —/) — Bx/(ko, R) pode ser multivalente, ou seja,
ko

F~'(y) = {z € Bx(ko. R) : F(z) =y} (5.131)

R
e F~1(y) # 0 para todo y € By (ko + ds, m_’>

ko

R
Demonstragao. Pelo Corolario temos que se y € By (ko —|—d2,—,) (ou seja,
m

ko

R
Yl kordy < p— ) entao existe x € Bx(ko, R) (ouseja, |||, < R) tal que F(x) =y, logo
ko
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existe © € Bx(kg, R) tal que z € F~!(y). Entdo, F~! estabelece uma aplicagao entre

R R
as bolas By (ko + do, —,) e Bx(ko, R). Como para todo y € By (ko + do, —,)

mk:o k?()
existe # € Bx(ko, R) tal que * € F~!(y), concluimos que F~!(y) # () para todo

R
y € By (ko + do, —,) Assim, F~! pode ser multivalente (ou seja, para todo y €
ko

R
By (ko + do, —,), o conjunto F~!(y) tem um ou mais elementos). O
mko
Observacao 5.4. Um exemplo em que a aplicacao inversa é multivalente é o Exemplo
5.1 P : C*([a,b],R) — C*([a,b],R) definida por P(f) = f’. Considerando, por
exemplo, a fungao g € C*([a,b],R) definida por g(x) = z, existem infinitas fun¢oes
f € C>(la,b],R) tais que f € P~1(g):

Po) = {f € Xl R) ' =g} = {1 € Ol B): flo) = 5 +C. CE R}

Corolario 5.4 (Inversa lipschitziana). Sejam X = ﬂ XpeY = ﬂ Y, espacos de
k=0 k=0
Fréchet graduados, com Y standard, e seja F' : X — Y uma aplicacao satisfa-

zendo as condigoes de (1) a (5) do Teorema . Entao, para quaisquer yg,1y; €

R
By (ko + ds, —/), o € F Y (yo) e p > my,, temos:
my,

inf{||zo — x1l[gy : 21 € F~' (1)} = inf{|[zg — 1|, : F(21) = 91}
< :U'HyO - y1||k0+d2 (5'132)

Demonstragao. Tomemos algum R’ > 0 tal que R’ < R e max{||yollko+dss U1l ko+ds } <
R R

Entao, yo,y1 € By (k’o + dy, —,) Consideremos o segmento de reta y; =
my my
Yo + t(y1 — v0), 0 < t < 1 (ou seja, o segmento que liga ¢ty a t;). Como as bolas

em um espaco vetorial normado sdo convexas (Exemplo |1.12]), concluimos que y; €
/

R R
By (k:g + d, —/) para todo t € [0,1], entao ||y|lx+a» < —— para todo t € [0, 1].
My, My,
Logo, para todo t € [0, 1], temos pelo Corolario que existe x; € F~(y;) tal que

|ze||ke < R'. Para cada t € [0, 1], definamos a fungao F; : X — Y por Fi(z) = F(z +
;) — y;. Assim, considerando as hipdteses do Teorema [5.2] temos que ||z + 2|k, < R.
Logo:

[2llke = Iz + 20 = 2ellgy < ll2 4 @ellgo + | = zelln < R+ R

Temos que:
(1) F(0) = F(0+x¢) —ye = F(xr) — yr = 0;

(2) Em relacao a variavel z € X, temos que F é continua e Gateaux-diferencidvel
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(por hipétese) e y; também é (pois y; é constante com relagdo a z), entdao F; é

continua e Gateaux-diferenciavel. Neste caso, temos que, para todo u € X:

Fy(x + su) — Fy(z) Flx+su+mz)—y — Flz+ ) +y

DE()(w) = 5 = ;
F - F
s— S

(3) Por hipétese (condigao (3) do Teorema[5.2), temos que, para todo u € X, existe
um numero real cy(u) > 0 tal que | DF(z)(u)|lx < co2(w)(mygl|ulpra, + || F(2)||x)
para todo k € N (ver desigualdade ([5.30))). Logo, para quaisquer u € X e k € N,

temos:
IDF(2)(w)|lx = [[DF(x + @) (u)|[x < ca(w)(millullpra, + [[F(z + 20)|x)
= co(uw)(myl|ullpra, + [ Fe(z) + yellk)
< ca(w) (mul|ulra, + [[F(@) |16 + llyels)

R/
< a(u) (mull + 1B+ 27

ko

Pela Observagao [5.3] temos que existe um nimero real d(u) > 0 tal que:
IDFy(z) (W)l < c5(w) (millullsra, + 1 Fe(2)])

(4) Por hipétese, temos que existe uma aplicagao linear L(z 4+ x;) : Y — X tal que
DF(x+x) L(z+x¢) = Iy (ver desigualdade (5.31))). Entao, DF;(x)L(z+x;) = Iy.
Definindo L; : Y — X por Li(x) = L(x + x;), temos que DFy(x)L,(z) = Iy.

Portanto, DF;(x) possui uma inversa a direita L;(z).

(5) Por hipédtese (ver desigualdade ([5.32))), temos que, para quaisquer v € Y e k € N,

| L(z 4+ x¢)(v)||x < mp||v||k+a,- Entdo, para todo v € Y, tem-se que:

Vk € N, [|Li(z)(v) s < mil|vllera,

Entao, a aplicacao F; : X — Y definida por Fy(x) = F(z + ;) — y; satisfaz todas as
condigoes de (1) a (5) do Teorema [5.2] com |z|ly, < R + R'. Temos, em particular,
que Fy(x) = F(x + x9) — yo satisfaz as condigoes de (1) a (5) do Teorema com
|z, < R+ R'. Note que Fy(z — x9) = F(x — x9 + x9) — yo = F(x) — yo. Se
y = F(x), entdao Foy(x - x9) = y — yo. Pelo Corolario aplicado & funcao Fy, se

1y — Yollke+ds < —— entdo, para todo p > mj, , existe z — zg € Fy '(y — yo) (ou
ko

153



5. O Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland

seja, x € F~1(y)) tal que:

HJ? - IOH’CO < N”y - yOHko-l-dz

Para todo z; € F~'(y;), temos que Fy(z; — zo) = F(z1) — yo = y1 — yo. Observe
, " R R+ R .
também que HyO - y1||ko+d2 < HyOHkoerz + Hy1’|k0+d2 < — + — < m . Entao,
ko ko ko

existe algum 2} € F~'(y;) tal que:

121 = ollry < pllyr = Yollno+a

Como || - ||z, ¢ uma norma, temos que ||z; — zo||x, > 0 para todo x; € F~(y;), entao

o conjunto {|lz; — zo||x, : 1 € F~'(y1)} é limitado inferiormente, assim possui infimo.

Portanto:
inf{[|z1 — 2olls, : w1 € F~' (1)} < 12} — wollee < pillyr — Yollno+as
Assim, provamos a desigualdade ([5.132)). n

Corolario 5.5 (Regularidade finita). Sejam X = ﬂ XpeY = ﬂ Y}, espacos de
k=0 k=0

Fréchet graduados, com Y standard, e seja F' : X — Y uma aplicagao satisfazendo as

condigoes de (1) a (5) do Teorema[5.2] Suponhamos que F se estende a uma aplicagao

continua F : Xy, — Yy, 14, € tomemos algum ponto y € Vi, 1a, tal que |y|lkord, < —-
ko

Entdo existe algum ponto z € Xy, tal que ||z]|s, < R e F(x) = y. Além disso, a

__ R
inversa F By (ko +dy, —— | — Bx(ko, R) satisfaz uma condigao de Lipschitz
m

ko
analoga a desigualdade (5.132)): para quaisquer o, y1 € Yi+d, com ||yo|lxo+as < —— €
k
R —1 , ’
l1llko+ds < —=5 20 € F (yo) € pp > mj,, temos:
ko
inf{|Jzo — 1]k, + F(z1) = 1} < pillyo — v1llno+as (5.133)

/

Demonstragao. Tomemos R > 0 tal que R' < R e ||[y|lkgtds < Como y € Yy, +d,

—.
0
e Yiy+d, € um espago de Banach, existe uma sequencia b, € Yy, 14, tal que b, — y

em Yy, 1d,, OU seja, tal que lim ||b, — yllke+d, = 0. Entdo, existe uma sequéncia
n——+00

1
bn € Yio+d, tal que b, — yllky+a, < =— para todo n € N. Logo,

2n
R 1 R4l
0nllkords < Y llkotds + 1o — Yllkorar < m ton = —m;mz ;
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R’ + m_;“O R
ou seja, b, € By | ko + dy, ——2— Além disso, como y € By (k:o + do, —,)
ko kO
R/ R/ /
—,) C By | ko + da, —" , concluimos que
k:o ka

e, para todo n € N, By (ko + do,

/
m
/ k,

y € By | ko + do, para todo n € N. Logo, pelo Corolario |5.4, temos que,

ko
R +

ko

271

para b, € By | ko + ds, existe uma sequeéncia a, € F _1(bn) (neste caso,

/
ko

a, € Bx(ko, R + entao:

L), ou seja, a, € Xy,) tal que se u > R+

nf{lan = el s € P ner)} < il = busa v

-

”an_an+1 ”ko

Logo, para todo n € N, temos:
lan = antillie < pllbn = batilliords < 1 (10n = Yllko+dz + 1Y — bnsallko+dz)

1 n 1 1 n I
,LL 2n on+1 - ’u 2n on - 2n—1

Entao, para quaisquer n,p € N com p > n, temos:

p-1 Ll e 1 1
Han — akaO < Z Haj — aj+1||k0 = _2j—1 = U i1 < M on—2 = on—2
j=n j=n j=n

Portanto, a sequéncia (a,) C Xk, ¢ de Cauchy. Como Xy, é Completo7 concluimos que
mk0

on © & Torma Il ko €

existe z € Xy, tal que a,, = x em Xj,. Como ||a,||x, < R +

continua, segue que:
My,
= | < 1 / /
Hkao nh_glo HanHko —= nh_f)I;O <R on > R<R

Como a funcdo F : Xj, — Yiy1a, ¢ a extensdo de F a Xy,, temos que F(a,) =
F(a,) = b, para todo n € N. Como F ¢ continua (por hipdtese), segue que F(z) =

lim F(a,) = hm b, = y. Por fim, vamos mostrar agora a condicao de Lipschitz da
n—o0o

desigualdade m Sejam o, Y1 € Yigia, € S€ja 29 € F (yo). Temos que z¢ € X,

entao existe uma sequéncia (¢ ,) C X tal que ¢y, — o na norma || - [[x,. Como F' é a
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extensao de F' a Xy, e é continua, temos que:

Yo = F(xg) = lim F(co,) = lim F(co,)

n—-+o0o n—-+o0o

Definamos a sequéncia (dy,,) C Y por do, = F(co,). Entao, do, — yo na norma
| - lko+ds- Tomemos uma sequéncia (dy,) C Y tal que dy,, — y; na norma || - ||kytd, €
uma sequéncia (c¢1,) C X tal que F(ci1,) = dy, (ou seja, ¢1,, € F(d1,)). Como a
inversa F' é lipschitziana (pelo Corolario , temos que F'~! é continua (ver Exemplo
, logo, pela Proposicao , temos que F~'(d;,) — F~'(y;). Entéo, nl_l)gloo Cin €
F~'(y1). Seja z; € F~'(y;) tal que ¢;,, — 71 na norma || - ||5,. Pela desigualdade
, temos que, para todo p > mj, , a desigualdade

inf{|lcon — crmllie : F(c1n) = din} < plldon — dinllko+ds (5.134)
vale para todo n € N. Como F ¢é uma extensdo de F a X,, temos que F(c;,) =

F(c1,) = dyp, entdo:

inf{{|con — crnllke : Fle1n) = din} < pilldon — dinllkg+d, (5.135)

Como F ¢ continua, temos que F(z;) = liril Fley,) = lirf din = y1. Tomando o
n——+0o0 n—-+0o0o

limite com n — 400 na desigualdade (5.135)), obtemos:

inf{|lzo — z1llke « F'(z1) = y1} < pllyo — y1llko+as (5.136)
Portanto, F satisfaz a condicdo de Lipschitz da desigualdade (5.133). [

Combinamos o Teorema [5.2] e os Coroldrios [5.2] e para obter o enunciado

completo do Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland:

Teorema 5.3 (Teorema da Aplicagdo Inversa de Ekeland). Sejam X = ﬂ X e
k=0

Y = ﬂYk espagos de Fréchet graduados, com Y standard, e seja F' : X — Y

k=0
uma aplicagao. Suponha que existam algum inteiro ko > 0, alguma constante R > 0

(finita ou igual a +00), dois inteiros di,ds > 0 e duas sequéncias nao-decrescentes

my >0 em) >0 tais que, para todo x € X tal que ||x||x, < R, tem-se:
(1) F(0) = 0;

(2) F € continua e Gateauz-diferencidvel;
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(3) Para todo u € X, existe um niumero real co(u) > 0 tal que:

VE €N, [|[DF(x)(u)llx < ca(w)(mullullira, + [[F(@)]]1) (5.137)

(4) Existe uma aplicagao linear L(x) : Y — X tal que DF(x)L(z) = Iy:
YoeVY, DF(z)L(z)(v) =v (5.138)

(ou seja, DF(x) possui uma inversa a direita L(x));

(5) Para todo v €Y, tem-se que:

VE €N, [[L(z)()[le < mil|v]lsta, (5.139)

Entao existe a aplicacdo inversa F~':Y — X, a qual estabelece uma aplicacdo entre

R R
as bolas By (ko —|—d2,—,) = {y €Y yllkgra, < —,} e Bx(ko,R) = {x € X :
mko mko
|zllk, < R}. Além disso, para todo p > mj a inversa F~' satisfaz uma condi¢do de

Lipschitz:
inf{[|lzo — 21|k, : 21 € F7H (1)} < pillyo — yillio+a, (5.140)

Por fim, se F' se estende a uma aplicacao continua F : Xy, — Yiid,, €ntao a

_ R
mversa F ! estabelece uma aplicacao entre as bolas By (ko +dy, —— | e Bx(ko, R),
ko

e a inversa 7. By (kro + da, mij) — Bx/(ko, R) satisfaz a sequinte condi¢ao de
Lipschitz: .

inf{|leo @1l s 21 €T ()} < allyo = willigsan (5.141)
Demonstm‘do. Segue do Teorema que existe a aplicacao inversa F~1. Segue do

R
Corolério 5.2/ que F~1 estabelece uma aplicacao entre as bolas By (ko + do, —/) =
ko

R
{y €Y yllkord, < - } e Bx(ko,R) = {x € X : ||z||s, < R}. Segue do Corolério

ko

ko

R

que a inversa F~! : By (ko —I—dg,—/) — Bx(ko, R) satisfaz a condigdo de
m

Lipschitz da desigualdade ([5.140). Segue do Corolério que, se F estende F a

. . —=— .. R
Xk, entao a inversa F ! estabelece uma aplicagao entre as bolas By | kg + da, —,)
ko

e Bx(ko, R), e a inversa F ' By (ko + do, ij) — Bx(ko, R) satisfaz a condicao
My,

de Lipschitz da desigualdade (|5.141]). [

Observagao 5.5. Note que as condicoes do Teorema da Aplicacao Inversa de Nash-

Moser (Teorema [3.11]) sdo muito restritivas:
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e Os espagos F' e G devem ser mansos (ou seja, um tipo particular de espagos

graduados);
e A aplicacdo P deve ser suave (ou seja, de classe C'™) e mansa;
e A familia de inversas V P também deve ser suave e mansa.

Por outro lado, no caso do Teorema da Aplicagao Inversa de Ekeland (Teorema ,

observamos que:

e Os espacos X e Y devem ser graduados, com Y standard, mas nao precisam ser

mansos;

e A aplicagdo F' nao precisa ser de classe C°. Na realidade, F' nao precisa sequer

ser de classe C'!'! Basta que F seja continua e Gateaux-diferencidvel;

e Nao é necessario verificar que a familia de inversas das derivadas DF(x) seja
suave e mansa. A tunica condi¢ao requerida para cada inversa L(x) é satisfazer

uma desigualdade andloga a continuidade entre as normas || - ||z € || - || k+ds-

Dessa forma, concluimos que o Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland é mais geral

do que o Teorema da Aplicacao Inversa de Nash-Moser.

Para finalizar esta se¢ao, apresentaremos um Teorema da Funcao Implicita obtido

por Ekeland [8] a partir do Teorema da Aplicagao Inversa (Teorema [5.3)):

Teorema 5.4 (Teorema da Funcao Implicita de Ekeland). Sejam X = ﬂ XpeY =

k=0
00

ﬂ Y, espacos de Fréchet, com Y standard, e consideremos duas aplicacoes Fy, Fi :

k=0
X —Y. Seja F: X xR — Y uma aplicagao definida por F(x,e) = Fo(z)+eFi(z).

Suponha que existam inteiros kg, dy, dy > 0, sequéncias my, m) > 0 e nimeros R,ey > 0

tais que, para todo (x,€) € X x R tal que ||z||x, < R e |e| < gy, tem-se:
(1) Fy(0) =0 e F1(0) # 0;
(2) Fy e Fy sdo continuas e Gateauz-diferencidveis;

(3) Para todo (u,d) € X x R, existe um nimero real co(u,d) > 0 tal que:

Vk 20, [[DF(x,€)(u, 0)[lr < ca(u, 6)(mal|(w, 0)[[k4a, + [|F(z,€)lls)  (5.142)

(4) Eziste uma aplica¢do linear L(x,e) 1Y — X X R tal que:

DF(z,¢)L(x,¢) = Iy (5.143)
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(ou seja, DF(x,€) possui uma inversa a direita L(z,¢));

(5) Para todo v € Y, temos:
VE 20, [[L(z,)(v)llk < mil|vllera, (5.144)

Entao, para todo € € R tal que

R
le] < min{ ,50} (5.145)
m;COHFl(O)Hko-i-dz

e para todo ju > mj, , eviste um x. € X tal que:

Flz.,e) =0 (5.146)

zellke < plel1£1(0)[ro+ds- (5.147)

Demonstracao. Seja € € R com |e| < gg. Consideremos a aplicacdo G, : X — Y
definida por:
G.(z) = Fy(x) + e(Fi(z) — F1(0))

Assim, G.(z) = F(x,e) — eF1(0), ou seja, F(z,e) = Ge(x) + €F1(0). Temos que:
(1) G-(0) = Fy(0) + (Fy(0) — F1(0)) =0+ -0 = 0.

(2) Fy e F) sao continuas e Gateaux-diferencidveis, por hipétese. Entao, eF; é
continua e Gateaux-diferencidvel (ver Proposi¢ao . Além disso, a constante
£F1(0) é Gateaux-diferencidvel (ver Exemplo [3.18). Portanto, G.(z) := Fy(z) +
e(Fi(x) — F1(0)) é continua e Gateaux-diferencidvel. Nesse caso, a derivada de

Gateaux de G, no ponto xr € X na direcao do vetor © € X é dada por:
DG.(z)(u) = DFy(z)(u) + eDFy(x)(u)
Outra expressao para a derivada de Gateaux de G. é a seguinte:

DG () (1) = limp S 1) = Gel@)

t—0 t
_ F(x +tu,e) —eF1(0) — F(x,e) + €F1(0)
N tl—r>% t
F —F F - F
— lim (x + tu,e) (x,¢€) lim (x + tu,e + 0t) (x,¢€)
t—0 t t—0 t

= DF(z,¢)(u,0)
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(3) Utilizando a desigualdade (5.142)) e as propriedades basicas da norma, temos que,
para todo k € N e para todo u € X, existe um numero real ¢,(u) = c(u,0) tal

que:

IDG(2)(u)llx = [|DF(z,e)(w, 0)||r < ca(u, 0)(mul|(w, O)||kyay + 1F(x,€)]|x)
= ca(u)(mpllullkra, + |Ge(2) +eF1(0)]x)
< equ)(mi|ullksa, + [|Ge(2) ||k + [[eF1(0) 1)

Pela Observacao [5.3] concluimos que, para todo u € X, existe um niimero real

cq(u) > 0 tal que:

Vk €N, |DG-(z)(w)|lx < ca(w)(mpllulira, + |Ge(@)]k)

(4) Definamos a aplicagao L. : Y — X tal que L.(v) = L(z,¢)(v). Para quaisquer
v1,v3 €Y e XA € R, temos:

L.(vy + Avg) = L(z,e)(v1 + Avg) = L(x,€)(v1) + AL(x,€)(ve) = Le(v1) + AL (v2)

pois L(z,e) : Y — X X R ¢ linear. Entdo, L.(z) ¢ linear. Além disso, temos
que:
DG.(z)Lc(v) = DF(z,e)L(x,e)(v) =v

Entao, L.(z) é a inversa a direita de DG ().

(5) Pela desigualdade (5.144)), temos, para quaisquer v € Y e k € N:

1Le(@) ()llx = Lz, €)(0) ]Ik < millvllisa,

R

. existe y € By (k:o + ds, —/) tal que G.(x) = y, ou seja,
mko

= y, 0 que equivale a equacao F(x,e) — eF1(0) = y, ou

Entao, pelo Teorema
FO(.T) + €(F1<.’L') — Fl
seja, F(z,e) =y + €F1(0). Para todo £ € R tal que |¢| < min

» €0
m;foHF]- (O)Hko-i-dz }
(equacao (5.145))), seja y. € Y definido por y. = —eF(0), entao:

R R
|| FY O) kotdy = —
 TE O Ol sar = 25

1Yellrorar = [I=e F1(0) ko +ar = l|-1£2(0) ko +ar <
Assim, existe z. € X tal que ||z.|[x, < Re F(xe,e) = y.+eF1(0) = 0. Neste caso, pelo

Coroldrio 5.2} temos que, para todo pu > my,, (|2l < pillyellkora, = plell[F1(0)[ko+as-
[l
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Observagao 5.6. O significado do Teorema da Funcao Implicita de Ekeland é que se
F: X xR — Y satisfaz as condicoes apresentadas entao existe uma funcao implicita

p : R — X (ou seja, uma curva no espaco de Fréchet X) tal que p(e) = z. e
F(p(e),e) = 0.

5.3 Avancos posteriores e aplicacoes

Entre o surgimento dos primeiros teoremas da aplicacao inversa para espacos de
Fréchet e a publicagdo do Teorema da Aplicagdo Inversa de Ekeland no artigo [§], se
passaram quase 60 anos. Essa evolugao na busca por teoremas da aplicacao inversa mais
fortes nao parou por ai: depois do resultado do Ekeland em 2011, diversos matematicos
(incluindo o préprio Ekeland) publicaram novos resultados que generalizam o Teorema
m (ou algum dos seus resultados auxiliares, tais como o Teorema para espacgos
de Banach). Por exemplo, em 2015, I. Ekeland e E. Séré [10] publicaram o seguinte

Teorema da Aplicacao Inversa para espacos de Banach:

Teorema 5.5 (Teorema da Aplicacao Inversa de Ekeland-Séré). Sejam X e Y espagos
de Banach. Seja f: X — Y continua e Gateauz-diferenciavel, com f(0) = 0. Supo-
nha que a derivada D f(x) tenha uma inversa a direita L(x), uniformemente limitada

em uma vizinhanc¢a de 0:
e Df(x)L(x)(h) =h
o sup{|[L(z)|| : [lz]| < R} <m

Entao, para todoy € Y com |y|| < —, eziste algum T € X, com ||Z|| < R, tal que

f@) =7 elfz] <mlyl.

3=

Demonstragao. A demonstracao se encontra disponivel no artigo [10] (ver o teorema 1

de [10] e os resultados auxiliares). O

As hipoteses iniciais do Teorema 5.5 sao praticamente as mesmas do Teorema |5.1
(X e Y espagos de Banach, fungao continua e Gateaux-diferencidvel, inversa a direita
uniformemente limitada, entre outras). Sob estas hipdteses, a tese do Teorema
¢ que se ||7]| < g e p > m entdo existe T € X tal que [|Z]] < R, ||Z|| < w7 e
F(Z) = y. Por outro lado, sob as mesmas hipéteses comuns, a tese do Teorema
é que se ||g|| < - (ou seja, a desigualdade nao é estrita) entao existe 7 € X tal que
|z|| < R, |Z|| < m|[7]| e F(ZT) =7 (ou seja, ndo é necesséario utilizar uma constante

adicional u). Por isso, no contexto dos espacos de Banach, o Teorema é mais forte
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que o Teorema , mesmo que de forma aparentemente sutil (mas as demonstragoes
sao muito diferentes).

No contexto dos espacos de Fréchet em geral, podemos citar, por exemplo, uma
extensao do Corolario que foi provada por R. Cibulka e M. Fabian em 2019 [5]:

Teorema 5.6 (Teorema da Aplicagdo Inversa de Cibulka-Fabian). Sejam di,dy > 0
dois nimeros inteiros ndo-negativos, R € (0,1) e (mg)r>0 uma sequéncia de termos
positivos. Sejam X = m X eY = m Yy espacos de Fréchet graduados gerados,

k=0 k=0
respectivamente, pelas sequéncias de normas (|| - ||x)k>o0 € (|- |k)k>0, onde Y € standard.

Sendot € X, y€Y,R>0,r>0¢ekeN, definamos as sequintes bolas:

Bx(@ R, [ |lx) ={z € X : [z — Ty < R}
BY(?,T,|‘ |l€> :{yGY: |y_y|k <7"}

Seja g : X — Y uma aplicagao continua, com dominio fechado €, e seja fixado ™ € €.

Sendo u € X, definamos o sequinte conjunto:
K(u,Q) :={h € X : [u,u+ sh] C Q para algum s > 0},

onde [u,u+ sh] = {u+th € X : 0 <t < s}. Suponha que g satisfaz as sequintes

condicoes:

(i) Para todo h € X, existe 6(h) > 0 tal que, para todo v € QN Bx(T, R, || - ||o), se
h € K(u,Q), a derivada direcional g, (u)(h) existe e

|94 (w) ()& < 6(h) - (ml|Bllks+a, + [9(u)ls) para cada k € N.

(ii) Para todou € QNBx (T, R, ||-||0) e para todo v € Y, existe um ponto h € K (u, )

tal que
/

g (u)(h) =v e|h|lr < mi|v|era, para cada k € N.

t
Entdo, BY g(y)7 T | : |d2 - g<Q N BX(fat ” ’ ||0)) para todo t € (07 R)
mo

Demonstra¢ao. A demonstragao se encontra disponivel no artigo [5] (ver o teorema 2

de [B5] e os resultados auxiliares). O

O Teoremaé mais geral do que os resultados de Ekeland (Teoremae Coroléario
pelas seguintes razoes:

e Nos resultados de Ekeland (Teorema e Corolério [5.2), a aplicagao g (deno-

tada por F' no artigo de Ekeland [§]) é definida em uma bola centrada em 0
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(Bx(ko, R) = {z € X : ||z|x, < R}, que seria denotada por Bx (0, R, || - ||g,) no
artigo [B]), enquanto no Teorema a aplicacao g é definida em uma bola cujo

centro pode ser qualquer ponto T € (2.

e Os resultados de Ekeland (Teorema e Corolario requerem a Gateaux-
diferenciabilidade de g, enquanto o Teorema [5.6| requer apenas a existéncia das

derivadas de Gateaux de g em algumas diregoes.

e O Teorema [5.2| utiliza duas sequéncias (my) e (m},) em seu enunciado, enquanto
o Teorema utiliza apenas uma sequéncia (my). Além disso, o Teorema
requer uma condicao mais geral do que a existéncia de uma aplicacao linear
L(z) : Y — X que seja a inversa a direita de DF(z). Para mais detalhes sobre
esses fatores que tornam o Teorema [5.6] mais geral que os resultados do Ekeland,

ver [5], paginas 536 e 537.

Além disso, os avancos na Matematica promovidos pelo Teorema da Aplicacao
Inversa de Ekeland nao se restringem ao desenvolvimento de teoremas da aplicacao
inversa mais fortes para espacos de Fréchet. Por exemplo, alguns trabalhos de R. Huang
e colaboradores (ver [4], [14], [15] e [36] para mais detalhes) aplicaram o Teorema da
Aplicacao Inversa de Ekeland ao estudo de diversas classes de equagoes diferenciais
parciais parabdlicas nao-lineares. Isso mostra que o Teorema da Aplicacao Inversa
de Ekeland contribuiu para diversos avancos tedricos e praticos nas areas de Anélise

Nao-Linear e Equagoes Diferenciais Parciais.
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