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Resumo

Discutimos nesta dissertacao alguns conceitos importantes da geometria de curvas no es-
paco de Minkowski, e a partir desses conceitos formulamos as equacoes de Serret-Frenet
no espago-tempo quadridimensional de Minkowski. Enunciamos alguns importantes teo-
remas, dentre eles, o teorema fundamental da teoria local das curvas em M. Mostramos
também um caso geral, onde os vetores de Serret-Frenet sdao escritos em termos das co-
ordenadas préprias do observador. Resolvemos as equagoes de Serret-Frenet para o caso
particular de curvas planas, e a partir desse caso, foi possivel analisar de forma clara o
caso no qual a aceleracao do observador é inversamente proporcional ao tempo proprio.
A partir do formalismo de Serret-Frenet, apresentamos e analisamos a equagao de Dirac
em um referencial adaptado a um observador acelerado qualquer. A partir dessa equacao
e de um modelo idealizado no qual um laboratério na Terra descreve um movimento cir-
cular e uniforme na auséncia do campo gravitacional, conseguimos examinar os efeitos da
contribuic¢ao do tempo proprio para dois casos especificos, a saber, quando o observador
esta na superficie, e o outro quando o observador estiver no centro da Terra. A partir
das equacgoes de Dirac, descrevemos o movimento acelerado de um observador, tanto para
o caso geral, onde nao ha restricao na rotacao da triade, quanto para o caso no qual a
triade gira obedecendo as equagoes de Serret-Frenet. Usando dados como raio e frequéncia
angular da Terra, foi possivel obter a solugao da versao aproximada da equacgao de Dirac

para um observador em rotacao.

Palavras-chaves: Minkowski, Serret-Frenet e Dirac.






Abstract

In this dissertation, we discuss some important concepts of the geometry of curves in
Minkowski space, and from these concepts we formulate the Serret-Frenet equations in
Minkowski’s four-dimensional space-time. We state some important theorems, among
them, the fundamental theorem of the local theory of curves in M. We also show a general
case, where the Serret-Frenet vectors are written in terms of the observer’s eigencoordi-
nates. We solved the Serret-Frenet equations for the particular case of plane curves, and
from that case, it was possible to clearly analyze the case in which the observer’s acceler-
ation is inversely proportional to the proper time. From the Serret-Frenet formalism, we
present and analyze the Dirac equation in a frame adapted to any accelerated observer.
From this equation and an idealized model in which a laboratory on Earth describes a
circular and uniform motion in the absence of the gravitational field, we were able to
examine the effects of the contribution of proper time for two specific cases, namely, when
the observer is on the surface. , and the other when the observer is at the center of the
Earth. Based on Dirac’s equations, we describe the accelerated motion of an observer,
both for the general case, where there is no restriction on the rotation of the triad, and
for the case in which the triad rotates obeying the Serret-Frenet equations. Using data
such as Earth’s radius and angular frequency, it was possible to obtain the solution of the

approximate version of Dirac’s equation for a rotating observer.

Key-words: Minkowski, Serret-Frenet and Dirac.
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1 Introducao

Por volta do século III a.C, Euclides publicou um tratado sobre matematica, in-
titulado “Os elementos”, onde reuniu toda a geometria desenvolvida na Grécia antiga.
O nascimento da geometria do espaco tridimensional (geometria euclidiana) se deu pre-
cisamente a partir deste trabalho publicado por Euclides. “Os elementos” de Euclides é
uma das obras mais influentes da histéria da matematica (LOGUNOV, 2020). Por outro
lado, no contexto da fisica, Isaac Newton formulou sua mecanica baseada na existéncia
de um espago absoluto que tinha as mesmas propriedades da geometria euclidiana, e que
permitia a definicao de um referencial onde suas leis seriam validas, o chamado referencial
inercial. Entretanto, no século XX, descobriu-se que o espaco e o tempo nao sao absolutos.
Essa descoberta, primeiramente, levou a teoria da relatividade especial e ao espago-tempo
de Minkowski. Posteriormente, ela acabou levando a formulacao da teoria da relatividade
geral, onde a nocao de espaco-tempo foi mudada Além disso, na relatividade geral, nao
existe mais os chamados “referenciais inerciais globais”. Portanto, o estudo de fenémenos
fisicos em referenciais acelerados se tornou fundamental para a compreensiao dos feno-
menos da fisica quando as medidas realizadas sao de alta precisdo, mesmo no contexto
aproximado da relatividade especial. Nesta dissertacao, dissertaremos sobre esse tipo de

referencial no contexto da relatividade especial e da mecanica quantica relativistica.

O significado fisico da relatividade, embora profundo do ponto de vista cientifico,
é um conceito simples. Ele diz que as leis da fisica sao invariantes, independentemente do
estado de movimento do observador (ISAACSON, 2007). No contexto da relatividade de
Galileu, tinhamos uma receita (transformagoes de Galileu) de como passarmos de um re-
ferencial inercial para outro referencial, também inercial. As leis de Newton permaneciam
inalteradas. Porém, quando essas transformacoes eram aplicadas as equagoes de Maxwell,
que descrevem a eletrodinamica classica, as equac¢oes mudavam de forma; elas ndo eram
covariantes. Era inevitavel, entao, perguntar: Em qual referencial inercial sao validas as
equagoes de Maxwell? Seria um referencial em repouso com relagdo a um meio chamado
de Eter? Einstein ousou impor o principio da relatividade e dizer que as equacdes de
Maxwell deveriam ser validas em todos os referenciais inerciais. Para isso, entretanto, ele
precisou abandonar a relatividade galileana. O resultado foi a adocao das transformacgoes
de Lorentz. Por sua vez, Herman Minkowski, professor de Einstein, percebeu que a nova
teoria da relatividade poderia ser formulada de maneira natural em uma nova geometria, a
geometria de Minkowski. Era realizado, assim, o casamento entre a teoria da relatividade

especial e a geometria de Minkowski.

Apesar do casamento entre a geometria de Minkowski e a teoria da relatividade

especial parecer imediato, ele de fato nao é tao simples assim. O espaco tempo de Min-
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kowski pode ser caracterizado pela auséncia de curvatura riemanniana, o que nao exclui os
referenciais acelerados. No entanto, a relatividade especial, como formulada por Einstein,
nao se aplica a referenciais acelerados; ela é valida apenas para referenciais inerciais, o que
justifica o nome “relatividade especial” (ou “relatividade restrita”). Para poder formular
o principio da relatividade para qualquer referencial, Einstein formulou o principio da
equivaléncia, que pode ser resumido na afirmagcao feita pelo proprio Einstein em 1918 “A
inércia e a gravitagdo sdo, em esséncia, idénticas” (veja, por exemplo, a pagina 233 de
(NORTON, 1985). Esse principio permitiu a formulagdo de um principio de relatividade
geral, isto é, a equivaléncia entre referenciais de qualquer natureza, acelerados ou nao. A
partir desse principio, Einstein passou a defender a tese de que todos os referenciais tém
campo gravitacional, mesmo aqueles presentes em referenciais acelerados no espago-tempo
de Minkowski (NORTON;, 1985). (Vale a pena salientar que na visdo moderna o campo
gravitacional é visto como sendo sinonimo de curvatura do espago-tempo; portanto, nao
h& campo gravitacional em Minkowski.). O problema que surgiu naturalmente desse prin-
cipio é que nem todos os campos gravitacionais poderiam ser reproduzidos por referenciais
acelerados no espaco-tempo de Minkowski. A resolucao desse problema veio do que hoje
chamamos de Teoria da Relatividade Geral (RG), que é formulada em um espago-tempo
curvo em uma geometria Riemanniana. Na relatividade geral, todo espaco-tempo é curvo;
o espago-tempo de Minkowski passa a ser apenas uma aproximacgao para situagoes nas
quais podemos desprezar os efeitos que o contetido de matéria, seja do sistema em estudo
ou do referencial, tém sobre a geometria. A conclusao natural da RG é a de que precisamos

lidar com referenciais que nao sao globalmente inerciais.

Devido a importancia dos referencias acelerados, analisaremos esses referenciais no
contexto aproximado da geometria de Minkowski e com sistemas quanticos. Para isso, uti-
lizaremos a equacgao de Dirac escrita nas coordenadas préprias de um observador acelerado
(HEHL; NI, 1990; FORMIGA, 2020).

Nossa exposicao estd organizada da seguinte forma. No segundo capitulo, estao as
ideias fundamentais do espago-tempo de Minkowski, onde expusemos, sem a necessidade
de demonstrar, alguns importantes teoremas. Também é no capitulo dois que enunciamos
a hipotese do relégio, onde tal hipotese se faz necessario no estudo de observadores acele-
rados sem precisar, portanto, recorrer a relatividade geral. No capitulo trés, apresentamos
os conceitos basicos da geometria das curvas em M*, curvas regulares e comprimento de
arco. Apresentamos também no capitulo trés, as formulas de Serret-Frenet, assim como,
algumas de suas propriedades. E no capitulo trés que expusemos o teorema fundamnetal
das curvas. E para finalizar o capitulo trés, consideramos a base de Serret-Frenet nas coor-
denadas préprias, referencial proprio em uma base arbitaria e os conceitos de curvaturas,

primeira e segunda torcao de curvas para o espago-tempo de Minkowski.

No capitulo 4, apresentamos de forma sucinta a equagao de Dirac para um referen-
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cial ndo inercial, onde usamos os conceitos expostos nos capitulos anteriores para escrever
a equacao de Dirac em termos das curvaturas. No final do capitulo 4 também consideramos
uma hamiltoniana relativistica para um referencial acelerado qualquer nas coordenadas
proprias do observador que estd na origem. Ja no capitulo 5, usamos um modelo simpli-
ficado da Terra para fazermos algumas estimativas. Como resultado, mostramos que o
tempo proprio do observador que esta no laboratério, portanto, na superficie da Terra,
pode ser aproximado pelo tempo de um observador no centro da Terra. Além disso, obte-
mos uma hamiltoniana aproximada e a comparamos com os resultados ja conhecidos na

literatura.
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2 O espaco-tempo de Minkowski

A relatividade especial rejeita totalmente a ideia de tempo absoluto, mais que isso,
rejeita a imagem newtoniana de que o tempo absoluto é separado do espaco euclidiano
tridimensional. A alternativa encontrada foi introduzi uma quarta dimensao continua e
trabalhar com um espago quadridimensional, que chamamos de espaco-tempo de Min-
kowski (ou simplesmente Minkowski). Um ponto nesse espago quadridimensional repre-
senta um evento e pode ser identificado pelas coordenadas (t, z,y, z), onde z, y e z sdo as
coordenadas espaciais e t é a coordenada temporal. Por sua vez, o conceito de distancia
entre dois pontos desse espago tem um significado diferente do caso euclidiano, como ve-
remos mais adiante quando apresentarmos o conceito de métrica, que esta associada com

a maneira com a qual generalizamos o conceito de distancia.

Em termos matematicos, o espago-tempo de Minkowski é um espaco vetorial M-
quadridimensional, munido de uma forma bilinear simétrica e nao-degenerado g. Uma
forma bilinear é uma aplicacao g : M x M — R, que é linear em cada variavel, ou seja,
g(ayvy + agua, w) = a1g(vy, w) + azg(ve, w) e g(v, aywy + asws) = ar1g(v, wy) + azg(v, ws),
para todo aj,as € R e v,vq,vg, w,wy,ws € M. g é dito ser simétrico se g(w,v) = g(v,w)
para todo v e w, e ndo-degenerado se g(v,w) = 0, para todo w em M, implicar v = 0.
Uma forma simétrica bilinear e nao-degenerada g é normalmente chamada de produto

interno, e g(v, w) é comumente escrito como v - w ou (v, w).

No espago-tempo de Minkowski, existe uma base {eg, e1, €2, €3} com a propriedade
de que se v = z"¢, e w = yte,, onde usamos a convencgao de que indeces repetidos

representam um somatorio com p = 0, 1,2, 3, entao

g(v,w) = 2" — atyt — 2%y — 2%y,
onde g é conhecido na literatura como produto interno de Lorentz.
Se o produto interno g(v,w) = 0, entao os vetores v e w € M sao ditos ortogonais.
Um vetor v # 0 € M é dito ser unitario se satisfazer a condigdo g(v,w) = £1. Em M
existe uma base de vetores ortonormais {eg, €1, €2, €3}, que denotaremos simplesmente por

ey, tal que o produto interno satisfaz a relagao g(e,, e,) = 1., onde 7, sao os elementos

da matriz

(N )axa =

o o o =
o
|
—_
o
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Perceba que essa base tem um vetor do tipo tempo e trés vetores do tipo espaco.
Quando formos tratar do referencial de um observador, veremos que o vetor do tipo tempo
estard associado com a quadrivelocidade do observador, enquanto que os outros vetores

do tipo espaco representarao sua triade.

Em termos da convencao de soma de Einstein, podemos escrever o produto interno

entre dois vetores arbitrario na forma

g(v,w) = nuo'w”.

Seja g um produto interno em um espago vetorial arbitrario \7, entao a aplicagcao
Q : V — R define uma forma quadrética dada por Qv) = g(v,v) = v-v = v% Diante

disso, temos o lema:

Lema 1. Seja L : M — M uma aplicagao linear. Entao, as seguintes declaracgoes
sao equivalentes (NABER, 1988)

a) L é uma transformagao ortogonal
b) L preserva a forma quadrética de M, ou seja, Q(Lv) = Q(v) para todo v € M

¢) L transporta qualquer base ortonormal de M em outra base ortonormal de M

Seja L : M — M uma transformacao linear ortogonal e uma base ortonormal
dada por {eg, e, eq, e3}. Entdo, pelo Lema 1, ég = Legy, é = Ley, éa = Ley e é3 = Leg
também formarao uma base para o M. Sobretudo, cada e,, poderd ser escrito como uma

combinagao linear de {€,} da seguinte forma

€u = AOM(Le_()) - Alu(Le_l) - Azu(Le_Q) - ASM<L€_3)
= Aoue_o — Alue_l — Azue_g — A3ue_3, (21)

Ou de forma compacta
e =N e, (2.2)

onde os coefientes A, sdo constantes. A expressao acima ¢ conhecida na literatura como
transformacgoes de Lorentz. Sendo a métrica de Minkowski invariante frente as transfor-
macoes de Lorentz, entdo a condigao de ortogonalidade, g(e,,e,) = e, - €, = 1, pode ser

escrita como

A A7\ o = T, (2.3)

onde fizemos e, = A"He_,, e e, = A7 é,. Ou escrita de outra forma
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(AT)VHAUWW = Nuv

Em notagao matricial, podemos escrever

ATnA =, (2.4)

onde esta relagao é conhecida como condigao de grupo de Lorentz.

Definiremos A = [AT] como a matriz associada a transformagao L por

AL A A2 A2
A A A2 AP
A AL A2 NS
A0 AL A2 AP

Observe que A (conhecida como matriz de Lorentz), na verdade, é a matriz L™}

em relagao a base {€,}.

Se considerarmos que a matriz A associada a uma transformacao ortogonal L seja
uma matriz de transformagao usual de coordenadas, entao qualquer evento v = z*e, em

M pode ser expresso na base {€,} como

= AVe,. (2.5)

Vejamos, agora, como interpretar os elementos presentes no espago-tempo de Min-

kowski fisicamente.

2.1 A interpretacao fisica do espaco-tempo de Minkowski

Em 1895, entdo com 16 anos, Einstein se perguntou o que ele veria se cavalgasse
um raio de luz. “Eu deveria observar, concluiu ele, esse raio de luz como um campo
eletromagnético espacialmente oscilatério e em repouso” (para mais detalhes, veja a pagina
33 de (CLEBER, )). Einstein se baseou na fisica newtoniana na qual nao havia restrigao
para que um corpo fosse acelerado a velocidade da luz. Até meados de 1905, os fisicos eram
essencialmente newtonianos no sentido de que o espaco era composto por trés dimensoes,
e o tempo era absoluto. Tal posicdo adotada pelos fisicos a época era sustentada pelo

senso comum e percepc¢ao de mundo.

Em 1908 em uma palestra intitulada “Espaco e Tempo”, Minkowski apresentou
aos fisicos uma visao totalmente nova da relatividade, onde esta torna-se tao elegante

quanto poderosa se o tempo fosse visto como a quarta dimensao. Surgiu assim o conceito
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de espago-tempo. Na verdade, o conceito de espaco-tempo foi motivado pelo também
matematico Felix Klein em seu famoso programa de Erlangem, onde ele se propds a
examinar a evolu¢ao do conceito de geometria e assim propoe unificar as diferentes teorias

geométricas recorrendo a ideia de grupos de simetria (SANTOS, 2009).

Uma das caracteristicas mais marcantes do grupo de Lorentz é a preservacao do
intervalo entre dois eventos, podendo dessa forma ser interpretado como uma pseudo-
distancia. O nascimento do espago-tempo de Minkowski se da pela unido do grupo de
Lorentz e a relatividade, uniao esta causada pela extensao do principio da relatividade de

Galileu ao eletromagnetismo.

No mundo de Minkowski os elementos sao denominados de eventos, onde estes sao
definidos como um acontecimento localizado em uma determinada posicao do espago em
um determinado instante. A sucessao de eventos a cada instante é chamada de linha de

universo do observador.

Vejamos agora algumas hipdéteses fundamentais para a relatividade especial.

Causalidade: Dois observadores concordarao com a ordem temporal de quaisquer
dois eventos na linha de universo de um féton, ou seja, se os eventos sao x = x*e, = 7€,

0 0 0

e Tg = xfe, = THe,, entdao 2° — x) e 2° — T terdo o mesmo sinal.

Homogeneidade: Todos os observadores inerciais concordarao com a mesma
origem do espago-tempo, ou seja, se tivermos dois referenciais inerciais S(2°, 2!, 2%, 23) e
S(x°, x', 22, 2%), entdo a transformacao de coordenadas S — S ¢ linear e escrita como

= A,

Principio da relatividade de Eisntein: As leis da fisica tém a mesma forma
em todos os referencias inerciais. Observe que de forma sutil, Einstein estendeu o principio
da relatividade de Galileu a todas as leis da fisica. As equagoes de Maxwell devem, assim
como todas as outras leis da fisica, permanecer invariantes ao passar de um referencial

inercial para outro.

Cosntancia da velocidade da luz: A velocidade da luz (no vdcuo) tem o
mesmo valor ¢ em qualquer direcdo e em todos os referenciais inerciais. Isso significa que
a velocidade da luz independe do movimento uniforme relativo entre os observadores, ou
seja, quaisquer dois observadores que se movem com velocidades uniformes diferentes em

relacdo a uma certa fonte de luz obterao o mesmo valor para a velocidade da luz no vacuo.
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2.2 O grupo de Lorentz
Qualquer vetor v € M é do tipo espago, do tipo tempo ou tipo luz se Q(v) < 0,
Q(v) > 0 e Q(v) = 0, respectivamente.

Teorema 1. Suponha que v seja do tipo tempo, e w do tipo tempo ou tipo luz
e ambos sejam diferentes de zero. Seja {e,} uma base ortonormal de M, v = z*¢, e

w = y*e,. Entao, anunciamos
a) 2%° >0, sev-w > 0.
b) 2%° <0, sev-w < 0.

A demosntracao desse teorema pode ser encontrada em (NABER, 1988).

Corolario: Seja um vetor qualquer nao-nulo v € M ortogonal a outro vetor w

do tipo tempo, entao v deve ser do tipo espaco.

O teorema 1 traz uma consequéncia forte, o produto z°° (que nao pode ser nulo)
terd o mesmo sinal em relagao a todas as bases ortonormais de M. Por exemplo, se v é
do tipo tempo e w é do tipo tempo ou tipo luz, entao v e w terao a mesma orientacao

temporal se v - w > 0 e orientagao temporal oposta se v - w < 0.

Visto que as transformacgoes ortogonais de M sdo isomorficas (possuem a mesma
forma), elas devem ter inversas, segue-se que a matriz de Lorentz A associada a tais

transformacgoes também possuem inversa.

Depois de algumas manipulagoes algébricas simples, (2.4) torna-se

AT =nAT,
ATh=n7 ATy,
como 7~ ! =7, entdo a matriz inversa de Lorentz serd

A=A,

Para expressarmos a transformagcdo inversa de coordenadas " = A Y2/, introdu-

ziremos a notacao: escreveremos cada e, como uma combinagao linear de e,, ou seja,

€, = (A*l)uoeo+(A*1)u1e1+(A*l)u2e2+(A*1)#3eg,
= (A—l)#aea’

onde a = 0,1,2,3. Com isso, a transformacdo inversa de r¥ = A Yz# torna-se

ot = (A7) Fa.
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De posse dessa notagao, a condigao de ortogonalidade e, - e = 7,3 pode ser

expressa commo

(AT (A 4 = Tha-

Veja que, tomando o determinante de ambos os lados de ATnA = 7, e notando que
detn = —1 e detAT = detA, entdo (detA)? = 1. Conclui-se

det\ = £1.

Observe o seguinte, fazendo o = 3 = 0 em A7\, = 74, obtemos

AOO Z 17
ou
Um elemento A do grupo de Lorentz é dito ser préprio se detA = 1 e improrio
se detA = —1. Além disso, ele é ortécrono se A" > 1 e ndo-ortécrono se A’ < —1. As

chamadas transformagoes improprias de Lorentz tém a caracteristica peculiar de inverter
a orientacao espacial, enquanto que as nao-ortécronas invertem a ordem temporal. Ja em

ortocronas, podemos estabelecer o seguinte teorema.
Teorema 2. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
a) A é ortécrona.

b) A preserva a orientagdo temporal de todos os vetores do tipo luz diferentes de

zZero.
¢) A preserva a orientagdo temporal de todos os vetores do tipo tempo.

A prova desse teorema pode ser encontrada em (NABER, 1988).

Doravante, restringiremos o nosso estudo ao conjunto L das transformagoes de Lo-
rentz proprias e ortécronas. Observe que a partir do teorema 2, é notério que a inversa de
uma transformacao de Lorentz ortécrona também serd ortécrona, assim como, o produto

de duas transformagoes ortécronas também sera ortocrona.

Isso significa que L ¢é fechado sob a formacao de produtos e inversas, isto é, L é

um subgrupo do grupo de Lorentz. Comumente, nos referiremos a L meramente como
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o grupo de Lorentz, onde deixamos subentendido que os seus elementos sao proprios e
ortécronos. As transformacgoes de coordenadas entre os referenciais inerciais sao realizadas

por elementos de L.

E importante lembrar que, além das transformacdes de Lorentz relacionarem ape-
nas referenciais inerciais, as origens dos referenciais devem ser as mesmas. Para incluirmos
translagoes da origem, precisamos do grupo de Poincaré. Esse grupo tem o grupo de Lo-
rentz como um caso particular. Uma transformagdo de Poincaré pode ser denotada por
at = A a¥ + d", onde d" é um quadrivetor constante que representa o deslocamento da

origem.

Considere duas bases inerciais {e,} e {€,} e seus respectivos referenciais S e S.
Se dois eventos quaisquer na linha de universo de um ponto em S esta em repouso, entao
suas coordenadas satisfazem AZ' = Az? = Az® = 0, onde Az é a separacdao temporal

dos dois eventos medido em S. De ¥ = A "z#, encontramos que a diferega temporal em

S é
Az® = A PAT* = A Az, (2.6)

Da expressao (2.6) e do fato de A, e A’ serem diferentes de zero, decorre que

Azt Ai0 A
Az0 AL A

(2.7)

sao constantes e independentes do ponto especifico em repouso em S que escolhermos. Em
termos fisicos, essas relagoes sdo as componentes da velocidade ordinaria tridimensional

de S em relacdo a S:

@ = ule; + ules + ules,

onde

com = 1,2 3.

Observe que a partir de (2.7)

3
1=

(£5) =022 200 = (02022 - 1),

1

e de forma similar
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Fisicamente, essas igualdades significam que a velocidade de S em relacdo a S e a

velocidade de S em relacio a S possuem a mesma magnitude, que denotaremos por 3.
Em vista disso, 3% =1 — (A,")72 ¢, sobretudo, 0 < 32 < 1 e 8 = 0 se, e somente

se, A for uma rotacao, conforme o lema abaixo:
Lema 2. Seja A = [A] uma transformagcao de Lorentz prépria e ortécrona. Entao,

as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
a) A é uma rotagao.
b) Al = A2 =A2 =
o) A\"=A=A=0.
d) AL = 1.
A demonstracao desse lema pode ser encontrada em (NABER, 1988).
1 — (A")"% para Ay’(e considerando a raiz quadrada

Assim, resolvendo 32
positiva, visto que A é assumido ortécrono) obtemos

62 —1— (AOO)_Qa
<A00)72 =1- 627
Aoo =(1- 52)71/2(: Aoo)a (2.8)

onde a quantidade (1 — 3%)~'/2 é comumente designado por 7. Se assumirmos que A nao

seja uma rotacao, entao u pode ser escrito como
'L_[ — /Bd_': B(dlel + d2€2 + d3€3>,

. d é conhecido na literatura como o trivetor direcional de S em relagao a
S, enquanto que os d’ sao os cossenos diretores do segmento de linha reta na linha de

onde d' = %
B
universo ao longo do qual o observador em S enxerga S se deslocando.

De forma similar
= 55: B(d'e, + d*e; + d’es),

com d' =
a situacdo na qual um observador em S vé S se movendo na direcdo positiva do eixo z!, e

um observador em S vé S se movendo na direcio negativa do eixo z'. Portanto, de (2.8),

Por simplicidade, tomemos os cossenos diretores d' e d' como d' =1, d' = —1 e
Ay = =N = B(1 = B> Y2di e Aj = —A = B(1 — 5?)~'/2d’ descobrimos que a matriz

’
5
P==d=d=0,istoé,d=e, ed = —e;. Do ponto de vista fisico, isso corresponde

A de transformagao tera a seguinte forma
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y =B 0 0
-8 /\11 A21 A31
0 A2 A2 A?
0 A2 A2 AP

A_:

Usando as condic¢oes de ortogonalidades, ¢ possivel reduzir a matriz acima para

¥y =B 0 0
-5 v 0 0
0 0 A2 A2
0 0 A2 AP

A:

A matriz formada pelos termos que dependem apenas dos A na matriz acima

representa uma rotacdo arbitraria no plano R2.

2.3 Vetores nulos (tipo luz) e fétons

Suponha que p e ¢ sejam dois eventos quaisquer descritos pelas coordenas z1 e
rl de um certo referencial inercial. Se o vetor de p até ¢ for do tipo luz, entdo essas

coordenadas devem satisfazer a equagao

(wg —a))® — (g — x,)* — (a2 — a2)? — (x) — 23)> = 0. (2.9)

0
q

de ¢ — p é orientado para o futuro se Az > 0 e orientado para o passado se Az" < 0.

Assim, pelo teorema 2 e do fato de Az® = 29 — xg # 0, concluimos que o sinal
Fisicamente, se ¢ — p for do tipo luz e orientado para o futuro, entdao o evento p poderia

ser a emissao de um foton e ¢ a detecgao desse foton em um tempo posterior.

A equagdo (2.9) representa um cone circular reto localizado em p, que chamamos
de cone de luz. Uma propriedade interessante dos vetores do tipo luz nao nulos é que eles
sao ortogonais se, e somente se, eles forem paralelos, ou seja, se um for proporcional ao

outro.

2.4 Vetores do tipo tempo e particulas de matéria

Suponha, agora, que ¢ — p seja um intervalo do tipo tempo, de modo que tenhamos
a seguinte inequacdo na base e,, (Az')? 4+ (Az?)? 4+ (Az)? < (Az°)?. Evidentemente,

Ax° #£ 0 e, portanto, assumiremos sem perda de generalidade que Az® > 0.
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Dividindo ambos os lados da inequacao acima por Az’, obtemos

[(Azh)? + (Ax?)? + (Am3)2]1/2
Ax?

<1. (2.10)

A partir de (2.10), concluimos que todas as particulas que se deslocam ao longo
de curvas do tipo tempo tém velocidade inferior a velocidade da luz, que aqui tomamos

como 1.
Vejamos, agora alguns resultados interessantes sobre vetores do tipo tempo.

Teorema 3. Sejam x e y vetores tipo tempo, diferentes de zero e nao paralelos.

Entao, x e y terao a mesma orientacao temporal se z -y > 0.

Teorema 4. Sejam dois vetores do tipo tempo = e y que tém a mesma orientagao

temporal, ou seja, z -y > 0. Entao
(@ +y) 2 7(x)+7(y),

onde 7(x) = 1/Q(x). A igualdade é vélida apenas se x e y forem linearmente dependentes.

Um conceito importante para o desenvolvimento desta dissertacao ¢é o de trajetorias
de particulas de matéria, uma vez que os observadores sao tratados como sendo particulas
puntiformes que se propagam ao longo de trajetorias cujos vetores tangentes sao do tipo
tempo. Para clarearmos essa ideia, considere o seguinte. Seja I C R um intervalo aberto
qualquer. Uma aplicagdo o : I — M ¢é denominada de curva de M. Com relagao a
qualquer que seja o sistema inercial de coordenadas para M, podemos escrever «(t) =
(2°(t), x*(t), 22(t), a*(t)) para cada t € I. Vamos supor que « seja suave, ou seja,
2#(t) ¢ de classe C™ e o/(t) # 0. Veja que se T = A fz”, entdo - = A #%2 onde tal
definicao de suavidade nao depende, portanto, de nossa escolha de coordenadas inerciais.
A curva « é dita ser do tipo tempo se /(t) for do tipo tempo para cada t € I, ou seja,
o/ () - o/ (t) = nu -9 > 0, e voltada para o futuro se % > 0 para cada t. Uma curva
voltada para o futuro, suave e do tipo tempo em M serd chamada de linha de universo

de uma particula material.

2.5 A hipotese do relogio

Seja « : [a,b] —> M a linha de universo de alguma particula material em M,
entdao L(a) = [7]a/(t) - o/ (t)|*/2dt é visto como o lapso temporal entre a(a) e a(b) medido

por um relogio padrao que é transportado pela particula.
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L(«) esté relacionado ao que chamamos de tempo proprio, uma vez que corres-
ponde ao intervalo de tempo entre dois eventos medido pelo relégio de um tnico obser-
vador(particula) que passa pelos dois eventos. Assim, podemos definir o tempo 7 pela

expressao

t dxt dxv
T = ——dt. 2.11

/0 T ae " at (2.11)
Sera bastante conveniente parametrizar a curva pelo tempo préprio, ja que o vetor

tangente obtido pela derivada em termos de 7 tem moédulo 1. Em outras palavras, se

a(r) = (2°(7), 21 (1), 2%(7), 2*(7)), entdo /(1) - /(1) = 1.

Em 1905, quando Einstein publicou o seu famoso artigo intitulado “Sobre a ele-
trodindmica dos corpos em movimentos ”, ele introduziu de forma implicita a hipétese do
relogio. Ao se referir a equacao da dilatacao temporal ele conclui, “se esta equacao é valida
para um observador em movimento retilineo uniforme (MRU) com velocidade de médulo
constante ao longo de um caminho poligonal, também deve ser valida para o movimento
ao longo de um caminho curvo qualquer”(FREITAS, 2019), onde este é imaginado como
sendo uma série de infinitos MRUs de deslocamentos infinitesimais, todos com a mesma

velocidade.

Esta suposigao ficou conhecida como a hipétese do relégio. Esta hipdsete generaliza
a equacao da dilatagao temporal para

dt

%:7

Observe que a expressao acima associa um intervalo infinitesimal temporal dt
medido por dois reldgios sincronizados em relagao ao referencial S ao intervalo infinitesimal

temporal proprio dr medido por tnico relégio que se movimenta em relagao a S.

Portanto, a hipétese do relégio afirma que a dilatacao temporal é afetada a cada
instante unicamente pelo médulo da velocidade instantdnea do relégio em relagao ao

referencial S, independentemente da aceleragao que o reldgio que mede 7 tenha.

E por fim, concluiremos este capitulo com um exemplo e um paradoxo que, parti-

cularmente acho muito interessante do ponto de vista da teoria.
Evidéncia da dilatagao temporal

O fendémeno da dilatagao temporal foi observada experimentalmente em 1941 por
B. Rossi e D. B. Hall (TAYLOR, 2013). Rossi e Hall usaram o decaimento de particulas
subatdmicas instaveis para medir uma dilatacao apreciavel. A espectativa de vida de certos

tipos de mésons € tao pequena que, mesmo se eles viajassem a velocidade da luz, o tempo
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necessario para percorrer toda a atmosfera seria em torno de 10 vezes a sua prépria vida

(de repouso), e mesmo assim eles conseguem chegar a superficie da Terra.

Paradoxo do celeiro

Imagine que um corredor carregando uma barra de 15m de comprimento se desloca
com uma velocidade proxima a da luz em diregao a um celeiro de 10m de comprimento

que esta em repouso em relacao a Terra.

Um observador no referencial do celeiro pode abrir e fechar as portas frontal e tra-
seira do celeiro através de um controle remoto de forma simultanea e instantanea. Assim,
quando o corredor carregando a barra estiver dentro do celeiro o observador ira fechar e
abrir as portas do celeiro, de modo que o corredor e a barra fiquem momentaneamente e
completamente no interior do celeiro. E possivel que o corredor e o observador concordem

que a barra fique totalmente dentro do celeiro?

De acordo com as nossas experiéncias cotidianas, isso obviamente seria impossivel.
No entanto, do ponto de vista relativistico, podemos nos surpreender bastante com alguns
resultados. Como a barra esta em repouso em relagdo ao corredor, entao da perspectiva

da barra o corredor é um referncial inercial.

Da otica do observador a barra é levemente contraida e, portanto, menor que o
celeiro. Assim, ndo havera problemas em fechar as duas portas do celeiro quando a barra

estiver momentaneamnente e totalmente no interior do celeiro.

O paradoxo surge quando olhamos a situagdo do ponto de vista do corredor. Na
visdao do corredor é o celeiro quem se move em sua dire¢ao e, portanto, sofre uma contracao
em seu comprimento deixando assim, o celeiro ainda menor, ou seja, do ponto de vista do
corredor, a barra nunca cabera completamente dentro do celeiro. E agora, como resolvemos

esse problema?

Da otica do observador, a barra pode encaixar-se momentaneamente dentro do
celeiro se as portas forem fechadas e abertas simultaneamente. Embora no referencial do
corredor os comprimentos da barra e do celeiro sejam incompativeis. Em vista disso, a
Unica alternativa é se os eventos de abrir e fechar as portas nao forem de fato simultaneos
para ambos os referenciais. Poderiamos, no entanto, nos questionar qual das duas portas

fecha primeiro, ja que os eventos nao sao simultaneos.

Considere que ambas as portas estejam abertas antes da entrada da barra, entao
a primeira porta a se fechar tem que ser a dos fundos, pois se a porta frontal se fechar
primeiro ird quebrar a barra, uma vez que esta ainda nao esta totalmente dentro do celeiro.
Todavia, a porta que se fechar primeiro também sera a porta que se abrira primeiro, pois

enquanto a parte da frente da barra deixa o celeiro, a parte de tras entra. Sendo assim,
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quando a parte traseira da barra estiver completamente dentro do celeiro, a parte frontal
pode ser fechada (para mais detalhes, veja (PEREIRA; MIZUKOSHLI, )).

Uma propriedade muito importante da relatividade especial é a existéncia de re-
ferenciais inerciais globais. Tais referenciais podem ser caracterizados da seguinte forma.
Em Minkowski, existe um sistema de coordenadas (¢, z,y, z) tais que a métrica pode ser

escrita na forma

ds® = dt* — da* — dy® — d2°.

Por sua vez, a partir desse sistema de coordenadas, podemos construir o seguinte

referencial

ey = O,
e(1) = Oy,
e(2) = Oy,
ey = 0,

Um referencial com essas caracteristicas é dito ser “um referencial inercial global”,

pois é inercial e esta definido em todos os pontos do espaco-tempo
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3 Geometria Diferencial de Curvas no M

Neste capitulo, apresentaremos de forma bastante sucinta o conceito de compri-
mento de arco, curvatura e tor¢ao. Mostraremos as féormulas de Serret-Frenet no espaco-
tempo de Minkowski, e enunciaremos o teorema fundamental da teoria local das curvas
em M, além de apresentarmos também a solucao das férmulas de Serret-Frenet para o
caso da curva esta confinada no plano. Nas se¢oes subsequentes, mostraremos o caso geral
dos vetores de Serret-Frenet escritos em termos das coordenadas préprias do observador,
e por fim, apresentaremos o conceito de referencial prorpio em uma base arbitraria, re-
lacao entre aceleragao e curvatura, e o caso particular de curvas planas com aceleracao

inversamente proporcional ao tempo préprio.

3.1 Curvas regulares e comprimento de arco

No estudo da geometria diferencial das curvas é fundamental a existéncia de uma
tangente em cada ponto da curva. Chamaremos de pontos singulares de f se Vi € I,
f'(t) = 0 e, de pontos regulares se Vt € I, f'(t) # 0. Trabalharemos apenas com as curvas
regulares, ou seja, curvas onde o vetor tangente esteja bem definido em cada ponto da

curva.

O comprimento de arco de uma curva regular paramentrizada f : I — M?*, de

to € I até um ponto qualquer ¢t € I é definido como

) = [ Vr@-Fo,

ou podemos expressar em termos de 7,

t dxH dav
) = [\ g gt (3.1)

onde |f'(t)] = ‘% = /N % define 0 médulo do vetor tangente & curva. Se s é o
comprimento de arco, entao |f'(s)| =1 (CARMO, 2005).

3.2 Férmulas de Serret-Frenet

Seja z# = x*(s) a linha de universo de um observador, onde s é o comprimento de
arco da trajetoria do observador. Derivando em relagao ao comprimento de arco, obtemos
o vetor tangente que denotaremos por

B dzt

€0y = s (3.2)
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onde e’{o) é chamado de vetor tangente a curva. Como s é o comprimento de arco, esse

dat da¥ 1

i .
vetor € unitario, OO = N g5 g5 =

Além disso, ele é um vetor do tipo tempo, pois é tangente a linha de universo do

observador.

Derivando (3.2) em relagdo ao comprimento de arco, obtemos

del;
_ O
]ﬁe’é) = W, (33)
onde o nimero positivo k; = djs’;” | é chamado de curvatura de z# = z#(s) em s e, o vetor

e(1) ¢ ortogonal ao vetor tangente e{.

A partir dos vetores e(g) e (1), podemos definir mais outros dois vetores de tal forma
que tenhamos uma base formada por quatro vetores ortonormais. Existe uma infinidade
de vetores que sao ortonormais a e e e(). Porém, aqui trabalharemos com um vetor e)

e um vetor e(sy que satisfacam as seguintes relacoes

0
15 = kel (3.4)
del(Ll) 7 7
dS == kle(o) + kze(z), (35)
deé) j ©
defy
d(s L = el (3.7)

Essas sao as formulas de Serret-Frenet no espaco-tempo de Minkowski. Perceba
que do jeito que estao escritas, elas sdo véalidas apenas na base lorentziana (0, 0,, 0y, 0;).
As grandezas ko(s) e ks3(s) sdo chamadas de primeira e segunda torgao, respectivamente.
(Elas também podem ser chamadas genericamente de curvaturas). Os significados de

k1(s), ka(s) e ks(s) ficardo mais claros mais adiante.

3.3 Propriedades das formulas de Serret-Frenet

Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes para a teoria das curvas
no espago-tempo de Minkowski. Comecaremos pelo teorema fundamental das curvas em
M, que foi demosntrado por J. B. Formiga e C. A. Romero Filho em (FORMIGA, 2007).
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Teorema fundamental da teoria local das curvas em M. Supondo que
{k1, ko, k3} constituem um conjunto de fungdes diferencidveis, entao existe uma curva I’
tal que k1, ko e k3 s@o a sua curvatura, tor¢ado primeira e segunda, respectivamente. Se
porventura existir uma outra curva I' tal que ki, ks e ks sejam sua curvatura, torcao
primeira e segunda, respectivamente, entdo I' e I' diferem apenas por um movimento
rigido.

O que esse teorema esta nos dizendo é que as curvaturas ky(s), k2(s) e k3(s) nos

permitem caracterizar o tipo de curva.

3.4 Consequéncias do Teorema Fundamental das Curvas

Teorema. A curva pertencera a um hiperplano se, e somente se, k3 = 0.

Um hiperplano é um volume no espago-tempo quadridimensional. Portanto, dizer
que a curva pertence a um hiperplano significa que essa curva esta contida dentro de um

volume de algo tridimensional.

Teorema. A primeira torcao ko sera nula se, e somente se, a curva pertence a um

plano.

Teorema. A curvatura k; sera nula se, e somente se, a curva for uma reta.

A2zt
ds?

Por exemplo, se k; for zero, a (3.4) combinada com (3.2) implicara =0, que

tem como solu¢ao uma reta.

3.5 Curvas planas

Um caso particular que nos permite extrair a esséncia de muitas propriedades
peculiares a relatividade especial é o caso das curvas planas, que sao caracterizadas por
ko = k3 = 0. Como exemplo, temos os observadores de Rindler, que correspondem a um
caso ainda mais particular onde k; é constante. (Para maiores detalhes, veja (MISNER;
THORNE; WHEELER, 1973),(FORMIGA; ROMERO, 2006)).

Tomando ks = k3 = 0 em (3.4) e (3.7), obtemos

de
0) _ 7
25 = keq),
det
W= kel (3.8)
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onde este sistema tem a seguinte solucao

ey = a” cosh(/ kids) + b* sinh(/ kids),

6?1) — pH cosh(/ kids) + a" sinh(/ kids). (3.9)

Como esses quadrivetores obedecem a condi¢ao de ortoganalidade, a* e b* devem

satisfazer as condicoes

b, = -1,
ata, = 1,
bta, = 0.

Usaremos (3.9) mais na frente para analisar um caso inédito na literatura. Porém,
por enquanto, vejamos como fica o caso particular onde k; é constante. Tomando k;

constante, podemos realizar a integral em (3.9) para obter

e(p) = a" cosh(kis) + b sinh(k1s),
e(1y = b cosh(kis) + a* sinh(k1s). (3.10)

Integrando a primeira equacao acima para o caso k; diferente de zero, obtemos

at b
at = T sinh(kys) + o cosh(kys) + ¢, (3.11)
1 1

onde ¢ é um vetor constante. Observe que a equagdo acima nada mais é do que a
equacao de uma hipérbole. H4 um conjunto de observadores cujas linhas de universo
correspondem a um caso particular destas curvas. Esses observadores sao conhecidos na
literatura como observadores de Rindler (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973),(FOR-
MIGA; ROMERO, 2006).

3.6 Base de Serret-Frenet nas coordenadas préprias

Voltemos ao caso geral. Agora vamos ver como ficam os vetores de Serret-Frenet

quando sao escritos em termos das coordenadas proprias de um observador n.

Denotaremos as coordenadas do observador n no referencial inercial por z#(1) =
to(T), 20 (T), yn(T), 2,(7)), onde T é o tempo proprio desse observador. Por sua vez, pode-
) Y ) ) PO prop » P

mos transportar paralelamente, ao longo de geodésicas, a triade da base de Serret-Frenet
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ej“ , para pontos na vizinhanga do observador. Assim, a relacao entre as coordenadas do
referencial inercial e as coordenadas préprias do observador arbitrario pode ser escrita na

forma

2(1,€,x, Q) = h(7) + rlef(7), (3.12)
onde o observador O encontra-se na origem do novo sistema de coordenadas e r/ =

(€ xQ)-

Denotando as coordenadas de um evento arbitrario no novo sistema de coordenadas
por zF = (1,&,x,(), usando a regra da cadeia e (3.12), o referencial e, pode ser obtido

para o sistema de coordenadas x* da seguinte forma

ot Ox dy 0z
_858t+ ag&,;—i— a€8y+a§é?z,

:efl)at + e + ez(Jl)ay + e(1)0: = eq)- (3.13)

Ok

O mesmo procedimento poderd ser feito para 0y, J¢, e 0;. O resultado final é
e) =f(1,8)[0- + ka(7) (x0g — £0y) + ks(T)(¢Oy — X()],
ey =0k,
e@) =0y, @) =0, f(1,€) =1/(1+ &ki(7)). (3.14)

A base dual (coframe) desse observador é
00 = dr/f(7,€),
0N = —xky(s)dr + dE,
0% = (€ha(s) — Chs(s))dr +dx,
0©®) = xks(s)dr + dC. (3.15)

Visto que ds? = 1n,,0° ® 6°, a métrica nas novas coordenadas seré
ds? = [(1+ k1€)* — (k5 + k3)x* — (ko€ — ks()]dr?

+ 2[ka (xd€ — Edx) + ks(Cdx — xd())dr

Note que &, x e ( sao as distancias préprias de todos os observadores caracteriza-
dos por valores constantes dessas coordenadas. Entretanto, a coordenada temporal 7 s6
coincide com o tempo préprio do observador que estd na origem. Para maiores detalhes
sobre a construgdo dessas coordenadas veja (FORMIGA, 2020).

Apesar do observador n tratado aqui ser arbitrario, a base nao é, pois ela foi
limitada ao caso de Serret-Frenet. Na proxima se¢ao trataremos do caso geral para coor-

denadas préprias. Por fim, exibiremos a relagdo entre as curvaturas e as aceleragoes.
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3.7 Referencial proprio em uma base arbitraria

Observe que a tetrada ortonormal (frame) e que o nosso observador n carrega
pode ser definida da seguinte forma: €{0) ¢é idéntico a 4-velocidade u* do observador, a
triade espacial e é definida para ser ortogonal a e’(‘o) e rotacionar com rotacao propria

(7). Em termos matemaéticos, a tetrada e# é transportada de acordo com a expressao

det
—2 = d"e,,, 3.17
dr ° ( )
com
O = (a'u” — a"ut) /S + Q" /e,
QW = uawgeo‘ﬁ“”, (3.18)
onde a* ¢ a 4-aceleragao do observador, e (2, = —(1,,, age como um operador que a cada

instante 7 rotaciona a triade (vetores do tipo espago) em relagdo a um eixo definido por
W&(7). (O caso particular Q) = 0 é conhecido como transporte de Fermi-Walker.) O fator
€apu denota o tensor de Levi-Civita com €p123 = 1. Note que, nesta secao estamos usando
c# 1.

A relacao entre as coordenadas do referencial inercial e a do acelerado desta secao
pode ser obtida a partir de (3.12). Embora o tempo préprio do observador n continue
sendo o mesmo, as coordenadas espaciais nao serao, pois a triade éj“ , agora, aponta em
direcao arbitraria. Além disso, o novo tempo coordenado nao necessariamente coincidira
com 7. Por isso, faremos a seguinte mudanga de notacao: O tempo proprio de n, que
serd o novo tempo coordenado, serd representado por X ja as coordenadas préprias
serdo representadas por X7. Assim, podemos reescrever (3.12) na forma z*(X 0 X ) =
o (XY) + X7l (X0)

O referencial préprio adaptado a um observador que tem aceleragao d@(X?), cuja
triade tem rotagao «J(X°) pode ser escrito na forma (HEHL; NI, 1990),

1

€0) = @ {8)(0 - [(E/C X X]’“@Xk},

onde X = X709y, com j =1,2,3 e & = w;0x;

A partir de (3.19), a base dual (coframe) é

00 = dX' + [(&/c) x X])'dX°. (3.20)
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Dessa forma, a métrica pode ser obtida como

ds* =09 @0 — gV @ 9 — 9 @ 9® — 9 @ 03 = g, dr"dz”
— (dX°V?[1+2a-X/P+ (@ - X))+ (- X/c)?
—(@-3/A)X - X)] —2dX°%X - (G/c) x X —dX -dX. (3.21)

3.8 Relacao entre as aceleracoes e as curvaturas

A relagao entre a 4-velocidade u* e o vetor tangente e’(‘o) é dada por ut = ce‘(‘o). A
partir desta relacao, e da primeira férmula de Serret-Frenet, podemos encontrar a relagao

entre a aceleragao a e a curvatura ki, a” = chzleé‘l).

Observe que contraindo a relagao acima com a,, chegamos

_ lal

ky = (3.22)

2’
Para vermos qual é a relacao de ko e k3 com as rotacoes da parte espacial do frame,

consideramos o seguinte. O vetor velocidade angular da base de Serret-Frenet pode ser
escrito na forma (FORMIGA, 2020)

Q = Qué + Q). (3.23)

Observe que estamos fazendo as seguintes identificagoes 0¢ — é , 0, — X e
O¢ — f . Além disso, vamos impor que 0,1 = 0O¢, 0,2 = 0, e 0,3 = O¢ para fazermos
a conexao entre (3.19) e o referencial de Serret-Frenet, e isso significa restringir a base

arbitraria a base de Serret-Frenet.

Fazendo uso dessas identificoes, teremos as igualdades O=ae Q(l)é + Q(g)é =
wlé + woX + wgé, de onde concluimos que €1y = wy, Q) = 0 = wy e 3 = w3, como
era de se esperar. Por sua vez, temos que (FORMIGA, 2020) ky = Q3)/c e ks = Qq)/c.

Portanto, concluimos que

hy = 3
&

Y (3.24)
C

Isso nos diz, por exemplo, que ks, esta associada a rotagao em torno do eixo definido
pela direcao de e(3), assim como k3 estd assocciada a uma rotagao em torno do eixo definido

pela direcao de e().
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3.9 Curvas planas com aceleracao inversamente proporcional ao
tempo proprio.

Como o caso particular de curvatura constante ja é bem conhecido e pode ser
encontrado em varios livros(veja, por exemplo o capitulo 6 do (MISNER; THORNE;
WHEELER, 1973)), vamos considerar aqui o caso particular ky = k3 = 0 (curvas planas)

eklzé.

Calculando o argumento das fungoes hiperbdlicas em (3.9), obtemos

/k:lds _ [y, (S) . (3.25)
so S

S0

Escrevendo as fungoes hiperbodlicas em termos da fungao exponencial, vemos que

5\] _ Lpme) | —m(2)
cosh {hl(soﬂ —5[6 o) + e 0}7
1/s S0
—2<SO+S)
S 1 /s So
inh{In({—)|==(——-—]. 3.26
o [ (£)] = 1 (£ - ) (320

Dessa forma, (3.9) pode ser reescrita como

drt 1 s S 1 s So
po 2 2o 2 20 iy VT
‘07 s T 2° (so+ S)+2 <so S)7

integrando, obtemos

1 52 1 52
Tk = §a“ — +s9lns | + 56“ 5a 50 Ins| +c, (3.27)
S0

onde ¢* é um vetor constante. (Perceba que o a* da expressdao acima nao corresponde a
quadriaceleracao. Ele é apenas um vetor constante do tipo tempo.)
Por simplicidade, vamos assumir que a* = ¢} (tipo tempo), b* = 6} (tipo espaco)

e ¢ = 0 de forma que a expressao (3.27) possa ser escrita como

1 /[ s?
CL'% = 5 (2&)—1—801113),
1 [ s?
I'Tll = 5 (280 — So 1115) . (328)
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A partir dessas expressoes, podemos escrever a seguinte relacao

1
(%) — (2)? = 552 In s,

que lembra a equacao de uma hipérbole, exceto pelo fato do lado direito nao ser constante.
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4 Equacao de Dirac

Neste capitulo, vamos apresentar, sem demonstrar, a equagao de Dirac para uma
particula em um referencial nao inercial, mostraremos também as matrizes de Dirac. Ob-
teremos os coeficientes da conexao afim expandida na base nao inercial, em seguida, vamos
apresentar a equacao de Dirac em um referencial ndo inercial escrita em termos da cur-
vatura e tor¢ao. Por fim, apresentamos uma hamiltoniana relativistica, que sera essencial

para obtermos os resultados do capitulo seguinte.

4.1 Equacao de Dirac em referenciais n3o inerciais

A equacdo de Dirac em um referencial nao inercial é expressa por (SCHWICH-

TENBERG, 2018)

(9, + T,) T — m¥ = 0, (4.1)
com
1 a b
Fu = gwaub [7 » Y } . (42)

onde v# = el~?, el sao as componentes de e, no referencial inercial é,, e os v* sao as

a’
matrizes gama. Ja I', é a conexao espinorial, que depende da conexao afim expandida na
base nao inercial, denotada por wg,. Para maiores detalhes sobre essas duas conexoes,

veja (HEHL; NI, 1990) e (COLLAS; KLEIN, 2019).

As matrizes 7* podem ser convenientemente escrita como sendo as matrizes padrao
(ou Dirac-Pauli), onde 7° é diagonal. As matrizes de Dirac na forma padrao tem a seguinte

representacao
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0 —i
g = 3
@ i 0
1 0
g = .
o=,

Contraindo (4.2) com e, obtemos

1
FC = gecuwaub(ﬁya’yb - ,_yb,ya%

1
= g(wacb’ya’yb - wachbVQ), (43)

Podemos obter os coeficientes da conexao afim por meio da expressao (FORMIGA,
2020)

whe = e, (Fped + Thyel), (4.4)

nr-c

onde eé e e denotam as componentes de e, na base coordenada do referencial acelerado,
e Fgg ¢ o simbolo de Christoffel. Note que estamos usando uma barra sobre o indice para
indicar a base coordenada acelerada. Assim, de (3.14), (3.15) e (4.4), obtemos

W) (1) = —wyo)y0) = f(T: &)k,
w02 = —we)o0)a) = f(T &)k,
w@)0)3) = —wWE)0)@2) = f(7:§)ks. (4.5)

A partir de (4.3) e (4.5), obtemos

1
Lo = 5 f (k77 + k9 o gy @y )0, (4.6)

Substituindo (4.6) e (3.14) em (4.1), obtemos a seguinte expressao

{7 £10: + ka(x0e — £0y) + ks(CDy — x)]
+yD + 49, + 45,

1 |
5 (kry® + k0909 ® 4 kg Oy D) i fw = 0, (4.7)

onde f =1/(14&ki(7)). Observe que esta equagao é valida qualquer que seja a represen-

tacao das matrizes gama.

Vimos na secao 3.8 que as curvaturas ks e k3 estdo intimamente relacionadas as

rotacoes espaciais do referencial em torno de d; e O, respectivamente. Consequentemente,
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podemos usar a = \/—a*a, = ki, e as relagoes k3 = €)1) e ky = {)(3) para reescrever (4.7)
como ( Veja por exemplo (HEHL; NI, 1990))

i-a—iQ-J)+ V0 + 1?0, + P9 + impw =0, (4.8)

N | —

{+Or@.+

~ A A

onde J=L+5,d@=af, a=aVé+a®g+aB, (o = 404)) e a triade (£, %, C).

E possivel reescrever a equacio acima na forma de uma equacio de Schrodinger.
Fazendo isso, obtém-se (HEHL; NI, 1990)

h—— = HWU 4.

onde o operador hamiltoniano é expresso por

H = pmé®+0 +¢,
R
O = ca p+ (@) a)+F-ald ),
e = Bm(@-7)—a-(L+5). (4.10)

sendo O um operador impar e ¢ um operador par. Cada termo da hamiltoniana acima de-
nota um efeito relativistica sobre a particula. Os termos fm(a-Z) e 5 [(@ - Z) (- @) + (F- @)(a - T)]
denotam o efeito redshift de energia-momento, os termos —d- L e —&-S denotam os efeitos

do tipo Sagnac e o acoplamento spin-rotacao, respectivamente.






43

5 Correcoes relativisticas em um referencial

girante

Nesta secao, vamos trabalhar com um modelo idealizado para um laboratério na
Terra. Neste modelo, o laboratério descreve um movimento circular e uniforme e nao héa
gravitacao. Faremos isso para analisar a contribuicao do tempo préprio do observador na
superficie da Terra em comparagao com a do observador no centro da Terra, e concluir

que a diferenca pode ser desprezada.

A Terra tem, basicamente, dois movimentos, rotacao e translacdo, e por causa des-
tes, os laboratorios estacionarios na Terra giram e aceleram junta com a Terra. Portanto,
qualquer experimento preciso teria que levar em consideracao os efeitos devidos a esses
dois movimentos. Considere um atomo de Hidrogénio ou qualquer outro sistema quantico
em repouso em um laboratério na Terra. As correcoes relativisticas para esse caso estao
muito bem demonstradas por inimeros experimentos, e a estrutura fina do Hidrogénio é
um exemplo dessas correcoes. Mas, e para o caso nao inercial, quais seriam as correcoes

relativisticas?

Calcular de forma exata essas corre¢coes do Hidrogénio, embora seja o ideal, é
extremamente complicado, pois teriamos um boost misturado com uma rotagao. Entre-
tanto, podemos trabalhar de forma aproximada. Para o modelo que usaremos, a origem
do referencial tem uma certa aceleragao d, e a triade tem uma determinada rotacao & em

relacdo a um referencial inercial.

O referencial inercial que consideraremos sera o de um observador que esta olhando
a Terra girar com uma velocidade angular . E 6bvio que o movimento da Terra em relacéo
as estrelas no infinito ¢ muito mais complicado, no entanto, em uma boa aproximacao,
podemos considerar que a Terra estd girando de tal forma que cada ponto seu descreve

um movimento circular e uniforme em relagao ao nosso referencial inercial.

Assim, as coordenadas do laboratoério na origem desse referencial inercial pode ser

escrita como

) = cty, Tk

— 2 _ ;
n . =Trocost, x; =rysind,

22 =0, 0=Qt, + b, (5.1)
onde g, {2 e Oy sdo constantes.

A relagao entre o tempo proprio do observador que esta na origem do sistema de

coordenadas e o tempo coordenado t,, pode ser obtida da seguinte forma
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ds® = n,,datdx?,

dr? chz ((cdt,)* = (dz})* = (da})” = (da)?]

n

1 daxt 2 dax? 2
dr? =dt’ {1 - — n —n 2
T ”{ c2 [(dt) +<dtn>]}’ (5:2)

onde 7 é o tempo proprio do observador n. Usando (5.1), vemos que

1

C(Z” — d;l [ro cos(Q, + )] = —Qrosin 6,
dx? d

% = [0 sin(Qt,, + 6p)] = Qrgcosb,

Substituindo em (5.2), teremos

dr 2 1 . 2 2
<dtn> =1- 6—2[(—97“0 sin 0)* + (Qrg cos 0)7],

QQT?)
=1- ",
dr 023
dt, 2’
dt,, 1
=\ 5.3
dT 1 _ QQT’g ) ( )

onde A é o fator de Lorentz.

O vetor tangente a curva escrita na base de Serret-Frenet é

_dxh
o) T g

onde ds é o comprimento de arco. Como dr = %ds — ds = cdt, entao

p_ doh  Ldah  1dt,dzf 1 day)

=Zn o =22l _ 25 5.4
‘() ds cdr cdrdt, ¢ dt,’ (5:4)
onde usando (5.1) em (5.4), temos
A
eq) = E(c, —Qrosin®, Qrgcos). (5.5)
Ou expandido na base do referencial inercial
QroA QroA
6(0)”(% = A0y — ZO sin 00, + 7;0 cos 00s,
Qro\ Qro\

e) = Aé(g) — % sin 0€ ;) + ZO cos 0é ). (5.6)
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onde usamos a defini¢do e, = e,*d, e é, = 6{Md,

Usando a regra da cadeia e (5.3), teremos

1 p
Ldewy _ Adewy
c dr c dt,

Fazendo a = (0) e usando (5.5), vemos que

1de, !
z aé“) — )\dctl é(c, —Qrgsinf, Qrgcosh)|,
¢ dr cdt, | c

)\2
= (0, —Q*rgcost, —Qrgsind).

c2

Comparando (5.8) com (3.4), vemos que

e(l)“: (0, —cosf, —siné),

Com
927"0)\2

c2

ky =

Para a = (1) em (5.7) e usando (5.9), obtemos

1de " X d
. d(l) :E%(O’ —cosf, —sinb),
T n
:é((), Qsinf, —Qcosh).
c

Comparando (5.11) com (3.5), chegamos a

A (0, Q2sinf@, —Qcosb).

kie)” + ke =

Usando (5.10) e isolando kae(s) na expressao, obtemos

O%roA? QA

kag) = — c? c c

Assim, substituindo (5.6) em (5.12), obtemos

6(0) + — SiIl Qé(l) — — COS 9é(2)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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kaee) = —

c? 3 c c3 c

Q%rp\3 D3r2X3 QN D3r2X3 QN
ro €y + ( To )sin 0é ) — ( o + ) cos0éq).  (5.13)

Faremos agora a seguinte substituicao
Q3r2X3 QA QN [ Q22N QN3
)T =

3 c c c?

Assim, podemos reescrever (5.13) como

_Q’I“())\

c

e = é) T Asin 0y — Acos 0é y). (5.14)

2
com ko = QTA

Fazendo o mesmo procedimento para a = (2) concluiremos que ey = €(z)- Assim,

os vetores e, €(1), €(2) € €(3) escritos em termos dos vetores do referencial inercial, serao

€(0) =A€(g) — QZO)\ sin0é ;) + QZO)\ o8 06 ),

ey = — cos0éyy — sinbéy),

€2) = — QZOAé(O) + Asin0é,) — Acos 0éy),

e(3) =C3), (5.15)

onde a curvatura e a tor¢ao sao

927“0/\2
kl = 02 9
QN2
k2 = CT’
ks = 0. (5.16)

Sabemos que a relagao entre o sistema de coordenadas inercial (¢, z, y, z) e o sistema
de coordenadas acelerado (7,&, x, () é dada por (3.12). Fazendo ¢ = 0 em (3.12) e usando

as expressoes (5.1) e (5.15), obtemos

0_,0 i, 0
xr =Z, + Tje(j) s
ct =ct,, + 7,(1)6(1)0 + 7‘(2)6(2)0 + 7‘(3)6(3)0,

=ctp + 56(1)0 + Xe(z)o + Ce(g)o,

ct =ct, +x <— QTO)\) , (5.17)
c
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onde 6(1)0 = 6(3)0 = 0. Precisamos escrever t,, em termos do tempo préprio 7. De (5.3),

VEmMOoOs que

t, =A\T.

Sendo assim, usando (5.18) em (5.17), encontramos

ct =\ <c7' — XQTO) .

C

Para p = 1 na relagao (3.12), e usando (5.1) e (5.15), obtemos

o' =, +1e;,
=, + 56(1)1 + X€(2)1 + C€(3)1,
=rgcosf — Ecosf + xAsinb,
z =(rg — &) cos 4+ xAsinb,

onde 6(3)1 = 0. Para p = 2, obtemos

2 __ 2 j 2
T =x, +r €()»

=5, + 56(1)2 + X€(2)2 + Cew)’
=rpsinf — {sinf — y cos b,

y =(ro — &) sinf — xAcos0,

onde 6(1)2 = —sind, 6(2)2 = —Acosf e 6(3)2 = 0.

Por ultimo, u =3

3_.3 j 3
T =x, +r €;)

=, + 56(1)3 + X€(2)3 +Cew)’
z =(,

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

onde 6(1)3 = 6(2)3 = 0. Portanto, a relagdo entre o sistema de coordenadas inercial e

acelerado é
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ct =\ <c7' — XQTO) ,

C

x =(rg — &) cosf + xAsinb,
y =(ro — &) sinf — yAcos#,
z =(. (5.23)

Vejamos como as quantidades obtidas até agora se relacionam com as aceleragoes

da origem do referencial e da rotacao da triade.

Na origem do referencial acelerado, teremos

dxt  1dxt 1
12 _ n o __ n _
‘O, Tds,  cdr, P
dey'|  1dey 1 d /1 1
o | _1%0 _1d <uu) - (5.24)
ds, |n ¢ dm, cdr, \c c2

onde o campo vetorial estd sendo avaliado ao longo da trajetéria do observador n.

Observe que pela defini¢ao de base de Serret-Frenet (3.4), o lado esquerdo de (5.24)

sera
nl
De (3.14), vemos que ey = 0. Mudando a notagao de O para f, e usando a

equacao acima, vemos que a = aé e de (5.10), chegamos a

927’0)\2

c2

i=aé = (k)€ = ( > £ = QPrgA%€. (5.25)
Vejamos, agora, como o vetor ¢ se relaciona com a base girante. De (3.23), (3.24)

e (5.16), descobrimos que

Q=a=Qr%. (5.26)

Agora, vamos apresentar a versao simplificada da equacao de Dirac em um formato
similar ao da equagao de Schrodinger. E possivel aplicar trés transformagoes sucessivas
de Foldy-Wouthysen em (4.9) para escrevé-la em uma forma conveniente para aplicar uma

aproximagao nao relativistica. O resultado obtido apds seguir essas etapas é
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P). (5.27)

Essa hamiltoniana é uma aproximacao para o caso do referencial nao ser inercial,
ou seja, ¢ uma hamiltoniana relativistica de um referencial acelerado qualquer nas co-
ordenadas proprias do observador que esta na origem deste referencial. Na proxima sec¢ao,

usaremos (5.27) para fazermos algumas estimativas.

5.1 Estimativa para o modelo da Terra.

Até agora nés nao restringimos nosso referencial girante ao modelo que adotamos
para a Terra. (O que foi feito na se¢@o anterior é valido para qualquer referencial girante).

Antes de fazermos as devidas aproximagoes, precisamos primeiro motivar nosso modelo.

Sabemos que a forma mais adequada de tratarmos esse problema seria considerar
a equacao de Dirac em um espago curvo nas coordenadas proprias do observador. Entre-
tanto, isso vai além do escopo dessa dissertacao. Além disso, como veremos mais adiante,
a unica diferenca é que nao seremos capazes de reproduzir o fator g da aceleragao gravi-
tacional. Porém, seremos capazes de analisar se tomarmos o tempo préprio do observador
que esta no laboratério como sendo o mesmo de um observador no centro da Terra, o que
normalmente é feito na literatura (WERNER; STAUDENMANN; COLELLA, 1979), é

valida.

Sendo assim, substituindo (5.25) e (5.26) em (5.27), chegamos finalmente a

H = Bmc® + B opry Bm(QProA2€) + O p(EXe) 5
2m 2m c?
A h —
J— 2 =g . "
QN2+ o5 (@ x P). (5.28)

Com o objetivo de simplificar os calculos, vamos renomear cada termo dessa ha-

miltoniana
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HO = ﬁmCQ—I—ﬁ
2m

H, = PBm(Qror%),
H2 _ 5—»(92?"0)\26) -ﬁ,
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P,

2m c?
Hy, = —Q)J,,
h L =
H4 = 2cha-(a><P).

O termo H, pode ser reescrito como

2 2
Hy = (69 o) >P§-13

2mc? ’
= BOPE - P, (5.29)
onde
Q2T0/\2
d=——"- .
2 (5.30)

-,

Usando a regra de produto para divergentes, isto ¢, V- (fA) = f(V-A)+ A-(Vf),
(5.29) toma a forma

—

Hy = B [(P)- P+&(P-P)|. (5.31)

Lembrando que P = —ihV = —ih(é@g + X0y + 684), teremos P¢ = —ih(é@g +
XOy + 584)5 = —ihé. Assim, o termo Hs pode ser escrito como

Hy = BO [~1°0; + £P?. (5.32)

Consequentemente

Hy+ Hy + Hy = Bmc® + fnﬁQ + BmQroNE + B [~h20; + £P?]

2 2 2 2
— (1 + o) 5) Bmc? + (1 + o) 5) b P? — BOR*O;

c? c? 2m
B

2m

= (1 + ®€)fmc? + (1 + ) —P? — BOh20,. (5.33)

Para fazermos uma estimativa de (5.30) considere o seguinte. A velocidade da luz
no vacuo é ¢ = 2.99792458m /s, o raio da Terra é Ry = 6,37 x 105m e a velocidade angular
da Terra é Q = 27 /T = 27 /23h56min. De (5.30), vemos que
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d =24 x 10 m.

Como & < Ry e Ry ¢ da ordem de 10°m, podemos fazer a aproximacao 1+®¢ ~ 1.
Também desprezaremos o tltimo termo de (5.33). Essa aproximacao nos permite obter o

seguinte resultado

B

‘l11] + jF{l -+-Al323 = /3771(32 —+- ““*IE;Q.
2m
Assim, a hamiltoniana original toma a forma
H = fmc* + ﬁp’z —QJ. + LJ (@ x P). (5.34)
2m 2mc?

Nosso objetivo, agora, é mostrar que o ultimo termo da hamiltoniana acima é
muito pequeno se comparado aos outros termos. Sem perda de informacao, vamos usar
apenas os ultimos termos nos céalculos a seguir. O produto vetorial pode ser calculado

Cco1mo

& % ¢
AxP=]a 0 0 |=—ihae(COy— XO)
P P, P

Calculando, agora, o produto misto, obtemos

. . — iFLQCbg
g-(dx P)= _W(Ucax —0,0¢). (5.35)

O termo contendo J, pode ser calculado da seguinte forma

—QJ. = —Q(L.+8S.)
N A 1
— —Q [ PX — )A(Pg) + ZHUC]

—  —Q|(—ihéd, + ihRde) + 17@] . (5.36)

2

A partir de (5.35) e (5.36) definimos o sequinte operador

Qh ih*a
=50~ ch(acﬁx — ox), (5.37)

[1]>
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onde consideramos apenas termos contendo o.

Suponha, agora, uma funcao de onda plana da seguinte forma

1)~ eFaxtksO) (5.38)

de modo que, aplicando (5.37) em (5.38), obtemos

N Qho, h2a
S = —— $ob+ o $ (kaoe — k3o )b, (5.39)

c2

Faremos uma estimativa para a hamiltoniana usando a massa do elétron m.. Para

. l.ﬁ . _ Qhn o h2a€k2
simplificar, assumimos que ¢; = 5* e ¢ = 557,

com ag = Q*ry. Concluimos, que

C2 (hQTO

c2

) ky = 0,6 x 1078k, ~ 1078k,

&1 e

Logo, para valores razoaveis de ks, co < ¢ e, portanto, podemos desprezar o
ultimo termo de (5.34)

H= Bmc® + ﬁp? —QJ..
2m
Comparando a hamiltoniana acima com (WERNER; STAUDENMANN; COLELLA,
1979), vemos que o unico termo que nao fomos capazes de reproduzir foi o termo da ace-
leragao gravitacional, dado por mg - 7. (Vale a pena destacar que hé outra diferenga: em
(WERNER; STAUDENMANN; COLELLA, 1979), a origem do referencial estd no centro
da Terra. Essa diferenca desaparece se tomarmos ry = 0.) Este resultado era esperado,

pois esse termo vem da curvatura do espaco-tempo, que foi desprezada nos nossos calculos.

Pelo principio da equivaléncia, talvez pudéssemos obter o termo mg - 7 se colocas-
semos o referencial girante com uma aceleracao constante -g ao longo do eixo z (mesmo
que (); neste caso, reproduzirfamos um laboratério montado em um dos polos, por onde

passa o eixo de rotagdo da Terra. (Deixaremos essa andlise para o futuro.)
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6 Conclusoes e perspectivas.

Apos realizarmos uma revisao dos conceitos basicos do espaco-tempo de Minkowski
e da geometria diferencial de curvas, abordamos o problema de referenciais acelerados
tanto na fisica classica quanto na mecénica quantica. A partir desses conceitos, fomos

capazes de fazer algumas aplicacOes inéditas na literatura.

Vimos que o espaco-tempo de Minkowski é um espaco quadridimensional e sem
curvatura. Estudamos a relagao entre esse espaco e a teoria da relatividade especial, onde
foi possivel ver de forma clara a conexao entre objetos puramente geométricos, como a
métrica, por exemplo, e conceitos fisicos tais como medidas de tempo, espago, trajetoria

de particulas massivas e sem massa etc.

Apresentamos a base de Serret-Frenet e vimos como ela se relaciona com a ace-
leragao do observador e com a rotacao da triade. Vimos que a primeira curvatura esta
relacionada ao médulo da aceleragao, enquanto as torgoes da curva (ks e k3) estao relaci-

onadas as rotagoes da triade.

A partir do caso particular de curvas planas no espago-tempo de Minkowski, anali-
samos de forma inédita o caso no qual a aceleracao é inversamente proporcional ao tempo
préprio (ou comprimento de arco). Obtemos a curva descrita pela particula acelerada nas
coordenadas do referencial inercial, e vimos que essa curva tem uma forma similar a de

uma hipérbole.

Finalmente, apresentamos a equacao de Dirac em um referencial adaptado as co-
ordenadas proprias de um observador acelerado. Isso foi feito tanto para o caso mais geral
possivel, onde a triade pode ter qualquer rotacao, quanto para o caso no qual a triade
rotaciona segundo as formulas de Serret-Frenet. Por fim, usamos a versao aproximada
da equacao de Dirac na base de um observador que descreve um movimento circular e
uniforme com raio e frequéncia angular iguais aos da Terra. Como resultado, vimos que
o tempo proprio do observador que esta na superficie da Terra pode ser aproximado pelo

tempo proprio de um observador que esta localizado no centro da Terra.

No modelo que adotamos para Terra, desprezamos a curvatura do espago-tempo.
Por essa razao, nao foi possivel reproduzir a aceleragdo gravitacional. Uma continuacao
natural do trabalho apresentado nesta dissertagao seria escrever a equagao de Dirac nas
coordenadas préprias do observador, expandidas até a segunda ordem para podermos

contabilizar a curvatura do espago-tempo.
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