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Resumo

Nesta dissertacao, investigamos as propriedades universais do transporte eletrénico em
sistemas mesoscopicos usando pontos quanticos do tipo cadtico, onde a geometria destes
semicondutores muda em cada realizagao, isto ¢, simulamos diferentes configuragoes
(tamanhos) do ponto quantico. Usaremos a teoria quantica de campos de nao-equilibrio
(formalismo de Keldysh) para descrever o transporte eletronico em pontos quanticos e
investigar os desdobramentos tedricos da aplicacdo desta teoria no caso caético. Seguindo
as propostas de Beenakker e realizando simulagoes numéricas, analisamos a condutancia e
o ruido de disparo nestes dispositivos, comparando os resultados obtidos com a literatura,
a conexao entre o ruido e o emaranhamento quantico e, por fim, a violagdo da desigualdade
de Bell. No caso da violacao da desigualdade de Bell, mostraremos resultados inéditos que

relacionam o caos no ponto quantico com a formacgao de emaranhamento quantico.

Palavras-chaves: Formalismo de Keldysh; Pontos Quanticos Cadticos; Ruido; Emara-

nhamento; Desigualdade de Bell.



Abstract

In this dissertation, we investigate universal properties of the electronic transportation in
mesoscopic system using chaotic quantum dots, which the geometry of such semiconductors
change constantly. We use nonequilibrium quantum field theory (Keldysh formalism)
to describe the electronic transport through the quantum dots and to investigate the
theoretics consequences in a chaotic case. Following Beenaker’s proposal and performing
numerical simulations, we analyze the electronic conductance and shot noise in such devices,
comparing with the literature, and the connection between shot noise and quantum
entanglement. We also investigate the Bell’s inequality, we show new results which
establish a link between the chaos in a chaotic quantum dot and the creation of quantum

entanglement.

Key-words: Keldysh Formalism; Chaotic Quantum Dots; Shot Noise; Entanglement;
Bell’s inequality.
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1 Introducao

Atualmente a industria de eletronicos busca alternativas para diminuir o tamanho
de semicondutores com o objetivo de tornar o processamento de computadores mais
rapido e eficiente. Tais dimensoes chegaram a desafiadora escala de nanémetros, onde
pode haver disputas de fendmenos quéanticos e cadticos. Nesta escala, o ponto quantico,
também conhecido como atomo artificial, é um dos dispositivos fabricados em sistemas
mesoscopicos. Estudaremos pontos quanticos do tipo cadtico, onde a geometria destes
semicondutores muda em cada realizagado, onde entendemos por realizacao diferentes
configuragoes (tamanhos) do ponto quantico. Assim, o formalismo que abordaremos é o
formalismo de Keldysh, ou também conhecido como formalismo de Func¢ao de Green de

nao-equilibrio, e analisaremos a aplicacao desse formalismo em pontos quanticos cadticos.

O objetivo deste capitulo é abordar de forma breve os topicos que serao apresentados
na dissertacao. Inicialmente apresentaremos os formalismos de equilibrio como ponto de
partida da dissertacao. Apds isso, apresentaremos as principais motiva¢oes do formalismo
de Keldysh, sua diferenca em relacao a uma teoria de equilibrio e possiveis aplicagoes; depois
estudaremos sua aplicacdo em sistemas mesoscopicos com énfase em pontos quanticos
cadticos e, por fim, falaremos sobre algumas propriedades importantes em sistemas

mesoscoOpicos como condutancia, ruido, concorréncia e emaranhamento.

Dada a importéancia historica e por fatos pedagogicos, comegaremos introduzindo a

formulagao de equilibrio.

1.1 Formulacdo de Equilibrio

1.1.1 Formulacdo de Schrodinger

A formulagdo de Schrédinger, Heisenberg e Interagao (Dirac) se preocupam
em aspectos gerais da mecanica quantica como a evolucao dos estados, observaveis, e a
estatistica das medigoes. E necessario também enfatizar que cada formulacao possui suas

vantagens.

A formulagao de Schrodinger diz que os estados dependem do tempo e os operadores
sao constantes. A dinamica dos estados em relagao ao tempo é descrita pela equacao de

Schrodinger:
nOL ey, (1)

onde um observavel qualquer O néo depende do tempo, isto é, O(t) = 0.
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De acordo com essa equacao, a evolugao de um estado é dado por:

[W(t)) = U(t) [1(0)) . (1.2)

Se o hamiltoniano for independente do tempo, o operador de evolugao temporal U (t) sera

dado por: A
U(t) = e 'nt, (1.3)

Esse operador representa a evolu¢ao de um estado |¢) do tempo ¢ = 0 a um tempo t.

A grande vantagem da formulacao de Schrodinger é poder trabalhar com fungoes

pois elas exploram a descri¢ao continua do sistema.

1.1.2 Formulacao de Heisenberg

Diferente da formulacdo de Schrédinger, a caracteristica principal da formulagao
de Heisenberg ¢é que os estados sao constantes, enquanto que os operadores evoluem no
tempo. Vamos calcular a média de um observavel O baseado no formalismo de Schrodinger,

e obteremos a correspondéncia na formulacao de Heisenberg:

(O(1)) = (ws(t)] Os ls(®) = (o (0)| 01 (BT (2) [131(0)) = (s (0)] On(8) [ (0))
(1.4)
onde |1)g) representa o estado dependente do tempo na formulagao de Schrédinger, enquanto
que |1y (0)) representa o estado independente do tempo na formula¢do de Heisenberg.
Em relagao aos observaveis, Osg é o operador independente do tempo na formulacao de
Schrodinger, enquanto que OH(t) ¢ o operador dependente do tempo na formulacao de

Heisenberg.

Assim, a dindmica dos operadores é dada pela forma funcional de Heisenberg

A

Ou(t) = U7(t,0)0s(0)01 (1, 0). (1.5)
Derivando OH(t) em relacao ao tempo, temos

_dOy(t) . oUt(t)
ih i =1h 5

Os(t)U(t) + iU (1)

A A

= U () Hs(t)Os()U (t) + Ut (t)Os(t) Hs(t)U (t) + ihUT ()

— UM AU )T ()0s()T (1) + UH(0)Os(t)0 ()0 (8) Hs (001 (1)

(1.6)
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e obtemos a equacao:

que ¢ conhecida como equagao de Heisenberg.

Heisenberg formulou a mecanica quantica a partir dos operadores com o objetivo
de obter uma conexao com a mecanica classica usando o principio da correspondéncia. Ma-
tematicamente falando, devemos nos preocupar em resolver problemas na forma matricial,

nos limitando a estudar sistemas discretos.

1.1.3 Formulacao de Interacao

Ja a formulacao de interacao, ou também conhecida como formulacao de Dirac,

consiste em considerar um hamiltoniano do tipo
H=Hy+V(t), (1.8)

onde Hy é bem conhecido no sentido de que temos conhecimentos sobre seus auto-estados,
V é possivelmente dependente do tempo e o estado na formulagio de Schrodinger [1s(1))
satisfaz a equacao

9 [¥s(t))

S — A ws(e) (19)

Vamos agora definir o estado de interagao |¢7(%))

ih

r(1)) = e s (1)), (1.10)

que é meramente uma transformagao unitéria do estado [¢s()). O objetivo de definirmos
este estado é que encontraremos uma equacgao analoga a equagao de Schrodinger para os
estados de interagao |¢;(t)), regido pelo hamiltoniano de interagdo H;(t); por outro lado,
o operador H; evoluird analogamente ao formalismo de Heisenberg. Assim, derivando o

estado de interagao em relagao ao tempo e multiplicando por ¢/, obtemos

Zhal%f” = —ﬁoei?t s (t)) + ei?tihw,
= —Hoe ™ s (1)) + 7 (Hy + V) [s(2) (1.11)

H
Tt

— By Hy + V) [0s()) = BT (0 T [y (1)

Continuando, temos

na"gf” = F,(0) s (), Bp(t) = R0 (t)e R, (1.12)

Note que encontramos um anélogo a equacao de Schrodinger para os estados de interagao

|1r(t)), com o hamiltoniano de interacao H 1(t); enquanto que o operador H; evolui
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analogamente ao formalismo de Heisenberg. Olhando a equacao analoga a de Schrédinger,
percebemos que isto sugere a existéncia de um operador de evolugao temporal no formalismo

de interacao dado por

(b1 (8)) = T (t) [r(0)) = e Jo 1% 4y, () (1.13)

isto é, a evolugao ¢ regida agora pelo hamiltoniano de interagao. Essa evolugao é obtida
para o caso em que o hamiltoniano depende do tempo, mas os hamiltonianos em tempos

distintos comutam.

Em geral, Hy, que eventualmente é diagonal, nao comuta com Hj, que em geral
nao ¢ diagonal pois representa a capacidade do sistema transitar entre os auto-estados do

hamiltoniano Hy. Um observavel O arbitrario satisfaz

(W s(1)] Os (1)) = (W' (1)] € F10se™ B s (1)) = (', (1) Or s (), (1.14)

onde,
Hot

A oy A it
Or=e"n"0Oge "5 ", (1.15)

Note que a Equagao (1.14) expressa que a média de um determinado observavel
independe da representacao na qual estamos investigando. Note também que Og é um
operador independente do tempo, enquanto que o operador O, possui uma dependéncia

temporal explicita. A equacao de movimento para o operador O, ¢ dada por:

A , A A
80 t A .Hy A B A a O —i=2
ih 8It( ) - () e ¥ Oge ¥ +el?m<saeth)’
AR Oge R 4 i 59;36-#;% - Os%ﬁoe_i%t | (1.16)

= O1(t)Hy — HoO1(t) = [Or(t), Hy|.

Temos, portanto,

ma%[t(t) = [O1(t), Ho|,

onde foi usado na deducao que % = 0. Podemos ver que o operador na formulacao de

(1.17)

interacao satisfaz uma equacao de movimento que depende do hamiltoniano Hj.

1.1.4 Operador de Evolucao e Ordenamento Temporal

E interessante também estudar como fica o operador de evolucao temporal na
representacao de interacao. Primeiramente, se o hamiltoniano é independente do tempo, o

operador de evolugao temporal é dado da seguinte forma:

O(t,t) = ettt (1.18)
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Queremos analisar alguns aspectos gerais do operador de evolucao temporal e como ele
pode ser escrito para uma hamiltoniano dependente do tempo. Inicialmente, vamos

verificar algumas propriedades do operador de evolugao temporal, sao elas:

1. Primeira propriedade: No tempo t = ty nao ha evolucao e, portanto, temos que

A

U (to, to) = 1. (1.19)

2. Segunda propriedade: Como o operador de evolugao é uma exponencial de um
hamiltoniano, temos o fato matematico de que a exponencial de um operador hermitiano

¢ um operador unitario. Portanto,

Ut t0)U(tto) = Ut to)UT () =1 = Ut te) = Ut tp). (1.20)

3. Terceira propriedade: Os sistemas fisicos sobre os quais vamos investigar
respeitam a homogeneidade temporal. Isso significa que fazendo uma evolugao de t; até
ta, e depois fazendo uma evolucao de t, até t3, obviamente com o mesmo hamiltoniano,
esperamos que essas duas evolucgoes concatenadas fornecam uma evolucao de t; até ts.

Portanto,
Uty t2)U(to, t3) = U(ty, t3). (1.21)

4. Quarta propriedade: Se evoluirmos o estado de ¢y até um ¢, e depois voltarmos

de t para tg, esperamos que o estado permaneca inalterado.

Ut to)U(to, t) = 1 — Ulto, t) = U'(t, to). (1.22)

Essas propriedades nos ajudam a deduzir um analogo da equacao de Schrodinger
para a formulagdo de interagao. Pela eq.(1.12) podemos inferir que o estado na formulagao

de interacao evolui da mesma forma que na formulacao de Schrodinger:

[0r(1)) = U(t, to) [¥r(to)) - (1.23)
Explorando a eq.(1.12) e a eq.(1.23), temos que:
maﬁggm) = H;()U(t, ), (1.24)
integrando ambos os lados
U(t,to) — Ulto, to) = —; t; dt'H, (U (', o), (1.25)

e, usando a primeira propriedade dos operadores de evolucao, temos:

N , [t ~ ~
U(t,ty) = 1 — % dt' B, (1)U (1 t). (1.26)

to
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Essa equacao é analoga a equacao integral de Volterra, e é resolvida por método
iterativo, dado que o operador U esté presente tanto do lado direito como no esquerdo.

Assim, obtendo ordens superiores, temos

A

—9 t N
U(t,t()) - 1 + % dtlHI(tl)

to

—1 t t2 ~ A
+ (3)2/ dty | dtyHy(t2) Hi(th) (1.27)
to to

-\ 3
—1 t t3 to R R R
+<n> [ty [ ats [ By () B () +
to to to

Observe que os operadores hamiltonianos no integrando estao ordenados da seguinte
forma: Operadores com tempos maiores estao mais a esquerda daqueles com tempos
menores. Para manter esse ordenamento, é necessario introduzir o que chamamos de
operador de ordenamento temporal pois como o hamiltoniano depende do tempo, em
geral, eles ndo comutam. A ideia do operador temporal é introduzida da seguinte forma:
Considere um produto de operadores em tempos distintos, que em principio mantém

tempos sem ordem cronolédgica
On(tn)On_1(tn-1) ... Oa(t2)O1(t1). (1.28)

Portanto, os ntimeros 0, 1...,n aqui fornecem a ordem dos operadores.

O operador de ordenamento temporal 7 age da seguinte forma:

A A A

T<On(tn) .. Ol(h)) =0, (t:)... 04 (L)), (1.29)

onde t; >t; , >...>t; eo conjunto (iy,is,...,7,) ¢ uma permutagao de (1,2,...,n).
Em (KLEINERT, 2009) é obtido a forma geral do operador de evolugao temporal para o

caso em que o hamiltoniano possui uma perturbagao dependente do tempo

A o0 s n 1 t t R . — t _AI )
Ut to) = ngo (;—;) n'/t dtn.../to dtlT[HI(tn)...HI(tl)] - T{eﬁ S ast <t>}_
(1.30)

Deduzido o operador de evolugao temporal U (t,to) descrito de forma perturbativa,
podemos estudar hamiltonianos que possuem uma dependéncia temporal particular, como

é o caso da Mudanca Adiabatica.

1.1.5 Mudanca Adiabatica

A partir daqui introduzimos a formulacao de Equilibrio. Abordamos o caso do
hamiltoniano H descrito como uma parte nao perturbativa Hy e uma parte perturbativa
que depende do tempo H;. Também estudamos o operador de evolucao temporal e sua

forma funcional para sistemas nos quais o hamiltoniano é dependente do tempo. Agora
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vamos olhar uma forma particular de ligar e desligar uma interagdo chamado de Mudanca
Adiabatica. A Mudanca Adiabatica consiste em preparar um sistema inicialmente regido
pelo hamiltoniano nao-interagente H, e evoluir esse sistema ligando sua interagao até
chegar em um tempo (¢t = 0) no qual o sistema passa a ser regido tanto pela parte de nao-
interacao quanto pela de interacao Hy+ H;. E possivel mostrar a relagdo entre os estados
no regime interagente e no regime nao interagente. Veremos que ligando e desligando a
interagao ao longo do tempo, o estado inicial do sistema nao muda, caracterizando uma

formulagdo que chamaremos de formulacao de equilibrio.

Matematicamente, a mudanca adiabatica ¢ representada pelo hamiltoniano a seguir:

H=Hy+ e MH],, (1.31)

onde € é uma quantidade positiva de valor baixo. O comportamento do hamiltoniano em

relacdo ao tempo pode ser visto de acordo com a Figura 1:

Hamiltoniano em funcéo do tempo

I:fo + I:’p
l':{(t) = f:Io + e_iltll':h
S
L
=
I
Ho
— 0 [
t - tempo (s)

Figura 1 — Gréfico da aplicacdao da interacdo em relacao ao tempo

Se € — 0, entdao obtemos H = Hy + H; para todo o tempo t. Isso significa que a
interacao ¢ ligada e desligada infinitamente devagar, e podemos considerar que a interagao
H; atua no sistema em todo o tempo. O estado na formulagao de interacao evoluird da

seguinte forma
01(t)) = Ue(t, to) [tbi(to)) - (1.32)

onde o operador (Afe(t7 to) serd dado por:

2 = (=i bttt | £ 2

n—0 h n! to

Se tg — —o0, temos que o hamiltoniano em %, serd Hy, isto é, o hamiltoniano sera

sem perturbagdo. Nesse limite, pela formulagao de Schrédinger, o estado evolui da seguinte
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forma
—;Ea
[¥s(to)) = e~ 7 |do) (1.34)
onde Hy|¢o) = Ey|¢o) representa a equacdo de auto-valores do hamiltoniano sem pertur-
bagao.
De acordo com a formulacao de interacao, a evolugao do estado antes da interacao
¢é dada por

[ (t)) = €510 [ihs(te)) = |) (1.35)

Desta forma, em um passado remoto, temos que o estado na formulacao de interacao
nao evolui. H4 uma relacao importante entre a formulacao de Heisenberg e a de interacgao.

Essa relacao é dada da seguinte forma

(i) = [1(0)) = U(0,t0) [vr(to)) (1.36)

Assim, obtemos

() = [11(0)) = Uc(0, —00) o) (1.37)

Para o caso em que ¢ — 0, hd uma relagao entre o estado |¢g) e o estado [¢g)
estabelecida pelo teorema de (GELL-MANN; LOW, 1951).

Teorema 1 (Gell-Man e Low) Se a quantidade

U.(0, —00) | o) _ _[4o) (1.38)

0 {go] U(0, —00) |0} (Gultoo)

existir em todas as ordens de perturbacao, entdo o lado direito é um auto-estado de H,
isto €,
7 o) 5 |%o)

@oldo) (ol (1.59)

Dessa forma, dado um auto-estado do hamiltoniano nao-interagente |¢g), o sistema
evolui para o estado |¢)y) quando a perturbacao ¢é aplicada adiabaticamente. Se |¢g) for o
estado fundamental do sistema nao-interagente, [¢)g) usualmente é o estado fundamental

do sistema interagente, entretanto, nao ¢ uma condigao necessaria.

Essa prova também ¢ valida para a existéncia do estado

0.0, +0) 60)
(60l U2(0, +0) [60)

(1.40)

Nesse caso, o sistema volta de t = 400, onde o auto-estado é |¢y), até t = 0. Se

em t = 0 o auto-estado em H néo for degenerado, entao

lim UG(AO’ +00) |o) = lim (A ’ >’¢0> :
<0 (0| Ue(0,400) [po) <=0 (do| Ue(0, —00) [¢0)

(1.41)
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Assim, podemos obter |¢g) em t = +00 da seguinte forma:
[o(£00)) = lim U (£00,0) [¢) - (1.42)
Como |1hg) é nao degenerado, temos que os estados diferem somente por um fator:

|po(+00)) = " [po(—00)) . (1.43)

Dessa forma, temos que a matriz de espalhamento é dada por:
e’ = (¢g| S(00, —00) | - (1.44)

Embora estejamos falando em perturbagao (adiabética), é necessario entender que
mesmo apés a perturbagao, o estado inicial é igual ao final, a menos de uma fase. Isso
caracteriza uma condicao de equilibrio. No caso em que nao ha equilibrio, isto é, para
um hamiltoniano dependente do tempo de forma geral, esperamos que o estado final seja
diferente do estado inicial. O Formalismo de Keldysh trata problemas nos quais nao
conhecemos o estado interagente [1y) pois a existéncia desse estado é assegurado devido
a forma particular do hamiltoniano na Mudanga Adiabatica. Dependendo do sistema, é
dificil conhecer o estado |¢). Portanto, o formalismo de Keldysh recebeu muita atengao

nos anos recentes com a fisica mesoscopica.

1.2 Fisica Mesoscopica

A Fisica Mesoscépica é uma area da Fisica da Matéria Condensada que investiga
regimes entre o micro e o macroscopico. Quando falamos em regime microscopico, falamos
em estruturas com dimensao menor ou igual a nanémetros, enquanto que o regime
macroscopico estd situado em micrometros até objetos do nosso cotidiano. Na Figura 2

podemos encontrar as escalas do regime quéantico, mesoscopico e classico.

Em um sistema classico, a matéria possui um comportamento corpuscular regido
pelas leis da mecanica classica. Ja em um sistema quantico, a matéria possui um com-
portamento dual, isto é, dependendo do aparato de medicao, é possivel que elétrons se
comportem tanto como particulas ou como ondas, apresentando fenémenos como difragao
e interferéncia no ultimo caso. O objetivo da fisica meséscopica é relacionar propriedades
microscopicas com macroscopicas a partir do principio da correspondéncia, onde as leis da

mecanica quantica recuperam as leis da mecanica classica.

Nosso sistema fisico de interesse em fisica mesoscépica é o ponto quantico. Por
defini¢do, um ponto quantico é uma regiao pequena onde elétrons sao confinados. A
Figura 3 mostra a construcao de um ponto quantico, onde a interface da heteroestrutura
GaAs/AlGaAs forma um gés bidimensional de elétrons. Os contatos 6hmicos sdo as partes

do dispositivo que conectam o ponto quantico a um fio que conduz elétrons. Na porta
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Figura 2 — Iustragao do regime mesoscopico. Figura adaptada de (NAKATSUJI, 2013).

Fisica Estatistica

Fisica Quantica

d’x/dt* ~-x

Mecanica Classica

(regido escura) é aplicado uma voltagem negativa, criando regides de deplecao (regiao
branca).
Regides

de
Deplecio

Porta

Contato
Ohmico

y

AlGaAs
2DEG

GaAs

Figura 3 — Visualizagao do Gas Bidimensional de elétrons e as portas para a construcao
do Ponto Quantico. Os contatos 6hmicos conectam o dispositivo com fios
condutores de elétrons. Figura retirada de (HANSON et al., 2007)

As regides de deple¢do delimitam o movimento dos elétrons no gés bidimensional.
Dessa forma, o confinamento de elétrons pode ser estabelecido arranjando uma configuracgao
das portas. Na mecanica quantica, quando um sistema é confinado, ha quantizacoes da
energia, criando diversas energias acessiveis. O niimero dessas energias acessiveis depende
das dimensoes do ponto quantico. Outra configuragao de um ponto quantico pode ser

vista na Figura 4.
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200_nm

Figura 4 — Visualizacao do Ponto Quantico por microscopia eletronica. Figura retirada de
(HANSON et al., 2007)

1.3 Emaranhamento Quantico

Uma das principais propriedades da mecéanica quantica é chamada de emara-
nhamento quéantico. Tal propriedade surge em diversos sistemas quanticos, como sistemas
de particulas elementares, fotonicos, eletronicos e etc. No nosso caso, o emaranhamento
¢ uma aplicagao realizavel em pontos quanticos. Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen
questionaram se a descricao da realidade fisica pela mecanica quantica poderia ser com-
pleta em (EINSTEIN et al., 1935). Para a mecanica quantica, é possivel que um sistema
esteja em diversas realidades distintas ao mesmo tempo. Este fendmeno é conhecido como
superposicao quantica. A realidade objetiva do sistema s é acessivel quando é realizada
uma medicao, destruindo o estado composto pela superposicao de todas as realidades. A
discussao sobre o paradoxo EPR foi melhor adaptado por (BOHM; AHARONOV, 1957)

da seguinte forma:

.~ Source X

A B b

Figura 5 — Experimento Fisico proposto por Bohm para estudo do emaranhamento quéan-
tico. Figura retirada de (CAVALCANTI et al., 2009).

Vamos considerar uma fonte que emite um par emaranhado de particulas, de acordo
com a Figura 5, podendo ser a polarizacao de fétons ou spins de elétrons. Assim, falando
sobre elétrons, um deles é mandado para Bob, indicado por B, e o outro para Alice,

indicado por A. Tanto Alice quanto Bob podem realizar medic¢oes, indicadas por J4 e Jp
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na figura, respectivamente. Desta forma, o estado quantico que descreve todo o sistema é

escrito na forma:

vy = jﬁnm D — 14 11 ), (1.45)

onde |1) e |}) representam as projecoes de spin em relagao ao eixo z. O estado |¥) mostra

que se Alice medir spin up, entdo Bob medira spin down e vice-versa.

FEinstein acreditava em uma natureza objetiva independente da medi¢ao. No nosso
caso, isto significa que os spins up e down ja estariam determinados antes mesmo de Alice
e Bob realizarem as medig¢oes. Por outro lado, a interpretagdo de Copenhaguen afirmava
que os spins estavam em uma superposicao quantica e os elétrons nao possuiam uma
realidade objetiva antes da medicao, o proprio ato de medicao fornecia uma realidade

objetiva, provocando um colapso do estado quantico |¥).

O fato de Einstein nao concordar com as ideias da interpretacao de Copenhaguen
estd associado a alguns conceitos da propria relatividade. Quando falamos sobre o estado
|¥), ndo mencionamos em momento algum o espago no qual estamos trabalhando. Assim,
se Alice medir spin up, ela sabera que Bob ird medir spin down, mesmo que essas medigoes
sejam instantaneas e suas distancias sejam suficientemente longas ao ponto de nao haver
nenhuma relagao causal entre os dois eventos. A medicao de Alice colapsa o estado |¥) para
I (]4)) fazendo com que Bob obtenha somente o estado |[{) (|1)). Ironicamente, Einstein
chamou este fenémeno de Ac¢ao Fantasmagoérica a Distancia, que pode ser encontrado
em (BELL, 1987), pois a medigdo de Alice implica em um resultado especifico para Bob.
Conceitos como estes nao eram conhecidos pois o fato da medigao de Alice interferir no
resultado da medicao de Bob deveria ser intermediado por um ente fisico, como o campo

eletromagnético; entretanto, tais campos sao limitados pela velocidade da luz c.

(BOHM, 1952) prop6s uma teoria com o objetivo de obter inferéncias estatisticas
dos experimentos da mecéanica quantica a partir da hipotese de que a realidade objetiva era
descrita por variaveis que nao podiamos obter fisicamente, tais variaveis eram chamadas
de variaveis locais escondidas ou ocultas. (BELL, 1964) mostrou que uma teoria de
variaveis locais ocultas era incompativel com as predi¢oes da mecanica quantica a partir
da sua desigualdade, conhecido na literatura como desigualdade de Bell. A violacdao desta
desigualdade implica que uma teoria que se baseia em realismo e localidade é incompativel

com as predigoes da mecanica quantica.

1.4 Organizacdo Da Dissertacao

A seguir, no 2° capitulo, falaremos sobre a funcao de Green, mostrando sua
definicao e sua relagado com observaveis, explorando o exemplo do gas ideal e fornecendo

uma interpretacao fisica. Além disso, vamos falar sobre o Teorema de Wick e os diagramas
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de Feynman com o objetivo de introduzir o conceito de auto-energia (self-energy) e a

equacao de Dyson.

No 3° capitulo abordaremos o Formalismo de Keldysh, onde comentaremos sobre a
ideia do contorno no célculo de uma média de um observavel genérico. Comentaremos
também sobre a técnica de continuagao analitica, também conhecida como teorema ou

regra de Langreth, que permite expressar os observaveis em variaveis temporais reais.

Com a parte tedrica desenvolvida, no 4° capitulo falaremos sobre nosso sistema
fisica de interesse: os pontos quanticos cadticos. Iniciamos com uma descricdo do que
é um ponto quantico cadtico, obtemos sua formulacao em termos das fungoes de Green
e mostraremos a modelagem hamiltoniana de um ponto quantico via teoria de matrizes

aleatorias.

Introduzido o conceito de um ponto quantico cadtico, estudaremos a implementagao
do formalismo de Keldysh em problemas de espalhamento eletrénico em pontos quanticos
no capitulo 5. Além disso, aplicaremos o formalismo de nao-equilibrio ao ponto quéantico
cadtico, onde o problema de nao-equilibrio se reduz ao regime nao interagente. Apds isso

discutermos conceitos como condutancia e ruido.

Apos isso, estudaremos emaranhamento quantico no 6° capitulo e estabeleceremos
uma conexao entre problemas de espalhamento em pontos quanticos cadticos e quantifi-
cadores como concorréncia e emaranhamento de formacao. Além disso, mostraremos a
obtencao da violacao da desigualdade de Bell em pontos quanticos no regime opaco, regime

no qual a probabilidade de transmissao do guia para a cavidade cadtica ¢ muito baixa.

No capitulo 7 mostraremos os gréaficos e histogramas obtidos nas simula¢ées numé-
ricas realizadas, no capitulo 8 discutiremos os resultados obtidos e no capitulo 9 sera a

conclusao e as perspectivas.
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2 Funcao de Green

2.1 Funcao de Green

2.1.1 Definicao da Funcado de Green

Este capitulo introduziremos o conceito de funcao de Green, que também é
chamado de propagador. A funcao de Green sera definida a partir da formulagao de
segunda quantizagdo com o auxilio do ordenamento temporal. Como ja vimos, a segunda
quantizacdo é uma representacao satisfatoria, incorporando os conceitos de simetria
relacionados a indistinguibilidade das particulas na mecanica quantica. Além disso, o
ordenamento temporal é importante na imposi¢ao de uma estrutura causal na mecanica
quantica, onde tal estrutura pode ser exigida se quisermos conexoes com outras areas,

como a propria termodinamica.

Definicao 2.1.1 A funcdo de Green para uma particula é definida por

(ol T[aa(mt)Pfzs(@t)] [h0)
(toltb0) .

iGap(at, 2t") = (2.1)
De acordo com a Mudanca Adiabatica, |1g) é o estado fundamental do sistema interagente

na representacao de Heisenberg, que satisfaz:

H o) = E |tbo) - (2.2)

W (xt) é conhecido como operador campo fermidnico na formulagao de Heisenberg, cuja

dependéncia temporal é escrita como

~ CH, A . H
151 —15t
Vo (Xt) = €' 7', (x)e " 7", (2.3)
onde « e 3 sao indices espinoriais. Para bdsons com spin zero, nao precisamos de indices.

Para elétrons, « e 8 podem ser spin up ou down cada. Como ja vimos, o operador de

ordenamento temporal age da seguinte forma:

pa(xt)Pls(xt),  t>1

Tlona(xt)hs (X)) = A
[Vra(xt) Yy (XT)] i¢L6(x’t’)¢Ha(Xt)a >t

(2.4)
onde o sinal positivo é usado para os campos bosonicos e o negativo para os fermionicos.

Escrevendo explicitamente a funcao de Green, temos

(ol ra (xt)} 5 (xt")vbo)

; AN (Yolvbo) !
iGap(xt, xT) = | ol () (et )

(Yolvo) !

t>t
(2.5)

t' >t
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Essa é a forma na qual incorporamos o ordenamento temporal na prépria defini¢ao
de Green. Adiante, veremos que os diagramas de Feynman surgem de uma teoria de

perturbacao para as funcoes de Green G,p.

2.1.2 Relacdo com observaveis

E possivel obter observaveis de interesse fisico a partir da funcdo de Green.
Como exemplo, veremos o valor esperado de qualquer operador de tnica particula no

estado fundamental do sistema. Considere um operador de uma particula
j:/ﬁﬁ@% (2.6)
onde j(X) é a densidade do operador J. Na segunda quantizacao,

Z% Jﬁa %( ) (2'7)

O valor esperado desse observavel no estado fundamental pode ser obtido da seguinte

forma

)y = Wl T ) _ ) ol 956 ) l4)
<j( )> B <¢0|¢0> x! —”‘Z Jﬁa <7/’0|¢0>

=44 lim lim Z J5a(X)Gap(xt,x't") (2.8)

t—tt x'—=x

= +4 lim lim Tr[J(x)G(xt,x’t’)].

t—tt x'—=x

Portanto, para um operador de uma particula, temos

(J(x)) = 4 lim lim Tr[J(x)G(xt,xt")]. (2.9)

t/ —tt+ x'—x

Dado a forma da média do operador de uma particula, com o auxilio da funcao de
Green, podemos calcular a média da densidade de particulas (7(x)), a média da densidade

de spin (6(x)) e a média da energia cinética total (T):

(n(x)) = +iTr [G(Xt, Xt+)} ,

(6(x)) = i Tr [&G(xt, xt+)} , (2.10)

x'—x m

h? 2
iz/d3x lim [— v Tr G(xt,x't")|.

2.1.3 Exemplo - Géas de Elétrons

Como um exemplo do formalismo, vamos considerar a funcao de Green de
um sistema nao interagente homogéneo de férmions. Primeiro, é conveniente fazer a

transformacao candnica para particulas e buracos.
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Na defini¢do de campo, vimos que
P(x) =Yt (x)cien. (2.11)
K\

Aqui, ¢y poderd ser o operador fermidnico de criacao e aniquilagao, onde vamos adotar a
seguinte expressao:

axy, k>k
P r (2.12)
b, k< kp

Note que ay, destréi uma possivel particula acima da superficie do mar de Fermi
com momento k, e bikA cria um possivel buraco abaixo da superficie do mar de Fermi com
momento —k, onde o momento kr representa o momento da superficie da esfera de Fermi.

Temos as relagoes canonicas de anticomutagao:

{ax, al, } = {bi, bl } = daer (2.13)

e, além disso,
{ar, i} = {ar, b} = {al, b} = {al, b1} = 0. (2.14)

pois a e b representam modos diferentes, a e b representam particulas e buracos, respecti-

vamente.

Os operadores ay e aL aniquiliam e criam particulas acima do mar de Fermi,

respectivamente; ja os operadores by e bL aniquiliam e criam buracos dentro do mar de

Fermi. Utilizando tais operadores, podemos definir os campos fermionicos.

Na formulagao de Schrodinger

A~

Ps(x) = Y a®aa+ D tia(x)bl . (2.15)
KA>kp k\<kp
onde o primeiro termo aniquila particulas acima do mar de Fermi, enquanto o segundo
termo cria buracos dentro do mar de Fermi. No formalismo de interacao, o campo assume
a forma
12}[(X, t) = Z 1/;k,\(x)e*i°’ktak)\ -+ Z Q/Jk)\eiiwkth_kA. (216)
kA>kp kA <kp

O hamiltoniano fica:

A

- f
Hy = Z hwic iy Cin
kA

= Z hwkabak,\— Z hwkb;r{)\bkk—f— Z hwk,

kA>kp kA <kp kA <kp

(2.17)

onde, no lado direito, o primeiro termo representa a energia devido a ocupacao das
particulas acima do mar de Fermi, o segundo termo representa a energia devido os buracos
formados no mar de Fermi e o iltimo termo representa a energia do mar de Fermi

preenchido. Criar buraco diminui a energia do sistema, enquanto criar uma particula



Capitulo 2. Fungdo de Green 33

aumenta a energia. Se o nimero total de particulas for fixo, entao, para criar uma particula
acima do mar de Fermi, é necessario criar um buraco no mar de Fermi, além disso, para
aniquilar um buraco no mar de Fermi é necessario aniquilar uma particula acima do mar
de Fermi. Com isso, particulas e buracos existem necessariamente em pares, onde cada
par buraco-particula tem uma quantidade de energia positiva. Assim, como o niimero de
particulas deve se manter fixo, e a criagao de cada par representa uma quantidade positiva

de energia, o estado fundamental é o préprio mar de Fermi.

Por defini¢ao, temos a funcao de Green fermionica nao interagente:

iGog(xt, Xt") = (do| T[ra(xt) P (x't)] [d0) (2.18)

onde o estado fundamental nao interagente é assumidamente normalizado.

Os operadores de destruicao de particulas e buracos ambos aniquilam o estado

fundamental

bix [60) = axx o) = 0, (2.19)

pois nao ha particulas acima ou buracos abaixo isolados do mar de Fermi. Pela defini¢ao

do operador de ordenamento temporal, temos que
Tlhra(xt) 15 (x't)] = thra (x5 (X')O(t — 1) = Vs (X't Jra(xt)O(t' — 1) (2:20)
Usando a Equacao 2.16 e a Equacao 2.20 na Equacao 2.18, temos:

G5 (xt, x't') = 5055 S ek Demint=10(t — 1) (k — kp) — Ot — t)O(kr — k)],
k

(2.21)
onde assumimos a funcao de onda da particula livre
Ui(x) = e (2.22)
X) = —=e"%. .
k \/v

Com isso, usando V' — oo e usando a representacao da Heaviside na forma integral

o0 dw e_i(w_wk)(t_tl)
ot —t)=| <=~ 2.23
( ) —00 2T W — wk + 11 ( )

obtemos a transformada de Fourier da fun¢ao de Green da particula fermionica no regime

nao interagente:

Ok — kr) N O(kr — k)

. . )
Ww—wkgtm w—wk—1

iGos(k,w) = 5a5[ (2.24)
a funcao de Green em termos da frequéncia w e do momento k. Note que a funcao de
Green ¢é diagonal devido a delta de Kronecker. Relembrando, a funcao de Green representa
uma amplitude de probabilidade. Entretanto, tal amplitude possui polos de tal forma que

a maior contribuicao é aquela no qual a frequéncia w é proxima de wy. Isso significa que é
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mais provavel que o sistema opte fluir para esses estados no qual possui frequéncias wy,
que é justamente a frequéncia da particula que foi adicionada ou retirada. Lembrando que
o primeiro termo da equagao acima representa uma particula adicionada acima do mar de
Fermi, enquanto que o segundo termo representa uma particula retirada abaixo do mar de

Fermi.

2.1.4 Interpretacdo Fisica da Funcdo de Green em Segunda Quantizacao

Até agora, vimos como calcular a funcao de Green para o caso de férmions livres;
vimos também que na representacao de energia, a funcao de Green possui polos que estao
relacionados as auto-energias do sistema interagente. Agora estamos interessados em dar

uma interpretacao fisica a funcao de Green.

Para entender a interpretacao fisica da funcao de Green de uma particula, é
importante considerar o estado no formalismo de interagao [i;(¢')). A criacdo de uma

particula no ponto x’ no tempo t' é escrita como
Dhp(x ) [r (1)) - (2.25)

Embora este estado nao seja um auto-estado do hamiltoniano, ele propaga no
tempo de acordo com U(t, t’)"@ﬁ(x’, t') |1 (). Para t >t temos:

(W1 (8)] Dra (e VU (1,8 )15 (x #) |1 (H)) = (o] U(—00, )%

(2.26)

U (t,0)0ma(x, )0 (0,6)| U(t,#) | U(#', 005 (x', )T (0,8') | U(#', —00) | o)

onde usamos o fato de que [¢;(t')) = U(t', —o00) |¢o) e (¥;(t)| = (¢po| U(—00,1). Portanto,

(Wr(6)] (¢, )T (t, )] (x 1) |91 (1)) = (0] U(—00, 0)dma(x, 8)ly5(x', ) U (0, —00) |¢0)
= (Yol Drra(x, ) Ply5(x', ¥') |th0)

= (tol T{Pmalx, ) }(x' 1)} o)
(2.27)

Essa quantidade é justamente a funcao de Green para t > t'. Assim, a funcao de Green
representa a propagacao do estado de uma particula na formulacao de interagao. Caso

t < t', temos que:

(Wi () D15 )0 (¥ 0)d1a(x,0) [91(2)) = (o] U (=00, )

(2.28)

O(t',0)¢15(x,t)YU(0,8) | U, £) | U(t, 0)bra(x, )0 (0, 8)| U(t, —00) | o)
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De forma analoga, |¢h;(t)) = U(t, —o0) [¢o) e (1 ()] = (¢o| U(—o00,t'). Assim, obtemos o
seguinte resultado:
(Wr()| D1 YO ) dra(x,) [91()) = (do] U(—00, 0)d15(X', ') dma(x, 1)U (0, —00) o)

= <¢0| &L,B(le t/)qngoz(Xa t) |¢0>

= — (o] T{na(x, t)h5(x' )} [tho) -

(2.29)

Como estamos trabalhando com Férmions, e sabendo que os operadores campos anti-
comutam, temos:

(ol Prra () Pk 5 (x' ') [100)

t>t
; ! = (Yolvo) €
ZGaﬂ(Xa t; X 7t ) — B <,¢]0"lZ}LB(X,ut/)I&HQ(x7t)|wO> t/ =y (230)
(Yolo) € )
Portanto, desconsiderando o fator de normalizacao:
)] V1o (x, U, )0} (%, ¥ )y, se t>t
iGop(x, 1, 1) = (1) Yra(x, U (&, 1) 15(x", ) [¢r () (2.31)

- <w1(t/)’ &}ﬁ(xla t,)[/](tlv t)qwzla(xa t) ’wl(t» ,  S€ t'>t.

Isso diz basicamente que o buraco pode ser interpretado como uma particula indo no
sentido contréario do tempo. Para uma particula criada no ponto x’ e tempo ¢/, G(x, t;x’, ')
representa a amplitude de probabilidade do estado U (t, )ﬂﬁ(x’ ") [ (t')) projetado em
zﬁ}a(x, t) [1r(t)). J& para um buraco criado no ponto x no tempo ¢, G(x, t; X', t') representa
a projecao do estado U(t’,t)qﬁm(x, t) [r(t)) em zﬁw(x’,t’) |r(t')), onde o sentido de

propagacao para elétrons e buracos é mostrado na Figura 6.

time time
x x
x X
Figura 6 — A primeira seta representa uma particula; a segunda, um buraco. = e z’

representam os pontos (x,t) e (x/,t'), respectivamente. Figura retirada de
(FETTER; WALECKA, 2003).

\
Y

2.1.5 Teorema de Wick e os Diagramas de Feynman

Até aqui vimos que a funcao de Green de uma particula é definida pela Equacao

2.1. Entretanto, nosso interesse é calcular a funcao de Green a partir de uma teoria de
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perturbagao. Como vimos, a fungdo de Green é escrita em termos de operadores na
representacao de Heisenberg. A relagao entre a representacao de Heisenberg e de interacao

de um operador O é dada por:

(1/10|OH(t)|1/10>_ ¢0‘Z< ) / dty ...

(tholvbo) (%ol 5|¢0 =0 (2.32)
../_Oo dt e DT () Hi(8,)00(0)] o)
De forma similar, a funcao de Green fica:
| (ol arr () ks (y) [¢o) 1 = (iYL
Goplz,y) = =-— ) ] d
iGap(@.9) {Woltbo) (ol S o) WVZ()( ﬁ> AN
: ./_OO dtye WD T (1) - Hy () e ()05 ()] o)
(2.33)

onde usamos a notagao r = (X, t,).

Durante o desenvolvimento da teoria quantica de campos, havia um interesse
em calcular a média de certos observaveis, ou até mesmo a matriz de espalhamento, de
forma perturbativa Equacao (1.33) usando um determinado hamiltoniano de interacao
H 1(t). Entretanto, era necessério calcular diversas ordens, cada ordem apresentando uma
complexidade maior a medida que aumentava a quantidade de campos. Desta forma,

(WICK, 1950) formulou um teorema que simplifica o calculo dos termos, como por exemplo

(ol TLO(OD ()P (1) (t2)d (t2) (1) } o) (2.34)

onde |¢g) representa o estado fundamental do sistema nao-interagente e os Ut e ¥ repre-

sentam operadores de criacao e aniquilagao fermidnicos, respectivamente.

Wick definiu um operador chamado de ordenamento normal N. Este operador
aplicado em um produto de campos como na Equagao (2.34) produz contribuigoes identi-
camente nulas nos termos na matriz de espalhamento, ou a funcdo de Green. Os tnicos
termos que sobrevivem sao os termos em que todos os operadores de criagao e aniquilagao
sao contraidos, que estdo associados as funcoes de Green no regime nao perturbativo
iGYs(x,y). Assim, a funcao de Green perturbativa é escrita em termos da fungao de Green

nao perturbativa e das interagoes. Como exemplo, podemos calcular a primeira ordem da
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funcao de Green para uma particula (FETTER; WALECKA, 2003):

Ly —il
Gor = 53 2

AN pp

4 4/ /
/d r1d 2 U (21, 7)) av g X
!

X {ZG36(567 y) [ZG2/M<$/1, xll)iG(/{’)\<x17 1'1) - iGg’A(xll7 ml)iG())\’u<x17 xll)]

(4) (B)

. . . . . (2.35)
+ Zng/\(xa xl)[ZGg/u(xh 95’1)202',6’(55/1, y) - ZGR’B ($1, y)ZGz/u(xllv :E,l)]
(@] (D)
+ iGgM(l', x’l)[iGg,/\(z’l, xl)iGg,ﬁ(ml, y) — iGg,ﬁ(x'l, y)iG (1, zl)]},
(E) (F)

onde U(zy, ) representa a interacao entre os férmions. Os termos (A), (B), (C), (D), (E)

e (F) podem ser vistos em forma de diagramas na Figura 7 gracas ao (FEYNMAN, 1949):

X x

o X
1= «
X
?1%
A
: Xlx"
A Y
X1 Xy
i
l aty
s 1 g i
“) &) ©)
'F“ anz Ta
x{ nf
A
Xy : Jl'i [ A
X3 [ ’A‘I
A
X1 i
B
¥y H i¢
(D) (E) )

Figura 7 — Diagramas de Feynman, estas sao as contribui¢oes de primeira ordem de ¢Gp
(6 contribuigoes). Figura retirada de (FETTER; WALECKA, 2003).

Note que no diagrama (A) e (B) os propagadores iGY4(x, y) aparecem separado do
diagrama restante. Matematicamente, quando isso acontece, ocorre uma fatorizacao de
iGY5(x,y) em relagdo aos outros termos. Os diagramas separados de iGo4(z,y) em (A) e

(B) sao chamados de diagramas desconexos. Todos os outros casos, (C), (D), (E) e (F),

sao diagramas conexos.

A quantidade iG,z(z,y) pode ser escrita como um produto de diagramas conexos

e desconexos, isto é, 1§ = iG X parte desconexa; entretanto, os diagramas desconexos
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apresentam divergéncias. Por outro lado, quando calculamos a matriz de espalhamento,
(do| S |po), obtemos os termos desconexos que se cancelam com aqueles existentes na

funcao de Green perturbativa, eliminando divergéncias. Assim,

@(Aj _ 1G X parteAdesconexa i (2.36)
(@0l 5[ o) (¢l 5'[¢0)
Portanto, a funcao de Green é escrita como:
Gap(z,y) ¢0|Z( ) l/ dty ..
v
(2.37)

N / dte Wl tD T (1) o H(8) ()0 (1)) 100 conecs

onde agora s6 ha diagramas conexos.

As diversas contribuigoes da funcdo de Green perturbativa iGys(z, y) possuem uma
estrutura similar: A fungao de Green perturbativa iG,g(x,y) pode ser escrita de forma

simplifica por:
Gas(@,y) = Ghgley) + [ d'ey [ GO\ (e, 2D (@n, e )nGlslaty),  (239)

onde ¥(xq, x})y, € chamada de auto-energia (self-energy) e sua representacao diagraméatica

¢ dada pela Figura 8.

Self-energy =

y y

Figura 8 — Estrutura geral da funcdo de Green G,g. Figura retirada (FETTER; WA-
LECKA, 2003).

Na auto-energia estao inseridas todas as contribuicoes das interagoes. Usualmente,
as interagoes estudadas em fisica da matéria condensada sao eletromagnética ou fonons,

que sao modos de excitacao de uma rede cristalina.

Dada a auto-energia, podemos definir a auto-energia propria X* (proper self-energy),
que consiste em um diagrama que nao pode ser separado em duas partes ao cortar uma
linha de férmion. Pela Figura 9, podemos ver um exemplo de um diagrama 9-(a) que

pode ser cortado em duas partes, gerando dois diagramas de primeira ordem. J& no
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diagrama 9-(b), ndo é possivel encontrar um corte que gere dois diagramas. Dizemos que o
diagrama 9-(a) é uma insercao da auto-energia imprépria, enquanto que o diagrama 9-(b)
é uma insercao da auto-energia prépria. A auto-energia prépria X* é a soma de todos os

diagramas da auto-energia propria.

‘“WO

1

(b)

uS
(a)

Figura 9 — Diagramas de segunda ordem; o caso (a) representa uma inser¢ao da auto-

energia imprépria, enquanto que o caso (b) representa uma inser¢ao da auto-
energia prépria. Figura retirada (FETTER; WALECKA, 2003).

Com a definicao da auto-energia propria, obtemos a equacao de Dyson
Coplr,9) = Gl ) + [ dnd'al GO 2)5 (0, #)0Grslehw). (239)

Note que ha fungoes de Green interagentes G dos dois lados da equagao. Assim, ordens

superiores da perturbagao podem ser obtidas por iteragoes.

Toda essa formulagao estda baseada na hipdtese da mudanca adiabatica. Entretanto,
em sistemas fora do equilibrio, onde ocorrem perturbagoes por campos ou forcas externas,
é necessario generalizar o conceito de fungdo de Green para estes tipos de fenéomenos.
Dessa forma, o formalismo de Keldysh sera a abordagem feita aqui com o objetivo de

estudar fendmenos fora do equilibrio.
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3 Formalismo de Keldysh

3.1 Introducao

(KELDYSH et al., 1965) prop6s uma generalizagao da teoria da fungao de
Green para processos em nao-equilibrio, isto é, quando o hamiltoniano H depende do
tempo de uma forma geral. Na época, a teoria quantica de campos estava desenvolvida
para o caso de equilibrio, que toma como hipétese a Mudanca Adiabatica para expressar a
fungao de Green perturbativa G,s(x,y) em termos da funcao de Green nao perturbativa
GYs(x,y) e da interagao U. Além disso, (MATSUBARA, 1955) havia mostrado que era
possivel estender a estrutura matematica da teoria de perturbacao para fenémenos fisicos
com temperatura finita. Esta abordagem consiste em realizar uma transformacao do tipo
t — i3, onde = 1/kgT; onde kp é a constante de Boltzmann e T é a temperatura do
sistema. Embora seja possivel reformular toda teoria perturbativa e obter observaveis
termodinamicos do sistema, tal transformacao leva a uma perda de significado fisico da

funcao de Green como propagador no tempo.

Ambas as abordagens, em T = 0 e T finito, requerem a hipdtese de Mudanca
Adiabatica para a descrigao perturbativa da func¢ao de Green. Entretanto, Keldysh e
Julian Schwinger estavam interessados em processos nos quais nao eram possiveis assumir
a existéncia de um estado |1¢y) fundamental bem conhecido no regime de interagao. Em
processos de nao-equilibrio, em geral, s temos conhecimento do estado inicial do sistema,
desta forma nao poderfamos usufruir do estado [1g) obtido em uma especifica dependéncia

temporal do hamiltoniano H.

Assim, o Formalismo de Keldysh (Formalismo de Green de Nao-Equilibrio) é

constituido pela ideia de um contorno temporal e pela técnica de continuacao analitica.

3.2 ldeia do Contorno

A ideia do contorno de Keldysh-Schwinger surge para evitar escrever a funcao
de Green perturbativa em termos do estado do sistema interagente |t¢y) , como na Equagao

2.1, e passar a escrever em termos de |¢g), que é o estado do sistema nao-interagente.

Faremos uma anélise do contorno temporal em fungao de um operador genérico
O, depois assumiremos que O = @Z)Ha@/)j%, que sera a funcao de Green. Considere que o
sistema foi preparado em um [(tg)) = |¢), onde o tempo ¢, representa um tempo inicial.

A evolugao da média do observavel O é dado por

(0) (1) = (WO O) [¥(1)) = (ol Ulto, O1)U (¢, to) |tho) , (3.1)
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onde fazemos a leitura da ultima igualdade da seguinte forma: Um estado [ig) é preparado
em t, e evolui de ty ao tempo t de acordo com a evolucao U (t,to). ApOs isso, o operador
O atua sobre o estado no tempo t e entao ele evolui do tempo ¢ ao tempo ¢, de acordo

com a evolucao U(to, t), retornando ao estado [1).

Parat > ty, o valor esperado pode ser escrito em termos do operador de ordenamento

cronolégico e anticronologico. Assim,
— i [P GIE(D) A —i (" diAGE
(0) (t) = (ol T{e " FHOO ()T {e ™ u Dy ), (3.2)

onde T é o operador de ordenamento temporal cronolégico e atua ordenando operadores
com tempos inferiores mais a direita; enquanto que T é o operador de ordenamento

temporal anti-cronolégico e age de forma contraria ao 7.

Assim, definiremos um contorno temporal no plano complexo do tipo:

v = (o, 1) @ (t,t0) = 7- ® 74, (3.3)

onde chamamos v_ e 7, sdo os ramos cronoldgico e anti-cronolégico, respectivamente, e

sao representados pela Figura 10 .

Figura 10 — Contorno v no plano complexo, onde o ponto z; e 2z, estao sobre v_ e 7.,
respectivamente. Figura retirada (STEFANUCCI; LEEUWEN;, 2013).

Um ponto qualquer 2z’ definido sobre o contorno pode estar sobre v_, que sera
denotado por 2’ = t'_, ou pode estar sobre v, denotado por 2’ = /.. Nesse caso, um
operador A(z') fica definido sobre o contorno da seguinte forma:

. A_(t), se 2 =t

A(Z) = (3.4)

AL(t), se 2 =t,.

Em geral, o operador é diferente no sentido cronolégico e anticronolégico mesmo
que a parte real do tempo seja a mesma em ambos os casos. Se um argumento z; for mais
préximo do ponto de partida que o zo no contorno, entao dizemos que zo > z;. Assim,
definiremos um operador de ordenamento temporal 7. sobre o contorno da Figura 10. 7.

atuara da seguinte forma:

T{A, tl)B, tg)} , S€ 21 = t1, € 29 = tQ,

, 8¢ 21 =114 € 29 = lo_

TAA(2)B(2)} = (3.5)

, Se 21:t1_622:t2+

T{AJF tl)BJr tg)} , S€ 21 = t1+ € 29 = t2+.




Capitulo 3. Formalismo de Keldysh 42

Assim, definido 7., obtemos:

(0) () = (ol T{e™ L OO @ T o ™D} )
_ /:“ dt, .. dt, /tt dt . dt. (0o TLA () .. B ) YOUT{A L) . H(E )} o)
=/, dz ... dz, 5 dz, .. dz (| TH{H(z1) ... H(2)O(2)H(zy) ... H(z, )} |tho)

= fw_ dzH (z)

— (ol T{e™ s P0(2)e
= (ol T{e™ F D0 (2)} o),

}Hebo) -

(3.6)

onde [ = [ +[,.

O fato de estudarmos o caminho de integracao de ¢y a ¢ implica que o tamanho do
contorno depende diretamente de ¢. Seria importante encontrar um contorno universal
no qual seu tamanho nao mude com a mudanca do tempo. Este contorno é conhecido
como contorno de Keldysh-Schwinger, mostrado na Figura 11, e é obtido pela seguinte

constatacao:

isto é, independente do ramo do operador O, os dois casos sao 0s mesmos.

e e ————— >

O

Figura 11 — Contorno de Keldysh-Schwinger. Figura retirada (STEFANUCCI; LE-
EUWEN;, 2013).

Como complemento, podemos mencionar que é possivel descrever um sistema em
que estava em um banho térmico inicialmente. Para a mecanica quantica estatistica, a
descrigao do sistema esta associado a um operador densidade p. Se o sistema esté acoplado
com um reservatorio térmico, o operador densidade do sistema em equilibrio térmico é

dado por:

(3.8)
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com a fun¢do de particao:

Z=3 e =Tr [eﬁﬁM] : (3.9)
k

onde o indice M ¢ devido a Matsubara, que se atentou ao estudo da funcao de Green de

sistemas em equilibrio térmico.

O argumento pode ser estendido ao reservatério de particulas utilizando o hamilto-

niano do tipo:
1

M~ [ N _

(3.10)

onde H ¢é o hamiltoniano do sistema e Kp é a constante de Boltzmann.

A média de um observavel O de acordo com a teoria de nao-equilibrio fica:

(O (2) = T | pU(to, ) OU (t,80) | = Tr | pT{e™ LD},
Tr [e #8477 L ERE (1)) (3.11)
Tr e—ﬁﬁM]
Podemos considerar uma extensao do contorno da Figura 11, onde
ePHM — o S EHY (3.12)

™ sendo qualquer contorno no plano complexo comecando de z, e terminando em 2z,

como por exemplo na Figura 12 tal que z, — z, = —ih/3. Chamamos o contorno v de

contorno de Matsubara.

A

lo e
= =
Zg= ly+ Iy 14
1 tO- iT
Y
dzp=1- 1P

Figura 12 — Contorno do tipo v @ v, onde o contorno de Matsubara v comeca em
2z, = to— e termina em z, = to. — ihf3. Figura retirada (STEFANUCCI,
LEEUWEN, 2013).
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Desta forma, a média do observavel O fica:

Tr [e7 b FN T LEIOG | T [T L0 (2))

Ty | Jo B (7 J =G T | T{e™ & ‘Z’}]

Note que a estrutura da média do operador O em termos dos operadores hamiltonianos
e do operador de ordenamento temporal é sempre a mesma, o que muda é o contorno
de integracao que fazemos. Podemos calcular a média do observavel O por uma teoria
de perturbacao de equilibrio e nao-equilibrio, basta escolher o contorno adequado. Por
exemplo, para temperatura nula e a hipdtese de Mudanca Adiabatica, representaremos o

fIn da Equacao 1.31 e o contorno pode ser visto na Figura 13.

A

H, (1) Yo
— > —
Y
Hy
- i}

Figura 13 — Contorno temporal adaptado a hipotese de Mudanca Adiabatica. Figura
retirada (STEFANUCCI; LEEUWEN, 2013).

3.3 Técnica de Continuacao Analitica

Na secao anterior, estavamos falando de integragoes em contornos imaginarios
com o objetivo de obter um estrutura matematica semelhante ao formalismo de equilibrio;
entretanto para obtermos a conexao com a fisica, é necessario que os operadores sejam
escritos em termos de parametros reais que correspondem as variaveis temporais. Dessa
forma, veremos a técnica de continuacao analitica, introduzidas por (LANGRETH et al.,
1976).

Para isso, vamos introduzir algumas novas defini¢oes da fun¢do de Green. Conside-
rando um reservatorio térmico em t — —oo, vimos que a fungdo de Green pode ser escrita

da seguinte forma

G(L,1) = =i (T, (1) (1), (3.14)
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onde v representa o contorno da Figura 12. Como o contorno consiste de partes (—oo, 00)

e (0o, —00), a funcdo de Green ordenada no contorno contém 4 diferentes fungoes

Gc(]-7 1/)7 tlatl’ € Ol

G~ (1,1, t;€Cyty el

G(1,1) = (LT), t € Cotr €0 (3.15)
G<(1, 1/), t € Cl,tll € Oy

GZ<]-7]-/)7 tlatl’ € 027

onde indicaremos agora C pelo ramo de cima do contorno e Cy pelo ramo de baixo. A

funcado de Green causal, ou ordenada no tempo, G, é definida por

Ge(1,1) = =i (Tl (1) (1)

(3.16)
= —if(t; —t1r) (Wi (DY} (1)) + 6ty — ) (W (1)0r(1))
a funcao maior por G~,
G7(1,1) = =i (br(Deh (1), (3.17)
a menor por G<,
G=(1,1) = i (Yl (1)wu (1)), (3.18)
e a funcao de Green anti-ordenada no tempo G,
Go(1, 1) = =i (T[vn ()Y (1)) (3.19)

= —if(ty —t1) (D] (1) + it —tr) (W (1)er(1)) -

Como G, + Gz = G=< + G~, temos 3 fungoes linearmente independentes. As fungoes G=<
sao conhecidas por fungoes correlagao, e as fungoes de Green avancada e retardada sao

definidas por

G*(1,1') = if(tr — tr) ({¥u (1), ¥} (1)})

(3.20)
Oty —t1)[G=(1,1") — G~ (1,1')],

G"(1,1) = —ib(t, — tv) ({em (1), 0 (1)})

(3.21)
= 0(t, — ,)[G7(1,1') — G<(1,1)].

Observe que G" — G* = G — G=. Lembrando que as chaves na forma {, } representam o

anticomutador.

Até aqui, falamos somente sobre as novas formas da funcao de Green. O nosso
desejo é obter integragoes em relagao ao tempo real. Para isso, é necessario expressar a

equagao de Dyson em termos das fungoes de Green G, Gz, G, G", G~ e G*<.

Considerando a equacao de Dyson, encontramos termos com estrutura C' = AB,

ou,

Oty b)) = /C dr A(ty, 7)B(7, t1). (3.22)
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Podemos também perceber que ha termos com trés ou mais fatores, e com isso podemos
generalizar o resultado. Vamos assumir agora que ¢; estd no ramo de cima do contorno de
integracao, isto €, o ramo que vai de —oo até oo, enquanto que ty/ estd no ramo de baixo
do contorno. Assim, se t; € (—o00,00) ety € (00, —00), temos a fungao de Green menor

nessa configuracao.

O que vamos fazer agora é deformar o contorno de acordo com a Figura 14. Assim,

a Equacao 3.22 fica

C<(t1,t1/): o dTA(tl,T)B<<T7t1/)+ o dTA<(t17T)B(T7t1/). (323)

Atentando-nos ao primeiro termo do lado direito, devemos observar que, pelo fato de

~ Lx )

Figura 14 — Deformagao do contorno. Imagem retirada de (HAUG; JAUHO, 2008).

t1 e T pertencerem a Cf, temos que A(ty,7) ndo possui nenhum indice. Por outro lado,
como 7T € C e t; € Cy, temos que B(T,t1:) = B<(7,t1/). Fazendo a mesma andlise para
o segundo termo do lado direito, temos que t; € C} enquanto que 7 € Cy: faz com que
A(ty,7) = A<(t1,7). De forma andloga, 7 € Cy/ e ty, € Cy/ faz com que B(7,t1/) nao tenha

indices.

Além disso, é importante observar que o contorno C é constituido pelo ramo

(—00,t1) e (t1, —00). Dessa forma, temos que:

t1 )
dr A(ty, 7)B< (7, t1)) = / dLA> (1, ) B<(t,t0) + [ dtA<(t1, ) B<(t, tv)

Cl t1

Z/_t;th>(t17t)B<(t,t1/)—/_t;th<(t1,t)B<(t,tl,)
:/_t; QA (1) — A<(b, D] B< (8, 11) (3.24)
— /O:O A0t — t)[A> (41, 1) — A<(t1, )| B<(t, tv)

= /_O:O dtA"(t1,t)B=<(t,t1).

Assim, agora estamos fazendo a integracao em um tempo ¢ real. Note, no primeiro

termo do lado direito da primeira igualdade, que como ¢ é sempre menor que t;, temos
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que A(ty,t) = A~ (t1,t), enquanto que no segundo termo como ¢; também é maior que t,
embora esteja no ramo de baixo definido por (¢;, —00), usamos A(ty,t) = A<(t1,t). Dessa
forma, eliminamos toda dependéncia em relagdo ao contorno de integracao C;. Entretanto,

devemos trabalhar agora com a fun¢ao de Green retardada.

De forma anéaloga,

tyr 9]
drA<(t1, 7)B(r, tv) = / ALA<(t, )B<(tt) + [ dtAS(t,8)B> (¢, t)

Cyr tyr

_ /_t; dtA<(t, ) B<(t, t1) _/_t; QLA (0, B> (1. 1)

= /_t; dtA<(t1,1)[B<(t, 1)) — B> (¢, t1/)] (3.25)
= [ (e — A% (1, OBt t) — B (1,0

= /_O:o dtA<(ti,t)B*(t,ty)

Portanto, C'<(ty,t1:) pode ser obtido através de uma integracdo no tempo real ¢ de

—00 a 0o pela equagao:

C<(t1, t) = / T AT (1, ) B (E ) + A<(t1,8) B¢, t1)]. (3.26)

Podemos calcular C~, basta fazer a reposicio <—>. Além disso, para um produto de

fungoes do tipo D = ABC, temos:
D<= A"B"C< + ATB<C® + A~B"C", (3.27)

onde estamos omitindo as integrais e os indices. Essa equacao também ¢é valida para o

D~ basta trocar < por >.

De forma semelhante, podemos obter uma expressao simples para C", a funcao de

Green retardada:
C"(ty, trr) = 0(t1, 1) [C7 (t1, 1) — C=(t1, t1/)]
— Oty — tr)) /°° dt[A"(B> — BS) + (A” — A<)B

=0(t; — tyr) /t1 dt(A> — AS)(B> — B<) +/_t1/ dt(A> — AS)(B< — B”)

— 00

=0(t; — tv) /tl dt(A” — AS)(B” — BS) + - dt(A= — A<)(B” — BY)

—00 tyr

=0(t; — tyr) /t1 dt(A> — AS)(B> — BY)

tyr

_[" dto(t, —t)(A” — AS)0(t — tv/) (B> — BY)

tys
t1

- thr(tl,t)Br(t,ty).
tyr

(3.28)
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Pode acontecer também de encontrarmos termos na série perturbativa onde dois,
ou mais, propagadores comecam e terminam nos mesmos pontos, dizemos que tais propa-
gadores sao paralelos; ha também os antiparalelos, nos quais o ponto de partida de um
propagador ¢ o ponto terminal do outro, e vice-versa. Nesses casos, temos uma estrutura

algébrica da seguinte forma:

(3.29)
D(r,7") = A(r,7")B(7', 1),
onde 7 e 7' sdo varidveis do contorno.
Nesse caso, obtemos para propagadores paralelos:
C=(t,t') = A~(t,t")B=(t,t) (3:30)
C"(t,t') = AS(t,t")B"(t,t") + A" (t,t)B=(t,t') + A"(t,t")B" (¢, 1), '
e para propagadores antiparalelos:
D<(t,t') = A<(t,#')B> (¢t
(t.6) = A%(L1)B (¢ 1) s

Dr(t,t)) = A<(t,#)B(t,t') + A"(t,¢) B<(t,1').

Essas equagoes sao conhecidas como equagoes de Langreth e serao importantes
quando estudarmos o transporte de elétrons em um regime de nao-equilibrio em um ponto

quantico.

3.4 Equacao de Keldysh

Com o método de continuagao analitica, podemos obter as chamadas equacoes de
movimento para a fungoes de Green de nao-equilibrio. Vamos focar aqui na formulacao
de Keldysh, a qual fornece uma equagdo de movimento integral para a funcdo de Green

menor G<, ou também conhecida como fungao de correlagao.

Substituindo a Equagao (3.27) na Equagao de Dyson, obtemos a seguinte expressao:

G =G5 + GpX'GS + GpX=G* + G5x*Ge, (3.32)
Fazendo algumas iteragoes, mostradas no Apéndice B, obtemos:
G- =[14+GYG5[1+X°G + G"E~G* (3.33)

Essa equacao ¢ conhecida como equacao integral de Keldysh. Para estados no qual o
sistema ¢ inicialmente ndo interagente no passado remoto, pode-se mostrar que o primeiro
termo é nulo (JAUHO, 2006). Portanto, em muitas aplica¢oes sé basta considerar o
segundo termo. E importante também mencionarmos de que, embora essa equacdo tenha

uma forma simples, a self-energy 3< é um funcional de G*<.
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4 Pontos Quanticos Cadticos

4.1 Descricao do ponto quantico caético

Em um fendmeno de espalhamento, temos uma pequena regiao de confinamento
chamada de regiao de interagao. Essa regiao é o nosso ponto quantico, mostrado na Figura
15, que é conectada a regides de condugao de elétrons chamadas de terminais. A interface
entre uma regiao de interacao e de terminais é chamada de pontos de contatos. Em
mecanica quantica, confinamento gera quantizacao de energia; portanto, havera niveis de
energias permitidos para o transporte eletronico através da regiao de interacao. Estes niveis
de energia sao chamados de ressonancias. Sobre os terminais, a condugao dos elétrons serd
determinada pelas dimensdes do fio (terminal). Em geral, os terminais sdo muito finos e por
isso haverao quantizagoes nos niveis de energia. As quantizacoes nos niveis de energia nos

terminais sao chamados de modos propagantes. Os modos propagantes sao formados em

point contacts

Figura 15 — Micrografia eletronica de um ponto quantico, a regidao escura é a interface
de uma estrutura heterogénea formada por GaAs/AlGaAs, onde é formado
um gas de elétrons bi-dimensional. Potenciais eletrostaticos sao aplicados nas
portas metalicas, representada pela regiao clara. Podemos mudar a forma
do ponto quantico aplicando diferentes voltagens, representada por V;. Os
elétrons passam pelos pontos de contato e assim sao ricocheteados nas paredes
do ponto quéntico. Figura retirada (FOLK et al., 1996).

um terminal semi-infinito devido a sua pequena largura d em relacao a regiao de interacao,
representado pela Figura 16. Nos terminais, havera um conjunto de estados denotados por
In, EY), onde n pode ser um indice de sub-rede, spin e etc, indexados porn =1,..., M e

E representa a energia do estado. Assim, temos a condicao de ortogonalidade,
<TL, E'1|m, E2> = 6mn5(E1 — EQ), (41)

que indica que os estados sao independentes, chamaremos esses estados independentes de

canais abertos. Além disso, na regido de interacao, assumimos um conjunto discreto |u),
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Canais de Espalhamento

]
dI 4 x

Regido
de
Interacao

Figura 16 — Representacao de um acoplamento entre o ponto quantico e um terminal.
Figura retirada de (RAMOS, 2010).

onde u =1,..., N, que representa as ressonancias.

Inicialmente, podemos escrever o hamiltoniano do sistema sem acoplamento da

seguinte formas:
Hy = > (Hyidw ) (v + Y [ dE|n. B) E (n, B, (42)
nyv n

onde o primeiro termo representa a energia dos estados ressonantes na regiao de interacao

e o segundo termo representa os canais abertos nos terminais.

O termo de acoplamento pode ser escrito como:

V:EZOM/EEW%MmEMHw). (4.3)

Assim, o hamiltoniano completo fica H = Hy + V. Como estamos tratando o problema no
espaco de Hilbert H, o produto interno é bem definido e o espaco é normado. Além disso,

o operador hamiltoniano atua H : H — H tal que:
(HOW |9y = (oW HTd®)) | v oV ) ¢ 3, (4.4)

onde H'T é o operador adjunto. O termo W, representa o ponto de contato que permite o
acoplamento do terminal com o ponto quantico. E possivel controlar este acoplamento de
acordo com a voltagem aplicada para o fluxo de elétrons e com a largura L e a abertura A

na Figura 17.

Antes de passar pelo ponto de contato, a dindmica do elétron é descrita pela

equacao de Schrodinger:

(5 + 500 0) = S vla), (45)

2m
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Elétron
- I A R i i i

+ 4+ 4+ 4+ o+ 4+

Figura 17 — (a) Representacao de um ponto de contato (SANTOS et al., 2015). (b) Ponto
de contato obtido por micrografia (OBERHOLZER et al., 2002)

onde m é a massa do elétron e hk é o seu momento. Seguindo a construcao da Figura

16, os estados ¥(z,y) sdo quantizados na direcao y e sdo livres na diregdo x, ou seja,
U(z,y =+d/2) = 0.
A solucao normalizada que representa os modos propagantes é dada por:

1 , .
Yn(2) = ————=[Ape " 1 B, e, (4.6)

\/21h2k, /m

enquanto que a solucao na direcao y fica:

cén(y):\/gsin [(%) (y—i-g)], n=1,..., M. (4.7)

Assim, a solucao geral ¥(x,y) = ¥ (x)p(x) e a energia total é constituida por:

#N_#@+#%

2m 2m 2m

, (4.8)

mas como k, = (nm/d), temos:

n_7T)2:| 1/2

Fm — {k? - (4.9)

Para descrever um fenémeno de transporte eletronico, é necessario que k,,, seja real. Desta

forma, como o valor maximo de n é M, temos que:

Moo (4.10)
T

isto é, a quantidade de canais abertos esta relacionada, por uma desigualdade, com o
produto do ntimero de onda do elétron incidente k e a largura d do terminal. Assim, é

possivel saber, ajustando k e d, a quantidade de canais em um determinado terminal.

Olhando agora para a regiao de interagao, comentamos que ha N, estados ortogonais
na cavidade. Com isso, vamos agrupar as amplitudes de probabilidades na forma u =

(uy,ug, ..., un,)T do sistema ser encontrado em uma das ressonancias. Considerando o
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acoplamento entre a regiao de interagao e o terminal, realizamos um procedimento chamado
extensao auto-adjunta do espaco de Hilbert que consiste em incorporar as amplitudes de
probabilidade da regido de interagao (u) e dos terminais (¥) em um tnico estado escrito
por:

® = (u, V)", (4.11)

Desta forma, o operador hamiltoniano fica:

) i, W
ji g (VT/@) 4 ) (4.12)

onde H,; representa o hamiltoniano na regiao de interagao (cavidade cadtica), enquanto

que H,. representa o hamiltoniano nos terminais e é dado por:

0? 0* 0? 0? )

Hc:—dzag(a 2+m,7@+87y2

5 (4.13)

eos Ws representam os pontos de contato. Admitindo que o acoplamento é local, podemos

escolher W® =0 e WO da seguinte forma:

Dy — / dyW () (0, ) = (0), (4.14)

onde ¥(0,y) = ¢,(y)1(0) e as entradas de & sao:
d/2
v = [, Wi )0n () (4.15)

Assim, o hamiltoniano H atua sobre o estado ® no espaco de Hilbert estendido da seguinte

forma:

H® = (H.u + np(0), HU)T. (4.16)

O produto interno é definido por:
4 d/2 00 i
(@1|®y) = ulus + (U, Ws) ,onde (W[ W) = /_d/2 dy/o Azl v, (4.17)

Até aqui, vimos o caso em que o hamiltoniano é geral, porém estamos interessados no caso

em que o hamiltoniano H seja hermitiano. Admitindo que H, j& é hermitiano, temos que:

(H®, | Do) — (By|HDy) = ] (0)0Tuy + (H W1 [Wy) — ui@ipy(0) — (04| HW,) . (4.18)

Considerando que as fungoes de onda Uy 5 tendem a zero no infinito devido a parte ¢ (z) e

as condigoes de vinculos em y = +d/2, temos:

N A 2 T
(0 [,) (@] A2 = o] 000N+ (T
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Por imposicao, vamos considerar que o hamiltoniano geral H deve ser hermitiano. Esta

imposicao implica na condi¢ao de contorno:

2
ot = ;n (gﬁf) = (4.20)
Agora, com H hermitiano, esperamos que satisfaca a equagdo de auto-valores:
H® = (H.u + np(0), H)T = E(u, )T, (4.21)
ou seja, a primeira componente nos fornece:
u=(E — H,)"'0y(0). (4.22)
Substituindo a Equagao 4.22 na Equacao 4.20, temos:
2
oA (B — ) anp(0) = ;n (gf) = (4.23)

Substituindo ¥ (x) dado na Equagao 4.6 na equagao acima e definindo:

2
W= #@k_l/z’ (4.24)

onde k é definido por k = diag(k1, ko, . .., kar), podemos expressar os coeficientes B’s em

termos dos A’s da equagao 4.6 da seguinte forma:

11— inWHE - H,) "W
1+ inWH(E — H,)~"'W

B A, (4.25)

obtendo a matriz de espalhamento S da relacdo B = SA. A matriz S pode ser escrita na

forma S = (1 — iF)(1 +iF)~!, onde F = 7WT(E — H,;)"'W, e pelo apéndice A obtemos

a matriz de espalhamento na forma

1 ~
wW.

S =1—2igxWt . —
E—Hri+’i7TWWT

(4.26)

Esta equacao é conhecida como férmula de Mahaux-Weidenmuller. Como falamos, o
operador H,; é o hamiltoniano da regiao de interagao. Nosso objetivo é estudar uma regiao
de interagao cadtica, isso significa que em cada espalhamento de elétrons as configuracoes
da regiao de interagdao, como bordas e niveis de energia, serdo diferentes. Dessa forma,
implementamos o caos nesse sitema considerando um ensemble de matrizes aleatérias
que modelam nossa cavidade cadtica, onde todas essas matrizes aleatérias possuem a
mesma quantidade de ressonancias. Ja o operador W representa o acoplamento entre um
canal propagante com uma ressonancia, que satisfaz o vinculo (FYODOROV; SOMMERS,
1997):

2 z NCA N
I/I/ITM/Z’ = 7'('2 UJll/(Sll/, (427)
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onde N, e A representam o niimero de ressonancias e a distancia média entre as ressonancias,
respectivamente. Em (ALMEIDA, 2010) ha uma forma funcional do operador W que
satisfaz a condicao da Equacao 4.27. Este operador W é dado por:

e 2/\ . ](N15 2 + k?)ﬂ'
W)k =e %7 [ : 4.28
(Wi = e T(Ne+ 1) N.+1 1 (4.28)
onde ¢y, ; = —In(w,,;) e w,; ¢ dado pela Equacao 4.15. A justificativa da condicdo dada

pela Equacao 4.27 é que nao é permitido processos diretos, isto é, processos nos quais os
elétrons passam de um guia para o outro sem passar pela cavidade cadtica. E necessario
que se forme um estado ressonante intermediario, e esse estado é formado justamente na

cavidade cadtica.

Voltando para a funcao de Green, se olharmos o primeiro termo da Equacao 2.24,
temos a descri¢gao do propagador causal de uma particula livre. No contexto de pontos
quénticos, o propagador na forma de operador é obtido de forma andloga (RYNDYK et
al., 2016):

GR(E) = [(E +in)1 — H™. (4.29)

Left Central region Right
electrode electrode
NN
R R OROLE S

™~ N
H, |- Q He (- H,
............ S S
N

Figura 18 — Ponto quantico acoplado a dois eletrodos (terminais). (RYNDYK et al., 2016)

Quando estudamos um sistema com dois guias, como na Figura 18, o hamiltoniano

¢é escrito na forma:

Hy,

Ver
0

Vie 0
He Ver|,
Vre Hg

VCR = V};Ca

Ver = Vi

2 (4.30)

onde Hj, Hg, Ho sao os hamiltonianos do guia esquerdo, direito e da regiao central,
respectivamente; enquanto que os V'’s representam as interagoes entre regioes distintas.
Note que os termos Vi e Vi sdo identicamente nulos pois nao ha reagoes diretas.

Prosseguindo, escrevemos a Equacao 4.29 na forma:

[(E+in)l — HGE = 1. (4.31)
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Esta equacao pode ser escrita como:

E— HL _VLC 0 GL GLC 0
Ve E-He Vi ||Ger Go Ger|=1, (4.32)
0 —Vere FE — Hpg 0 Gre Gr

onde E = E + in para simplificar. Note novamente que Ggy, e Gpr sdo nulos pois nao héa

reacoes diretas. Assim, fazendo a multiplicacdo de matrizes obtemos:

(E—Hp)Gre —VieGe =0
V) oGre 4+ (E— Ho)Ge — VieGre = 1 (4.33)
—VreGe + (B — Hg)Gre =0

Da primeira e terceira equacao podemos obter:

Gre = (F — HL)_IVLCGCv

(4.34)
Gre = (E — Hp) ™ 'VreGe,
e substituindo na segunda Equacao do conjunto de Equacoes 4.33, temos:
(E—He —X)Ge =1, (4.35)
onde introduzimos a auto-energia (self-energy) do eletrodo 3, dado por:
Y =V]o(F - Hy) ™ WVie + Vic(E — Hg) Wae. (4.36)

Finalmente, a fungdo de Green retardada da regido de interacao (central) é dada por:

GE !

S S 4.37

Note a semelhanca da Equagao 4.37 com o segundo termo da matriz de espalhamento S

da Equacao 4.26. Assim, podemos identificar que:
S =1—2ixWiGEW. (4.38)

O efeito do acoplamento entre o terminal e o ponto quantico estd incluido na auto-energia.
Para obtermos a fungdo de Green avancada sé basta tomar o conjugado hermitiano
G4 = GgT. De forma analoga, a auto-energia avancada é obtida tomando o complexo
conjugado ¥4 = nAT, Assim, a auto-energia retardada pode ser identificada comparando

a Equacao 4.38 com a Equacao 4.26:

SR = Wt (4.39)
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4.2 Teoria de Matrizes Aleatérias

A teoria de matrizes aleatérias se mostra satisfatéria na descrigdo de fendmenos
de sistemas complexos, como teoria de muitos corpos, onde ha um interesse de estudar
atomos e moléculas complexas. (WIGNER, 1955) introduziu o conceito de matrizes
aleatdrias para explicar as constantes mudangas nas auto-energias de um ntcleo atémico
pesado, onde tais ressonancias revelavam-se por meio de picos na se¢ao de choque de forma
aleatéria. Em sua abordagem, Wigner considerou um ensemble governado por diferentes
hamiltonianos com alguma propriedade de simetria em comum. Esta abordagem da énfase
nas propriedades genéricas comuns a todos os elementos do ensemble. Este postulado
garante que nao ha base preferencial no espaco de Hilbert pois como os hamiltonianos sao

aleatorios, consequentemente, os auto-estados também serao.

Influenciado por Wigner, (DYSON, 1970) mostrou que ha trés ensembles genéricos
de matrizes aleatorias, definidas em termos de propriedades de simetria do hamiltoniano.

Chamamos esse grupo de ensemble gaussiano de Wigner-Dyson, que é constituido por:

(i) Ensemble Gaussiano Ortogonal (f = 1): Sistemas invariantes por reversao
temporal com simetria de rotacao de spin semi-inteiro. Para tais sistemas, a matriz

hamiltoniana deve ser real e simétrica:

Hy,=H,,=H,.. (4.40)

O indice § = 1 representa que ha apenas um grau de liberdade independente por entrada.
(ii) Ensemble Gaussiano Unitédrio (f = 2): Sistemas em que a invaridncia de
reversao temporal é violada. Um dos exemplos mais importantes desse caso é um elétron

inserido em um campo magnético externo fixo suficientemente forte. Para tais sistemas, a

matriz hamiltoniana é hermitiana:

Hypro = [H' . (4.41)

(iii) Ensemble Gaussiano Simplético (8 = 4): Sistemas invariantes por reversao
temporal e com simetria de rotacao de spin semi-inteiro quebrada. O hamiltoniano pode

ser escrito em termos de quatérnion, ou seja, em termos das matrizes de Pauli, na forma:

3
12— i HOo, (1.42)

v=1
onde v = 1,2,3. Todas as H") para v = 0,...,3 sdo reais, porém H©® é simétrico,

enquanto que H® com v = 1,2, 3 sdo anti-simétricos.

Em todos os trés casos, a probabilidade de encontrar uma matriz particular é

proporcional a um peso Py.s(H), onde N, representa a quantidade de ressonancias. As
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propriedades de simetrias dadas pelas Equagoes (4.40), (4.41) e (4.42), e as fungdes
pesos Py, g(H) para = 1,2,4 sao invariantes sob transformacoes ortogonais, unitarias e
simpléticas do hamiltoniano, respectivamente. Wigner considerou as fungoes pesos Pyg

na forma;

Pn,s(H) o exp (-ﬁ} Tr H2> , (4.43)

onde V esta relacionado com a variancia da distribui¢do. A Equagao 4.43 é uma distribui-
cao Gaussiana, caracterizando este ensemble como Ensemble Gaussiano de Wigner-Dyson.
Py.3(H) carrega uma facilidade na implementagao pois Tr H> = Tt HH' = ¥, |H,,|?,
mostrando que cada contribuicdo é independente. Desta forma, como os elementos do ha-
miltoniano sdo variaveis aleatorias independentes, podemos fatorar a distribuicao, tornando
mais simples os calculos. A escolha do ensemble gaussiano de matrizes hamiltonianas
é satisfatéria para tratar sistemas nos quais o nimero de ressonancias é muito grande
(N, — o0) pois as ressonancias sdo independentes, enquanto que as entradas da matriz

hamiltoniana sao independentes.

Usaremos o Ensemble Gaussiano para descrever o hamiltoniano de um ponto
quantico cadtico. Em cada realizacao, isto ¢, em cada configuracao especifica das voltagens
V, nas portas metdlicas na Figura 15, ¢ possivel atribuir um hamiltoniano H, cujos
elementos sao sorteados por uma distribuicao gaussiana, que sera utilizado para calcular
a funcao de Green 4.29. Para descrever um ponto quantico cadtico, é necessario que o

numero de ressonancias seja maior que o numero de canais abertos nos terminais N, > M.
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5 Implementacao do Formalismo de Keldysh
em Problemas de Espalhamento Eletronico

em Pontos Quanticos

5.1 Descricao do Transporte de Nao-Equilibrio em Pontos Quanti-

COos

No capitulo anterior, vimos a construcao tedrica da descricao do espalhamento
em um ponto quantico cadtico no regime de equilibrio, onde o acoplamento entre o guia e a
cavidade é dada por contatos sem estruturas, para voltagens pequenas e numa situacao em
que o ponto quantico ¢ modelado por uma sistema nao interagente e independente do tempo.
Nosso objeto agora ¢é estudar sistemas mesoscopicos utilizando teoria de perturbacao de
nao-equilibrio. O objetivo é estender o estudo do espalhamento eletronico para situagoes
em que interagoes, dependéncias temporais e propriedades fisicas como supercondutividade
e magnetismos sao importantes. A diferenga béasica entre a construcao de equilibrio e
nao-equilibrio é que, na tltima, nao podemos assumir que o sistema retorne ao seu estado
fundamental quando ¢t — oco. Em problemas de nao-equilibrio, podemos contornar este
fato assumindo que o sistema evolui de t = —o0 até um tempo relevante para a descricao
do sistema, que chamaremos de t = t(; apds isso, o sistema evolui do tempo t = t; de volta
ao tempo t = —oo. Este contorno é conhecido como o contorno de Keldysh-Schwinger
mostrado na Figura 11. A vantagem deste procedimento é que a fung¢do de Green e valores
esperados de observaveis serao definidos em relagao a um estado bem definido, que é o
estado inicial |¢g) ou po. Entretanto, o preco que devemos pagar é tratar os dois ramos do
contorno de igual para igual, requerendo que as variaveis temporais sejam descritas no
plano complexo. Assim, para evitar a descricao do tempo no plano complexo, usamos a
técnica de continuacao analitica. Desta forma, a ideia do contorno nos induz a trabalhar
com as fungoes de Green G., Gz, G* G", G~ e G<; todas elas descritas em relacao a

parametros reais que constituem o tempo fisico.

No caso do tunelamento eletrénico em pontos quanticos, inicialmente, vamos
considerar que os guias e a regiao de interagao estao desacoplados e vamos permitir
também que os guias estejam em equilibrio térmico. O fato dos guias estarem desacoplados
com a regiao de interagdo é uma justificativa para tratarmos o acoplamento entre eles de
forma perturbativa. O acoplamento entre regides diferentes é tratado como perturbagoes

semelhantes as técnicas padroes da teoria de perturbacao.
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Vamos separar o hamiltoniano em trés partes
H=H.+Hr+ H..,, (5.1)

onde H., Hy e H,., descrevem os terminais, acoplamento de tunelamento entre os terminais

e a regiao de interagao e a regiao de interagao (central), respectivamente.

Os elétrons nos terminais sao considerados como nao-interagentes. Assim, o

hamiltoniano é dado por

Hc = Z Ekozc;r{ackom (52)
k,aeL,R

onde o indice a representa os graus de liberdades em um determinado guia, como spin,
sub-rede e etc; enquanto que €, é a energia de um determinado canal no guia. As fungoes

de Green nos guias para um sistema desacoplado sao

Giealt = 1) = i (el (1) cxa(t)) = if (exca) e~ o)
Gualt — ) = Fib (£t F 1) {cia(t), el (1)}) (5.3)
= Fif(£t F t')e )

onde f(éxa) = [exp(%) + 1]~ é a distribuicao de Fermi-Dirac em um determinado

terminal.
O hamiltoniano que representa a interagdo entre um determinado terminal e a

regiao central é dado por:

Hr = > {Vka’ncf{adn + h.c}, (5.4)
n,k,a€L,R
onde d! e d, sio operadores de criacio e aniquilagio para o conjunto completo e ortogonal

|n) na regidao central, o indice n representa uma ressonancia arbitraria da regiao central.

Sobre o hamiltoniano na regiao central, H..,, é necessario saber sua geometria pois
ela determinara a forma do hamiltoniano. Para a regiao central consistindo de niveis de

energia nao-interagentes, o hamiltoniano é descrito por
H.., Z Emd! dp, (5.5)

onde ¢, representa as energias da regiao de interagdo. Como ja falamos, nao ha interacao
entre os niveis de energia na regiao de interacao, isto ¢, dado que um elétron entra
em uma ressonancia, a probabilidade de ele passar pra outra é nula, fato que pode ser
visto pela auséncia de termos cruzados no hamiltoniano. O elétron pode passar pra outra
ressonancia caso seja adicionado um campo externo; matematicamente, esse campo externo
poderia ser adicionado escrevendo termos cruzados no hamiltoniano. Outros exemplos de
hamiltonianos podem ser vistos, como o caso de tunelamento ressonante com interacao
elétron-fonons, interacao coulombiana e etc. Estes tltimos casos nao serao tratados nessa

dissertacao.
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5.2 Férmula de Meir-Wingreen

(MEIR; WINGREEN, 1992) investigaram a férmula de Landauer para a
corrente através de uma regiao de interagao. Eles buscaram descrever a corrente que flui
do guia esquerdo através da barreira a regiao central, que pode ser calculada usando a

evolugao temporal do operador niimero de ocupacao do terminal esquerdo

EH, KL, (5.6)

JL:_€<NL>:_E

onde usamos a Equagao de Heisenberg. Sabendo que Ny = 3"y ,c1, cf(acka, H=H,+Hy+

H,.., e que ﬁc e ﬁcen comutam com Ny, temos
1€ A o~ 1€ t . i
JL = T ([Hr, Np]) = — Z [Vka,n <CkadN> - Vka,n (d}cxa)]- (5.7)
n,k,a€L,R

Definindo agora as duas fungoes de Green por
ket =) =i (e, () dn (1))
Gka,n(t - t/> =1 <d;fL(t/)CkOé (t)> :

Assim, quando ¢ = t', temos a propriedade da funcao de Green menor Gy, ,,(t,t)

ka n(t t) [ nka(t t)] (59)

Desta forma, substituindo as defini¢des da fungao de Green (Eq. 5.8) e usando a propriedade

da Equagao 5.9 na corrente 5.7, obtemos:

e . * .
JL = % Z [Vka,n< — ZG;ka (t, t)) - Vka,n(_ZGlfa,n(t7 t))]

k,a€L; n

[_ivka,nGn ka (t t) + kaa nGka n( )]

I
b
Q
m
h
3

[Vka,”Gn ka(t t) + Vka n( nka(t t)) ] (510)

~
ol
m
=
3

I
St o
[ &

[Vka,nG;ka(tv t) + (Vka,nGn ka(t t)) ]

~
ol
m
o
3

= K

Re{vkohn nka(t t)}

=
o
M
5
3

Portanto, a corrente fica:
2e <
Jp = 2Re > VikanGrialtst) (5.11)
k,acLin

Para calcularmos a corrente .Jp,, é necessario conhecermos Gy, (t —t') que pode ser obtido
por meio da tecnlca de equacao de movimento. Para o regime de temperatura nula, basta

aplicarmos —iz; em G, ., (t —t'), obtendo:

o,
8 Gn ka( - t/) = ekG;,ka(t - tl) + Z sz@ - t/>vl:a,m7 (5'12)
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cuja deducao pode ser encontrada no Apéndice C. Assim, podemos escrever:

8%
onde g} = —i% — €y pode ser visto como o inverso do operador func¢ao de Green para o

terminal. Desta forma, multiplicando ambos os lados por gx., obtemos:
Gn koc t - t Z / dtl tl)Vﬁmmgf(a (tl — t/). (514)

Aqui exploraremos a similaridade da teoria de equilibrio e ndo-equilibrio. Como tais teorias

possuem a mesma estrutura matematica, temos no formalismo fora do equilibrio:
Grxa(T,7) = Z/dﬁGnm(T, 1) Viewm9ka (11, 7'), (5.15)
m

onde a integral esta especificada no contorno temporal do plano complexo. A regra de

continuagao analitica determina que:

Gn koc(t - t /dtlvka m[Gnm(t - tl)glfa(tl - t/) + G;m(t - tl)glia(tl - t/)]’ (516)

onde a func¢do de Green menor gy, ¢ dada por:

Jiealt = 1) = i {cla () cka (1))

(5.17)
= if(e) 5P | ~ ialt ~ )],
enquanto que a fun¢do de Green avancada gg,(t —t') é dada por:
Jiealt = 1) = FiO(ELF 1) {cra(t), el (1)})
(5.18)

= it T ) exp{ | — iealt ~ )]}

Como no nosso sistema fisico ha uma homogeneidade temporal, podemos de forma simples
e eficiente de calcular a corrente J, através de uma transformacao de Fourier. Desta forma,

utilizando a transformada de Fourier, obtemos G, ,(¢) da seguinte forma:
n ka Z Vka m gke( ) + G;m<€)glia(6)]' (519)

Substituindo na equagao (5.11), temos:
26 dE * r < < a
JL - Re Z Vka,nvka,m[Gnm(E)gka(e) + Gnm(e)gka(e)] : (520)
h 2 k,a€L; n,m

Vamos agora definir a funcao de largura de nivel:

{PL(ek)] =27 Y palex)Van(a)Vin(ea) =27 Y Wo W, (5.21)

mn acl acl
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onde p,(€) é a densidade de estados. Assim, realizando a transformada de Fourier em
G (t—1") e gl (t — 1), temos:
Jia(t = 1) = if (€xa) expl—iexa(t — )] — Giale) = if (€)3(e — a)
Gro(t — 1) = Fif (£t F ') exp[—iexa(t — )] — gi,(€) =1/(c — e — iw/2)

No termo com G, da Equacao 5.11, transformando a soma sobre k em integral, temos:

(5.22)

- d
Jznmelro termo __ € Re{ Z Vka,nV;a,mG;m<€>glfa(6) }7

h 2 k,a€L; n,m

/dekRe{ (€1) Gl (€)i0 (€ — Ek)fL(Ek)},

- 2; [dexr [ dekrﬁm(ek)Re{sz(e)w(e - 6k>fL(fk)}> (5.23)

= [ S nartoReicr@)],
2

T Qfm “(em| G (@),

= [ an@are - o)

De forma analoga, o segundo termo da Equagao 5.11 fica:

de
Jbegundo termo __ —Re Z Ve nVl;ka qufm(E)gﬁa(E) )
h 27 { k,a€L; n,m 7
/ /dek{ (@)GS (e )%5(6 _ €k)}, (5.24)
de

ﬁ ?ann( )Gim(ﬁ)-

Logo,

e de L < L r a
Jrp = ﬁ % mzm (an(G)Gnm<€> + fL(E)an(e) |:Gnm(€) - Gnm<€>:|)

- h o> ([rHaee] s ntaee-coe] ) 6®)
[ n[refe@ + e e - el

O mesmo pode ser aplicado ao terminal direito, s6 mudar o indice L. — R. Assim, de

forma compacta:

T = [ SERPH {670 + frm@lo@ -G @} 6:20)

No caso estacionario, a corrente sera uniforme, tal que J = J;, = —Jg, e podemos simetrizar

J=(J,+J)/2=(J, — Jr)/2. Assim, temos a expressiao geral para uma corrente d.c:

= [ {[me) ~ IEIG<(6) + |fu(O(e) = fa(O"(0)||6"() = G7(e)] }

2 J 27
(5.27)
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Em geral, a dependéncia energética da funcao de largura de nivel I' ndo é muito importante,
podendo ser feita algumas simplificacoes. Por exemplo, podemos considerar o caso em
que as funcoes nivel de largura do lado esquerdo e direito sao proporcionais, isto é,
I'L(e) = A\['E(¢). Assim, a corrente pode ser escrita na forma J = xJ; — (1 — z)Jg, onde x

é um parametro que quantifica em qual guia flui mais corrente. Assim,

7= iﬂ(ﬁ@%m—wﬁm%@+Wﬁ—uﬂWﬂw@—m@@)<m&
fixando x = 1/(1 + \), o primeiro termo desaparece, e obtemos:
de
T =% [ SEUe) — (T (o), (529)

onde:

B h(Orfe) ., a
T(e) = Tr {WPR(G) [G (-G (e)] } (5.30)

A Equacgao 5.29 é conhecida como férmula de Meir-Wingreen obtida em (MEIR; WIN-
GREEN, 1992) e também abordada em (HAUG; JAUHO, 2008). Embora existam algumas
consideracoes, como o caso estacionario e que as fungoes nivel de largura de terminais
distintos sejam proporcionais, é importante perceber que 7T (€) pode incorporar fenémenos
dentro do ponto quantico como espalhamento de spin, processos inelasticos, interacao

elétron-elétron, interacao elétron-fénon e etc.

Para o caso nao interagente, (MEIR; WINGREEN, 1992) afirma que as equagoes

de Dyson para a regiao de interagdo podem ser escritas da seguinte forma:

G< = if(e)G'TEG™ +ifr(e)GTTEGe,

(5.31)
G" — G* = —iG (' + I Ge
Assim, substituindo as Equagoes 5.31 na Equagao 5.27, obtemos:
J= % / de[fz(€) — fale)] TE[GTG T, (5.32)

dado que o coeficiente de transmissao pode ser escrito em termos da funcao de Green

retardada por

oo =21 pi/Qpi{QV;7nG27mVa/7m, (5.33)
onde o € R,a/ € L, podemos escrever’ a corrente J como:
J =5 [ delfile) = fr(e)T (o) (5.34)
onde:
T(e) = Trtt' (e)] (5.35)

é conhecido como coeficiente de transmissao. A equagao 5.34 é conhecida como férmula de
Landauer-Buttiker para dois terminais no caso nao-interagente, encontrada em (BLANTER;
BUTTIKER, 2000).
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Quando estamos estudando pontos quanticos cadticos, devemos ter em mente que
a dimensao do ponto quantico é muito maior que a largura do terminal. Este fato justifica
que a quantidade de ressonancias na regiao de interacao ¢ muito maior que os canais
abertos nos terminais. Devido a grande quantidade de ressonancias, ¢ normal considerar
que nao ha interagao alguma entre os elétrons que estao dentro da regiao de interacao.

Portanto, o estudo de pontos quanticos cadticos se encaixa ao caso nao-interagente.

5.3 Condutancia e Ruido em um Ponto Quantico Caético

Na &area de transporte eletronico, é importante relacionar a corrente e a
estrutura do material por qual a corrente atravessa. A propriedade associada a esta relacao
é chamada de condutancia. Em um espalhamento eletronico em pontos quanticos caodticos,
a condutancia é obtida da seguinte forma (BLANTER; BUTTIKER, 2000):

2

2
_° 1] &
G=5s Tr [t] 5 T(O): (5.36)

Como ja falamos, os elétrons se movimentam através dos terminais com energias bem
definidas chamadas de canais abertos. Em geral, os canais possuem diferentes energias,
fazendo com que a energia do elétron seja diretamente relacionada aos canais abertos. Como
a mecanica quantica é uma area probabilistica, os autovalores da matriz t¢' representam a
probabilidade do elétron passar do guia esquerdo para o direito. O traco na Equacao 5.36
representa uma soma sobre todos os canais abertos. Assim, podemos obter uma relagao

entre a condutancia em um ponto quantico cadtico e o nimero de canais abertos.

A média e a varidncia da condutancia para um ponto quantico caético podem ser

encontradas em (BROUWER; BEENAKKER, 1996):

N1Ny
(N1+N2)—1+%’
28N1No(BN1 +2— B)(BN2+2 — f5)
(B(N1+ Np) +2 = 28)(B(N1 + Na) + 2 — B)2(B(N1 + Ny) +4 — )
(5.37)

(G/Go) =

var(G/Gy) =

onde 3 indica a simetria, Gy = ¢?/27h, N; e Ny representam a quantidade de canais no

guia esquerdo e direito, respectivamente.

O ruido pode ser obtido de forma geral em um regime de nao-equilibrio. Matema-
ticamente, o ruido é definido como a funcao auto-correlacao dos operadores de flutuagao

de corrente:

Sy (8,1) = ({81,(1), 61y ()}) = ({Ly(2), Ly (1)}) — 2L, Ly, (5.38)

onde 5jn = fn(t) — I, é o operador de flutuagao de corrente em relacdo a média no guia

n, sendo I, = (I,(t)) a média. Desta forma, o ruido pode ser obtido experimentalmente
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analisando as flutuagoes da corrente ao longo do tempo. Baseado na Equacao 5.7, podemos

construir o operador corrente como sendo:

BO="C S Vaaneha)a() — Vi (k1)) (5.39)

nk,a€L,R

Substituindo o operador corrente I, (t) em S, (t,t’), temos:

/ Ze 2 / !/
St =(5) X {anVieww (o) () (¢)

n,n’ kk’,a,0’€L,R
- Vka,nv}:’a’,n’ <C;r<a,n (t)dn <t>dIL' (t,)ck/a’,n’ (t/)> (540)
— Vi Vicar (A (8) cian (£) oy () s (1))

VW 00Ol (s 1)

Vamos definir as funcoes de Green

907 (1) = 2 (el () (D)l (V)i (1))
(2)> / _i2 CT T/ i (t
9?2)><t,t>— (chanm (OOl () errar e () (5.4)
g7 (4, 1) = i (dl, () o (E) s ()i () |
97 (t.t) = P {d] (£) Ciean (8l () o (1))

onde o sobre escrito (2) em g-(2)>

; serve pra indicar que estamos trabalhando com o

propagador de duas particulas. Dessa forma, podemos escrever o ruido como

e\? R
St )= (5) X {VeanVeww s () = Vian Vi w08 (1.1)
n,n' kk ,a,a/€L,R (542)

Vi Vi w08 (1) + Vi Vi w95 (8 ,t’)} + he.— 211,

Semelhante ao calculo da corrente Ji,, em que tinhamos a fungao de Green G, (,1) e

(2)>

queriamos encontrar sua expressao, aqui precisamos calcular as fungoes g,

;. De forma

semelhante, exploramos a similaridade da estrutura matemética de uma teoria de equilibrio

. N @) ~
e nao-equilibrio, devemos definir g( ) (7,7") sobre o plano complexo, fazer a expansao da

matriz S e obter g@)>

(2

porém pode ser encontrada no Apéndice B de (SOUZA, 2004):

(t,t') via continuagao analitica. A dedugao do ruido S,,, é extensa,

SLL(UJ — O) 7 ;Z:r Tr {(Z LFLG> — 2[1 — fL]FLG<)
+(G" = GY(fLPGPTE = [1 = fTPG<TF) (5.43)

— ful = f)(GOTEGETE + GPTRGITR) + G<FLG>PL},

onde n = 1’ = L. Experimentalmente, o limite de frequéncia nula corresponde a frequéncias

entre 1kHz e 100 kHz, que é uma faixa de frequéncias em que o ruido é aproximadamente
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constante (NAUEN et al., 2004). Para obter os ruidos em relagdo a outros terminais,

temos a relagdo Sy = Sgrr = —Spr = —SkL, propriedade que também pode ser vista em

(SOUZA, 2004).

Para o caso de pontos quanticos cadticos, o que determina a energia no ponto
quantico é somente as ressonancias. Assim, no regime de baixas temperaturas kg1 < eV,

temos que f;, = O(e — p) de tal forma que:

2e% 1 de .
S10(0) = == | 5-O(e —u) ;{zFﬁG;ﬁ—
(Gz;o - Ggo)rgG;aFc[; + G:JFCI;G;JFCI; (544)
2e%  de

= T [ 558(e = 1) S iTEGE {1 — (G, — G )TE + G5, TE),
m g

vamos usar agora o fato de que G" — G* = G~ — G*<:

2¢? [ de

SLL(O) = 7 %@(6 - ILL) ZZF£G§J{1 - iFgG;U : (545)

g
Definindo T¢ = il'2GZ, e sabendo que p = e|V], escrevemos:

2¢%  de e3|V|

Srr(0) = 7 %@(6 —w) Y Tg(1-17) =

T [t —tt)), (5.46)
que é a féormula de Landauer-Buttiker para o ruido (BLANTER; BUTTIKER, 2000). O
subscrito 0" em 7§ indica que estamos tratando o sistema em baixas temperaturas. Como
ja comentamos, o trago representa uma soma sobre todos os canais abertos. Além disso, é
importante lembrar que rfr = 1 — ¢f¢. Assim, é comum encontrar o ruido sendo escrito na
forma: S|V

Srr(0) = 5 Tr [rTrtTt}. (5.47)
Fisicamente, o ruido representa a auto-correlagao das oscilacoes da corrente no tempo.
Entretanto, por meio do processamento de sinais, o ruido é calculado experimentalmente
em relacao a frequéncia. O ruido é aproximadamente constante com poucas oscilagoes

para frequéncias baixas, podendo ser visto na Figura 19.
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Figura 19 — Poténcia do ruido de disparo Sy (w — 0) mostrado experimentalmente em um
ponto quantico em uma temperatura de T'= 1.5K. Dependendo da energia,
o ruido é constante. Para energias suficientemente altas (AV > 131mV),
podemos ver que o ruido cresce a medida que a frequéncia diminui. O ruido
de disparo as vezes é chamado de ruido de Poisson devido a sua distribuicao.
Figura retirada de (NAUEN et al., 2004).

Quando tomamos o limite kT < eV, eliminamos todas as contribuigoes térmicas
do ruido Spr. Assim, a justificativa de ter um ruido em baixas temperaturas estd na
propriedade da mecanica quantica associada as incertezas intrinsecas do sistema fisico.
Quando eliminamos a dependéncia térmica e expressamos o ruido em relacao a frequéncia,

chamamos Sy (w — 0) de poténcia do ruido de disparo.

O estudo da poténcia do ruido de disparo é de grande importancia pois esta
grandeza pode ser usada para identificar violagoes da desigualdade de Bell em sistemas

mesoscopicos, como veremos no proximo capitulo.



68

6 Emaranhamento Quantico

6.1 Paradoxo EPR e Desigualdade de Bell

(EINSTEIN et al., 1935) forneceram um argumento de que a mecanica quantica
estava incompleta e que eram necessarias variaveis adicionais para restaurar a causalidade
e localidade da teoria. Com o exemplo mostrado por (BOHM; AHARONOV, 1957), o
argumento EPR é descrito a seguir. Considere um par de particulas de spin semi inteiro
formado em um estado de spin singleto e movendo-se livremente em diregoes opostas.
Medigoes podem ser realizadas utilizando magnetos como no experimento de Stern-Gerlach.
Se a medicao da componente & - @ produz o valor +1, onde @ é um vetor unitario que
representa a direcao do campo magnético, entao, de acordo com a mecanica quantica, a
medicio &5 - @ produz o valor —1 e vice-versa. E importante fazer a hipétese de que as
medigoes serao feitas em lugares remotos, nao havendo alguma influéncia entre as medigoes
por uma teoria real e local. Assim, condiserando uma variavel oculta X, o resultado A da
medicao &4 - a@ serda determinado por @ e A, e o resultado B da medicao o - b por be
Desta forma, temos:

A(@,\) = 1, B(b,\) = +1. (6.1)

Note que o resultado B nao depende da escolha da direcado do magneto @ e o resultado A
nao depende da escolha b. Vamos assumir uma distribui¢ao de probabilidade p(\), entao
o valor esperado do produto das componentes o7 - d e g3 - b por uma teoria de variaveis

ocultas é:

P@@,b) = / dAp(N)A@@, N BB, \). (6.2)

Para uma teoria local e real, este valor deveria ser o mesmo que o valor esperado pela

mecanica quantica, que para um estado singleto é dado por:

(G- G5 by = —@-b. (6.3)
Em geral, veremos que a Equacao 6.2 nao ¢é capaz de reproduzir os mesmos resultados
que a Equagao 6.3 e, portanto, uma teoria local e real de variaveis ocultas nao é capaz de
fornecer as predigoes estatisticas da mecanica quantica. A contradi¢do pode ser vista pelo
seguinte argumento. Vamos considerar uma distribuigdo de probabilidade p(A) = 1 tal

que:

/ dAp()) = 1. (6.4)

Vamos definir agora as fungoes P(a, I;) e —a - b em vez de trabalhar com a Equacao 6.2 e a

Equacao 6.3, onde a barra denota médias independentes sobre vetores @ e b’ com pequenos
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angulos em relacao a @ e b, respectivamente. Assim, vamos assumir que o valor absoluto
da diferenca entre P(@,b) e —a - b ¢ menor que um e arbitrério:

J— -

P@,b)+a- bl <e (6.5)

Nosso objetivo é mostrar que dado um ¢ tal que:

@-b—a-b| <6, (6.6)

nao é possivel encontrar um e suficientemente pequeno na Equagao 6.5. No Apéndice D,

encontramos a desigualdade deduzida por Bell:
4(e+6) > vV2—1. (6.7)

Assim, dado um J, ndo é possivel encontrar um e arbitrariamente pequeno. Desta forma,

o valor esperado da mecanica quantica nao pode ser representado pela Equagao 6.2.

Embora Bell tenha fornecido um grande avanco com sua desigualdade no aparente
paradoxo EPR, (CLAUSER et al., 1969) propuseram a desigualdade mais abordada na

literatura. Considere a quantidade:
Scrsy = AN, @)B(X,b) — AN @) B V) + A\, @)B(\,b) + A\, @)BA\ ),  (6.8)
que pode ser escrita na forma:
Scusm = A\ @)[B(X,b) — BNV + A\, @)[B(\,b) + B\, V). (6.9)
Como A e B s6 podem assumir valores 41, temos:
Scusu(\, @, a@,b,b) = +2. (6.10)
A média de Scysy em relagao a A fica:
2< /dAp(A)SCHSH(A,a, @58 < 2. (6.11)
Usando a Equacgao 6.2, obtemos:
Scnsu(@, @, b,b) = P(@,b) — P(@b) + P(@,b) + P@@,V), onde |Scysu| <2. (6.12)

Assim, para uma teoria de variaveis ocultas, a desigualdade na Equagao 6.12 deve ser

valida.

A mecanica quantica mostra que os estados de Bell violam esta desigualdade. O

par de Bell para férmions é dado pelo singleto:

W) = [1h) =~ 41) (6.13)

V2

Com este estado, podemos ver no Apéndice E que obtemos |Scrsy| = 2v/2, violando a

desigualdade na Equacgao 6.12.
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6.2 Emaranhamento Quantico em Pontos Quanticos Cadticos

O emaranhamento quantico ¢ uma propriedade que pode ser encontrada tanto
em sistemas fotonicos quanto em fermionicos. Nosso interesse ¢ investigar o emaranhamento
quantico produzido no espalhamento quantico de elétrons em um ponto quantico caotico.
Considere o caso do espalhamento de dois elétrons em um sistema constituido por uma
regiao central cadtica e dois guias (esquerdo e direito). Assumiremos que ha 2 canais

abertos independentes em cada guia.

O estado inicial sera dado por:
thin) = ala}]0,0,0,0) = [1,1,0,0). (6.14)

Apébs o espalhamento, o estado de saida [1,,;) pode ser escrito em termos do estado

incidente [i;,) em termos da matriz S:

|wout> =S |w7,n> . (615)
O estado espalhado pode ser escrito na forma:
[Yout) = 10,2) +|2,0) +|1,1) . (6.16)

onde |0, 2) representa o estado em que ha dois elétrons no guia direito, |2,0) o estado em
que hé dois elétrons no guia esquerdo e |1, 1) o estado em que hd um elétron em cada guia.

Podemos escrever os estados |0,2), [2,0) e |1,1) da seguinte forma:

|07 2> = (531542 - S4IS32) |07 07 17 1> 9

(6.17)
|2, 0> = (811522 - 521512) |17 ]-a 07 0>
que sao conhecidos como estados separados e
[1,1) = (511532 — S31512) [1,0,1,0) + (S21932 — S31522) [1,0,0, 1) (6.18)

+ (S11802 — S11512) [0, 1,1,0) + (S21S42 — Si1522) [0, 1,0, 1),

é o estado emaranhado. Olhando para o estado |1, 1), podemos escrevé-lo da seguinte

forma:

11,1) = {(511532 — 531512)5351 + (S91 532 — 5315'22)1715{

+ (S11542 — S41S12)bEbh + (Sa1540 — 541522>b£b£} 0}, (6.19)

]\0>-

b}
by

(SHSS2 - 531512) (521332 - 531522)

— bT bT
b ) (S1154 — S41512)  (S21542 — S41522)
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Por outro lado, a matriz de reflexdo r e transmissao t nos fornece:
511 S12 S31 Sa
521 Sa2 S32 Sa2

(SHSS2 - 531‘912) (521532 - 531522)
(SIIS42 - 841512) (521342 - S41522)7

. T _
1oyt

(6.20)

que é justamente a matriz com os elementos da matriz de espalhamento S em |1,1). Assim,

podemos escrever |1, 1) como:

T

1,1) = [8} N]mvy][;

2

10) . (6.21)

Este estado é o estado emaranhado |®) encontrado por (BEENAKKER et al., 2003), onde
se encontra em (BEENAKKER, 2005) na forma:

|®) = w240 10), v = royt?. (6.22)
O w ¢é um fator de normalizacao e é dado por:
w = Tryy'. (6.23)

Dado o estado emaranhado |®), estamos interessados em quantificar o emaranhamento
deste sistema. Para isso, h4 um procedimento padrao apresentado por (WOOTTERS,
1998) no qual é possivel calcular emaranhamento em um sistema. (BEENAKKER et al.,
2003) utilizou os resultados do Wootters para mostrar a formacao de emaranhamento em
espalhamento de elétrons em pontos quanticos cadticos. Primeiramente, dado um estado
|1)) na forma:
2 2
=D iildali)s. (6.24)
i=1j=1

onde ¢ e j representam os canais nos terminais, podemos calcular o operador densidade
parcial em respeito a um dos terminais:
2

pa = Trg|Y) (¥ TrB{[Zi%ﬂ HZ Z%’z’ 4 le]}

i=175=1 '=1j'=1
2
=Trp Z %ﬂj/fu <i,|A ® |7) 5 <j,|B
i,1',7,7'=1

(6.25)

ali'ly

> [g T
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Obtido o estado pa, podemos obter o que chamamos de emaranhamento de formacao.
Primeiramente definido por Wootters, o emaranhamento de formacao conecta o conceito

de emaranhamento com informacao a partir da equacao:
E=—Trapalogspa. (6.26)

O conceito de informacao foi difundido por (SHANNON, 1948). Interessado em uma teoria
matematica da comunicagdo, Shannon buscou uma forma de estudar a relagao entre um
sistema de comunicagoes e conceitos matematicos relacionados a probabilidade. A partir

dai, Shannon formulou a equagao:

H=—-K> plogp;, (6.27)

i=1
que descreve a quantidade de informacao adquirida em fendmenos probabilisticos, como
ruido em sistemas de comunicacao, sinais bioldgicos, indices financeiros e etc. No nosso
caso, estamos interessados em calcular a quantidade de informagao adquirida na formagao
de um par emaranhado em um ponto quantico cadtico. Assim, o emaranhamento de

formacao fica:

E=—Trapalogapa
2 R 2 ; / (6.28)
=—Tra< Y (vMialt) 4 (@l aloga D (3 Vewr [k) 4 (K[ 4 ¢
i,i'=1 k.k'=1

Porém, para retirarmos a soma dentro do logaritmo, é importante diagonalizar a matriz

Avt. Assim,

At = (711 %2) (Vfl 751) _ ( il + Inel? 195 +7127§2) (6.29)

Yor V22) \Vi2 Va2 Youvi + Y227t el + el

diagonalizando ' e lembrando que Tryy' = 1 para um estado normalizado, temos que
os autovalores sao dados por:

14+ /1 ddetyyt
_ iy (6.30)

Ay = 5

Assim, o estado p4 pode ser escrito como:

Lyl et - (= mﬂ AL, (83D

pA = 5 5

e o emaranhamento de formacao fica:

1+ 4/1 — 4dety~t 1+ 4/1 — 4detyyt
5:—( 7Y >l092( 7’7)

2 2

- (G o (F )

2 2

(6.32)




Capitulo 6. Emaranhamento Qudntico 73

que pode ser escrito de forma simplificada como:

E = —xlogar — (1 — x)logs(1 — x)

1+ /1 — 4dety~t (6.33)

T =
2

Note que £ é semelhante a Equacao de Shannon 6.27 que expressa a quantidade de
informacao adquirida em um conjunto de eventos. No nosso caso, estes eventos sao as

formacgoes de pares emaranhados de elétrons. A quantidade:

C = 2y/dety~t (6.34)

é chamada de concorréncia para um estado normalizado. Em (WOOTTERS, 1998), é

explorado um estado semelhante ao nosso estado (Equacao 6.18):
|®) = al0,0) +0]0,1) +¢|1,0) +d|1,1), (6.35)

onde |®) é fatoravel se e somente se ad = bc. Neste caso, se |®) for fatoravel, entao
nao é um par emaranhado pois, por definicdo, um estado emaranhado apresenta uma
correlacao estatistica que nao é possivel descrever os subsistemas separadamente. Desta
forma, podemos usar a quantidade |ad — bc| para quantificar emaranhamento. Se |ad — bc|

for nulo, entao o estado |®) é fatoravel e, consequentemente, ndao emaranhado.

A concorréncia para o estado |®) é obtida da seguinte forma:
C(@) =[(2|®) |, onde @) = (0, ® 7,) |2"). (6.36)

Assim, realizando os cédlculos, obtemos que C(®) = 2|ad — bc|. Em espalhamento de

elétrons em pontos quantico cadticos, temos que a concorréncia do estado |®) na Equacao

24/ detyyt
o= VT (6.37)

)
w

6.22 é escrita na forma:

onde w = Tryy'.

Podemos escrever a concorréncia em termos dos auto-valores da matriz ¢t'¢. Lem-
brando que tais auto-valores representam a probabilidade de transmissao de um canal
arbitrario do guia esquerdo para outro canal arbitrario do guia direito. Assim, calculando
primeiramente w, temos:

w=Tryyl = Tr('r’aytT) (ro, it = Te{(ro ") t*o,r'},
=Tr{rlro 't o,} = Tr{(1 — t't)o, (t't) 0, }.

0
£t = (Tl ) : (6.39)
0 T2

(6.38)

Considerando que:
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temos:
W="T +To— 2T T. (6.40)

Enquanto que:
detyy' = det|(ro,t") (ro ")t = det(rot t o),
= det(r'ro, " t*o,) = det{(1 — t't)o,(t't)"o,}, (6.41)
=711 —7)7(l —m),

onde usamos o fato de todas as matrizes serem 2x2. Assim, a concorréncia C' é obtida por:

C’ _ 2 Tl(]_ _7—1)7—2(1 —’7'2)'

T+ 79 — 27179

(6.42)

Se os auto-valores de transmissao forem suficientemente pequenos 71,7 < 1, entao a

2,/ T
C= L2 (6.43)
T + T2
O regime no qual 7,7 < 1 é conhecido como o regime opaco (I' — 0), em que ha

concorréncia fica:

uma baixa probabilidade do elétron fluir do guia para a regiao de interagao através do
ponto de contato ou vice-versa. Assim, a concorréncia é um quantificador auxiliar do
emaranhamento pois calculando a concorréncia, obtemos o emaranhamento usando a

Equacao 6.33.

Ha outra forma de estudarmos o emaranhamento quantico formado em um ponto

quantico que é violando a desigualdade de Bell. Para isso, ¢ importante definir a quantidade:

A quantidade Cj; fornece, em um dominio de baixas frequéncias, as correlagoes entre as
flutuacoes da corrente em um canal ¢ do guia esquerdo 01y ; e as flutuacoes da corrente em
um canal j no guia direito 6/z ;. Em baixas temperaturas (k7" < eV'), podemos definir o
correlator 6.44:

Cij = (=’ V/h)|(rth) ], (6.45)

onde a conexao com o integrando da Equacao 5.47 pode ser vista no Apéndice F, resultando:

2
Tr ’I“T’I“tTt = Z Czk = 011 + 012 + 021 + 022. (646)

ik=1

Além disso, é importante também definir um analogo do integrando da Equacao 5.47 dado
por:

Trortiotrl = Cpy 4 Cay — Chg — Coy, (6.47)

cuja igualdade também pode ser vista no Apéndice F. Assim, definindo a razao destes

ruidos, temos:
 Tr orttotrt O+ Cyp —Cra — Cy

FE = = .
Tr TTTtTt 011 + 012 + 021 + 022

(6.48)
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Ao mexer localmente nos guias, permitindo embaralhar os canais, temos que as matrizes

de reflexao e transmissao se transformam por matrizes unitarias r — Upr e t — Ugt, nos

fornecendo: ; - .
Tr U} o, Uprt'Ujyo,Ugtr
E = L7z £z : 4
(Us, Ur) Trrirttt (6.49)
Assim, o pardmetro de Bell-CHSH fica (BEENAKKER et al., 2003):
Scnsu = E(UL,Ur) + E(Up, Ug) + E(UL,Ug) — E(Up., Ug). (6.50)

Dado um conjunto Uy, Ug, Uy, e Ug de matrizes unitarias, a violagdo do parametro de
Bell-CHSH (|Scusg| > 2) indica que o estado estd emaranhado. (POPESCU; ROHRLICH,

1992) mostraram que a violagdo méxima do pardmetro de Bell-CHSH é dada por:

T1T2

T 2. (6.51)

SCHSH/ma:): = 2\/1 +4
Comparando com a concorréncia no regime opaco (Equagao 6.43), temos que:

SCHSH/max =2 V 1+ CQ' (652)

Assim, é estabelecido a relagdo entre a violagdo maxima do parametro de Bell-CHSH e a
concorréncia. Devemos ter em mente que a Equacao 6.52 fornece dois conceitos distintos:
Scusu foi obtido a partir do ruido Cj;, enquanto que a concorréncia C' surgiu do célculo
do emaranhamento de formagao. Assim, no limite opaco, ruido e emaranhamento possuem

uma relacao governada pela Equagao 6.52.

Como consisténcia final, podemos estudar o caso em que héa efeito de defasagem,

ou decoeréncia, nos guias. A defasagem neste sistema é modelada por fases aleatorias em

iv1 Wi
U, — U ‘ . , Up — Ug c , s (653)
0 el 0

ele

cada canal:

onde L e R indicam os guias esquerdo e direito, respectivamente. Assim, realizando uma
média de E(Ur,Ug) em fases aleatdrias uniformemente distribuidas no intervalo (0, 27),

obtemos

T T
2| Tro,rtto,trT| <9 (6.54)

SCHSH/max = Trrirtit >

A partir dai, podemos simular Scysy da Equagao 6.50 para verificar violagoes e

ScHSH/maz Para observar que violacoes nao sao obtidas quando a defasagem ¢ introduzida.
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7 Simulacao e Resultados

A simulagao feita consiste em gerar matrizes aleatérias de acordo com as
simetrias ortogonal (8 = 1), unitaria (8 = 2) e simplética ( = 4). Como vamos considerar
pontos quanticos cadticos, mudamos a geometria do ponto quantico em cada realizacao.
Assim, a mudanga na geometria do ponto quantico foi implementada computacionalmente
associando uma matriz aleatoria pra cada realizacao. Dependendo da simetria, precisamos
de uma matriz real simétrica e f — 1 matrizes reais antissimétricas. Podemos supor
que o hamiltoniano tenha dimensao M, que consiste na quantidade de ressonancias na
cavidade cadtica. Geramos diversos nimeros gaussianos (NG), que sdo nimeros gerados
por variaveis aleatorias regidas por uma distribuicao gaussiana de média nula. A variancia
da distribuic¢ao gaussiana depende da simetria. Para matriz simétrica, precisamos de M
numeros gaussianos (NG) com varidncia de 2V para a sua diagonal e de M x (M —1)/2 com
variancia V/f3 para o restante do tridngulo superior, que deve ser igual ao tridngulo inferior.
Ja as matrizes antissimétricas precisam apenas de M x (M — 1)/2 nimeros gaussianos de
varidncia V /[ para seu tridngulo superior, enquanto que seu tridngulo inferior é o negativo
do tridngulo superior e a diagonal ¢ nula. O V é obtido pela féormula V = M A? /7%, onde
M e A sao o nimero de ressonancias e o espagamento médio entre os niveis de energias
(autovalores do hamiltoniano), respectivamente. Para a simulagdo da condutéancia e ruido,
fizemos 20000 realizagoes em cada caso de N canais e uma cavidade cadtica com 600
ressonancias. A simulagdo da concorréncia, emaranhamento e violacao da desigualdade
de Bell foram feitas usando 2 canais abertos em cada guia, 602 ressonancias e 100000

realizagoes.

Obtido o hamiltoniano, substituimos H¢ na fungdo de Green G (Equacio 4.37),
com energia F nula. Assim, podemos obter a matriz de espalhamento S ou até mesmo
o coeficiente de transmissio 7 (€); neste 1ltimo caso, obtemos 7T (€) substituindo G na

Equacao 5.32.

7.1 Condutancia

Obtivemos a média e a varidncia da condutancia em relacdo ao nimero de canais

tomando como parametro a simetria (3, vista na Figura 20.

No regime quéntico, a condutancia possui flutuacoes consideraveis e seu compor-
tamento no tempo ¢ erratico em relagdo a média. Olhando a Figura 20, a medida que
aumentamos o nimero de canais, a média da condutancia aumenta, enquanto que variancia
permanece aproximadamente constante. Como a média aumenta e as flutuagoes se tornam

constantes a medida que aumentamos o nimero de canais, as flutuagoes tornam-se cada
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Figura 20 — Média (a) e Variancia (b) da Conduténcia em rela¢do ao niimero de canais
tomando como parametro a simetria [3.

vez menores em relacdo ao valor médio da condutancia. Assim, em um regime classico,

esperamos que tais flutuagoes tornem-se impercepitiveis.

Em relacao as simetrias, note que ha uma diferenca da média da condutancia em
relagdo aos ’s. Essa diferenca esté relacionada ao termo 2/ no denominador da Equagao
5.37. Este termo é chamado de termo de localizacao fraca e ¢ um indicador de quanto uma
amostra de elétrons estd localizado. Este fenomeno surge devido a interferéncia quantica
associada a diferenca de caminhos no espalhamento. Quanto maior a condutancia, menor
sera a localizacdo de uma amostra de elétrons. Dependendo da simetria, a condutancia
pode ser maior ou menor. Visualizando a Figura 20, por exemplo, podemos ver que a
média da condutancia do ensemble Simplético é maior que no caso do ensemble Unitario;

enquanto que a média no ensemble Unitario é maior que no ensemble Ortogonal.
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Apés isso, obtivemos o histograma da condutancia com diferentes nimeros de canais
e simetrias. Falando primeiramente na simetria ortogonal, obtivemos os histogramas para

os numeros de canais N =1, N =5 e N = 10, mostrado na Figura 21.
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Para o ensemble unitario, obtivemos os histogramas para os mesmos casos do

Ortogonal (N =1, N =5 e N = 10); os histogramas sdo mostrados na Figura 22.
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Ja para o ensemble simplético, obtivemos os histogramas para os mesmos casos

anteriores (N =1, N =5 e N = 10); os histogramas sdo mostrados na Figura 23.
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7.2 Poténcia do Ruido de Disparo

Para o calculo da Poténcia do Ruido de Disparo, utilizamos a Equacgao 5.47

para obter a média e a variancia, dada pela Figura 24.
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Figura 24 — Média (a) e Variancia (b) do Ruido de Disparo em relagdo ao nimero de
canais tomando como parametro a simetria (.

O ruido de disparo esta associado a quantizagoes da carga elétrica. Assim, no
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transporte dos elétrons, ha uma probabilidade do elétron transmitir ou refletir. Assim, o
elétron pode ter sucesso ou nao em entrar no ponto quantico, gerando uma distribuigao
binomial. O aumento de canais aumenta os sucessos relacionados a transmissao e, portanto,

aumenta o ruido.

7.3 Concorréncia

O calculo da concorréncia foi obtido por meio dos auto-valores da matriz ¢'t.
Com estes auto-valores, podemos substitui-los na Equacao 6.42 e obter o seu histograma.
Assim, os histogramas da concorréncia para os Ensembles Ortogonal, Unitario e Simplético

sdo vistos na Figura 25, respectivamente. As fung¢oes Pi(C) e P2(C) nos histogramas
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Figura 25 — Histogramas da Concorréncia nos Ensembles Ortogonal, Unitario e Simplético.

(a) e (b) da Figura 25 sao idénticas as encontradas em (GOPAR; FRUSTAGLIA, 2008),
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respectivamente:
2
P = 0—
" (s OF (7.1)
9 .
PQ(O) = (1_6622)3[3(2 + 302) arctanh V ]_ — 02 — (11 + 402) V 1 — 02]

Obtivemos a média e variancia da concorréncia. Para o ensemble Ortogonal,
obtivemos a média da concorréncia (C),_, ~ 0.3882 e a variancia var(C)s=1 ~ 0.0787.
J& para o ensemble Unitdrio, a média da concorréncia (C),_, =~ 0.3875 e a varidncia
var(C)p=s ~ 0.0562. Nesses dois ensembles, os resultados se aproximaram de (GOPAR;
FRUSTAGLIA, 2008) e (BEENAKKER et al., 2004) da seguinte forma:

| <C>Beenakker, B=1 " <C>simula95,o, B=1 | = 000]—9,
|Uar(c)Beenakker7 B=1 " 'Uar(c)simulagéo, B:1| = 00005,

‘ <C>Beenakker, B=2 <C>simulaga§,o, B=2 ‘ = 0?

‘va?a(C)Beenakker7 B=2 — /Uar(c)simulagéo, ,522’ = 0.0003.

A distribuigao do caso simplético Py(C') nao foi encontrada na literatura. No
caso simplético, a matriz t't apresenta 4 autovalores. Entretanto, estes autovalores sao
duplamente degenerados, assim a concorréncia C' foi calculada pela Equacao 6.42 usando

71 e Ty distintos. Dessa forma, encontramos (C),_, ~ 0.34218 e var(C')g=4 ~ 0.03871.

7.4 Emaranhamento

Dado a concorréncia, o histograma do Emaranhamento de Formagao é ob-
tido usando a Equacao 6.33. Os histogramas do Emaranhamento de Formagao para os

Ensembles Ortogonal, Unitario e Simplético sdo vistos na Figura 26 .

No caso do emaranhamento, obtivemos para o Ensemble Ortogonal a média
(€)5—, = 0.2878 e a variancia var(€)s=1 = 0.0791. Comparando com (GOPAR; FRUSTA-
GLIA, 2008), temos

| <5>Beenakker7 p=1 " <E">simu]a‘§5‘07 B=1 | = 0.002

(7.3)
|'Uar(g)Beenakker7 B=1 — Uar(g)simulagéo, ,8:1' = 0.001.

J& para o Ensemble Unitério obtivemos a média () ;_, = 0.273 e a varidncia var(£)s=z =
0.056, que estdao de acordo com (GOPAR; FRUSTAGLIA, 2008). Para o ensemble
simplético, obtivemos (£),_, ~ 0.2214 e var(£)s=4 ~ 0.03551.

Os histogramas do emaranhamento de formagao (Figura 26) mostram que & é
aproximadamente nulo para a concorréncia C' = 1. Lembrando que C' = 1 representa um

estado do tipo par de Bell (fortemente emaranhado). Desta forma, como sabemos o estado
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Figura 26 — Histogramas do Emaranhamento de Formacao nos Ensembles Ortogonal (a),
Unitério (b) e Simplético (c), respectivamente.

que estamos tratando, a informacao obtida ao realizar uma medicao é aproximadamente
nula. Ja para C' — 0, em que o estado é separavel, o emaranhamento de formagao é alto

pois seria raro obter um par emaranhado de um sistema possivelmente separado.
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7.5 Parametro de Bell-CHSH Scpysy

Daqui em diante, obtivemos resultados inéditos. Fizemos o histograma do
parametro de Bell Scgsy para um ponto quantico com 602 ressonancias, onde consideramos
as matrizes unitarias U, que sao responsaveis pela misturas de canais, da Equacao 6.49
como aleatorias. Além disso, fizemos o histograma para o caso em que ha uma defasagem
nos canais, proposta de (BEENAKKER et al., 2003). Para obtenc¢ao da violacao da
desigualdade de Bell, é necessario que a barreira seja muito alta, isto ¢, que a probabilidade
de transmissdo seja I' < 1, onde fizemos para I' = 107*. Assim, primeiramente para o
ensemble ortogonal, o histograma do parametro de Bell-CHSH e do caso com defasagem ¢é

dado pela Figura 27.
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Figura 27 — Histogramas do Pardmetro de Bell Scgsy sem (a) e com (b) defasagem no
Ensemble Ortogonal.

Para o Ensemble Unitério, obtivemos os mesmos histogramas (Parametro de Bell

sem e com defasagem). Os histogramas podem ser vistos na Figura 28.

Ja para o Ensemble Simplético, obtivemos os mesmos histogramas (Parametro de

Bell sem e com defasagem) que podem ser vistos na Figura 29 .

A violagao da desigualdade de Bell em pontos quanticos cadticos é um resultado
inédito. No estudo do parametro de Bell-CHSH Spygy exploramos um ponto quantico com
602 ressonancias. Obtivemos o histograma do parametro de Bell para os trés Ensembles.
Nos trés ensembles, ocorreram violagdes do parametro de Bell-CHSH, mostrando que
o ponto quéntico cadtico criou pares emaranhados. Em 100000 realizacoes em cada
ensemble; obtivemos 2915, 283 e 3337 violagoes para os ensembles Ortogonal, Unitéario e
Simplético, mostrado nas Figuras 27-(a), 28-(a) e 29(a), respectivamente. Ao introduzir
defasagens propostas por (BEENAKKER et al., 2003), obtivemos nenhuma violagdo nos
trés ensembles, como podem ser vistas nas Figuras 27-(b), 28-(b) e 29-(b). As defasagens

podem ser introduzidas por ruidos externos ao sistema, provocando decoeréncia do estado
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de Bell. A consequéncia da decoeréncia é a nao-violacao da desigualdade de Bell, ficando
de acordo com a desigualdade proposta por uma teoria de variaveis aleatorias, dada pela

Equacao 6.12.
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8 Conclusao e Perspectivas

8.1 Conclusoes

O regime nao-interagente do formalismo de Keldysh é suficiente para estudarmos
pontos quanticos cadticos. Ao considerarmos um sistema nao-interagente, a féormula
de Meir-Wingreen recupera a férmula de Landauer-Buttiker. Com isso, podemos obter
observaveis como condutancia e ruido por meio das fungoes de Green G. Assim, estudamos
o caso particular de um sistema nao-interagente a temperatura suficientemente baixa com

o objetivo de analisar efeitos quanticos.

Embora o estudo de pontos quanticos cadticos seja um caso particular ao forma-
lismo de Keldysh, é importante notar que, mesmo em temperaturas aproximadamente
nulas, ocorrem fendmenos interessantes como, por exemplo, o emaranhamento quantico.
(BEENAKKER et al., 2003) mostraram a aplicacao de conceitos como emaranhamento e
violagao da desigualdade de Bell para sistemas mesoscopicos. Além disso, estudamos a
concorréncia e emaranhamento de formagao (WOOTTERS, 1998) para um ponto quantico
cadtico. Por defini¢do, o emaranhamento de formagao é uma informacao que quantifica
0 quao raro pares emaranhados podem ser formados dado o conhecimento prévio da
concorréncia do sistema. Assim, foi obtido histogramas da concorréncia e emaranhamento

explorando o Ensemble Gaussiano de Wigner-Dyson.

De forma inédita, também estudamos a conexao entre ruido e emaranhamento no
limite opaco proposto por (BEENAKKER, 2005) usando simula¢do numérica. Mostramos
que a desigualdade de Bell é presente em sistemas mesoscépicos, indicando a presenca de

pares de elétrons emaranhados em relacao aos canais do guia esquerdo e direito.

Para finalizar, obtivemos um forte indicio de que o caos associado ao ponto
quantico cadtico gera violagoes na desigualdade de Bell, consequentemente gera estados
emaranhados. Além disso, testamos quando a decoeréncia é aplicada nos guias, destruindo

toda informacao quantica associada ao par emaranhado.

8.2 Perspectivas

Em relacao aos pontos quanticos cadticos, podemos investigar condutancia,
ruido, concorréncia, emaranhamento de formacao e a violagao da desigualdade de Bell em
relacdo a um bilhar de Dirac. Regido pela classe de simetria quiral, os bilhares de Dirac
representam pontos quanticos que possuem um grau de liberdade a mais no hamiltoniano,

tal grau de liberdade é o de sub-rede. Dessa forma, propriedades como a violagao da
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desigualdade de Bell pode ser diferente com um centro espalhador com simetria quiral.

Sobre o formalismo de Keldysh, podemos analisar regimes interagentes e outros
tipos de pontos quanticos, como modelos de tight-binding, acoplamentos entre niveis de
energias, interacao elétron-elétron e etc. Além disso, analisar o caso em que os guias estao
em equilibrio térmico em temperaturas finitas com o objetivo de verificar se a temperatura
pode destruir a informagao quéntica e se ha alguma forma de preservar a coeréncia dos

estados.

Na parte computacional, temos como objetivo o aumento da precisao e eficiéncia
dos algoritmos, isto é, aumentar o niimero de ressonancias no ponto quantico e o niimero de
realizacoes, com o intuito de melhorar cumulantes estatisticos como média, variancia e etc.
Além disso, podemos investigar a dependéncia do niimero de violagoes da desigualdade de

Bell em relagdo a quantidade de ressonancias ou transparéncia da barreira.



89

Referencias

ALMEIDA, F. A. G. d. Algoritmos numéricos de matrizes aleatorias aplicados a sistemas
mesoscopicos. Tese (Doutorado) — Tese (Doutorado em Fisica). Universidade Federal de
Pernambuco, 2010. Citado na pagina 54.

BEENAKKER, C. Electron-hole entanglement in the fermi sea. arXiv preprint
cond-mat/0508488, 2005. Citado 2 vezes nas paginas 71 e 87.

BEENAKKER, C. et al. Entanglement production in a chaotic quantum dot. In:
Fundamental Problems of Mesoscopic Physics. [S.1.]: Springer, 2004. p. 167-177. Citado
na pagina 83.

BEENAKKER, C. W. J. et al. Proposal for production and detection of
entangled electron-hole pairs in a degenerate electron gas. Phys. Rev. Lett.,
American Physical Society, v. 91, p. 147901, Oct 2003. Disponivel em: <https:
//link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRevLett.91.147901>. Citado 4 vezes nas paginas 71, 75,
85 e 87.

BELL, J. S. On the einstein podolsky rosen paradox. Physics Physique Fizika, APS, v. 1,
n. 3, p. 195, 1964. Citado na pagina 28.

BELL, J. S. Speakable and unspeakable in quantum mechanics. Cambridge University,
1987. Citado na pagina 28.

BLANTER, Y. M.; BUTTIKER, M. Shot noise in mesoscopic conductors. Physics reports,
Elsevier, v. 336, n. 1-2, p. 1-166, 2000. Citado 3 vezes nas paginas 63, 64 e 66.

BOHM, D. A suggested interpretation of the quantum theory in terms of "hidden'variables.
i. Phys. Rev., American Physical Society, v. 85, p. 166179, Jan 1952. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRev.85.166>. Citado na pagina 28.

BOHM, D.; AHARONOV, Y. Discussion of experimental proof for the paradox of einstein,
rosen, and podolsky. Physical Review, APS, v. 108, n. 4, p. 1070, 1957. Citado 2 vezes
nas paginas 27 e 68.

BROUWER, P.; BEENAKKER, C. Diagrammatic method of integration over the
unitary group, with applications to quantum transport in mesoscopic systems. Journal of
Mathematical Physics, AIP, v. 37, n. 10, p. 4904-4934, 1996. Citado na pagina 64.

CAVALCANTI, E. et al. Spin entanglement, decoherence and bohm’s epr paradox. Optics
Express, Optical Society of America, v. 17, n. 21, p. 18693-18702, 2009. Citado 2 vezes
nas paginas 11 e 27.

CLAUSER, J. F. et al. Proposed experiment to test local hidden-variable theories. Phys.
Rev. Lett., American Physical Society, v. 23, p. 880-884, Oct 1969. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.23.880>. Citado na pagina 69.

DYSON;, F. J. Correlations between eigenvalues of a random matrix. Comm. Math.
Phys., Springer, v. 19, n. 3, p. 235-250, 1970. Disponivel em: <https://projecteuclid.org:
443 /euclid.cmp/1103842703>. Citado na pagina 56.


https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.91.147901
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.91.147901
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.85.166
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.23.880
https://projecteuclid.org:443/euclid.cmp/1103842703
https://projecteuclid.org:443/euclid.cmp/1103842703

Referéncias 90

EINSTEIN, A.; PODOLSKY, B.; ROSEN, N. Can quantum-mechanical description of
physical reality be considered complete? Physical review, APS, v. 47, n. 10, p. 777, 1935.
Citado 2 vezes nas paginas 27 e 68.

FETTER, A.; WALECKA, J. Quantum Theory of Many-particle Systems. Dover
Publications, 2003. (Dover Books on Physics). ISBN 9780486428277. Disponivel em:
<https://books.google.com.br/books?id=0wekf1s83b0C>. Citado 5 vezes nas paginas 11,
35, 37, 38 e 39.

FEYNMAN, R. P. Space-time approach to quantum electrodynamics. Phys.
Rev., American Physical Society, v. 76, p. 769-789, Sep 1949. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.76.769>. Citado na pagina 37.

FOLK, J. A. et al. Statistics and parametric correlations of coulomb blockade peak
fluctuations in quantum dots. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 76, p. 1699—
1702, Mar 1996. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.76.1699>.
Citado 2 vezes nas paginas 12 e 49.

FYODOROV, Y. V.; SOMMERS, H.-J. Statistics of resonance poles, phase shifts and
time delays in quantum chaotic scattering: Random matrix approach for systems with
broken time-reversal invariance. Journal of Mathematical Physics, AIP, v. 38, n. 4, p.
1918-1981, 1997. Citado na péagina 53.

GELL-MANN, M.; LOW, F. Bound states in quantum field theory. Physical Review,
American Physical Society (APS), v. 84, n. 2, p. 350-354, out. 1951. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1103 /physrev.84.350>. Citado na pagina 24.

GOPAR, V. A.; FRUSTAGLIA, D. Statistics of orbital entanglement production in
quantum-chaotic dots. Physical Review B, APS, v. 77, n. 15, p. 153403, 2008. Citado 2
vezes nas paginas 82 e 83.

HANSON, R. et al. Spins in few-electron quantum dots. Reviews of modern physics, APS,
v. 79, n. 4, p. 1217, 2007. Citado 3 vezes nas paginas 11, 26 e 27.

HAUG, H.; JAUHO, A.-P. Quantum kinetics in transport and optics of semiconductors.
[S.L.]: Springer, 2008. v. 2. Citado 4 vezes nas paginas 11, 46, 63 e 98.

JAUHO, A. Introduction to the keldysh nonequilibrium green function technique. Lect.
notes, v. 17, 2006. Citado na pagina 48.

KELDYSH, L. V. et al. Diagram technique for nonequilibrium processes. Sov. Phys.
JETP, v. 20, n. 4, p. 1018-1026, 1965. Citado na péagina 40.

KLEINERT, H. Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics, Polymer Physics,
and Financial Markets. World Scientific, 2009. (EBL-Schweitzer). ISBN 9789814273572.
Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=VJ1qNz5xYzkC>. Citado na
pagina 22.

LANGRETH, D. C. et al. Linear and nonlinear electron transport in solids. [S.1.]: Plenum
New York, 1976. Citado na pagina 44.

MATSUBARA, T. A new approach to quantum-statistical mechanics. Progress of
theoretical physics, Oxford University Press, v. 14, n. 4, p. 351-378, 1955. Citado na
pagina 40.


https://books.google.com.br/books?id=0wekf1s83b0C
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.76.769
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.76.1699
https://doi.org/10.1103/physrev.84.350
https://books.google.com.br/books?id=VJ1qNz5xYzkC

Referéncias 91

MEIR, Y.; WINGREEN, N. S. Landauer formula for the current through an interacting
electron region. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 68, p. 2512-2515, Apr
1992. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.68.2512>. Citado
2 vezes nas paginas 60 e 63.

NAKATSUJI, N. Mesoscopic science, where materials become life and life inspires
materials. a great opportunity to push back the frontiers of life, materials, and biomaterials
sciences. Biomaterials Science, Royal Society of Chemistry, v. 1, n. 1, p. 9-10, 2013.
Citado 2 vezes nas paginas 11 e 26.

NAUEN, A. et al. Shot noise in tunneling through a single quantum dot. Physical Review
B, APS, v. 70, n. 3, p. 033305, 2004. Citado 3 vezes nas paginas 12, 66 e 67.

OBERHOLZER, S. et al. Shot noise of series quantum point contacts intercalating chaotic
cavities. Phys. Rev. B, American Physical Society, v. 66, p. 233304, Dec 2002. Disponivel
em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.66.233304>. Citado 2 vezes nas
paginas 12 e 51.

POPESCU, S.; ROHRLICH, D. Generic quantum nonlocality. Physics Letters A, Elsevier,
v. 166, n. 5-6, p. 293297, 1992. Citado na pagina 75.

RAMOS, J. Modelo sigma nao linear supersimétrico: aplica¢oes em nanoestruturas
cadticas 2010. 200 f. Tese (Doutorado) — Tese (Doutorado em Fisica). Universidade
Federal de Pernambuco, Recife, 2010. Citado 2 vezes nas paginas 12 e 50.

RYNDYK, D. A. et al. Theory of quantum transport at nanoscale. Springer Series in
Solid-State Sciences, Springer, v. 184, 2016. Citado 2 vezes nas paginas 12 e 54.

SANTOS, E. H. d. et al. Simulagao computacional da producao de emaranhamento em
ponto quantico cadtico nao ideal para ensembles de wigner-dyson. Universidade Federal
de Sergipe, 2015. Citado 2 vezes nas paginas 12 e 51.

SHANNON, C. E. A mathematical theory of communication. Bell system technical
journal, Wiley Online Library, v. 27, n. 3, p. 379-423, 1948. Citado na pagina 72.

SOUZA, F. M. d. Transporte quantico em spintronica: corrente e shot noise via fungoes
de Green de ndo equilibrio. Tese (Doutorado) — Tese (Doutorado em Fisica). Universidade
de Sao Paulo, 2004. Citado 2 vezes nas paginas 65 e 66.

STEFANUCCI, G.; LEEUWEN, R. V. Nonequilibrium many-body theory of quantum
systems: a modern introduction. [S.1.]: Cambridge University Press, 2013. Citado 5 vezes
nas paginas 11, 41, 42, 43 e 44.

WICK, G. C. The evaluation of the collision matrix. Phys. Rev., American Physical
Society, v. 80, p. 268-272, Oct 1950. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/
PhysRev.80.268>. Citado na pagina 36.

WIGNER, E. P. Characteristic vectors of bordered matrices with infinite dimensions.
Annals of Mathematics, Annals of Mathematics, v. 62, n. 3, p. 548-564, 1955. ISSN
0003486X. Disponivel em: <http://www.jstor.org/stable/1970079>. Citado na pégina
56.


https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.68.2512
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.66.233304
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.80.268
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.80.268
http://www.jstor.org/stable/1970079

Referéncias 92

WOOTTERS, W. K. Entanglement of formation of an arbitrary state of two qubits.
Physical Review Letters, APS, v. 80, n. 10, p. 2245, 1998. Citado 3 vezes nas paginas 71,

73 e 87.



Apéndices



94

APENDICE A - Deducdo da Matriz de

Espalhamento

Com a equacao
S=(1—-iF)(1+iF), onde F = aW'(E - H.,)"'W, (A1)
podemos organizar S da seguinte forma:

S=(1—iF)(1+iF)™ = (1 +4F —iF —iF)(1+iF)™,

(A.2)
=(1+iF)(1+iF)' = 2iF(1+iF) ' =1-2%F(1+iF)""

Podemos agora substituir o £, e assim temos

S =1-2ixWH(E - H.,)"'W(1 +inWH(E - H,)"'W)™,
=1 —2i(xWHE — H.,) W) (iaW(E — H,)) "W,
=0

=1 -2 (inWH(E - H,)"'W)"*,
=0
=1 = 2[inW(E — )W + (in)WHE - H.) "WWHE - H) "W+,
= 1 2iaWi {1 +in(E — ) WWH (B - B)7'W,
=1 — 2ixWt > (in(E — ﬁri)AWWT)Z] (£ — ﬁm-)*ll/i/,
=0

=1 2miW! |1 + in(E — B) " WW'| (B - £,)7'W,
(
S=1-2ixWHE - Hy; + inWWHW,

(A.3)

onde usamos da primeira para a segunda igualdade e da sexta igualdade para a sétima a

definicao de série geométrica e sua convergéncia.
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APENDICE B - Equacio de Keldysh

Substituindo a eq.(3.27) na Equagao de Dyson, obtemos a seguinte expressao:
G- =G5+ GyX'GT 4+ GpX=G* + Gy X Ge, (B.1)
fazendo uma iteragao, temos:

G< =G5+ Gy <G§ + G GE 4+ GrRSGe + ngac:a) HEISSG + GEDGe

G<

= G5 4+ G GE +GIY Gy G< + LY GIY<G + GIY GEX GO + GIS<G + GEnGe
~  N—— —_——— e —

1 1 2 3 2 3
= (1 + GhEN)G5 +Grsr G G + (G + GRS G S<G + (1 + GIY)GExeGe
R > 3
— (1+ GG (14 2°GY) + (G + Ghsr G S G +GY Gy G<.
1+3 2
(B.2)

onde colocamos indicadores 1, 2 e 3 para mostrar quais termos seriam agrupados. Reali-

zando outra iteragao, temos:

G< = (1+GIENG(1 + X°G) + (G + GLErGL)S<Ge
1+3 2

QA (Gg LGS 4+ GEESGE + ng:“Ga),

G<
= (1+ GG+ 2°GY) + (Gh + GISr G E<G™ + G GLSr G (1 + 1G9
1+3 2 4
+ GG GENS G+ G G G G,
5
= (1+ GIS" + GLYTGEEN)GE (1 + S°G%) + (GE + GIY' G E<Ge

1+3+4 9
+ (G + GEY Gl 4 G G G S <G + G Ghyr Gryr G
245

(B.3)

fazendo infinitas iteracoes, obtemos:

G< = |14 (Go+ GpXr Gl + .. )T |G |1+ G| + (G + GpX' Gy + .. )T<G*, (B.4)

Podemos fazer a identificacao da fungdo de Green retardada no regime interagente G”

como uma expansao em termos da fungao de Green nao interagente G"(0) e a auto-energia
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2T

G"' =G+ GXGy+ ... =G+ GyX'G". (B.5)
Assim, obtemos:

G- =[1+GYGs[1+X°G + G"E<G* (B.6)
A identificagdo usada na eq.(B.5) pode ser verificada usando as equagoes de Langreth na

Equacao de Dyson.
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APENDICE C - Técnica de Equacdo de

Movimento.

Nosso interesse é utilizar a técnica de equagéo de movimento para a func¢ao de

Green G, (t —t'). Assim, derivando em relagio a —i{, temos:

ot?

o) ) 0 / /
i Gt = ¥) = =i |0t = )G (8 = ) + 0 = )G,

ot n,ka ot n.ka

= {80(t—t)G> (t—t)+0(t—t)= 0 6 (t—1t)

1 aatle(t — )Gt = 1) + 0" — t>£,G§ka<t - t’)}

- { 8t~ ) Galt 1)+ 01— 1) DGt 1)

F O = ) Grat — 1) + 0 — 1) ;/G,fka(t - t’)} (C.1)
_ { 5(t— ) Gonealt = )+ 3¢ — )Gt —t’)}
_@{ea—t);,eika(t—t')+e<t' >§,G:ka<t—t'>}

_— { 3t — )Gyt — 1) +5(t’—t)G§ka(t—t/)}

{e<t -0 (— i (da (Ol (0 >>) o 12 ( <cLa<t’>dn<t>>) }

Assim, aplicando a derivada em relacao a t’, temos:

—zaat/sza(t—t’) = — {—5(t—t)G7>lka(t—t)+5(t —t)G nka (t—t")

—z’{e(t—t’)(—i(dn(t)(fﬂcfm(t ) t—t( aifck“ t"d )>>}

= - {—5(t—t)G;ka(t—t’)+5( — )G et —1') }
t)d,(

TL

01— ) (1) meba10) 0 1) (1)
(C.2)
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onde usamos que G (t—t') = —i (d,(t)el (), enquanto que Grxa(t—t") = i{el () dn(1)).

S6 que é importante lembrar que:

0 / a /
i) = [l (V)

- Z Ko [CI(OL’ Clt/a’ck/a’] + Z Vk,Oé/JL [CI(ON Cch/o/dn'] +Vl:'a’,n/ [CTkoﬂ djl/ck/a’]
—_————

k', o'€L,R k',a’eL,Rn v

= T i

- Z €K' Cka( )51(/ k(sa [o% + Z Vk/a ndn ( )5kk/
k', o’cL,R k' .o/€L,Rn

- 6kOéCkoz + Z Vk/a’ ndjz

Assim,

0 ' '
—igg nkalt—t) = —{—5(t—t) aka(t —1) +0(t' —1) nka(t—t)}

—0(t - t’){eka (da(t)cha) + D Vidiarr (du(8)dl (1) } (C4)

+0(t' —t) {eka CRGINOIESY Vit (d!,d,(t)) }

nl

Portanto, temos:

0
_Z%G” koc( ) = _Z{_é(t_t,) nka+5(t _t) nka( )}+EkaGn koc t t +ZG t t>Vkan .
(C.5)

Como a contribui¢ao dos termos com deltas de Dirac sao irrelevantes (HAUG; JAUHO,
2008), temos:

.0
8 Gn ka( —t ) EkOéGn ko (t - t + Z Gn n’ t,)vﬁ(a,n” (06)
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APENDICE D - Desigualdade de Bell

-

Assumindo que o valor absoluto da diferenca entre P(d@,b) e —a - b é menor que um
€ arbitrario:
|P(a@,b) +a-b| <e. (D.1)

@-b—a-b| <o, (D.2)

nao ¢é possivel encontrar um e suficientemente pequeno na Equagao D.1. Sabemos que:

|P(a@,b)+a-b| <|[P(@b)+a-bl+l|d-b—a-b 0.3
<e+d
P(@,b) pode ser escrito na forma:
P(d,b) = / d\A(@, \)B(B, \), onde [A(@,A\)| < 1e [B(b M) < 1. (D.4)
Fazendo a = I;, temos da Equacao D.3:
\/p(A)(Z(Z;, NBGA) + 1)d)| < e+ 6. (D.5)
Por outro lado,
[P(@,5) — P(@)| = [ drp(N[AG NB(BA) - A(@ N B(E )
- / dAp(N)A(@ N BB, V1 + A(B, VB(E )] (D.6)
~ [ ArOVA@NBE N+ A\ B )
Como |A(a@, \)| e [B(b, \)| sio menores que 1, entéo:
[P(@,5) ~ P@a)| < [ drp(n) + [ da()AFNB(E N
+ / p(N) (A, \)B(b, A) + 1)dA|. 0
Assim, pela Equagdao D.5 e pela defini¢ao de P(a, b), temos:
|P(@,b) — P(@,0)] <1+ P(b,) + (¢ +9). (D.8)

Por outro lado,
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Também temos,

P(@,b)+d-é =|P@b)+ab—a-b+a-c
=|Gg-¢—a-b—(—P@b)—a-b
| b (7 (H ) : )| (D.10)
>|d-¢—a-bl—|P(a,b)+a- b
>|@-c—a-b|— (e+0)
Substituindo a Equagao D.10 na Equacao D.9, temos:
|P(@,b) — P(a@,d)| > |a-é¢—a-b| — 2(e+ ). (D.11)
Substituindo agora a Equagao D.8 em D.12, obtemos:
G-—a-b —2(e+6) <1+ P(b,&) + (¢ + 0). (D.12)
Note que:
c+6> [P, +5-d = [P, — (=59 = [P(E.3)| - |(~b- )| 13,
~Pb,e)—b-¢ '
Portanto,
P(b,d) <b-Z+ (e+9). (D.14)
Substituindo a Equagao D.14 na Equacao D.14, obtemos:
G-C—a@-b —2(e+06)<1—b-Z+2(+6), (D.15)
ou melhor,
Ale+0)>|a-—a-bl+b-é— (D.16)
Tomando, por exemplo, @ -¢= 0, @ i-b=b-C 7 temos:
4(e +6) > V2 -1, (D.17)

mostrando que, dado um ¢ suficientemente pequeno, nao é possivel encontrar € arbitraria-

mente pequeno.
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APENDICE E - Violacio da Desigualdade

de Bell na Mecanica Quantica

Sejam Ay e Ay observaveis de Alice. Sejam By e By observaveis de Bob. Podemos

definir o pardmetro de Bell S¢pgy como:
Scrsn = Ao ® By + Ay ® By + A1 ® By — A, ® By
Como [¢)) = |a) ® |b), temos:
(Ao ® Bo)yyy = (V| Ao ® Bo [¢)

onde o parametro da desigualdade de Bell é dado por:

Scusu = (Scusu) = (Ao ® By) + (Ag @ By) + (A1 @ By) — (A1 ® By) .

Suponha que Alice e Bob compartilham o estado:

0

_ oy -1y 1 _ _ !
WV =—F—=#l0eh-heln="5_
0

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

Se Alice realiza as medi¢oes Ay = 01 e A; = 03, enquanto que Bob realiza as medigoes

By = %\/5"3 e B = "1\;5"3, o primeiro termo fica:

(o) et o) 6 )

0 11
Loy fto1)_ 1|0 1 —1
V2l oo 1 -1 V21 0 0
1 -1 0
Entao,
0 0 1 1 0
1 1lo o 1 -1 1|1
Ao @Byl =—(0 1 —1 0)——= —
Wl Ao ® Bo lv) \/5( )\/51 10 V2| -1
1 -1 0 0

(E.5)
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De forma analoga, podemos obter os outros termos:
(] 40 ® By ) = ——
0 1 - \/5
1
A ®B = —— E.7
(Y| A1 ® By [¥) 7 (E.7)
1
A ®B = —
<¢| 1 1 W> \/i
Assim, obtemos no final:
(Scusu) = (Ao ® By) + (Ao ® B1) + (A1 @ By) — (A1 ® By)
1 1 1 1 (E.8)
=R R () - (5 =2
Assim, obtemos a violagao da desigualdade de Bell:
| (Scmsu) | =2V2 > 2. (E.9)
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APENDICE F — Relacio do Correlator e o

Ruido

A Equacao 6.46 pode ser vista da seguinte forma:
Trrirtit = TI‘(tTTTtT> =Tr ((TtT)T(rtT)>

2
= TI‘(ATA) = Z(ATA)“, onde A = TtT

i=1

2 2 2
S ALAL =23 A Au
=1 i=1 k=1
2
[Awil? = > |(rt") i) Z Cir = C11 + Cia + Co1 + Cho.

1 i,k=1 ik=1

I
M

ﬁ
Il
—

“ﬁMw

i

De forma analoga, a Equacao 6.47 pode ser obtida por:

Trortiotr’ = Te{ort' (rt'o,)'}

— Te{(0A)(As)T} = z:[ )(Ao.) }
i{z

zk Aaz) }
=1 * k=1

|An? = [Apl? AnAs — ApAs,
—Ax A + AxnAj, —’1421|2 - |1‘122|2

= [An]? + |Asal® — |Ara|* — |Ax|?

i

=Tr

(F.1)

= |(rtD) i + |(rtN)ao|* = |(rtN)12]* = |(rtN)a]* = Ciy + Caz — Cr2 — Cay.

(F.2)
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