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Resumo

Nesta tese, investigamos os efeitos combinados da curvatura do espaco-tempo, da topolo-
gia nao-trivial, e da presenga de campos externos, sobre as flutuagoes do vacuo quantico
associadas a campos bosonicos e fermionicos, ambos carregados. Analisamos as densi-
dades de corrente bosonicas induzidas por um fluxo magnético ao longo do nicleo de
uma corda césmica ideal em um espago-tempo anti-de Sitter com (D + 1) dimensoes,
admitindo que uma dimensao extra é compactificada e a presenga de um fluxo magnético
circundado pelo eixo compactificado. Neste contexto, mostramos que, por exemplo, ape-
nas densidades de corrente ao longo das dire¢oes azimutal e axial sao induzidas. Os valores
esperados de vacuo do campo ao quadrado e do tensor energia-momento associados ao
campo bosonico também sao analisados. Para desenvolver estes calculos, o conjunto com-
pleto de fun¢oes de onda normalizadas obedecendo uma condicao de quasi-periodicidade
ao longo da dimensao extra foi obtido e a funcao de Wightman de frequéncia positiva foi
construida. Em um segundo estudo, analisamos os valores esperados de vacuo das den-
sidades de corrente, condensado fermionico e tensor energia-momento gerados no vacuo
de um campo fermionico. Neste caso, a geometria considerada foi o espaco-tempo anti-
de Sitter (4 + 1)—dimensional na presenca de um fluxo magnético ao longo do eixo de
uma corda césmica e uma dimensao extra compacta com fluxo magnético circundado
pelo eixo compactificado. Para obter os valores esperados de vacuo mencionados acima,
a equacao de Dirac no espago-tempo curvo para esta geometria foi resolvida e os modos
fermionicos obtidos. Por fim, no tdltimo capitulo desta tese analisamos as densidades de
corrente fermionicas induzidas por um fluxo magnético ao longo de uma corda cosmica
e uma brana na geometria do espago-tempo anti-de Sitter em (4 4+ 1) dimensoes. Neste
caso, a brana é paralela a fronteira anti-de Sitter e a corda cdsmica é ortogonal a brana. A
brana divide o espago-tempo em duas regioes com diferentes propriedades do vacuo, e a

unica componente induzida ao longo da direcao azimutal é estudada em cada uma destas



v
regioes.

Em todas as investigacoes realizadas, andalises dos casos especiais, assintoéticos e

numéricos foram feitas para os resultados obtidos.

Palavras-chave: corda césmica, espaco-tempo anti-de Sitter, dimensoes extras, compac-
tificacao, mundo brana, fluxo magnético, correntes induzidas no vacuo, tensor energia-

momento, condensado fermionico.



Abstract

In this thesis, we investigate the combined effects of the spacetime curvature, the non-
trivial topology and the presence of external fields on the quantum vacuum fluctuations
associated with bosonic and fermionic charged fields. We analyze the bosonic current
densities induced by a magnetic flux along the core of an idealized cosmic string in a
anti-de Sitter space-time with (D + 1) dimensions, assuming that an extra dimension is
compactified and the presence of a magnetic flux enclosed by the compactified axis. In
this context, we show, for instance, that only azimuthal and axial current densities are
induced. The vacuum expectation values of the squared field and the energy-momentum
tensor associated with the bosonic field are also analyzed. To develop these calculations,
the complete set of normalized wave functions obeying a quasiperiodicity condition along
the extra dimension was obtained and the positive frequency Wightman function has been
constructed. The vacuum expectation values of the current densities, fermionic condensate
and energy-momentum tensor generated in the vacuum of a fermionic field were also
analyzed. In this case, the geometry considered was the (4 + 1)—dimensional anti-de
Sitter space-time in the presence of a magnetic flux along the axis of a cosmic string
and a compact extra dimension with a magnetic flux enclosed by its compactified axis.
To obtain the vacuum expectation values mentioned above, the Dirac equation in curved
space-time for this geometry was solved and the fermionic modes were obtained. Finally,
in the last chapter of this thesis we analyze the fermionic current densities induced by
a magnetic flux along a cosmic string and a brane in the geometry of the anti-de Sitter
space-time in (4 + 1) dimensions. In this case, the brane is parallel to the anti-de Sitter
boundary and the cosmic string is orthogonal to the brane. The brane divides the space-
time into two regions with different vacuum properties, and the only induced component

along the azimuthal direction is studied in each of these regions.
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In all investigations performed, analyzes of special, asymptotic and numerical cases

were made for the results obtained.

Keywords: cosmic strings, anti-de Sitter spacetime, extra dimensions, compactification,
braneworld, magnetic fluxes, induced vacuum currents, energy-momentum tensor, fermi-

onic condensate.
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Introducao

A fisica subjacente as flutuagoes do vacuo quantico surge uma vez que aspectos
quanticos de fenomenos relativisticos sao levados em conta. Isso significa que um campo
relativistico quantizado (escalar, eletromagnético ou fermidnico) apresentard um estado
fundamental, ou uma energia de ponto zero, flutuante devido as flutuagoes quanticas do
campo. No espago-tempo de Minkowski, por exemplo, o valor esperado de vicuo (VEV)
de observaveis fisicos, como consequéncia das flutuacoes de vacuo quantico de campos
relativisticos, é zero, a menos que o vacuo seja de alguma forma “perturbado” por in-
fluéncias externas. Essas influéncias sao em geral condigoes de contorno de algum tipo
ou campos externos acoplados. Um observavel fisico muito conhecido, e que adquire um
VEV nao nulo sob influéncias externas, é a densidade de energia que caracteriza o efeito
Casimir [I-3]. Temos também outros observéveis fisicos importantes que adquirem va-
lores esperados de vacuo nao nulos sob essas circunstancias, tais como a densidade de
corrente, bi-lineares dos campos e o tensor energia-momento. Em particular, a densidade
de quadri-corrente devido a campos carregados € de especial importancia, dado que esta
pode fornecer uma melhor compreensao sobre a dinamica do campo eletromagnético, uma

vez que a mesma seja usada como fonte nas equagoes semiclédssicas de Maxwell.

Uma caracteristica adicional relacionada as modificacoes das flutuagoes do vacuo
quantico dos campos relativisticos é sua ocorréncia devido a curvatura do espago-tempo.
Sabe-se que aspectos geométricos e topoldgicos de um espago-tempo curvo também in-
duzem um VEV nao nulo de observaveis fisicos [|-3]. Entre estes espagos curvos, o
espago-tempo anti-de Sitter (AdS) possui propriedades interessantes que fornecem for-
tes motivagoes para seu estudo [1—5]. Ao considerar uma constante cosmolégica negativa,
o espaco-tempo AdS é obtido como uma solucao das equacoes de Einstein e, portanto, é

caracterizado por uma curvatura negativa constante. Assim, do ponto de vista tedrico e
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fundamental, o espaco-tempo AdS torna possivel resolver varios problemas de forma exata
como consequeéncia de sua maxima simetria, permitindo assim a quantizacao dos campos
com mais facilidade, além de oferecer um melhor entendimento sobre a quantizacao de
campos em outros espagos-tempo curvos. Adicionalmente, o espaco-tempo AdS surge
como uma solucao de estado fundamental da teoria das cordas e supergravidade, além de
estar presente no contexto da correspondéncia AdS/CFEFT, um cenério que possibilita a
concepgao do principio holografico, relacionando a teoria de cordas (supergravidade) no
espaco-tempo AdS em altas dimensoes, com uma teoria de campos conformes construida
em sua fronteira [9]. Além disso, a geometria do espago-tempo AdS é relevante em cendrios
de mundo brana com grandes dimensoes extras, oferecendo uma maneira de resolver o pro-
blema da hierarquia entre as escalas de massa gravitacional e eletrofraca [10]. Devido a
estas razoes, a teoria quantica de campos no espaco-tempo AdS tem sido extensivamente

estudada por diversos autores [ 1-22].

Cordas cosmicas sao defeitos topoldgicos lineares que sao previstos nos contextos
das teorias de campos de calibre e extensoes supersimétricas do Modelo Padrao da fisica
de particulas, bem como no contexto da teoria das cordas [23-28]. O espago-tempo de uma
corda césmica reta, infinitamente longa e sem estrutura é caracterizado por uma topologia
conica que surge devido ao déficit angular no plano perpendicular & corda [23-25]. Feno-
menologicamente, observacoes recentes da radiagao cosmica de fundo sugerem que cordas
coésmicas podem contribuir para uma pequena porcentagem das perturbacoes de densi-
dade primordial [29] no Universo, além de serem candidatas a gera¢ao de uma variedade de
efeitos fisicos interessantes, tais como explosdes de raios gama [30)], raios césmicos de alta
energia [31] e ondas gravitacionais [32]. A presenca de uma corda cdsmica no espago-tempo
AdS proporciona fenémenos ainda mais interessantes, uma vez que essa geometria combi-
nada torna possivel identificar no VEV de alguns observéveis as contribui¢oes proveniente

de ambas as partes, ou seja, da geometria AdS e da topologia das cordas cosmicas.

A estrutura conica associada a uma corda césmica é capaz de gerar efeitos rele-
vantes na teoria quantica de campos, induzindo VEVs nao nulos para observaveis fisicos.
De fato, a andlise de efeitos de polarizacao do vacuo associados a campos escalares e
fermionicos foram desenvolvidos em [33—13], para a geometria de um corda césmica idea-
lizada no espaco-tempo plano. Por outro lado, efeitos adicionais surgem no espago-tempo

curvo. Recentemente, os efeitos combinados da topologia nao-trivial e da curvatura do
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espaco-tempo nas caracteristicas locais dos vacuos escalares e fermionicos foram inves-
tigados em [11-17] para uma corda césmica nos espacos-tempo de de Sitter' e anti-de

Sitter.

A presenca de dimensoes extras compactas € um aspecto caracteristico de todas as
teorias mencionadas anteriormente, nas quais o espago-tempo AdS desempenha um papel
fundamental e, como dito acima, induzem contribui¢oes nao nulas para observaveis fisicos,
como o tensor energia-momento, que apresenta nao somente a componente da densidade
de energia, mas também as componentes de tensao (veja Ref. [18] e referéncias nela). Neste
caso, por exemplo, a densidade de energia do vacuo induzida pela dimensao extra oferece
uma possivel explicacao para a observada expansao acelerada do Universo. Em modelos
tipo Kaluza-Klein e em cenarios de mundo brana, por outro lado, a dependéncia no ta-
manho da dimensao extra compacta pela densidade de energia serve como um mecanismo

para estabilizar campos conhecidos como campos de moduli [19].

No capitulo 4, apresentamos nossas primeiras contribuicoes para esta tese, as quais
consistem na andlise dos VEVs da densidade de corrente e do tensor energia-momento
associados a um campo escalar. Investigamos os efeitos que emergem da geometria e to-
pologia do espaco-tempo AdS em altas dimensoes na presenga de uma corda césmica
possuindo um fluxo magnético ao longo de seu eixo. Além disso, assumimos a compacti-
ficacdo de uma das dimensoes extras e a existéncia de um potencial vetor constante ao
longo de seu eixo. Assim, a presenca de fluxos magnéticos e uma dimensao extra compac-

tificada também fornecera contribuicoes adicionais aos VEVs a serem calculados.

O capitulo 5 também consiste de nossas contribuicoes para esta tese, onde um
estudo similar ao do capitulo 4 é realizado, porém considerando o vacuo de um campo
fermionico e a presenca de apenas uma dimensao extra, a qual é compactificada. Densida-
des correntes induzidas e polarizacao do vacuo bosonico no espago-tempo de uma corda
cosmica compactificada foram consideradas em [50] e [71], respectivamente. Investigagoes

similares para o campo fermionico foram conduzidas em [52] e [53].

Ainda sobre cordas cosmicas, inicialmente estas foram consideradas como objetos
completamente distintos de supercordas fundamentais. Na teoria das cordas, supercor-

das fundamentais sao considerados como os blocos basicos de construcao da matéria. Um

IEste espaco-tempo é uma solucdo das equacdes de Einstein, com constante cosmoldgica positiva.
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tema particularmente interessante nos desenvolvimentos recentes do assunto é a inves-
tigacao sobre a possibilidade de aparecimento de cordas césmicas de baixa tensao na
teoria das cordas (veja [H4] para discussoes anteriores). Modelos foram propostos onde,
sob certas condigoes, cordas fundamentais podem chegar a tamanhos macroscopicos com
caracteristicas semelhantes as das cordas césmicas. Entre os exemplos desse tipo de mo-
delo esta o cendrio de inflagao de branas [55] (para revisdes sobre o tema, veja [27,56-58]).
Neste cenario, a inflagao cosmoldgica emerge naturalmente no contexto de mundo brana
e é uma concepcao especifica do paradigma inflacionario no Universo primordial dentro
do contexto de mundo brana na teoria das cordas. Entre outras previsoes interessantes
neste contexto tedrico, a producao de cordas césmicas no final da inflagao tem atraido
consideravel atencao [59]. Foi sugerido que a detecgdo de cordas césmicas poderia ser
uma maneira possivel de verificar o paradigma inflacionario, fornecendo um interessante
campo de testes na teoria das cordas, sondando o cendrio de mundo brana antes da fase

inflaciondria [27,56-58].

No capitulo 6, analisamos o VEV da densidade de corrente fermionica ao redor
de uma corda césmica possuindo fluxo magnético ao longo de seu eixo e imersa em um
espaco-tempo AdS com uma brana paralela a fronteira AdS. A corda césmica é ortogonal
a brana e sobre a brana o campo fermionico deve obedecer dois tipos de condigoes de
contorno. A primeira delas corresponde a condic¢ao de fronteira de sacola do MIT [60] e a
segunda ¢é obtida da condicao de fronteira de sacola mudando-se o sinal do termo com o
vetor normal a fronteira. Nos modelos de mundo brana, estas condigoes de contorno sao
ditadas pela simetria Z5 sob reflexao com respeito a brana. Densidades de corrente do
vacuo no espaco-tempo AdS com uma parte das dimensoes espaciais compactificadas em

um torus e na presenga de branas foram investigadas em [7,8,61-03].

Esta tese de doutoramento esta organizada da seguinte forma: no capitulo 1 re-
visamos alguns dos elementos tedricos que consideramos fundamentais ao entendimento
desta tese e que buscam motivar o estudo desenvolvido na mesma. No capitulo 2 mos-
tramos como o formalismo da teoria classica de campos para o campo escalar e espi-
norial no espacgo-tempo plano pode ser estendido para o espaco curvo. O capitulo 3 é
dedicado a uma breve revisao sobre alguns aspectos importantes do formalismo da teo-
ria quantica de campos no espaco-tempo curvo. No capitulo 4 analisamos os VEVs da

densidade de corrente e do tensor energia-momento associados a um campo escalar car-
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regado, e induzidos devido a geometria AdS, em (D + 1) dimensdes, na presenca de uma
corda cosmica possuindo fluxo magnético ao longo de seu eixo, e uma dimensao extra
compactada também possuindo fluxo magnético circundado pelo eixo compactificado. No
capitulo 5 consideramos os VEVs da densidade de corrente, condensado fermionico e do
tensor energia-momento associados a um campo fermionico e induzidos no espago-tempo
AdS em (4 + 1) dimensoes por uma corda césmica e uma dimensao extra compacta, onde
ambos apresentam fluxos magnéticos. No capitulo 6 analisamos os efeitos de uma brana e
uma corda césmica possuindo fluxo magnético sobre o VEV da densidade de corrente para
um campo fermionico na geometria do espago-tempo AdS (4 + 1)-dimensional. Por fim,
apresentamos nossos resultados mais importantes na secao de conclusoes e perspectivas.
Com excecao do capitulo 1, ao longo desta tese adotamos o sistema de unidades naturais

h =G = c=1 e a assinatura métrica (+, —, —, —).



Capitulo 1

Espaco-tempo anti-de Sitter, cordas

cosmicas e dimensoes extras

O objetivo deste capitulo inicial é fazer uma breve revisao dos elementos tedricos
que consideramos fundamentais para o entendimento desta tese por parte do leitor. Em
particular, daremos énfase aqueles que serao utilizados nos desenvolvimentos dos capitulos
4, 5 e 6, nomeadamente, o espago-tempo AdS, cordas cosmicas e dimensoes extras do tipo

Kaluza-Klein e mundo brana.

1.1 Relatividade geral e espacos maximalmente

simétricos

Em 1905, Albert Einstein revolucionou o mundo da fisica cldssica com uma teoria
que mudaria a concep¢ao da humanidade sobre espago e tempo. Na fisica classica de
Newton, espaco e tempo eram entidades separadas e inertes, sem qualquer influéncia
sobre a realidade fisica. Na teoria concebida por Einstein, espaco e tempo se tornaram
indistinguiveis e maledveis, influenciando e sendo influenciados pelo contetdo energético
e material do Universo. Nas préximas subsecoes iremos tentar dar uma ideia geral sobre
alguns dos aspectos fundamentais das ideias introduzidas por Einstein, além de tratarmos
brevemente sobre espagos maximalmente simétricos, dando énfase ao espaco-tempo anti-

de Sitter. Para uma leitura mais aprofundada deste conteido, recomendamos as Refs.
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1.1.1 Relatividade Geral

Em seu primeiro trabalho no ano de 1905, Einstein generalizou o grupo de trans-
formacoes de Galileo que corresponde a classe de referenciais inerciais na mecanica New-
toniana, além de adicionar um elemento novo e revolucionario através de dois postulados
fundamentais. Este novo elemento é o primeiro destes postulados e impde a constancia
da velocidade da luz para todos os observadores inerciais, rompendo com a ideia de ins-
tantaneidade presente na fisica newtoniana e estabelecendo o conceito de causalidade. O
segundo postulado nos diz que as leis da fisica devem ser as mesmas para todos os refe-
renciais inerciais, implicando na nao existéncia de referenciais privilegiados, a priori. Esta
teoria ficou conhecida como Relatividade Especial, e é assim chamada por nao incluir

referenciais nao-inerciais.

Mais tarde, em 1915, Einstein generalizou a teoria da Relatividade Especial ao
incluir referenciais nao-inerciais, sendo a nova teoria chamada de Relatividade Geral.
Nesta extensao da Relatividade Especial, Einstein langou mao de dois novos principios
que sao fundamentais na teoria. O primeiro ¢ o principio da equivaléncia que, a grosso
modo, nos diz que efeitos gravitacionais sao localmente indistinguiveis daqueles devido a
referenciais inerciais, implicando em certo modo na equivaléncia entre massa gravitacional
e inercial. Além do principio da equivaléncia, outro conceito central na Relatividade Geral
é o principio da covariancia geral. Este principio diz que todos os sistemas de coordenadas
sao igualmente bons para descrever a geometria do espago-tempo. Em outras palavras,
este principio nos diz que a realidade fisica é independente do sistema de coordenadas
escolhido e que somente quantidades invariantes sob mudanca do sistema de coordenadas
tém significado fisico. Estas ideias constituem o “alicerce” da Relatividade Geral e tém
demonstrado ao longo do tempo serem fundamentos extremamente poderosos na descri¢ao

da gravidade como um fenéomeno puramente geométrico em largas escalas.

O objeto central da teoria da Relatividade Geral é o tensor métrico, g, (), definido

em uma variedade pseudo-Riemanniana.! Em (3 + 1) dimensoes, este tensor é simétrico e

!Uma variedade pseudo-Riemanniana é uma generalizacio de uma variedade Riemanniana, onde
formas quadréticas nao sao necessariamente positivo-definidas. No contexto da Relatividade Geral, esta é
uma variedade Lorentiziana, onde vetores tangentes podem ser classificados como tipo-tempo, tipo-espaco
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possui 10 componentes independentes que sao fungoes das coordenadas no espago-tempo,

. e contém toda a informacao geométrica da teoria.

Formalmente, a Relatividade Geral pode ser descrita como a soma da acgao de
Einstein-Hilbert na presenca de uma constante cosmolégica®, A, mais um termo corres-
pondente ao contetido de matéria, Sy, e cuja forma funcional em d dimensoes ¢ dada
por:

_ 1 d 1/2 .
S = e d®z|g|""*(R —2A) + Su (1.1)

onde g = det(g,,) € o determinante do tensor métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci

e G ¢ a constante gravitacional de Newton.

Ao variar esta acdo com respeito ao campo g, (), obtemos a equagao de campo
de Einstein:

1
R, — égWR + Ag = 87GT,, , (1.2)

onde R,, é o tensor de Ricci, T, é o tensor energia-momento da teoria e carrega toda
informagao sobre a distribuicao de matéria e energia no espaco-tempo. Formalmente, o

tensor energia-momento ¢ obtido através da relacao:

.2 85
gl o (@)

Note que este tensor é simétrico com respeito a troca dos indices p e v, o que decorre

(1.3)

naturalmente de sua derivacao através da variacao da agao com respeito ao tensor métrico

Guv-

1.1.2 Espacos maximalmente simétricos

No espacgo-tempo de Minkowski, o tensor energia-momento é uma consequéncia
natural da invariancia da acao associada ao conteudo de matéria, Sy, por transformacoes
do grupo de Poincaré. Este é um grupo de transformagoes com nimero maximo de isome-
trias do espago-tempo e que fisicamente implicam na conservagao de quantidades fisicas

importantes para um dado sistema fisico, tais como energia, momento linear e angu-

e tipo-luz.

2A constante cosmoldgica, A, foi originalmente introduzida por Albert Einstein em 1917 com o intuito
de contrabalancar os efeitos gravitacionais da matéria, obtendo assim um universo estatico. Atualmente,
entretanto, esta constante é associada & expansdo acelerada do Universo [66].
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lar. Em geral, uma variedade pseudo-Riemanniana representando um espaco-tempo curvo
pode nao necessariamente apresentar qualquer simetria. Entretanto, existem algumas clas-
ses especiais de solugoes das equagoes de Einstein que podem exibir grupos restritos de
isometrias, como aquelas por translagoes e rotagoes. Existe ainda uma classe especial de
solucoes que retine espagos com nimero maximo de simetrias, tais como os espagos-tempo

de Sitter e anti-de Sitter (além do espago-tempo plano de Minkowski).

No contexto da Relatividade Geral, estas isometrias do espago-tempo sao asso-
ciadas a vetores de Killing. Formalmente, vetores de Killing, £#(x), sdo definidos como

solugoes da equacao de Killing:

V,uéo(x) + V., (x) =0. (1.4)

Esta equacao decorre fundamentalmente da invariancia do tensor métrico sob trans-
formacoes de coordenadas ou, em outras palavras, do principio da covariancia geral.
Espacos com nimero maximo de vetores de Killing e curvatura constante, chamados
de espacos mazximalmente simétricos, sao de grande interesse fisico por permitirem a re-
solucao de muitos problemas complexos de forma exata. Em d dimensoes, por exemplo,
espacos maximalmente simétricos possuem d(d + 1)/2 vetores de Killing, satisfazendo a

Eq. (1.4).

1.1.3 Espaco AdS em d dimensoes

O espaco-tempo de Minkowski é o mais simples dentre os espacos ditos maximal-
mente simétricos e corresponde a solugao das equagoes de campo de Einstein na auséncia
de constante cosmoldgica (A = 0) e curvatura nula (R = 0), ou seja, na auséncia de
matéria ou energia suficientes para curvar a estrutura do espago-tempo. Outra solugao
maximalmente simétrica, muito conhecida especialmente por suas aplicacoes na cosmolo-
gia, por exemplo, é a solucao do espaco-tempo de Sitter. Esta solucao corresponde a um
universo em expansao e € obtida pela suposi¢ao de um universo vazio e com constante cos-
moldgica positiva (A > 0). Por outro lado, se considerarmos uma constante cosmoldgica
negativa (A < 0) e no vécuo, obteremos o espaco-tempo anti-de Sitter. Esta solucao é

notoriamente reconhecida por seu papel fundamental no teorema AdS/CFT que relaciona
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teorias de gravidade quantica no espaco-tempo AdS em d dimensoes e teorias quanticas

de campo conformes nao-gravitacionais em (d — 1) dimensées [07].

O espago-tempo AdS é uma variedade Lorentiziana de curvatura negativa cons-
tante e pode ser definida em um nimero qualquer de dimensoes igual ou superior a 2. Em
d dimensoes esta variedade é invariante sob o grupo SO(2,d — 1), e pode ser representada
como um hiperboldide incorporado em (d + 1) dimensoes através da relacao [68]:

d—1
Xo+ X5, - XP=a® em R (1.5)
i=1
onde a constante a tem dimensao de comprimento e determina a escala de curvatura
do espago AdS. Note que Xy e X411 sao dimensoes tipo-tempo, enquanto as demais sao
coordenadas espaciais. A correspondente métrica induzida neste ambiente é dada por
d—1

ds® = dX§ +dXg,, — > dX] . (1.6)

i=1

Esta métrica possui diferentes representacoes, ou sistema de coordenadas, dentre
as quais iremos explorar apenas duas, que sao comumente encontradas na literatura: co-
ordenadas globais e coordenadas de Poincaré. As coordenadas globais sao obtidas através

da solugao da Eq. (1.5) por meio da seguinte parametrizagao:

Xo = acos(t/a)cosh(r/a), Xgy1 = acosh(r/a)sin(t/a),

d—1
X; = asinh(r/a)€; com ZQ? =1. (1.7)
i=1
Substituindo (1.7) em (1.6), obtemos a seguinte métrica:
ds® = cosh®(r/a)dt* — dr® — a*sinh®(r/a)dQ? . (1.8)

Neste sistema de coordenadas, (¢,7,2;), o hiperboléide possui topologia S* x R?~! sendo

coberto por inteiro com t € [—ma, ma], 7 > 0 e § varrendo a esfera (d — 2)-dimensional.

Uma importante caracteristica do espaco AdS é que este espaco-tempo é propor-
cional ao espaco-tempo de Minkowski através de uma relagao conforme. Esta simetria de

escala do espaco AdS pode ser explicitamente exibida através das coordenadas de Poincaré
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(t,w,Z) (t € (—00,00),w € (0,00), T € R¥2), cuja parametrizacao é dada por:
1
Xo=—(@+w*+|7* -1, Xi=a~",i=1,....d—2
2w
1 t
Xg1=—(a® —w? — |7* + Xgy1=a— . 1.9
d—1 2w( we = |Z7+17) e Xap a (1.9)

Levando este conjunto de coordenadas na Eq. (1.6), obtemos o seguinte elemento de linha:
d Q—a—2(dt2—d 2 —d|7?) (1.10)
s = w z)7) . .

Note que neste sistema de coordenadas temos duas hipersuperficies. De (1.9) podemos
observar o vinculo Xy + Xy 1 = a?/w > 0, o que implica que este sistema de coordenadas

cobre apenas metade do espaco AdS,. A outra metade é obtida tomando-se w < 0.

Do elemento de linha (1.10), o escalar de Ricci e a constante cosmoldgica negativa

sao dados por:
(d—1)(d—-2) R _d(d— 1)

2a2 a?

A=-— (1.11)

Por meio das coordenadas de Poincaré, também podemos entender o espago AdS
como o espago-tempo de Minkowski (d — 1)-dimensional multiplicado por um fator ex-
ponencial dependente de uma das coordenadas espaciais através da mudanca de variavel

w = ae¥/®:

d—2
ds? = e~ %/e (dt2 - def) —dy? . (1.12)

i=1
Vale notar que este sistema de coordenadas do espaco AdS surge no contexto da teoria

de mundo brana, tépico que sera brevemente revisado na secao 1.3 deste capitulo.

1.2 Transicoes de fase, quebra espontanea de sime-

tria e defeitos topolégicos

Transicoes de fase s@o fendmenos recorrentes na natureza. Na matéria condensada,
diversos sistemas apresentam transicoes de fase com formacao de defeitos, tais como cris-
tais liquidos nematicos, linhas de fluxo magnético do tipo II e linhas de vortice quantizados

em superfluidos *He [24]. Ao serem resfriados, cristais liquidos nemdticos podem apresen-
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tar defeitos do tipo linha ou ponto, representando uma quebra de simetria rotacional no
material. Tais defeitos sao conhecidos na literatura como disclinacoes. Nas vizinhancas
de disclinacoes do tipo linha, por exemplo, moléculas sao restringidas a alterarem suas

orientagoes por um angulo 7 ao redor de eixos ortogonais aos defeitos [2].

No contexto da cosmologia, podemos ter também a formacao de defeitos to-
poldgicos. De acordo com o modelo cosmoldgico padrao, o Universo primordial era al-
tamente denso com temperaturas elevadas. A medida que o Universo se expandia, sua
temperatura decaia, e talvez neste processo de resfriamento, o mesmo tenha passado por
transicoes de fase cosmoldgicas ao atingir temperaturas criticas de transicao, acompa-
nhadas por quebras espontaneas de simetria, dando origem a diversos tipos de defeitos

topologicos.

Uma caracteristica comum entre muitos dos modelos da fisica de particulas mo-
derna é o fendmeno da quebra espontanea de simetria. Este conceito esta baseado na
ideia de que a natureza possui simetrias nao manifestadas no estado de vacuo. Esta ideia
é um elemento central em esquemas tedricos que propoem a unificacdo das interagoes
fundamentais em regimes de alta energia. Em teorias unificadas de calibre, a exemplo do
modelo padrao de particulas, a quebra espontanea de simetria é implementada levando-se
em conta a existéncia de um campo escalar, comumente chamado campo de Higgs. Como
veremos adiante, uma consequéncia da quebra espontanea de simetria nestes modelos é a

criacao de bdsons vetoriais massivos através do mecanismo de Higgs.

Em teorias unificadas de calibre, a quebra espontanea de simetria ocorre durante
transicoes de fase. Em teoria, ao menos trés transicoes de fase com quebra espontanea de

simetria ocorreram no Universo primordial [23]:

e Transicao GUTs (sigla em inglés para Grand Unified Theories): Nestas teorias, a
transigao de fase ocorre a temperatura critica T, = 101® GeV (10%® Kelvins), e acima

desta temperatura, as forcas nuclear eletrofraca e nuclear forte sao unificadas.

e Transicao eletrofraca: Na teoria eletrofraca, o eletromagnético e a interagao fraca

sao unificadas em temperaturas acima de T. = 10* GeV (10" Kelvins).

e Transicao quark-hddron: Em temperaturas superiores a T, = 1 GeV (102 Kelvins),

a matéria nuclear normal (bérions e mésons) sofre uma transicdo de fase para o
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estado de plasma com quarks e gliions livres.

Uma previsao importante destes modelos de unificagdo das interagoes fundamen-
tais, possuindo transicoes de fase com quebras espontaneas de simetria, é o surgimento
de defeitos topoldgicos estaveis, tais como paredes de dominio, cordas cosmicas e mono-
polos magnéticos. Nas préximas subsecoes, iremos fazer uma breve revisao das condi¢oes
necessarias para formacao destes defeitos, dando énfase a cordas césmicas e suas proprieda-
des gravitacionais que, por sua vez, geram importantes efeitos observacionais cosmolégicos

e astrofisicos.

1.2.1 Quebra espontanea de simetria: boson de Goldstone e me-

canismo de Higgs

Em geral, as propriedades basicas de defeitos topoldgicos sao independentes do
modelo de fisica de particulas que da origem aos mesmos, sendo assim possivel estudar as
propriedades basicas destes objetos através de modelos com grupos de simetria simples,
tal como o grupo de calibre U(1) [21]. Nesta perspectiva, iremos fazer uma breve revisao
de um modelo de teoria de campo escalar com quebra de simetria global continua e outro

com simetria local de calibre do grupo U(1).

Considere a seguinte densidade de Lagrangiana classica:

L= (0,9%)(0"0) = V(¢) , (1.13)

onde ¢ é um campo escalar complexo e o potential V' (¢) tem a seguinte forma funcional:

v =3 (-3 (114

sendo \ e 7 constantes positivas (esta ultima relacionada a escala de energia onde a sime-
tria é espontaneamente quebrada) e |¢|? = ¢*¢ . Este é o potencial “chapéu mexicano”e
estd representado graficamente na Fig. 1.1. Note que o minimo deste potencial, V' = 0, se
encontra no circulo de raio |¢| = 1/v/2, algumas vezes chamado de vdcuo verdadeiro da
teoria. Por outro lado, este potencial também possui um méaximo local em |¢| = 0, por

vezes chamado de falso vacuo da teoria.
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Figura 1.1: Potencial “chapéu mexicano”.

Podemos ver que esta densidade de Lagrangiana ¢ invariante sob a seguinte trans-
formacao de fase:

o(z) = ¢ () = ep(x), a€R (1.15)

onde a é uma constante arbitraria. Esta é uma transformacao global continua do grupo
U(1), e representa rotagoes no plano complexo (¢*, ¢). Observe que o potencial “chapéu

mexicano” ilustrado na Fig. 1.1 é o mesmo em todas as direcoes no plano x-y.

A equagao de movimento associada a densidade de Lagrangiana (1.13) é dada por

[D+/\ <|¢|2— %ﬁ)} ¢=0, (1.16)

onde O = 0,0" ¢ o d’Alembertiano. A solucao com o menor nivel de energia para esta
equacao ¢ dada por
Ui

po(x) = Ee” : (1.17)

sendo # uma constante arbitraria. Note que esta é uma solugao estavel e representa um
vacuo infinitamente degenerado com a forma de um circulo de raio \% (veja Fig. 1.1).

Assim, o campo ¢ adquire valor esperado de vacuo nao nulo,

(0[p(2)]0) = ¢o(2) = —=z€" . (1.18)
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Podemos notar que o estado de vacuo da teoria nao é mais invariante sob a transformagao
global (1.15). Sob tal transformagao, a fase em (1.18) adquire um valor « + 6 e, portanto,

implica na quebra espontanea da simetria global no estado de vacuo da teoria.

Vamos agora avaliar as consequéncias desta quebra espontanea de simetria no
modelo considerado, tomando 6 = 0 (dire¢ao real de ¢), dado que o estado de vacuo é
degenerado e, portanto, independente da escolha de 6. Assim, podemos fazer uma per-

tubagao no campo ¢ em torno desta escolha de vacuo:

Go = % + %(% +iga) , (1.19)

onde ¢ e ¢ sao campos escalares reais, possuindo valores esperados de vacuo nulos,
(0]¢1|0) = (0]p2]0) = 0. Substituindo esta representacao na densidade de Lagrangiana em
(1.13), obtemos

1 1 1 A
L = 5(@(;51)(6”@51) + 5(0u¢2)(8”¢2) - 5)\77%% - 777 1 (47 + 63)
A
- S+ (1.20)
Isolando a parte livre desta Lagrangiana, obtemos
1 1 1. 5
‘clivre = §<8H¢1>(8N¢1) + §(au¢2)<au¢2) - 5)\77 ¢1 . (121)

Logo, concluimos que ¢; representa um campo escalar de massa m, = \/Xn, enquanto ¢o
também representa um campo escalar, porém sem massa, chamado de boson de Golds-
tone. Em geral, nota-se que uma consequéncia de quebras espontaneas de simetria é o
surgimento de bésons de Goldstone. Formalmente, isto é sintetizado pelo teorema de

Goldstone:

Teorema de Goldstone: Para cada simetria continua quebrada no estado de
vacuo de um dado sistema fisico, existe uma particula sem massa, chamada bdson de

Goldstone.

Vamos agora analisar o caso em que o em (1.15) é uma funcdo das coordenadas
do espacgo-tempo:

o(x) = ¢'(2) = Do (x) . (1.22)
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No contexto das teorias abelianas de calibre, o modelo mais simples contemplando este
tipo de transformacao é o chamado modelo abeliano de Higgs. Este modelo descreve uma

eletrodinamica escalar através da seguinte densidade de Lagrangiana:

£ = (D) (D"6) = V(6) = {Ful™ (1.23)

onde ¢ é o campo escalar complexo carregado e D,, = 0, +1ieA, é a derivada covariante no
sentido eletromagnético. Além disso, o tensor antissimétrico F),, = 9,4, —0, A, é o tensor
intensidade de campo, com A, sendo o campo vetorial de calibre, e a unidade de carga
elétrica e V(¢) o potencial dado pela Eq. (1.14). Note também que além da transformagcao
de calibre local (1.22) para o campo ¢, a densidade de Lagrangiana (1.23) também deve

ser invariante sob a seguinte transformacao de calibre para o campo vetorial A,:

Au(z) = A (z) = Au(z) — e ' 0u0(x) (1.24)

Da densidade de Lagrangiana (1.23), as equagdes de movimento associadas aos

campos ¢ e A, sao dadas por:

2,00+ (10 - 32) [ 6 =0, (1.25)
0, = ¥ = iel$" D6 — (D) (1.26)

Visto que o potencial V(¢) para este modelo continua sendo aquele escrito em
(1.14), a simetria desta teoria é espontaneamente quebrada para |¢| = n/v/2 e A, = 0,
com ¢ adquirindo valor esperado de vacuo nao nulo. Este minimo tem o formato de um

circulo e também representa um vacuo infinitamente degenerado.

Para estudar as propriedades da quebra de simetria no vacuo do modelo abeliano
de Higgs, a exemplo do que foi feito para o caso da simetria de calibre global, vamos

considerar a seguinte perturbacao em torno do estado de vacuo,

¢o=i+¢l+2¢2.

> % (1.27)
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Substituindo esta representagao na Lagrangiana (1.23), obtemos

1 1 1 1 1
L=~ Rl 4 5P AN+ (0,60 + 5 (0u02) = GNP0F+ enAdon+ . (1.28)

Podemos concluir a partir desta densidade Lagrangiana, que o campo A, adquire massa
apos a quebra de espontanea de simetria através do termo A, A*. Além disso, observamos
a presenc¢a de um campo escalar, ¢;, com massa mg = v 27, e um segundo campo escalar

nao massivo, ¢o, que identificamos como o bdéson de Goldstone.

Note, entretanto, que este resultado contém um detalhe menos evidente relacionado
ao numero de graus de liberdade da teoria. Inicialmente, antes da quebra espontanea de
simetria, tinhamos um campo escalar complexo com dois graus de liberdade e um campo
vetorial com dois graus de liberdade associados a dois modos independentes transversais,
totalizando, deste modo, quatro graus de liberdade. Apéds a quebra espontanea de simetria,
obtivemos dois campos escalares reais correspondendo a dois graus de liberdade e um
campo vetorial massivo possuindo trés graus de liberdade, totalizando cinco graus de
liberdades. Todavia, este resultado contraditério é aparente, dado que o grau de liberdade
devido ao bdoson de Goldstone nao é fisico, e assim, pode ser eliminado através de uma

redefinicao simples do campo de calibre. Redefinindo o campo de calibre na forma
B, = A, + (en) 0.2 , (1.29)

podemos reescrever a densidade de Lagrangiana (1.28) como

1

£:4

, 1 1 1
B,,B" + 5627723”3“ + 5(aml)2 — Qmﬂﬁ + . (1.30)
onde também fizemos a redefini¢ao B, = 0,B, — 0,B, = 0,A, — 0,A,. Note que o
campo vetorial B, apresenta massa nao nula, m, = en. Assim, finalizamos esta subsegao
mencionando que este ¢ um exemplo do chamado mecanismo de Higgs, no qual um campo

de calibre ganha massa ap6s uma quebra espontanea de simetria.
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1.2.2 Formacao de defeitos topoldgicos

Como dito no inicio desta secao, a formagao de defeitos topolégicos é um evento
inevitavel, se transicoes de fase acompanhadas de quebras espontaneas de simetria ocor-
reram no Universo primordial. Entretanto, algumas condigoes devem ser satisfeitas para
que a formacao destes defeitos ocorra, sendo estes requisitos dependentes do modelo de
teoria de campos que da origem ao surgimento destes objetos. A seguir faremos uma breve

revisao sobre algumas destas condigoes.

Uma condigao necessaria, embora nao suficiente para a formacao de defeitos to-
polégicos é que a variedade de vacuo, M, seja degenerada. Nos modelos de campos es-
calares considerados acima, a topologia do vacuo é S! correspondendo ao circulo de raio
1n/v/2, no qual o campo ¢ estd no estado de vacuo verdadeiro. Em geral, a topologia de
M determina se defeitos topoldgicos podem existir ou nao [69]. Se a topologia da varie-
dade de vécuo é nao-trivial sob o grupo de homotopia® 7, (M), entao defeitos podem ser
formados. A formacao de cordas césmicas, por exemplo, requer que o primeiro grupo de
homotopia seja nao-trivial, m (M) # 1 (1 é o grupo contendo somente a identidade). Em
outras palavras, uma corda cosmica poderd existir se, e somente se, um dado caminho
fechado nao pode ser continuamente deformado em M a um ponto, ou seja, que a vari-
edade de vacuo seja nao simplesmente conexa. Paredes de dominio podem existir se M
é nao conectada, isto é, my(M) # 1, enquanto a existéncia de monopolos é condicionada

ao segundo grupo de homotopia ser nao-trivial, mo(M) # 1.

Assim, defeitos topoldgicos com diferentes dimensionalidades podem ser classifi-
cados em termos dos grupos de homotopia nao-triviais de uma dada variedade de vacuo
degenerado, M. De acordo com este critério de classificacao, a tabela abaixo pode ser
construida:

Tabela 1.1: Classificagao de defeitos topolégicos por dimensao e grupo de homotopia da variedade de
vacuo M.

Defeito topolégico  Dimensao Classificagao

Paredes de dominio 2 (M)
Cordas cosmicas 1 m1 (M)
Monopolos 0 o (M)

3Um grupo de homotopia é aquele que reline mapas de uma k-esfera na variedade de vdcuo M, sendo
dois mapas homotopicamente equivalentes se eles podem ser deformados suavemente um no outro [70].
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Em regimes de altas temperaturas, como aquelas do Universo primordial, o campo
¢ pode ter grandes amplitudes de flutuagdo em torno de (¢) = 0. A medida que a tem-
peratura do sistema decai atingindo uma temperatura critica de transicao de fase, T,, o
potencial V' (¢) vai para o maximo local, |¢| = 0 (veja Fig. 1.1). Abaixo desta tempera-
tura critica, o campo ¢ é forcado a escolher um estado de vacuo correspondente a um
ponto na variedade de vacuo M, adquirindo assim um valor esperado de vacuo nao nulo.
Estas escolhas pelo campo ¢ podem ocorrer de forma aleatoria e independente, desde que
regioes do espaco fisico com diferentes escolhas de vacuo estejam suficientemente separa-
das.* Assim, a topologia da configuracao de campo em escalas do espaco fisico maiores que
o horizonte causal pode coincidir com defeitos topoldgicos, tais como paredes de dominio,
cordas césmicas e monopolos [69]. Este processo é conhecido como mecanismo de Kibble,

sendo este um requisito necessario para a formagao de defeitos topologicos.

1.2.3 Cordas cosmicas locais

Vamos assumir que a condicao topoldgica para existéncia de cordas cosmicas é
satisfeita, isto é, m(S') = Z, onde Z é o conjunto dos niimeros inteiros. Além disso,
que o mecanismo de Kibble também ocorre, fornecendo assim as condigoes necessarias
para a existéncia de defeitos topologicos do tipo corda. Logo, se ao redor de um caminho
fechado de comprimento L, a fase § varia por 27, entao em algum lugar dentro da regiao
delimitada por este caminho fechado o campo ¢ deve ser zero e, portanto, a energia
presa nesta regiao de falso vacuo é identificada como um defeito topoldgico do tipo corda

passando pela regiao delimitada pelo caminho fechado (veja Fig. 1.2).

Para o modelo com quebra de simetria global considerado na subsecao 1.2.1, estes

defeitos sao chamados de vértices ou cordas globais, possuindo analogos na matéria con-

densada e na cosmologia de particulas, tais como vértices em superfluidos *He [71,72] e
cordas axiais [73,74], respectivamente. Infelizmente, estes defeitos sao instaveis e possuem
densidade linear de energia infinita [24]. Por outro lado, no modelo abeliano de Higgs po-

demos ter configuragoes estaticas de campo obedecendo as equagoes de movimento (1.25)
e (1.26). Estas solugoes correspondem a linhas de vértices estaveis com densidade linear

de energia finita, sendo uma generalizagao relativistica das linhas de vortice ou tubos de

4Esta separacdo deve ser maior do que o horizonte causal, de forma que as diferentes escolhas de
vécuo nao estejam correlacionadas [69)].
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fluxo que surgem em supercondutores [75]. Vamos fazer uma breve revisao destas solugoes,

que foram investigadas pela primeira vez por Nielsen e Olesen [70].

Considere um sistema com simetria cilindrica e linhas de vortice estaticas na
direcao do eixo z, de modo que as solucgoes a serem obtidas sejam independentes desta

direcao espacial. Com a escolha de calibre A, = 0, temos o seguinte Ansatz:

L fmep)e™ A= Ta(mup)p (1.31)

¢\/§ ep

onde {p, ¢, z} sdo coordenadas cilindricas e n é um nimero inteiro, chamado de nimero

de circulagao, ou vorticidade [69]. Levando este Ansatz nas equagoes de movimento (1.25)

Figura 1.2: Corda césmica passando pela regiao transversal delimitada pelo caminho fechado L. O campo
¢ desaparece no ntucleo da corda, enquanto as setas indicam diferentes valores de 6.

e (1.26), obtemos um sistema de equagoes diferenciais acopladas nao-lineares e, portanto,
inexiste solugoes exatas das mesmas em termos de funcoes conhecidas. Entretanto, é
possivel analisar o comportamento assintotico destas solugoes para pequenas e grandes

distancias do vértice.

Vamos definir a variavel adimensional & = m,p. Para pequenos valores de &, a
funcao f deve tender suavemente a zero, de modo que o campo ¢ seja regular na origem
ao atingir o estado de falso vacuo, |¢| = 0. Por outro lado, para grandes valores de &,

o campo ¢ deve tender rapidamente ao seu estado de vécuo verdadeiro, |¢| = n/ V2, de
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modo que f — 1. Estas condiges nos fornecem as seguintes formas assintéticas [24]:

In|
I { o€l para € =0, 132)
1 fi€

“2exp (—V/BE) para £ — o0,

onde 3 = (my/m,)? = €2/, relembrando que m, = v2\n e m, = en sao as massas do

campo de Higgs e do campo vetorial, respectivamente.

Similarmente, a funcao a(§) deve ir suavemente a zero, de modo a garantir a
regularidade do potencial vetor na origem. Por outro lado, para que a energia por unidade
de comprimento seja finita, devemos impor que a — 1 para grandes distancias a partir do
nucleo do vortice. Logo, a imposicao destas condicoes de contorno assintoticas nos conduz

ao seguinte resultado:

aoéz __In|s3 £2|n|+2 para & — 0,
a~
1 —a&Y?exp (=€) para & — oo .

Para cordas locais, a energia por unidade de comprimento é igual a tensao da

corda, u, e é calculada por

b= / dpdiop€ (p) (1.34)

onde £(p) é a densidade de energia associada a Lagrangiana (1.23). E possivel mostrar

que neste caso a densidade linear de energia tem a seguinte forma [24]:

p=mn’e(B) (1.35)

onde () tem crescimento monotonicamente lento e, em particular, para § = 1, mostra-se
analiticamente que €(1) = 1 [77]. Neste caso, temos que u = 7n?* e, portanto, podemos

ver que cordas locais possuem densidade linear de energia finita.

Observe que cordas locais também apresentam fluxo de campo magnético:

2w 92
o = }’{ drt' A, = / dppA, = =1 (1.36)
c 0 €

onde esta integral é avaliada ao longo do contorno C englobando o vortice localizado

no plano polar. Note que este fluxo é quantizado com uma quantidade minima 27 /e,
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chamada de quantum de fluro. Além disso, note também que na obtencao deste resultado
foi assumido que a corrente j, ¢ igual a zero ao longo do contorno C, o que implica na

determinacao do potencial vetor em termos das derivadas de ¢.

Para finalizar esta subsecao, note que do ponto de vista topoldgico, solucoes de
cordas locais com n = 1 sao estaveis. Entretanto, para n > 1 talvez seja energeticamente
favordvel para esta corda ser decomposta em outras cordas com vorticidade igual a 1 [24].
A estabilidade destes defeitos, de fato, esta associada ao parametro [ definido acima. Se
£ < 1, entao cordas estaveis sao possiveis apenas para n = +1. Por outro lado, se § > 1,

cordas sao estaveis para qualquer valor de n.

1.2.4 Gravitacao de cordas césmicas

Cordas césmicas locais sao objetos interessantes do ponto vista cosmolégico devido
a sua densidade linear de energia finita. Essa caracteristica indica que uma corda cosmica
local pode apresentar efeitos gravitacionais importantes. Em 1981, Alexander Vilenkin
obteve uma solucao na aproximacao de campo fraco para uma corda césmica infinita-
mente longa, retilinea e sem estrutura interna [7%]. Quatro anos mais tarde, a forma exata
desta métrica foi obtida para uma corda césmica possuindo estrutura interna [79-82].
Vale ressaltar que o resultado obtido por Vilenkin é uma boa aproximacao da métrica
exata para uma corda sem estrutura interna. Assim, a fim de entender o campo gravita-
cional produzido por uma corda césmica na regiao exterior, vamos brevemente revisar a

aproximacao obtida por Vilenkin.

Em sua investigagao, Vilenkin adotou duas simplificagbes importantes: i) as di-
mensoes da secao transversal da corda sao muito menores que as demais dimensoes rele-
vantes, de modo que a corda pode ser considerada como um objeto unidimensional com
uma distribuicao de matéria na forma de uma funcao delta, cuja densidade de energia é
igual a pressao negativa ao longo da corda; i) o campo gravitacional produzido pela corda
é suficientemente fraco, tal que as equagoes de campo de Einstein podem ser linearizadas,
desde que n < Mp;. Estas simplificacoes permitem a caracterizacao das propriedades da

corda em termos de um unico parametro, identificado como sua tensao.

Levando em consideragao estas simplificagoes, Vilenkin mostrou que o tensor energia-

momento associado a uma corda césmica estatica, sem estrutura interna, infinitamente
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longa e retilinea ao longo do eixo z, tem a seguinte forma [78]:
T% = pd(x)d(y)diag(1,0,0,1) (1.37)

onde p é densidade linear de energia da corda. Além disso, a métrica no regime de campo

fraco pode ser decomposta na forma
G = Ny + My, com  |hy,| <1, (1.38)

onde o campo h,,, pode ser entendido como uma perturbacao na métrica do espago-tempo
de Minkowski representada pelo tensor métrico 7,,,. No calibre harménico (9,h = 19,h),

as equagoes de campo de Einstein assumem a forma [33],

1
th/ = —1671’G(le - §nuuT;) ) (139)

onde T},, é o tensor energia-momento. Substituindo (1.37) no lado direito da equacao
de movimento acima, e levando-se em consideracao a simetria cilindrica exibida pela

configuragao da corda, o seguinte elemento de linha é obtido [73]:
ds® = dt* — dr* — (1 — 8Gu)r*do* — dz* | (1.40)

onde G é uma quantidade adimensional e estd associada a escala de energia em que a
corda césmica foi formada (para cordas formadas na transicao de fase GUT, este produto
é da ordem de Gp ~ 107% com a enorme densidade linear de massa pu ~ 10*2 g/cm [23]).

Redefinindo a coordenada azimutal,
0 = (1—4uGa)o (1.41)
o elemento de linha acima pode ser reescrito como
ds* = dt* — dr* — r?df” — d2* | (1.42)

onde 0 < 0 < 27(1 — 4Gu). Deste elemento de linha podemos extrair duas conclusoes

importantes. A primeira é que este elemento de linha é localmente plano, indicando que,
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por exemplo, a corda césmica nao exerce forca gravitacional sobre uma particula teste
em suas vizinhangas. A segunda é que este espago-tempo é globalmente nao-trivial devido
a redefinicao do intervalo em que a coordenada angular varia, resultando em um déficit
angular na regiao transversal perpendicular a corda, 6 = 87Gu. Uma forma alternativa de
ver esta situacao, é pensar que uma “fatia” correspondente ao déficit angular, 6 = 817Gy,
é retirada de um plano transversal perpendicular a corda césmica, e as bordas internas da
superficie remanescente sao “coladas”, resultando assim em um objeto com forma conica,
conforme ilustrado na Fig. 1.3. Nesta perspectiva, dizemos que a geometria gerada pela

corda cosmica ¢é globalmente conica.

z Plano transversal a corda cosmica

N Corda cosmica \

e \

Estrutura cOnica -y L 5
do espago-tempo Déficit angular: =8apG

Figura 1.3: Corda césmica afetando o espaco-tempo ao seu redor, por “remover” uma pequena “fatia”
de um plano transversal correspondendo a um déficit angular, § = 87Gu, tendo como resultado uma
geometria conica.

1.3 Dimensoes extras

A ideia de que vivemos em um universo com mais de 3 dimensoes espaciais é
um paradigma comum em esquemas tedricos que buscam unificar de forma consistente
as interagoes fundamentais observadas na natureza. Um forte indicio tedrico que esta
ideia esteja correta, é que teorias que incorporam a interagao gravitacional com as demais
interagoes em escalas de alta energia, a exemplo da teoria das cordas e de supergravidade,
sao melhor formuladas em um espaco-tempo com nimero de dimensoes superior as 4
observadas em escalas de baixa energia. Nesta se¢ao, iremos revisar brevemente as duas

principais propostas tedricas que sugerem a existéncia de dimensoes extras: teorias tipo
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Kaluza-Klein e mundo brana.

1.3.1 Dimensoes extras do tipo Kaluza-Klein

A primeira tentativa de unificar as interagoes gravitacionais e eletromagnéticas foi
feita por Theodor Kaluza e Oskar Klein na década de 1920 [31,85]. Este formalismo é
construido a partir do pressuposto da existéncia de uma dimensao extra. Além disso, é
imposto que os campos descrevendo a gravitagao e o eletromagnetismo em 4 dimensoes
sao independentes da dimensao adicional. Esta restricao é conhecida como condicao de
cilindro, e é fisicamente justificivel se a dimensao extra é compactificada em um circulo de
raio 7., sendo este raio suficientemente pequeno de modo que a fisica em baixas energias
seja efetivamente quadridimensional. Assim, esta teoria tem topologia R* x S e é uma
extensdo minima da Relatividade Geral para 5 dimensbes (a estrutura matemética da

teoria é preservada).

Neste contexto, o espaco em 5 dimensoes € vazio, contendo apenas a interagao gra-
vitacional (isto é, o espago-tempo em si), enquanto o eletromagnetismo e a gravidade em
4 dimensoes sao manifestacoes da geometria do espaco de dimensao superior. A obtencao
destas interagoes em 4 dimensodes é realizada através da reducao dimensional, procedi-

mento que iremos brevemente revisar a seguir.

A teoria de Kaluza-Klein é descrita pela acao de Einstein-Hilbert em 5 dimensoes

1
S = /dx4dy(5)R\/ —g®) (1.43)

167 G5
onde G5 e ®'R sdo a constante fundamental de Newton e o escalar de Ricci em 5D,
respectivamente. Note que a variagao desta agao com respeito ao tensor métrico no espaco-

tempo de dimensao superior nos fornece a equacao de campo:

G R
(5)RAB__2 gap =0, (1.44)

onde A, B=0,1,2,3,4.
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O tensor métrico de Kaluza-Klein é dado por

G + K P?ALA, KPPA
gaB = g 8 o (1.45)
KA, ¢?
onde k é uma constante. Note que dentre as 15 componentes independentes deste tensor
métrico, 10 sao identificadas como a métrica no espago quadridimensional g,,,, 4 corres-

pondem ao potencial vetor eletromagnético A,, e uma corresponde a um campo escalar

¢ chamado “radion”.

O elemento de linha associado ao tensor métrico (1.45) é
ds* = g datds” + ¢* (kAuda" + dy)? | (1.46)

onde pu,v = 0,1,2,3. Note que este elemento de linha é invariante sob translacoes na

direcao da dimensao extra:

y—vy =y+ k(). (1.47)

E facil ver que esta invariancia sob translagao implica na transformacao de calibre,
Au(r) = A, = A, + k0,E(x) (1.48)

Logo, a invariancia de calibre surge da invariancia translacional ao longo da coordenada

extra y, reforcando a ideia de que A, é o potencial vetor.

Substituindo o tensor métrico (1.45) no escalar de Ricci ® R presente em (1.43),
e integrando sobre a coordenada da dimensao extra, obtemos uma acgao efetiva quadridi-
mensional na forma

R

—F,, "
167G + 4" +

s=- [ d4w——g¢[ 0.0)@") . (1.49)

3K2¢?

onde foi assumido que k? = 167G, sendo G a constante de Newton usual em 4D definida
neste contexto em termos de G5 através da relacio G = G5/ [ dy. Além disso, na equagao

acima, R é o escalar de Ricciem 4D e F),, = 0,A,—0, A, ¢é o tensor campo eletromagnético.

No caso particular em que ¢ = 1, a agao (1.49) é desacoplada e apresenta somente
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os termos devido ao eletromagnetismo e a gravidade:

R F,Fmw
S:—/d‘lx\/—g(l%GJr ”4 ) : (1.50)

Logo, desta acao concluimos que a gravitacao de Einstein e o eletromagnetismo de Maxwell

no espago-tempo quadridimensional sao unificados em 5 dimensoes.

Vamos agora considerar como o campo eletromagnético se acopla com a matéria
em 5D. Para isso, consideremos o caso simples de um campo escalar complexo p(z#,y),

cuja dinamica é formulada através da acao
5. = [ de'dyv/sP(046)" (%) (1.51)

Devido & topologia S da dimensdo extra, temos a identificagao p(z,y + 27r.) =
o(z*,y). Esta condi¢do de contorno periédica juntamente com a condigao de cilindro nos

permite decompor o campo ¢ como

[e.e]
go(:v“,y) — Z (pn(xu)einy/rc , (1'52)
n=—oo
onde ¢, sao os modos de Kaluza-Klein. Sabemos que uma translacao na diregdao y tem
como consequéncia uma transformacao de calibre. Explorando este fato, podemos escrever

cada um dos modos de Kaluza-Klein tal que
On = @), = ppeE@/re (1.53)

de modo que a expansdo em (1.52) é reescrita como

oo

p(x,y) = > pnlx)enWrneD/re. (1.54)

n=—o00
Levando esta expansao em (1.51), obtemos

2 .2

So== 3 [rayg a0t - 2] (1.55)

2
re

n=—oo

onde D, = 0, + =% A, ¢ a derivada covariante no sentido eletromagnético e representa o
c
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acoplamento minimo do campo ¢ com o potencial vetor A,. Comparando esta derivada
com o caso usual, D,, = 0, + iqA,, isso nos permite concluir que o n-ésimo modo de
Kaluza-Klein possui carga

nk

Ly 1.56
Gn =" (1.56)

Além disso, note que a massa associada ao n-ésimo modo de Kaluza-Klein é dada por

m,, = |n|/r., como pode ser visto a partir da agao (1.55).

Assumindo que o valor minimo de carga do campo ¢ é a carga elementar e, temos

que
K vierG
e=— = —

TC 7nC

= Vira = r, ~ 10%m . (1.57)

Portanto, podemos ver que esta escala de comprimento é comparavel a de Planck, [p; ~

1072 m, de modo que a deteccao da dimensao extra se torna quase impossivel.

Todavia, ao longo do tempo diversos modelos alternativos foram propostos, in-
cluindo aqueles com dimensoes extras grandes compactas e nao-compactas, onde nosso
mundo quadridimensional esta confinado em uma brana. Nas préoximas subsecgoes iremos

revisar brevemente alguns destes modelos.

1.3.2 Modelo ADD

Em 1998, Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali sugeriram a existéncia de dimensoes
extras grandes (tipicamente planas) na tentativa de resolver o problema da hierarquia®
na fisica de particulas através do modelo de mundo brana ADD [87]. Na teoria ADD, o
espaco-tempo é concebido em R* x My para d > 2, onde M, é uma variedade compacta
d-dimensional de volume L¢, sendo L o comprimento das d-dimensdes extras compac-
tas. A premissa fundamental neste modelo é a de que a escala da interacao eletrofraca,
Mpgp(~ 1 TeV), é a menor escala de comprimento na natureza, fato que solucionaria
o problema da hierarquia. Isso é realizado no modelo partindo-se da suposicao de que
Mpiaray ~ Mgp, onde Mpyaiq) ¢ a massa de Planck fundamental no espago (4 + d)-
dimensional e estd relacionada com a massa de Planck efetiva em 4 dimensoes através

da relagao M3, = Ml‘if(i N d)Ld; o volume gerado pelas d dimensoes extras reduz a escala

5Este problema estd relacionado a grande discrepancia entre a escala eletrofraca e a escala gravitaci-
onal.
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fundamental de Planck. E sabido que, entretanto, o Modelo Padrao de particulas foi tes-
tado na escala eletrofraca, indicando que as particulas do Modelo Padrao nao podem se
propagar livremente nas d dimensoes extras, mas devem estar localizadas numa subvarie-
dade quadridimensional, chamada de brana, vivendo nas d dimensoes extras. A gravidade,
no entanto, fica livre para propagar-se no volume da variedade (4 + d)-dimensional. To-
davia, embora este modelo resolva o problema da hierarquia entre as escalas eletrofraca
e gravitacional, o mesmo também introduz uma nova hierarquia entre a escala de com-
pactificacdo, 1/L, e a escala eletrofraca Mgp, fato que inspirou a proposi¢ao do modelo

Randall-Sundrum I (RSI).

1.3.3 Modelo RSI

Em 1999, Randall e Sundrum propuseram um novo esquema tedrico de mundo
brana inspirado no modelo ADD, com a intensao em comum de resolver o problema da
hierarquia [38]. Neste modelo é assumido a existéncia de uma dimensao extra y perpen-
dicular a duas branas localizadas em suas extremidades: y = 0 e y = L. Além disso, esta
dimensao adicional é compactificada em um orbifold S'/Z,; isto é, a dimensao extra é
compactificada em um circulo, cujas extremidades sao identificadas com a simetria Zs,
(x#,—L) & (2, L), onde x* corresponde as coordenadas no espago-tempo quadridimen-
sional. Assim, com a compactificacdo da dimensao extra em um orbifold, garantimos que
as regioes do espaco em cada um dos lados da brana sejam indistinguiveis. A brana lo-
calizada em y = 0 é chamada de brana “invisivel” (ou brana Planck), e a outra fixada
em y = L é chamada de brana “visivel” (ou brana TeV). Nesta configuragao, o Modelo
Padrao de particulas esta confinado na brana visivel e a brana invisivel tem escala de

energia fundamental Ms;.

Uma caracteristica importante do modelo RSI é considerar os efeitos gravitacionais
produzidos pelas branas no espaco de dimensao superior. Neste caso, os campos gravita-
cionais gerados por estes objetos tém como fonte suas densidades de energia.® No caso
particular em que as espessuras das branas podem ser desprezadas, suas propriedades sao
caracterizadas por suas tensoes [39]. Seja A5 a tensdo na brana visivel e A\;,, a tensao

na brana invisivel, a dinamica gravitacional descrevendo este sistema no volume total da

6No trabalho original, esta densidade de energia é chamada de “energia do vacuo” [%8].
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variedade é dada pela equacao de Einstein em 5 dimensoes:

C)R 1 . .
OF L P T DY _Avis _ guis ity gy L,
AB 9 gAB 4M53 5gAB+ \/Tyygp,y AYB (y )
Aim} inv v
+ =g 04050 (y) | (1.58)
9y

onde os indices gregos pu,v = 0,1,2,3 variam na direcao paralela a brana e os indices
latinos A, B = 0, ..., 4 variam sobre todas as coordenadas no espaco de dimensao superior.

Além disso, A5 é a constante cosmoldgica em 5 dimensoes.

Admitindo-se a existéncia de um Ansatz invariante sob transformacgoes de Poincaré

nas coordenadas quadridimensionais x*, a solucao da equacao acima é dada pela métrica
ds?* = e~ Wy do"da” — dy* (1.59)

onde 7,,, € o tensor métrico no espago-tempo de Minkowski em 4 dimensoes (preservando
a invariancia de Poincaré) e o médulo |y| no argumento da funcdo “deformadora”, e=2¥l,
é uma consequéncia da simetria discreta Zs. Note que esta métrica corresponde ao espago
AdS; de raio de curvatura a = 1/k com uma constante cosmoldgica negativa em 5 di-

mensoes,

As = —24M3ZK* (1.60)

Além disso, as duas branas possuem tensoes iguais e de sinais opostos,
Nino = —Avis = 24M3k . (1.61)

Note que estas duas relagoes refletem a suposigao de que a métrica (1.59) deve ser inva-
riante sob o grupo de Poincaré ao longo das coordenadas quadridimensionais paralelas as
branas. Isto é, a geometria intrinseca das branas é Minkowskiana se houver um ajuste en-
tre as tensoes das branas e a constante cosmolégica As, tal que as constantes cosmolédgicas

efetivas nas branas sejam nulas.

Devido & geometria nao-fatorizavel” do modelo RSI, introduzida pela funcao defor-

madora, a escala de Planck efetiva na brana do modelo padrao de particulas é relacionada

"No presente contexto, a geometria é dita ndo-fatorizavel por ndo permitir a fatorizacio da métrica
na forma R* x S*.
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com a escala fundamental de Planck através da expressao

M3
Mpy = —2>(1— ™)

’ : (1.62)

onde podemos ver que a escala de Planck efetiva depende fracamente no produto Lk.
Logo, a resolugao do problema da hierarquia é determinada pela curvatura do espaco de

dimensao superior, ou, em ultima analise, pela tensao da brana.

1.3.4 Modelo RSII

Como visto na ultima subsecao, a geometria nao-fatorizavel do modelo RSI desem-
penha papel fundamental na resolucao do problema da hierarquia, sem recorrer ao volume
gerado pelas dimensoes extras compactas. Por outro lado, se ignorarmos o problema da
hierarquia e assumirmos a existéncia de uma dimensao extra nao-compacta, é possivel
mostrar que a geometria nao-fatorizavel permite a localizacao da gravidade na brana de
tensao positiva, recuperando assim a gravitagao efetiva no espaco quadridimensional. Este
¢ o caso do modelo Randall-Sundrum II (RSII) [90]. Neste modelo de mundo brana, te-
mos duas modificagdes com respeito ao modelo RSI: i) o Modelo Padrao de particulas
estd confinado na brana Planck em y = 0; i) a brana TeV (localizada em y = L no mo-
delo RSII) é deslocada para o infinito, L — oo (embora a simetria Z, seja mantida com
respeito a brana em y = 0). Uma consequéncia desta iltima modificagao é a existéncia de
modos massivos de Kaluza-Klein continuos que, por sua vez, devem fornecer uma pequena

correcao do potencial Newtoniano na brana.

Note que a métrica descrevendo a geometria neste novo cenario é a mesma dada
pela Eq. (1.59). Entretanto, a tensao da brana contendo o Modelo Padrao agora é positiva
e as escalas de energia agora sao relacionadas pela expressao

3
M

Mp, = el (1.63)

diretamente obtida a partir de (1.62) tomando-se o limite L — oo.

Como mencionado acima, o foco do modelo RSII esta na localizacao da gravidade
na brana. Partindo-se da consideracao que o modo zero do graviton ¢ garantido pela

invariancia de Poincaré na brana, e que o espago de dimensao superior AdS; permite a
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existéncia de um “estado ligado” para o graviton vivendo na dimensao superior, Randall
e Sundrum mostraram que o potencial gravitacional entre duas particulas estaticas com
massas m, e my, separadas por uma distancia |Z| na brana, é corrigido através da expressao
N mime 1

V(IZ) ~ = |1+ =53 ) (1.64)
7|2k

onde o primeiro termo ¢é o potencial Newtoniano usual devido ao modo zero do graviton,

e o segundo termo é a correcao correspondente ao estado ligado dos modos massivos de

Kaluza-Klein proximos a brana vivendo em 5 dimensoes.



33

Capitulo 2

Teoria classica de campos em

€espacos Curvos

Neste capitulo iremos ver como o formalismo da teoria cldssica de campos no
espago-tempo plano pode ser estendido para o espaco-tempo curvo. Em particular, trata-
remos do campo escalar complexo e do campo espinorial de Dirac. Iremos ver que, para
estendermos os formalismos destes campos ao espaco-tempo curvo, devemos requerer que

os mesmos sejam invariantes sob transformacoes gerais de coordenadas.

2.1 Campo escalar complexo na presenca de um campo

externo

Nesta se¢ao iremos apresentar o formalismo para o campo escalar. Neste caso, ire-
mos considerar um campo escalar complexo, massivo e carregado. Além disso, também
consideraremos a interacao deste campo com campos externos eletromagnéticos e gravi-

tacionais.
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2.1.1 Interacao do campo escalar complexo com o campo ele-

tromagnético

Como visto no capitulo anterior, o modelo abeliano de Higgs ¢ um exemplo de
uma teoria de campo escalar complexo com potencial V(¢) interagindo com o campo
eletromagnético. Naquele caso, A, foi tratado como um campo dinamico devido a presenca
do termo L), = —}lFWFW na densidade de Lagrangiana (1.23). Entretanto, daqui por
diante nesta tese, iremos tratar A, como um campo externo, de forma que o termo Ly,

deve ser desconsiderado.

Considere a agao descrevendo um campo escalar complexo ¢, em um espago-tempo

com d dimensoes,

S = /dwdﬁ(m) : (2.1)

onde a densidade de Lagrangiana no integrando é dada por

L(z) = g (0u0(2))* (Opp(x)) — m29* (x)p(z) | (2.2)

e os indices latinos a,b, ..., denotam o uso de coordenadas Cartesianas no espago-tempo

de Minkowski.

A inclusdo do campo eletromagnético externo A,(z) a esta teoria é feita através
da prescricao de acoplamento minimo 0, — D, = 9, + ieA,, onde e é a carga elétrica do

campo carregado . Logo, a densidade de Lagrangiana (2.2) é reescrita como
L(x) = g*(Dap(2))"(Dyp () — m*¢* ()¢(x) . (2.3)

Tratando os campos ¢ e ¢* como independentes, e variando a acao correspondente
a densidade de Lagrangiana (2.3) com respeito a ¢*, obtemos a equac¢ao de movimento

para o campo @,
(DD +m?)p(x) = 0, (2.4)
reconhecida como a equacao de Klein-Gordon.

Para a obtencao do tensor energia-momento simétrico T, devemos supor que o

espago-tempo que acomoda esta teoria ¢é inicialmente nao plano, de forma que é possivel
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aplicar o principio variacional a ac¢do correspondente a densidade de Lagrangiana (2.3)
com respeito a métrica ¢?. Ao final do cdlculo, tomamos g% — 1%, onde 7% é a métrica
do espaco-tempo de Minkowski. Seguindo este procedimento, o tensor energia-tempo é o
mesmo que aquele obtido através da Eq. (1.3). Logo, para a agao (2.1) com a densidade

de Lagrangiana (2.3), temos

Top = (Dap(2))* (Dyp(x)) + (Dop())" (Datp(2)) — gapL() . (2.5)

2.1.2 Interacao do campo escalar complexo com o campo gravi-

tacional

A teoria da Relatividade Geral de Einstein é uma teoria métrica da gravidade. A
gravitacao neste contexto emerge como uma manifestacao da curvatura do espago-tempo,
sendo a estrutura geométrica deste ultimo determinada univocamente pela distribuigao
de matéria e energia contida nele. Assim, o campo gravitacional representado pelo tensor
métrico pode ser dinamico ou nao. Nesta tese, entretanto, iremos considerar o espaco-

tempo como um campo externo estatico, nomeadamente o espaco AdS.

No capitulo anterior, mencionamos brevemente que um dos postulados fundamen-
tais da Relatividade Geral é o principio da covariancia geral. Ao construir teorias de
campos de matéria interagindo com a gravidade, devemos levar em conta que as equagoes
de movimento dos campos de matéria devem obedecer ao principio da covariancia ge-
ral, assim como as equacoes de campo de Einstein. Isto é, as equacoes de movimento
associadas aos campos de matéria devem ser invariantes sob uma transformagao geral de

coordenadas.

Para um campo escalar, a forma mais simples de incluir a interacao gravitacional
é seguir a prescricao de acoplamento minimo: generaliza-se a definicao de derivada usual
para derivada covariante através da substituigao 9, — V,' no formalismo da teoria.
Assim, a equacao de movimento descrevendo a dinamica do campo escalar é indepen-
dente da escolha do sistema de coordenadas, além de ser compativel com o principio da

equivaléncia.

'A derivada covariante, V., de um vetor é definida por V,B, = 0,8, — Fi‘#BA, onde Ff}u sao 0s
simbolos de Christoffel, que incorporam a curvatura do espago-tempo.
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Seguindo a prescricao de acoplamento minimo, a equacao de Klein-Gordon para

um campo escalar massivo, ¢, na presenca de um campo gravitacional, é dada por:
(V0" +m?)p(x) = 0. (2.6)

ou ainda expressa como

1

—0
\/m u( 9]

cuja forma é notoriamente invariante sob transformacoes de coordenadas.

9" 9,) +m*| p(x) =0, (2.7)

Uma outra importante simetria da acao em espagos curvos € a invariancia sob
transformacoes conformes. Estas transformagoes dilatam e contraem uma dada variedade
preservando angulos entre vetores. Observe, entretanto, que a equagao de Klein-Gordon
acima nao ¢ invariante conforme, mesmo no caso nao massivo, m = 0. Isto é, para um
mapeamento conforme de um espago com métrica g, em outro com métrica g,,, dado
pela relacao [91]

G (@) = G () = e 2P () | (2.8)

onde A(z) é uma funcdo arbitraria e bem comportada das coordenadas do espago-tempo,
inexiste uma transformagao p(z) — ¢(x) = F[A(z)]p(z) que preserve a forma da equagao

de Klein-Gordon (2.6).

Uma outra forma de generalizar a equagao de Klein-Gordon ¢ incluir na acao o

termo |g|'/2¢ Rp? [92], de modo que a densidade de Lagrangiana correspondente fica:

L(z) = |g'*[¢" (Dup(@))" (Dup(x)) — (m* + ER)p* () ()] | (2.9)

onde R é o escalar de Ricci. Neste caso, a equacao de movimento para o campo ¢ assume
a forma
(V. V¥ +m? +ER)p(z) =0, (2.10)

ou ainda
1

Vgl

No caso em que o campo ¢ é nao massivo, m =0, e { = . = (d—2)/[4(d—1)] (em

9,(\/ 199" 0,) + m* + ER| (x) =0 . (2.11)
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um espago-tempo curvo d-dimensional), a acdo associada a densidade de Lagrangiana
(2.9) é invariante sob transformacoes conformes, se o tensor métrico g,, transforma-se

como (2.8) e o campo ¢ como [91]

p(z) . (2.12)

De fato, sob uma transformagao conforme, a equacao de Klein-Gordon transforma-se como
(V. V* + &R+ m2e®? @) =0, (2.13)

onde as derivadas covariantes e o escalar de curvatura sao calculados na métrica g,,,, sendo

R dado pela expressao 03]
R=eRA+2(d—1)(V, V") — (d = 1)(d — 2)(V, ) (V*N)] . (2.14)

Logo, para £ = & e m = 0, a equagdo de movimento (2.13) é, de fato, invariante sob
transformagoes conformes, quando comparada com a equagao de Klein-Gordon (2.10)

calculada na métrica g, .

Levando a agao correspondente a densidade de Lagrangiana (2.9) na férmula (1.3),

obtemos o seguinte tensor energia-momento

T = (Vo) (Vo) + (Vi) (Vi) = g [9°° (V) (Vap)* — (m® + ER) "¢

28(Ry — 9/ Vo V7 +V, V., )0 p . (2.15)

Realizando algumas manipulacoes na equacao acima, incluindo o uso da equagao de mo-

vimento associada ao campo ¢ (2.10), obtemos? [94]

Tw = (0u)(00p)" + (0up) (Ovp) — 2[Ry

+ EVLV, = (€= 1/4)gu VoV p™e . (2.16)

Este tensor energia-momento também apresenta duas propriedades importantes. A

2Esta férmula ¢é valida apenas na camada de massa. Como ser4 visto, em nossos célculos do VEV do
tensor energia-momento bosonico adotamos o método da soma sobre os modos, justificando assim o uso
da Eq. (2.16).
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primeira propriedade é que o tensor energia-momento obedece a equagao de conservagao
covariante:

vV, TF=0. (2.17)

Tomando o trago do tensor energia-momento em (2.16), obtemos

T = 2[(d — 1)( — &)V, V" + m¥ (2.18)

I

Note que no caso particular de um campo escalar sem massa e acoplado conformalmente

(& =&.), este tensor energia-momento possui traco nulo.

2.1.3 Interacao do campo escalar complexo com os campos ele-

tromagnético e gravitacional

Como visto nas ultimas subsecoes, ao construir uma teoria de campo escalar inte-
ragindo com campos externos, devemos levar em consideracao as simetrias presentes nos
formalismos destes campos externos. Vimos que a simetria de calibre, presente na teoria
eletromagnética, é incorporada ao formalismo do campo escalar complexo através da in-
troducao da derivada covariante eletromagnética, de forma que a equagao de movimento
para o campo escalar ¢ seja também invariante de calibre. Por outro lado, a introducao de
um campo externo gravitacional requer que a equacao de Klein-Gordon seja modificada
de forma a satisfazer o principio da covariancia geral através da prescricao do acopla-
mento minimo gravitacional, onde fazemos a troca de derivadas usuais, d,, por derivadas

covariantes, V.

No caso mais geral de um campo escalar interagindo simultaneamente com os
campos eletromagnético e gravitacional, a equacao de Klein-Gordon para este campo
escalar deve ser invariante de calibre e também satisfazer o principio da covariancia geral.
Assim, baseado no que foi discutido nas subsecOes anteriores, a prescricao é efetuar a
substituicao 0, — D, = 0, + ieA, na Eq. (2.11), tal que a equacdo de Klein-Gordon

assume a forma:
1

Vgl

Similarmente, o tensor energia-momento é obtido usando esta mesma prescricao através da

D,.(\/19|9"D,) + m* + ER| ¢(x) =0 . (2.19)
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substituicao da definicao de derivada ordinaria pela derivada covariante eletromagnética

na expressao (2.16), tal que o seguinte resultado é obtido [94]:

Tw(x) = (Dup)(Dup)" + (Dup)* (Do) — 2[R,

+ EV.V, = (£ -1/4) 9, V.V p . (2.20)

2.2 Campo espinorial de Dirac na presenca de um

campo externo

Nos contextos das teorias classicas e quanticas de campo, o campo espinorial de Di-
rac representa particulas fermionicas de spin 1/2, tal como o elétron. Este campo obedece
a equacao de Dirac, tanto no espago-tempo plano quanto no curvo. Nesta se¢ao, veremos
como estender o formalismo do campo espinorial de Dirac do espago-tempo plano para o

espago-tempo curvo.

Como veremos, a generalizacao da equagao de Dirac do espago-tempo plano para
espacos curvos se torna um problema mais sutil do que aquele no caso do campo escalar
de Klein-Gordon. Isto porqué o grupo de transformacgoes gerais de coordenadas GL(4)
(iniciais para “general” e “linear”) ndo possui representagao espinorial. Todavia, esta
generalizagao é possivel se o espago curvo for introduzido ponto a ponto com o espago-
tempo plano, no qual sabemos que espinores podem ser definidos, e isto é feito através do

conceito de bases ortonormais locais, chamadas de vielbein.

A interacao com um campo eletromagnético externo também sera considerada.

Iniciemos considerando esta interacao.

2.2.1 Interacao do campo espinorial com o campo eletromagnético

A interacao de um campo espinorial com um campo eletromagnético, a exemplo
do que ocorre no caso do campo escalar complexo, se da pela introducao da derivada
covariante eletromagnética através da substituicao 0, — D, = 0, + ieA,, 0 que garante

a invariancia de calibre da teoria. A densidade de Lagrangiana que descreve esta teoria é
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dada por:

= [Bn* Datb(a) — (DL ()" 0(@)] = mi(@)i(a) (221)

L -
onde 1 = ' é o adjunto de Dirac. Em d dimensdes, 9(z) é um espinor de 2ld/2]
componentes (onde [d/2] representa a parte inteira de d/2), e as matrizes de Dirac v*

/2 Todavia, nesta tese estaremos interessados no caso particular

sdo matrizes 21%/2 x 2l
em que d = 5, pois iremos considerar a presenca de uma dimensao extra, além das 4
dimensdes usuais do espago-tempo, nos capitulos 5 e 6. Neste caso, o espinor ¥ (z) possui
4 componentes,® e as matrizes de Dirac continuam sendo matrizes 4 x 4 obedecendo a
algebra de Clifford,

Y =2 (2.22)

Nesta tese usaremos uma representacao das matrizes de Dirac que sao obtidas das matrizes
dadas em [05] multiplicadas pelo lado esquerdo pela matriz ivs, mais uma matriz y* = ivy;

associada a quinta dimensao. Nomeadamente, usaremos a seguinte representacao [90]

N o 0 , N
—1 ’ 7=t (j - 17 27 3)7 7= St 9
10 0 —o I 0

(2.23)

onde s = £1, I é a matriz identidade 2 x 2 e 0; corresponde as matrizes de Pauli. Note que
doi iveis val do f iz 4 dem as d ivei
os dois possiveis valores do fator s, presente na matriz v, correspondem as duas possiveis
representagoes irredutiveis das matrizes de Dirac em espagos de dimensao fmpar [92].
Levando em consideragao esta caracteristica das matrizes de Dirac em 5 dimensoes, a

densidade de Lagrangiana para o campo espinorial é melhor expressa na forma

Lo = 5 e@nyDab (@) = (D)t (@)]

— () (2) (2.24)

onde esta nova notagao indica que tanto o espinor quanto as matrizes de Dirac dependem
de s. Podemos ainda expressar esta densidade de Lagrangiana de uma forma alternativa
através do uso das transformacoes (1) — ¢£+1) = Y1) € Y1y — wz_l) = —v"pyy,

juntamente com as identidades Y =" e 747371)74 = 7%, tal que o seguinte resultado

3Note que a representacdo espinorial do grupo de Lorentz para d = 5 é a mesma que aquela no caso
usual em que d = 4.
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¢é obtido:

L = % W(s) (-I)'YaDawEs)(l“) - (DZ&ZS) (-T))Vafﬂzs) (-73)}
—smai (2)(,) (@) - (2.25)

Variando a agao correspondente a densidade de Lagrangiana (2.25) com respeito

a0 campo 1;25), tratado como independente de @Z)gs), obtemos a equacao de Dirac,

(17" Do — sm)(y)(x) = 0 . (2.26)

O tensor energia-momento associado a densidade de Lagrangiana (2.21) é dado
pela expressao
l

T = ZWES)(@%DWES)@)+&Es)($)7bpa¢zs)($)

- (DZ?/_}ES)(SC))’YWES)(@ - (DZIZES) (17))%1525)(37)} ) (2.27)

cuja forma é simétrica com respeito a troca dos indices a e b.

A partir deste momento em diante nesta tese, iremos suprimir a notagao wzs)(:c) e

seguiremos com ¢ (x) por motivo de simplicidade.

2.2.2 Interacao do campo fermionico com o campo gravitacional

Nesta subsecao queremos considerar a interagao do campo espinorial com um
campo gravitacional externo classico. A exemplo do que foi feito no caso do campo escalar,
o principio da covariancia geral deve ser incorporado ao formalismo espinorial de Dirac.
Entretanto, nesta generalizacao encontraremos mais dificuldades, dado que o campo es-
pinorial deve ser compreendido como um objeto construido em um espaco-tempo curvo.
Além disso, este espinor deve se transformar sob transformacgoes do grupo de Lorentz,
de acordo com sua representacao deste grupo, devido a covariancia da equacao de Dirac

localmente.

Pelo principio da equivaléncia, a geometria de uma dada variedade na Relatividade

Geral é localmente plana. Assim, é possivel definir em cada ponto z desta variedade
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um espaco tangente pseudo-Euclidiano, cuja base vetorial é definida pelo conjunto de

campos linearmente independentes el®

x (onde a =0,1,2,3,4), chamados de vielbein ou,
especificamente, fiinfbein no caso pentadimensional.* Antes de escrevermos a equacao de
Dirac em espacgos curvos, vamos fazer uma breve revisao das propriedades do formalismo

vielbein.

Em um espago-tempo curvo, podemos definir o elemento de linha
ds® = g, datdz” . (2.28)

O produto interno entre dois vetores definidos nesta variedade, representada pelo tensor
métrico g,,, €

U V* = g, UV . (2.29)

Dado que o tensor métrico g,,, é simétrico e nao-singular, sua inversa g"” ¢ definida através

da relagao

99" = g9’ =6, . (2.30)

Assim, podemos diagonalizar o tensor métrico através da transformacao [97]:
Guv = OuaDab(O_l)bu 5 (231)

onde (O™ 1),, = O, de modo que devemos ter

2O 0 0
A0 0
(2.32)

0
0
0 0 0 —\O
0

Note que os autovalores desta matriz sao nao nulos devido a nao-singularidade do tensor
métrico. Além disso, estes autovalores sdo todos positivos definido, A > 0, de acordo

com a assinatura adotada (+ — — — —).

De acordo com o principio da equivaléncia, um espago-tempo curvo é localmente

40 termo “vielbein” vem do idioma alemio, onde “viel” significa “muitos” e “bein” significa “pernas”.
Assim, o termo “fiinfbein” significa “cinco pernas”.
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plano, conectando a fisica da Relatividade Geral com a fisica da Relatividade Especial.
Assim, localmente é possivel definir referenciais de Lorentz locais que podem ser associados
a uma dada escolha de base vielbein, tal que o tensor métrico assume a forma daquele
no espaco-tempo de Minkowski. Com esta ideia em mente, vamos definir a base vielbein

CO1mo:

e () = VA®O,, . (2.33)

onde o indice a presente em O, nao deve ser entendido como um indice de soma. Usando
esta defini¢ao, podemos escrever o tensor métrico g, em termos de uma dada base vielbein

na forma
gul/(x) = e(a)u<x>€(b)u($)nab ) (2.34)

sendo 7, 0 tensor métrico no espago-tempo de Minkowski. Agora, supondo que e(a)#

possui uma inversa, e(a)“ , satisfazendo as relacoes

e(a)“e(b)u =0, (2.35)

e(a)“e(“)y = o, (2.36)
é possivel mostrar que

e = " nue®, (2.37)
e

Tab = €)' €y Guv - (2.38)

Como podemos ver a partir da Eq. (2.37), os indices latinos presentes na base vielbein
(referentes ao espago tangente) sdo levantados e abaixados através da contragdo com os
tensores métricos N e 1,,, respectivamente. Por outro lado, observamos que os indices
gregos (referentes ao espago curvo) sao levantados e abaixados quando contraidos com os

tensores g"” e g,,,, respectivamente.

O uso de bases vielbein também nos permite expandir um vetor definido na base

de coordenadas em termos de uma base ortonormal local no espaco tangente em um ponto
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x de um dado espaco-tempo, e vice-versa:

ry@ (2.39)
Vi =@ i (2.40)

Usando a relacao (2.34), podemos reescrever o elemento de linha em (2.28) como

ds* = nabe(“)#e(b)ydm”dm” . (2.41)

Podemos ver a partir das relagoes (2.34) ou (2.38) que uma base vielbein nao é
unicamente determinada pelo tensor métrico g,,(x). De fato, seja e(a)u(x) e e/(a)u(x) apds

uma transformagao local, ambas devem satisfazer (2.34) se, e somente se,
e'(“)u(x) = A“b(zt)e(b)u(a:) ; (2.42)

com

Aac(x)Abd(x)nab = Ted (243)

onde A% (z) é uma matriz que representa uma transformagcao de Lorentz local. Assim, dado

(a) (a)

. . / I ’
que as bases vielbein e, (z) e €, () fornecem a mesma métrica, concluimos que tanto

a acao quanto a equagao de movimento para um dado campo devem ser independentes

) (a)

/ ~ . .
da escolha de €' pou e, Desta forma, a agao para um dado campo deve ser invariante

sob uma transformacao de Lorentz local.

Vamos agora ver como podemos escrever a equac¢ao Dirac em um espago-tempo
curvo. Assumiremos uma estrutura espinorial local e independente em cada ponto da
variedade. Como visto anteriormente, em cinco dimensoes os espinores de Dirac sao objetos
com quatro componentes que sob transformagoes do grupo de Lorentz local, tais como

aquela presente em (2.42), transformam-se como suas contrapartes no espago-tempo plano:

() = ' (z) = S(A(x))y(z) , (2.44)

e seu conjugado correspondente como

U(@) = (@) = P(x)STH(A(2)) (2.45)
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onde S(A(x)) é uma matriz 4 x 4 operando no vetor complexo ¥ (z) de quatro compo-
nentes e que depende de uma transformacao de Lorentz local, A(z). Além disso, esta

transformacao possui determinante unitario,
det(S)=1. (2.46)
Escrevendo as equagoes (2.44) e (2.45) em termos das componentes, temos
U (x) = () = S (@)h () (2.47)

Ya(@) = Yy () = Oy(2) (ST’ (x) - (2.48)

Por uma transformacao geral de coordenadas, o campo espinorial ¢(x) transforma-

se como um escalar:

V(') = o(x) . (2.49)

Neste caso, inexiste relagao entre o grupo de transformacoes gerais de coordenadas sobre

a variedade e o grupo de transformagoes de Lorentz locais.

Quanto as matrizes de Dirac no espago curvo, estas devem satisfazer uma algebra
de Clifford semelhante aquela expressa em (2.22), porém definida em uma variedade curva.
Fazendo uso do formalismo vielbein, podemos definir as matrizes de Dirac em um espaco-

tempo curvo como

(@) = e (@ (2.50)

satisfazendo a dlgebra de Clifford associada a métrica ¢g"” no espago curvo,

V(@) () + 47 (@) (x) = 29" () - (2.51)

Sob uma transformacao do grupo de Lorentz local, as matrizes v#(x) se transformam da

seguinte forma:

()% = (S(x)"S~H(@))", - (2.52)

Fazendo uso do formalismo vielbein, obtemos

(A7) @)y = S(a)7"S " (x) - (2.53)
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Note que esta expressao é idéntica ao requerimento no espaco-tempo plano de que a
equagao de Dirac seja covariante sob transformagdes de Lorentz [95], exceto que aqui a

transformacao de Lorentz ¢é local.

Sob uma transformacgao de coordenadas gerais, as matrizes de Dirac no espaco-

tempo curvo se transformam como um vetor contravariante:

! / ax/“ v
) = Sy () (2.54)

Devido ao fato das transformacoes de Lorentz local serem fungoes de ponto, a
derivada de um espinor nao se transforma como um espinor. Desta forma, devemos definir

a derivada covariante de um espinor como

Vi (x) = 0, () + (T,) " (2)¢" () (2.55)

tal que, sob uma transformagao de Lorentz local (2.47), esta expressao transforme-se como

um espinor,

V(@) = 89 (@) V) (@) - (2.56)

Desta lei de transformagao, segue-se que a matriz I', transforma-se como
(D)% = ST (5™ = (0.5°) (S (2.57)

ou em notacao compacta

I, =ST,S" = (9,95 . (2.58)

Assim, vemos que esta lei de transformacao para I', garante que a derivada covariante de
um espinor se transforme como um espinor sob uma transformacao de Lorentz local. Por
outro lado, sob transformacoes de coordenadas gerais, I', transforma-se como um covetor.

As matrizes I', sao conhecidas como conexoes espinoriais.

Como é sabido do contexto da Relatividade Geral, a derivada covariante do tensor
métrico ¢ igual a zero, Vg, = 0, o que € equivalente ao comprimento do deslocamento

paralelo ser preservado. Uma consequéncia disto, é que tomando-se a derivada covariante
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em ambos os lados da Eq. (2.51), temos que

Vg = Va(yu(@) v (2) + (@) 7u(2)) = 0. (2.59)
Uma condicao para que a expressao acima seja satisfeita, é que

Vv, = v = Tinve + Ty — 7ula =0 (2.60)

Usando a relagao (2.50) e as propriedades da algebra de Dirac geradas pelas matrizes de

Dirac no espago plano, v, é possivel verificar que a conexao espinorial é definida como

1
Ly =—30"0m) = @)y = 10,0010 =771 - (2.61)

Ainda é possivel mostrar também que [95]

1
I, = —§wuab2ab : (2.62)
onde
Wyabh = —€p(Ope,”) — [V e, ey - (2.63)
e
ab 1 a b
=10 (2.64)

Definida a derivada covariante em (2.55) e a conexao espinorial em (2.62), a generalizacao
da equacao de Dirac no espaco-tempo plano ao espago-tempo curvo é feita através da
prescricao

Oy = Vuy=0,+T,. (2.65)

Assim, a equacao de Dirac covariante sob o grupo de transformacoes de Lorentz local e

invariante sob o grupo de transformacoes gerais de coordenada é definida como

(("(2)Vyy = sm)p(z) =0, (2.66)

onde V,, = 9,41, e o fator s no termo de massa, novamente, representa as duas possiveis
representagoes irredutiveis das matrizes de Dirac em espagos de dimensao impar, ou em

cinco dimensoes que é 0 Nosso caso.
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A equagao de Dirac no espago-tempo curvo (2.66) é obtida através da seguinte

densidade de Lagrangiana:

L =5 [P(@)y"(2)Vub(e) = (V@) (2)¢(z)] — mi(z)y(e) . (2.67)

N | =

Variando-se a acao associada a esta densidade de Lagrangiana com respeito ao tensor

métrico, obtemos o tensor energia-momento®

To(@) = L[ @)Voi(@) + $@)mn (@) V()

— (Vub(@)w(@)e(z) — (Voib(@))yu(z)(z)] - (2.68)

W

No caso de um campo espinorial sem massa, m = 0, a equagao de Dirac se reduz

trivialmente a

7(@) (0 + T)ip(x) = 0. (2.69)

Diferentemente da equacao de Klein-Gordon para o campo escalar complexo visto na se¢ao
anterior, no caso nao massivo a equagao de Dirac no espago curvo (2.69) é conformalmente
invariante sem a necessidade de uma modificacao adicional, se sob uma transformagcao

conforme do tensor métrico [99],

Guv — g,uzz(aj) = 672/\(1)9/”/(:[:) ) (270)

também ocorre a transformacao conforme do espinor de Dirac na forma

7 3

U(w) = d(a) = e D(z) . (2.71)

2.2.3 Interacao do campo fermionico com os campos eletro-

magnético e gravitacional

Estamos interessados agora em saber como o campo de Dirac interage com um

campo eletromagnético e gravitacional externo. Como visto anteriormente nesta segao,

SEsta notagao para o tensor energia-momento estd de acordo com a Ref. [91]. Como sera visto, em
nossos célculos do VEV do tensor energia-momento fermionico adotamos o método da soma sobre os
modos fermionicos e, consequentemente, o termo extra proporcional a massa anula-se.
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a interacao de um campo espinorial com um campo eletromagnético externo se da pela
prescricao de acoplamento minimo através da substituicao 9, — D, = 0, + ieA,, ga-
rantindo assim, a invariancia de calibre da teoria espinorial de Dirac. Por outro lado, a
interacao entre o campo espinorial de Dirac e um campo gravitacional se dé pela subs-
tituigao d, — V, = 0, +I',, de forma que a equacao de Dirac seja covariante frente a

transformacoes de Lorentz locais e transformacoes gerais de coordenadas.

Levando em conta todas estas consideragoes expostas acima, a prescricao para se
construir uma teoria de campo espinorial de Dirac interagindo com os campos eletro-
magnético e gravitacional se da pela substituicao V,, — V, 4 ieA, na equacao de Dirac

2.66), tal que a seguinte equacao € obtida:
( g
[iv"(x)(V,, +1teA,) — sm|(x) =0, (2.72)

onde as matrizes v#(z) sdo dadas por (2.50).

O tensor energia-momento para esta teoria devera ser uma generalizagao das ex-
pressoes (2.27) e (2.68). Adotando as prescrigdes acima mencionadas, o tensor energia-
momento fica expresso por:

i

Tuw(x) = 7[@) (@)D (@) + §(x)(2) Dpth(2)

— (Du(@))w(@)(@) — (D (@) (@) (@)] (2.73)

onde D, =V, +ieA,.
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Capitulo 3

Teoria quantica de campos no

espaco-tempo curvo

Neste capitulo iremos revisar brevemente alguns dos principais aspectos da teoria
quantica de campos em um espaco-tempo curvo. Este formalismo ¢é construido a partir da
premissa de que apenas os campos de matéria sao quantizados, enquanto o espago-tempo
curvo ¢ tratado como cléssico. Por este motivo, é comum muitos autores classificarem este

formalismo como semiclassico.

Em um contexto mais amplo, um espago-tempo curvo representando um campo
3 3 3 [43 7

gravitacional pode ser considerado como um campo externo. Por campo “externo”, que-
remos nos referir aquele que interage com o campo que desejamos quantizar, sendo este
campo externo introduzido em um nivel cldssico e que, por si s, nao é uma variavel
dinamica. No decorrer dos proximos capitulos, veremos que o papel de um campo ex-
terno pode ser desempenhado por diversos outros objetos, além do campo gravitacional,
tais como campos eletromagnéticos, fronteiras geométricas do espaco-tempo ou mesmo

variedades com topologias nao-triviais sobre as quais os campos sao quantizados.

No que segue ainda neste capitulo, veremos que a quantizacao de campos em um
espago-tempo curvo, sendo este dinamico ou nao, da origem a muitos efeitos quanticos

nao-triviais, tais como criacao de particulas e polarizacao do vacuo.
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3.1 Segunda quantizacao no espacgo curvo

No espaco-tempo plano, a simetria de Lorentz desempenha papel fundamental na
quantizagao de campos, pois nos permite definir um estado de vacuo unico da teoria. No
espaco-tempo curvo, entretanto, a invariancia de Lorentz nao esta presente e, em geral, o
estado de vacuo nao pode ser definido univocamente. Como consequéncia, o conceito de

particula se torna ambiguo e a interpretacao de quantidades fisica se torna mais sutil.

A fim de discutir esta questao de forma mais aprofundada, vamos considerar um

campo escalar real massivo, cuja densidade de Lagrangiana é definida por:
L= Va0 ()0 p(a) — mP () — ER()F ()] (3.)
A equacao de movimento correspondente é
VWV +m? + ER(2)]p(x) = 0 (3.2)

onde R(x) é o escalar de curvatura de Ricci e £ é a constante de acoplamento entre o campo
escalar e a geometria do espaco-tempo. Como ja& mencionado anteriormente, a constante
¢ possui dois valores particulares de interesse fisico: { =0 e £ = 1/6 (valido apenas em 4

dimensdes), conhecidos como acoplamento minimo e conforme, respectivamente.

O produto interno entre um par de solugoes da equagao de movimento (3.2) é

definido por:
(1. fo) = i /E (F10.f5 — F30,f1)dS" | (3.3)

onde d¥X#* = d¥n*, sendo d¥ o elemento de volume em uma determinada hipersuperficie
tipo-espaco, e n* é um vetor unitario tipo-tempo normal a esta hipersuperficie. Uma
propriedade importante do produto interno definido acima é que o mesmo independe do

tempo e, consequentemente, da escolha da hipersuperficie [91].

A quantizacao de um campo escalar no espaco curvo pode ser realizada através do
método candnico. Neste caso, devemos escolher uma forma de folhear o espaco-tempo em
hipersuperficies tipo-espago. Seja 3 uma hipersuperficie particular, onde o vetor normal

unitario, n*, é rotulado por um valor constante da coordenada temporal ¢. Assim, a
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derivada do campo ¢ na dire¢ao normal a hipersuperficie ¥ é ¢ = n*d,¢ e, portanto,

podemos definir o momento canonicamente conjugado a ¢ como

oL

ot (3.4)

()

O passo seguinte na prescricao canodnica é promover os campos a operadores e impor a

relacao de comutacao

(o(Z,t), 7n(Z,t)] = i0(Z, 7' , (3.5)

sendo §(Z, ') uma fungao delta na hipersuperficie, com a propriedade
/&ifﬂzzl. (3.6)

Seja {f;} um conjunto completo de solugdes de norma positiva da equagdo de
movimento (3.2), tal que {f;} seja o conjunto completo de solucdes de norma negativa da
mesma equacao. Assim, {f;, f;} forma um conjunto completo de solugoes da equagao de
movimento (3.2) em termos das quais podemos expandir uma solugao arbitraria. Isso nos

permite escrever o operador ¢ em termos dos operadores de criacao e aniquilagao como
L topx
Y= § :(ajfj + ajfj) ) (3.7)
J
onde os operadores a; e a} obedecem a relacao de comutacao

=6, (3.8)

[aj> a;

Esta expansao nos permite definir o estado de vacuo |0) como

a;|0) =0, para qualquer j . (3.9)

No espaco-tempo de Minkowski, em particular, escolhemos as solugoes de norma
positiva como solugoes de frequéncia positiva, f; oc e~™!. Independente da escolha do
referencial de Lorentz, no qual ¢t é a coordenada temporal, este procedimento define o
estado de vacuo de forma tnica no espago-tempo plano; isto é, o conjunto de solugoes { f; }

é definido de forma univoca. No espaco-tempo curvo, entretanto, a situacao é diferente.
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Neste caso, em geral, inexiste uma tinica escolha do conjunto { f;} e, portanto, inexiste um
tnico estado de véacuo. Isto significa que diferentes conjuntos de solucoes { f;} se tornam
igualmente validos, embora eles conduzam a estados de vacuo distintos e nao equivalentes
entre si, tornando o conceito de particula ambiguo. Esta nao unicidade do estado de vacuo
na teoria de campos em espagos curvos da origem a efeitos fisicos interessantes, tais como

a criacao de particulas, topico que discutiremos a seguir.

3.2 Criacao de particulas em um espaco-tempo curvo

Vamos supor que existam dois conjuntos completos de solugoes da Eq. (3.2), tal

que o campo ¢ possa ser decomposto de duas formas distintas:

2(67) = > (asfilt, )+ al 78, 7)) (3.10)

%

B(1.3) =3 (BB (L7 + b F (1) | (3.11)

J

onde 7 e j representam o conjunto de quantidades necessérias para rotular os modos deste
campo. Estas duas decomposicoes correspondem a dois estados de vacuo nao equivalentes,

definidos, respectivamente, por:

Dado que os conjuntos de solugoes {f;} e {F;} sdo ambos completos, podemos

expandir um em termos do outro:

fi=> (F + ByF}) (3.13)

J
Fy= Z(a:jfi = Biifi) - (3.14)
Estas equacoes sao chamadas de transformacoes de Bogoliubov e os coeficientes a e 8 sao

chamados de coeficientes de Bogoliubov. Estes coeficientes podem ser calculados usando
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o produto interno definido em (3.3) como
oy =—(Fy, fi), By = (i F) - (3.15)

Usando o fato de que as expansoes em (3.10) e (3.11) s@o equivalentes, e usando a
Eq. (3.13) em conjunto com a condi¢ao de ortogonalidade dos modos, é possivel mostrar

que os operadores de criacao e aniquilacao sao relacionados através das relagoes

a;i =Y (a;b; — Bybl) | (3.16)

J

b= (ayai+ Bal) . (3.17)

(2
Das expressoes acima, podemos mostrar que os coeficientes de Bogoliubov devem satisfazer

as seguintes relagoes:

Z(aika;k - Bikﬁjk) =0i; , (3.18)
k

Z(Oéikﬁjk — Birar) =0 . (3.19)
k

A partir da relagao (3.17) entre os operadores de aniquilacdo nas duas bases, podemos
ver que os dois estados de vacuo associados aos modos normais {f;} e {F;} sao distintos
se Bi; # 0. Em particular, observamos que a aplicagao do operador de aniquilagao a; no

vacuo da base {F}} resulta em
a;|0)r = =Y B5l1)r #0, (3.20)
J

o que implica que o estado de vécuo |0)r nao é aniquilado pelo operador de aniquilagao
associado a base {f;}. De fato, se calcularmos o valor esperado do operador nimero de

particulas, N; = azai, no estado de vacuo da base {F}}, temos que
(OIN30)p = > " 185l - (3.21)
J

Este resultado nos diz que o estado de vacuo dos modos {F}} contém um nimero nao nulo
de particulas dos modos { f;}. Assim, vemos que a ambiguidade na definigdo do estado de

vacuo nos conduz a uma ambiguidade na nocao do conceito de particula.



Capitulo 3. Teoria quantica de campos no espaco-tempo curvo 55

Vamos agora considerar que os modos normais {f;} e {F;} correspondem a dois
estados assintoticos no tempo. Por exemplo, consideremos o caso em que um campo
gravitacional inicialmente ¢é estatico, entao se torna dependente do tempo, e por fim volta
a ser estatico. Neste caso, a relagao (3.21) é interpretada como a cria¢ao de particulas pelo
campo gravitacional. Em outras palavras, se os modos { f;} sao apropriados no passado e
os modos {F;} sdo adequados no futuro, entdo podemos dizer que o sistema evoluiu do

estado |0) para o estado |0)p mais algumas particulas, de acordo com a relagao (3.21).

Por fim, mencionamos que uma aplicacao imediata da discussao realizada acima é

o fenémeno de criacdo de particulas em um universo em expansao [100].

3.3 Polarizacao do vacuo

Desde os primérdios do desenvolvimento da fisica como ciéncia, a nogao de vacuo
evoluiu ao longo do tempo através do surgimento de diversas teorias. Na fisica classica,
0 vacuo era um meio vazio, desprovido de qualquer propriedade. Na teoria quantica de
campos, o conceito de vacuo foi revolucionado e sua natureza difere fundamentalmente
daquela presente na fisica classica, podendo apresentar propriedades surpreendentes, tal

como aquela vista na ultima secao.

Como é sabido da teoria quantica de campos no espaco-tempo de Minkowski, o
estado de vacuo é definido como o autoestado do operador niimero de particulas, cujo os
autovalores sao nulos [101]. De maneira geral, entretanto, o estado de vacuo vai depender
essencialmente da presenca de campos externos. Como consequéncia, os efeitos devido a
estes campos externos se manifestam através do calculo de valores esperados no vacuo de

operadores bilineares nos campos:
(O@)) =Y 0{e (@) (@)} (3.22)
k

onde O(f, g) pode ser um operador diferencial bilinear.

Flutuagoes quanticas do vacuo devido a campos de matéria quantizados, que sur-
gem na presenca de campos externos classicos, sao denominadas polarizagao do vacuo. Em

particular, um campo gravitacional classico pode dar origem a efeitos de polarizacao do
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vacuo. Neste caso, o calculo de quantidades locais, tal como o valor esperado no vacuo do
tensor energia-momento, tornam-se sensiveis as caracteristicas globais e locais do campo
gravitacional, o que resulta no surgimento de divergéncias. Todavia, esta dificuldade pode
ser superada através da aplicacao de técnicas de regularizacao e renormalizacao, de modo a
obtermos quantidades finitas. Feito tal procedimento, as contribuigoes espirias sao absor-
vidas nas redefini¢oes das constantes cosmologica e gravitacional. Um detalhe interessante
que emerge neste processo € o surgimento de termos quadraticos nos tensores de Riemann
e Ricci e no escalar de curvatura que, a priori, nao estariam presentes na teoria da Re-
latividade Geral [91]. A consisténcia deste procedimento é notdvel ao considerarmos o

acoplamento do VEV do tensor energia-momento com as equacgoes de campo de Einstein

Gy + Mg = 87G(T),,) . (3.23)

~

Além disso, para que o tensor energia-momento renormalizado, (7}, )ren, Seja fonte das
equacoes de campo de Einstein, o mesmo deve continuar sendo invariante sob trans-
formacoes de coordenadas gerais e também deve obedecer a condigao de conservagao

covariante.

3.4 Funcao de Green e o VEV do tensor energia-

momento no espago-tempo curvo

Queremos analisar nesta secao o VEV do tensor energia-momento, <T L) s associado
a um dado campo de matéria em um espago-tempo curvo qualquer. O calculo deste VEV
pode ser realizado através da fungao de Green associada ao campo de matéria considerado.
Neste caso, o VEV do operador tensorial energia-momento é escrito em termos da fungao

de Green através de uma relagao do tipo [102]:
(0]T,,]0) = lim A, (x,2")G(z,2') . (3.24)
=z

onde G(z,2’) é a fungao Green associada ao campo de matéria, e A,/ (z, z") é um operador
diferencial, cuja forma depende da natureza do campo em questao e o simbolo de primo no

indice 1/’ estd relacionado as derivadas com respeito a z’. Note que o procedimento correto
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aqui é efetuar as derivadas inicialmente e em seguida tomar o limite de coincidéncia,
x — x'. A quantidade acima expressa é formalmente divergente devido & presenca de
produtos de operadores de campo e suas derivadas avaliadas no mesmo ponto. Do ponto
de vista fisico, esta divergéncia é explicada pelo comportamento ultravioleta das flutuagoes
de vacuo do campo. Em particular, para a componente <T00>, este infinito esta associado

a energia do vacuo.

A fim de obtermos uma quantidade finita e que faga sentido do ponto de vista
fisico, devemos renormalizar o tensor energia-momento através de um procedimento de
regularizacao. O método que iremos utilizar é o de separacao de pontos, que consiste no
seguinte: aplicamos o operador diferencial A, (z, z") na fungao de Green, e em seguida ex-
traimos as contribuigoes divergentes antes de tomar o limite de coincidéncia. Nos préximos
paragrafos, vamos mostrar um método pelo qual estas divergéncias podem ser extraidas,

fornecendo resultados finitos e que preservam a condicao de conservacao covariante.

Divergeéencias ultravioletas sao comumente encontradas no contexto da teoria quan-
tica de campos e estao relacionadas ao comportamento de curtas distancias dos valores
esperados do vacuo dos produtos entre operadores de campos. Por simplicidade, vamos
apenas considerar campos livres, ja que estaremos interessados na funcao de dois pontos.
Para uma dada escolha do estado de vacuo, o comportamento tipico de curtas distancias

da fungao de dois pontos em um espago-tempo curvo tem a forma [103]

1 1
G(x,x') ~ <—0(x o +Ino(z,z') + contribuigoes ﬁnitas> , = x, (3.25)

onde o(x,z’) é a metade do quadrado da distancia geodésica entre os pontos z e z’.

Com o objetivo de entendermos melhor o que a relagao acima quer nos dizer, vamos

considerar a funcao de dois pontos associada a um campo escalar, definida como
G (x,a) = (0]p(2)p(a)]0) (3.26)

onde |0) corresponde a uma dada escolha de vacuo do campo escalar. Podemos dizer que

a funcao de dois pontos acima tem a forma de Hadamard, se é possivel escrevé-la como

GY(z, ") = % + V(z,2") In[CPo(x,2")] + W (z,2') , (3.27)
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sendo U, V e W funcoes regulares e finitas para todas as escolhas de x e 2/, e ( é algum
parametro arbitrario com escala de massa necessario para tornar o argumento da fungao
logaritmica adimensional. As fung¢oes U e V sao quantidades de natureza puramente
geométrica e independem dos detalhes do estado quantico, enquanto apenas a funcao
W fornece alguma informagao sobre este estado. Em muitas situagoes, esta forma serd
mantida para todos os estados quanticos, e a contribuicdo divergente de G (z,2’) no

limite de coincidéncia sera independente do estado.

Podemos ver a partir da Eq. (3.27), que a renormaliza¢ao da funcao de Green se

da através da subtracao da mesma pela funcao de Hadamard Gy, cuja forma é

Uz, z’)

) + V(z,2") In[CPo(x,2)] . (3.28)

Assim, fazendo uso deste procedimento em conjunto com a Eq. (3.24), o tensor energia-

momento renormalizado é formalmente obtido através da relacao:

(01T310) = lim Ay, 2') (G, 4') = G, )] (3.29)

Como acabamos de ver, os termos divergentes no VEV do tensor energia-momento
sao quantidades de natureza geométrica e podem ser absorvidos pela redefinicao dos
parametros presentes na acao que descreve a gravitagao através do procedimento de re-
normalizacao. Isto é, quando realizamos a subtragao do termo divergente em (3.29), esta-
mos redefinindo as constantes gravitacional e cosmoldgica presentes na acao que descreve
a gravitagao. De fato, no caso de um campo escalar, por exemplo, as contribuicoes di-
vergentes que surgem no VEV do tensor energia-momento podem ser derivadas a partir
de uma acao efetiva associada a uma densidade de Lagrangiana divergente e de natureza
puramente geométrica [91]. Estas contribui¢oes divergentes, por sua vez, servem para re-
normalizar a acao gravitacional, fornecendo assim um formalismo finito e consistente para

as equacoes de campo de Einstein semiclassicas.
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Capitulo 4

Correntes induzidas e polarizacao do

vacuo bosonico no espaco AdS

Neste capitulo iremos apresentar nossas contribuicoes para o estudo das correntes
bosonicas induzidas e da polarizagao do vacuo bosonico no espago AdS com uma corda
cosmica. Em particular, iremos analisar os valores esperados de vacuo das densidades de
corrente e do tensor energia-momento induzidos por um fluxo magnético ao longo de uma
corda césmica idealizada no espago-tempo AdS (D + 1)-dimensional, considerando que
uma das dimensoes extras é compactificada e que também apresenta um fluxo magnético

que ¢ circundado pelo seu eixo [94, 104].

4.1 Modos bosonicos e funcao de Wightman

O principal objetivo desta secao é obter a funcao de Wightman de frequéncia
positiva associada a um campo escalar em um espago-tempo AdS (D + 1)-dimensional,
com D > 3, na presenca de uma corda césmica e uma dimensao extra compactificada. Esta
funcao é importante no célculo de efeitos de polarizagao do vacuo. Para fazer isto, vamos
primeiro obter o conjunto completo de funcoes dos modos normalizadas para a equacao

de Klein-Gordon, admitindo um parametro de acoplamento de curvatura arbitrario.

Em coordenadas cilindricas, a geometria associada a uma corda cosmica ideal
e estatica (como aquela discutida no capitulo 1) em um espago-tempo AdS (3 + 1)-

dimensional é dada pelo elemento de linha abaixo (considerando que a corda estd lo-
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calizada ao longo do eixo y),
d32 — 6_2y/a[dt2 _ er _ T2d¢2] _ dy2 , (41)

onder > 0e ¢ € [0, 27/q] define as coordenadas na geometria conica, (¢, y) € (—oo, 00),
e o parametro a determina a escala de curvatura do espaco-tempo AdS. O parametro
q > 1 codifica a presenca da corda césmica e esta associado com a massa por unidade
de comprimento da corda, p, através da relagdo 1/¢ = 1 — 4Gpu, onde G é a constante
gravitacional de Newton. Usando a coordenada de Poincaré definida por w = ae¥/®, o
elemento de linha acima é escrito na forma conformalmente relacionada com o elemento

de linha associado a uma corda césmica no espaco-tempo de Minkowski:

2
ds? = (3) [de? — dr? — r2dé? — du?] . (4.2)

w
Para a nova coordenada, temos w € [0, oo). Valores especificos para esta coordenada

merecem ser mencionados: w = 0 e w = oo correspondem a fronteira e horizonte do

espaco AdS, respectivamente.

A generalizacao de (4.2) para o espago-tempo AdS (D + 1)-dimensional é feita do

modo usual, adicionando dimensdes extras Euclidianas [14]:

2 _ ﬁ)z[z_ 2 27,2 2_D iz}’ .
ds (w dt? — dr? — r2d¢? — dw ;(d:p ) (4.3)
A versao Euclidiana deste elemento de linha expressa entre colchetes na equacao dada
acima foi apresentada na Ref. [105] e chamada de singularidade linha do tipo conica em
uma dimensao arbitraria; logo, o elemento de linha entre colchetes em (4.3) corresponde
ao elemento de linha associado a uma corda cosmica para dimensées mais altas. Além
disso, uma discussao sobre a generalizacao do espaco-tempo de uma corda césmica pode

ser também encontrada na Ref. [100].

A escala de curvatura a em (4.3) é relacionada com a constante cosmolégica, A, e

o escalar de Ricci, R, pelas férmulas

(4.4)
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A anélise da densidade de corrente para um campo escalar massivo no espago AdS
descrito em coordenadas de Poincaré com dimensoées compactas toroidais foi desenvol-
vida na Ref. [18]. Nesta mesma anélise, supoe-se que, além das dimensoes compactas, o
campo obedece condigoes de periodicidade com fases arbitrarias. Além disso, a presenca

de potenciais vetores constantes também foi considerada.

Neste capitulo, estamos interessados em calcular a densidade de corrente induzida
e o VEV do tensor energia-momento associados a um campo escalar quantico carregado,
©(z), e gerados pela presenga de um fluxo magnético ao longo do nicleo de uma corda
cHésmica no espaco-tempo AdS. Além disso, assumimos também a compactificacao ao longo

de uma dimensao extra, definida pela coordenada z na expressao abaixo:

D
a\? .
ds? = (—) {dt2 —dr? — r*d¢?* — dw? — dz* — Z(dﬂf} . (4.5)
w .
=5
Note que iremos considerar também a presenca de um potencial vetor constante ao longo
da dimensao extra compactificada. Esta compactificacao é implementada ao assumir que

z € [0, L], e o campo de matéria obedece a condi¢ao de quasi-periodicidade
o(t,r,p,w,z+ L, a° .., xP) = 2Pt r, ¢, w, z,2°, ..., xP), (4.6)

onde 0 < 8 < 1. Os casos especiais § = 0 e § = 1/2 correspondem aos campos “untwisted”

e “twisted”!, respectivamente, ao longo da direcao z.

A equacgao de campo que governa a dinamica quantica de um campo bosonico
carregado com massa m, em um espaco curvo e na presenca de um potencial vetor eletro-

magnético, A,, é dada por
(9" D.D, + m* + (R)p(z) =0, (4.7)

onde D, = V, + ieA,. Além disso, consideramos a presenca de um acoplamento nao

minimo, &, entre o campo () e a geometria representada pelo escalar de Ricci, R. Dois

valores especificos para o acoplamento de curvatura sao & = 0 e &, = %, que corres-

INa literatura, um campo “untwisted” é um campo que obedece condicdes de contorno periédicas,
enquanto um campo “twisted” corresponde a um campo obedecendo condi¢oes de contorno anti-peridédicas

[2]-
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pondem ao acoplamento minimo e conforme, respectivamente. Vamos assumir também a

existéncia de potenciais vetores constantes
A,=(0,0,4,,0,4,,0,..,0), (4.8)

com Ay = —q®y/(2r) e A, = =P, /L, sendo ®, e @, os fluxos magnéticos correspondentes.
Na teoria de quantica de campos, a condi¢ao (4.6) muda o espectro de flutuagoes do
vacuo quando comparado com o caso de dimensoes nao-compactas e, como consequeéncia,

a densidade de corrente induzida no vacuo também muda.

No espago-tempo definido por (4.5) e na presenca do potencial vetor dado acima,

a Eq. (4.7) fica

#1910 N (0 Y

o2 or2 ror r2\0¢ veile 0z et

? (1-D) 89 M(D,mé) < 0 B
+T_§a(gﬂ)2 p(z) =0, (4.9)

ow? w  Ow

i
onde M(D,m, &) = a*m? — ED(D +1).2

A equacao acima é completamente separavel, e sua solucao de energia positiva,
regular na origem, é dada por

o(x) = Cw? J,(pw) Iy sa) (Ar)e Erriandtikzatik s (4.10)

Na expressao acima, 7 representa as coordenadas ao longo das (D —4) dimensoes extras,

e k o momento correspondente. Além disso,

D2
v = I+a2m2—§D(D+1),

E = \/A2+p2+l§2+(k:z+e,4z)2,
6A¢ q)¢

—2___2 4.11
. B, (4.11)

com &y = 2% o quantum de fluxo. Em (4.10) J,(z) representa a funcao de Bessel [107].

2Na obtengao da Eq. (4.9) foram utilizados os seguintes simbolos de Christoffel: T, =—r, Iy = ﬁ,

w
6 _16 _1 1t _1mt _170r _—_1T7r _T170 _71T0 _1TWw_Tw _ _Tw __ w_ 1% _ _ 1
FTG*FHT*;7Ftw*Fwt*Frw*er*FGw*FwG*Ftt*Fww*71—‘7‘7’*71_\1’1‘*7Fiw*7;70nde
i=4,..D.
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Note que a solucao na direcao radial é dada em termos de uma funcao de Bessel, que é a
solugao padrao em problemas com simetria cilindrica; isto é, a solugao na direcao radial,

Jgintal (A7), é uma consequéncia da simetria cilindrica ao redor do eixo da corda césmica.

A condicao de quasi-periodicidade (4.6) fornece uma discretizagdo do numero

quantico k, como mostrado abaixo:

k,=k = 2%@ +5), com [=0,£1,£2 ... (4.12)
Logo,
E:Elz\/A2+p2+l§2+fc?, (4.13)
onde
b= T+,
R (1.14)

A constante C' em (4.10) pode ser obtida através da condigao de normalizacao

) 1
/ d°z\/1919™ 95 (2)o () = 50001 (4.15)

onde o simbolo delta no lado direito é entendido como a funcao delta de Dirac para os
nimeros quanticos continuos, A, p e k, e a delta de Kronecker para os niimeros quanticos

discretos, n e k;. De (4.15), obtemos

qat=PAp

c]= 2E(2m)D3L"

(4.16)

Assim, a funcao de onda normalizada é

/ 1-D )\ . . . 2
900(‘7:) = %wgJy(pw)Jq|n+a|()\r)eZElt“q"‘p“klZ“k"” . (417)
™

As propriedades do estado de vacuo podem ser dadas pela funcao de Wightman de

frequéncia positiva, W (z, z") = (0|¢(z)¢*(2")|0), onde |0) corresponde ao estado de vacuo
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com respeito a um observador em repouso em relagao a corda cosmica. Para calcular esta

fungao, usamos a formula de soma dos modos
W(a,a') =) po(r)es(a) . (4.18)

Substituindo (4.17) em (4.18), obtemos

1-D nL
ga'=" (ww')z
W) = Sampr

i emahd i /dlg/oodpp/ood)\)\
0 0

n=—eo = o0 (4.19)

o iBiAtik Aztik-AZF
X Jgintal (AT) Jgjnta) (Ar) o (pw) ], (pw”) E, )

/ / / g g =
onde At =t -t Ap=¢ — ¢, Az =2z — 2" e AT =I) — |-
Para desenvolver a soma sobre o nimero quantico [, vamos aplicar a férmula de

soma de Abel-Plana [108], que é dada por

[e.o]

> g+ Al+A) = [ dulatw) +o(-ul )

l=—o00

+ z'/ooo du[f(iu) — f(—iu)] Z G%(QA . (4.20)

u+ijf) _ 1
j==%1
Para este caso, podemos identificar

g(U) — e27riqu/L

o~/ N2p2 42+ (2mu /L)
flu) = _ , (4.21)
\/)\2 +p? + k%2 + (2mu/L)?

Usando (4.20), podemos escrever a fun¢ao de Wightman como

W(z,2") = Wes(z,2") + We(z,2') . (4.22)

O primeiro termo representa a contribuicao devido ao espaco AdS sem compactificacao,
que, para nossa analise, além de apresentar dependéncia nos fluxos magnéticos, também
depende na estrutura conica induzida pela corda cdésmica. Quanto ao segundo termo,
este é induzido pela compactificacao e contém contribuicoes devido ao fluxo magnético

circundado pelo eixo compactificado. Ambas expressoes sao explicitamente escritas em
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(4.23) e (4.27), respectivamente.

O primeiro termo no lado direito de (4.22), obtido da primeira integral (4.20),

pode ser escrito como

g(ww') T eieA=Dz o0 >

7 ik-AT ingA

n=—oo

I crey o (4.23)

¢v+w+@+@

X/ d/\)\an+a|(/\T)an+a|()\r/)/dkzeikzm
0

onde definimos uma nova variavel k, = 27u/L.> Agora, realizando uma rotagao de Wick

e usando a identidade

efA‘rw

2 o0 2
_ = dse —s2w?—AT2/(45%) 4.94
w ﬁ/o ’ (4.24)

a integracao sobre k, pode ser computada, e o resultado ¢

D ) oo
q(ww')z e ieA=02 = iaz [ ingAd
Wes(2,2") = (Om)P2apT dke™ 2 i dppJ,(pw).J,(pu') > €™
n=—o0 (4.25)
oo ood .
X/O dA)‘an+a|(/\7”)an+a|()\7‘,)/0 ?36—52()\2+p2+k;2)_(Az2_At2)/452

Agora, vamos nos concentrar no segundo termo em (4.22). Definindo novamente a
variavel k, = 2mu/L, a integral sobre esta variavel deve ser considerada em dois intervalos
distintos; no primeiro intervalo [0, 1/ A% + p? + E2], a integral desaparece, restando a con-
tribuicdo advinda do segundo intervalo, [\/A? + p? + /22, 00). Assim, levando em conta

esta analise, obtemos

= —ieA Az 0 >

q(ww)2e o Az .
Welr.a') = B [ dietan /0 dppd, () J, (pu) 3 enide

n=—oo

cosh (At\/kf e EQ)
‘n+a|(/\7"/) / dkz
VA2 4p2+E2 \/k;2 — A2 —p2 — i2

X / AT o) (AT)
0

9]
e —jk, Az
Z Lkz+27mjﬁ
e 1

(4.26)

3Para o caso sem fluxos magnéticos e com corda césmica ausente, isto é, ¢ = 1, a expressdo (4.23) se
reduz a fungdo de Wightman no espago-tempo AdS puro.
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Usando a expansao em série (eV —1)7' = 3, e e com a ajuda da Ref. [109], é possivel

integrar sobre k,, obtendo

g(wu) T emieAA o okar [
Wc(xu l’/) - (27T)D_26LD_1 dke ! 0 dpp‘]l/(pw)JV(pw,)
Y Z 7030 [ ATt (A1) i (0 (4.27)
x 3N e, \/(A2 + 2+ 2)[(IL + jA2)2 — ArY)) .
j==%1 1=1

Claramente, notamos que para L — oo a funcao de Wightman acima tende a zero. Usando

a representacao integral abaixo para a fungao de Macdonald [110],

1/ v oo 6—7'—332/4’7'

podemos reescrever a Eq. (4.27) como,

D .
ww/) 5 e—zeAzAz

7 ZEAf” Oo /
(Om) 2D /dke /0 dppJ,(pw)J,(pw")

y Z inag / ANy s0| (7).l (A7) (4.20)

n=—oo

—2mifBjl s —32(>\2+p2+1;2)—[(lL+jAz)2—At2}/452
DI '

j==£1I1=1

W, (. 2/) = q(

Substituindo (4.25) e (4.29) em (4.22), e ap6s algumas manipulagoes, obtemos uma

expressao compacta para a funcao de Wightman total dada abaixo:

D e Az
W(.T, iL'/) _ Q(U}w/) 276 IiA dlgeilaAf” dppJ pw pw eznqu)
(27)D—2D 1
0 n=—oo
X /OO d)\)\Jq|n+a|(>\7“ |n+a| >\T Z 6_2mﬁl/ dS 5P (Vp? k%) —[(LL+jA2)* =A%) /452 .
0 — 0
(4.30)
Agora, usando a integral [110],
(% +0'%)
o 22 e as? pp
/0 die™"* Iy (np) 1o (np) = —55—1 (2_52 , (4.31)

onde I, (z) representa a funcao de Bessel modificada [107], podemos integrar sobre A, p e
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E, obtendo
qe—ieAzAz % 0 ) 'Bl 0o p_, 2/2 ww/
W(z,z') = ( > e / dxx2 e X4 ”"/I,,< X>
( ) Q(QW)%GD_l _Z_;o 0 rr!
y Z FmAT L i(X) S (4.32)

onde introduzimos uma nova variavel, x = rr’/2s?, e definimos
up =17 + 1% +w? +w? 4+ (IL+ Az)* + AT} — A (4.33)

O parametro « em (4.11) pode ser escrito na forma

1
a=ng+e, com g < o1 (4.34)
com ng sendo um numero inteiro. Isto nos permite somar sobre o niimero quantico n em

(4.32), usando o resultado obtido na Ref. [111], dado como

= . 1 ‘
Z ezan¢[q|n+a\ (X) _ 5 Z eX cos(2mk/q—A¢) eza(?wk—quﬁ)
k

—ignoA 00 —iq(A jm
Sl S e BT g
P exeosh @) cosh (gy) — cos (g(Ad + j))]
onde
q  Ag¢ q  Ag¢
— 4+ — < k<-4 —L. 4.36
2 + b, & T2 + d ( )

Em resumo, a obtencao da expressao dada acima se da pelo uso da representagao integral

para a funcao de Bessel modificada [107],

sin(mg|n + «|)
m

1 ™ ) (o]
eal(2) =+ [ dy coslaln-taly)e>r- | dyersemomansann 4
0 0

seguido pela soma do nimero quantico n e alguns passos intermediarios adicionais.

Logo, a substitui¢ao de (4.35) em (4.32) nos permite integrar sobre x usando a

férmula [110]

00 —(p—1/2)mi YL~ 1/2
2¢€ Q172 (u)
-1 _—ux _ v—1/2
/0 deat e ™, (z) = \/; (@ —Dywrii (4.38)
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tal que o resultado final obtido é

—z'eA Az 0 5
W(ZE,(L’I) _ 6—27riﬁl eza(QTrk qA¢)F(D 1)/2(ulk)
a2 > o
| eimede TS jesimal / gyt [(1 — Je[)qy] — cosh (|e[gqy)e "atao+im)
= cosh (qy) — cos (¢(A¢ + j))
D—1)/2
X szfl/z)/ (uly>}: (4.39)

onde introduzimos a notacao

@4 (u)
I _ Uy 2
Fl'(u) = e —(u2 1y
Vil(y+p+1) v+ vH+p+1 31
= F 1, - — 4.40
DI (7 + 3/2)ur 1 > ;i) (440)

com ny‘(u) sendo a funcao associada de Legendre de segunda espécie e F'(a, b; ¢; z) a fungao

hipergeométrica [107]. Em (4.39), os argumentos da funcao F¥ sao dados por

r? 1 = 2r1'cos (2mk /g — Ag) + Aw® + (IL + Az)* + AT — At?

2ww’
2 + 72 +2r7 cosh (y) + Aw? + (IL + Az)* + AT} — At?

2ww’

Ui — 1+

w, = 1+ (4.41)

Assim, a equacao (4.39) é a expressao mais compacta para fungdo de Wightman. Neste

formato a funcao de Wightman pode ser escrita como a soma de diferentes componentes,

Wz, 2") = Waas(z,2") + Wes(z, 2") + We(z, 2') | (4.42)

onde o primeiro termo é uma contribui¢ao induzida puramente pela geometria AdS (k =0
el = 0), a segunda ¢ devido a corda césmica (k # 0 e [ = 0) e o terceiro termo esta

associado a compactificagao (I # 0).

Tendo obtido o resultado acima, estamos em posicao de calcular as densidades de
corrente induzidas e o VEV do tensor energia-momento. Estes calculos serao executados

nas proximas secoes.
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4.2 Corrente bosonica

O operador densidade de corrente bosonica é dado por

~

Iu(z) = iel@*(2)Dup(z) = (Dup) ¢ ()]
= ie[p"(x)0up(x) — P(x)(0up(x))] — 2e* Ay (@) 6 ()] . (4.43)

Seu VEV pode ser calculado em termos da funcao de Wightman de frequéncia positiva

como exibido abaixo:

(Ju(x)) = ie lim {(0, — 0,)W (x,2') + 2ieA,W (z,2")} . (4.44)

' —x

Como veremos, este VEV é uma funcao periédica dos fluxos magnéticos @4 e @,
com periodo igual ao quantum de fluxo. Isto pode ser observado escrevendo o parametro

a como em (4.34).

No que segue abaixo nesta se¢ao, consideramos apenas as componentes nao nulas

da densidade de corrente.

4.2.1 Componente azimutal da densidade de corrente

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por

(Jo(x)) = de lim {(0g — Oy )W (z,2) + 2ie AyW (2, 2)} . (4.45)

/' —x

Substituindo (4.19) na equagao acima, podemos formalmente expressar a corrente

azimutal como

' qeal D D =
Gele) = oy 2o atnte) [ [N G

X / pJ; (pw)dp Z — .
0 I=—o0 \/)\2+p2+k2+k?

(4.46)
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Identificando g(u) =1 e

1
\/)\2 +p? + k2 + (27u/L)?

flu) = (4.47)

Y

podemos usar (4.20) para desenvolver a soma sobre o niimero quantico {. Fazendo isto, o

VEV é decomposto como

(Jo(2)) = (o(2))es + (Jo(@))e (4.48)

onde (js(z))es corresponde a contribuicao induzida pela corda césmica sem compacti-
ficagdo, que vem da primeira integral no lado direito da Eq. (4.20). Esta componente

é

. 2qew
(ola))es = ~ )P e Z ¢(n+a /dk/ AANTZ 4o (A1)
X / pJ2 (pw dp/ : (4.49)
NESE I
onde definimos k, = 27u/L.
Usando a identidade
! = l/ dse™ s VHPIRAD) (4.50)

\/>\2+p2+]g2+kz \/7_T 0

e (4.31) podemos realizar as integrais sobre todas as varidveis, exceto aquela sobre a

variavel s, obtendo

2,,D o0 2
' _ eq W D1 i (/) (’w X)
Jo\X))es = ————p — = dXX2 (& Iy —
oo =~ | .
X Z (n + 5)111\71-&-&\()() : (451)

Note que escrevemos a na forma (4.34) e também introduzimos uma variavel y = r?/2s%.

Na Ref. [50], uma expressao compacta para a soma sobre o nimero quantico n foi obtida.
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No6s reproduzimos este resultado,

> la/2]
2X " y 3 ; cos(27j
Z (n+ 5)Iq|n+s|(X> = ? Z sin (277 /q) sin (27 je)eX (2mj/q)
n=—00 =1
X ) . e—xcosh (y)g(q7 £, y)
— [ dysinh 4.52
+ ar J, Y S1n (y) cosh (qy) — COS (ﬂ_q) ) ( )

onde [g/2] representa a parte inteira de ¢/2 e o primo no sinal de soma significa que no
caso ¢ = 2p o termo k = ¢/2 deve ser multiplicado por um fator 1/2. Além disso, a fungao

9(q,e,y) é definida como

9(g, €,y) = sin (gme) sinh ((1 — |e])qy) — sinh (gey) sin ((1 — |e|)7q). (4.53)

Substituindo o resultado acima em (4.51) e fazendo uso da férmula (4.38), apds

alguns passos intermediarios, obtemos

la/2]
, 4eq—(1+D) e . ) .
((2))es = REas sin (2mj/q) sin (27 je) Foo) ) (u;)
) 2 j=1

q [ sinh (2y)g(q,€,2y) (p+1)/2
™ F 4.54
i ™ /0 cosh (2qy) — cos (rq) V12 ()] ( )

onde os argumentos das fungoes sao dados por

uj = 1+2(r/w)*sin® (mj/q),

u, = 14 2(r/w)?cosh?(y) . (4.55)

Note que a densidade de corrente (%) depende das coordenadas r e w através da razao
r/w, que ¢ a distancia prépria a partir da corda cédsmica, r, = ar/w, medida em unidades

de a. Esta propriedade é uma consequéncia da maxima simetria do espago-tempo AdS.

De (4.54), podemos ver que (j%(z))cs é uma fun¢ao fmpar de € com um perfodo
igual ao quantum de fluxo, &g = 27 /e. Note também que, para € = 0, esta contribuigao é
nula; este é um efeito tipo Ahanorov-Bohm. Além disso, para 1 < ¢ < 2, o primeiro termo
do lado direito da Eq. (4.54) nao esta presente. Na Fig. 4.1 apresentamos o comportamento
da corrente azimutal como uma funcao de €, considerando D = 4, o acoplamento minimo

de curvatura, £ = 0, e r/w = ma = 1. Como podemos ver, a intensidade da corrente
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depende fortemente no valor de g. Aumentando ¢, a intensidade da densidade de corrente

aumenta.

o
)

3.5 —1_ .
10°a’e <j¢>cs
f)

(=)

1\

I

-02} .
— 25
-04} -o-s
---1.0
-06f : ‘ ‘
-04 02 0.0 02 04
&

Figura 4.1: A densidade de corrente azimutal sem compactificacdo na Eq. (4.54) é apresentada, em
unidades de “ea™”, em termos de €, parar/w =1, ma=1,{ =0eq=1,15e 2.5.

Na Fig. 4.2 é mostrado o comportamento da corrente azimutal, (j(x))s, como funcao de
r/w para D = 4, considerando € = 0.25 e £ = 0, para diferentes valores do parametro g.

No grafico do lado esquerdo, adotamos ma = 1, e no do lado direito ma = 5.

2.0 20
1.5F 1.5F
]
A
<
~
VvV 1.0} 1.0+
I\)
v
?
0.5 0.51
0.0+ : 0.0%
0.0 0.1 0.0 0.6

Figura 4.2: A densidade de corrente azimutal sem compactificacdo em unidades de “ea™>", para D = 4
na Eq. (4.54), é esbogada em termos da distdncia prépria, r/w, para e = 0.25, { =0e ¢ =1,1.5,2.5. O
grafico do lado esquerdo é para ma = 1, enquanto o gréifico do lado direito é para ma = 5.

Ap6s a andlise numérica de (j?(z))es, vamos desenvolver seu comportamento para
alguns regimes especificos das varidveis fisicas. Comegaremos considerando r/w — 0.

Neste limite, podemos usar a formula assintética da funcao hipergeométrica para pequenos
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argumentos [107], de forma que podemos reescrever a Eq. (4.54) como
deT' (2L D+1 [ la/2] _ ) _
Fa)e ~ EC2) (ﬂ) -~ cot () sin (22
(471')% ar o SinD—l (ﬂ_]/q)

N gl/“°dy tanh (y) 9(g:¢,2y)
T Jo cosh?™ (y) cosh (2qy) — cos (mq) | -

(4.56)

A parte do fator conforme, (w/a)P*) | a expressdo acima coincide com aquela correspon-
dente no espago-tempo de Minkowski para pontos préximos da corda césmica [50]. Por

outro lado, para r/w > 1, temos

la/2]

22 (D/2 4+ v + 1) (g> Daves { Z/ cot (7 /q) sin (27 je)

(47‘()%F(V + 1)aP+t \ 7 sinPt (77/q)

n E/Wdytmm@) 9(g,,2y) }. (4.57)

T cosh?t2”(y) cosh (2qy) — cos (mq)

<j¢(x)>cs

J=1

Note que este resultado esta em contraste com o decaimento exponencial para a densidade

de corrente azimutal induzida por uma corda césmica no espago-tempo de Minkowski [50].

Para um campo escalar sem massa e conformalmente acoplado, temos que v = 1/2,

e ao expressar a funcao de Legendre associada em termos da fungao hipergeométrica

[107,110], podemos escrever uma expressao mais conveniente para FV(?;F/IQ)/ *(u) [18], dada
por
D+1)/2 (%)
FPEDR () = g {(1 + )~ P2 (y — 1)~ (P2 (4.58)

Substituindo (4.58) em (4.54), obtemos

w) P el (2 [q/2]/ cos (mg/q)sin(2mj
e = (2) {—(45512) [Z ) SnEn )

a 4m) 2 r(D+1) sin? (75 /q)

q /oo sinh (y) g(Qa &€, 2y)
+ — [ dy D
7 Jo cosh (2qy) — cos (mq) cosh” (y)

F(D+1) Z sin (277 /q) sin (27j¢) (1:_2 +Sin2(7rj/q))

j=1

q [~ sinh(2y)g(q,e,2y) w_2 sl -2
+7T/o dyCOSh (2qy) — cos (mq) (r2 + cosh (y)) ] } ' (4.59)

D+1

2el'(2a1) [ 2 by
(4m) "2
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Notamos que dois termos distintos estao presentes na expressao acima. A parte do fator
conforme, o primeiro termo coincide com a densidade de corrente azimutal associada a um
campo escalar sem massa induzida no espago-tempo de Minkowski [50]. Esta contribuigao
é divergente para r — 0. Quanto ao segundo termo, este corresponde a uma contribuicao
nova, que ¢ induzida pela fronteira localizada em w = 0. Esta contribuicao é finita no
nucleo da corda para w # 0. Além disso, para r > w, este segundo termo tende a cancelar

0 primeiro.

A contribuigao induzida pela compactificagdo para a corrente azimutal, (j,(z))e,

pode ser obtida usando-se (4.26). Assim, temos

‘ 2qew”
(Jo(z))e = —W q(n+a /dk/ |n+a| Ar)dA
X / 2(pw dp/
VA4 p2 42 \/k2 A2 — 2 k2
X Z (4.60)

eLkz +27rzj,8 1

A fim de proceder em nossa analise, se faz necesséario utilizar a expansao em série

ey — 1)t =5 e . Além disso, com a ajuda da Ref. , podemos integrar sobre
( ) =1 J g
k., obtendo
. 4qew o
(Jo(x))e = ~2m)p2a01 Zcos oml ) Z (n—i—a)/dk/o dAJ, ‘n+a|(/\7")

X / dp pJ2(pw) Ky (ZL\/AQ +p?+ IZ?) : (4.61)

0

Usando a representagao integral para a fungdo de Macdonald dada em (4.28), é possivel

integrar sobre a variavel A\, p e E, obtendo

, 2¢*ew® B B 212 9u?) 2y
(o(x))e = (27T 1D/2g D1 chos omlf) / dy P22 X1+ (EL 420 [2r7]

< I, ( rX) S (04 ) gy (X) (4.62)

n=—oo

. ., 2
onde escrevemos « na forma (4.34) e definimos a varidvel, x = (QZE—T)Q Agora, usando a

férmula de soma dada em (4.52), somos capazes de realizar a integral sobre x, obtendo a
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forma final da contribuicao para a densidade de corrente azimutal induzida pela compac-

tificacao,

$ 8ea~ P+ & = [q/2},. : . .\ (D+1)/2
(7@)e = WZCOS(QWZﬁ) > sin(2mj/q) sin(2xje) 2 ) (o)
=1

Jj=1

q Sinh (2y)g(Q7 87 2y> (D+1)/2
™ F, 4.63
- 7T/0 ycosh(2qy) — cos(mq) V12 (v) | (4.63)
com
(IL)? 4 4r%sin’ (75 /q)
wo= 1 2w?
1L)? + 472 cosh?
w, = 14 LAl ) Lo

Da expressao acima, podemos ver que a contribuicao devido a compactificacao na
densidade de corrente azimutal é uma funcao par de B e é uma funcao fmpar do fluxo
magnético ao longo do ntcleo da corda, com periodo igual a ®y. Em particular, no caso
do campo bosénico untwisted, (j®(x)). é uma funcao par do fluxo magnético circundado
pela dimensao compactificada. Na Fig. 4.3, apresentamos o comportamento do VEV em
(4.63) como uma fungao de 3, para D = 4, considerando ma = 1, £ = 0, ¢ = 0.25 e valores
distintos de q. Como podemos ver, além de (j¢(x)). apresentar uma forte dependéncia do

parametro ¢, sua direcao depende do valor de B .

-04 -0.2 0.0 0.2 0.4

Figura 4.3: A densidade de corrente azimutal induzida pela compactificacio, em unidades de “ea™5”

para D = 4, é exibida em termos de B parama=1,£6=0,e=025eq=1,1.5¢ 2.5.

e
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No regime L/w > 1, (4.63) apresenta o seguinte comportamento assintético:

. 2-2el(D/2 4 v + 1) (w) Drravez N
2 ~ — ™
(7°(x))e ()3T 1 Dart \L ; cos(2mlf)

D
—5—v—l1

x { %’ sin(27j/q) sin(27j¢) [g + (%)2 sinZ(Wj/q)}

j=1
g [ sinh(2y)g(g.e2y) [P (r\* 0 7E
o) @ —t 7 h . (4.65
* 7T/0 ycosh(qu) — cos(mq) | 4 T ) (y) (4.65)

Note que este resultado também esta em contraste com o caso do espago-tempo de Min-

kowski, onde o decaimento para campos massivos é exponencial [50].

Para um campo escalar sem massa conformalmente acoplado D = 4, uma expressao

mais simples pode ser obtida. Neste caso, temos

o). = (%)53f{§’sm<zm/q> sin(2nj2) | Ge(f ) - Gulfoo)

T2

[ g {Gc(g,n(y))—Gc(B,r(y))}}, (1.66)

T cosh(2qy) — cos(mq)

onde definimos a funcao
oo

cos 27rlﬁ
) PRIIEL (4.67)
I=1
e introduzimos novas variaveis
_ 2rsin(7mj/q) _ 2rcosh(y)
p; = 7 , ny) =—
2 5 2 5
o; = Z\/w2 +r2sin® (7j/q) 7(y) = z\/wg +r2cosh”(y).  (4.68)

Similarmente a Eq. (4.59), duas contribuigdes distintas aparecem em (4.66). A contri-
buicao positiva deve-se apenas a compactificagao, e a contribuicao negativa é induzida
pela fronteira em w = 0. Podemos observar também que, para r > w, estas contribuicgoes

tendem a se cancelar entre si.
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4.2.2 Densidade de corrente ao longo da dimensao extra com-

pactificada

Nesta subsecao, queremos analisar a densidade de corrente ao longo do eixo com-
pactificado, nomeada como corrente axial. Como veremos, devido a compactificagao, uma
corrente axial serd induzida. Esta corrente tende a zero no limite L — oco. O VEV da

corrente axial é calculado por

(Jz(2)) = ie lim {(0, — )W (x, ") + 2ie AW (z,2)}. (4.69)
x'—z
Substituindo a Eq. (4.19) na expressao acima e usando o fato de que A, = —®,/L,

obtemos

e i [ [ Mo [z

o0

X : (4.70)

I=—c0 \//\2 —|—p2+k2—|—kl2

onde k; é dado por (4.14).

A soma sobre o nimero quantico [ é novamente realizada usando a férmula de
Abel-Plana dada em (4.20). Neste caso, identificamos g(u) = 27u/L, e f(u) é dada por
(4.47). A primeira integral no lado direito ¢é zero, devido ao fato de que g(u) é uma fungao

impar. Logo, ficamos apenas com a segunda integral. Assim, temos

_ 2 ea'l~PwP
(J.(2)) = q27r 55 /dk/ pJ%(pw)dp Z / ‘n+a| (Ar)dA

n=—oo

, (4.71)

/\/A2+p2+k’2 \/k’Q A2 — k2 j:zj::l eLkz+27m]ﬁ -1

onde definimos a variavel k, = 27u/L. Novamente, usando a expansao em série (e —1) =

So2, e, na expressao acima, ficamos com
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_ dgea' " PuwP & 2
(J.(x)) = — e Zsm orl3) [ dk pJ pw)dp Z )\J aintal (AT)AA
kz —IlLk,
/ . (4.72)
\/)\2+p2+k:2 \/k2 —p? — i2
Podemos avaliar a integral sobre k. com a ajuda da Ref. [110], e o resultado é dado

em termos da fun¢do de Macdonald de primeira ordem, K;(z). Usando a representagao

integral (4.28) novamente, e a propriedade K,(y) = K_,(y), obtemos

/\/m \/k‘2 p? — k2 L

kz —LLk- 1 L 2 )\2 2 EZ 4
" et UL R (4.73)

Substituindo (4.73) em (4.72), é possivel calcular as integrais sobre A, p e k, obtendo

. 2616061 PuwP L & D/2 —x[1+(1?L?+2w?) /2r?]
J=(x)) = sin(27 xx ‘e
Usle)) = g 22 tsin(2r1d) TPl
X ( ) E ‘n_;'_g‘ (474)

n=—oo

onde introduzimos a varidvel y = 2¢r?/(IL)%. A soma sobre n pode ser encontrada na
Ref. [50] e também pode ser obtida a partir de (4.35) tomando-se Ay = 0 na mesma. O

resultado desta soma é

X 1 [®  exeoshWf(g e y)
> et = S [y
0

S~ q cosh (qy) — cos (mq)
9 [q/2]
+ —Z cos (2mke)excos mk/a) (4.75)
1=

A funcéo f(q,e,y) é definida como

f(g,2.y) = sin [(1 — |el)gm] cosh(lelqy) + sin (Jelgm) cosh [(1 — [e)gy].  (4.76)
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Por fim, substituindo (4.75) em (4.74), obtemos

2gea’ PwPL & D/2 ,~X[1+(12L?+2w?) /2r?] w’x
_Wlem 27Tl5)/0 dxx I, =h

la/2]
X 1 0 —x cosh (y) 2
o [e_ B _/ dy e f(Q757y) + —Z/COS (27Tk€>excos(27rk/q) )
0

(j:(2)) =
(4.77)

q T cosh (qy) — cos (mq) ¢ 1

Neste ponto, podemos decompor a corrente acima como

(G=(2)) = (@) + (1 (a) ). (4.78)

onde o primeiro termo do lado direito da expressao acima

, deq D[ S
(@) = ——pzr— D Isin(2nlB)F2)5) (o) | (4.79)
(2m) 2 =1
com uyy dado abaixo por (4.82), é puramente devido a compactificacdo. Note que esta

expressao nao depende de € e ¢. Para um campo escalar sem massa conformalmente

acoplado e tomando D = 4, esta contribuicao fica

<]Z(I)>((:0) _ (%) 273261;4{2; sin 27Tﬁl lz_; lsin ) ])g} . (480)

A segunda contribuicao para a corrente axial depende do fluxo magnético e do parametro

associado a corda césmica. Neste caso, temos

~ 2
iz (g:¢) Sea”"*PL < ] F(D+D)/2
(7%(x))¢ = D+1 lem oml ) Z cos (2mke) F, " 15" (i)

q [~ f(q, &, ZZU) (D+1)/2
- = d F
7r/0 ycosh(2qy) — cos (mq) V1/? (1ry)

: (4.81)

onde adotamos a seguinte notacao

(IL)% + 4r?sin® (7k/q)

2

= 1
Uik + 5w

(IL)? + 472 cosh? (y)
2w? '

(4.82)

Ulyzl

Note que este termo depende da distancia radial, r, e é finito no nticleo da corda. Noés
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também podemos notar que a densidade de corrente axial desaparece para valores inteiros
e semi-inteiros de B Em particular, para B = 0, este VEV também é nulo, sendo este
um efeito tipo Ahanorov-Bohm. Na Fig. 4.4, exibimos o comportamento da densidade
de corrente axial, Eq. (4.81), para D = 4 e como fungao de B, parae =0ee = 0.25,

considerando ma =1, £ =0, L/a = 1 e valores distintos de q.

0.6F 0.150

>

~
-

>

=
:

(=]
g
T
=4
f=—1
[
T

3.4 —1_ (g
10°a e <j*> 1€
L o

) =)

3 4 -1 2z (q.€)
10°a" e <j*>1
S & o
—_ =) =1
S =5 2

|
=
o~

|
g
=N

I I I I ] ~0.15
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

o
=)

Figura 4.4: A densidade de corrente axial é apresentada para D = 4, em unidades de “eq™*”, como funcdo
de B parama=1,£=0,L/a=1eq=1,1.5e 2.5. No grifico do lado esquerdo consideramos ¢ = 0,
enquanto no grafico do lado direito nés tomamos € = 0.25.

Podemos também analisar a corrente axial no regime L/w > 1. Usando o com-
portamento assintético da fungao hipergeométrica para grandes valores dos argumentos,

obtemos a seguinte expressao:

1-2v D+2v+42 oo
(7 ()89 ~ 2'7el'(D/2+ v+ 1)L (E)

I sin(27i3
(47)%“” e \I ; sin(27lp)

« { % cos(2ke) [g + (%)QSinz(ﬂk/q)} o (4.83)

k=1
q [~ flae2y) [P () R
B %/0 dycosh(?qy) — cos(mq) {Z + (E) cosh2(y)] }

Por fim, para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente e assumindo D = 4,

obtemos

(55 (2))#9) = (E)Sﬂz;;{%lcos (2rke) {‘/'C(B,pk)—vc(ﬁ,ak)}

a
k=1

q [~ f(g.¢,2y)
a 7T/0 dycosh (2qy) — cos (7q) {VC(

o
3
—~~
<
N—
N—
|
=
—
o
\]
—
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S~—
S~—
| I
——
—
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(0%¢]
N
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onde introduzimos a funcao

. > Isin (2701
Vi) =3 ;ﬂ(;ﬁ 9, (485)
=1

nos integrandos de (4.84), com os correspondentes argumentos definidos em (4.68).

4.3 Valor esperado no vacuo do campo ao quadrado

O VEV do campo ao quadrado é formalmente obtido por meio da funcao de Wight-
man tomando-se o limite de coincidéncia, como mostrado abaixo:

{*) = lim W (z,2') . (4.86)

' —x

Substituindo (4.42) na equagido acima, podemos ver que (|¢|?) apresenta trés contri-
buigoes:

(o) = {lel*)aas + (ol*)es + (lol*)e. (4.87)

Entretanto, a expressao acima fornece um resultado divergente. Devido ao fato de que a
presenca da corda césmica nao introduz curvatura adicional na regiao exterior (r > 0),
esta divergéncia é proveniente da contribui¢ao induzida apenas pelo espaco-tempo AdS
puro. A andlise do VEV do campo ao quadrado renormalizado no espaco-tempo AdS foi
desenvolvida na literatura [14—18]. Nesta segao, queremos nos concentrar nas contribuigoes

induzidas pela corda césmica e a compactificacao.

Considerando a componente da funcao de Wightman associada a corda cosmica

em (4.39), e subsequentemente tomando o limite de coincidéncia, obtemos

la/2]
2 /
2 . (D-1)/2
<|90| >CS - (QW)D;HCLD_l [’;_1 COSs (27T]€€)FV71/2 (Uk)

q - f(Q7572y) (D-1)/2
“x)y ! E 4,
™ /o ycosh(qu) — cos(qm) V12 (vy)| (4.88)
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onde introduzimos as seguinte notacoes:

op = 142(r/w)’sin® (tk/q),

v, = 1+2(r/w)?cosh’(y), (4.89)
sendo,

f(g,€,2y) = sin(|e|gm) cosh((1 — |e])2qy) + cosh(2[e[qy) sin((1 — [e[)gm) . (4.90)

Alguns comportamentos assintéticos para a Eq. (4.88) sao apresentados abaixo.
Comegaremos considerando r/w — 0. Neste caso, podemos usar a férmula assintética
para a fungao hipergeométrica para pequenos argumentos [107], de modo que a Eq. (4.88)

neste regime fica

l9/2]

(o])es ~ @(E)Dq {Z' cos(arks) 2/00 2,1 (0.5 2y) cosh” " (y)

(4m) =~ \ar — sin?Yrwk/q) w cosh(2qy) — cos(qm)
(4.91)

Note que o resultado acima depende do inverso da distancia prépria a partir da corda,
com poténcia (D — 1). Isto implica que, para um valor fixo de w, {|¢|?)cs tende ao infinito

para pontos préoximos da corda césmica.

Por outro lado, para w < r e usando a expressao assintética abaixo [18],

o-1y/2, ~ . VA(D/2+v)
oy (W~ 5B+ Tyap i (4.92)

obtemos

{el*)es

27*T(D/2+v) <w)D+2V {qzl cos(2mke)
(47) 2T (v + 1)aP1 = SlnD”” (rk/q)

q [ f(g, 2y) cosh " (y)
7r/0 d cosh(2qy) — cos(qm) } (4.93)

Da expressao acima, podemos observar que para valores fixos da coordenada radial r, a

contribuicao induzida pela corda césmica tende a zero na vizinhanca da fronteira AdS

com wPt%,
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Para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente, temos v = 1/2; e

expressando a fungao associada de Legendre em termos da fungao hipergeométrica [107,

|, podemos escrever uma forma mais conveniente para Fy(f)l_/lg)/ *(u) [18], dada por
(D—-1)/2 F(%) —(D-1)/2 —(D-1)/2
Fy (u) = s (1+u) —(u—1) : (4.94)

Substituindo (4.94) em (4.88), obtemos

(lp)es = (%)Dl {<|¢|2>£2“> + <|¢|2>£,“é>] , (4.95)

onde
_ [a/2] . _
“ (47T)T+17=D—1 p sin? Y (rk/q) T Jo cosh(2qy) — cos(qm) | 7

é o VEV para a geometria da corda césmica sem fronteira corrigido pela presenga do fluxo

magnético ao longo do nicleo da corda. O segundo termo em (4.95),

y or(p=1y [9/2, oo
<]<p|2>£s7k)) — _(4)—3“[2 cos(27rk5)(w2+r28in2(7rk/Q)>
)2 Lk=1
(D-1)

4 /OOO dycosh(ﬂq’ £,2y) (wQ +r? COShZ(y)) ’ ] . (4.97)

™ 2qy) — cos(qm)

¢ a contribuicao induzida pela fronteira localizada em w = 0. Esta contribuigao é finita no
nicleo da corda para w # 0. Além disso, para r > w esta contribuicao tende a cancelar

(4.96), entre colchetes na Eq. (4.95).

Na Fig. 4.5, é exibido o comportamento do VEV do campo ao quadrado associado
a corda cdsmica, como uma fungao de r/w que, novamente, é a distancia prépria a partir
da corda césmica em unidades do raio de curvatura do espago-tempo AdS, a. Notamos a
partir desta figura que os parametros associados ao fluxo magnético ao longo da corda, ¢,
e o acoplamento de curvatura, ¢, podem mudar a intensidade e comportamento do campo

ao quadrado.

Agora, considerando a componente | # 0 em (4.39) e tomando o limite de coin-
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10343 <|p| 2>

20 25 3.0
r/w

Figura 4.5: O VEV do campo ao quadrado induzido pela corda césmica sem compactificagao em unidades
de a3, para D = 4 na Eq. (4.88), é exibido em termos de r /w, para ¢ = 2.5 e m = 0. Os ntimeros préximos
as curvas correspondem aos valores do pardmetro . As linhas cheias correspondem ao caso do campo
sem massa minimamente acoplado, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao caso do campo sem
massa conformalmente acoplado.

cidéncia, obtemos

(Jel)e = (e + (el (4.98)

onde o primeiro termo do lado direito da expressao acima ¢é

2 - .
7o -~ cos(2m BN FP=D/2(y 4.99
P = s o cos2nBELEy ). (1.99)
com vy dado em (4.103) para k = 0. Note que esta é uma contribuigdo puramente to-

poldgica e nao depende dos parametros g e . Para valores de vy proximos da unidade, a

expressao acima tem a forma assintética
D-1

2

1

(ERICES L(E) ) Z cos(2m A1) ' (4.100)

o175 a1\ L Py [Pt

No caso de um campo sem massa acoplado conformalmente, temos

(el o) (w>D_1 icos(? i . (4.101)
o= ——| = ™ — — 5T (- :
ons qP-1\ L — [P-1 [12 + (QTw)Q} b

Note que a expressao acima vai a zero proximo da fronteira AdS. Por outro lado, para

pontos préximos do horizonte AdS, (4.101) coincide com a Eq. (4.100).
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Quanto ao segundo termo em (4.98), podemos ver que este depende dos fluxos

magnéticos e do parametro associado a corda césmica, ¢, e é dado por

00 [q/2]
¢ 4 . , )
<|(10’2>£q7 ) = TJM Z COS(27T5Z) Z COS (27Tk5>FIEZ_)1/12)/2 (’Ulk)
q = f(CL &, 23/) (D—1)/2
T F 4102
T /0 ycosh(qu) — cos(qm) V12 (viy) | ( )
onde
(IL)? + 4r%sin® (7k/q)
v = 1+ 57
[L)? 4 472 cosh?

Na Fig. 4.6, apresentamos graficamente o comportamento de (4.98) como uma fungao de
L/w, considerando diferentes valores de e. No gréfico do lado esquerdo assumimos B =0,
enquanto no grafico do lado direito tomamos B = 0.5. Observamos a partir destes graficos

que o VEV do campo ao quadrado depende fortemente do parametro 3.

L/w L/w

Figura 4.6: O VEV do campo ao quadrado induzido pela compactificacio em unidades de a =3, para D = 4
na Eq. (4.98), é exibido como uma funcao de L/w, para ¢ = 2.5, 7/w = 0.5 e m = 0. Os niimeros préximos
as curvas correspondem aos valores do parametro €. O gréafico do lado esquerdo corresponde a § =0 e
o do lado direito a B = 0.5. As linhas cheias correspondem ao caso do campo sem massa minimamente
acoplado, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao campo sem massa acoplado conformalmente.

(g8
C

Podemos notar que {|o|*) ) ¢ finito para r = 0. No regime L/w > 1, a Eq.
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(4.102) assume a seguinte forma assintética,

o 2YD(D2+4v) (w7 -
(0 = 2 P (203 cosnl)
2 =1

L

D
-5V

X { [qm’cos(me) E + (%)2sin2(7rk/q)] (4.104)
q

- /oOo @ cosh(];flqy’)s’_zggs(wq) {g + (%) 2 COShz(?/)} 5’/}.

Para um campo sem massa acoplado conformalmente, temos

~ a/2] , )\ D1
(|[2) (@) = l;D Zcos o1 l) {Z, cos(2mke) [(% sin?(nk/q) + ZZ)Q >
s W\ _a <, a2y
B (1 * w? sin(mk/g) + 4—w2) ] B ;/0 dycosh(qu) — cos(qm)

y [(;_22 cosh?(y) + %)%1 — (1 + ;—ZcoshQ(y) + <ii>22)D21] }
(4.105)

Assim, podemos ver que a equacao acima é expressa em termos de uma soma infinita de

fungoes elementares.

4.4 VEV do tensor energia-momento

Tendo calculado a fungao de Wightman e o VEV do campo ao quadrado, estamos

em posicao de calcular o VEV do tensor energia-momento fazendo-se uso da férmula

(2.20):
(Tow) = (DD}, 4Dl D)W (2, 2') = 26 Ry 46V, Y, — (€= 1/4) 9 Va V(| 0I*), (4.106)

onde D, =V, +ieA,, e
R,, = —Dg,,/a* (4.107)

é o tensor de Ricci calculado no espago-tempo AdS (D + 1)-dimensional. Similarmente

ao VEV do campo ao quadrado, o VEV do tensor energia-momento pode ser decomposto
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como

<T,uu> - <T,u1/>AdS + <T,u,1/>cs + <T,u1/>c . (4108)

Como consequéncia da maxima simetria do espago-tempo AdS e do estado de vacuo sob
consideragao, temos (1),,)ads = const - g, [18]. Logo, o VEV correspondente do tensor
energia-momento no espaco-tempo AdS puro é completamente determinado pelo seu traco.
Nesta secao, estamos interessados nas contribuicoes induzidas pela corda césmica e pela

compactificagdo. Por conveniéncia, iremos desenvolver cada termo separadamente.

O operador V,V* atuando nas quantidades dadas em (4.88) e (4.98), respectiva-

mente, fornecem

lq/2]
« 8 ! .
VoV = —'<27T)fD2+1aD+1 L§1 cos(2mke) g (v, sin(wk/q)) (4.109)

B g/“’d f(q,€,2y)g(vy,cosh(y))]

T cosh(2qy) — cos(qm)

e
00 la/2]
VoVl = g3 cos@nA)d S cos (2nke) | glun sin(kr/a))
N ol = (2 P gpr cos(2m _cos (2mke) | g(vu, sin(km/q
I=1 k=0
B (lLSin(Wk/CI))2 d? (D-1)/2 g > dyf(q,e,2y)
Fy” e (o)
w? dvg, vV 7w Jy cosh(2qy) — cos(qm)
(IL cosh(y))? d? _
<ot costt) - IR O )| L @)
y
com a notagao
d? _ D+ 2 d _
g(u,v) = (u—l)(2@2+u—1)ﬁF£f}l/12)/2(u)+ 20%+ 5 (u—l)] %Fi?l/g)/z(u). (4.111)

O sinal asterisco na soma sobre k£ na equacao acima indica que a componente k = 0 deve

ser multiplicada por um fato 1/2.

Para a geometria do espago-tempo sob consideracao, somente os operadores dife-
renciais V,V,, e V,V, contribuem quando atuando no VEV do campo ao quadrado. As
contribuigoes remanescentes sao provenientes das derivadas covariantes eletromagnéticas

atuando na funcao de Wightman. Quanto ao termo associado a coordenada azimutal, é
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mais conveniente atuar o operador D¢DL, em (4.32), e subsequentemente tomar o limite

de coincidéncia na variavel angular. Seguindo este procedimento, obtemos:

[e.9]

S(gax) = Y *(n+ ) Iynia(X) (4.112)

n=—oo

onde y = rr’/2s%. Esta soma pode ser desenvolvida fazendo-se uso da equacao diferencial

obedecida pela funcao de Bessel modificada. Assim, obtemos

d2

n=—oo
onde a soma sobre n é dada por,

0 la/2)
2 I,
D Inral(X) = = cos(2mka)ex <)
n=—0o0 q k=0 (4114)

2 00 €_XCOSh(2y)f(q, g, 2y)
T /0 ycosh(2qy) — cos(gm) ’

com a funcdo f(q,¢,y) estd definida em (4.76).

A contribuicao induzida pela compactificagdo do tensor energia-momento é calcu-
lada fazendo-se uso das partes correspondentes na funcao de Wightman e o VEV do campo

ao quadrado. Apds longos, porém simples passos, obtemos (sem soma sobre o indice p)

lq/2]

(The = —W%Zcos@wél)lz cos(27rk5) ) (v, sin(7k /q))

g [ fla.2,29)95 (v, cosh(y))
7T/0 d cosh(2qgj)—cos(q7r) ]’ (4.115)

onde definimos a funcao

[Lv)? d? B
g/(j) (u,v) = GZ,I(U’ v) + (46 — 1) {g(u, v) — ( wQ) wF,E?l/;)/Z(U)

(D-1)/2
—¢DFP ) ().

(4.116)

A forma da fungao GZ , bara as diferentes componentes associadas ao indice p sao dadas
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pelas seguintes expressoes:

Gy v) = —[1+ 26— ] EL Y )
Gllwe) = [20°0—26) 1~ 260~ D FP ()
+ 2031 — 4€) [u —1- (éi);] dd_;pjﬂ/g/ 2 (u)
Guluw) = {1+ 20°(2 — 1)+ 26— D) P )
- s- ) u-1- ST re )
Giu(wv) = [(1-4€)(u—1) ~ 10 FZ D) 1 (w121 - 46) S R 0 )
Ghiwn) = Gy — L poeg, (4.117)

Quanto as componentes . = 5, ..., D, associadas as dimensoes extras nao compactificadas,
temos (sem soma sobre u) (T¥). = (T7)c. Esta é uma consequéncia da invariancia do
problema com respeito as transformacoes de boost ao longo das dimensoes extras nao
compactificadas.

Na Fig. 4.7, exibimos a componente da densidade de energia induzida pela compac-
tificacao para um valor fixo de ¢ e diferentes valores de ¢, para o campo escalar quantico

sem massa acoplado minimamente e conformalmente.

6

P T

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r/w r/w

Figura 4.7: O VEV da componente da densidade de energia associado a compactificagao é exibido para
D = 4, em unidade de a~2, como um funcdo de r/w, para ¢ = 3.5, L/w = 1 e m = 0. Os nimeros
préximos as curvas correspondem a valores de parametros €. O grafico do lado esquerdo corresponde a
5 = 0 e o grafico do lado direito a 5 = 0.5. As curvas cheias correspondem ao campo sem massa acoplado
minimamente, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao caso sem massa acoplado conformalmente.
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Para as componentes nao nulas fora da diagonal, temos

00 la/2]
8 w = !
1 R )
(T5)e (2 PEapi 7 2 COS(27T5Z)[kEZO*COS(QWk‘e)h (vik)
Coa [ flae29)hY (uy)
7r/0 dycosh(?qy) —cos(qm) |’ (4.118)

onde definimos a funcao

10w = (w1~ %i)f) (0200 F2 ) + (w1 - 46)

X iQF(D—l)/?(u)].

(4.119)

du2 v—1/2

E possivel mostrar que o tensor energia-momento induzido pela compactificacao,
(Th)., satisfaz a seguinte identidade:

(Th)e = 2[D(€ = &)Vu V" (Jo*)e + m*([p]")c]. (4.120)

I

Note que este tensor energia-momento possui traco nulo para o campo escalar quantico
sem massa acoplado conformalmente. Além disso, como uma verificagao adicional para
as expressoes em (4.115) e a componente fora da diagonal em (4.118), podemos ver que
a equagao de conservagao covariante V,(T}) = 0 é obedecida. Para a geometria sob

consideracao, esta equacao de conservacao é reduzida as seguintes relagoes:

1 1 D+1

;&(T(Tf)c) - ;<T22>c - T<T13>c + 8w<T13>c =0 (4.121)
(&

1 D+1 1

;aT(MT;)c) + 0 (T3) e — T<T§’>C + E<T5>C = 0. (4.122)

Para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a componente da densidade
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de energia, (T()), é

(Tg)e = i) f:cos 27rﬂl){ ZI cos(2mke) [Dsz_l(plk)
’ (4 )DH DaP+! = —
D+ 7“284 D43
- (D 25}, + 1)/)lk)f 2 (pu) + (D + 1)(w—2k +P?k> f2(ﬂuc)]
q fla,&,2y) D1
a ;/ Cosh (2qy) — cos(qm) [Df (py) = <D T 2513 + (2D + 1)sz)
2.4
x f7E (pzy)+(D+1)<rw32y 2>f'32”(pzy)]}, (4.123)
onde introduzimos a funcao
S
[ (p) = A T (4.124)

e a varidvel

2 2
rs [L
Py = (ﬁ) +(%) : (4.125)

com s = sin(km/q) e s, = cosh(y).

A componente fora da diagonal no caso do campo escalar quantico sem massa é

dada por
1 Sr(2s3) /2 g
(Ty)e = — (4m) 2 Dap i w Zcos 21 f1) kZO* cos(2mke) sin®(mk/q)
r’ (L) ¢ (% flg,e 2y)cosh’(y)
% [1 o S (mh/a) + 4w? } %/0 d cosh(2qy) — cos(qm)
X [1 + ;—22 cosh?(y) + (4w>2 } } (4.126)

A contribuicao induzida pela corda césmica no VEV do tensor energia-momento
é calculado a partir de (4.106), fazendo-se uso da componente associada a corda césmica
da funcao de Wightman e do VEV do campo ao quadrado dado em (4.88). Apés longos,

porém simples passos, para a contribuigao induzida pela corda césmica, temos (sem soma
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sobre p)
4 e,
e = e l§53 cos(2mke)gl (von, sin(k /1))
k=1
_ Q/Ood f(qaé,2y)gl(¢0)(v0y,cosh(y)) (4127)
T Jo cosh(2qy) — cos(qm) ’ :
onde
g (u,v) = Gl o (u,v) + (4 — V)g(u,v) — EDF ) (u) (4.128)
(§]
0 d _(p-1)/2
Goolu,v) = —[14+26(u—1)]--F7 )" (u)
d (o
Glo(uv) = [20%(1-2€) = 1 - 26(u— D] FL ) (w)
& p
+ 20%(1 -4 (u - 1)@3,(?1/12)/2(10
d (o
Goluv) = —[1+20%(2 — 1) + 26(u— D] F7 ()
2
- 2(u-1)(1- UQ)wF,,(,DUQ/Q(u)
d (o
Gio(wv) = [(1—48)(—1) =1 FL ) )
&
(= D)1= 4955 0 (). (4.129)

Quanto as demais componentes com p = 4,..., D, temos (sem soma sobre p) (TH). =

o
(T8)es-
Para a componente fora da diagonal, temos

la/2]
4 w !
(T3)es = _—(QW)%CLD“ =~ [Z cos(2mke)h O (vy,)

oa (= flae29)hO(v,)
7r/0 dycosh(?qy)—cos(qyr)] ’ (4.130)

onde

HO) = (= 1) (1= 20 2 P00 + (a = D1 - 49 7 %2 ). (a3

du2 v—1/2



Capitulo 4. Correntes induzidas e polarizacao do vdcuo bosonico no espaco AdS 93

E possivel mostrar que as expressoes em (4.127) obedecem a condigao de trago nulo
para um campo escalar sem massa e acoplado conformalmente. As expressoes dadas em

(4.127) e (4.130) também satisfazem as equagoes de continuidade como aquelas presentes
em (4.121) e (4.122).
Para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a componente da

densidade de energia, (T9)s, ¢ dada por

or(24) [qf:] b
(TY)es = P cos(2mke) | Df = (pok)
(4m)72 DaP*! | 1

D+1 T Sk 2

2.4
- (D + 255 + (2D + 1)p0k> 72 (por) + (D +1) (7 + P%) fD;B(I)Ok)]

q [ f(a.&,2y) D1
B ;/o dycosh(qu) — cos(qm) [Df (poy) — (D +2s,+ (2D + 1)p0y>

w?

x fW<p0y>+<D+1><r i +p3y)f%”<p0y>”, (4.132)

onde poi € poy sdo dados em (4.125) para [ = 0, e a funcdo f*(p) é definida em (4.124).

Na Fig. 4.8, é mostrado o comportamento da densidade de energia na geometria da corda

1.0

o
W

10343 < T >
[
[}

|
o
in

0.5 1.0 L5 2.0 25

Figura 4.8: O VEV da densidade de energia na geometria da corda césmica no espago-tempo AdS sem
compactificacio é apresentado para D = 4, em unidades de a3, em termos de r/w, para ¢ = 2.5 e m = 0.
Os nimeros préximos as curvas referem-se aos valores do parametro . As linhas cheias correspondem ao
campo sem massa acoplado minimamente, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao caso do campo

sem massa acoplado conformalmente.

césmica em AdS sem compactificagao, (T0)s, como fungao da distancia prépria da corda
c6ésmica medida em unidades do raio de curvatura do espaco AdS, a. Podemos notar a par-

tir desta figura que os parametros associados ao fluxo magnético ao longo da corda, ¢, e ao
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acoplamento de curvatura, &, podem efetivamente mudar a intensidade e comportamento

da densidade de energia.

Para o caso do campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a componente

fora da diagonal do tensor energia-momento, (T3 ), é escrita como

[a/2]
ar(Rssy o (92 |
(Ty)es = —( )D;llz)aD+1E ; cos(2mke) sin®(1k/q)
x 1+T—281n2(7rl<:/ ) o Q/Ood f(g, ¢, 2y) cosh? (y)
w? I T Jo cosh(2qy) — cos(qm)
D43
r? N
X [1 + s cosh (y)} } (4.133)

Como podemos ver, no caso do campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a

equacao acima é expressa em termos de funcoes elementares.
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Capitulo 5

Correntes induzidas e polarizacao do

vacuo fermionico no espaco AdS

O presente capitulo contém algumas de nossas contribuigdes para o estudo das
correntes induzidas e da polarizagao do vacuo fermionico no espaco AdS com uma corda
césmica. Nossa andlise consiste na investigacao do VEV da densidade de corrente, conden-
sado fermionico e tensor energia-momento induzidos por um fluxo magnético ao longo de
uma corda césmica idealizada no espago-tempo AdS em (4+1) dimensées, admitindo-se
que a dimensao extra é compactificada e que também apresenta fluxo magnético circun-

dado pelo seu eixo [96, 112, 113].

5.1 Modos fermionicos

Nesta secao queremos obter os modos fermionicos do campo espinorial de Dirac,
Y (z), no espago-tempo AdS (4 + 1)-dimensional na presenca de uma corda césmica e uma
dimensao extra compactificada. O elemento de linha representando a geometria corres-

pondente é dado por
ds? = e~/ dt> — dr? — r’d¢® — d2?) — dy? | (5.1)

onder > 0e ¢ € [0,27/q| definem as coordenadas na geometria conica, (¢,y) € (—oo, 00)

e o parametro a define o raio de curvatura correspondente e estd relacionado a constante
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cosmolégica A e o escalar de Ricci R pelas formulas A = —6/a? e R = —20/a®. Assim
como no capitulo anterior, é assumido que a corda esta localizada ao longo do eixo y.
Relembramos que o parametro ¢ > 1 define o déficit angular planar na superficie bi-
dimensional perpendicular a corda, e que em particular para ¢ = 1 a Eq. (4.2) apresenta o
espaco-tempo AdS na auséncia de corda cosmica. Em coordenadas de Poincaré, o elemento
de linha acima ¢ escrito como

ds* = (3>2 (dt? — dr® — 1?d* — dw? — d2?) (5:2)

w

onde, novamente, w € [0,00). Por fim, recordamos que os valores limites da coordenada

w, w =0 e w = 0o, correspondem a fronteira AdS e o horizonte AdS, respectivamente.

Como ja discutido no capitulo 2, a dinamica de um campo espinorial quantico no

espago-tempo curvo acoplado a um campo de gauge, A,,, ¢ dada pela seguinte equagao
iV, +ieA)p —smp=0, V,=0,+T,, s==I1, (5.3)

onde 7* sao as matrizes de Dirac em um espago-tempo curvo e I';, ¢ a conexao espinorial.
Além disso, relembramos que os dois possiveis valores de s correspondem as duas repre-
sentagoes irredutiveis das matrizes de Dirac em um espacgo-tempo de dimensao impar. Em
termos das matrizes de Dirac no espaco-tempo plano, 4(*, as matrizes v* e I', sao dadas
pelas relacoes

a 1 a v
7= el T = 77l e - (5:4)

mo v ab

As bases vielbein, e’{a), satisfazem a relacao €wenn” = 9", com n® sendo o tensor

métrico no espago-tempo de Minkowski.

Como mencionado acima, iremos assumir que a dimensao extra é compactificada.
Esta compactificagdo é implementada assumindo-se que z € [0, L], e que o campo espi-

norial obedece a condicao de quasi-periodicidade
w(t7 r’ ¢’ w’Z+L) - 627”/3/4[)(15’ r? ¢’ w7 Z) 9 (5'5)

onde 0 < g < 1. Novamente, os casos especiais § = 0 e § = 1/2 correspondem aos campos

untwisted e twisted, respectivamente, ao longo da diregao z.
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Admitiremos que o conjunto de matrizes de Dirac no espago-tempo plano é aquele

apresentado anteriormente no capitulo 2:

0 1 0. O 0 1
A0 = 4 Y@ = ,coma=1,23 v = ,
-1 0 0 —o, 10

(5.6)
onde o1, 09, 03 sao as matrizes de Pauli. Como ja mencionado, estas matrizes obedecem a

algebra de Clifford, {y(®),~®)} = 2%, Admitiremos a seguinte base fiinfbein:

1 0 0 0 0
0 cos(qp) —sin(gp)/r 0 0
o= | 0 sin(gs) costge)/r 00 | (5.7)
0 0 0 1 0
0 0 0 01

onde o indice a identifica as colunas desta matriz. Com esta escolha, as matrizes de Dirac

no espago-tempo curvo assumem a seguinte forma

w . .
V= o= i , Y =i— 7 (5.8)

onde [ = 1, 2,3 correspondem as coordenadas 7, ¢, w. Nas respectivas expressoes acima,

ol s&o matrizes 2 x 2 definidas como

0 e ¢ i 0 e ¢ 1 0
o’ = , 0% = —— , 0 = . (5.9)
e’ 0 "\ =4 0 0 —1
Estas s@o as matrizes de Pauli no sistema de coordenadas (r, ¢, w). Com esta escolha de

matrizes, obtemos a seguinte conexao espinorial

1 1—gq
r,= %7(3)% + %7(1)7(2)52 , Tw=0. (5.10)

Além disso, o produto ,I'* presente na equacao de movimento (5.3) é dado pela expressao

. 5.11
" 5 (5.11)
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Assim, substituindo (5.11) em (5.3), a equagao de Dirac assume a seguinte forma:

. 2 - .
(0, +ieA,) — E’yw + 7(17’” +ism|=0. (5.12)

Neste capitulo queremos considerar a presenga de um fluxo magnético ao longo
do nucleo da corda césmica e outro fluxo magnético circundado pelo eixo compactificado.

Assim, iremos considerar o seguinte potencial vetor

A, =(0,0,44,0,A,) . (5.13)

Para solugoes de energia positiva, assumindo a dependéncia temporal das auto-

funcoes na forma e~*! e que a simetria de boost ao longo da coordenada z implica em

ikyz

autofungoes na forma e'***, podemos decompor o campo espinorial, ¢, como

sma

” >¢—¢[E+(kz+eAz)]X = 0,

2 1-—
(alal — —o" 4+ —qar + ieA¢a¢ —
w 2r

2 1-—
(Jlf)l ——o" + Iom 4 ieAyo? + @>X +i[(k, +eA.) — Elp = 0, (5.14)
w 2r w

onde ¢ e x sao as componentes superior e inferior do campo espinorial, respectivamente.
Agora, resolvendo a segunda das equagdes acima para x e substituindo o correspondente

resultado na primeira equacao, obtemos a seguinte equacao diferencial para ¢:

1 1 (1 — 2 4 — 2 _ (1)t
2+ lo, 1 Llo,4iea, — =9, "y _ Ly, 8= (sma) — (71) sma
r 72 2 w w?
+[E2—7f§}}90:0, (5.15)

onde introduzimos a notacdo k, = k, + eA,. Para encontrar a solucio da Eq. (5.15),
adotaremos o seguinte Ansatz, compativel com a simetria cilindrica do problema:
ClRl T W1 w qunl(b
. CUACEEAY 5.16)
CQRQ(T)WQ('LU)@WTL2¢
sendo C e Cy constantes a serem determinadas. Substituindo o Ansatz acima em (5.15),
podemos ver que a solucao da equacao radial, cuja forma é regular na corda césmica, é

expressa em termos da funcao de Bessel de primeira espécie, R;(r) = Jg,(Ar), sendo sua
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ordem para [ = 1,2 dada por

Bi=lglm +a)—=(1—-q)/2] , Boa=lg(na+a)+(1-q)/2|, (5.17)

com n; = 0,+1,£2, ... Note que foi introduzido nas equagoes acima a notacao a =
eAy/q = —Py/ Py, onde &y = 27 /e é o quantum de fluxo. Quanto a equagao diferencial
associada a coordenada de Poincaré, a solucao geral é dada em termos da combinacao

linear das fungoes w®2J,,(pw) e w*?Y,,(pw), onde Y, (x) é a fun¢io de Neumann e
v =ma + s(—1)'/2. (5.18)

Considerando ma > 1/2, as fungoes de Neumann devem ser descartadas, de acordo com a

condicao de normalizabilidade das funcoes dos modos, e assim devemos adotar a solucao
Wi(w) = w2, (pw) . (5.19)

Por outro lado, para ma < 1/2, a fun¢do de Neumann também é normalizdvel. A fim
de especificar unicamente a solugao, a condigdo de sacola de MIT [60] é imposta ao
campo fermionico préximo a fronteira AdS, w = J, que é subsequentemente levada a zero.
Adotando tal procedimento, em [17] é mostrado que somente a fungao de Bessel pode ser

considerada.

Quanto a energia associada a cada modo, esta é dada por

E =/ \24p24+ k2. (5.20)

Em notacao compacta, a solucao para a componente superior € escrita como
o = Cow®? J5 (Ar)J,, (pw)ed™e. (5.21)

Substituindo (5.21) na primeira equagao em (5.14), e apds alguns passos intermedidrios,
obtemos
B1Jg, (Ar)J,, (pw)eim?

x = w2 , (5.22)
By J gy (Ar)J,, (pw)e'®=?
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com as relacoes

ng=n1+1, By=p1+ep, (523)
onde €, = 1 paran > —a e ¢, = —1 para n < —a. Os coeficientes B; 5 em (5.22) s@o
dados por
1 1
Bl = L ]%Z (spC'l — Gn)\02> s BQ = [ ];Z (en/\C'l + Sng) . (524)

Podemos ver a partir das componentes espinoriais superior e inferior dadas em
(5.21) e (5.22), respectivamente, que a func¢ao de onda v é uma autofun¢do do momento

angular total projetado ao longo do eixo onde se encontra a corda cosmica:

A . q w . w o¥ 0
dej = - Za(,b + =X ?/) = QJ’QZ) ) Y = ) (525)
onde
j:n1—|—1/2, jz:tl/?,:t3/2,.... (5.26)

Note que as componentes da funcao de onda fermionica obtida acima tém quatro
coeficientes e duas equacoes relacionando estes coeficientes, explicitamente apresentadas
em (5.24). Por outro lado, a condigdo de normalizacao da fungao de onda nos fornece uma
relacao adicional. Logo, um dos coeficientes permanece indeterminado e, a fim de deter-
mina-lo, devemos impor uma condicao adicional. A necessidade de impor esta condicao
se d& pelo fato de que os nimeros quanticos o = (\, p, J, k.) nao especificam a funcao de

onda fermionica unicamente e, portanto, algum nimero quantico adicional é requerido.

A fim de especificar a segunda constante, vamos requerer que as seguintes relacoes

sejam satisfeitas [114]:

Bl = iHCl, BQ = % (527)

ik

Substituindo as relagoes em (5.24) na expressao acima, obtemos

~k. +n\/ B2 + p?
(5.28)

K = Sky, onde K, = ) ,
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com 1 = %1, e a relacao

€Enk ~
Cy=— )\"(E—m/kg—l—pz)C'l, (5.29)

para os coeficientes em (5.21). Note que agora a fungao de onda fermionica é unicamente
especificada pelo conjunto de nimeros quanticos o = {\,p, J, k.,n}. Os autovalores do

nimero quantico k, sao determinados pela condi¢ao de quasi-periodicidade (5.5):

k,=k =2n(l+B)/L, com [=0,+1,+2, ... (5.30)

Com base em todas as consideragoes acima, a funcao de onda fermionica de energia

positiva pode ser expressa como

T3y () ()
—Sejlinb7(7+) Ja,4e, (A1), (pw)ea?
istinJg, (Ar)Jy, (pw)
ie;bS) Ja,4e, (A1) Ty, (pw)ei®?

¢(+)(x) _ C§+)w5/2 6iq(j71/2)¢+iklz7iEt : (531)

onde ¢; = 1 para j > —ae¢; = —1 para j < —a, e a ordem da funcao de Bessel ¢ definida

CO1mo:

B =dqli +al —€/2. (5.32)

Note que €; = €,. A energia é expressa em termos de A, p e k, pela relacao
— \/m , (5.33)
onde k; = 2x(l + 8)/L, com
B=Pp+eAL/(2r) =5 — ./, (5.34)

Na Eq. (5.31) e no que segue abaixo, utilizamos a notagao

E T\ k} +p?
b = S (5.35)

g A

Note que os coeficientes acima satisfazem a relagao b7(7+)b7(7_) = 1.
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O coeficiente CS7 em (5.31) é determinado pela condigao de normalizacao

[ s AU D =0 (5.36)

onde 7 é o determinante da parte espacial do tensor métrico. Além disso, J, ,+ € entendido
como a funcado delta de Dirac para os niimeros quanticos continuos (\, p) e a delta de Kro-
necker para os nimeros quanticos discretos (7, j,1). Substituindo os autoespinores (5.31)
na condigao de normalizac¢ao (5.36), e usando as integrais padroes envolvendo produtos

das fungoes de Bessel [110], obtemos

2)\2
CEH2 = e (5.37)

87Ta4LEn77b7(7+) \/ k2 4 p?

A funcao de onda fermionica de energia negativa pode ser obtida de maneira

similar. O resultado correspondente é dado pela expressao

Ty () ()
s€;tinb) Ja,1e; (A1) Ty, (pw)eie?
istinJg, (Ar)Jy, (pw)
by gy (W) (pro)e'™?

Y (2) = CL w2 elali=1/Dd+ikztibt (5 3R)

[

e a constante de normalizacao ¢ dada pela relagao

2)\2
)P = ar (5.39)

8watLEryby )/ k2 + p?

5.2 Densidade de corrente fermionica

Nesta secao estamos interessados no VEV da densidade de corrente fermionica,
G* = ey, onde 1 = YTy é o adjunto de Dirac e v(9 a matriz gamma no espaco-
tempo plano. Expandindo os operadores de campo em termos do conjunto completo de
funcoes de onda de energia positiva e negativa, {w((;r), 1/1((,_)}, e usando as relacoes de anti-

comutagao para os operadores de aniquilagao e criagao associados, o VEV (0[7#]0) = (j*)
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é calculado através da férmula de soma dos modos,

() = 5 D) = B (5.40)

g

onde o representa o conjunto de nimeros quanticos que especificam os modos e ) ¢é

uma notagao compacta para:

> = /d/\/ »Y S (5.41)

n==£1 j I=—c0

Aqui e no que segue Zj = Zj=i1/2,i3/2,...'
Como veremos, este VEV é uma funcao periddica dos fluxos magnéticos @, e

®,, com periodos iguais ao quantum de fluxo. Em particular, é conveniente expressar o

parametro a como
a =ng + o, (5.42)

onde ng é um numero inteiro e |ag| < 1/2.

No que segue abaixo nesta secao, iremos apenas considerar as componentes nao
nulas da densidade de corrente, (j*).
5.2.1 Densidade de corrente azimutal

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por

G = 5 DOV — B (5.43)

g

Substituindo as fungoes de energia positiva e negativa na expressao acima, obtemos

) qew
(%) = o / d)\/ deejp)\ Jg,(Ar) Jg, 4, (A7)

1

X[, (pw) + 7, (p )]Z

. , (5.44)
ST\ p2 o+ 2l + B)/ L)
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onde a soma sobre 7 ja foi realizada, tendo fornecido um fator multiplicativo 2. Note que
a expressao acima é a mesma para os casos em que s = +1 e s = —1. Assim, para esta
componente iremos assumir a representacao correspondente a s = +1, com vy = ma—1/2

e vy =ma+1/2.

A fim de realizar a soma sobre o nimero quantico [, iremos aplicar a féormula de
Abel-Plana dada em (4.20), identificando g(u) =1 e
1

Y e (545)

Como resultado, podemos decompor a corrente azimutal induzida como

(G2 = (1% es + (3% (5.46)

onde o primeiro termo, (j%), é proveniente da primeira integral no lado direito de (4.20) e
corresponde a densidade de corrente azimutal induzida na geometria de uma corda césmica
sem compactificacio. A segunda contribuigao, (j?)., é induzida pela compactificagao.

Como veremos, esta ultima contribuicao tende a zero no limite L — oo.

Combinando (5.44) e (4.20), para a primeira inteira integral no lado direito de

(4.20), temos

gew®

;P - _
(J%)es 535y

/ dX / dp > €pNJs,(Ar) Jg, 1, (Ar) T2, (pw) + J2, (pw)]
0 0 :
J

(5.47)

/°° dx
X ?
0 A2+ p?+a?

onde introduzimos a varidvel z = 27u/L. A fim de realizar as integragbes na expressao

acima, iremos considerar a identidade

]_ 2 &0 2 2 2 2
/ dve™ v VP4t (5.48)
0

/N2 ¥ p? £ 22 _ﬁ

Para a avaliacao da integral sobre A\, usamos a férmula

—r2 /202

/ AN Ts (Ar) T, (M) = € —

0 o a7/ (20%) = a6, () (20%))] - (5.49)

Quanto as integrais sobre as variaveis p e x, estas podem ser realizadas com a ajuda
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de [110]. Logo, a densidade de corrente é expressa como
6 00 2 2
(1% = _W/o dyy?e™ (e {L/Q (ﬁy +h| 3y
X [I(q,O{(),y) _I(Q7 _OZan)} ) (550)

onde introduzimos uma nova variavel y = r?/2v? e a notacao

Z(q, o,y Zlﬁa —Q, Y Zlﬁﬁeﬂ . (5.51)

Uma representacao integral para a série il 3,(y) foi obtida em [115], tendo a seguinte

forma:

oV 1 0o 6fycoshzf(q7 ap, Z)
T = ———/ d
(¢, a0,y) qg /0 Zcosh(qz) — cos(gm)

+ - Z k cos[2mk (o — 1/2q)]e¥ k0 (5.52)
onde 2p < q<2p+2e

f(q,a0,2) = coslgm(1/2 — ap)] cosh|(qag + q/2 — 1/2)2]

— coslgm(1/2 + ap)] cosh[(qag — q/2 — 1/2)z] . (5.53)

Usando a representacao (5.52), e realizando a integral sobre y usando a férmula (4.38), a

Eq. (5.50) pode ser reescrita como

)
(5%)es = N [; (—1)"sin(rk/q) sin(2maok) Zpma(ur)

b [ e 002
T Jo cosh(2¢z) — cos(qm

)Zma(uz) 7 (5.54)

onde [q/2] representa a parte inteira de ¢/2 e o primo no sinal de soma significa que no
caso ¢ = 2p o termo k = ¢/2 deve ser tomado com um coeficiente 1/2. Além disso, a

fungao ¢(q, ao, z) é definida como

9(q,a0,2) = coslgm(1/2 + ap)] cosh[q(1/2 — ayp)z]

— cos[qm(1/2 — ap)] cosh[g(1/2 + ap)z] . (5.55)
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Note que em (5.54) introduzimos a fungao

67i571'/2Q5/2 (u)

. . vi—1/2
Zna(u) = ;2 F,(u), com F, = RN (5.56)
onde QY (z) representa a fungdo associada de Legendre de segundo espécie [110]. Além
disso, definimos novas variaveis
wy = 1+ 2p%sin’(7k/q) ,
u, = 1+ 2p%cosh?(2) . (5.57)
onde aqui e em outros pontos ao longo deste capitulo, utilizaremos a notagao
p=r/w. (5.58)

Na Fig. 5.1 apresentamos o comportamento da contribui¢ao devido a corda cosmica para
a densidade de corrente azimutal como funcao do fluxo magnético ao longo do nicleo da
corda para valores de ¢ = 1.5,2.5 e 3.5. Como podemos observar a partir desta figura,
(7®)¢s é uma fungao fmpar de oy e sua amplitude depende do déficit angular causado pela

presenca da corda cosmica.

0.6r

04r

02r

-04 -0.2 0.0 0.2 0.4
&

Figura 5.1: O VEV da densidade de corrente azimutal induzido na auséncia de compactificacdo como
fungdo de ag, para r/w =1, ma =5, ¢ = 1.5,2.5 e 3.5.

Vamos considerar os comportamentos da fungao Z,,,(u) definida em (5.56) para
grandes e pequenos valores do argumento, fazendo uso de algumas expressoes assintoticas

presentes na Ref. [18].
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Para pequenos valores do argumento, u < 1, a fungdo Z,,,(u) assume a forma

simplificada
3T

Zma(“) ~ 4(u N 1)5/2 :

(5.59)

Por outro lado, para grandes valores do argumento, u—1 > 1, a fungao Z,,,(u) é também
simplificada e, considerando apenas o termo principal, tem a seguinte forma:

- V 27T(1 + I/Q)VQ

Za0) (5.60)

Agora, considerando o caso nao massivo, m = 0, implica de (5.18) que v; = —1/2 e
v = 1/2, e neste caso algumas simplificagoes podem ser realizadas, de modo que a fungao

Zma(u) é expressa como:

Zy(u) = 3\:%@ _11)5/2 , (5.61)

Vamos agora analisar o comportamento assintético do VEV em (5.54) para pe-
quenos e grandes valores da razao r/w. Para pontos proximos a corda césmica, r/w < 1,

usamos a férmula assintética presente em (5.59), obtendo a expressao

5[ /2] i ®  cosh™(z g, 22
(e e (=) [Z(—l)kw+g J e e HCL

p sin(rk/q) w cosh(2qz) — cos(qm)

A partir da expressdo acima, podemos ver que este VEV diverge como (w/r)°. Por outro
lado, para pontos distantes da corda césmica, r/w > 1, substituimos (5.60) em (5.54),

obtendo a seguinte expressao assintotica:

2
< .¢,> ~ V2<1 + V2)6 w et %/( 1)k Sin<2ﬂ—o‘0k>
e P A sin®2%3(1k /q)

k=1
00 h7(2112+3) 9

+ g/ 4z (2)9(a @0, 22) |- (5.63)
T Jo cosh(2qz) — cos(qm)

Podemos ver a partir desta expressao, que neste regime a influéncia da corda cosmica
sobre a densidade de corrente azimutal comeca a decair e a intensidade deste decaimento
depende da massa da particula. Na Fig. 5.2, é mostrado graficamente o comportamento

da contribuicao induzida pela corda césmica na auséncia de compactificacao, como fungao
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da distancia prépria em unidades de a, r/w, para diferentes valores de ¢q. Este grafico nos
mostra que esta contribuigao diverge na corda (r = 0), bem como tende a zero para pontos
distantes, com seu decaimento dependendo do parametro ¢ da corda césmica

1.0
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1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1

=
o~

\
1
1
1

a’e” < j?>

=S
)

— 135

0.0

Figura 5.2: O VEV da contribuicao induzida pela corda césmica para a densidade de corrente azimutal
como uma fungéo de r/w para g = 0.25, ma =5, ¢ = 1.5,2.5 ¢ 3.5

Vamos agora desenvolver a contribuicao induzida pela compactificacao, (j?).. De

acordo com a decomposicao feita em (5.46), temos:

. iequ®
(j9)e =

— e / d\ / deejp)\ Ta, (M) T, e, AP) T2 (pw) + J2 (pw)]

/Oo 1 1
X dx
[\/)\Z—l—p + ()2

\/)\2 + p? + (—iz)?

1
X —L omind .
z+2min8 _
n=+1 € 1

(5.64)

A fim de efetuarmos a integral sobre z na Eq. (5.100), dividimos o intervalo de inte-
gragao correspondente em dois segmentos: o primeiro é [0

[VA2+p?, o0

A2+ p?], e o segundo é
). Feito esta divis@o, usando a identidade abaixo

: o2—x%2, sex<o
0% 4 (+iz)? =

(5.65)
+iva?—o0?, sex >0,

e inserindo a expansdo em série (e* —1)~! = >7° e na Eq. (5.64), podemos integrar
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sobre a varidvel x com a ajuda de [110], obtendo o seguinte resultado:

(3% = equ” Zcos o) Zej/ AAN?Jg, (A1) J g, 4¢, (A7)

1265y

< [ " dppl 2, (pw) + T2, (p) Ko (L2 + 1) (5.66)

Fazendo uso da representagao integral da fungao de Macdonald presente em (4.28), pode-

mos integrar sobre A e p em (5.66) com a ajuda de [110], chegando a expressao
P\ eqw 2 —[14w?/r2+(IL)2/2r2]y
(3% = T 32576 ZCOS (271) / dyy“e

< (w—y) # 1 (%0) | B0 - T ni] . 7

onde a varidvel y = 277r%/(IL)? foi introduzida. Utilizando a representagao para a fungio

Z(q, g, y) dada em (5.52), podemos efetuar a integral sobre y, obtendo a expressao

o] lq/2]
(j%)e = —(2;)%2@08(%13)[2(—1)’fsm(wk/q)sm(zmok)zma(ulk)

N q/o" cosh(z)g(q, @, 22)
T Jo cosh(2¢z) — cos(qm)

Zma(ulz):| 5 (568)

onde definimos as varidveis

ZL)2
= 1+ 2p*sin®(nk (

Uk + 2p”sin®(rk/q) + o2

(IL)?
2uw?

w, = 1+ 2p°cosh?(z) + (5.69)

Note que (5.54) e (5.68) sao fungbes impares de «yp. Isto significa que se fizermos
ag — —qp, a densidade de corrente azimutal muda de sinal. De fato, esta mudanca de
sinal corresponde a inverter a direcao do fluxo magnético ao longo da corda, implicando
também em uma inversao do sentido da corrente azimutal induzida. Além disso, (%), é
uma funcao par do parametro B . A razao para este comportamento se da pelo fato de nao
esperarmos a inversao no sentido da corrente azimutal devido a uma mudanca na direcao

do fluxo magnético circundado pela dimensao compactificada.

Na Fig. 5.3, (j?). é apresentada como funcio de ay e B, para ma = 5 e ¢ = 2.5.
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Observe que este grafico exibe as caracteristicas periddicas da densidade de corrente azi-

mutal induzida mencionadas no pardgrafo anterior.

Figura 5.3: A corrente azimutal induzida pela compactificagdo como fungao dos parametros B e ag, para
valores fixos de r/w =1, ma="5e ¢ = 2.5.

No nticleo da corda, » = 0, a densidade de corrente azimutal induzida pela com-

pactificacao, (j?)., é finita e assume a seguinte forma:

[e%s) [Q/Z}
By | :—1—6€§ omiiyz. (14 L) §'-1kink in(2ragk
<] >C‘7’—0 (27'(')5/2015 COS( Wﬁ) ma + 22 ( ) 8 (ﬂ- /Q)S ( T )
=1 k=1

q / cosh(z)g(q; ao, 22)
+ = z .
T Jo cosh(2gz) — cos(gqm)

(5.70)

Combinando (5.54) e (5.68), podemos escrever a densidade de corrente azimutal

total como,
].66 o] ~ [‘1/2]/
(%) = —Wz*cos@ﬂlﬁ){z(—1)ksin(7rk;/q)sin(27ra0k)2ma(ulk)
=0 k=1

N g/oo 3 cosh(2)g(q, g, 22)
N cosh(2gz) — cos(qm)

Zma(uzz)} : (5.71)

onde o asterisco presente no sinal da soma sobre [ em (5.71) indica que o termo [ = 0
deve ser tomado com um fator multiplicativo 1/2. Note que, para ag = 0, a densidade de

corrente azimutal é nula, sendo este um efeito tipo Ahanorov-Bohm.

Substituindo (5.61) em (5.71), a densidade de corrente azimutal total para um
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campo sem massa é expressa em termos de funcoes elementares e pode ser escrita como

5 [Q/Q}/ .
0 = s () | 3 (1) stk sinf2nank)V (5. )

a
k=1

COSh(Z)g(Q7a0722) 2

g V3, 7(2))| . (5.72)

* %/0 Zcosh(qu) — cos(qm)

onde introduzimos a funcao

V(g =Y (“’S(ﬂ (5.73)

2 2)5/2
= )

nos integrandos de (5.72), com os argumentos correspondentes dados por

2rsin(mk 2r cosh(z
g = Zrsinlmk/a) oy 2reosh(z) (5.74)
L L
A soma sobre a varidvel [ pode ser desenvolvida com a ajuda de [110]. Assim, apds alguns
passos intermediarios, obtemos
V(B.x) = m2cosh(2rfBx)  cosh[r(1 — 253)x] 4+ 2xfx sinh[r(1 — 25)x] (5.75)

 4a?sinh*(7x) 423 sinh(7z) ’

com 0 < B <1,

Para grandes comprimentos da dimensao extra, L/w > 1, substituimos (5.60) em

(5.68), obtendo a seguinte expressao:

2up+4 00 [q/2]/ _ ) '
(% =~ _w (%) Z COS(QWZB){ Z (—1)* smg(ﬂk'/g) ilf:i?ﬂ@zok)
m =1 o (2 +p7)
q [® ] cosh(z)g(q, g, 22) | -
+ T /0 < [cosh(2¢z) — cos(gm)] [12 + 7_2(2)}u2+2 ( )

A partir da equagao acima, podemos notar que a densidade de corrente azimutal induzida
pela compactificacdo tem um comportamento decrescente para grandes comprimentos
da dimensao extra e, portanto, neste regime a corrente azimutal total é dominada pela

contribuicao induzida pela corda cosmica.

Para finalizar esta subsegao, vamos considerar o limite Minkowskiano. Neste caso,

consideramos a — oo para um valor fixo da variavel y. Como consequéncia ma > 1 e a
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coordenada w é aproximada como w ~ a + y, de modo que a fun¢ao Z,,,(u) assume a
seguinte forma [01]:

5/2 45 Ksya(mu)

Zma(u> = 2m U5/2 )

(5.77)

onde K, (x) é a fungao de Macdonald. Substituindo este resultado em (5.71), apds algumas

simplificacoes, obtemos

[q/2]

m 5/2 oo ~ , s 0(m /72 i
(5% ~ —6(2—> Z* cos(27rl6){ Z (—1)*sin(rk/q) sin(27ra0k)K/ (mLy 0+ pi)

Z =+ R

=0
a4 > COSh(Z)g(q, Q, 22) K5/2(mL 12 + 7'2(2))
T /0 cosh(2gz) — cos(qm)  [12 +72(2)]5/4 } |

(5.78)

5.2.2 Corrente induzida ao longo da dimensao extra compacti-

ficada

Nesta subsecao, queremos analisar o VEV da densidade de corrente ao longo do
eixo compactificado, nomeada densidade de corrente axial. Como veremos, este VEV tende

a zero no limite L — 0.

A densidade de corrente induzida na dimensao extra compactificada é calculada
por:

(57) = 5 2y — i) (5.79)

o

Substituindo (5.31) e (5.38) na expressao acima, obtemos

R Y 53 SR LT R

7ot (5.80)
X [Jgj(/\r) + J§j+e]. ()\7’)} + [Jfl (pw) — J32 (pw)] [Jgj (Ar) — J§j+éj (/\7“)} },

onde a soma sobre 7 ja foi realizada.

Note que esta expressao ¢ divergente devido ao segundo termo entre chaves e,
logo, algum método de regularizacao deve ser empregado a fim de obter uma quantidade

finita. Iremos assumir que uma funcao “cutoff” é introduzida no termo divergente sem



Capitulo 5. Correntes induzidas e polarizacao do vdcuo fermionico no espaco AdS 113

explicitamente escrevé-la, uma vez que a forma explicita desta funcao nao é relevante
para a discussao a seguir. Além disso, usando a férmula de Abel-Plana dada em (4.20),

podemos ver que este termo € nulo.

Quanto ao termo remanescente, por outro lado, tomamos g(u) = 27u/L e a ex-
pressao (5.45) para a funcao f(u). Podemos ver que a primeira integral no lado direito
de (4.20) é zero, dado que g(u) é uma fungao fmpar. Logo, a unica contribuigao para a
densidade de corrente axial é proveniente da segunda integral em (4.20):

igew®
4m2ab

g% =

|l w + 2l S [T 00 + 5 ()]

&0 drx 1 1
% / 5 5 2 2 _ 2\ Let2mif _ |  oLe—2mif _ ’ (581)
VAP o2 — A2 —p? \e 1 e 1

onde introduzimos a varidvel x = 27u/L. Como j4 feito anteriormente, o préximo passo

é utilizar a expansao em série, (e* — 1)7! = Y7 7', na expressdo acima, e em seguida

integrar sobre x [110]. Procedendo desta forma, o resultado encontrado é:
6 (9]
N gew - 3 2 2
0) = s D sin(zntd) |l )+ 7

<2 /Ooo DNTEOn) + T3, On] VR +PE(LY Y +72) . (5.82)

Note que a expressao acima é a mesma para s = +1 e s = —1 e, portanto, para esta
componente também assumiremos s = +1. Agora, usando a representacao integral para

a fungdo de Macdonald fornecida em (4.28) e a propriedade K,(z) = K_,(z), podemos

integrar sobre as varidveis A e p com a ajuda dos resultados fornecidos em [110], de modo
a obtermos
6
oy oo ek § : 2~ [1+(L)? /20 +w? [r?)
(75 = 125G Isin(2713) / dyy“e Y

X

1 (j’—y) 1 (%) |ot0.00). (559

onde introduzimos a nova variavel y = 27r?/(IL)%. Além disso, introduzimos na expressao

acima a func¢ao G(q, ap,y), definida aqui como

G(q, 0,y) = I(q, 0, y) + Z(q, o, y) , (5.84)
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onde a fungao Z(q, ag,y) ja foi definida em (5.51). Assim, usando a representagao da

fungao Z(q, ap, y), apresentada em (5.52), na Eq. (5.84), obtemos

2q h(q, g, 22) sinh z

2
= Y —y cosh 2z
G(q, ao,y) q{e T 0 Zcosh(qu) — cos(gm)
lq/2]
+ 22 *cos(mk/q) cos(2mkayg )eycos(?ﬂk/q)} ) (5.85)

onde

h(q, o, 2) = cos[mq(1/2 + )] sinh[(1/2 — ap)qz]
+ cos[mq(1/2 — ap)] sinh[(1/2 + ap)qz] . (5.86)

Note que as fungoes h(q, ag, z) e G(q, ap,y) sao fungdes pares de ag. Agora, substituindo

(5.85) em (5.83), podemos realizar a integral sobre y, obtendo

00 la/2]
(%) = (2:i§2a52lsm 271f3) {Z( 1)* cos(mk/q) cos(2mak) Zma ()
k=0
q [, sinh(2)h(q, ao,22)
+ ;/0 dzcosh(qu) —cos(qw)Zma(ulz)] ' (587)

<>
10 -—05

Figura 5.4: O VEV da densidade de corrente axial induzido pela compactificagao como fungao de aq e 5 ,
para ¢ = 2.5, r/w=1e ma=>5.

Note que o primo no sinal de soma indica que o termo k£ = 0 deve ser dividido por 2. O
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VEV na Eq. (5.87) também pode ser apresentado pela decomposi¢ao

(%) = (55)0 + (7)o . (5.88)

O primeiro termo, ( jz)(o), nao depende nos parametros ag e ¢, e corresponde a densidade
de corrente axial induzida somente pela compactificacao no espago-tempo AdS. Para esta
contribuicao, temos

. dgel &
(55O = (27T 5/2a5 lem 2%[6) Zma(up) (5.89)

onde uj é dado na primeira relacao em (5.69) para k = 0.

Quanto ao segundo termo em (5.88), este é dado por

00 la/2]

(j7) o) = BeL lem 27l ) {Z( 1)¥ cos(k/q) cos(2mank) Zma (i)

(27r 5/2a5
k=1

g/ooo & smh( Vh(q, o, 22) Zma(ulz):| ' (5.90)

* T cosh(2¢gz) — cos(gqm)

Note que esta contribuicao é nula nos casos especiais em que f = 0 (campo untwisted)
e B = 0.5 (campo twisted), quando na auséncia do fluxo magnético ®,, e em geral para
valores semi-inteiros de B Uma outra caracteristica desta densidade de corrente é que
a mesma ¢ uma funcdo fmpar de §. Isto implica que para o caso em que § = 0, por
exemplo, a densidade de corrente axial muda de sentido, se o fluxo magnético circundado

pela dimensao compactificada tem sua direcao invertida.

Na Fig. 5.4, é apresentado o comportamento de (j?)(®®0) presente na Eq. (5.90),
como funcao de ag e 3, para valores de r/w =1 ma=5eq =25 Jana Fig. 5.5, é
mostrado o comportamento de (5.90) para ag = 0 (grafico a esquerda) e oy = 0.35 (grafico
a direita), como fun¢ado do parametro 3 para diferentes valores de ¢. Como podemos
observar, o fluxo magnético ao longo da corda césmica pode inverter o sentido de (57)(@0)
ao longo do eixo compactificado. Note que esta observacao também ¢é valida para o termo

de origem puramente topoldgica, (7)), presente em (5.89).

No caso de um campo espinorial sem massa, a densidade de corrente axial em (5.87)

é simplificada e pode ser expressa em termos de fungoes elementares. Assim, substituindo



Capitulo 5. Correntes induzidas e polarizacao do vdcuo fermionico no espaco AdS 116

(5.61) em (5.87), obtemos

) = -2 (E) [[ﬁ’(—l)k cos(h/ ) cos(2magh) G (5, )
o[t )] o
onde definimos uma nova funcao
G(B,z) = lfl: % . (5.92)
A soma sobre [ pode ser desenvolvida com a ajuda de [110], e o resultado obtido é:
G(B.x) = _7r_2 [sinh(275z) — 23 sinh(7z) cosh[rz(1 — 23)]] ' (5.93)

dx sinh?(7x)

Note que este resultado é nulo para B =0, 1/2, 1.

Vamos agora considerar alguns limites assintéticos especiais da densidade de cor-
rente axial dada em (5.87). Tomando a coordenada w fixa e grandes valores da dimensao

extra compacta, L/w > 1, a densidade de corrente axial total é dada por

2uo+4 ©0 /
%~ _W(%) lein(%rlﬁ {Z kCOS (mk/q) C;)S,Eizzaok)
mea — £ ( " pk)
¢ [~ sinh(2)h(q, ag, 22)
7y ¢ - 5.94
+ T /0 Z[cosh(qu) — cos(qm)] [ZQ + 7_2(2)} v2+2 } ( )

Outro comportamento assintético interessante é o limite Minkowskiano. Fazendo
uso da funcdo Z,,,(u) neste limite, j4 apresentada em (5.77), e substituindo-a na Eq.

(5.87), a densidade de corrente axial é expressa como

la/2]
. 23/2m K5/2 (mL 12+ pi)
(75 ~ — 7T5/2L3/2 lem 27rlﬁ {Z( 1)¥ cos(mk/q) cos(2maok) 2+ p2)ol

g/‘x’d sinh(2)h(q, g, 22) Ks2(mLy/1> 4+ 72(2 )}
0

T Zcosh(Zqz) — cos(qm) (2 + 72(2)]/

n (5.95)
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Figura 5.5: A densidade de corrente axial como funcao de B, para ¢ = 2.5, r/w = 1 e ma = 5. No gréfico
do lado esquerdo é considerado g = 0, enquanto no grafico do lado direito é assumido oy = 0.35.

5.3 Condensado fermionico

Nesta secao iremos investigar as propriedades locais do condensado fermionico
(CF). Este tltimo é definido como o VEV (0]|0) = (19}, onde |0) é o estado de vécuo
e 1) = Ty ¢é 0 adjunto de Dirac. Expandido o operador de campo em termos do conjunto
completo {@Z)C(,_) &) } dado por (5.31) e (5.38), e usando as relagoes de anti-comutagao
para os operadores de criacao e aniquilagao, obtemos a seguinte férmula de soma dos

modos para o FC:

() = 5 3 [0 — aPu), (5.9

onde ) _ ¢é dado por (5.41). Os operadores na definigao do CF sao dados no mesmo ponto
do espago-tempo e, portanto, a expressao no lado direito de (5.96) é divergente. Vérios
esquemas de regularizacao podem ser empregados para tornar essa expressao finita. Por
exemplo, podemos usar a técnica de separacao de pontos, ou mesmo uma funcao cutoff
pode ser introduzida. Todavia, a discussao descrita abaixo é independente do método de

regularizacao escolhido.

Substituindo as fung¢oes dos modos fornecidas em (5.31) e (5.38) na Eq. (5.96),

obtemos

-~ 2
U I RVRDW Iy e

X Jy, (pw)J,, (pw) [Jéj()\r) + J§j+€j(/\r)} , (5.97)
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onde a soma sobre n ja foi efetuada. Note que o CF acima tem sinais opostos para os
casos em que s = +1 e s = —1. Assim, nesta se¢ao iremos considerar o caso s = +1, com

vi=ma—1/2evy=ma+1/2.

A fim de separarmos a contribui¢ao no CF induzida pela compactificagao na dire¢ao
z para a soma sobre [, vamos utilizar a férmula de Abel-Plana dada em (4.20). No presente
caso, tomando g(u) = 1 e f(u) = [A\2 + p? + (2mu/L)?* /2, podemos decompor o CF em

duas partes:

<¢77Z)> = <¢¢>Ads,cs + <¢1/}>C7 (598)

onde

(V) ads.es = / dA / deAPQJul pw)Jy, (pw)

27r a4

[Jﬁ (W) + T2 (5.99)

)\r /
//\2_|_p _}_:L‘Q

¢ o CF induzido na geometria onde o eixo z nao é compactificado, e

W) = o2 a4/ dA)\/ dpp* Z Jﬁ (Ar) +Jﬁ +ej ()‘7‘)]

. (ZE B )\2 —p ) 1/2
XJz/l (pw)JIJQ (pw>/ dx Z eLz+2m‘nB —1

V/ A2 +p? n==+1

. (5.100)

¢ a contribuicao induzida pela compactificacao. Em ambas as expressoes acima, introdu-

zimos uma nova variavel x = 27u/ L.

Vamos desenvolver cada uma destas contribuigoes separadamente, come¢ando com
a contribuicao (1)) ags.cs- A fim de realizarmos as integrais sobre A, p e z em (5.99), vamos
usar a identidade presente em (5.48). Assim, substituindo (5.48) em (5.99), estas integrais
sao efetuadas com a ajuda de [110]. Apés alguns passos intermediérios, introduzindo em

vez de T uma nova variavel de integracao, y = r?/272, obtemos

<@¢>Ad8,cs _ _Q(’LU2/T)6 /OOO dy yge—(l—i-pf?)y [le (y/pQ) . IV2 (y/pQ)}

4r2a?
x G(g,20,y) (5.101)

onde usamos a notacao p = r/w definida em (5.58), e a fungdo G(q, ap,y) esta definida
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em (5.85).
Introduzindo uma nova varidvel de integragiao, z = y/p*, a contribuicao para o
condensado (5.101) proveniente do termo e¥ entre chaves em (5.85) é apresentada como

- 1

(F)ais =~z | doa’e L (@) = L ()] (5.102)

Esta contribuicao nao depende nos parametros ¢ e ag, e corresponde ao CF no espaco-
tempo AdS (441)-dimensional na auséncia de corda césmica. Como poderfamos esperar da
maxima simetria do espago-tempo AdS, este VEV nao depende do ponto no espago-tempo.
A expressao do lado direito da Eq. (5.102) é divergente e necessita de um procedimento
de regularizacao com subsequente renormalizacao. Nesta secao estamos interessados nos
efeitos induzidos pela corda césmica. A contribuicdao correspondente para o CF é dada
por

(Ph)es = (V) ads,es — (YY) aas- (5.103)

Um ponto importante a ser mencionado aqui é que para r > 0 a diferenca em (5.103) é
finita e a regularizacao implicitamente assumida antes pode ser removida com seguranca.
A razdo fisica para a auséncia de divergéncias em (1)9)) é que a geometria local na regido
r > 0 nao é alterada pela corda cdosmica e, portanto, novas divergéncias nao surgirao.
Substituindo (5.85) em (5.101), obtemos

(P = —— / T deae (L, (2) — 1, (2)]

m2at

la/2]
!/ .
X { Z (—1)* cos(mk/q) cos(2mkayg)e 25" s (7k/a)

k=1

+4 /Oodz fq, 00, 22) sinh 2 g2 come s | (5.104)
T Jo cosh(2¢z) — cos(qm)

A integral sobre z é efetuada usando a férmula (4.38) e, apds alguns passos intermedidrios,

o CF induzido pela corda césmica é dado por

(WP)es = ~ g Z(—1)kcos(7rk/q)Cos(2ﬁka0)Wma(uk)

k=1

B NG [[Q/ﬂ,

% B(q ap,22) sinh
N g/ s (¢, ap, 2z) sinh z )]
T Jo cosh(2qz) — cos(qm)

(5.105)
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onde introduzimos a notacao

—i5m 5/2
o5 /QQV/—]./Q(U)

(u? — 1)5/4 ’

Wina(uw) = F,, (u) — F,,(u) com F,(u) = (5.106)

e as varidveis uy e u. sdo as mesmas ji definidas em (5.57). Note que o CF (1)9))
depende das coordenadas r e w na forma da razao (5.58). Novamente, esta propriedade é

uma consequéncia do espago-tempo AdS ser maximalmente simétrico.

Para um campo sem massa, a fungdo W,,(u) é expressa em termos de fungoes

elementares

W (u) = 4(11—\/3)5/2 | (5.107)

Substituindo esta expressao em (5.105), obtemos

l9/2]
_ 3 ' kcos(mk/q) cos(2mkao)
()es = 1672a4 [Z (1" (1 + p2sin®(rk/q))%/2

qg [ sinh z h(q, g, 22)
= d . 5.108
* T /0 Zcosh(qu) — cos(gm) (1 + p2cosh? 2)5/2 ( )

Para 2|ag| < 1 —1/g, o CF (5.108) é finito no nicleo da corda

- o 3h0(q7 aO)
<¢77Z)>cs r=0 — —1671'2&4 . (5109)
Aqui e no que segue a notagao
lq/2]
' cos(mk/q) cos(2mkay) ¢ /°° h(q, o, 22) sinh z
h = —1)* | d
n(a o) ; (=1) sin”(7k /q) T 0 : [cosh(2qz) — cos(qm)] cosh™ 2

(5.110)
¢ introduzida. Para 2|ag| > 1 — 1/q, o condensado (5.108) diverge sobre a corda como

1/pQlacl=Da=1 Esta divergéncia é proveniente do termo com a integral sobre a varidvel z

na Eq. (5.108).

Vamos agora analisar algumas propriedades assintéticas do CF induzido pela corda
césmica. No limite assintotico Minkowskiano, novamente, temos a — oo com y fixo,
implicando em w ~ a + y e ma > 1. Neste limite precisamos da forma assintética da
funcao Qi/_Q | /2(u) para u — 1 < 1 e v > 1. Na literatura poderfamos encontrar apenas

o termo principal na expansao assintotica correspondente. Entretanto, o termo principal
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é cancelado na fungao W,,,(u) e, portanto, se faz necesséario considerar o préximo termo
na expansao. Em nosso cdlculo, usamos a representagao (5.101) com a funcao G(q, o, y)
dada em (5.85) (sem o termo divergente devido ao espago AdS puro). Assim, usando a
expansao assintética uniforme da fungao I,(z) para grandes valores da ordem, podemos

ver que no limite a — oo, para o termo principal, temos

> _ 2 /2 2
/ dra’e (1+20%/w?) [Ima,l/z(m) — ImaH/Q(:z:)} ~ \/;a4m4f3/2 (2mb) , (5.111)
0

com a notacao

fo(z) = . (5.112)

sendo K, (z) a fungao de Macdonald. Assim, o CF induzido pela corda césmica no espago-

tempo de Minkowski (4 + 1)-dimensional é dado por

2m* e h 2z) sinh
_\/_m_ [2/ d (g, 00, 22) sinh 2 f3/2 (2mr cosh 2)
0

7o\ (M)
(W)e" = w2 |7 Zcosh(2qz)—cos(q7r)
la/2]
+ZI(—1)I" cos(mk/q) cos(2mkag) f32 (2mrsin(nk/q)) | . (5.113)
k=1

Para um campo sem massa, m = 0, este condensado desaparece. Este resultado também
pode ser visto de (5.108) ao tomarmos o limite a — oo com y fixo. Assim, a geragao do

CF para um campo sem massa ¢ um efeito puramente gravitacional.
Para pequenas distancias préprias a partir da corda, quando comparadas com o
raio de curvatura do espaco-tempo AdS, temos p < 1. Neste caso, temos

- —~ mh?)(q’ Oé(])

(V1h)es = —W : (5.114)

Como podemos ver, neste caso o CF diverge na corda como 1 /7“2. O termo principal
(5.114) coincide com aquele para a corda césmica no espago-tempo de Minkowski, dado
por (5.113), substituindo a distancia r pela distancia prépria 7, no espago-tempo AdS.
Isto mostra que para um campo massivo os efeitos gravitacionais proximos da corda sao

fracos. Por outro lado, para distancias grandes a partir do nicleo da corda, p > 1, com
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w fixo, usamos a forma assintotica

Vr(ma+1/2)(ma+ 3/2)

9mag,ma+5/2 ’

Wina(u) =

(5.115)

para u > 1. Substituindo esta expressao em (5.105), para a ordem principal, temos

_ +1/2 +3/2
(WMCS ~ — (2T;l7ga+2ﬂ-éa3l((:;i)2ma/+5>

h2ma+5(Q> 050) . (5116)

Vemos que o decaimento do CF para grandes distancias a partir da corda césmica é tipo lei
de poténcias, para ambos os campos sem massa e massivo. Note que, como pode ser visto
de (5.113), no comportamento para grandes distancias a partir da corda no espago-tempo

de Minkowski, mr > 1, o CF decai exponencialmente.

Na Fig. 5.6 apresentamos o comportamento do CF na geometria onde o eixo z
nao é compactificado, como uma fungao da razao r/w. Os graficos sdo exibidos para
ap = 0.3 e 0s numeros proximos as curvas sao valores do parametro ¢. O gréafico do lado
esquerdo corresponde a um campo fermionico massivo com ma = 1, enquanto o grafico
presente do lado direito resulta de um campo sem massa. Como ja explicado em nossa
andlise assintética, para um campo massivo o condensado (19)) diverge no nicleo da
corda como (w/r)3. Para um campo sem massa, (1))e diverge como (w/r)@e0l=Da=!
para 2|ag| > 1 —1/q (curvas com g = 1,2 no grafico do lado direito) e assume valores

finitos (5.109) na corda para 2|ag| < 1 — 1/¢ (curva ¢ = 3 no grafico do lado direito).
Note que para o caso ¢ = 3 na figura do lado direito temos (1))|,—o = 0.0095/a*.

O gréfico & esquerda na Fig. 5.7 apresenta a dependéncia do CF (1)) com respeito
a massa do campo, em unidades de 1/a*, para r/w = 1.5, ap = 0.3. O gréfico a direita na
Fig. 5.7 mostra a dependéncia do CF induzido pela corda com respeito ao parametro aq
para valores fixos de ma = 0.5, r/w = 1.5. Em ambos os graficos os nimeros préximos as

curvas correspondem aos valores do parametro q.

Vamos agora investigar a contribuicao do CF induzida pela compactificacao ao
longo do eixo z. Esta é dada pela expressao (5.100). Antes de qualquer coisa, podemos
notar que a compactificagao nao altera a geometria local e, portanto, a contribuicao @wc
nao requer uma renormalizagao. Dito isto, podemos prosseguir fazendo uso da expansao

(e —1)71 =372, e na integral sobre z. As integrais para um dado [ sdo expressas em
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Figura 5.6: O CF (¢n))s como uma funcio da distancia a partir da corda césmica para campos com
massa (grafico do lado esquerdo) e sem massa (grafico do lado direito). Os graficos sdo apresentados
para «g = 0.3 e para diferentes valores de ¢ (ndmeros préximos as curvas). No grafico do lado esquerdo
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Figura 5.7: O condensado (¢1))¢ como uma funcio da massa (gréafico & esquerda) e do parametro o
(gréfico a direita) para r/w = 1.5 e para diferentes valores de ¢ (nimeros préximos as curvas). Para o
grafico do lado esquerdo consideramos ag = 0.3 e para o gréafico do lado direito ma = 0.5.
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termos da funcao de Macdonald

5 0
(G)e = —L > cos(2nlB) | dpp* i, (), (pw)
X Z/ A\ [Jgj()\r)JrJgﬁej()\r)] Ko(ILVN2 +p2) . (5.117)
= Jo

Usando a representacao integral para a fungao de Macdonald dada em (4.28), as integrais
sobre A e p na Eq. (5.117) sao expressas através de fungoes de Bessel I, (z). Usando a

notagao (5.84), a parte induzida pela compactificacgdo no CF é apresentada como
_ ¢ N - 2 —[14+p2+(IL)2 /2w?
(Pp)e = o2l ;cos(%rlﬂ)/o dy y2e P+ /2wy
X Ly (y) = L, ()1 G(g, 0, yp”) - (5.118)

Nesta expressao introduzimos uma nova varidvel, y = 27w?/(IL)2.

Usando a representacao para a fungao G(q, o, y) dada em (5.85), obtemos

2 — - 2
(V1) T 204 Z COS(QWZﬁ)/ dyy e (L /2wy (1, (y) — L,(y)]
=1

*

k=0

N g/oodz h(q,Oé[),2z)SinhZ e—2yp2cosh2z}7
; )

lg/2]
/ .
X { Z (=1)* cos(mk/q) cos(2mkayg)e2vF" s (7k/a)

A1
T cosh(2¢gz) — cos(qm (5.119)

onde, novamente, o asterisco no sinal de soma sobre k, na Eq. (5.119), indica que o termo

k = 0 deve ser dividido por 2. Realizando a integral sobre y através do uso da férmula

(4.38), obtemos a expressao final

(). = ~ i Zcos oml ) Z (—1)* cos(mk/q) cos(2mkag) Wina (i)

q [ h(q, g, 22) sinh z
—/ d ma(Uiz) | 5.120
* /0 Zcosh(2qz) — cos(qw)w (z) ( )

23/2 00 [[(1/2]

™

onde wuy, e uy, estao definidas em (5.69), com a fun¢ao W,,,(u) definida em (5.106). A

contribuigao induzida pela compactificacao depende de r, L, w na forma das razoes r/w e

L/w. Novamente, esta caracteristica é uma consequéncia da maxima simetria do espago-
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tempo AdS. O termo k£ = 0 em (5.120) é apresentado como

() = _7r;//2§a4 ZCOS(QWZB)Wma (1 + ﬁ) : (5.121)
=1

2uw?

Para ¢ = 1 e ag = 0, esta contribui¢do é o tnico termo nao nulo em (5.120) e, portanto,
corresponde a contribuicao no CF induzida pela compactificacao na direcao z no espaco-
tempo AdS. A parte remanescente em (5.120), () = (Pup). — (), é induzida
pelo déficit angular planar e o fluxo magnético. Para 2|ag| < 1 — 1/¢, a contribuigao

topoldgica (5.120) é finita na corda:

(Y)elrmo = [1 + 2ho(q, ao)] (). (5.122)

Por outro lado, para 2|ag| > 1—1/q o CF diverge no nticleo da corda como 1/p@leol=1a-1,

Para um campo sem massa, a expressao (5.120) é expressa em termos de fungoes

elementares. Neste caso, substituindo (5.107) em (5.120), temos o seguinte resultado:

la/2]
/

- 3 - (—1)* cos(mk/q) cos(2mkay)
¢ = ——— cos(2ml
<1/J¢> 871’2(14 ; (2 5) [kz:;* [1 N p2 Sin2(71'k}/q) X (lL/w)2/4] 5/2

qg [ sinh z h(q, g, 22)
. _/ de it : 3| (5.123)
™ Jo cosh(2gz) — cos(qm) [1+ p? cosh? z + (IL/w)?/4]

Similarmente aquilo que ocorre no caso da contribuicao induzida pela corda césmica em
(5.108), para 2|ap| < 1 — 1/q a contribui¢ao (5.123) é finita na corda:
3

_ - N - cos(2nlf)
Wlelr=0 = — {5 zga [1 + 2hold; )] ; 1+ (IL/2w)??

(5.124)

e diverge como 1/pleol=1a=1 para 2|ap| > 1 —1/q .

Na Fig. 5.8, o comportamento da contribuicao no CF, induzido pela compacti-
ficagdo, é mostrado como fungao da distancia a partir da corda (grafico a esquerda) e
da massa do campo (grafico a direita). Para o gréfico a esquerda consideramos ma = 1,
L/w =1, ayg = 0.3, B = 0.25 e os niimeros préximos as curvas correspondem aos va-
lores de g. Para o gréfico a direita tomamos ¢ = 2.5, r/w = 1, ag = 0.3, B = 0.25 e

os nimeros proximos as curvas sdo valores para a razao L/w. Como explicado acima,
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para 2|ag| < 1 —1/q, o CF (). é finito sobre a corda. Isto corresponde & curva com
g = 3 no grafico do lado esquerdo da Fig. 5.8. Para valores dos parametros obedecendo
a relagdo 2|ag| > 1 — 1/g, o condensado (1)), diverge sobre a corda como 1/rZleol=1a-1
e esta situacao é exemplificada pela curva com ¢ = 1 no grafico do lado esquerdo. Para
a curva com ¢ = 2.5, temos 2|ag| = 1 — 1/q e a parte topoldgica é finita sobre a corda.
Para grandes distancias a partir da corda, o condensado tende ao valor limite @w).(go)
que nao depende de g e ag. Uma caracteristica interessante sobre a dependéncia com a

massa é que o CF assume valor maximo para algum valor intermediario da massa. Claro,

a supressao do condensado para grandes massas ¢ esperada.

151 0.75 i

10%a <@ y>;
10%a*<g >,
S

riw ma

Figura 5.8: A parte no CF induzido pela compactificacao como fungao da distancia radial a partir da
corda (grafico & esquerda) e como funcao da massa (gréafico a direita). Para ambos os graficos ag = 0.3,
B = 0.25. Os ntimeros préximos as curvas sao valores do parametro ¢ para o grafico a esquerda e da razao
L/w para o gréfico a direita. Os graficos sdo esbogados para ma =1, L/w = 1 e para ¢ = 2.5, r/w =1
nos graficos a esquerda e a direita, respectivamente.

Para L/w > 1, podemos usar a expressao assintética para a fungdo W,,,(u) dada

m (5.115), obtendo

— _8(ma+1/2)(ma + 3/2 (ma+5/2)
(Yh)e ~ ( /71'2)(54 /2) < ) Zcos 27l 3)
la/2] i 0 .
y Z/ (—1)% cos(mk/q) cos(2mkay) +g/ " sinh z
ki (p2 4 12)" 2 7 Jo cosh(2gz) — cos(qm)
h(Qa Qo, 22)

(5.125)

[T(Z>2 + lz]ma+5/2 ’

onde as variaveis pj, e 7(2) estao definidas em (5.74). Como podemos ver, esta contribuigao

tende a zero no limite L — oo.
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No limite Minkowskiano, correspondendo a a — oo com y fixo, usando o resultado

(5.111), obtemos

23/2 0

QRO —mm4ZC08(2ﬂlﬁ~)
=1

l9/2]
X { Z*(—l)k’ cos(mk/q) cos(2mkay) f3/2 (Qm\/r2 sin®(rk/q) + l2L2/4>

k=0

q /OO h(q, o, 2u) sinh u
0

* T cosh(2qu) — cos(qm

)f3/2 <2m\/7‘2 cosh® u + 12L2/4> } , (5.126)

onde a funcao f5/5(x) é dada por (5.112). Para um campo sem massa, a contribuicao
topoldgica é nula. Novamente, vemos que o CF nao nulo para um campo sem massa no

espago-tempo AdS é um efeito induzido gravitacionalmente.

5.4 VEV do tensor energia-momento

Nesta se¢ao, queremos calcular outra importante caracteristica do vacuo fermio-
nico, o valor esperado de vacuo do tensor energia-momento. Para um campo fermionico
carregado na presenca de um campo eletromagnético, esta quantidade pode ser calculada

pela férmula da soma dos modos:

oI, ”|O> - Z Z 7(# )w(x) - (D(uzz§X))7V)¢gX)] ) (5.127)
g X—f
onde DME = ,ﬂﬁ — z'eAMz/? — @Fu, e os parénteses envolvendo os indices indicam sime-
trizacao.

5.4.1 Densidade de energia

Consideremos a densidade de energia, (7). Levando em conta que Ay = 0 e
observando que {7, g} = 0, temos que a tnica contribui¢do é proveniente das derivadas

temporais atuando nas fungoes de onda de energia positiva e negativa. Assim, temos

(Tyo) :——Z Z Enp 00t 00 (5.128)

o X=—
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Substituindo os modos de energia positiva e negativa (5.31) e (5.38), respectivamente,

com seus respectivos coeficientes de normalizacao em (5.128), obtemos:

(Too) = 47ra3L/ d)\)\/ dppzz w) + J2 (pw)]

j l=—o0

X [Jgj()\r)—i—Jgjﬁj()\r)} , (5.129)

onde as somas sobre x e n ja foram efetuadas. Como podemos ver, a densidade de energia

¢ a mesma para os campos em que s = +1 e s = —1.

A fim de proceder em nosso calculo, vamos utilizar a férmula de Abel-Plana (4.20)

com

glu) =1e f(u) = /A2 +p?+ (2ru/L)? ,

para desenvolver a soma sobre o nimero quantico [ na Eq. (5.129). Assim, obtemos

(Too) = / dA / dpp{ / durn/N2 + p? + (27u/L)?

47ra3L

+ z/ du [\//\2 + p? + (2miu/L) — /A2 + p? + (—2miu/L)

1 1 9 9
P =] SR 00 + T (40

x [J2 (pw) + J2 (pw)] - (5.130)

Similarmente ao que ocorre no CF, a densidade de energia pode ser expressa como

a soma de dois termos,

(Too) = (To0) ags,es T (To0)c - (5.131)

correspondendo & primeira e segunda integrais em (5.130), respectivamente. Comecemos

com a primeira parte,

4 [e%e} [e%e} o)
qu
(Too) aases = —T5-53 / dAA / dpp / dy /\2+p2+y22 [Jgj(/\r)qLJgﬁej(/\r)]
(2m)%a® Jo 0 0 P

onde introduzimos uma nova varidvel y = 27u/L. Entretanto, a expressao acima é di-

vergente, e uma funcao cutoff regularizadora é necessaria. Como feito na ultima secao,
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introduzimos uma funcao regularizadora sem explicitamente escreveé-la. Agora, a fim de

continuar executando nosso calculo, usamos a identidade

T Oppe” WHP T (5.133)

2
VA+pP+yt=—— [ d
v Jo

Mudando a ordem de integracao é possivel integrar sobre A, p e y. Usando as férmulas

fornecidas em [110], e apés alguns passos intermedidrios, chegamos ao seguinte resultado

4 00
C_I'lU 1 _7“2+w2
Tohser = oo [, 00 7ee 5 (a2 + Lu(u?/2)]

X 3 15 (1 /(2) + Loy, 02/ (2)] } . (5.134)

Como mencionado anteriormente, a soma sobre o niimero quantico j na expressao
acima foi definida como a funcao G(q, ap,y) dada em (5.85). Além disso, a contribuigao
do termo do e¥ estd associada com a densidade de energia fermionica no espago-tempo
AdS puro. Logo, subtraindo este termo, podemos integrar por partes sobre a variavel 7

na Eq. (5.134). Definindo uma nova varidvel z = w?/(272), obtemos a seguinte expressao

(Too)s = q)zas/ dza®e” " (1, (2) + Ly (2)] Golg. a0, p%) . (5.135)
0

2(2mw

onde Gy(q, ap, y) é dada por (5.85), sem o termo 2¢¥ entre chaves.

Usando a férmula (4.38), e apés alguns passos intermedidrios, incluindo o uso do

tensor métrico contravariante, ¢°, obtemos

la/2]
a® /
<T(§)>CS = m Z(—1)kcos(7rk:/q)COS(27rk:0<0)Zma(uk)
k=1
q/°° h(q, ap, 22) sinh z
0

* T cosh(2gz) — cos(qm

)Zma(uz) : (5.136)

onde a func¢do Z,,,(u) ja foi definida em (5.56) e as variaveis uy e u, em (5.57).

Na Fig. 5.9, é mostrado o comportamento da densidade de energia induzida pela
corda cosmica na geometria sem compactificacdo como funcao da distancia a partir da
corda (gréafico a esquerda) e da massa do campo (gréfico a direita). Para o gréafico do

lado esquerdo consideramos oy = 0.3 e ma = 1. Para o grafico do lado direito assumimos
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ap = 0.3 e r/w = 0.3. Como podemos ver pelo gréfico a esquerda, a densidade de energia
induzida pela corda tende a zero para pontos distantes, com o seu decaimento dependendo
do parametro ¢. No gréafico do lado direito, vemos que esta densidade de energia tende a

zero para grandes valores da massa.

3.0F
2.5F
2.0f

1.5; [ 25

104a%<T{ >

1.0F

0.5F

0.0f 1
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0 1 2 3 4 5

rw ma

Figura 5.9: A parte na densidade de energia induzida pela corda césmica como funcdo da distéancia
radial a partir da corda (grafico & esquerda) e como funcao da massa (grafico a direita). Para ambos
os graficos consideramos o = 0.3. Os nimeros préximos as curvas em ambos os graficos sdo valores do
parametro g. Os graficos sdo esbogados para ma = 1 e para r/w = 0.3 nos graficos a esquerda e a direita,
respectivamente.

Quanto a parte da densidade de energia induzida pela compactificagao, esta é

identificada como a segunda integral em (5.130):

; 4 0 0 00
Tw)e = gk [ [ [y [VIR G - VTR
0 0 0

87243
1 1 ) )
x 7, (pw) + T3, (pw)] - (5.137)

Levando em consideracao os pontos de ramificacao na integral sobre y ao usar a identidade
(5.65), e utilizando também a expansao (e* —1)~! = Y72 e, podemos integrar sobre

a variavel y, e apos alguns passos intermedidarios, a expressao acima fica

wt X cos (27l © 0
Too)e = 2:2a3L 2 (z - / dM/ dpp \/A? +p? Ki(ILV/ X + p?)
=1 0 0

x Z [Jgj(Ar) n J§j+ej(/\r)] (72 (pw) + J2 (pw)] . (5.138)

Substituindo a representacao integral da fungao de Macdonald dada em (4.28) na
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Eq. (5.138), podemos escrever

4 © 5 o) 0o 0o
(Too). = %Zcos(%w) / dt eVt / A / dpp (N2 + p?)e PO+ /)
Ta 0 0 0
=1

3 [Jgj()\r) +J§j+€j(m} 72 (pw) + J2 (pw)] .

(5.139)
Usando a relagao
272322 4 272032, .2
(A2 4 p2)e PO+ _12L28’f€ FLEAT+Y)(#/4) (5.140)
na Eq. (5.139), e apés desenvolver as integrais sobre A e p com a ajuda de [ 10], obtemos

e—2(r?+w?) /(P L?t)
t2
X G(q, a0, 2% [(PL?)) [, (2w?/(PL?t)) + L, (2w /(IPL?)]] ,  (5.141)

m2a3 L8 {6

2qw! o= cos(2mlf) [
(Too). — quw cos( Wlﬁ)/ dt eVt
=1 0

onde G(q, ap,y) corresponde a soma completa dada em (5.85).

Integrando por partes sobre ¢, apds alguns passos intermediarios, chegamos ao
resultado

- q - 3 OO 2 —(14p%+I2L2/(2w?))v
<T00>C = TZCOS(QWZB)/ dvvie P
(2m)?a’w? — 0

X G(q, a0, P°0) (1, (v) + Ly (V)] | (5.142)

onde introduzimos a varidvel v = 2w?/(I?L*t). Usando novamente a férmula (4.38), obte-

mos

[e’e) la/2]
<T00>C = % Z cos(27rlﬁ~) Z, (—1)F cos(k/q) cos(2mkag) Zma (uir)
1=1

*

k=0

q [ h(q, ap,22) sinh z

T/ g Zpalu)| 5.143
i ﬂ/o Zcosh(2qz) — cos(qm) (1z) ( )

sendo os argumentos da fun¢ao Z,,,(u) definidos em (5.69).

Na auséncia da corda coésmica e do fluxo magnético, temos ¢ = 1 e ag = 0. Sob

estas circunstancias somente o termo k = 0 da Eq. (5.143) ¢ nao nulo, sendo este dado
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por

Vo

Esta quantidade corresponde a densidade de energia induzida somente pela compacti-

(1YY = o icos(zwzﬁ)zma(1 + (ILJw)2/2) . (5.144)

ficacdo no espaco-tempo AdS. Para k > 0 temos outra componente induzida pela com-
pactificacao que tem seu comportamento influenciado pela presenca da corda cdsmica e

pelo fluxo magnético ao longo de seu nticleo. Esta componente é escrita como

o'} la/2]

yei \/§ > /
<Tg>iq - /35 Zcos(?wlﬁ) Z (=1)* cos(mk /q) cos(2mka) Zma ()

I=1 k=1

q/°° ,sinh(2)h(g, ag, 22)
0

+ T cosh(2gz) — cos(qm

)Zma(ulz)] . (5.145)

Na Fig. 5.10, é mostrado o comportamento da densidade de energia induzida pela
compactificagdo como fungao da distancia a partir da corda césmica (grafico a esquerda) e
da massa do campo (grafico a direita). Para o grafico do lado esquerdo foram considerados
ap=03,ma=1,L/w=1e B = (0.25. Para o grafico do lado direito assumimos oy = 0.3,

r/w=1,L/w=15e =025

10%a%<TY>,

riw ma

Figura 5.10: A parte na densidade de energia induzida pela compactificacdo como fungao da distancia
radial a partir da corda (grafico a esquerda) e como fungao da massa (grafico a direita). No gréfico do
lado esquerdo foram escolhidos ag = 0.3, ma =1, L/w = 1 e 5 = 0.25, e no grafico do lado direito foram
considerados a9 = 0.3, r/w =1, L/w =15 e B = 0.25. Os numeros préximos as curvas em ambos 0s
graficos sao valores do parametro gq.
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5.4.2 Componente radial

Vamos agora realizar o calculo da componente radial do tensor energia-momento.
Nesta diregdo temos que A, = 0, e o anti-comutador {v,,I',} = 0. Logo, temos somente

contribuigoes provenientes das derivadas radiais:
=71 Z > [P0, = (0.0) 1] (5.146)
o x=—-+

Substituindo os modos de energia positiva e negativa e a correspondente matriz de Dirac

na diregao radial (apresentada na segdo 5.1) na expressao acima, obtemos:

= epN [J2 (pw) + J2 (pw)]
<Trr = A3 T dA dp - 2
4m L / / z]:l_ o\ A2+ p? + [2n(1 + B)/L]?

x [J;j(/\r)Jﬁﬁej(/\r) - Jﬁj(Ar)JBﬁej(Ar)} , (5.147)

onde as somas sobre n e x ja foram realizadas. Note que as derivadas das funcoes de
Bessel sao com respeito ao argumento. Similarmente ao caso da densidade de energia, a

componente radial do tensor energia-momento ¢ a mesma para s = +1e s = —1.

Usando a férmula de Abel-Plana dada em (4.20), e considerando g(u) = 1 e f(u) =
A2+ p? + (2mu/L)*~Y/2, podemos decompor (5.147) de maneira similar ao que foi feito

m (5.131). Vamos desenvolver a contribui¢do induzida pela corda césmica:

(Trr) ads,cs = o a3/ d)\/ de/ Ejp/\3 )\( w) + J2 (pw)]

2+p + z2

x [Jﬁj(xr)Jﬁﬁﬁj(Ar)—Jﬁj(Ar)JBﬁEj(Ar)} , (5.148)

onde introduzimos uma nova variavel = 2ru/L. Usando a identidade dada em (5.48),

podemos realizar as integrais sobre x e p, obtendo o seguinte resultado

4
qu dr —'w2 -2
(L) aases = _87r2a3/0 3¢ /(2 )[L,l(wZ/(QTQ))+L,2(w2/(27'2))]
o 232 203 )
X ) € /0 AANP e [Jgj(Ar)+J§j+€j(Ar)——BJ; o
J
X Jﬁj(x)Jngrej()\r)] . (5.149)
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Na expressao acima, usamos a seguinte relacao de recorréncia envolvendo as derivadas da

funcao de Bessel:

& (Jg, (2) 5 e, () = T3, (2) g, 4, ()
= T4 @)+ T (@) - it I3, (2)Jp, 4¢,() - (5.150)

Para realizacao das integrais sobre A, usamos as seguintes féormulas [53]:

e 242 0 €_T2/(2T2)
3 —71A° 12 _
/0 dAX’e J.(Ar) = 5.2 53

L,(r*/(27%)) (5.151)

—r2/(2r?)

/ A2 Ty (M) T, e, (W) = —0°

4
0 4T

[Z5,(r?/(27%)) = Ig,4,(r?/(27%))]
(5.152)

Logo, substituindo estes resultados em (5.149), obtemos

8m2a3 73

/2%
Z{% 2 [ — [1s,(%/27%) + fﬁjm(r?/(%?»]]

Tdasss = oo [ 256/ 00?272 + L/ (2r)

X

T

J

414

26'5‘ +1 _r2/(272
2985 L or0m%) [1, (12 (20%)) — Iy oy (2 (2%)] } (513
Introduzindo uma nova varidvel, y = r?/(27%), e usando a relagao

(2€j6j + 1) [Iﬁj (y) - ]5j+ej (y)} =2 (yay —y+ 1/2) [Iﬁj (y) + Iﬂj-l—ej (yﬂ ’ (5154)

a Eq. (5.153) é simplificada e pode ser escrita como

—6

qp °° _ 2
(Tor) ads,cs = —m/ dyy*e” "W L (y/p?) + L, (y/p7)] G(g, a0, ) , (5.155)
0

com G(q, ap,y) dada em (5.85). A fim de avaliarmos a contribuigdo induzida pela corda
cosmica, subtraimos da func¢do G(q, ap,y) a quantidade correspondente no espago-tempo
AdS puro, 2¢¥. Além disso, introduzindo uma nova variavel, y = y/p* podemos usar

(4.38), e apds alguns passos intermediarios, a contribui¢ao induzida puramente pela corda
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é dada por
1 1 [q/2]/
) . = — —1)* cos(mk/q) cos(2mkag) Zma(u
e = Jommaas | 2 (" costmh/a) con(2mhao) Zafon)
q [ h(q, g, 22) sinh z
) ma(uz)| 5.156
* 7r/0 Zcosh(2qz) — cos(qm) () ( )
que coincide com a expressao para (T3)
Vamos agora desenvolver a contribuicao induzida pela compactificagao:
qu
(T,,), = 87T2a3/ d/\/ deejp/\3 w) + J2 (pw)]
X [J/ ) Tse (M) — T, (M) T . (N )]/ood !
(AT) g e, (A1) — Jg. (Ar)Jg o (A x
Bj Bite; Bj Bite; \//\2 +p + (’LZE)
1 1
— _ . 5.157
\//\2 +p2 + (—’LZL‘)2] n:z:tl eLz+2ming _ | ( )

Levando em conta (5.65) e usando a expansio em série, (eV — 1)1 =57 e~ podemos
integrar sobre x, obtendo o seguinte resultado

4 5 ()
(Tr). = 2(7]:;&3 cos(27rl5)/ dpp [, (pw) + J2, (pw) Zej/ A3
=1

0

x [Jéj()\r)Jgﬁej(/\r) — Js, (M) Ty e (W) } Ko(IL\VX2 +p2) . (5.158)

Usando a representacao integral da fungao de Macdonald dada em (4.28), e a relagdo de

recorréncia para as fungoes de Bessel dada em (5.150), podemos integrar sobre A e p com

a ajuda de [110], obtendo
Ty - 3 [ due-lUD/Cr) 4102
(Tor)e = —m;%s@ﬂﬂ) i dyy’e
0 _
X [L,(y/p") + L, (y/p*)] Z{%—y {ye U(Ig,(y) + 15,4 (y))
j

<2€jﬁj + 1>6_y(Iﬂj (y) - Iﬂj—l-e]- (y))} ) (5159)

onde introduzimos a varidvel y = 2r?t/(2s?). Usando a identidade dada em (5.154)

expressao para o VEV induzido pela compactificacao é simplificada, nos permitindo somar
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sobre o nimero j, obtendo o seguinte resultado:

—6 oo 0
_ ar 3 2 —[1+(IL)%/(2r?)+1/p?]
(Tw)e = ——53532 COS(QWW)/ dyy-e
dm2a’w P 0

x (L, (y/p?) + L, (y/ )] G(¢, a0, y) (5.160)

onde, novamente, a funcao G(q, ag, y) estd definida em (5.85).

Por fim, definindo uma nova varidvel, Yy = yp?, podemos realizar a integral sobre
a variavel y com a ajuda de (4.38), e a expressao final para a contribui¢do induzida pela

compactificagao é

00 la/2]
(1), = ﬁ%;ms@ﬂl@ S~ (—1)* cos(rmk/q) cos(2mkcts) Zunalun)

k=0

g /0 s Smh(z)h(q’aO’QZ))ZmG(ulZ)} : (5.161)

* T cosh(2¢gz) — cos(qm

. . ~ 0
que coincide com a expressao para (17)..

5.4.3 Componente azimutal

A componente azimutal do tensor energia-momento, (Tp,), é calculada usando
(5.127), considerando A, = ga/e e {74,I'y} = 0. Levando em conta estas consideragoes,

obtemos

(Tys) = —+ Z D X [E99960505) = (05050 ) 91 + 2iaqI ] . (5.162)

o x=—,+
Além disso, considerando que os modos fermionicos sao dados pelas autofuncoes do ope-
rador momento angular ao longo da diregao w definido na Eq. (5.25), apds alguns passos

intermediarios, obtemos o seguinte resultado:

(Too) = 5% D XU+ (5.163)

o x=—,t+
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Substituindo as fungoes de onda de energia positiva e negativa, dadas em (5.31) e (5.38),

respectivamente, na expressao acima, obtemos

q w r
(Too) = —5—37 ejj+a/ d)\/ dp ) Z —Jﬁ ()T, e, (A1)

n=+£1ll=—c0

x  [J2 (pw) + J,i(pw)] . (5.164)

Observe que esta componente também é a mesma para ambos os casos em que s = +1 e

s = —1.

A soma sobre o nimero quantico [ em (5.164) pode ser obtida usando-se a férmula
de Abel-Plana presente em (4.20), com g(u) = 1 e f(u) = [A\2+p?+ (2mu/L)?]"/2. Proce-
dendo desta forma, podemos novamente decompor a componente azimutal em termos de
uma contribuicao induzida pela corda césmica no espago-tempo AdS sem compactificagao,

(Tsp) Ads cs; € outra induzida pela compactificacao, (Tyg)ec-

Comecemos por escrever a componente (T,)ads cs, €Xpressa por

q w'r 2
T, cs dAX d d
(Too)aas, o 2.6l Ta / / PP y\/m
Ty O s O) [2, () + <J32<pw>} , (5.165)
onde definimos uma nova varidvel y = 27u/L. Adotando, mais uma vez, a presenca

implicita de uma fungao cutoff, com a ajuda da identidade fornecida em (5.48), é possivel

desenvolver a integral sobre A usando-se (5.152) e a integral sobre p com a ajuda de [110)]

/0 " deze g, (Br) = s L 20)) (5.166)

Assim, apds alguns passos intermediarios, obtemos:

2 e’}
o qr . 2 7$(1+ ?2)
T, s = —————— d P
< ¢¢>Ad57 (271'11))2@3 ZJ:Q(] + a)/o Tr
X [15,wp) — I e, (2")] (L (@) + L 2] (5.167)
No desenvolvimento para obtengao da Eq. (5.167), introduzimos uma nova variavel, x =

w?/(27%). A fim de transformar a expressio acima em uma forma mais conveniente, ob-

servamos que ¢(j + a) = ¢;3; + 1/2, de forma que podemos usar (5.154). O resultado



Capitulo 5. Correntes induzidas e polarizacao do vdcuo fermionico no espaco AdS 138

obtido é

2 o]
qr 2 —x
T. s = ———— I, I,
(Tp9) Ads, (27rw)2a3/0 xe " [1,,(x) + 1,,(x)]

X [(1/2+xam)e_xp2g(q,ozo,xp2)] : (5.168)

com G(q, o, y) definida em (5.85). Para subtrair a contribuicao devido ao espago-tempo
AdS puro de (T}y)ads,cs» podemos descartar o termo e? entre parénteses na representacao
da fungao G(q, g, y) dada em (5.85), fornecendo a fungao Go(q, ap,y) j4 mencionada em
(5.135). Renormalizando a componente azimutal do tensor energia-momento acima, e com

o uso do tensor métrico contravariante, g*?, podemos escrever

T = bz | 2 [(1/2:4 0.0 Golg. a0, 0”)]
0

4m2ab
X (1, () + 1,(x)] . (5.169)

Comparando esta expressao com (5.135), podemos ver que a seguinte expressao é verifi-

cada:

Vamos agora densenvolver a contribui¢ao devido a compactificagao:
B 2q whr )
(Tyg)e = Intas 2. 63]+a / dA\ / dpp/
1

+
\/)\2 + p + (Zy) (eyL27m,B -1 6yL+27rzB _ 1)
(J7, (pw) + J, (pw)) , (5.171)

1
VA2 +p? + (iy)?

Jﬁj ()\T>Jﬂj+€j ()‘T)

X

. . L .- . .
onde realizamos uma mudanca de varidvel v = 3¥. Utilizando novamente a identidade

(5.65) e a relagao (e” — 1)1 = > e obtemos

4Pwhr & ~ , o o o dye~'ty
Tps)e = — cos(27lp €7+« / d)\)\z/ dpp/
Too) (2m)%a? ; ( ); AR 0 VR

Y2 — N2 — p2
X Ty (M), (W) [T (puo) + T2, (pw)] (5.172)
Adotando uma representacao especifica para a fungao de Macdonald [107], podemos repre-

sentar a integral sobre a varidvel y por Ko(IL+/ A% 4 p?); além disso, considerando a repre-
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sentacao integral (4.28), podemos integrar sobre A com o uso de (5.152), bem como sobre a
variavel p com a férmula (5.166). Mais uma vez, identificando ¢(j +a) = €;8;+1/2 e com
a ajuda de (5.154), e fazendo uma mudanga de varidvel 7 = (IL)?z/2w?, a contribui¢ao
induzida pela compactificacao para a componente azimutal do tensor energia-momento,

¢ expressa por

(Typ)e = cos(2nlf) / dpzle— 1HEL?/(2uw)z
o2 a3w2 Z 0

X [(1 /2 + 28,)e~"" G(q, ag, Tp ))} 1, (z) + L, (2)] . (5.173)

Neste ponto, podemos usar os mesmos passos adotados na andlise da componente (Tq‘f Ves
para concluir que

(T9)e = (1+10,) (TP - (5.174)

5.4.4 Componente ao longo da direcao w

Vamos agora analisar a componente do tensor energia-momento induzida ao longo
da coordenada de Poincaré. Levando em conta que A, = 0 e {74, 'w} = 0, o tensor
energia-momento ao longo da eixo w tem somente contribuicoes provenientes das derivadas
ordinarias:

= "Z > X[ 70,180 — (0wt Yt ¥] - (5.175)

o x=—,+
Substituindo as funcoes dos modos na expressao acima e subsequentemente realizando as

somas sobre 1 e x, obtemos:

o AP [Jg,()\r) + 02, ()

squw
(Tpw) = 4M3L/ dA/ pd Y

7T N 4 p2 4 2m( 4 B) /L)
X () s (o) = o (o), (p0)] (5.176)

onde as derivadas das fungoes de Bessel sao com respeito ao argumento. A componente

(5.176) é a mesma para s = +1 e s = —1.

Desenvolvendo a soma sobre [ através da féormula de Abel-Plana dada em (4.20),

tomando g(u) = 1 e f(u) = [\? + p + (27u/L)]~'/2, mais uma vez, somos capazes de de-
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compor o VEV do tensor energia momento em uma contribuicao induzida puramente pela
corda césmica, (Tyy),,, € uma segunda induzida pela compactificacao, (T,),.. Comecemos

desenvolvendo o termo induzido pela corda césmica:

gsw?

Tewhssses = s 3 [T anlmon g, on0] [
0

’ ’ dx
X [Jyl pw)d,, (pw) — Jp,, (pw)J,, (pw / , (5177
) o) = S o)) [ e 177
onde realizamos a mudanga de variavel x = 27u/L. Agora, vamos usar a identidade
(5.48). De acordo com (5.18), temos v, = v; + s, de forma que podemos adaptar a

relagao de recorréncia envolvendo as derivadas da fungao de Bessel dada em (5.150) com
as substituicoes €; — s e 3; — 4. Assim, podemos integrar sobre A, p e z, de modo que

apds alguns passos intermedidrios, obtém-se

4 o)
quw dt 2 2
Tww = 20 i/ (2t%) 2 2t2
< >AdS,cs 8203 /0 tge Q(q,ao,r /( ))

10 |e v/
{5@ [t_2 (L, (w?/(2£%)) + IV2<w2/(2t2)))]

2511 + 1

i e~v /() (L,l(wQ/(QtQ))—]l,2(w2/(2t2)))}. (5.178)

Realizando a mudanca da variavel de integracao, y = w?/(2t?), e usando a relagao presente
em (5.154) com as substitui¢oes €; — s e §; — vy, a expressao acima ¢ simplificada e é

escrita como

4
qu

Z ww e ————
< Jes m2a3w?

/0 g Y (1 (9) + 1 () Glgs a0, y?) . (5.179)

Agora, substituindo a representagao da funcio G(q, ap, yp?), presente em (5.85), na ex-
pressao dada acima e subsequentemente realizando a extragao da contribuicao induzida
pela espaco-tempo AdS puro, podemos realizar a integral sobre y, obtendo a contribuigao
induzida pela corda césmica na geometria sem compactificagao, que coincide com a ex-

pressao para a densidade de energia também induzida pela corda:

(T)es = (T0)es - (5.180)
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Vamos agora devotar nossa atencao para o calculo do VEV induzido pela compac-

tificagao:

4

(Tun)e = 555 D cos(2nlf) Y /0 A [Jgj()\r)JrJﬁzﬁej()\r)}
=1 J

’

<[ [0 o) = (o) T )

00 d —IlLx
/ - , (5.181)
VAZ+p? / 2?2 — A2 — p?

onde introduzimos a varidvel z = 27u/L, e levamos em conta a identidade (5.65) e a

X

expansio em série, (¥ —1)7! =37 e no desenvolvimento da expressao acima.

Agora, usando a relagdo de recorréncia envolvendo as derivadas das funcoes de

Bessel e integrando sobre x, obtemos

4 o0 [e'e) [e'e)
qu -
(Tuw)e = =555 > cos2ml) /O A\ [Jgj(/\r)+J§j+ej(/\r)] /U dpp®
=1 i

21/1+S

< )+ 7 ) -

T, (pw) Ju, (pw)] Ko(IL\/ N2 + p?). (5.182)

Usando a representagao integral (4.28) para Ky(IL+/A% 4 p?), podemos integrar sobre A
e p. Além disso, introduzindo a mudanca de varidvel, y = 2tw?/(IL)?, podemos seguir os

mesmos passos adotados no calculo da contribui¢ao (1), obtendo o seguinte resultado:

4 o0 00
quw ~ _ 2 2 /(202
(Tuw)e = —3ma503 D cos(2mlf) / yPe” UL CUNG (g 0, yp?)
=1 0

x (L (y) + L,(y)] - (5.183)

Comparando a expressao acima com aquela dada em (5.142), podemos facilmente concluir

que

(Te). = (17). - (5.184)

5.4.5 Componente axial

Vamos analisar a componente do tensor energia-momento ao longo do eixo z, que
daqui em diante é nomeada de componente axial do tensor energia-momento. Levando

em consideracao que temos um fluxo magnético circundado pelo eixo compactificado e
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associado ao campo de calibre constante A,, além do anti-comutador {v,,I',} = 0, po-
demos ver que somente contribui¢oes provenientes das derivadas covariantes, 0, + ieA,,

estao presentes. Logo, ficamos com

Z Z Xkp2Oy, 80 . (5.185)

o X=—

Substituindo as funcgoes de onda de energia positiva e negativa na expressao acima, e

subsequentemente somando sobre 7 e x, obtemos:

T =
x [J2 (pw) + J2, (pw)] [Jgjw) + Jﬁjﬂjw)} . (5.186)
Note que a componente axial coincide para os casos em que s = +1 e s = —1.

A fim de efetuarmos a soma sobre o nimero quantico [, usamos a férmula de

Abel-Plana (4.20), com g(u) =1 e

27w/ L)?
flu) = (2m/L) (5.187)
VA2 +p? + (2mu/L)?
Isto nos permite decompor o VEV como:
<Tzz> = <Tzz>AdS,cs + <Tzz>c . (5188)

Vamos desenvolver o termo induzido pela corda césmica:

4 0 00
qu
(Te:) pases = _W/o dpp (T3, (pw) + J5, (pw)) Z/o dAA (Jgj()\r) + Jgj'i‘ej()\r))
J
00 2
X dz ’ (5.189)

VAt

onde introduzimos a mudanga de varidavel x = 27u/L. A contribui¢do para a componente
axial do tensor energia-momento também ¢ divergente, como é explicitamente exibido pela
integral sobre x. Usando implicitamente uma funcao cutoff regularizadora, e a identidade

dada em (5.48), podemos desenvolver as integragoes sobre A, p e x, com a ajuda de [107],
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obtendo o seguinte resultado:

qw4 [es) e—(r2+w2)/(2v2) ) ) ) )
(Teo)adses = _W/o Vv (L, (w?/(20)) + L, (w?/(20%)))

X Z(Jﬁj(ﬁ/(zv?))+Iﬁj+ej(r2/(2v2))) : (5.190)

Introduzindo uma nova varidvel, y = r?/(2v?), obtemos

—6

_ qap OO 2 —(14+1/p? 2 2
<Tzz>AdS7CS = —m/o dyye (+1/p7)y (Im(?//P )+ 1,(y/p ))

x G(g, a0,y) - (5.191)

Subtraindo a contribuicao divergente correspondente devido ao espago-tempo AdS puro,
e efetuando a mudanga de varidvel y = y/p?, a contribuigao renormalizada induzida pela

corda cosmica na direcao axial, fica:

2
11 l9/2]

(I7) = Wor iy ;/(—1)]’“cos(wk/q)cos(27rka0)2ma(uk)

g [~ sinh(z)h(g, a0, 22)
T/ g Za(u)] 5.192
+ 7r/0 Zcosh(2qz) — cos(qm) (1) ( )

. . ~ O
que coincide com a expressao para (17)) ...

Vamos agora desenvolver o VEV induzido pela compactificagao proveniente do

segundo termo em (5.188):

. 4 00 00
iquw
T)e = =~ 3 [ W )+ B ) [ el (o) + 2 )
= Jo 0
" /oo du (2miu/L)? B (—2miu/L)?
0 VA2 +p?2+ (2miu/L))2 /A2 + p? + (—2miu/L)?
1
- = . 11
x nzzgl e2m(utinfB) _ ] (5 93)

Introduzindo a varidvel x = 27u/L, usando a identidade dada em (5.65) e a expansdo em
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série (e" —1)7' = >"77 e, obtemos

4 o 00
qu P
(T..), = 223 E cos(27lp) E /0 d)\)\(Jgj()\T)+J§j+5j()\7’))
I=1 j

0o [e%e) 1.267le
X dpp(J2 (pw) + J2 (pw / dx . 5.194
|tz ) + ) et s 19
A fim de procedermos com o presente calculo, notamos que ze!’® = —[~19 e71?,
o que nos permite efetuar a integral sobre x com ajuda de [110], de modo que o seguinte

resultado é obtido:

4 2 )
quw cos(27lp)
<TZZ>C - _271'2&3 l 2: 0 d)\)\<J§j()\r)+Jgj+€j<)\r>>
=1 j

[l ) + T () R PSR ) (5,195

Usando a representagao integral da funcdo de Macdonald dada em (4.28) e usando a

propriedade, K;(z) = K_;(z), obtemos

4 o
_ i
(T..)., = 5273 ;cos(%rlﬁ)aL{L

I > )
dte™ / dANe R/ ()
(L) /0 z]: 0

X (Jgj()\r) + Jgﬁej(/\r))/o dppe_(lL)]”Q/(‘“)(Jf1 (pw) + J,i(pw))] } . (5.196)

Efetuando as integrais sobre A e p, obtemos

0 q - ~ o 2 2 2
T,) = ——ARL|l—F—— 27l dyy?e 1P +UL)*/(2w)]y
(T.2). 6L{ [(2#)2a3w2 1521 cos(2m ﬁ)/o yy“e

X G(q, a0, yp*) (1, (y) + Iyz(y))] } : (5.197)

onde introduzimos a varidvel y = 2w?/(IL)?. Comparando a expressao acima com (5.142),
podemos concluir que

(T7), = OLIL(TY) ] - (5.198)

c =
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5.5 Propriedades do tensor energia-momento

Nesta se¢ao iremos analisar as principais propriedades das componentes do tensor
energia-momento apresentadas na secao anterior. E possivel verificar que os VEVs do

tensor energia-momento encontrados na secao anterior satisfazem a propriedade do traco:

(T}) = sm(Wy) (5.199)

que ¢ satisfeita por ambas as contribuicoes induzidas pela corda césmica e compactificacao.
Além disso, note que este traco é nulo para o campo fermionico sem massa. Podemos ver
também que a equacao de conservacao covariante, V,(T'") = 0, é obedecida. Na geometria

sob consideracao, esta equacao é reduzida as seguintes relacoes:

Op(r(T7)) — (T3) =0, (5.200)
D (T — 3<T;") + %(T[D _0, (5.201)

que sao também validas para ambas as contribuicoes induzidas pela corda e pela topologia
nao-trivial da compactificagdo. Note que a Eq. (5.200) pode ser verificada através dos
resultados em (5.170) e (5.174), encontrados quando estavamos calculando os VEVs do
tensor energia-momento ao longo da direcao azimutal. Quanto a segunda relagao presente
na Eq. (5.201), é possivel mostrar que a mesma é satisfeita pelas componentes do tensor

energia-momento calculadas na secao anterior.

Agora, queremos investigar alguns casos especiais e assintéticos das componentes

do tensor energia-momento. Para as andlises realizadas abaixo, consideramos s = +1.

Vamos primeiro analisar alguns limites assintéticos para a contribuicao induzida
4 : : : 0 _ T _ w _ z
pela corda césmica. Primeiro, observamos que (1) ., = (1)) = (T.¥)., = (17).,, dadas

z

por (5.136), (5.156), (5.180) e (5.192), respectivamente. Logo, de modo a simplificar nossa

analise, podemos escrever estas componentes em uma tnica féormula:

2
1 1 lq/2]

e = Fmw ;Y—l)’fcos(wk/q)cos@wkao)zm(uk)

q [, sinh(2)h(q, ap,22)
* 7r/0 dzcosh(?qz)—cos(qw)zma(uZ) ’ (5:202)
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com p = 0,r,w, z (sem soma sobre p).

Para pontos do espaco em que p é pequeno, a fungao Z,,,(u) assume uma forma
simples, sendo esta idéntica aquela dada em (5.59), de modo que podemos escrever (5.202)

CcOo1mo

3 w5
<T5>Cs ~ 3972 (E) hS(qa OZ()) ) (5203)

onde a funcao h,(q, ) esta definida em (5.110).

Por outro lado, para regides do espago em que p > 1, a fungao Z,,,(u) é simpli-
ficada e tem a mesma forma de (5.60), tal que a substituicdo desta tltima em (5.202),

resulta em

1
<T5>CS ~ _%@pzmcs ) (5204)

onde a expressao assintética para o CF induzido pela corda é dado pela Eq. (5.116).

Uma analise similar pode ser feita para as contribuigoes induzidas pela compac-
tificagao. Primeiro, notamos que (1), = (Ir), = (T%)., dadas por (5.143), (5.161) e

(5.184), respectivamente. Isso pode ser sumarizado pela seguinte expressao:

00 la/2]
2 ~ /
<Tl’j>c = Normm ; cos(27lf) kZ:O*(—l)k cos(mk/q) cos(2mkag) Zma (i)

q /OO i sinh(2)h(q, ap, 22)
0

i T cosh(2gz) — cos(qm

)Zma(ulz)} : (5.205)

com p = 0,7,w (sem soma sobre u). Agora, a fim de continuarmos com nossa andlise,

<T“> <T“>(O) <TU>(Q7O‘0) <5 2: 3)
m/c /e K /e ) ’

onde o primeiro e o segundo termo correspondem as Eqs. (5.144) e (5.145).

O primeiro termo no lado direito de (5.206) é induzido puramente pela topologia
nao-trivial devido a compactificacao, e é independente da coordenada radial, r, e dos
parametros q e ag. Para grandes valores de L, com w fixo, este termo assintoticamente

tende a zero como (w/L)*2+4,
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Quanto a segunda contribuigao em (5.206), analisamos seu comportamento para

L/w > 1. Neste caso, considerando apenas a ordem principal, ficamos com

a 1, - o
(T~ =g ) (5.207)

onde <z/_11p>£q’a°) na expressao acima tem a forma assintética dada por (5.125), excluido o

termo puramente topolégico, @wgo)

Vamos agora analisar as componentes azimutal e axial do tensor energia-momento
para o caso do campo sem massa, e também seus respectivos comportamentos assintoticos
no limite Minkowskiano. Comecemos analisando a componente azimutal. Para um campo
sem massa, a contribuicao induzida pela corda césmica é obtida substituindo a expressao
correspondente para este caso, apresentada em (5.61), na Eq. (5.170), de modo que o

resultado obtido é

(T)es = . (ﬂf hs(q, o) - (5.208)

82 \ar
Similarmente, para a contribuicao induzida pela compactificacao, temos

5 | 192 3
(Tf}c = %(£> Z*(—l)kcos(ﬂ'k‘/q)COS(QWkOéO)U(ﬁ,pk)

72 \al
k=0

q o X sinh(2)h(q, ag, 22) 5
i 77/0 02 osh(22) — cos(gm) " ())] : (5.209)

onde introduzimos a funcao

" cos (211 ! o 5.210
ZCOS i) 21 RPR (24T (5.210)

=1
e os argumentos py e 7(2) estao definidos em (5.74).

Para o limite Minkowskiano, substituimos (5.77) em (5.170) e (5.174), e ap6s alguns
passos intermediarios, obtemos os seguintes resultados, respectivamente:
lq/2]
2 5
(Tf)ffs\d) = _\/__m ZI(—l)k cos(mk/q) cos(2mka) gy (© )(2mrsin(wk/q))

5/2
k=1

inh(z)h(q, ao, 2
N 2/ , sin (2)h(q, o, 22) g<(z>0)
T Jo cosh(2¢z) — cos(qm)

(2mr cosh(z))| (5.211)
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o) la/2]
23/2

<T$>£M) = Zcos oml ) Z;(—l)kcos(ﬂk/q) cos(27rka0)g$) (mL\/P —i—pi)

k=0

g [, sinh(z)h(q, a0, 27)
= d L\/1%2 + 212
* 7r/0 Zcosh(2qz) —cos(q7r ( ) (5.212)

onde definimos a fungao
mlL 422 — 5(mlL

gg)(x) = #J%ﬂ( )+ x( ) f5/2( x), (5.213)

com a funcao f,(z) definida em (5.112). No caso especial em que o campo fermionico é
nao massivo, podemos simplificar ainda mais as expressoes (5.211) e (5.212), e, a parte do

fator conforme (w/a)®, coincidem com as expressoes (5.208) e (5.209), respectivamente.

Direcionamos nossa atencao agora para a andlise da componente axial induzida
pela compactificacao, (T7)., dada pela Eq. (5.198). Para um campo sem massa, usando

novamente (5.61), obtemos

la/2]
6 w \° /
(T7)e = = <a_L> Z*(—l)k cos(mk/q) cos(2mkag) H (py.)
k=0
q [ sinh(2)h(q, o, 22)
= H 214
* 7T/0 Zcosh(2qz) — cos(qm) (r(2)] (5.214)
onde definimos a funcao
512

Zcos 2713) +l2)5/2 ~ @ (5.215)

Para o limite Minkowskiano, (77%). assume a forma

00 la/2]
23/2 ,
<TZZ>£M) - T2 ZCOS QWZB Z*(—l)k cos(mk/q) Cos(27rk:040)g§l) (mL\/l2 + pz)
k=0
q * Slnh('Z)h((L Qo, 22) (0
™ Ly 2 21
* 7r/0 dzcosh(Zqz) —cos(qw)gz (m 2+ (7(2)) > ) (5.216)

onde introduzimos a notacao

ggl)(aj) oz — (2mrs,)? Foyala) + A2 —5(2mr57)

x2 x2

f52() (5.217)



Capitulo 5. Correntes induzidas e polarizacao do vdcuo fermionico no espaco AdS 149

com s, = sin(wk/q), cosh(z). Para o campo sem massa, o VEV acima é ainda mais sim-

plificado e, & parte do fator conforme (w/a)?, coincide com a Eq. (5.214).
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Capitulo 6

Correntes fermionicas em modelos

de mundo brana

Neste capitulo apresentamos nossos resultados para a investigacao dos efeitos de
uma brana e uma corda césmica com fluxo magnético sobre o VEV da densidade de
corrente para um campo fermioénico carregado na geometria do espago-tempo AdS (44 1)-
dimensional [L16]. A brana é paralela a fronteira AdS e a corda césmica é ortogonal
a brana. Dois tipos de condigoes de contorno sao consideradas na brana: condicao de
sacola do MIT e condigoes de contorno em modelos de brana com simetria Z,. A brana
divide o espaco em duas regides com diferentes propriedades do estado de vacuo. Como
veremos, a Unica componente nao nula da densidade de corrente é induzida ao longo da
direcao azimutal e, em ambas as regioes, o VEV correspondente é decomposto em uma

contribuicao induzida na geometria sem brana e outra com brana.

6.1 Modos fermionicos

Vamos considerar um campo fermionico quantico ¥ (x) em um espago-tempo AdS
(44-1)-dimensional, com o tensor métrico definido pelo elemento de linha (5.2). Entretanto,
enfatizamos que neste capitulo a dimensao extra nao serda compactificada, mas servira para
acomodar a brana que desejamos considerar. Neste caso, devido a dimensao extra nao ser
compactificada, e consequentemente nao havermos periodicidade ao longo da dimensao

extra, novas solucoes serao obtidas.
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Como ja visto no capitulo anterior, a equagao de Dirac em um espago-tempo curvo

na presenca de um campo de calibre cldssico, A, é dada por
[iv" (0, + T +ieA,) —sm]y =0, (6.1)

onde, novamente, v sao as matrizes de Dirac no espago-tempo curvo realizando as duas
representagoes irredutiveis da dlgebra de Clifford (s = £1), e I', é a conexao espinorial.
Vamos assumir a presenca de uma brana de codimensao 1 paralela a fronteira AdS e
localizada em w = wq. Na brana, impomos que o operador de campo satisfaz a condicao
de sacola do MIT [60],

(1+iv"n,)Y(x) =0, w=wp, (6.2)

onde n, é o vetor normal correspondente. A distancia fisica a partir da brana ¢ medida em
termos da coordenada y, definida como y = aln(w/a), —oo < y < +o0. Para a coordenada
y da brana, temos yo = aln(wp/a). A distancia da brana a um ponto y qualquer é expressa
como |y — yo|. A brana separa o espago-tempo em duas regides: 0 < w < wy e w > wy.
Iremos nos referir a estas regioes como L (esquerda) e R (direita), respectivamente. No
sistema de coordenadas adotado x* = (t,r, ¢, w, z), para o vetor normal na condigao de

contorno (6.2), temos n, = dia/w na regiao L e n, = —d3a/w na regiao R.

Na discussao abaixo, as matrizes gama adotadas sao aquelas ja utilizadas no
capitulo anterior, presentes em (5.8) e (5.9). Além disso, o produto v#I',, na geometria do

presente problema ¢ idéntico aquele presente na Eq. (5.11).

Nosso interesse no presente capitulo é o calculo do VEV da densidade de corrente
fermionica e, para este fim, iremos considerar novamente a férmula da soma sobre os
modos presente em (5.40),

= DB — ] (6.3)

() =

[

onde o conjunto de nimeros quanticos o devera ser completamente definido de forma

separada para as regioes R e L.

Para o campo de calibre em (6.1), assumiremos uma configuracao simples A, =
0% A,, com A, constante. Isto corresponde a um fluxo magnético ao longo do ntcleo da
12 Y

corda. Assim, para o cédlculo da densidade de corrente do véacuo, precisamos apenas do
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conjunto de solugdes da Eq. (6.1) para o caso especial do potencial vetor e obedecendo a

condigao de contorno (6.2).

O procedimento para obtengao do conjunto completo de solugoes da equacao de
Dirac é similar aquele ja discutido no capitulo 5. Assim, procedendo de maneira similar
ao que foi feito no capitulo anterior, obtemos os seguintes modos fermionicos de energia

positiva e negativa:

T, (M)W, (pw)e "%/
Tse;lghs) Jg,1e;(Ar)W,, (pw)e¢/?
istinJa, (Ar)W,, (pw)e~4¢/2
+ie; b%i) Jg,1e; (AW, (pw)e9/?

Qﬁ(i)(x) _ Céi)w5/2 eiqj¢+ikzz:FiEt : (6.4)

com 0 <\ p<oo,j==+1/2,43/2,... e
E= /N +p+ k2. (6.5)
As ordens da funcao de Bessel sao dadas pela expressoes
Bi=qlj+al—¢€/2, vy=ma+(-1)s/2, (6.6)
onde o = eAy/q, ¢, =1 paraj > —aee; = —1for j < —a. Em (6.4),
W, (pw) = c1J,(pw) + oY, (pw), (6.7)

onde J,(x) e Y, (x) s@o as fungdes de Bessel e Neumann, e introduzimos as notagoes

k. k2 1 p? E F k24 p?
_ +77 z+p 7 b(:l:): :':77)\z+p , Comn:j:]_, (68)
p

Ry n

Note que uma das constantes ¢; e ¢o em (6.7) pode ser absorvida no coeficiente . Com
as defini¢oes dadas acima, o conjunto de niimeros quanticos o em (6.3) é especificado como
o = (\p,7J,k.,n). Pode ser mostrado que as fungoes (6.4) sao autofungées do operador

momento angular total projetado na dire¢ao w (5.25), com autovalores ¢j.
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O coeficiente C em (6.4) é determinado pela condigao de normalizacao

[T [T [ f ot = s, (69)

onde, novamente, d,, € entendido como a funcao delta de Dirac para os niimeros quanticos
continuos de o e a delta de Kronecker para os discretos. A integral sobre w em (6.9) é
realizada sobre o intervalo [0, wp] na regiao L e sobre [wy, 00) na regiao R. O coeficiente
remanescente na combinagao linear em (6.7) ¢ determinado pela condi¢do de contorno

(6.2).

As propriedades do estado de vacuo sao diferentes nas regices L e R e, portanto,
devemos considerar a densidade de corrente fermionica separadamente para cada uma

destas regioes. Comecaremos pela regiao R.

6.2 Densidade de corrente na regiao R

Nesta segao iremos considerar a densidade de corrente na regiao w > wy (regiao

R).

6.2.1 Foérmula geral

Os modos correspondentes sao dados por (6.4), onde a funcao W, (pw) é definida

em (6.7). Para a regiao R, o vetor normal é n,, = —da/w, e da condigao de contorno (6.2)

temos que os coeficientes na combinacao linear correspondente podem ser tomados como

1 = Y., (pwy) e cog = —J,,(pwy). Logo, na regido R as fungées dos modos tém a forma
(6.4), onde

W, (pw) = Gy, b, (pwo, pw), 1 =1,2. (6.10)

Aqui e no que segue, usamos a notacao

Cruu(,y) = V(@) 1o (y) — Ju(0) V(). (6.11)

Os autovalores do niimero quantico p sao continuos e na condi¢ao de normalizac¢ao (6.9) a

parte correspondente do lado direito é entendida como a fungao delta §(p—p’). No calculo
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da integral de normalizacao, notamos que para p = p’ a contribuicdo dominante para a
integral sobre w vem de grandes valores de w e, portanto, podemos substituir as funcoes
cilindricas, com os argumentos pw, pelas expressoes assintéticas correspondentes. Deste

modo, podemos ver que o) = C’(;{t))g com

‘C(i) —2 _ 167‘(’
g \°p

(R)o 2a D EVET =Nk, [J2 (pwo) + Y2 (pun)] (6.12)

e com as defini¢bes de (6.8).

Dadas as funcgoes dos modos, o VEV da densidade de corrente na regiao R ¢é

calculada usando-se a férmula (6.3), onde

Z /d)\/ dk/ dp Y Z (6.13)

n=%1j=41/2,..

Em primeiro lugar, é possivel mostrar que para as fungoes dos modos (6.4), temos zljgi)fylw((,i)
= O3y = 0 e, consequentemente, (j1) = (j3) = 0. Para as componentes p = 0,4
podemos ver que o produto @E(i) 'y“@/)(i) ¢ uma funcao impar de k.. Levando em conta que
na férmula para o VEV da densidade de corrente temos a integragao f dk,, concluimos
que (j°) = (j*) = 0. Logo, a tnica componente nao nula corresponde & densidade de
corrente ao longo da diregao azimutal, (j2). Os termos na soma dos modos com n = +1
e n = —1 fornecem a mesma contribuicao e, apés a soma sobre 7, a componente fisica

correspondente, (js) = r(j%), é expressa como

+oo 2
. equw Ap
(Jo) = i a5/ d)\/ dp/ &%

Jj= :|:1/2
GZ/Q V1 (pw07pw) + GIQ/Q 2 (pw07pw)
J5, (pwo) + Y7, (pwo) ’

XJg].()\T)Jﬁ].+€j ()\T’) (614)

onde a energia é dada por (6.5). Assim como no capitulo anterior, vamos também escrever

o parametro « na forma de (5.42).

Usando a identidade

1 2 o
E ﬁ/ dve™" IR (6.15)
0

e a formula (5.49), podemos realizar as integrais sobre A e k, em (6.14), obtendo a seguinte
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expressao
= —— uue , O, U
Jo e | a.00.u) | - dpp
Xe*pQTQ/(QU) G’%QWI (pw[)’pw) + G'%LVQ <pw0’ pw> ’ (616)
2, (pwo) + Y2 (pwo)
onde u = 7?/(2v?) e introduzimos a notagao
j(Qaamu) :I(Qaa()yu) _I(Q7 —CY07U), (617)

onde a fungao Z(q, £ay, u) estd definida em (5.51). Substituindo a representagao para a

fungao Z(q, £ap,u) dada em (5.52), obtemos

4 [ eueosh@)g(q g, 27) cosh(x
Sy - 4 [l 2o
T Jo cosh(2qx) — cos(qm)
4 la/2]
+ —Z (— 1)k sy sin(2mkag)et osmk/a) (6.18)
—

onde s, = sin(mk/q) e

g(q,a0,x) = cos[gm (1/24 ap)]cosh[(1/2 — ap) gx]
— cos[qm (1/2 — ag)] cosh [(1/2 + ap) qz] . (6.19)

Com (6.18), ap6s efetuar a integral sobre u, de (6.16) obtemos

2

<,] > - _ ew’ /OO pp?)GV27V1(pw07pw) + GIQIQ,VQ(pw(]?pw)
¢ Im2a5r J32 (pwo) + YV22 (pwo)
[Q/2], (_1)k
X in (2rkag) Ko(2
; Sk sin (2mkag) Ko (2prsy)

q g(q7 ()(O,QZE)/COth

4 K2(2pr cosh 6.20
+7T/0 xcosh(2q:c)—cos(q7r) 2(2prcoshz) |, ( )

onde K, (x) é fungao de Macdonald.

Neste capitulo estamos interessados no efeito induzido pela brana. A fim de se-
pararmos a contribuicao correspondente, temos que subtrair de (6.20) a densidade de

corrente na auséncia da brana. Esta tltima, por sua vez, é cdlculada pela férmula (6.3)
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com as funcoes dos modos wf,i) (x) substituidas pelas fungoes w((ai)zy(x) na geometria sem
brana. Estas fungoes sdo obtidas de (6.4) com a fungao W, (pw) = J,(pw) e a constante

de normalizacao

_9 1
_ 37;2“ =T8N BT = Nk bt (6.21)

Para o VEV da densidade de corrente azimutal na geometria sem brana, isto nos fornece

+oo 2
. eqw A°p

j= :|:1/2
xJﬁj<Ar>Jgj+Ej<Ar> 02 ) + ] (6.22)

Por transformacoes similares aquelas descritas anteriormente, este VEV é apresentado

como
<> €U)6 /Ood 3[J2< >+J2( ):|
v , 5
]d) ’ 27T2a57= 0 PP 1 V4% Vo p
la/2] (—1)*
% in (2rkag) K2(2
; o sin (2mkag) Ko (2prsy,)
q [~ g(QuOéo,Qx)/COth
h Ks2prcosh) . 6.23
+7T/0 mcosh(Qqa:) — cos(qm) 2(2pr cosh x) ( )
Note que (6.23) é a mesma para s = +1 e s = —1 e, portanto, a densidade de corrente na

geometria sem brana coincide para as duas representacoes da algebra de Clifford.

Apresentamos a densidade de corrente na geometria com a brana na forma decom-

posta

{Jo) = U)o + (o), (6.24)

onde a parte (j,)p € induzida pela brana. A representagao integral correspondente é obtida
subtraindo-se (6.23) de (6.20). Podemos transformar a expressao para a contribuigao

induzida pela brana ao fazer uso da relagao

G (2, y)
J2(x) + Y2 ()

— Ty H 2(y), (6.25)

[\Dlt—\
m

3
’§

14

n=1,2
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onde A" (x), n = 1,2, sao as fungoes de Hankel [107]. Isto nos conduz a expressao
. I/ pr n
b = s Z / oy’ 3 e H )
n=1, 2
[q/2]/ (—]_)k
X in (2mkag) Ko (2
; ” sin (2mkag) Ko (2prsg)

/°° 9(q, ap, 2x)/ cosh x
+—= x
T Jo cosh(2qz) — cos(gm)

K>(2prcoshz)| . (6.26)

Como préximo passo, rotacionamos o contorno da integragdo sobre p pelo angulo /2
(—m/2) para o termo com n = 1 (n = 2). Introduzindo as fungdes de Bessel modificadas,

temos

e = o [ o' 22 (12 () — K2 )
la/2] (— )
X Z sin (2mkayg) Jo(2prsy)

q /OO dr g(Q7a072x)/COth
0

+; cosh(2qz) — cos(gm)

Jo(2prcoshz) | . (6.27)

De (6.27) podemos notar que a densidade de corrente é uma func¢ao impar de «p. Além
disso notamos que, diferentemente de (j,)o, a contribuicdo induzida pela brana depende
de s. Para um campo sem massa, temos que v; = —s/2, v, = s/2 e a contribuigao
induzida pela brana na regiao R é nula. O fluxo de carga através da hipersuperficie
¢ = const é expressa como n4(Jjs)b, onde n, = a/w é a normal a hipersuperficie. Note que
a quantidade ng(j,)n depende de r, w, wy através das razoes r/w e wo/w. A primeira, como
j& mencionado anteriormente, é a distancia prépria a partir da corda césmica, r, = ar/w,
medida em unidades do raio de curvatura AdS, e a segunda determina a distancia prépria

a partir da brana

Y — yo = aln(w/wy). (6.28)

Para ¢ = 1, o déficit angular nao esta presente, e de (6.26) obtemos
, esin (rag) wb [ 3 Lo, (pwo) 2 2
N YLl VA g K
{Jo)o P, /0 PP i (o) (K2 (pw) — K2, (pw)]

°  cosh(2apx)
dr—— = J»(2 hz). 2
X/o xcosh(2az) n 1J2( pr cosh ) (6.29)
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Esta expressao descreve a contribuicao induzida pela brana na densidade de corrente
gerada por um tubo de fluxo magnético de espessura nula. Esperamos que este resultado
sera proximo aquele para a densidade de corrente correspondente para um tubo de fluxo
de espessura finita a distancias do tubo maior que o raio do ntcleo.

Note que a integral na expressao (6.23) para a densidade de corrente (jy)o é ava-

liada usando-se a férmula [109] (em [109] h&4 um erro de impressiao, em vez de (u? —

1)~(UF2)/4 deve ser (u? — 1)~(1£20)/4)

0 —57rz/2Q5/21 2( )
/ dpp* T2 (pw) K (pc) = n-/ (6.30)

0 : V2ruws (u? — 1)"*

onde u = 1+ ¢*/(2w?) e Q"(u) é a fungao associada de Legendre de segunda espécie. Isto

nos fornece

N la/ 2]/

<j¢>>0 = _71_—5/2a5 Z (—1)k8k sin (27‘(’/{)040) Zma(l + 2 (rsk/w)2>
k=1
q [~ 9(q, g, 2x) cosh )
p Zma(l+2 h . (631
+7T/0 cosh(2qz) — cos(qr) (1+2(rcoshz/w)’) (6.31)

com a notacao

e Qe QI ()

Zma(u) (u2 _ 1)5/4

(6.32)

Note que o resultado obtido em (6.31) é idéntico aquele presente na Eq. (5.54) do capitulo
anterior!. Isto é, a contribuicao induzida na geometria sem brana é a mesma que aquela
gerada puramente por uma corda césmica no espago AdS (4 + 1)-dimensional. Dito isto,
encerraremos o estudo da Eq. (6.31) por aqui, dado que as andlises para o campo sem
massa e regimes assintéticos para a Eq. (5.54) ja foram realizadas na subsegao 5.2.1 do

capitulo anterior.

Facamos a analise dos regimes assintoticos para a contribuicao induzida pela brana.

IEntretanto, note que no capitulo 5 os resultados ndo sio escritos em termos da componente fisica
e, portanto, para efeitos de comparacgao, os resultados do capitulo anterior devem ser multiplicados pela
variavel r.
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6.2.2 Analise dos regimes assintdticos para a densidade de cor-

rente e resultados numéricos

Nesta subsecao queremos investigar a densidade de corrente para a geometria com
uma brana nas regioes assintoticas das varidveis. Proximo a corda césmica, assumindo

que r < w — wy, obtemos

G~ ) [ g e 12 @) - K2 @) (039

onde definimos a fungao
la/2]
/

hu(q, ) = Z (—1)*s " sin(2mkag) + 4 /000

v
k=1

9(q, ap, 22) cosh™(2)

cosh(2¢z) — cos(qm) (6:34)
e podemos ver que o VEV induzido pela brana comporta-se como (js), o 7. Note
que no nucleo da corda a parte induzida na geometria sem brana (j,)o diverge (veja
(5.62)) e, logo, esta contribuigdo é dominante para pontos préximos a corda. Para a inves-
tigacao da densidade de corrente para grandes distancias a partir da corda, é conveniente
usar a representagao (6.20). Introduzindo uma nova varidvel u = pr, e assumindo que
r > w, vemos que a contribuicao dominante vem da parte do integrando com a fungao

Gy (uwo/r,uw/r). Levando em conta que

2sr (w/wp)™*
Gy (uwo /7, uw /1) =~ —7%, (6.35)

para a ordem principal, encontramos

w(wo/w)2|y2\—2syg

72a®(2r Jw)2lv2l+3”

(Jg) = —de|va| (Jva] + 1) hojy|13(q; o) (6.36)

Como visto, o decaimento da densidade de corrente total para grandes distancias a partir
da corda é tipo lei de poténcias para campos massivos e sem massa. Isto estd em contraste
com o caso do espaco-tempo de Minkowski, onde o decaimento para campos massivos é
exponencial. Para s = 1, o termo principal (6.36) coincide com (5.63) e, portanto, a
densidade de corrente para grandes distancias da corda é dominada pela contribuicao

induzida na geometria sem brana. Para o campo com s = —1, e a grandes distancias da
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|2ma—1|+3

corda, a densidade de corrente comporta-se como (jg) o< (w/r) e a contribuicao

induzida pela brana é dominante.

Consideremos o comportamento da densidade de corrente para grandes distancias
a partir da brana, w > wy. Introduzindo em (6.27) uma nova varidvel de integracao
u = pw, usamos as expressoes assintoticas para as fungoes de Bessel modificadas com
argumento uwy/w para pequenos valores desta razao [107]. Pode-se mostrar que, para a
ordem dominante, a corrente induzida pela brana ¢ suprimida pelo fator (wp/2w)"21+v2,
Este fator também descreve o comportamento da densidade de corrente para w fixo,

quando a localizacao da brana tende a fronteira AdS, wy — 0.

Para a investigacao da densidade de corrente total proxima a brana, é conveniente
usar a representagao (6.20). Em particular, a densidade de corrente na brana é diretamente
obtida colocando no integrando w = wy. Levando em conta que G,, ,, (v, z) = —2s/(nz),

obtemos

, 2ew? / > p
w=w, = T i d
Uotlowo = =255, |, PG+ Y20)
[q/2]

3 D" G 2mkan) I, (?isk>

s
k=1 ¥ 0

o 2 h 2
_1_2/ dx 9(g, @, 2z)/ cos x)KQ (ﬂ coshx)} . (6.37)
0

7r cosh(2qz) — cos(qm wo

Por fim, consideramos o limite a — oo com valor fixo da coordenada y. Como
pode ser visto a partir de (4.2), neste limite a geometria sob consideragao é reduzida a
geometria de uma corda césmica no espago-tempo de Minkowski (4+ 1)-dimensional. Para
a coordenada w nos argumentos da funcao de Bessel temos que w =~ a + y. Levando-se
em conta que v; > 1, vemos que no limite sob consideracao tanto a ordem quanto o
argumento das fungdes de Bessel modificadas em (6.27) sdo grandes e podemos usar as
expansoes assintoticas uniformes correspondentes [107]. A partir dessas expansoes, para

o termo principal, obtemos

L (pwo) 1 svaptpuoe) (6.38)

Kl/z (pw0> ™
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com p(z) = V1422 +Injz/(1+V1+2?)], e

K? ) K? ( e_ o) L 6.39)
w) — W) ~ —5]. .
. (p v \P ) VQ(Pw/V2)2 1+ (Pw/V2)2 (

Em todos os termos, exceto os argumentos da fungao p(x), podemos substituir pw/vs, pwy/vs

— p/m. Expandindo as fun¢oes nos expoentes, obtemos (js)n, — ( j¢>}(3M), onde a densidade

de corrente no espaco-tempo de Minkowski é dada por

<jd>>£>M) = 26:;7‘ : du e~ 2 y=vo) (su —m)
o2,y
X Z sin (2mkag) Jo(2rspvVu? — m?)
Sk
k=1

o 2 h
—1—2/ x 9(a av, 2v)/ coshx Jo(2r coshzvu? —m?2)|,  (6.40)
T Jo cosh(2qx) — cos(qm)

onde y = yo especifica a localizacao da fronteira planar no espago-tempo de Minkowski.

Para um campo sem massa, a contribuicao induzida pela fronteira correspondente é nula.

Como visto nos capitulos anteriores, o comportamento periédico das densidades
de corrente induzidas no vacuo é algo recorrente e caracteristico. A densidade de corrente
induzida pela brana também é periddica e, deste modo, o comportamento gréafico corres-
pondente nao serd exibido neste capitulo. Nas figuras abaixo é mostrado o fluxo de cargas
através da hipersuperficie ¢ = const, dado por n4(js),, medido em unidades de e/a*. Os

nimeros préximos as curvas correspondem aos valores do parametro q.

Na Fig. 6.1 mostramos a dependéncia da densidade de corrente induzida pela brana
na razao w/wy para campos com s = 1 (grafico a esquerda) e s = —1 (gréfico a direita).
Para os parametros tomamos ma = 1, ag = 0.3, r/wy = 0.5. Note que a distancia prépria
a partir da brana, y—1q, é expressa como y—1yo = aIn(w/wg). Como mostrado pela andlise
assintGtica, para w/wy > 1 a contribuigao induzida pela brana decai como (w /wg)*™T.

O decaimento é mais acentuado para o campo com s = 1.

A dependeéncia da densidade de corrente induzida pela brana com a distancia a
partir da corda é exibida na Fig. 6.2, para valores fixos de ma = 1, ap = 0.3 e w/wo = 1.5.
Como anteriormente, os graficos do lado esquerdo e do lado direito correspondem a s = 1 e

s = —1, respectivamente. A contribuicao induzida pela brana tende a zero linearmente no
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2+ , 2
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Figura 6.1: A densidade de corrente induzida pela brana como uma fungéo da razio w/wy, para valores
fixos de ma =1, ap = 0.3 e r/wy = 0.5. Os graficos & esquerda e & direita correspondem aos campos com
s =1e s = —1, respectivamente

nicleo da corda (veja (6.33)). Para grandes distancias a partir da corda, esta contribuicao

comporta-se como (r/w)?™* 3+ Podemos ver que o decaimento é mais acentuado para o

caso s = 1.
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Figura 6.2: A contribui¢ao induzida pela brana no VEV da densidade de corrente na regiao R como
fungao da distancia a partir da corda para os valores fixos de ma = 1, ag = 0.3 e w/wg = 1.5. Os gréficos
a esquerda e a direita correspondem a s =1 e s = —1, respectivamente.

E de interesse considerar também a dependéncia da densidade de corrente com a
massa do campo. A Fig. 6.3 mostra esta dependéncia para a densidade de corrente gerada
pela brana para oy = 0.3, w/wy = 1.5, r/wy = 0.5 e para campos com s = 1 (grafico a
esquerda) e s = —1 (grafico a direita). Como mencionado anteriormente, o VEV induzido
pela brana na regiao R é nulo para um campo sem massa. Também esperamos que para
grandes massas o VEV deve tender a zero e, portanto, para algum valor da massa, o valor

absoluto da densidade de corrente tem um maximo. Isso é visto nos graficos.
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Figura 6.3: A dependéncia da corrente induzida pela brana com a massa do campo para valores fixos de
ag = 0.3, w/wy = 1.5, r/wyg = 0.5 e para campos com s = 1 e s = —1 (graficos & esquerda e & direita,
respectivamente).

Nos exemplos numéricos acima, consideramos a parte induzida pela brana na den-
sidade de corrente. Para mostrar sua contribuicao relativa, na Fig. 6.4 a densidade de
corrente total na regiao R é exibida como funcao da distancia a partir da corda para
valores fixos de ma = 1, ap = 0.3, w/wy = 1.5. Para estes valores a contribui¢ao induzida
na geometria sem brana é positiva e monotonicamente decai com o aumento de r. Para o
campo com s = 1 (curvas tracejadas), embora a parte induzida pela brana seja negativa,
a contribuicao gerada na geometria sem brana domina para todas as distancias e a den-
sidade de corrente total é positiva. Para o campo com s = —1 (curvas cheias), ambas as
contribuicoes sao positivas. Para s = —1, a densidade de corrente total proximo a corda
¢ dominada pela parte induzida na geometria sem brana, e a grandes distancias a parte

induzida pela brana é dominante.
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Figura 6.4: A densidade de corrente como uma fun¢ao da coordenada radial para campos com s = 1
(curvas tracejadas) e s = —1 (curvas cheias). Os gréficos sdo esbogados para ma = 1, ag = 0.3, w/wg =
1.5.
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6.3 Densidade de corrente na regiao L

O conjunto completo de modos fermionicos tem a forma (6.4) com a fun¢ao W, (pw)
dada por (6.7). Agora, na condigdo de normalizacdo (6.9) a integracao é realizada sobre
a regidao w € [0, wp]. Para ma > 1/2 e ¢3 # 0 a integral de normalizagao diverge no limite
inferior e as fungoes dos modos correspondentes nao sao normalizaveis. Logo, neste caso,
a condigao de normalizagdo implica que ¢; = 0 ¢ W, (pw) = J,(pw) (a constante ¢; é
incluida no coeficiente de normalizagdo). Para 0 < ma < 1/2 os modos com ¢y # 0 sdo
normalizaveis e uma condi¢ao de contorno adicional na fronteira AdS é necesséaria a fim
definir unicamente as fungoes de onda. Aqui iremos assumir uma condi¢ao de contorno
especial correspondendo a ¢; = 0. Assim, em nossa consideracao as funcoes dos modos

sao dadas por (6.4) com W, (pw) = J,(pw), para ma > 0.

Da condigao de contorno (6.2), temos que os autovalores para o nimero quantico
p sao raizes da equacao

Iy (pwo) =0, (6.41)

para ambos os casos s = +1. Iremos denotar as raizes positivas correspondentes com res-
peito a pwy por p; = p;(v1) = pwy, com ¢ = 1,2, ..., assumindo que elas sdo enumerados na
ordem ascendente, p; 11 > p;. Note que as raizes p; nao dependem na localizacao da brana.
Substituindo as fung¢oes dos modos na Eq. (6.9) e usando a integral padrao correspondente
envolvendo os produtos das func¢oes de Bessel, para a constante de normalizacao na regiao

L, o) = C’((f))a, obtemos

ng\*p;J.% (i)

8m2at Bryb w2 /p? + wik?

onde a energia ¢ dada por E = \/ A2 + p? /w3 + k2. Como podemos ver, os coeficientes de

cE, 2= (6.42)

normalizagao sao independentes da representacao adotada, s =1 ou s = —1.

Tendo especificado o conjunto completo de modos, podemos iniciar a investigacao
da densidade de corrente usando a férmula (6.3). Semelhante a regido R, pode-se ver que

a Unica componente nao nula corresponde aquela ao longo da direcao azimutal. Apds a
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soma sobre 7, obtemos

6 00 +o0 0 2
o equwt A
Vo) = ~3agany /0 d\ / ) dkng

Js, (005, e, (W)
sz (Pi)

[ T2, (paw wo) + T2, (piw/wo)] (6.43)

Usando a representagao integral (6.15) e fazendo transformagoes semelhantes aquelas

descritas na secao anterior para a regiao R, a seguinte expressao é obtida

Uo) = 7ra5rw22 —’(—;])( "
o, sin (2mkay)
X Z(—DkTOKz (2rpsy)
k=1

q /OO g(Qva(LQm)/COth
+—= x
T Jo cosh(2¢gx) — cos(qm)

Ky (2rpcoshz)| (6.44)

onde p = p;/wp.

A fim de obter uma representacao mais conveniente para a analise assintética e
numérica, e para extragao explicita da contribuicao induzida pela brana, aplicamos a soma

sobre ¢ uma variante da férmula generalizada Abel-Plana [117],

S pz 1 1 Ky, (v
Z - 5/0 duf(u) — %/0 du )
X[e—ylm'f(em'ﬂu) _|_el/17rif(e—7fi/2u)] , (645)

vélida para uma funcao f(u) analitica na metade direita do plano da varidavel complexa u
(a funcao f(u) pode ter pontos de ramificagao no eixo imaginério [117]). Para o problema

em consideragao, a funcao f(u) é especificada como
flu) = u3[J31 (uw/wy) + JfQ(uw/wo)]Kg(Qru'y/wo), (6.46)
com v = s, cosh x. Para esta func¢ao, temos

e*l/1ﬂ'if(€7T’L'/2u) + el/lm'f(efﬂ'i/Zu) _ ’/Tug[[li (uw/'LUO) _ [32 (uw/wo)]JQ(2ru’y/w0) (647)
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A contribuicao para a densidade de corrente proveniente do primeiro termo no lado direito
de (6.45) coincide com a densidade de corrente na geometria sem brana dada por (6.23).
Como resultado, a densidade de corrente na regiao L é decomposta como (6.24), onde a
contribuigao induzida pela brana, proveniente do ultimo termo em (6.45), é apresentada

como
ew’ = SK 1<pw0)
; - - T \FFYJ ]’2 o I2
o = gt [ don T 12 ) — I )
[Q/Q]/ (_1)]{:
X ; ” sin (2mkay) Jo(2prsy)

q [, g(q,a0,2x)/coshz
p d 2 h ) 4
+7r /0 xcosh(2qx) — cos(qm) Jo(2pr cosh x) (6.48)

Note que a expressao acima ¢ uma func¢ao periédica impar do fluxo magnético com periodo

igual ao quantum de fluxo.

Comparando com (6.27), vemos que a contribui¢ao induzida pela brana na regiao L
é obtida da quantidade correspondente para a regiao R através das substituicoes I — K,
K — I das fungoes de Bessel e as substituicoes v1 9 — 157 das ordens. O caso especial
q = 1 corresponde a um tubo de fluxo magnético no espaco-tempo AdS com uma brana.
A expressao correspondente é
_ esin (mag) wb /°° 3 K, (pwo) ¢ oo 2
= — dpp°———= |17 (pw) — I (pw
<]¢>b A3adr o pp le (pwo) |: 2 (p ) V1 (p )i|
*  cosh(2ax)
X dx ——————Jo(2pr cosh z). 6.49
/0 cosh(2z) 4+ 1 2(2p ) (6.49)
Para um campo se massa, temos K, (z)/1,,(z) = 7/(e** +s) e I7 (x) — I} (z) =

—2s/(mx). Expandindo 1/(e* + s) e avaliando a integral sobre p usando o resultado

de [109], de (6.48) encontramos
: 3er = ’ 2, (—1)*sy sin (27kay)
(Jo)b = —m (=) Z 5 21572
At W) 2 i (P (rse/wo)?]
> 2 h
_l_g/ dl‘ g<q7Q07 x) cosn ™ 5/2 . (650)
T Jo cosh(2qx) — cos(qm) [12 + (r cosh  /wg)?]

O campo fermiénico sem massa é conformalmente invariante e a expressao (6.50)
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estd conformalmente relacionada com o resultado correspondente no espago-tempo de
Minkowski: (jg)p = (w/ a)5<j¢>}(3M). Aqui, <j¢>}(3M) ¢ a densidade de corrente induzida pela
condicao de fronteira imposta aos campos em w = wy na regiao entre as duas fronteiras
localizadas em w = 0 e w = wy no espago-tempo de Minkowski (4 + 1)-dimensional com
uma corda césmica (o elemento de linha é dado pela expressao entre parénteses em (5.2)).
A fronteira w = 0 no problema Minkowskiano é uma imagem conformal da fronteira AdS.
Os efeitos de polarizacao do vacuo induzidos por fronteiras planares ortogonais a uma

corda cdsmica no espago-tempo de Minkowski foram investigados em [118-121].

6.3.1 Analise assintdtica e numérica

Comecamos a analise assintotica considerando os pontos proximos a corda, assu-
mindo que r < wy — w. Levando em conta que nesta regiao o argumento da fungao de
Bessel em (6.48) é pequeno, para o termo de ordem principal, temos

115, () = I, (2)] (6.51)

h_ o K,
(Jo)b ~ erit-1\4, %) 1(g; ) / dx z° (2o /w)
0

4m2ad I, (zwy/w)

e o VEV induzido pela brana tende a zero linearmente na corda. A grandes distancias
da corda, usamos a representacdo (6.44). A contribui¢do dominante é proveniente da
autofuncao de menor autovalor p; e, para ¢ > 2, o VEV da densidade de corrente é
suprimida pelo fator exponencial exp[—2rp; sin(7/q)/wo]. Para ¢ < 2 a supressao é mais
acentuada, sendo esta dada pelo fator e 2?1/ Lembre-se que na regido R o decaimento
da corrente de vacuo a grandes distancias da corda ¢é do tipo lei de poténcias para campos

massivos e sem massa.

Para pontos préximos a fronteira AdS, w/wy < 1, a contribui¢do dominante na
integral sobre p dada em (6.48) vem da regiao de integracao onde o argumento da fungao

I,,(pw) é pequeno. Usando a expressao assintética correspondente [L07], para a ordem
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dominante, temos

[ g il

22mar2a512(ma + 1/2)r I, (x)
2

la/ } 1)k

X Z (Sk sin (2mkayg) Jo (227K /wy)
k=1

q > g(q7 O[O’QLU)/COShI'
= d 2 h : .52
+7T/o xcosh(qu) ~ con(gn) Jo(2zr cosh x /wy) (6.52)

(Joho =

Como podemos observar, a corrente induzida pela brana na fronteira AdS tende a zero

2ma+5 Note que este fator de supressao nao depende do parametro s. A expressao

COmo w
do lado direito de (6.52) também descreve o comportamento da densidade de corrente no

limite quando a localizacao da brana estd préxima do horizonte AdS para w fixo.

Para o cédlculo da densidade de corrente na brana, é mais conveniente usar a re-

presentagao (6.44), diretamente colocando w = wy:

00 la/2]

4 ewy 2 H(=D)F
(Jodw=wy = — Zpi Z ———sin (2mkag) Ky (2rp;isi/wo)

m2adr 4 Sk
=1 k=1

_|_q /OO g(q7050,2$)/(305h13
= x
T Jo cosh(2qz) — cos(qm)

Ky (2rp; coshz/wy)| . (6.53)

A consideragao do limite Minkowskiano é similar aquela da regiao R. O resultado
correspondente é dado por (6.40), com y — yo substituido por yy —y. Claro, no limite Min-
kowskiano o VEV é simétrico com repeito a brana. Para o espaco-tempo AdS, embora as
caracteristicas locais sejam as mesmas nas regioes R e L, o tensor de curvatura extrinseco,

K

v, Para a brana em consideracao é diferente para essas regioes (K, = —g,,/a na regiao

R e K,, = g,/a na regiao L). Como consequéncia, as propriedades fisicas do estado de
vacuo, em particular, as densidades de corrente, diferem nessas regices. Os valores limites
das densidades de corrente na brana sao diferentes para as regides R e L. A descontinuidade
esta relacionada ao modelo idealizado para a brana com espessura zero que restringe todos
os modos das flutuagoes de vacuo. Essa idealizacao conduz, por exemplo, a divergéncias
de superficie no condensado fermionico e no VEV do tensor energia-momento. Em mo-
delos mais realistas, as flutuacoes com altas frequéncias sao relativamente insensiveis a
presenca da brana. Esperamos que as férmulas para a densidade de corrente dadas acima

se aproximem corretamente dos resultados correspondentes em modelos mais realistas
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para distancias da brana maiores que o comprimento de onda de corte. Este ultimo é

determinado pelo modelo especifico para a brana.

Vamos agora aos resultados das investigagoes numéricas para a densidade de cor-
rente na regiao L. Como anteriormente, os nimeros préximos as curvas apresentam os
valores do parametro ¢q. Os graficos a esquerda e a direita nas figuras correspondem aos
campos com s = 1 e s = —1, respectivamente. A Fig. 6.5 mostra a dependéncia da densi-
dade de corrente na razao w/wy para valores fixos de ma = 1, ag = 0.3 e r/wy = 0.5. Como

ja mostrado pela analise assintética, a densidade de corrente tende a zero na fronteira AdS

como w?™¥+5 para ambos os casos s =1 e s = —1.
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Figura 6.5: A contribuigdo da brana na densidade de corrente como fungao de w/wg para ma = 1,
ag=0.3er/wy=0.5.

A densidade de corrente induzida pela brana como fungao da distancia a partir da
corda césmica é exibida na Fig. 6.6, para ma = 1, ag = 0.3 e w/wy = 0.8. Lembre-se que
na regiao L a supressao da densidade de corrente a grandes distancias da corda ¢ mais
acentuada em comparagao com o comportamento na regiao R. Isto é, na regiao L temos

um decaimento exponencial em vez daquele tipo lei de poténcia para a regiao R.

A Fig. 6.7 apresenta o comportamento da densidade de corrente induzida pela
brana como uma fun¢do da massa, para os valores ag = 0.3, w/wy = 0.8 e r/wy =
0.5. Ao contrario da regiao R, a densidade de corrente para o campo sem massa nao
¢ nula. No caso s = 1 (grafico a esquerda), os valores correspondentes da combinagao
10%a*(js)n /e, esbocadas na Fig. 6.7, sdo iguais —0.131, —0.201, —0.295 para ¢ = 1, 1.5, 2.5,
respectivamente. Para o campo com s = —1 (grafico a direita) os respectivos valores sdo

dados por 0.153,0.23,0.323. Novamente, vemos que a densidade de corrente nao é uma
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Figura 6.6: A dependéncia da densidade de corrente induzida pela brana com a distancia a partir da
corda para ma =1, ap = 0.3 e w/wy = 0.8.

funcao monotonica da massa. Para alguns valores intermediarios da massa, seu valor
absoluto assume o valor maximo. Para o exemplo dado na Fig. 6.7, o valor absoluto
da densidade de corrente em seu maximo é essencialmente maior em comparacao com a

densidade para um campo sem massa.
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Figura 6.7: A densidade de corrente induzida pela brana na regiao L como funcao da massa do campo
para ag = 0.3, w/wy = 0.8 e r/wg = 0.5.

Finalmente, na Fig. 6.8, é mostrado a densidade de corrente como funcao da
distancia a partir da corda para ma = 1, a9y = 0.3 e w/wy = 0.8. Curvas cheias e
tracejadas correspondem aos campos com s = —1 e s = 1, respectivamente. Similarmente
a regiao R, a grandes distancias da corda, a densidade de corrente para o primeiro caso é

dominada pela contribuicao induzida pela brana.
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Figura 6.8: O mesmo que na Fig. 6.4 para a densidade de corrente total na regidao L para w/wg = 0.8.

6.4 Densidades de corrente para um segundo tipo de

condicao de contorno

Nesta secao, consideramos a contribuicao induzida pela brana para o VEV da

densidade de corrente azimutal para a condicao de contorno
(1 —iv*n)Y(x) =0, w=wyp. (6.54)

Esta condi¢ao de contorno difere daquela presente em (6.2) pelo sinal do termo contendo
as matrizes de Dirac. Como serd visto abaixo, ambas as condigoes de contorno (6.2) e
(6.54) aparecem em modelos do tipo Randall-Sundrum como consequéncia da simetria Z;
com respeito a brana. O procedimento para a condi¢ao (6.54) é semelhante aquele que

descrevemos nas se¢oes anteriores, e assim somente os resultados finais serao apresentados.

6.4.1 Regiao R

Comecaremos pela regiao R. As fungoes dos modos correspondentes nesta regiao

sao dadas por (6.4), onde agora
W, (pw) = G, (pwo, pw), 1= 1,2. (6.55)

A expressao para o coeficiente de normalizagao é obtido de (6.12) pela substitui¢ao vy — 14

nas ordens das fungoes de Bessel e Neumann. A soma dos modos para o VEV da densidade
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de corrente azimutal é expressa como

+oo 2
, equ A°p
(Jo) = ~ i 2a5/ d>\/ dp/ &g

j= i1/2

Ggl v (pr?pw) + G12/1 v (pw07pw)
Xy (Ar) gy ey (Ar) == J2 (pwo) + ;2 (pzwo) ’

(6.56)

com w > wy. Este VEV pode ser decomposto como (6.24), com a contribuigao induzida

pela brana dada por

ew’ - L, (pwo)
by = [ a0 TR ) R
(Jo)b 27r2a5r/0 pp K, (pwy) (K. (pw) 2 (pw)]
[q/2]/ (_1)k
X kz_; ?sin (27kayg) Jo(2prsy)
q = g(Q? O, 2$)/Coshgy
™ J2(2pr coshz) | - 6.57
+7T/o cosh(2qz) — cos(qm) >(2pr cosh x) ( )

Comparando estas féormulas com (6.14) e (6.27), vemos que os VEVs da densidade de
corrente para s = %1 e para a condigao de contorno (6.54) coincidem com os VEVs para

a condigao (6.2) e para s = F1.

6.4.2 Regiao L

Na regiao L as fungoes dos modos para a condigao de contorno (6.54) sao dadas por
(6.4) com W, (pw) = J,(pw). Os autovalores p; do nimero quantico p sdo determinados
a partir da condi¢ao de contorno e sao raizes da equagao J,,(pwg) = 0. O coeficiente de
normalizacao é dado por (6.42) com a substitui¢ao v, — v; na ordem da func¢ao de Bessel.

Para o VEV da densidade de corrente azimutal, temos

6 00 400 o 2
. equ A
= ——1— [ a\ dk, -
o) 2m2aswir /0 /_Oo ; ; K E
T, (M) T, e, (W)
J31 (pi)

[ 72, (piw wo) + T2, (piw/wy)] - (6.58)

De forma semelhante a que usamos na se¢ao 6.3, utilizando a férmula de soma obtida a

partir de (6.45) pelas substituigdes vy — 14, 11 — 1, para a contribuigao induzida pela
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brana na regiao L, encontramos

(Joyp = 112, (pw) — I, (pw)]

ew’ > K, (pw
— / dpp3 2( 0)
2m2adr L, (pwo)
L
in (2kayg) Jo(2
X ; . sin (2mkayg) Jo(2prsy)

+q /OO g(Q7&072x)/COth
= x
T Jo cosh(2qzx) — cos(qm)

Jo(2prcoshz) | . (6.59)

Para um dado s, o VEV da densidade de corrente azimutal para a condi¢ao de contorno

(6.54) coincide com aquele para a condic¢do (6.2) e para s substituido por —s.

6.5 Aplicacoes ao modelo Randall-Sundrum

Os resultados encontrados nas se¢oes anteriores podem ser aplicados para a in-
vestigacao dos efeitos induzidos pela corda césmica no modelo de Randall-Sundrum com
uma dnica brana (modelo RSII) [88,90]. Na presenca de uma corda césmica perpendicu-
lar a brana, a geometria de fundo correspondente contém duas cépias da regiao R que
sao identificadas pela simetria Z, com respeito a localiza¢ao da brana em y = 0 (ou em
w = wy = a em termos da coordenada w). O elemento de linha correspondente é expresso
como

ds® = e WV (dt? — dr® — r?d¢? — d2*) — dy* | (6.60)

onde, como anteriormente, —oo < y < 400 e 0 < ¢ < 27/q. Note que para um observador
localizado na brana y = 0, o elemento de linha (6.60) é reduzido ao elemento de linha
usual para uma corda césmica no espago-tempo de Minkowski (3 + 1)-dimensional. A

condigao de contorno para o campo ¥ (x) na brana é obtida com base na simetria Z,
(veja [62,122]).

Seja M a matriz que relaciona os campos nas regices —oo <y < 0e 0 <y < 4o00:

w(t,r, 0, —y,z) = M(t,r, ¢,y, 2). (6.61)

Exigimos a invariancia da acao do campo fermionico sob a identificacao Zs dos pontos
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nessas regioes. Este requerimento nos conduz as seguinte condicoes sobre a matriz M:
(YO M} =0, (YO M} =0, [ P9® M) =0, (6.62)

onde b = 1,2, 4. Por substituicao direta, pode ser verificado que estas relagoes sao obede-
cidas pela matriz M = e com uma constante . Esta tiltima constante pode ser obtida
da relacao M? = 1, de modo que encontramos € = =i e, logo, a matriz de transformacao
tem a forma

o 0

M=+ ) (6.63)
0 —o3

Assim, temos dois tipos de campos fermionicos com a regra de identificagdo (6.61) e com

os sinais superior e inferior em (6.63).

Na brana em y = 0, temos a seguinte condi¢ao de contorno
(1 =M)¢(x) =0, w=a. (6.64)

Podemos ver que a condi¢ao de contorno (6.64) com o sinal superior em (6.63) coincide
com a condi¢ao (6.2), e a condigdo de contorno (6.64) com o sinal inferior coincide com
a condigao (6.54). Portanto, para o campo fermiénico correspondendo ao sinal superior
em (6.63), as expressoes para o VEV da densidade de corrente induzida por uma corda
coésmica no modelo RSII sao obtidas das férmulas na secao 6.2, tomando-se wg = a e
adicionando um fator adicional 1/2. Para o campo com sinal inferior em (6.63), o resultado
correspondente é obtido da expressao para a densidade de corrente na segao 6.4 para a
regido R (novamente, com um fator 1/2). O aparecimento do fator 1/2 esta relacionado
ao fato de que a integracao na condicao de normalizacao para as fungoes dos modos é
realizada sobre o intervalo —oo < y < 400, em vez do intervalo 0 < y < 400 para a

regiao R na discussao acima (com yy = 0).

A densidade de corrente induzida na brana por flutuagdes de vacuo do campo
fermionico no volume total da variedade é uma fonte de campos magnéticos ao redor
da corda césmica. Estes campos estao entre as caracteristicas notaveis de cordas que
carregam fluxo magnético. Observe que a densidade de corrente do vacuo também sera

gerada por flutuagdes quanticas de campos que vivem na brana (por exemplo, campos do
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Modelo Padrao no cendrio de mundos brana). No entanto, as propriedades correspondentes
sao distintas daquelas que discutimos acima (para corrente fermioénicas na geometria de
uma corda césmica no espago-tempo de Minkowski (3 + 1)-dimensional, veja [52, 123,

]). Como consequéncia, a estrutura de campos magnéticos ao redor da corda césmica

¢é sensivel a existéncia de dimensoes extras.



176

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese investigamos a influéncia de campos externos classicos sobre as flu-
tuagoes do vacuo quantico associadas a campos bosonicos e fermionicos carregados no
espaco-tempo anti-de Sitter na presenca de uma corda cdésmica. A premissa adotada é
que esta influéncia se reflete nos valores esperados de vacuo de observaveis fisicos locais
importantes. Em particular, consideramos os VEVs da densidade de corrente, bi-lineares
dos campos e do tensor energia-momento. Nossas contribuigoes se encontram nos capitulos

4,5 e 6. No que segue apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.

No capitulo 4, investigamos os VEVs da densidade de corrente e do tensor energia-
momento associados a um campo escalar. Iniciamos nossa investigacao pela densidade de
corrente escalar, (j*), em um espago-tempo AdS (D + 1)—dimensional, com D > 4, ad-
mitindo a presenca de uma corda césmica ideal com um fluxo magnético ao longo de
seu eixo. Além disso, assumimos a compactificacdo de apenas uma dimensao extra na
forma de um circulo de perimetro L e a existéncia de um potencial vetor ao longo desta
direcao. Esta compactificacao foi implementada assumindo-se que o campo de matéria
obedece uma condi¢ao de quasi-periodicidade ao longo do eixo z, Eq. (4.6). Para desen-
volver esta andlise, construimos a funcao de Wightman de energia positiva, resolvendo
a equacao Klein-Gordon correspondente. Usando coordenadas de Poincaré e admitindo
uma constante de acoplamento de curvatura geral, obtemos as solucoes normalizadas da-
das em (4.17). A fungao de Wightman foi calculada somando-se sobre todo o conjunto
de solugbes normalizadas (4.19). Usando a férmula de Abel-Plana, Eq. (4.20), a fungao
de Wightman foi decomposta em duas contribuicoes, sendo uma devido a corda coésmica
no espaco-tempo AdS e outra induzida pela compactificagao. Felizmente, fomos capaz de

expressar esta fungdo em uma forma compacta (4.39).

Em nossa analise, provamos que somente densidades de corrente azimutal e axial
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sao induzidas. Devido a compactificacao, a corrente azimutal foi decomposta em duas
partes. A primeira correspondendo a contribui¢ao induzida na geometria de uma corda
césmica no espaco-tempo AdS sem compactificacao, e a segunda induzida pela compac-
tificagdo; ambas apresentadas pelas Eqs. (4.54) e (4.63), respectivamente. Ambas as con-
tribuicoes sao fungoes impares do parametro ¢ associado ao fluxo magnético ao longo da
corda, com um periodo igual ao quantum de fluxo ®,. Neste caso, tomando ¢ = 0, estas
contribuigoes sao nulas; este é um efeito tipo Ahanorov-Bohm. Nas Figs. 4.1 e 4.2 apresen-
tamos os comportamentos graficos da contribuicao induzida puramente pela corda como
fungao de e (associado ao fluxo magnético ao longo da corda) e r/w (distancia prépria
em unidades de a), respectivamente. Da Fig. 4.1 é mostrado que a intensidade de (j?)
aumenta com o parametro ¢, revelando a importante influéncia do déficit angular gerado
pela corda. J4 na Fig. 4.2 vemos que o decaimento deste VEV é mais acentuado a medida
que aumentamos os valores de ¢ e ma. Algumas expressoes assintoticas também foram
obtidas para pequenos e grandes valores de r/w, correspondendo as expressoes (4.56) e
(4.57), respectivamente. Quanto a parte induzida pela compactificagao, Eq. (4.63), po-
demos observar que é uma fungao par do parametro B e uma funcao impar de e, com
periodo igual a ®y. Sua dependéncia com B foi mostrada na Fig. 4.3, considerando o
intervalo [—0.5, 0.5] e diferentes valores de ¢. Aqui, observamos que esta componente
depende fortemente de g. Seu comportamento assintético para grandes valores de L/w
é apresentado em (4.65), onde observamos que esta corrente decai com uma poténcia

especifica de w/L.

Devido a compactificacao temos também o surgimento de uma corrente induzida ao
longo da dimensao extra apresentada em (4.77). Esta tem origem puramente topoldgica e é
nula quando B =0, 1/2, e 1. Esta corrente é decomposta como a soma de dois termos. Um
deles é dado por (4.79) e explicitamente independe da distancia radial r e dos parametros
q e €. A outra contribuigao é dada por (4.81) e depende dos fluxos magnéticos e do déficit
angular planar, sendo uma funcao impar de B e uma funcao par do parametro £, com
periodo igual ao quantum de fluxo ®4. Para o caso particular em que 5 = 0, a Eq. (4.81)
se torna uma func¢ao impar do fluxo magnético circundado pela dimensao extra. Na Fig.
4.4 é apresentado o comportamento de (jz)((;q’a) como funcdo de J e diferentes valores de

g, considerando D = 4. Daqueles gréaficos vemos que a amplitude da corrente aumenta

com q e que o efeito de € é inverter a orientagao da corrente.
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Ainda no capitulo 4, analisamos o VEV do campo quadrado, sendo este decomposto
em contribui¢oes devido a corda césmica e a compactificacao. A parte induzida pela corda
é apresentada na forma fechada em (4.88). As formas assintéticas para pequenos e grandes
valores forma de r/w estao presentes em (4.91) e (4.93), respectivamente. A expressao para
o campo sem massa e conformalmente acoplado foi apresentada em (4.95). Na Fig. 4.5 é
exibido o gréfico da parte induzida pela corda césmica como fungao de r/w, e é mostrado
que o fluxo magnético ao longo do ntcleo da corda modifica o comportamento e o valor
absoluto de {|¢]?) . Quanto ao VEV do campo ao quadrado induzido pela compactificagao
da dimensao extra, este é apresentado na forma fechada em (4.98). Esta contribuigao
apresenta duas partes: a primeira, Eq. (4.99), é o termo k = 0 que depende somente
dos parametros associados a compactifica¢do. Quanto a segunda parte, Eq. (4.102), esta
depende de ¢ e e. Sua expressao assintética para grandes valores de L/w é apresentada
em (4.104). O caso do campo sem massa e conformalmente acoplado é apresentado em
(4.105). Na Fig. 4.6, o comportamento da Eq. (4.98) em funcéo de L/w é exibido, e nos
mostra que o parametro § pode aumentar ou diminuir o valor absoluto da contribuicio

induzida pela compactificagdo, bem como modificar seu comportamento.

Outra importante andlise realizada no capitulo 4 foi o VEV do tensor energia-
momento. Este observavel também apresenta trés contribuigoes distintas como exibido
em (4.108). Neste trabalho focamos apenas nas contribuigoes devido a corda césmica e a
compactificacdo, dadas por (4.127) e (4.115), respectivamente. Foi verificado que ambas
as contribuicoes satisfazem a equagao de conservagao covariante e seus tracos estao rela-
cionados aos respectivos VEVs do campos ao quadrado (4.120). Na Fig. 4.7, é mostrado
o comportamento da densidade de energia induzida pela compactificacao como funcao
da razao r/w com diferentes valores de ¢, onde observamos a influéncia do parametro B
sobre este VEV. A componente nao diagonal induzida pela dimensao extra compacta é
dada pela Eq. (4.118) e sua expressao para o caso do campo sem massa e conformalmente
acoplado é dada em (4.126). Quanto a parte induzida pela corda, a densidade de ener-
gia para o campo escalar sem massa e conformalmente acoplado é apresentada na Eq.
(4.132). A componente nao diagonal é dada em (4.130) e sua expressao para o campo
sem massa e conformalmente acoplado é apresentada em (4.133). Por fim, na Fig. 4.8 ¢é
exibido o comportamento da densidade de energia induzida pela corda como fung¢ao de

r/w. Desta figura notamos que a influéncia na intensidade do comportamento de (T7)
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pelo acoplamento de curvatura, £, e o fluxo magnético ao longo do eixo da corda.

No capitulo 5 consideramos um campo fermionico carregado e investigamos as
densidades de corrente, CF e o VEV do tensor energia-momento no espago-tempo AdS
(4 + 1)—dimensional, assumindo a presenga de uma corda césmica possuindo um fluxo
magnético ao longo do seu eixo. Além disso, admitimos que uma dimensao extra é com-
pactificada em um circulo de perimetro L e que um fluxo magnético é circundado pelo
eixo compactificado. A fim de desenvolver nossa analise, calculamos o conjunto completo
de funcoes de onda fermionicas de energia positiva e negativa obedecendo a condicao de
quasi-periodicidade, com uma fase arbitraria, 5, ao longo da dimensao extra. Para cal-
cular o VEV da densidade de corrente fermionica fizemos uso da férmula da soma dos
modos dada em (5.40) e os modos fermionicos dados em (5.31) e (5.38), respectivamente.
Em nossa andlise mostramos que, assim como no caso escalar analisado no capitulo 4,
somente densidades de corrente azimutal e axial sao induzidas. Estes VEVs sao fungoes
periddicas do fluxo magnético ao longo da corda «y, e do parametro B . Além disso, para

ag =0 e 8 =0, estas contribuicoes sao nulas; este é um efeito tipo Ahanorov-Bohm.

Usando a férmula de soma de Abel-Plana, a corrente azimutal total (5.71) foi de-
composta em uma parte induzida pela corda (5.54) e outra gerada pela compactificagao
(5.68). Quanto a contribui¢ao induzida pela compactificagao, esta depende de oy, com seu
comportamento periddico exibido em Fig. 5.1. A analise assintotica foi feita para pontos
proximos e distantes da corda, sendo estes apresentados em (5.62) e (5.63), respectiva-
mente. Para r/w < 1, (j9) diverge na corda como (w/r)?%, e para r/w > 1 o decaimento
é mais acentuado com o aumento da massa da particula. Estes comportamentos sao exi-
bidos graficamente na Fig. 5.2. Quanto a parte induzida pela compactificacao, esta ¢ uma
funcao fmpar de ay e uma funcao par de BN, com periodo igual ao quantum de fluxo .
Este comportamento peridédico pode ser observado pela Fig. 5.3. Além disso, essa com-
ponente é finita sobre a corda, e sua expressao assintética para grandes comprimentos
da dimensao extra é apresentada em (5.76). A corrente azimutal total é calculada para
um campo sem massa e dada em (5.72). Em (5.78) apresentamos o limite assintdtico

Minkowskiano também para a corrente azimutal total.

Assim como no caso escalar, no caso fermionico a presenca da compacticacao

também da origem a uma densidade de corrente na direcao axial, que é apresentada
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em sua forma fechada na Eq. (5.87). Esta contribuicdo é decomposta em duas partes,
sendo uma induzida puramente pela topologia nao-trivial da compactificagao e indepen-
dente de r, q e ag, e outra parte que depende destes parametros. Quanto a esta segunda,
a mesma ¢ uma funcao fmpar de § e par de g, sendo este comportamento graficamente
exibido na Fig. 5.4. A expressao para um campo sem massa é apresentada em (5.91).
Para grandes comprimentos da dimensao extra temos a expressao assintética (5.94), que
mostra que a densidade de corrente axial desaparece quando L — oco. Por fim, temos o

limite Minkowskiano dado em (5.95).

Ainda no capitulo 5, investigamos o condensado fermionico induzido pela corda
cHésmica e pela compactificacao. Devido a presenca da compactificacao, o CF é decomposto
em duas partes, sendo uma delas induzida na geometria sem compactificacao presente em
(5.105) e outra na geometria com compactificacdo dada por (5.120). Quanto a contri-
buigao induzida pela corda, o caso nao massivo é dado por (5.108), sendo este finito sobre
a corda para 2|og| < 1 — 1/¢ e divergente para 2|ay| > 1 — 1/¢. O limite Minkowskiano
foi considerado e é apresentado em (5.113), sendo nulo para m = 0. Diferentes regimes
assintoticos para esta contribuicao também foram considerados. Para pontos proximos a
corda, a expressao obtida é (5.114), onde observamos que o CF diverge na corda como
(w/ar)3. Para pontos distantes da corda, obtemos (5.116), onde podemos ver que o de-
caimento do CF é tipo lei de poténcias para ambos os casos com massa e sem massa.
Notamos que este resultado estd em contraste com o caso no espaco-tempo de Minkowski,
onde o decaimento do CF para grandes distancias a partir da corda é do tipo exponencial.
Quanto a parte do CF induzida pela compactificacao (5.120), esta é finita sobre a corda
para 2|ag| < 1 — 1/¢ e divergente para 2|ag| > 1 — 1/¢g. Para o campo sem massa, o
CF gerado pela dimensao compacta é dado por (5.123), sendo finito sobre a corda para
2|ap| < 1 —1/q e divergente para 2|ag| > 1 — 1/q. Consideramos também o caso em que
o comprimento da dimensao extra é grande, L/w > 1, e o resultado obtido estd presente
em (5.125). Esta expressao nos mostra que no limite L — oo o CF induzido pela com-
pactificacao tende a zero. Por fim, o limite Minkowskiano é considerado e a respectiva

expressao ¢ dada em (5.126), sendo esta nula no caso sem massa.

Na ultima se¢ao do capitulo 5, consideramos o VEV do tensor energia-momento.
Semelhantemente ao CF, este VEV é decomposto em uma parte induzida na geometria

sem compactificagao e outra gerada na geometria com compactificagao. As componentes
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induzidas pela corda estao presentes em (5.136), (5.156), (5.170), (5.180) e (5.192). Por
outro lado, as componentes induzidas pela compactificagdo estao presentes em (5.143),
(5.161), (5.174), (5.184) e (5.198). Para ambas as partes induzidas a propriedade do trago
¢ obedecida. Foi verificado também que estas contribuigoes satisfazem a equagao de con-
servagao covariante. Observando que (13) . = (T7) .. = (T¥) ., = (T7).,, calculamos alguns
limites assintéticos para estas componentes. Para regioes proximas a corda, o resultado
obtido é dado por (5.203). Para pontos distantes da corda a expressao obtida é aquela
presente em (5.204). A parte induzida pela compactificagdo também foi analisada. Ob-
servando que (T%). = (T7), = (T), e a decomposi¢ao dada pela Eq. (5.206), avaliamos
o caso assintético em que L/w > 1. Neste limite a contribuicao puramente topoldgica,
<T[j>£0), tende a zero como (w/L)**. Para a contribui¢ao (T lj‘>iq’a°) o resultado obtido
é dado pela Eq. (5.207). Por fim, analisamos as componentes azimutal e axial para o caso
do campo sem massa e para o limite Minkowskiano. No caso sem massa, as contribuigoes
induzidas pela corda e pela compactificagao, na diregao azimutal, sao dadas pelas Egs.
(5.208) e (5.209), respectivamente. No limite Minkowskiano as respectivas expressoes estao
presentes em (5.211) e (5.212). Para a componente axial, analisamos apenas a parte in-
duzida pela compactificacao. O limite Minkowskiano e o caso do campo sem massa foram

encontrados e estao presentes em (5.214) e (5.216).

No capitulo 6, investigamos os efeitos combinados de uma brana e uma corda
césmica ideal com fluxo magnético ao longo de seu eixo no VEV da densidade de corrente
para um campo fermionico carregado. A fim de termos um problema que pudesse ser exa-
tamente resolvido, consideramos o espaco-tempo AdS e uma brana planar perpendicular
a corda cosmica. Dois tipos de condicao de fronteira sobre a brana foram consideradas.
A primeira corresponde a condi¢ao de fronteira de sacola de MIT e a segunda é dada por
(6.54). A densidade de corrente para a representagao s = +1 e a condi¢do de contorno
(6.54) coincide com a densidade de corrente para a representagdo s = F1 e para a condigao
de contorno (6.2), e assim descrevemos apenas os passos principais para o calculo com
a condigao de sacola de MIT. O VEV da densidade de corrente é expresso na forma da
soma sobre o conjunto completo de modos fermionicos. Estes modos sao dados por (6.4).
A brana divide o espago em duas regides (regides R e L) com diferentes propriedades
fermionicos. Na regiao R a fungdo W, (pw) nas fungées dos modos é dada por (6.10) e

o espectro do nimero quantico p é continuo. Na regiao L temos W, (pw) = J,(pw) e os
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autovalores para p sdo determinados pelos zeros da fungao J,, (pwy).

A tnica componente nao nula da densidade de corrente ¢ induzida ao longo da
direcao azimutal. Esta é decomposta em uma parte induzida na geometria sem brana e
outra com brana. As contribui¢oes induzidas pela brana no VEV da densidade de corrente
azimutal sao dadas pelas expressoes (6.27) e (6.48) para as regides R e L, respectivamente.
Para um campo sem massa a contribuicao induzida pela brana ¢é nula na regiao R. A den-
sidade de corrente é uma funcao impar do fluxo magnético ao longo do eixo da corda, com
periodo igual ao quantum de fluxo. No caso especial ¢ = 1 as férmulas obtidas fornecem
expressoes para as densidades de corrente induzidas por um tubo de fluxo magnético ide-
alizado com espessura nula. No limite de valores grandes do raio de curvatura do espaco
AdS e no termo lider, obtemos a expressao (6.40) para a densidade de corrente fermionica
induzida por uma fronteira plana, perpendicular a corda cdésmica no espaco-tempo de

Minkowski (4 4 1)—dimensional.

A fim de entender o comportamento da densidade de corrente azimutal, conside-
ramos diferentes regides assintéticas dos parametros do problema. Préximo a corda, para
pontos nao tao proximos a brana, a contribuicao induzida pela brana é uma funcao li-
near da coordenada radial r e é nula sobre a corda. O comportamento da contribuicao
induzida pela brana na regiao R, a grandes distancias da corda, é diferente para as duas
representacoes irredutiveis da algebra de Clifford. Para a representagao com s = 1, a
densidade de corrente total é dominada pela contribuicao induzida na geometria sem
brana. Para a representacao s = —1 a contribuicao induzida pela brana comporta-se

2ma=1[+3 ¢ & dominante no VEV total. Em todos estes casos, o de-

como (jg, o (w/r)
caimento da densidade de corrente no espago-tempo AdS, como uma funcao da distancia
propria a partir da corda, é tipo lei de potencias para ambos os campos sem massa e com
massa. Para campos massivos, este comportamento para grandes distancias na regiao R
estd em contraste com aquele para no espaco-tempo de Minkowski, onde o decaimento é
exponencial. Para pontos distantes da corda, a densidade de corrente na regiao L é supri-
mida pelo fator exponencial e=2P15n(T/a)/wo para g > 2, e pelo fator e=2"P1/®0 para ¢ < 2,
com p; /wy sendo o menor autovalor para o nimero quantico p. Gostariamos de salientar
que, a densidade de corrente é finita na brana, tanto na regiao R quanto na regiao L. Os

valores limites correspondentes para as regiao R e L sao diretamente obtidos das repre-

sentagoes (6.20) e (6.44), e eles s@o dados por (6.37) e (6.53), respectivamente. Para uma
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localizacao fixa da brana e no limite w — 0, correspondendo a pontos na fronteira AdS,
o VEV induzido da corrente pela brana comporta-se como w?™*+5. O mesmo ocorre para

a contribuicao induzida na geometria sem brana.

No modelo Randall-Sundrum com apenas uma brana, as condigoes de contorno
sobre um campo fermionico fora da brana sao ditadas pela simetria Z5. Dependendo da
paridade do campo, duas condicoes de contorno sao obtidas na localizacao da brana. Elas
correspondem as condigoes (6.2) e (6.54) em nossa discussao. Consequentemente, o VEV
da densidade de corrente, associada a um campo fermionico fora da brana e induzido no
modelo RSIT com uma corda césmica possuindo fluxo magnético, é obtido dos resultados
nas segoes 6.2 e 6.3, com um fator adicional 1/2 relacionado a presenga de duas cépias da

regiao R.

Quanto as perspectivas, algumas dire¢oes podem ser tomadas no sentido estender
os resultados presentes nesta tese. Dentre elas, podemos citar o calculo do condensado
fermionico e do tensor energia-momento para o sistema estudado no capitulo 6. Outra
possibilidade é a extensao dos resultados encontrados no capitulo 6 para o caso de duas

branas no modelo RSI.
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