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Polarização de vácuo e correntes induzidas por uma
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Departamento de F́ısica - DF

João Pessoa - PB

Julho de 2021



S237p Santos, Wagner Oliveira dos.
         Polarização de vácuo e correntes induzidas por uma
      corda cósmica no espaço-tempo anti-de Sitter / Wagner
      Oliveira dos Santos. - João Pessoa, 2021.
         211 f. : il.

         Orientação: Eugênio Ramos Bezerra de Mello.
         Coorientação: Herondy Francisco Santana Mota.
         Tese (Doutorado)  - UFPB/CCEN.

         1. Física. 2. Corda cósmica. 3. Espaço-tempo anti-de
      Sitter. 4. Dimensões extras. 5. Correntes induzidas no
      vácuo. 6. Tensor energia-momento. 7. Condensado
      fermiônico. I. Mello, Eugênio Ramos Bezerra de. II.
      Mota, Herondy Francisco Santana. III. Título.

UFPB/BC                                           CDU 53(043)

Catalogação na publicação
Seção de Catalogação e Classificação

Elaborado por Larissa Silva Oliveira de Mesquita - CRB-15/746





i

Agradecimentos

Meus sinceros agradecimentos:
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Resumo

Nesta tese, investigamos os efeitos combinados da curvatura do espaço-tempo, da topolo-

gia não-trivial, e da presença de campos externos, sobre as flutuações do vácuo quântico

associadas a campos bosônicos e fermiônicos, ambos carregados. Analisamos as densi-

dades de corrente bosônicas induzidas por um fluxo magnético ao longo do núcleo de

uma corda cósmica ideal em um espaço-tempo anti-de Sitter com (D + 1) dimensões,

admitindo que uma dimensão extra é compactificada e a presença de um fluxo magnético

circundado pelo eixo compactificado. Neste contexto, mostramos que, por exemplo, ape-

nas densidades de corrente ao longo das direções azimutal e axial são induzidas. Os valores

esperados de vácuo do campo ao quadrado e do tensor energia-momento associados ao

campo bosônico também são analisados. Para desenvolver estes cálculos, o conjunto com-

pleto de funções de onda normalizadas obedecendo uma condição de quasi-periodicidade

ao longo da dimensão extra foi obtido e a função de Wightman de frequência positiva foi

constrúıda. Em um segundo estudo, analisamos os valores esperados de vácuo das den-

sidades de corrente, condensado fermiônico e tensor energia-momento gerados no vácuo

de um campo fermiônico. Neste caso, a geometria considerada foi o espaço-tempo anti-

de Sitter (4 + 1)−dimensional na presença de um fluxo magnético ao longo do eixo de

uma corda cósmica e uma dimensão extra compacta com fluxo magnético circundado

pelo eixo compactificado. Para obter os valores esperados de vácuo mencionados acima,

a equação de Dirac no espaço-tempo curvo para esta geometria foi resolvida e os modos

fermiônicos obtidos. Por fim, no último caṕıtulo desta tese analisamos as densidades de

corrente fermiônicas induzidas por um fluxo magnético ao longo de uma corda cósmica

e uma brana na geometria do espaço-tempo anti-de Sitter em (4 + 1) dimensões. Neste

caso, a brana é paralela à fronteira anti-de Sitter e a corda cósmica é ortogonal à brana. A

brana divide o espaço-tempo em duas regiões com diferentes propriedades do vácuo, e a

única componente induzida ao longo da direção azimutal é estudada em cada uma destas
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regiões.

Em todas as investigações realizadas, análises dos casos especiais, assintóticos e

numéricos foram feitas para os resultados obtidos.

Palavras-chave: corda cósmica, espaço-tempo anti-de Sitter, dimensões extras, compac-

tificação, mundo brana, fluxo magnético, correntes induzidas no vácuo, tensor energia-

momento, condensado fermiônico.
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Abstract

In this thesis, we investigate the combined effects of the spacetime curvature, the non-

trivial topology and the presence of external fields on the quantum vacuum fluctuations

associated with bosonic and fermionic charged fields. We analyze the bosonic current

densities induced by a magnetic flux along the core of an idealized cosmic string in a

anti-de Sitter space-time with (D + 1) dimensions, assuming that an extra dimension is

compactified and the presence of a magnetic flux enclosed by the compactified axis. In

this context, we show, for instance, that only azimuthal and axial current densities are

induced. The vacuum expectation values of the squared field and the energy-momentum

tensor associated with the bosonic field are also analyzed. To develop these calculations,

the complete set of normalized wave functions obeying a quasiperiodicity condition along

the extra dimension was obtained and the positive frequency Wightman function has been

constructed. The vacuum expectation values of the current densities, fermionic condensate

and energy-momentum tensor generated in the vacuum of a fermionic field were also

analyzed. In this case, the geometry considered was the (4 + 1)−dimensional anti-de

Sitter space-time in the presence of a magnetic flux along the axis of a cosmic string

and a compact extra dimension with a magnetic flux enclosed by its compactified axis.

To obtain the vacuum expectation values mentioned above, the Dirac equation in curved

space-time for this geometry was solved and the fermionic modes were obtained. Finally,

in the last chapter of this thesis we analyze the fermionic current densities induced by

a magnetic flux along a cosmic string and a brane in the geometry of the anti-de Sitter

space-time in (4 + 1) dimensions. In this case, the brane is parallel to the anti-de Sitter

boundary and the cosmic string is orthogonal to the brane. The brane divides the space-

time into two regions with different vacuum properties, and the only induced component

along the azimuthal direction is studied in each of these regions.
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In all investigations performed, analyzes of special, asymptotic and numerical cases

were made for the results obtained.

Keywords: cosmic strings, anti-de Sitter spacetime, extra dimensions, compactification,

braneworld, magnetic fluxes, induced vacuum currents, energy-momentum tensor, fermi-

onic condensate.
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1.3 Corda cósmica afetando o espaço-tempo ao seu redor, por “remover” uma

pequena “fatia” de um plano transversal correspondendo a um déficit an-

gular, δ = 8πGµ, tendo como resultado uma geometria cônica. . . . . . . . 24
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q. Os gráficos são esboçados para ma = 1 e para r/w = 0.3 nos gráficos à
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1.1.2 Espaços maximalmente simétricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.3 Espaço AdS em d dimensões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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1.2.3 Cordas cósmicas locais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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6.3.1 Análise assintótica e numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

6.4 Densidades de corrente para um segundo tipo de condição de contorno . . 171

6.4.1 Região R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

6.4.2 Região L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

6.5 Aplicações ao modelo Randall-Sundrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

Conclusões e Perspectivas 176

Referências Bibliográficas 184
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Introdução

A f́ısica subjacente às flutuações do vácuo quântico surge uma vez que aspectos

quânticos de fenômenos relativ́ısticos são levados em conta. Isso significa que um campo

relativ́ıstico quantizado (escalar, eletromagnético ou fermiônico) apresentará um estado

fundamental, ou uma energia de ponto zero, flutuante devido às flutuações quânticas do

campo. No espaço-tempo de Minkowski, por exemplo, o valor esperado de vácuo (VEV)

de observáveis f́ısicos, como consequência das flutuações de vácuo quântico de campos

relativ́ısticos, é zero, a menos que o vácuo seja de alguma forma “perturbado” por in-

fluências externas. Essas influências são em geral condições de contorno de algum tipo

ou campos externos acoplados. Um observável f́ısico muito conhecido, e que adquire um

VEV não nulo sob influências externas, é a densidade de energia que caracteriza o efeito

Casimir [1–3]. Temos também outros observáveis f́ısicos importantes que adquirem va-

lores esperados de vácuo não nulos sob essas circunstâncias, tais como a densidade de

corrente, bi-lineares dos campos e o tensor energia-momento. Em particular, a densidade

de quadri-corrente devido a campos carregados é de especial importância, dado que esta

pode fornecer uma melhor compreensão sobre a dinâmica do campo eletromagnético, uma

vez que a mesma seja usada como fonte nas equações semiclássicas de Maxwell.

Uma caracteŕıstica adicional relacionada às modificações das flutuações do vácuo

quântico dos campos relativ́ısticos é sua ocorrência devido à curvatura do espaço-tempo.

Sabe-se que aspectos geométricos e topológicos de um espaço-tempo curvo também in-

duzem um VEV não nulo de observáveis f́ısicos [1–3]. Entre estes espaços curvos, o

espaço-tempo anti-de Sitter (AdS) possui propriedades interessantes que fornecem for-

tes motivações para seu estudo [4–8]. Ao considerar uma constante cosmológica negativa,

o espaço-tempo AdS é obtido como uma solução das equações de Einstein e, portanto, é

caracterizado por uma curvatura negativa constante. Assim, do ponto de vista teórico e
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fundamental, o espaço-tempo AdS torna posśıvel resolver vários problemas de forma exata

como consequência de sua máxima simetria, permitindo assim a quantização dos campos

com mais facilidade, além de oferecer um melhor entendimento sobre a quantização de

campos em outros espaços-tempo curvos. Adicionalmente, o espaço-tempo AdS surge

como uma solução de estado fundamental da teoria das cordas e supergravidade, além de

estar presente no contexto da correspondência AdS/CFT, um cenário que possibilita a

concepção do prinćıpio holográfico, relacionando a teoria de cordas (supergravidade) no

espaço-tempo AdS em altas dimensões, com uma teoria de campos conformes constrúıda

em sua fronteira [9]. Além disso, a geometria do espaço-tempo AdS é relevante em cenários

de mundo brana com grandes dimensões extras, oferecendo uma maneira de resolver o pro-

blema da hierarquia entre as escalas de massa gravitacional e eletrofraca [10]. Devido à

estas razões, a teoria quântica de campos no espaço-tempo AdS tem sido extensivamente

estudada por diversos autores [11–22].

Cordas cósmicas são defeitos topológicos lineares que são previstos nos contextos

das teorias de campos de calibre e extensões supersimétricas do Modelo Padrão da f́ısica

de part́ıculas, bem como no contexto da teoria das cordas [23–28]. O espaço-tempo de uma

corda cósmica reta, infinitamente longa e sem estrutura é caracterizado por uma topologia

cônica que surge devido ao déficit angular no plano perpendicular à corda [23–25]. Feno-

menologicamente, observações recentes da radiação cósmica de fundo sugerem que cordas

cósmicas podem contribuir para uma pequena porcentagem das perturbações de densi-

dade primordial [29] no Universo, além de serem candidatas a geração de uma variedade de

efeitos f́ısicos interessantes, tais como explosões de raios gama [30], raios cósmicos de alta

energia [31] e ondas gravitacionais [32]. A presença de uma corda cósmica no espaço-tempo

AdS proporciona fenômenos ainda mais interessantes, uma vez que essa geometria combi-

nada torna posśıvel identificar no VEV de alguns observáveis as contribuições proveniente

de ambas as partes, ou seja, da geometria AdS e da topologia das cordas cósmicas.

A estrutura cônica associada a uma corda cósmica é capaz de gerar efeitos rele-

vantes na teoria quântica de campos, induzindo VEVs não nulos para observáveis f́ısicos.

De fato, a análise de efeitos de polarização do vácuo associados a campos escalares e

fermiônicos foram desenvolvidos em [33–43], para a geometria de um corda cósmica idea-

lizada no espaço-tempo plano. Por outro lado, efeitos adicionais surgem no espaço-tempo

curvo. Recentemente, os efeitos combinados da topologia não-trivial e da curvatura do
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espaço-tempo nas caracteŕısticas locais dos vácuos escalares e fermiônicos foram inves-

tigados em [44–47] para uma corda cósmica nos espaços-tempo de de Sitter1 e anti-de

Sitter.

A presença de dimensões extras compactas é um aspecto caracteŕıstico de todas as

teorias mencionadas anteriormente, nas quais o espaço-tempo AdS desempenha um papel

fundamental e, como dito acima, induzem contribuições não nulas para observáveis f́ısicos,

como o tensor energia-momento, que apresenta não somente a componente da densidade

de energia, mas também as componentes de tensão (veja Ref. [48] e referências nela). Neste

caso, por exemplo, a densidade de energia do vácuo induzida pela dimensão extra oferece

uma posśıvel explicação para a observada expansão acelerada do Universo. Em modelos

tipo Kaluza-Klein e em cenários de mundo brana, por outro lado, a dependência no ta-

manho da dimensão extra compacta pela densidade de energia serve como um mecanismo

para estabilizar campos conhecidos como campos de moduli [49].

No caṕıtulo 4, apresentamos nossas primeiras contribuições para esta tese, as quais

consistem na análise dos VEVs da densidade de corrente e do tensor energia-momento

associados a um campo escalar. Investigamos os efeitos que emergem da geometria e to-

pologia do espaço-tempo AdS em altas dimensões na presença de uma corda cósmica

possuindo um fluxo magnético ao longo de seu eixo. Além disso, assumimos a compacti-

ficação de uma das dimensões extras e a existência de um potencial vetor constante ao

longo de seu eixo. Assim, a presença de fluxos magnéticos e uma dimensão extra compac-

tificada também fornecerá contribuições adicionais aos VEVs a serem calculados.

O caṕıtulo 5 também consiste de nossas contribuições para esta tese, onde um

estudo similar ao do caṕıtulo 4 é realizado, porém considerando o vácuo de um campo

fermiônico e a presença de apenas uma dimensão extra, a qual é compactificada. Densida-

des correntes induzidas e polarização do vácuo bosônico no espaço-tempo de uma corda

cósmica compactificada foram consideradas em [50] e [51], respectivamente. Investigações

similares para o campo fermiônico foram conduzidas em [52] e [53].

Ainda sobre cordas cósmicas, inicialmente estas foram consideradas como objetos

completamente distintos de supercordas fundamentais. Na teoria das cordas, supercor-

das fundamentais são considerados como os blocos básicos de construção da matéria. Um

1Este espaço-tempo é uma solução das equações de Einstein, com constante cosmológica positiva.
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tema particularmente interessante nos desenvolvimentos recentes do assunto é a inves-

tigação sobre a possibilidade de aparecimento de cordas cósmicas de baixa tensão na

teoria das cordas (veja [54] para discussões anteriores). Modelos foram propostos onde,

sob certas condições, cordas fundamentais podem chegar a tamanhos macroscópicos com

caracteŕısticas semelhantes às das cordas cósmicas. Entre os exemplos desse tipo de mo-

delo está o cenário de inflação de branas [55] (para revisões sobre o tema, veja [27,56–58]).

Neste cenário, a inflação cosmológica emerge naturalmente no contexto de mundo brana

e é uma concepção espećıfica do paradigma inflacionário no Universo primordial dentro

do contexto de mundo brana na teoria das cordas. Entre outras previsões interessantes

neste contexto teórico, a produção de cordas cósmicas no final da inflação tem atráıdo

considerável atenção [59]. Foi sugerido que a detecção de cordas cósmicas poderia ser

uma maneira posśıvel de verificar o paradigma inflacionário, fornecendo um interessante

campo de testes na teoria das cordas, sondando o cenário de mundo brana antes da fase

inflacionária [27,56–58].

No caṕıtulo 6, analisamos o VEV da densidade de corrente fermiônica ao redor

de uma corda cósmica possuindo fluxo magnético ao longo de seu eixo e imersa em um

espaço-tempo AdS com uma brana paralela à fronteira AdS. A corda cósmica é ortogonal

à brana e sobre a brana o campo fermiônico deve obedecer dois tipos de condições de

contorno. A primeira delas corresponde à condição de fronteira de sacola do MIT [60] e a

segunda é obtida da condição de fronteira de sacola mudando-se o sinal do termo com o

vetor normal à fronteira. Nos modelos de mundo brana, estas condições de contorno são

ditadas pela simetria Z2 sob reflexão com respeito à brana. Densidades de corrente do

vácuo no espaço-tempo AdS com uma parte das dimensões espaciais compactificadas em

um torus e na presença de branas foram investigadas em [7,8, 61–63].

Esta tese de doutoramento está organizada da seguinte forma: no caṕıtulo 1 re-

visamos alguns dos elementos teóricos que consideramos fundamentais ao entendimento

desta tese e que buscam motivar o estudo desenvolvido na mesma. No caṕıtulo 2 mos-

tramos como o formalismo da teoria clássica de campos para o campo escalar e espi-

norial no espaço-tempo plano pode ser estendido para o espaço curvo. O caṕıtulo 3 é

dedicado a uma breve revisão sobre alguns aspectos importantes do formalismo da teo-

ria quântica de campos no espaço-tempo curvo. No caṕıtulo 4 analisamos os VEVs da

densidade de corrente e do tensor energia-momento associados a um campo escalar car-
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regado, e induzidos devido à geometria AdS, em (D + 1) dimensões, na presença de uma

corda cósmica possuindo fluxo magnético ao longo de seu eixo, e uma dimensão extra

compactada também possuindo fluxo magnético circundado pelo eixo compactificado. No

caṕıtulo 5 consideramos os VEVs da densidade de corrente, condensado fermiônico e do

tensor energia-momento associados a um campo fermiônico e induzidos no espaço-tempo

AdS em (4+ 1) dimensões por uma corda cósmica e uma dimensão extra compacta, onde

ambos apresentam fluxos magnéticos. No caṕıtulo 6 analisamos os efeitos de uma brana e

uma corda cósmica possuindo fluxo magnético sobre o VEV da densidade de corrente para

um campo fermiônico na geometria do espaço-tempo AdS (4 + 1)-dimensional. Por fim,

apresentamos nossos resultados mais importantes na seção de conclusões e perspectivas.

Com exceção do caṕıtulo 1, ao longo desta tese adotamos o sistema de unidades naturais

ℏ = G = c = 1 e a assinatura métrica (+,−,−,−).
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Caṕıtulo 1

Espaço-tempo anti-de Sitter, cordas

cósmicas e dimensões extras

O objetivo deste caṕıtulo inicial é fazer uma breve revisão dos elementos teóricos

que consideramos fundamentais para o entendimento desta tese por parte do leitor. Em

particular, daremos ênfase àqueles que serão utilizados nos desenvolvimentos dos caṕıtulos

4, 5 e 6, nomeadamente, o espaço-tempo AdS, cordas cósmicas e dimensões extras do tipo

Kaluza-Klein e mundo brana.

1.1 Relatividade geral e espaços maximalmente

simétricos

Em 1905, Albert Einstein revolucionou o mundo da f́ısica clássica com uma teoria

que mudaria a concepção da humanidade sobre espaço e tempo. Na f́ısica clássica de

Newton, espaço e tempo eram entidades separadas e inertes, sem qualquer influência

sobre a realidade f́ısica. Na teoria concebida por Einstein, espaço e tempo se tornaram

indistingúıveis e maleáveis, influenciando e sendo influenciados pelo conteúdo energético

e material do Universo. Nas próximas subseções iremos tentar dar uma ideia geral sobre

alguns dos aspectos fundamentais das ideias introduzidas por Einstein, além de tratarmos

brevemente sobre espaços maximalmente simétricos, dando ênfase ao espaço-tempo anti-

de Sitter. Para uma leitura mais aprofundada deste conteúdo, recomendamos as Refs.
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[64,65].

1.1.1 Relatividade Geral

Em seu primeiro trabalho no ano de 1905, Einstein generalizou o grupo de trans-

formações de Galileo que corresponde à classe de referenciais inerciais na mecânica New-

toniana, além de adicionar um elemento novo e revolucionário através de dois postulados

fundamentais. Este novo elemento é o primeiro destes postulados e impõe a constância

da velocidade da luz para todos os observadores inerciais, rompendo com a ideia de ins-

tantaneidade presente na f́ısica newtoniana e estabelecendo o conceito de causalidade. O

segundo postulado nos diz que as leis da f́ısica devem ser as mesmas para todos os refe-

renciais inerciais, implicando na não existência de referenciais privilegiados, a priori. Esta

teoria ficou conhecida como Relatividade Especial, e é assim chamada por não incluir

referenciais não-inerciais.

Mais tarde, em 1915, Einstein generalizou a teoria da Relatividade Especial ao

incluir referenciais não-inerciais, sendo a nova teoria chamada de Relatividade Geral.

Nesta extensão da Relatividade Especial, Einstein lançou mão de dois novos prinćıpios

que são fundamentais na teoria. O primeiro é o prinćıpio da equivalência que, a grosso

modo, nos diz que efeitos gravitacionais são localmente indistingúıveis daqueles devido a

referenciais inerciais, implicando em certo modo na equivalência entre massa gravitacional

e inercial. Além do prinćıpio da equivalência, outro conceito central na Relatividade Geral

é o prinćıpio da covariância geral. Este prinćıpio diz que todos os sistemas de coordenadas

são igualmente bons para descrever a geometria do espaço-tempo. Em outras palavras,

este prinćıpio nos diz que a realidade f́ısica é independente do sistema de coordenadas

escolhido e que somente quantidades invariantes sob mudança do sistema de coordenadas

têm significado f́ısico. Estas ideias constituem o “alicerce” da Relatividade Geral e têm

demonstrado ao longo do tempo serem fundamentos extremamente poderosos na descrição

da gravidade como um fenômeno puramente geométrico em largas escalas.

O objeto central da teoria da Relatividade Geral é o tensor métrico, gµν(x), definido

em uma variedade pseudo-Riemanniana.1 Em (3+ 1) dimensões, este tensor é simétrico e

1Uma variedade pseudo-Riemanniana é uma generalização de uma variedade Riemanniana, onde
formas quadráticas não são necessariamente positivo-definidas. No contexto da Relatividade Geral, esta é
uma variedade Lorentiziana, onde vetores tangentes podem ser classificados como tipo-tempo, tipo-espaço
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possui 10 componentes independentes que são funções das coordenadas no espaço-tempo,

xµ, e contém toda a informação geométrica da teoria.

Formalmente, a Relatividade Geral pode ser descrita como a soma da ação de

Einstein-Hilbert na presença de uma constante cosmológica2, Λ, mais um termo corres-

pondente ao conteúdo de matéria, SM , e cuja forma funcional em d dimensões é dada

por:

S = − 1

16πG

∫
ddx|g|1/2(R− 2Λ) + SM , (1.1)

onde g = det(gµν) é o determinante do tensor métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci

e G é a constante gravitacional de Newton.

Ao variar esta ação com respeito ao campo gµν(x), obtemos a equação de campo

de Einstein:

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8πGTµν , (1.2)

onde Rµν é o tensor de Ricci, Tµν é o tensor energia-momento da teoria e carrega toda

informação sobre a distribuição de matéria e energia no espaço-tempo. Formalmente, o

tensor energia-momento é obtido através da relação:

Tµν =
2√
|g|

δSM

δgµν(x)
. (1.3)

Note que este tensor é simétrico com respeito à troca dos ı́ndices µ e ν, o que decorre

naturalmente de sua derivação através da variação da ação com respeito ao tensor métrico

gµν .

1.1.2 Espaços maximalmente simétricos

No espaço-tempo de Minkowski, o tensor energia-momento é uma consequência

natural da invariância da ação associada ao conteúdo de matéria, SM , por transformações

do grupo de Poincaré. Este é um grupo de transformações com número máximo de isome-

trias do espaço-tempo e que fisicamente implicam na conservação de quantidades f́ısicas

importantes para um dado sistema f́ısico, tais como energia, momento linear e angu-

e tipo-luz.
2A constante cosmológica, Λ, foi originalmente introduzida por Albert Einstein em 1917 com o intuito

de contrabalançar os efeitos gravitacionais da matéria, obtendo assim um universo estático. Atualmente,
entretanto, esta constante é associada à expansão acelerada do Universo [66].
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lar. Em geral, uma variedade pseudo-Riemanniana representando um espaço-tempo curvo

pode não necessariamente apresentar qualquer simetria. Entretanto, existem algumas clas-

ses especiais de soluções das equações de Einstein que podem exibir grupos restritos de

isometrias, como aquelas por translações e rotações. Existe ainda uma classe especial de

soluções que reúne espaços com número máximo de simetrias, tais como os espaços-tempo

de Sitter e anti-de Sitter (além do espaço-tempo plano de Minkowski).

No contexto da Relatividade Geral, estas isometrias do espaço-tempo são asso-

ciadas a vetores de Killing. Formalmente, vetores de Killing, ξµ(x), são definidos como

soluções da equação de Killing:

∇µξν(x) +∇νξµ(x) = 0 . (1.4)

Esta equação decorre fundamentalmente da invariância do tensor métrico sob trans-

formações de coordenadas ou, em outras palavras, do prinćıpio da covariância geral.

Espaços com número máximo de vetores de Killing e curvatura constante, chamados

de espaços maximalmente simétricos, são de grande interesse f́ısico por permitirem a re-

solução de muitos problemas complexos de forma exata. Em d dimensões, por exemplo,

espaços maximalmente simétricos possuem d(d + 1)/2 vetores de Killing, satisfazendo a

Eq. (1.4).

1.1.3 Espaço AdS em d dimensões

O espaço-tempo de Minkowski é o mais simples dentre os espaços ditos maximal-

mente simétricos e corresponde à solução das equações de campo de Einstein na ausência

de constante cosmológica (Λ = 0) e curvatura nula (R = 0), ou seja, na ausência de

matéria ou energia suficientes para curvar a estrutura do espaço-tempo. Outra solução

maximalmente simétrica, muito conhecida especialmente por suas aplicações na cosmolo-

gia, por exemplo, é a solução do espaço-tempo de Sitter. Esta solução corresponde a um

universo em expansão e é obtida pela suposição de um universo vazio e com constante cos-

mológica positiva (Λ > 0). Por outro lado, se considerarmos uma constante cosmológica

negativa (Λ < 0) e no vácuo, obteremos o espaço-tempo anti-de Sitter. Esta solução é

notoriamente reconhecida por seu papel fundamental no teorema AdS/CFT que relaciona



Caṕıtulo 1. Espaço-tempo anti-de Sitter, cordas cósmicas e dimensões extras 10

teorias de gravidade quântica no espaço-tempo AdS em d dimensões e teorias quânticas

de campo conformes não-gravitacionais em (d− 1) dimensões [67].

O espaço-tempo AdS é uma variedade Lorentiziana de curvatura negativa cons-

tante e pode ser definida em um número qualquer de dimensões igual ou superior a 2. Em

d dimensões esta variedade é invariante sob o grupo SO(2, d−1), e pode ser representada

como um hiperbolóide incorporado em (d+ 1) dimensões através da relação [68]:

X2
0 +X2

d+1 −
d−1∑
i=1

X2
i = a2 em R2,d−1 , (1.5)

onde a constante a tem dimensão de comprimento e determina a escala de curvatura

do espaço AdS. Note que X0 e Xd+1 são dimensões tipo-tempo, enquanto as demais são

coordenadas espaciais. A correspondente métrica induzida neste ambiente é dada por

ds2 = dX2
0 + dX2

d+1 −
d−1∑
i=1

dX2
i . (1.6)

Esta métrica possui diferentes representações, ou sistema de coordenadas, dentre

as quais iremos explorar apenas duas, que são comumente encontradas na literatura: co-

ordenadas globais e coordenadas de Poincaré. As coordenadas globais são obtidas através

da solução da Eq. (1.5) por meio da seguinte parametrização:

X0 = a cos(t/a) cosh(r/a), Xd+1 = a cosh(r/a) sin(t/a),

Xi = a sinh(r/a)Ωi com
d−1∑
i=1

Ω2
i = 1 . (1.7)

Substituindo (1.7) em (1.6), obtemos a seguinte métrica:

ds2 = cosh2(r/a)dt2 − dr2 − a2 sinh2(r/a)dΩ2 . (1.8)

Neste sistema de coordenadas, (t, r,Ωi), o hiperbolóide possui topologia S1 ×Rd−1, sendo

coberto por inteiro com t ∈ [−πa, πa], r ≥ 0 e Ω varrendo a esfera (d− 2)-dimensional.

Uma importante caracteŕıstica do espaço AdS é que este espaço-tempo é propor-

cional ao espaço-tempo de Minkowski através de uma relação conforme. Esta simetria de

escala do espaço AdS pode ser explicitamente exibida através das coordenadas de Poincaré
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(t, w, x⃗) (t ∈ (−∞,∞), w ∈ (0,∞), x⃗ ∈ Rd−2), cuja parametrização é dada por:

X0 =
1

2w
(a2 + w2 + |x⃗|2 − t2), Xi = a

xi
w
, i = 1, ..., d− 2

Xd−1 =
1

2w
(a2 − w2 − |x⃗|2 + t2) e Xd+1 = a

t

w
. (1.9)

Levando este conjunto de coordenadas na Eq. (1.6), obtemos o seguinte elemento de linha:

ds2 =
a2

w2
(dt2 − dw2 − d|x⃗|2) . (1.10)

Note que neste sistema de coordenadas temos duas hipersuperf́ıcies. De (1.9) podemos

observar o v́ınculo X0+Xd−1 = a2/w > 0, o que implica que este sistema de coordenadas

cobre apenas metade do espaço AdSd. A outra metade é obtida tomando-se w < 0.

Do elemento de linha (1.10), o escalar de Ricci e a constante cosmológica negativa

são dados por:

Λ = −(d− 1)(d− 2)

2a2
R = −d(d− 1)

a2
. (1.11)

Por meio das coordenadas de Poincaré, também podemos entender o espaço AdS

como o espaço-tempo de Minkowski (d − 1)-dimensional multiplicado por um fator ex-

ponencial dependente de uma das coordenadas espaciais através da mudança de variável

w = aey/a:

ds2 = e−2y/a

(
dt2 −

d−2∑
i=1

dx2i

)
− dy2 . (1.12)

Vale notar que este sistema de coordenadas do espaço AdS surge no contexto da teoria

de mundo brana, tópico que será brevemente revisado na seção 1.3 deste caṕıtulo.

1.2 Transições de fase, quebra espontânea de sime-

tria e defeitos topológicos

Transições de fase são fenômenos recorrentes na natureza. Na matéria condensada,

diversos sistemas apresentam transições de fase com formação de defeitos, tais como cris-

tais ĺıquidos nemáticos, linhas de fluxo magnético do tipo II e linhas de vórtice quantizados

em superfluidos 4He [24]. Ao serem resfriados, cristais ĺıquidos nemáticos podem apresen-
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tar defeitos do tipo linha ou ponto, representando uma quebra de simetria rotacional no

material. Tais defeitos são conhecidos na literatura como disclinações. Nas vizinhanças

de disclinações do tipo linha, por exemplo, moléculas são restringidas a alterarem suas

orientações por um ângulo π ao redor de eixos ortogonais aos defeitos [24].

No contexto da cosmologia, podemos ter também a formação de defeitos to-

pológicos. De acordo com o modelo cosmológico padrão, o Universo primordial era al-

tamente denso com temperaturas elevadas. À medida que o Universo se expandia, sua

temperatura decaia, e talvez neste processo de resfriamento, o mesmo tenha passado por

transições de fase cosmológicas ao atingir temperaturas cŕıticas de transição, acompa-

nhadas por quebras espontâneas de simetria, dando origem à diversos tipos de defeitos

topológicos.

Uma caracteŕıstica comum entre muitos dos modelos da f́ısica de part́ıculas mo-

derna é o fenômeno da quebra espontânea de simetria. Este conceito está baseado na

ideia de que a natureza possui simetrias não manifestadas no estado de vácuo. Esta ideia

é um elemento central em esquemas teóricos que propõem a unificação das interações

fundamentais em regimes de alta energia. Em teorias unificadas de calibre, a exemplo do

modelo padrão de part́ıculas, a quebra espontânea de simetria é implementada levando-se

em conta a existência de um campo escalar, comumente chamado campo de Higgs. Como

veremos adiante, uma consequência da quebra espontânea de simetria nestes modelos é a

criação de bósons vetoriais massivos através do mecanismo de Higgs.

Em teorias unificadas de calibre, a quebra espontânea de simetria ocorre durante

transições de fase. Em teoria, ao menos três transições de fase com quebra espontânea de

simetria ocorreram no Universo primordial [23]:

� Transição GUTs (sigla em inglês para Grand Unified Theories): Nestas teorias, a

transição de fase ocorre a temperatura cŕıtica Tc = 1016 GeV (1028 Kelvins), e acima

desta temperatura, as forças nuclear eletrofraca e nuclear forte são unificadas.

� Transição eletrofraca: Na teoria eletrofraca, o eletromagnético e a interação fraca

são unificadas em temperaturas acima de Tc = 103 GeV (1015 Kelvins).

� Transição quark-hádron: Em temperaturas superiores a Tc = 1 GeV (1012 Kelvins),

a matéria nuclear normal (bárions e mésons) sofre uma transição de fase para o
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estado de plasma com quarks e glúons livres.

Uma previsão importante destes modelos de unificação das interações fundamen-

tais, possuindo transições de fase com quebras espontâneas de simetria, é o surgimento

de defeitos topológicos estáveis, tais como paredes de domı́nio, cordas cósmicas e mono-

polos magnéticos. Nas próximas subseções, iremos fazer uma breve revisão das condições

necessárias para formação destes defeitos, dando ênfase à cordas cósmicas e suas proprieda-

des gravitacionais que, por sua vez, geram importantes efeitos observacionais cosmológicos

e astrof́ısicos.

1.2.1 Quebra espontânea de simetria: bóson de Goldstone e me-

canismo de Higgs

Em geral, as propriedades básicas de defeitos topológicos são independentes do

modelo de f́ısica de part́ıculas que dá origem aos mesmos, sendo assim posśıvel estudar as

propriedades básicas destes objetos através de modelos com grupos de simetria simples,

tal como o grupo de calibre U(1) [24]. Nesta perspectiva, iremos fazer uma breve revisão

de um modelo de teoria de campo escalar com quebra de simetria global cont́ınua e outro

com simetria local de calibre do grupo U(1).

Considere a seguinte densidade de Lagrangiana clássica:

L = (∂µϕ
∗)(∂µϕ)− V (ϕ) , (1.13)

onde ϕ é um campo escalar complexo e o potential V (ϕ) tem a seguinte forma funcional:

V (ϕ) =
λ

2

(
|ϕ|2 − 1

2
η2
)2

, (1.14)

sendo λ e η constantes positivas (esta última relacionada a escala de energia onde a sime-

tria é espontaneamente quebrada) e |ϕ|2 = ϕ∗ϕ . Este é o potencial “chapéu mexicano”e

está representado graficamente na Fig. 1.1. Note que o mı́nimo deste potencial, V = 0, se

encontra no ćırculo de raio |ϕ| = η/
√
2, algumas vezes chamado de vácuo verdadeiro da

teoria. Por outro lado, este potencial também possui um máximo local em |ϕ| = 0, por

vezes chamado de falso vácuo da teoria.
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Im(φ)

ŷ

Re(φ)

x̂

ẑ

Figura 1.1: Potencial “chapéu mexicano”.

Podemos ver que esta densidade de Lagrangiana é invariante sob a seguinte trans-

formação de fase:

ϕ(x) → ϕ′(x) = eiαϕ(x) , α ∈ R (1.15)

onde α é uma constante arbitrária. Esta é uma transformação global cont́ınua do grupo

U(1), e representa rotações no plano complexo (ϕ∗, ϕ). Observe que o potencial “chapéu

mexicano” ilustrado na Fig. 1.1 é o mesmo em todas as direções no plano x-y.

A equação de movimento associada à densidade de Lagrangiana (1.13) é dada por

[
□+ λ

(
|ϕ|2 − 1

2
η2
)]

ϕ = 0 , (1.16)

onde □ = ∂µ∂
µ é o d’Alembertiano. A solução com o menor ńıvel de energia para esta

equação é dada por

ϕ0(x) =
η√
2
eiθ , (1.17)

sendo θ uma constante arbitrária. Note que esta é uma solução estável e representa um

vácuo infinitamente degenerado com a forma de um ćırculo de raio η√
2
(veja Fig. 1.1).

Assim, o campo ϕ adquire valor esperado de vácuo não nulo,

⟨0|ϕ(x)|0⟩ = ϕ0(x) =
η√
2
eiθ . (1.18)
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Podemos notar que o estado de vácuo da teoria não é mais invariante sob a transformação

global (1.15). Sob tal transformação, a fase em (1.18) adquire um valor α+ θ e, portanto,

implica na quebra espontânea da simetria global no estado de vácuo da teoria.

Vamos agora avaliar as consequências desta quebra espontânea de simetria no

modelo considerado, tomando θ = 0 (direção real de ϕ), dado que o estado de vácuo é

degenerado e, portanto, independente da escolha de θ. Assim, podemos fazer uma per-

tubação no campo ϕ em torno desta escolha de vácuo:

ϕ0 =
η√
2
+

1√
2
(ϕ1 + iϕ2) , (1.19)

onde ϕ1 e ϕ2 são campos escalares reais, possuindo valores esperados de vácuo nulos,

⟨0|ϕ1|0⟩ = ⟨0|ϕ2|0⟩ = 0. Substituindo esta representação na densidade de Lagrangiana em

(1.13), obtemos

L =
1

2
(∂µϕ1)(∂

µϕ1) +
1

2
(∂µϕ2)(∂

µϕ2)−
1

2
λη2ϕ2

1 −
λη

2
ϕ1(ϕ

2
1 + ϕ2

2)

− λ

8
(ϕ2

1 + ϕ2
2)

2 . (1.20)

Isolando a parte livre desta Lagrangiana, obtemos

Llivre =
1

2
(∂µϕ1)(∂

µϕ1) +
1

2
(∂µϕ2)(∂

µϕ2)−
1

2
λη2ϕ2

1 . (1.21)

Logo, conclúımos que ϕ1 representa um campo escalar de massa ms =
√
λη, enquanto ϕ2

também representa um campo escalar, porém sem massa, chamado de bóson de Golds-

tone. Em geral, nota-se que uma consequência de quebras espontâneas de simetria é o

surgimento de bósons de Goldstone. Formalmente, isto é sintetizado pelo teorema de

Goldstone:

Teorema de Goldstone: Para cada simetria cont́ınua quebrada no estado de

vácuo de um dado sistema f́ısico, existe uma part́ıcula sem massa, chamada bóson de

Goldstone.

Vamos agora analisar o caso em que α em (1.15) é uma função das coordenadas

do espaço-tempo:

ϕ(x) → ϕ′(x) = eiα(x)ϕ(x) . (1.22)
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No contexto das teorias abelianas de calibre, o modelo mais simples contemplando este

tipo de transformação é o chamado modelo abeliano de Higgs. Este modelo descreve uma

eletrodinâmica escalar através da seguinte densidade de Lagrangiana:

L = (Dµϕ)
∗(Dµϕ)− V (ϕ)− 1

4
FµνF

µν , (1.23)

onde ϕ é o campo escalar complexo carregado e Dµ = ∂µ+ ieAµ é a derivada covariante no

sentido eletromagnético. Além disso, o tensor antissimétrico Fµν = ∂µAν−∂νAµ é o tensor

intensidade de campo, com Aµ sendo o campo vetorial de calibre, e a unidade de carga

elétrica e V (ϕ) o potencial dado pela Eq. (1.14). Note também que além da transformação

de calibre local (1.22) para o campo ϕ, a densidade de Lagrangiana (1.23) também deve

ser invariante sob a seguinte transformação de calibre para o campo vetorial Aµ:

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x)− e−1∂µα(x) . (1.24)

Da densidade de Lagrangiana (1.23), as equações de movimento associadas aos

campos ϕ e Aµ são dadas por:

[
DµDµ + λ

(
|ϕ|2 − 1

2
η2
)]

ϕ = 0 , (1.25)

∂µF
µν = jν = ie[ϕ∗Dνϕ− ϕ(Dνϕ)∗] . (1.26)

Visto que o potencial V (ϕ) para este modelo continua sendo aquele escrito em

(1.14), a simetria desta teoria é espontaneamente quebrada para |ϕ| = η/
√
2 e Aµ = 0,

com ϕ adquirindo valor esperado de vácuo não nulo. Este mı́nimo tem o formato de um

ćırculo e também representa um vácuo infinitamente degenerado.

Para estudar as propriedades da quebra de simetria no vácuo do modelo abeliano

de Higgs, a exemplo do que foi feito para o caso da simetria de calibre global, vamos

considerar a seguinte perturbação em torno do estado de vácuo,

ϕ0 =
η√
2
+
ϕ1 + iϕ2√

2
. (1.27)
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Substituindo esta representação na Lagrangiana (1.23), obtemos

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
e2η2AµA

µ +
1

2
(∂µϕ1)

2 +
1

2
(∂µϕ2)

2 − 1

2
λη2ϕ2

1 + eηAµ∂
µϕ2 + ... (1.28)

Podemos concluir a partir desta densidade Lagrangiana, que o campo Aµ adquire massa

após a quebra de espontânea de simetria através do termo AµA
µ. Além disso, observamos

a presença de um campo escalar, ϕ1, com massa ms =
√
2λη, e um segundo campo escalar

não massivo, ϕ2, que identificamos como o bóson de Goldstone.

Note, entretanto, que este resultado contém um detalhe menos evidente relacionado

ao número de graus de liberdade da teoria. Inicialmente, antes da quebra espontânea de

simetria, t́ınhamos um campo escalar complexo com dois graus de liberdade e um campo

vetorial com dois graus de liberdade associados a dois modos independentes transversais,

totalizando, deste modo, quatro graus de liberdade. Após a quebra espontânea de simetria,

obtivemos dois campos escalares reais correspondendo a dois graus de liberdade e um

campo vetorial massivo possuindo três graus de liberdade, totalizando cinco graus de

liberdades. Todavia, este resultado contraditório é aparente, dado que o grau de liberdade

devido ao bóson de Goldstone não é f́ısico, e assim, pode ser eliminado através de uma

redefinição simples do campo de calibre. Redefinindo o campo de calibre na forma

Bµ = Aµ + (eη)−1∂µϕ2 , (1.29)

podemos reescrever a densidade de Lagrangiana (1.28) como

L = −1

4
BµνB

µν +
1

2
e2η2BµB

µ +
1

2
(∂µϕ1)

2 − 1

2
λη2ϕ2

1 + ... , (1.30)

onde também fizemos a redefinição Bµν = ∂µBν − ∂νBµ = ∂µAν − ∂νAµ. Note que o

campo vetorial Bµ apresenta massa não nula, mv = eη. Assim, finalizamos esta subseção

mencionando que este é um exemplo do chamado mecanismo de Higgs, no qual um campo

de calibre ganha massa após uma quebra espontânea de simetria.
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1.2.2 Formação de defeitos topológicos

Como dito no ińıcio desta seção, a formação de defeitos topológicos é um evento

inevitável, se transições de fase acompanhadas de quebras espontâneas de simetria ocor-

reram no Universo primordial. Entretanto, algumas condições devem ser satisfeitas para

que a formação destes defeitos ocorra, sendo estes requisitos dependentes do modelo de

teoria de campos que dá origem ao surgimento destes objetos. A seguir faremos uma breve

revisão sobre algumas destas condições.

Uma condição necessária, embora não suficiente para a formação de defeitos to-

pológicos é que a variedade de vácuo, M, seja degenerada. Nos modelos de campos es-

calares considerados acima, a topologia do vácuo é S1 correspondendo ao ćırculo de raio

η/
√
2, no qual o campo ϕ está no estado de vácuo verdadeiro. Em geral, a topologia de

M determina se defeitos topológicos podem existir ou não [69]. Se a topologia da varie-

dade de vácuo é não-trivial sob o grupo de homotopia3 πk(M), então defeitos podem ser

formados. A formação de cordas cósmicas, por exemplo, requer que o primeiro grupo de

homotopia seja não-trivial, π1(M) ̸= 1 (1 é o grupo contendo somente a identidade). Em

outras palavras, uma corda cósmica poderá existir se, e somente se, um dado caminho

fechado não pode ser continuamente deformado em M a um ponto, ou seja, que a vari-

edade de vácuo seja não simplesmente conexa. Paredes de domı́nio podem existir se M

é não conectada, isto é, π0(M) ̸= 1, enquanto a existência de monopolos é condicionada

ao segundo grupo de homotopia ser não-trivial, π2(M) ̸= 1.

Assim, defeitos topológicos com diferentes dimensionalidades podem ser classifi-

cados em termos dos grupos de homotopia não-triviais de uma dada variedade de vácuo

degenerado, M. De acordo com este critério de classificação, a tabela abaixo pode ser

constrúıda:

Tabela 1.1: Classificação de defeitos topológicos por dimensão e grupo de homotopia da variedade de
vácuo M.

Defeito topológico Dimensão Classificação
Paredes de domı́nio 2 π0(M)
Cordas cósmicas 1 π1(M)
Monopolos 0 π2(M)

3Um grupo de homotopia é aquele que reúne mapas de uma k-esfera na variedade de vácuo M, sendo
dois mapas homotopicamente equivalentes se eles podem ser deformados suavemente um no outro [70].
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Em regimes de altas temperaturas, como aquelas do Universo primordial, o campo

ϕ pode ter grandes amplitudes de flutuação em torno de ⟨ϕ⟩ = 0. À medida que a tem-

peratura do sistema decai atingindo uma temperatura cŕıtica de transição de fase, Tc, o

potencial V (ϕ) vai para o máximo local, |ϕ| = 0 (veja Fig. 1.1). Abaixo desta tempera-

tura cŕıtica, o campo ϕ é forçado a escolher um estado de vácuo correspondente a um

ponto na variedade de vácuo M, adquirindo assim um valor esperado de vácuo não nulo.

Estas escolhas pelo campo ϕ podem ocorrer de forma aleatória e independente, desde que

regiões do espaço f́ısico com diferentes escolhas de vácuo estejam suficientemente separa-

das.4 Assim, a topologia da configuração de campo em escalas do espaço f́ısico maiores que

o horizonte causal pode coincidir com defeitos topológicos, tais como paredes de domı́nio,

cordas cósmicas e monopolos [69]. Este processo é conhecido como mecanismo de Kibble,

sendo este um requisito necessário para a formação de defeitos topológicos.

1.2.3 Cordas cósmicas locais

Vamos assumir que a condição topológica para existência de cordas cósmicas é

satisfeita, isto é, π1(S
1) = Z, onde Z é o conjunto dos números inteiros. Além disso,

que o mecanismo de Kibble também ocorre, fornecendo assim as condições necessárias

para a existência de defeitos topológicos do tipo corda. Logo, se ao redor de um caminho

fechado de comprimento L, a fase θ varia por 2π, então em algum lugar dentro da região

delimitada por este caminho fechado o campo ϕ deve ser zero e, portanto, a energia

presa nesta região de falso vácuo é identificada como um defeito topológico do tipo corda

passando pela região delimitada pelo caminho fechado (veja Fig. 1.2).

Para o modelo com quebra de simetria global considerado na subseção 1.2.1, estes

defeitos são chamados de vórtices ou cordas globais, possuindo análogos na matéria con-

densada e na cosmologia de part́ıculas, tais como vórtices em superfluidos 4He [71, 72] e

cordas axiais [73,74], respectivamente. Infelizmente, estes defeitos são instáveis e possuem

densidade linear de energia infinita [24]. Por outro lado, no modelo abeliano de Higgs po-

demos ter configurações estáticas de campo obedecendo às equações de movimento (1.25)

e (1.26). Estas soluções correspondem à linhas de vórtices estáveis com densidade linear

de energia finita, sendo uma generalização relativ́ıstica das linhas de vórtice ou tubos de

4Esta separação deve ser maior do que o horizonte causal, de forma que as diferentes escolhas de
vácuo não estejam correlacionadas [69].
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fluxo que surgem em supercondutores [75]. Vamos fazer uma breve revisão destas soluções,

que foram investigadas pela primeira vez por Nielsen e Olesen [76].

Considere um sistema com simetria ciĺındrica e linhas de vórtice estáticas na

direção do eixo z, de modo que as soluções à serem obtidas sejam independentes desta

direção espacial. Com a escolha de calibre Aρ = 0, temos o seguinte Ansatz:

ϕ =
η√
2
f(msρ)e

inφ , A⃗ =
n

eρ
a(mvρ)φ̂ , (1.31)

onde {ρ, φ, z} são coordenadas ciĺındricas e n é um número inteiro, chamado de número

de circulação, ou vorticidade [69]. Levando este Ansatz nas equações de movimento (1.25)

Figura 1.2: Corda cósmica passando pela região transversal delimitada pelo caminho fechado L. O campo
ϕ desaparece no núcleo da corda, enquanto as setas indicam diferentes valores de θ.

e (1.26), obtemos um sistema de equações diferenciais acopladas não-lineares e, portanto,

inexiste soluções exatas das mesmas em termos de funções conhecidas. Entretanto, é

posśıvel analisar o comportamento assintótico destas soluções para pequenas e grandes

distâncias do vórtice.

Vamos definir a variável adimensional ξ = mvρ. Para pequenos valores de ξ, a

função f deve tender suavemente a zero, de modo que o campo ϕ seja regular na origem

ao atingir o estado de falso vácuo, |ϕ| = 0. Por outro lado, para grandes valores de ξ,

o campo ϕ deve tender rapidamente ao seu estado de vácuo verdadeiro, |ϕ| = η/
√
2, de
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modo que f → 1. Estas condições nos fornecem as seguintes formas assintóticas [24]:

f ≃

{
f0ξ

|n| para ξ → 0 ,

1− f1ξ
−1/2 exp (−

√
βξ) para ξ → ∞ ,

(1.32)

onde β = (ms/mv)
2 = e2/λ, relembrando que ms =

√
2λη e mv = eη são as massas do

campo de Higgs e do campo vetorial, respectivamente.

Similarmente, a função a(ξ) deve ir suavemente a zero, de modo a garantir a

regularidade do potencial vetor na origem. Por outro lado, para que a energia por unidade

de comprimento seja finita, devemos impor que a→ 1 para grandes distâncias a partir do

núcleo do vórtice. Logo, a imposição destas condições de contorno assintóticas nos conduz

ao seguinte resultado:

a ≃

{
a0ξ

2 − |n|f2
0

4(|n|+1)
ξ2|n|+2 para ξ → 0 ,

1− a1ξ
1/2 exp (−ξ) para ξ → ∞ .

(1.33)

Para cordas locais, a energia por unidade de comprimento é igual a tensão da

corda, µ, e é calculada por

µ =

∫
dρdφρE(ρ) (1.34)

onde E(ρ) é a densidade de energia associada a Lagrangiana (1.23). É posśıvel mostrar

que neste caso a densidade linear de energia tem a seguinte forma [24]:

µ = πη2ϵ(β) , (1.35)

onde ϵ(β) tem crescimento monotonicamente lento e, em particular, para β = 1, mostra-se

analiticamente que ϵ(1) = 1 [77]. Neste caso, temos que µ = πη2 e, portanto, podemos

ver que cordas locais possuem densidade linear de energia finita.

Observe que cordas locais também apresentam fluxo de campo magnético:

Φ =

∮
C
dxµAµ =

∫ 2π

0

dφρAφ =
2πn

e
, (1.36)

onde esta integral é avaliada ao longo do contorno C englobando o vórtice localizado

no plano polar. Note que este fluxo é quantizado com uma quantidade mı́nima 2π/e,
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chamada de quantum de fluxo. Além disso, note também que na obtenção deste resultado

foi assumido que a corrente jµ é igual a zero ao longo do contorno C, o que implica na

determinação do potencial vetor em termos das derivadas de ϕ.

Para finalizar esta subseção, note que do ponto de vista topológico, soluções de

cordas locais com n = 1 são estáveis. Entretanto, para n > 1 talvez seja energeticamente

favorável para esta corda ser decomposta em outras cordas com vorticidade igual a 1 [24].

A estabilidade destes defeitos, de fato, está associada ao parâmetro β definido acima. Se

β < 1, então cordas estáveis são posśıveis apenas para n = ±1. Por outro lado, se β > 1,

cordas são estáveis para qualquer valor de n.

1.2.4 Gravitação de cordas cósmicas

Cordas cósmicas locais são objetos interessantes do ponto vista cosmológico devido

à sua densidade linear de energia finita. Essa caracteŕıstica indica que uma corda cósmica

local pode apresentar efeitos gravitacionais importantes. Em 1981, Alexander Vilenkin

obteve uma solução na aproximação de campo fraco para uma corda cósmica infinita-

mente longa, retiĺınea e sem estrutura interna [78]. Quatro anos mais tarde, a forma exata

desta métrica foi obtida para uma corda cósmica possuindo estrutura interna [79–82].

Vale ressaltar que o resultado obtido por Vilenkin é uma boa aproximação da métrica

exata para uma corda sem estrutura interna. Assim, a fim de entender o campo gravita-

cional produzido por uma corda cósmica na região exterior, vamos brevemente revisar a

aproximação obtida por Vilenkin.

Em sua investigação, Vilenkin adotou duas simplificações importantes: i) as di-

mensões da seção transversal da corda são muito menores que as demais dimensões rele-

vantes, de modo que a corda pode ser considerada como um objeto unidimensional com

uma distribuição de matéria na forma de uma função delta, cuja densidade de energia é

igual a pressão negativa ao longo da corda; ii) o campo gravitacional produzido pela corda

é suficientemente fraco, tal que as equações de campo de Einstein podem ser linearizadas,

desde que η ≪ MPl. Estas simplificações permitem a caracterização das propriedades da

corda em termos de um único parâmetro, identificado como sua tensão.

Levando em consideração estas simplificações, Vilenkin mostrou que o tensor energia-

momento associado a uma corda cósmica estática, sem estrutura interna, infinitamente
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longa e retiĺınea ao longo do eixo z, tem a seguinte forma [78]:

Tα
β = µδ(x)δ(y)diag(1, 0, 0, 1) , (1.37)

onde µ é densidade linear de energia da corda. Além disso, a métrica no regime de campo

fraco pode ser decomposta na forma

gµν = ηµν + hµν , com |hµν | ≪ 1 , (1.38)

onde o campo hµν pode ser entendido como uma perturbação na métrica do espaço-tempo

de Minkowski representada pelo tensor métrico ηµν . No calibre harmônico (∂µh
µ
ν = 1

2
∂νh

σ
σ),

as equações de campo de Einstein assumem a forma [83],

□hµν = −16πG(Tµν −
1

2
ηµνT

σ
σ ) , (1.39)

onde Tµν é o tensor energia-momento. Substituindo (1.37) no lado direito da equação

de movimento acima, e levando-se em consideração a simetria ciĺındrica exibida pela

configuração da corda, o seguinte elemento de linha é obtido [78]:

ds2 = dt2 − dr2 − (1− 8Gµ)r2dθ2 − dz2 , (1.40)

onde Gµ é uma quantidade adimensional e está associada à escala de energia em que a

corda cósmica foi formada (para cordas formadas na transição de fase GUT, este produto

é da ordem de Gµ ∼ 10−6, com a enorme densidade linear de massa µ ∼ 1022 g/cm [23]).

Redefinindo a coordenada azimutal,

θ′ = (1− 4µG)θ , (1.41)

o elemento de linha acima pode ser reescrito como

ds2 = dt2 − dr2 − r2dθ′2 − dz2 , (1.42)

onde 0 ≤ θ′ ≤ 2π(1 − 4Gµ). Deste elemento de linha podemos extrair duas conclusões

importantes. A primeira é que este elemento de linha é localmente plano, indicando que,
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por exemplo, a corda cósmica não exerce força gravitacional sobre uma part́ıcula teste

em suas vizinhanças. A segunda é que este espaço-tempo é globalmente não-trivial devido

à redefinição do intervalo em que a coordenada angular varia, resultando em um déficit

angular na região transversal perpendicular a corda, δ = 8πGµ. Uma forma alternativa de

ver esta situação, é pensar que uma “fatia”correspondente ao déficit angular, δ = 8πGµ,

é retirada de um plano transversal perpendicular à corda cósmica, e as bordas internas da

superf́ıcie remanescente são “coladas”, resultando assim em um objeto com forma cônica,

conforme ilustrado na Fig. 1.3. Nesta perspectiva, dizemos que a geometria gerada pela

corda cósmica é globalmente cônica.

Corda cósmica

z

x

y

Déficit angular: δ=8πμG

Plano transversal à corda cósmica

Estrutura cônica 
do espaço-tempo

Figura 1.3: Corda cósmica afetando o espaço-tempo ao seu redor, por “remover” uma pequena “fatia”
de um plano transversal correspondendo a um déficit angular, δ = 8πGµ, tendo como resultado uma
geometria cônica.

1.3 Dimensões extras

A ideia de que vivemos em um universo com mais de 3 dimensões espaciais é

um paradigma comum em esquemas teóricos que buscam unificar de forma consistente

as interações fundamentais observadas na natureza. Um forte ind́ıcio teórico que esta

ideia esteja correta, é que teorias que incorporam a interação gravitacional com as demais

interações em escalas de alta energia, a exemplo da teoria das cordas e de supergravidade,

são melhor formuladas em um espaço-tempo com número de dimensões superior as 4

observadas em escalas de baixa energia. Nesta seção, iremos revisar brevemente as duas

principais propostas teóricas que sugerem a existência de dimensões extras: teorias tipo
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Kaluza-Klein e mundo brana.

1.3.1 Dimensões extras do tipo Kaluza-Klein

A primeira tentativa de unificar as interações gravitacionais e eletromagnéticas foi

feita por Theodor Kaluza e Oskar Klein na década de 1920 [84, 85]. Este formalismo é

constrúıdo a partir do pressuposto da existência de uma dimensão extra. Além disso, é

imposto que os campos descrevendo a gravitação e o eletromagnetismo em 4 dimensões

são independentes da dimensão adicional. Esta restrição é conhecida como condição de

cilindro, e é fisicamente justificável se a dimensão extra é compactificada em um ćırculo de

raio rc, sendo este raio suficientemente pequeno de modo que a f́ısica em baixas energias

seja efetivamente quadridimensional. Assim, esta teoria tem topologia R4 × S1 e é uma

extensão minima da Relatividade Geral para 5 dimensões (a estrutura matemática da

teoria é preservada).

Neste contexto, o espaço em 5 dimensões é vazio, contendo apenas a interação gra-

vitacional (isto é, o espaço-tempo em si), enquanto o eletromagnetismo e a gravidade em

4 dimensões são manifestações da geometria do espaço de dimensão superior. A obtenção

destas interações em 4 dimensões é realizada através da redução dimensional, procedi-

mento que iremos brevemente revisar a seguir.

A teoria de Kaluza-Klein é descrita pela ação de Einstein-Hilbert em 5 dimensões

[86]

S = − 1

16πG5

∫
dx4dy(5)R

√
−g(5) , (1.43)

onde G5 e (5)R são a constante fundamental de Newton e o escalar de Ricci em 5D,

respectivamente. Note que a variação desta ação com respeito ao tensor métrico no espaço-

tempo de dimensão superior nos fornece a equação de campo:

(5)RAB −
(5)R

2
gAB = 0 , (1.44)

onde A,B = 0, 1, 2, 3, 4.
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O tensor métrico de Kaluza-Klein é dado por

gAB =

 gµν + κ2ϕ2AµAν κϕ2Aµ

κϕ2Aν ϕ2

 , (1.45)

onde κ é uma constante. Note que dentre as 15 componentes independentes deste tensor

métrico, 10 são identificadas como a métrica no espaço quadridimensional gµν , 4 corres-

pondem ao potencial vetor eletromagnético Aµ, e uma corresponde a um campo escalar

ϕ chamado “radion”.

O elemento de linha associado ao tensor métrico (1.45) é

ds2 = gµνdx
µdxν + ϕ2(κAµdx

µ + dy2)2 , (1.46)

onde µ, ν = 0, 1, 2, 3. Note que este elemento de linha é invariante sob translações na

direção da dimensão extra:

y → y′ = y + κξ(x) . (1.47)

É fácil ver que esta invariância sob translação implica na transformação de calibre,

Aµ(x) → A′
µ = Aµ + κ∂µξ(x) . (1.48)

Logo, a invariância de calibre surge da invariância translacional ao longo da coordenada

extra y, reforçando a ideia de que Aµ é o potencial vetor.

Substituindo o tensor métrico (1.45) no escalar de Ricci (5)R presente em (1.43),

e integrando sobre a coordenada da dimensão extra, obtemos uma ação efetiva quadridi-

mensional na forma

S = −
∫
d4x

√
−gϕ

[
R

16πG
+
ϕ2

4
FµνF

µν +
2

3κ2ϕ2
(∂µϕ)(∂

µϕ)

]
, (1.49)

onde foi assumido que κ2 = 16πG, sendo G a constante de Newton usual em 4D definida

neste contexto em termos de G5 através da relação G = G5/
∫
dy. Além disso, na equação

acima,R é o escalar de Ricci em 4D e Fµν = ∂µAν−∂νAµ é o tensor campo eletromagnético.

No caso particular em que ϕ = 1, a ação (1.49) é desacoplada e apresenta somente
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os termos devido ao eletromagnetismo e a gravidade:

S = −
∫
d4x

√
−g
(

R

16πG
+
FµνF

µν

4

)
. (1.50)

Logo, desta ação conclúımos que a gravitação de Einstein e o eletromagnetismo de Maxwell

no espaço-tempo quadridimensional são unificados em 5 dimensões.

Vamos agora considerar como o campo eletromagnético se acopla com a matéria

em 5D. Para isso, consideremos o caso simples de um campo escalar complexo φ(xµ, y),

cuja dinâmica é formulada através da ação

Sφ = −
∫
dx4dy

√
g(5)(∂Aφ)

∗(∂Aφ) . (1.51)

Devido à topologia S1 da dimensão extra, temos a identificação φ(xµ, y + 2πrc) =

φ(xµ, y). Esta condição de contorno periódica juntamente com a condição de cilindro nos

permite decompor o campo φ como

φ(xµ, y) =
∞∑

n=−∞

φn(x
µ)einy/rc , (1.52)

onde φn são os modos de Kaluza-Klein. Sabemos que uma translação na direção y tem

como consequência uma transformação de calibre. Explorando este fato, podemos escrever

cada um dos modos de Kaluza-Klein tal que

φn → φ′
n = φne

inκξ(x)/rc , (1.53)

de modo que a expansão em (1.52) é reescrita como

φ(x, y) =
∞∑

n=−∞

φn(x)e
in(y+κξ(x))/rc . (1.54)

Levando esta expansão em (1.51), obtemos

Sφ = −
∞∑

n=−∞

∫
dx4dy

√
−g
[
(Dµφn)(Dµφn)−

n2φ2
n

r2c

]
, (1.55)

onde Dµ = ∂µ +
inκ
rc
Aµ é a derivada covariante no sentido eletromagnético e representa o
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acoplamento mı́nimo do campo φ com o potencial vetor Aµ. Comparando esta derivada

com o caso usual, Dµ = ∂µ + iqAµ, isso nos permite concluir que o n-ésimo modo de

Kaluza-Klein possui carga

qn =
nκ

rc
. (1.56)

Além disso, note que a massa associada ao n-ésimo modo de Kaluza-Klein é dada por

mn = |n|/rc, como pode ser visto a partir da ação (1.55).

Assumindo que o valor mı́nimo de carga do campo φ é a carga elementar e, temos

que

e =
κ

rc
=

√
16πG

rc
=

√
4πα ⇒ rc ∼ 10−33m . (1.57)

Portanto, podemos ver que esta escala de comprimento é comparável a de Planck, lPl ∼

10−35 m, de modo que a detecção da dimensão extra se torna quase imposśıvel.

Todavia, ao longo do tempo diversos modelos alternativos foram propostos, in-

cluindo aqueles com dimensões extras grandes compactas e não-compactas, onde nosso

mundo quadridimensional está confinado em uma brana. Nas próximas subseções iremos

revisar brevemente alguns destes modelos.

1.3.2 Modelo ADD

Em 1998, Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali sugeriram a existência de dimensões

extras grandes (tipicamente planas) na tentativa de resolver o problema da hierarquia5

na f́ısica de part́ıculas através do modelo de mundo brana ADD [87]. Na teoria ADD, o

espaço-tempo é concebido em R4 ×Md para d ≥ 2, onde Md é uma variedade compacta

d-dimensional de volume Ld, sendo L o comprimento das d-dimensões extras compac-

tas. A premissa fundamental neste modelo é a de que a escala da interação eletrofraca,

MEF (∼ 1 TeV), é a menor escala de comprimento na natureza, fato que solucionaria

o problema da hierarquia. Isso é realizado no modelo partindo-se da suposição de que

MPl(4+d) ∼ MEF , onde MPl(4+d) é a massa de Planck fundamental no espaço (4 + d)-

dimensional e está relacionada com a massa de Planck efetiva em 4 dimensões através

da relação M2
Pl = Md+2

Pl(4+d)L
d; o volume gerado pelas d dimensões extras reduz a escala

5Este problema está relacionado a grande discrepância entre a escala eletrofraca e a escala gravitaci-
onal.
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fundamental de Planck. É sabido que, entretanto, o Modelo Padrão de part́ıculas foi tes-

tado na escala eletrofraca, indicando que as part́ıculas do Modelo Padrão não podem se

propagar livremente nas d dimensões extras, mas devem estar localizadas numa subvarie-

dade quadridimensional, chamada de brana, vivendo nas d dimensões extras. A gravidade,

no entanto, fica livre para propagar-se no volume da variedade (4 + d)-dimensional. To-

davia, embora este modelo resolva o problema da hierarquia entre as escalas eletrofraca

e gravitacional, o mesmo também introduz uma nova hierarquia entre a escala de com-

pactificação, 1/L, e a escala eletrofraca MEF , fato que inspirou a proposição do modelo

Randall-Sundrum I (RSI).

1.3.3 Modelo RSI

Em 1999, Randall e Sundrum propuseram um novo esquema teórico de mundo

brana inspirado no modelo ADD, com a intensão em comum de resolver o problema da

hierarquia [88]. Neste modelo é assumido a existência de uma dimensão extra y perpen-

dicular à duas branas localizadas em suas extremidades: y = 0 e y = L. Além disso, esta

dimensão adicional é compactificada em um orbifold S1/Z2; isto é, a dimensão extra é

compactificada em um ćırculo, cujas extremidades são identificadas com a simetria Z2,

(xµ,−L) ⇔ (xµ, L), onde xµ corresponde às coordenadas no espaço-tempo quadridimen-

sional. Assim, com a compactificação da dimensão extra em um orbifold, garantimos que

as regiões do espaço em cada um dos lados da brana sejam indistingúıveis. A brana lo-

calizada em y = 0 é chamada de brana “inviśıvel” (ou brana Planck), e a outra fixada

em y = L é chamada de brana “viśıvel” (ou brana TeV). Nesta configuração, o Modelo

Padrão de part́ıculas está confinado na brana viśıvel e a brana inviśıvel tem escala de

energia fundamental M5.

Uma caracteŕıstica importante do modelo RSI é considerar os efeitos gravitacionais

produzidos pelas branas no espaço de dimensão superior. Neste caso, os campos gravita-

cionais gerados por estes objetos têm como fonte suas densidades de energia.6 No caso

particular em que as espessuras das branas podem ser desprezadas, suas propriedades são

caracterizadas por suas tensões [89]. Seja λvis a tensão na brana viśıvel e λinv a tensão

na brana inviśıvel, a dinâmica gravitacional descrevendo este sistema no volume total da

6No trabalho original, esta densidade de energia é chamada de “energia do vácuo” [88].
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variedade é dada pela equação de Einstein em 5 dimensões:

(5)RAB −
(5)R

2
gAB = − 1

4M3
5

[
Λ5gAB +

λvis√−gyy
gvisµν δ

µ
Aδ

ν
Bδ(y − L)

+
λinv√−gyy

ginvµν δ
µ
Aδ

ν
Bδ(y)

]
, (1.58)

onde os ı́ndices gregos µ, ν = 0, 1, 2, 3 variam na direção paralela à brana e os ı́ndices

latinos A,B = 0, ..., 4 variam sobre todas as coordenadas no espaço de dimensão superior.

Além disso, Λ5 é a constante cosmológica em 5 dimensões.

Admitindo-se a existência de um Ansatz invariante sob transformações de Poincaré

nas coordenadas quadridimensionais xµ, a solução da equação acima é dada pela métrica

ds2 = e−2k|y|ηµνdx
µdxν − dy2 , (1.59)

onde ηµν é o tensor métrico no espaço-tempo de Minkowski em 4 dimensões (preservando

a invariância de Poincaré) e o módulo |y| no argumento da função “deformadora”, e−2k|y|,

é uma consequência da simetria discreta Z2. Note que esta métrica corresponde ao espaço

AdS5 de raio de curvatura a = 1/k com uma constante cosmológica negativa em 5 di-

mensões,

Λ5 = −24M3
5k

2 . (1.60)

Além disso, as duas branas possuem tensões iguais e de sinais opostos,

λinv = −λvis = 24M3
5k . (1.61)

Note que estas duas relações refletem a suposição de que a métrica (1.59) deve ser inva-

riante sob o grupo de Poincaré ao longo das coordenadas quadridimensionais paralelas às

branas. Isto é, a geometria intŕınseca das branas é Minkowskiana se houver um ajuste en-

tre as tensões das branas e a constante cosmológica Λ5, tal que as constantes cosmológicas

efetivas nas branas sejam nulas.

Devido à geometria não-fatorizável7 do modelo RSI, introduzida pela função defor-

madora, a escala de Planck efetiva na brana do modelo padrão de part́ıculas é relacionada

7No presente contexto, a geometria é dita não-fatorizável por não permitir a fatorização da métrica
na forma R4 × S1.
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com a escala fundamental de Planck através da expressão

M2
Pl =

M3
5

k
(1− e−2Lk) , (1.62)

onde podemos ver que a escala de Planck efetiva depende fracamente no produto Lk.

Logo, a resolução do problema da hierarquia é determinada pela curvatura do espaço de

dimensão superior, ou, em última análise, pela tensão da brana.

1.3.4 Modelo RSII

Como visto na última subseção, a geometria não-fatorizável do modelo RSI desem-

penha papel fundamental na resolução do problema da hierarquia, sem recorrer ao volume

gerado pelas dimensões extras compactas. Por outro lado, se ignorarmos o problema da

hierarquia e assumirmos a existência de uma dimensão extra não-compacta, é posśıvel

mostrar que a geometria não-fatorizável permite a localização da gravidade na brana de

tensão positiva, recuperando assim a gravitação efetiva no espaço quadridimensional. Este

é o caso do modelo Randall-Sundrum II (RSII) [90]. Neste modelo de mundo brana, te-

mos duas modificações com respeito ao modelo RSI: i) o Modelo Padrão de part́ıculas

está confinado na brana Planck em y = 0; ii) a brana TeV (localizada em y = L no mo-

delo RSII) é deslocada para o infinito, L → ∞ (embora a simetria Z2 seja mantida com

respeito a brana em y = 0). Uma consequência desta última modificação é a existência de

modos massivos de Kaluza-Klein cont́ınuos que, por sua vez, devem fornecer uma pequena

correção do potencial Newtoniano na brana.

Note que a métrica descrevendo a geometria neste novo cenário é a mesma dada

pela Eq. (1.59). Entretanto, a tensão da brana contendo o Modelo Padrão agora é positiva

e as escalas de energia agora são relacionadas pela expressão

M2
Pl =

M3
5

k
, (1.63)

diretamente obtida a partir de (1.62) tomando-se o limite L→ ∞.

Como mencionado acima, o foco do modelo RSII está na localização da gravidade

na brana. Partindo-se da consideração que o modo zero do gráviton é garantido pela

invariância de Poincaré na brana, e que o espaço de dimensão superior AdS5 permite a
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existência de um “estado ligado” para o gráviton vivendo na dimensão superior, Randall

e Sundrum mostraram que o potencial gravitacional entre duas part́ıculas estáticas com

massasm1 em2, separadas por uma distância |x⃗| na brana, é corrigido através da expressão

V (|x⃗|) ∼ m1m2

|x⃗|

(
1 +

1

|x⃗|2k2

)
, (1.64)

onde o primeiro termo é o potencial Newtoniano usual devido ao modo zero do gráviton,

e o segundo termo é a correção correspondente ao estado ligado dos modos massivos de

Kaluza-Klein próximos à brana vivendo em 5 dimensões.
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Caṕıtulo 2

Teoria clássica de campos em

espaços curvos

Neste caṕıtulo iremos ver como o formalismo da teoria clássica de campos no

espaço-tempo plano pode ser estendido para o espaço-tempo curvo. Em particular, trata-

remos do campo escalar complexo e do campo espinorial de Dirac. Iremos ver que, para

estendermos os formalismos destes campos ao espaço-tempo curvo, devemos requerer que

os mesmos sejam invariantes sob transformações gerais de coordenadas.

2.1 Campo escalar complexo na presença de um campo

externo

Nesta seção iremos apresentar o formalismo para o campo escalar. Neste caso, ire-

mos considerar um campo escalar complexo, massivo e carregado. Além disso, também

consideraremos a interação deste campo com campos externos eletromagnéticos e gravi-

tacionais.
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2.1.1 Interação do campo escalar complexo com o campo ele-

tromagnético

Como visto no caṕıtulo anterior, o modelo abeliano de Higgs é um exemplo de

uma teoria de campo escalar complexo com potencial V (ϕ) interagindo com o campo

eletromagnético. Naquele caso, Aµ foi tratado como um campo dinâmico devido à presença

do termo LM = −1
4
FµνF

µν na densidade de Lagrangiana (1.23). Entretanto, daqui por

diante nesta tese, iremos tratar Aµ como um campo externo, de forma que o termo LM

deve ser desconsiderado.

Considere a ação descrevendo um campo escalar complexo φ, em um espaço-tempo

com d dimensões,

S =

∫
dxdL(x) , (2.1)

onde a densidade de Lagrangiana no integrando é dada por

L(x) = gab(∂aφ(x))
∗(∂bφ(x))−m2φ∗(x)φ(x) , (2.2)

e os ı́ndices latinos a, b, ..., denotam o uso de coordenadas Cartesianas no espaço-tempo

de Minkowski.

A inclusão do campo eletromagnético externo Aa(x) à esta teoria é feita através

da prescrição de acoplamento mı́nimo ∂a → Da = ∂a + ieAa, onde e é a carga elétrica do

campo carregado φ. Logo, a densidade de Lagrangiana (2.2) é reescrita como

L(x) = gab(Daφ(x))
∗(Dbφ(x))−m2φ∗(x)φ(x) . (2.3)

Tratando os campos φ e φ∗ como independentes, e variando a ação correspondente

à densidade de Lagrangiana (2.3) com respeito a φ∗, obtemos a equação de movimento

para o campo φ,

(DaDa +m2)φ(x) = 0 , (2.4)

reconhecida como a equação de Klein-Gordon.

Para a obtenção do tensor energia-momento simétrico Tab, devemos supor que o

espaço-tempo que acomoda esta teoria é inicialmente não plano, de forma que é posśıvel
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aplicar o prinćıpio variacional à ação correspondente à densidade de Lagrangiana (2.3)

com respeito a métrica gab. Ao final do cálculo, tomamos gab → ηab, onde ηab é a métrica

do espaço-tempo de Minkowski. Seguindo este procedimento, o tensor energia-tempo é o

mesmo que aquele obtido através da Eq. (1.3). Logo, para a ação (2.1) com a densidade

de Lagrangiana (2.3), temos

Tab = (Daφ(x))
∗(Dbφ(x)) + (Dbφ(x))

∗(Daφ(x))− gabL(x) . (2.5)

2.1.2 Interação do campo escalar complexo com o campo gravi-

tacional

A teoria da Relatividade Geral de Einstein é uma teoria métrica da gravidade. A

gravitação neste contexto emerge como uma manifestação da curvatura do espaço-tempo,

sendo a estrutura geométrica deste último determinada univocamente pela distribuição

de matéria e energia contida nele. Assim, o campo gravitacional representado pelo tensor

métrico pode ser dinâmico ou não. Nesta tese, entretanto, iremos considerar o espaço-

tempo como um campo externo estático, nomeadamente o espaço AdS.

No caṕıtulo anterior, mencionamos brevemente que um dos postulados fundamen-

tais da Relatividade Geral é o prinćıpio da covariância geral. Ao construir teorias de

campos de matéria interagindo com a gravidade, devemos levar em conta que as equações

de movimento dos campos de matéria devem obedecer ao prinćıpio da covariância ge-

ral, assim como as equações de campo de Einstein. Isto é, as equações de movimento

associadas aos campos de matéria devem ser invariantes sob uma transformação geral de

coordenadas.

Para um campo escalar, a forma mais simples de incluir a interação gravitacional

é seguir a prescrição de acoplamento mı́nimo: generaliza-se a definição de derivada usual

para derivada covariante através da substituição ∂µ → ∇µ
1 no formalismo da teoria.

Assim, a equação de movimento descrevendo a dinâmica do campo escalar é indepen-

dente da escolha do sistema de coordenadas, além de ser compat́ıvel com o prinćıpio da

equivalência.

1A derivada covariante, ∇µ, de um vetor é definida por ∇µBν = ∂µBν − Γλ
νµBλ, onde Γλ

νµ são os
śımbolos de Christoffel, que incorporam a curvatura do espaço-tempo.
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Seguindo a prescrição de acoplamento mı́nimo, a equação de Klein-Gordon para

um campo escalar massivo, φ, na presença de um campo gravitacional, é dada por:

(∇µ∇µ +m2)φ(x) = 0 , (2.6)

ou ainda expressa como [
1√
|g|
∂µ(
√
|g|gµν∂ν) +m2

]
φ(x) = 0 , (2.7)

cuja forma é notoriamente invariante sob transformações de coordenadas.

Uma outra importante simetria da ação em espaços curvos é a invariância sob

transformações conformes. Estas transformações dilatam e contraem uma dada variedade

preservando ângulos entre vetores. Observe, entretanto, que a equação de Klein-Gordon

acima não é invariante conforme, mesmo no caso não massivo, m = 0. Isto é, para um

mapeamento conforme de um espaço com métrica gµν em outro com métrica g̃µν , dado

pela relação [91]

gµν(x) → g̃µν(x) = e−2λ(x)gµν(x) , (2.8)

onde λ(x) é uma função arbitrária e bem comportada das coordenadas do espaço-tempo,

inexiste uma transformação φ(x) → φ̃(x) = F [λ(x)]φ(x) que preserve a forma da equação

de Klein-Gordon (2.6).

Uma outra forma de generalizar a equação de Klein-Gordon é incluir na ação o

termo |g|1/2ξRφ2 [92], de modo que a densidade de Lagrangiana correspondente fica:

L(x) = |g|1/2
[
gµν(∂µφ(x))

∗(∂νφ(x))− (m2 + ξR)φ∗(x)φ(x)
]
, (2.9)

onde R é o escalar de Ricci. Neste caso, a equação de movimento para o campo φ assume

a forma

(∇µ∇µ +m2 + ξR)φ(x) = 0 , (2.10)

ou ainda [
1√
|g|
∂µ(
√

|g|gµν∂ν) +m2 + ξR

]
φ(x) = 0 . (2.11)

No caso em que o campo φ é não massivo, m = 0, e ξ = ξc = (d−2)/[4(d−1)] (em
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um espaço-tempo curvo d-dimensional), a ação associada à densidade de Lagrangiana

(2.9) é invariante sob transformações conformes, se o tensor métrico gµν transforma-se

como (2.8) e o campo φ como [91]

φ(x) → φ̃(x) = e
d−2
2

λ(x)φ(x) . (2.12)

De fato, sob uma transformação conforme, a equação de Klein-Gordon transforma-se como

(∇̃µ∇̃µ + ξcR̃ +m2e2λ(x))φ̃ = 0 , (2.13)

onde as derivadas covariantes e o escalar de curvatura são calculados na métrica g̃µν , sendo

R̃ dado pela expressão [93]

R̃ = e2λ [R + 2(d− 1)(∇µ∇µλ)− (d− 1)(d− 2)(∇µλ)(∇µλ)] . (2.14)

Logo, para ξ = ξc e m = 0, a equação de movimento (2.13) é, de fato, invariante sob

transformações conformes, quando comparada com a equação de Klein-Gordon (2.10)

calculada na métrica gµν .

Levando a ação correspondente à densidade de Lagrangiana (2.9) na fórmula (1.3),

obtemos o seguinte tensor energia-momento

Tµν = (∇µφ)(∇νφ)
∗ + (∇µφ)

∗(∇νφ)− gµν
[
gαβ(∇αφ)(∇βφ)

∗ − (m2 + ξR)φ∗φ
]

− 2ξ(Rµν − gµν∇σ∇σ +∇µ∇ν)φ
∗φ . (2.15)

Realizando algumas manipulações na equação acima, incluindo o uso da equação de mo-

vimento associada ao campo φ (2.10), obtemos2 [94]

Tµν = (∂µφ)(∂νφ)
∗ + (∂µφ)

∗(∂νφ)− 2[ξRµν

+ ξ∇µ∇ν − (ξ − 1/4)gµν∇σ∇σ]φ∗φ . (2.16)

Este tensor energia-momento também apresenta duas propriedades importantes. A

2Esta fórmula é válida apenas na camada de massa. Como será visto, em nossos cálculos do VEV do
tensor energia-momento bosônico adotamos o método da soma sobre os modos, justificando assim o uso
da Eq. (2.16).
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primeira propriedade é que o tensor energia-momento obedece à equação de conservação

covariante:

∇µT
µ
ν = 0 . (2.17)

Tomando o traço do tensor energia-momento em (2.16), obtemos

T µ
µ = 2[(d− 1)(ξ − ξc)∇µ∇µ +m2]φ∗φ . (2.18)

Note que no caso particular de um campo escalar sem massa e acoplado conformalmente

(ξ = ξc), este tensor energia-momento possui traço nulo.

2.1.3 Interação do campo escalar complexo com os campos ele-

tromagnético e gravitacional

Como visto nas últimas subseções, ao construir uma teoria de campo escalar inte-

ragindo com campos externos, devemos levar em consideração as simetrias presentes nos

formalismos destes campos externos. Vimos que a simetria de calibre, presente na teoria

eletromagnética, é incorporada ao formalismo do campo escalar complexo através da in-

trodução da derivada covariante eletromagnética, de forma que a equação de movimento

para o campo escalar φ seja também invariante de calibre. Por outro lado, a introdução de

um campo externo gravitacional requer que a equação de Klein-Gordon seja modificada

de forma a satisfazer o prinćıpio da covariância geral através da prescrição do acopla-

mento mı́nimo gravitacional, onde fazemos a troca de derivadas usuais, ∂µ, por derivadas

covariantes, ∇µ.

No caso mais geral de um campo escalar interagindo simultaneamente com os

campos eletromagnético e gravitacional, a equação de Klein-Gordon para este campo

escalar deve ser invariante de calibre e também satisfazer o prinćıpio da covariância geral.

Assim, baseado no que foi discutido nas subseções anteriores, a prescrição é efetuar a

substituição ∂µ → Dµ = ∂µ + ieAµ na Eq. (2.11), tal que a equação de Klein-Gordon

assume a forma: [
1√
|g|

Dµ(
√

|g|gµνDν) +m2 + ξR

]
φ(x) = 0 . (2.19)

Similarmente, o tensor energia-momento é obtido usando esta mesma prescrição através da
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substituição da definição de derivada ordinária pela derivada covariante eletromagnética

na expressão (2.16), tal que o seguinte resultado é obtido [94]:

Tµν(x) = (Dµφ)(Dνφ)
∗ + (Dµφ)

∗(Dνφ)− 2[ξRµν

+ ξ∇µ∇ν − (ξ − 1/4)gµν∇σ∇σ]φ∗φ . (2.20)

2.2 Campo espinorial de Dirac na presença de um

campo externo

Nos contextos das teorias clássicas e quânticas de campo, o campo espinorial de Di-

rac representa part́ıculas fermiônicas de spin 1/2, tal como o elétron. Este campo obedece

a equação de Dirac, tanto no espaço-tempo plano quanto no curvo. Nesta seção, veremos

como estender o formalismo do campo espinorial de Dirac do espaço-tempo plano para o

espaço-tempo curvo.

Como veremos, a generalização da equação de Dirac do espaço-tempo plano para

espaços curvos se torna um problema mais sútil do que aquele no caso do campo escalar

de Klein-Gordon. Isto porquê o grupo de transformações gerais de coordenadas GL(4)

(iniciais para “general” e “linear”) não possui representação espinorial. Todavia, esta

generalização é posśıvel se o espaço curvo for introduzido ponto a ponto com o espaço-

tempo plano, no qual sabemos que espinores podem ser definidos, e isto é feito através do

conceito de bases ortonormais locais, chamadas de vielbein.

A interação com um campo eletromagnético externo também será considerada.

Iniciemos considerando esta interação.

2.2.1 Interação do campo espinorial com o campo eletromagnético

A interação de um campo espinorial com um campo eletromagnético, a exemplo

do que ocorre no caso do campo escalar complexo, se dá pela introdução da derivada

covariante eletromagnética através da substituição ∂a → Da = ∂a + ieAa, o que garante

a invariância de calibre da teoria. A densidade de Lagrangiana que descreve esta teoria é
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dada por:

L =
i

2

[
ψ̄(x)γaDaψ(x)− (D∗

aψ̄(x))γ
aψ(x)

]
−mψ̄(x)ψ(x) , (2.21)

onde ψ̄ = ψ†γ0 é o adjunto de Dirac. Em d dimensões, ψ(x) é um espinor de 2[d/2]

componentes (onde [d/2] representa a parte inteira de d/2), e as matrizes de Dirac γa

são matrizes 2[d/2] × 2[d/2]. Todavia, nesta tese estaremos interessados no caso particular

em que d = 5, pois iremos considerar a presença de uma dimensão extra, além das 4

dimensões usuais do espaço-tempo, nos caṕıtulos 5 e 6. Neste caso, o espinor ψ(x) possui

4 componentes,3 e as matrizes de Dirac continuam sendo matrizes 4 × 4 obedecendo a

álgebra de Clifford,

γaγb + γbγa = 2ηab . (2.22)

Nesta tese usaremos uma representação das matrizes de Dirac que são obtidas das matrizes

dadas em [95] multiplicadas pelo lado esquerdo pela matriz iγ5, mais uma matriz γ4 = iγ5

associada à quinta dimensão. Nomeadamente, usaremos a seguinte representação [96]

γ0 = −i

 0 I

−I 0

 , γj = −i

 σj 0

0 −σj

 (j = 1, 2, 3), γ4 = si

 0 I

I 0

 ,

(2.23)

onde s = ±1, I é a matriz identidade 2×2 e σj corresponde às matrizes de Pauli. Note que

os dois posśıveis valores do fator s, presente na matriz γ4, correspondem às duas posśıveis

representações irredut́ıveis das matrizes de Dirac em espaços de dimensão ı́mpar [92].

Levando em consideração esta caracteŕıstica das matrizes de Dirac em 5 dimensões, a

densidade de Lagrangiana para o campo espinorial é melhor expressa na forma

L(s) =
i

2

[
ψ̄(s)(x)γ

a
(s)Daψ(s)(x)− (D∗

aψ̄(x))γ
a
(s)ψ(s)(x)

]
− mψ̄(s)(x)ψ(s)(x) , (2.24)

onde esta nova notação indica que tanto o espinor quanto as matrizes de Dirac dependem

de s. Podemos ainda expressar esta densidade de Lagrangiana de uma forma alternativa

através do uso das transformações ψ(+1) → ψ′
(+1) = ψ(+1) e ψ(−1) → ψ′

(−1) = −γ4ψ(−1),

juntamente com as identidades γa(+1) = γa e γ4γa(−1)γ
4 = γa, tal que o seguinte resultado

3Note que a representação espinorial do grupo de Lorentz para d = 5 é a mesma que aquela no caso
usual em que d = 4.
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é obtido:

L(s) =
i

2

[
ψ̄′
(s)(x)γ

aDaψ
′
(s)(x)− (D∗

aψ̄
′
(s)(x))γ

aψ′
(s)(x)

]
− smψ̄′

(s)(x)ψ
′
(s)(x) . (2.25)

Variando a ação correspondente à densidade de Lagrangiana (2.25) com respeito

ao campo ψ̄′
(s), tratado como independente de ψ′

(s), obtemos a equação de Dirac,

(iγaDa − sm)ψ′
(s)(x) = 0 . (2.26)

O tensor energia-momento associado à densidade de Lagrangiana (2.21) é dado

pela expressão

Tab =
i

4

[
ψ̄′
(s)(x)γaDbψ

′
(s)(x) + ψ̄′

(s)(x)γbDaψ
′
(s)(x)

− (D∗
aψ̄

′
(s)(x))γbψ

′
(s)(x)− (D∗

b ψ̄
′
(s)(x))γaψ

′
(s)(x)

]
, (2.27)

cuja forma é simétrica com respeito a troca dos ı́ndices a e b.

A partir deste momento em diante nesta tese, iremos suprimir a notação ψ′
(s)(x) e

seguiremos com ψ(x) por motivo de simplicidade.

2.2.2 Interação do campo fermiônico com o campo gravitacional

Nesta subseção queremos considerar a interação do campo espinorial com um

campo gravitacional externo clássico. A exemplo do que foi feito no caso do campo escalar,

o prinćıpio da covariância geral deve ser incorporado ao formalismo espinorial de Dirac.

Entretanto, nesta generalização encontraremos mais dificuldades, dado que o campo es-

pinorial deve ser compreendido como um objeto constrúıdo em um espaço-tempo curvo.

Além disso, este espinor deve se transformar sob transformações do grupo de Lorentz,

de acordo com sua representação deste grupo, devido à covariância da equação de Dirac

localmente.

Pelo prinćıpio da equivalência, a geometria de uma dada variedade na Relatividade

Geral é localmente plana. Assim, é posśıvel definir em cada ponto x desta variedade
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um espaço tangente pseudo-Euclidiano, cuja base vetorial é definida pelo conjunto de

campos linearmente independentes e
(a)

µ (onde a = 0, 1, 2, 3, 4), chamados de vielbein ou,

especificamente, fünfbein no caso pentadimensional.4 Antes de escrevermos a equação de

Dirac em espaços curvos, vamos fazer uma breve revisão das propriedades do formalismo

vielbein.

Em um espaço-tempo curvo, podemos definir o elemento de linha

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.28)

O produto interno entre dois vetores definidos nesta variedade, representada pelo tensor

métrico gµν , é

UµV
µ = gµνU

µV ν . (2.29)

Dado que o tensor métrico gµν é simétrico e não-singular, sua inversa gµν é definida através

da relação

gµνg
νσ = gνµg

σν = δσµ . (2.30)

Assim, podemos diagonalizar o tensor métrico através da transformação [97]:

gµν = OµaDab(O−1)bν , (2.31)

onde (O−1)bν = Oνb, de modo que devemos ter

Dab =



λ(0) 0 0 0 0

0 −λ(1) 0 0 0

0 0 −λ(2) 0 0

0 0 0 −λ(3) 0

0 0 0 0 −λ(4)


. (2.32)

Note que os autovalores desta matriz são não nulos devido à não-singularidade do tensor

métrico. Além disso, estes autovalores são todos positivos definido, λ(a) > 0, de acordo

com a assinatura adotada (+−−−−).

De acordo com o prinćıpio da equivalência, um espaço-tempo curvo é localmente

4O termo “vielbein” vem do idioma alemão, onde “viel” significa “muitos” e “bein” significa “pernas”.
Assim, o termo “fünfbein” significa “cinco pernas”.
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plano, conectando a f́ısica da Relatividade Geral com a f́ısica da Relatividade Especial.

Assim, localmente é posśıvel definir referenciais de Lorentz locais que podem ser associados

a uma dada escolha de base vielbein, tal que o tensor métrico assume a forma daquele

no espaço-tempo de Minkowski. Com esta ideia em mente, vamos definir a base vielbein

como:

e(a)µ(x) =
√
λ(a)Oµa . (2.33)

onde o ı́ndice a presente em Oµa não deve ser entendido como um ı́ndice de soma. Usando

esta definição, podemos escrever o tensor métrico gµν em termos de uma dada base vielbein

na forma

gµν(x) = e(a)µ(x)e
(b)

ν(x)ηab , (2.34)

sendo ηab o tensor métrico no espaço-tempo de Minkowski. Agora, supondo que e
(a)

µ

possui uma inversa, e µ
(a) , satisfazendo as relações

e µ
(a) e

(b)
µ = δba , (2.35)

e µ
(a) e

(a)
ν = δµν , (2.36)

é posśıvel mostrar que

e µ
(a) = gµνηabe

(b)
ν , (2.37)

e

ηab = e µ
(a) e

ν
(b) gµν . (2.38)

Como podemos ver a partir da Eq. (2.37), os ı́ndices latinos presentes na base vielbein

(referentes ao espaço tangente) são levantados e abaixados através da contração com os

tensores métricos ηab e ηab, respectivamente. Por outro lado, observamos que os ı́ndices

gregos (referentes ao espaço curvo) são levantados e abaixados quando contráıdos com os

tensores gµν e gµν , respectivamente.

O uso de bases vielbein também nos permite expandir um vetor definido na base

de coordenadas em termos de uma base ortonormal local no espaço tangente em um ponto
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x de um dado espaço-tempo, e vice-versa:

V µ = e µ
(a) V

(a) , (2.39)

V (a) = e(a)µV
µ . (2.40)

Usando a relação (2.34), podemos reescrever o elemento de linha em (2.28) como

ds2 = ηabe
(a)

µe
(b)

νdx
µdxν . (2.41)

Podemos ver a partir das relações (2.34) ou (2.38) que uma base vielbein não é

unicamente determinada pelo tensor métrico gµν(x). De fato, seja e
(a)

µ(x) e e
′(a)

µ(x) após

uma transformação local, ambas devem satisfazer (2.34) se, e somente se,

e′(a)µ(x) = Λa
b(x)e

(b)
µ(x) , (2.42)

com

Λa
c(x)Λ

b
d(x)ηab = ηcd , (2.43)

onde Λa
b(x) é uma matriz que representa uma transformação de Lorentz local. Assim, dado

que as bases vielbein e
(a)

µ(x) e e
′(a)

µ(x) fornecem a mesma métrica, conclúımos que tanto

a ação quanto a equação de movimento para um dado campo devem ser independentes

da escolha de e
(a)

µ ou e
′(a)

µ. Desta forma, a ação para um dado campo deve ser invariante

sob uma transformação de Lorentz local.

Vamos agora ver como podemos escrever a equação Dirac em um espaço-tempo

curvo. Assumiremos uma estrutura espinorial local e independente em cada ponto da

variedade. Como visto anteriormente, em cinco dimensões os espinores de Dirac são objetos

com quatro componentes que sob transformações do grupo de Lorentz local, tais como

aquela presente em (2.42), transformam-se como suas contrapartes no espaço-tempo plano:

ψ(x) → ψ′(x) = S(Λ(x))ψ(x) , (2.44)

e seu conjugado correspondente como

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = ψ̄(x)S−1(Λ(x)) , (2.45)
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onde S(Λ(x)) é uma matriz 4 × 4 operando no vetor complexo ψ(x) de quatro compo-

nentes e que depende de uma transformação de Lorentz local, Λ(x). Além disso, esta

transformação possui determinante unitário,

det(S) = 1 . (2.46)

Escrevendo as equações (2.44) e (2.45) em termos das componentes, temos

ψa(x) → ψ′a(x) = Sa
b(x)ψb(x) , (2.47)

ψ̄a(x) → ψ̄′
a(x) = ψ̄b(x)(S

−1)ba(x) . (2.48)

Por uma transformação geral de coordenadas, o campo espinorial ψ(x) transforma-

se como um escalar:

ψ′(x′) = ψ(x) . (2.49)

Neste caso, inexiste relação entre o grupo de transformações gerais de coordenadas sobre

a variedade e o grupo de transformações de Lorentz locais.

Quanto às matrizes de Dirac no espaço curvo, estas devem satisfazer uma álgebra

de Clifford semelhante àquela expressa em (2.22), porém definida em uma variedade curva.

Fazendo uso do formalismo vielbein, podemos definir as matrizes de Dirac em um espaço-

tempo curvo como

γµ(x) = e µ
(a) (x)γa , (2.50)

satisfazendo a álgebra de Clifford associada à métrica gµν no espaço curvo,

γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x) = 2gµν(x) . (2.51)

Sob uma transformação do grupo de Lorentz local, as matrizes γµ(x) se transformam da

seguinte forma:

(γ′µ)ab = (S(x)γµS−1(x))ab . (2.52)

Fazendo uso do formalismo vielbein, obtemos

(Λ−1)ab(x)γ
b = S(x)γaS−1(x) . (2.53)
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Note que esta expressão é idêntica ao requerimento no espaço-tempo plano de que a

equação de Dirac seja covariante sob transformações de Lorentz [95], exceto que aqui a

transformação de Lorentz é local.

Sob uma transformação de coordenadas gerais, as matrizes de Dirac no espaço-

tempo curvo se transformam como um vetor contravariante:

γ′µ(x′) =
∂x′µ

∂xν
γν(x) . (2.54)

Devido ao fato das transformações de Lorentz local serem funções de ponto, a

derivada de um espinor não se transforma como um espinor. Desta forma, devemos definir

a derivada covariante de um espinor como

∇µψ
a(x) = ∂µψ

a(x) + (Γµ)
a
b(x)ψ

b(x) , (2.55)

tal que, sob uma transformação de Lorentz local (2.47), esta expressão transforme-se como

um espinor,

∇′
µψ

′a(x) = Sa
b(x)∇µψ

b(x) . (2.56)

Desta lei de transformação, segue-se que a matriz Γµ transforma-se como

(Γ′
µ)

a
b = Sa

d(Γµ)
d
f (S

−1)fb − (∂µS
a
d)(S

−1)db , (2.57)

ou em notação compacta

Γ′
µ = SΓµS

−1 − (∂µS)S
−1 . (2.58)

Assim, vemos que esta lei de transformação para Γµ garante que a derivada covariante de

um espinor se transforme como um espinor sob uma transformação de Lorentz local. Por

outro lado, sob transformações de coordenadas gerais, Γµ transforma-se como um covetor.

As matrizes Γµ são conhecidas como conexões espinoriais.

Como é sabido do contexto da Relatividade Geral, a derivada covariante do tensor

métrico é igual a zero, ∇λgµν = 0, o que é equivalente ao comprimento do deslocamento

paralelo ser preservado. Uma consequência disto, é que tomando-se a derivada covariante
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em ambos os lados da Eq. (2.51), temos que

∇λgµν = ∇λ(γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x)) = 0 . (2.59)

Uma condição para que a expressão acima seja satisfeita, é que

∇λγµ = ∂λγµ − Γσ
µλγσ + Γλγµ − γµΓλ = 0 . (2.60)

Usando a relação (2.50) e as propriedades da álgebra de Dirac geradas pelas matrizes de

Dirac no espaço plano, γa, é posśıvel verificar que a conexão espinorial é definida como

Γµ = −1

8
[γν(∂µγν)− (∂µγν)γ

ν − Γσ
νµ(γ

νγσ − γσγ
ν)] . (2.61)

Ainda é posśıvel mostrar também que [98]

Γµ = −1

2
ωµabΣ

ab , (2.62)

onde

ωµab = −ebν(∂µe ν
a )− Γρ

νµe
ν
a ebρ . (2.63)

e

Σab =
1

4
[γa, γb] . (2.64)

Definida a derivada covariante em (2.55) e a conexão espinorial em (2.62), a generalização

da equação de Dirac no espaço-tempo plano ao espaço-tempo curvo é feita através da

prescrição

∂µ → ∇µ = ∂µ + Γµ . (2.65)

Assim, a equação de Dirac covariante sob o grupo de transformações de Lorentz local e

invariante sob o grupo de transformações gerais de coordenada é definida como

(iγµ(x)∇µ − sm)ψ(x) = 0 , (2.66)

onde ∇µ = ∂µ+Γµ, e o fator s no termo de massa, novamente, representa as duas posśıveis

representações irredut́ıveis das matrizes de Dirac em espaços de dimensão ı́mpar, ou em

cinco dimensões que é o nosso caso.
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A equação de Dirac no espaço-tempo curvo (2.66) é obtida através da seguinte

densidade de Lagrangiana:

L =
i

2

[
ψ̄(x)γµ(x)∇µψ(x)− (∇µψ̄(x))γ

µ(x)ψ(x)
]
−mψ̄(x)ψ(x) . (2.67)

Variando-se a ação associada à esta densidade de Lagrangiana com respeito ao tensor

métrico, obtemos o tensor energia-momento5

Tµν(x) =
i

4

[
ψ̄(x)γµ(x)∇νψ(x) + ψ̄(x)γν(x)∇µψ(x)

− (∇µψ̄(x))γν(x)ψ(x)− (∇νψ̄(x))γµ(x)ψ(x)
]
. (2.68)

No caso de um campo espinorial sem massa, m = 0, a equação de Dirac se reduz

trivialmente a

γµ(x)(∂µ + Γµ)ψ(x) = 0 . (2.69)

Diferentemente da equação de Klein-Gordon para o campo escalar complexo visto na seção

anterior, no caso não massivo a equação de Dirac no espaço curvo (2.69) é conformalmente

invariante sem a necessidade de uma modificação adicional, se sob uma transformação

conforme do tensor métrico [99],

gµν → g̃µν(x) = e−2λ(x)gµν(x) , (2.70)

também ocorre a transformação conforme do espinor de Dirac na forma

ψ(x) → ψ̃(x) = e
3
2
λ(x)ψ(x) . (2.71)

2.2.3 Interação do campo fermiônico com os campos eletro-

magnético e gravitacional

Estamos interessados agora em saber como o campo de Dirac interage com um

campo eletromagnético e gravitacional externo. Como visto anteriormente nesta seção,

5Esta notação para o tensor energia-momento está de acordo com a Ref. [91]. Como será visto, em
nossos cálculos do VEV do tensor energia-momento fermiônico adotamos o método da soma sobre os
modos fermiônicos e, consequentemente, o termo extra proporcional a massa anula-se.
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a interação de um campo espinorial com um campo eletromagnético externo se dá pela

prescrição de acoplamento mı́nimo através da substituição ∂µ → Dµ = ∂µ + ieAµ, ga-

rantindo assim, a invariância de calibre da teoria espinorial de Dirac. Por outro lado, a

interação entre o campo espinorial de Dirac e um campo gravitacional se dá pela subs-

tituição ∂µ → ∇µ = ∂µ + Γµ, de forma que a equação de Dirac seja covariante frente à

transformações de Lorentz locais e transformações gerais de coordenadas.

Levando em conta todas estas considerações expostas acima, a prescrição para se

construir uma teoria de campo espinorial de Dirac interagindo com os campos eletro-

magnético e gravitacional se dá pela substituição ∇µ → ∇µ + ieAµ na equação de Dirac

(2.66), tal que a seguinte equação é obtida:

[iγµ(x)(∇µ + ieAµ)− sm]ψ(x) = 0 , (2.72)

onde as matrizes γµ(x) são dadas por (2.50).

O tensor energia-momento para esta teoria deverá ser uma generalização das ex-

pressões (2.27) e (2.68). Adotando as prescrições acima mencionadas, o tensor energia-

momento fica expresso por:

Tµν(x) =
i

4

[
ψ̄(x)γµ(x)Dνψ(x) + ψ̄(x)γν(x)Dµψ(x)

− (Dµψ̄(x))γν(x)ψ(x)− (Dνψ̄(x))γµ(x)ψ(x)
]
, (2.73)

onde Dµ = ∇µ + ieAµ.
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Caṕıtulo 3

Teoria quântica de campos no

espaço-tempo curvo

Neste caṕıtulo iremos revisar brevemente alguns dos principais aspectos da teoria

quântica de campos em um espaço-tempo curvo. Este formalismo é constrúıdo a partir da

premissa de que apenas os campos de matéria são quantizados, enquanto o espaço-tempo

curvo é tratado como clássico. Por este motivo, é comum muitos autores classificarem este

formalismo como semiclássico.

Em um contexto mais amplo, um espaço-tempo curvo representando um campo

gravitacional pode ser considerado como um campo externo. Por campo “externo”, que-

remos nos referir àquele que interage com o campo que desejamos quantizar, sendo este

campo externo introduzido em um ńıvel clássico e que, por si só, não é uma variável

dinâmica. No decorrer dos próximos caṕıtulos, veremos que o papel de um campo ex-

terno pode ser desempenhado por diversos outros objetos, além do campo gravitacional,

tais como campos eletromagnéticos, fronteiras geométricas do espaço-tempo ou mesmo

variedades com topologias não-triviais sobre as quais os campos são quantizados.

No que segue ainda neste caṕıtulo, veremos que a quantização de campos em um

espaço-tempo curvo, sendo este dinâmico ou não, dá origem a muitos efeitos quânticos

não-triviais, tais como criação de part́ıculas e polarização do vácuo.
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3.1 Segunda quantização no espaço curvo

No espaço-tempo plano, a simetria de Lorentz desempenha papel fundamental na

quantização de campos, pois nos permite definir um estado de vácuo único da teoria. No

espaço-tempo curvo, entretanto, a invariância de Lorentz não está presente e, em geral, o

estado de vácuo não pode ser definido univocamente. Como consequência, o conceito de

part́ıcula se torna amb́ıguo e a interpretação de quantidades f́ısica se torna mais sutil.

A fim de discutir esta questão de forma mais aprofundada, vamos considerar um

campo escalar real massivo, cuja densidade de Lagrangiana é definida por:

L =
1

2

√
−g[∂µφ(x)∂µφ(x)−m2φ2(x)− ξR(x)φ2(x)] . (3.1)

A equação de movimento correspondente é

[∇µ∇µ +m2 + ξR(x)]φ(x) = 0 , (3.2)

onde R(x) é o escalar de curvatura de Ricci e ξ é a constante de acoplamento entre o campo

escalar e a geometria do espaço-tempo. Como já mencionado anteriormente, a constante

ξ possui dois valores particulares de interesse f́ısico: ξ = 0 e ξ = 1/6 (válido apenas em 4

dimensões), conhecidos como acoplamento mı́nimo e conforme, respectivamente.

O produto interno entre um par de soluções da equação de movimento (3.2) é

definido por:

(f1, f2) = −i
∫
Σ

(f1∂µf
∗
2 − f ∗

2∂µf1)dΣ
µ , (3.3)

onde dΣµ = dΣnµ, sendo dΣ o elemento de volume em uma determinada hipersuperf́ıcie

tipo-espaço, e nµ é um vetor unitário tipo-tempo normal à esta hipersuperf́ıcie. Uma

propriedade importante do produto interno definido acima é que o mesmo independe do

tempo e, consequentemente, da escolha da hipersuperf́ıcie [91].

A quantização de um campo escalar no espaço curvo pode ser realizada através do

método canônico. Neste caso, devemos escolher uma forma de folhear o espaço-tempo em

hipersuperf́ıcies tipo-espaço. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie particular, onde o vetor normal

unitário, nµ, é rotulado por um valor constante da coordenada temporal t. Assim, a
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derivada do campo φ na direção normal à hipersuperf́ıcie Σ é φ̇ = nµ∂µφ e, portanto,

podemos definir o momento canonicamente conjugado a φ como

π(x) =
∂L
∂φ̇

. (3.4)

O passo seguinte na prescrição canônica é promover os campos a operadores e impor a

relação de comutação

[φ̂(x⃗, t), π̂(x⃗′, t)] = iδ(x⃗, x⃗′) , (3.5)

sendo δ(x⃗, x⃗′) uma função delta na hipersuperf́ıcie, com a propriedade

∫
δ(x⃗, x⃗′)dΣ = 1 . (3.6)

Seja {fj} um conjunto completo de soluções de norma positiva da equação de

movimento (3.2), tal que {f ∗
j } seja o conjunto completo de soluções de norma negativa da

mesma equação. Assim, {fj, f ∗
j } forma um conjunto completo de soluções da equação de

movimento (3.2) em termos das quais podemos expandir uma solução arbitrária. Isso nos

permite escrever o operador φ̂ em termos dos operadores de criação e aniquilação como

φ̂ =
∑
j

(ajfj + a†jf
∗
j ) , (3.7)

onde os operadores aj e a
†
j obedecem a relação de comutação

[aj, a
†
j] = δj,j′ . (3.8)

Esta expansão nos permite definir o estado de vácuo |0⟩ como

aj|0⟩ = 0, para qualquer j . (3.9)

No espaço-tempo de Minkowski, em particular, escolhemos as soluções de norma

positiva como soluções de frequência positiva, fj ∝ e−iωt. Independente da escolha do

referencial de Lorentz, no qual t é a coordenada temporal, este procedimento define o

estado de vácuo de forma única no espaço-tempo plano; isto é, o conjunto de soluções {fj}

é definido de forma uńıvoca. No espaço-tempo curvo, entretanto, a situação é diferente.
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Neste caso, em geral, inexiste uma única escolha do conjunto {fj} e, portanto, inexiste um

único estado de vácuo. Isto significa que diferentes conjuntos de soluções {fj} se tornam

igualmente válidos, embora eles conduzam a estados de vácuo distintos e não equivalentes

entre si, tornando o conceito de part́ıcula amb́ıguo. Esta não unicidade do estado de vácuo

na teoria de campos em espaços curvos dá origem a efeitos f́ısicos interessantes, tais como

a criação de part́ıculas, tópico que discutiremos a seguir.

3.2 Criação de part́ıculas em um espaço-tempo curvo

Vamos supor que existam dois conjuntos completos de soluções da Eq. (3.2), tal

que o campo φ̂ possa ser decomposto de duas formas distintas:

φ̂(t, x⃗) =
∑
i

(
aifi(t, x⃗) + a†if

∗
i (t, x⃗)

)
(3.10)

e

φ̂(t, x⃗) =
∑
j

(
bjFj(t, x⃗) + b†jF

∗
j (t, x⃗)

)
, (3.11)

onde i e j representam o conjunto de quantidades necessárias para rotular os modos deste

campo. Estas duas decomposições correspondem a dois estados de vácuo não equivalentes,

definidos, respectivamente, por:

ai|0⟩f = 0, bj|0⟩F = 0 . (3.12)

Dado que os conjuntos de soluções {fi} e {Fj} são ambos completos, podemos

expandir um em termos do outro:

fi =
∑
j

(αijFj + βijF
∗
j ) , (3.13)

Fj =
∑
i

(α∗
ijfi − βijf

∗
i ) . (3.14)

Estas equações são chamadas de transformações de Bogoliubov e os coeficientes α e β são

chamados de coeficientes de Bogoliubov. Estes coeficientes podem ser calculados usando
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o produto interno definido em (3.3) como

αij = −(Fj, fi), βij = (f ∗
i , Fj) . (3.15)

Usando o fato de que as expansões em (3.10) e (3.11) são equivalentes, e usando a

Eq. (3.13) em conjunto com a condição de ortogonalidade dos modos, é posśıvel mostrar

que os operadores de criação e aniquilação são relacionados através das relações

ai =
∑
j

(α∗
ijbj − β∗

ijb
†
j) , (3.16)

bj =
∑
i

(αijai + β∗
ija

†
i ) . (3.17)

Das expressões acima, podemos mostrar que os coeficientes de Bogoliubov devem satisfazer

as seguintes relações: ∑
k

(αikα
∗
jk − βikβ

∗
jk) = δi,j , (3.18)

∑
k

(αikβjk − βikαjk) = 0 . (3.19)

A partir da relação (3.17) entre os operadores de aniquilação nas duas bases, podemos

ver que os dois estados de vácuo associados aos modos normais {fi} e {Fj} são distintos

se βij ̸= 0. Em particular, observamos que a aplicação do operador de aniquilação ai no

vácuo da base {Fj} resulta em

ai|0⟩F = −
∑
j

β∗
ij|1j⟩F ̸= 0 , (3.20)

o que implica que o estado de vácuo |0⟩F não é aniquilado pelo operador de aniquilação

associado à base {fi}. De fato, se calcularmos o valor esperado do operador número de

part́ıculas, Ni = a†iai, no estado de vácuo da base {Fj}, temos que

⟨0|Ni|0⟩F =
∑
j

|βji|2 . (3.21)

Este resultado nos diz que o estado de vácuo dos modos {Fj} contém um número não nulo

de part́ıculas dos modos {fi}. Assim, vemos que a ambiguidade na definição do estado de

vácuo nos conduz a uma ambiguidade na noção do conceito de part́ıcula.
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Vamos agora considerar que os modos normais {fi} e {Fj} correspondem a dois

estados assintóticos no tempo. Por exemplo, consideremos o caso em que um campo

gravitacional inicialmente é estático, então se torna dependente do tempo, e por fim volta

a ser estático. Neste caso, a relação (3.21) é interpretada como a criação de part́ıculas pelo

campo gravitacional. Em outras palavras, se os modos {fi} são apropriados no passado e

os modos {Fj} são adequados no futuro, então podemos dizer que o sistema evoluiu do

estado |0⟩f para o estado |0⟩F mais algumas part́ıculas, de acordo com a relação (3.21).

Por fim, mencionamos que uma aplicação imediata da discussão realizada acima é

o fenômeno de criação de part́ıculas em um universo em expansão [100].

3.3 Polarização do vácuo

Desde os primórdios do desenvolvimento da f́ısica como ciência, a noção de vácuo

evoluiu ao longo do tempo através do surgimento de diversas teorias. Na f́ısica clássica,

o vácuo era um meio vazio, desprovido de qualquer propriedade. Na teoria quântica de

campos, o conceito de vácuo foi revolucionado e sua natureza difere fundamentalmente

daquela presente na f́ısica clássica, podendo apresentar propriedades surpreendentes, tal

como aquela vista na última seção.

Como é sabido da teoria quântica de campos no espaço-tempo de Minkowski, o

estado de vácuo é definido como o autoestado do operador número de part́ıculas, cujo os

autovalores são nulos [101]. De maneira geral, entretanto, o estado de vácuo vai depender

essencialmente da presença de campos externos. Como consequência, os efeitos devido a

estes campos externos se manifestam através do cálculo de valores esperados no vácuo de

operadores bilineares nos campos:

⟨Ô(x)⟩ =
∑
k

O{φ(+)
k (x), φ

(−)
k (x)} , (3.22)

onde O(f, g) pode ser um operador diferencial bilinear.

Flutuações quânticas do vácuo devido a campos de matéria quantizados, que sur-

gem na presença de campos externos clássicos, são denominadas polarização do vácuo. Em

particular, um campo gravitacional clássico pode dar origem a efeitos de polarização do
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vácuo. Neste caso, o cálculo de quantidades locais, tal como o valor esperado no vácuo do

tensor energia-momento, tornam-se senśıveis às caracteŕısticas globais e locais do campo

gravitacional, o que resulta no surgimento de divergências. Todavia, esta dificuldade pode

ser superada através da aplicação de técnicas de regularização e renormalização, de modo a

obtermos quantidades finitas. Feito tal procedimento, as contribuições espúrias são absor-

vidas nas redefinições das constantes cosmológica e gravitacional. Um detalhe interessante

que emerge neste processo é o surgimento de termos quadráticos nos tensores de Riemann

e Ricci e no escalar de curvatura que, a priori, não estariam presentes na teoria da Re-

latividade Geral [91]. A consistência deste procedimento é notável ao considerarmos o

acoplamento do VEV do tensor energia-momento com as equações de campo de Einstein

Gµν + Λgµν = 8πG⟨T̂µν⟩ . (3.23)

Além disso, para que o tensor energia-momento renormalizado, ⟨T̂µν⟩Ren, seja fonte das

equações de campo de Einstein, o mesmo deve continuar sendo invariante sob trans-

formações de coordenadas gerais e também deve obedecer à condição de conservação

covariante.

3.4 Função de Green e o VEV do tensor energia-

momento no espaço-tempo curvo

Queremos analisar nesta seção o VEV do tensor energia-momento, ⟨T̂µν⟩, associado

a um dado campo de matéria em um espaço-tempo curvo qualquer. O cálculo deste VEV

pode ser realizado através da função de Green associada ao campo de matéria considerado.

Neste caso, o VEV do operador tensorial energia-momento é escrito em termos da função

de Green através de uma relação do tipo [102]:

⟨0|T̂µν |0⟩ = lim
x′→x

∆µν′(x, x
′)G(x, x′) . (3.24)

onde G(x, x′) é a função Green associada ao campo de matéria, e ∆µν′(x, x
′) é um operador

diferencial, cuja forma depende da natureza do campo em questão e o śımbolo de primo no

ı́ndice ν ′ está relacionado às derivadas com respeito a x′. Note que o procedimento correto



Caṕıtulo 3. Teoria quântica de campos no espaço-tempo curvo 57

aqui é efetuar as derivadas inicialmente e em seguida tomar o limite de coincidência,

x → x′. A quantidade acima expressa é formalmente divergente devido à presença de

produtos de operadores de campo e suas derivadas avaliadas no mesmo ponto. Do ponto

de vista f́ısico, esta divergência é explicada pelo comportamento ultravioleta das flutuações

de vácuo do campo. Em particular, para a componente ⟨T̂00⟩, este infinito está associado

à energia do vácuo.

A fim de obtermos uma quantidade finita e que faça sentido do ponto de vista

f́ısico, devemos renormalizar o tensor energia-momento através de um procedimento de

regularização. O método que iremos utilizar é o de separação de pontos, que consiste no

seguinte: aplicamos o operador diferencial ∆µν′(x, x
′) na função de Green, e em seguida ex-

tráımos as contribuições divergentes antes de tomar o limite de coincidência. Nos próximos

parágrafos, vamos mostrar um método pelo qual estas divergências podem ser extráıdas,

fornecendo resultados finitos e que preservam a condição de conservação covariante.

Divergências ultravioletas são comumente encontradas no contexto da teoria quân-

tica de campos e estão relacionadas ao comportamento de curtas distâncias dos valores

esperados do vácuo dos produtos entre operadores de campos. Por simplicidade, vamos

apenas considerar campos livres, já que estaremos interessados na função de dois pontos.

Para uma dada escolha do estado de vácuo, o comportamento t́ıpico de curtas distâncias

da função de dois pontos em um espaço-tempo curvo tem a forma [103]

G(x, x′) ∼ 1

2π2

(
− 1

σ(x, x′)
+ lnσ(x, x′) + contribuições finitas

)
, x′ → x , (3.25)

onde σ(x, x′) é a metade do quadrado da distância geodésica entre os pontos x e x′.

Com o objetivo de entendermos melhor o que a relação acima quer nos dizer, vamos

considerar a função de dois pontos associada a um campo escalar, definida como

G(1)(x, x′) ≡ ⟨0|φ(x)φ(x′)|0⟩ , (3.26)

onde |0⟩ corresponde a uma dada escolha de vácuo do campo escalar. Podemos dizer que

a função de dois pontos acima tem a forma de Hadamard, se é posśıvel escrevê-la como

G(1)(x, x′) =
U(x, x′)

σ(x, x′)
+ V (x, x′) ln[ζ2σ(x, x′)] +W (x, x′) , (3.27)
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sendo U , V e W funções regulares e finitas para todas as escolhas de x e x′, e ζ é algum

parâmetro arbitrário com escala de massa necessário para tornar o argumento da função

logaŕıtmica adimensional. As funções U e V são quantidades de natureza puramente

geométrica e independem dos detalhes do estado quântico, enquanto apenas a função

W fornece alguma informação sobre este estado. Em muitas situações, esta forma será

mantida para todos os estados quânticos, e a contribuição divergente de G(1)(x, x′) no

limite de coincidência será independente do estado.

Podemos ver a partir da Eq. (3.27), que a renormalização da função de Green se

dá através da subtração da mesma pela função de Hadamard GH , cuja forma é

GH(x, x
′) =

U(x, x′)

σ(x, x′)
+ V (x, x′) ln[ζ2σ(x, x′)] . (3.28)

Assim, fazendo uso deste procedimento em conjunto com a Eq. (3.24), o tensor energia-

momento renormalizado é formalmente obtido através da relação:

⟨0|T̂µν |0⟩ = lim
x′→x

∆µν′(x, x
′)[G(1)(x, x′)−GH(x, x

′)] . (3.29)

Como acabamos de ver, os termos divergentes no VEV do tensor energia-momento

são quantidades de natureza geométrica e podem ser absorvidos pela redefinição dos

parâmetros presentes na ação que descreve a gravitação através do procedimento de re-

normalização. Isto é, quando realizamos a subtração do termo divergente em (3.29), esta-

mos redefinindo as constantes gravitacional e cosmológica presentes na ação que descreve

a gravitação. De fato, no caso de um campo escalar, por exemplo, as contribuições di-

vergentes que surgem no VEV do tensor energia-momento podem ser derivadas a partir

de uma ação efetiva associada a uma densidade de Lagrangiana divergente e de natureza

puramente geométrica [91]. Estas contribuições divergentes, por sua vez, servem para re-

normalizar a ação gravitacional, fornecendo assim um formalismo finito e consistente para

as equações de campo de Einstein semiclássicas.
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Caṕıtulo 4

Correntes induzidas e polarização do

vácuo bosônico no espaço AdS

Neste caṕıtulo iremos apresentar nossas contribuições para o estudo das correntes

bosônicas induzidas e da polarização do vácuo bosônico no espaço AdS com uma corda

cósmica. Em particular, iremos analisar os valores esperados de vácuo das densidades de

corrente e do tensor energia-momento induzidos por um fluxo magnético ao longo de uma

corda cósmica idealizada no espaço-tempo AdS (D + 1)-dimensional, considerando que

uma das dimensões extras é compactificada e que também apresenta um fluxo magnético

que é circundado pelo seu eixo [94,104].

4.1 Modos bosônicos e função de Wightman

O principal objetivo desta seção é obter a função de Wightman de frequência

positiva associada a um campo escalar em um espaço-tempo AdS (D + 1)-dimensional,

comD > 3, na presença de uma corda cósmica e uma dimensão extra compactificada. Esta

função é importante no cálculo de efeitos de polarização do vácuo. Para fazer isto, vamos

primeiro obter o conjunto completo de funções dos modos normalizadas para a equação

de Klein-Gordon, admitindo um parâmetro de acoplamento de curvatura arbitrário.

Em coordenadas ciĺındricas, a geometria associada a uma corda cósmica ideal

e estática (como aquela discutida no caṕıtulo 1) em um espaço-tempo AdS (3 + 1)-

dimensional é dada pelo elemento de linha abaixo (considerando que a corda está lo-
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calizada ao longo do eixo y),

ds2 = e−2y/a[dt2 − dr2 − r2dϕ2]− dy2 , (4.1)

onde r ⩾ 0 e ϕ ∈ [0, 2π/q] define as coordenadas na geometria cônica, (t, y) ∈ (−∞, ∞),

e o parâmetro a determina a escala de curvatura do espaço-tempo AdS. O parâmetro

q ≥ 1 codifica a presença da corda cósmica e está associado com a massa por unidade

de comprimento da corda, µ, através da relação 1/q = 1 − 4Gµ, onde G é a constante

gravitacional de Newton. Usando a coordenada de Poincaré definida por w = aey/a, o

elemento de linha acima é escrito na forma conformalmente relacionada com o elemento

de linha associado a uma corda cósmica no espaço-tempo de Minkowski:

ds2 =
( a
w

)2
[dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dw2] . (4.2)

Para a nova coordenada, temos w ∈ [0, ∞). Valores espećıficos para esta coordenada

merecem ser mencionados: w = 0 e w = ∞ correspondem à fronteira e horizonte do

espaço AdS, respectivamente.

A generalização de (4.2) para o espaço-tempo AdS (D+ 1)-dimensional é feita do

modo usual, adicionando dimensões extras Euclidianas [44]:

ds2 =
( a
w

)2 [
dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dw2 −

D∑
i=4

(dxi)2
]
. (4.3)

A versão Euclidiana deste elemento de linha expressa entre colchetes na equação dada

acima foi apresentada na Ref. [105] e chamada de singularidade linha do tipo cônica em

uma dimensão arbitrária; logo, o elemento de linha entre colchetes em (4.3) corresponde

ao elemento de linha associado a uma corda cósmica para dimensões mais altas. Além

disso, uma discussão sobre a generalização do espaço-tempo de uma corda cósmica pode

ser também encontrada na Ref. [106].

A escala de curvatura a em (4.3) é relacionada com a constante cosmológica, Λ, e

o escalar de Ricci, R, pelas fórmulas

Λ = −D(D − 1)

2a2
, R = −D(D + 1)

a2
. (4.4)
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A análise da densidade de corrente para um campo escalar massivo no espaço AdS

descrito em coordenadas de Poincaré com dimensões compactas toroidais foi desenvol-

vida na Ref. [48]. Nesta mesma análise, supõe-se que, além das dimensões compactas, o

campo obedece condições de periodicidade com fases arbitrárias. Além disso, a presença

de potenciais vetores constantes também foi considerada.

Neste caṕıtulo, estamos interessados em calcular a densidade de corrente induzida

e o VEV do tensor energia-momento associados a um campo escalar quântico carregado,

φ(x), e gerados pela presença de um fluxo magnético ao longo do núcleo de uma corda

cósmica no espaço-tempo AdS. Além disso, assumimos também a compactificação ao longo

de uma dimensão extra, definida pela coordenada z na expressão abaixo:

ds2 =
( a
w

)2 [
dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dw2 − dz2 −

D∑
i=5

(dxi)2
]
. (4.5)

Note que iremos considerar também a presença de um potencial vetor constante ao longo

da dimensão extra compactificada. Esta compactificação é implementada ao assumir que

z ∈ [0, L], e o campo de matéria obedece à condição de quasi-periodicidade

φ(t, r, ϕ, w, z + L, x5, ..., xD) = e2πiβφ(t, r, ϕ, w, z, x5, ..., xD), (4.6)

onde 0 ≤ β ≤ 1. Os casos especiais β = 0 e β = 1/2 correspondem aos campos “untwisted”

e “twisted”1, respectivamente, ao longo da direção z.

A equação de campo que governa a dinâmica quântica de um campo bosônico

carregado com massa m, em um espaço curvo e na presença de um potencial vetor eletro-

magnético, Aµ, é dada por

(gµνDµDν +m2 + ξR)φ(x) = 0 , (4.7)

onde Dµ = ∇µ + ieAµ. Além disso, consideramos a presença de um acoplamento não

mı́nimo, ξ, entre o campo φ(x) e a geometria representada pelo escalar de Ricci, R. Dois

valores espećıficos para o acoplamento de curvatura são ξ = 0 e ξc = D−1
4D

, que corres-

1Na literatura, um campo “untwisted” é um campo que obedece condições de contorno periódicas,
enquanto um campo “twisted” corresponde a um campo obedecendo condições de contorno anti-periódicas
[2].
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pondem ao acoplamento mı́nimo e conforme, respectivamente. Vamos assumir também a

existência de potenciais vetores constantes

Aµ = (0, 0, Aϕ, 0, Az, 0, ..., 0) , (4.8)

com Aϕ = −qΦϕ/(2π) e Az = −Φz/L, sendo Φϕ e Φz os fluxos magnéticos correspondentes.

Na teoria de quântica de campos, a condição (4.6) muda o espectro de flutuações do

vácuo quando comparado com o caso de dimensões não-compactas e, como consequência,

a densidade de corrente induzida no vácuo também muda.

No espaço-tempo definido por (4.5) e na presença do potencial vetor dado acima,

a Eq. (4.7) fica

[
∂2

∂t2
− ∂2

∂r2
− 1

r

∂

∂r
− 1

r2

(
∂

∂ϕ
+ ieAϕ

)2

−
(
∂

∂z
+ ieAz

)2

− ∂2

∂w2
− (1−D)

w

∂

∂w
+
M(D,m, ξ)

w2
−

D∑
i=5

∂2

∂(xi)2

]
φ(x) = 0 , (4.9)

onde M(D,m, ξ) = a2m2 − ξD(D + 1).2

A equação acima é completamente separável, e sua solução de energia positiva,

regular na origem, é dada por

φ(x) = Cw
D
2 Jν(pw)Jq|n+α|(λr)e

−iEt+iqnϕ+ikzz+ik⃗·x⃗∥ . (4.10)

Na expressão acima, x⃗∥ representa as coordenadas ao longo das (D−4) dimensões extras,

e k⃗ o momento correspondente. Além disso,

ν =

√
D2

4
+ a2m2 − ξD(D + 1),

E =

√
λ2 + p2 + k⃗2 + (kz + eAz)2,

α =
eAϕ

q
= −Φϕ

Φ0

. (4.11)

com Φ0 = 2π
e
, o quantum de fluxo. Em (4.10) Jµ(z) representa a função de Bessel [107].

2Na obtenção da Eq. (4.9) foram utilizados os seguintes śımbolos de Christoffel: Γr
θθ = −r, Γw

θθ = r2

w ,
Γθ
rθ = Γθ

θr = 1
r , Γ

t
tw = Γt

wt = Γr
rw = Γr

wr = Γθ
θw = Γθ

wθ = Γw
tt = Γw

ww = −Γw
rr = −Γw

ii = −Γi
iw = − 1

w , onde
i = 4, ..., D.
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Note que a solução na direção radial é dada em termos de uma função de Bessel, que é a

solução padrão em problemas com simetria ciĺındrica; isto é, a solução na direção radial,

Jq|n+α|(λr), é uma consequência da simetria ciĺındrica ao redor do eixo da corda cósmica.

A condição de quasi-periodicidade (4.6) fornece uma discretização do número

quântico kz como mostrado abaixo:

kz = kl =
2π

L
(l + β), com l = 0,±1,±2, ... . (4.12)

Logo,

E = El =

√
λ2 + p2 + k⃗2 + k̃2l , (4.13)

onde

k̃l =
2π

L
(l + β̃),

β̃ = β +
eAzL

2π
= β − Φz

Φ0

. (4.14)

A constante C em (4.10) pode ser obtida através da condição de normalização

∫
dDx

√
|g|g00φ∗

σ′(x)φσ(x) =
1

2E
δσ,σ′ , (4.15)

onde o śımbolo delta no lado direito é entendido como a função delta de Dirac para os

números quânticos cont́ınuos, λ, p e k⃗, e a delta de Kronecker para os números quânticos

discretos, n e kl. De (4.15), obtemos

|C| =

√
qa1−Dλp

2E(2π)D−3L
. (4.16)

Assim, a função de onda normalizada é

φσ(x) =

√
qa1−Dλp

2E(2π)D−3L
w

D
2 Jν(pw)Jq|n+α|(λr)e

−iElt+iqnϕ+iklz+ik⃗·x⃗∥ . (4.17)

As propriedades do estado de vácuo podem ser dadas pela função de Wightman de

frequência positiva, W (x, x′) = ⟨0|φ̂(x)φ̂∗(x′)|0⟩, onde |0⟩ corresponde ao estado de vácuo
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com respeito a um observador em repouso em relação à corda cósmica. Para calcular esta

função, usamos a fórmula de soma dos modos

W (x, x′) =
∑
σ

φσ(x)φ
∗
σ(x

′) . (4.18)

Substituindo (4.17) em (4.18), obtemos

W (x, x′) =
qa1−D(ww′)

D
2

2(2π)D−3L

∞∑
n=−∞

einq∆ϕ

∞∑
l=−∞

∫
dk⃗

∫ ∞

0

dpp

∫ ∞

0

dλλ

× Jq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr
′)Jν(pw)Jν(pw

′)
e−iEl∆t+ikl∆z+ik⃗·∆x⃗∥

El

,

(4.19)

onde ∆t = t− t′,∆ϕ = ϕ− ϕ′,∆z = z − z′ e ∆x⃗∥ = x⃗∥ − x⃗′∥.

Para desenvolver a soma sobre o número quântico l, vamos aplicar a fórmula de

soma de Abel-Plana [108], que é dada por

∞∑
l=−∞

g(l + β̃)f(|l + β̃|) =

∫ ∞

0

du[g(u) + g(−u)]f(u)

+ i

∫ ∞

0

du[f(iu)− f(−iu)]
∑
j=±1

g(iju)

e2π(u+ijβ̃) − 1
. (4.20)

Para este caso, podemos identificar

g(u) = e2πiu∆z/L

f(u) =
e−i∆t

√
λ2+p2+k⃗2+(2πu/L)2√

λ2 + p2 + k⃗2 + (2πu/L)2
, (4.21)

Usando (4.20), podemos escrever a função de Wightman como

W (x, x′) = Wcs(x, x
′) +Wc(x, x

′) . (4.22)

O primeiro termo representa a contribuição devido ao espaço AdS sem compactificação,

que, para nossa análise, além de apresentar dependência nos fluxos magnéticos, também

depende na estrutura cônica induzida pela corda cósmica. Quanto ao segundo termo,

este é induzido pela compactificação e contêm contribuições devido ao fluxo magnético

circundado pelo eixo compactificado. Ambas expressões são explicitamente escritas em
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(4.23) e (4.27), respectivamente.

O primeiro termo no lado direito de (4.22), obtido da primeira integral (4.20),

pode ser escrito como

Wcs(x, x
′) =

q(ww′)
D
2 e−ieAz∆z

2(2π)D−2aD−1

∫
dk⃗eik⃗·∆x⃗∥

∫ ∞

0

dppJν(pw)Jν(pw
′)

∞∑
n=−∞

einq∆ϕ

×
∫ ∞

0

dλλJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr
′)

∫
dkze

ikz∆z e−i∆t
√

λ2+p2+k⃗2+k2z√
λ2 + p2 + k⃗2 + k2z

,

(4.23)

onde definimos uma nova variável kz = 2πu/L.3 Agora, realizando uma rotação de Wick

e usando a identidade

e−∆τω

ω
=

2√
π

∫ ∞

0

dse−s2ω2−∆τ2/(4s2) , (4.24)

a integração sobre kz pode ser computada, e o resultado é

Wcs(x, x
′) =

q(ww′)
D
2 e−ieAz∆z

(2π)D−2aD−1

∫
dk⃗eik⃗·∆x⃗∥

∫ ∞

0

dppJν(pw)Jν(pw
′)

∞∑
n=−∞

einq∆ϕ

×
∫ ∞

0

dλλJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr
′)

∫ ∞

0

ds

s
e−s2(λ2+p2+k⃗2)−(∆z2−∆t2)/4s2 .

(4.25)

Agora, vamos nos concentrar no segundo termo em (4.22). Definindo novamente a

variável kz = 2πu/L, a integral sobre esta variável deve ser considerada em dois intervalos

distintos; no primeiro intervalo [0,

√
λ2 + p2 + k⃗2], a integral desaparece, restando a con-

tribuição advinda do segundo intervalo, [

√
λ2 + p2 + k⃗2, ∞). Assim, levando em conta

esta análise, obtemos

Wc(x, x
′) =

q(ww′)
D
2 e−ieAz∆z

(2π)D−2aD−1

∫
dk⃗eik⃗·∆x⃗∥

∫ ∞

0

dppJν(pw)Jν(pw
′)

∞∑
n=−∞

einq∆ϕ

×
∫ ∞

0

dλλJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr
′)

∫ ∞

√
λ2+p2+k⃗2

dkz
cosh

(
∆t

√
k2z − λ2 − p2 − k⃗2

)√
k2z − λ2 − p2 − k⃗2

×
∞∑

j=±1

e−jkz∆z

eLkz+2πijβ̃ − 1
.

(4.26)

3Para o caso sem fluxos magnéticos e com corda cósmica ausente, isto é, q = 1, a expressão (4.23) se
reduz à função de Wightman no espaço-tempo AdS puro.
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Usando a expansão em série (ey−1)−1 =
∑∞

l=1 e
−ly, e com a ajuda da Ref. [109], é posśıvel

integrar sobre kz, obtendo

Wc(x, x
′) =

q(ww′)
D
2 e−ieAz∆z

(2π)D−2aD−1

∫
dk⃗eik⃗·∆x⃗∥

∫ ∞

0

dppJν(pw)Jν(pw
′)

×
∞∑

n=−∞

einq∆ϕ

∫ ∞

0

dλλJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr
′)

×
∑
j=±1

∞∑
l=1

e−2πiβ̃jlK0

(√
(λ2 + p2 + k⃗2)[(lL+ j∆z)2 −∆t2]

)
.

(4.27)

Claramente, notamos que para L→ ∞ a função de Wightman acima tende a zero. Usando

a representação integral abaixo para a função de Macdonald [110],

Kν(x) =
1

2

(
x

2

)ν ∫ ∞

0

dτ
e−τ−x2/4τ

τ ν+1
, (4.28)

podemos reescrever a Eq. (4.27) como,

Wc(x, x
′) =

q(ww′)
D
2 e−ieAz∆z

(2π)D−2aD−1

∫
dk⃗eik⃗·∆x⃗∥

∫ ∞

0

dppJν(pw)Jν(pw
′)

×
∞∑

n=−∞

einq∆ϕ

∫ ∞

0

dλλJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr
′)

×
∑
j=±1

∞∑
l=1

e−2πiβ̃jl

∫ ∞

0

ds

s
e−s2(λ2+p2+k⃗2)−[(lL+j∆z)2−∆t2]/4s2 .

(4.29)

Substituindo (4.25) e (4.29) em (4.22), e após algumas manipulações, obtemos uma

expressão compacta para a função de Wightman total dada abaixo:

W (x, x′) =
q(ww′)

D
2 e−ieAz∆z

(2π)D−2aD−1

∫
dk⃗eik⃗·∆x⃗∥

∫ ∞

0

dppJν(pw)Jν(pw
′)

∞∑
n=−∞

einq∆ϕ

×
∫ ∞

0

dλλJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr
′)

∞∑
l=−∞

e−2πiβ̃l

∫ ∞

0

ds

s
e−s2(λ2+p2+k⃗2)−[(lL+j∆z)2−∆t2]/4s2 .

(4.30)

Agora, usando a integral [110],

∫ ∞

0

dηηe−η2s2Jγ(ηρ)Jγ(ηρ
′) =

e−
(ρ2+ρ′2)

4s2

2s2
Iγ

(
ρρ′

2s2

)
, (4.31)

onde Iγ(x) representa a função de Bessel modificada [107], podemos integrar sobre λ, p e
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k⃗, obtendo

W (x, x′) =
qe−ieAz∆z

2(2π)
D
2 aD−1

(
ww′

rr′

)D
2

∞∑
l=−∞

e−2πiβ̃l

∫ ∞

0

dχχ
D
2
−1e−χu2

l /2rr
′
Iν

(
ww′

rr′
χ

)

×
∞∑

n=−∞

eiqn∆ϕIq|n+α|(χ) , (4.32)

onde introduzimos uma nova variável, χ = rr′/2s2, e definimos

u2l = r2 + r′2 + w2 + w′2 + (lL+∆z)2 +∆x⃗2∥ −∆t2 . (4.33)

O parâmetro α em (4.11) pode ser escrito na forma

α = n0 + ε, com |ε| < 1

2
, (4.34)

com n0 sendo um número inteiro. Isto nos permite somar sobre o número quântico n em

(4.32), usando o resultado obtido na Ref. [111], dado como

∞∑
n=−∞

eiqn∆ϕIq|n+α|(χ) =
1

q

∑
k

eχ cos(2πk/q−∆ϕ)eiα(2πk−q∆ϕ)

− e−iqn0∆ϕ

2πi

∑
j=±1

jejiπq|ε|
∫ ∞

0

dy
cosh [qy(1− |ε|)]− cosh (|ε|qy)e−iq(∆ϕ+jπ)

eχ cosh (y)
[
cosh (qy)− cos (q(∆ϕ+ jπ))

] , (4.35)

onde

− q

2
+

∆ϕ

Φ0

≤ k ≤ q

2
+

∆ϕ

Φ0

. (4.36)

Em resumo, a obtenção da expressão dada acima se dá pelo uso da representação integral

para a função de Bessel modificada [107],

Iq|n+α|(z) =
1

π

∫ π

0

dy cos(q|n+α|y)ez cos y− sin(πq|n+ α|)
π

∫ ∞

0

dye−z cosh y−q|n+α|y , (4.37)

seguido pela soma do número quântico n e alguns passos intermediários adicionais.

Logo, a substituição de (4.35) em (4.32) nos permite integrar sobre χ usando a

fórmula [110]

∫ ∞

0

dx xµ−1e−uxIν(x) =

√
2

π

e−(µ−1/2)πiQ
µ−1/2
ν−1/2(u)

(u2 − 1)µ/2−1/4
, (4.38)
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tal que o resultado final obtido é

W (x, x′) =
e−ieAz∆z

(2π)
D+1
2 aD−1

∞∑
l=−∞

e−2πiβ̃l

{∑
k

eiα(2πk−q∆ϕ)F
(D−1)/2
ν−1/2 (ulk)

− q
e−iqn0∆ϕ

2πi

∑
j=±1

jejiπq|ε|
∫ ∞

0

dy
cosh [(1− |ε|)qy]− cosh (|ε|qy)e−iq(∆ϕ+jπ)

cosh (qy)− cos (q(∆ϕ+ jπ))

× F
(D−1)/2
ν−1/2 (uly)

}
, (4.39)

onde introduzimos a notação

F µ
γ (u) = e−iπµ

Qµ
γ(u)

(u2 − 1)µ/2

=

√
πΓ(γ + µ+ 1)

2γ+1Γ(γ + 3/2)uγ+µ+1
F

(
γ + µ

2
+ 1,

γ + µ+ 1

2
; γ +

3

2
;
1

u2

)
. (4.40)

com Qµ
γ(u) sendo a função associada de Legendre de segunda espécie e F (a, b; c; z) a função

hipergeométrica [107]. Em (4.39), os argumentos da função F µ
γ são dados por

ulk = 1 +
r2 + r′2 − 2rr′ cos (2πk/q −∆ϕ) + ∆w2 + (lL+∆z)2 +∆x⃗2∥ −∆t2

2ww′

uly = 1 +
r2 + r′2 + 2rr′ cosh (y) + ∆w2 + (lL+∆z)2 +∆x⃗2∥ −∆t2

2ww′ . (4.41)

Assim, a equação (4.39) é a expressão mais compacta para função de Wightman. Neste

formato a função de Wightman pode ser escrita como a soma de diferentes componentes,

W (x, x′) = WAdS(x, x
′) +Wcs(x, x

′) +Wc(x, x
′) , (4.42)

onde o primeiro termo é uma contribuição induzida puramente pela geometria AdS (k = 0

e l = 0), a segunda é devido à corda cósmica (k ̸= 0 e l = 0) e o terceiro termo está

associado à compactificação (l ̸= 0).

Tendo obtido o resultado acima, estamos em posição de calcular as densidades de

corrente induzidas e o VEV do tensor energia-momento. Estes cálculos serão executados

nas próximas seções.
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4.2 Corrente bosônica

O operador densidade de corrente bosônica é dado por

ĵµ(x) = ie [φ̂∗(x)Dµφ̂(x)− (Dµφ̂)
∗φ̂(x)]

= ie [φ̂∗(x)∂µφ̂(x)− φ̂(x)(∂µφ̂(x))
∗]− 2e2Aµ(x)|φ̂(x)|2 . (4.43)

Seu VEV pode ser calculado em termos da função de Wightman de frequência positiva

como exibido abaixo:

⟨jµ(x)⟩ = ie lim
x′→x

{
(∂µ − ∂′µ)W (x, x′) + 2ieAµW (x, x′)

}
. (4.44)

Como veremos, este VEV é uma função periódica dos fluxos magnéticos Φϕ e Φz

com peŕıodo igual ao quantum de fluxo. Isto pode ser observado escrevendo o parâmetro

α como em (4.34).

No que segue abaixo nesta seção, consideramos apenas as componentes não nulas

da densidade de corrente.

4.2.1 Componente azimutal da densidade de corrente

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por

⟨jϕ(x)⟩ = ie lim
x′→x

{(∂ϕ − ∂′ϕ)W (x, x′) + 2ieAϕW (x, x′)} . (4.45)

Substituindo (4.19) na equação acima, podemos formalmente expressar a corrente

azimutal como

⟨jϕ(x)⟩ = −qea
1−DwD

(2π)D−3L

∞∑
n=−∞

q(n+ α)

∫
dk⃗

∫ ∞

0

λJ2
q|n+α|(λr)dλ

×
∫ ∞

0

pJ2
ν (pw)dp

∞∑
l=−∞

1√
λ2 + p2 + k⃗2 + k̃2l

. (4.46)
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Identificando g(u) = 1 e

f(u) =
1√

λ2 + p2 + k⃗2 + (2πu/L)2
, (4.47)

podemos usar (4.20) para desenvolver a soma sobre o número quântico l. Fazendo isto, o

VEV é decomposto como

⟨jϕ(x)⟩ = ⟨jϕ(x)⟩cs + ⟨jϕ(x)⟩c , (4.48)

onde ⟨jϕ(x)⟩cs corresponde à contribuição induzida pela corda cósmica sem compacti-

ficação, que vem da primeira integral no lado direito da Eq. (4.20). Esta componente

é

⟨jϕ(x)⟩cs = − 2qewD

(2π)D−2aD−1

∞∑
n=−∞

q(n+ α)

∫
dk⃗

∫ ∞

0

dλλJ2
q|n+α|(λr)

×
∫ ∞

0

pJ2
ν (pw)dp

∫ ∞

0

dkz√
λ2 + p2 + k⃗2 + k2z

, (4.49)

onde definimos kz = 2πu/L.

Usando a identidade

1√
λ2 + p2 + k⃗2 + k2z

=
2√
π

∫ ∞

0

dse−s2(λ2+p2+k⃗2+k2z) , (4.50)

e (4.31) podemos realizar as integrais sobre todas as variáveis, exceto aquela sobre a

variável s, obtendo

⟨jϕ(x)⟩cs = − eq2wD

(2π)
D
2 aD−1rD

∫ ∞

0

dχχ
D
2
−1e−χ[1+(w/r)2]Iν

(
w2χ

r2

)
×

∞∑
n=−∞

(n+ ε)Iq|n+ε|(χ) . (4.51)

Note que escrevemos α na forma (4.34) e também introduzimos uma variável χ = r2/2s2.

Na Ref. [50], uma expressão compacta para a soma sobre o número quântico n foi obtida.
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Nós reproduzimos este resultado,

∞∑
n=−∞

(n+ ε)Iq|n+ε|(χ) =
2χ

q2

[q/2]∑′

j=1

sin (2πj/q) sin (2πjε)eχ cos(2πj/q)

+
χ

qπ

∫ ∞

0

dy sinh (y)
e−χ cosh (y)g(q, ε, y)

cosh (qy)− cos (πq)
, (4.52)

onde [q/2] representa a parte inteira de q/2 e o primo no sinal de soma significa que no

caso q = 2p o termo k = q/2 deve ser multiplicado por um fator 1/2. Além disso, a função

g(q, ε, y) é definida como

g(q, ε, y) = sin (qπε) sinh ((1− |ε|)qy)− sinh (qεy) sin ((1− |ε|)πq). (4.53)

Substituindo o resultado acima em (4.51) e fazendo uso da fórmula (4.38), após

alguns passos intermediários, obtemos

⟨jϕ(x)⟩cs =
4ea−(1+D)

(2π)
D+1
2

[ [q/2]∑′

j=1

sin (2πj/q) sin (2πjε)F
(D+1)/2
ν−1/2 (uj)

+
q

π

∫ ∞

0

dy
sinh (2y)g(q, ε, 2y)

cosh (2qy)− cos (πq)
F

(D+1)/2
ν−1/2 (uy)

]
, (4.54)

onde os argumentos das funções são dados por

uj = 1 + 2(r/w)2 sin2 (πj/q),

uy = 1 + 2(r/w)2 cosh2 (y) . (4.55)

Note que a densidade de corrente ⟨jϕ⟩cs depende das coordenadas r e w através da razão

r/w, que é a distância própria a partir da corda cósmica, rp = ar/w, medida em unidades

de a. Esta propriedade é uma consequência da máxima simetria do espaço-tempo AdS.

De (4.54), podemos ver que ⟨jϕ(x)⟩cs é uma função ı́mpar de ε com um peŕıodo

igual ao quantum de fluxo, Φ0 = 2π/e. Note também que, para ε = 0, esta contribuição é

nula; este é um efeito tipo Ahanorov-Bohm. Além disso, para 1 ≤ q < 2, o primeiro termo

do lado direito da Eq. (4.54) não está presente. Na Fig. 4.1 apresentamos o comportamento

da corrente azimutal como uma função de ε, considerando D = 4, o acoplamento mı́nimo

de curvatura, ξ = 0, e r/w = ma = 1. Como podemos ver, a intensidade da corrente
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depende fortemente no valor de q. Aumentando q, a intensidade da densidade de corrente

aumenta.

q
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>
cs

Figura 4.1: A densidade de corrente azimutal sem compactificação na Eq. (4.54) é apresentada, em
unidades de “ea−5”, em termos de ε, para r/w = 1, ma = 1, ξ = 0 e q = 1, 1.5 e 2.5.

Na Fig. 4.2 é mostrado o comportamento da corrente azimutal, ⟨jϕ(x)⟩cs, como função de

r/w para D = 4, considerando ε = 0.25 e ξ = 0, para diferentes valores do parâmetro q.

No gráfico do lado esquerdo, adotamos ma = 1, e no do lado direito ma = 5.

q
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Figura 4.2: A densidade de corrente azimutal sem compactificação em unidades de “ea−5”, para D = 4
na Eq. (4.54), é esboçada em termos da distância própria, r/w, para ε = 0.25, ξ = 0 e q = 1, 1.5, 2.5. O
gráfico do lado esquerdo é para ma = 1, enquanto o gráfico do lado direito é para ma = 5.

Após a análise numérica de ⟨jϕ(x)⟩cs, vamos desenvolver seu comportamento para

alguns regimes espećıficos das variáveis f́ısicas. Começaremos considerando r/w → 0.

Neste limite, podemos usar a fórmula assintótica da função hipergeométrica para pequenos
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argumentos [107], de forma que podemos reescrever a Eq. (4.54) como

⟨jϕ(x)⟩cs ≈
4eΓ(D+1

2
)

(4π)
D+1
2

(
w

ar

)D+1
[ [q/2]∑′

j=1

cot (πj/q) sin (2πjε)

sinD−1 (πj/q)

+
q

π

∫ ∞

0

dy
tanh (y)

coshD−1 (y)

g(q, ε, 2y)

cosh (2qy)− cos (πq)

]
. (4.56)

À parte do fator conforme, (w/a)(D+1), a expressão acima coincide com aquela correspon-

dente no espaço-tempo de Minkowski para pontos próximos da corda cósmica [50]. Por

outro lado, para r/w ≫ 1, temos

⟨jϕ(x)⟩cs ≈ 21−2νeΓ(D/2 + ν + 1)

(4π)
D
2 Γ(ν + 1)aD+1

(
w

r

)D+2ν+2{ [q/2]∑′

j=1

cot (πj/q) sin (2πjε)

sinD+2ν (πj/q)

+
q

π

∫ ∞

0

dy
tanh (y)

coshD+2ν(y)

g(q, ε, 2y)

cosh (2qy)− cos (πq)

}
. (4.57)

Note que este resultado está em contraste com o decaimento exponencial para a densidade

de corrente azimutal induzida por uma corda cósmica no espaço-tempo de Minkowski [50].

Para um campo escalar sem massa e conformalmente acoplado, temos que ν = 1/2,

e ao expressar a função de Legendre associada em termos da função hipergeométrica

[107,110], podemos escrever uma expressão mais conveniente para F
(D+1)/2
ν−1/2 (u) [48], dada

por

F
(D+1)/2
0 (u) = −

Γ
(
D+1
2

)
2

[
(1 + u)−(D+1)/2 − (u− 1)−(D+1)/2

]
. (4.58)

Substituindo (4.58) em (4.54), obtemos

⟨jϕ(x)⟩cs =

(
w

a

)D+1
{

4eΓ
(
D+1
2

)
(4π)

D+1
2 r(D+1)

[ [q/2]∑′

j=1

cos (πj/q) sin(2πjε)

sinD(πj/q)

+
q

π

∫ ∞

0

dy
sinh (y)

cosh (2qy)− cos (πq)

g(q, ε, 2y)

coshD (y)

]

−
2eΓ
(
D+1
2

)
(4π)

D+1
2 r(D+1)

[ [q/2]∑′

j=1

sin (2πj/q) sin (2πjε)

(
w2

r2
+ sin2(πj/q)

)−D+1
2

+
q

π

∫ ∞

0

dy
sinh (2y)g(q, ε, 2y)

cosh (2qy)− cos (πq)

(
w2

r2
+ cosh2(y)

)−D+1
2

]}
. (4.59)
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Notamos que dois termos distintos estão presentes na expressão acima. À parte do fator

conforme, o primeiro termo coincide com a densidade de corrente azimutal associada a um

campo escalar sem massa induzida no espaço-tempo de Minkowski [50]. Esta contribuição

é divergente para r → 0. Quanto ao segundo termo, este corresponde a uma contribuição

nova, que é induzida pela fronteira localizada em w = 0. Esta contribuição é finita no

núcleo da corda para w ̸= 0. Além disso, para r ≫ w, este segundo termo tende a cancelar

o primeiro.

A contribuição induzida pela compactificação para a corrente azimutal, ⟨jϕ(x)⟩c,

pode ser obtida usando-se (4.26). Assim, temos

⟨jϕ(x)⟩c = − 2qewD

(2π)D−2aD−1

∞∑
n=−∞

q(n+ α)

∫
dk⃗

∫ ∞

0

λJ2
q|n+α|(λr)dλ

×
∫ ∞

0

pJ2
ν (pw)dp

∫ ∞

√
λ2+p2+k⃗2

dkz√
k2z − λ2 − p2 − k⃗2

×
∑
j=±1

1

eLkz+2πijβ̃ − 1
. (4.60)

A fim de proceder em nossa análise, se faz necessário utilizar a expansão em série

(ey − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−ly. Além disso, com a ajuda da Ref. [110], podemos integrar sobre

kz, obtendo

⟨jϕ(x)⟩c = − 4qewD

(2π)D−2aD−1

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∞∑

n=−∞

q(n+ α)

∫
dk⃗

∫ ∞

0

dλλJ2
q|n+α|(λr)

×
∫ ∞

0

dp pJ2
ν (pw) K0

(
lL

√
λ2 + p2 + k⃗2

)
. (4.61)

Usando a representação integral para a função de Macdonald dada em (4.28), é posśıvel

integrar sobre a variável λ, p e k⃗, obtendo

⟨jϕ(x)⟩c = − 2q2ewD

(2π)D/2aD−1rD

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dχχ(D−2)/2e−χ[1+(l2L2+2w2)/2r2]

× Iν

(
w2χ

r2

) ∞∑
n=−∞

(n+ ε)Iq|n+ε|(χ) , (4.62)

onde escrevemos α na forma (4.34) e definimos a variável, χ = 2tr2

(lL)2
. Agora, usando a

fórmula de soma dada em (4.52), somos capazes de realizar a integral sobre χ, obtendo a
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forma final da contribuição para a densidade de corrente azimutal induzida pela compac-

tificação,

⟨jϕ(x)⟩c =
8ea−(D+1)

(2π)(D+1)/2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

j=1

sin(2πj/q) sin(2πjε)F
(D+1)/2
ν−1/2 (vlj)

+
q

π

∫ ∞

0

dy
sinh (2y)g(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(πq)
F

(D+1)/2
ν−1/2 (vly)

]
, (4.63)

com

vlj = 1 +
(lL)2 + 4r2 sin2 (πj/q)

2w2

vly = 1 +
(lL)2 + 4r2 cosh2 (y)

2w2
. (4.64)

Da expressão acima, podemos ver que a contribuição devido à compactificação na

densidade de corrente azimutal é uma função par de β̃ e é uma função ı́mpar do fluxo

magnético ao longo do núcleo da corda, com peŕıodo igual a Φ0. Em particular, no caso

do campo bosônico untwisted, ⟨jϕ(x)⟩c é uma função par do fluxo magnético circundado

pela dimensão compactificada. Na Fig. 4.3, apresentamos o comportamento do VEV em

(4.63) como uma função de β̃, para D = 4, considerando ma = 1, ξ = 0, ε = 0.25 e valores

distintos de q. Como podemos ver, além de ⟨jϕ(x)⟩c apresentar uma forte dependência do

parâmetro q, sua direção depende do valor de β̃.
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Figura 4.3: A densidade de corrente azimutal induzida pela compactificação, em unidades de “ea−5” e
para D = 4, é exibida em termos de β̃ para ma = 1, ξ = 0, ε = 0.25 e q = 1, 1.5 e 2.5.
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No regime L/w ≫ 1, (4.63) apresenta o seguinte comportamento assintótico:

⟨jϕ(x)⟩c ≈ 21−2νeΓ(D/2 + ν + 1)

(4π)
D
2 Γ(ν + 1)aD+1

(
w

L

)D+2ν+2 ∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

×

{ [q/2]∑′

j=1

sin(2πj/q) sin(2πjε)

[
l2

4
+

(
r

L

)2

sin2(πj/q)

]−D
2
−ν−1

+
q

π

∫ ∞

0

dy
sinh (2y)g(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(πq)

[
l2

4
+

(
r

L

)2

cosh2(y)

]−D
2
−ν−1

}
. (4.65)

Note que este resultado também está em contraste com o caso do espaço-tempo de Min-

kowski, onde o decaimento para campos massivos é exponencial [50].

Para um campo escalar sem massa conformalmente acopladoD = 4, uma expressão

mais simples pode ser obtida. Neste caso, temos

⟨jϕ(x)⟩c =

(
w

aL

)5
3e

π2

{ [q/2]∑′

j=1

sin(2πj/q) sin(2πjε)

[
Gc(β̃, ρj)−Gc(β̃, σj)

]

+
q

π

∫ ∞

0

dy
sinh (2y)g(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(πq)

[
Gc(β̃, η(y))−Gc(β̃, τ(y))

]}
, (4.66)

onde definimos a função

Gc(β̃, x) =
∞∑
l=1

cos (2πlβ̃)

(l2 + x2)5/2
, (4.67)

e introduzimos novas variáveis

ρj =
2r sin (πj/q)

L
, η(y) =

2r cosh(y)

L

σj =
2

L

√
w2 + r2 sin2 (πj/q) , τ(y) =

2

L

√
w2 + r2 cosh2(y). (4.68)

Similarmente a Eq. (4.59), duas contribuições distintas aparecem em (4.66). A contri-

buição positiva deve-se apenas à compactificação, e a contribuição negativa é induzida

pela fronteira em w = 0. Podemos observar também que, para r ≫ w, estas contribuições

tendem a se cancelar entre si.
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4.2.2 Densidade de corrente ao longo da dimensão extra com-

pactificada

Nesta subseção, queremos analisar a densidade de corrente ao longo do eixo com-

pactificado, nomeada como corrente axial. Como veremos, devido à compactificação, uma

corrente axial será induzida. Esta corrente tende a zero no limite L → ∞. O VEV da

corrente axial é calculado por

⟨jz(x)⟩ = ie lim
x′→x

{(∂z − ∂′z)W (x, x′) + 2ieAzW (x, x′)}. (4.69)

Substituindo a Eq. (4.19) na expressão acima e usando o fato de que Az = −Φz/L,

obtemos

⟨jz(x)⟩ = −qea
1−DwD

(2π)D−3L

∞∑
n=−∞

∫
dk⃗

∫ ∞

0

λJ2
q|n+α|(λr)dλ

∫ ∞

0

pJ2
ν (pw)dp

×
∞∑

l=−∞

k̃l√
λ2 + p2 + k⃗2 + k̃2l

, (4.70)

onde k̃l é dado por (4.14).

A soma sobre o número quântico l é novamente realizada usando a fórmula de

Abel-Plana dada em (4.20). Neste caso, identificamos g(u) = 2πu/L, e f(u) é dada por

(4.47). A primeira integral no lado direito é zero, devido ao fato de que g(u) é uma função

ı́mpar. Logo, ficamos apenas com a segunda integral. Assim, temos

⟨jz(x)⟩ = −2iqea1−DwD

(2π)D−2

∫
dk⃗

∫ ∞

0

pJ2
ν (pw)dp

∞∑
n=−∞

∫ ∞

0

λJ2
q|n+α|(λr)dλ

×
∫ ∞

√
λ2+p2+k⃗2

dkz
kz√

k2z − λ2 − p2 − k⃗2

∑
j=±1

j

eLkz+2πijβ̃ − 1
, (4.71)

onde definimos a variável kz = 2πu/L. Novamente, usando a expansão em série (ey−1) =∑∞
l=1 e

−ly, na expressão acima, ficamos com
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⟨jz(x)⟩ = −4qea1−DwD

(2π)D−2

∞∑
l=1

sin(2πlβ̃)

∫
dk⃗

∫ ∞

0

pJ2
ν (pw)dp

∞∑
n=−∞

∫ ∞

0

λJ2
q|n+α|(λr)dλ

×
∫ ∞

√
λ2+p2+k⃗2

dkz
kze

−lLkz√
k2z − λ2 − p2 − k⃗2

. (4.72)

Podemos avaliar a integral sobre kz com a ajuda da Ref. [110], e o resultado é dado

em termos da função de Macdonald de primeira ordem, K1(z). Usando a representação

integral (4.28) novamente, e a propriedade Kν(y) = K−ν(y), obtemos

∫ ∞

√
λ2+p2+k⃗2

dkz
kze

−lLkz√
k2z − λ2 − p2 − k⃗2

=
1

lL

∫ ∞

0

dte−t−(lL)2(λ2+p2+k⃗2)/4t . (4.73)

Substituindo (4.73) em (4.72), é posśıvel calcular as integrais sobre λ, p e k⃗, obtendo

⟨jz(x)⟩ = −2qea1−DwDL

(2π)D/2rD+2

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dχχD/2e−χ[1+(l2L2+2w2)/2r2]

× Iν

(
w2χ

r2

) ∞∑
n=−∞

Iq|n+ε|(χ) , (4.74)

onde introduzimos a variável χ = 2tr2/(lL)2. A soma sobre n pode ser encontrada na

Ref. [50] e também pode ser obtida a partir de (4.35) tomando-se ∆φ = 0 na mesma. O

resultado desta soma é

∞∑
n=−∞

Iq|n+ε|(χ) =
eχ

q
− 1

π

∫ ∞

0

dy
e−χ cosh (y)f(q, ε, y)

cosh (qy)− cos (πq)

+
2

q

[q/2]∑′

k=1

cos (2πkε)eχ cos (2πk/q) . (4.75)

A função f(q, ε, y) é definida como

f(q, ε, y) = sin [(1− |ε|)qπ] cosh(|ε|qy) + sin (|ε|qπ) cosh [(1− |ε|)qy]. (4.76)
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Por fim, substituindo (4.75) em (4.74), obtemos

⟨jz(x)⟩ = −2qea1−DwDL

(2π)D/2rD+2

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dχχD/2e−χ[1+(l2L2+2w2)/2r2]Iν

(
w2χ

r2

)

×

[
eχ

q
− 1

π

∫ ∞

0

dy
e−χ cosh (y)f(q, ε, y)

cosh (qy)− cos (πq)
+

2

q

[q/2]∑′

k=1

cos (2πkε)eχ cos (2πk/q)

]
.

(4.77)

Neste ponto, podemos decompor a corrente acima como

⟨jz(x)⟩ = ⟨jz(x)⟩(0)c + ⟨jz(x)⟩(q,ε)c . (4.78)

onde o primeiro termo do lado direito da expressão acima

⟨jz(x)⟩(0)c =
4ea−(1+D)L

(2π)
D+1
2

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)F
(D+1)/2
ν−1/2 (ul0) , (4.79)

com ul0 dado abaixo por (4.82), é puramente devido à compactificação. Note que esta

expressão não depende de ε e q. Para um campo escalar sem massa conformalmente

acoplado e tomando D = 4, esta contribuição fica

⟨jz(x)⟩(0)c =

(
w

a

)5
3e

2π2L4

{
∞∑
l=1

sin (2πβ̃l)

l4
−

∞∑
l=1

l sin (2πβ̃l)[
l2 +

(
2w
L

)2] 5
2

}
. (4.80)

A segunda contribuição para a corrente axial depende do fluxo magnético e do parâmetro

associado à corda cósmica. Neste caso, temos

⟨jz(x)⟩(q,ε)c =
8ea−(1+D)L

(2π)
D+1
2

∞∑
l=1

l sin (2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

k=1

cos (2πkε)F
(D+1)/2
ν−1/2 (ulk)

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh (2qy)− cos (πq)
F

(D+1)/2
ν−1/2 (uly)

]
, (4.81)

onde adotamos a seguinte notação

ulk = 1 +
(lL)2 + 4r2 sin2 (πk/q)

2w2

uly = 1 +
(lL)2 + 4r2 cosh2 (y)

2w2
. (4.82)

Note que este termo depende da distância radial, r, e é finito no núcleo da corda. Nós
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também podemos notar que a densidade de corrente axial desaparece para valores inteiros

e semi-inteiros de β̃. Em particular, para β̃ = 0, este VEV também é nulo, sendo este

um efeito tipo Ahanorov-Bohm. Na Fig. 4.4, exibimos o comportamento da densidade

de corrente axial, Eq. (4.81), para D = 4 e como função de β̃, para ε = 0 e ε = 0.25,

considerando ma = 1, ξ = 0, L/a = 1 e valores distintos de q.
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Figura 4.4: A densidade de corrente axial é apresentada para D = 4, em unidades de “ea−4”, como função
de β̃ para ma = 1, ξ = 0, L/a = 1 e q = 1, 1.5 e 2.5. No gráfico do lado esquerdo consideramos ε = 0,
enquanto no gráfico do lado direito nós tomamos ε = 0.25.

Podemos também analisar a corrente axial no regime L/w ≫ 1. Usando o com-

portamento assintótico da função hipergeométrica para grandes valores dos argumentos,

obtemos a seguinte expressão:

⟨jz(x)⟩(q,ε)c ≈ 21−2νeΓ(D/2 + ν + 1)L

(4π)
D
2 Γ(ν + 1)aD+1

(
w

L

)D+2ν+2 ∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

×

{ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)

[
l2

4
+

(
r

L

)2

sin2(πk/q)

]−D
2
−ν−1

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(πq)

[
l2

4
+

(
r

L

)2

cosh2(y)

]−D
2
−ν−1

}
.

(4.83)

Por fim, para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente e assumindo D = 4,

obtemos

⟨jz(x)⟩(q,ε)c =

(
w

a

)5
3e

π2L4

{ [q/2]∑′

k=1

cos (2πkε)

[
Vc(β̃, ρk)− Vc(β̃, σk)

]

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh (2qy)− cos (πq)

[
Vc(β̃, η(y))− Vc(β̃, τ(y))

]}
, (4.84)
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onde introduzimos a função

Vc(β̃, x) =
∞∑
l=1

l sin (2πβ̃l)

(l2 + x2)5/2
, (4.85)

nos integrandos de (4.84), com os correspondentes argumentos definidos em (4.68).

4.3 Valor esperado no vácuo do campo ao quadrado

O VEV do campo ao quadrado é formalmente obtido por meio da função de Wight-

man tomando-se o limite de coincidência, como mostrado abaixo:

⟨|φ|2⟩ = lim
x′→x

W (x, x′) . (4.86)

Substituindo (4.42) na equação acima, podemos ver que ⟨|φ|2⟩ apresenta três contri-

buições:

⟨|φ|2⟩ = ⟨|φ|2⟩AdS + ⟨|φ|2⟩cs + ⟨|φ|2⟩c. (4.87)

Entretanto, a expressão acima fornece um resultado divergente. Devido ao fato de que a

presença da corda cósmica não introduz curvatura adicional na região exterior (r > 0),

esta divergência é proveniente da contribuição induzida apenas pelo espaço-tempo AdS

puro. A análise do VEV do campo ao quadrado renormalizado no espaço-tempo AdS foi

desenvolvida na literatura [14–18]. Nesta seção, queremos nos concentrar nas contribuições

induzidas pela corda cósmica e a compactificação.

Considerando a componente da função de Wightman associada à corda cósmica

em (4.39), e subsequentemente tomando o limite de coincidência, obtemos

⟨|φ|2⟩cs =
2

(2π)
D+1
2 aD−1

[ [q/2]∑′

k=1

cos (2πkε)F
(D−1)/2
ν−1/2 (vk)

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
F

(D−1)/2
ν−1/2 (vy)

]
, (4.88)
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onde introduzimos as seguinte notações:

vk = 1 + 2(r/w)2 sin2 (πk/q),

vy = 1 + 2(r/w)2 cosh2 (y) , (4.89)

sendo,

f(q, ε, 2y) = sin(|ε|qπ) cosh((1− |ε|)2qy) + cosh(2|ε|qy) sin((1− |ε|)qπ) . (4.90)

Alguns comportamentos assintóticos para a Eq. (4.88) são apresentados abaixo.

Começaremos considerando r/w → 0. Neste caso, podemos usar a fórmula assintótica

para a função hipergeométrica para pequenos argumentos [107], de modo que a Eq. (4.88)

neste regime fica

⟨|φ|2⟩cs ≈
2Γ
(
D−1
2

)
(4π)

D+1
2

(
w

ar

)D−1[ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)

sinD−1(πk/q)
− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y) cosh1−D(y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
.

(4.91)

Note que o resultado acima depende do inverso da distância própria a partir da corda,

com potência (D− 1). Isto implica que, para um valor fixo de w, ⟨|φ|2⟩cs tende ao infinito

para pontos próximos da corda cósmica.

Por outro lado, para w ≪ r e usando a expressão assintótica abaixo [48],

F
(D−1)/2
ν−1/2 (u) ≈

√
πΓ(D/2 + ν)

2ν+1/2Γ(ν + 1)uD/2+ν
, (4.92)

obtemos

⟨|φ|2⟩cs ≈ 2−2νΓ(D/2 + ν)

(4π)
D
2 Γ(ν + 1)aD−1

(
w

r

)D+2ν[ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)

sinD+2ν(πk/q)

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y) cosh−D−2ν(y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
. (4.93)

Da expressão acima, podemos observar que para valores fixos da coordenada radial r, a

contribuição induzida pela corda cósmica tende a zero na vizinhança da fronteira AdS

com wD+2ν .
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Para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente, temos ν = 1/2, e

expressando a função associada de Legendre em termos da função hipergeométrica [107,

110], podemos escrever uma forma mais conveniente para F
(D−1)/2
ν−1/2 (u) [48], dada por

F
(D−1)/2
0 (u) = −

Γ
(
D−1
2

)
2

[
(1 + u)−(D−1)/2 − (u− 1)−(D−1)/2

]
. (4.94)

Substituindo (4.94) em (4.88), obtemos

⟨|φ|2⟩cs =
(
w

a

)D−1[
⟨|ϕ|2⟩(M)

cs + ⟨|ϕ|2⟩(M)
c,b

]
, (4.95)

onde

⟨|φ|2⟩(M)
cs =

2Γ(D−1
2

)

(4π)
D+1
2 rD−1

[ [q/2]∑′

k=1

cos (2πkε)

sinD−1(πk/q)
− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y) cosh1−D(y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (4.96)

é o VEV para a geometria da corda cósmica sem fronteira corrigido pela presença do fluxo

magnético ao longo do núcleo da corda. O segundo termo em (4.95),

⟨|φ|2⟩(M)
cs,b = −

2Γ(D−1
2

)

(4π)
D+1
2

[ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)

(
w2 + r2 sin2(πk/q)

)− (D−1)
2

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

(
w2 + r2 cosh2(y)

)− (D−1)
2

]
, (4.97)

é a contribuição induzida pela fronteira localizada em w = 0. Esta contribuição é finita no

núcleo da corda para w ̸= 0. Além disso, para r ≫ w esta contribuição tende a cancelar

(4.96), entre colchetes na Eq. (4.95).

Na Fig. 4.5, é exibido o comportamento do VEV do campo ao quadrado associado

à corda cósmica, como uma função de r/w que, novamente, é a distância própria a partir

da corda cósmica em unidades do raio de curvatura do espaço-tempo AdS, a. Notamos a

partir desta figura que os parâmetros associados ao fluxo magnético ao longo da corda, ε,

e o acoplamento de curvatura, ξ, podem mudar a intensidade e comportamento do campo

ao quadrado.

Agora, considerando a componente l ̸= 0 em (4.39) e tomando o limite de coin-
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Figura 4.5: O VEV do campo ao quadrado induzido pela corda cósmica sem compactificação em unidades
de a−3, paraD = 4 na Eq. (4.88), é exibido em termos de r/w, para q = 2.5 em = 0. Os números próximos
às curvas correspondem aos valores do parâmetro ε. As linhas cheias correspondem ao caso do campo
sem massa minimamente acoplado, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao caso do campo sem
massa conformalmente acoplado.

cidência, obtemos

⟨|φ|2⟩c = ⟨|φ|2⟩(0)c + ⟨|φ|2⟩(q,ε)c , (4.98)

onde o primeiro termo do lado direito da expressão acima é

⟨|φ|2⟩(0)c =
2

(2π)
D+1
2 aD−1

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)F
(D−1)/2
ν−1/2 (vl0)) , (4.99)

com vl0 dado em (4.103) para k = 0. Note que esta é uma contribuição puramente to-

pológica e não depende dos parâmetros q e ε. Para valores de vl0 próximos da unidade, a

expressão acima tem a forma assintótica

⟨|φ|2⟩(0)c ≈
Γ(D−1

2
)

2π
D+1
2 aD−1

(
w

L

)D−1 ∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

lD−1
. (4.100)

No caso de um campo sem massa acoplado conformalmente, temos

⟨|φ|2⟩(0)c =
Γ(D−1

2
)

2π
D+1
2 aD−1

(
w

L

)D−1 ∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

{
1

lD−1
− 1[

l2 +
(
2w
L

)2]D−1
2

}
. (4.101)

Note que a expressão acima vai a zero próximo da fronteira AdS. Por outro lado, para

pontos próximos do horizonte AdS, (4.101) coincide com a Eq. (4.100).
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Quanto ao segundo termo em (4.98), podemos ver que este depende dos fluxos

magnéticos e do parâmetro associado à corda cósmica, q, e é dado por

⟨|φ|2⟩(q,ε)c =
4

(2π)
D+1
2 aD−1

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

[ [q/2]∑′

k=1

cos (2πkε)F
(D−1)/2
ν−1/2 (vlk)

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
F

(D−1)/2
ν−1/2 (vly)

]
, (4.102)

onde

vlk = 1 +
(lL)2 + 4r2 sin2 (πk/q)

2w2

vly = 1 +
(lL)2 + 4r2 cosh2 (y)

2w2
. (4.103)

Na Fig. 4.6, apresentamos graficamente o comportamento de (4.98) como uma função de

L/w, considerando diferentes valores de ε. No gráfico do lado esquerdo assumimos β̃ = 0,

enquanto no gráfico do lado direito tomamos β̃ = 0.5. Observamos a partir destes gráficos

que o VEV do campo ao quadrado depende fortemente do parâmetro β̃.
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Figura 4.6: O VEV do campo ao quadrado induzido pela compactificação em unidades de a−3, para D = 4
na Eq. (4.98), é exibido como uma função de L/w, para q = 2.5, r/w = 0.5 em = 0. Os números próximos
às curvas correspondem aos valores do parâmetro ε. O gráfico do lado esquerdo corresponde a β̃ = 0 e
o do lado direito a β̃ = 0.5. As linhas cheias correspondem ao caso do campo sem massa minimamente
acoplado, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao campo sem massa acoplado conformalmente.

Podemos notar que ⟨|φ|2⟩(q,ε)c é finito para r = 0. No regime L/w ≫ 1, a Eq.
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(4.102) assume a seguinte forma assintótica,

⟨|φ|2⟩(q,ε)c ≈ 21−2νΓ(D/2 + ν)

(4π)
D
2 Γ(ν + 1)aD−1

(
w

L

)D+2ν ∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

×

{ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)

[
l2

4
+

(
r

L

)2

sin2(πk/q)

]−D
2
−ν

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(πq)

[
l2

4
+

(
r

L

)2

cosh2(y)

]−D
2
−ν
}
.

(4.104)

Para um campo sem massa acoplado conformalmente, temos

⟨|φ|2⟩(q,ε)c =
4Γ
(
D−1
2

)
(4π)

D+1
2 aD−1

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

{ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)

[(
r2

w2
sin2(πk/q) +

(lL)2

4w2

)−D−1
2

−
(
1 +

r2

w2
sin2(πk/q) +

(lL)2

4w2

)−D−1
2

]
− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

×

[(
r2

w2
cosh2(y) +

(lL)2

4w2

)−D−1
2

−
(
1 +

r2

w2
cosh2(y) +

(lL)2

4w2

)−D−1
2

]}
.

(4.105)

Assim, podemos ver que a equação acima é expressa em termos de uma soma infinita de

funções elementares.

4.4 VEV do tensor energia-momento

Tendo calculado a função de Wightman e o VEV do campo ao quadrado, estamos

em posição de calcular o VEV do tensor energia-momento fazendo-se uso da fórmula

(2.20):

⟨Tµν⟩ = (DµD
†
ν′+D

†
µ′Dν)W (x, x′)−2[ξRµν+ξ∇µ∇ν−(ξ−1/4)gµν∇α∇α]]⟨|φ|2⟩, (4.106)

onde Dµ = ∇µ + ieAµ, e

Rµν = −Dgµν/a2 , (4.107)

é o tensor de Ricci calculado no espaço-tempo AdS (D + 1)-dimensional. Similarmente

ao VEV do campo ao quadrado, o VEV do tensor energia-momento pode ser decomposto
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como

⟨Tµν⟩ = ⟨Tµν⟩AdS + ⟨Tµν⟩cs + ⟨Tµν⟩c . (4.108)

Como consequência da máxima simetria do espaço-tempo AdS e do estado de vácuo sob

consideração, temos ⟨Tµν⟩AdS = const · gµν [18]. Logo, o VEV correspondente do tensor

energia-momento no espaço-tempo AdS puro é completamente determinado pelo seu traço.

Nesta seção, estamos interessados nas contribuições induzidas pela corda cósmica e pela

compactificação. Por conveniência, iremos desenvolver cada termo separadamente.

O operador ∇α∇α atuando nas quantidades dadas em (4.88) e (4.98), respectiva-

mente, fornecem

∇α∇α⟨|φ|2⟩cs = − 8

(2π)
D+1
2 aD+1

[ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)g(vk, sin(πk/q)) (4.109)

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)g(vy, cosh(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]

e

∇α∇α⟨|φ|2⟩c = − 16

(2π)
D+1
2 aD+1

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

{ [q/2]∑′

∗
k=0

cos (2πkε)

[
g(vlk, sin(kπ/q))

− (lL sin(πk/q))2

w2

d2

dv2lk
F

(D−1)/2
ν−1/2 (vlk)

]
− q

π

∫ ∞

0

dyf(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

×

[
g(vly, cosh(y))−

(lL cosh(y))2

w2

d2

dv2ly
F

(D−1)/2
ν−1/2 (vly)

]}
, (4.110)

com a notação

g(u, v) = (u−1)(2v2+u−1)
d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)+

[
2v2+

D + 2

2
(u−1)

]
d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u) . (4.111)

O sinal asterisco na soma sobre k na equação acima indica que a componente k = 0 deve

ser multiplicada por um fato 1/2.

Para a geometria do espaço-tempo sob consideração, somente os operadores dife-

renciais ∇r∇w e ∇µ∇µ contribuem quando atuando no VEV do campo ao quadrado. As

contribuições remanescentes são provenientes das derivadas covariantes eletromagnéticas

atuando na função de Wightman. Quanto ao termo associado à coordenada azimutal, é
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mais conveniente atuar o operador DϕD
†
ϕ′ em (4.32), e subsequentemente tomar o limite

de coincidência na variável angular. Seguindo este procedimento, obtemos:

S(q, α, χ) =
∞∑

n=−∞

q2(n+ α)2Iq|n+α|(χ) , (4.112)

onde χ = rr′/2s2. Esta soma pode ser desenvolvida fazendo-se uso da equação diferencial

obedecida pela função de Bessel modificada. Assim, obtemos

S(q, α, χ) =

(
χ2 d

2

dχ2
+ χ

d

dχ
− χ2

) ∞∑
n=−∞

Iq|n+α|(χ) , (4.113)

onde a soma sobre n é dada por,

∞∑
n=−∞

Iq|n+α|(χ) =
2

q

[q/2]∑′

k=0

cos(2πkα)eχ cos(2πk/q)

− 2

π

∫ ∞

0

dy
e−χ cosh(2y)f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
,

(4.114)

com a função f(q, ε, y) está definida em (4.76).

A contribuição induzida pela compactificação do tensor energia-momento é calcu-

lada fazendo-se uso das partes correspondentes na função de Wightman e o VEV do campo

ao quadrado. Após longos, porém simples passos, obtemos (sem soma sobre o ı́ndice µ)

⟨T µ
µ ⟩c = − 8

(2π)
D+1
2 aD+1

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

[ [q/2]∑′

∗
k=0

cos(2πkε)g(l)µ (vlk, sin(πk/q))

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)g

(l)
µ (vly, cosh(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (4.115)

onde definimos a função

g(l)µ (u, v) = Gµ
µ,l(u, v) + (4ξ − 1)

[
g(u, v)− (lLv)2

w2

d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

]
− ξDF

(D−1)/2
ν−1/2 (u).

(4.116)

A forma da função Gµ
µ,l para as diferentes componentes associadas ao ı́ndice µ são dadas
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pelas seguintes expressões:

G0
0,l(u, v) = −[1 + 2ξ(u− 1)]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

G1
1,l(u, v) = [2v2(1− 2ξ)− 1− 2ξ(u− 1)]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

+ 2v2(1− 4ξ)

[
u− 1− (lL)2

2w2

]
d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

G2
2,l(u, v) = −[1 + 2v2(2ξ − 1) + 2ξ(u− 1)]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

− 2(1− v2)

[
u− 1− (lL)2

2w2

]
d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

G3
3,l(u, v) = [(1− 4ξ)(u− 1)− 1]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u) + (u− 1)2(1− 4ξ)

d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

G4
4,l(u, v) = G0

0,l(u, v)−
(lL)2

w2

d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u). (4.117)

Quanto às componentes µ = 5, ..., D, associadas às dimensões extras não compactificadas,

temos (sem soma sobre µ) ⟨T µ
µ ⟩c = ⟨T 0

0 ⟩c. Esta é uma consequência da invariância do

problema com respeito às transformações de boost ao longo das dimensões extras não

compactificadas.

Na Fig. 4.7, exibimos a componente da densidade de energia induzida pela compac-

tificação para um valor fixo de q e diferentes valores de ε, para o campo escalar quântico

sem massa acoplado minimamente e conformalmente.
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Figura 4.7: O VEV da componente da densidade de energia associado à compactificação é exibido para
D = 4, em unidade de a−3, como um função de r/w, para q = 3.5, L/w = 1 e m = 0. Os números
próximos às curvas correspondem a valores de parâmetros ε. O gráfico do lado esquerdo corresponde a
β̃ = 0 e o gráfico do lado direito a β̃ = 0.5. As curvas cheias correspondem ao campo sem massa acoplado
minimamente, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao caso sem massa acoplado conformalmente.
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Para as componentes não nulas fora da diagonal, temos

⟨T 1
3 ⟩c = − 8

(2π)
D+1
2 aD+1

w

r

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

[ [q/2]∑′

∗
k=0

cos(2πkε)h(l)(vlk)

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)h(l)(vly)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (4.118)

onde definimos a função

h(l)(u) =

(
u− 1− (lL)2

2w2

)[
(1− 2ξ)

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u) + (u− 1)(1− 4ξ)

× d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

]
.

(4.119)

É posśıvel mostrar que o tensor energia-momento induzido pela compactificação,

⟨T µ
µ ⟩c, satisfaz a seguinte identidade:

⟨T µ
µ ⟩c = 2[D(ξ − ξc)∇µ∇µ⟨|φ|2⟩c +m2⟨|φ|2⟩c]. (4.120)

Note que este tensor energia-momento possui traço nulo para o campo escalar quântico

sem massa acoplado conformalmente. Além disso, como uma verificação adicional para

as expressões em (4.115) e a componente fora da diagonal em (4.118), podemos ver que

a equação de conservação covariante ∇µ⟨T µ
ν ⟩ = 0 é obedecida. Para a geometria sob

consideração, esta equação de conservação é reduzida às seguintes relações:

1

r
∂r(r⟨T 1

1 ⟩c)−
1

r
⟨T 2

2 ⟩c −
D + 1

w
⟨T 3

1 ⟩c + ∂w⟨T 3
1 ⟩c = 0 (4.121)

e
1

r
∂r(r⟨T 1

3 ⟩c) + ∂w⟨T 3
3 ⟩c −

D + 1

w
⟨T 3

3 ⟩c +
1

w
⟨T µ

µ ⟩c = 0. (4.122)

Para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a componente da densidade
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de energia, ⟨T 0
0 ⟩c, é

⟨T 0
0 ⟩c =

4Γ(D+1
2

)

(4π)
D+1
2 DaD+1

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

{ [q/2]∑′

∗
k=0

cos(2πkε)

[
Df

D−1
2 (ρlk)

−
(
D + 2s2k + (2D + 1)ρlk

)
f

D+1
2 (ρlk) + (D + 1)

(
r2s4k
w2

+ ρ2lk

)
f

D+3
2 (ρlk)

]
− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

[
Df

D−1
2 (ρly)−

(
D + 2s2y + (2D + 1)ρly

)
× f

D+1
2 (ρly) + (D + 1)

(
r2s4y
w2

+ ρ2ly

)
f

D+3
2 (ρly)

]}
, (4.123)

onde introduzimos a função

fα(ρ) =
1

ρα
− 1

(1 + ρ)α
(4.124)

e a variável

ρlγ =

(
rsγ
w

)2

+

(
lL

2w

)2

, (4.125)

com sk = sin(kπ/q) e sy = cosh(y).

A componente fora da diagonal no caso do campo escalar quântico sem massa é

dada por

⟨T 1
3 ⟩c = −

8Γ(D+3
2

)

(4π)
D+1
2 DaD+1

r

w

∞∑
l=1

cos(2πβ̃l)

{ [q/2]∑′

∗
k=0

cos(2πkε) sin2(πk/q)

×
[
1 +

r2

w2
sin2(πk/q) +

(lL)2

4w2

]−D+3
2

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y) cosh2(y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

×
[
1 +

r2

w2
cosh2(y) +

(lL)2

4w2

]−D+3
2

}
. (4.126)

A contribuição induzida pela corda cósmica no VEV do tensor energia-momento

é calculado a partir de (4.106), fazendo-se uso da componente associada à corda cósmica

da função de Wightman e do VEV do campo ao quadrado dado em (4.88). Após longos,

porém simples passos, para a contribuição induzida pela corda cósmica, temos (sem soma
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sobre µ)

⟨T µ
µ ⟩cs = − 4

(2π)
D+1
2 aD+1

[ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)g(0)µ (v0k, sin(πk/q))

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)g

(0)
µ (v0y, cosh(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (4.127)

onde

g(0)µ (u, v) = Gµ
µ,0(u, v) + (4ξ − 1)g(u, v)− ξDF

(D−1)/2
ν−1/2 (u) , (4.128)

e

G0
0,0(u, v) = −[1 + 2ξ(u− 1)]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

G1
1,0(u, v) = [2v2(1− 2ξ)− 1− 2ξ(u− 1)]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

+ 2v2(1− 4ξ)(u− 1)
d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

G2
2,0(u, v) = −[1 + 2v2(2ξ − 1) + 2ξ(u− 1)]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

− 2(u− 1)(1− v2)
d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

G3
3,0(u, v) = [(1− 4ξ)(u− 1)− 1]

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

+ (u− 1)2(1− 4ξ)
d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u). (4.129)

Quanto às demais componentes com µ = 4, ..., D, temos (sem soma sobre µ) ⟨T µ
µ ⟩cs =

⟨T 0
0 ⟩cs.

Para a componente fora da diagonal, temos

⟨T 1
3 ⟩cs = − 4

(2π)
D+1
2 aD+1

w

r

[ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)h(0)(vk)

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)h(0)(vy)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (4.130)

onde

h(0)(u) = (u− 1)

[
(1− 2ξ)

d

du
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u) + (u− 1)(1− 4ξ)

d2

du2
F

(D−1)/2
ν−1/2 (u)

]
. (4.131)
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É posśıvel mostrar que as expressões em (4.127) obedecem à condição de traço nulo

para um campo escalar sem massa e acoplado conformalmente. As expressões dadas em

(4.127) e (4.130) também satisfazem as equações de continuidade como aquelas presentes

em (4.121) e (4.122).

Para um campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a componente da

densidade de energia, ⟨T 0
0 ⟩cs, é dada por

⟨T 0
0 ⟩cs =

2Γ(D+1
2

)

(4π)
D+1
2 DaD+1

{ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε)

[
Df

D−1
2 (ρ0k)

−

(
D + 2s2k + (2D + 1)ρ0k

)
f

D+1
2 (ρ0k) + (D + 1)

(
r2s4k
w2

+ ρ20k

)
f

D+3
2 (ρ0k)

]

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

[
Df

D−1
2 (ρ0y)−

(
D + 2s2y + (2D + 1)ρ0y

)

× f
D+1
2 (ρ0y) + (D + 1)

(
r2s4y
w2

+ ρ20y

)
f

D+3
2 (ρ0y)

]}
, (4.132)

onde ρ0k e ρ0y são dados em (4.125) para l = 0, e a função fα(ρ) é definida em (4.124).

Na Fig. 4.8, é mostrado o comportamento da densidade de energia na geometria da corda
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Figura 4.8: O VEV da densidade de energia na geometria da corda cósmica no espaço-tempo AdS sem
compactificação é apresentado para D = 4, em unidades de a−3, em termos de r/w, para q = 2.5 e m = 0.
Os números próximos as curvas referem-se aos valores do parâmetro ε. As linhas cheias correspondem ao
campo sem massa acoplado minimamente, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao caso do campo
sem massa acoplado conformalmente.

cósmica em AdS sem compactificação, ⟨T 0
0 ⟩cs, como função da distância própria da corda

cósmica medida em unidades do raio de curvatura do espaço AdS, a. Podemos notar a par-

tir desta figura que os parâmetros associados ao fluxo magnético ao longo da corda, ε, e ao
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acoplamento de curvatura, ξ, podem efetivamente mudar a intensidade e comportamento

da densidade de energia.

Para o caso do campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a componente

fora da diagonal do tensor energia-momento, ⟨T 1
3 ⟩cs, é escrita como

⟨T 1
3 ⟩cs = −

4Γ(D+3
2

)

(4π)
D+1
2 DaD+1

r

w

{ [q/2]∑′

k=1

cos(2πkε) sin2(πk/q)

×
[
1 +

r2

w2
sin2(πk/q)

]−D+3
2

− q

π

∫ ∞

0

dy
f(q, ε, 2y) cosh2(y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

×
[
1 +

r2

w2
cosh2(y)

]−D+3
2

}
. (4.133)

Como podemos ver, no caso do campo escalar sem massa acoplado conformalmente, a

equação acima é expressa em termos de funções elementares.
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Caṕıtulo 5

Correntes induzidas e polarização do

vácuo fermiônico no espaço AdS

O presente caṕıtulo contém algumas de nossas contribuições para o estudo das

correntes induzidas e da polarização do vácuo fermiônico no espaço AdS com uma corda

cósmica. Nossa análise consiste na investigação do VEV da densidade de corrente, conden-

sado fermiônico e tensor energia-momento induzidos por um fluxo magnético ao longo de

uma corda cósmica idealizada no espaço-tempo AdS em (4+1) dimensões, admitindo-se

que a dimensão extra é compactificada e que também apresenta fluxo magnético circun-

dado pelo seu eixo [96,112,113].

5.1 Modos fermiônicos

Nesta seção queremos obter os modos fermiônicos do campo espinorial de Dirac,

ψ(x), no espaço-tempo AdS (4+1)-dimensional na presença de uma corda cósmica e uma

dimensão extra compactificada. O elemento de linha representando a geometria corres-

pondente é dado por

ds2 = e−2y/a[dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dz2]− dy2 , (5.1)

onde r ≥ 0 e ϕ ∈ [0, 2π/q] definem as coordenadas na geometria cônica, (t, y) ∈ (−∞,∞)

e o parâmetro a define o raio de curvatura correspondente e está relacionado à constante
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cosmológica Λ e o escalar de Ricci R pelas fórmulas Λ = −6/a2 e R = −20/a2. Assim

como no caṕıtulo anterior, é assumido que a corda está localizada ao longo do eixo y.

Relembramos que o parâmetro q ≥ 1 define o déficit angular planar na superf́ıcie bi-

dimensional perpendicular à corda, e que em particular para q = 1 a Eq. (4.2) apresenta o

espaço-tempo AdS na ausência de corda cósmica. Em coordenadas de Poincaré, o elemento

de linha acima é escrito como

ds2 =
( a
w

)2 (
dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dw2 − dz2

)
, (5.2)

onde, novamente, w ∈ [0,∞). Por fim, recordamos que os valores limites da coordenada

w, w = 0 e w = ∞, correspondem à fronteira AdS e o horizonte AdS, respectivamente.

Como já discutido no caṕıtulo 2, a dinâmica de um campo espinorial quântico no

espaço-tempo curvo acoplado a um campo de gauge, Aµ, é dada pela seguinte equação

iγµ(∇µ + ieAµ)ψ − smψ = 0 , ∇µ = ∂µ + Γµ, s = ±1 , (5.3)

onde γµ são as matrizes de Dirac em um espaço-tempo curvo e Γµ é a conexão espinorial.

Além disso, relembramos que os dois posśıveis valores de s correspondem às duas repre-

sentações irredut́ıveis das matrizes de Dirac em um espaço-tempo de dimensão ı́mpar. Em

termos das matrizes de Dirac no espaço-tempo plano, γ(a), as matrizes γµ e Γµ são dadas

pelas relações

γµ = eµ(a)γ
(a), Γµ =

1

4
γ(a)γ(b)eν(a)e(b)ν;µ . (5.4)

As bases vielbein, eµ(a), satisfazem a relação eµ(a)e
ν
(b)η

ab = gµν , com ηab sendo o tensor

métrico no espaço-tempo de Minkowski.

Como mencionado acima, iremos assumir que a dimensão extra é compactificada.

Esta compactificação é implementada assumindo-se que z ∈ [0, L], e que o campo espi-

norial obedece à condição de quasi-periodicidade

ψ(t, r, ϕ, w, z + L) = e2πiβψ(t, r, ϕ, w, z) , (5.5)

onde 0 ≤ β ≤ 1. Novamente, os casos especiais β = 0 e β = 1/2 correspondem aos campos

untwisted e twisted, respectivamente, ao longo da direção z.
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Admitiremos que o conjunto de matrizes de Dirac no espaço-tempo plano é aquele

apresentado anteriormente no caṕıtulo 2:

γ(0) = −i

 0 1

−1 0

 , γ(a) = −i

 σa 0

0 −σa

 , com a = 1, 2, 3, γ(4) = i

 0 1

1 0

 ,

(5.6)

onde σ1, σ2, σ3 são as matrizes de Pauli. Como já mencionado, estas matrizes obedecem à

álgebra de Clifford, {γ(a), γ(b)} = 2ηab. Admitiremos a seguinte base fünfbein:

eµ(a) =
w

a



1 0 0 0 0

0 cos(qϕ) − sin(qϕ)/r 0 0

0 sin(qϕ) cos(qϕ)/r 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


, (5.7)

onde o ı́ndice a identifica as colunas desta matriz. Com esta escolha, as matrizes de Dirac

no espaço-tempo curvo assumem a seguinte forma

γ0 =
w

a
γ(0) , γl = −iw

a

 σl 0

0 −σl

 , γ4 = i
w

a

 0 1

1 0

 , (5.8)

onde l = 1, 2, 3 correspondem às coordenadas r, ϕ, w. Nas respectivas expressões acima,

σl são matrizes 2× 2 definidas como

σr =

 0 e−iqϕ

eiqϕ 0

 , σϕ = − i

r

 0 e−iqϕ

−eiqϕ 0

 , σw =

 1 0

0 −1

 . (5.9)

Estas são as matrizes de Pauli no sistema de coordenadas (r, ϕ, w). Com esta escolha de

matrizes, obtemos a seguinte conexão espinorial

Γµ =
1

2a
γ(3)γµ +

(1− q)

2
γ(1)γ(2)δϕµ , Γw = 0 . (5.10)

Além disso, o produto γµΓ
µ presente na equação de movimento (5.3) é dado pela expressão

γµΓµ = − 2

w
γw +

1− q

2r
γr . (5.11)
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Assim, substituindo (5.11) em (5.3), a equação de Dirac assume a seguinte forma:

[
γµ(∂µ + ieAµ)−

2

w
γw +

1− q

2r
γr + ism

]
ψ = 0 . (5.12)

Neste caṕıtulo queremos considerar a presença de um fluxo magnético ao longo

do núcleo da corda cósmica e outro fluxo magnético circundado pelo eixo compactificado.

Assim, iremos considerar o seguinte potencial vetor

Aµ = (0, 0, Aϕ, 0, Az) . (5.13)

Para soluções de energia positiva, assumindo a dependência temporal das auto-

funções na forma e−iEt e que a simetria de boost ao longo da coordenada z implica em

autofunções na forma eikzz, podemos decompor o campo espinorial, ψ, como

(
σl∂l −

2

w
σw +

1− q

2r
σr + ieAϕσ

ϕ − sma

w

)
φ− i[E + (kz + eAz)]χ = 0,(

σl∂l −
2

w
σw +

1− q

2r
σr + ieAϕσ

ϕ +
sma

w

)
χ+ i[(kz + eAz)− E]φ = 0 , (5.14)

onde φ e χ são as componentes superior e inferior do campo espinorial, respectivamente.

Agora, resolvendo a segunda das equações acima para χ e substituindo o correspondente

resultado na primeira equação, obtemos a seguinte equação diferencial para φ:

{
∂2r +

1

r
∂r +

1

r2

[
∂ϕ + ieAϕ −

i(1− q)

2
σw

]2
+ ∂2w − 4

w
∂w +

6− (sma)2 − (−1)lsma

w2

+
[
E2 − k̃2z

]}
φ = 0 , (5.15)

onde introduzimos a notação k̃z = kz + eAz. Para encontrar a solução da Eq. (5.15),

adotaremos o seguinte Ansatz, compat́ıvel com a simetria ciĺındrica do problema:

φ =

 C1R1(r)W1(w)e
iqn1ϕ

C2R2(r)W2(w)e
iqn2ϕ

 , (5.16)

sendo C1 e C2 constantes a serem determinadas. Substituindo o Ansatz acima em (5.15),

podemos ver que a solução da equação radial, cuja forma é regular na corda cósmica, é

expressa em termos da função de Bessel de primeira espécie, Rl(r) = Jβl
(λr), sendo sua
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ordem para l = 1, 2 dada por

β1 = |q(n1 + α)− (1− q)/2| , β2 = |q(n2 + α) + (1− q)/2| , (5.17)

com nl = 0,±1,±2, ..... Note que foi introduzido nas equações acima a notação α =

eAϕ/q = −Φϕ/Φ0, onde Φ0 = 2π/e é o quantum de fluxo. Quanto à equação diferencial

associada à coordenada de Poincaré, a solução geral é dada em termos da combinação

linear das funções w5/2Jνl(pw) e w
5/2Yνl(pw), onde Yν(x) é a função de Neumann e

νl = ma+ s(−1)l/2. (5.18)

Considerando ma ≥ 1/2, as funções de Neumann devem ser descartadas, de acordo com a

condição de normalizabilidade das funções dos modos, e assim devemos adotar a solução

Wl(w) = w5/2Jνl(pw) . (5.19)

Por outro lado, para ma < 1/2, a função de Neumann também é normalizável. A fim

de especificar unicamente a solução, a condição de sacola de MIT [60] é imposta ao

campo fermiônico próximo à fronteira AdS, w = δ, que é subsequentemente levada a zero.

Adotando tal procedimento, em [47] é mostrado que somente a função de Bessel pode ser

considerada.

Quanto à energia associada à cada modo, esta é dada por

E =

√
λ2 + p2 + k̃2z . (5.20)

Em notação compacta, a solução para a componente superior é escrita como

φl = Clw
5/2Jβl

(λr)Jνl(pw)e
iqnlϕ. (5.21)

Substituindo (5.21) na primeira equação em (5.14), e após alguns passos intermediários,

obtemos

χ = w5/2

 B1Jβ1(λr)Jν2(pw)e
iqn1ϕ

B2Jβ2(λr)Jν1(pw)e
iqn2ϕ

 (5.22)
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com as relações

n2 = n1 + 1 , β2 = β1 + ϵn1 , (5.23)

onde ϵn = 1 para n > −α e ϵn = −1 para n < −α. Os coeficientes B1,2 em (5.22) são

dados por

B1 =
i

E + k̃z
(spC1 − ϵnλC2) , B2 =

i

E + k̃z
(ϵnλC1 + spC2) . (5.24)

Podemos ver a partir das componentes espinoriais superior e inferior dadas em

(5.21) e (5.22), respectivamente, que a função de onda ψ é uma autofunção do momento

angular total projetado ao longo do eixo onde se encontra a corda cósmica:

Ĵwψ =

(
− i∂ϕ +

q

2
Σw

)
ψ = qjψ , Σw =

 σw 0

0 σw

 , (5.25)

onde

j = n1 + 1/2 , j = ±1/2,±3/2, ... . (5.26)

Note que as componentes da função de onda fermiônica obtida acima têm quatro

coeficientes e duas equações relacionando estes coeficientes, explicitamente apresentadas

em (5.24). Por outro lado, a condição de normalização da função de onda nos fornece uma

relação adicional. Logo, um dos coeficientes permanece indeterminado e, a fim de deter-

miná-lo, devemos impor uma condição adicional. A necessidade de impor esta condição

se dá pelo fato de que os números quânticos σ = (λ, p, j, kz) não especificam a função de

onda fermiônica unicamente e, portanto, algum número quântico adicional é requerido.

A fim de especificar a segunda constante, vamos requerer que as seguintes relações

sejam satisfeitas [114]:

B1 = iκC1, B2 =
C2

iκ
. (5.27)

Substituindo as relações em (5.24) na expressão acima, obtemos

κ = sκη, onde κη =
−k̃z + η

√
k̃2z + p2

p
, (5.28)
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com η = ±1, e a relação

C2 = −ϵnκη
λ

(
E − η

√
k̃2z + p2

)
C1, (5.29)

para os coeficientes em (5.21). Note que agora a função de onda fermiônica é unicamente

especificada pelo conjunto de números quânticos σ = {λ, p, j, kz, η}. Os autovalores do

número quântico kz são determinados pela condição de quasi-periodicidade (5.5):

kz = kl = 2π(l + β)/L , com l = 0,±1,±2, ... . (5.30)

Com base em todas as considerações acima, a função de onda fermiônica de energia

positiva pode ser expressa como

ψ(+)
σ (x) = C(+)

σ w5/2


Jβj

(λr)Jν1(pw)

−sϵjκηb(+)
η Jβj+ϵj(λr)Jν2(pw)e

iqϕ

isκηJβj
(λr)Jν2(pw)

iϵjb
(+)
η Jβj+ϵj(λr)Jν1(pw)e

iqϕ

 eiq(j−1/2)ϕ+iklz−iEt , (5.31)

onde ϵj = 1 para j > −α e ϵj = −1 para j < −α, e a ordem da função de Bessel é definida

como:

βj = q|j + α| − ϵj/2. (5.32)

Note que ϵj = ϵn. A energia é expressa em termos de λ, p e k̃l pela relação

E =

√
λ2 + p2 + k̃2l , (5.33)

onde k̃l = 2π(l + β̃)/L, com

β̃ = β + eAzL/(2π) = β − Φz/Φ0. (5.34)

Na Eq. (5.31) e no que segue abaixo, utilizamos a notação

b(±)
η =

E ∓ η
√
k̃2l + p2

λ
. (5.35)

Note que os coeficientes acima satisfazem a relação b
(+)
η b

(−)
η = 1.
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O coeficiente C
(+)
σ em (5.31) é determinado pela condição de normalização

∫
d4x

√
γ(ψ(+)

σ )†ψ
(+)
σ′ = δσ,σ′ , (5.36)

onde γ é o determinante da parte espacial do tensor métrico. Além disso, δσ,σ′ é entendido

como a função delta de Dirac para os números quânticos cont́ınuos (λ, p) e a delta de Kro-

necker para os números quânticos discretos (η, j, l). Substituindo os autoespinores (5.31)

na condição de normalização (5.36), e usando as integrais padrões envolvendo produtos

das funções de Bessel [110], obtemos

|C(+)
σ |2 = ηqp2λ2

8πa4LEκηb
(+)
η

√
k̃2l + p2

. (5.37)

A função de onda fermiônica de energia negativa pode ser obtida de maneira

similar. O resultado correspondente é dado pela expressão

ψ(−)
σ (x) = C(−)

σ w5/2


Jβj

(λr)Jν1(pw)

sϵjκηb
(−)
η Jβj+ϵj(λr)Jν2(pw)e

iqϕ

isκηJβj
(λr)Jν2(pw)

−iϵjb(−)
η Jβj+ϵj(λr)Jν1(pw)e

iqϕ

 eiq(j−1/2)ϕ+iklz+iEt , (5.38)

e a constante de normalização é dada pela relação

|C(−)
σ |2 = ηqp2λ2

8πa4LEκηb
(−)
η

√
k̃2l + p2

. (5.39)

5.2 Densidade de corrente fermiônica

Nesta seção estamos interessados no VEV da densidade de corrente fermiônica,

jµ = eψ̄γµψ, onde ψ̄ = ψ†γ(0) é o adjunto de Dirac e γ(0) a matriz gamma no espaço-

tempo plano. Expandindo os operadores de campo em termos do conjunto completo de

funções de onda de energia positiva e negativa, {ψ(+)
σ , ψ

(−)
σ }, e usando as relações de anti-

comutação para os operadores de aniquilação e criação associados, o VEV ⟨0|jµ|0⟩ ≡ ⟨jµ⟩
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é calculado através da fórmula de soma dos modos,

⟨jµ⟩ = e

2

∑
σ

[ψ̄(−)
σ γµψ(−)

σ − ψ̄(+)
σ γµψ(+)

σ ] , (5.40)

onde σ representa o conjunto de números quânticos que especificam os modos e
∑

σ é

uma notação compacta para:

∑
σ

=

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
η=±1

∑
j

∞∑
l=−∞

. (5.41)

Aqui e no que segue
∑

j =
∑

j=±1/2,±3/2,....

Como veremos, este VEV é uma função periódica dos fluxos magnéticos Φϕ e

Φz, com peŕıodos iguais ao quantum de fluxo. Em particular, é conveniente expressar o

parâmetro α como

α = n0 + α0, (5.42)

onde n0 é um número inteiro e |α0| < 1/2.

No que segue abaixo nesta seção, iremos apenas considerar as componentes não

nulas da densidade de corrente, ⟨jµ⟩.

5.2.1 Densidade de corrente azimutal

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por

⟨jϕ⟩ = e

2

∑
σ

[ψ̄(−)
σ γϕψ(−)

σ − ψ̄(+)
σ γϕψ(+)

σ ] . (5.43)

Substituindo as funções de energia positiva e negativa na expressão acima, obtemos

⟨jϕ⟩ = − qew6

2πLa5r

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

ϵjpλ
2Jβj

(λr)Jβj+ϵj(λr)

×[J2
ν2
(pw) + J2

ν1
(pw)]

∞∑
l=−∞

1√
λ2 + p2 + [2π(l + β̃)/L]2

, (5.44)
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onde a soma sobre η já foi realizada, tendo fornecido um fator multiplicativo 2. Note que

a expressão acima é a mesma para os casos em que s = +1 e s = −1. Assim, para esta

componente iremos assumir a representação correspondente a s = +1, com ν1 = ma−1/2

e ν2 = ma+ 1/2.

A fim de realizar a soma sobre o número quântico l, iremos aplicar a fórmula de

Abel-Plana dada em (4.20), identificando g(u) = 1 e

f(u) =
1√

(2πu/L)2 + λ2 + p2
. (5.45)

Como resultado, podemos decompor a corrente azimutal induzida como

⟨jϕ⟩ = ⟨jϕ⟩cs + ⟨jϕ⟩c , (5.46)

onde o primeiro termo, ⟨jϕ⟩cs, é proveniente da primeira integral no lado direito de (4.20) e

corresponde à densidade de corrente azimutal induzida na geometria de uma corda cósmica

sem compactificação. A segunda contribuição, ⟨jϕ⟩c, é induzida pela compactificação.

Como veremos, esta última contribuição tende a zero no limite L→ ∞.

Combinando (5.44) e (4.20), para a primeira inteira integral no lado direito de

(4.20), temos

⟨jϕ⟩cs = − qew6

2π2a5r

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

ϵjpλ
2Jβj

(λr)Jβj+ϵj(λr)[J
2
ν2
(pw) + J2

ν1
(pw)]

×
∫ ∞

0

dx√
λ2 + p2 + x2

, (5.47)

onde introduzimos a variável x = 2πu/L. A fim de realizar as integrações na expressão

acima, iremos considerar a identidade

1√
λ2 + p2 + x2

=
2√
π

∫ ∞

0

dve−v2(λ2+p2+x2) . (5.48)

Para a avaliação da integral sobre λ, usamos a fórmula

∫ ∞

0

dλλ2e−λ2v2Jβj
(λr)Jβj+ϵ(λr) = ϵj

re−r2/2v2

4v4
[
Iβj

(r2/(2v2))− Iβj+ϵj(r
2/(2v2))

]
. (5.49)

Quanto às integrais sobre as variáveis p e x, estas podem ser realizadas com a ajuda
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de [110]. Logo, a densidade de corrente é expressa como

⟨jϕ⟩cs = − qew6

4π2a5r6

∫ ∞

0

dyy2e−(1+w2/r2)y

[
Iν2

(
w2

r2
y

)
+ Iν1

(
w2

r2
y

)]
×

[
I(q, α0, y)− I(q,−α0, y)

]
, (5.50)

onde introduzimos uma nova variável y = r2/2v2 e a notação

I(q, α0, y) =
∑
j

Iβj
(y) , I(q,−α0, y) =

∑
j

Iβj+ϵj(y) . (5.51)

Uma representação integral para a série
∑

j Iβj
(y) foi obtida em [115], tendo a seguinte

forma:

I(q, α0, y) =
ey

q
− 1

π

∫ ∞

0

dz
e−y cosh zf(q, α0, z)

cosh(qz)− cos(qπ)

+
2

q

p∑
k=1

(−1)k cos[2πk(α0 − 1/2q)]ey cos(2πk/q) , (5.52)

onde 2p < q < 2p+ 2 e

f(q, α0, z) = cos[qπ(1/2− α0)] cosh[(qα0 + q/2− 1/2)z]

− cos[qπ(1/2 + α0)] cosh[(qα0 − q/2− 1/2)z] . (5.53)

Usando a representação (5.52), e realizando a integral sobre y usando a fórmula (4.38), a

Eq. (5.50) pode ser reescrita como

⟨jϕ⟩cs = − 8e

(2π)5/2a5

[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k sin(πk/q) sin(2πα0k)Zma(uk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(uz)

]
, (5.54)

onde [q/2] representa a parte inteira de q/2 e o primo no sinal de soma significa que no

caso q = 2p o termo k = q/2 deve ser tomado com um coeficiente 1/2. Além disso, a

função g(q, α0, z) é definida como

g(q, α0, z) = cos[qπ(1/2 + α0)] cosh[q(1/2− α0)z]

− cos[qπ(1/2− α0)] cosh[q(1/2 + α0)z] . (5.55)
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Note que em (5.54) introduzimos a função

Zma(u) =
∑
i=1,2

Fνi(u) , com Fνi =
e−i5π/2Q

5/2
νi−1/2(u)

(u2 − 1)5/4
, (5.56)

onde Qν
µ(z) representa a função associada de Legendre de segundo espécie [110]. Além

disso, definimos novas variáveis

uk = 1 + 2ρ2 sin2(πk/q) ,

uz = 1 + 2ρ2 cosh2(z) . (5.57)

onde aqui e em outros pontos ao longo deste caṕıtulo, utilizaremos a notação

ρ = r/w . (5.58)

Na Fig. 5.1 apresentamos o comportamento da contribuição devido à corda cósmica para

a densidade de corrente azimutal como função do fluxo magnético ao longo do núcleo da

corda para valores de q = 1.5, 2.5 e 3.5. Como podemos observar a partir desta figura,

⟨jϕ⟩cs é uma função ı́mpar de α0 e sua amplitude depende do déficit angular causado pela

presença da corda cósmica.
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Figura 5.1: O VEV da densidade de corrente azimutal induzido na ausência de compactificação como
função de α0, para r/w = 1, ma = 5, q = 1.5, 2.5 e 3.5.

Vamos considerar os comportamentos da função Zma(u) definida em (5.56) para

grandes e pequenos valores do argumento, fazendo uso de algumas expressões assintóticas

presentes na Ref. [48].
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Para pequenos valores do argumento, u ≪ 1, a função Zma(u) assume a forma

simplificada

Zma(u) ≈
3
√
π

4(u− 1)5/2
. (5.59)

Por outro lado, para grandes valores do argumento, u−1 ≫ 1, a função Zma(u) é também

simplificada e, considerando apenas o termo principal, tem a seguinte forma:

Zma(u) ≈
√
2π(1 + ν2)ν2
2ν2uν2+2

. (5.60)

Agora, considerando o caso não massivo, m = 0, implica de (5.18) que ν1 = −1/2 e

ν2 = 1/2, e neste caso algumas simplificações podem ser realizadas, de modo que a função

Zma(u) é expressa como:

Z0(u) =
3
√
π

4

1

(u− 1)5/2
. (5.61)

Vamos agora analisar o comportamento assintótico do VEV em (5.54) para pe-

quenos e grandes valores da razão r/w. Para pontos próximos à corda cósmica, r/w ≪ 1,

usamos a fórmula assintótica presente em (5.59), obtendo a expressão

⟨jϕ⟩cs ≈ − 3e

(4π)2

(
w

ar

)5
[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k
sin(2πα0k)

sin4(πk/q)
+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh−4(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)

]
.(5.62)

A partir da expressão acima, podemos ver que este VEV diverge como (w/r)5. Por outro

lado, para pontos distantes da corda cósmica, r/w ≫ 1, substitúımos (5.60) em (5.54),

obtendo a seguinte expressão assintótica:

⟨jϕ⟩cs ≈ −ν2(1 + ν2)e

22ν2+1π2a5

(
w

r

)2ν2+4
[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k
sin(2πα0k)

sin2ν2+3(πk/q)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh−(2ν2+3)(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)

]
. (5.63)

Podemos ver a partir desta expressão, que neste regime a influência da corda cósmica

sobre a densidade de corrente azimutal começa a decair e a intensidade deste decaimento

depende da massa da part́ıcula. Na Fig. 5.2, é mostrado graficamente o comportamento

da contribuição induzida pela corda cósmica na ausência de compactificação, como função
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da distância própria em unidades de a, r/w, para diferentes valores de q. Este gráfico nos

mostra que esta contribuição diverge na corda (r = 0), bem como tende a zero para pontos

distantes, com seu decaimento dependendo do parâmetro q da corda cósmica.
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Figura 5.2: O VEV da contribuição induzida pela corda cósmica para a densidade de corrente azimutal
como uma função de r/w para α0 = 0.25, ma = 5, q = 1.5, 2.5 e 3.5.

Vamos agora desenvolver a contribuição induzida pela compactificação, ⟨jϕ⟩c. De

acordo com a decomposição feita em (5.46), temos:

⟨jϕ⟩c = − ieqw6

2π2a5r

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

ϵjpλ
2Jβj

(λr)Jβj+ϵj(λr)[J
2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)]

×
∫ ∞

0

dx

[
1√

λ2 + p2 + (ix)2
− 1√

λ2 + p2 + (−ix)2

]
×

∑
n=±1

1

eLx+2πinβ̃ − 1
. (5.64)

A fim de efetuarmos a integral sobre x na Eq. (5.100), dividimos o intervalo de inte-

gração correspondente em dois segmentos: o primeiro é [0,
√
λ2 + p2], e o segundo é

[
√
λ2 + p2 , ∞). Feito esta divisão, usando a identidade abaixo

√
σ2 + (±ix)2 =


√
σ2 − x2 , se x < σ ,

±i
√
x2 − σ2 , se x > σ ,

(5.65)

e inserindo a expansão em série (eu − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lu na Eq. (5.64), podemos integrar
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sobre a variável x com a ajuda de [110], obtendo o seguinte resultado:

⟨jϕ⟩c = − eqw6

π2a5r

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∑
j

ϵj

∫ ∞

0

dλλ2Jβj
(λr)Jβj+ϵj(λr)

×
∫ ∞

0

dpp[J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)]K0(lL

√
λ2 + p2) . (5.66)

Fazendo uso da representação integral da função de Macdonald presente em (4.28), pode-

mos integrar sobre λ e p em (5.66) com a ajuda de [110], chegando a expressão

⟨jϕ⟩c = − eqw6

2π2a5r6

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dyy2e−[1+w2/r2+(lL)2/2r2]y

×
[
Iν1

(
w2

r2
y

)
+ Iν2

(
w2

r2
y

)]
[I(q, α0, y)− I(q,−α0, y)] , (5.67)

onde a variável y = 2τr2/(lL)2 foi introduzida. Utilizando a representação para a função

I(q,±α0, y) dada em (5.52), podemos efetuar a integral sobre y, obtendo a expressão

⟨jϕ⟩c = − 16e

(2π)5/2a5

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k sin(πk/q) sin(2πα0k)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
, (5.68)

onde definimos as variáveis

ulk = 1 + 2ρ2 sin2(πk/q) +
(lL)2

2w2
,

ulz = 1 + 2ρ2 cosh2(z) +
(lL)2

2w2
. (5.69)

Note que (5.54) e (5.68) são funções ı́mpares de α0. Isto significa que se fizermos

α0 → −α0, a densidade de corrente azimutal muda de sinal. De fato, esta mudança de

sinal corresponde a inverter a direção do fluxo magnético ao longo da corda, implicando

também em uma inversão do sentido da corrente azimutal induzida. Além disso, ⟨jϕ⟩c é

uma função par do parâmetro β̃. A razão para este comportamento se dá pelo fato de não

esperarmos a inversão no sentido da corrente azimutal devido a uma mudança na direção

do fluxo magnético circundado pela dimensão compactificada.

Na Fig. 5.3, ⟨jϕ⟩c é apresentada como função de α0 e β̃, para ma = 5 e q = 2.5.
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Observe que este gráfico exibe as caracteŕısticas periódicas da densidade de corrente azi-

mutal induzida mencionadas no parágrafo anterior.
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Figura 5.3: A corrente azimutal induzida pela compactificação como função dos parâmetros β̃ e α0, para
valores fixos de r/w = 1, ma = 5 e q = 2.5.

No núcleo da corda, r = 0, a densidade de corrente azimutal induzida pela com-

pactificação, ⟨jϕ⟩c, é finita e assume a seguinte forma:

⟨jϕ⟩c|r=0 = − 16e

(2π)5/2a5

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)Zma

(
1 +

(lL)2

2w2

)[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k sin(πk/q) sin(2πα0k)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)

]
. (5.70)

Combinando (5.54) e (5.68), podemos escrever a densidade de corrente azimutal

total como,

⟨jϕ⟩ = − 16e

(2π)5/2a5

∞∑
∗

l=0

cos(2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k sin(πk/q) sin(2πα0k)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
, (5.71)

onde o asterisco presente no sinal da soma sobre l em (5.71) indica que o termo l = 0

deve ser tomado com um fator multiplicativo 1/2. Note que, para α0 = 0, a densidade de

corrente azimutal é nula, sendo este um efeito tipo Ahanorov-Bohm.

Substituindo (5.61) em (5.71), a densidade de corrente azimutal total para um
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campo sem massa é expressa em termos de funções elementares e pode ser escrita como

⟨jϕ⟩ = − 12e

π2L5

(
w

a

)5[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k sin(πk/q) sin(2πα0k)V (β̃, ρk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
V (β̃, τ(z))

]
, (5.72)

onde introduzimos a função

V (β̃, x) =
∞∑

∗
l=0

cos(2πβ̃l)

(l2 + x2)5/2
, (5.73)

nos integrandos de (5.72), com os argumentos correspondentes dados por

ρk =
2r sin(πk/q)

L
, τ(z) =

2r cosh(z)

L
. (5.74)

A soma sobre a variável l pode ser desenvolvida com a ajuda de [110]. Assim, após alguns

passos intermediários, obtemos

V (β̃, x) =
π2 cosh(2πβ̃x)

4x2 sinh2(πx)
+ π

cosh[π(1− 2β̃)x] + 2πβ̃x sinh[π(1− 2β̃)x]

4x3 sinh(πx)
, (5.75)

com 0 ⩽ β̃ ⩽ 1.

Para grandes comprimentos da dimensão extra, L/w ≫ 1, substitúımos (5.60) em

(5.68), obtendo a seguinte expressão:

⟨jϕ⟩c ≈ −16ν2(ν2 + 1)e

π2a5

(
w

L

)2ν2+4 ∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

{ [q/2]∑′

k=1

(−1)k sin(πk/q) sin(2πα0k)(
l2 + ρ2k

)ν2+2

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh(z)g(q, α0, 2z)

[cosh(2qz)− cos(qπ)]
[
l2 + τ 2(z)

]ν2+2

}
. (5.76)

A partir da equação acima, podemos notar que a densidade de corrente azimutal induzida

pela compactificação tem um comportamento decrescente para grandes comprimentos

da dimensão extra e, portanto, neste regime a corrente azimutal total é dominada pela

contribuição induzida pela corda cósmica.

Para finalizar esta subseção, vamos considerar o limite Minkowskiano. Neste caso,

consideramos a → ∞ para um valor fixo da variável y. Como consequência ma ≫ 1 e a
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coordenada w é aproximada como w ≈ a + y, de modo que a função Zma(u) assume a

seguinte forma [61]:

Zma(u) = 2m5/2a5
K5/2(mu)

u5/2
, (5.77)

ondeKν(x) é a função de Macdonald. Substituindo este resultado em (5.71), após algumas

simplificações, obtemos

⟨jϕ⟩M ≈ −e
(
2m

πL

)5/2 ∞∑
∗

l=0

cos(2πlβ̃)

{ [q/2]∑′

k=1

(−1)k sin(πk/q) sin(2πα0k)
K5/2(mL

√
l2 + ρ2k)

(l2 + ρ2k)
5/4

+
q

π

∫ ∞

0

dz
cosh(z)g(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)

K5/2(mL
√
l2 + τ 2(z))

[l2 + τ 2(z)]5/4

}
.

(5.78)

5.2.2 Corrente induzida ao longo da dimensão extra compacti-

ficada

Nesta subseção, queremos analisar o VEV da densidade de corrente ao longo do

eixo compactificado, nomeada densidade de corrente axial. Como veremos, este VEV tende

a zero no limite L→ 0.

A densidade de corrente induzida na dimensão extra compactificada é calculada

por:

⟨jz⟩ = e

2

∑
σ

[ψ̄(−)
σ γzψ(−)

σ − ψ̄(+)
σ γzψ(+)

σ ] . (5.79)

Substituindo (5.31) e (5.38) na expressão acima, obtemos

⟨jz⟩ = − qew6

4πLa5

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

∞∑
l=−∞

λp

{
k̃l
E
[J2

ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)]

×
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
+ [J2

ν1
(pw)− J2

ν2
(pw)]

[
J2
βj
(λr)− J2

βj+ϵj
(λr)

]}
,

(5.80)

onde a soma sobre η já foi realizada.

Note que esta expressão é divergente devido ao segundo termo entre chaves e,

logo, algum método de regularização deve ser empregado a fim de obter uma quantidade

finita. Iremos assumir que uma função “cutoff” é introduzida no termo divergente sem
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explicitamente escrevê-la, uma vez que a forma explicita desta função não é relevante

para a discussão a seguir. Além disso, usando a fórmula de Abel-Plana dada em (4.20),

podemos ver que este termo é nulo.

Quanto ao termo remanescente, por outro lado, tomamos g(u) = 2πu/L e a ex-

pressão (5.45) para a função f(u). Podemos ver que a primeira integral no lado direito

de (4.20) é zero, dado que g(u) é uma função ı́mpar. Logo, a única contribuição para a

densidade de corrente axial é proveniente da segunda integral em (4.20):

⟨jz⟩ = − iqew
6

4π2a5

∫ ∞

0

dpp[J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)]

∑
j

∫ ∞

0

dλλ
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
×

∫ ∞

√
λ2+p2

dxx√
x2 − λ2 − p2

(
1

eLx+2πiβ̃ − 1
− 1

eLx−2πiβ̃ − 1

)
, (5.81)

onde introduzimos a variável x = 2πu/L. Como já feito anteriormente, o próximo passo

é utilizar a expansão em série, (eu − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lu, na expressão acima, e em seguida

integrar sobre x [110]. Procedendo desta forma, o resultado encontrado é:

⟨jz⟩ = − qew6

2π2a5

∞∑
l=1

sin(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dpp[J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)]

×
∑
j

∫ ∞

0

dλλ
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]√
λ2 + p2K1(lL

√
λ2 + p2) . (5.82)

Note que a expressão acima é a mesma para s = +1 e s = −1 e, portanto, para esta

componente também assumiremos s = +1. Agora, usando a representação integral para

a função de Macdonald fornecida em (4.28) e a propriedade Kν(z) = K−ν(z), podemos

integrar sobre as variáveis λ e p com a ajuda dos resultados fornecidos em [110], de modo

a obtermos

⟨jz⟩ = − qew6L

4π2a5r6

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dyy2e−[1+(lL)2/2r2+w2/r2)]y

×
[
Iν1

(
w2

r2
y

)
+ Iν2

(
w2

r2
y

)]
G(q, α0, y) , (5.83)

onde introduzimos a nova variável y = 2τr2/(lL)2. Além disso, introduzimos na expressão

acima a função G(q, α0, y), definida aqui como

G(q, α0, y) = I(q, α0, y) + I(q,−α0, y) , (5.84)
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onde a função I(q, α0, y) já foi definida em (5.51). Assim, usando a representação da

função I(q, α0, y), apresentada em (5.52), na Eq. (5.84), obtemos

G(q, α0, y) =
2

q

{
ey +

2q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
e−y cosh 2z

+ 2

[q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)e
y cos(2πk/q)

}
, (5.85)

onde

h(q, α0, z) = cos[πq(1/2 + α0)] sinh[(1/2− α0)qz]

+ cos[πq(1/2− α0)] sinh[(1/2 + α0)qz] . (5.86)

Note que as funções h(q, α0, z) e G(q, α0, y) são funções pares de α0. Agora, substituindo

(5.85) em (5.83), podemos realizar a integral sobre y, obtendo

⟨jz⟩ = − 8eL

(2π)5/2a5

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πα0k)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
. (5.87)
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Figura 5.4: O VEV da densidade de corrente axial induzido pela compactificação como função de α0 e β̃,
para q = 2.5, r/w = 1 e ma = 5.

Note que o primo no sinal de soma indica que o termo k = 0 deve ser dividido por 2. O
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VEV na Eq. (5.87) também pode ser apresentado pela decomposição

⟨jz⟩ = ⟨jz⟩(0) + ⟨jz⟩(q,α0) . (5.88)

O primeiro termo, ⟨jz⟩(0), não depende nos parâmetros α0 e q, e corresponde à densidade

de corrente axial induzida somente pela compactificação no espaço-tempo AdS. Para esta

contribuição, temos

⟨jz⟩(0) = − 4qeL

(2π)5/2a5

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)Zma(ul0) , (5.89)

onde ul0 é dado na primeira relação em (5.69) para k = 0.

Quanto ao segundo termo em (5.88), este é dado por

⟨jz⟩(q,α0) = − 8eL

(2π)5/2a5

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πα0k)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
. (5.90)

Note que esta contribuição é nula nos casos especiais em que β = 0 (campo untwisted)

e β = 0.5 (campo twisted), quando na ausência do fluxo magnético Φz, e em geral para

valores semi-inteiros de β̃. Uma outra caracteŕıstica desta densidade de corrente é que

a mesma é uma função ı́mpar de β̃. Isto implica que para o caso em que β = 0, por

exemplo, a densidade de corrente axial muda de sentido, se o fluxo magnético circundado

pela dimensão compactificada tem sua direção invertida.

Na Fig. 5.4, é apresentado o comportamento de ⟨jz⟩(q,α0), presente na Eq. (5.90),

como função de α0 e β̃, para valores de r/w = 1, ma = 5 e q = 2.5. Já na Fig. 5.5, é

mostrado o comportamento de (5.90) para α0 = 0 (gráfico à esquerda) e α0 = 0.35 (gráfico

à direita), como função do parâmetro β̃ para diferentes valores de q. Como podemos

observar, o fluxo magnético ao longo da corda cósmica pode inverter o sentido de ⟨jz⟩(q,α0)

ao longo do eixo compactificado. Note que esta observação também é válida para o termo

de origem puramente topológica, ⟨jz⟩(0), presente em (5.89).

No caso de um campo espinorial sem massa, a densidade de corrente axial em (5.87)

é simplificada e pode ser expressa em termos de funções elementares. Assim, substituindo
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(5.61) em (5.87), obtemos

⟨jz⟩ = − 6e

π2L4

(
w

a

)5[ [q/2]∑′

k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πα0k)G(β̃, ρk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
G(β̃, τ(z))

]
, (5.91)

onde definimos uma nova função

G(β̃, x) =
∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

(l2 + x2)5/2
. (5.92)

A soma sobre l pode ser desenvolvida com a ajuda de [110], e o resultado obtido é:

G(β̃, x) = −π
2

4x

[sinh(2πβ̃x)− 2β̃ sinh(πx) cosh[πx(1− 2β̃)]]

sinh2(πx)
. (5.93)

Note que este resultado é nulo para β̃ = 0, 1/2, 1.

Vamos agora considerar alguns limites assintóticos especiais da densidade de cor-

rente axial dada em (5.87). Tomando a coordenada w fixa e grandes valores da dimensão

extra compacta, L/w ≫ 1, a densidade de corrente axial total é dada por

⟨jz⟩ ≈ −8ν2(ν2 + 1)eL

π2a5

(
w

L

)2ν2+4 ∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

{ [q/2]∑′

k=0

(−1)k
cos(πk/q) cos(2πα0k)(

l2 + ρ2k
)ν2+2

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

[cosh(2qz)− cos(qπ)]
[
l2 + τ 2(z)

]ν2+2

}
. (5.94)

Outro comportamento assintótico interessante é o limite Minkowskiano. Fazendo

uso da função Zma(u) neste limite, já apresentada em (5.77), e substituindo-a na Eq.

(5.87), a densidade de corrente axial é expressa como

⟨jz⟩M ≈ −23/2m5/2e

π5/2L3/2

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

{ [q/2]∑′

k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πα0k)
K5/2

(
mL
√
l2 + ρ2k

)
(l2 + ρ2k)

5/4

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)

K5/2

(
mL
√
l2 + τ 2(z)

)
[l2 + τ 2(z)]5/4

}
. (5.95)
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Figura 5.5: A densidade de corrente axial como função de β̃, para q = 2.5, r/w = 1 e ma = 5. No gráfico
do lado esquerdo é considerado α0 = 0, enquanto no gráfico do lado direito é assumido α0 = 0.35.

5.3 Condensado fermiônico

Nesta seção iremos investigar as propriedades locais do condensado fermiônico

(CF). Este último é definido como o VEV ⟨0|ψ̄ψ|0⟩ ≡ ⟨ψ̄ψ⟩, onde |0⟩ é o estado de vácuo

e ψ̄ = ψ†γ(0) é o adjunto de Dirac. Expandido o operador de campo em termos do conjunto

completo {ψ(−)
σ , ψ

(+)
σ } dado por (5.31) e (5.38), e usando as relações de anti-comutação

para os operadores de criação e aniquilação, obtemos a seguinte fórmula de soma dos

modos para o FC:

⟨ψ̄ψ⟩ = 1

2

∑
σ

[
ψ̄(−)
σ ψ(−)

σ − ψ̄(+)
σ ψ(+)

σ

]
, (5.96)

onde
∑

σ é dado por (5.41). Os operadores na definição do CF são dados no mesmo ponto

do espaço-tempo e, portanto, a expressão no lado direito de (5.96) é divergente. Vários

esquemas de regularização podem ser empregados para tornar essa expressão finita. Por

exemplo, podemos usar a técnica de separação de pontos, ou mesmo uma função cutoff

pode ser introduzida. Todavia, a discussão descrita abaixo é independente do método de

regularização escolhido.

Substituindo as funções dos modos fornecidas em (5.31) e (5.38) na Eq. (5.96),

obtemos

⟨ψ̄ψ⟩ = − sqw5

2πa4L

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

∞∑
l=−∞

λp2√
λ2 + p2 + k̃2l

×Jν1(pw)Jν2(pw)
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
, (5.97)
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onde a soma sobre η já foi efetuada. Note que o CF acima tem sinais opostos para os

casos em que s = +1 e s = −1. Assim, nesta seção iremos considerar o caso s = +1, com

ν1 = ma− 1/2 e ν2 = ma+ 1/2.

A fim de separarmos a contribuição no CF induzida pela compactificação na direção

z para a soma sobre l, vamos utilizar a fórmula de Abel-Plana dada em (4.20). No presente

caso, tomando g(u) = 1 e f(u) = [λ2 + p2 + (2πu/L)2]−1/2, podemos decompor o CF em

duas partes:

⟨ψ̄ψ⟩ = ⟨ψ̄ψ⟩AdS,cs + ⟨ψ̄ψ⟩c, (5.98)

onde

⟨ψ̄ψ⟩AdS,cs = − qw5

2π2a4

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

λp2Jν1(pw)Jν2(pw)

×
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

] ∫ ∞

0

dx√
λ2 + p2 + x2

, (5.99)

é o CF induzido na geometria onde o eixo z não é compactificado, e

⟨ψ̄ψ⟩c = − qw5

2π2a4

∫ ∞

0

dλ λ

∫ ∞

0

dp p2
∑
j

[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
×Jν1(pw)Jν2(pw)

∫ ∞

√
λ2+p2

dx
∑
n=±1

(x2 − λ2 − p2)
−1/2

eLx+2πinβ̃ − 1
, (5.100)

é a contribuição induzida pela compactificação. Em ambas as expressões acima, introdu-

zimos uma nova variável x = 2πu/L.

Vamos desenvolver cada uma destas contribuições separadamente, começando com

a contribuição ⟨ψ̄ψ⟩AdS,cs. A fim de realizarmos as integrais sobre λ, p e x em (5.99), vamos

usar a identidade presente em (5.48). Assim, substituindo (5.48) em (5.99), estas integrais

são efetuadas com a ajuda de [110]. Após alguns passos intermediários, introduzindo em

vez de τ uma nova variável de integração, y = r2/2τ 2, obtemos

⟨ψ̄ψ⟩AdS,cs = −q(w/r)
6

4π2a4

∫ ∞

0

dy y2e−(1+ρ−2)y
[
Iν1
(
y/ρ2

)
− Iν2

(
y/ρ2

)]
× G(q, α0, y) , (5.101)

onde usamos a notação ρ = r/w definida em (5.58), e a função G(q, α0, y) está definida
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em (5.85).

Introduzindo uma nova variável de integração, x = y/ρ2, a contribuição para o

condensado (5.101) proveniente do termo ey entre chaves em (5.85) é apresentada como

⟨ψ̄ψ⟩AdS = − 1

2π2a4

∫ ∞

0

dx x2e−x [Iν1 (x)− Iν2 (x)] . (5.102)

Esta contribuição não depende nos parâmetros q e α0, e corresponde ao CF no espaço-

tempo AdS (4+1)-dimensional na ausência de corda cósmica. Como podeŕıamos esperar da

máxima simetria do espaço-tempo AdS, este VEV não depende do ponto no espaço-tempo.

A expressão do lado direito da Eq. (5.102) é divergente e necessita de um procedimento

de regularização com subsequente renormalização. Nesta seção estamos interessados nos

efeitos induzidos pela corda cósmica. A contribuição correspondente para o CF é dada

por

⟨ψ̄ψ⟩cs = ⟨ψ̄ψ⟩AdS,cs − ⟨ψ̄ψ⟩AdS. (5.103)

Um ponto importante a ser mencionado aqui é que para r > 0 a diferença em (5.103) é

finita e a regularização implicitamente assumida antes pode ser removida com segurança.

A razão f́ısica para a ausência de divergências em ⟨ψ̄ψ⟩cs é que a geometria local na região

r > 0 não é alterada pela corda cósmica e, portanto, novas divergências não surgirão.

Substituindo (5.85) em (5.101), obtemos

⟨ψ̄ψ⟩cs = − 1

π2a4

∫ ∞

0

dx x2e−x [Iν1 (x)− Iν2 (x)]

×

{ [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)e
−2xρ2 sin2(πk/q)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
e−2xρ2 cosh2 z

}
. (5.104)

A integral sobre x é efetuada usando a fórmula (4.38) e, após alguns passos intermediários,

o CF induzido pela corda cósmica é dado por

⟨ψ̄ψ⟩cs = −
√
2

π5/2a4

[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Wma(uk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
Wma(uz)

]
, (5.105)
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onde introduzimos a notação

Wma(u) = Fν1(u)− Fν2(u) com Fν(u) =
e−i5π/2Q

5/2
ν−1/2(u)

(u2 − 1)5/4
, (5.106)

e as variáveis uk e uz são as mesmas já definidas em (5.57). Note que o CF ⟨ψ̄ψ⟩cs
depende das coordenadas r e w na forma da razão (5.58). Novamente, esta propriedade é

uma consequência do espaço-tempo AdS ser maximalmente simétrico.

Para um campo sem massa, a função Wma(u) é expressa em termos de funções

elementares

W0(u) =
3
√
π

4(1 + u)5/2
. (5.107)

Substituindo esta expressão em (5.105), obtemos

⟨ψ̄ψ⟩cs = − 3

16π2a4

[ [q/2]∑′

k=1

(−1)k
cos(πk/q) cos(2πkα0)

(1 + ρ2 sin2(πk/q))5/2

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)

h(q, α0, 2z)

(1 + ρ2 cosh2 z)5/2

]
. (5.108)

Para 2|α0| < 1− 1/q, o CF (5.108) é finito no núcleo da corda

⟨ψ̄ψ⟩cs|r=0 = −3h0(q, α0)

16π2a4
. (5.109)

Aqui e no que segue a notação

hn(q, α0) =

[q/2]∑′

k=1

(−1)k
cos(πk/q) cos(2πkα0)

sinn(πk/q)
+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

[cosh(2qz)− cos(qπ)] coshn z
,

(5.110)

é introduzida. Para 2|α0| > 1 − 1/q, o condensado (5.108) diverge sobre a corda como

1/ρ(2|α0|−1)q−1. Esta divergência é proveniente do termo com a integral sobre a variável z

na Eq. (5.108).

Vamos agora analisar algumas propriedades assintóticas do CF induzido pela corda

cósmica. No limite assintótico Minkowskiano, novamente, temos a → ∞ com y fixo,

implicando em w ≈ a + y e ma ≫ 1. Neste limite precisamos da forma assintótica da

função Q
5/2
ν−1/2(u) para u − 1 ≪ 1 e ν ≫ 1. Na literatura podeŕıamos encontrar apenas

o termo principal na expansão assintótica correspondente. Entretanto, o termo principal
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é cancelado na função Wma(u) e, portanto, se faz necessário considerar o próximo termo

na expansão. Em nosso cálculo, usamos a representação (5.101) com a função G(q, α0, y)

dada em (5.85) (sem o termo divergente devido ao espaço AdS puro). Assim, usando a

expansão assintótica uniforme da função Iν(x) para grandes valores da ordem, podemos

ver que no limite a→ ∞, para o termo principal, temos

∫ ∞

0

dxx2e−(1+2b2/w2)x [Ima−1/2(x)− Ima+1/2(x)
]
≈
√

2

π
a4m4f3/2 (2mb) , (5.111)

com a notação

fν(x) =
Kν(x)

xν
. (5.112)

sendo Kν(x) a função de Macdonald. Assim, o CF induzido pela corda cósmica no espaço-

tempo de Minkowski (4 + 1)-dimensional é dado por

⟨ψ̄ψ⟩(M)
cs = −

√
2m4

π5/2

[
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
f3/2 (2mr cosh z)

+

[q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)f3/2 (2mr sin(πk/q))

 . (5.113)

Para um campo sem massa, m = 0, este condensado desaparece. Este resultado também

pode ser visto de (5.108) ao tomarmos o limite a → ∞ com y fixo. Assim, a geração do

CF para um campo sem massa é um efeito puramente gravitacional.

Para pequenas distâncias próprias a partir da corda, quando comparadas com o

raio de curvatura do espaço-tempo AdS, temos ρ≪ 1. Neste caso, temos

⟨ψ̄ψ⟩cs ≈ − mh3(q, α0)

8π2(ar/w)3
. (5.114)

Como podemos ver, neste caso o CF diverge na corda como 1/r3p. O termo principal

(5.114) coincide com aquele para a corda cósmica no espaço-tempo de Minkowski, dado

por (5.113), substituindo a distância r pela distância própria rp no espaço-tempo AdS.

Isto mostra que para um campo massivo os efeitos gravitacionais próximos da corda são

fracos. Por outro lado, para distâncias grandes a partir do núcleo da corda, ρ ≫ 1, com
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w fixo, usamos a forma assintótica

Wma(u) ≈
√
π(ma+ 1/2)(ma+ 3/2)

2mauma+5/2
, (5.115)

para u≫ 1. Substituindo esta expressão em (5.105), para a ordem principal, temos

⟨ψ̄ψ⟩cs ≈ −(ma+ 1/2) (ma+ 3/2)

22ma+2π2a4(r/w)2ma+5
h2ma+5(q, α0) . (5.116)

Vemos que o decaimento do CF para grandes distâncias a partir da corda cósmica é tipo lei

de potências, para ambos os campos sem massa e massivo. Note que, como pode ser visto

de (5.113), no comportamento para grandes distâncias a partir da corda no espaço-tempo

de Minkowski, mr ≫ 1, o CF decai exponencialmente.

Na Fig. 5.6 apresentamos o comportamento do CF na geometria onde o eixo z

não é compactificado, como uma função da razão r/w. Os gráficos são exibidos para

α0 = 0.3 e os números próximos às curvas são valores do parâmetro q. O gráfico do lado

esquerdo corresponde a um campo fermiônico massivo com ma = 1, enquanto o gráfico

presente do lado direito resulta de um campo sem massa. Como já explicado em nossa

análise assintótica, para um campo massivo o condensado ⟨ψ̄ψ⟩cs diverge no núcleo da

corda como (w/r)3. Para um campo sem massa, ⟨ψ̄ψ⟩cs diverge como (w/r)(2|α0|−1)q−1

para 2|α0| > 1 − 1/q (curvas com q = 1, 2 no gráfico do lado direito) e assume valores

finitos (5.109) na corda para 2|α0| < 1 − 1/q (curva q = 3 no gráfico do lado direito).

Note que para o caso q = 3 na figura do lado direito temos ⟨ψ̄ψ⟩cs|r=0 ≈ 0.0095/a4.

O gráfico à esquerda na Fig. 5.7 apresenta a dependência do CF ⟨ψ̄ψ⟩cs com respeito

a massa do campo, em unidades de 1/a4, para r/w = 1.5, α0 = 0.3. O gráfico à direita na

Fig. 5.7 mostra a dependência do CF induzido pela corda com respeito ao parâmetro α0

para valores fixos de ma = 0.5, r/w = 1.5. Em ambos os gráficos os números próximos às

curvas correspondem aos valores do parâmetro q.

Vamos agora investigar a contribuição do CF induzida pela compactificação ao

longo do eixo z. Esta é dada pela expressão (5.100). Antes de qualquer coisa, podemos

notar que a compactificação não altera a geometria local e, portanto, a contribuição ⟨ψ̄ψ⟩c
não requer uma renormalização. Dito isto, podemos prosseguir fazendo uso da expansão

(eu − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lu na integral sobre x. As integrais para um dado l são expressas em
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Figura 5.6: O CF ⟨ψ̄ψ⟩cs como uma função da distância a partir da corda cósmica para campos com
massa (gráfico do lado esquerdo) e sem massa (gráfico do lado direito). Os gráficos são apresentados
para α0 = 0.3 e para diferentes valores de q (números próximos às curvas). No gráfico do lado esquerdo
tomamos ma = 1.
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Figura 5.7: O condensado ⟨ψ̄ψ⟩cs como uma função da massa (gráfico à esquerda) e do parâmetro α0

(gráfico à direita) para r/w = 1.5 e para diferentes valores de q (números próximos às curvas). Para o
gráfico do lado esquerdo consideramos α0 = 0.3 e para o gráfico do lado direito ma = 0.5.
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termos da função de Macdonald

⟨ψ̄ψ⟩c = − qw5

π2a4

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dpp2Jν1(pw)Jν2(pw)

×
∑
j

∫ ∞

0

dλλ
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
K0(lL

√
λ2 + p2) . (5.117)

Usando a representação integral para a função de Macdonald dada em (4.28), as integrais

sobre λ e p na Eq. (5.117) são expressas através de funções de Bessel Iν (x). Usando a

notação (5.84), a parte induzida pela compactificação no CF é apresentada como

⟨ψ̄ψ⟩c = − q

2π2a4

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dy y2e−[1+ρ2+(lL)2/2w2]y

× [Iν1 (y)− Iν2 (y)]G(q, α0, yρ
2) . (5.118)

Nesta expressão introduzimos uma nova variável, y = 2τw2/(lL)2.

Usando a representação para a função G(q, α0, y) dada em (5.85), obtemos

⟨ψ̄ψ⟩c = − 2

π2a4

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dy y2e−[1+(lL)2/2w2]y [Iν1(y)− Iν2(y)]

×

{ [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)e
−2yρ2 sin2(πk/q)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
e−2yρ2 cosh2 z

}
, (5.119)

onde, novamente, o asterisco no sinal de soma sobre k, na Eq. (5.119), indica que o termo

k = 0 deve ser dividido por 2. Realizando a integral sobre y através do uso da fórmula

(4.38), obtemos a expressão final

⟨ψ̄ψ⟩c = − 23/2

π5/2a4

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Wma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
Wma(ulz)

]
, (5.120)

onde ulk e ulz estão definidas em (5.69), com a função Wma(u) definida em (5.106). A

contribuição induzida pela compactificação depende de r, L, w na forma das razões r/w e

L/w. Novamente, esta caracteŕıstica é uma consequência da máxima simetria do espaço-
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tempo AdS. O termo k = 0 em (5.120) é apresentado como

⟨ψ̄ψ⟩(0)c = −
√
2

π5/2a4

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)Wma

(
1 +

l2L2

2w2

)
. (5.121)

Para q = 1 e α0 = 0, esta contribuição é o único termo não nulo em (5.120) e, portanto,

corresponde à contribuição no CF induzida pela compactificação na direção z no espaço-

tempo AdS. A parte remanescente em (5.120), ⟨ψ̄ψ⟩(q,α0)
c = ⟨ψ̄ψ⟩c − ⟨ψ̄ψ⟩(0)c , é induzida

pelo déficit angular planar e o fluxo magnético. Para 2|α0| < 1 − 1/q, a contribuição

topológica (5.120) é finita na corda:

⟨ψ̄ψ⟩c|r=0 = [1 + 2h0(q, α0)] ⟨ψ̄ψ⟩(0)c . (5.122)

Por outro lado, para 2|α0| > 1−1/q o CF diverge no núcleo da corda como 1/ρ(2|α0|−1)q−1.

Para um campo sem massa, a expressão (5.120) é expressa em termos de funções

elementares. Neste caso, substituindo (5.107) em (5.120), temos o seguinte resultado:

⟨ψ̄ψ⟩c = − 3

8π2a4

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

[ [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)[
1 + ρ2 sin2(πk/q) + (lL/w)2/4

]5/2
+

q

π

∫ ∞

0

dz
sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)

h(q, α0, 2z)[
1 + ρ2 cosh2 z + (lL/w)2/4

]5/2
]
. (5.123)

Similarmente àquilo que ocorre no caso da contribuição induzida pela corda cósmica em

(5.108), para 2|α0| < 1− 1/q a contribuição (5.123) é finita na corda:

⟨ψ̄ψ⟩c|r=0 = − 3

16π2a4
[1 + 2h0(q, α0)]

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

[1 + (lL/2w)2]5/2
, (5.124)

e diverge como 1/ρ(2|α0|−1)q−1 para 2|α0| > 1− 1/q .

Na Fig. 5.8, o comportamento da contribuição no CF, induzido pela compacti-

ficação, é mostrado como função da distância a partir da corda (gráfico à esquerda) e

da massa do campo (gráfico à direita). Para o gráfico à esquerda consideramos ma = 1,

L/w = 1, α0 = 0.3, β̃ = 0.25 e os números próximos às curvas correspondem aos va-

lores de q. Para o gráfico à direita tomamos q = 2.5, r/w = 1, α0 = 0.3, β̃ = 0.25 e

os números próximos às curvas são valores para a razão L/w. Como explicado acima,
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para 2|α0| < 1 − 1/q, o CF ⟨ψ̄ψ⟩c é finito sobre a corda. Isto corresponde à curva com

q = 3 no gráfico do lado esquerdo da Fig. 5.8. Para valores dos parâmetros obedecendo

à relação 2|α0| > 1− 1/q, o condensado ⟨ψ̄ψ⟩c diverge sobre a corda como 1/r(2|α0|−1)q−1

e esta situação é exemplificada pela curva com q = 1 no gráfico do lado esquerdo. Para

a curva com q = 2.5, temos 2|α0| = 1 − 1/q e a parte topológica é finita sobre a corda.

Para grandes distâncias a partir da corda, o condensado tende ao valor limite ⟨ψ̄ψ⟩(0)c ,

que não depende de q e α0. Uma caracteŕıstica interessante sobre a dependência com a

massa é que o CF assume valor máximo para algum valor intermediário da massa. Claro,

a supressão do condensado para grandes massas é esperada.
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Figura 5.8: A parte no CF induzido pela compactificação como função da distância radial a partir da
corda (gráfico à esquerda) e como função da massa (gráfico à direita). Para ambos os gráficos α0 = 0.3,
β̃ = 0.25. Os números próximos às curvas são valores do parâmetro q para o gráfico à esquerda e da razão
L/w para o gráfico à direita. Os gráficos são esboçados para ma = 1, L/w = 1 e para q = 2.5, r/w = 1
nos gráficos à esquerda e à direita, respectivamente.

Para L/w ≫ 1, podemos usar a expressão assintótica para a função Wma(u) dada

em (5.115), obtendo

⟨ψ̄ψ⟩c ≈ −8(ma+ 1/2)(ma+ 3/2)

π2a4

(w
L

)2(ma+5/2)
∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

×

[ [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)

(ρ2k + l2)
ma+5/2

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)

× h(q, α0, 2z)

[τ(z)2 + l2]ma+5/2

]
, (5.125)

onde as variáveis ρk e τ(z) estão definidas em (5.74). Como podemos ver, esta contribuição

tende a zero no limite L→ ∞.
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No limite Minkowskiano, correspondendo a a→ ∞ com y fixo, usando o resultado

(5.111), obtemos

⟨ψ̄ψ⟩(M)
c = − 23/2

π5/2
m4

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

×

{ [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)f3/2

(
2m
√
r2 sin2(πk/q) + l2L2/4

)

+
q

π

∫ ∞

0

du
h(q, α0, 2u) sinhu

cosh(2qu)− cos(qπ)
f3/2

(
2m

√
r2 cosh2 u+ l2L2/4

)}
, (5.126)

onde a função f3/2(x) é dada por (5.112). Para um campo sem massa, a contribuição

topológica é nula. Novamente, vemos que o CF não nulo para um campo sem massa no

espaço-tempo AdS é um efeito induzido gravitacionalmente.

5.4 VEV do tensor energia-momento

Nesta seção, queremos calcular outra importante caracteŕıstica do vácuo fermiô-

nico, o valor esperado de vácuo do tensor energia-momento. Para um campo fermiônico

carregado na presença de um campo eletromagnético, esta quantidade pode ser calculada

pela fórmula da soma dos modos:

⟨0|Tµν |0⟩ = ⟨Tµν⟩ = − i

4

∑
σ

∑
χ=−,+

χ
[
ψ̄(χ)
σ γ(µDν)ψ

(χ)
σ − (D(µψ̄

(χ)
σ )γν)ψ

(χ)
σ

]
, (5.127)

onde Dµψ̄ = ∂µψ̄ − ieAµψ̄ − ψ̄Γµ, e os parênteses envolvendo os ı́ndices indicam sime-

trização.

5.4.1 Densidade de energia

Consideremos a densidade de energia, ⟨T00⟩. Levando em conta que A0 = 0 e

observando que {γ0,Γ0} = 0, temos que a única contribuição é proveniente das derivadas

temporais atuando nas funções de onda de energia positiva e negativa. Assim, temos

⟨T00⟩ = − a

2w

∑
σ

∑
χ=−,+

Eψ(χ)†
σ ψ(χ)

σ . (5.128)



Caṕıtulo 5. Correntes induzidas e polarização do vácuo fermiônico no espaço AdS 128

Substituindo os modos de energia positiva e negativa (5.31) e (5.38), respectivamente,

com seus respectivos coeficientes de normalização em (5.128), obtemos:

⟨T00⟩ = − qw4

4πa3L

∫ ∞

0

dλ λ

∫ ∞

0

dp p
∑
j

∞∑
l=−∞

E
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
×

[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
, (5.129)

onde as somas sobre χ e η já foram efetuadas. Como podemos ver, a densidade de energia

é a mesma para os campos em que s = +1 e s = −1.

A fim de proceder em nosso cálculo, vamos utilizar a fórmula de Abel-Plana (4.20)

com

g(u) = 1 e f(u) =
√
λ2 + p2 + (2πu/L)2 ,

para desenvolver a soma sobre o número quântico l na Eq. (5.129). Assim, obtemos

⟨T00⟩ = − qw4

4πa3L

∫ ∞

0

dλλ

∫ ∞

0

dpp

{
2

∫ ∞

0

du
√
λ2 + p2 + (2πu/L)2

+ i

∫ ∞

0

du
[√

λ2 + p2 + (2πiu/L)−
√
λ2 + p2 + (−2πiu/L)

]
×

[
1

e2π(u+iβ̃) − 1
+

1

e2π(u−iβ̃) − 1

]}∑
j

(J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr))

×
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
. (5.130)

Similarmente ao que ocorre no CF, a densidade de energia pode ser expressa como

a soma de dois termos,

⟨T00⟩ = ⟨T00⟩AdS,cs + ⟨T00⟩c , (5.131)

correspondendo à primeira e segunda integrais em (5.130), respectivamente. Comecemos

com a primeira parte,

⟨T00⟩AdS,cs = − qw4

(2π)2a3

∫ ∞

0

dλλ

∫ ∞

0

dpp

∫ ∞

0

dy
√
λ2 + p2 + y2

∑
j

[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
×

[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
, (5.132)

onde introduzimos uma nova variável y = 2πu/L. Entretanto, a expressão acima é di-

vergente, e uma função cutoff regularizadora é necessária. Como feito na última seção,
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introduzimos uma função regularizadora sem explicitamente escrevê-la. Agora, a fim de

continuar executando nosso cálculo, usamos a identidade

√
λ2 + p2 + y2 = − 2√

π

∫ ∞

0

dτ ∂τ2e
−(λ2+p2+y2)τ2 . (5.133)

Mudando a ordem de integração é posśıvel integrar sobre λ, p e y. Usando as fórmulas

fornecidas em [110], e após alguns passos intermediários, chegamos ao seguinte resultado

⟨T00⟩AdS,cs =
qw4

4(2π)2a3

∫ ∞

0

dτ ∂τ2

{
1

τ 5
e−

r2+w2

2τ2
[
Iν1(w

2/(2τ 2)) + Iν2(w
2/(2τ 2))

]
×
∑
j

[
Iβj

(r2/(2τ 2)) + Iβj+ϵj(r
2/(2τ 2))

]}
. (5.134)

Como mencionado anteriormente, a soma sobre o número quântico j na expressão

acima foi definida como a função G(q, α0, y) dada em (5.85). Além disso, a contribuição

do termo do ey está associada com a densidade de energia fermiônica no espaço-tempo

AdS puro. Logo, subtraindo este termo, podemos integrar por partes sobre a variável τ

na Eq. (5.134). Definindo uma nova variável x = w2/(2τ 2), obtemos a seguinte expressão

⟨T00⟩cs =
q

2(2πw)2a3

∫ ∞

0

dxx2e−(1+ρ2)x [Iν1(x) + Iν2(x)]G0(q, α0, ρ
2x) , (5.135)

onde G0(q, α0, y) é dada por (5.85), sem o termo 2ey entre chaves.

Usando a fórmula (4.38), e após alguns passos intermediários, incluindo o uso do

tensor métrico contravariante, g00, obtemos

〈
T 0
0

〉
cs

=
a−5

√
2π5/2

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(uk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(uz)

]
, (5.136)

onde a função Zma(u) já foi definida em (5.56) e as variáveis uk e uz em (5.57).

Na Fig. 5.9, é mostrado o comportamento da densidade de energia induzida pela

corda cósmica na geometria sem compactificação como função da distância a partir da

corda (gráfico à esquerda) e da massa do campo (gráfico à direita). Para o gráfico do

lado esquerdo consideramos α0 = 0.3 e ma = 1. Para o gráfico do lado direito assumimos
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α0 = 0.3 e r/w = 0.3. Como podemos ver pelo gráfico à esquerda, a densidade de energia

induzida pela corda tende a zero para pontos distantes, com o seu decaimento dependendo

do parâmetro q. No gráfico do lado direito, vemos que esta densidade de energia tende a

zero para grandes valores da massa.

1

2

3

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

r/w

1
0
4
a
5
<
T
00
>
c
s

1

2.5

3

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

ma

1
0
4
a
5
<
T
00
>
c
s

Figura 5.9: A parte na densidade de energia induzida pela corda cósmica como função da distância
radial a partir da corda (gráfico à esquerda) e como função da massa (gráfico à direita). Para ambos
os gráficos consideramos α0 = 0.3. Os números próximos às curvas em ambos os gráficos são valores do
parâmetro q. Os gráficos são esboçados para ma = 1 e para r/w = 0.3 nos gráficos à esquerda e à direita,
respectivamente.

Quanto à parte da densidade de energia induzida pela compactificação, esta é

identificada como a segunda integral em (5.130):

⟨T00⟩c = − iqw4

8π2a3

∫ ∞

0

dλλ

∫ ∞

0

dpp

∫ ∞

0

dy
[√

λ2 + p2 + (iy)2 −
√
λ2 + p2 + (−iy)2

]
×

[
1

eLy+2πiβ̃ − 1
+

1

eLy−2πiβ̃ − 1

]∑
j

[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
×

[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
. (5.137)

Levando em consideração os pontos de ramificação na integral sobre y ao usar a identidade

(5.65), e utilizando também a expansão (ex − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lx, podemos integrar sobre

a variável y, e após alguns passos intermediários, a expressão acima fica

⟨T00⟩c =
qw4

2π2a3L

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

l

∫ ∞

0

dλλ

∫ ∞

0

dpp
√
λ2 + p2 K1(lL

√
λ2 + p2)

×
∑
j

[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

] [
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
. (5.138)

Substituindo a representação integral da função de Macdonald dada em (4.28) na
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Eq. (5.138), podemos escrever

⟨T00⟩c =
qw4

8π2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dt e−1/t

∫ ∞

0

dλλ

∫ ∞

0

dpp (λ2 + p2)e−l2L2(λ2+p2)(t/4)

×
∑
j

[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

] [
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
. (5.139)

Usando a relação

(λ2 + p2)e−l2L2(λ2+p2)(t/4) = − 4

l2L2
∂te

−l2L2(λ2+p2)(t/4) , (5.140)

na Eq. (5.139), e após desenvolver as integrais sobre λ e p com a ajuda de [110], obtemos

⟨T00⟩c = − 2qw4

π2a3L6

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

l6

∫ ∞

0

dt e−1/t∂t

[
e−2(r2+w2)/(l2L2t)

t2

× G(q, α0, 2r
2/(l2L2t))[Iν1(2w

2/(l2L2t)) + Iν2(2w
2/(l2L2t)]

]
, (5.141)

onde G(q, α0, y) corresponde à soma completa dada em (5.85).

Integrando por partes sobre t, após alguns passos intermediários, chegamos ao

resultado

⟨T00⟩c =
q

(2π)2a3w2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dv v2e−(1+ρ2+l2L2/(2w2))v

× G(q, α0, ρ
2v)[Iν1(v) + Iν2(v)] , (5.142)

onde introduzimos a variável v = 2w2/(l2L2t). Usando novamente a fórmula (4.38), obte-

mos

〈
T 0
0

〉
c

=

√
2

π5/2a5

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

 [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
, (5.143)

sendo os argumentos da função Zma(u) definidos em (5.69).

Na ausência da corda cósmica e do fluxo magnético, temos q = 1 e α0 = 0. Sob

estas circunstâncias somente o termo k = 0 da Eq. (5.143) é não nulo, sendo este dado
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por 〈
T 0
0

〉(0)
c

=
a−5

√
2π5/2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)Zma(1 + (lL/w)2/2) . (5.144)

Esta quantidade corresponde à densidade de energia induzida somente pela compacti-

ficação no espaço-tempo AdS. Para k > 0 temos outra componente induzida pela com-

pactificação que tem seu comportamento influenciado pela presença da corda cósmica e

pelo fluxo magnético ao longo de seu núcleo. Esta componente é escrita como

〈
T 0
0

〉(q,α0)

c
=

√
2

π5/2a5

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
. (5.145)

Na Fig. 5.10, é mostrado o comportamento da densidade de energia induzida pela

compactificação como função da distância a partir da corda cósmica (gráfico à esquerda) e

da massa do campo (gráfico à direita). Para o gráfico do lado esquerdo foram considerados

α0 = 0.3, ma = 1, L/w = 1 e β̃ = 0.25. Para o gráfico do lado direito assumimos α0 = 0.3,

r/w = 1, L/w = 1.5 e β̃ = 0.25.
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Figura 5.10: A parte na densidade de energia induzida pela compactificação como função da distância
radial a partir da corda (gráfico à esquerda) e como função da massa (gráfico à direita). No gráfico do
lado esquerdo foram escolhidos α0 = 0.3, ma = 1, L/w = 1 e β̃ = 0.25, e no gráfico do lado direito foram
considerados α0 = 0.3, r/w = 1, L/w = 1.5 e β̃ = 0.25. Os números próximos às curvas em ambos os
gráficos são valores do parâmetro q.
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5.4.2 Componente radial

Vamos agora realizar o cálculo da componente radial do tensor energia-momento.

Nesta direção temos que Ar = 0, e o anti-comutador {γr,Γr} = 0. Logo, temos somente

contribuições provenientes das derivadas radiais:

⟨Trr⟩ = − i

4

∑
σ

∑
χ=−,+

χ
[
ψ̄(χ)
σ γr∂rψ

(χ)
σ − (∂rψ̄

(χ)
σ )γrψ

(χ)
σ

]
. (5.146)

Substituindo os modos de energia positiva e negativa e a correspondente matriz de Dirac

na direção radial (apresentada na seção 5.1) na expressão acima, obtemos:

⟨Trr⟩ =
qw4

4πa3L

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

∞∑
l=−∞

ϵjpλ
3
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]√
λ2 + p2 + [2π(l + β̃)/L]2

×
[
J

′

βj
(λr)Jβj+ϵj(λr)− Jβj

(λr)J
′

βj+ϵj
(λr)

]
, (5.147)

onde as somas sobre η e χ já foram realizadas. Note que as derivadas das funções de

Bessel são com respeito ao argumento. Similarmente ao caso da densidade de energia, a

componente radial do tensor energia-momento é a mesma para s = +1 e s = −1.

Usando a fórmula de Abel-Plana dada em (4.20), e considerando g(u) = 1 e f(u) =

[λ2 + p2 + (2πu/L)2]−1/2, podemos decompor (5.147) de maneira similar ao que foi feito

em (5.131). Vamos desenvolver a contribuição induzida pela corda cósmica:

⟨Trr⟩AdS,cs =
qw4

4π2a3

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

∫ ∞

0

dx
ϵjpλ

3
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]√
λ2 + p2 + x2

×
[
J

′

βj
(λr)Jβj+ϵj(λr)− Jβj

(λr)J
′

βj+ϵj
(λr)

]
, (5.148)

onde introduzimos uma nova variável x = 2πu/L. Usando a identidade dada em (5.48),

podemos realizar as integrais sobre x e p, obtendo o seguinte resultado

⟨Trr⟩AdS,cs = − qw4

8π2a3

∫ ∞

0

dτ

τ 3
e−w2/(2τ2)

[
Iν1(w

2/(2τ 2)) + Iν2(w
2/(2τ 2))

]
×

∑
j

ϵj

∫ ∞

0

dλλ3e−τ2λ2

[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)− 2βj + ϵj

λr

× Jβj
(x)Jβj+ϵj(λr)

]
. (5.149)
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Na expressão acima, usamos a seguinte relação de recorrência envolvendo as derivadas da

função de Bessel:

ϵj(Jβj
(x)J

′

βj+ϵj
(x)− J

′

βj
(x)Jβj+ϵj(x))

= J2
βj
(x) + J2

βj+ϵj
(x)− 2βj + ϵj

x
Jβj

(x)Jβj+ϵj(x) . (5.150)

Para realização das integrais sobre λ, usamos as seguintes fórmulas [53]:

∫ ∞

0

dλλ3e−τ2λ2

J2
µ(λr) = − ∂

∂τ 2

[
e−r2/(2τ2)

2τ 2
Iµ(r

2/(2τ 2))

]
(5.151)

e

∫ ∞

0

dλλ2e−τ2λ2

Jβj
(λr)Jβj+ϵj(λr) =

rϵje
−r2/(2τ2)

4τ 4
[
Iβj

(r2/(2τ 2))− Iβj+ϵj(r
2/(2τ 2))

]
.

(5.152)

Logo, substituindo estes resultados em (5.149), obtemos

⟨Trr⟩AdS,cs =
qw4

8π2a3

∫ ∞

0

dτ

τ 3
e−w2/(2τ2)(Iν1(w

2/(2τ 2)) + Iν2(w
2/(2τ 2)))

×
∑
j

{
1

2

∂

∂τ 2

[
e−r2/(2τ2)

τ 2
[
Iβj

(r2/(2τ 2)) + Iβj+ϵj(r
2/(2τ 2))

]]

+
2ϵjβj + 1

4τ 4
e−r2/(2τ2)

[
Iβj

(r2/(2τ 2))− Iβj+ϵj(r
2/(2τ 2))

]}
. (5.153)

Introduzindo uma nova variável, y = r2/(2τ 2), e usando a relação

(2ϵjβj + 1)
[
Iβj

(y)− Iβj+ϵj(y)
]
= 2 (y∂y − y + 1/2)

[
Iβj

(y) + Iβj+ϵj(y)
]
, (5.154)

a Eq. (5.153) é simplificada e pode ser escrita como

⟨Trr⟩AdS,cs = − qρ−6

8π2a3w2

∫ ∞

0

dyy2e−(1+1/ρ2)y
[
Iν1(y/ρ

2) + Iν2(y/ρ
2)
]
G(q, α0, y) , (5.155)

com G(q, α0, y) dada em (5.85). A fim de avaliarmos a contribuição induzida pela corda

cósmica, subtráımos da função G(q, α0, y) a quantidade correspondente no espaço-tempo

AdS puro, 2ey. Além disso, introduzindo uma nova variável, χ = y/ρ2, podemos usar

(4.38), e após alguns passos intermediários, a contribuição induzida puramente pela corda
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é dada por

⟨T r
r ⟩cs =

1√
2ππ2

1

a5

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(uk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
h(q, α0, 2z) sinh z

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(uz)

]
, (5.156)

que coincide com a expressão para ⟨T 0
0 ⟩cs.

Vamos agora desenvolver a contribuição induzida pela compactificação:

⟨Trr⟩c =
iqw4

8π2a3

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

ϵjpλ
3
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
×

[
J

′

βj
(λr)Jβj+ϵj(λr)− Jβj

(λr)J
′

βj+ϵj
(λr)

] ∫ ∞

0

dx

[
1√

λ2 + p2 + (ix)2

− 1√
λ2 + p2 + (−ix)2

] ∑
n=±1

1

eLx+2πinβ̃ − 1
. (5.157)

Levando em conta (5.65) e usando a expansão em série, (ev − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lv, podemos

integrar sobre x, obtendo o seguinte resultado

⟨Trr⟩c =
qw4

2π2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dpp
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]∑
j

ϵj

∫ ∞

0

dλλ3

×
[
J

′

βj
(λr)Jβj+ϵj(λr)− Jβj

(λr)J
′

βj+ϵj
(λr)

]
K0(lL

√
λ2 + p2) . (5.158)

Usando a representação integral da função de Macdonald dada em (4.28), e a relação de

recorrência para as funções de Bessel dada em (5.150), podemos integrar sobre λ e p com

a ajuda de [110], obtendo

⟨Trr⟩c = − qρ−6

4π2a3w2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dyy2e−[(lL)2/(2r2)+1/ρ2]

×
[
Iν1(y/ρ

2) + Iν2(y/ρ
2)
]∑

j

{
2
∂

∂y

[
ye−y(Iβj

(y) + Iβj+ϵj(y))

]

− (2ϵjβj + 1)e−y(Iβj
(y)− Iβj+ϵj(y))

}
, (5.159)

onde introduzimos a variável y = 2r2t/(2s2). Usando a identidade dada em (5.154), a

expressão para o VEV induzido pela compactificação é simplificada, nos permitindo somar



Caṕıtulo 5. Correntes induzidas e polarização do vácuo fermiônico no espaço AdS 136

sobre o número j, obtendo o seguinte resultado:

⟨Trr⟩c = − qρ−6

4π2a3w2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dyy2e−[1+(lL)2/(2r2)+1/ρ2]

×
[
Iν1(y/ρ

2) + Iν2(y/ρ
2)
]
G(q, α0, y) , (5.160)

onde, novamente, a função G(q, α0, y) está definida em (5.85).

Por fim, definindo uma nova variável, χ = yρ2, podemos realizar a integral sobre

a variável χ com a ajuda de (4.38), e a expressão final para a contribuição induzida pela

compactificação é

⟨T r
r ⟩c =

2√
2ππ2

1

a5

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

 [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
, (5.161)

que coincide com a expressão para ⟨T 0
0 ⟩c.

5.4.3 Componente azimutal

A componente azimutal do tensor energia-momento, ⟨Tϕϕ⟩, é calculada usando

(5.127), considerando Aϕ = qα/e e {γϕ,Γϕ} = 0. Levando em conta estas considerações,

obtemos

⟨Tϕϕ⟩ = − i

4

∑
σ

∑
χ=−,+

χ
[
ψ̄(χ)
σ γϕ∂ϕψ

(χ)
σ − (∂ϕψ̄

(χ)
σ )γϕψ

(χ)
σ + 2iαqψ̄(χ)

σ γϕψ
(χ)
σ

]
. (5.162)

Além disso, considerando que os modos fermiônicos são dados pelas autofunções do ope-

rador momento angular ao longo da direção w definido na Eq. (5.25), após alguns passos

intermediários, obtemos o seguinte resultado:

⟨Tϕϕ⟩ =
q

2

∑
σ

∑
χ=−,+

χ(j + α)ψ̄(χ)
σ γϕψ

(χ)
σ . (5.163)
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Substituindo as funções de onda de energia positiva e negativa, dadas em (5.31) e (5.38),

respectivamente, na expressão acima, obtemos

⟨Tϕϕ⟩ = − q2w4r

2πa3L

∑
j

ϵj(j + α)

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
η=±1

∞∑
l=−∞

pλ2

E
Jβj

(λr)Jβj+ϵj(λr)

×
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
. (5.164)

Observe que esta componente também é a mesma para ambos os casos em que s = +1 e

s = −1.

A soma sobre o número quântico l em (5.164) pode ser obtida usando-se a fórmula

de Abel-Plana presente em (4.20), com g(u) = 1 e f(u) = [λ2+p2+(2πu/L)2]−1/2. Proce-

dendo desta forma, podemos novamente decompor a componente azimutal em termos de

uma contribuição induzida pela corda cósmica no espaço-tempo AdS sem compactificação,

⟨Tϕϕ⟩AdS,cs, e outra induzida pela compactificação, ⟨Tϕϕ⟩c.

Comecemos por escrever a componente ⟨Tϕϕ⟩AdS,cs, expressa por

⟨Tϕϕ⟩AdS,cs = −q
2w4r

2π2a3

∑
j

ϵj(j + α)

∫ ∞

0

dλλ2
∫ ∞

0

dpp

∫ ∞

0

dy
1√

λ2 + p2 + y2

× Jβj
(λr)Jβj+ϵj(λr)

[
J2
ν1
(pw) + (J2

ν2
(pw)

]
, (5.165)

onde definimos uma nova variável y = 2πu/L. Adotando, mais uma vez, a presença

impĺıcita de uma função cutoff, com a ajuda da identidade fornecida em (5.48), é posśıvel

desenvolver a integral sobre λ usando-se (5.152) e a integral sobre p com a ajuda de [110]

∫ ∞

0

dxxe−ρ2x2

Jν(βx) =
1

2ρ2
e−β2/(2ρ2)Iν(β

2/(2ρ2)) . (5.166)

Assim, após alguns passos intermediários, obtemos:

⟨Tϕϕ⟩AdS,cs = − qr2

(2πw)2a3

∑
j

q(j + α)

∫ ∞

0

dxx2e−x(1+ρ2)

×
[
Iβj

(xρ2)− Iβj+ϵj(xρ
2)
]
[Iν1(x) + Iν2(x)] . (5.167)

No desenvolvimento para obtenção da Eq. (5.167), introduzimos uma nova variável, x =

w2/(2τ 2). A fim de transformar a expressão acima em uma forma mais conveniente, ob-

servamos que q(j + α) = ϵjβj + 1/2, de forma que podemos usar (5.154). O resultado
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obtido é

⟨Tϕϕ⟩AdS,cs = − qr2

(2πw)2a3

∫ ∞

0

x2e−x [Iν1(x) + Iν2(x)]

×
[
(1/2 + x∂x)e

−xρ2G(q, α0, xρ
2)
]
, (5.168)

com G(q, α0, y) definida em (5.85). Para subtrair a contribuição devido ao espaço-tempo

AdS puro de ⟨Tϕϕ⟩AdS,cs, podemos descartar o termo ey entre parênteses na representação

da função G(q, α0, y) dada em (5.85), fornecendo a função G0(q, α0, y) já mencionada em

(5.135). Renormalizando a componente azimutal do tensor energia-momento acima, e com

o uso do tensor métrico contravariante, gϕϕ, podemos escrever

⟨T ϕ
ϕ ⟩cs =

q

4π2a5

∫ ∞

0

x2e−x
[
(1/2 + x∂x)e

−xρ2G0(q, α0, xρ
2)
]

× [Iν1(x) + Iν2(x)] . (5.169)

Comparando esta expressão com (5.135), podemos ver que a seguinte expressão é verifi-

cada:

⟨T ϕ
ϕ ⟩cs = (1 + r∂r) ⟨T 0

0 ⟩cs . (5.170)

Vamos agora densenvolver a contribuição devido à compactificação:

⟨Tϕϕ⟩c = −iq
2w4r

4π2a3

∑
j

ϵj(j + α)

∫ ∞

0

dλλ2
∫ ∞

0

dpp

∫ ∞

0

dy

[
1√

λ2 + p2 + (iy)2

− 1√
λ2 + p2 + (iy)2

](
1

eyL−2πiβ̃ − 1
+

1

eyL+2πiβ̃ − 1

)
Jβj

(λr)Jβj+ϵj(λr)

× (J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)) , (5.171)

onde realizamos uma mudança de variável u = Ly
2π
. Utilizando novamente a identidade

(5.65) e a relação (ex − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lx, obtemos

⟨Tϕϕ⟩c = − 4q2w4r

(2π)2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∑
j

ϵj(j + α)

∫ ∞

0

dλλ2
∫ ∞

0

dpp

∫ ∞

√
λ2+p2

dye−lLy√
y2 − λ2 − p2

× Jβj
(λr)Jβj+ϵj(λr)

[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
. (5.172)

Adotando uma representação espećıfica para a função de Macdonald [107], podemos repre-

sentar a integral sobre a variável y por K0(lL
√
λ2 + p2); além disso, considerando a repre-
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sentação integral (4.28), podemos integrar sobre λ com o uso de (5.152), bem como sobre a

variável p com a fórmula (5.166). Mais uma vez, identificando q(j+α) = ϵjβj +1/2 e com

a ajuda de (5.154), e fazendo uma mudança de variável τ = (lL)2x/2w2, a contribuição

induzida pela compactificação para a componente azimutal do tensor energia-momento,

é expressa por

⟨Tϕϕ⟩c = − qr2

2π2a3w2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dxx2e−(1+l2L2/(2w2))x

×
[
(1/2 + x∂x)e

−xρ2G(q, α0, xρ
2))
]
[Iν1(x) + Iν2(x)] . (5.173)

Neste ponto, podemos usar os mesmos passos adotados na análise da componente ⟨T ϕ
ϕ ⟩cs

para concluir que

⟨T ϕ
ϕ ⟩c = (1 + r∂r) ⟨T 0

0 ⟩c . (5.174)

5.4.4 Componente ao longo da direção w

Vamos agora analisar a componente do tensor energia-momento induzida ao longo

da coordenada de Poincaré. Levando em conta que Aw = 0 e {γw,Γw} = 0, o tensor

energia-momento ao longo da eixo w tem somente contribuições provenientes das derivadas

ordinárias:

⟨Tww⟩ = − i

4

∑
σ

∑
χ=−,+

χ
[
ψ̄(χ)
σ γw∂wψ

(χ)
σ − (∂wψ̄

(χ)
σ )γwψ

(χ)
σ

]
. (5.175)

Substituindo as funções dos modos na expressão acima e subsequentemente realizando as

somas sobre η e χ, obtemos:

⟨Tww⟩ =
sqw4

4πa3L

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp
∑
j

∞∑
l=−∞

λp3
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
√
λ2 + p2 + [2π(l + β̃)/L]2

×
[
J

′

ν1
(pw)Jν2(pw)− Jν1(pw)J

′

ν2
(pw)

]
, (5.176)

onde as derivadas das funções de Bessel são com respeito ao argumento. A componente

(5.176) é a mesma para s = +1 e s = −1.

Desenvolvendo a soma sobre l através da fórmula de Abel-Plana dada em (4.20),

tomando g(u) = 1 e f(u) = [λ2 + p2 + (2πu/L)]−1/2, mais uma vez, somos capazes de de-
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compor o VEV do tensor energia momento em uma contribuição induzida puramente pela

corda cósmica, ⟨Tww⟩cs, e uma segunda induzida pela compactificação, ⟨Tww⟩c. Comecemos

desenvolvendo o termo induzido pela corda cósmica:

⟨Tww⟩AdS,cs =
qsw4

4π2a3

∑
j

∫ ∞

0

dλλ
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

] ∫ ∞

0

dpp3

×
[
J

′

ν1
(pw)Jν2(pw)− Jν1(pw)J

′

ν2
(pw)

] ∫ ∞

0

dx√
λ2 + p2 + x2

, (5.177)

onde realizamos a mudança de variável x = 2πu/L. Agora, vamos usar a identidade

(5.48). De acordo com (5.18), temos ν2 = ν1 + s, de forma que podemos adaptar a

relação de recorrência envolvendo as derivadas da função de Bessel dada em (5.150) com

as substituições ϵj → s e βj → ν1. Assim, podemos integrar sobre λ, p e x, de modo que

após alguns passos intermediários, obtêm-se

⟨Tww⟩AdS,cs =
qw4

8π2a3

∫ ∞

0

dt

t3
e−r2/(2t2)G(q, α0, r

2/(2t2))

×

{
1

2

∂

∂t2

[
e−w2/(2t2)

t2
(
Iν1(w

2/(2t2)) + Iν2(w
2/(2t2))

)]

+
2sν1 + 1

4t4
e−w2/(2t2)

(
Iν1(w

2/(2t2))− Iν2(w
2/(2t2))

)}
. (5.178)

Realizando a mudança da variável de integração, y = w2/(2t2), e usando a relação presente

em (5.154) com as substituições ϵj → s e βj → ν1, a expressão acima é simplificada e é

escrita como

⟨Tww⟩cs = − qw4

8π2a3w2

∫ ∞

0

dyy2e−(1+ρ2)y (Iν1(y) + Iν2(y))G(q, α0, yρ
2) . (5.179)

Agora, substituindo a representação da função G(q, α0, yρ
2), presente em (5.85), na ex-

pressão dada acima e subsequentemente realizando a extração da contribuição induzida

pela espaço-tempo AdS puro, podemos realizar a integral sobre y, obtendo a contribuição

induzida pela corda cósmica na geometria sem compactificação, que coincide com a ex-

pressão para a densidade de energia também induzida pela corda:

⟨Tw
w ⟩cs =

〈
T 0
0

〉
cs
. (5.180)



Caṕıtulo 5. Correntes induzidas e polarização do vácuo fermiônico no espaço AdS 141

Vamos agora devotar nossa atenção para o cálculo do VEV induzido pela compac-

tificação:

⟨Tww⟩c =
qsw4

2π2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∑
j

∫ ∞

0

dλλ
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
×

∫ ∞

0

dpp3
[
J

′

ν1
(pw)Jν2(pw)− Jν1(pw)J

′

ν2
(pw)

]
×

∫ ∞

√
λ2+p2

dxe−lLx√
x2 − λ2 − p2

, (5.181)

onde introduzimos a variável x = 2πu/L, e levamos em conta a identidade (5.65) e a

expansão em série, (ev − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lv, no desenvolvimento da expressão acima.

Agora, usando a relação de recorrência envolvendo as derivadas das funções de

Bessel e integrando sobre x, obtemos

⟨Tww⟩c = − qw4

2π2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∑
j

∫ ∞

0

dλλ
[
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

] ∫ ∞

0

dpp3

×
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)− 2ν1 + s

pw
Jν1(pw)Jν2(pw)

]
K0(lL

√
λ2 + p2). (5.182)

Usando a representação integral (4.28) para K0(lL
√
λ2 + p2), podemos integrar sobre λ

e p. Além disso, introduzindo a mudança de variável, y = 2tw2/(lL)2, podemos seguir os

mesmos passos adotados no cálculo da contribuição ⟨Tww⟩cs, obtendo o seguinte resultado:

⟨Tww⟩c = − qw4

4π2a3w2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

y2e−(1+ρ2+(lL)2/(2w2))G(q, α0, yρ
2)

× [Iν1(y) + Iν2(y)] . (5.183)

Comparando a expressão acima com aquela dada em (5.142), podemos facilmente concluir

que

⟨Tw
w ⟩c =

〈
T 0
0

〉
c
. (5.184)

5.4.5 Componente axial

Vamos analisar a componente do tensor energia-momento ao longo do eixo z, que

daqui em diante é nomeada de componente axial do tensor energia-momento. Levando

em consideração que temos um fluxo magnético circundado pelo eixo compactificado e
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associado ao campo de calibre constante Az, além do anti-comutador {γz,Γz} = 0, po-

demos ver que somente contribuições provenientes das derivadas covariantes, ∂z + ieAz,

estão presentes. Logo, ficamos com

⟨Tzz⟩ =
1

2

∑
σ

∑
χ=−,+

χk̃lψ̄
(χ)
σ γzψ

(χ)
σ . (5.185)

Substituindo as funções de onda de energia positiva e negativa na expressão acima, e

subsequentemente somando sobre η e χ, obtemos:

⟨Tzz⟩ = − qw4

4πa3L

∫ ∞

0

dλ λ

∫ ∞

0

dp p
∑
j

∞∑
l=−∞

k̃2l
E

×
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

] [
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

]
. (5.186)

Note que a componente axial coincide para os casos em que s = +1 e s = −1.

A fim de efetuarmos a soma sobre o número quântico l, usamos a fórmula de

Abel-Plana (4.20), com g(u) = 1 e

f(u) =
(2πu/L)2√

λ2 + p2 + (2πu/L)2
. (5.187)

Isto nos permite decompor o VEV como:

⟨Tzz⟩ = ⟨Tzz⟩AdS,cs + ⟨Tzz⟩c . (5.188)

Vamos desenvolver o termo induzido pela corda cósmica:

⟨Tzz⟩AdS,cs = − qw4

4π2a3

∫ ∞

0

dpp
(
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

)∑
j

∫ ∞

0

dλλ
(
J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr)

)
×

∫ ∞

0

dx
x2√

λ2 + p2 + x2
, (5.189)

onde introduzimos a mudança de variável x = 2πu/L. A contribuição para a componente

axial do tensor energia-momento também é divergente, como é explicitamente exibido pela

integral sobre x. Usando implicitamente uma função cutoff regularizadora, e a identidade

dada em (5.48), podemos desenvolver as integrações sobre λ, p e x, com a ajuda de [107],
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obtendo o seguinte resultado:

⟨Tzz⟩AdS,cs = − qw4

2(4π)2a3

∫ ∞

0

dv
e−(r2+w2)/(2v2)

v7
(
Iν1(w

2/(2v2)) + Iν2(w
2/(2v2))

)
×

∑
j

(
Iβj

(r2/(2v2)) + Iβj+ϵj(r
2/(2v2))

)
. (5.190)

Introduzindo uma nova variável, y = r2/(2v2), obtemos

⟨Tzz⟩AdS,cs = − qρ−6

8π2a3w2

∫ ∞

0

dyy2e−(1+1/ρ2)y
(
Iν1(y/ρ

2) + Iν2(y/ρ
2)
)

× G(q, α0, y) . (5.191)

Subtraindo a contribuição divergente correspondente devido ao espaço-tempo AdS puro,

e efetuando a mudança de variável χ = y/ρ2, a contribuição renormalizada induzida pela

corda cósmica na direção axial, fica:

⟨T z
z ⟩cs =

1√
2ππ2

1

a5

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(uk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(uz)

]
, (5.192)

que coincide com a expressão para ⟨T 0
0 ⟩cs.

Vamos agora desenvolver o VEV induzido pela compactificação proveniente do

segundo termo em (5.188):

⟨Tzz⟩c = − iqw4

4πa3L

∑
j

∫ ∞

0

dλλ(J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr))

∫ ∞

0

dpp(J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw))

×
∫ ∞

0

du

[
(2πiu/L)2√

λ2 + p2 + (2πiu/L))2
− (−2πiu/L)2√

λ2 + p2 + (−2πiu/L)2

]
×

∑
n=±1

1

e2π(u+inβ̃) − 1
. (5.193)

Introduzindo a variável x = 2πu/L, usando a identidade dada em (5.65) e a expansão em
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série (ev − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lv, obtemos

⟨Tzz⟩c =
qw4

2π2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∑
j

∫ ∞

0

dλλ(J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr))

×
∫ ∞

0

dpp(J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw))

∫ ∞

√
λ2+p2

dx
x2e−lLx√
x2 − λ2 − p2

. (5.194)

A fim de procedermos com o presente cálculo, notamos que xelLx = −l−1∂Le
−lLx,

o que nos permite efetuar a integral sobre x com ajuda de [110], de modo que o seguinte

resultado é obtido:

⟨Tzz⟩c = − qw4

2π2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

l

∑
j

∫ ∞

0

dλλ(J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr))

×
∫ ∞

0

dpp(J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw))

√
λ2 + p2

∂

∂L
[K1(lL

√
λ2 + p2)] . (5.195)

Usando a representação integral da função de Macdonald dada em (4.28) e usando a

propriedade, K1(z) = K−1(z), obtemos

⟨Tzz⟩c = − qw4

2π2a3

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∂

∂L

{
L

[
1

(lL)2

∫ ∞

0

dte−t
∑
j

∫ ∞

0

dλλe−(lL)λ2/(4t)

× (J2
βj
(λr) + J2

βj+ϵj
(λr))

∫ ∞

0

dppe−(lL)p2/(4t)(J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw))

]}
. (5.196)

Efetuando as integrais sobre λ e p, obtemos

⟨Tzz⟩c = − ∂

∂L

{
L

[
q

(2π)2a3w2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞

0

dyy2e−[1+ρ2+(lL)2/(2w2)]y

× G(q, α0, yρ
2)
(
Iν1(y) + Iν2(y)

)]}
. (5.197)

onde introduzimos a variável y = 2w2/(lL)2. Comparando a expressão acima com (5.142),

podemos concluir que

⟨T z
z ⟩c = ∂L[L

〈
T 0
0

〉
c
] . (5.198)
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5.5 Propriedades do tensor energia-momento

Nesta seção iremos analisar as principais propriedades das componentes do tensor

energia-momento apresentadas na seção anterior. É posśıvel verificar que os VEVs do

tensor energia-momento encontrados na seção anterior satisfazem a propriedade do traço:

⟨T µ
µ ⟩ = sm⟨ψ̄ψ⟩ , (5.199)

que é satisfeita por ambas as contribuições induzidas pela corda cósmica e compactificação.

Além disso, note que este traço é nulo para o campo fermiônico sem massa. Podemos ver

também que a equação de conservação covariante,∇µ⟨T µν⟩ = 0, é obedecida. Na geometria

sob consideração, esta equação é reduzida às seguintes relações:

∂r(r⟨T r
r ⟩)− ⟨T ϕ

ϕ ⟩ = 0 , (5.200)

∂w⟨Tw
w ⟩ −

5

w
⟨Tw

w ⟩+
1

w
⟨T µ

µ ⟩ = 0 , (5.201)

que são também válidas para ambas as contribuições induzidas pela corda e pela topologia

não-trivial da compactificação. Note que a Eq. (5.200) pode ser verificada através dos

resultados em (5.170) e (5.174), encontrados quando estávamos calculando os VEVs do

tensor energia-momento ao longo da direção azimutal. Quanto à segunda relação presente

na Eq. (5.201), é posśıvel mostrar que a mesma é satisfeita pelas componentes do tensor

energia-momento calculadas na seção anterior.

Agora, queremos investigar alguns casos especiais e assintóticos das componentes

do tensor energia-momento. Para as análises realizadas abaixo, consideramos s = +1.

Vamos primeiro analisar alguns limites assintóticos para a contribuição induzida

pela corda cósmica. Primeiro, observamos que ⟨T 0
0 ⟩cs = ⟨T r

r ⟩cs = ⟨Tw
w ⟩cs = ⟨T z

z ⟩cs, dadas

por (5.136), (5.156), (5.180) e (5.192), respectivamente. Logo, de modo a simplificar nossa

análise, podemos escrever estas componentes em uma única fórmula:

〈
T µ
µ

〉
cs

=
1√
2ππ2

1

a5

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(uk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(uz)

]
, (5.202)



Caṕıtulo 5. Correntes induzidas e polarização do vácuo fermiônico no espaço AdS 146

com µ = 0, r, w, z (sem soma sobre µ).

Para pontos do espaço em que ρ é pequeno, a função Zma(u) assume uma forma

simples, sendo esta idêntica àquela dada em (5.59), de modo que podemos escrever (5.202)

como 〈
T µ
µ

〉
cs
≈ 3

32π2

( w
ra

)5
h5(q, α0) , (5.203)

onde a função hµ(q, α0) está definida em (5.110).

Por outro lado, para regiões do espaço em que ρ ≫ 1, a função Zma(u) é simpli-

ficada e tem a mesma forma de (5.60), tal que a substituição desta última em (5.202),

resulta em 〈
T µ
µ

〉
cs
≈ − 1

2a
⟨ψ̄ψ⟩cs , (5.204)

onde a expressão assintótica para o CF induzido pela corda é dado pela Eq. (5.116).

Uma análise similar pode ser feita para as contribuições induzidas pela compac-

tificação. Primeiro, notamos que ⟨T 0
0 ⟩c = ⟨T r

r ⟩c = ⟨Tw
w ⟩c, dadas por (5.143), (5.161) e

(5.184), respectivamente. Isso pode ser sumarizado pela seguinte expressão:

〈
T µ
µ

〉
c

=
2√

2ππ2a5

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

 [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)Zma(ulk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
Zma(ulz)

]
, (5.205)

com µ = 0, r, w (sem soma sobre µ). Agora, a fim de continuarmos com nossa análise,

precisamos levar em conta a decomposição

〈
T µ
µ

〉
c
=
〈
T µ
µ

〉(0)
c

+
〈
T µ
µ

〉(q,α0)

c
, (5.206)

onde o primeiro e o segundo termo correspondem as Eqs. (5.144) e (5.145).

O primeiro termo no lado direito de (5.206) é induzido puramente pela topologia

não-trivial devido à compactificação, e é independente da coordenada radial, r, e dos

parâmetros q e α0. Para grandes valores de L, com w fixo, este termo assintoticamente

tende a zero como (w/L)2ν2+4.
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Quanto à segunda contribuição em (5.206), analisamos seu comportamento para

L/w ≫ 1. Neste caso, considerando apenas a ordem principal, ficamos com

〈
T µ
µ

〉(q,α0)

c
≈ − 1

2a
⟨ψ̄ψ⟩(q,α0)

c , (5.207)

onde ⟨ψ̄ψ⟩(q,α0)
c na expressão acima tem a forma assintótica dada por (5.125), exclúıdo o

termo puramente topológico, ⟨ψ̄ψ⟩(0)c .

Vamos agora analisar as componentes azimutal e axial do tensor energia-momento

para o caso do campo sem massa, e também seus respectivos comportamentos assintóticos

no limite Minkowskiano. Comecemos analisando a componente azimutal. Para um campo

sem massa, a contribuição induzida pela corda cósmica é obtida substituindo a expressão

correspondente para este caso, apresentada em (5.61), na Eq. (5.170), de modo que o

resultado obtido é

⟨T ϕ
ϕ ⟩cs = − 3

8π2

( w
ar

)5
h5(q, α0) . (5.208)

Similarmente, para a contribuição induzida pela compactificação, temos

⟨T ϕ
ϕ ⟩c =

6

π2

( w
aL

)5  [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)U(β̃, ρk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
U(β̃, τ(z))

]
, (5.209)

onde introduzimos a função

U(β̃, x) =
∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

[
1

(x2 + l2)5/2
− 5x2

(x2 + l2)7/2

]
, (5.210)

e os argumentos ρk e τ(z) estão definidos em (5.74).

Para o limite Minkowskiano, substitúımos (5.77) em (5.170) e (5.174), e após alguns

passos intermediários, obtemos os seguintes resultados, respectivamente:

⟨T ϕ
ϕ ⟩

(M)
cs = −

√
2m5

π5/2

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)g
(0)
ϕ (2mr sin(πk/q))

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
g
(0)
ϕ (2mr cosh(z))

]
, (5.211)
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⟨T ϕ
ϕ ⟩

(M)
c = −23/2m5

π5/2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

 [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)g
(l)
ϕ

(
mL
√
l2 + ρ2k

)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
g
(l)
ϕ

(
mL
√
l2 + (τ(z))2

)]
, (5.212)

onde definimos a função

g
(l)
ϕ (x) =

x2 − (mlL)2

x2
f3/2(x) +

4x2 − 5(mlL)2

x2
f5/2(x) , (5.213)

com a função fν(x) definida em (5.112). No caso especial em que o campo fermiônico é

não massivo, podemos simplificar ainda mais as expressões (5.211) e (5.212), e, à parte do

fator conforme (w/a)5, coincidem com as expressões (5.208) e (5.209), respectivamente.

Direcionamos nossa atenção agora para a análise da componente axial induzida

pela compactificação, ⟨T z
z ⟩c, dada pela Eq. (5.198). Para um campo sem massa, usando

novamente (5.61), obtemos

⟨T z
z ⟩c =

6

π2

( w
aL

)5  [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)H(ρk)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
H(τ(z))

]
, (5.214)

onde definimos a função

H(β̃, x) =
∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

[
1

(x2 + l2)5/2
− 5l2

(x2 + l2)7/2

]
. (5.215)

Para o limite Minkowskiano, ⟨T z
z ⟩c assume a forma

⟨T z
z ⟩(M)

c = −23/2m5

π5/2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

 [q/2]∑′

∗
k=0

(−1)k cos(πk/q) cos(2πkα0)g
(l)
z

(
mL
√
l2 + ρ2k

)

+
q

π

∫ ∞

0

dz
sinh(z)h(q, α0, 2z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
g(l)z

(
mL
√
l2 + (τ(z))2

)]
, (5.216)

onde introduzimos a notação

g(l)z (x) =
x2 − (2mrsγ)

2

x2
f3/2(x) +

4x2 − 5(2mrsγ)
2

x2
f5/2(x) , (5.217)
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com sγ = sin(πk/q), cosh(z). Para o campo sem massa, o VEV acima é ainda mais sim-

plificado e, à parte do fator conforme (w/a)5, coincide com a Eq. (5.214).
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Caṕıtulo 6

Correntes fermiônicas em modelos

de mundo brana

Neste caṕıtulo apresentamos nossos resultados para a investigação dos efeitos de

uma brana e uma corda cósmica com fluxo magnético sobre o VEV da densidade de

corrente para um campo fermiônico carregado na geometria do espaço-tempo AdS (4+1)-

dimensional [116]. A brana é paralela à fronteira AdS e a corda cósmica é ortogonal

à brana. Dois tipos de condições de contorno são consideradas na brana: condição de

sacola do MIT e condições de contorno em modelos de brana com simetria Z2. A brana

divide o espaço em duas regiões com diferentes propriedades do estado de vácuo. Como

veremos, a única componente não nula da densidade de corrente é induzida ao longo da

direção azimutal e, em ambas as regiões, o VEV correspondente é decomposto em uma

contribuição induzida na geometria sem brana e outra com brana.

6.1 Modos fermiônicos

Vamos considerar um campo fermiônico quântico ψ(x) em um espaço-tempo AdS

(4+1)-dimensional, com o tensor métrico definido pelo elemento de linha (5.2). Entretanto,

enfatizamos que neste caṕıtulo a dimensão extra não será compactificada, mas servirá para

acomodar a brana que desejamos considerar. Neste caso, devido a dimensão extra não ser

compactificada, e consequentemente não havermos periodicidade ao longo da dimensão

extra, novas soluções serão obtidas.
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Como já visto no caṕıtulo anterior, a equação de Dirac em um espaço-tempo curvo

na presença de um campo de calibre clássico, Aµ, é dada por

[iγµ(∂µ + Γµ + ieAµ)− sm]ψ = 0 , (6.1)

onde, novamente, γµ são as matrizes de Dirac no espaço-tempo curvo realizando as duas

representações irredut́ıveis da álgebra de Clifford (s = ±1), e Γµ é a conexão espinorial.

Vamos assumir a presença de uma brana de codimensão 1 paralela à fronteira AdS e

localizada em w = w0. Na brana, impomos que o operador de campo satisfaz a condição

de sacola do MIT [60],

(1 + iγµnµ)ψ(x) = 0 , w = w0 , (6.2)

onde nµ é o vetor normal correspondente. A distância f́ısica a partir da brana é medida em

termos da coordenada y, definida como y = a ln(w/a), −∞ < y < +∞. Para a coordenada

y da brana, temos y0 = a ln(w0/a). A distância da brana a um ponto y qualquer é expressa

como |y − y0|. A brana separa o espaço-tempo em duas regiões: 0 ≤ w ≤ w0 e w ≥ w0.

Iremos nos referir à estas regiões como L (esquerda) e R (direita), respectivamente. No

sistema de coordenadas adotado xµ = (t, r, ϕ, w, z), para o vetor normal na condição de

contorno (6.2), temos nµ = δ3µa/w na região L e nµ = −δ3µa/w na região R.

Na discussão abaixo, as matrizes gama adotadas são aquelas já utilizadas no

caṕıtulo anterior, presentes em (5.8) e (5.9). Além disso, o produto γµΓµ na geometria do

presente problema é idêntico àquele presente na Eq. (5.11).

Nosso interesse no presente caṕıtulo é o cálculo do VEV da densidade de corrente

fermiônica e, para este fim, iremos considerar novamente a fórmula da soma sobre os

modos presente em (5.40),

⟨jµ⟩ = e

2

∑
σ

[ψ̄(−)
σ γµψ(−)

σ − ψ̄(+)
σ γµψ(+)

σ ] , (6.3)

onde o conjunto de números quânticos σ deverá ser completamente definido de forma

separada para as regiões R e L.

Para o campo de calibre em (6.1), assumiremos uma configuração simples Aµ =

δ2µA2, com A2 constante. Isto corresponde a um fluxo magnético ao longo do núcleo da

corda. Assim, para o cálculo da densidade de corrente do vácuo, precisamos apenas do
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conjunto de soluções da Eq. (6.1) para o caso especial do potencial vetor e obedecendo à

condição de contorno (6.2).

O procedimento para obtenção do conjunto completo de soluções da equação de

Dirac é similar àquele já discutido no caṕıtulo 5. Assim, procedendo de maneira similar

ao que foi feito no caṕıtulo anterior, obtemos os seguintes modos fermiônicos de energia

positiva e negativa:

ψ(±)
σ (x) = C(±)

σ w5/2


Jβj

(λr)Wν1(pw)e
−iqϕ/2

∓sϵjκηb(±)
η Jβj+ϵj(λr)Wν2(pw)e

iqϕ/2

isκηJβj
(λr)Wν2(pw)e

−iqϕ/2

±iϵjb(±)
η Jβj+ϵj(λr)Wν1(pw)e

iqϕ/2

 eiqjϕ+ikzz∓iEt , (6.4)

com 0 ≤ λ, p <∞, j = ±1/2,±3/2, . . ., e

E =
√
λ2 + p2 + k2z . (6.5)

As ordens da função de Bessel são dadas pela expressões

βj = q|j + α| − ϵj/2 , νl = ma+ (−1)ls/2, (6.6)

onde α = eA2/q, ϵj = 1 para j > −α e ϵj = −1 for j < −α. Em (6.4),

Wν(pw) = c1Jν(pw) + c2Yν(pw), (6.7)

onde Jν(x) e Yν(x) são as funções de Bessel e Neumann, e introduzimos as notações

κη =
−kz + η

√
k2z + p2

p
, b(±)

η =
E ∓ η

√
k2z + p2

λ
, com η = ±1 . (6.8)

Note que uma das constantes c1 e c2 em (6.7) pode ser absorvida no coeficiente C
(±)
σ . Com

as definições dadas acima, o conjunto de números quânticos σ em (6.3) é especificado como

σ = (λ, p, j, kz, η). Pode ser mostrado que as funções (6.4) são autofunções do operador

momento angular total projetado na direção w (5.25), com autovalores qj.
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O coeficiente C
(±)
σ em (6.4) é determinado pela condição de normalização

∫ ∞

0

dr

∫ ϕ0

0

dϕ

∫ +∞

−∞
dz

∫
dw r(a/w)4(ψ(±)

σ )†ψ
(±)
σ′ = δσσ′ , (6.9)

onde, novamente, δσσ′ é entendido como a função delta de Dirac para os números quânticos

cont́ınuos de σ e a delta de Kronecker para os discretos. A integral sobre w em (6.9) é

realizada sobre o intervalo [0, w0] na região L e sobre [w0,∞) na região R. O coeficiente

remanescente na combinação linear em (6.7) é determinado pela condição de contorno

(6.2).

As propriedades do estado de vácuo são diferentes nas regiões L e R e, portanto,

devemos considerar a densidade de corrente fermiônica separadamente para cada uma

destas regiões. Começaremos pela região R.

6.2 Densidade de corrente na região R

Nesta seção iremos considerar a densidade de corrente na região w > w0 (região

R).

6.2.1 Fórmula geral

Os modos correspondentes são dados por (6.4), onde a função Wν(pw) é definida

em (6.7). Para a região R, o vetor normal é nµ = −δ3µa/w, e da condição de contorno (6.2)

temos que os coeficientes na combinação linear correspondente podem ser tomados como

c1 = Yν2(pw0) e c2 = −Jν2(pw0). Logo, na região R as funções dos modos têm a forma

(6.4), onde

Wνl(pw) = Gν2,νl(pw0, pw), l = 1, 2. (6.10)

Aqui e no que segue, usamos a notação

Gµ,ν(x, y) = Yµ(x)Jν(y)− Jµ(x)Yν(y). (6.11)

Os autovalores do número quântico p são cont́ınuos e na condição de normalização (6.9) a

parte correspondente do lado direito é entendida como a função delta δ(p−p′). No cálculo
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da integral de normalização, notamos que para p = p′ a contribuição dominante para a

integral sobre w vem de grandes valores de w e, portanto, podemos substituir as funções

ciĺındricas, com os argumentos pw, pelas expressões assintóticas correspondentes. Deste

modo, podemos ver que C
(±)
σ = C

(±)
(R)σ com

∣∣∣C(±)
(R)σ

∣∣∣−2

=
16π2a4η

qλ2p2
E
√
E2 − λ2κηb

(±)
η

[
J2
ν2
(pw0) + Y 2

ν2
(pw0)

]
, (6.12)

e com as definições de (6.8).

Dadas as funções dos modos, o VEV da densidade de corrente na região R é

calculada usando-se a fórmula (6.3), onde

∑
σ

=

∫ ∞

0

dλ

∫ +∞

−∞
dkz

∫ ∞

0

dp
∑
η=±1

∑
j=±1/2,...

. (6.13)

Em primeiro lugar, é posśıvel mostrar que para as funções dos modos (6.4), temos ψ̄
(±)
σ γ1ψ

(±)
σ

= ψ̄
(±)
σ γ3ψ

(±)
σ = 0 e, consequentemente, ⟨j1⟩ = ⟨j3⟩ = 0. Para as componentes µ = 0, 4

podemos ver que o produto ψ̄
(±)
σ γµψ

(±)
σ é uma função ı́mpar de kz. Levando em conta que

na fórmula para o VEV da densidade de corrente temos a integração
∫ +∞
−∞ dkz, conclúımos

que ⟨j0⟩ = ⟨j4⟩ = 0. Logo, a única componente não nula corresponde à densidade de

corrente ao longo da direção azimutal, ⟨j2⟩. Os termos na soma dos modos com η = +1

e η = −1 fornecem a mesma contribuição e, após a soma sobre η, a componente f́ısica

correspondente, ⟨jϕ⟩ = r⟨j2⟩, é expressa como

⟨jϕ⟩ = − eqw6

4π2a5

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp

∫ +∞

−∞
dkz

∑
j=±1/2,...

ϵj
λ2p

E

×Jβj
(λr)Jβj+ϵj(λr)

G2
ν2,ν1

(pw0, pw) +G2
ν2,ν2

(pw0, pw)

J2
ν2
(pw0) + Y 2

ν2
(pw0)

, (6.14)

onde a energia é dada por (6.5). Assim como no caṕıtulo anterior, vamos também escrever

o parâmetro α na forma de (5.42).

Usando a identidade

1

E
=

2√
π

∫ ∞

0

dve−v2(λ2+p2+x2) , (6.15)

e a fórmula (5.49), podemos realizar as integrais sobre λ e kz em (6.14), obtendo a seguinte
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expressão

⟨jϕ⟩ = − eqw6

4π2a5r3

∫ ∞

0

du ue−uJ (q, α0, u)

∫ ∞

0

dp p

×e−p2r2/(2u)
G2

ν2,ν1
(pw0, pw) +G2

ν2,ν2
(pw0, pw)

J2
ν2
(pw0) + Y 2

ν2
(pw0)

, (6.16)

onde u = r2/(2v2) e introduzimos a notação

J (q, α0, u) = I(q, α0, u)− I(q,−α0, u), (6.17)

onde a função I(q,±α0, u) está definida em (5.51). Substituindo a representação para a

função I(q,±α0, u) dada em (5.52), obtemos

J (q, α0, u) =
4

π

∫ ∞

0

dx
e−u cosh(2x)g(q, α0, 2x) cosh(x)

cosh(2qx)− cos(qπ)

+
4

q

[q/2]∑′

k=1

(−1)ksk sin(2πkα0)e
u cos(2πk/q) , (6.18)

onde sk = sin(πk/q) e

g(q, α0, x) = cos [qπ (1/2 + α0)] cosh [(1/2− α0) qx]

− cos [qπ (1/2− α0)] cosh [(1/2 + α0) qx] . (6.19)

Com (6.18), após efetuar a integral sobre u, de (6.16) obtemos

⟨jϕ⟩ = − ew6

2π2a5r

∫ ∞

0

dp p3
G2

ν2,ν1
(pw0, pw) +G2

ν2,ν2
(pw0, pw)

J2
ν2
(pw0) + Y 2

ν2
(pw0)

×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0)K2(2prsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
K2(2pr coshx)

]
, (6.20)

onde Kν(x) é função de Macdonald.

Neste caṕıtulo estamos interessados no efeito induzido pela brana. A fim de se-

pararmos a contribuição correspondente, temos que subtrair de (6.20) a densidade de

corrente na ausência da brana. Esta última, por sua vez, é cálculada pela fórmula (6.3)
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com as funções dos modos ψ
(±)
σ (x) substitúıdas pelas funções ψ

(±)
(0)σ(x) na geometria sem

brana. Estas funções são obtidas de (6.4) com a função Wν(pw) = Jν(pw) e a constante

de normalização ∣∣∣C(±)
(0)σ

∣∣∣−2

=
16π2a4η

qλ2p2
E
√
E2 − λ2κηb

(±)
η . (6.21)

Para o VEV da densidade de corrente azimutal na geometria sem brana, isto nos fornece

⟨jϕ⟩0 = − eqw6

4π2a5

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp

∫ +∞

−∞
dkz

∑
j=±1/2,...

ϵj
λ2p

E

×Jβj
(λr)Jβj+ϵj(λr)

[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
. (6.22)

Por transformações similares àquelas descritas anteriormente, este VEV é apresentado

como

⟨jϕ⟩0 = − ew6

2π2a5r

∫ ∞

0

dp p3
[
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

]
×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0)K2(2prsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
K2(2pr coshx)

]
. (6.23)

Note que (6.23) é a mesma para s = +1 e s = −1 e, portanto, a densidade de corrente na

geometria sem brana coincide para as duas representações da álgebra de Clifford.

Apresentamos a densidade de corrente na geometria com a brana na forma decom-

posta

⟨jϕ⟩ = ⟨jϕ⟩0 + ⟨jϕ⟩b, (6.24)

onde a parte ⟨jϕ⟩b é induzida pela brana. A representação integral correspondente é obtida

subtraindo-se (6.23) de (6.20). Podemos transformar a expressão para a contribuição

induzida pela brana ao fazer uso da relação

G2
ν,µ(x, y)

J2
ν (x) + Y 2

ν (x)
− J2

µ(y) = −1

2

∑
n=1,2

Jν(x)

H
(n)
ν (x)

H(n)2
µ (y), (6.25)
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onde H
(n)
ν (x), n = 1, 2, são as funções de Hankel [107]. Isto nos conduz à expressão

⟨jϕ⟩b =
ew6

4π2a5r

∑
l=1,2

∫ ∞

0

dp p3
∑
n=1,2

Jν2(pw0)

H
(n)
ν2 (pw0)

H(n)2
νl

(pw)

×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0)K2(2prsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
K2(2pr coshx)

]
. (6.26)

Como próximo passo, rotacionamos o contorno da integração sobre p pelo ângulo π/2

(−π/2) para o termo com n = 1 (n = 2). Introduzindo as funções de Bessel modificadas,

temos

⟨jϕ⟩b =
ew6

2π2a5r

∫ ∞

0

dp p3
Iν2(pw0)

Kν2(pw0)

[
K2

ν1
(pw)−K2

ν2
(pw)

]
×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0) J2(2prsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
J2(2pr coshx)

]
. (6.27)

De (6.27) podemos notar que a densidade de corrente é uma função ı́mpar de α0. Além

disso notamos que, diferentemente de ⟨jϕ⟩0, a contribuição induzida pela brana depende

de s. Para um campo sem massa, temos que ν1 = −s/2, ν2 = s/2 e a contribuição

induzida pela brana na região R é nula. O fluxo de carga através da hipersuperf́ıcie

ϕ = const é expressa como nϕ⟨jϕ⟩b, onde nϕ = a/w é a normal à hipersuperf́ıcie. Note que

a quantidade nϕ⟨jϕ⟩b depende de r, w, w0 através das razões r/w e w0/w. A primeira, como

já mencionado anteriormente, é a distância própria a partir da corda cósmica, rp = ar/w,

medida em unidades do raio de curvatura AdS, e a segunda determina a distância própria

a partir da brana

y − y0 = a ln(w/w0). (6.28)

Para q = 1, o déficit angular não está presente, e de (6.26) obtemos

⟨jϕ⟩b = −e sin (πα0)w
6

4π3a5r

∫ ∞

0

dp p3
Iν2(pw0)

Kν2(pw0)

[
K2

ν1
(pw)−K2

ν2
(pw)

]
×
∫ ∞

0

dx
cosh(2α0x)

cosh(2x) + 1
J2(2pr coshx). (6.29)
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Esta expressão descreve a contribuição induzida pela brana na densidade de corrente

gerada por um tubo de fluxo magnético de espessura nula. Esperamos que este resultado

será próximo àquele para a densidade de corrente correspondente para um tubo de fluxo

de espessura finita à distâncias do tubo maior que o raio do núcleo.

Note que a integral na expressão (6.23) para a densidade de corrente ⟨jϕ⟩0 é ava-

liada usando-se a fórmula [109] (em [109] há um erro de impressão, em vez de (u2 −

1)−(1∓2ν)/4 deve ser (u2 − 1)−(1±2ν)/4)

∫ ∞

0

dp p3J2
νl
(pw)K2(pc) =

c2e−5πi/2Q
5/2
νl−1/2(u)√

2πw6 (u2 − 1)5/4
, (6.30)

onde u = 1+ c2/(2w2) e Qµ
ν (u) é a função associada de Legendre de segunda espécie. Isto

nos fornece

⟨jϕ⟩0 = −
√
2er

π5/2a5

 [q/2]∑′

k=1

(−1)ksk sin (2πkα0)Zma(1 + 2 (rsk/w)
2)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x) coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
Zma(1 + 2 (r coshx/w)2)

]
, (6.31)

com a notação

Zma(u) = e−5iπ/2Q
5/2
ma (u) +Q

5/2
ma−1 (u)

(u2 − 1)5/4
. (6.32)

Note que o resultado obtido em (6.31) é idêntico àquele presente na Eq. (5.54) do caṕıtulo

anterior1. Isto é, a contribuição induzida na geometria sem brana é a mesma que aquela

gerada puramente por uma corda cósmica no espaço AdS (4 + 1)-dimensional. Dito isto,

encerraremos o estudo da Eq. (6.31) por aqui, dado que as análises para o campo sem

massa e regimes assintóticos para a Eq. (5.54) já foram realizadas na subseção 5.2.1 do

caṕıtulo anterior.

Façamos a análise dos regimes assintóticos para a contribuição induzida pela brana.

1Entretanto, note que no caṕıtulo 5 os resultados não são escritos em termos da componente f́ısica
e, portanto, para efeitos de comparação, os resultados do caṕıtulo anterior devem ser multiplicados pela
variável r.
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6.2.2 Análise dos regimes assintóticos para a densidade de cor-

rente e resultados numéricos

Nesta subseção queremos investigar a densidade de corrente para a geometria com

uma brana nas regiões assintóticas das variáveis. Próximo à corda cósmica, assumindo

que r ≪ w − w0, obtemos

⟨jϕ⟩b ≈ erh−1(q, α0)

4π2a5

∫ ∞

0

dx x5
Iν2(xw0/w)

Kν2(xw0/w)

[
K2

ν1
(x)−K2

ν2
(x)
]
, (6.33)

onde definimos a função

hµ(q, α0) =

[q/2]∑′

k=1

(−1)ks−µ
k sin(2πkα0) +

q

π

∫ ∞

0

dz
g(q, α0, 2z) cosh

−µ(z)

cosh(2qz)− cos(qπ)
, (6.34)

e podemos ver que o VEV induzido pela brana comporta-se como ⟨jϕ⟩b ∝ r. Note

que no núcleo da corda a parte induzida na geometria sem brana ⟨jϕ⟩0 diverge (veja

(5.62)) e, logo, esta contribuição é dominante para pontos próximos à corda. Para a inves-

tigação da densidade de corrente para grandes distâncias a partir da corda, é conveniente

usar a representação (6.20). Introduzindo uma nova variável u = pr, e assumindo que

r ≫ w, vemos que a contribuição dominante vem da parte do integrando com a função

Gν2,ν1(uw0/r, uw/r). Levando em conta que

Gν2,ν1(uw0/r, uw/r) ≈ −2sr

π

(w/w0)
sν1

uw0

, (6.35)

para a ordem principal, encontramos

⟨jϕ⟩ ≈ −4e|ν2| (|ν2|+ 1)h2|ν2|+3(q, α0)
w(w0/w)

2|ν2|−2sν2

π2a5(2r/w)2|ν2|+3
. (6.36)

Como visto, o decaimento da densidade de corrente total para grandes distâncias a partir

da corda é tipo lei de potências para campos massivos e sem massa. Isto está em contraste

com o caso do espaço-tempo de Minkowski, onde o decaimento para campos massivos é

exponencial. Para s = 1, o termo principal (6.36) coincide com (5.63) e, portanto, a

densidade de corrente para grandes distâncias da corda é dominada pela contribuição

induzida na geometria sem brana. Para o campo com s = −1, e à grandes distâncias da
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corda, a densidade de corrente comporta-se como ⟨jϕ⟩ ∝ (w/r)|2ma−1|+3 e a contribuição

induzida pela brana é dominante.

Consideremos o comportamento da densidade de corrente para grandes distâncias

a partir da brana, w ≫ w0. Introduzindo em (6.27) uma nova variável de integração

u = pw, usamos as expressões assintóticas para as funções de Bessel modificadas com

argumento uw0/w para pequenos valores desta razão [107]. Pode-se mostrar que, para a

ordem dominante, a corrente induzida pela brana é suprimida pelo fator (w0/2w)
|ν2|+ν2 .

Este fator também descreve o comportamento da densidade de corrente para w fixo,

quando a localização da brana tende à fronteira AdS, w0 → 0.

Para a investigação da densidade de corrente total próxima à brana, é conveniente

usar a representação (6.20). Em particular, a densidade de corrente na brana é diretamente

obtida colocando no integrando w = w0. Levando em conta que Gν2,ν1(x, x) = −2s/(πx),

obtemos

⟨jϕ⟩|w=w0 = − 2ew2
0

π4a5r

∫ ∞

0

dp
p

J2
ν2
(p) + Y 2

ν2
(p)

×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0)K2

(
2pr

w0

sk

)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
K2

(
2pr

w0

coshx

)]
. (6.37)

Por fim, consideramos o limite a → ∞ com valor fixo da coordenada y. Como

pode ser visto a partir de (4.2), neste limite a geometria sob consideração é reduzida à

geometria de uma corda cósmica no espaço-tempo de Minkowski (4+1)-dimensional. Para

a coordenada w nos argumentos da função de Bessel temos que w ≈ a + y. Levando-se

em conta que νl ≫ 1, vemos que no limite sob consideração tanto a ordem quanto o

argumento das funções de Bessel modificadas em (6.27) são grandes e podemos usar as

expansões assintóticas uniformes correspondentes [107]. A partir dessas expansões, para

o termo principal, obtemos

Iν2(pw0)

Kν2(pw0)
∼ 1

π
e2ν2ρ(pw0/ν2), (6.38)
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com ρ(x) =
√
1 + x2 + ln[x/(1 +

√
1 + x2)], e

K2
ν1
(pw)−K2

ν2
(pw) ∼ πe−2ν2ρ(pw/ν2)

ν2(pw/ν2)2

(
1√

1 + (pw/ν2)2
− s

)
. (6.39)

Em todos os termos, exceto os argumentos da função ρ(x), podemos substituir pw/ν2, pw0/ν2

→ p/m. Expandindo as funções nos expoentes, obtemos ⟨jϕ⟩b → ⟨jϕ⟩(M)
b , onde a densidade

de corrente no espaço-tempo de Minkowski é dada por

⟨jϕ⟩(M)
b =

em

2π2r

∫ ∞

m

du e−2u(y−y0) (su−m)

×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0) J2(2rsk

√
u2 −m2)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
J2(2r coshx

√
u2 −m2)

]
, (6.40)

onde y = y0 especifica a localização da fronteira planar no espaço-tempo de Minkowski.

Para um campo sem massa, a contribuição induzida pela fronteira correspondente é nula.

Como visto nos caṕıtulos anteriores, o comportamento periódico das densidades

de corrente induzidas no vácuo é algo recorrente e caracteŕıstico. A densidade de corrente

induzida pela brana também é periódica e, deste modo, o comportamento gráfico corres-

pondente não será exibido neste caṕıtulo. Nas figuras abaixo é mostrado o fluxo de cargas

através da hipersuperf́ıcie ϕ = const, dado por nϕ⟨jϕ⟩b, medido em unidades de e/a4. Os

números próximos às curvas correspondem aos valores do parâmetro q.

Na Fig. 6.1 mostramos a dependência da densidade de corrente induzida pela brana

na razão w/w0 para campos com s = 1 (gráfico à esquerda) e s = −1 (gráfico à direita).

Para os parâmetros tomamos ma = 1, α0 = 0.3, r/w0 = 0.5. Note que a distância própria

a partir da brana, y−y0, é expressa como y−y0 = a ln(w/w0). Como mostrado pela análise

assintótica, para w/w0 ≫ 1 a contribuição induzida pela brana decai como (w/w0)
2ma+s.

O decaimento é mais acentuado para o campo com s = 1.

A dependência da densidade de corrente induzida pela brana com a distância a

partir da corda é exibida na Fig. 6.2, para valores fixos de ma = 1, α0 = 0.3 e w/w0 = 1.5.

Como anteriormente, os gráficos do lado esquerdo e do lado direito correspondem a s = 1 e

s = −1, respectivamente. A contribuição induzida pela brana tende a zero linearmente no
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Figura 6.1: A densidade de corrente induzida pela brana como uma função da razão w/w0, para valores
fixos de ma = 1, α0 = 0.3 e r/w0 = 0.5. Os gráficos à esquerda e à direita correspondem aos campos com
s = 1 e s = −1, respectivamente

núcleo da corda (veja (6.33)). Para grandes distâncias a partir da corda, esta contribuição

comporta-se como (r/w)2ma+3+s. Podemos ver que o decaimento é mais acentuado para o

caso s = 1.
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Figura 6.2: A contribuição induzida pela brana no VEV da densidade de corrente na região R como
função da distância a partir da corda para os valores fixos de ma = 1, α0 = 0.3 e w/w0 = 1.5. Os gráficos
à esquerda e à direita correspondem a s = 1 e s = −1, respectivamente.

É de interesse considerar também a dependência da densidade de corrente com a

massa do campo. A Fig. 6.3 mostra esta dependência para a densidade de corrente gerada

pela brana para α0 = 0.3, w/w0 = 1.5, r/w0 = 0.5 e para campos com s = 1 (gráfico à

esquerda) e s = −1 (gráfico à direita). Como mencionado anteriormente, o VEV induzido

pela brana na região R é nulo para um campo sem massa. Também esperamos que para

grandes massas o VEV deve tender a zero e, portanto, para algum valor da massa, o valor

absoluto da densidade de corrente tem um máximo. Isso é visto nos gráficos.
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Figura 6.3: A dependência da corrente induzida pela brana com a massa do campo para valores fixos de
α0 = 0.3, w/w0 = 1.5, r/w0 = 0.5 e para campos com s = 1 e s = −1 (gráficos à esquerda e à direita,
respectivamente).

Nos exemplos numéricos acima, consideramos a parte induzida pela brana na den-

sidade de corrente. Para mostrar sua contribuição relativa, na Fig. 6.4 a densidade de

corrente total na região R é exibida como função da distância a partir da corda para

valores fixos de ma = 1, α0 = 0.3, w/w0 = 1.5. Para estes valores a contribuição induzida

na geometria sem brana é positiva e monotonicamente decai com o aumento de r. Para o

campo com s = 1 (curvas tracejadas), embora a parte induzida pela brana seja negativa,

a contribuição gerada na geometria sem brana domina para todas as distâncias e a den-

sidade de corrente total é positiva. Para o campo com s = −1 (curvas cheias), ambas as

contribuições são positivas. Para s = −1, a densidade de corrente total próximo à corda

é dominada pela parte induzida na geometria sem brana, e à grandes distâncias a parte

induzida pela brana é dominante.
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Figura 6.4: A densidade de corrente como uma função da coordenada radial para campos com s = 1
(curvas tracejadas) e s = −1 (curvas cheias). Os gráficos são esboçados para ma = 1, α0 = 0.3, w/w0 =
1.5.
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6.3 Densidade de corrente na região L

O conjunto completo de modos fermiônicos tem a forma (6.4) com a funçãoWν(pw)

dada por (6.7). Agora, na condição de normalização (6.9) a integração é realizada sobre

a região w ∈ [0, w0]. Para ma ≥ 1/2 e c2 ̸= 0 a integral de normalização diverge no limite

inferior e as funções dos modos correspondentes não são normalizáveis. Logo, neste caso,

a condição de normalização implica que c2 = 0 e Wν(pw) = Jν(pw) (a constante c1 é

inclúıda no coeficiente de normalização). Para 0 ≤ ma < 1/2 os modos com c2 ̸= 0 são

normalizáveis e uma condição de contorno adicional na fronteira AdS é necessária a fim

definir unicamente as funções de onda. Aqui iremos assumir uma condição de contorno

especial correspondendo a c2 = 0. Assim, em nossa consideração as funções dos modos

são dadas por (6.4) com Wν(pw) = Jν(pw), para ma ≥ 0.

Da condição de contorno (6.2), temos que os autovalores para o número quântico

p são ráızes da equação

Jν1(pw0) = 0 , (6.41)

para ambos os casos s = ±1. Iremos denotar as ráızes positivas correspondentes com res-

peito a pw0 por pi = pi(ν1) = pw0, com i = 1, 2, ..., assumindo que elas são enumerados na

ordem ascendente, pi+1 > pi. Note que as ráızes pi não dependem na localização da brana.

Substituindo as funções dos modos na Eq. (6.9) e usando a integral padrão correspondente

envolvendo os produtos das funções de Bessel, para a constante de normalização na região

L, C
(±)
σ = C

(±)
(L)σ, obtemos

|C(±)
(L)σ|

2 =
ηqλ2piJ

−2
ν2

(pi)

8π2a4Eκηb
(±)
η w2

0

√
p2i + w2

0k
2
z

, (6.42)

onde a energia é dada por E =
√
λ2 + p2i /w

2
0 + k2z . Como podemos ver, os coeficientes de

normalização são independentes da representação adotada, s = 1 ou s = −1.

Tendo especificado o conjunto completo de modos, podemos iniciar a investigação

da densidade de corrente usando a fórmula (6.3). Semelhante à região R, pode-se ver que

a única componente não nula corresponde àquela ao longo da direção azimutal. Após a
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soma sobre η, obtemos

⟨jϕ⟩ = − eqw6

2π2a5w2
0r

∫ ∞

0

dλ

∫ +∞

−∞
dkz

∑
j

∞∑
i=1

ϵj
λ2

E

×
Jβj

(λr)Jβj+ϵj(λr)

J2
ν2
(pi)

[
J2
ν1
(piw/w0) + J2

ν2
(piw/w0)

]
. (6.43)

Usando a representação integral (6.15) e fazendo transformações semelhantes àquelas

descritas na seção anterior para a região R, a seguinte expressão é obtida

⟨jϕ⟩ = − ew6

π2a5rw4
0

∞∑
i=1

p2i
J2
ν1
(pw) + J2

ν2
(pw)

J2
ν2
(pi)

×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k
sin (2πkα0)

sk
K2 (2rpsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
K2 (2rp coshx)

]
, (6.44)

onde p = pi/w0.

A fim de obter uma representação mais conveniente para a análise assintótica e

numérica, e para extração expĺıcita da contribuição induzida pela brana, aplicamos à soma

sobre i uma variante da fórmula generalizada Abel-Plana [117],

∞∑
i=1

f(pi)

piJ2
ν2
(pi)

=
1

2

∫ ∞

0

duf(u)− 1

2π

∫ ∞

0

du
Kν1(u)

Iν1(u)

×[e−ν1πif(eπi/2u) + eν1πif(e−πi/2u)] , (6.45)

válida para uma função f(u) anaĺıtica na metade direita do plano da variável complexa u

(a função f(u) pode ter pontos de ramificação no eixo imaginário [117]). Para o problema

em consideração, a função f(u) é especificada como

f(u) = u3[J2
ν1
(uw/w0) + J2

ν2
(uw/w0)]K2(2ruγ/w0), (6.46)

com γ = sk, coshx. Para esta função, temos

e−ν1πif(eπi/2u) + eν1πif(e−πi/2u) = πu3[I2ν1(uw/w0)− I2ν2(uw/w0)]J2(2ruγ/w0). (6.47)
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A contribuição para a densidade de corrente proveniente do primeiro termo no lado direito

de (6.45) coincide com a densidade de corrente na geometria sem brana dada por (6.23).

Como resultado, a densidade de corrente na região L é decomposta como (6.24), onde a

contribuição induzida pela brana, proveniente do último termo em (6.45), é apresentada

como

⟨jϕ⟩b =
ew6

2π2a5r

∫ ∞

0

dp p3
Kν1(pw0)

Iν1(pw0)

[
I2ν1(pw)− I2ν2(pw)

]
×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0) J2(2prsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
J2(2pr coshx)

]
. (6.48)

Note que a expressão acima é uma função periódica ı́mpar do fluxo magnético com peŕıodo

igual ao quantum de fluxo.

Comparando com (6.27), vemos que a contribuição induzida pela brana na região L

é obtida da quantidade correspondente para a região R através das substituições I → K,

K → I das funções de Bessel e as substituições ν1,2 → ν2,1 das ordens. O caso especial

q = 1 corresponde a um tubo de fluxo magnético no espaço-tempo AdS com uma brana.

A expressão correspondente é

⟨jϕ⟩b =
e sin (πα0)w

6

4π3a5r

∫ ∞

0

dp p3
Kν1(pw0)

Iν1(pw0)

[
I2ν2(pw)− I2ν1(pw)

]
×
∫ ∞

0

dx
cosh(2α0x)

cosh(2x) + 1
J2(2pr coshx). (6.49)

Para um campo se massa, temos Kν1(x)/Iν1(x) = π/(e2x + s) e I2ν2(x) − I2ν1(x) =

−2s/(πx). Expandindo 1/(e2x + s) e avaliando a integral sobre p usando o resultado

de [109], de (6.48) encontramos

⟨jϕ⟩b = − 3er

8π2(aw0/w)5

∞∑
l=1

(−s)l
 [q/2]∑′

k=1

(−1)ksk sin (2πkα0)

[l2 + (rsk/w0)2]
5/2

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)

cosh(2qx)− cos(qπ)

coshx

[l2 + (r coshx/w0)2]
5/2

]
. (6.50)

O campo fermiônico sem massa é conformalmente invariante e a expressão (6.50)
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está conformalmente relacionada com o resultado correspondente no espaço-tempo de

Minkowski: ⟨jϕ⟩b = (w/a)5⟨jϕ⟩(M)
b . Aqui, ⟨jϕ⟩(M)

b é a densidade de corrente induzida pela

condição de fronteira imposta aos campos em w = w0 na região entre as duas fronteiras

localizadas em w = 0 e w = w0 no espaço-tempo de Minkowski (4 + 1)-dimensional com

uma corda cósmica (o elemento de linha é dado pela expressão entre parênteses em (5.2)).

A fronteira w = 0 no problema Minkowskiano é uma imagem conformal da fronteira AdS.

Os efeitos de polarização do vácuo induzidos por fronteiras planares ortogonais a uma

corda cósmica no espaço-tempo de Minkowski foram investigados em [118–121].

6.3.1 Análise assintótica e numérica

Começamos a análise assintótica considerando os pontos próximos à corda, assu-

mindo que r ≪ w0 − w. Levando em conta que nesta região o argumento da função de

Bessel em (6.48) é pequeno, para o termo de ordem principal, temos

⟨jϕ⟩b ≈ erh−1(q, α0)

4π2a5

∫ ∞

0

dx x5
Kν1(xw0/w)

Iν1(xw0/w)

[
I2ν1(x)− I2ν2(x)

]
, (6.51)

e o VEV induzido pela brana tende a zero linearmente na corda. À grandes distâncias

da corda, usamos a representação (6.44). A contribuição dominante é proveniente da

autofunção de menor autovalor pi e, para q ≥ 2, o VEV da densidade de corrente é

suprimida pelo fator exponencial exp[−2rp1 sin(π/q)/w0]. Para q < 2 a supressão é mais

acentuada, sendo esta dada pelo fator e−2rp1/w0 . Lembre-se que na região R o decaimento

da corrente de vácuo à grandes distâncias da corda é do tipo lei de potências para campos

massivos e sem massa.

Para pontos próximos à fronteira AdS, w/w0 ≪ 1, a contribuição dominante na

integral sobre p dada em (6.48) vem da região de integração onde o argumento da função

Iνl(pw) é pequeno. Usando a expressão assintótica correspondente [107], para a ordem
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dominante, temos

⟨jϕ⟩b ≈ se(w/w0)
2ma+5w2

0

22maπ2a5Γ2(ma+ 1/2)r

∫ ∞

0

dx x2ma+2Kν1(x)

Iν1(x)

×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0) J2(2xrsk/w0)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
J2(2xr coshx/w0)

]
. (6.52)

Como podemos observar, a corrente induzida pela brana na fronteira AdS tende a zero

como w2ma+5. Note que este fator de supressão não depende do parâmetro s. A expressão

do lado direito de (6.52) também descreve o comportamento da densidade de corrente no

limite quando a localização da brana está próxima do horizonte AdS para w fixo.

Para o cálculo da densidade de corrente na brana, é mais conveniente usar a re-

presentação (6.44), diretamente colocando w = w0:

⟨jϕ⟩|w=w0 = − ew2
0

π2a5r

∞∑
i=1

p2i

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0)K2 (2rpisk/w0)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
K2 (2rpi coshx/w0)

]
. (6.53)

A consideração do limite Minkowskiano é similar àquela da região R. O resultado

correspondente é dado por (6.40), com y−y0 substitúıdo por y0−y. Claro, no limite Min-

kowskiano o VEV é simétrico com repeito à brana. Para o espaço-tempo AdS, embora as

caracteŕısticas locais sejam as mesmas nas regiões R e L, o tensor de curvatura extŕınseco,

Kµν , para a brana em consideração é diferente para essas regiões (Kµν = −gµν/a na região

R e Kµν = gµν/a na região L). Como consequência, as propriedades f́ısicas do estado de

vácuo, em particular, as densidades de corrente, diferem nessas regiões. Os valores limites

das densidades de corrente na brana são diferentes para as regiões R e L. A descontinuidade

está relacionada ao modelo idealizado para a brana com espessura zero que restringe todos

os modos das flutuações de vácuo. Essa idealização conduz, por exemplo, à divergências

de superf́ıcie no condensado fermiônico e no VEV do tensor energia-momento. Em mo-

delos mais realistas, as flutuações com altas frequências são relativamente insenśıveis à

presença da brana. Esperamos que as fórmulas para a densidade de corrente dadas acima

se aproximem corretamente dos resultados correspondentes em modelos mais realistas
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para distâncias da brana maiores que o comprimento de onda de corte. Este último é

determinado pelo modelo espećıfico para a brana.

Vamos agora aos resultados das investigações numéricas para a densidade de cor-

rente na região L. Como anteriormente, os números próximos às curvas apresentam os

valores do parâmetro q. Os gráficos à esquerda e à direita nas figuras correspondem aos

campos com s = 1 e s = −1, respectivamente. A Fig. 6.5 mostra a dependência da densi-

dade de corrente na razão w/w0 para valores fixos dema = 1, α0 = 0.3 e r/w0 = 0.5. Como

já mostrado pela análise assintótica, a densidade de corrente tende a zero na fronteira AdS

como w2ma+5 para ambos os casos s = 1 e s = −1.

1

1.5

2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

w/w0

1
0
2
a
4
n
ϕ
<
j ϕ
>
b
/e

1

1.5

2.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

5

10

15

20

25

30

w/w0

1
0
2
a
4
n
ϕ
<
j ϕ
>
b
/e

Figura 6.5: A contribuição da brana na densidade de corrente como função de w/w0 para ma = 1,
α0 = 0.3 e r/w0 = 0.5.

A densidade de corrente induzida pela brana como função da distância a partir da

corda cósmica é exibida na Fig. 6.6, para ma = 1, α0 = 0.3 e w/w0 = 0.8. Lembre-se que

na região L a supressão da densidade de corrente à grandes distâncias da corda é mais

acentuada em comparação com o comportamento na região R. Isto é, na região L temos

um decaimento exponencial em vez daquele tipo lei de potência para a região R.

A Fig. 6.7 apresenta o comportamento da densidade de corrente induzida pela

brana como uma função da massa, para os valores α0 = 0.3, w/w0 = 0.8 e r/w0 =

0.5. Ao contrário da região R, a densidade de corrente para o campo sem massa não

é nula. No caso s = 1 (gráfico à esquerda), os valores correspondentes da combinação

102a4⟨jϕ⟩b/e, esboçadas na Fig. 6.7, são iguais −0.131,−0.201,−0.295 para q = 1, 1.5, 2.5,

respectivamente. Para o campo com s = −1 (gráfico à direita) os respectivos valores são

dados por 0.153, 0.23, 0.323. Novamente, vemos que a densidade de corrente não é uma
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Figura 6.6: A dependência da densidade de corrente induzida pela brana com a distância a partir da
corda para ma = 1, α0 = 0.3 e w/w0 = 0.8.

função monotônica da massa. Para alguns valores intermediários da massa, seu valor

absoluto assume o valor máximo. Para o exemplo dado na Fig. 6.7, o valor absoluto

da densidade de corrente em seu máximo é essencialmente maior em comparação com a

densidade para um campo sem massa.

1

1.5

2.5

0 2 4 6 8

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

ma

1
0
2
a
4
n
ϕ
<
j ϕ
>
b
/e

1

1.5

2.5

0 2 4 6 8

0

2

4

6

8

10

ma

1
0
2
a
4
n
ϕ
<
j ϕ
>
b
/e

Figura 6.7: A densidade de corrente induzida pela brana na região L como função da massa do campo
para α0 = 0.3, w/w0 = 0.8 e r/w0 = 0.5.

Finalmente, na Fig. 6.8, é mostrado a densidade de corrente como função da

distância a partir da corda para ma = 1, α0 = 0.3 e w/w0 = 0.8. Curvas cheias e

tracejadas correspondem aos campos com s = −1 e s = 1, respectivamente. Similarmente

à região R, à grandes distâncias da corda, a densidade de corrente para o primeiro caso é

dominada pela contribuição induzida pela brana.
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Figura 6.8: O mesmo que na Fig. 6.4 para a densidade de corrente total na região L para w/w0 = 0.8.

6.4 Densidades de corrente para um segundo tipo de

condição de contorno

Nesta seção, consideramos a contribuição induzida pela brana para o VEV da

densidade de corrente azimutal para a condição de contorno

(1− iγµnµ)ψ(x) = 0 , w = w0 . (6.54)

Esta condição de contorno difere daquela presente em (6.2) pelo sinal do termo contendo

as matrizes de Dirac. Como será visto abaixo, ambas as condições de contorno (6.2) e

(6.54) aparecem em modelos do tipo Randall-Sundrum como consequência da simetria Z2

com respeito à brana. O procedimento para a condição (6.54) é semelhante àquele que

descrevemos nas seções anteriores, e assim somente os resultados finais serão apresentados.

6.4.1 Região R

Começaremos pela região R. As funções dos modos correspondentes nesta região

são dadas por (6.4), onde agora

Wνl(pw) = Gν1,νl(pw0, pw), l = 1, 2. (6.55)

A expressão para o coeficiente de normalização é obtido de (6.12) pela substituição ν2 → ν1

nas ordens das funções de Bessel e Neumann. A soma dos modos para o VEV da densidade
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de corrente azimutal é expressa como

⟨jϕ⟩ = − eqw6

4π2a5

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dp

∫ +∞

−∞
dkz

∑
j=±1/2,...

ϵj
λ2p

E

×Jβj
(λr)Jβj+ϵj(λr)

G2
ν1,ν1

(pw0, pw) +G2
ν1,ν2

(pw0, pw)

J2
ν1
(pw0) + Y 2

ν1
(pw0)

, (6.56)

com w ≥ w0. Este VEV pode ser decomposto como (6.24), com a contribuição induzida

pela brana dada por

⟨jϕ⟩b =
ew6

2π2a5r

∫ ∞

0

dp p3
Iν1(pw0)

Kν1(pw0)

[
K2

ν1
(pw)−K2

ν2
(pw)

]
×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0) J2(2prsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
J2(2pr coshx)

]
. (6.57)

Comparando estas fórmulas com (6.14) e (6.27), vemos que os VEVs da densidade de

corrente para s = ±1 e para a condição de contorno (6.54) coincidem com os VEVs para

a condição (6.2) e para s = ∓1.

6.4.2 Região L

Na região L as funções dos modos para a condição de contorno (6.54) são dadas por

(6.4) com Wν(pw) = Jν(pw). Os autovalores pi do número quântico p são determinados

a partir da condição de contorno e são ráızes da equação Jν2(pw0) = 0. O coeficiente de

normalização é dado por (6.42) com a substituição ν2 → ν1 na ordem da função de Bessel.

Para o VEV da densidade de corrente azimutal, temos

⟨jϕ⟩ = − eqw6

2π2a5w2
0r

∫ ∞

0

dλ

∫ +∞

−∞
dkz

∑
j

∞∑
i=1

ϵj
λ2

E

×
Jβj

(λr)Jβj+ϵj(λr)

J2
ν1
(pi)

[
J2
ν1
(piw/w0) + J2

ν2
(piw/w0)

]
. (6.58)

De forma semelhante à que usamos na seção 6.3, utilizando a fórmula de soma obtida a

partir de (6.45) pelas substituições ν2 → ν1, ν1 → ν2, para a contribuição induzida pela
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brana na região L, encontramos

⟨jϕ⟩b =
ew6

2π2a5r

∫ ∞

0

dp p3
Kν2(pw0)

Iν2(pw0)

[
I2ν2(pw)− I2ν1(pw)

]
×

 [q/2]∑′

k=1

(−1)k

sk
sin (2πkα0) J2(2prsk)

+
q

π

∫ ∞

0

dx
g(q, α0, 2x)/ coshx

cosh(2qx)− cos(qπ)
J2(2pr coshx)

]
. (6.59)

Para um dado s, o VEV da densidade de corrente azimutal para a condição de contorno

(6.54) coincide com aquele para a condição (6.2) e para s substitúıdo por −s.

6.5 Aplicações ao modelo Randall-Sundrum

Os resultados encontrados nas seções anteriores podem ser aplicados para a in-

vestigação dos efeitos induzidos pela corda cósmica no modelo de Randall-Sundrum com

uma única brana (modelo RSII) [88, 90]. Na presença de uma corda cósmica perpendicu-

lar à brana, a geometria de fundo correspondente contém duas cópias da região R que

são identificadas pela simetria Z2 com respeito à localização da brana em y = 0 (ou em

w = w0 = a em termos da coordenada w). O elemento de linha correspondente é expresso

como

ds2 = e−2|y|/a (dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dz2
)
− dy2 , (6.60)

onde, como anteriormente, −∞ < y < +∞ e 0 ≤ ϕ ≤ 2π/q. Note que para um observador

localizado na brana y = 0, o elemento de linha (6.60) é reduzido ao elemento de linha

usual para uma corda cósmica no espaço-tempo de Minkowski (3 + 1)-dimensional. A

condição de contorno para o campo ψ(x) na brana é obtida com base na simetria Z2

(veja [62,122]).

Seja M a matriz que relaciona os campos nas regiões −∞ < y < 0 e 0 < y < +∞:

ψ(t, r, ϕ,−y, z) =Mψ(t, r, ϕ, y, z). (6.61)

Exigimos a invariância da ação do campo fermiônico sob a identificação Z2 dos pontos
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nessas regiões. Este requerimento nos conduz às seguinte condições sobre a matriz M :

{γ(0),M} = 0, {γ(0)γ(3),M} = 0, [γ(0)γ(b),M ] = 0, (6.62)

onde b = 1, 2, 4. Por substituição direta, pode ser verificado que estas relações são obede-

cidas pela matriz M = εγ(3) com uma constante ε. Esta última constante pode ser obtida

da relação M2 = 1, de modo que encontramos ε = ±i e, logo, a matriz de transformação

tem a forma

M = ±

 σ3 0

0 −σ3

 . (6.63)

Assim, temos dois tipos de campos fermiônicos com a regra de identificação (6.61) e com

os sinais superior e inferior em (6.63).

Na brana em y = 0, temos a seguinte condição de contorno

(1−M)ψ(x) = 0, w = a. (6.64)

Podemos ver que a condição de contorno (6.64) com o sinal superior em (6.63) coincide

com a condição (6.2), e a condição de contorno (6.64) com o sinal inferior coincide com

a condição (6.54). Portanto, para o campo fermiônico correspondendo ao sinal superior

em (6.63), as expressões para o VEV da densidade de corrente induzida por uma corda

cósmica no modelo RSII são obtidas das fórmulas na seção 6.2, tomando-se w0 = a e

adicionando um fator adicional 1/2. Para o campo com sinal inferior em (6.63), o resultado

correspondente é obtido da expressão para a densidade de corrente na seção 6.4 para a

região R (novamente, com um fator 1/2). O aparecimento do fator 1/2 está relacionado

ao fato de que a integração na condição de normalização para as funções dos modos é

realizada sobre o intervalo −∞ < y < +∞, em vez do intervalo 0 ≤ y < +∞ para a

região R na discussão acima (com y0 = 0).

A densidade de corrente induzida na brana por flutuações de vácuo do campo

fermiônico no volume total da variedade é uma fonte de campos magnéticos ao redor

da corda cósmica. Estes campos estão entre as caracteŕısticas notáveis de cordas que

carregam fluxo magnético. Observe que a densidade de corrente do vácuo também será

gerada por flutuações quânticas de campos que vivem na brana (por exemplo, campos do
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Modelo Padrão no cenário de mundos brana). No entanto, as propriedades correspondentes

são distintas daquelas que discutimos acima (para corrente fermiônicas na geometria de

uma corda cósmica no espaço-tempo de Minkowski (3 + 1)-dimensional, veja [52, 123,

124]). Como consequência, a estrutura de campos magnéticos ao redor da corda cósmica

é senśıvel à existência de dimensões extras.
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Conclusões e Perspectivas

Nesta tese investigamos a influência de campos externos clássicos sobre as flu-

tuações do vácuo quântico associadas a campos bosônicos e fermiônicos carregados no

espaço-tempo anti-de Sitter na presença de uma corda cósmica. A premissa adotada é

que esta influência se reflete nos valores esperados de vácuo de observáveis f́ısicos locais

importantes. Em particular, consideramos os VEVs da densidade de corrente, bi-lineares

dos campos e do tensor energia-momento. Nossas contribuições se encontram nos caṕıtulos

4, 5 e 6. No que segue apresentamos nossas conclusões e perspectivas.

No caṕıtulo 4, investigamos os VEVs da densidade de corrente e do tensor energia-

momento associados a um campo escalar. Iniciamos nossa investigação pela densidade de

corrente escalar, ⟨jµ⟩, em um espaço-tempo AdS (D + 1)−dimensional, com D ≥ 4, ad-

mitindo a presença de uma corda cósmica ideal com um fluxo magnético ao longo de

seu eixo. Além disso, assumimos a compactificação de apenas uma dimensão extra na

forma de um ćırculo de peŕımetro L e a existência de um potencial vetor ao longo desta

direção. Esta compactificação foi implementada assumindo-se que o campo de matéria

obedece uma condição de quasi-periodicidade ao longo do eixo z, Eq. (4.6). Para desen-

volver esta análise, constrúımos a função de Wightman de energia positiva, resolvendo

a equação Klein-Gordon correspondente. Usando coordenadas de Poincaré e admitindo

uma constante de acoplamento de curvatura geral, obtemos as soluções normalizadas da-

das em (4.17). A função de Wightman foi calculada somando-se sobre todo o conjunto

de soluções normalizadas (4.19). Usando a fórmula de Abel-Plana, Eq. (4.20), a função

de Wightman foi decomposta em duas contribuições, sendo uma devido à corda cósmica

no espaço-tempo AdS e outra induzida pela compactificação. Felizmente, fomos capaz de

expressar esta função em uma forma compacta (4.39).

Em nossa análise, provamos que somente densidades de corrente azimutal e axial
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são induzidas. Devido à compactificação, a corrente azimutal foi decomposta em duas

partes. A primeira correspondendo à contribuição induzida na geometria de uma corda

cósmica no espaço-tempo AdS sem compactificação, e a segunda induzida pela compac-

tificação; ambas apresentadas pelas Eqs. (4.54) e (4.63), respectivamente. Ambas as con-

tribuições são funções ı́mpares do parâmetro ε associado ao fluxo magnético ao longo da

corda, com um peŕıodo igual ao quantum de fluxo Φ0. Neste caso, tomando ε = 0, estas

contribuições são nulas; este é um efeito tipo Ahanorov-Bohm. Nas Figs. 4.1 e 4.2 apresen-

tamos os comportamentos gráficos da contribuição induzida puramente pela corda como

função de ε (associado ao fluxo magnético ao longo da corda) e r/w (distância própria

em unidades de a), respectivamente. Da Fig. 4.1 é mostrado que a intensidade de ⟨jϕ⟩cs
aumenta com o parâmetro q, revelando a importante influência do déficit angular gerado

pela corda. Já na Fig. 4.2 vemos que o decaimento deste VEV é mais acentuado à medida

que aumentamos os valores de q e ma. Algumas expressões assintóticas também foram

obtidas para pequenos e grandes valores de r/w, correspondendo as expressões (4.56) e

(4.57), respectivamente. Quanto à parte induzida pela compactificação, Eq. (4.63), po-

demos observar que é uma função par do parâmetro β̃ e uma função ı́mpar de ε, com

peŕıodo igual a Φ0. Sua dependência com β̃ foi mostrada na Fig. 4.3, considerando o

intervalo [−0.5, 0.5] e diferentes valores de q. Aqui, observamos que esta componente

depende fortemente de q. Seu comportamento assintótico para grandes valores de L/w

é apresentado em (4.65), onde observamos que esta corrente decai com uma potência

especifica de w/L.

Devido à compactificação temos também o surgimento de uma corrente induzida ao

longo da dimensão extra apresentada em (4.77). Esta tem origem puramente topológica e é

nula quando β̃ = 0, 1/2, e 1. Esta corrente é decomposta como a soma de dois termos. Um

deles é dado por (4.79) e explicitamente independe da distância radial r e dos parâmetros

q e ε. A outra contribuição é dada por (4.81) e depende dos fluxos magnéticos e do déficit

angular planar, sendo uma função ı́mpar de β̃ e uma função par do parâmetro ε, com

peŕıodo igual ao quantum de fluxo Φ0. Para o caso particular em que β = 0, a Eq. (4.81)

se torna uma função ı́mpar do fluxo magnético circundado pela dimensão extra. Na Fig.

4.4 é apresentado o comportamento de ⟨jz⟩(q,ε)c como função de β̃ e diferentes valores de

ε, considerando D = 4. Daqueles gráficos vemos que a amplitude da corrente aumenta

com q e que o efeito de ε é inverter a orientação da corrente.
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Ainda no caṕıtulo 4, analisamos o VEV do campo quadrado, sendo este decomposto

em contribuições devido à corda cósmica e a compactificação. A parte induzida pela corda

é apresentada na forma fechada em (4.88). As formas assintóticas para pequenos e grandes

valores forma de r/w estão presentes em (4.91) e (4.93), respectivamente. A expressão para

o campo sem massa e conformalmente acoplado foi apresentada em (4.95). Na Fig. 4.5 é

exibido o gráfico da parte induzida pela corda cósmica como função de r/w, e é mostrado

que o fluxo magnético ao longo do núcleo da corda modifica o comportamento e o valor

absoluto de ⟨|ϕ|2⟩cs. Quanto ao VEV do campo ao quadrado induzido pela compactificação

da dimensão extra, este é apresentado na forma fechada em (4.98). Esta contribuição

apresenta duas partes: a primeira, Eq. (4.99), é o termo k = 0 que depende somente

dos parâmetros associados à compactificação. Quanto à segunda parte, Eq. (4.102), esta

depende de q e ε. Sua expressão assintótica para grandes valores de L/w é apresentada

em (4.104). O caso do campo sem massa e conformalmente acoplado é apresentado em

(4.105). Na Fig. 4.6, o comportamento da Eq. (4.98) em função de L/w é exibido, e nos

mostra que o parâmetro β̃ pode aumentar ou diminuir o valor absoluto da contribuição

induzida pela compactificação, bem como modificar seu comportamento.

Outra importante análise realizada no caṕıtulo 4 foi o VEV do tensor energia-

momento. Este observável também apresenta três contribuições distintas como exibido

em (4.108). Neste trabalho focamos apenas nas contribuições devido à corda cósmica e a

compactificação, dadas por (4.127) e (4.115), respectivamente. Foi verificado que ambas

as contribuições satisfazem a equação de conservação covariante e seus traços estão rela-

cionados aos respectivos VEVs do campos ao quadrado (4.120). Na Fig. 4.7, é mostrado

o comportamento da densidade de energia induzida pela compactificação como função

da razão r/w com diferentes valores de ε, onde observamos a influência do parâmetro β̃

sobre este VEV. A componente não diagonal induzida pela dimensão extra compacta é

dada pela Eq. (4.118) e sua expressão para o caso do campo sem massa e conformalmente

acoplado é dada em (4.126). Quanto à parte induzida pela corda, a densidade de ener-

gia para o campo escalar sem massa e conformalmente acoplado é apresentada na Eq.

(4.132). A componente não diagonal é dada em (4.130) e sua expressão para o campo

sem massa e conformalmente acoplado é apresentada em (4.133). Por fim, na Fig. 4.8 é

exibido o comportamento da densidade de energia induzida pela corda como função de

r/w. Desta figura notamos que a influência na intensidade do comportamento de ⟨T 0
0 ⟩cs
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pelo acoplamento de curvatura, ξ, e o fluxo magnético ao longo do eixo da corda.

No caṕıtulo 5 consideramos um campo fermiônico carregado e investigamos as

densidades de corrente, CF e o VEV do tensor energia-momento no espaço-tempo AdS

(4 + 1)−dimensional, assumindo a presença de uma corda cósmica possuindo um fluxo

magnético ao longo do seu eixo. Além disso, admitimos que uma dimensão extra é com-

pactificada em um ćırculo de peŕımetro L e que um fluxo magnético é circundado pelo

eixo compactificado. A fim de desenvolver nossa análise, calculamos o conjunto completo

de funções de onda fermiônicas de energia positiva e negativa obedecendo à condição de

quasi-periodicidade, com uma fase arbitrária, β, ao longo da dimensão extra. Para cal-

cular o VEV da densidade de corrente fermiônica fizemos uso da fórmula da soma dos

modos dada em (5.40) e os modos fermiônicos dados em (5.31) e (5.38), respectivamente.

Em nossa análise mostramos que, assim como no caso escalar analisado no caṕıtulo 4,

somente densidades de corrente azimutal e axial são induzidas. Estes VEVs são funções

periódicas do fluxo magnético ao longo da corda α0, e do parâmetro β̃. Além disso, para

α0 = 0 e β̃ = 0, estas contribuições são nulas; este é um efeito tipo Ahanorov-Bohm.

Usando a fórmula de soma de Abel-Plana, a corrente azimutal total (5.71) foi de-

composta em uma parte induzida pela corda (5.54) e outra gerada pela compactificação

(5.68). Quanto à contribuição induzida pela compactificação, esta depende de α0, com seu

comportamento periódico exibido em Fig. 5.1. A análise assintótica foi feita para pontos

próximos e distantes da corda, sendo estes apresentados em (5.62) e (5.63), respectiva-

mente. Para r/w ≪ 1, ⟨jϕ⟩cs diverge na corda como (w/r)5, e para r/w ≫ 1 o decaimento

é mais acentuado com o aumento da massa da part́ıcula. Estes comportamentos são exi-

bidos graficamente na Fig. 5.2. Quanto à parte induzida pela compactificação, esta é uma

função ı́mpar de α0 e uma função par de β̃, com peŕıodo igual ao quantum de fluxo Φ0.

Este comportamento periódico pode ser observado pela Fig. 5.3. Além disso, essa com-

ponente é finita sobre a corda, e sua expressão assintótica para grandes comprimentos

da dimensão extra é apresentada em (5.76). A corrente azimutal total é calculada para

um campo sem massa e dada em (5.72). Em (5.78) apresentamos o limite assintótico

Minkowskiano também para a corrente azimutal total.

Assim como no caso escalar, no caso fermiônico a presença da compacticação

também dá origem a uma densidade de corrente na direção axial, que é apresentada
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em sua forma fechada na Eq. (5.87). Esta contribuição é decomposta em duas partes,

sendo uma induzida puramente pela topologia não-trivial da compactificação e indepen-

dente de r, q e α0, e outra parte que depende destes parâmetros. Quanto à esta segunda,

a mesma é uma função ı́mpar de β̃ e par de α0, sendo este comportamento graficamente

exibido na Fig. 5.4. A expressão para um campo sem massa é apresentada em (5.91).

Para grandes comprimentos da dimensão extra temos a expressão assintótica (5.94), que

mostra que a densidade de corrente axial desaparece quando L → ∞. Por fim, temos o

limite Minkowskiano dado em (5.95).

Ainda no caṕıtulo 5, investigamos o condensado fermiônico induzido pela corda

cósmica e pela compactificação. Devido à presença da compactificação, o CF é decomposto

em duas partes, sendo uma delas induzida na geometria sem compactificação presente em

(5.105) e outra na geometria com compactificação dada por (5.120). Quanto à contri-

buição induzida pela corda, o caso não massivo é dado por (5.108), sendo este finito sobre

a corda para 2|α0| < 1 − 1/q e divergente para 2|α0| > 1 − 1/q. O limite Minkowskiano

foi considerado e é apresentado em (5.113), sendo nulo para m = 0. Diferentes regimes

assintóticos para esta contribuição também foram considerados. Para pontos próximos à

corda, a expressão obtida é (5.114), onde observamos que o CF diverge na corda como

(w/ar)3. Para pontos distantes da corda, obtemos (5.116), onde podemos ver que o de-

caimento do CF é tipo lei de potências para ambos os casos com massa e sem massa.

Notamos que este resultado está em contraste com o caso no espaço-tempo de Minkowski,

onde o decaimento do CF para grandes distâncias a partir da corda é do tipo exponencial.

Quanto à parte do CF induzida pela compactificação (5.120), esta é finita sobre a corda

para 2|α0| < 1 − 1/q e divergente para 2|α0| > 1 − 1/q. Para o campo sem massa, o

CF gerado pela dimensão compacta é dado por (5.123), sendo finito sobre a corda para

2|α0| < 1− 1/q e divergente para 2|α0| > 1− 1/q. Consideramos também o caso em que

o comprimento da dimensão extra é grande, L/w ≫ 1, e o resultado obtido está presente

em (5.125). Esta expressão nos mostra que no limite L → ∞ o CF induzido pela com-

pactificação tende a zero. Por fim, o limite Minkowskiano é considerado e a respectiva

expressão é dada em (5.126), sendo esta nula no caso sem massa.

Na última seção do caṕıtulo 5, consideramos o VEV do tensor energia-momento.

Semelhantemente ao CF, este VEV é decomposto em uma parte induzida na geometria

sem compactificação e outra gerada na geometria com compactificação. As componentes
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induzidas pela corda estão presentes em (5.136), (5.156), (5.170), (5.180) e (5.192). Por

outro lado, as componentes induzidas pela compactificação estão presentes em (5.143),

(5.161), (5.174), (5.184) e (5.198). Para ambas as partes induzidas a propriedade do traço

é obedecida. Foi verificado também que estas contribuições satisfazem a equação de con-

servação covariante. Observando que ⟨T 0
0 ⟩cs = ⟨T r

r ⟩cs = ⟨Tw
w ⟩cs = ⟨T z

z ⟩cs, calculamos alguns

limites assintóticos para estas componentes. Para regiões próximas à corda, o resultado

obtido é dado por (5.203). Para pontos distantes da corda a expressão obtida é aquela

presente em (5.204). A parte induzida pela compactificação também foi analisada. Ob-

servando que ⟨T 0
0 ⟩c = ⟨T r

r ⟩c = ⟨Tw
w ⟩c e a decomposição dada pela Eq. (5.206), avaliamos

o caso assintótico em que L/w ≫ 1. Neste limite a contribuição puramente topológica,〈
T µ
µ

〉(0)
c
, tende a zero como (w/L)2ν2+4. Para a contribuição

〈
T µ
µ

〉(q,α0)

c
o resultado obtido

é dado pela Eq. (5.207). Por fim, analisamos as componentes azimutal e axial para o caso

do campo sem massa e para o limite Minkowskiano. No caso sem massa, as contribuições

induzidas pela corda e pela compactificação, na direção azimutal, são dadas pelas Eqs.

(5.208) e (5.209), respectivamente. No limite Minkowskiano as respectivas expressões estão

presentes em (5.211) e (5.212). Para a componente axial, analisamos apenas a parte in-

duzida pela compactificação. O limite Minkowskiano e o caso do campo sem massa foram

encontrados e estão presentes em (5.214) e (5.216).

No caṕıtulo 6, investigamos os efeitos combinados de uma brana e uma corda

cósmica ideal com fluxo magnético ao longo de seu eixo no VEV da densidade de corrente

para um campo fermiônico carregado. A fim de termos um problema que pudesse ser exa-

tamente resolvido, consideramos o espaço-tempo AdS e uma brana planar perpendicular

à corda cósmica. Dois tipos de condição de fronteira sobre a brana foram consideradas.

A primeira corresponde à condição de fronteira de sacola de MIT e a segunda é dada por

(6.54). A densidade de corrente para a representação s = ±1 e a condição de contorno

(6.54) coincide com a densidade de corrente para a representação s = ∓1 e para a condição

de contorno (6.2), e assim descrevemos apenas os passos principais para o cálculo com

a condição de sacola de MIT. O VEV da densidade de corrente é expresso na forma da

soma sobre o conjunto completo de modos fermiônicos. Estes modos são dados por (6.4).

A brana divide o espaço em duas regiões (regiões R e L) com diferentes propriedades

fermiônicos. Na região R a função Wν(pw) nas funções dos modos é dada por (6.10) e

o espectro do número quântico p é cont́ınuo. Na região L temos Wν(pw) = Jν(pw) e os
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autovalores para p são determinados pelos zeros da função Jν1(pw0).

A única componente não nula da densidade de corrente é induzida ao longo da

direção azimutal. Esta é decomposta em uma parte induzida na geometria sem brana e

outra com brana. As contribuições induzidas pela brana no VEV da densidade de corrente

azimutal são dadas pelas expressões (6.27) e (6.48) para as regiões R e L, respectivamente.

Para um campo sem massa a contribuição induzida pela brana é nula na região R. A den-

sidade de corrente é uma função ı́mpar do fluxo magnético ao longo do eixo da corda, com

peŕıodo igual ao quantum de fluxo. No caso especial q = 1 as fórmulas obtidas fornecem

expressões para as densidades de corrente induzidas por um tubo de fluxo magnético ide-

alizado com espessura nula. No limite de valores grandes do raio de curvatura do espaço

AdS e no termo ĺıder, obtemos a expressão (6.40) para a densidade de corrente fermiônica

induzida por uma fronteira plana, perpendicular à corda cósmica no espaço-tempo de

Minkowski (4 + 1)−dimensional.

A fim de entender o comportamento da densidade de corrente azimutal, conside-

ramos diferentes regiões assintóticas dos parâmetros do problema. Próximo à corda, para

pontos não tão próximos à brana, a contribuição induzida pela brana é uma função li-

near da coordenada radial r e é nula sobre a corda. O comportamento da contribuição

induzida pela brana na região R, à grandes distâncias da corda, é diferente para as duas

representações irredut́ıveis da álgebra de Clifford. Para a representação com s = 1, a

densidade de corrente total é dominada pela contribuição induzida na geometria sem

brana. Para a representação s = −1 a contribuição induzida pela brana comporta-se

como ⟨jϕ⟩b ∝ (w/r)|2ma−1|+3 e é dominante no VEV total. Em todos estes casos, o de-

caimento da densidade de corrente no espaço-tempo AdS, como uma função da distância

própria a partir da corda, é tipo lei de potencias para ambos os campos sem massa e com

massa. Para campos massivos, este comportamento para grandes distâncias na região R

está em contraste com aquele para no espaço-tempo de Minkowski, onde o decaimento é

exponencial. Para pontos distantes da corda, a densidade de corrente na região L é supri-

mida pelo fator exponencial e−2rp1 sin(π/q)/w0 para q ≥ 2, e pelo fator e−2rp1/w0 para q < 2,

com p1/w0 sendo o menor autovalor para o número quântico p. Gostariamos de salientar

que, a densidade de corrente é finita na brana, tanto na região R quanto na região L. Os

valores limites correspondentes para as região R e L são diretamente obtidos das repre-

sentações (6.20) e (6.44), e eles são dados por (6.37) e (6.53), respectivamente. Para uma
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localização fixa da brana e no limite w → 0, correspondendo a pontos na fronteira AdS,

o VEV induzido da corrente pela brana comporta-se como w2ma+5. O mesmo ocorre para

a contribuição induzida na geometria sem brana.

No modelo Randall-Sundrum com apenas uma brana, as condições de contorno

sobre um campo fermiônico fora da brana são ditadas pela simetria Z2. Dependendo da

paridade do campo, duas condições de contorno são obtidas na localização da brana. Elas

correspondem às condições (6.2) e (6.54) em nossa discussão. Consequentemente, o VEV

da densidade de corrente, associada a um campo fermiônico fora da brana e induzido no

modelo RSII com uma corda cósmica possuindo fluxo magnético, é obtido dos resultados

nas seções 6.2 e 6.3, com um fator adicional 1/2 relacionado à presença de duas cópias da

região R.

Quanto às perspectivas, algumas direções podem ser tomadas no sentido estender

os resultados presentes nesta tese. Dentre elas, podemos citar o cálculo do condensado

fermiônico e do tensor energia-momento para o sistema estudado no caṕıtulo 6. Outra

possibilidade é a extensão dos resultados encontrados no caṕıtulo 6 para o caso de duas

branas no modelo RSI.



184

Referências Bibliográficas

[1] V. M. Mostepanenko and N. N. Trunov, The Casimir effect and its applications,

(Oxford Univ. Press, 1997).

[2] M. Bordag, G. L. Klimchitskaya, U. Mohideen and V. M. Mostepanenko, Advances

in the Casimir effect, (vol. 145. Oxford Univ. Press, 2009).

[3] K. A. Milton, The Casimir effect: Physical manifestations of zero-point energy,

(World Scientific, 2001).

[4] L. M. Sokolowski, The bizarre anti-de Sitter spacetime, Int. J. Geom. Meth. Mod.

Phys. 13, 1630016 (2016), [arXviv:1611.01118].
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[74] G. Lazarides and Q. Shafi, Axion Models with No Domain Wall Problem, Phys. Lett.

B 115, 21-25 (1982).

[75] A. A. Abrikosov, On the Magnetic properties of superconductors of the second group,

Sov. Phys. JETP 5, 1174-1182 (1957).

[76] H. B. Nielsen and P. Olesen, Vortex Line Models for Dual Strings, Nucl. Phys. B 61,

45-61 (1973).

[77] E. B. Bogomolny, Stability of Classical Solutions, Sov. J. Nucl. Phys. 24, 449 (1976).

[78] A. Vilenkin, Cosmic Strings, Phys. Rev. D 24, 2082-2089 (1981).

[79] W. A. Hiscock, Exact Gravitational Field of a String, Phys. Rev. D 31, 3288-3290

(1985).

[80] J. R. Gott, III, Gravitational lensing effects of vacuum strings: Exact solutions, As-

trophys. J. 288, 422-427 (1985).

[81] B. Linet, The Static Metrics with Cylindrical Symmetry Describing a Model of Cosmic

Strings, Gen. Rel. Grav. 17, 1109-1115 (1985).

[82] D. Garfinkle, General Relativistic Strings, Phys. Rev. D 32, 1323-1329 (1985).

[83] K. S. Thorne, C. W. Misner and J. A. Wheeler, Gravitation, (Freeman, 2000).
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