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Resumo

Neste trabalho, estudamos as variedades (A, n + m)—Einstein compactas com bordo,
onde m > 1. Baseado em [I0], forneceremos caracterizagoes topologicas para a fronteira
e como consequéncia de uma férmula tipo Bochner, apresentaremos um resultado do
tipo gap para um espaco-tempo fluido estético perfeito compacto com curvatura escalar
constante positiva. Em seguida, baseado em [12] , estenderemos para a classe das
variedades (A, n +m)—Einstein generalizadas alguns resultados ja conhecidos sobre as
variedades estaticas compactas com bordo, a saber, os resultados obtidos por Chriusciel
[11] e Boucher, Gibbons e Horowitz [5] . Por fim, segundo [9], forneceremos resultados

de rigidez sob condic¢oes no tensor de Bach.

Palavras-chave: Variedades compactas, Variedades (A, n + m)—Einstein, Resultados

de rigidez.



Abstract

In this work, we study the compact (A,n + m)—Einstein manifolds with boundary,
where m > 1. Based in [I0], we provide topological characterizations for the boundary
and as consequence of a Bochner type formula, we provide a gap result for compact
space-time perfect static fluid with positive constant scalar curvature. In sequel, from
[12], we extend for the class of generalized (A, n+m)—Einstein manifold, some classical
results about compact static manifolds wth boundary, namely, due to Chrusciel [IT]
and Boucher, Gibbons and Horowitz [5] . Finally, from [9], we provide some rigidity

results for (A, n + m)—Einstein manifolds under some conditions on Bach tensor.

Keywords: Compact manifolds, (A, n + m)—Einstein manifold, Rigidity results.
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Introducao

Do ponto de vista geométrico, as variedades de Einstein fazem parte de um
tipo de classe de variedades com um vasto campo de estudo, onde nesta dissertacao
desempenha um papel muito importante para toda teoria. Dizemos que uma variedade
¢ de Einstein ou terd métrica de Einstein quando o tensor de Ricci pode ser escrito
como um miultiplo de sua métrica. Essas métricas de Einstein aparecem como solugoes

de equagoes de campo de Einstein no vacuo com constante cosmoldgica, a saber,
, 1
Ric — §Rg + Ag = 87T,

onde A é a constante cosmologica e T é o tensor de energia-estresse. Nesse sentido,
as variedades de Finstein recebem esse nome porque na teoria da relatividade, que foi
um trabalho apresentado por Albert Einstein em 1915, o préprio escreveu essa teoria
usando o tensor de Ricci.

Em busca de novos exemplos de espacos com métricas de Einstein compactas, A. L.
Besse ( ver [3]), fez a seguinte pergunta: "existe um produto warped Finstein compacto
com fungao warping nao constante?"Foi entao que [I7], buscando modelos warped
de Einstein, obteve uma solucao parcial para essa pergunta e também deu origem a

seguinte equagao das variedades (A, n + m)—Einstein:

1
Ric} = Ric+ V2 f — Edf ®df = Ag. (1)

Dai, dizemos que uma variedade Riemanniana completa M é do tipo quase-Einstein
ou equivalentemente (A, n + m)—Einstein, se existe uma fun¢ao suave f definida sobre
M satisfazendo a equagao (1)), em que o tensor Ric}" mencionado é conhecido como o

tensor m—Bakry-Emery.

Defini¢ao 0.1. Uma variedade Riemanniana (M", g) é dita uma variedade (A, n +
m)— Finstein, ou simplesmente variedade quase-Einstein, se existirem uma fun¢ao su-

ave f em M e uma constante X\ tal que satisfaz a equagao .

Note que se tivermos a funcao f constante na equacao , entao o Ric? se torna o

tensor de Ricci na sua versao classica, além disso, serd escrito como um miltiplo de sua



métrica e, portanto, podemos inferir que as variedades (A, n + m)—Einstein estendem
de forma natural as variedades com métricas de Einstein.

E também usual denotar a métrica ¢ de uma variedade que satisfaz as condicoes
da equagao como uma meétrica m-quase-Einstein. Além disso, se consideramos
m suficientemente grande, isto é, se m tender ao infinito, a expressao resultante na
equacgao ¢ justamente a associada a Ricci solitons gradiente.

Nosso trabalho, esta subdividido em 3 capitulos: O Capitulo 1, tem como objetivo
apresentar varios resultados bésicos sobre geometria Riemanniana de muita impor-
tancia para o desenvolvimento da dissertacao, inicia-se com a discussao de conexoes
e curvatura, onde serdo vistas nocoes, defini¢oes e resultados que versam sobre tais
contetidos. O capitulo ¢ concluido com a apresentacao de alguns tensores especiais no
estudo da curvatura.

O Capitulo 2 é dedicado ao trabalho empregado em [10], em que cita os espagos-
tempo estaticos, que sao solucoes globais especiais para as equagoes de Einstein na
relatividade geral. Recordaremos a definicao de um espaco-tempo fluido estatico per-

feito:

Definigao 0.2. Uma variedade Riemanniana (M", g) € dita ser o fator espacial de um
espaco-tempo fluido estdtico perfeito, se existem funcoes suaves f >0 e p em M"™ que

satisfazem as equacoes de fluido perfeito:

f Rie=V? f (2)
¢ AF— n—2 R n 3
f_<2(n—1) +n—1p)f’ 3)

o (0]
onde Ric e V? representam os tensores de Ricci e Hessiana sem traco, respectivamente.

Vale salientar que quando M" tem bordo M, assumiremos que f~'(0) = dM.
O principal resultado deste capitulo garante que a bola geodésica na esfera S ¢ o
unico espago-tempo fluido estatico perfeito compacto com bordo e curvatura escalar

(o]
constante positiva tal que a norma do tensor de Einstein | Ric | encontra-se no intervalo

[0, %2

Y (R — 6,0)). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Corolario 0.1. Seja (M?3,g, f,p) um espaco-tempo fluido estdtico perfeito compacto

com curvatura escalar constante positiva satisfazendo

° V6
| Ric | < Q(R — 6p),

entdo M? ¢ isométrica a uma bola geodésica na esfera S3.



Finalmente, no Capitulo 3, estudamos os artigos [9} 12] que de certa forma, estudam
as variedades (A, n+m)—FEinstein e (A, n+m)—Einstein generalizadas compactas. Uma
variedade (A, n+m)—Einstein generalizada ¢ uma tripla (M", g, f), onde (M", g) ¢ uma

variedade Riemanniana, possivelmente com bordo, e f uma funcao suave em M tal que
2r_ J (n
V7f=-=—(Ric—\g), (4)
m

com f > 0 no interior de M e f = 0 sobre M. Além disso, A é uma funcao suave em
M.
Uma observacao interessante é que na equagao conseguimos inferir a seguinte
equacao:
o o]
f Ric=m V? f.

Assim, fazendom =1e A\ = ﬁ <§ — ,0>, tem-se que um espacgo-tempo fluido estético
perfeito € um exemplo de uma variedade (A, n + m)—Einstein generalizada.

Por outro lado, quando m é um inteiro positivo, considerando u = e‘%, teremos
que

1
Vu=——enVf
m

1
M2y = V2 1+ —df @ df
u m

Portanto, a equacao pode ser reescrita como
) m
Ric — —V?u = \g,
U
ou ainda,

Viu = E(Ric — Ag).
m

Dai segue que existe uma relacao entre as equacoes e . Portanto, uma varie-
dade (A, n 4+ m)—Einstein é um caso particular de uma variedade (A, n + m)—Einstein
generalizada.

A motivagdo crucial para estudar as variedades (A, n +m)—Einstein é por causa da
estrutura produto warped que as variedades de Einstein tém, pois a partir de algumas
observacoes (ver [14, [I7] ), o estudo de variedades produto warped de Einstein se reduz
ao estudo da equacdo que caracteriza as variedades (A, n + m)—Einstein.

No que se refere a bordo desconexo, no Capitulo 3 gragas a [12], temos um resul-
tado de classificacao para variedades (A, n + m)—Einstein com curvatura de Ricci ndo

negativa em dimensao n = 3. De forma mais precisa, segue o resultado:



Teorema 0.2. Seja M3 uma variedade do tipo (\,3 + m)—FEinstein compacta com
m > 1, com curvatura escalar constante, curvatura de Ricci nao negativa e bordo

desconexo. Entio M3 € isométrica a um cilindro S* x [0, al.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos preliminares e elementares referente a
geometria Riemanniana, visamos essencialmente estabelecer uma base adequada para

desenvolver os capitulos seguintes.

1.1 Conexoes e curvatura

Um campo de vetores diferenciavel X em uma variedade diferenciavel M é uma

aplicacoes suave X : M — TM, onde para cada carta x : U C R* — M e p € z(U),

X(p) = Y i)

63&;
U C R" — R. Vamos indicar por X(M) o espaco dos campos de vetores diferencidveis

n
Sendo { 0 } uma base para T,M, em que cada f; é uma funcao diferenciavel f; :
i=1

em M e por C*°(M) o conjunto das fungbes diferenciaveis definidas em M.

Definicao 1.1. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma apli-
cacao
V:X(M)xX(M)— X(M)

onde indicamos por (X,Y) N VxY e que tem as sequintes propriedades
1. Vx(Y+2)=VxY +VxZ;
2. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y;
3. Vxiy(Z)=VxZ+VyZ,

4. Vix(Y) = fVyY.



para todos os campos X,Y,Z € X(M) e f € C*(M).

Observacao 1.1. O simbolo VxY deve ser interpretado como a deriwada direcional

do campo Y na direcao do campo X.

Definicao 1.2. O tensor curvatura algébrica de uma variedade Riemanniana M as-
sociado a um par X,Y € X(M) é uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V ixyZ, X,Y,Z € X(M), (1.1)

em que V € a conexao Riemanniana de M.

A préxima proposicao menciona algumas propriedades do tensor curvatura algé-

brico. Para mais detalhes veja [§].

Proposicao 1.1. Dados X,Y,Z, W € X(M), o tensor curvatura algébrica satisfaz as

sequintes propriedades

(a) A propriedade de permutacao ciclica chamada primeira identidade de Bianchi:

R(X,Y)Z +R(Y, 2)X + R(Z, X)Y = 0.

(b) A propriedade de permutagao ciclica chamada sequnda identidade de Bianchi:

(VLR)(X, Y)W + (VxR)(Y, Z)W + (VyR)(Z, X)W = 0.

Observacao 1.2. Poderiamos escrever a sequnda identidade de Bianchi da segquinte

forma:
VR(X,)Y,ZW,T)+VR(X, YW, T, Z)+ VR(X,Y, T, Z, W) =0

para todo X, Y, T, Z, W € X(M).
No decorrer desta dissertacao iremos considerar o tensor curvatura de Riemann,
que é o tensor dado por
Rm(X,Y, Z W)= (R(X, Y)W, Z), XY, Z W € X(M). (1.2)

As propriedades de simetria pertencentes a este tensor serao tteis e, portanto, serao

apresentadas na proposicao seguinte (ver [§]):

Proposicao 1.2. Dados X,Y,Z, W € X(M), tem-se que



(a) Rm(X,Y, Z,W) + Rm(Y, W, Z, X) + Rm(W, X, Z,Y) = 0.
(b) Rm(X,Y, Z, W) = —Rm(Y, X, Z, W).
(¢) Rm(X,Y, Z,W) = —Rm(X,Y, W, Z).

(d) Rm(X,Y, Z,W) = Rm(Z, W, X,Y).

1.2 Tensores e Curvatura de Ricci

Definicao 1.3. Um tensor, ou k-tensor covariante T é uma aplicacao k-linear em
C>*(M) da forma
T:X(M)x - xX(M)— C=(M).

[

~
k fatores

Isto quer dizer que, dados Xy, -+, Xy € X(M), T(Xy,---,Xg), € uma aplicagao

diferenciavel em M, e que T é linear em cada argumento, isto é,
T(Xh'” ,fX‘i‘QY,Xk) = fT(Xb 7X7Xk)+gT(X17 7Y7."Xk)7

para todo XY € X(M), f,g € C®(M).
E também comum a notacdo (1, k)-tensor para definir 7'(X,--- , X;)(p) € R, isto

T:T,M x---xT,M — R.
kfa‘t,ores

Definiremos agora o produto tensorial que é uma no¢ao muito importante.

Definicao 1.4. Dados T um k-tenso e S um l-tensor covariantes em uma variedade

Riemanniana M, o produto tensorial de T por S

T®S: X(M)x- - xX(M) — C*(M)

~
k + 1 fatores

€ dado por
T®S(X17 7Xk+l> = T<X17 JXk)S<Xk+17”' JXkJrl)J

sendo assim um (k + [)-tensor.

E possivel estabelecer em tensores a nocao de derivada covariante. A definicao é a

seguinte:



Definicao 1.5. Dado X € X(M), a derivada covariante V xT do k-tensor T na dire¢do
do campo X € o (k+ 1)-tensor definido como

VxT( Xy, -, X)) = X(T( Xy, -, X)) —T(Vx Xy, -, Xg)— - —T(Xq, -, VxXi).

Observacao 1.3 (Referencial Geodésico). Seja M uma variedade Riemanniana de di-
mensaon ep € M. Entao existe uma vizinhanca U C M de p e n campos E1,--- | E, €
X(U), ortogonais em cada ponto de U, tais que, em p, Vg, E;(p) = 0. Uma tal familia

{E;}, de campos de vetores é chamado de referencial (local) geodésico em p (veja
[8], pig 92).

Observagao 1.4. Dado um referencial Ey,--- | E,, todo campo de vetores X € X (M),

pode ser erpresso como
n
X = g z; Ly,
i=1
em que x; : M — R sao funcgoes diferencidveis.

Definicao 1.6. A derivada de uma funcao f: M — R na diregio de um campo Y é

dada por
Vyf=Y(f)=(V]Y).

Observacao 1.5. Se T € um 2-tensor em uma variedade Riemanniana, entao podemos

associd-lo a um dnico (1,1)-tensor, que também denotaremos por T, da sequinte forma
T(X,Y)=g(T(X),Y) =(T(X),Y). (1.3)

De fato, sendo X = Z?:l l'iEZ', Y = Z?:l y]E], T(X, Y) = Zn CL'Zy]T<E“E])

i.j=1

Definirmos T'(X) = >~ 2,T(E;, Ey) Ey, teremos

1,j=1

(T(X),Y) = <Z v T(E;, E)Ey, ) ijj>

ij=1 ij=1

= > 2wT(E;, E))(Ex, Ej)

ij k=1
= > a2 T(E;, Ey)

1,7=1

= T(X,Y).

Definicao 1.7. Seja M uma variedade Riemanniana. Sejam X € X(M). Definamos



a divergéncia do campo X como
divX =) (Vg X, Ey), (1.4)
i=1
onde {E;}I', € um referencial ortogonal.

Definicao 1.8. Seja X = (Xi, -+, Xy_1) € X*"Y(M), a divergéncia de um k-tensor
T ¢ o (k—1)-tensor

(@AV(T)(X) = S VAT, Xt B, (15)

A partir de (1.3)), para um (1, 2)-tensor simétrico e X € T,M, tem-se

(@Av(T))(X) = dv(T(X) = 3 T(E: Vi X).

(div(T)(X) =) Ve T(X,E)

=1

— Z[Ei(T(X, E;)) = T(Vg,X, E)]

_ Z[Eig(T(X), E;) = T(E;, VX))

n

= div(T(X)) = Y T(E;, Vi, X). (1.6)

=1

Além do mais a divergéncia de uma funcao f multiplicada por um tensor 7" é dada

por
(div(fT))(X) = T(X, V[) + f(div(T))(X). (1.7)

Definicao 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana. O laplaciano de M é o operador
A C®(M) — C>*(M) dado por

Af = div(Vf), feC®M).

Definigao 1.10. Seja f € C°(M). A hessiana da fungao f, denotada por Hess(f) ou

V2f, € 0 2-tensor simétrico

V2F(X,Y)=(VxVF£Y), XY € X(M).



A regra do tipo produto nos permite reescrever V2f como
VH(XY) = X(Y(f)) - VxY(f).
De fato,

(VxVEY) = X (V£Y)—(VFVxY)
= X(Y(f) = VxY(f).

Seguiremos com a defini¢ao do tensor de Ricci

Definicao 1.11. O tensor curvatura de Ricci, ou apenas curvatura de Ricci, € o 2-

tensor Ric : X(M) x X(M) — C*(M) dado por

Ric(X,Y) = zn: (R(X, E)E;,Y). (1.8)

i=1
Assumiremos que {E;}1, € um referencial geodésico.

O traco do tensor de Ricci em um ponto p € M é chamado de curvatura escalar e
serd denotado por R(p), isto &, R(p) = >, Ric(E;, E;).

Lema 1.3. Em uma variedade Riemanniana (M™,g) vale que
. 1
div(Ric) = QVR. (1.9)

Demonstracao: Tomemos um referencial geodésico {E;}7,, emp € M, e X € T,M.
Usando as simetrias do tensor curvatura e a segunda identidade de Bianchi ( lembrando

que VxE; =0,Vi=1,---,n), temos

(VR, X) (p) = X(R)({p)

- X (im:(g-,g-))
% (zn:<R(Ei,Ej)Ej,Ei>)

1,j=1
n

- Z<VXR(E1'7EJ)EJ'7E1’>-

i,j=1

Dai,

n

(VR X) (p) = > (VxR(E: By By, By ).

3,j=1

10



Usando a segunda Identidade de Bianchi

(VR, X) (p) = zn:<inR(Ej,X)Ej — Vi R(X, EZ-)Ej,Ei>

i,7=1

— Zn: <inR(Ej, X)E;, EZ->— Zn: <VEjR(X7 E)E;, E>

i,j=1 t,j=1
i,j=1 t,y=1

Agora, trocando 7 por j na segunda parcela, segue que:

<VR7 X) (p) = = Z (inR’m)(Ej7 X, Ei, Ej) - Z (inRm)(Xv EJ'7 EJ? El)
i,j=1 hj=1
= > (VeRm)(X,Ej;, E;, E;) + Y (Ve Rm)(X, Ej, E;, E;)

ij=1 4,j=1

= 2) (Vg Rm)(X, Ej, E;, E)).

i,7=1

Como Ric(X,Y) = tr(Rm(X, E;, E;,Y)), VX, Y € X(M), segue que

(VR,X)(p) = 2) _ VgRic(X,E)
i,j=1

= 2(div(Ric))(X).

Portanto concluimos que (div(Ric))(X) = 1 (VR, X) (p). u

Observacdo 1.6. E muito comum chamar a Equacdo de sequnda identidade de

Bianchi contraida duas vezes.

Lema 1.4. Dada uma fun¢ao f € C(M), vale a seguinte identidade

div(V?f) = Ric(Vf) + VAF. (1.10)
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Demonstragao: Seja X € X(M), entao, pela definigao de divergéncia de tensores,

(div(VE)(X) = ) BNV (X, E) = V2 [(VEX, E)]

M- 11-

[EZ- (VxV [ Ei) — <VVE¢va’ El>}

=1

I

[<VEiVfo, E;) — <VinXVf, E>] (1.11)

1

1

Uma vez que, R(E;, X)Vf = Vg, VxVf —-VxVgVf -V xVf, tem-se

(Ve VxVf E) = (R(E,X)Vf+VxVeVf+ VeV E),

n

e, por, Ric(X,Vf) = Z (R(E;, X)Vf, E;), segue que

i=1

n

Y (VB VxVf.E) = Ric(X,VI)+Y (VxVeVf+ VgV E)

i=1 =1

= Ric(X,Vf)+ ZX (Ve, VI E)

i=1

+Z <V[Ei,X}Vfa Ez>
i=1

= Ric(X,Vf)+ X(Af) + > (VigxVf Ei).
i=1
Note que X(Af) = X(V2f(E;, E;)) que por sua vez é igual a (VAf, X). Como
VxE; =0 = [E;,X]| =VgX, pois X = szEl Portanto, Z <V[Ei7X}Vf, EZ> =

i=1 i=1
n

Z (Ve, XV [, E;). Finalmente, concluimos de (1.11]) que

i=1

(div(V2£))(X) = Ric(X, Vf) + (VAF, X).

1.3 Alguns tensores especiais no estudo da curvatura

E necessario lembrar de alguns tensores especiais no estudo da curvatura para vari-
edades Riemannianas (M", g), com n > 3. Antes de apresentar o primeiro tensor vamos

necessitar da definicao do produto tensorial de Kulkarni-Nomizu.
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Definicao 1.12. Sejam s e r tensores simétricos de ordem dois. Definimos o produto

de Kulkarni-Nomizu s ©® r como o 4—tensor

(s (X,Y,Z,W) = %(s(X,W)r(Y,Z)—i—s(Y,Z)r(X,W)

—S(X, 2 (Y, W) — s(Y, W)r(X, Z)).

O primeiro tensor é o tensor de Weyl, que é o 4—tensor W dado por

W =-R,, + Ric ® g) (1.12)

R
D k1

Também podemos escrever em coordenadas da seguinte forma:

R
Wi = —Riji + =) =2 (995 — 9irgj1)

1
T —9 (Rilgjk + Rjkga — Rikgj — leQik), (1.13)

onde R;;i; sao as coordenadas do tensor curvatura de Riemann. O segundo tensor é o

tensor de Schouten, dado por

1
n—2

1

o= 20— 1)

Rg). (1.14)

(Ric =
Além disso, tem-se o tensor de Cotton, que é um 3—tensor C' dado por
C(X,Y,Z) = —(n—2) ((VXS) (Y, Z) — (VyS)(X, Z)) (1.15)
Em coordenadas temos

Cij = ViR, — Vi Ry, — ViRgjr — VjRgz‘k>- (1.16)

=l
2(n—1)
Para prosseguir serd muito atil lembrar que

Proposicao 1.5. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana com o tensor curvatura

de Riemann Rm. Entao
gimeRijkl = (diVRTTL)jkl = Vkle — Vlek (117)
Demonstracgao: Pela segunda identidade de Bianchi,

Vi Riji + ViRijim + ViRijme = 0.

13



Tomando o traco em relagao aos indices ¢ e m, tem-se

0 = ¢™(VmRijn + ViRijim + ViRijmk)
= ¢""VuRiu + ¢ ViRijim + ¢ Vi Rijmk
_ (diVRm)jkl + gimkaz’jlm 4 gimVlRijmk' (118)

Como a métrica é paralela, isto é, a derivada covariante é zero, tem-se a partir de (|1.18))

que

0 = (divRm)u + V,Ig(gimRijlm> + Vl(gimRmmk)
= (diVRm)jkl — Vk (giijilm> + V;(giijikm)
= (divRm)ju — ViRj + ViRjj,

e, portanto,
(diVRTTL)jkl = VkRﬂ - Vlek.

|
Além disso,
° R
vz Rzy = vz (sz 591])
1 1
= §ij ——=V,R
n—2
= o VR
ou seja, )
(o) n —

Observacao 1.7. A partir da definicio do tensor de Schouten podemos escrever o

tensor de Weyl da seguinte forma:
W=-R,—2(5S®g). (1.20)

Agora, a partir de (1.20)), podemos provar o seguinte:

Lema 1.6. Sejam W e S os tensores de Weyl e Schouten, respectivamente. Entao,

(div(W))(X,Y,Z) = (div(—R,, —2(S® 9))(X,Y, 2))
= (VXRlc) ,Z) — (VyRic)(X, Z)
—(div(9)) <X>g<Y, Z) — (div()) (Y)g(X, 2)
—(Vx9)(Y,2) + (VyS) (X, 2).
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Demonstracao: Com efeito, inicialmente vamos mostrar que

2div((S©9))(X,Y,Z) = (div(9))(X)g(Y, Z) — (div(S))(Y)g(X, Z)
H(VxS)(Y, Z) — (VyS)(X, Z). (1.21)

De fato, note que tomando um referencial ortogonal {E;}?_,, tem-se que

2[5 © 9))(X,Y,2) = 23" Vi (S @ 0)) (X.Y. 7, ).

=1

Pela definicao de divergéncia de um tensor, temos

2div((S @ g))(X,Y,Z) = 2 i(El((S ©9)(X,Y,Z.E) — (S®¢)(VpX.Y, Z, E)
=1

—~(S©9(X,VEY. 2, E) — (S0 9)(X,Y, Vi Z E)).

Agora, pelo produto de Kulkarni-Nomizu,

n

div((S©g)(X,Y,2) = Y (E[S(X, Eg(Y, 2) + (Y, 2)g(X, Ey)

_S(X7 Z)g(Y’El> —S(Y, El)g(X7 Z)}
_(SQQ)(vEle Ya Z, El) - (SGg)<X7 szyv 27 El)
_(S®9)<X>Y7VELZa El))

n

= Z([El<sil)gik + SuEi(gi) + Ei(Sjr)ga + SixEi(ga)

=1

_El(Sik)gjl - SikEl(gjl) - El(Sjl)gik - Slel(gik)]
—Svitgix — Sjkgvi + Sviikgji + Svijigik — Sugv,jk
—SvikGit + Sikgviji + SvjiGik — Sugivik — SjvkJil
+Sikgv, i + Svigik — Sugivie — Sivikgil

"’Silgivlk)' (1.22)

Onde tem-se S(X, El) = Sila S(Y, Z) = Sjk, S(VElX, El) = SVlila S(VEZX, Y) =

Sv,ij, 9(Y, Z) = gji, e assim por diante. Agora note que
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_El(sik)gjl + Svlikgjl + Sivlkgjl = - Z VEl (S) (X, Z)Q(K Ez)
= =) VUS)(X, 2)g(Y, Ey)

= =) VvnS(Y,2)
l

= —VyS(X,2). (1.23)
De forma similar, tem-se que
Ei(Sik)gu — Svijkga — Sivwgn = > Ve ()Y, 2)g(X, E)
I
= Y VISV, 2)g(X. )
I

= ZVXJEJS(Yv Z)
l

= VxS(Y,2). (1.24)

Por outro lado, temos o seguinte:

Ei(Sa)gix — Sviagi = Z Vi S(X, E)g(Y, Z)
l

— (div($)(X)g(Y, 2). (1.25)
De forma anéloga, segue que
Ei(Si)gix + Sy = —Y_ VS, E)g(X,2)
Ey
= —(div(9))(Y)g(X, Z). (1.26)
Além disso,
Ei(gjr) = gvijr + vk © Ei(ga) = gvii + giva- (1.27)

E, portanto, substituindo (|1.23)), (1.24)), (1.25), (1.26) e (1.27)) em (1.22) concluimos
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que

2div((S © ) (X.Y.Z) = (div(S))(X)g(Y. Z) — (div(5))(V)g(X, Z)
H(VxS)(Y. Z) - (VyS)(X, 2).

provando assim a igualdade ((1.21). Por fim, juntando (L.17) com (1.21)), concluimos

que

(div(—R,, —2(S ®9))(X,Y,Z)) = (VxRic)(Y,Z2) — (VyRic)(X, Z)
— (div(9)) (X)g(Y, Z) — (div(9))(Y)g(X, Z)
—(Vx9)(Y,2) + (VyS) (X, Z).

provando assim o Lema (|1.6)). [ ]
Afirmagéo 1.1. (div(W))(X,Y,2) = (n—3)((VxS)(Y, Z) — (VyS)(X, 2)).

Demonstracao: Note inicialmente que

(e (S))(X) = (@iv(Ri0) (X) - s (div(7tg)) (X))
- - ! - (%g(VR, X) = gy (VR X))
= - i 59(VR. X). (1.28)
Analogamente, temos .
(@iv($)(Y) = —59(VR.Y). (1.29)

Por outro lado, como S = ﬁ(Ric — X 1 Rg), segue que

n—1)

(VxS)(Y, Z) = (VXRic(Y, Z) - VR, X)g(Y, Z)),

n—2 2(n—1)g<

dai segue que

(VxRic)(Y,Z2) = (n—=2)(Vx9)(Y,Z) + 2(n1— 1)g(VR, X)g(Y, Z). (1.30)
De forma similar,
(VyRic)(X,Z) = (n —2)(VyS9)(X, Z) + 2(n1— 1>g(VR, Y)g(X, Z). (1.31)
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Agora, substituindo ({1.28)) e (1.30) no Lema ([1.6)),

(diviIW)(X,Y,Z) = (n—=2)(VxS)(Y,Z)+ 9(VR, X)g(Y, Z)

1
2(n—1)
+(div(9))(Y)g(X, Z) + (V¥ S)(X, Z) — (VxS)(Y, Z)
—(VyRic)(X, Z) — mQ(VRa X)g(Y, 2)
= (n=3)(VxS)(Y, Z) + (div(5))(Y)g(X, Z)

—(VyRic)(X, Z) + (VyS)(X, Z). (1.32)

Por fim, substituindo (1.29) e (1.31)) em (1.32)), segue que

(div(W)(X,Y.Z) = (n—3)(VxS)(Y,Z)+

g VR Y )9(X, 2)

—(n—2)(VyS)(X, Z) - ﬁgm, Y)g(X, Z) + (VyS)(X, Z)

= (n—=3)(VxS)(Y.Z) — (n—3)(VyS)(X, Z)
= (n=3)((Vx9)(Y,Z) — (VyS) (X, Z2)).

Portanto,

(div(W))(X,Y. Z) = (n = 3)((VxS)(Y. Z) — (VyS)(X, Z)).

Observacao 1.8. A partir da afirmacao anterior e de , tem-se que

(n—2) ..
— div(W

ou ainda,

(n—2)

Cij = — ViW,iiki-
O tensor de Cotton é anti-simétrico nas duas primeiras entradas, ou seja, temos
que Cyj, = —Cji,. Com efeito, basta apenas observar que
1
Cijt = ViR, — VR, — =1 (vijok - VjRgik>

— (VR — Vil
= —Cja.

1
2n—1) (ViRgi) _vz‘jok>

18



Além disso, note que Cjj;, tem traco nulo tomando quaisquer dois indices, isto é,
97 Cijx = 9" Ciji. = ¢""Cijr. = 0. (1.33)

O proximo resultado é classico no que se refere as variedades compactas, desem-
penha um lugar de destaque nesta dissertacao e nessa teoria. Nos proximos capitulos

iremos recorrer a estas consideragoes.

Teorema 1.7 (Teorema da Divergéncia). Seja M uma variedade Riemanniana com-

pacta e X um campo em (M™,g), entdo
/ div(X) dV = / (X, v)dS,
M oM
em que v € um vetor normal unitdrio com orientagao externa sobre OM.

Observacao 1.9. Em particular, se M ¢ compacta com OM = (), entao tem-se

/M div(X)dV =0

Definicao 1.13. Dados dois n-tensores T, F, o produto interno de Hilbert-Schmaidt

entre eles € definido como

(T, F) =tx(T*F) = > (T(E;), F(E))), (1.34)

i=1

em que T € o operador adjunto de T'. Isto posto, se T € um operador auloadjunto,

entao .
TP =Y (T(E), T(E)),
i=1
e define-se assim a norma de Hilbert-Schmidt, | - |, para operadores.

Uma outra forma de definir o produto interno de Hilbert-Schmidt é

n

(T,F) =) (T(E:). E;) (F(E), E)

ij=1

porém, sabe-se que Z (F(E;), E;) E; = F(E;) e, deste modo, as duas defini¢bes equi-
j=1
valem.

Lema 1.8. Seja T um (0,2) — tensor em uma variedade Riemanniana (M",g), entao

div(T(¢Z)) = (AWT)(Z) + ¢(VNZ , T) + T(V ¢, Z),
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para todo Z € X(M) e qualquer funcao diferencidvel ¢ em M.

Demonstracao: Usando a linearidade do tensor T, temos para ¢ € C*(M) e Z €
X(M) que
T(¢Z) = ¢T(Z).

Aplicando o divergente em ambos os lados, segue
div(T(¢Z)) = div(eT(Z)). (1.35)
Agora, utilizando a defini¢do de divergéncia a ¢T(Z), podemos inferir que
div(¢T(2)) = ¢(divD)(2) + ¢(VZ,T) + T(V¢, Z), (1.36)
portanto, de , podemos concluir em que

div(T(¢2)) = $(AVT)(Z) + (N Z , T) + T(V, Z).

Recorrendo ao Lema [I.§ temos a seguinte formula de divergéncia.

Lema 1.9. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e [ uma funcgdo diferencidvel tal

que [ € positiva satisfazendo f Ric=V? f. Entao,

A o _
divH(WVfP—%Vf)]:Qf] Ric |2+nT2<VR, V1) (1.37)

Demonstracao: Para provar este lema, vamos tomar 7" =Ric, Z = Vfe ¢ =1 no
Lema, para obter

div(Ric (Vf)) = div Ric (V) + (Ric, V2f),
pois Ric (Vo,Vf) = <Rolc Vo, Vf)=0.Agora, como f Ric—V2 f e divRic = 1 VR,
temos

div(Ric (V) = f| Ric [ + " _2(VR, V7). (1.38)

De fato, por defini¢ao Ric (Vf) =Ric(Vf) — £V, assim tem-se

div(Ric (Vf)) = div(Ric(V f)) — diV(%Vf). (1.39)

20



Sabemos que

div(Ric(Vf)) = (div(Ric))(Vf) + (Ric, V2f)

_ %(m, V) + (Ric, V2f),
Aiv(Ric(Vf)) = (VR V1) + {Ric, V2f). (1.40)
e mais, R . .
div(EVf>: ~(VR, V) + =Af. (1.41)

Além disso, observe que
o2 S 9 ° . 9 R
fI Ric [ = (f Ric, Ric) = (V*f, Ric) = (Ric, V*f) = —Af.
Uma vez que

(V2f . Ric) — <V2f _ A Ric - §g>
n n

= <V2f, Ric>—<ﬁg, Ric>—<V2f, Eg>+<ﬂg, Eg>.
n n n n

Onde pelo produto interno de Hilbert-Schimidt,

<ﬂg, Ric>: <V2f, Eg>: <ﬂg, Eg>: EAf.
n n n n n

Agora, substituindo (1.40) e (1.41) em (1.39)), segue

1 1 R
§(vz%, Vf) + (Ric, V2f>—E(VR, Vf)—zAf

div(Ric (V f))

= (V] Rig)— Saf+ " 2VR, V)

Como f| Ric 2 = (Ric, V2f) — ZAf, tem-se

div(Ric (Vf)) = f| Ric [2 + n2—;2<VR, V).

Por conseguinte,

f Ric (V) =V (Vf) = [ Ric (V) = VA(V) - Lvf (L4
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Ora,

n

VIVIE = S E(VS, V)

i=1

= 2) (VpVf, V)
=1

= 2 V*(V}E)

i=1

= 2V*f(V]).
Logo, .
VE(V]) = SVIVIE (1.43)
Substituindo (1.43) em (|1.42)), temos
2 Ric (Vf):HV\Vny—¥Vf : (1.44)

Finalmente, combinando ((1.38) e (1.44]), temos

1 AV
div{?(V\VQf]—Tfoﬂ = 2div(Ric(VYf))
_ 2[f|Ric|2+n2—;2<VR,Vf>
= ofRic] + " 2(VR, V7).

Isto é,

A o _
div E <V|Vf|2 - %w)}: 2f| Ric |2 + "TQNR, V).

Lema 1.10 (Formula de Bochner). Para uma fun¢ao f € C*(M), temos
1
§A|Vf|2 = (VAf, V) +|V2f? + Ric(V, V).
Demonstracao: Sabemos que a divergéncia de um tensor 7" aplicado ao campo V f é

div(T(Vf)) = (T, V2f) + (divT)(Vf).
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Agora, tome T = V2f, assim
div(V2f(V[)) = [V2f]? + (divV2 ) (V). (1.45)

Além disso,

(divV2f)(Vf) = (VAF, Vf) + Ric(Vf, V). (1.46)

Como por (1.43)) temos que V2f(V f) = LV|V f|?, segue que

div(V2F(V ) = %A|V|2. (1.47)

Substituindo (1.46)) e (1.47)) em ([1.45])

%A]Vﬂ? = (VAF, Vf) + V2> + Ric(Vf, V).

]
O proximo resultado é uma identidade integral muito classica na geometria no que se

refere ao estudo de variedades compactas. Ao longo do texto, esse fato serd retomado.

Teorema 1.11. (Identidade de Pohozaev-Schoen) Se X é um campo vetorial na vari-

edade compacta (M™,g) e T é um 2-tensor covariante, entdo

/M (div(T))(X) dV:—% /M (T, Lxg) dV + / T(X,v)dS,

oM

em que v € um vetor normal com orientacao externa sobre OM.
Demonstragdo: Observe que temos Ly (E;, E;) = (Vg X, E;) + (Vg X, E;), dai
(T, Lxg) = Z T(E;, E;) - Lx(Ei, Ej)
ij=1

=Y (Ve X, T(E)) + (V5 X, T(E)))]

ij=1

,j=1

Agora, pelo teorema da divergéncia, inferimos que

/M div(T(X))dV = / (T(X),v)dS.

oM
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Da definicao de divergéncia de um tensor e das considera¢oes anteriores, segue que
1

/ div(T'(X))dV = / (div(T))(X) dV + —/ (T, Lxg)dV.

M M 2
Portanto, concluimos que
1

/ (div(T))(X)dV = ——/ (T, Lxg)dV + / T(X,v)dS.

M 2 )y oM

[ ]
Finalizamos este capitulo enunciando alguns resultados classicos que desempenham

um papel muito importante nesta dissertacao.

Teorema 1.12 (Obata). Seja M™ uma variedade Riemanniana completa de dimensao

n = 2 admitindo uma funcao suave f nao constante tal que
va = _CQfg7

onde ¢ € constante positiva, entao M € isométrica a esfera S™.

Teorema 1.13 (Desigualdade de Okumura). Seja a;, i = 1,2, ,n nimeros reais.
Sed " a;=0eY " a =k* (k>0 constante), entio tem-se que

k< a? < n—_2k3'
n(n —1)

n— 2

B n(n —1) p

Demonstragao: Para mais detalhes veja [20]. u
O proximo resultado garante que em toda variedade Riemanniana completa M
com curvatura de Ricci positiva tem-se que M é compacta. Além disso, temos uma

estimativa para o diametro de M.

Teorema 1.14 (Bonnet-Myers). Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa. Su-

ponhamos que a curvatura de Ricci de M satisfaz

1
r

Entao M ¢é compacta e o didgmetro diam(M) < 7r.

Demonstracao: O leitor pode consultar a referéncia [§]. n
Nosso proximo resultado é um teorema que compara volumes, a saber, o teorema

de comparacao de volume de Bishop-Gromov.
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Teorema 1.15 (Bishop-Gromov). Se (M™, g) é uma variedade Riemanniana completa

com Ric > (n — 1)k e p € M. Entao a funcao

vol(B,(p))
vol(BF)

E uma funcio nao-crescente que tende para 1 quando r — 0, onde B ¢ uma bola

geodésica de raio v em M. Em particular,

vol(B,(p)) < vol(B¥).

Demonstragao: Podemos ver em [4]. |
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Capitulo 2

Variedades do tipo espaco-tempo

fluido estatico perfeito com bordo

Neste capitulo, vamos abordar o artigo [10] que trata dos espagos-tempo fluido esta-
tico perfeito com bordo, que de certa forma, faz generalizacoes das variedades estaticas.
Em geral, vamos denotar os espagos-tempo fluido estatico perfeito por (M™, g, f, p),
onde (M™, g) é uma variedade Riemanniana com f e p sendo fungdes suaves definidas

em M. A definicao de um espaco-tempo fluido estatico perfeito é a seguinte:

Definic¢ao 2.1. Uma variedade Riemanniana (M",g) € dita ser o fator espacial de um
espaco-tempo fluido estdtico perfeito, se existem funcoes suaves f >0 e p em M™ que

satisfazem as equacoes de fluido perfeito:

fRoic:vO?f (2.1)
¢ AF— n—2 R n 99
f_(Q(n—l) +n—1p)f’ (2:2)

(e}

o
onde Ric e V? representam os tensores de Ricci e hessiana sem trago, respectivamente.

Vamos salientar, que na definicao anterior quando M"™ tem bordo M, assumiremos
que f71(0) = oM.

Um exemplo classico de um espacgo-tempo fluido estético perfeito com bordo nao-
vazio e conexo é o hemisfério S7 (¢). Mais adiante , no capitulo seguinte, vamos mostrar
que o hemisfério ¢ um exemplo mais geral que um espaco-tempo fluido estético perfeito

com bordo conexo.

Observacao 2.1. Quando p = —% em uma variedade compacta do tipo espaco-tempo

fluido estdtico perfeito com bordo, concluimos que essa variedade € um espaco estdtico.
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De fato, substituindo p = —£ em 1} temos

2
R
Af+——f=0.
n—1
Portanto, segue de (2.1) que
—(Af)g+ V*f — fRic =0,

que é a equacao que caracteriza uma variedade estatica.
Agora vamos mostrar que as equagoes estaticas em uma variedade do tipo espaco-
tempo fluido estatico perfeito nao implica, necessariamente, que a curvatura escalar é

constante.

Proposicao 2.1. Seja (M", g, f,p) um espago-tempo fluido estdtico perfeito. Entdo a

curvatura escalar R de M™ é constante se, e somente se, (%R + ,0>f é constante.

Demonstragao: Sabemos do capitulo anterior que divV?f = Ric(Vf) + AV/f, e

usando esse fato com V2 f = V2f — 2Lg segue

divv?f = divv? f—div<ﬂg)
n

= Ric(Vf)+ VAf — %VAf

= "; LUAS £ Ric(V ),

isto ¢,

° -1
div V2 f = nTVA f+ Ric(VF). (2.3)
Por outro lado, sabemos que div(Ric) = %VR e sendo Roic: Ric — %g, tem-se
div(f Ric) = div ( fRic — f§g>
n

= div(fRic) — %div(ng)

= Ric(Vf)+ fdiv(Ric) — %Vf - %VR,

pois div(fT) = T(Vf) + fdiv(T), para um tensor T e f uma funcao diferencidvel em
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M. Logo,

div(f Rolc) = Ric(Vf) + fdiv(Ric) — %Vf — gVR
= Ric(Vf)+ fEVR - iVR — EVf
2 n n
= Rie(V) + 2 pvr- Byy,
2n n
donde
div(f Roic) = Ric(Vf) + n2;2fVR — %Vf. (2.4)

Agora, levando em conta (2.1)), podemos combinar (2.3 e (2.4)) para termos

-2 R —1
Ric(Vf) + = 2 fVR— "V f="""VAf + Ric(Vf).
2n n n
ou ainda, ) A '
L EfVR-Zvf="""vAf. (2.5)
2n n n
Combinando as expressoes (2.5 e (2.2)), tem-se
—9 —1 R
"CSiVR = DoVAf+ VS
2n n n
n—1 n—2 n—1 n
Dai segue que
—2 -2 —2 R
B R="" VR + IRV + fVp+ oV + V]
2n 2n 2n n

Cancelando os termos simétricos temos

n— 2
2n

R
RVf+pr+pr+EVf:O.

A partir disso, temos

-2 1 1
(”Qn +5)RVf+fV,0+pr:0 = FRVf+fVp+pVf=0

1 |
N v[(§R+p)f]—§fVR —0,
isto &,
1 1
V[<§R+p>f] —5fVR=0.
E, portanto,
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%fVRzV[(%]%Lp)f].

Mostrando assim que a curvatura escalar R é constante se, e somente se, (%R + p)f

também o é. m

2.1 Espaco-tempo fluido perfeito com bordo

Nesta secao vamos estudar os espacos-tempo fluido estatico perfeito com bordo OM.
Nesse sentido, iremos recorrer ao seguinte fato: sejam M uma variedade diferenciével
e f: M — R uma fungao suave em M com a € img(f) um valor regular de f, entdo
S := f~(a) é uma hipersuperficie mergulhada de M em que (Vf)(p) L T,S, para todo
p € S, e mais, p — (Vf)(p) é um campo normal & S em M. Por essa razao, vamos
ter (M™,g) uma variedade compacta com bordo OM e f uma fun¢ao nao negativa e
diferenciavel em M satisfazendo f Roic:VO2 f. Além disso, f > 0 no interior de M,
f7Y0) = OM e Vf nao se anula na fronteira de M. Portanto, podemos inferir que

v = ¢ um vetor normal unitario com orientacao externa a variedade M.

_Vr
IVl

Observagdo 2.2. Como f~1(0) = OM, seque que f é nula sobre o bordo de M, assim

FRi=V? f — V2 f—
A
- V2f:7fg7

ou seja, decorre de que V2f = %g ao longo do bordo OM.

Vf

_W} uma base ortonormal para OM e notar que

Vamos considerar {61, N

X(VIP) = XUVf. V)
= 2(VxVf,Vf)

= 2V*f(X,V/)

= Mng(X, Vi)

- 2lix vy

= 0,

pois Vf é ortogonal a qualquer X € X(M). Como consequéncia disso, temos que
|V f| € uma constante ndo nula sobre M. Em seguida, usando (2.2 e o fato de f ser
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nula ao longo de OM, temos que Af = 0 sobre M. Além disso, pela segunda forma

fundamental, temos que

hij = —<V6iv,ej>

1

== W<Vein,ej>
1

= W(VQ.]C(GZ',SJ‘))

Af

v )

= 0.

E, portanto, OM é totalmente geodésica. Por essa razao, obtemos pela formula de

Gauss
Eijkl = Riju (2.6)
Ry, = Rix — Rinkn (2.7)
R, =R~ 2R, (2.8)

onde Rjji, Ry e Ry sao os tensores curvatura de Riemann, de Ricci e a curvatura

escalar do bordo OM, respectivamente.

Lema 2.2. Seja (M", g, f,p) um espaco-tempo fluido estdtico perfeito, compacto com
bordo OM. Entao

n—2

/ IVfIR, dS = 2/ f| Ric [2dV — / RAS dV. (2.9)
oM M M
Demonstragao: Ao integrar sobre M a equagao (|1.38]), tem-se
o o -2
/ div(Ric (Vf))dV = / f| Ric *dV + n_/ (VR, Vf)dV.
M M 2n Sy

Como diV(%Vf): LIVR, Vf)+ EAf, segue que

(VR, Vf)=div(RVf)—RAf.
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Donde segue que

/M<VR,Vf)dV:/Mdiv(RVf)dV—/MRAde.

Pelo teorema da divergéncia, temos que

/M<VR,Vf>dV=/aMRWf,umS—/MRAfdv.

Logo,

/Mdiv(Roic(Vf))dV:/Mﬂ Ric ]2dV+n2_n2</aMR<Vf,y)dS—/MRAde).

Ora,
Vi
R = R —
V10 = BV )
V2
-R
(rr)
= —R|Vf].
Assim,
o o —92
/div(Ric(Vf))dV:/ f| Rie [2dv — " (/ R|Vf|dS+/ RAde).
M M 2n oM M
(2.10)
Ao mesmo tempo aplicando novamente o teorema da divergéncia,
/ div(Ric (Vf))dV = / (Ric (Vf), v)dS
M oM
= —/ IV £l Ric (v,v)dS
oM
) R
- —/8M|Vf](R1c(u,u)—E> ds. (2.11)
De (2.10) e (2.11), temos que
: —9 —9

—/ 941 (Ric(v. )~ ) dS:/ fIRie Pav—""2 [ RV as-" / RAFAV.

oM n M 2n Jou 2 M

Agora, de (2.8)

R—R,

R, = R —2Ric(v,v) = Ric(r,v)= 5
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Assim,

o _9 —9
/f|Ric|2 n RAFAV — / ( iy ) RIAf| dS
M 2n Sy oM 2 n oM
n—2 R, R R
_ —LM( - R—7+§——)]Vf\d5
B n—2 R, n-2
— _/5M< —SR- - R)]Vf\ds
R
— [ s
oM 2

1
_ —/ VIR, dS,
2 oM

ou seja,
1

—/ ]Vf\RvdS—/ f| Ric |2dV—(n—_2)/ RAS dV.
2 Jom M 2n M

E, portanto,

/ |nyR,de=2/ f] Roic|2dV—M/ RAfdV.
oM M 2n M

n
Por conseguinte, iremos usar o Lema [2.2] para obter a proposicao seguinte que sera

muito 1util na demostracao do principal resultado desta secao.

Proposicao 2.3. Seja (M™, g, f, p) um espago-tempo fuido estdtico perfeito, compacto,
orientdvel e com bordo OM. Suponha que

(1) a curvatura escalar R € constante, ou
n—2
(2) P < _WR'

Entao temos )
/ R,dS > —/ fI Ric [*dV + C(R)|0M|, (2.12)
oM kE Jar

onde k = |V f| em OM, C(R) = ”T’QRmin, Royin € 0 valor minimo de R em M" e
|(9M‘ representa a drea de OM. Em particular,

/ R s> =2 Runin|OM . (2.13)
oM n

A igualdade vale se, e somente se, (M", g) for uma variedade de Einstein.

Demonstracao: Suponha que a curvatura escalar R seja constante, assim pelo teo-
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rema da divergéncia,

/MRAde = R/Mdiv(Vf)dV

— R [ (Vf,v)dS

oM

- R / V1| ds,
oM

pois
_ _VI
1

= —W—ﬂ(Vf, V)

= —IV/l
Ora, como |V f| & constante nao negativa ao longo de dM, tem-se
/ RAfdV = —R|ny/ dS = —kR|OM|. (2.14)
M oM
Combinando o Lema [2.2] com ([2.14]), temos

/ |Vf]R7dS:2/ f] Roic|2dV—(n—_2>/ RASdV.
oM M n M

Assim,
2 (n—2)
IVFfIR,dS =2 [ f|Ric|*dV + kR|OM|,
oM M n
isto é,
2 (n—2)
k| R,dS=2/[ f|Ric[?dV + kR|OM|. (2.15)
oM M n
Como por hipotese, p < —”2—;2]%,
n (n—2) n
< - .
n_1" = 2n R n—1
(n—2)
= - R
2(n—1) "
ou seja,
n (n—2) (n—2) n
< - <0.
=17 S Tt st ==

Donde usando (2.2)), concluimos que Af < 0, logo RAf < RninAf. Dai, ao integrar
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sobre M" e usando o teorema da divergéncia,

/RAde < /RminAde
M M
= Ry | div(VF)dV
M
- Rmm/ (Vf,v)dS
oM

= —Ruw|V/f|-|0M]
= —kRyw|OM

Y

ou seja,

/ RAfdV = —kRy|OM]. (2.16)
M

Agora, usando o Lema [2.2] e ([2.16]),

2 ° (n—2)
R,dS > —/ f| Ric dV + ——R.ik|OM
/8M ! IV S | | nk ’ }

2 o
= —/ fI Ric [*dV + C(R)|oM],
k Jm

para k = |[Vf| e C(R) = @Rmin. u
Como consequéncia da Proposigao e do teorema de Gauss-Bonnet temos o se-

guinte resultado:

Coroléario 2.4. Seja (M3, g, f,p) um espaco-tempo fluido estdtico perfeito, tridimen-
stonal, compacto, orientdvel e com bordo. Supondo que
(1) a curvatura escalar R € constante, ou
R
(2) p<—%-

Entao temos

Rmin
M) >
X(OM) = o

onde x(OM) € a caracteristica de FEuler de OM. Além disso, a igualdade vale se, e

oM, (2.17)

somente se, (M™,g) é uma variedade de Einstein. Em particular, se Ry, > 0, entdo

OM € homeomorfa a uma esfera.

Demonstracao: Note que pelo teorema de Gauss-Bonnet, podemos inferir que

K., dS = 2mx(0M).
oM

Agora, usando o fato que a curvatura escalar é duas vezes a curvatura Gaussiana, isto
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¢, R, = 2K, temos
/ R, dS = 4mx(OM). (2.18)
oM
Por outro lado, pela Proposicao

Rmin

R,dS > OM|. (2.19)

oM 3

Juntando (2.19) e (2.19) segue que
Rmin

Amy(OM) = — oM.
Ou seja,

(@) = i g,

- 127

Além disso, pela Proposigéotemos que a igualdade ocorre se, e somente se, (M™", g)

é uma variedade de Einstein. Para provar o caso particular, basta observar que sendo

Ruin > 0, temos por (2.17) que

Rmin

>
X(OM) = o

|OM|> 0.

Assim, como M é compacta, dai segue que dM é compacta, portanto, OM serd home-
omorfa a uma esfera.

[ ]

O proximo resultado fornece uma outra expressao muito 1til para faM R,dS em

um espaco-tempo fluido estéatico perfeito compacto, orientével e com bordo.

Proposicao 2.5. Seja (M™, g, f, p) um espago-tempo fluido estdtico perfeito compacto,

ortentavel e com bordo. Entao,

. 1
/RvdS:n 3/ RdS — — [ A|Vf]dS,
oM oM

n — k2 OM
onde k = |V f| ao longo de OM.

Demonstragao: Note que
o A 2
VA = 2 e [P+ 8IS g (2.20)
n

ao longo de OM, pois temos que f = 0 sobre dM. Dai, f Ric= 0 e por 1} temos

35



Af =0. Além disso, por (2.5)) segue que

R
(n—1)

ao longo de OM. Agora, substituindo (2.20), (2.21) e (2.8) na formula de Bochner,

temos

VAf = — v, (2.21)

%Awfy? — <—%Vf,Vf>+Ric(Vf,Vf)

= (9 V) 4 IV PRicw, )

B R ) o1 1
— VIR IVIR(GR - 5R,),

isto é, | . . |
- 2_ __ " 2 2({ - p_ —
SAIVSE = = |VfP+ V(3R - 5R,).
ou melhor,
AV f]? 2
~R—-R, - R
V£I? Ton—17

ao longo do bordo. Portanto, ao integrar a expressao sobre OM tem-se

/Any|2dS:”_3/ RdS—/ R, ds,
oM n—1Jom oM

ou seja

- 1
/RvdS:n 3/ RdS — — | A|Vf]dS.
oM oM

n— k2 Jom
[
O proximo resultado afirma que sobre certas condicoes a area do bordo de um
hemisfério ¢ o méximo possivel entre todos os espacos-tempo fluidos estéticos perfeitos

com bordo conexo. O resultado é o seguinte:

Teorema 2.6. Seja (M™, g, f,p) um espaco-tempo fluido estdtico perfeito compacto,
orientdvel e com bordo OM tal que Ric > %gaM com infR, > 0, em que Ric € o
tensor de Ricci sobre OM e R, € a curvatura escalar sobre OM. Suponha que

(1) A curvatura escalar R é constante positiva, ou
2) p< —2R e Ryin > 0.

Entao temos

n—1

orrj< (M=)

onde w,_, denota o volume da esfera unitdria S*1. Além disso, a igualdade ocorre se,
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e somente se, (M",g) € isomélrica ao hemisfério S.

Demonstracao: Em primeiro lugar, observe que o valor de minimo do conjunto dado
por {f{Tc(u, u); uw € TM; |u| = 1} é atingido, assim considere esse valor igual a (n—2)e,

para algum ¢ > 0. Entao temos que
Ric > (n — 2)e.
E, portanto, pelo Teorema de Bonnet-Myers, tem-se que

diam(0OM) < %

Ao mesmo tempo, pelo Teorema de Bishop-Gromov

‘BBLM <

Ve

~1
sul.
onde g. = % Gean €M qUE ean ¢ a métrica canodnica de S*~!. Como temos que
oM|< ‘ BoM ‘
[oM|< | B% (p)
para todo p € 9M, obtemos que

YE

Sg;l(. (2.22)

Como g, = %gcan, temos que det(g.) = (%)nildet(gcan). Assim,

n—1

2

Vasa) = (1) T V)

Agora levando em consideracdo a definicdo de volume, temos ao integrar a ultima

igualdade sobre a esfera
2

n—1 2

1 2
= g (Wn—l) nt ) (223)

n—1
Sgs

onde w,_; denota o volume da esfera unitaria S"~!. De (2.22) e de (2.23)), tem-se que

—_

2

\aM|%§ (wn1) ™. (2.24)

€

Por hipotese, Ric > R—Wl, dai
P

R,<(n—1)Ric = R, <(n—1)(n—2).
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Assim,
(n—1)(n—2)e > R,.

Dai segue de que
(n—1)(n— 2)(wn_1)%2 RVIGM‘%.

Integrando sobre OM

n—1)(n—2)(w, 1) TOM|> |oM|=T [ R.dS,
Y
oM
donde
2 _n-3
n—1)(n-—2)(w,_1)" > |OM]| ™! R.,dS.
2l
oM
Agora usando a Proposigéo [2.3] obtemos
2 2_(n—2)
(n—1)(n—2)(wp—1)" > [OM | Ruin (2.25)
n

Lembrando que R, > 0, temos

oM | < —<n_g)R —(n—1)(n —2)(wa1) "
isto &, )
‘8M}§ (n(g——l)) ’ Wh1.

Por fim, note que a igualdade ocorre se, e somente se, (M", g) é uma variedade de
Einstein e, portanto, pelo Teorema B de [22] concluimos que (M™, g) é isométrica ao

hemisfério S’}r. ]

o

2.2  Variedades Riemannianas em que f Ric=V? f

Estamos diante da tltima secao deste capitulo, vamos considerar variedades Rie-

mannianas (M", g) com uma funcao suave f satisfazendo
f Ric=V"? f.

Ao longo da se¢ao serao abordados alguns lemas importantes para demonstragao do
resultado mais importante deste capitulo que é o Corolario
Agora, se considerarmos (M, g) uma variedade Riemanniana e um referencial geo-

désico {F;}"_, em p € M, tem-se para f € C*(M) a seguinte equagao, conhecida como
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identidade de Ricct
ViV;Vif =V;VVif = RijuVif. (2.26)

De fato, note que

ViViVif =V Vg Ve f= (Ve Vg V[, E)

ViViVif =V, Ve Ve f = (Vg Ve V[, Ey),
donde,
ViViVif =V;ViVif = Vg Ve Ve f—VeVeVe,f
= (Ve VeV -V VeV, E)
= (R(E;, E;)V S, Ey)
= Rm(E;, Ej, By, V)
= RyuVif.

Lema 2.7. Seja (M™,g) uma variedade e f € C3(M) tal que f Ric=V? f, entao

! (Vz‘(Af)gjk - vj(Af)gik)

n

f(ViRjr =V Rix) = RijuVif —(VifVi Rj, =V, f Ri)

Demonstracao: Para provar o lema, vamos tomar as derivadas de f Roic:V2 f, ou
seja,
Vi(f Ric) = Vi(V? f) e V,(f Ric) = V;(V* f),
isto &,
o o 1
Vif Rit +fVi Rjx = Vi(V;Vif— EAfgjk)
1

Analogamente, tem-se

o o 1
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Combinando (2.27)) e ([2.28])

fViRj, =V; Ry = V;V;Vif —=V;V;Vyf
1

= _ﬁ(vi(Af>gjk - Vj(Af)gik)
—(Rjx Vif — R, V;f). (2.29)
Por fim, usando a identidade de Ricci em (2.29)),
o o 1
fViRj —V; Ry, = RiyjuVif — ﬁ(vz‘(Af)gjk — V;i(Af)gir)

— (R Vif— R Vsf).

que termina a prova do lema. [

Observe que fazendo ¢ = k£ no lema anterior,
o o o o 1
f(Vi Bij =V Ris) = RijuVif = (Vif Vi Bj =V;f Rii) = —(Vi(Af)gji = V(A f)gi),
isto é,
o o 1
IViRy= RV f = Vif Ry _;(VjAf —nV;Af).

Combinando a ultima igualdade com (1.19)) tem-se

n

-2 1 o
5 Vit = ByNVif — —(V;Af =nV;Af)= Ri; Vif. (2.30)

Em particular, podemos deduzir

n—2 R

Com efeito, substituindo R;;= R;;; — %gij em (2.30]), temos

HQ;QijR = RaVif — %(Vjﬁf —nV;Af) = (Ry; — %gzj)vif
— RV — %vjAf I NI %vjf
= R;Vif+ 1 ; 1VjAf — RiuVif + gvjf,
onde para [ =i,
nﬁ 1vjAf - n2712fij B %ij,
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portanto,

n— 2 R

2n-1) it

Agora, temos o seguinte lema

Lema 2.8. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e f uma fun¢ao suave em M™

satisfazendo f Roic:VQf . Entao,

f(ViRj —VjRir) = RijuVif —(Vif Rjx —V;f Rix)
R

—m(vifgjk — V;fgir) +

f
ViRgir — ViRgi).
Demonstracao: Considerando o Lema e o fato que V; Rj= V,;Rj; — %Vijok

temos

1 ]_ o o
f(Vszk - Evijok - VjRik + ﬁijgz’k) = Rz‘jklvlf - (Vz'f Rjk —ij Rik)

_%(vi(Af)gjk — Vi(Af)gir)-

Donde,

f(ViRj, — V;Ry) = RyuVif — (Vif Ry, —V;f Ri)
1
+£(Vijok — V;Rgix) — E(Vi(Af)gjk — Vi(Af)gir)-

Agora, por (2.31) temos

f(ViRjy — V;Ri) = RiyuVif —(Vif Rjx =V, f Ri) + g(vijok — V,;Rgir)
1/ n—2 R n—2
- (mfvijok - mvifgjk - mfijgik
R
+mvjfgik>-
E, portanto, resolvendo os termos semelhantes

f(ViRjr —VRiy) = RyuVif — (Vif Rjx —V,f Ri)
R

—m(vifgjk —Vfo) +

2 —1) (ViRg;jr. — V;Rgir).

Provando o lema. [
Por conseguinte, apresentaremos a prova de uma proposicao, que é uma consequén-

cia do trabalho de Obata e do teorema de Rielly [22].
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Proposicao 2.9. Seja (M",g), com n > 3, uma variedade de Finstein compacta,

curvatura escalar positiva e f uma funcdo suave em M™ satisfazendo f Ric=V? f.
(1) Se OM = (), entao M™ é isométrica a esfera S™.
(2) Se OM # 0 e f |am € constante, entao M™ € isométrica a uma bola geodésica na

esfera S™.

Demonstragao: Como M" é uma variedade de Einstein, deduzimos que

Vif = ﬂg. (2.32)
n

Ao mesmo tempo, tomando a derivada covariante em ([2.31)),

n—2 R )

ViV,Af = vi(2 ViR = ——=V,]

2(n—1)
n—2 1
- m(vifvj + fViViR) — m(viRij + RV.V, ),

donde .

onde usamos o fato que M" tem curvatura escalar constante. Agora, como temos que
Vi Ve, [ =Vf(E, E;),

segue que em (2.33), com a ajuda de (2.32]),

o
n(n —1)

Agora, supondo que OM = (), segue do Teorema 4.1 de ([23], pag 54) que M™ é
isométrica a esfera. Por outro lado, se OM # (), por (2.31)) temos

vi(ar e 5 1)=0

donde segue que Af + %f é uma constante. Assim, Af é constante ao longo de 9M.
Portanto, o resultado segue do teorema de Obata devido a Reilly.

Observacao 2.3. A condicao de ser uma variedade de Einstein considerada na propo-
sicao anterior implica que a curvatura escalar é constante, o que € essencial para obter

o resultado.
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De fato, a constancia da curvatura escalar foi usada para concluir que

AF+ Ty

é constante. Usando esse fato, obtemos a proposicao seguinte, no entanto, antes de

apresentar a proxima proposicao vamos fazer uso da seguinte definigao:

Definicao 2.2. Uma métrica V —estdtica é uma tripla (M™, g, f), onde (M", g) é uma

vartedade Riemanniana e f € uma fungao suave em M que satisfaz a sequinte equagao:
—Afg+ V*f — fRic = kg,

onde k € uma constante.

Proposicao 2.10. Seja (M™,g) com n > 3, uma variedade Riemanniana e f uma

funcao suave em M™ satisfazendo
f Roic:Vo2 f
Entao, (M", g, f) satisfaz a equacdo que caracteriza uma variedade V —estdtica,
—Afg+ V2f — fRic = kg,

para alguma constante k.

Demonstracao: Por hipotese, f Ric=V? f, isto &,

. R A
fRic— 2oy —vrp -2y
n n
donde, A R
— ng +V*f = fRic+ f—g = 0. (2.34)
Ora, temos que Af F
——g=——g+Afg—Afg

Agora substituindo a tultima equagdo em (2.34)), segue que

~Afg+ V2f — fRic + (Af—%+§)g=o,

ou seja,

—Afg+ V2f — fRic + (”_1Af+R>g=o.

n n
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E, portanto,
—Afg+V*f — fRic = kg,

onde k = —”T_l (Af + f%) ¢ uma constante. ]

Observacao 2.4. Métricas V —estdticas sao importantes para entender a relagcao entre
volume e curvatura escalar, além disso, desempenham um papel muito importante na

Fisica. Para mais informagoes sobre essas variedades indicamos (Miao e Tam (2012),
ver [18]).

Na sequéncia, definiremos o 3-tensor 7;j; dado por

n—1

Ty =
ik n—2

(RO,k V;f— Rojk vz’f)""%(fsjl Vifgin— fgil sz%k)- (2.35)

Observe que este tensor ¢ anti-simétrico nos dois primeiros indices, ou seja, Tij, =

—Tj,. Com efeito,

n — ]_ o o 1 o o
Ty = — <Rjk Vif— R ij)+m<3u Vifgjr— Rj vlfgik)

_ (n - ; (lESzk v, f— Rojk VJ)—l—%(ﬁjz Vifgi— f?u szij))

n —

= —Tijk.

Além disso, T, tem traco nulo tomando quaisquer dois indices.
Com a ajuda desse tensor e essa notagao, temos o proximo lema.
Lema 2.11. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana e f uma funcao suave em M™
satisfazendo f Ric=V? f. Entao,
fCijk = Tiji + Wi Vi f.

Demonstracao: Considerando (1.16]), temos

fCijr = f(ViRj, — VRy) — (ViRgjr — ViRgix).

2(n—1)

Agora, pelo Lema [2.§]

o o R
fcijk = Rijklvlf - (Vz'f Rjk —ij Rik) + m(vifgjk - ijgik)
/
+2(n — 1) (VzRg]k V]Rgzk) 2(’/1 — 1) (szgjk ijgzk)
o o R
= RijuVif — (Vif Rjx —V,f Rix) + m(vifgjk — V,fgir)-
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Ou seja

fCijk = RijuVif — (Vif Rjx =V, f Rix) + (Vifgir —Vjfo). (2.36)

R
n(n—1)

Ora, como

RiuVif = WiuVif =2(5© g)ijuVif
Wi Vif = SaVifajw — SipVif + SuVif + SuVif g,  (2.37)

temos ao substituir (2.37) em (2.36))

JCuyr = WyuVif = SuVifgix — SigVif + SaVif + SaVif g

—(Vif Ry =V, f Ru) + %(Vz’fgjk = Vifgx).  (2.38)

Agora, como S = -1 (Ric - ﬁRg), segue que

(n

—SuVifgix = _ﬁRilvlgjk + = 2])%(71 — 1)gz‘lvlfgjk
—SiVifgin = _ﬁlevlgik + 2 = 2];” — 1)gjlvlfgz'k
1 R

SuVif —=_——5RuVif - 2(n = 2)(n — l)gikvjf
1 R
SiVifgie = ijszfgik T2 1)gjlvlfgik

Assim, retornando a (2.38)), tem-se que

1
fCij = WiyuVif + ——=(RuV,f + RjNVifgix — RuNVigjr — RV f)
n—2

R R .
3y Ty V9 = Vil g) = (Vif By =V, f Ra)
R
_n(n _ 1) (vjfgik - szgjk)

Consequentemente, podemos inferir que

Ciirn = WiV - -

fCiji ki lf+n_2 "9
2R

—————(Vfgi — Vifgjr) — (Vif Rjk; —V,f Roik;>-
n(n — 2)

(RixVif — R Vif) + (RuVifgi — RaVigk)
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Em seguida, usando o fato que R;; =R;; +%g@'j7

JCijk

1 o R ° R
= WiyuVif+ m(le Vif+ Egikvjf_ Rjx Vif — Egjkviﬁ

1 ° R ° R
+——=(Rj Vifgic + —9iVifgix— Ra Vifgix — —9aVif i)
n—2 n n
B 2R
n(n — 2)
1 o o
= WiyuVif+ ——=(Ru V,;f— R Vif) +

n—2

(Vifgir — Vifgir) — (Vif Rogk —V,f fik)
R
m(vjfgik — Vifgjx)

(Vifgiwx — Vifagjr)

(o}

1 o
_|_—(le Vifgin— Ra vlfgjk) +

R
n—2 n(n — 2)
2R

—mwjfgik —Vifgn) — (Vif Ry —Vif Ru),

isto é, inferimos que

o

1 o o o
sz‘jk - I/Vijklvlf + m(RZk ij— Rjk sz) + (R,k ij— Rjk sz)

1 o o
—l—m(Rjz Vifgie— Ra Vifgjr)
n — 1 o o 1 o o
Wi Vif + m(Rzk Vif— Ry Vif)+ m(Rﬂ Vifgie— Ra Vifgjr)

Tiji + WijuVif.

Portanto,
fCiji = Tiji + Wi Vi f.

[
Em seguida, para demonstrar o proximo lema é necessério lembrar que para (0, 2) —tensor
a, tem-se que

ViVap — V;Viay = Rijrsag + RijisQgs. (2.39)

Lema 2.12. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e f uma fun¢ao suave em M"

satisfazendo f Ric=V? f. Entao,

1 o o _ 2 o o 1 o o
SAV(/V| Ric ) = fV] Ric [ + %f(Ric, V2 )+ —(Ric, V? Af)

1 ° 5 n>—2n+2 o
—§<V‘ Ric | s Vf> + m Ric (VR, Vf)
n—2 9 n—2 o (RS
+2(n _ 1)f‘0’ 2(n _ 1)Cklekl]zvzf + ’ Ric ‘ < n Af)

+2f RjpRiyeRj —2f Riju Rix Ry +V; Ry R, Vi f.
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Demonstragao: Note que

1 o
Sdiv(fV| Ric ?)

isto é,

1

= §V [fV( ]kR]k)]

= %Vi(f@ Ry V; Rjk))

— Vi(f Ry Vi Ry)

= Vi(f Ra)Vi Ry +f Ry Vi(Vi Ryr)

— Vif Ry Vs Ryw +fVs Ryw Vs Ryw +f Ry Vi(Vs Ryp)
= fIV Ric >+ R(;‘lc Vi(fVi Rojk),

1 o o o o
§div(fV| Ric [*) = f|V Ric |*+ Rj, Vi(fVi Rjp.). (2.40)

Por outro lado, usando o fato que f Ric=V? f e a identidade de Ricei,

R Vi(fVi Rj) =

[e)

Rk VilVi(f Rjr)— Rji Vif]
o Af 1)
Rji V; [vi(vjka - TM)_ Ry Vz’fi|
o A o o
R ViVi(V;Vif — ngj@— R Vi(Rji Vif)
o A o o o o
R ViVi(V;Vif — ngjk)_ R Vi Rjp, Vif— RjpRj, ViV, f
o ]_ o o o'
Rjk (Vzvlvvk — —A(Af)gjk)— Rjk V Rjk sz — ‘ Ric |2Af
Ry, Vi(ViV;Vif + Rmklvzf)—— (Af) Rk gji

jkV Rjka—|R1C| Af
R]k V.V,;ViVif+ Rjk ViRijuVif+ Rjk RijuViVif

(VI Ric[?, V)~ | Ric’A7,

o

pOiS Vz(R]kRjk:) = 2 Rjk Vz Rjka dai segue que Rjk Vz Rjk: %VZ(R]kRjk) Em
seguida, usando novamente a identidade de Ricci, (1.17)), (1.16) e o fato de f Ric=V? f,

deduzimos que

Ry, Vi(fVi Rjk)

assim,

= R ViVj(ViVif)+ Rji ViRijuVif+ Rji RijuViVif
1 o o
—§<V| Ric |*, Vf) — | Ric [*PAf,
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Ry Vi(fVi Rjk)

Dai, segue que

R Vi(fVi Rjk)

A
R Vi, B 4L gt By (ViR — ViR wis

o o A
+ Rji Rijia(f Ra —|——fgzl)——<V\ Ric |?, Vf) — | Ric PAf

Ry, Vi(fV; Ry + R Vi f + EvjAfgi,ﬁH Ry CuyVif
1 o o o
+2(n ) Ry, [ViRgj — ViR Vif + fRija Ryl

A ° °
_7][ ik Rjzklgzl <V| Ric |27 vf> - | Ric |2Af

[0) le) o 1 °

Rjx Vi(fV;j R, + Ry Vi f + EVjAfgik)Jr Rjx CoyVif
1 o o o
+2(n 1) Rji, [VeRgj — ViRgr; [Vif + fRiji RjrRi

A o
_7f ]kRk——(V|R1C|2 Vf) — | Ric |°Af

R ViV Rup + Ry ¥y Ry Vif+ Ry Vi Ry ¥V, f
]_ o
+ ngRm ViV;f+— Rjk ViViAfgi + Cuy Rj Vif

1 1
+—— Rjk ViRguVif — m=1)

RZ- ViRgi;V
2n—1) k ViRgi;Vif

o o Af o 9 1 ° ) ° )
_fRijkl RikRﬂ —7| Ric ’ — §<V‘ Ric | y Vf> — ‘ Ric ’ Af

fRoszV-RO-kjLROkV R Vif+ Ry Vi Ry, Vi f
+RJkRszVf+ ngVVAfgzk+Ckl] ]kvlf

1
+2(n——1) Rjk ViRV f — fRiju Rikle

"+1|R \Af——(V]Rlc 2 V). (2.41)

Agora, tomando a =Ric em ([2.39) tem-se

V.V, Rolk —V,;V; Rip= Rijis Ry +Rijis Ry - (2.42)
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Combinando (2.42) com ([1.19) e a anti-simetria do tensor de Cotton, segue que

Ry Vi(fViRjy) = f R [V'V' Ry +Riju Ra }—FV' Ry R, Vif
n—2 Af

+ R]k VkRV f+ R]kRzk [f RU +—

gzk]

2n
1,
+E<RIC, VQA]C> + §Ck:lj [Rjk Vlf— le ka]
1 o o o
+m Rjx ViRV [ — [Riju Rip Ry
n +1

| Ric |Af——<V|R1c *, V)

Substituindo (1.19) e (2.35) chegamos a

n—2

Ry Vi(fViRjy) = - f Rjr V;ViR+ [ Ry Ry, Ry

fRijl RixRj1 +V; R R, Vi f
n®—2n+2
m R % ViRV f+ f RURijzk
Af o 1 o °
+—f| Ric | + —(Ric, V* Af)
n n
n— 2

-1
TH_l]Rlc\ Af——(V|Rlc 1>, V£),

CrijTrj — fRiju Ra Ry

isto é,

n — o

R
5 f<R1C V2R) + f R]lek (le +Egjl)

-2 mekl RZkRﬂ +V; RikRjk Vif
n?—2n+2
2n(n — 1)

Rk Vi(fV;i Rj) =

Rjk VkRV f + f szRij’Lk

—| Rlc\ Vf+-— (Rlc V2 Af)
n—

+kaUTli <V| Ric |*, V f),
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donde segue que

o o n — 2 o o o
R Vi(fVi Ry) = 2n f(RlC v2 R) + f RjLRu.R;

—f—7| Ric |2 — 2fRijk;l RikRﬂ

—2n+2

+f RmR”R]k —| Rlc\ Af 4+~ (Rlc V2 Af)

n —

— = CiTh; — = ic |2 .
+2(n — 1)Okl] klj 2<V| RIC | s Vf>
Dai, tem-se

n—2
2n

Rjk Vl(fvl R]k) = f<R1C V2 > + 2f R'lekR'l —QfRijkl RikRﬂ

°o o n?—2n+2 Rf
+V; RiRjy Vif + nin—1) Rjk ViRV f| Ric ° (_ ~ Af)
n—2

1 °
—§(V] Ric |?, Vf) + ChijThij-

2(n—1)
Agora, usando o Lema [2.11| na igualdade anterior, tem-se que
o o n — 2 o o o o o
Ry Vi(fVi Rj) = —- f(Ric, V2 R R) +2f RiyxRuRj —2f Riju Rix R
Ry —2n+2
V, RixRjr V; —_—
TV R Vil + 2n( —1)

1 o o 1 o
+—<Ric, V2 Af) — 5<V| Ric |*, Vf) +

Rf

Ry ViRV, + | Ric |2 (=5 -Af)

.
2(n — 1)
<R°ic V2 Af) - §<V| Ric |, V)

2n+2 n—2

+2f Rijlkle _2fRz'jkl RikRﬂ +Vj RikRjk Vif. (243)

Craj [fChij — Wia;Vif]

= I 2f<RIC V2R>+

2n
+| Ric \2(% — Af)

33|*—‘

CriiWiiji Vi f

Por fim, juntando (2.43) com -

1 © o -9 o o 1 o o
SAV(FVI Ric [2) = £9] Ric [* + %f{Ric V2 R) + ~(Ric, V* Af)
—2n+2

2n(n 1)
n—2 n—2
2(n—1) 2(n —1)

+2f Rjp Ry Ry —2f Rij RinRj +V; Ry Ry Vi f,

—%<V| Ric |2, V) + Ric (VR, V f)

> R
f‘C’Q — CklekljiVif + ’ RIC ‘2<7f —

+ Af)
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terminando assim a demostracao do lema.
[ ]
Agora, temos condicoes de provar o proximo teorema, um resultado que estabelece

uma férmula do tipo Bochner para variedades Riemannianas satisfazendo f Ric=V? f.

Teorema 2.13. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana e f uma func¢ao suave em

M™ satisfazendo f Ric=V? f. Entao,

n n—2

FIVR]® + fICP?

-2 ,.° B o (n—2)2
— Ric (VR)) — f|V Ric 2 - e

R o n—2
+( fo Af)\ Ric |? — 1Cklekljivif

n—1 n —

1., ° 9
§d1V<fV| Ric | - —

_|_

2n ? o o
2f -tr(Ric®) — 2fWijn RixRj,
onde Wik e Ciji, representam os tensores de Weyl e Cotton, respectivamente.

Demonstracgao: Inicialmente, observe que

n—2

Vj Rix= Vi Rjx —Clji, + m(

De fato, por defini¢ao, Cjjr = ViR, — V,; R, — m (Vijok — V]Rgik). Dai,

ViR, = ViR — Ciji — ﬁ(vijok — V,Rygix)
isso implica que
V, Ry +-V,Ron = Vi, Ry + ViR — —— V,Rgu + ——V,Rgu — Cipe.
n n 2(n—1) 2(n—1)
ou ainda
V; Ri=V; Ry —Cije + %(vi@k — V,Rgi)

isso nos permite inferir

ViR (V; R Vif) = ViR, (V,; Rjx Vif) — Ciju(V; Rji Vif)

n—2
Tonn 1y Vil = Viltga) (ViltguVif),

assim,
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V; R (V; Rix Vif) = Vi Rix V; Ry Vif — CipV; Ry Vif

n—2
+W(vijosz‘jokvif — V;RgViRgi1Vif)
]_ o o
= <V| RIC |2 Vf> Uk( ik vz,f— Rjk V;f)
n—2 o
“on(n—1) Rjk VjRVif,
ou seja,
o o . . g .
Vi Rl Vif = <V’ Ric ', V)5 zjk( ik Vif — Ry, ij)_m R ViRV, f,

onde usamos as propriedades de anti-simetria do tensor de Cotton. Em seguida, usando
(2.35) em conjunto com o Lema m

o o 1 o o
V; RxRjx Vif = <V| Ric 2, Vf)— z]k( ik Vif— Rix V;f)
n—2 o
~ LwRiep v+ TR T - — 2 RV RVLS
= 5 1 s ( ) igkLijk Qn(n N 1) (/A g
1 ° 9 n—2
= §<V| Ric |, Vf) + =1 Cije(fCijk — WijuVif)
n—2 o
oty M VY
_ 1<V| Roic|2 V) + n—2 f|(j|2_n—_20..w.. V. f
= 5 , (n_ 1) 2(TL— 1) gk VVijkl V1
n—2
s 2.4
" 2n(n—1) RW Vit (2:45)

donde, substituindo ([2.45) no Lema produz

1 O o -9 o o 1 o o
5cuv(fw Ric [2) = f|V Ric [ + %f(Hic V2 R) + ~(Ric, V2 Af)

1 ° g n? —2n + 2 n—2 9
(VI Ric [, V) 4 5 0= Rie (VR V) + g0 == 1C]
—#C@Wklﬂv f + ’ RlC ‘ (—f — Af)+2f Rijﬂle

—2fRiju Rikle +V; RikRjk: V.f

02



o _2 o o 1 o o
— f|V Ric |2+%f<Ric V2 R)+ ~(Ric, V* Af)

n? —2n+2 n—2

n—2
OMJWM]ZV f + | RlC | (—f — Af)+2f RJklele

(VI Ric?, V) + fCP

2(n—1)
" —
—2fRijni Rszﬂ += <V| Ric 2, Vf> 2 1)f|C|2
n—2 n— )
—maszgszlf m Ric (VR, V),

que pode ser reescrito

1 o o _ 2 o © 1 o ©
SAV(fVIRic ) = fIV Ric[*+ %f{Rie, V2 R)+ ~(Ric, V2 Af)

n—2

o n*—=3n+4 o
+—2(n_1)f|0\ +

m R(VR,Vf)
Rf

+| Rlc] (——Af)

-2
—3 CrujWijiVif

+2f Rijlkle —2fRiju Rix R, (2.46)

onde foi usado a anti-simetria dos tensores de Cotton e Weyl. Por outro lado, usando

B31) tem-se
n—2 R
ViVidf = Vi(mf )
n—2 n—2

1 1
—mRvivjf -1 1VZ-Rij.
Usando esta expressao deduzimos

<1%Oi(3, V2 Af> = <1{1C, VAf) :}%Oij VZV]Af
n—2 °

1 o
—m Rij VZRV]f,

2 R
ﬁRUVfVR— vav]f
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ou seja,

° ° —2 ° 92 o R o
(Ric, V2 Af) = 2(7:1_ 1)f<Rlc, V2R) + 2(7:; 7 Ric (Vf,VR) — m@uc’ V2 )
—géjlﬂcﬂUin)
-9 o o ) o R o
- 2(7:1 _ 1)f<RIC’ V2 R>2(7:1 1) Ric (Vf,VR) — H(Rm, V2 f)
—g%TIﬁCﬂUﬁVf)
= 2(7:1__21)-f<ROiC, VOQ R) + (n 4) R1c (Vf,VR) — ni<R1C V f)
= 2(7;__21)-f<RoiC, V02 R) + (n 1 Rlc (VFf,VR) — nighc ¥ Rlc)
—92 ° o B :
:2&_Uﬂmmv”ﬂ—i¥%R\ 2&_Dmeﬁvn
isto &,
(Ric, V2 Af) = 2(7;_1)f<Ric V? R) —nf_Rll Ric |?
n—4 _°
o =) Mo (VR V). (2.47)

Substituindo (2.47) em ([2.46])

| o o n—2 o 1, n—2 o =
~d; V| Rj 2 _ .12 . 2 - . 2
Sdiv (/9] Ric ) ﬂVRm|+%n_DﬂMQV7RHVxﬂ;jﬁﬂmmv_m
fR , o n—4
n—ﬂRm‘+%n—D

n>—3n+4 o
2
—Af)- 1Oklekljivif

—|-2f Rijlkle —QfRijkl Rikij

Ric (VR,V f))

n—2 9
+—2<n_ 1)f|Cy +

° R
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dai,

o n—2

L. ° . n—
§d1v(fV| Ric [*) = f|VRic "+ 2= 1)

2n(n —1)

f(Ric, V2 R) + f(Ric, V2 R)

R T n—4 °
——_‘ RIC’ —Fm Ric (VR, Vf)
n?>—3n+4 o
a1 FVRYVD

-2
1Cklekljivif

n —

n—2
+—2(n — 1)f|0|2 -
+| Ric P(%-Af)—

n

+2f RjpRuRji —2f Rijiy R Ry -
A partir do qual se segue

1 . ° 2 - ° 2 n_2 ° 02
2d1v(fV| Ric|?) = f|V Ric | +—2(n_1)f<Rlc,V R)

o o m—2 n—2 _-° n—2 2
T2 pr_A e r-e
+| Ric| (n(n - 1)Rf f>+2(n - 1) Ric (VR Vf) + n— 1f|C|
n — 2 o o o ] ]
— 1Cklekl]’ivz'f +2f RjypRiyp Ry —2f Rijr R Ry - (2.48)

Além disso, de ([1.13) tem-se

o o 1
Riju RxRy = (Wijkl t— (Ragjx + Rjrgu — Ringji — leQik))

R o o
N (n —_ 1)(n _ 2) (gilgjk - gik:gjl)Rikle

o o 1 o o o o
Wik R —l—m(—Rilgjk RicRji —Rjiga RinRj )
R

s Fouoy.
+(n_1)(n_2)glgjk k451

Agora, depois de fazer os célculos dos termos semelhantes, podemos inferir que

%)



o o 1 o o o o
= Wiju RixRj; —m(Riz Rij R +Rji, RipRj; )+

R
( 1)(n—2
R o
() 2)

o o 1 o o o R o o o o o R o o
= Wijnu RixRji _E(RilRinjl +E RijRi; + Rjp R Rj; +E R R;i

R o o
T D) '

n —
n —

o o 1 o o o o
= Wiju RixRji _E(Ril RijR; +Rji, RipRj; )+

o o 1 o o o R o o
= Wijnu RixRji _n—(2 Rij R Ry, +2E RiiR;; )

-2
R o
Ric |?
T =) e
o o 2 o o o 2R o
= Wijkl Rikle —m RZ]R]kRzk — ( — 2)‘ Ric |2
R o
Ric |?
T =g el
N P I S SR W
- igkl LYk Ll5] n—9 ij Lk Lk n(n — 1) )
ou seja,
o o o o 2 o o o R o 9
Riji RixRj= Wi R Ry e Ri; Rji Ry, —m| Ric |*.

Agora, tomando ¢ = f, T'=Ric e Z = Vf no Lema inferimos que

div(Ric (fVR)) = f(divRic)(VR) + f(V2R, Ric)+ Ric (Vf,VR)
= f

n —

2 o o o
5~ VEVE + f(Ric, V? R)+ Ric (VR,Vf),

consequentemente,

n—2
2n

f(Ric, V2 R)+ Ric (VR, Vf) = div(f Ric (VR)) — "2 f|VR]?

Agora, substituindo (2.49)) e (2.50) em (2.48)), obtemos
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1 o o o ©
SAiv(fV| Ric [P) = f|V Ric [+ 2” f(Ric, V2 R)

(n—1)
+| Ric ]2<n—_2Rf - Af>+n—_2 Ric (VR, V) + "2 102
n(n —1) 2(n—1) ’ n—1
n — 2 o o o o o
R 1Cklekljivif +2f RjpRu Ry —2f Rijiy R Ry
B ° 5 n—2 . o _n— 2 9
= JIVRic P+ 50— (dlv(f Ric (VR) — ——/|VAR )
n—2 2 ° of N —2
——Rf—A
+n—1f|c| + | Ric | (n(n—l)Rf f>
n — 2 o o o o o
—— 1Cklekljivz‘f +2f Rjp Ry Rj —2fWijw R Rji
4 o o o 2R ° 9
+mf RjiRijik +mf| Ric | .
E, portanto,
1. °© , m—2, 2 _ ° 5 (n—2)? s M=2 .
de(fw Ric |2 = “—f Ric (VR)) = JIVRic[ = T AIVRP A1)
Rf ° n—2
+<m - Af>| Ric |* — — 1Cklekljivif
2n o o o o o
+n — 2f RijRjpRix —2fWijm RaRji .
Finalizando a prova do teorema. [

Finalmente,como consequéncia imediata do teorema anterior, vamos apresentar o

resultado mais importante desta secao

Corolario 2.14. Seja (M3, g, f, p) um espago-tempo fluido estdtico perfeito compacto

com curvatura escalar constante positiva satisfazendo

o V6
| Ric | < Q(R — 6p),

entdo M3 ¢ isométrica a uma bola geodésica na esfera S3.
Demonstracgao: Considere n = 3 e R constante no teorema anterior

1 o o 1
5div(fw Ric [*) = f|V Ric >+ 5f|Cy2

+<R7f — Af>| Roic |4+ 6f - tr(R;C:)’).
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Da desigualdade de Okumura(Lema 2.1 em [20]), inferimos que
6tr(Ric®) > —v/6| Ric |°. (2.51)
Dai, da desigualdade (2.51)) e de ({2.2)

1 o o 1
5div(fV| Ric [*) > f|V Ric >+ 5f|O|2

2 4 2
° 1
— IV Bie [+ LfIC?
R R 3p 2 13
+(2—4— 2>f|Rlc\ —V6f| Ric [,

ou seja,
1. ° 5 ° 5 1 9 R 3 ° ° 5
§d1V(fV‘ Ric |*)> |V Ric | +§f]C] +f<z—§p—\/6\ Ric ])|Rlc\.
Ao integrar esta expressao sobre M, tem-se
S o2, 2 R 3 " 2
0> [f\VRlc\ + = f|C| +f<———p—\/6\ RlC])|Rlc\}dVZO,
M 2 4 2
isto é,
° 5 1 9 R 3 ° ° 5
|1V Ric| +5/1C +f(z—§p—\/6\ Ric |)| Ric ] av =0,
M

pois como f é nula sobre o bordo de M, segue do teorema da divergéncia que

1 ° 1 o
/ —div(fV] Ric ) dV = —/ (fV| Ric |*, v)dS = 0.
M 2 2 oM

Dai segue que (% — %p — /6| Ric |>: 0 ou | Ric |* = 0. Ora, por hipotese, temos que

\ Ric | < \2/7?(]% — 6p), logo devemos ter | Ric | = 0, dai segue que (M3, g) deve ser
uma variedade de Einstein e, portanto, pela Proposicao (item 2), segue que M3 é
isométrica a uma bola geodésica na esfera S3. ]

O Corolério [2.14] é conhecido como resultado do tipo gap, ele garante que a bola
geodésica na esfera S® é o tinico espaco-tempo fluido estatico perfeito compacto com
curvatura escalar constante e positiva tal que a norma do tensor de Einstein | Roic |

encontra-se no intervalo [0, *2/—46(}% —6p)).

Observacao 2.5. Note que no resultado anterior a curvatura escalar € constante, entao
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pela Proposigdo tem-se que (%R—I—p)f também serd constante. Agora observe que

(%R + p)f = 0 sobre OM, em particular, também vale a igualdade para o interior de
M. Ora, como f > 0 no interior de M, inferimos que %R + p = 0, assim seque que
p = —%R. Dag,

V6 46, V6

=00 =5 f="5R

Ric | <
| Ric| :

18to €,

° 6
| Ric | < £R
6
Por outro lado, fazendo n = 3 no Lema 2.2 de [13], inferimos que

o R2 o R
|Ric|2§F = |Ric| < —

7

ou seja,

0 6
|Ric|<%R.

Portanto, pelo Lema 2.2 de [13], temos que a curvatura de Ricci da variedade (M3, g, f, p)

€ nao negativa.

A Observagao 2.5 afirma que no Lema 2.2 de [13], a condicao | Ric | < \;—f(R —6p)

imposta no Corolario 2.14] implica que o tensor de Ricci é nao negativo.
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Capitulo 3

Variedades Riemannianas do tipo

(A, n + m)—Einstein

O objetivo deste capitulo é estudar os artigos [9] e [I2] que, de modo geral, tratam
de variedades compactas com métricas (A, n + m)—Einstein. Primeiro, seguiremos a
abordagem usada por Freitas e Santos [12] sobre as variedades (A, n + m)—Einstein
generalizadas, compactas e com bordo, onde vamos fornecer alguns resultados de clas-
sificacao topologica para a fronteira e alguns resultados de caracterizacoes para o he-
misfério. Por conseguinte, a tltima parte deste trabalho refere-se ao artigo [9], em
que serao vistos resultados para produtos warped Einstein compactos sem bordo, onde
podem ser estendidos para produtos warped em variedades Einstein com bordo nao

vazio.

3.1 Estimativa de area e classificacao topologica do
bordo

Com o objetivo de retificar as notacoes, vamos considerar a seguinte definicao de

variedades (A, n + m)—Einstein generalizada (ver [12]).

Definicao 3.1. Uma variedade (A, n+m)— Einstein generalizada é uma tripla (M", g, f),
onde (M", g) é uma variedade Riemanniana, possivelmente com bordo, e f uma fun¢ao

suave em M tal que ;
20 c
Vif = - (Rlc )\g>, (3.1)

com f > 0 no interior de M e f = 0 sobre OM. Além disso, \ é uma funcao suave
em M, em particular, (M™, g, f) serd chamada variedade (\,n+m)—FEinstein se \ for

constante.
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Observagao 3.1. Na equagao (5.1)) consequimos inferir a sequinte equagdo

f Ric=m voz f. (3.2)

1

Assim, fazendom =1 e A = — (% — p), tem-se que um espaco-tempo fluido estdtico

perfeito é um exemplo de uma variedade (\,n + m)— Einstein generalizada.

Um exemplo classico de variedade (A, n+m)—Einstein com bordo nao-vazio e conexo

¢ o hemisfério S7}.

Exemplo 3.1 (O hemisfério). Considere o hemisfério ", em R"* dotado da métrica
euclidiano. Seja v € R em que |v| =1 e f(z) = (x, v) a fungdo altura sobre S'.
Agora, tomando m > 1 constante finita e A = m +n — 1, temos que o hemisfério é
compacto, orientdvel e uma variedade (\,n + m)— Einstein com bordo S*'. De fato,

considerando {e;} uma base de T'S}, tem-se que

<€ia Vf> = <veix’ U> + <l’, veiv>
= (e;, v)+ (z,0)

= (e;, v).

Logo, temos que Vf = vT. Daf,

(VxVf,Y) = (VxoT,Y)
= (Vx(v—{(v, N)N),Y)
= —(v, N){(VxN,Y)
- <U7N><AN(X>7Y>'

Assim V2f(X,Y) = (v, N) (An(X),Y). Se N =z (vetor posi¢io), seque que

VA(X.Y) = (v, N)(An(X),Y)
= (v, x) <—XT, Y>
= <U,ZE><X,Y>7

ou seja,
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Vif=-fg (3-3)

Ora, como temos Ric = (n — 1)g, segue que

Lmic—2g) = L (=19~ m+n—1))
— %((n—l—m—n—%l)g)
= —fg (3'4)

Portanto, de e , seque que
v? o f .
f= —(Rlc — )\g).
m

Como queriamos mostrar.

No contexto de bordo desconexo, temos o cilindro S~ x [0, a] como exemplo de

uma variedade (A, n + m)—Einstein com bordo nao-vazio e desconexo.

Exemplo 3.2 (O cilindro). Considere o cilindro M = S"' x [0,a], com a =

3

.
Mostraremos que com a métrica g = dt* + (”7_2)95%1 e a fungao potencial f(t) =
sen(\/—‘%t>, temos que M é uma variedade (A, n+m)— Einstein, compacta, orientdvel e
com bordo nao conexo ( o bordo de M € a uniao de duas cdpias de S"~'). Para provar

1880, considere X > 0 um niumero real e notar que f > 0 no interior de M e levar em
conta que

OM =S"' x {0} US™ ! x {@w}: OM,; U OMs.

VA

Note que

f =sen(0) =0 sobre OM,
f=sen(r) =0 sobre Ms.

Portanto, f =0 sobre OM. Ora, como f(t) sen(\/—‘%t>, tem-se

Vf= cos( T)T\Lt> \/—\/%815.

S

Dar,



ViV = X (cos(%t))

S— (%) Ot, X) ot
Ou seja,
V2F(X,Y) = — f(t) (%) o, X) (9t Y). (3.5)

Agora, note que g = dt*> + (nT_2)gSn71 = dt* 4 gsn-1(), onde r = ,/"7_2. Além disso,

como g € uma métrica produto, tem-se que Ricy = Ricg + Ricgn-1(,y. Dai seque que

RiCM = RiCR—FRiCSn—l(T)

A
= 0 + (n — 2)n — 2gS”_1(r)

= Agsn-1(r)-
Dat,
%(RIC — )\g) = %(}\ggn—l(r) — )\(dtQ + gSn—l(r))>
_ L
= L ()
A
Ou seja,
L (Ric = Ag)(X, V) = —f(i)wt X) (0t Y) (3.6)
m g ) = m ) , . .

Portanto, de € , seque que

/ (Ric — Ag).

m

Vif =

Antes de mostrar e demonstrar o primeiro resultado desta se¢ao e de [12], vamos
apresentar duas proposicoes de muita importancia para obter os principais resultados

das proximas secoes. A proposicao seguinte é uma consequéncia imediata do Teorema

11l

Proposicao 3.1. Seja M uma variedade (A, n+m)— Einstein generalizada compacta.
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Entao, 5
i| Ric Pdvz/ Ric (Vf,u)dSJr;n/ LysRdV,
oM 2n Sy

Mm

onde v € um vetor normal com orientacdo externa em OM.

Demonstracgao: O resultado segue tomando T'=Ric e X =V f no Teorema|l.11{ m
E usual também chamar a Proposicio de Identidade Integral de Pohozaev-

Schoen.

Proposicao 3.2. Seja M uma variedade (A, n+m)— Einstein generalizada, compacta
e com bordo conero. Se M for uma variedade FEinstein, entao M € isométrica ao
hemisfério de S™(c). Além disso, A é constante e f é uma fungao altura no hemisfério

de S"(c).

Demonstracao: Sendo M uma variedade (A, n+m)—Einstein generalizada, temos de
(13.1) que Vf é um campo conforme ao longo de M. Portanto,

Vif = ﬂg. (3.7)
n

Lembrando que div(V2f) = VA f +Ric(V f) e considerando a divergéncia em (3.7)

obtemos

VAf = —%Vf. (3.8)

Com efeito, note que div(V2f) = div(£Lg). Dai,

Vas = VTM—VAf:RiC(Vf)

1—
n

VAf = —Ric(Vf) +

= ——VAf =Ric(VY),

como V? f = 0 temos que Ric= 0, logo Ric(Vf) = %Vf. Donde temos

R
VAf=—-———V/.
n—1

Agora, de (3.7) e (3.8]), concluimos que

R

VA(Af) = “th—1n

Afg.

Como Af é nao constante, temos que R é um autovalor diferente de zero de A com
condicao de contorno de Dirichlet e, portanto, R > 0. Levando em conta que A = 0 ao

longo de M, por [22], concluimos que M é o hemisfério de S™, com curvatura seccional
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c= ﬁ. Para mostrar que A é constante, basta observar que segue do Lema 3 de [2].
Por fim, como n—lfl é o primeiro autovalor de A com condigao de contorno de Dirichlet
e
R
Af=-—f,
n—1

segue que f é uma funcdo altura no hemisfério de S™.

Teorema 3.3. Seja M uma variedade (A, n + m)—Finstein generalizada, compacta e
com bordo tal que LyyR > 0. Entao

> ka/ (R + R(2 —n)) dS > 0, (3.9)

o oM,
onde OM,, denota as componentes conexas de OM, RS € a curvatura escalar de OM,,
R ¢ a curvatura escalar de M e k, = |V f| é constante ao longo de OM,,. Além disso,
supondo que M tem fronteira coneza, a iqualdade vale se, e somente se, M ¢ isométrica

a um hemisfério de S™(c).

Demonstracao: Como, por hipétese, estamos supondo que LysR > 0, entdao pela
Proposigao [3.1] obtemos

2—n

/%H{OicﬁdV:/ Ric (Vf,v)dS +
M

oM n

/ VR, Vf) dV.
M

Além disso, segue que

/M£|R01c |2dV§/ Ric (V/, ) dS. (3.10)

oM

Agora, tomando o vetor normal unitario com orientagao externa sobre o bordo dado

por v = concluimos que OM é totalmente geodésica. Assim, pela equagao de

_Vf

V17
Gauss, constatamos que

R —2Ric(v,v) = RY

ao longo de cada componente conexa dM,, do bordo. Observe que temos V f = —v|V f|.
Dai,

o o R
Ric (Vf,v) = —|V f| Ric (v,v) = —|V f] (Ric(u, v) — —g).

n

65



Da desigualdade (3.10) concluimos que

m n

R o
OS/ iRiC——g‘dV < / Ric (Vf,v)dS
M oM

- _/ |Vf|Ric(y,z/)dS+§/ IV fldsS
oM n

oM

= |Vf] (E — Ric(v, V)) ds
oM \ T

R
< ka/ <——Ric y,y)dS.
§ 5 ~Riet)
Como
. o . R R®
R — 2Ric(v,v) = Ry = Ric(v,v) = 3 77
R* R
—Rj - _b_ =
= —Ric(v,v) 5 5
segue que

flp., R 1 a
OS/ME RIC—EQ dVSza:ka/a o nRS + R(2—n) | dS, (3.11)

M, 4T

onde k, = |V f| é constante ao londo de 0M,,. Assim, da desigualdade (3.11]), inferimos

que
o)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

(nRz + R(2— n)) as > 0.

Ma

/ L Rie pav =0,
M m

[¢]
isto é, deve-se ter Ric= 0, ou seja, M é uma variedade de Finstein e, portanto, pela

Proposi¢ao [3.2| tem-se que M é isométrica ao hemisfério de S"(c). n

Observacgdo 3.2. No teorema anterior, na desigualdade[3.9, temos um resultado muito
interessante, pois fornece uma informacao integral sobre a curvatura escalar intrinseca
da fronteira OM. Além disso, nos permite ter o sequinte resultado de rigidez para o

bordo de uma variedade (\,n + m)— FEinstein:

Corolario 3.4. Seja M uma variedade (A, n + m)—Finstein, compacta, curvatura es-
calar contante n(n — 1), com bordo conexo. Se OM ¢ isométrica a esfera (n — 1)

dimensional, entao M € um hemisfério de S™.

Demonstracao: Suponhamos que M é isométrica a esfera S*~!. Agora, considerando
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R,=(n—-1)(n—2) e R=n(n— 1) no teorema anterior, temos que

IV f] 6M(nR7+R(2—n))dS = |V/f] aM(n(n—1)(n—2)+n(n—1)(2—n))d5

= |V/l 8M(n(n—1)(n—2)—n(n—l)(n—Q))dS
= 0.

Pelo Teorema [3.3| segue que M é isométrica ao hemisfério de S"(c). |

Observacao 3.3. Se considerarmos uma variedade Riemanniana M compacta cuja
fronteira é totalmente geodésica e isométrica a esfera S"!, a conjectura de Min-Oo
afirma que sendo a curvatura escalar de M constante igual a n(n — 1), tem-se que
M ¢ isométrica ao hemisfério ST com sua métrica canonica. No entanto, em [6] é

construido um contra-exemplo para essa conjectura em dimensao n > 3.

Outra aplicagdo interessante do Teorema [3.3]é a seguinte caracterizagao topologica

em dimensao n = 3 para o bordo em variedades (A, n + m)—Einstein generalizadas:

Coroléario 3.5. Se M3 ¢ uma variedade do tipo (\,3 +m) — Einstein generalizada,
compacta com bordo conezo tal que Ly R > 0 e curvatura escalar positiva. Entao, OM

¢ difeomorfa a uma esfera S.

Demonstracao: Fazendo n = 3 no Teorema e levando em conta que o bordo de

M ¢é conexo, temos que

/ (3R, —R)dS >0 = [ 3R,dS> / RdS > 0. (3.12)
oM

oM oM

Pelo teorema de Gauss-Bonnet, tem-se

K., dS =2mx(0M).
oM

Agora usando o fato que a curvatura escalar R, = 2K, temos que

/ 3R, dS = 12m(dM). (3.13)
oM

Substituindo (3.13)) em (3.12)) segue que

127y (OM) 2/ RdS > 0.

oM

Portanto, OM é difeomorfa a esfera. [ ]
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Teorema 3.6. Seja M uma variedade (A\,n + m)— Einstein generalizada, compacta
com bordo tal que LyyR > 0 einfR, >0 e Ric > %gaM, onde Ric € o tensor de

Ricci sobre OM e R, € a curvatura escalar sobre OM. Entao,

|OM|*(infR) < n(n — Dwd_,, (3.14)
onde a = % Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M € isométrica a um
hemisfério de S™(c).

Demonstragao: Em primeiro lugar, observe que o valor de minimo do conjunto dado
por {l%/c(u, u); uw € TM; |u] = 1} é atingido, considere esse valor igual a (n — 2)d, para
algum 0 > 0. Entao temos que

Ric > (n — 2)6.

Pelo teorema de Bonnet-Myers, tem-se que

diam(9M) < %

Ao mesmo tempo, pelo teorema de Bishop-Gromov

’B(?M
o

<

n—1
SQ&

onde gs = %gean em que gean © a métrica canonica de S"~. Como temos que
M|< ‘ BoM )
oM< | BZ (p)
para todo p € OM, inferimos que
YE

n—1
Sy; -

(3.15)

Além disso, como g5 = %gcan, temos que det(gs) = (%)n_ldet(gcan). Dai,

n—1

Vasa = (5) T Vel

Agora levando em consideracao a definicdo de volume, temos ao integrar a tltima

igualdade sobre a esfera

2
= 1 2

= S(WH_I)"*l, (316)

vol(Sn-1) 71 =

n—1
ngs
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onde w,_; denota o volume da esfera unitaria S"~*. De (3.15)) e (3.16), tem-se

OM|< 67" % w1 (3.17)
Observe que existe v unitario tal que ﬁi/c(v, v) = (n—2)d, como por hipotese Ric > %,
tem-se R
§ > T : 3.18
“(n—2)(n—-1) ( )
Por outro lado, como Ly ;R > 0, obtemos do Teorema
/ L Rie pav < / Ric (Vf, ) dS. (3.19)
M m oM
Portanto,
o 1 -2
/ L Rie pav < —/ R|VfldS — == [ R|Vf|dS, (3.20)
M m 2 Jom 2n Jou

pois Roic (Vf,v)=—|Vf]| <Ric(1/, u)—%g) e pela equagao de Gauss, Ric(v,v) = g— By

2
Dai,

Ric (Vf,v) = —|V/| (5 - 5)

2 2
1 n—2
v - R
De (B20) ¢ (E18), segue que
inf
5> M' (3.21)
n(n—1)

Assim, de (317) e (321)

inforrR\ 7
o< ((G25) e

ou melhor,

il’lfa MR

ont (2=0)"s.,

para o = % Dai,
‘8M|ainf3MR <n(n—1wy_,.

Observe que a igualdade vale se, e somente se, M é uma variedade FEinstein. Em
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particular, da Proposicao concluimos que a igualdade se mantém se, e somente se,

M ¢ isométrica ao hemisfério S™(c). u

Teorema 3.7. Seja M3 uma variedade do tipo (\,3 + m)—Einstein compacta com
m > 1, com curvatura escalar constante, curvatura de Ricci nao negativa e bordo

desconexo. Entio M3 € isométrica a um cilindro S* x [0, al.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que as componentes conexas do bordo sao

duas esferas topologicas. De fato, pela Proposi¢ao 4.1 de [24], tem-se

1
Rice(Vf) = ——— [R —(n— 1)/\} (VF), (3.22)
assim,
rie (vy) = |“AZE o)
B TN .
B : (n — 1))\ 1
= (m )|
[ = 1))\ n+m—1
" L= (n<m >)R](Vf’
Dai, para n = 3 e levando em conta que o campo externo ao bordo é v = |§}c|, tem-se
o 2+m 6
R,IC (I/, l/) = m (—R —|— m——|—2)
2+ m 6 R
~ 3(1—m) (_m+2 * )’
isto é
° 24+ m 6
Ric (v,v) = ST =m) (_m ) + R). (3.23)

Ao longo do bordo. Como M é compacta, a partir do Teorema 4.1 de [T4], A > 0 e,

portanto, inferimos da Observagdo 4.5 de [24] que

R> n(n —1) )= 6

= > 0.
" m+n-—1 2+m
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Assim, voltando para (3.23), temos

° 2+m 6
= — <0. .
Ric (v,v) 3(1—m)( m+2+R)_O (3.24)

Ao longo do bordo. Agora, por (3.24), temos
° . R
Ric (v,v) = Ric(v,v) — 39 <0.

Dai,
Ric(v,v) <

w| =

g (3.25)

Agora, pela equagao de Gauss, R — 2Ric(v,v) = RS. Dali,

Ra
R — RS =2Ric(v,v) = Ric(y,v) = g - 77
@ R _R
2 2 73
Donde, .
Rf; > g > 0,

em que 0M, denota as componentes conexas de dM. Além disso,

) B22) 1
Ric(v,v) = —m(R—Q/\),

e, portanto, dM, possui curvatura (Gaussiana constante positiva. Entao, M, é iso-
mérica a uma esfera. Agora, usando a hipotese que Ric > 0, pelo Teorema B de
[16], a fronteira tem exatamente duas componentes conexas. Dai segue que (M3,g) é

isométrica ao cilindro (82 x [0, a], go), onde gy € uma métrica produto.
[
Na sequéncia, vamos usar a formula de Gauss-Bonnet-Chern, para obter uma esti-

mativa da caracteristica do bordo de uma variedade (A, 5+ m)—Einstein generalizada.

Teorema 3.8. Seja (M?®, g) uma variedade (N, 5+ m)— Einstein generalizada, coneza,

com bordo OM, LysR > 0 e mingy R > 0. Suponha também que OM ¢é Einstein, entao

Y

3 2
2 S
8 x(OM) > 500 (rgln R) ‘QM

onde vale a igualdade se, e somente se, M € isométrica ao hemisfério de S°(c).
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Demonstragao: Do Teorema temos que

/ 5R, + R(2—5)dS >0,
oM

assim,
5/ R,yd5'23/ RdS = RvdSZ§R/ ds
oM oM oM 5 Joum
= R, dS > R\aM|
oM
isto é, 5
— min R|OM | S/ R.,dS.
5 oM M
Dai,

3 2 2
(—minR|8M|) < (/ Rvda) .
D oM M

Pela desigualdade de Schwarz, tem-se
2
( R, dS> < [ Rasjom].
oM oM

De e - temos

295 <m1n R) ‘0]\/[‘ / Ri ds

Agora lembrando que a féormula de Gauss-Bonnet-Chern é dada por

$T2x(OM) = 1/ W, [%ds + 4/(WR%;CZS—%/8M|Roic7 2 ds,

onde W é o tensor de Weyl. Dai, das suposi¢oes mencionadas
8T X (OM) = ! yW ds + - R2ds
24 L

Assim, .
2y (OM >—/ 2ds.
8mx(OM) > 2/, RZdS

Por (3.28)), tem-se

8mx(OM) > 19 (mm R)

24 25
donde
8ty (OM) > % (mm R> ‘aM’
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Observe que a igualdade ocorre se, e somente se, vale a igualdade
/ 5R,+ R(2—5)dS = 0.
oM

E, portanto, pelo Teorema vale a igualdade se, e somente se, M ¢ isométrica ao

hemisfério de S°(c). m

3.2 Algumas desigualdades integrais

Nesta se¢ao lidamos com algumas formulas integrais nas variedades (A, n+m)—Einstein.

W sobre M e o tensor P = Ric — pg ( para mais

Iremos considerar a funcao p =
detalhes ver [2I] ). Nesse sentido, temos a desigualdade integral e como consequéncia

uma caracterizacao para o hemisfério.

Teorema 3.9. Seja M uma variedade (A, n+m)— Einstein generalizada compacta com

m > 1. Entao,

fH2te(P)(p — \) dV + (n—1)m?

oM m — M

(VX, VF)dV < 0.

Em particular, supondo que M tem bordo conexo, a igualdade ocorre se, e somente se,

M € isométrica ao hemisfério de S"(c).

Demonstracao: Em primeiro lugar, tomando a divergéncia em V2f = %(Ric = )\g)

temos
1
VAf+Ric(Vf) = — [div(fRic) — div(fAg)]
= [RlC(Vf)—Ff%—Vf)\ fV)\]
B Rlc(Vf) n VR VX fVA
N m 2m m m
donde,
Ric(Vf) — Rie(V/) +VAf + JVA_JVE + VA =0.
m m 2m m
ba VA fVR  VfA
RlC(Vf)( )+VAf+f S + / =0,
m 2m m
Agora, multiplicando os dois membros da tltima igualdade por —, tem-se que
fVR fVA VA ) m R B
2(m—1) m—-1 m-—1 Ric(V/) (m—l)n—lvf_o’

73



isto é,

fVR fVA VA ) (n—1A+mR B
=1 m-1 m-1 RN )V 0
E, portanto,
fVR (n—1)fVA
— P =0. 2

Em particular, P(Vf) = 0 ao longo do bordo, uma vez que f = 0 sobre M. Além
disso,

P(Vf™) = (m+ 1) f™P(Vf). (3.30)
Com efeito,

P(Vfm™) = Ric(Vfm) — K(n—ml#)q} (Vfm+h)

= (et DRV - ot )| (P gl ()

m —

= et e - | (=gl ()
= (m+ D P(V).

Assim,

div(f™pP) = fmtdiv(P) + P(Vf™)
- fm“div([Ric _n=DA R }g) +P(V

m—1 m—1

o VR (n—1)VA-VR
B 2 m—1

)+<m L) PV,

isto é,

div(frp) = fm+1<VR+ VR (n—1)VA

2 "m—-1  m-—1
(G ) ey
(M1 fVR (n—1)fVA
= ( 2m—1)  m-—1

)+<m )PV

>+(m + 1) f"P(Vf).
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Substituindo (3.29) na equacao anterior

div(f 1Py — fm((n—l);m_—{—ll)fV)\_(nq;l_)flV)\_

+(m+1)fm"P(Vf)
_ f’”(w) ~(m+ )PV 4 (m o+ 1) PV )

(m + 1>P<Vf>)

m—1
o (VA= 1)m
— f +1( T >’
ou seja,
div(fm+ip) = (W) (3.31)

Sabemos que para T um (1,2) tensor simétrico e X um campo, tem-se que

div(T)(X) = div(T(X)) = > T(E;, V5, VX).

Entao para T = f™"1P e X = V{, temos que
div(f" I P)(Vf) = div(f" T P(Vf)) = [P, VE).
Dai,
/M div(f" M P(V ) dV = /M div(f™ ' P)(Vf)dV + /M FrUP VA AV, (3.32)

Como P(V f) =0 ao longo do bordo, temos pelo teorema da divergéncia que

[ atepmav = [ e, v s =o

oM

onde v & um vetor normal unitario com orientagao externa sobre dM. Assim, em (3.32)),

temos

/ P, V2 f) dV+/ div(f™ 1 P)(Vf)dV =0,
M M
donte temos

m —

/ [V, V) aV = 0. (3.33)
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Por outro lado,

o tr(P e t 2
povey) = (b vy TV
o R—nP o R—n\
- (pnly )L
n m
° R—nP o -n ° R—np R—nA\
= (1PP+=—"lg. P)+ =g, P)+ —F.
_ (]ﬁ]2+R_nnP-0 R;n)\‘o_i_R;np.R;n)\n
= (]ﬁ]Q—FR—np R—nA)i
n m
o R—n\\]f
- 2 L tr(P L
(]2
ou seja,
0 R —nA
v = 1B Ry ()] 2
Note que
o o o R n R n
R—np R —np\?2
Pl —2=—"Lg, P)+ (=—L) (9. 9)
2 2
PP 2(tr(P)) (tr(P))
n n?
2
PP (tr(P))
n
E, portanto,
2
n
Dai, voltando para (3.34)), temos
R—n\\| f
2 _ 2 .
(o) = |IPPup) (=, )}m
e ((P)) R—n\]f
= |IPP = u) ()|
f
= |IPR+u(P)(p—\)| L
PR )2 L,
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pois —@ + tr(P) <%>: tr(P)(p — A), logo inferimos que

(P, ) = | IPP + (P - 2| L.

Agora, a partir da equagao (3.33) e da equacao anterior,

. f (n—1)m " B
/Lf'“OPF+¢MPXp—Amgrwﬂkigj——[;f+%VA,VﬂdV—O.
ou ainda,
(n —1)m?

fmTHVA, V) dV <0,
M

/ M2t (P)(p— \) dV +

valendo a igualdade se, e somente se, |P|? = 0. Dai segue que
|P|?=0 < Ric=pg < M é Einstein.

Dali, pela Proposicao M é isométrica ao hemisfério de S™(c). [
Por conseguinte, usando as propriedades do bordo de uma variedade (A, n+m)—FEinstein

com m > 1, obtemos o seguinte resultado de rigidez.

Teorema 3.10. Seja M uma variedade (\,n + m)— Einstein generalizada compacta

com m > 1. Suponha que Ly;R > 0. Entao

/ tx(P)dS > 0.
oM

Em particular, supondo que M tenha bordo conexo, a igualdade se mantém se, e so-

mente se, M € isométrica a um hemisfério de S™(c).

Demonstracao: Levando em consideragido a equagao (3.29)), temos

P(Vf) = (Ric - pg)(V[f) =0 (3.35)
ao longo do bordo. Note que temos que v = —% ¢ um campo vetorial normal unitario

com orientacao externa em 0M. Entao,

Ric (v,v) = — : (3.36)

77



Pela equagao de Gauss, R — 2Ric(v,v) = RS, ou ainda,

Ry ° —2 R
Ric(u,u)z%—% = Ric(y,y):%—m_ﬁj
n

donde por (3.36) inferimos que

isto é, .
tr(P) = 5 (nRS + (2= n)R).

E, portanto, pelo Teorema [3.3

/ tr(P)dS > 0.
oM

Além disso, supondo que M tenha bordo conexo, pelo Teorema [3.3] a igualdade se

mantém se, e somente se, M é isométrica a um hemisfério de S"(c). n

Observacao 3.4. Em uma variedade (A\,n + m)—Finstein compacta com curvatura

escalar constante tem-se tr(P) > 0. Na verdade, esta desigualdade ¢é equivalente a

n(n—1)A
m+4n—1"

dizer que R >

Teorema 3.11. Seja M wuma variedade do tipo (A\,n + m)— Einstein generalizada,

compacta e com bordo conexro. Se

(n—1)

/Ric(Vf,Vf)dVZ /(Af)zdv,
M M

entao M € isométrica ao hemisfério de S™(c).
Demonstragao: Lembrando que a férmula de Bochner é dada por

A 2
—\Vf| = Ric

> (VEVH +(VAF, V) + VP

Assim,

/M\VQdev+/MRic(Vf,vf)dV+/

M

1
(VAf,Vf)ydV = 3 AV fI?aV, (3.37)
M
pelo teorema da divergéncia,

1 1
5/MAny\?dv_5/8M<u, V|V f[2) dS, (3.39)
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onde v = —% ¢ um vetor unitario com orientacao externa em 0M. Como temos que

IV2fP = V2 f+ Shal? = V2 [ + L(Af)?, segue que

2002 77 22 42 1 2
/M|v f dV—/M|V f dV+2/M(Af) qv. (3.39)

Substituindo (3.38) e (3.39) em (3.37), tem-se que

1

z 2 _ 22 412 :
2/8M<y,vwfy ) dS /Myv f] dV+/MR1c(Vf,Vf)dV

+1/ (Af)?dv+/ (VAF, VAV (3.40)

n M

Além disso, fazendo T = (A f)g na identidade de Pohozaev-Schoen, Proposi¢io 3.1}

/<VAf,Vf>dV:1/<Afg,cvfg>dv+/ (AfVf, v)dS.
M M

2 oM

Note que Ly;g = 2V?f, e portanto,
/ (VA Vf)dV:/ (Af)QdV+/ Af{v, Vf)dS. (3.41)
M M oM

De (3.40) e (3.41), segue que

1

1 2 _ 22 42 - 1
/aM(z/,VNfHdS _ /M|v f dV+/MRlc(Vf,Vf)dV+n

- /M (Af)2dV

2
+/M(Af) dV+/aMAf(u,Vf>dS,

ou ainda,

n

/|V02f|2dv = —(/ Ric(Vf,Vf)dV+”+1/(Af)%ﬂ/)
M M M
—/ Af<y,Vf>dS+1/ (v, VIV f]*) dS.
oM 2

oM

Como por hipotese, [,, Ric(Vf, V[f)dV > 2 [\ (Af)*dV, segue que

/ |VO2 fl?av < —/ Af(v, Vf>ds+1/ (v, V|Vf]*) dS. (3.42)
M oM 2 Jom

Agora, note que

CAf(r, V) = —Af<—%, Vi)= VAT
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1 _— 1
S, VIV = zww V(I

= z\w\ (vr(viP))

1
- —W(zwww,vm
S w2
ou seja,
—/ Aflv Vf>ds+1/ (v, VIVf*dS 1 V2f(Vf Vf)dS+|Vf|/ AfdS.
oM 7 2 oM ’ |Vf| oM 7 oM

Substituindo a ultima igualdade em (3.42)

1
[ 1vapav < VALV S+ (V| [ Afds=o
Wf| oM oM
isto é,
| V2 fPdV =0 < V*f=0 < M ¢ Einstein.
M
Da Proposicao concluimos que M é isométrica ao hemisfério de S"(c). [

3.3 Produto Warped e tensor de Weyl harmoénico em

variedades Einstein

Nesta se¢ao iremos estudar o artigo [9]. A convencdo é de que o tensor curvatura de
Riemann tem mesmo sinal que a curvatura seccional. Definamos o 2—tensor de Bach

B simétrico dado por

BX,Y) = — 3Z<v2 W)(X B E,;,Y)

n —

E;, E)W (X, E; E;,Y), (3.43)

para quaisquer X,Y € X(M), onde {E;}}; é uma base ortonormal e V# 5 W ¢é a
derivada covariante do tensor de Weyl. Agora, usando o fato que (divRm)(X,Y, 72) =
(VxRic)(Y, Z) — (VyRic)(X, Z) em conjunto com ([1.14]) e ([1.15])

80



C(X,Y,Z) = (divRm)(X, Y, Z) —

2(n—1) ((

L (VxR)g(Y. 2) — (VyR)g(X.Z)) (3.44)

Definigao 3.2. Uma variedade Riemanniana (M™,g) tem tensor de Weyl harmoénico

se o tensor de Cotton € zero.

Lembrando que para n > 4 o tensor de Cotton é um multiplo do tensor de Weyl,

isto é,
n—2

C(X,Y,Z) =

n —

SAVIW)(X.Y,2), VX,Y.Z € TM.

(3.45)

Dai, podemos reescrever o tensor de Bach por:

1
n_

B(X,Y) =

2

onde {E;}! , é uma base ortonormal.

> (Ve O)(E;,X,Y) =

7

5 (Z(VEiC’)(Ei, X,Y)+ Y Ric(E, E)W(X, E;, Ej, Y)), (3.46)

De fato, note que

n—2
n—3

> (Vi Ve, W)(X,E;, E;,Y)

iﬂj

n—2
n—3

Z(vQEI,EJW)(X7 E’H E]’ Y)
4,J
e, portanto, de (3.43)) e (3.47)), inferimos que

1
n—3

1 :
— Z Ric(E;, E;)W (X, E;, E;,Y)
Z?]

(3.47)

B(X,Y)

Z(V?;i,zaj W) (X, B, Ej,Y)

1,J

_|_

- A (e

1 .
— Z Ric(E;, E;))W (X, E;, E;,Y)
7‘7.]
1
n—2

+

(D(VRONE, X, V) + Y Ric(Bi, B;)W (X, B, E;,Y)).

1,

Se n > 4, entao M tem tensor de Weyl harmonico se, e somente se, divil' = 0 e

M seré localmente conformemente plana se, e somente se, W = 0. Em uma variedade
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(A, n + m)—Einstein, definimos o tensor 3—tensor D por

D(X.Y.Z) = 1)1<n 5 (Rie(X. V )g(¥. Z) = Rie(Y. V1 )g(X. )
+5 (Ric(Y, 2)g(X,Vf) — Ric(X, Z)g(Y, V [))
R

Do WX VN9 2) - gV, VHe(X, 2)), (348)

para quaisquer X, Y, Z € X(M). Note que o tensor D é anti-simétrico em seus dois
primeiros indices, e mais,

> D(E;, E;, X) =0.

Agora vamos lembrar de algumas propriedades sobre produtos warped Einstein.

Primeiro temos a funcao p definida por

(n—DA—R

m—1

R=m—-1A=(m—-1)p; p=

Note que a curvatura da variedade (A, n + 1)—Einstein ¢ constante igual a (n — 1)\.

Além disso, temos os seguintes tensores
P = Ric+ pg

2 A+ 2 — A
Q:Rm+—Rlc®g——pg®g=R+—P®g+p—g@g-
m m m m

Proposigao 3.12. Seja (M, g, f) uma variedade Riemanniana (A,n + m)— Einstein

com m # 1. Entao,

P(Vf) = —%Vp, ou equivalente Ric(V f) = —%Vp +pV /[ (3.49)

Lo g)(X.Y, 2. P(V])). (3.50)

m

(divRm) = Q(X,Y, Z,Vf)

Considerando o produto warped M = B x; F, em que B C R é um intervalo, F’
¢ uma variedade p—FEinstein e M é A—Einstein. A métrica em questao é dada por
g = dt* + f?gr. Além disso, considerando que R(X,Y)Z = RxyZ, temos a seguinte

proposicao:

Proposicao 3.13 (O’Neil). Seja M = B x; F um produto warped. Se X,Y,Z € L(B)
e U V,W € L(F), entdo

1. RxyZ € L(B) ¢ o levantamento de RSy Z em B;

2. RyxY = -T1v,
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3. nyv = vaX == O;

4. RxvW = —@vaf;

5. RywU = RE, U+ B [(v, yw — (w, v)v].

Esse resultado encontra-se demonstrado em O’Neil (ver [19]).

3.3.1 O 3-tensor covariante D

Nesta secao, veremos alguns resultados sobre o 3-tensor D. Para o solitons de Ricci
gradiente , o tensor D relaciona o tensor de Cotton e Weyl da seguinte forma (ver [7],
Lema 3.1):

C(X,Y,Z) = D(X,Y,Z) + W(X,Y, Z,Vf), VX,Y,Z € TM.

Para variedades com produto warped, temos uma relagao semelhante, a relacao ¢ a

seguinte:

Lema 3.14. Suponha que (M™, g, f) é uma variedade do tipo (A, n + m)— Einstein.

Entao, o tensor C, tensor D e o tensor de Weylw satisfazem
m+n—2
CX,Y,Z2)=W(X,Y,.Z,Vf)+ ———D(X, Y, Z), VX,Y, Z € TM. (3.51)
m
Demonstracao: Pela formula (3.50) da Proposicao e a definicao do tensor @,
temos

Lo g)(x.Y, 2, P(V)))

m

(divRm)(X,Y,Z) = Q(X,Y,Z,V[)

2
— Rm(X,Y.Z,V/) + —(Ric® g)(X.Y, Z. V)

_%(9 09X Y.Z,Vf) - ~(g© g)(X.Y. Z, P(Vf).

m
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Agora, pela decomposicao do tensor curvatura de Riemann, segue que

divRm(—) = W(-,Vf)+

m_Q(RlCQQ)(_ Vf)— (n_1)<n_2

(Ric© g)(~ V)~ “L(g© g)(~. V)~ (g © 9)(~ P(V))
(2= DA~ (m — 1)y

m_2(RIC@g>(—,Vf)— (n—l)(n—2) (g®g>(_

(9©9)(~ V1) = *Llg 0 g)(~. V) = (g © )(~ P(V))

= W=D - g0 PV + 2 D wic o g)(-, V)

(n—=1)(m+n-2)A+ ((n—1)(n—2) —m(m—1))p

)(969)(—,Vf)

— (9©9)(=, V).

m(n —1)(n — 2)

Usando o fato que P = Ric — pg, tem-se que

QXYL PV =~ (g(X, P(VA)o(Y.Z) - 9(X, 2)g(¥, PV )

(9(X, Ric(V))g(Y, Z) = g(Y,Ric(Vf))g(X, Z))

SIHSIHSIH

(9(X, P(V)g(Y, Z) = g(Y, P(V)g(X. 2)).
Assim, inferimos que

(diVRHl)(—) = W(_7 Vf) - (RiC<X7 Vf)g(Y, Z) - RiC(Ya Vf)f](X? Z))

_%(g(x, VHg(Y,Z) - g(Y,Vfg(X,2))
2(m +n—2)
2m(n—2)

“Ric(Y, Vf)g(X, Z) — Rice(X, Z)g(Y,V f))

(n=1D(m+n-2)A+ ((n—l)(n—Z)—m(m—l))p< (
m(n —1)(n —2)

3=

(Ric(Y, 2)g(X, V) + Rie(X, V [)g(Y, 2)

—~9(X. 2)g(Y. V1)),
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ou ainda, temos que

(Rie(X, Vf)g(Y. Z) — Ric(Y, Vf)g(X, 2))

3=

(divRm)(=) = W(=,Vf) -
~L(g(X,V)9(Y.2) = g(Y.V])g(X, 2))

% (RiC(X, V)g(Y, Z) = Ric(Y, Vf)g(X, Z))
n;l&n_;f (RiC(K Z)g(X,Vf) - Ric(X, Z)g(Y,V f))
N (TL — 1>(m +n— 2);\1(‘; (_(’fi>—(n1¥T;)— 2) — m(m — 1))p <g(X7 Vf)g(y7 Z)

—9(X, Z)g(Y,Vf)).

Resolvendo os termos semelhantes, temos

W=, Vf) + s (Ric(X, V)g(Y. Z) - Ric(Y, V)g(X. 7))

(divRm)(—) =
% (Ric(Y, Z2)g(X, Vf) — Ric(X, Z)g(Y,V[))
- 1)(77:71?:__1?22 - ;“m =L (9(X.V)g(Y,2)

—9(X, Z)9(Y, V). (3.52)

Da formula (3.49) temos Ric(V f) = —=5Vp + pV f, dai segue que

Ric(V £, X) = g(Ric(Vf), X) = (X | _%vp + V1),

donde,

Ric(Vf, X) = —%pr +pg(X,Vf)

Ric(V/,Y) = =5 Vyp+ pg(Y. V).

Substituindo em (3.52)), tem-se
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(AvRm) (= Vf) = W= V) = 5025 ((Va)g(Y: 2) = (Vvolg(X, 2)

(n
+—L(g(X, V)9V, Z) — g(Y,V )g(X, Z))

n—2

m—+n—2
m(n —2)
(n—1)(m+n—-2)A—m(m-—1)

- D PV e, 2)

—9(X, Z)g(Y, Vf))

(Ric(Y, Z)g(X, Vf) — Ric(X, Z)g(Y. V [))

Que podemos inferir que

(divRm)(—,Vf) = W(—,Vf)—ﬁ

(Ric(Y, 2)g(X,V f) — Ric(X, Z)g(Y, V)

((VX,O)g<Y, Z) - (va>g<X7 Z))

+m+n—2
m(n — 2)
(m—1)(m+n—-2)A—m(m+n—2)p

- m(n—1)(n—2) (9(X,V1)g(Y. 2)

_g<X7 Z)g(Y, vf))

= W) = 505 (Vxng(X, 2)

(n

+—n;a?i_2)2 (Ric(Y, Z)g(X, V f) = Ric(X, Z)g(Y, V [))

—m(;n _+17;(; i %) (Ric(Y, Z)g(X, Vf) — Ric(X, 2)g(Y, Z)g(Y, V f))
m((;n——i_f)l(; 3)2) ((n o 1))\ - mp) (g(X’ Vf)g(Y7 Z)

_g(Xv Z)g(}/, Vf)) (353)

A partir de (3.44) e usando o fato que R = (n — 1)\ — (m — 1)p,

1
2(n—1)
m—1
2(n—1)

2(n—1)
((vXp>g(Y7 Z) - (va)g(X> Z))

C(X.Y.Z) = (divRm)(X.Y.Z)~ (VxR)g(Y.Z) — (VyR)g(X. 2))

= (divRm)(X,Y, Z) + (Vxp)g(Y,Z) = (Vyp)g(X, Z))

((vXp>g<Yv Z) - (va>g(X7 Z))

= (divRm)(X,Y, Z) +

1
2(n—1)

86



Ou seja,

(divRm)(—, V) = C(X.Y,Z)~ (Vxp)a(Y. 2) — (Vypg(X, 2))

2(n—1)
(Vxp)g(Y, Z) = (Vyp)y(X, Z)). (3.54)

2(n—1)

Substituindo a equacgdo (3.54) em (3.53)), inferimos que

CXY,2) = WXV, ZV]) = 5o (Vxo)a(Yo2) = (Vyolg(X, 2)
1

_m((vxp)g(Y, Z) — (Vyp)g(X, Z))

_m((vxp)g(Y, Z) = (Vyp)g(X,Z))

I m-4+n—2
m(n —1)(n — 2)

m+n—2
=D (0= DA=me) (¢(X, Vg (¥ 2)

—9(X, Z2)g(Y,Vf)).

(Ric(Y, 2)g(X,Vf) — Ric(X, Z)g(Y, V [))

Dai segue que

mf; —(C(X.Y,2) - W(X,Y.2,V/)
T 2m-1)n-2) (Vxp)g(Y:2) = (Vyp)9(X. Z))
+$(Ric(Y, Z)g(X,Vf) = Ric(X, Z)g(Y, Vf))
(n—1)A—mp
(n—1)(n—2) (9(X, VgV, Z) = g(X, Z)g(Y, V f)). (3:55)
Ora, como

2 . m 2 . m
Vxp=~—Rie(Vf,X)+ Tpg(VL.X) e Vyp=—"Ric(VLY)+Zpg(V]Y),

podemos inferir que
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m

5 (0(X.Y.2) ~W(X.Y.Z,V))
T (- 1)1(n —2) (Ric(V £, X)g(Y, Z) — Ric(Vf,Y)g(X, Z))
T (n- 1Qn —2) (9(X, VgV, V) = g(Y.V[)g(X,2))
+$ (Ric(Y, Z)g(X,Vf) — Ric(X, Z)g(Y, V[))
- <(Z - ?)?n_—n;/)) (9(X.V)g(Y. Z) — g(X, Z)9(Y, V [)),

onde tem-se

#(C(X,Y,Z) - W(X,Y,Z,V))
= T (Rl V1)o(Y.2) ~ Ric(¥. V )a(X. 2))
+— (Ric(Y, Z)g(X, Vf) = Ric(X, Z)g(Y, V)
—— ﬁn —53 (9(X.V9(.2) = 9V, V )g(X, 2))
— D(X,Y,2).
E, portanto,

C(X,Y,Z) = W(X,Y, Z,Vf) + %HD(X, Y, 7).

Lema 3.15. Suponha que (M™, g, f) seja uma variedade do tipo (A, n +m)— Einstein.
Se Zn_l ¢ um conjunto de nivel de f com Vf(p) # 0, e seja hyy (a,b=1,--+,n)
e H = (n—1)o, a seqgunda forma fundamental e a curvatura média, respectivamente.

Entao,

n
m2

2|V f

4
D> = | ab — 0 Gab|’ VX R|? 3.56
DI = G =y 2 I = o0l gy =™ A (650

v 2

onde [VERJ? = |[VR|? — (vz%(ﬁ)) .
Demonstragao: Seja {e;}"; uma base ortonormal, onde e; = %, no ponto em

que Vf # 0. A segunda forma fundamental h,, e a curvatura média H do nivel da
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hipersuperficie ) sao dados por

o VS
o <V€a w71 ) TV )= )
= |Vf| ——(\g(eq, €p) — Ric(eq, €p)).
Logo .
hap = W—f|(x\g(ea, ep) — Ric(eq, €))
e
H = tr(ha) = W(A(n —1) — R+ Ric(ey, e2)).

Entao, temos que

n 1 n
Z |hab|2 = W Z ’)\g(eayeb> - RiC(€a7€b>‘2

a,b=2
S
b=

a,b=2
+ Z ]Ric(ea,eb)F]

a,b=2
1

= ——((n—1)A* = 2X\(R — Ric(ey, e1)) + Y |Ric(eq, e3)]?).
ik a; f)

Dai segue que

Zubwz lw(( DA —2\(R = Bu) + 3 |Rul?)

a,b=2

s 1

- IV—fP((n_l) A =2(n— AR — Ruy) + (R — Ri1)?),

como Ric(Vf) = pVp — Z, tem-se que

Ry = Ric(er,e1) =p— ==—=VpVf e Ry,=—

m
—V
2\Vf\2 2Vl
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De fato, temos que
Vf Vf )
VI IV

- op(RE(VL.V)

1
= e v

= p—

Ric(er,e1) = Ric(

AL

Ric(er,e,) = |vf|Rlc(Vf ,€q)

- |vf|<p f__vp ea>

1

= |vf|( PV ea) = 5(Vp, ea)

S v
2V’

Assim,

n

Z \hab — 0gu|* = Z (Jhap|* = 20habgas + 0292

a,b=2 a,b=2

= Y |hapa|® = 20H + (n - 1)0”

ab

= Y |hapa|* —20H + o H

ab
1 9 n 9 H2
RZIE ((n—=1)X =2MR = Ri1) + > _ |Ra| )—m
a,b=2
1 n
= 7E ((n—=1)X =2MR — Riy) + > |Ra)
a,b=2
1
(n=1)|Vf]? ((n=1)°X* =2(n — 1)A(R — Ru1) + (R — Rn1)?).
Donde temos que
R Ryy)?
2 —_—_—m
Z oy — 0 gap|* = |Vf|2 ZI Rl = T 7 (3.57)

a,b=2

Agora, pelo produto interno de Hilbert-Schmidt, tem-se que
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Ric|* = i (Rij, Rij) = ZR

3,j=1 3,j=1

= Y Ry, +2R}, + R,

a,b=2
ja que Ry, = R, . Portanto,
Z R?, = |Ric|* — 2R,, — R?,.
a,b=2

Deste modo, podemos reescrever ([3.57)) como

n 1 2 n
> Jhay — ogal* = Ric|? — > R,
IVfI? V1P =

a,b=2
1 1
\VfPR?l W(R — Ru)?, (3.58)
onde,
1 2 1 2 20m m2 2
|Vf|2R11 - |Vf|2( |Vf|2v'0vf —+ 4’Vf|4(vpvf) )
1 2
= e Y g VoY)
e
B=Ru = R=(p- QIVfPVPVf)
= n=DA—=(m—=1)p—p+ 2|Vf|2v'avf
_ m2(V [V p)2
= (n—1)A—mp+ 2|Vf|2v VerW
Dai,
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(R—Ru)? = (n—DA—mp+ Vpr)

2|Vf!2
= ((n—=1A+mp) +2<((n — 1) — mp)

2

TAVIP

2|Vf|2vaf>

= (VAVI)

m2p* +m(n — 1)AVpV f
IVfI?

= (n—1°2=2(n—1)Amp +

~m?pVpVp  m*(V[fVp)?
IV f[? 4V f]*

Dai, inferimos que

(n=1N N 2mAp  m?p?

VI VI (n=DIVf]?
_mAVfVp m2pV fVpV f B m2(V fVp)?

IV fI* (n=DIVF*  Aln=1IVf[S
(=D mPp? 2mAp m? )
B Z R TR VA 2 A 7 (O VA 7 A

m(mp — (n— 1))
CEDN ik

1 9
R 2

+

e mais ainda,

2) n m2 2
= R2 - 2

pois,

2 2
- R = 2
vt = <4!Vf|2|vp S AV

2 2

_ 2,
Il Vel S

i (VOVP)

(VpV )2

Assim, voltando para (3.58)),
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n m2
Z |y — 0gas|* = |Vf|2‘R1C|2 2|Vf|4‘ p|* + 4|Vf|6(Vpr)
a,b=2
b mp m? 2_(n—l)
R T Y T e YY) T e
m?p? 2mA\p m?
RO A R TS i
m(mp — (n — 1)A)
oy Y
2(n — 2
- oppiel - 2|Vf|4'v ol <m—(7§>|v}|6(vwf ’
m((m+n—1)p—(n—1)A) m2+n—1
7 A A e vk 72
2mAp (n— )>\2
S

Agora, seja D, = D(e;, e;, e). Dai, segue de (3.55) que

" 2(n—1)(n— 2)(

+ﬁ(Ri@(Y, Z)g(X,V f) = Ric(X, Z2)g(Y, V))

(n=DA—mp
(n—1)(n—2)

D(X,KZ) = (VX,O)g<Y,Z)—(VYp>g(X,Z))

(9(X, V(Y. Z) — g(X, Z)g(Y,V[)),

assim,
Dz’jk = 51((V¢P)5jk - (Vjp)5ik)+b2(vifRik - ijRik) - bs(vif5jk - ij5ik),

onde tem-se

Dai segue que
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IDI* = b{((Vipdji — Vipdin)?)+b1bs(Vipdje — Vipbu)(Vif Rjr, — V[ Rix))
—b1b3((Vipdje — V;pdix) (Vif Rjr, — Vi f Rix) ) +b1ba (Vi f Ry — Vi f Rir,)
(Vipdje — Vipbu))+b3(Vif Rji, — Vi f Rix)?) —babs (Vif 6 — Vi f i)
(VifRji — Vi fRi)) —bibs (Vif 656 — Vi f0i) (Vipdjn — Vpdue))+05 (Vi f S50
— V., f6i)?) =bab3 (Vif ik — Vi o) (Vif Rjx — Vi fRix)). (3.59)

Note agora que
b ((Vipds — Vipoix)?) = bi((Vipdik — Vpdix, Vipdje — V;pdix))
= b%(vilovip(;jkéjk — Vip6;xV ;pdi. — Vi pVipdid i
+V;pVipV;pdirdir)
= bi((n = D)|Vpl* + (n = D|Vp|*)

= bi(2(n —1)[VpP).

Observe também que

b162(<vip6jk - Vjp5ik)(viijk - ijRik>)
= b1b2<vm5jk - Vj,05z'k ) Viijk - ijRik>
= biby <ViP6jkviijk — Vipdji Vi fRix — V;pdyVif Ry + Vjp5ikvijik>

= blb2<(5ijjk)vipvif - Rik(sjkvipvjf - (Rjk5ik)vjpvif + (6ikRik)vjpvjf>

5153((Vif5jk - ijdik)<vip6jk - Vjﬂ@k))

- b1b3<<V-f(5jk N, fOu s VipSie — vjp(sik>)

— byby (v FVp(105m) — Vi f 61005 — V; f6uVipdi + V; f(Siijp(;ik)
_ b1b3<(n VSVt (n— 1)Vpr>

= bibs(2(n — 1)V fVp).
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Seguindo com os célculos, temos que (3.59) tera a seguinte forma:

D> = bi(2(n— 1)|Vp|*)+b3(2|V f||Ric]> — 2Ric*(V f, V f))
b3 (2(n — 1|V ) +2b1b, (2RVpV f — 2Ric(V £, Vp))
+2b1b3(2(n — 1)VpV f)+2bsb3 (2|V f|*R — 2Ric(V f, V f))

1 .
T 2(n—1)(n-2) (4(n = DIV fPRic|* — m*n|Vp|®
m((m+n—1)p— (n—1))
2(n —1)(n — 2)2 (VpVf)
4(((”- 1))\—mp)2—|—(n— 1),02) )
- 20— 1)(n—2) VAT
Fazendo alguns célculos, tem-se
2V & m2 -
DI = m Q;Z |t — 0| + 2(n —1)(n—2) [V2p|?. (3.60)

Como R = (n — 1)A — (m — 1)p, segue que V>p = ——-V2R. Daf, substituindo
em (3.60)), segue que

AV I o
2 _ B 2 S 2
PP = = 2o It = ol s =1V

0 que prova o lema.
[ ]
Se o tensor D for identicamente nulo, entao temos propriedades interessantes sobre
as variedades (A, n + m)—Einstein. A titulo de exemplo, estabelecemos algumas delas

na seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.16. Suponha que (M™, g, f), com n > 3, seja uma variedade do tipo
(A\,n + m)—FEinstein com m # 1 e D = 0. Considerando ¢ um valor reqular de f e

Yo.={reM; f(x)=c} o conjunto de nivel da hipersuperficie de f. Entdo,
(1) R(Vf, XY, Z) =0 para quaisquer vetores X,Y, Z tangentes a ) ;

(2) Tanto a curvatura escalar quanto |V f|? sao constantes ao longo de Y ;
(3) A sequnda forma fundamental hq, em Y, € da forma he, = %gab;

(4) A curvatura média H é constante em ) ;

(5) Em ). o tensor de Ricci tem um autovalor p1n ou dois autovalores py e fi
distintos com multiplicidade 1 e (n — 1), respectivamente. Além disso, o autovalor

com multiplicidade 1 estd na direcao de V f.
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Demonstragao: (1) : Sabemos do item (3) que h,. = n—flgac e hyy = %gab. Dai, pelo
item (4), inferimos que Vazhac = V;hab = 0, e portanto, segue da equagao de Codazzi
que Rlcab — vazhac - v;hab — 0

(2) : Seja {ey, €2, -+ ,€,} uma base ortonormal em que e; = % e ey, , €, SA0

tangentes a » . Dali,

Vo(IVIP) = 2(V.Vf. V)
— OV f(e,, V)
= 2(Ag(ew, V) ~ Ricleq, V1) + 7 © df ex, V )
= —2Ric(e,, Vf)
— O7

pois pelo item (1), concluimos que Ric(e,, Vf) = tr(R(Vf, X, eq, Z)): 0. Além disso,
a curvatura escalar R serd constante ao longo de ), pois fazendo D = 0 no Lema
tem-se |V R| = 0, dai segue que VX R = 0.

(3) : Basta observar que fazendo D = 0 no Lema tem-se
Z |hab - Ugab‘ = 07 isto é7 hab = 0Gab-
a,b=2

Ora, como H = (n — 1)o, temos o = % Assim,

H

hap = ub-
b n—lgb

__m
2|Vl

constante, temos que V,R = 0, em particular, V,p = 0. Assim, R;, = 0 ao longo de

(4) : Sabemos que Ry, = «p- Como a curvatura escalar ao longo de ) _¢é

> .- Agora, pela equacao de Codazzi,

Rlcab = vghac - Vszhaln a, ba c= 27 e, N (361)

96



tomando o trago sobre (3.61f), com respeito a a e b e usando o item (3), temos

Ry, = VZH-— Vi (= 9a) (3.62)
1
= (1- > H 3.63
( n — 1>va Y ( )
isto &,
1
R, = (1- 2.
! ( n— 1)V“
Como Ry, =0 ao longo de ), segue
-2
el v)5) & QRY)
n—1

Portanto, H é constante em ) .

(5) : Vamos mostrar que o tensor de Ricci tem um tnico autovalor p; ou dois
autovalores distintos 1 e ps de multiplicidade 1 e (n — 1), respectivamente. De fato,

temos que
1

NI

Ag(€q, ey — Rab)
IV

hab vzf(eau eb) -

ao longo de ). Usando o fato que hy, = %gab, segue que

H >\gab - Rab
—— = —————— Hgyp=(n—1)pgapy — (n — 1) Ry,
donde i HIV S|
Rab - )‘gab - |vf|gab - </\ - )gab‘
n—1 n—1

Sendo H e |V f| constantes em ), segue que o tensor de Ricci terd um tnico autovalor
H
po=Roye =A———|Vf|, a=2--- ,n.
n—1

Que é constante ao longo de ). Além disso,

p = Ru=R—> R
a=2

(-1~ -1V 7))

n
n—1
n

R_
— R—(n—DA+H|V/|

que é constante ao longo de ).
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Observacao 3.5. Seja (M™, g, f) uma variedade (\,n + m)— Einstein com m # 2 —n
e tem um tensor de Weyl harmonico W(V f,.,.,.), dai temos que o tensor D serd zero

pelo Lema |3.14)

O proximo resultado diz que em uma variedade (A\,n + m)—Einstein compacta
com tensor de Bach flat tera tensor de Weyl harmonico e W(X,Y, Z, V f) = 0, para
quaisquer X,Y, Z € T'M.

Teorema 3.17. Suponha que (M", g, f) (n > 4) seja uma variedade (N, n+m)— Finstein
compacta com m # 0,1 ou 2 — n. Se o tensor de Bach B € zero, entao M tem um

tensor de Weyl harmonico e W(X,Y,Z,Vf) =0,V X,Y,Z € X(M).

Demonstracao: Fixe um ponto p € M e considere que {Ey, Es,--- , E,} seja uma
base ortonormal com Vg, E;(p) = 0. Usando (3.45)), a equagao do tensor de Bach ((3.46))

e 0 Lema [3.14]

(n—2)B(X,Y) = Y (VpCO)(E,X,Y)+ > Ric(E;, E)W(X,E;, E;,Y)

(3 7"]

= Y (VeW)(E, XY, Vf)+W(E, XY,V Vf)

)

m+n—2 .
+— Z(VEiD)(Ei, X.,Y)+ > Ric(E;, E))W(X, E;, E;,Y).

(2 l,j

Agora, escrevendo Vg, Vf = (Vg Vf, E)E;

(n—2)B(X,Y) = (dvW)(V£,Y,X)+W(E;,X,Y, E;)V*f(E;, E;)
+LH(VEZ.D)(E¢, X,Y) + Ric(E;, E})W (X, E;, E;,Y)

= (@I)(TLY,X) + R (9 D) (X Y)

+W (X, E;, E;,Y)(Ric(E;, E;) + V* f(E;, Ej))

n—3 m+n—2
= - QC(Vf,Y,X) + T(VEiD)(EZ‘,X, Y)
1
+W(X, By, B, Y) (—df © df (Er, Bj) + Ag(E:, Ey))
n—3 m+n—2
= QC(Vf,Y,X) + T(VEiD)(Ez»Xa Y)
1
WX, B By, Y) (V] BNV Ej))
n—3 m+n—2
— Y. X _— D) FE,. XY
n_2c(vf7 ) )+ m (VEZ )( 19 ) )

+iW(Vf,X,Y,Vf).
m
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Dai, tem-se

"lowry x) 2

(n—2)B(X,Y) = (Vg D)(E;, X, Y)+%W(Vf7X, Y,Vf).

Fazendo X =Y = Vf e integrando sobre M, temos
—2
(n-2) [ BELIHav = "2 [ S D) VLV v
M M

m-+n—2
= - E D(E; ,
= /M : (E;,Vf,VgV[)dV,

isto é,

-2
(n—2) / BV Vf)ay = -0 / N D(E,VfVEV)dV.  (3.64)
M M
Com efeito, inicialmente vamos mostrar que

/(divD)(Vf,Vf)dV:—/ D(E:, Vf, Vs,V f)dV.
M M

Para provar esta igualdade iremos considerar a 1—forma w(X) = D(X,Vf, Vf).
Dai, lembre que
div(w) = Vi, (w(Ei)) — w(Vg, Ei),

assim
div(w) = E;(D(E;,Vf,Vf))—D(VEg VE;, Vf, V). (3.65)
Ora, como temos

= E(D(E, V[, Vf) = D(VgE,VfVf)=D(E, Vg V[ V)
_D(E, Vf,VuV]), (3.66)

Segue de e que

(divD)(Vf,Vf)=div(w) — D(E;, Vg V[, Vf)—D(E;,Vf,VVf). (3.67)
Afirmacao: D(E;, Vg V[, Vf)=0.
Com efeito, note que D(FE;, Vg, Vf,Vf) = D(E;, Ex, V)V V[, E), dai como te-
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mos V2 f = —Ric + %df ® df + Ag, segue que
1
V2f(E;, Ey) = Ric(E;, Ey) + —(VI, BNV, B+ ME:, Eg).

Ora, como temos que

> D(E; Ey,Vf)Ric(E;, Ey) = =Y _ D(Ey, E;, Vf)Ric(E;, Ey)
ik ik
= - D(E; E, V)Ric(Ey, E;),

ik

segue que

D(E;, Vg V[, Vf) = D(E;, E, V)V VS, Eg)
= D(E;, B, Vf)(—Ric(E;, Ey) + %(Vf, EMNV T, E)
+ME;, Ep))
= 0.
Dai,
> D(E;, By, V f)Ric(E;, Ey) = 0.
ik

Além disso,

> D(E.E VIV, ENVS, Ei) = D(Vf,V,Vf)=0.
i,k
E mais,

> D(E;, Ey,Vf){(E;, E;) =Y D(E;,E;,Vf)=0.

ik

Assim, voltando para (3.67)), tem-se

(divD)(Vf,Vf) = div(w) — D(E;,Vf, V5 Vf).

Dai, integrando sobre M, e notando que pelo teorema da divergéncia [, div(w)dV =0,

inferimos que

/(divD)(Vf,Vf)dV:—/ D(E:, Vf, ViV f)dV.
M M
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Voltando para (3.64]), temos

%/MB(W,W) dv = —A;D(Ei,Vf,inVf) dv. (3.68)

Agora, vamos analisar —ZD(Ei,Vf, Vg, Vf). Como Vg Vf=(VgVf, E)E;,

)

= - D(E;,Vf, E;)V*f(E;, E))
= Y D(E,V{, E)(Ric(E;, Ej) — %Q(Eia V)9(E;, V) = Ag(E;, Ej))

= 3 DB VS E)(Rie(B,, B)) ~ ~-9(E, ¥ £)g(E;, V)

i.j
. 1

> (Ei. V£)g(E;,V f))
- g;D(Ei,Ek,Ej)(RiC(Ei,EjM(Ekavf))
_% Zk D(E;, By, E;)g(E, V f)g(E;, V)
— Z%;EE,Ek,Ej)(Ric(Ei,Ej)g(Ek,Vf))
= E;D(Ei, Ej, Ej)(%(Ric(Ei, E)g(Ey, Vf) — Ric(Ey, E;)g(Ei, V f)))
1.,
_ % N" D(E;, By, Ej) (Ric(E;, Ej)g( By, V f) — Ric(Ey, E;)g(Ei, V f)).

i7j7k

Como {E;}, é uma base ortonormal, por (3.48)), temos que
1 . .
_D<Ez, E]c, Ej) = m (RlC(Ei, E])g<Ek, Vf) - RlC(Ek, Ej>g(Ez, Vf))

Dai, podemos inferir que

1
~> D(E;,Vf VpVf)=-=—=> |D(E;,Ej E)|*.
i 2(n —2) irjik
Voltando para (3.68]), podemos inferir que
m(n — 2) 1 5
———= | B AV = — DI|*dV. 3.69
w2 Bervna - 5= [ 0 (3.69)
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Assim, o tensor de Bach sendo zero sobre M implica que o tensor D também sera sobre
M. Além disso, de (3.51)) temos C(X,Y,Z) = W(X,Y, Z,Vf). Mostrando que ambos
sao zero nos pontos regulares de f e, portanto, em M, uma vez que, f é analitica (veja

A —
s ¢ Cik =

C(E;, E;, Ey). Pelas propriedades de simetria do tensor de Weyl, temos C;;; = 0. Sejam

[14], Proposigao 2.4). Dai, em um ponto regular de f, considere E; =

a,b,c > 2 ntimeros inteiros. Pela Proposigéom podemos inferir que Ric(Ey, E,) =0
e R(E1, E4, Ey, E.) = 0, donde temos que

W(ECH Eb7 EC7 El) - R(ECH Eb7 EC7 El) - 0

Entao temos

Cove = W(E,, Ey, E.,Vf) = 0.

Agora s6 resta mostrar que Cy;; = 0 parai,j = 1,--- ,n. Observe que, sendo D = 0

e por hipotese, o tensor de Bach é zero, temos

n—3

Como

CIVIEnE) = C(VIh

_ oV
= C(|Vf| ,E; E;) |V f]

= Olw’vﬂ

E;, E))

W(Vf E,E;,Vf) = (Vflvjzl E;, E;, V)

= W(ElvElv ]avf)|vf|
= C(By, B, Ej)|V f]
= C|Vf].

Dai,
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n—3 1
0=(n-2)B(Ei, Ej) = ——Cy[VIl+ —CylV]

2
n—3 1
= — ) C; |V f].
(n—2+m> 13j| V£
Assim Cy;; = 0 se m # —Z—:g. Observe que se considerarmos —Z—:g = —2 teremos

n = 4. Ora, por hipotese devemos ter m # 2 — n e isso implica que m # 2. Dai segue
que para n = 4 tem-se m # —Z—:g. Quando n > 5, o resultado segue da Proposicao 5.1
de [7]. O que prova que Cy;; = 0 para todo m # 0,1 ou 2 — n. Portanto o teorema fica
demostrado.

Teorema 3.18. Suponha que (M*, g, f) seja uma variedade compacta (X, 4+m)— Einstein
comm # 0,1 oun—2. Se o tensor de Bach for zero, entao M serd localmente confor-

memente plana.

Demonstragio: Sabemos do teorema anterior que para (M*, g, f) o tensor de Weyl é
harménico e que W(Vf, XY, Z) =0, VX,Y, Z € TM. Suponha que M nao seja Eins-
tein. Em um ponto regular p de f, assumimos que o tensor de Ricci tenha autovalores
distintos. Agora, pelo Teorema de Sard, temos que o complemento de tais pontos nao
pode conter um conjunto aberto, Por ([I4], Proposi¢ao 2.4) temos que g e f sdo ana-
liticas. Entao é suficiente mostrar que a métrica g ¢ localmente conformemente plana
em torno do ponto p. Por ([14], Teorema 7.9) a métrica g ¢ localmente um produto

warped sobre um intervalo, o que significa que

9=98+ [9r, (3.70)

pois (F3, gr) ¢ uma variedade Einstein, em particular, tem curvatura seccional cons-
tante e dim B = 1. Colocando f? em evidéncia na equagao (3.70]), temos que

g= (%93 + gF)f2-

Dai, considere g = #gB + gr, essa métrica g esta relacionada com a variedade
produto B x F, pois dados (B, gg) e (F,gr), a métrica de B x F sera dada por g =
gs + gr. Agora, usando o fato que W = W, pois o tensor de Weyl é invariante por
transformacoes conformes, concluimos da Proposicao que W = 0, o que prova o

teorema. m

Observacao 3.6. Em [1])], os autores consideraram um produto warped em variedades

Einstein com fronteira nao vazia. Seja u = exp(—%) no interior de M e u = 0 sobre
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OM. Dai, tanto o Teorema[3.17 quanto o Teorema [3.18 podem ser estendidos para o
caso em que as variedades tenham fronteira, que foi o nosso objetivo de estudo até
aqui. De fato, tomando entio qualquer ¢ > 0, definamos M. = {x € M ; u(z) > €}.
Agora sé resta mostrar que D = 0 sobre M., pois tomando o limite ¢ — 0, implica que
D =0 sobre OM.

Demonstracao: Inicialmente note que a partir de (3.64), podemos inferir que

(n — 2)/ B(Vf,Vf)dV = —%"_2/ (divD)(V £,V f)dV. (3.71)
Agora, integrando , tem-se que
/ (divD)(Vf,Vf)dV — / div(w)dV — [ D(E.Vf Vi Vf)dV
e € Me

_ /aMew(y)dS—m/JD\QdV.

Como w(v) = w(—%): —ﬁD(Vf, Vf,Vf) =0, inferimos que

/ (divD)(Vf, Vf)dV = —ﬁ/ \D2avV. (3.72)

€

Como, por hipotese, o tensor de Bach é zero, segue de (3.71]) que

—2
%/ (divD)(V £,V f)dV = (n — 2)/ B(Vf,Vf)dV =0,
isto é, )
min=2 / (divD)(V/, Vf)dV =0, (3.73)
m M.

Dai, temos através de (3.72)) e (3.73) que

—;/ |ID*dV =0 = |D?=0 = D=0

2(n—2) Jar o
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