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C. Santos, Uberlandio Batista Severo - que contribúıram de forma significativa para
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Roseli Agapito e Ewerton Monteiro.

Agradeço a todos os meus amigos e colegas que sempre acreditaram em mim e

me apoiaram. Em especial, agradeço aos meus amigos de infância: Antônio Maxuel e
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Resumo

Neste trabalho iremos estudar um método que possibilite gerar bases de Riesz para

sistemas unidimensionais, do tipo equação de viga sob controles na fronteira ou fe-

edback pontual. A geração da base de Riesz resulta naturalmente na estabilidade

exponencial e na condição de crescimento determinada pelo espectro. Faremos estudos

em dois problemas de vigas que serão representados por equações de evolução, ne-

les investigaremos o comportamento assintótico e a analiticidade das soluções. Nosso

objetivo principal é apresentar as condições necessárias e suficientes para obter uma

estabilidade exponencial do semigrupo correspondente. A ferramenta utilizada será o

Método da Comparação junto com a teoria de semigrupos e operadores dissipativos em

espaços de Hilbert.

Palavras-chave: Bases de Riesz; Estabilidade Exponencial; Método da Comparação;

Problemas de Vigas e C0- Semigrupos.



Abstract

In this work we will study a method that is possible to generate one-dimensional

Riesz bases, beam equation type under boundary controls or point feedback. The

generation of the Riesz base naturally results in exponential stability and the growth

condition determined by the spectrum. We will study two beam problems that will be

represented by evolution equations, in them we will investigate the asymptotic behavior

and the analyticity of the solutions. Our main objective is to present the necessary and

sufficient conditions to obtain an exponential stability of the corresponding semigroup.

Keywords: Riesz bases; Exponential Stability; Comparison Method; Beam Problems

and C0-Semigroups
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1.5 Espaços de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2 Bases de Riesz em Espaço de Hilbert 39

2.1 Bases de Riesz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2 Perturbações para bases de Riesz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3 Operador espectral de Riesz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3 Método da Comparação. 53

3.1 Estabilização da fronteira para o problema de viga Euler-Bernoulli. . . 54

3.2 Estabilização da fronteira com uma massa de ponta. . . . . . . . . . . . 86

Referências Bibliográficas 109
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

� span(S) - Subespaço formado por todas as combinações lineares de elementos de

S.

� L(X, Y ) - Conjunto dos operadores lineares limitadas de X em Y .

� L(X) - Conjunto dos operadores lineares limitadas de X em X.

� K(X, Y ) - Conjunto dos operadores compactos de X em Y .

� K(X) - Conjunto dos operadores compactos de X em X.

� sup - Supremo.

� X∗ - Espaço dual de X.

� A∗ - Operador auto-adjunto do operador A.

� ρ(A) - Conjunto resolvente do operador A.

� σ(A) - Espectro do operador A.

� σp(A) - Espectro pontual do operador A.

� σc(A) - Espectro cont́ınuo do operador A.

� σr(A) - Espectro residual do operador A.

� C(0,∞;X) - Conjunto das aplicações cont́ınuas de (0,∞) em X.

� Re - Parte real.

� Ker (A) - Núcleo do operador A.

� ω0(A) - Limite de crescimento do operador A.
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� S(A) - Cota superior do espectro do operador A.

� Γ - Contorno de Cauchy.

� ⊕ - Soma direta entre subespaços.

� Pσ de A - Projeção de Riesz de A em um espaço de Banach, correspondente à

parte isolada σ do espectro do operador A.

� dim(X) - Dimensão do espaço X.

� supp(ϕ) - Suporte da função ϕ.

� Cm(Ω) - Espaço das funções cont́ınuas tais que todas suas derivadas de ordem

m ≤ α são cont́ınuas em Ω.

� C0(Ω) - Conjunto das funções de C(Ω) com suporte compacto.

� C∞(Ω) - Conjunto formado por todas as funções que juntamente com todas as

suas derivadas parciais são cont́ınuas em Ω.

� C∞
0 (Ω) - Conjunto das funções de C∞(Ω) com suporte compacto.

� Hm(Ω) - Espaço de Sobolev de ordem m sobre Ω.

� ↪→ - Imersão entre espaços.

� sp(A) - Espaço raiz do operador A (Espaço formado por todas as combinações

lineares de autovetores generalizados do operador A).

� E(λ,A) - Projeção no espaço de autovetores de A correspondente ao ponto es-

pectral isolado λ.

� R(λ,A) = (λ−A)−1 - Operador resolvente.

� L2(0, 1) - Conjunto das funções mensuráveis definidas em (0, 1) com valores em

C que são quadrados integráveis no sentido da integral de Lebesgue.

� H2
L(0, 1) = {f(x) ∈ H2(0, 1)|f(0) = f ′(0) = 0}.

� argρ - Ângulo correspondente do complexo ρ.

� det(A) - Determinante da matriz A.

� O(·) - Descreve o comportamento limitante para uma função quando seu argu-

mento tende a um valor espećıfico ou para o infinito.
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Introdução

Na teoria das Equações Diferenciais Parciais (EDPs) são conhecidas diversas equações

que não podem ser resolvidas analiticamente. Dessa forma, quando desejamos mode-

lar fenômenos, a utilização de técnicas que possibilitem a obtenção de propriedades

qualitativas se tornam de grande importância.

Um tipo de propriedade qualitativa que podemos citar são aquelas obtidas por meio

da aplicação na EDP de uma força (controle) do tipo Feedback, que consiste, essen-

cialmente em fazer com que alguma sáıda, digamos y, se comporte de uma maneira

desejada manipulando alguma entrada, digamos x, em que o objetivo do controle é

manter a sáıda y num valor desejado. Um exemplo de controle bem simples que po-

demos citar é o de tornar a sáıda y pequena ou próximo de algum ponto de equiĺıbrio.

Podemos resumir a ação de controle feedback da seguinte maneira: primeiro mede-se o

valor da sáıda, em seguida, compara-se o valor medido da sáıda com o valor da “sáıda

esperado”, e por fim, o valor do erro é alimentado ao controlador com a finalidade de

reduzir o erro. Veja [6] e [7] para uma interpretação mais detalhada sobre a teoria de

controle feedback e para exemplos de várias aplicações.

Dizemos que os sistemas são estáveis, quando toda entrada limitada produz uma

sáıda limitada, independente de qual seja o seu estado inicial. Quando não é satisfeita

esta condição dizemos que estes sistemas são instáveis. Diante disso, quando projeta-

mos um sistema de feedback como controle, é natural que seja feito um estudo sobre

suas caracteŕısticas de estabilidade.

Cada sistema descrito por uma equação diferencial parcial tem associado um fun-

cional de energia E(t). Entendemos como estabilização o comportamento assintótico

(decaimento para zero) em tempo dessa energia.

Para os problemas de estabilização estudados nesse trabalho, faremos um estudo

sobre o decaimento exponencial. Queremos que o operador associado ao sistema sa-

tisfaça as condições necessárias para que o seu semigrupo T (t) correspondente seja

exponencialmente estável, isto é, existam constantes positivas M,ω > 0 tais que

∥T (t)∥ ≤Me−ωt, para todo t ≥ 0.
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Observemos que, para que estas condições sejam válidas, precisaremos que o sistema

possua solução. Diante disso, é natural encontrarmos soluções para o problema e em

seguida fazer um estudo do seu comportamento assintótico.

Neste trabalho, pretendemos fazer um estudo bibliográfico de alguns resultados

contidos em [5] que tratam de problemas de estabilização para problemas de vigas e tais

resultados podem ser encontrados nas Seções 3.1 e 3.2 do livro. Utilizaremos ummétodo

de comparação que possibilita gerar bases de Riesz para sistemas unidimensionais para

o problema em questão. A existência das bases de Riesz estão relacionadas com a

estabilidade exponencial de certos problemas em EDP e com a condição de crescimento

determinada pelo espectro (Veja Definição 1.3.19). É importante ressaltar que existem

na literatura exemplos de equações em que a condição de crescimento determinada pelo

espectro não é válida, veja [12, Exemplo 3.6] para um exemplo. Diante disso, veremos

que a existência de bases de Riesz assume um papel fundamental.

O objetivo principal do nosso trabalho é construir um material que possa nortear

pesquisadores e estudantes interessados sobre o tema. Este trabalho está organizado

da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, apresentaremos conteúdos de Análise funcional que iremos utilizar

ao longo da dissertação. Os teoremas são apresentados sem a demonstração, porém,

deixaremos claro onde podem ser encontradas.

No Caṕıtulo 2, introduzimos as noções de bases de Riesz. Começaremos definindo

o conceito de base linearmente independente para o espaço Cn e em seguida definindo

bases ω-linearmente independentes para espaços de dimensão infinita. Veremos quando

duas bases de um espaço de Hilbert são equivalentes, o que representa um passo inicial

para a comparação entre bases, o que será importante, futuramente para a construção

de bases de Riesz. Falaremos sobre bases ortonormais e, em seguida, traremos a de-

finição precisa de base de Riesz, que são aquelas equivalentes às bases ortonormais.

Também, mostraremos resultados de pertubações sobre a base de Riesz que são conhe-

cidos como estabilidade de bases de Riesz. São resultados importantes pois quando

dois objetos matemáticos estão “próximos”um do outro de uma maneira adequada as

propriedades comuns são compartilhadas. Na terceira seção falaremos um pouco sobre

o operador espectral de Riesz. Para isto, começaremos definindo quando um auto-

vetor de um operador linear é generalizado. Apresentaremos em seguida a projeção

E(λ,A) no espaço de autovetores correspondente a um ponto espectral isolado, esta

projeção por sua vez é um funcional linear limitado atuando no espaço de Hilbert. Por

fim, demonstraremos alguns resultados sobre bases de Riesz que foram utilizados na

dissertação.

Por fim, no Capitulo 3, falaremos um pouco sobre o método da comparação que

2



é utilizado para encontrar bases de Riesz associadas a operadores diferenciais. Em

seguida faremos um estudo aplicando a um problema de viga delgada flex́ıvel conhecida

como equação de viga de Euler-Bernoulli. Esta equação é um EDP linear de quarta

ordem dada por

ρ(x)
∂2w(x, t)

∂t2
+

∂2

∂x2

(
E(x)I(x)

∂2w(x, t)

∂x2

)
= 0, 0 < x < 1,

em que w(x, t) descreve a deflexão da viga em alguma posição x e no tempo t, I(x) é o

segundo momento de área. Pelo fato da equação possuir derivadas de ordem quatro no

espaço, devemos ser suplementar com no máximo quatro condições que normalmente

são fornecidas sobre a fronteira.

Sendo mais preciso sobre o problema em vista, consideraremos uma viga cantilever

que possui uma de suas extremidades fixas e a outra livre, com um controle de fronteira

sendo o momento fletor dada por:

wtt(x, t) + wxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1, t > 0,

w(0, t) = wx(x, t) = wxxx(1, t) = 0,

wxx(1, t) = u(t),

y(t) = wxt(1, t),

em que u(t) é a entrada e y(t) é a sáıda do sistema. Este sistema por sua vez pode ser

descrito como uma equação de evolução no espaço de Hilbert H = H2
L(0, 1)× L2(0, 1)

dada por:
d

dt
Y (t) = AY (t)

em que Y (t) = (w(·, t), wt(·, t)) e o operador A é tal queA (f(x), g(x)) =
(
g(x),−f (4)(x)

)
D(A) =

{
(f, g) ∈ (H4 ∩H2

L)×H2
L | f ′′(1) = −kg′(1), f ′′′(1) = 0

}
.

Para a equação acima, mostraremos expansões assintóticas para seus autovalores e

autofunções. Veremos que é posśıvel a geração de uma base de Riesz para o espaço

formado por autofunções generalizadas do operador A. Mostraremos que o operador

A gera um semigrupo em que a condição de crescimento determinada pelo espectro se

mantém. Na verdade, a condição de crescimento determinada pelo espectro surge de

forma natural pelo fato do espaço possuir uma base de Riesz. Por fim, mostraremos

que o semigrupo gerado pelo operador A é exponencialmente estável.

Na Seção 3.2, faremos um estudo sobre a estabilização da fronteira com uma massa

3



de ponta em uma viga flex́ıvel, na qual possui uma de suas extremidades fixa e a

outra extremidade é livre, que por sua vez é controlada. Este problema é descrito pela

seguinte equação de viga de Euler-Bernoulli:
wtt(x, t) + wxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1,

w(0, t) = wx(0, t) = wxx(1, t) = 0,

−wxxx(1, t) +mwtt(1, t) = u(t),

em que w(x, t) é a amplitude da vibração, m é a massa da ponta e u(t) é a força

de controle da fronteira aplicada na extremidade livre da viga. Para este problema

mostraremos todos os resultados que foram feitos para o primeiro problema de equação

de viga de Euler-Bernoulli.

4



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste Caṕıtulo veremos conceitos e resultados necessários de Análise Funcional.

1.1 Espaços Normados e Banach

Do estudo de espaços vetoriais, sabemos que podemos somar e multiplicar seus

elementos por escalares, enquanto que em espaços métricos sabemos fazer o cálculo da

distância entre dois de seus elementos. Nosso objetivo de definirmos espaços normados

surge da necessidade de trabalharmos com espaços que possuem as propriedades de

espaços vetoriais e métricos simultaneamente.

Definição 1.1.1. Seja V um espaço vetorial sobre K e uma função ∥ · ∥ : V → R.
Dizemos que V é um espaço normado e ∥ · ∥ é uma norma em V se

(a) ∥x∥ ≥ 0 para todo x ∈ V ; ∥x∥ = 0 se, e somente se x = 0.

(b) ∥αx∥ = |α|∥x∥ para todo x ∈ V e α ∈ K.

(c) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ para todo x, y ∈ V .

Observação: Toda norma induz uma métrica dada por:

d(x, y) = ∥x− y∥ para todo x, y ∈ V.

Definição 1.1.2. Seja S um subconjunto de um espaço vetorial V , denotaremos por

span (S) o subespaço de V formado por todas as combinações lineares de vetores em

V , isto é,

span (S) = α1x1 + · · ·+ αnxn, αi ∈ K, xi ∈ S en ∈ N,

para todo i = 1, 2, · · · , n.

5



1. Preliminares

Definição 1.1.3. Para cada n ∈ N os vetores x1, x2, · · · , xn de X são ditos linearmente

independentes se

α1x1 + · · ·+ αnxn = 0,

implicar que αi = 0, para todo i = 1, 2, · · · , n. Caso contrário, os vetores são ditos

linearmente dependentes.

Definição 1.1.4. A sequência infinita de vetores {xi}∞i=1 é dita linearmente indepen-

dente quando para cada k temos que {xi}ki=1 é linearmente independente. Além disso,

dizemos que {xi}∞i=1 é ω-linearmente independente se

∞∑
i=1

αixi = 0,

então αi = 0, para todo i ≥ 1.

Observação: Toda sequência ω-linearmente independente é linearmente independente,

mas a rećıproca não é verdadeira.

Definição 1.1.5. Seja X um espaço vetorial e {x1, x2, · · · } um subconjunto em X.

Dizemos que {x1, x2, · · · } é uma base de X quando

X = span {x1, x2, · · · }

e {x1, x2, · · · } é linearmente independente. Denotamos por dim(V ) a dimensão do

espaço V , isto é, o número de elementos que formam a base do espaço V .

Definição 1.1.6. Seja V um espaço normado, uma sequência {xn}∞n=1 ⊂ V é dita

convergente para x ∈ V quando

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0.

Definição 1.1.7. Uma sequência {xn}∞n=1 ⊂ V chama-se uma sequência de Cauchy

quando, para todo ϵ dado, existe n0 ∈ N tal que m,n > n0 implica que

∥xm − xn∥ < ϵ.

Definição 1.1.8. Um espaço vetorial normado é chamado de espaço completo se, e

somente se, toda sequência de Cauchy converge para um elemento do espaço. Os

espaços normados completos são chamados de espaços de Banach.

Definição 1.1.9. Seja H um espaço vetorial sobre C. Um produto interno em H é

uma função de H×H para C, denotado por ⟨·, ·⟩ que satisfaz as seguintes propriedades:

6
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(a) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩, ∀x, y, z ∈ H;

(b) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩, ∀x, y ∈ H e α ∈ C;

(c) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩, ∀x, y ∈ H;

(d) ⟨x, x⟩ ≥ 0 e ⟨x, x⟩ = 0 se, e somente se, x = 0.

Teorema 1.1.10. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja H um espaço vetorial com

produto interno. Então

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥

para quaisquer x, y em H. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x, y ∈ H

são linearmente dependentes.

Demonstração. Ver [13, pg. 78].

Corolário 1.1.11. Seja H um espaço com produto interno. A função

∥ · ∥ : H → C, ∥x∥ = ⟨x, x⟩
1
2

é uma norma em H.

Demonstração. Ver [13, pg. 79].

Definição 1.1.12. Um espaço H com produto interno que é completo na norma indu-

zida pelo produto interno é chamado de espaço de Hilbert, isto é, um espaço de Banach

com a norma induzida pelo produto interno.

1.2 Operadores Lineares Cont́ınuos em Espaços de

Banach

Nessa seção iremos definir operadores lineares em espaços de Banach, propriedades

que alguns operadores possuem e resultados que serão de grande importância para

entendermos as demonstrações dos resultados posteriores.

1.2.1 Operadores lineares

Sejam X e Y espaços de Banach e A : D(A) (⊂ X) → X um operador linear.

D(A) ⊂ X é chamado de domı́nio de A e denotamos Im(A) como sendo a imagem de

A, dada por:

Im(A) = {Ax |x ∈ D(A)} .

7
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Definição 1.2.1. O operador linear A : D(A) → Y é chamado de operador injetivo

quando

Ax = 0 se, e somente se, x = 0.

O operador A é dito ser sobrejetivo quando Im(A) = Y . Quando os operadores forem,

simultaneamente, injetivos e sobrejetivos podemos referir a esta classe de operadores

por operadores invert́ıveis. Uma vez que, para cada y ∈ Y , existe um único x ∈ D(A)

tal que A(x) = y. Dessa forma podemos definir o operador inversa por A−1(y) = x.

Por fim, dizemos que A é densamente definido quando D(A) = X.

Definição 1.2.2. O operador linear A : X → Y chamado de operador fechado quando

para qualquer sequência xn ∈ D(A), n ≥ 1 tal que

xn → x, Axn → y, quandon→ ∞,

tem-se que x ∈ D(A) e Ax = y.

Definição 1.2.3. O operador linear A : D(A) → Y é chamado de operador limitado

ou cont́ınuo, quando

xn → x0 ∈ X, implica que Axn → Ax0 ∈ Y

para toda {xn} ⊂ X.

Denotaremos o conjunto formado por todos os operadores lineares limitados de X

em Y por L (X, Y ). Em particular, se X = Y , então denotaremos apenas por L(X).

Teorema 1.2.4. Sejam X e Y espaços de Banach. Então L(X, Y ) é um espaço de

Banach com a norma definida por:

∥A∥L(X,Y ) = sup {∥Ax∥ | x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1} .

Demonstração. Ver [3, pg. 32].

Definição 1.2.5. Seja X um espaço de Banach. Se Y = R ou Y = C, então os

operadores de L(X, Y ) são chamados de funcionais lineares de X.

Pelo Teomera 1.2.4 os funcionais lineares limitados em X pertencem a um espaço

de Banach, que chamaremos de espaço dual de X e o denotaremos por X∗.

Definição 1.2.6.

8
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� Dizemos que uma sequência de operadores {An} ⊂ L(X, Y ) converge para A ⊂
L(X, Y ) em relação à norma do operador, quando

∥An −A∥L(X,Y ) → 0 com n→ ∞.

� Dizemos que {An} converge fortemente para A ⊂ L(X, Y ), quando para cada

x ∈ X temos

Anx→ Ax, com n→ ∞.

� Dizemos que {An} converge fraco∗ para A ⊂ L(X, Y ), quando para cada f ∈ Y ∗

temos

f (Anx) → f (Ax) , com n→ ∞.

Observação: É bastante usual a notação de dualidade entre espaço Y e seu dual Y ∗

da forma

⟨x, f⟩ = ⟨x, f⟩X,X∗ = f(x).

Neste sentido, na definição 1.2.6, podemos representar f(Anx) → f(Ax), com n→ ∞,

por

⟨Anx, f⟩ −→ ⟨Ax, f⟩, com n −→ ∞.

Deste ponto em diante, entraremos com uma série de resultados clássicos em Análise

Funcional. Desde que esse não é o foco deste trabalho de dissertação, omitiremos as

demonstrações, com o intuito de deixar o texto mais direto e objetivo.

Teorema 1.2.7. (Teorema da extensão de Hahn-Banach). Seja X um espaço de Ba-

nach e f0 um funcional linear limitado definido em um subespaço X0 de X. Então f0

pode ser estendido a um funcional linear limitado f de X, tal que

(a) f(x) = f0(x), ∀x ∈ X0;

(b) ∥f∥ = ∥f0∥0, em que ∥f0∥0 é norma de f0 em X∗
0 .

Em particular, para cada x0 ∈ X, com x0 ̸= 0, existe f ∈ X∗, tal que

f(x0) = ∥x0∥, ∥f∥ = 1.

Demonstração. Ver [13, pg. 47].

Teorema 1.2.8. (Teorema inverso de Banach). Sejam X e Y espaços de Banach. Se

um operador linear A : X → Y fechado e definido em todo o espaço X é invert́ıvel,

então A−1 ∈ L(Y,X).

9
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Demonstração. Ver [9, pg. 216].

Teorema 1.2.9. (Teomera da aplicação aberta). Sejam X e Y espaços de Banach e

A : X → Y um operador linear limitado sobrejetivo. Então A é uma aplicação aberta.

Em particular, todo operador linear cont́ınuo e bijetor entre espaços de Banach é um

isomorfismo.

Demonstração. Ver [13, pg. 33].

Definição 1.2.10. Sejam X e Y espaços normados e A : X → Y um operador linear.

O gráfico de A é o conjunto

G(A) = {(x, y);x ∈ X e y = A(x)} = {(x,A(x));x ∈ X} ⊆ X × Y.

Teorema 1.2.11. (Teorema do gráfico fechado). Sejam X e Y espaços de Banach e

A : X → Y um operador linear. Então A é cont́ınuo se, e somente se, G(A) é fechado

em X × Y .

Demonstração. Ver [13, pg. 35].

Teorema 1.2.12. (Prinćıpio da limitação uniforme). Sejam X e Y espaços de Banach

e suponha que Tn ⊂ L(X, Y ). Se

sup {∥Tnx∥} <∞, ∀x ∈ X,

então

sup {∥Tn∥} <∞.

Demonstração. Ver [3, pg. 32].

Teorema 1.2.13. (Teorema da representação de Riesz). Seja H um espaço de Hilbert.

Então f ∈ H∗ se, e somente se, existe x ∈ H tal que

f(y) = ⟨y, x⟩, ∀x, y ∈ H.

Demonstração. Ver [9, pg. 343].

Teorema 1.2.14. (Teorema de Lax-Milgram). Seja a(x, y) uma forma bilinear, isto é,

é linear em x e em y, satisfazendo

(a) Existe M > 0 tal que |a(x, y)| ≤M∥x∥∥y∥ para todo x, y ∈ H;

10
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(b) Existe λ > 0 tal que para todo x ∈ H, |a(x, y)| ≥ λ∥x∥2.

Então existe um operador A ∈ L(H) que é invert́ıvel e satisfaz

a(x, y) = ⟨x,Ay⟩, ∀x, y ∈ H.

Demonstração. Ver [16, pg. 137].

Definição 1.2.15. Seja A um operador linear limitado de um espaço de Banach X.

Dizemos que o operador A∗ é o adjunto do operador A, quando para todo x, y ∈ X

temos que

⟨A∗x, y⟩ = ⟨x,Ay⟩.

Definição 1.2.16. Um operador linear em um espaço de Hilbert é dito simétrico se

A∗ = A em D(A) e D(A∗) ⊇ D(A).

Um operador simétrico é dito auto-adjunto se é simétrico e D(A) = D(A∗). Neste

caso, diremos simplesmente que A∗ = A. Quando −A = A∗ dizemos que o operador é

anti-adjunto. Em operadores limitados, ser simétrico é equivalente a ser auto-adjunto,

mas para operadores ilimitados, esta afirmação não é necessariamente verdadeira.

Exemplo: Seja o operador A definido em L2(0, 1) da seguinte forma:

Af = if ′, D(A) = {f ∈ L2(0, 1)|f ′ ∈ L2(0, 1), f(0) = f(1)}.

Então A é simétrico, mas seu adjunto é

A∗f = if ′, D(A∗) = {f ∈ L2(0, 1)|f ′ ∈ L2(0, 1)}.

Definição 1.2.17. Seja A ∈ L(H) um operador auto-adjunto em um espaço de Hilbert

H. Dizemos que A é positivo se

⟨Ax, x⟩ ≥ 0, ∀x ∈ H.

1.2.2 O espectro de um operador linear cont́ınuo

Definição 1.2.18. Seja X um espaço vetorial e A : X −→ X um operador linear.

Um autovalor de A é um escalar λ no qual existe um vetor não-nulo x ∈ X tal que

Ax = λx. O subespaço

Xλ = {x ∈ X |x ̸= 0 e Ax = λx} ∪ {0}

11
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é chamado de autoespaço associado ao autovalor λ e seus elementos são ditos autovetores

de A associados a λ.

SejaX um espaço de Banach e A : D(A)(⊂ X) −→ X um operador linear cont́ınuo.

Definição 1.2.19. O escalar λ é um valor regular do operador A se (A−λI) é bijetora.
Como consequência do Teorema 1.2.8, temos que se λ é um valor regular, então o

operador

(A− λI)−1 : X −→ X

é cont́ınuo. O conjunto dos valores regulares de A é chamado de conjunto resolvente

de A, denotado por ρ(A). Logo,

ρ(A) = {λ ∈ C | (A− λI) é bijetora} .

Quando λ ∈ ρ(A), o operador R(λ,A) = (λ−A)−1 é chamado de operador resol-

vente de A.

Definição 1.2.20. O espectro de um operador A, denotado por σ(A) é o complemento

do resolvente, isto é,

σ(A) = C \ ρ(A).

O espectro é decomposto em três partes:

σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A),

em que

σp(A) = {λ ∈ C | ∃ 0 ̸= x ∈ X tal que Ax = λx}

é denominado de espectro pontual.

σc(A) =
{
λ ∈ C | λ−A é invert́ıvel e R(λ−A) = X

}
é denominado de espectro cont́ınuo. Por fim,

σr(A) =
{
λ ∈ C | λ−A é invert́ıvel mas R(λ−A) ̸= X

}
é chamado de espectro residual.

Se λ ∈ σp(A), então claramente todo vetor não-nulo que satisfaz Ax = λx é um

autovetor (autofunção, caso o espaço seja de funções). É importante destacar que para

uma matriz em Cn, o espectro é composto apenas pelo espectro pontual.

12
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1.2.3 Operadores compactos

Nesta seção, falaremos de uma classe de operadores de extrema importância na

análise funcional que são os operadores compactos. Novamente, não forneceremos pro-

vas dos resultados aqui contidos por se tratarem de resultados auxiliares e clássicos. Em

um espaço normado X de dimensão infinita, temos que a bola unitária BX não pode

ser compacta na topologia induzida pela norma. Os operadores compactos são aqueles

que, em um certo sentido, tem a propriedade de “consertar”essa falta de compacidade

da bola. Assim temos,

Definição 1.2.21. Seja A : X → Y um operador linear entre espaços normados.

Dizemos que o operador A é um operador compacto se A(BX) é compacto em Y .

Temos também o seguinte critério de compacidade

Definição 1.2.22. (Critério de Compacidade). O operador linear A é compacto se, e

somente se, a imagem de qualquer sequência (xn) for uma sequência que possui uma

subsequência convergente.

O conjunto de todos os operadores compactos de X em Y será denotado por

K(X, Y ). No caso em que Y = X, por simplicidade, denotaremos por K(X).

Definição 1.2.23. Dizemos que um operador possui posto finito, quando a imagem de

seu operador possui dimensão finita.

Observação: Da teoria de espaços com dimensão finita, sabemos que toda sequência

limitada possui uma subsequência convergente. Dessa forma, podemos concluir pelo

critério de compacidade que todo operador de posto finito é um operador compacto.

Teorema 1.2.24. Temos as seguintes caracterizações:

(a) Todo operador compacto é cont́ınuo.

(b) Todo operador linear cont́ınuo de posto finito é compacto.

(c) Um espaço normado X possui dimensão finita se, e somente se, o operador iden-

tidade em X do espaço for um operador compacto.

Demonstração. Ver [13, pg. 137].

Teorema 1.2.25. K(X, Y ) é um subespaço fechado de L(X, Y ) associado a norma

∥ · ∥L(X,Y ).

Demonstração. Ver [3, pg. 157].
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Corolário 1.2.26. Sejam (Tn) uma sequencia de operadores de posto finito e T ∈
L(X, Y ) tal que ∥Tn − T∥L(X,Y ) → 0. Então T ∈ K(X, Y ).

Demonstração. Ver [3, pg. 157].

Teorema 1.2.27. Sejam X um espaço de Banach e A um operador compacto com

Im(A) fechada. Então A é um operador de posto finito.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.9, existe uma constante C tal que BIm(A)
⊂ C ·

A(BX). Com isso, obtemos que

BIm(A)
= BIm(A)

⊂ C · A(BX).

Como A é compacto, implica que A(BX) é compacto. Sabemos que um subconjunto

fechado de um espaço métrico compacto é compacto. Com isso, segue-se que a bola

unitária da Im(A) é compacta e portanto, dim Im(A) <∞.

Teorema 1.2.28. Sejam X um espaço de Banach e A ∈ K(X). Então,

(a) Se λ ̸= 0, então λ ∈ σp(A) ou λ ∈ ρ(A).

(b) σ(A) contém apenas autovalores enumeráveis e λ = 0 é o único posśıvel ponto

de acumulação.

(c) λ ∈ σp(A) se, e somente se, λ ∈ σp(A∗).

Demonstração. Ver [9, pg. 301].

Teorema 1.2.29. Sejam H um espaço de Hilbert e A ∈ L(H) um operador compacto

e autoadjunto. Então,

(a) σ(A) ̸= 0.

(b) Se σ(A) = 0, então A ≡ 0.

Demonstração. Ver [3, pg. 165-167].

Teorema 1.2.30. Sejam H um espaço de Hilbert e A ∈ L(H) operador compacto

e autoadjunto. Então existe uma sequência de autovetores de A que formam uma

base ortonormal para H. Como consequência, se A é um operador linear em H com

operador resolvente compacto, então existe uma sequência de autovetores de A que

formam uma base ortonormal para H tal que para cada x ∈ H, podemos representá-

los por x =
∞∑
n=1

anxn, tais que ⟨xn, xm⟩ = δnm para todo n,m ≥ 1, em que xn são

autovetores de A e δnm é o delta Kronecker.

Demonstração. Ver [9, pg. 361].
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1.3 C0-Semigrupos

A teoria de Semigrupos constitui uma poderosa ferramenta para resolução de EDPs.

Nesta seção, falaremos brevemente sobre a teoria e apresentaremos os principais resul-

tados.

1.3.1 Semigrupo de operadores lineares cont́ınuos

Usamos a teoria do C0-Semigrupo com o objetivo de resolver a seguinte equação de

evolução linear em um espaço de Banach X:

dx(t)

dt
= Ax(t), x(0) = x0. (1.1)

em que A : D(A)(⊂ X) −→ X é um operador linear em X. Se para qualquer valor

inicial x0 ∈ X existe uma solução cont́ınua e única x ∈ C(0,∞;X) para (1.1), que de-

pende continuamente do valor inicial x0, então a equação (1.1) associa-se naturalmente

a um semigrupo de operadores lineares limitados e cont́ınuos T (t) com x(t) = T (t)x0,

que satisfaz T (0) = I, em que I é o operador identidade de X.

Definição 1.3.1. Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia de operadores lineares

limitados

{T (t) | t ≥ 0}

é chamado de semigrupo de operadores lineares cont́ınuos ou C0-semigrupo T (t), quando

para qualquer t ≥ 0, tem-se que T (t) é um operador limitado em X e satisfaz:

i) T (0) = I;

ii) T (t+ s) = T (t)T (s),∀t, s ≥ 0;

iii) lim
t→0

∥T (t)x− x∥ = 0,∀x ∈ X.

Observação: Um C0-semigrupo é dito C0-grupo, quando é um C0-semigrupo para

t ≥ 0 e t ≤ 0.

Definição 1.3.2. Seja T (t) um C0-semigrupo em um espaço de Banach X.

i) T (t) é um C0-semigrupo uniformemente cont́ınuo, quando T (t) é cont́ınuo em t

na norma de L(X).

ii) T (t) é um C0-semigrupo diferenciável para t > t0, quando para qualquer x ∈ X,

T (t)x é diferenciável para t > t0. Em particular, se t0 = 0, chamamos T (t) de

C0-semigrupo diferenciável.
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iii) T (t) é dito ser compacto para t > t0 se para qualquer t > t0, T (t) é um operador

compacto. Em particular, se t0 = 0, então T (t) é considerado um C0-semigrupo

compacto.

iv) T (t) é um semigrupo anaĺıtico, quando para qualquer x ∈ X, T (t)x é anaĺıtico

em relação a t.

v) T (t) é um semigrupo de contrações, quando

∥T (t)∥ ≤ 1 para todo t ≥ 0.

Definição 1.3.3. Seja T (t) um C0-semigrupo em um espaço de Banach X. O gerador

infinitesimal A é definido como
Ax = lim

t→0

T (t)x− x

t
, para todo x ∈ D(A), em que

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0

T (t)x− x

t
sempre existe

}
.

Neste sentido, podemos também nos referir a T (t) como o semigrupo gerado por A.

Teorema 1.3.4. Seja T (t) um C0-semigrupo em um espaço de Banach X. Então,

(a) Para todo x ∈ X, T (t)x é fortemente cont́ınuo em t ≥ 0;

(b) Existem constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais que

∥T (t)∥ ≤Meωt,

para todo t ≥ 0.

Demonstração. Ver [14, pg. 4].

Teorema 1.3.5. Seja A o gerador de um C0-semigrupo T (t) em um espaço de Banach

X. Então,

(a) A é linear, fechado e densamente definido.

(b) Para qualquer x ∈ D(A), temos que T (t)x ∈ D(A), t ≥ 0.

(c)
d

dt
(T (t)x) = AT (t)x = T (t)Ax, ∀x ∈ D(A), t ≥ 0.

Portanto, para qualquer x ∈ D(A), existe uma única solução para (1.1) dada por

T (t)x.

Demonstração. Ver [14, pg. 5].
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1.3.2 C0-semigrupos gerados por operadores dissipativos

Quando A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) em espaço de Ba-

nach X, vimos no Teorema 1.3.5 a garantia para uma solução única de (1.1) dada

por T (t)x. Por este fato, surge a necessidade para obtermos condições necessárias e

suficientes para que um operador A, definido em um espaço de Hilbert H, seja gerador

infinitesimal de algum C0-semigrupo. Para isto, apresentamos os importantes teoremas

de Hille-Yosida e Lumer-Phillips.

Definição 1.3.6. Um operador linear A definido em um espaço de Hilbert H, é dito

dissipativo, quando para todo x ∈ D(A), temos

Re⟨Ax, x⟩ ≤ 0.

Teorema 1.3.7. Sejam H um espaço de Hilbert e T (t) o semigrupo gerado por A.

Então, T (t) é um semigrupo de contrações se, e somente se, A é dissipativo.

Demonstração. Ver [8, pg. 64].

Teorema 1.3.8. (Teorema de Hille-Yosida). Seja A um operador linear, não limitado

em um espaço de Banach X. Então, A gera um C0-semigrupo em X se, e somente se,

(a) A é fechado e densamente definido, isto é, D(A) = X.

(b) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém R+ e para todo λ > 0, temos

∥(λI −A)−1∥ ≤ 1

λ
.

Demonstração. Ver [14, pg. 8].

Corolário 1.3.9. Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações,

temos

(a)

C+ = {λ ∈ C; Reλ > 0} ⊂ ρ(A).

(b)

∥(λI −A)−1∥ ≤ 1

Reλ
, ∀λ ∈ C+.

Demonstração. Ver [14, pg. 11].

Teorema 1.3.10. (Teorema de Lummer Phillips). Seja A um operador linear densa-

mente definido em um espaço de Banach X.
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(a) Se A é dissipativo e existe um λ0 > 0 tal que Im (λ0I − A) = X, então A é o

gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações.

(b) Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações sobre X, então

A é dissipativo e Im (λI −A) = X para todo λ > 0.

Demonstração. Ver [14, pg.14].

Corolário 1.3.11. Seja A um operador fechado densamente definido no espaço de

Banach X. Se A e A∗ forem dissipativos, então A é gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo de contrações em X.

Demonstração. Ver [14, pg. 15].

Teorema 1.3.12. Seja A um operador linear, dissipativo e densamente definido sobre

um espaço de Banach X. Se 0 ∈ ρ(A), então A é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo de contrações.

Demonstração. Ver [8, pg.91].

1.3.3 Estabilidade para C0-semigrupos

Nessa seção iremos estudar as condições necessárias que devem ser satisfeitas pelo

operador A para que o semigrupo T (t) seja exponencialmente estável.

Definição 1.3.13. Seja T (t) um C0-semigrupo em um espaço de Banach X.

(a) Dizemos que T (t) é exponencialmente estável, quando existem constantes positi-

vas M,ω > 0 tais que

∥T (t)∥ ≤Me−ωt, ∀t ≥ 0.

(b) Dizemos que T (t) é fortemente ou assintoticamente estável, quando

T (t)x→ 0 quando t→ ∞, ∀x ∈ X.

(c) Dizemos que T (t) é fracamente estável, quando

⟨T (t)x, y⟩ → 0 quando t→ ∞, ∀x ∈ X, y ∈ X∗.

Como motivação iremos considerar primeiro a equação diferencial ordinária de pri-

meira ordem dada por y
′ = ax(t),

x(0) = x0,
(1.2)
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com a, x0 ∈ R.
Sabemos pela teoria de EDO’s que a solução da equação (1.2) é dada pela função

exponencial x(t) = x0e
at. Claramente vemos que ela terá decaimento exponencial se, e

somente se a < 0. Agora estenderemos estes conceitos para sistemas de equações.

Seja o vetor coluna Y = (y1, y2, · · · , yn)T e A = (aij) uma matriz diagonalizável

n× n e consideremos
d

dt
Y = AY, Y (0) = Y0.

É bem conhecido (Veja [8, Cap.2]) que a solução para este sistema de equação pode

ser escrita da forma

Y = eAtY0,

em que

eAt = I + At+
A2t2

2!
+ · · ·+ Antn

n!
+ · · · (1.3)

Temos que eAt é calculado explicitamente por meio de encontrar uma matriz B que

diagonaliza A, isto é,

B−1AB = D,

em que D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A. Para essa construção,

recorreremos a seguinte propriedade:

[
B−1AB

]n
= B−1AnB,

isto é, se B diagonaliza A, então B diagonaliza todas as potências de A. Multiplicando

o lado esquerdo de (1.3) por B−1 e a direita por B obtemos que

B−1eAtB = I +B−1ABt+
1

2
B−1A2Bt2 + · · ·+ 1

n!
B−1AnBtn + · · ·

= I +B−1ABt+
1

2
[B−1AB]2t2 + · · ·+ 1

n!
[B−1AB]ntn + · · ·

= I +Dt+
1

2
D2t2 + · · ·+ 1

n!
Dntn + · · ·

Dessa forma,

eAt = B−1eDtB,
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onde eDt é dada por

eDt =


eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eλnt

 .

Portanto, podemos observar que a solução decai exponencialmente para zero se, e

somente se, a parte real dos autovalores de A é negativa. A taxa de decaimento é dada

por

γ = max {Reλn;λn ∈ σ(A)} .

Figura 1.1: Ver [8, pg. 102]

Em dimensão infinita os autovalores de A possúırem a parte real negativa não

é suficiente para garantir a estabilidade exponencial, pois os autovalores podem se

aproximar do eixo imaginário, isto é, a taxa de decaimento exponencial se aproxima

de zero.

Figura 1.2: Ver [8, pg. 103]
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Teorema 1.3.14. Seja A um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) = eAt.

Então,

eσ(A)t ⊂ σ(T (t)),

isto é, se λ ∈ σ(A), então eλt ∈ σ(T (t)).

Demonstração. Ver [14, pg. 45].

Definição 1.3.15. Seja A um operador definido em um espaço de Banach X. Cha-

maremos de cota superior do espectro ou limite espectral de A o valor

S(A) = sup {Reλ; λ ∈ σ(A)} .

Agora iremos caracterizar o comportamento assintótico de um C0-semigrupo. Pelo

Teorema 1.3.4 sabemos que um C0-semigrupo gerado pelo operador A satisfaz

∥eAt∥ ≤Meωt, (1.4)

para algum M ≥ 1 e algum ω > 0.

Claramente se (1.4) é válido, então implica que

∥eAt∥ ≤Me(ω+n2)t,

para todo n ∈ Z também será válido. Diante desta observação é esperado surgir

a seguinte pergunta: “qual é o menor elemento ω ∈ R que satisfaz (1.4)?”. Para

respondermos esta pergunta introduzimos a seguinte definição

Definição 1.3.16. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo, diremos que

ω0(A) é o limite de crescimento ou tipo de C0-semigrupo gerado por A, quando

ω0(A) = lim
t→∞

ln ∥eAt∥
t

= inf
t>0

ln ∥eAt∥
t

.

Teorema 1.3.17. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo. Então, para

todo ε > 0 existe Mε ≥ 1 tal que

∥eAt∥ ≤Mεe
(ω0+ε)t.

Demonstração. Ver [8, pg .112].

Teorema 1.3.18. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo. Então a cota

superior do espectro de A é menor ou igual que o limite de crescimento, isto é,

S(A) ≤ ω0(A).
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Demonstração. Ver [8, pg. 112].

Definição 1.3.19. Dizemos que T (t) satisfaz a condição de crescimento determinada

pelo espectro é satisfeita, quando

S(A) = ω0(A).

Corolário 1.3.20. Seja T (t) um C0-semigrupo diferenciável para todo t > t0 ≥ 0.

Então,

σ(T (t))\{0} = etσ(A) para todo t ≥ 0.

Por consequência, a condição de crescimento determinada pelo espectro é satisfeita.

Demonstração. Ver [12, pg. 121].

Teorema 1.3.21. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo sobre um espaço

de Hilbert H. Então,

S(A) = ω0(A)

se, e somente se, para todo ε > 0, existe Mε ≥ 1 tal que

∥(λI −A)−1∥ ≤Mε, Reλ ≥ S(A) + ε.

Demonstração. Ver [8, pg. 121].

O teorema abaixo é uma condição necessária e suficiente para que o C0-semigrupo seja

exponencialmente estável.

Teorema 1.3.22. Seja T (t) um semigrupo anaĺıtico gerado pelo operador A em um

espaço de Banach X. Se S(A) < 0, então existem constantes M ≥ 1 e µ > 0 tal que

∥T (t)∥ ≤Mee
−µt.

Demonstração. Ver [14, pg. 118].

A definição abaixo será de grande importância pois será mencionada no Caṕıtulo 3.

Definição 1.3.23. (Perturbação Compacta). Sejam T (t) e TB(t) os C0-semigrupos

gerados respectivamente pelos operadores lineares A e A+ B definidos em um espaço

de Banach X. Dizemos que TB(t) é uma perturbação compacta de T (t) quando TB(t0)−
T (t0) é compacto para algum t0 > 0.
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1.4 Integração sobre curvas em C

Nesta seção iremos fazer um estudo de integração sobre curvas em C, para isto

iniciaremos com conceitos fundamentais, tais como os de funções inteiras e a de curvas

de Jordan. Em seguida, abordaremos a noção de integração de funções definidas em

curvas e daremos destaque para o estudo de propriedades das integrais de funções

anaĺıticas descritas pelo Teorema da integral de Cauchy. Por fim, introduziremos a

definição para função holomorfa e apresentaremos o Teorema de Rouché.

Definição 1.4.1. Uma função complexa é dita anaĺıtica em um ponto p ∈ C, quando
ela é diferenciável em todos os pontos de uma vizinhança de p. Uma função é anaĺıtica

em todo o seu domı́nio, quando for anaĺıtica em cada ponto do seu domı́nio. Em

particular, quando o seu domı́nio é todo o plano complexo a chamamos de função

inteira.

Uma curva cont́ınua C no plano complexo é definida por meio de uma parame-

trização:

C : z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b], a, b ∈ R, (1.5)

em que x(t) e y(t) são funções reais cont́ınuas na variável real t. Dizemos que a curva

C é diferenciável, quando possuir uma parametrização diferenciável.

Apesar de termos definido por meio de uma parametrização, também podemos defi-

nir como “curva”ao gráfico gerado pela parametrização. Em outros palavras, podemos

nos referir a uma curva como uma parametrização ou um conjunto de pontos em C.
Dada uma curva definida da mesma maneira em (1.5), o valor z(a) é chamado valor

inicial, enquanto que z(b) é chamado valor final da curva C. Se z(a) = z(b), dizemos

que é uma curva fechada. Caso z(t1) ̸= z(t2) para todo t1, t2 ∈ (a, b), a chamamos de

curva simples. As curvas C : z(t), t ∈ [a, b] fechadas e simples são chamadas de curvas

de Jordan.

Teorema 1.4.2. (Curvas de Jordan). Se C é uma curva de Jordan, então o comple-

mento de C consiste de duas regiões disjuntas, uma limitada e a outra ilimitada em

que ambas possuem a curva C como fronteira.

Apesar do fácil entendimento intuitivo do Teorema anterior, sua prova é notada-

mente dif́ıcil e para ela citamos [11].

Poderemos também admitir curvas C que não são suaves. Neste caso, deverão ser

compostas por uma sequência finita de curvas suaves γ1, · · · , γn, em que o ponto final

de uma está ligada ao ponto inicial da outra, neste caso dizemos que a curva é suave

por partes em um intervalo fechado.
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Agora, abordaremos a integração de funções definidas em curvas. Iniciaremos com

funções definidas em intervalos reais com valores em C. Neste caso, a integral de

Riemann pode ser utilizada, portanto, sem mais delongas, definimos a integral de uma

função f(x) = u(x) + iv(x) definida em um intervalo (a, b) da forma:∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

u(x) dx+ i

∫ b

a

v(x) dx.

Para o caso em que f é cont́ınua por partes, digamos em subintervalos de (a, b) da

forma (ak−1, ak), em que a0 = a e an = b, então

∫ b

a

f(x) dx =
n∑

k=1

∫ ak

ak−1

u(x) dx+ i
n∑

k=1

∫ ak

ak−1

v(x) dx.

A extensão para o caso em que f está definida sobre uma curva suave de C tal

como (1.5) segue-se fazendo a composição t 7→ f(z(t)), que representa uma espécie de

mudança de variável de C para o intervalo [a, b]. Assim, a definição a seguir é bastante

natural.

Definição 1.4.3. Seja C uma curva suave por partes em [a, b] e f cont́ınua sobre o

gráfico de C. A integral de contorno de f sobre C é definida por:∫
C

f(z) dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt. (1.6)

Observação 1: A integral à direita de (1.6) é, na verdade, do tipo Riemman Stieljes.

Para partições do tipo δ := {a = a0 < a1 < · · · < an = b}, temos que a integral de f

sobre a curva C é o resultado do limite de expressões da foma

n∑
k=1

f(z(ak))(z(ak)− z(ak−1)), (1.7)

quando |δ| → 0, isto é, quando refinamos cada vez mais a partição.

Observação 2: Na definição anterior, escrevemos a definição da integral em termos

da parametrização da curva C. Entretanto, se consideramos esta outra parametrização

z̃(t) = z(−t + b + a), vemos que ela gera uma curva cujo gráfico é a mesma curva C,

porém, percorre a curva C no sentido oposto. Assim, com esta nova parametrização,

obtemos que ∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt = −
∫ b

a

f(z̃(t))z̃′(t) dt.

Desta forma, conclúımos que a alteração da orientação da curva pode mudar o sinal

da integral sobre uma curva. Com isso, para que a Definição 1.4.3 faça sentido, esco-
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lheremos sempre o sentido anti-horário como o padrão para o cálculo da integral sobre

uma curva. Em outros termos, o sentido anti-horário é aquele em que um observador

percorrendo sobre a curva C sempre terá à esquerda a região limitada estabelecida por

C (Veja o Teorema 1.4.2).

Outro resultado de extrema importância é o seguinte:

Teorema 1.4.4. Seja f uma função anaĺıtica em um domı́nio D simplesmente conexo.

Se C1 e C2 são contornos contidos no domı́nio D com os mesmos pontos iniciais e finais

(o que determina a orientação), então∫
C1

f(z) dz =

∫
C2

f(z) dz.

Conclúımos, portanto, que as integrais de funções suaves sobre curvas com pontos

iniciais e finais iguais e com mesma orientação terão mesmo valores. Temos também

que, a mudança de orientação, independente da parametrização escolhida, simples-

mente muda o sinal do valor da integral desejada.

Definição 1.4.5. Seja f : X → C, X ⊂ C aberto, uma função complexa. Dizemos

que f é holomorfa em X, quando f ′(z) existe para todo z ∈ X.

O teorema a seguir será de grande importância para os resultados que seguem.

Teorema 1.4.6. (Teorema de Rouché). Sejam f e g duas funções holomorfas, ambas

definidas no domı́nio U ⊂ C e seja V ⊂ U uma região fechada e limitada cuja fronteira

∂V é uma curva de Jordan suave por partes, com V \∂V um domı́nio. Se

|f(z)− g(z)| < |f(z)| para todo z ∈ ∂V,

então f e g tem o mesmo número de zeros no interior de V .

Demonstração. Ver [10, pg. 154].

1.4.1 Teorema da Integral de Cauchy

As integrais de funções anaĺıticas possuem propriedades muito importantes. Em

destaque temos as que são descritas pelo teorema da integral de Cauchy.

Definição 1.4.7. Um conjunto D é dito conexo, quando dados quaisquer dois pontos

de D, podemos uni-los por uma linha totalmente contida em D. Além disso, diremos

que D é simplesmente conexo, quando qualquer curva simples, fechada e contida em D

pode ser deformada, sempre totalmente contida em D, até se tornar um único ponto.
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Vamos agora aos teoremas de Cauchy:

Teorema 1.4.8. (Integral de Cauchy). Seja f uma função anaĺıtica em um domı́nio

simplesmente conexo D. Se C é uma curva fechada e simples em D, então∫
C

f(z)dz = 0.

Uma questão natural que surge é o que podemos afirmar sobre a integral de uma

função anaĺıtica sobre um contorno que contém uma singularidade do integrando. Para

isto, temos as fórmulas das integrais de Cauchy:

Teorema 1.4.9. Seja f uma função anaĺıtica em um domı́nio simplesmente conexo

contendo um contorno fechado C. Então f(z) possui derivadas de todas as ordens em

cada ponto z0 dentro de C, com

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ,

para todo n ∈ N.

Como consequência do teorema anterior, temos:

Teorema 1.4.10. Seja f uma função anaĺıtica em um domı́nio D contendo um con-

torno fechado C. Se z0 é um ponto em D, então podemos representar f(z) da seguinte

forma:

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n,

em que a série é convergente quando |z − z0| < δ tal que δ é a distância entre z0 e o

ponto mais próximo em C.

1.4.2 Projeções de Riesz e Cálculo Funcional

Nesta seção, trabalharemos sobre a teoria espectral que se aplica a operadores

lineares limitados.

Considere A um operador auto-adjunto compacto, atuando em um espaço de Hil-

bert H que, por sua vez, decompõe-se em uma soma de auto-espaços ortogonais, a

saber

H = Ker(A)⊕Ker(λ1 −A)⊕Ker(λ2 −A)⊕ · · ·

em que λ1, λ2, · · · são autovalores distintos e não nulos de A, a soma acima podendo

ser finita, ou não.

Suponha que H possui dimensão finita e que λ1, · · ·, λr sejam os autovalores de A,

nos quais podemos mostrar que são números reais. Pela forma canônica de Jordan,
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existe uma matriz invert́ıvel QA tal que JA = QAAQ−1
A se escreve como uma matriz

de blocos diagonais da forma:

T =



λj 1 0 . . . 0 0

0 λj 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . λj 1

0 0 0 . . . 0 λj


. (1.8)

Notemos que a existência de QA é equivalente à existência de uma base para H em

que a matriz de A escrita nessa nova base é composta por blocos da forma (1.8).

Seja agoraMv o espaço que contém os vetores da base que correspondem ao elemento

do bloco de Jordan JA com λv na diagonal principal. Então, em outros termos, a forma

de Jordan nos permite escrever

H =M1 ⊕ · · · ⊕Mr, (1.9)

em que cada Mv é A-invariante (A(Mv) ⊂Mv) e a restrição de A a Mv possui apenas

um único autovalor que é λv. Neste caso, podemos ver a matriz identidade em H da

forma: 
Id1 0 · · · 0

0 Id2 0 0
...

...
. . . . . .

0 · · · · · · Idr


em que Idv é a matriz identidade cuja quantidade de linhas ou colunas é exatamente

a dimensão do espaço Mv. A matriz definida em H cujos únicos elementos não nulos

são aqueles do bloco Idv chamaremos de Iv, isto é

Iv =



0 0 · · · 0 0
...

. . . · · · 0 0

0 · · · Idv · · · 0
...

... · · · . . . 0

0 0 · · · 0 0


.

Um fato interessante é que, para determinarmos o espaço Mv, não é necessário conhe-

cermos a base Jordan. Há uma forma direta que iremos especificar a seguir:

Mv = Im

[
1

2πi

∫
Γv

(λ−A)−1 dλ

]
, (1.10)
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em que Γv é o contorno em torno de λv, separando λv dos demais autovalores. Para

vermos isto, notemos que pela matriz T de ordem k dada por (1.8), temos

(λ− T )−1 =



(λ− λj)
−1 (λ− λj)

−2 · · · (λ− λj)
−(k−1) (λ− λj)

−k

0 (λ− λj)
−1 · · · (λ− λj)

−(k−2) (λ− λj)
−(k−1)

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . (λ− λj)
−1 (λ− λj)

−2

0 0 · · · 0 (λ− λj)
−1


. (1.11)

Agora, sabendo que QA(λ−A)−1Q−1
A = (λ−JA)

−1, vemos que a base que converte

a matriz A em blocos de Jordan, converte a matriz (λ − A)−1 em blocos da forma

(1.11). Portanto, pelo Teorema 1.4.9,

1

2πi

∫
Γv

QA (λ−A)−1Q−1
A dλ = Iv,

o que implica em (1.10).

Observação: Na fórmula (1.10), o fato de estarmos trabalhando em espaços de di-

mensão finita não assume um papel importante. Veremos que ela também é usada

no caso onde a dimensão é infinita para obtermos decomposições espectrais do espaço

semelhante a (1.9).

Agora, iremos entender a integral sobre um contorno para funções definidas em C
e com valores em espaços de dimensão infinita.

Definição 1.4.11. Um subconjunto Ω de C será chamado de domı́nio de Cauchy,

quando for aberto, tiver um número finito de componentes conexas e a fronteira ∂Ω

for composta por um número finito de curvas de Jordan. A fronteira de Ω é orientada

positivamente e denotada por +∂Ω.

Definição 1.4.12. Um contorno de Cauchy é o contorno orientado de um domı́nio de

Cauchy limitado em C.

Seja Γ um contorno de Cauchy em C. Queremos dar um sentido para

1

2πi

∫
Γ

g(λ)dλ, (1.12)

em que agora g é uma função com valores em algum espaço de Banach.

O teorema a seguir será de grande importância para os resultados que seguem.

Teorema 1.4.13. SeK é um subconjunto compacto e não vazio de um conjunto aberto

Ω ⊂ C, então sempre podemos encontrar um contorno de Cauchy Γ em Ω tal que K

esteja contido nele.
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Demonstração. Ver [2, pg.6].

Seja Γ um contorno de Cauchy e g : Γ −→ X uma função cont́ınua em Γ com valores

no espaço de Banach X. Então, como na teoria das funções complexas, a integral (1.12)

pode ser definida como a integral de Stieltjes com a sua convergência definida na norma

de X. Assim, o valor da integral em (1.12) é um vetor em X que aparece como limite,

na norma de X, da soma de Stieltjes correspondente similar à (1.7). Diante disso,

temos

F

(
1

2πi

∫
Γ

g(λ)dλ

)
=

1

2πi

∫
Γ

F (g(λ))dλ, (1.13)

para qualquer funcional linear cont́ınuo de F em X.

Definição 1.4.14. Seja Ω um conjunto aberto não vazio em C e X um espaço de

Banach. Dizemos que a função g : Ω −→ X é anaĺıtica em λ0 ∈ Ω, quando existe uma

vizinhança U de λ0 em Ω tal que a função g pode ser representada como uma série de

potência em λ− λ0, isto é

g(λ) =
∞∑
n=0

(λ− λ0)
ngn, λ ∈ U, (1.14)

em que g0, g1, . . . são vetores em X que não dependem de λ. A série (1.14) é vista

como o limite da sequência das reduzidas na norma de X. Em geral, se g é anaĺıtica

em cada ponto de Ω, então dizemos que g é anaĺıtica em Ω.

Uma vez que g é anaĺıtica em Ω, podemos estender a fórmula da integral de Cauchy.

Consideremos g : Ω −→ X anaĺıtica em Ω e Γ um contorno de Cauchy tal que Γ e seu

interior estejam em Ω. Dessa forma,

g(λ0) =
1

2πi

∫
Γ

1

λ− λ0
g(λ)dλ, ∀ λ0 ∈ Γ. (1.15)

A prova de (1.15) é simples e segue diretamente do Teorema 1.4.9. De fato, con-

sideremos y um vetor em X, definido como sendo o lado direito da igualdade acima.

Tomaremos um funcional linear cont́ınuo arbitrário F em X. Logo, F ◦g é uma função

anaĺıtica com valores escalares. Aplicando a fórmula da integral de Cauchy, obtemos

F (g(λ0)) =
1

2πi

∫
Γ

1

λ− λ0
F (g(λ))dλ.

Usando (1.13), conclúımos que F (g(λ0)) = F (y). Pela arbitrariedade de F em X,

segue-se pelo Teorema de Hahn-Banach que g(λ0) = y, de onde obtemos (1.15).

Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear limitado no espaço de Banach

X. Mostraremos que o operador resolvente R(·) := (· − A)−1 é anaĺıtico no conjunto
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resolvente ρ(A).

Teorema 1.4.15. (Identidade do resolvente). Seja X um espaço de Banach sobre C
e A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, em que D(A) é um domı́nio em X. Se

λ, µ ∈ ρ(A), então são válidas as seguintes identidades:

(λ−A)−1 − (µ−A)−1 = (µ− λ)(µ−A)−1(λ−A)−1

e

(λ−A)−1(µ−A)−1 = (µ−A)−1(λ−A)−1.

Demonstração. ver [16, pg.198].

Observação: Como consequência da identidade do resolvente é fácil ver que se um

dos operadores resolventes é compacto, então implica que todos devem ser compactos.

Teorema 1.4.16. Seja X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X → X

um operador linear fechado. Então ρ(A) é um subconjunto aberto de C e σ(A) é um

subconjunto fechado de C. Além disso, se µ ∈ ρ(A) e λ ∈ C é tal que |µ − λ| ∥
(µ−A)−1 ∥L(X)< 1, então λ ∈ ρ(A) e

(λ−A)−1 =
∞∑
n=0

(µ− λ)n(µ−A)−(n+1).

Demonstração. Ver [16, pg.199].

Teorema 1.4.17. Seja X um espaço de Banach sobre C e A : D(A) ⊂ X −→ X

um operador fechado. Então, o operador resolvente R(·) := (· − A)−1 é anaĺıtico no

conjunto resolvente ρ(A). Além disso, dado λ ∈ ρ(A) temos

dn

dλn
(λ−A)−1 = (−1)nn!(λ−A)−(n+1).

Demonstração. Ver [16, pg.201].

Se M for um subespaço A-invariante de X, então A|M denota a restrição de A a

M , no qual é um operador de M emM . Suponhamos que o espectro de A seja a união

de dois subconjuntos disjuntos, compactos e não-vazios, denotados por σ e τ . Iremos

mostrar que essa decomposição do espectro implica em uma decomposição em soma

direta X = M ⊕ L, em que M e L são A-invariantes de X. Além disso, o espectro da

restrição A|M é igual a σ e o espectro de A|L é igual a τ .
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Para mostrarmos essa decomposição espectral definimos o operador linear e limitado

atuando em X

P =
1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1dλ. (1.16)

Um conjunto σ é chamado de parte isolada de σ(A), quando σ e τ := σ(A) ∖ σ

forem subconjuntos fechados de σ(A). Dada uma parte isolada σ de σ(A), definimos

Pσ como sendo um operador linear limitado dado por (1.16), em que Γ é um contorno

de Cauchy no conjunto resolvente de A em que σ está contido no domı́nio interno de

Γ e τ no domı́nio externo de Γ. Uma vez que (λ − A)−1 é um operador anaĺıtico na

variável λ no conjunto resolvente de A, com argumentos padrões da teoria da função

complexa, temos que Pσ não depende da escolha de contorno Γ. O operador Pσ é

chamado de projeção de Riesz de A no espaço de Banach X, correspondente à parte

isolada σ. O uso da palavra projeção, decorre dos resultado a seguir.

Teorema 1.4.18. O operador Pσ é uma projeção, isto é, P2
σ = Pσ.

Demonstração. Sejam Γ1 e Γ2 contornos de Cauchy em torno de σ tal que σ é separado

de τ = σ(A)\σ. Assumindo que Γ1 está no domı́nio interno de Γ2, temos

P2
σ =

(
1

2πi

∫
Γ1

(λ−A)−1 dλ

)(
1

2πi

∫
Γ2

(µ−A)−1 dµ

)
=

(
1

2πi

)2 ∫
Γ1

∫
Γ2

(λ−A)−1(µ−A)−1 dµ dλ.

Pelo Teorema 1.4.15

(λ−A)−1 − (µ−A)−1 = (µ− λ)(λ−A)−1(µ−A)−1, λ, µ ∈ ρ(A).

Agora, fazendo P2
σ = Q−R , em que

Q =

(
1

2πi

)2 ∫
Γ1

∫
Γ2

1

µ− λ
(λ−A)−1 dµ dλ

=
1

2πi

∫
Γ1

(λ−A)−1

(
1

2πi

∫
Γ2

1

µ− λ
I dµ

)
dλ

=
1

2πi

∫
Γ1

(λ−A)−1 dλ

= Pσ.
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e

R =

(
1

2πi

)2 ∫
Γ1

∫
Γ2

1

µ− λ
(λ−A)−1 dµ dλ

=

(
1

2πi

)2 ∫
Γ2

∫
Γ1

1

µ− λ
(λ−A)−1 dλ dµ

=
1

2πi

∫
Γ2

(µ−A)−1

(
1

2πi

∫
Γ1

1

µ− λ
I dλ

)
dµ

= 0.

Acima utilizamos que∫
Γ2

dµ

µ− λ
= 2πi (λ ∈ Γ1),

∫
Γ2

dλ

µ− λ
= 0 (µ ∈ Γ2).

Observemos que essas identidades acima são verdadeiras, uma vez que Γ1 está no

domı́nio interno de Γ2. Além disso, as integrais no cálculo de R comutam pelo fato que

o integrando é um operador cont́ınuo em Γ1 × Γ2. Com isso, obtemos

P2
σ = Pσ.

Corolário 1.4.19. A imagem de uma projeção P é fechada.

Demonstração. De fato, se (Pxn) é uma sequência em P(X) tal que (Pxn) −→ y, então

pelo fato que P é uma projeção implica que (Pxn)2 = Pxn. Uma vez que o operador é

cont́ınuo obtemos que Pxn −→ Py. Com isso, pela unicidade do limite conclúımos que

y = Py ∈ P(X).

Teorema 1.4.20. Seja σ uma parte isolada de σ(A),M = ImPσ e L = KerPσ. Então,

X =M ⊕ L, em que M e L são subespaços A-invariantes e

σ(A|M) = σ, σ(A|L) = σ(A)\σ.

Demonstração. Pelo fato que Pσ é uma projeção vimos pelo Corolário 1.4.19 que M é

um subespaço fechado. De modo análogo, teremos claramente que L é um subespaço

fechado. Além disso, temos a decomposição trivial X =M ⊕ L. Como A(λ−A)−1 =

(λ − A)−1A para λ ∈ ρ(A) segue-se que APσ = PσA, o que implica que M e L são

A-invariantes pois como já sabemos que M e L são fechados resulta em A(M) ⊆M e

A(L) ⊆ L. Agora, seja Γ um contorno de Cauchy em torno de σ tal que σ é separado
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de τ := σ(A)⧹σ. Para µ /∈ Γ definiremos

S(µ) =
1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1 dλ.

Como Pσ comuta com A e sabemos que Pσ comuta com o resolvente resulta que Pσ

comuta com S(µ). Observemos que

S(µ)(A− µ) = (A− µ)S(µ)

=
1

2πi

∫
Γ

1

µ− λ
(A− µ)(λ−A)−1 dλ

=
1

2πi

∫
Γ

1

µ− λ
(A− µ+ λ− λ)(λ−A)−1 dλ

=
1

2πi

∫
Γ

−1

µ− λ
I dλ− 1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1 dλ

=

I − Pσ, seµ ∈ Γ,

−PσI, seµ /∈ Γ.

Seja µ /∈ σ e sem perda de generalidade assumiremos que Γ é de tal forma que µ esteja

fora de Γ. Assim, pelo cálculo feito acima resulta que

(A− µ)S(µ)x = S(µ)(A− µ)x = −x, x ∈M.

Desde que S(µ)M ⊂ M , teremos que (A− µ) é uma aplicação injetiva de M em M e

(µ−A|M)−1 = S(µ)|M . Portanto µ ∈ ρ(A|M) e conclúımos que σ(A|M) ⊂ σ. De modo

análogo obtemos σ(A|L) ⊂ τ . Por fim, seja λ /∈ σ(A|M) ∪ σ(A|L). Então (λ − A) é

uma aplicação injetiva de M (respectivamente, L) em M (respectivamente, L). Assim,

segue-se que λ ∈ ρ(A). Portanto,

σ(A) ⊂ σ(A|M) ∪ σ(A|L) ⊂ (σ ∪ τ) = σ(A).

Corolário 1.4.21. Seja σ(A) uma união disjunta de subconjuntos fechados σ e τ .

Então,

Pσ + Pτ = I e Pσ · Pτ = 0.

Demonstração. Sem perda de generalidade, consideremos os contornos de Cauchy Γ,

Γ1 e Γ2 de modo que Γ1,Γ2 ⊂ Γ em que Γ1 é um contorno em torno de σ e Γ2 é um

contorno em torno de τ . Pela teoria de funções complexa sabemos que

1

2πi

∫
Γ1

(λ−A)−1 dλ+
1

2πi

∫
Γ2

(λ−A)−1 dλ =
1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1 dλ. (1.17)

33



1. Preliminares

Observemos que o lado esquerdo de (1.17) por definição é igual à Pσ + Pτ . Além

disso, pelo Teorema 1.4.20 ao considerarmos σ = σ(A), obtemos que Pσ(A) = I, pois

σ(A|L) = σ(A)\σ = ∅, com isso implica que L = {0} e X = M . Dessa forma, o lado

direito de (1.17) é igual à I. Portanto segue-se que Pσ + Pτ = I. Por fim, temos que

Pσ · Pτ = Pσ · (I − Pσ) = (Pσ − P2
σ) = 0, isto é, Pσ · Pτ = 0.

Teorema 1.4.22. Seja X uma decomposição pela soma direta dos subespaços A-

invariantes M e L. Então, σ(A) = σ(A|M) ∪ σ(A|L). E se σ(A|M) ∩ σ(A|L) = ∅,

então

M = ImPσ(A|M ) L = Ker Pσ(A|M ).

Demonstração. Como M e L são subespaços A-invariantes implica que o operador

(λ−A) possui a seguinte representação da matriz 2×2 do operador em relação à soma

direta X =M ⊕ L:

λ−A =

[
λ−A1 0

0 λ−A2

]
,

em que A1 = A|M e A2 = A|L. Assim, implica que λ ∈ ρ(A) se, e somente se,

λ ∈ ρ(A1) ∩ ρ(A2), e para esse caso obtemos

(λ−A)−1 =

[
(λ−A1)

−1 0

0 (λ−A2)
−1

]
. (1.18)

Portanto, ρ(A) = ρ(A1) ∩ ρ(A2) e σ(A) = σ(A1) ∪ σ(A2). Agora, assumiremos que

σ(A1) ∩ σ(A2) = ∅ e consideremos Γ um contorno de Cauchy em torno de σ(A1) de

modo que separe σ(A1) de σ(A2) e integramos (1.18) sobre Γ. Pelo Corolário 1.4.21 e

pela observação feita em sua demonstração que ao considerarmos σ = σ(A) obtemos

que Pσ(A) = I, temos

1

2πi

∫
Γ

(λ−A1)
−1 dλ = IM ,

1

2πi

∫
Γ

(λ−A2)
−1 dλ = 0.

Portanto,

Pσ(A1) =
1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1 dλ =

[
IM 0

0 0

]
,

o que segue-se a prova o Teorema.

1.4.3 Autovalores de tipo finito

Seja A um operador linear limitado no espaço de Banach X.
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Definição 1.4.23. Seja λ ∈ σ(A). Dizemos que λ é autovalor de tipo finito, quando

X pode ser escrito em uma soma direta :

X =M ⊕ L

e as seguintes propriedades serão satisfeitas:

(a) M e L são subespaços A-invariantes;

(b) dimM <∞;

(c) σ(A|M) = {λ} e λ /∈ σ(A|L).

Teorema 1.4.24. Um ponto λ ∈ σ(A) é autovalor do tipo finito se, e somente se, λ é

ponto isolado em σ(A) e sua projeção de Riesz correspondente (Pλ) possui posto finito.

Demonstração. Observemos que se λ0 é um ponto isolado de σ(A), então o conjunto

{λ0} é uma parte isolada de σ(A). Seja λ0 tal ponto e suponha que a projeção de

Riesz Pλ0 possui posto infinito e consideremosM = ImPλ0 e L = Ker Pλ0 . Então, pelo

Teorema 1.4.20 obtemos que X = M ⊕ L e as propriedades da Definição 1.4.23 serão

satisfeitas. Portanto λ0 é um autovalor de tipo finito.

Por outro lado, seja λ0 um autovalor de A de tipo finito. Então X admite a

decomposição X = M ⊕ L satisfazendo as propriedades da Definição 1.4.23. Pelo

Teorema 1.4.22 obtemos que σ(A) = {λ0} ∪ σ(A|L). Desde que λ0 /∈ σ(A|L), obtemos

que λ0 é um ponto isolado de σ(A) e M = ImPλ0 . Mas, dimM < ∞, com isso

conclúımos que Pλ0 tem posto finito.

Definição 1.4.25. Sejam λ um autovalor de tipo finito de A e X =M ⊕ L em que

M = ImPλ e L = KerPλ.

Chamamos de multiplicidade algébrica de λ a dimensão de M , isto é, a dimensão de:

ImPλ.

Chamamos de multiplicidade geométrica de λ a dimensão de

Ker (λ−A).

O teorema a seguir será de grande importância para concluirmos quando os auto-

valores de um operador possui multiplicidade algébrica finita.
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Teorema 1.4.26. Sejam A um operador compacto em um espaço de Banach e σ uma

parte isolada do espectro de σ(A). Se 0 /∈ σ, então a projeção de Riesz Pσ possui posto

finito.

Demonstração. Seja Γ um contorno de Cauchy em torno de σ de modo que separa

σ de σ(A)\σ. Desde que 0 /∈ σ podemos assumir, sem perda de generalidade, que 0

pertence o domı́nio externo de Γ. Dáı,

Pσ =
1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1 dλ

=
1

2πi

∫
Γ

1

λ
(λ−A+A)(λ−A)−1 dλ

=
1

2πi

∫
Γ

1

λ
I dλ+

1

2πi

∫
Γ

1

λ
A(λ−A)−1 dλ

= A
(

1

2πi

∫
Γ

1

λ
(λ−A)−1 dλ

)
.

Com isso, conclui-se que Pσ é compacto. Além disso, como Pσ é uma projeção implica

que Pσ possui posto finito.

Corolário 1.4.27. Todo λ ∈ σ(A) não nulo de um operador compacto é um autovalor

do tipo finito.

Demonstração. Basta observamos que dado um ponto λ ∈ σ(A) não-nulo de um ope-

rador compacto tem-se que o conjunto {λ} é uma parte isolada de σ(A). Pelo Teo-

rema 1.4.26, o operador Pλ possui posto finito. Com isso, pelo Teorema 1.2.27, conclui-

se que λ é um autovalor de tipo finito.

1.5 Espaços de Sobolev

Definição 1.5.1. Considere uma ênupla α = (α1, α2, · · · , αn), a qual chamaremos de

multi-́ındice. Definimos

(a) |α| =
n∑

i=1

αi,

(b) xα = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n , ∀x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn,

(c) ∂α = ∂α1
x1
∂α2
x2

· · · ∂αn
xn
,

(d)

(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
=

(
α1

β1

)(
α2

β2

)
· · ·

(
αn

βn

)
.
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Definição 1.5.2. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto com fronteira ∂Ω suave. Para

qualquer inteiro m não negativo, Cm(Ω) é o espaço formado por todas as funções que

juntamente com todas as suas derivadas parciais ∂α com ordem α ≤ m, são continuas

em Ω. Para m = 0, denotamos C0(Ω) = C(Ω). O suporte de uma função cont́ınua ϕ é

definido por

supp(ϕ) = {x ∈ Ω|ϕ(x) ̸= 0}.

Os subespaços C0(Ω) e C
∞
0 (Ω) são formados por todas as funções C(Ω) e C∞(Ω),

respectivamente, com suporte compacto em Ω. A topologia de C∞
0 definida de tal

forma que {ϕn} ⊂ C∞
0 (Ω) converge para 0 se

i) O conjunto suporte de todas {ϕn(·)} está contido em um conjunto compacto (este

conjunto é fixo).

ii) {ϕn(·)} e suas derivadas parciais convergem uniformemente para 0.

O espaço C∞
0 (Ω) dotado por esta topologia é chamado de espaço teste, denotado por

D(Ω).

Teorema 1.5.3. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado com fronteira sufici-

entemente suave ∂Ω. Se D(Ω) é sequencialmente completo, isto é, se uma sequência

{ϕn} ⊂ D(Ω) satisfaz

(a) supp(ϕn) ⊂ K ⊂ Ω, onde K é compacto.

(b) max |∂αϕn(x)− ∂αϕm(x)| → 0, (n,m→ ∞).

Então, existe ϕ0 ∈ D(Ω) tal que ϕn → ϕ0, para n suficientemente grande.

Demonstração. Ver [1, pg. 19].

Definição 1.5.4. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado com fronteira suave ∂Ω.

O espaço funcional cont́ınuo (ou espaço dual) de D(Ω), denotado por D′(Ω), é chamado

de espaço das funções generalizadas ou espaço de distribuições em Ω.

A derivada fraca ∂αf de uma distribuição f ∈ D′(Ω) é definida por

⟨∂αf, ϕ⟩ = (−1)|α|⟨f, ∂αϕ⟩, ∀ϕ ∈ D(Ω),

onde ⟨·, ·⟩ denota a dualidade entre D′(Ω) e D(Ω), isto é,

⟨f, ϕ⟩ = f(ϕ).
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Com isso, toda distribuição possui derivadas de todas as ordens. Considerando uma

função localmente integrável, f(·), definida em Ω, existe uma distribuição f definida

por

⟨f, ϕ⟩ =
∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Definição 1.5.5. Seja Ω ∈ Rn um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave

∂Ω. Uma sequência de funções generalizadas {fn} ⊂ D′(Ω) converge fracamente para

f ∈ D′(Ω) quando

lim
n→∞

⟨fn, ϕ⟩ = ⟨f, ϕ⟩, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Observe que se uma sequência de funções generalizadas é convergente, então a sequência

de qualquer ordem de sua derivada generalizada também é convergente.

Definição 1.5.6. Seja Ω ∈ Rn um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave ∂Ω.

Para qualquer inteiro m, definimos

Hm(Ω) =
{
f ∈ L2(Ω)|∂αf ∈ L2(Ω), ∀α, |α| ≤ m

}
,

que é chamado de espaço de Sobolev de ordem m sobre Ω. Hm(Ω) munido do produto

interno:

⟨f, g⟩Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

⟨∂αf, ∂αg⟩L2(Ω), ∀f, g ∈ Hm(Ω),

é um espaço de Hilbert.

Temos os seguintes teoremas de imersão em espaços de Sobolev:

Teorema 1.5.7. (Teorema da imersão cont́ınua de Sobolev). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio

aberto, limitado e com fronteira ∂Ω regular, com s = m+
n

2
+ ϵ, 0 < ϵ < 1, em que m

é um inteiro não negativo. Então, a imersão

Hs (Ω) ↪→ Cm,ϵ (Ω)

é cont́ınua.

Demonstração. Ver [1, pg. 85].

Teorema 1.5.8. (Teorema da imersão compacta de Sobolev). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio

aberto, limitado e com fronteira, ∂Ω, regular e considere s1, s2 ∈ R, com s1 < s2. Então,

a imersão

Hs2 (Ω) ↪→ Hs1 (Ω)

é compacta.

Demonstração. Ver [1, pg. 168].
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Caṕıtulo 2

Bases de Riesz em Espaço de

Hilbert

Neste caṕıtulo iremos definir as bases de Riesz e os principais resultados que possibi-

litam a obtenção das mesmas em espaços de Hilbert. Nos próximos caṕıtulos, veremos

que a existência de tais bases está relacionada com a estabilidade exponencial de certos

problemas em equações diferenciais parciais (EDPs) e com a condição de crescimento

determinada pelo espectro (Veja Definição 1.3.19). Em uma matriz de dimensão finita

sempre é posśıvel encontrarmos autovetores generalizados que formam uma base para o

espaço estado (Ver[15, Seções 9.4-9.6]). Porém, para sistemas lineares de dimensão in-

finita isto nem sempre é posśıvel, o que torna a busca por condições onde isto aconteça

interessante e, ao mesmo tempo, desafiador.

No estudo de EDPs existem exemplos de sistemas lineares de dimensão infinita

em que a condição de crescimento determinada pelo espectro não é válida (Veja [12,

Exemplo 3.6]). Com isso, pode ocorrer que mesmo que todo o espectro do operador

do sistema seja composto por elementos cuja a parte real de seus autovalores sejam

negativas, o sistema ainda pode crescer à medida que o tempo tende ao infinito. Neste

sentido, veremos que a determinação de bases de Riesz será de fundamental importância

para dar respostas positivas a problemas de estabilização.

2.1 Bases de Riesz

Em espaços de dimensão finita, temos o seguinte conceito de base:

Definição 2.1.1. No espaço Euclidiano Cn, um conjunto de elementos {xi}ni=1 ⊂ Cn é

chamado de base para o espaço Cn, quando {xi}ni=1 é linearmente independente e para
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2. Bases de Riesz em Espaço de Hilbert

cada vetor x ∈ C podemos representar por

x =
n∑

i=1

aixi

para algumas constantes complexas ai, i = 1, 2, · · · , n.

Iremos aplicar o processo de Gram-Schimidt para concluirmos que dado uma base

qualquer para Cn, sempre é posśıvel obter uma base ortogonal ou ortonormal para

Cn. Além disso, iremos concluir que duas bases quaisquer de Cn são equivalentes no

seguinte sentido:

Definição 2.1.2. Sejam {xi}ni=1 e {yi}ni=1 duas bases de Cn. Dizemos que estas duas

bases são equivalentes, quando existe uma matriz T linear e invert́ıvel n× n tal que

T (x1, x2, · · · , xn) = (y1, y2, · · · , yn).

Se {xi}ni=1 é uma base de Cn, o processo de Gram-Schimidt consiste em considerar

u1 = x1, e1 =
u1
∥u1∥

, · · · , uj = xj −
j−1∑
i=1

⟨ui, xj⟩
∥ui∥

ej =
uj

∥uj∥
, (2.1)

com j = 2, · · · , n. Dessa forma, obtemos duas subsequências {ui}ni=1 e {ei}ni=1 em que

{ui}ni=1 é uma base ortogonal pois,

⟨ui, uj⟩ = 0 para todo i ̸= j,

e para cada x ∈ Cn podemos representar por

x =
n∑

i=1

aiui, ai =
⟨x, ui⟩
∥ui∥2

.

E a sequência {ei}ni=1 é uma base ortonormal, pois ∥ei∥ = 1 para todo i = 1, 2, · · · , n
e para cada x ∈ Cn podemos representar por

x =
n∑

i=1

aiei, ai = ⟨x, ei⟩

para todo i = 1, 2, · · · , n.
Pela construção de (2.1) podemos ver que {xi}ni=1 e {ei}ni=1 são equivalentes. Além

disso, pela Definição 2.1.2 podemos obter que quaisquer duas bases de Cn são equiva-

lentes.
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Em dimensão infinita, temos o seguinte conceito de base para um espaço de Hilbert

H.

Definição 2.1.3. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que uma sequência {xi}∞i=1

ω-linearmente independente (Veja Definição 1.1.4) é uma base para H, quando para

cada x ∈ H, existe uma sequência {ai}∞i=1 ⊂ C tal que

x =
∞∑
i=1

aixi,

com a convergência da série ocorrendo na norma de H.

Para as Bases de Riesz que definiremos no que segue, um conceito que resultará

importante é o de bases equivalentes.

Definição 2.1.4. Duas bases {xi}∞i=1 e {yi}∞i=1 de um espaço de Hilbert H são ditas

equivalentes, quando

∞∑
i=1

aixi é convergente se, e somente se,
∞∑
i=1

aiyi é convergente.

Uma caracterização bastante importante é a seguinte:

Teorema 2.1.5. Duas bases {xi}∞i=1 e {yi}∞i=1 de um espaço de Hilbert H são equiva-

lentes se, e somente se, existe um operador invert́ıvel limitado T : H −→ H tal que

Txn = yn para cada n.

Demonstração. De fato, suponhamos que existe um operador invert́ıvel limitado T :

H −→ H tal que Txn = yn para cada n. Para vermos que vale a equivalência da

Definição 2.1.4 basta observarmos que

T

(
∞∑
i=1

aixi

)
=

∞∑
i=1

aiT (xi) =
∞∑
i=1

aiyi e T−1

(
∞∑
i=1

aiyi

)
=

∞∑
i=1

aiT
−1(yi) =

∞∑
i=1

aixi.

A seguir, utilizamos o Teorema 1.2.9 para garantirmos que T e T−1 são operadores

limitados. Assim, a conclusão segue. Reciprocamente, suponhamos que {xi} e {yi} são

equivalentes. Para cada

x =
∞∑
i=1

aixi ∈ H,

definimos

Tx =
∞∑
i=1

aiyi.
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Claramente temos que T está bem definido, é linear e Txi = yi para todo i. Agora

mostraremos que T é um operador limitado invert́ıvel. Para isso, basta definirmos

TNx =
N∑
i=1

aiyi.

Então,

Tx = lim
N−→∞

TNx.

Como cada TN é limitado, pelo Teorema 1.2.12 implica que T é limitado. Agora, como

{yi} é uma base, temos que T é sobrejetor. Dáı, pelo Teorema 1.2.8, o operador T é

invert́ıvel e T−1 é cont́ınuo. De onde segue o resultado.

As noções de bases ortonormais de Cn podem ser generalizadas para espaços de

Hilbert. A partir de agora, em todos os resultados, assumiremos que os espaços de

Hilbert possuem dimensão infinita.

Definição 2.1.6. Seja H um espaço de Hilbert. A sequência {xi}∞i=1 é chamada de

base ortonormal para H, se

(a) {xi} são perpendiculares entre si e cada vetor é unitário (logo, deve ser ω-

linearmente independentes);

(b) {xi} é completo em H, isto é, o vetor nulo é o único elemento perpendicular a

cada vetor vetor xi no espaço.

As bases mais importantes em espaços de Hilbert separáveis são as bases ortonor-

mais, em segundo lugar estão as bases de Riesz.

Definição 2.1.7. Seja H um espaço de Hilbert. Uma base de H é chamada de base

de Riesz, quando é equivalente a uma base ortonormal.

Teorema 2.1.8. Seja H um espaço de Hilbert separável. Então, as afirmações são

equivalentes.

i) A sequência {xi} forma uma base de Riesz para H.

ii) Existe um produto interno equivalente em H de tal forma que a sequência {xi}
torna-se uma base ortonormal para H.

Demonstração. i) ⇒ ii). Seja {xi} é uma base de Riesz para H. Então pelo Teo-

rema 2.1.5 existe um operador invert́ıvel limitado T : H −→ H tal que

Txi = ei, i = 1, 2, · · ·
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em que {ei} é uma base ortonormal. Agora, definimos o produto interno ⟨x, y⟩1 em H

dado por:

⟨x, y⟩1 = ⟨Tx, Ty⟩ para todo x, y ∈ H

com ∥ · ∥1 sendo a norma induzida por este novo produto interno que foi definido.

Observemos que, por consequência do Teorema 1.2.4, temos que

∥Tx∥ = ∥x∥1 ≤ ∥T∥∥x∥ e ∥T−1x∥1 = ∥x∥ ≤ ∥T−1∥1∥x∥1.

Dáı, é fácil ver que

∥x∥
∥T−1∥1

≤ ∥x∥1 ≤ ∥T∥∥x∥ para todo x ∈ H.

Portanto, segue-se que este novo produto interno é equivalente ao antigo produto in-

terno. Por fim, desde que

⟨xi, xj⟩1 = ⟨Txi, Txj⟩ = ⟨ei, ej⟩ = δij

para todo i e j, obtemos que {xi} forma uma base ortonormal para H com este novo

produto interno.

ii) ⇒ i). Seja ei uma base ortonormal com o produto interno usual em H e defina

T (ei) = xi. Como {ei} e {xi} são bases para H, segue que T é linear, cont́ınuo e

bijetor. Pelo Teorema 1.2.9, obtemos que T é um isomorfismo. Dessa forma, {ei} e

{xi} são equivalente. Portanto, segue-se que {xi} é uma base de Riesz para H.

2.2 Perturbações para bases de Riesz

Nessa seção, apresentaremos resultados de pertubações sobre bases de Riesz, nos

quais são conhecidos como estabilidade de bases de Riesz.

Definição 2.2.1. Duas sequências {xi} e {yi} em um espaço de Hilbert estão quadra-

ticamente próximas quando
∞∑
i=1

∥xi − yi∥2 <∞.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Bari) Seja {ei} uma base ortonormal para o espaço de

Hilbert H. Se {yi} é uma sequencia ω-linearmente independente, que está quadratica-

mente próxima de {ei}, então {yi} é uma base de Riesz para H.
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Demonstração. Defina o operador T : H → H dado por,

Tx =
∞∑
i=1

⟨x, ei⟩ (ei − yi) .

Temos que T é um operador linear tal que

∥Tx∥2 ≤ ∥x∥2
∞∑
i=1

∥ei − yi∥2.

Dáı, o operador T é limitado com ∥T∥2 ≤
∞∑
i=1

∥ei − yi∥2. Agora, como Tei = ei − yi,

segue que
∞∑
i=1

∥Tei∥2 =
∞∑
i=1

∥ei − yi∥2 <∞.

Definimos

TNx =
N∑
i=1

aiTei, para x =
∞∑
i=1

aiei.

Dessa forma,

∥ (T − TN) ∥2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

⟨x, ei⟩ (ei − yi)−
N∑
i=1

aiTei

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

〈
∞∑
i=1

aiei, ei

〉
Tei −

N∑
i=1

aiTei

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aiTei −
N∑
i=1

aiTei

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

aiTei

∥∥∥∥∥
2

≤
∞∑

i=N+1

∥Tei∥2∥x∥2,

para todo x ∈ H. Isso mostra que para N −→ ∞ tem-se

∥T − TN∥ −→ 0.

Como TN é um operador de posto finito, já que é de classificação finita, segue-se pelo

Corolário 1.2.26 que T ∈ K(H). Agora mostraremos que Ker (I − T ) = {0}. Se
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(I − T )x = 0, então

0 = (I − T )x =
∞∑
i=1

⟨x, ei⟩ei −
∞∑
i=1

⟨x, ei⟩ (ei − yi) =
∞∑
i=1

⟨x, ei⟩yi

Pelo fato que {yi} ser ω-linearmente independente, segue que x = 0. Portanto,

Ker (I − T ) = {0} .

Logo, o operador I − T é invert́ıvel e como (I − T ) ei = yi, obtemos que {yi} é equiva-

lente a {ei}, portanto por definição , {yi} é uma base de Riesz.

Corolário 2.2.3. Seja {xi}∞i=1 uma base de Riesz do espaço de Hilbert H. Se existir

um N ≥ 0 tal que a sequência {ψi}∞i=N+1 em H:

∞∑
i=N+1

∥xi − ψi∥2 <∞,

então existe M ≥ N tal que {xi}Mi=1 ∪ {ψi}∞i=M+1 forma uma base de Riesz para H.

Demonstração. A demonstração segue de forma análoga à prova do Teorema de Bari.

Teorema 2.2.4. Seja {xi}∞i=1 uma base de Riesz para o espaço de Hilbert H. Supo-

nhamos que exista um inteiro N > 0 tal que {yi}∞i=N é uma sequência ω-linearmente

independente de H e que
∞∑

i=N

∥xi − yi∥2 <∞.

Então, a sequência {yi}∞i=N forma uma base de Riesz para o subespaçoH0 = Span({yi}),
tal base é chamada de L-base.

Demonstração. Seja T um operador linear limitado de tal forma que

Tei = xi, i = 1, 2, · · ·

em que {ei}∞i=1 é uma base ortonormal de H. Agora, defina o operador S dado por:

Sx =
N−1∑
i=1

< x, ei > xi +
∞∑

i=N

< x, ei > (xi − yi), para x =
∞∑
i=1

< x, ei > ei ∈ H.
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Claramente S é linear e pela desigualdade de Cauchy,

∥Sx∥ ≤ ∥x∥
N−1∑
i=1

∥xi∥+ ∥x∥

√√√√ ∞∑
i=N

∥xi − yi∥2

no que segue que S é limitado em H. Agora observemos que

(T − S)x =
∞∑

i=N

⟨x, ei⟩yi, para x =
∞∑
i=1

⟨x, ei⟩ei ∈ H.

Isso mostra que

Im (T − S) ⊂ H0.

Uma vez que Im (T − S) é fechado e contém quaisquer combinações lineares finitas de

{yi}∞i=N , temos

H0 ⊂ Im (T − S).

Com isso, obtemos que H0 = Im (T − S). Agora, considerando que (T − S) sendo um

operador limitado do subespaço He = Span({ei}) e suponhamos que x =
∞∑

i=N

⟨x, ei⟩ei ∈

He é tal que (T − S)x = 0. Temos que

∞∑
i=N

⟨x, ei⟩yi = 0.

Como {yi}∞N é ω-linearmente independente, implica que ⟨x, ei⟩ = 0 para todo i ≥ 1.

Dessa forma, x = 0 e segue-se que (T −S) é um operador limitado invert́ıvel de He em

H0. Por fim, Pelo Teorema 1.2.8 obtemos que (T − S)−1 ∈ L (H0, He) e desde que

(T − S) ei = yi,∀ i ≥ N,

conclúımos que {yi} é uma base de Riesz para H0.

2.3 Operador espectral de Riesz.

Para uma matriz A, n × n, estamos interessados em encontrar uma base formada

pelos autovetores de A. Porém, em matrizes auto-adjuntas ou anti-adjuntas os seus

autovetores geralmente não formam uma base de Riesz em Cn. Com o surgimento da

ideia de substituirmos os autovetores por autovetores generalizados, conseguimos obter

essas bases. Diante disso, o nosso objetivo principal nesta seção será de generalizar

esse conceito em espaços de Hilbert.
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Para um operador linearA : D(A) → H em um espaço de Hilbert temos as seguintes

definições:

Definição 2.3.1. Dizemos que ϕ é um autovetor generalizado do operador A, quando

existe um λ ∈ C e um inteiro positivo n tal que (λ−A)n ϕ = 0.

Definição 2.3.2. O subespaço raiz do operador A denotado por sp (A) é o subespaço

formado pelo span({ϕi}), isto é, o subespaço formado por todas as combinações lineares

de autovetores generalizados de A.

Denotaremos por E (λ,A) a projeção no espaço de autovetores deA correspondendo

a um ponto espectral isolado, isto é, o subespaço gerado pelas funções ϕi que satisfazem

(λi −A)n ϕi = 0 para algum n inteiro positivo e que:

E (λ,A)x =
1

2πi

∫
Γ

(
λ̄−A

)−1
xdλ̄ (2.2)

em que Γ é a fronteira de um domı́nio fechado e λ é o único ponto espectral de A que

está no interior do contorno Γ.

Suponha que A é um operador fechado e densamente definido em H e seja µ um

ponto isolado do espectro de A. Então a função holomorfa λ 7→ R(λ,A) = (λ−A)−1

pode ser expandida pela série de Laurent (Veja [2, Teorema 1.3 do Caṕıtulo 2]) dadas

por:

R(λ,A) =
∞∑

n=−∞

(λ− µ)An,

para 0 < |λ − µ| < δ com δ > 0 suficientemente pequeno. Os coeficientes An da série

acima são operadores limitados dados por:

An =
1

2πi

∫
γ

R(λ,A)

(λ− µ)n+1
dλ, n ∈ Z

em que γ é o disco orientado positivamente com raio δ/2 e centrado em µ.

Observemos que o coeficiente A−1 é exatamente a projeção P, pois

P = E(µ,A) =
1

2πi

∫
γ

R(λ,A) dλ,

correspondendo à decomposição σ(A) = {µ} ∪ (σ(A)\{µ}) do espectro de A (veja o

Teorema 1.4.20).

Observação : Pelas preliminares da seção 1.4.2 e pelo fato que E(λ,A) é exatamente

a projeção P, podemos concluir que o integrante de (2.2) é um funcional linear limitado

atuando no espaço H.
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Lema 2.3.3. Seja A um operador linear em um espaço de HilbertH, tal que ρ (A) ̸= ∅
e {λi}∞i=1 são pontos isolados do espectro de A em que o espectro é formado apenas

por autovetores e pela parte residual, isto é, σ(A) = σp(A) ∪ σr(A), e consideremos

σ∞ = {x|E (λi,A)x = 0, i ⩾ 1} .

Então, σ∞ possui dimensão 0 ou infinita.

Demonstração. Caso 1: A é limitado e 0 < dim (σ∞) <∞.

Afirmação 1: σ∞ é um subespaço A-invariante.

De fato, tome y ∈ Aσ∞ = {A(x) | x ∈ σ∞}. Queremos mostrar que y ∈ σ∞. Por

definição, se y ∈ Aσ∞ , então existe um x∞ ∈ σ∞ tal que y = A(x∞). Observemos que

E (λi,A)x∞ = 0 ⇒ AA−1E (λi,A)x∞ = 0

⇒ A−1E (λi,A)Ax∞ = 0

⇒ A−1E (λi,A) y = 0

⇒ A
(
A−1E (λi,A) y

)
= 0

⇒ E (λi,A) y = 0,

Portanto, por definição de σ∞ obtemos que y ∈ σ∞.

Afirmação 2: A possui pelo menos um autovetor x∞ ∈ σ∞ tal que A(x∞) = ηx∞,

para alguma constante η.

De fato, para cada λ ∈ R, defina
Bλ =

1

λ
A.

Note que vale

∥Bλx−Bλy∥H =
1

λ
∥Ax−Ay∥ ≤ ∥A∥

λ
∥x− y∥H .

Nestas condições, se λ > ∥A∥, então

∥A∥
λ

< 1

consequentemente, Bλ é uma contração. Logo, pelo o Teorema do ponto fixo de Banach,

existe um x∞ ∈ D (A) tal que Bλx∞ = x∞. Dessa forma, obtemos que Ax∞ = λx∞

no que segue-se a afirmação em que η = λi para algum i.

Uma vez que σ∞ é A-invariante e x∞ ∈ σ∞, ao considerarmos Γ em torno de λi,

sabemos pelo construção de (1.10) que(
1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1 dλ

)
x∞ = x∞.
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Assim,

E (λi,A)x∞ = x∞ = 0,

o que é uma contradição, pois pela Afirmação 2, x∞ é um autovetor. Portanto, segue-se

que σ∞ possui dimensão 0 ou infinita.

Caso 2: A é ilimitado.

Tomemos λ0 ∈ ρ (A) tal que |λ0 − λi| ⩾ ε > 0, para todo i ⩾ 1 . Sejam T =

(λ0 −A)−1 e µi = (λ0 − λi)
−1 com i ⩾ 1.

Afirmação 3: λi ∈ σp (A) se, e somente se, µi ∈ σp (T ) .

De fato, se µi ∈ σp (T ), então existe x ̸= 0 tal que Tx− µix = 0. Observemos que

Tx− µix = 0 ⇔ (λ0 −A)−1 x− (λ0 − λi)
−1 x = 0

⇔ (λ0 − λi)x− (λ0 −A)x = 0

⇔ −λix+Ax = 0

⇔ Ax = λix.

Portanto, obtemos que λi ∈ σp (A).

Afirmação 4: λi ∈ σr (A) se, e somente se, µi ∈ σr (T ) .

Primeiro, iremos mostrar a equivalência da existência de (λi −A)−1 e (µi − T )−1.

Para isto, seja λi ∈ σp (A). Então, por definição existe (λi −A)−1. Dessa forma,

(λi −A)x = 0 se, e somente se, x = 0. Observemos que

(µi − T )−1 x = 0 ⇔
(
(λ0 − λi)

−1 − (λ0 −A)−1)x = 0

⇔ (λ0 − λi)x− (λ0 −A)x = 0

⇔ (A− λi)x = 0

⇔ x = 0

Portanto, conclui-se que (µi − T )−1 existe.

Por fim, iremos mostrar a equivalência entre Im (λi −A) ̸= H e Im (µi − T ) ̸= H.

Se Im (λi −A) ̸= H, então existe h ∈ H não nulo, tal que satisfaz

⟨h, λix−Ax⟩ = 0, ∀ x ∈ H.

Agora, consideremos y = (µi − T )−1 (λi −A)x. Com isso, sucede-se que

⟨h, (µi − T )y⟩ = ⟨h, (µi − T ) (µi − T )−1 (λi −A)x⟩ = ⟨h, (λi −A)x⟩ = 0.

Assim, obtemos que Im (µi − T ) ̸= H. Reciprocamente, a outra implicação é válida.

49



2. Bases de Riesz em Espaço de Hilbert

Portanto, segue-se a equivalência entre Im (λi −A) ̸= H e Im (µi − T ) ̸= H.

Pelas afirmações 3 e 4, podemos concluir que

E (λi,A) = E (µi, T ) , para todo i ⩾ 1.

Assim,

σ∞ = {x| (µi, T ) = 0, µi ∈ σp (T ) ∪ σr (T )} .

Portanto, como T é limitado, pelo caso anterior que mostramos, podemos concluir que

σ∞ possui dimensão 0 ou infinita.

Lema 2.3.4. Seja A um operador densamente definido e fechado em um espaço de

Hilbert H com autovalores isolados {λi}∞i=1. Então,

H = sp (A)⊕ σ∞ (A∗) ,

em que σ∞ (A∗) =
{
x | E

(
λ̄i, A∗)x = 0, λi ∈ σp (A)

}
.

Demonstração. Observemos que σ (A∗) =
{
λ̄ | λ ∈ σ (A)

}
, em que λ̄i é um ponto

espectral isolado de A∗. Dessa forma, E
(
λ̄i,A∗) está bem definido. Sejam x ∈

E (λi,A)H e x∗ ∈ σ∞ (A∗). Então,

E (λi,A)x = x e E
(
λ̄i,A∗)x∗ = x∗.

Assim,

⟨x, x∗⟩ = ⟨E (λi,A)x, x∗⟩ =
〈
x,E

(
λ̄i,A∗)x∗〉 = 0.

Portanto, obtemos que

sp (A) ⊂ (σ∞ (A∗))⊥ .

Agora, tomemos x /∈ sp (A). Pelo Teorema da Extensão de Hahn-Banach, existe

um funcional x∗ tal que

⟨x, x∗⟩ = 1 e ⟨y, x∗⟩ = 0, para todo y ∈ sp (A) .

Observemos que para qualquer w ∈ H, obtemos que E (λi,A)w ∈ sp (A). Dáı,

〈
w,E

(
λ̄i,A∗)x∗〉 = ⟨E (λi,A)w, x∗⟩ = 0

Como w é arbitrário e E(λ̄i,A∗)x∗ = 0, implica que x∗ ∈ σ∞ (A∗). Dessa forma,

x /∈ (σ∞ (A∗))⊥. Portanto,

sp (A) = (σ∞ (A∗))⊥ .
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Teorema 2.3.5. Seja A um operador linear densamente definido e fechado em um

espaço de Hilbert H com autovalores isolados {λi}∞i=1, tal que σr (A) = ∅ e {xi}∞i=1

uma base de Riesz para H. Suponha que existe um inteiro N ⩾ 1 e uma sequencia

{ψi}∞i=1 de autovetores generalizados de A, tal que

∞∑
i=N

∥ψi − xi∥2 <∞.

Então, existem M (⩾ N) números de autovetores generalizados de A, {ψi0}
M
i=1, tal que

{ψi0}
M
i=1 ∪ {ψi}∞i=M+1

forma uma base de Riesz para H.

Demonstração. Vejamos as afirmações:

Afirmação 1: {xi}Mi=1 ∪ {ψi}∞i=M+1 forma uma base de Riesz para H.

De fato, decorre do Corolário (2.2.3).

Afirmação 2: (sp (A))⊥ = σ∞ (A∗) possui dimensão finita.

De fato, decorre pela Afirmação 1 acima e pelo Lema 2.3.4.

Afirmação 3: λ ∈ σp (A) ∪ σr (A) se, e somente se, λ̄ ∈ σp (A∗) ∪ σr (A∗)

De fato, decorre do Teorema 1.2.28.

Por hipótese, H é um espaço de Hilbert com autovalores isolados {λi}∞i=1. Assim,

σp (A∗) ∪ σr (A∗) =
{
λ̄i
}∞
i=1

.

Pela Afirmação 2 acima junto com o Lema 2.3.3, obtemos que σ∞(A∗) = {0}. Por fim,

pelo Lema 2.3.4,

H = sp (A) .

Agora, suponhamos que {ψα}∪{ψi}∞i=M seja o conjunto “Máxima”ω-linearmente in-

dependente dos autovetores generalizados de A, isto é, {ψα}∪{ψi}∞i=M é ω-linearmente

independente, mas se adicionarmos outro autovetor generalizado de A o conjunto es-

tendido não é mais ω-linearmente independente.

Pelo Teorema 2.2.4 {ψα} ∪ {ψi}∞i=M forma uma base de Riesz para o subespaço abran-

gido por si mesmo, isto é, o subespaço sp (A) no qual foi mostrado acima que é todo o

espaço H.

Por fim, aplicando o Teorema 2.2.2 temos que,

{ψi0}
M
i=1 ∪ {ψi}∞i=M+1
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é uma base de Riesz para H.
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Caṕıtulo 3

Método da Comparação.

Neste caṕıtulo iremos trabalhar um método de verificação para base de Riesz, o

método da comparação, porém vale lembrar que existem outros métodos que fornecem

ferramentas necessárias e suficientes para verificações, entre eles podemos destacar o

método da base dupla e o da função de Green (Veja [5]). No entanto, ao longo do

caṕıtulo iremos sistematizar apenas o método da comparação. Este possibilita gerar

bases de Riesz em sistemas descritos por Equações Diferenciais Parciais. A ideia básica

para o método da comparação funcionar é que o feedback (informações) será conside-

rada como perturbação do próprio sistema. Uma vez que o espaço estado dos problemas

possui uma base ortonormal, este método possibilita verificarmos a existência de uma

base de Riesz equivalente à base ortonormal. Esta verificação claramente será vista

pela condição (3.51) do nosso primeiro problema.

Motivações que nos levam ao estudo desses métodos surgiram pelas aplicações do

espaço sideral, como exemplo podemos citar os manipuladores de Links e antenas

flex́ıveis, onde essas estruturas têm sido um tópico muito ativo em pesquisa.

Iniciaremos o nosso estudo observando uma aplicação que descreve a vibração de

uma viga delgada flex́ıvel, a equação de viga de Euler-Bernoulli. Ela simplifica a teoria

linear da Elasticidade, na qual fornece ferramentas para calcular as caracteŕısticas de

deflexão da viga. A equação de viga de Euler-Bernoulli é uma equação diferencial

parcial linear de quarta ordem. Esta teoria foi solidificada por Leonhad Euler e Daniel

Bernoulli, por volta de 1950.

Considere a equação de viga de Euler-Bernoulli dada por,

ρ(x)
∂2w(x, t)

∂t2
+

∂2

∂x2

(
E(x)I(x)

∂2w(x, t)

∂x2

)
= 0, 0 < x < 1,

em que w(x, t) descreve a deflexão da viga em alguma posição x e no tempo t, ρ(x)

é a densidade da massa linear do feixe, E(x) é o módulo de elasticidade e I(x) é o
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3. Método da Comparação.

segundo momento de área. As derivadas sucessivas de w(x, t) possuem significados

f́ısicos importantes, descritos por:

� w(x, t) é a deflexão, isto é, o deslocamento de qualquer ponto no eixo da viga.

�

∂w(x, t)

∂x
é a inclinação da viga.

�

∂2w(x, t)

∂x2
é o momento fletor da viga, isto é, a força circular que age na viga

quando aplicamos uma carga, a tendencia na viga é uma deformação onde gera

um movimento com dois esforços, tração na parte de baixo e compreensão na

parte de cima, ambos esforços acontecem entre a linha neutra, onde o esforço é

zero.

�

∂3w(x, t)

∂x3
é a força de cisalhamento da viga, o esforço que resulta em forças

cortantes, isto é, forças em sentidos opostos.

A equação de viga contém uma derivada de quarta ordem em x, com isso, para

que o problema esteja bem posto, o devemos ser suplementar com no máximo quatro

condições, que normalmente são fornecidas sobre a fronteira. Destacaremos as seguin-

tes condições de fronteiras (localizadas na extremidade esquerda) que geralmente são

encontradas:

� Extremidade engastada: w |x=0 =
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, isto é, a deflexão e inclinação

da viga na posição x = 0 é nula.

� Extremidade fixa por pino: w |x=0 =
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= 0, isto é, a deflexão e o

momento fletor da viga na posição x = 0 é nula.

� Extremidade com suporte ciĺındrico:
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂3w

∂x3

∣∣∣∣
x=0

= 0, isto é, a

inclinação e a força de cisalhamento da viga na posição x = 0 é nula.

� Extremidade totalmente livre:
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂3w

∂x3

∣∣∣∣
x=0

= 0, isto é, o momento

fletor e a força de cisalhamento da viga na posição x = 0 é nula.

3.1 Estabilização da fronteira para o problema de

viga Euler-Bernoulli.

Nessa seção iremos trabalhar com métodos de controle para estabilização na fron-

teira do problema de viga Euler-Bernoulli.
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Considere uma viga cantilever, isto é, que possuem uma das extremidades fixa e a

outra livre com controle de fronteira sendo o momento fletor:

wtt(x, t) + wxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1, t > 0,

w(0, t) = wx(0, t) = wxxx(1, t) = 0,

wxx(1, t) = u(t),

y(t) = wxt(1, t),

(3.1)

onde u(t) é a entrada e y(t) é a sáıda do sistema.

Seja H2
L(0, 1) =

{
f(x) ∈ H2(0, 1)| f(0) = f ′(0) = 0

}
e consideremos o espaço de

Hilbert

H = H2
L(0, 1)× L2(0, 1)

com a norma induzida:

∥(f, g)∥2H =

∫ 1

0

[
|f ′′(x)|2 + |g(x)|2

]
dx, ∀(f, g) ∈ H.

A energia do sistema (3.1), na qual consiste em energia cinética e potencial elástica,

é dada por:

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
w2

xx(x, t) + w2
t (x, t)

]
dx =

1

2
∥ (w(·, t), wt(·, t)) ∥2. (3.2)

Calculando a derivada parcial da energia em relação a t e utilizando (3.1), obtemos

d

dt
E(t) =

∫ 1

0

(wxxwxxt + wtwtt) dx

=

∫ 1

0

wxxwxxtdx−
∫ 1

0

wtwxxxxdx

=

∫ 1

0

wxxwxxtdx−
[∫ 1

0

(wtwxxx)x dx−
∫ 1

0

wtxwxxxdx

]
=

∫ 1

0

wxxwxxtdx−
[
wt(1)wxxx(1)− wt(0)wxxx(0)−

∫ 1

0

wtxwxxxdx

]
=

∫ 1

0

wxxwxxtdx+

∫ 1

0

wtxwxxxdx

=

∫ 1

0

wxxwxxtdx+

[
wtx(1)wxx(1)− wtx(0)wxx(0)−

∫ 1

0

wxxtwxxdx

]
= wtx(1)wxx(1)

= y(t)u(t).

Observação: Pelas condições de fronteira, sabemos que wx(0) = 0. Assim, clara-
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mente temos que wxxx(0) = 0. Dessa forma, a parcela (da quarta igualdade acima)

wt(0)wxxx(0) = 0.

Portanto,
d

dt
E(t) = u(t)y(t). (3.3)

O sistema (3.1) é chamado de passivo pois o aumento da energia armazenado no

sistema não é superior a energia externa que entra no sistema. Além disso, o controle

com estabilização natural é proporcional à informação de sáıda:

u(t) = −ky(t), k > 0, (3.4)

em que a energia não aumenta em relação ao tempo, no sentido que

d

dt
E(t) = −ky2(t) = −kw2

xt(1, t) ≤ 0.

Com o feedback de sáıda (3.4), o circuito fechado do sistema (3.1) pode ser escrito

pela seguinte equação de evolução em H

d

dt
Y (t) = AY (t) (3.5)

em que Y (t) = (w(·, t), wt(·, t)) e o operador A são dados por:A (f(x), g(x)) =
(
g(x),−f (4)(x)

)
D(A) =

{
(f, g) ∈ (H4 ∩H2

L)×H2
L | f ′′(1) = −kg′(1), f ′′′(1) = 0

}
.

(3.6)

Temos o seguinte resultado:

Lema 3.1.1. (a) Para qualquer k ≥ 0 real, o operador A definido em (3.6) é dissi-

pativo e 0 ∈ ρ(A). Além disso A−1 é compacto, portanto, o espectro σ(A) de A
possui apenas autovalores com multiplicidade algébrica finita.

(b) Todos os autovalores com módulo suficientemente grande são geometricamente

simples e os autovalores
{
λn, λn

}
possuem expansão assintótica:

λ = λn = −1

k
+ i

(
n− 1

4

)2

π2 +O(n−1), n→ ∞ (3.7)

para todo n inteiro positivo.

(c) As autofunções Fn = (F1n, λnF1n) correspondentes a λn possuem a seguinte ex-
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pansão assintótica:

(
F ′′
1n(x)

λnF1n(x)

)
=

 e−(n−
1
4)πx + sen

(
n− 1

4

)
πx− cos

(
n− 1

4

)
πx

−e−(n−
1
4)πx + sen

(
n− 1

4

)
πx− cos

(
n− 1

4

)
πx


+O(n−1), n→ ∞. (3.8)

e

lim
n→∞

∥Fn(x)∥2H = 2, (3.9)

para n suficientemente grande.

Demonstração. Iniciaremos com a prova do item (a).

Afirmação 1:

Re ⟨A(f, g), (f, g)⟩ = −k|g′(1)|2 ≤ 0, ∀(f, g) ∈ D(A). (3.10)

De fato,

⟨A(f, g), (f, g)⟩ =
〈(
g(x),−f (4)(x)

)
, (f(x), g(x))

〉
=

∫ 1

0

[
g′′(x)f ′′(x)− f (4)(x)g(x)

]
dx

=

∫ 1

0

g′′(x)f ′′(x)dx−
∫ 1

0

f (4)(x)g(x)dx

=

[∫ 1

0

(g′(x)f ′′(x))
′
dx−

∫ 1

0

g′(x)f ′′′(x)dx

]
−
∫ 1

0

f (4)(x)g(x)dx

=

[
g′(1)f ′′(1)− g′(0)f ′′(0)−

∫ 1

0

g′(x)f ′′′(x)dx

]
−
∫ 1

0

f (4)(x)g(x)dx

= g′(1) (−kg′(1))−
[∫ 1

0

(g(x)f ′′′(x))
′
dx−

∫ 1

0

g(x)f (4)(x)dx

]
−
∫ 1

0

f (4)(x)g(x)dx

= −k (g′(1))2 − g(1)f ′′′(1) + g(0)f ′′′(0)

Pelas condições de fronteira, sabemos que f ′′′(1) = 0 e g(0) = 0. Dessa forma,

⟨A(f, g), (f, g)⟩ = −k|g′(1)|2.

Portanto, o operador A é dissipativo (ver Definição (1.3.6)).

Afirmação 2: O operador A é invert́ıvel.
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De fato, é suficiente mostrarmos que para todo (f(x), g(x)) ∈ H, existem F (x) e G(x)

tais que

A(F (x), G(x)) = (f(x), g(x)). (3.11)

Para que (F (x), G(x)) satisfaça (3.11), devemos ter que

(G(x),−F (4)(x)) = (f(x), g(x)), (3.12)

isto é,

G(x) = f(x) e − F (4)(x) = g(x).

Uma vez que temos a expressão explicita para G(x), resta mostrarmos a expressão

explicita para F (x). Para x ∈ (0, 1) arbitrário, integramos a equação de F no intervalo

(x, 1) e obtemos:

− F ′′′(1) + F ′′′(x) =

∫ 1

x

g(t) dt. (3.13)

De maneira análoga, para x1 ∈ (0, 1) arbitrário e usando o fato que F ′′′(1) = 0, obtemos

F ′′(1)− F ′′(x1) =

∫ 1

x1

∫ 1

x

g(t) dt dx. (3.14)

Observemos que ∫ 1

x1

∫ 1

x

g(t) dt dx =

∫ 1

x1

(
d

dx
x

∫ 1

x

g(t) dt

)
dx

= −x1
∫ 1

x1

g(t) dt+

∫ 1

x1

xg(x) dx.

Substituindo em (3.14) e usando o fato que F ′′(1) = −kg′(1),

F ′′(x1) = −kg′(1) + x1

∫ 1

x1

g(t) dt−
∫ 1

x1

xg(x) dx, ∀x1 ∈ (0, 1). (3.15)

Para x2 ∈ (0, 1), integramos (3.15) em (0, x2) e obtemos

F ′(x2)−F ′(0) = −kg′(1)x2+
∫ x2

0

x1

∫ 1

x1

g(t) dt dx1−
∫ x2

0

∫ 1

x1

xg(x) dx dx1, ∀x2 ∈ (0, 1).

(3.16)

Observemos que
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∫ x2

0

x1

∫ 1

x1

g(t) dt dx1 =

∫ x2

0

1

2

d

dx1
x21

∫ 1

x1

g(t) dt dx1

=
x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt+
1

2

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 (3.17)

e que ∫ x2

0

∫ 1

x1

xg(x) dx dx1 =

∫ x2

0

d

dx1
x1

∫ 1

x1

xg(x) dx dx1

= x2

∫ 1

x2

xg(x) dx+

∫ x2

0

x21g(x1) dx1. (3.18)

Substituindo (3.17) e (3.18) em (3.16) e usando o fato que F ′(0) = 0, obtemos

F ′(x2) = −kg′(1)x2 +
x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt+
1

2

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 − x2

∫ 1

x2

xg(x) dx

−
∫ x2

0

x21g(x1) dx1, ∀x2 ∈ (0, 1).

Para qualquer x3 ∈ (0, 1), integramos a expressão anterior em (0, x3) e obtemos

F (x3)− F (0) = −kg′(1)x
2
3

2
+

∫ x3

0

x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt dx2 +
1

2

∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2

−
∫ x3

0

x2

∫ 1

x2

xg(x) dx dx2 −
∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2. (3.19)

Observemos que,

∫ x3

0

x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt dx2 =
1

6

∫ x3

0

d

dx2
x32

∫ 1

x2

g(t) dt dx2

=
x33
6

∫ 1

x3

g(t) dt+
1

6

∫ x3

0

x32g(x2) dx2 (3.20)

e

1

2

∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2 =
1

2

∫ x3

0

d

dx2
x2

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2

=
x3
2

∫ x3

0

x21g(x1) dx1 −
1

2

∫ x3

0

x32g(x2) dx2. (3.21)
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Temos também que:∫ x3

0

x2

∫ 1

x2

xg(x) dx dx2 =
1

2

∫ x3

0

d

x2
x22

∫ 1

x2

xg(x) dx dx2

=
x23
2

∫ 1

x3

xg(x) dx+

∫ x3

0

x32
2
g(x2) dx2 (3.22)

e ∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2 =

∫ x3

0

d

dx2
x2

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2

= x3

∫ x3

0

x21g(x1) dx1 −
∫ x3

0

x32g(x2) dx2. (3.23)

Substituindo (3.20) - (3.23) em (3.19) e usando o fato que F (0) = 0, conseguimos

F (x) = −kg′(1)x
2

2
+
x3

6

∫ 1

x

g(t) dt+
1

6

∫ x

0

t3g(t) dt+
x

2

∫ x

0

t2g(t) dt

−1

2

∫ x

0

t3g(t) dt− x2

2

∫ 1

x

tg(t) dt−
∫ x

0

t3

2
g(t) dt− x

∫ x

0

t2g(t) dt

+

∫ x

0

t3g(t) dt

=

∫ x

0

(
t3

6
+
t2x

2
− t3

2
− xt2 + t3 − t3

2

)
g(t) dt+

∫ 1

x

(
x3

6
− x2

2
t

)
g(t) dt

−kg′(1)x
2

2
,

ou ainda,

F (x) = −kg′(1)x
2

2
+

∫ x

0

(
t3

6
− x

t2

2

)
g(t) dt+

∫ 1

x

(
x3

6
− x2

t

2

)
g(t) dt. (3.24)

Assim, conclúımos que para todo (f, g) ∈ H,

A−1(f, g) =

(
−kg′(1)x

2

2
+

∫ x

0

(
t3

6
− x

t2

2

)
g(t)dt+

∫ 1

x

(
x3

6
− x2

t

2

)
g(t)dt, f(x)

)
=

(
−kg′(1)x

2

2
+

∫ 1

0

(
t3

6
− x

t2

2

)
g(t)dt+

1

6

∫ 1

x

(x− t)3g(t)dt, f(x)

)
.(3.25)

Observação: Para obtermos esta ultima igualdade acima, somamos e subtráımos o

termo

∫ 1

x

(
t3

6
− x

t2

2

)
g(t)dt.

Portanto, segue-se que o operador A é invert́ıvel. Além disso, pelo Teorema 1.2.8 temos

que A−1 ∈ L(H).

Afirmação 3: A−1 é compacto.
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Lembremos que para (f, g) ∈ H = H2
L × L2, a segunda componente de A−1(f, g)

pertence à H2
L. Que, de acordo com o Teorema 1.5.8, é compacto em L2. Quanto à

primeira componente, notemos que sua primeira derivada vale

−kg′(1)x−
∫ 1

0

t2

2
g(t)dt+

1

2

∫ 1

x

(x− t)2g(t)dt.

Já sua segunda derivada é dada por:

−kg′(1) +
∫ 1

x

(x− t)g(t)dt.

Já sua terceira derivada vale ∫ 1

x

g(t)dt.

Por fim, sua quarta derivada vale −g(x) que pertence a L2. Dáı, a primeira componente

de A−1 pertence a H4(0, 1) que é compacto em H2
L.

Afirmação 4: O espectro σ(A) de A possui apenas autovalores com multiplicidade

algébrica finita.

Como A−1 ∈ L(H) é um operador compacto, pelo Teorema 1.2.28 temos que o

espectro de A−1 coincide com seu espectro pontual σp(A−1), sendo seus autovalores

enumeráveis possuindo o zero como o único posśıvel ponto de acumulação. Por outro

lado, é fácil vermos que λ ∈ σp(A) se, e somente se, λ−1 ∈ σp(A−1), pois

Ax = λx⇔ x = A−1(λx) ⇔ λ−1x = A−1x.

Além disso, temos que Ker(λ−1 −A−1) = Ker(λ−A), pois basta observarmos que se

x ∈ Ker(λ−1 −A−1), então

(
λ−1 −A

)
x = 0 ⇔ λ−1Ax− x = 0 ⇔ (λ−A)x = 0.

Assim, é valido se, e somente se, x ∈ Ker(λ−A).

Desta forma, como a aplicação τ : [0,∞) → [0,∞] dada por τ = 1/s é um ho-

meomorfismo, então os autovalores de A também formam uma sequência enumerável

possuindo o infinito como posśıvel “ponto”de acumulação. Temos também que σp(A) =

σ(A), pois, se λ ∈ ρ(A−1), então (λ−A−1)−1 ∈ L(H) e portanto o problema

(λ−A−1)x = f (3.26)

possui solução para todo f ∈ H, com |x| ≤ C|f |. Em particular, para f ∈ D(A),

aplicamos o operador A/λ em ambos os lados e encontramos que x é solução para o
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problema
1

λ
x−Ax = −1

λ
Af.

Como 0 ∈ ρ(A), temos que para todo f̃ ∈ H, existe f ∈ D(A) tal que −1

λ
Af = f̃ e

assim existe x ∈ D(A) tal que
1

λ
x−Ax = f̃ ,

para todo f̃ ∈ H. Isto significa que 1/λ pertence a ρ(A). Desta forma, o homeomor-

fismo τ também é uma correspondência entre os resolventes de A e A−1. Sendo assim,

se λ ∈ σ(A), então 1/λ deve pertencer a σp(A−1)∪ ρ(A−1). Dáı, pela transformação τ

devemos ter necessariamente que λ ∈ σp(A).

Agora, como A−1 ∈ L(H), então 0 ∈ ρ(A) e pelo Teorema 1.4.15 com λ = 0,

obtemos

(µ−A)−1 = −A−1 + µ(µ−A)−1A−1,

para todo µ ∈ ρ(A). Em particular, obtemos que (µ − A)−1 é compacto para todo

µ ∈ ρ(A).

Para η ∈ σ(A) recordemos que a projeção de Riesz associada a η é da forma

P{η} =
1

2πi

∫
Γ

(λ−A)−1 dλ,

em que Γ é um contorno de Cauchy contendo η em seu interior. Como (λ − A)−1 é

um operador compacto para cada λ ∈ ρ(A) e como P{η} é limite de somas de Riemann

de operadores da forma (z(tk) − A)−1(z(tk) − z(tk−1)), em que z : [0, 1] → C é uma

parametrização de Γ e {tk} é uma partição de [0, 1], obtemos que P{η} é compacto.

Uma vez que P{η} é uma projeção, pelo Corolário 1.4.19 a ImP{η} é fechada. Logo,

pelo Teorema 1.2.27 obtemos que P{η} é um operador de posto finito. Portanto segue-se

que os pontos de σ(A) possuem multiplicidade algébrica finita.

Prova do item (b): Suponha que λ ∈ σp(A) = σ(A). Então, existe (f, g) ∈ D(A) tal

que,

A(f, g) = λ(f, g).

Com isso, temos que g(x) = λf(x), onde f(x) satisfaz
λ2f(x) + f (4)(x) = 0 , 0 < x < 1,

f(0) = f ′(0) = f ′′′(1) = 0,

f ′′(1) = −kλf ′(1).

(3.27)
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Pela Afirmação (3.10), se (f, g) é um autovetor com autovalor λ, então

Re ⟨A(f, g)(f, g)⟩ = Re ⟨λ(f, g), (f, g)⟩ = Reλ|(f, g)|2 ≤ 0.

Com isso temos que Re(λ) ≤ 0 para qualquer λ ∈ σ(A), onde todos os autovalores

aparecem em pares conjugados.

Diante disso, podemos considerar apenas os λ ∈ σ(A) tais que
π

2
≤ argλ ≤ π, com

λ = ρ2 (fácil ver que para estes λ tem-se que Re(λ) ≤ 0).

Afirmação 1:
π

4
≤ argρ ≤ π

2
(3.28)

De fato, consideramos as seguintes formas polares para λ e ρ:

λ = ea (cos θ + isenθ) e ρ = eb (cos γ + isenγ) .

Temos que

ρ2 = e2b (cos γ + isenγ)2 = e2b
(
cos2 γ + 2isenγ cos γ − sen2γ

)
= e2b

[(
2 cos2 γ − 1

)
+ i (2senγ cos γ)

]
= e2b (cos(2γ) + isen(2γ)) .

Como λ = ρ2, obtemos

ea (cos θ + isenθ) = e2b (cos(2γ) + isen(2γ)) ,

isto é, a = 2b e θ = 2γ. Portanto, se π/2 ≤ θ ≤ π, teremos que π/4 ≤ γ ≤ π/2,

conforme queŕıamos demonstrar.

Agora definimos,ω1 = e
3πi
4 = −

√
2

2
, ω2 = e

πi
4 , ω3 = −ω2, ω4 = −ω1,

S =
{
ρ | π

4
≤ argρ ≤ π

2

}
.

(3.29)

Desse ponto em diante, assumiremos que ρ ∈ S.

Afirmação 2: Para todo ρ ∈ S, temos

Re(ρω1) ≤ Re(ρω2) ≤ Re(ρω3) ≤ Re(ρω4). (3.30)
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De fato,

ρω1 = eb (cos γ + isenγ)
(
e

3πi
4

)
= eb (cos γ + isenγ)

(
cos

3π

4
+ isen

3π

4

)
= eb

(
cos γ cos

3π

4
+ isen

3π

4
cos γ + isenγ cos

3π

4
− senγsen

3π

4

)
.

Logo,

Re(ρω1) = eb
(
cos γ cos

3π

4
− senγsen

3π

4

)
= −

√
2

2
eb(senγ + cos γ).

Temos também que

ρω2 = eb (cos γ + isenγ)
(
e

πi
4

)
= eb (cos γ + isenγ)

(
cos

π

4
+ isen

π

4

)
= eb

(
cos γ cos

π

4
+ isen

π

4
cos γ + isenγ cos

π

4
− senγsen

π

4

)
.

Logo,

Re(ρω2) = eb
(
cos γ cos

π

4
− senγsen

π

4

)
= −

√
2

2
eb (senγ − cos γ) .

De (3.29) temos também que ρω3 = −ρω2 e ρω4 = −ρω1. Dáı,

Re(ρω3) =

√
2

2
eb (senγ − cos γ) e Re(ρω4) =

√
2

2
eb(senγ + cos γ).

Portanto, segue-se (3.30) para todo ρ ∈ S.

Dos cálculos recém desenvolvidos, temos as seguintes representações que serão de

grande importância para cálculos futuros:Re(ρω1) = −|ρ|sen
(
argρ+

π

4

)
≤ −

√
2

2
|ρ| < 0,

Re(ρω2) = |ρ| cos
(
argρ+

π

4

)
≤ 0.

(3.31)

Se eρωix com i = 1, · · · , 4 forem soluções fundamentais para λ2f(x) + f (4)(x) = 0,
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3. Método da Comparação.

então podemos representar a solução de (3.27) por

f(x) = c1e
ρω1x + c2e

ρω2x + c3e
ρω3x + c4e

ρω4x,

em que as constantes ci, com i = 1, 2, 3, 4, são determinadas pelas condições de fronteira

f(0) = f ′(0) = f ′′′(1) = 0 e f ′′(1) = −kλf ′(1) = −kρ2f ′(1).

Dessa forma, os parâmetros devem satisfazer

c1 + c2 + c3 + c4 = 0,

c1ω1 + c2ω2 + c3ω3 + c4ω4 = 0,

c1(ρ
3ω3

1)e
ρω1 + c2(ρ

3ω3
2)e

ρω2 + c3(ρ
3ω3

3)e
ρω3 + c4(ρ

3ω3
4)e

ρω4 = 0,

c1
(
ρ2ω2

1 + kρ3ω1

)
eρω1 + · · ·+ c4

(
ρ2ω2

4 + kρ3ω4

)
eρω4 = 0.

Em outros termos, deveremos ter

∆(ρ) = (c1, c2, c3, c4)
T = 0,

com ∆(ρ) = (∆1(ρ),∆2(ρ)), onde

∆1 =


1 1

ω1 ω2(
ρ2ω2

1 + kρ3ω1

)
eρω1

(
ρ2ω2

2 + kρ3ω2

)
eρω2

ρ3ω3
1e

ρω1 ρ3ω3
2e

ρω2

 (3.32)

∆2 =


1 1

ω3 ω4(
ρ2ω2

3 + kρ3ω3

)
eρω3

(
ρ2ω2

4 + kρ3ω4

)
eρω4

ρ3ω3
3e

ρω3 ρ3ω3
4e

ρω4

 .

A solução f(x) de (3.27) é diferente de zero se, e somente se, o determinante ca-

racteŕıstico for zero, isto é, det (∆(ρ)) = 0. Antes de calcular o det (∆(ρ)), faremos

algumas observações para facilitar os cálculos.

Afirmação 3: Por definição de (3.29), obtemos que ω2
1 = ω2

4 = −i e ω2
2 = ω2

3 = i.

De fato,
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� ω2
1 = ω2

4 = −i.

ω2
1 =

(
e

3π
4
i
)2

=

(
cos

3π

4
+ isen

3π

4

)
=

(
−
√
2

2
+ i

√
2

2

)2

=

(
2

4
− 2i

2

4
+ (i)2

2

4

)
= −i.

� ω2
2 = ω2

3 = i.

ω2
2 =

(
e

π
4
i
)2

=
(
cos

π

4
+ isen

π

4

)
=

(√
2

2
+ i

√
2

2

)2

=

(
2

4
+ 2i

2

4
+ (i)2

2

4

)
= i.

Como ω4 = −ω1 e ω3 = −ω2 implica que ω2
1 = ω2

4 = −i e ω2
2 = ω2

3 = i.

Afirmação 4: Por definição de (3.29) obtemos que ω1ω2 = −1 e
ω1

ω2

= i.

De fato,

� ω1ω2 = −1.

ω1ω2 =
(
e

3π
4
i
) (
e

π
4
i
)

= eπi

= cos π + isenπ

= −1.

�

ω1

ω2

= i.

ω1

ω2

= e
3π
4
iπ
4
i

= e
π
2
i

= cos
π

2
+ isen

π

2
= i.
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Vamos agora ao cálculo de det (∆(ρ)). Se L = −iω−2
2 ρ−5eρ(ω1+ω2), então

L · det (∆(ρ)) = (3.33)

= L ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4

(ρ2ω2
1 + kρ3ω1)e

ρω1 (ρ2ω2
2 + kρ3ω2)e

ρω2 (ρ2ω2
3 + kρ3ω3)e

ρω3 (ρ2ω2
4 + kρ3ω4)e

ρω4

ρ3ω3
1e

ρω1 ρ3ω3
2e

ρω2 ρ3ω3
3e

ρω3 ρ3ω3
4e

ρω4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= L · (iρ5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

ω1 ω2 −ω2 −ω1

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2)e
−ρω2 (−i− ρω1)e

−ρω1

−ω1e
ρω1 ω2e

ρω2 −ω2e
−ρω2 ω1e

−ρω1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dividindo a segunda e quarta linha por ω2, obtemos que

L · det (∆(ρ)) = eρ(ω1+ω2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

i 1 −1 −i

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2)e
−ρω2 (−i− ρω1)e

−ρω1

−ieρω1 eρω2 −e−ρω2 ie−ρω1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Multiplicando a terceira coluna por eρω2 e a quarta coluna por eρω1 , chegamos em

L · det (∆(ρ)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2) (−i− ρω1)

−ieρω1 eρω2 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Usando a propriedade de separar os elementos da quarta coluna de modo que a1,4 e

a2,4 fique em um determinante e os elementos a3,4 e a4,4 fiquem em outro, obtemos que

L · det (∆(ρ)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2) (−i− ρω1)

−ieρω1 eρω2 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2) 0

−ieρω1 eρω2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Aplicando a mesma propriedade na primeira coluna do primeiro determinante acima
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de modo que separe os elementos a1,1 e a2,1 dos a3,1 e a4,1, obtemos que

L · det (∆(ρ)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0 (i+ kρω2)e
ρω2 (i− kρω2) (−i− ρω1)

0 eρω2 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 eρω2 0

0 1 −eρω2 0

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2) (−i− ρω1)

−ieρω1 eρω2 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2) 0

−ieρω1 eρω2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=M1 +M2 +M3.

Antes de prosseguirmos, vejamos as seguintes definições.

Definição 3.1.2. Sejam X um conjunto de C com um ponto de acumulação a e

f, g : X → C. Usaremos a notação O(·) para descrever o comportamento limitante

para uma função quando seu argumento tende a um valor espećıfico ou para o infinito.

Dizemos que f(x) = O(g(x)) quando existe uma constante C tal que

|f(x)| ≤ C · |g(x)|, para todo x ∈ X.

Definição 3.1.3. Se x → a (ou x → ∞), então dizemos que f(x) = O(g(x)) quando

existe uma constante C e uma vizinhança V de a tal que

|f(x)| ≤ C · |g(x)|, para todo x ∈ V ∩X.

Agora, afirmamos que L ·det (∆(ρ)) =M1+O(e−c|ρ|). De fato, somando a segunda

linha com a primeira no determinante M2, obtemos

M2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 0 0

0 1 −eρω2 0

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 (i− kρω2) (−i− ρω1)

−ieρω1 eρω2 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −eρω2 0

(−i+ kρω1)e
ρω1 i− kρω2 −i− kρω1

−ieρω1 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2eρω2

∣∣∣∣∣ (−i+ kρω1)e
ρω1 −i− kρω1

−ieρω1 i

∣∣∣∣∣
= −2eρω2 [(1 + ikρω1)e

ρω1 + (1− ikρω1)e
ρω1 ]

= −4eρ(ω1+ω2).

Por outro lado, multiplicando a primeira linha de M3 por i e em seguida a somamos

com a segunda linha, temos

M3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i i ieρω2 ieρω1

2i i+ 1 (i− 1)eρω2 0

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 i− kρω2 0

−ieρω1 eρω2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −ieρω1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2i i+ 1 (i− 1)eρω2

(−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2 i− kρω2

−ieρω1 eρω2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −ieρω1

[
2i

∣∣∣∣∣ (i+ kρω2)e
ρω2 i− kρω2

eρω2 −1

∣∣∣∣∣− (i+ 1)

∣∣∣∣∣ (−i+ kρω1)e
ρω1 i− kρω2

−ieρω1 −1

∣∣∣∣∣
+(i− 1)eρω2

∣∣∣∣∣ (−i+ kρω1)e
ρω1 (i+ kρω2)e

ρω2

−ieρω1 eρω2

∣∣∣∣∣
]

= −ieρω1 {2i [−(i+ kρω2)e
ρω2 − (i− kρω2)e

ρω2 ]− (i+ 1) [−(−i+ kρω1)e
ρω1

+(i− kρω2)ie
ρω1 ] + (i− 1)eρω2

[
(−i+ kρω1)e

ρ(ω1+ω2) + i(i+ kρω2)e
ρ(ω1+ω2)

]}
= −ieρω1 {2i [−2ieρω2 ]− (i+ 1) [(−1 + i− kρω1 − kiρω2)e

ρω1 ]

+(i− 1)eρω2
[
(−1− i+ kρω1 + kiρω2)e

ρ(ω1+ω2)
]}

= −4ieρ(ω1+ω2)+(i−1)(−1+i−kρω1−kiρω2)e
2ρω1+(i+1)(−1−i+kρω1+kiρω2)e

2ρ(ω1+ω2).

Assim,

M2 +M3 = −4(i+ 1)eρ(ω1+ω2) + (i− 1)(−1 + i− kρω1 − kiρω2)e
2ρω1

+(i+ 1)(−1− i+ kρω1 + kiρω2)e
2ρ(ω1+ω2).

A conclusão segue de (3.31) uma vez que desta forma
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�

e2ρω1 ≤ Ce2Re(ρω1) ≤ Ce−
√
2|ρ|;

�

e2ρω2 ≤ Ce2Re(ρω2) ≤ C; (3.34)

�

eρ(ω1+ω2) = eρω1eρω2 ≤ Ce−
√
2
2
|ρ| · C ≤ Ce−

√
2

2
|ρ|;

�

e2ρ(ω1+ω2) ≤ Ce−
√
2|ρ|.

Finalmente, temos

M1 +O(e−c|ρ|)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− i −(i+ 1)eρω2 0

(i+ kρω2)e
ρω2 i− kρω2 −i− kρω1

eρω2 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣+O(e−c|ρ|)

= −2(1 + e2ρω2) + 2(i− 1)kρω2(i+ e2ρω2) +O(e−c|ρ|).

Acima, utilizamos o fato que ω1 = iω2.

Afirmação 5: O det (∆(ρ)) = 0 se, e somente se,

e2ρω2 = −i− 1

kρω2

+O(|ρ|−2). (3.35)

De fato, primeiramente, notemos que det (∆(ρ)) = 0 se, e somente se

−2(1 + e2ρω2) + 2(i− 1)kρω2(i+ e2ρω2) +O(e−c|ρ|) = 0,

ou ainda que

e2ρω2 (−2 + 2(i− 1)kρω2) + (−2 + 2(i− 1)kρω2i)) +O(e−c|ρ|) = 0. (3.36)

Definamos,

f(z) =
2− 2(i−1)kω2i

z
−O(e−

c
|z| )

−2 + 2(i−1)kω2

z

=
z − (i− 1)kω2i

−z + (i− 1)kω2

− zO(e−
c
|z| )

2(−z + (i− 1)kω2)
.
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Logo,

f(0) =
−(i− 1)kω2i

(i− 1)kω2

= −i.

De maneira análoga, podemos provar que

f ′(0) = − (i− 1)2kω2

(i− 1)2k2ω2
2

= − 1

kω2

.

Dáı, utilizando a expansão de Taylor

f(z) = f(0) + zf ′(0) +O(|z|2),

obtemos (3.35) por (3.36) e fazendo z = 1/ρ.

Afirmação 6: As soluções de (3.35) são dadas por:

ρ = ρn =

(
n− 1

4

)
πω2 +O(n−1), n −→ ∞. (3.37)

De fato, tome

h(ρ) = e2ρω2 + i e g(ρ) =
1

kρω2

+O(|ρ|−2)

Se ξn =

(
n− 1

4

)
πω2, então

h(ξn) = e2[(n−
1
4)πω2]ω2 + i = e2πi(n−

1
4) + i

= cos
(
2nπ − π

2

)
+ isen

(
2nπ − π

2

)
+ i

= 0.

Notemos que, (
(n+ 1)− 1

4

)
πω2 −

(
n− 1

4

)
πω2 = πω2.

Dessa forma, tomando Bn = B

((
n− 1

4

)
πω2,

π

2

)
, a bola centrada em

(
n− 1

4

)
πω2

e raio π/2, teremos que Bn ∩ Bn+k = ∅, isto é, cada bola possui apenas uma raiz de

h(ρ). Além disso, por construção de Bn, se ρ ∈ ∂Bn, então∣∣∣∣ρ− (n− 1

4

)
πω2

∣∣∣∣ = π

2
,
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isto é, ρ = ξn +∆θρ , em que ∆θρ =
π

2
(cos θ + isenθ). Dáı,

|g(ρ)| ≤
∣∣∣∣ 1

kρω2

+O(|ρ|−2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

k(ξn +∆θρ)
+O

(
1

|ξn +∆θρ|2

)∣∣∣∣
que tende a zero quando n é suficientemente grande. Por outro lado,

h(ρ) = e2(ξn+∆θρ )πω2 + i = e2ξnπω2e∆θρπω2 + i

= −ie∆θρπω2 + i = −i
(
e2∆θρπω2 − 1

)
,

que é diferente de zero pois (cos θ + isenθ) é sempre não nulo. Assim, |g(ρ)| ≤
|h(ρ)| no contorno de Bn , para n suficientemente grande.

Pelo Teorema de Rouché (1.4.6), h e h+ g possuem o mesmo número de zeros em

Bn, isto é, existem ρn =

(
n− 1

4

)
πω2 + rn tais que,

h(ρn) + g(ρn) = 0.

De (3.35),

e2ρnπω2 + i+
1

kρnω2

+O
(
|ρ−2

n |
)
= 0,

ou seja,

−i(e2rnπω2 − 1) +
1

k(ξn + rn)ω2

+O
(
|ρ−2

n |
)
= 0.

Em particular, deveremos ter

lim
n→∞

rn = 0.

Agora, verificaremos que rn ∈ O(n−1). De fato, mostraremos que se ern − 1 = O(n−1),

então rn = O(n−1). Pela fórmula de Taylor, temos que ex = 1 + x + O(x2). Em

particular

ern = 1 + rn +O(r2n).

Como, por hipótese ern ∈ O(n−1), segue que

O(n−1) = rn +O(r2n).

Dáı,

|rn| ≤ C

(
1

n
+ r2n

)
. (3.38)

Como o lim
n→∞

rn = 0, então Cr2n ≤ 1

2
|rn|, para n suficientemente grande. Dáı, substi-
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tuindo em (3.38), chegamos que

|rn| ≤ 2
C

n
,

conforme queŕıamos demonstrar, portanto conclúımos que as soluções de (3.35) são

dadas por (3.37).

Além disso, de (3.33) - (3.37), conclúımos que o posto matricial de (∆(ρ)) é menor

do que 4. Na verdade, pela estrutura da matriz, podemos facilmente verificar que

o posto vale 3, para |ρ| → ∞. Logo, o operador A possui autovetores não nulos.

Provemos que os autovalores com módulo suficientemente grande são geometricamente

simples. De fato, a equaçãoλ
2f(x) + f (4)(x) = 0, 0 < x < 1,

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = f ′′′(1) = 0
(3.39)

possui apenas a solução nula. Para vermos este fato, basta multiplicarmos (3.39) por

f(x) e integramos por partes

λ2
∫ 1

0

|f(x)|2dx+
∫ 1

0

f (4)(x)f(x)dx = λ2∥f(x)∥2L2(0,1) + ∥f ′′(x)∥2L2(0,1) = 0.

Assim, se f1(x) e f2(x) são duas soluções não nulas de (3.27), seja ϕ(x) = c1f1(x) +

c2f2(x). Então, podemos escolher c1 e c2 tal que ϕ′(1) = 0. Com isso obtemos que

ϕ ≡ 0 o que significa que {f1(x), f2(x)} é um conjunto L.D . Portanto a multiplicidade

geométrica dos autovalores de módulo grande vale um.

Substituindo (3.37) em (3.35), obtemos

e2[(n−
1
4
)πω2+O(n−1)]ω2 = −i− 1

k
[(
n− 1

4

)
πω2 +O(n−1)

]
ω2

+O

(
1

|
(
n− 1

4

)
πω2 +O(n−1)|2

)
,

ou ainda,

− ie2O(n−1)ω2 = −i− 1

k
[(
n− 1

4

)
πω2 +O(n−1)

]
ω2

+O(n−2). (3.40)

Definamos h(x) = −ie2O(n−1)ω2 . Para x suficientemente pequeno, utilizamos a expansão

de Taylor

ex = 1 + x+O(x2),
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Dáı, para x = 2O(n−1)ω2, obtemos que

h(x) = −i
(
1 + 2O(n−1)ω2 +O(n−2)

)
.

De maneira inteiramente análoga, se l(x) =
1

k
[(
n− 1

4

)
πω2 +O(n−1)

]
ω2

temos que

l(x) = − 1

k
(
n− 1

4

)
πω2

2

+O(n−2).

Substituindo as expansões de h(x) e l(x) em (3.40), obtemos

−i
(
1 + 2O(n−1)ω2 +O(n−2)

)
= −i− 1

k
(
n− 1

4

)
πω2

2

+O(n−2),

−i2O(n−1)ω2 = − 1

k
(
n− 1

4

)
πω2

2

+O(n−2),

O(n−1) = − 1

2k
(
n− 1

4

)
πω2

+O(n−2).

Substituindo a expressão de O(n−1) em (3.37), obtemos

ρ = ρn =

(
n− 1

4

)
πω2 −

1

2k
(
n− 1

4

)
πω2

+O(n−2), n→ ∞. (3.41)

Por fim,

λ = λn = ρ2n =

[(
n− 1

4

)
πω2 −

1

2k
(
n− 1

4

)
πω2

+O(n−2)

]2

=

(
n− 1

4

)2

π2i− 1

k
+O(n−1), n→ ∞.

Portanto segue-se (3.7) e a prova do item (b).

Prova do item (c): Afirmação:

f(x) = ω−2
2 ρ−3eρ(ω1+ω2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω3x eρω4x

1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4

ρ3ω3
1e

ρω1 ρ3ω3
2e

ρω2 ρ3ω3
3e

ρω3 ρ3ω3
4e

ρω4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.42)

é uma autofunção associada ao autovalor λ = ρ2, para n suficientemente grande.

De fato, é fácil ver que f(x) satisfaz as condições f(0) = f ′(0) = f ′′′(0) = 0. Além

disso a condição de fronteira f ′′(1) = −kλf ′(1) é a condição que possibilita gerar os
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autovalores de tal forma que a solução f(x) de (3.27) seja não nula, pois com um

simples cálculo obtemos que

f ′′(1) + kλf ′(1) = det (∆(ρ)) = 0.

Para obtermos as expansões assintóticas dessas autofunções dadas por (3.8), obser-

vamos que de (3.42) e pelo fato que ω3 = −ω2 e ω4 = −ω1, obtemos

f(x) = ieρ(ω1+ω2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x e−ρω2x e−ρω1x

1 1 1 1

i 1 −1 −i
−ieρω1 eρω2 −eρω2 ie−ρω1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

eρω1 ieρω2 −i −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

É claro que podemos escrever a autofunção f(x) na forma:

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

eρω1 ieρω2 −i −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) 0

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

eρω1 ieρω2 −i 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0 ieρω2 −i −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

0 1 eρω2 0

0 1 −eρω2 0

eρω1 ieρω2 −i −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) 0

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

eρω1 ieρω2 −i 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=M1 +M2 +M3.

Por (3.34), temos que M2 e M3 são O(e−c|ρ|), assim

f(x) =M1 +O(e−c|ρ|)
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= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x)

1 1 eρω2

i 1 −eρω2

∣∣∣∣∣∣∣∣− eρω1(1−x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2

i 1 −eρω2

0 ieρω2 −i

∣∣∣∣∣∣∣∣+O(e−c|ρ|)

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x)

1 1 eρω2

i 1 −eρω2

∣∣∣∣∣∣∣∣+O(|ρ−1|).

Calculando explicitamente o determinante, obtemos

f(x) = eρω2
[
(i− 1)e−ρω2x + 2eρω1x − (1 + i)eρω2x

]
+O(|ρ−1|)

= eρω2

{
(i− 1)e

−
[
(n− 1

4
)πω2− 1

2k(n− 1
4 )πω2

+O(n−2)

]
ω2x

+ 2e

[
(n− 1

4
)πω2− 1

k(n− 1
4 )πω2

+O(n−2)

]
ω1x

−(1 + i)e

[
(n− 1

4
)πω2− 1

2k(n− 1
4 )πω2

+O(n−2)

]
ω2x

}
+O(n−1).

Substituindo o valor da expanssão assintótica de ρ, obtemos

f(x) = eρω2

{
(i− 1)

[
cos

((
n− 1

4

)
πx

)
− isen

((
n− 1

4

)
πx

)]
+ 2e−(n− 1

4
)πx

−(1 + i)

[
cos

((
n− 1

4

)
πx

)
− isen

((
n− 1

4

)
πx

)]}
+O(n−1)

= 2eρω2

[
e−(n− 1

4
)πx + sen

(
n− 1

4

)
πx− cos

(
n− 1

4

)
πx

]
+O(n−1), (3.43)

De maneira inteiramente análoga, temos por (3.42) que

λ−1f ′′(x) = ω−2
2 ρ−3eρ(ω1+ω2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−ieρω1x ieρω2x ieρω3x −ieρω4x

1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4

ρ3ω3
1e

ρω1 ρ3ω3
2e

ρω2 ρ3ω3
3e

ρω3 ρ3ω3
4e

ρω4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x −eρω2x −eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0 eρω2 −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+O

(
e−c|ρ|)

= −(1 + i)eρω2(1−x) − 2ieρω1x+ρω2 + (1− i)eρω2(1+x) +O(|ρ|−1)

= 2ieρω2

[
−e−(n− 1

4
)πx + sen

(
n− 1

4

)
πx− cos

(
n− 1

4

)
πx

]
+O(n−1). (3.44)
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Agora, de (3.43) e (3.44) definimos as autofunções dadas por:

F1n(x) =
1

2
λ−1
n e−ρnω2f(x).

Dessa forma, as autofunções Fn(x) = (F1n(x), F2n(x)), devem satisfazer a equação do

problema do autovalor AFn(x) = λFn(x), ou seja

(F2n(x),−F 4
1n(x)) = λ(F1n(x), F2n(x)),

portanto F2n(x) = λF1n(x), e assim segue-se (3.8). Por fim, observamos que

∥Fn(x)∥2 = ⟨(F1n(x), λnF1n(x)), (F1n(x), λnF1n(x))⟩

=

∫ 1

0
F

′′
1n(x)F

′′
1n(x) dx+

∫ 1

0
(λnF1n(x))

2 dx+O(n−1)

=

∫ 1

0

[
e−(n−1/4)πx + sen

(
n−

1

4

)
πx− cos

(
n−

1

4

)
πx

]2
dx

+

∫ 1

0

[
−e−(n−1/4)πx + sen

(
n−

1

4

)
πx− cos

(
n−

1

4

)
πx

]2
dx+O(n−1)

=

∫ 1

0

{
e−2(n−1/4)πx + 2e−(n−1/4)πx

[
cos

(
n−

1

4

)
πx− sen

(
n−

1

4

)
πx

]
+ sen2

(
n−

1

4

)
πx+ cos2

(
n−

1

4

)
πx− 2sen

(
n−

1

4

)
πx · cos

(
n−

1

4

)
πx

}
+

∫ 1

0

{
e−2(n−1/4)πx − 2e−(n−1/4)πx

[
cos

(
n−

1

4

)
πx− sen

(
n−

1

4

)
πx

]
+ sen2

(
n−

1

4

)
πx+ cos2

(
n−

1

4

)
πx− 2sen

(
n−

1

4

)
πx · cos

(
n−

1

4

)
πx

}
dx+O(n−1)

=

∫ 1

0

[
2e−2(n−1/4)πx + 2− 4sen

(
n−

1

4

)
πx · cos

(
n−

1

4

)
πx

]
dx+O(n−1)

=

∫ 1

0

[
2e−2(n−1/4)πx + 2− 2sen

(
n−

1

4

)
2πx

]
+O(n−1)

=
−e−2(n−1/4)π(

n− 1
4

)
π

−
1(

n− 1
4

)
π

+ 2 +
cos

(
n− 1

4

)
2π(

n− 1
4

)
π

−
1(

n− 1
4

)
π

+O(n−1).

Com isso, obtemos que

∥Fn(x)∥2 =
−e−2(n−1/4)π(
n− 1

4

)
π

− 2(
n− 1

4

)
π
+ 2 +

cos 2
(
n− 1

4

)
π(

n− 1
4

)
π

+O(n−1). (3.45)

Assim, de (3.45) segue-se (3.9).

Portanto segue-se a prova do Lema.

Teorema 3.1.4. Seja A definido em (3.6). Então,

i) Existe uma sequência de autofunções generalizadas de A que formam uma base

de Riesz para H.

ii) Todos λ ∈ σ(A) com modulo suficientemente grande são algebricamente simples.

iii) A gera um C0-semigrupo eAt, onde a condição de crescimento determinada pelo

espectro se mantém, isto é, ω0(A) = S(A).
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Demonstração. A partir dos cálculos do determinante caracteŕıstico (3.33), observamos

que ao considerarmos 1/k = 0 em (3.27) obtemos o seguinte sistemaytt(x, t) + yxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1, t > 0,

y(0, t) = yx(0, t) = yxxx(1, t) = yxt(1, t) = 0,
(3.46)

no qual é chamado de sistema Riesz. Dáı, definimos o operador A0p associado ao

sistema (3.46), dado por:A0p (f(x), g(x)) = (g(x),−f (4)(x)),

D(A0p) = {(f, g) ∈ (H4 ∩H2
L)×H2

L) | f ′′′(1) = g′(1) = 0}.
(3.47)

Afimação 1: O operador A0p é anti-adjunto, isto é, A∗
0p = −A0p.

De fato, dados (f, g), (h,w) ∈ D(A0p), temos

⟨A0p (f(x), g(x)) , (h(x), w(x))⟩ =
〈(
g(x),−f (4)(x)

)
, (h(x), w(x))

〉
=

∫ 1

0

[
g′′(x)h′′(x)− f (4)(x)w(x)

]
dx.
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Agora temos ∫ 1

0

[
g′′(x)h′′(x)− f (4)(x)w(x)

]
dx

=

[∫ 1

0

(g′(x)h′′(x))
′
dx−

∫ 1

0

g′(x)h′′′(x)

]
−
∫ 1

0

f (4)(x)w(x)dx

= g′(1)h′′(1)− g′(0)h′′(0)−
∫ 1

0

g′(x)h′′′(x)dx−
∫ 1

0

f (4)(x)w(x)dx

= −
[∫ 1

0

(g(x)h′′′(x))
′ −
∫ 1

0

g(x)h(4)(x)dx

]
−
∫ 1

0

f (4)(x)w(x)dx

= −g(1)h′′′(1) + g(0)h′′′(0) +

∫ 1

0

g(x)h(4)(x)−
∫ 1

0

f (4)(x)w(x)dx

=

∫ 1

0

g(x)h(4)(x)dx−
[∫ 1

0

(f ′′′(x)w(x))
′
dx−

∫ 1

0

f ′′′(x)w′(x)dx

]
=

∫ 1

0

g(x)h(4)(x)dx− f ′′′(1)w(1) + f ′′′(0)w(0) +

∫ 1

0

f ′′′(x)w′(x)dx

=

∫ 1

0

g(x)h(4)(x)dx+

[∫ 1

0

(f ′′(x)w′(x))
′
dx−

∫ 1

0

f ′′(x)w′′(x)dx

]
=

∫ 1

0

g(x)h(4)(x)dx+ f ′′(1)w′(1)− f ′′(0)w′(0)−
∫ 1

0

f ′′(x)w′′(x)dx

=

∫ 1

0

g(x)h(4)(x)dx−
∫ 1

0

f ′′(x)w′′(x)dx

=
〈
(f(x), g(x)),A∗

0p(h(x), w(x))
〉
,

com A∗
0p(h(x), w(x)) = (−w(x), h(4)(x)). De onde conclúımos que A∗

0p = −A0p.

Além disso, para qualquer (ϕ, ψ) ∈ H, fazendo
(
ρ2 −A0p

)
(f, g) = (ϕ, ψ), obtemos

(
ρ2 −A0p

)
(f, g) = (ϕ, ψ) ⇒

(
ρ2
)
(f, g)− (A0p) (f, g) = (ϕ, ψ)

⇒
(
ρ2f, ρ2g

)
−
(
g,−f (4)

)
= (ϕ, ψ)

⇒ ρ2f − g = ϕ e ρ2g + f (4) = ψ.

Logo, conclúımos que

g = ρ2f − ϕ

e

f (4) = ψ − ρ2g = ψ − ρ2(ρ2f − ϕ)

onde implica que f (4) + ρ4f = ρ2ϕ+ ψ. Assim, f(x) satisfazf
(4)(x) + ρ4f(x) = ρ2ϕ(x) + ψ(x),

f(0) = f ′(0) = f ′′′(1) = 0, f ′(1) = ρ−2ϕ′(1).
(3.48)

79



3. Método da Comparação.

Agora, seja o quociente

Q =
ω1e

ρω1(x−ξ) + ω2e
ρω2(x−ξ) + ω3e

ρω3(x−ξ) + ω4e
ρω4(x−ξ)

4ρ5
.

Aplicando a fórmula da variação das constantes obtemos a seguinte solução,

f(x) = d1e
ρω1x + d2e

ρω2x + d3e
ρω3x + d4e

ρω4x −
∫ x

0

Q× [ρ2ϕ(ξ) + ψ(ξ)]dξ, (3.49)

onde ωi são dados em (3.29) e di; i = 1, · · ·, 4 são determinados por as condições de

fronteira,
1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4

ω3
1e

ρω1 ω3
2e

ρω2 ω3
3e

ρω3 ω3
4e

ρω4

ω1eρω1 ω2eρω2 ω3eρω3 ω4eρω4




d1

d2

d3

d4

 = ρ−5


0

0

0

ϕ′(1)

 . (3.50)

Com alguns cálculos semelhantes aos que já trabalhamos, o determinante da matriz do

lado esquerdo acima, é dado por

2(i− 1)ω2e
ρ(ω1−ω2)

(
e2ρω2

)
que não possui zeros para ρ = ω2π. Portanto, há uma solução única para (3.50) com

di, i = 1, · · · , 4. Logo, (ω2π)
2 ∈ ρ(A0p). Observemos que D(A0p) é compactamente

denso em H. Assim,
(
(ω2π)

2 −A0p

)−1
é um operador compacto em H, implicando que

operador resolvente de A0p é compacto. Pelo Lema 3.1, todas as afirmações provadas

para o operador A serão válidas também para o operador A0p. Dáı, os autovalores{
λn0, λn0

}
de A0p possuem a expansão assintótica de (3.7) e as autofunções Fn0 =

(F1n0, λn0F1n0) associada a λn0 têm a mesma expansão assintótica de (3.8), para o caso

em que 1/k = 0.

Pelo Teorema 1.2.30 temos que os autovetores {Fn0} formam uma base ortonormal para

H e além disso, como o operador A0p possui operador resolvente compacto, implica que

existe o produto interno equivalente em que a referida base é ortonormal. Assim, pelo

Teorema 2.1.8, temos que os autovetores {Fn0} formam uma base de Riesz para H.

Por (3.8) , existe um inteiro N suficientemente grande tal que

∞∑
n≥N

∥Fn − Fn0∥2 =
∞∑

n≥N

O(n−2) <∞. (3.51)

De posse disto, temos que o item i) segue-se de (3.51) e do Teorema 2.3.5.
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Para provarmos o item ii) basta observarmos que pelo Lema 3.1 os autovalores

{λn, λn} com módulo suficientemente grande são algebricamente simples. Uma vez que

os autovalores
{
λn0, λn0

}
de A0p possuem a mesma expansão assintótica de {λn, λn},

segue-se a prova do item ii).

Vamos agora à prova de iii). Pelo item (i), temos que o espaço H possui uma base

de Riesz, isto é, existe um operador T : H −→ H tal que,

Tei = ϕi

onde {ei} é uma base ortonormal de H, T é um operador linear cont́ınuo e possui T−1

que também um operador linear cont́ınuo. Logo, para todo x ∈ H temos

x = T (y) = T

(
∞∑
j=1

γjej

)
=

∞∑
j=1

γjT (ej) =
∞∑
j=1

γjϕj.

Pela equação de evolução (3.5) e por (3.10), segue-se que A0p gera um C0-semigrupo

S(t). Observemos que podemos escrever a solução de (3.5) por:

x(t) =
∞∑
j=1

γj(t)ϕj

e assim
d

dt
x(t)−Ax(t) =

∞∑
j=1

(
d

dt
γj(t)− γj(t)λj

)
ϕj = 0.

Dáı,
∞∑
j=1

(
d

dt
γj(t)− γj(t)λj

)
ej = 0

o que implica
d

dt
γj(t)− γj(t)λj = 0.

Tomando γj(0) = xj0, a solução da EDO acima é dada por:

γj(t) = xj0e
λjt.

Com isso, podemos representar

S(t)x =
∞∑
j=i

xj0e
λjtϕj

que claramente é de classe C∞. Logo o C0-semigrupo gerado pelo operador A0p é
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diferenciável. Portanto pelo Corolário 1.3.20 segue-se que a condição de crescimento

determinada pelo espectro é satisfeita.

Corolário 3.1.5. Seja E(t) dada por (3.2). Então o sistema (3.5) é exponencialmente

estável, isto é,

E(t) ≤Me−ωtE(0), (3.52)

para algum M,ω > 0 e para todo t ≥ 0.

Demonstração. Pelo item (iii) do Teorema (3.1.4) a condição de crescimento determi-

nada pelo espectro é satisfeita, isto é, ω(A) = S(A). Logo, pelo Teorema 1.3.22, é

suficiente mostrarmos que Re(λ) < 0 para qualquer λ ∈ σ(A).

Tome o produto com f(x) em ambos os lados da primeira equação de (3.27), e

conside todas as condições de fronteira. Dáı,

Afirmação 1: Temos

λ2∥f(x)∥2L2(0,1) + kλ|f ′(1)|+ ∥f ′′(x)∥2L2(0,1) = 0. (3.53)

De fato, tal afirmação vem diretamente do fato que〈
f(x), λ2f(x) + f (4)(x)

〉

= λ2∥f(x)∥2L2(0,1) +

∫ 1

0

(
f(x)f ′′′(x)

)′
dx−

∫ 1

0

f ′(x)f ′′′(x)dx

= λ2∥f(x)∥2L2(0,1) + f ′′′(1)f(1)− f ′′′(0)f(0)−
∫ 1

0

f ′(x)f ′′′(x)dx

= λ2∥f(x)∥2L2(0,1) −
[∫ 1

0

(
f ′(x)f ′′(x)

)′
dx−

∫ 1

0

f ′′(x)f ′′(x)dx

]

= λ2∥f(x)∥2L2(0,1) − f ′(1)f ′′(1) + f(0)f ′′(0) +

∫ 1

0

|f ′′(x)|2dx

= λ2∥f(x)∥2L2(0,1) + kλ|f ′(1)|2 + ∥f ′′(x)∥2L2(0,1).

Afirmação 2: Re(λ) ≤ 0.

Considere λ = a+ ib. Por (3.53), temos

(a+ ib)2∥f(x)∥2L2(0,1) + k(a+ ib)|f ′(1)|2 + ∥f(x)∥2L2(0,1) = 0.

Dáı

(a2 + 2iab− b2)C1 + k(a+ ib)C2 + C3 = 0,
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em que C1 = ∥f(x)∥2L2(0,1) ≥ 0 , C2 = |f ′(1)|2 ≥ 0 e C3 = ∥f ′′(x)∥2L2(0,1) ≥ 0. Portanto,

Re
[
(a2 + 2iab− b2)C1 + k(a+ ib)C2 + C3

]
=

(a2 − b2)C1 + kaC2 + C3 = 0.

Dessa forma,

kaC2 − b2C1 = −(a2C1 + C3) ≤ 0

, o que implica

kaC2 ≤ b2C1.

Com isso, temos que Re(λ) = a ≤ 0. De fato, o caso em que a = 0 é trivialmente

satisfeita. Agora, se que a > 0, pela arbitrariedade de k > 0, podemos tomar k

suficientemente grande, tal que akC2 > b2C1, o que é uma contradição. Portanto,

segue-se que Re(λ) ≤ 0.

Afirmação 3: Não há autovalor localizado no eixo imaginário.

Caso exista um autovalor λ = iω ̸= 0, ω ∈ R. Por (3.53) temos,

−ω2∥f(x)∥2L2(0,1) + kiω|f ′(1)|2 + ∥f ′′(x)∥2L2(0,1) = 0.

Tomando a parte imaginaria da igualdade acima, obtemos

kiω|f ′(1)|2 = 0,

implicando que |f ′(1)| = 0. Assim, o sistema (3.27) torna-se,−ω2f(x) + f (4)(x) = 0,

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = f ′′(1) = f ′′′(1) = 0.
(3.54)

Podemos supor que ω = ρ2, em que ρ > 0 é real. É fácil vermos que cos ρx, senρx, cosh ρx

e senhρx são soluções da equação homogênea acima. Logo, (3.54) possui a solução dada

por:

f(x) = c1 cos ρx+ c2senρx+ c3 cosh ρx+ c4senhρx.

Pela condição de fronteira f(0) = 0 obtemos,

f(x) = c1 cos ρx+ c2senρx+ c3 cosh ρx+ c4senhρx

⇒ f(0) = c1 + c3 = 0 ⇒ c3 = −c1
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E pela condição de fronteira f ′(0) = 0,

f ′(x) = −ρc1senρx+ ρc2 cos ρx+ ρc3senhρx+ ρc4 cosh ρx

⇒ f ′(0) = c2 + c4 = 0 ⇒ c4 = −c2.

Dáı, segue-se que a solução do sistema 3.54 é dada por,

c1 [cos ρx− cosh ρx] + c2 [senρx− senhρx] .

Pelas condições de fronteira f ′(1) = f ′′(1) = f ′′′(1) = 0 e f(x) é não nula, obtemos o

seguinte sistema, 
−c1senρ− c1senhρ+ c2 cos ρ− c2 cosh ρ = 0,

−c1 cos ρ− c1 cosh ρ− c2senρ− c2senhρ = 0,

c1senρ− c1senhρ− c2 cos ρ− c2 cosh ρ = 0.

(3.55)

Pela primeira equação do sistema 3.55 obtemos que

c1 =
cos ρ− cosh ρ

senρ+ senhρ
· c2. (3.56)

Pela segunda equação do sistema 3.55 obtemos que

c1 =
−(senρ+ senhρ)

cos ρ+ cosh ρ
· c2. (3.57)

Por fim, pela terceira equação temos que

c1 =
cos ρ+ cosh ρ

senρ− senhρ
· c2. (3.58)

De (3.56) e (3.57), obtemos

cos ρ− cosh ρ

senρ+ senhρ
=

−(senρ+ senhρ)

cos ρ+ cosh ρ
,

o que implica que

cos2 ρ− cosh2 ρ = −(senρ+ senhρ)2

= −sen2ρ− 2senρsenhρ− senh2ρ

= −(1− cos2 ρ)− 2senρsenhρ+ (1− cosh2 ρ).
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Assim,

senρsenhρ = 0. (3.59)

De (3.57) e (3.58), obtemos

−(senρ+ senhρ)

cos ρ+ cosh ρ
=

cos ρ+ cosh ρ

senρ− senhρ
,

o que implica que

−(sen2ρ− senh2ρ) = (cos ρ+ cosh ρ)2

= cos2 ρ+ 2 cos ρ cosh ρ+ cosh2 ρ

= (1− sen2ρ) + 2 cos ρ cosh ρ+ (1 + senh2ρ).

Assim,

1 + cos ρ cosh ρ = 0. (3.60)

Dessa forma, de (3.59) e (3.60) implica que

senρsenhρ = 1 + cos ρ cosh ρ = 0. (3.61)

Uma vez que ρ > 0, podemos concluir que (3.61) não é satisfeita, já que 1+cos ρ cosh ρ ̸=
0 para todo ρ > 0. Portanto temos que não existe nenhum autovalor localizado no eixo

imaginário.

Pelas Afirmações 2 e 3 segue-se que Re(λ) < 0 para qualquer λ ∈ σ(A). Com isso,

conclúımos a prova do Corolário.

De forma inteiramente análoga podemos fazer as mesmas aplicações ao seguinte

sistema com controle u(t) e sáıda y(t) dados por:

wtt(x, t) + wxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1,

w(0, t) = wx(0, t) = wxx(1, t) = 0,

wxxx(1, t) = u(t),

y(t) = wt(1, t).

(3.62)

Ao considerarmos o feedback u(t) = ky(t), obtemos o seguinte sistema de malha fechada
wtt(x, t) + wxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1,

w(0, t) = wx(0, t) = wxx(1, t) = 0,

wxxx(1, t) = kwt(1, t), k > 0,

(3.63)
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no qual é um sistema dissipativo.

Teorema 3.1.6. Considere o sistema (3.63) com o espaço H e com o operador do

sistema As dado por:As (f(x), g(x)) =
(
g(x),−f (4)(x)

)
,

D(As) =
{
(f, g) ∈ (H4 ×H2

L)×H2
L | f ′′′(1) = kg(1), f ′′(1) = 0

}
.

(3.64)

Então,

(a) Há uma sequência de autofunções generalizadas de As que formam uma base de

Riesz para H.

(b) Todos os λ ∈ σ(As) com módulo suficientemente grande são algebricamente sim-

ples. Além disso os autovalores
{
λn, λn

}
possuem a seguinte expansão assintótica:

λn = −2k + i

(
n− 1

4

)2

π2 +O(n−1), n→ ∞.

(c) As gera um C0-grupo e
Ast em H em que a condição de crescimento determinada

pelo espectro se mantém, isto é, ω0(As) = S(As).

(d) Re(λ) < 0 para todo λ ∈ σ(As) e Re(λ) → −2k para λ → ∞, portanto eAst é

exponencialmente estável.

Demonstração. A construção da prova dos itens é análoga aos resultados que foram

demonstrados no Lema 3.1.1 e no Teorema 3.1.4.

3.2 Estabilização da fronteira com uma massa de

ponta.

Nesta seção, iremos fazer um estudo para a estabilização de uma viga flex́ıvel, na

qual possui uma de suas extremidades fixa e a outra extremidade é livre que por sua

vez é controlada. Este problema pode ser descrito pela seguinte equação de viga de

Euler-Bernoulli: 
wtt(x, t) + wxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1,

w(0, t) = wx(0, t) = wxx(1, t) = 0,

−wxxx(1, t) +mwtt(1, t) = u(t),

(3.65)

em que w(x, t) é a amplitude da vibração, m é a massa da ponta e u(t) é a força de

controle da fronteira aplicada na extremidade livre da viga. Observamos que a última
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igualdade do sistema descreve o movimento da massa da ponta, que segue a segunda

Lei de Newton. Uma forma natural para u(t) pela descrição apresentada é dada por

u(t) = −kwt(1, t), k > 0.

Este feedback produz uma pertubação compacta para o sistema livre no espaço de

estados:

d

dt
(w(·, t), wt(·, t),mwt(1, t)) (3.66)

= A0 (w(·, t), wt(·, t),mwt(1, t)) + B0 (w(·, t), wt(·, t),mwt(1, t)) ,

com

A0(f, g, η) = (g,−f (4), f ′′′(1)) e B0(f, g, η) = (0, 0,−km−1η).

O operadorA0 é um operador do sistema que corresponde ao sistema livre, sem controle

e o operador B0 é um operador compacto.

A perturbação compacta (Ver Definição (1.3.23)) não altera a estabilidade expo-

nencial para um sistema de dimensão infinita (Ver [4, Corolário 1, pg. 192]). Dessa

forma, o sistema 3.66 não é exponencialmente estável. No entanto, iremos aplicar o

prinćıpio da forma colocada no qual permite obtermos um feedback de “alta ordem”.

Para isto, consideremos o funcional de Lyapunov de “alta ordem”dado por:

E0(t) =
1

2

∫ 1

0

[
w2

xxxx(x, t) + w2
xxt(x, t)

]
dx+

1

2m
w2

xxx(1, t),

com a finalidade de conseguirmos que o sistema seja exponencialmente estável.

Suponhamos que a solução de (3.65) é suficientemente suave. Então a derivada de

87



3. Método da Comparação.

E0(t) ao longo da trajetória de (3.65) é :

d

dt
E0(t) =

∫ 1

0

[wxxxx(x, t)wxxxxt(x, t) + wxxt(x, t)wxxtt(x, t)] dx

+
1

m
wxxx(1, t)wxxxt(1, t)

= −
∫ 1

0

wtt(x, t)wxxxxt(x, t)dx+

∫ 1

0

wxxt(x, t)wxxtt(x, t)dx

+
1

m
wxxx(1, t)wxxxt(1, t)

= −
[∫ 1

0

(wtt(x, t)wxxxt(x, t))xdx−
∫ 1

0

wttx(x, t)wxxxt(x, t)dx

]
+

∫ 1

0

wxxt(x, t)wxxtt(x, t)dx+
1

m
wxxx(1, t)wxxxt(1, t)

= −wtt(1, t)wxxxt(1, t) + wtt(0, t)wxxxt(0, t) +

∫ 1

0

wttx(x, t)wxxxt(x, t)dx

+

[∫ 1

0

(wxxt(x, t)wxtt)xdx−
∫ 1

0

wxxxt(x, t)wxtt(x, t)dx

]
+

1

m
wxxx(1, t)wxxxt(1, t)

= −wtt(1, t)wxxxt(1, t) + wxxt(1, t)wxtt(1, t)− wxxt(0, t)wttx(0, t)

+
1

m
wxxx(1, t)wxxxt(1, t)

= −wtt(1, t)wxxxt(1, t) +
1

m
wxxx(1, t)wxxxt(1, t)

=

(
1

m
wxxx(1, t)− wtt(1, t)

)
wxxxt(1, t)

= − 1

m
u(t)wxxxt(1, t).

Dáı, é natural tomarmos o seguinte controle de feedback

u(t) = βwxxxt(1, t), β > 0, (3.67)

em que o sistema de malha fechada torna-se
wtt(x, t) + wxxxx(x, t) = 0, 0 < x < 1,

w(0, t) = wx(0, t) = wxx(1, t) = 0,

−wxxx(1, t) +mwtt(1, t) = βwxxxt(1, t).

(3.68)

Como há uma massa de ponta adicional na viga, a função energia do sistema será dada

por:

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
w2

t (x, t) + w2
xx(x, t)

]
dx+

1

2
[mwt(1, t)− βwxxx(1, t)]

2 .
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Com essas definições, consideramos o sistema (3.66) no espaço de Hilbert dado por:

Hm = H2
L(0, 1)× L2(0, 1)× C, H2

L(0, 1) =
{
f ∈ H2(0, 1)|f(0) = f ′(0) = 0

}
com a norma induzida pelo produto interno definida por

∥(f, g, η)∥2 =
∫ 1

0

[
|f ′′(x)|2 + |g(x)|2

]
dx+K|η|2,

onde K > 0 é uma constante positiva. Agora, escrevemos a equação (3.68) como uma

equação de evolução em Hm
d

dt
Y (t) = ApY (t), (3.69)

em que

Y (t) = (w(·, t), wt(·, t),mwt(1, t)− βwxxx(1, t))

e o operador Ap : D(Ap)(⊂ Hm) −→ Hm é definido por

Ap(f, g, η) =
(
g,−f (4),−β−1η + β−1mg(1)

)
, ∀(f, g, η) ∈ D(Ap),

D(Ap) =
{
(f, g, η) ∈ (H4 ∩H2

L)×H2
L × C | f ′′(1) = 0, η = mg(1)− βf ′′′(1)

}
.

(3.70)

Lema 3.2.1. Seja Ap definido em (3.70). Então

(a) A−1
p existe e é compacto em Hm. Portanto, o espectro σ(Ap) é formado apenas

por autovalores isolados com multiplicidade finita: σ(Ap) = σp(Ap).

(b) λ = −β−1 é um autovalor e para cada λ ∈ σ(Ap), λ ̸= −β−1, tem-se que λ é

geometricamente simples.

(c) Re(λ) < 0 para todo λ ∈ σ(Ap).

(d) Os autovalores
{
λn, λn

}
possuem a seguinte expansão assintótica:

λn = −2mβ−1 + i

(
n− 1

2

)2

π2 +O(n−1), n→ ∞ (3.71)

para todo inteiro n, suficientemente grande.

(e) As autofunções (fn, λnfn, ηn) correspondentes de λn possuem a seguinte expansão
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assintótica:

λnfn(x) = e−(n−
1
2)πx + (−1)ne(n−

1
2)π(1−x) + sen

(
n− 1

2

)
πx

− cos

(
n− 1

2

)
πx+O(n−1), n→ ∞,

f ′′
n(x) = e−(n−

1
2)πx + (−1)ne(n−

1
2)π(1−x) + cos

(
n− 1

2

)
πx

−sen
(
n− 1

2

)
πx+O(n−1), n→ ∞,

ηn = O(n−1), n→ ∞. (3.72)

Demonstração. Prova do item (a). Observemos que

Afirmação 1: O operador A−1
p é invert́ıvel.

De fato, é suficiente mostramos que para todo (f(x), g(x), η) ∈ Hm, existem F (x),

G(x) e H tais que

Ap(F (x), G(x), H) = (f(x), g(x), η). (3.73)

Para que (F,G,H) satisfaça (3.73), devemos ter

(
G(x),−F (4)(x),−β−1H + β−1mG(1)

)
= (f(x), g(x), η), (3.74)

isto é, 
G(x) = f(x),

−F (4)(x) = g(x),

−β−1H + β−1mG(1) = η.

(3.75)

De (3.75) temos as expressões explicitas:

G(x) = f(x) e H = −βη +mf(1).

Agora mostraremos a expressão explicita para F (x). Para x ∈ (0, 1) arbitrário, inte-

gramos a equação de F no intervalo (x, 1) e obtemos

− F ′′′(1) + F ′′′(x) =

∫ 1

x

g(t) dt. (3.76)

Usando o fato que F ′′′(1) = mβ−1g(1)− ηβ−1,

F ′′′(x) = mβ−1g(1)− ηβ−1 +

∫ 1

x

g(t) dt. (3.77)
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Para x1 ∈ (0, 1) arbitrário, integramos (3.77) em (x1, 1) , obtemos

F ′′(1)− F ′′(x1) = (mβ−1g(1)− ηβ−1)x1 +

∫ 1

x1

∫ 1

x

g(t) dt dx. (3.78)

Já vimos que ∫ 1

x1

∫ 1

x

g(t) dt dx = −x1
∫ 1

x1

g(t) dt+

∫ 1

x1

xg(x) dx.

Substituindo em (3.78) e usando o fato que F ′′(1) = 0,

F ′′(x1) = x1

∫ 1

x1

g(t) dt−
∫ 1

x1

xg(x) dx− (mβ−1g(1)− ηβ−1)x1, ∀x1 ∈ (0, 1). (3.79)

Para x2 ∈ (0, 1), integramos (3.79) em (0, x2) e obtemos

F ′(x2)− F ′(0) =

∫ x2

0

x1

∫ 1

x1

g(t) dt dx1 −
∫ x2

0

∫ 1

x1

xg(x) dx dx1

−(mβ−1g(1)− ηβ−1)
x22
2
, ∀x2 ∈ (0, 1). (3.80)

Já vimos que ∫ x2

0

x1

∫ 1

x1

g(t) dt dx1 =
x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt+
1

2

∫ x2

0

x21g(x1) dx1, (3.81)

e que ∫ x2

0

∫ 1

x1

xg(x) dx dx1 = x2

∫ 1

x2

xg(x) dx+

∫ x2

0

x21g(x1) dx1. (3.82)

Substituindo (3.81) e (3.82) em (3.80) e usando o fato que F ′(0) = 0, obtemos

F ′(x2) =
x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt+
1

2

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 − x2

∫ 1

x2

xg(x) dx+

∫ x2

0

x21g(x1) dx1

−(mβ−1g(1)− ηβ−1)
x22
2
, ∀x2 ∈ (0, 1). (3.83)

Para x3 ∈ (0, 1) arbitrário, integramos (3.83) em (0, x3) e obtemos

F (x3)− F (0) =

∫ x3

0

x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt dx2 +
1

2

∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2

−
∫ x3

0

x2

∫ 1

x2

xg(x) dx dx2 +

∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2

−(mβ−1g(1)− ηβ−1)
x33
6
, ∀x2 ∈ (0, 1). (3.84)
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Já vimos que ∫ x3

0

x22
2

∫ 1

x2

g(t) dt dx2 =
x33
6

∫ 1

x3

g(t) dt+
1

6

∫ x3

0

x32g(x2) dx2, (3.85)

e

1

2

∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2 =
x3
2

∫ x3

0

x21g(x1) dx1 −
1

2

∫ x3

0

x32g(x2) dx2. (3.86)

Também vimos que∫ x3

0

x2

∫ 1

x2

xg(x) dx dx2 =
x23
2

∫ 1

x3

xg(x) dx+

∫ x3

0

x32
2
g(x2) dx2, (3.87)

e ∫ x3

0

∫ x2

0

x21g(x1) dx1 dx2 = x3

∫ x3

0

x21g(x1) dx1 −
∫ x3

0

x32g(x2) dx2. (3.88)

Substituindo (3.85) - (3.88) em (3.84) e usando o fato que F (0) = 0, obtemos

F (x) =

∫ x

0

(
t3

6
+
xt2

2
− t3

2
− xt2 + t3 − t3

2

)
g(t) dt+

∫ 1

x

(
x3

6
− x2t

2

)
g(t) dt

−(mβ−1g(1)− ηβ−1)
x33
6

=

∫ x

0

(
t3

6
− x

t2

2

)
g(t) dt+

∫ 1

x

(
x3

6
− x2t

2

)
g(t)− (mβ−1g(1)− ηβ−1)

x33
6
,

ou ainda,

F (x) =

∫ 1

0

(
t3

6
− x

t2

2

)
g(t) dt+

∫ 1

x

(x− t)3

6
g(t)− (mβ−1g(1)− ηβ−1)

x33
6

(3.89)

Portanto segue-se que o operador Ap é invert́ıvel. Além disso, pelo Teorema 1.2.8

temos que A−1
p ∈ L (Hm).

Afirmação 2: A−1
p é compacto. Observamos que para (f, g, η) ∈ Hm = H2

L ×L2 ×C,
a segunda componente de A−1

p pertence à H2
L e a terceira componente pertence à C.

Dessa forma, pelo Teorema 1.5.8 implica que a segunda componente é compacta em L2

e que a terceira componente é compacta em C. Quanto à primeira componente basta

observamos que a sua quarta derivada vale −g(x) que pertence a L2. Dáı, a primeira

componente de A−1
p pertence a H4(0, 1) que é compacto em H2

L. Portanto segue-se que

o operador A−1
p é compacto.

Afirmação 3: O espectro de A−1
p possui apenas autovalores com multiplicidade

algébrica finita. Além disso, σ(Ap) = σp(Ap).

A prova da Afirmação 3 é análoga a Afirmação 4 do item (a) do Lema 3.1.
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Prova do item (b). Temos,

Ap (f, g, η) = −β−1 (f, g, η)

⇒
(
g,−f (4),−β−1η + β−1mg(1)

)
=

(
−β−1,−β−1g,−β−1η

)
.

Logo, 
g = −βf,

−f (4) = −β−1g,

−β−1η + β−1mg(1) = −β−1η.

Observemos que λ = β−1 é um autovalor, pois basta tomarmos f ≡ g ≡ 0 que as

autofunções associadas a −β−1 serão da forma (0, 0, η), com η ̸= 0.

Agora, considere qualquer λ ∈ σp (Ap), com λ ̸= −β−1, resolvendo o problema do

autovalor, obtemos g(x) = λf(x) e −β−1η+β−1mg(1) = λη. Em particular, chegamos

que

η =
λmβ−1

β−1 + λ
f(1),

em que f(x) satisfaz, 
f (4)(x) + λ2f(x) = 0,

f(0) = f ′(0) = f ′′(1) = 0,(
λ+ β−1

)
f ′′′(1) = mβ−1λ2f(1).

(3.90)

Se (3.90) possui duas soluções linearmente independentes, digamos f1(x) e f2(x),

então consideramos f(x) = c1f1(x) + c2f2(x) de modo que as constantes c1 e c2 são

tomadas tal que f(1) = 0. Desse modo, (3.90) é reduzido a (3.54) com λ2 = −ω2

real, na qual já mostramos que a única solução que existe é f(x) ≡ 0, o que é uma

contradição. Logo, segue-se que λ é geometricamente simples.

Prova do item (c). Para construção da prova do item (c) utilizaremos as Afirmações

1-3 do Corolário 3.1.5, em que difere apenas a condição de fronteira do problema do

autovalor (3.90). Pela Afimação 1, obtemos que

λ2∥f(x)∥2L2(0,1) +
mβ−1

λ+ β−1
|f(1)|2 + ∥f ′′(x)∥2L2(0,1) = 0. (3.91)

Com uma construção semelhante à Afirmação 2, juntamente com (3.91), obtemos que

Re(λ) ≤ 0. Por fim, fazendo uma construção semelhante da Afirmação 3, concluiremos

que não há autovalor localizado no eixo imaginário. Portanto, segue-se que Re(λ) <

0.
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Prova do item (d). Pelo item (c) vimos que Re(λ) < 0. Dessa forma, os autovalores são

simétricos em relação ao eixo real. Com isso, consideraremos apenas os que estão loca-

lizados no segundo quadrante. Seja λ = ρ2 e usando novamente as considerações feitas

em (3.28), (3.30) e (3.31), uma vez que eρωix, i = 1, · · · , 4 são soluções fundamentais

para λ2f(x) + f (4)(x) = 0 , a solução de (3.90) será representada por,

f(x) = c1e
ρω1x + c2e

ρω2x + c3e
ρω3x + c4e

ρω4x

em que as constantes, ci são determinadas pelas condições de fronteira, i.e ,

∆(ρ) (c1, c2, c3, c4)
T = [∆1(ρ),∆2(ρ)] (c1, c2, c3, c4)

T = 0 (3.92)

com

∆1(ρ) =


1 1

ω1 ω2[(
ρ2 + β−1

)
ρ3ω3

1 −mβ−1ρ4
]
eρω1

[(
ρ2 + β−1

)
ρ3ω3

2 −mβ−1ρ4
]
eρω2

ρ2ω2
1e

ρω1 ρ2ω2
2e

ρω2


e

∆2(ρ) =


1 1

ω3 ω4[(
ρ2 + β−1

)
ρ3ω3

3 −mβ−1ρ4
]
eρω3

[(
ρ2 + β−1

)
ρ3ω3

4 −mβ−1ρ4
]
eρω4

ρ2ω2
3e

ρω3 ρ2ω2
4e

ρω4

 .

A solução f(x) de (3.90) é diferente de zero se, e somente se, o determinante ca-

racteŕıstico det (∆(ρ)) = 0. Iremos fazer o uso de Wi para representar o termo[(
ρ2 + β−1

)
ρ3ω3

i −mβ−1ρ4
]
eρωi , com i = 1, · · · , 4 e W−i para representar o termo[(

ρ2 + β−1
)
ρ3(−ωi)

3 −mβ−1ρ4
]
eρ(−ωi) com i = 1, 2. Se L = −iρ−5ω2e

ρ(ω1+ω2), então

L · det (∆(ρ)) (3.93)

= −iρ−5ω2e
ρ(ω1+ω2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4

W1 W2 W3 W4

ρ2ω2
1e

ρω1 ρ2ω2
2e

ρω2 ρ2ω2
3e

ρω3 ρ2ω2
4e

ρω4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Usando o fato que ω3 = −ω2 e ω4 = −ω1, obtemos
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L · det (∆(ρ)) = −iρ−5ω2e
ρ(ω1+ω2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

ω1 ω2 −ω2 −ω1

W1 W2 W−2 W−1

ρ2ω2
1e

ρω1 ρ2ω2
2e

ρω2 ρ2(−ω2)
2e−ρω2 ρ2(−ω1)

2e−ρω1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Multiplicando −iρ−5ω2e
ρ(ω1+ω2) pelo determinante, obtemos que

L · det (∆(ρ)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1[
−iω1k −mβ−1ρ

]
eρω1

[
iω2k −mβ−1ρ

]
eρω2

[
−iω2k −mβ−1ρ

] [
iω1k −mβ−1ρ

]
−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

com k = ρ2 + β−1. Agora, usando a propriedade de separar os elementos da quarta

coluna de modo que a1,4 e a2,4 fique em um determinante e os elementos a3,4 e a4,4

fiquem em outro, obtemos que

L · det (∆(ρ)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0[
−iω1k −mβ−1ρ

]
eρω1

[
iω2k −mβ−1ρ

]
eρω2

[
−iω2k −mβ−1ρ

] [
iω1k −mβ−1ρ

]
−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1[
−iω1k −mβ−1ρ

]
eρω1

[
iω2k −mβ−1ρ

]
eρω2

[
−iω2k −mβ−1ρ

]
0

−eρω1 eρω2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Usando a mesma propriedade na primeira coluna do primeiro determinante acima, de

modo que a1,1 e a2,1 fiquem em um determinante e os elementos a3,1 e a4,1 fiquem em

outro, obtemos que

L · det (∆(ρ)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0
[
iω2k −mβ−1ρ

]
eρω2

[
−iω2k −mβ−1ρ

] [
iω1k −mβ−1ρ

]
0 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 eρω2 0

0 1 −eρω2 0[
−iω1k −mβ−1ρ

]
eρω1

[
iω2k −mβ−1ρ

]
eρω2

[
−iω2k −mβ−1ρ

] [
iω1k −mβ−1ρ

]
−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1[
−iω1k −mβ−1ρ

]
eρω1

[
iω2k −mβ−1ρ

]
eρω2

[
−iω2k −mβ−1ρ

]
0

−eρω1 eρω2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

=M1 +M2 +M3.

Pelas mesmas conclusões de (3.34) podemos concluir que

−iρ−5ω2e
ρ(ω1+ω2) · det (∆(ρ)) =M1 +O(e−c|ρ|).

Finalmente, temos

M1 +O(e−c|ρ|)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −eρω2 0[

iω2k −mβ−1ρ
]
eρω2 −iω2k −mβ−1ρ iω1k −mβ−1ρ

eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣

−i

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 eρω2 0[

iω2k −mβ−1ρ
]
eρω2 −iω2k −mβ−1ρ iω1k −mβ−1ρ

eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣+O
(
e−c|ρ|)

= iω2k +mβ−1ρ− e2ρω2
[
iω1k −mβ−1ρ

]
− iω1k +mβ−1ρ− e2ρω2

[
iω2k −mβ−1ρ

]
+i
(
−iω2k −mβ−1ρ

)
+ie2ρω2

[
−ω1k +mβ−1ρ

]
+
(
iω1k −mβ−1ρ

)
−ie2ρω2

[
iω2k −mβ−1ρ

]
= ω1k +mβ−1ρ− iω1k +mβ−1ρ− ω1k − imβ−1ρ− ω1k − imβ−1ρ

+e2ρω2
[
−iω1k +mβ−1ρ− ω1k +mβ−1ρ+ ω1k + imβ−1ρ− iω1k + imβ−1ρ

]
= −2iω1k + 2mβ−1ρ− 2imβ−1ρ+ e2ρω2

[
−2iω1k + 2mβ−1ρ+ 2imβ−1ρ

]
= −2iω1

(
ρ2 + β−1

)
+ 2mβ−1ρ(1− i) + e2ρω2

[
−2iω1

(
ρ2 + β−1

)
+ 2mβ−1ρ(1 + i)

]
.

(3.94)

Afirmação 1: O det (∆(ρ)) = 0 se, e somente se,

e2ρω2 = −1− 2iω1mβ
−1 +O

(
|ρ|−2

)
. (3.95)
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De fato, por (3.94) obtemos

eρω2 =
2iω1 (ρ

2 + β−1)− 2mβ−1ρ(1− i)

−2iω1 (ρ2 + β−1) + 2β−1ρ(1 + i)
.

Aplicando uma expansão de Taylor com f(z) = e2ρω2 e z =
1

ρ
, obtemos

f(z) =
iω1

(
1
z2

+ β−1
)
− mβ−1(1−i)

z

−iω1

(
1
z2

+ β−1
)
+ mβ−1(1+i)

z

=
iω1 (1 + z2β−1)− zmβ−1(1− i)

−iω1 (1 + z2β−1) + zmβ−1(1 + i)
.

Logo,

f(0) =
iω1

−iω1

= −1

e

f ′(z) =
X − Y

[−iω1 (1 + z2β−1) + zmβ−1(1 + i)]2

para X =
[
2zβ−1iω1 −mβ−1(1− i)

]
·
[
−iω1

(
1 + z2β−1

)
+ zmβ−1(1 + i)

]
Y =

[
−2zβ−1iω1 +mβ−1(1 + i)

]
·
[
iω1

(
1 + z2β−1

)
− zmβ−1(1− i)

]
.

Portanto,

f ′(0) =
[−mβ−1(1− i)] · [−iω1]− [mβ−1(1 + i)] · [iω1]

[−iω1]
2

=
mβ−1iω1(1− i)−mβ−1iω1(1 + 1)

i2ω2
1

=
−2imβ−1iω1

i
= −2iω1mβ

−1.

Dáı,

e2ρω2 = −1− 2miω1β
−1ρ−1 +O

(
|ρ|−2

)
.

Portanto, a afirmação segue sendo verdadeira.

Afirmação 2: As soluções de (3.95) são dadas por:

ρn =

(
n− 1

2

)
πω2 +O

(
n−1
)
. (3.96)

De fato, tome h(ρ) = eρω2 +1 e g(ρ) = 2miω1β
−1ρ−1+O

(
|ρ|−2

)
. Se ξ =

(
n− 1

2

)
πω2
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então,

h(ξ) = e2[(n−
1
2)πω2]ω2 + 1

= e2(n−
1
2)πi + 1

= cos(π − 2πn) + isen(π − 2πn) + 1

= cos ((1− 2n)π) + isen ((1− 2n)π) + 1

= 0.

Observemos que,(
(n+ 1)− 1

2

)
πω2 −

(
n− 1

2

)
πω2 = πω2, para todo n ∈ N.

Com isso, tomando Bn = B

((
n− 1

2

)
πω2,

π

2

)
, implica que Bn ∩ Bn+k = ∅, isto é,

cada bola possui apenas uma raiz de f(ρ). Pela construção de Bn∣∣∣∣ρ− (n− 1

2

)
πω2

∣∣∣∣ = π

2
para todo ρ ∈ ∂Bn

((
n− 1

2

)
πω2,

π

2

)
.

Agora, tome ρ = ξn +∆θρ , com ξn =

(
n− 1

2

)
πω2 e ∆θρ = cos θρ + senθρ. Temos,

|g(ρ)| ≤
∣∣2miω1β

−1ρ−1 +O
(
|ρ|−2

)∣∣
=

∣∣∣∣2mω1β
−1

ξn +∆θρ

+O
(

1

|ξn +∆θρ|2

)∣∣∣∣
= O

(
n−1
)
,

para n suficientemente grande. Além disso,

|h(ρ)| = |e2(ξn+∆θρ)πω2 + 1|

= |e2ξnπω2 · e2∆θρπω2 + 1|

= | − e2∆θρπω2 + 1|

que é diferente de zero pois (cos θ + isenθ) é sempre não nulo. Assim, |g(ρ)| ≤ |h(ρ)|
no contorno de Bn para n suficientemente grande.

Dáı, pelo Teorema de Rouché 1.4.6 h e h + g possuem o mesmo número de ráızes

em Bn, isto é, existem ρn =

(
n− 1

2

)
πω2 + rn tais que,

f(ρn) + g(ρn) = 0,
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com |rn| ≤ π. Assim, de (3.95)

e2ρnρω2 + 1 +
2miω1β

−1

ρn
+O

(
1

|ρn|2

)
= 0,

ou ainda

−e2rnπω2 + 1 +
2miω1β

−1

ξn + rn
+O

(
1

|ρn|2

)
= 0.

Em particular, deveremos ter

lim
n→∞

rn = 0.

É fácil ver que rn ∈ O
(
n−1
)
, pois já vimos na afirmação 6 do item (b) do Lema 3.1

que se ern − 1 = O
(
n−1
)
, então rn = O

(
n−1
)
. Portanto segue-se a afirmação e (3.96).

Agora substituindo os valores de ρn em (3.95), obtemos

e[(n−
1
2)πω2+O(n−1)]ω2 = −1− 2miω1β

−1(
n− 1

2

)
πω2 +O (n−1)

+O
(
n−2
)

ou ainda

−e2ω2O(n−1) = −1− 1(
n− 1

2

)
πω2 +O (n−1)

· 2miω1β
−1 +O

(
n−2
)
.

Novamente pela fórmula de Taylor, chegamos que

−e2ω2O(n−1) = −
(
1 + 2ω2O

(
n−1
)
+O

(
n−2
))
.

Agora, fazendo uma expansão de Taylor para
1

(1− x
2
)πω2 +O(x2)

. Tomando h(x) =

−1

1
x
+O

(
2xπω2

2+xπω2

) com x suficientemente pequeno. Denotando por Õ = O
(

2xπω2

2 + xπω2

)
,

temos que

h(0) = 0,

e de

h′(x) =
1[

1
x
+ Õ(x)

]2 ·
(
− 1

x2
+O∗

)
, onde O∗ =

(
Õ(x)

)′

=
− 1

x2[
1
x
+ Õ(x)

]2 +
O∗[

1
x
+ Õ(x)

]2
=

− 1
x2

1
x2 +

Õ(x)
x2 + Õ (x2)

+
O∗[

1
x
+ Õ(x)

]2
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temos que h′(0) = −1. Assim, fazendo x =

(
n− 1

2

)
πω2 para n suficientemente

grande, obtemos que

−1(
n− 1

2

)
πω2 +O (n−1)

=
−1(

n− 1
2

)
πω2

+O
(
n−2
)
.

Dáı, substituindo os valores encontrados, tem-se

−1− 2ω2O
(
n−1
)
−O

(
n−2
)
= −1− 1(

n− 1
2

)
πω2

· 2miω1β
−1 +O

(
n−2
)

ou ainda que

O
(
n−1
)
=

−mβ−1(
n− 1

2

)
πω2

+O
(
n−2
)
.

Substituindo em (3.96), obtemos

ρ = ρn =

(
n− 1

2

)
πω2 +

−mβ−1(
n− 1

2

)
πω2

+O
(
n−2
)
.

Por fim,

λ = λn = ρ2n =

[(
n− 1

2

)
πω2 +

−mβ−1(
n− 1

2

)
πω2

+O
(
n−2
)]2

=

(
n− 1

2

)2

π2i− 2mβ−1 +O
(
n−1
)
.

Portanto segue-se (3.71) e a prova do item (d).

Prova do item (e). As autofunções f(x) associadas aos autovalores λ = ρ2, para n

suficientemente grande, são dadas por:

f(x) = ω−3
2 ρ−2eρ(ω1+ω2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω3x eρω4x

1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4

ρ2ω2
1e

ρω1 ρ2ω2
2e

ρω2 ρ2ω2
3e

ρω3 ρ2ω2
4e

ρω4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Usando o fato que ω3 = −ω2 e que ω4 = −ω1, obtemos

f(x) = ω−3
2 ρ−2eρ(ω1+ω2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x e−ρω2x e−ρω1x

1 1 1 1

ω1 ω2 −ω2 −ω1

−iρ2eρω1 iρ2eρω2 iρ2e−ρω2 −iρ2e−ρω1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Multiplicando o termo ω−3
2 ρ−2eρ(ω1+ω2) pelo determinante, obtemos

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Agora, usando a propriedade de separar os elementos da quarta coluna de forma que

os elementos a2,4 e a3,4 fiquem em um determinante e os elementos a1,4 e a4,4 fiquem

em outro

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) 0

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

−eρω1 eρω2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Novamente, usando a mesma propriedade no primeiro determinante acima de tal forma

que separe o elemento a1,4 dos elementos a1,1, a1,2 e a1,3, temos que

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

0 1 eρω2 0

0 1 −eρω2 0

−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) 0

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

−eρω1 eρω2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=M1 +M2 +M3.

Assim, como foi mostrado em casos anteriores com mesmos argumentos encontramos

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x) eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+O

(
e−c|ρ|)
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= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
eρω1x eρω2x eρω2(1−x)

1 1 eρω2

i 1 −eρω2

∣∣∣∣∣∣∣∣− eρω1(1−x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2

i 1 −eρω2

0 eρω2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+O
(
e−c|ρ|)

= 2eρω1x+ρω2 − (1 + i)eρω2(1+x) − (1− i)eρω2(1−x) − 2ieρω1(1−x) +O
(
|ρ|−1

)
,

ou ainda

f(x) = −eρω2
[
−2eρω1x + (1 + i)eρω2x + (1− i)e−ρω2x

]
− 2ieρω1(1−x) +O

(
|ρ|−1

)
.

Notemos que

−2eρω1x = −2e

[
(n− 1

2)πω2− mβ−1

(n− 1
2)πω2

+O(n−2)
]
ω1x

= −2e

[
−(n− 1

2)πx−
mβ−1ix

(n− 1
2)π

+O(n−2)ω1x

]

= −2e−(n−
1
2)πx · e

[
− mβ−1ix

(n− 1
2)π

+O(n−2)ω1x

]

= −2e−(n−
1
2)πx ·

[
cos

(
mβ−1x(
n− 1

2

)
π

)
− isen

(
mβ−1x(
n− 1

2

)
π

)]
· eO(n−2)ω1x

= −2e−(n−
1
2)πx,

para n suficientemente grande.

Temos também que

(1 + i)eρω2x = (1 + i)e

[
(n− 1

2)πω2− mβ−1

(n− 1
2)πω2

+O(n−2)
]
ω2x

= (1 + i)e

[
(n− 1

2)πix−
mβ−1x

(n− 1
2)π

+O(n−2)ω2x

]

= (1 + i)e(n−
1
2)πix · e

[
− mβ−1x

(n− 1
2)π

+O(n−2)ω2x

]

= (1 + i) ·
[
cos

(
n− 1

2

)
πx+ isen

(
n− 1

2

)
πx

]
· e

[
− mβ−1x

(n− 1
2)π

+O(n−2)ω2x

]
.

Observemos que − mβ−1x(
n− 1

2

)
π

= O
(
n−1
)
, para n suficientemente grande. Além disso,

com a expansão ex+O(n−1) = 1 + x+O
(
n−1
)
vemos que

(1 + i)eρω2x = (1 + i) ·
[
cos

(
n−

1

2

)
πx+ isen

(
n−

1

2

)
πx

]
·
[
1 +O

(
n−1

)]
= (1 + i) ·

[
cos

(
n−

1

2

)
πx+ isen

(
n−

1

2

)
πx

]
+O

(
n−1

)
= cos

(
n−

1

2

)
πx+ isen

(
n−

1

2

)
πx+ i cos

(
n−

1

2

)
πx− sen

(
n−

1

2

)
πx+O

(
n−1

)
.

102



3. Método da Comparação.

Analogamente

(1− i)e−ρω2x = cos

(
n− 1

2

)
πx− isen

(
n− 1

2

)
πx− i cos

(
n− 1

2

)
πx

−sen
(
n− 1

2

)
πx+O

(
n−1
)
.

Dáı,

f(x) = −eρω2
[
−2eρω1x + (1 + i)eρω2x + (1− i)e−ρω2x

]
− 2ieρω1(1−x) +O

(
|ρ|−1

)
= −eρω2 ·

[
−2e−(n− 1

2 )πx + cos

(
n−

1

2

)
πx+ isen

(
n−

1

2

)
πx+ i cos

(
n−

1

2

)
πx

−sen

(
n−

1

2

)
πx+ cos

(
n−

1

2

)
πx− isen

(
n−

1

2

)
πx− i cos

(
n−

1

2

)
πx

−sen

(
n−

1

2

)
πx

]
+O

(
n−1

)
− 2ieρω1(1−x) +O

(
n−1

)
= 2eρω2

[
e−(n− 1

2 )πx + sen

(
n−

1

2

)
πx− cos

(
n−

1

2

)
πx

]
− 2ieρω1(1−x) +O

(
n−1

)

ou ainda

f(x) = 2eρω2

[
e−(n− 1

2 )πx + (−1)ne(n− 1
2 )π(1−x) + sen

(
n−

1

2

)
πx− cos

(
n−

1

2

)
πx

]
+O

(
n−1

)
.

Além disso,

λ−1 · f ′′(x) = iω−3
2 ρ−2eρ(ω1+ω2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−ieρω1x ieρω2x ieρω3x −ieρω4x

1 1 1 1

ω1 ω2 ω3 ω4

ρ2ω2
1e

ρω1 ρ2ω2
2e

ρω2 ρ2ω2
3e

ρω3 ρ2ω2
4e

ρω4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Usando o fato que ω3 = −ω2 e ω4 = −ω1, obtemos

λ−1 · f ′′(x) = iω−3
2 ρ−2eρ(ω1+ω2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−ieρω1x ieρω2x ie−ρω2x −ie−ρω1x

1 1 1 1

ω1 ω2 −ω2 −ω1

−iρ2eρω1 iρ2eρω2 iρ2e−ρω2 −iρ2e−ρω1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−eρω1x eρω2x eρω2(1−x) −eρω1(1−x)

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Usando a propriedade de separar os elementos da quarta coluna de forma que a2,4 e
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a3,4 fiquem em um determinante e os elementos a1,4 e a4,4 fiquem em outro

λ−1 · f ′′(x) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−eρω1x eρω2x eρω2(1−x) −eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−eρω1x eρω2x eρω2(1−x) 0

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

−eρω1 eρω2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Usando a mesma propriedade na primeira coluna de forma que separe o elemento a1,4
dos elementos a1,1, a2,1 e a3,1

λ−1 · f ′′(x) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−eρω1x eρω2x eρω2(1−x) −eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 eρω2x eρω2(1−x) −eρω1(1−x)

0 1 eρω2 0

0 1 −eρω2 0

−eρω1 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−eρω1x eρω2x eρω2(1−x) 0

1 1 eρω2 eρω1

i 1 −eρω2 −ieρω1

−eρω1 eρω2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=M1 +M2 +M3.

Assim, como foi mostrado em casos anteriores com mesmos argumentos encontramos

λ−1 · f ′′(x) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−eρω1x eρω2x eρω2(1−x) −eρω1(1−x)

1 1 eρω2 0

i 1 −eρω2 0

0 eρω2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+O

(
e−c|ρ|)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−eρω1x eρω2x eρω2(1−x)

1 1 eρω2

i 1 −eρω2

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 eρω2

i 1 −eρω2

0 eρω2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+O
(
e−c|ρ|)

= 2eρω1x+ρω2 + (1 + i)eρω2(1+x) + (1− i)eρω2(1−x) − 2ieρω1(1−x) +O
(
|ρ|−1

)
= eρω2 ·

[
2eρω1x + (1 + i)eρω2x + (1− i)e−ρω2x

]
− 2ieρω1(1−x) +O

(
|ρ|−1

)
= 2eρω2

[
e−(n−

1
2)πx − sen

(
n− 1

2

)
πx+ cos

(
n− 1

2

)
πx

]
− 2ieρω1(1−x) +O

(
n−1
)
,

ou ainda

λ−1f ′′(x) = 2eρω2

[
e−(n− 1

2 )πx + (−1)ne(n− 1
2 )π(1−x) − sen

(
n−

1

2

)
πx+ cos

(
n−

1

2

)
πx

]
−2ieρω1(1−x)+O

(
n−1

)
.

Por fim, definindo fn(x) = 2−1e−ρω2f(x) , obtemos as duas primeiras expansões de

104



3. Método da Comparação.

(3.72) e definindo ηn = 2−1e−ρω2η obtemos a ultima expansão, pois

η =
ρ2mβ−1

ρ2 + β−1
· f(1) = O

(
n−1
)
, n→ ∞.

Portanto, segue-se

Fn(x) = (fn(x), λfn(x), ηn) (3.97)

em que fn(x) e ηn são determinadas por (3.72). Isto acaba a demonstração do item (e)

e a prova do Lema 3.2.1.

É claro que temos que existe constantes c1, c2 > 0 independentes de n tais que

c1 ≤∥ Fn ∥Hm≤ c2, para n→ ∞. (3.98)

Para vermos que (3.98) é satisfeita, basta observamos que de modo análogo ao que foi

feito para provar (3.9), obtemos

lim
n→∞

∥Fn(x)∥2 = 2.

Da última igualdade do problema do autovalor (3.90), temos que a ordem da deri-

vada do lado esquerdo é muito maior do que a ordem do lado direito. Dáı, escolhemos

de forma natural o sistema de referência de Riesz dado por:
w̃tt(x) + w̃xxxx(x) = 0,

w̃(0, t) = w̃x(0, t) = w̃xx(1, t) = w̃xxx(1, t) = 0,

η̃(t) = 0.

(3.99)

Podemos representar o sistema (3.99) pela seguinte equação de evolução:

dỸ (t)

dt
= A0

p · Ỹ (t) (3.100)

em que o operador A0
p : D

(
A0

p

)
(⊂ Hm) −→ Hm é definido por:A0

p(f, g, η) =
(
g,−f (4), 0

)
, ∀(f, g, η) ∈ D

(
A0

p

)
,

D
(
A0

p

)
=
{
(f, g, η) ∈

(
H4 ∩H2

L

)
×H2

L × C|f ′′(1) = f ′′′(1) = 0
} (3.101)

com,

Ỹ (t) = (w(·, t), wt(·, t), η̃(t)) .

Lema 3.2.2. Seja A0
p definido em (3.101). Então,
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(a)
(
A0

p

)∗
= −A0

p, e
(
I −A0

p

)−1
existe e é compacto em Hm. Portanto, existe uma

sequência de autofunções normalizadas de A0
p que formam uma base ortonormal

para Hm. (Por consequência do Teorema 1.2.30).

(b) O espectro de A0
p é formado por {µn, µn}, onde µn = ν2n possuem a seguinte

expansão assintótica:
νn = −i

(
n− 1

2

)
πω1 +O

(
|n|−1

)
µn = ν2n = i

(
n− 1

2

)
π2 +O

(
|n|−1

) (3.102)

para n suficientemente grande.

(c) As autofunçõesGn(x) = (un(x), µnun(x), η0n) associadas a µn, possuem a seguinte

expansão assintótica:

un(x) = e−(n−
1
2)πx + (−1)ne(n−

1
2)π(1−x) + sen

(
n− 1

2

)
πx

− cos

(
n− 1

2

)
πx+O(n−1),

µ−1
n u′′n(x) = e−(n−

1
2)πx + (−1)ne(n−

1
2)π(1−x) − sen

(
n− 1

4

)
πx

+cos

(
n− 1

4

)
πx+O(n−1),

η0n = O(n−1),

(3.103)

para n suficientemente grande.

Demonstração. Observamos que definindo mβ−1 = 0 na prova do Lema 3.2.1, temos

imediatamente todos os resultados do Lema 3.2.2, exceto que
(
I −A0

p

)−1
existe e é

compacto em Hm. Suponhamos que
(
I −A0

p

)−1
(f1, g1, η1) = (f, g, η). Então, η = η1 e

g(x) = f(x)− f1(x), onde f(x) satisfaz,f
(4)(x) + f(x) = f1(x) + g1(x)

f(0) = f ′(0) = f ′′(1) = f ′′′(1) = 0.
(3.104)

Já provamos que a equação homogênea de (3.104) (f1 = g1 = 0) possui apenas a

solução nula, logo, a solução de (3.104) é única, caso exista. Seja ω1 e ω2 definidas em

(3.29).

Afirmação: A transformação

F (x) = eω1x

∫ x

0

e−ω1sy(s)ds− e−ω1x

∫ x

0

eω1sy(s)ds
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transforma f (4)(x)+f(x) = f1(x)+g1(x) em uma equação diferencial linear de segunda

ordem para y(x):

y′′(x)− iy(x) =
iω1

2
[f1(x) + g1(x)]

em que possui a solução particular

y0(x) =
1 + i

4

∫ x

0

[
e

1+i
2

(x−s) − e−
1+i
2

(x−s)
]
[f1(s) + g1(s)] ds.

De fato, observamos que

F (4)(x) = −eω1x

∫ x

0

e−ω1sy(s)ds− iω1y(x)− iy′(x) + ω1y
′′(x) + y(4)(x)

+e−ω1x

∫ x

0

eω1sy(s)ds− iω1y(x) + iy′(x) + ω1y
′′(x)− y(4)(x).

= −eω1x

∫ x

0

e−ω1sy(s)ds+ e−ω1x

∫ x

0

eω1sy(s)ds+ 2ω1 [y
′′(x)− iy(x)] .

Logo,

F (4)(x) + F (x) = f1(x) + g1(x)

⇒ 2ω1 [y
′′(x)− iy(x)] = f1(x) + g1(x)

⇒ y′′(x)− iy(x) =
ω−1
1 · [f1(x) + g1(x)]

2

⇒ y′′(x)− iy(x) =
iω1

2
[f1(x) + g1(x)] .

Assim, a solução particular para f (4)(x) + f(x) = f1(x) + g1(x) é:

f0(x) = eω1x

∫ x

0

e−ω1sy0(s)ds− eω1x

∫ x

0

eω1sy0(s)ds.

Uma vez que as quatro soluções linearmente independentes de f (4)(x) + f(x) = 0 são:

eω1x, e−ω1x, eω2x e e−ω2x, podemos encontrar a solução de (3.104) com,

f(x) =
4∑

i=1

ci · eωix + f0(x),

para algumas constantes ci, i = 1, 2, 3, 4, pois a equação homogênea de (3.104) possui

apenas a solução nula. Portanto
(
I −A0

p

)−1
existe. A compacidade segue-se pelos

Teoremas 1.5.7 e 1.5.8.

Teorema 3.2.3. Seja Ap o operador definido em (3.70). Então,

(a) Existe uma sequência de autofunções generalizadas de Ap que formam uma base
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de Riesz para Hm.

(b) Os autovalores de Ap possuem a expansão assintótica de (3.71).

(c) Todos λ ∈ σ (Ap) com modulo suficientemente grande são algebricamente simples.

Portanto , Ap gera um C0-semigupo em Hm para quaisquer constantes reais m

e β. Para o semi-grupo gerado por Ap a condição de crescimento determinada

pelo espectro se mantém:

−2mβ−1 ≤ ω (Ap) = S (Ap) < 0.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.2 , temos que um conjunto “máximo”de autofunções

ω-linearmente independentes de Ap é formado por todos (un, vn, η0n) e seus conjugados

definidos por (3.103) e adicionados a um número finito de autofunções. Dáı, podemos

assumir sem perda de generalidade que este conjunto é

{(un, vn, η0n)}
∞
n=1 ∪ {seus conjugados} .

Caso o conjunto acima forme uma base ortogonal para Hm e eles estejam quadrática

mente próximos, de (3.98) o conjunto é uma base de Riesz para Hm, pois de (3.72) e

(3.103) , existe um inteiro positivo N tal que,

∞∑
n>N

∥ (fn, gn, ηn)− (un, vn, η0n) ∥2Hm
=

∞∑
n>N

∥ Fn −Gn ∥2Hm
=

∞∑
n>N

O
(
n−2
)
<∞

O mesmo é válido para seus conjugados. Além disso, note que todos λn = ρ2n são

diferentes para n suficientemente grande, dáı aplicando o Teorema 2.3.5 obtemos o

desejado.

A estabilidade do sistema (3.69) segue-se do Corolário abaixo.

Corolário 3.2.4. O semi-grupo eApt é exponencialmente estável para qualquer m,β >

0.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.1 Re(λ) < 0, para todo λ ∈ σ (Ap). Pelo fato que

o operador Ap possui resolvente compacto, então existe apenas um número finito de

autovalores de Ap para qualquer região limitada no plano complexo. Dáı pelo Teorema

3.2.3 existe uma constante ω > 0 tal que,

S (Ap) = sup
λ∈σ(Ap)

Re(λ) < −ω. (3.105)

Portanto pelo Teorema 1.3.22 segue-se a prova do Corolário.
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