Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Introducao as bases de Riesz e
aplicacoes na estabilizacao fronteira
de problemas de vigas

Alessandro Fernandes Silva

Joao Pessoa — PB
Maio de 2022


http://lattes.cnpq.br/6297636352078525

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Introducao as bases de Riesz e
aplicacoes na estabilizacao fronteira
de problemas de vigas

por
Alessandro Fernandes Silva
sob a orientacao de

Dr. Mauricio Cardoso Santos

Joao Pessoa — PB
Maio de 2022


http://lattes.cnpq.br/6297636352078525
http://lattes.cnpq.br/2628861259158973

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e O assificacéo

S586i Silva, Alessandro Fernandes.

Introducdo as bases de Riesz e aplicacbes na
estabilizacdo fronteira de probl emas de vigas /
Al essandro Fernandes Silva. - Jodo Pessoa, 2022.

119 f. : il.

Oientacdo: Muricio Cardoso Santos.

Di ssertacdo (Mestrado) - UFPB/ CCEN.

1. Matemitica - Bases de Riesz. 2. Estabilidade
exponenci al . 3. Método da conparacdo. 4. Probl enas de
vigas. 5. CQ0-senmigrupos. |I. Santos, Muricio Cardoso.
Il. Titulo.

UFPB/ BC CDU 51(043)

El aborado por WALQUELI NE DA SILVA ARAUJO - CRB-15/514




UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
CAMPUS | - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

ATA DE DEFESA DE MESTRADO JUNTO AO PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM
MATEMATICA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA, REALIZADA NO DIA 31 DE
MAIO DE 2022.

Ao trigésimo primeiro dia de maio de dois mil e vinte e dois, as 14:00 horas, por meio da
plataforma virtual Google Meet, através do link: https://meet.google.com/oex-ptei-kwm, em
conformidade com o paragrafo unico do Art. 80 da Resolugdo CONSEPE n° 79/2013, que
regulamenta a defesa de trabalho final por videoconferéncia, seguindo os mesmos preceitos da
defesa presencial, foi aberta a sessao publica de Defesa de dissertacdo intitulada “Introdugao as
bases de Riesz e aplicagdes na estabilizagao fronteira de problemas de vigas”, do aluno
Alessandro Fernandes Silva, que havia cumprido, anteriormente, todos os requisitos para a
obtencao do grau de Mestre em Matematica, na area de Analise, sob a orientagdo do Prof. Dr.
Mauricio Cardoso Santos. A Banca Examinadora, indicada pelo Colegiado do Programa de Pos-
Graduacdo em Matematica, foi composta pelos professores: Dr. Mauricio Cardoso Santos
(Orientador), Dr. Fagner Dias Araruna (membro interno), Dr? Bianca Morelli Rodolfo Calsavara
(membro externo/UNICAMP) e Dr. José Carlos de Albuquerque Melo Junior (membro
externo/UFPE). O professor Mauricio Cardoso Santos, em virtude da sua condi¢ao de orientador,
presidiu os trabalhos e, depois das formalidades de apresentacdo, convidou o aluno a discorrer
sobre o conteudo da dissertacdo. Concluida a explanagio, o candidato foi arguido pela banca
examinadora que, em seguida, sem a presenga do aluno, finalizando os trabalhos, reuniu-se para
deliberar tendo concedido ao candidato a mencgao: Aprovado. E, para constar, foi lavrada a

presente ata que sera assinada pelos membros da Banca Examinadora.

Jodo Pessoa, 31 de maio de 2022.

Mauricio Cardoso Santos # : uo e

Fagner Dias Araruna __ [efun Vi | N
U

Bianca Morelli Rodolfo Calsavara (Hakhrarrara-

José Carlos de Albuquerque Melo Junior %//Mwww
ﬂ | — / ]


https://meet.google.com/oex-ptei-kwm
Fágner Araruna


Dedico a meus pais, José
Silva e Antonia Aluciena, e
aos meus irmaos, Alexandre
Fernandes e Aluisio Fernan-

des.



Agradecimentos

Agradego primeiramente a Deus pela vida e pelas béncaos recebidas, por me dar
sabedoria e forga interior para vencer os obstaculos, superando minhas dificuldades e
me guiando sempre. Aos meus pais, irmaos e familiares que nao mediram esforcos para
que eu pudesse concluir mais uma grande etapa de conquistas, pessoas que sempre
acreditaram em mim e em meus objetivos de vida.

Sou e serei sempre grato também a todos os professores da Universidade Regional
do Cariri - URCA pelo incentivo e voto de confianga em mim depositados.

Tenho imensa gratidao a todos os professores deste programa de Pds-Graduacao -
Elisandra de Fatima Gloss, Jacqueline Fabiola, Alexandre de Bustamante, Fagner Dias
Araruna, Felipe W. Chaves-Silva, Joao Marcos B. do C), Marcio Silva Santos, Mauricio
C. Santos, Uberlandio Batista Severo - que contribuiram de forma significativa para
o meu crescimento académico pessoal. Em especial, agradeco: aos professores Fagner
Dias Araruna e Felipe W. Chaves-Silva e todos os alunos do grupo de estudo de Teoria
do Controle pela contribuigao direta a este trabalho; aos secretarios do departamento:
Roseli Agapito e Ewerton Monteiro.

Agradeco a todos os meus amigos e colegas que sempre acreditaram em mim e
me apoiaram. Em especial, agradeco aos meus amigos de infancia: Antonio Maxuel e
Mario Alexis.

Agradeco a todos os meus amigos e colegas de Graduagao e Pés-Graduagao: Ci-
cero Alexandre, Shirley Primo, Natalia Lucas, Renato Vieira, Paulo Vicente, Lucas
Machado, Matheus Evangelista, Luiz Felipe - pela contribuicao direta a este trabalho.
Em especial, agradeco a Cicero Alexandre, Natalia Lucas e Shirley Primo que sempre
estiveram ao meu lado durante toda a Graduacao e Pés-Graduacao.

Deixo aqui, profunda gratidao ao meu grade amigo Renato Vieira que foi como pai
durante a Pos-Graduacao.

Deixo aqui também, profunda gratidao a meu orientador, Dr. Mauricio Cardoso
Santos, pela dedicacao dada a este trabalho, pelas cobrangas, serenidade, paciéncia e

atencao com que me orientou e pelo incentivo e amizade.



Resumo

Neste trabalho iremos estudar um método que possibilite gerar bases de Riesz para
sistemas unidimensionais, do tipo equacao de viga sob controles na fronteira ou fe-
edback pontual. A geracao da base de Riesz resulta naturalmente na estabilidade
exponencial e na condi¢ao de crescimento determinada pelo espectro. Faremos estudos
em dois problemas de vigas que serao representados por equacgoes de evolucao, ne-
les investigaremos o comportamento assintotico e a analiticidade das solucoes. Nosso
objetivo principal é apresentar as condigoes necessarias e suficientes para obter uma
estabilidade exponencial do semigrupo correspondente. A ferramenta utilizada sera o
Método da Comparacao junto com a teoria de semigrupos e operadores dissipativos em

espagos de Hilbert.

Palavras-chave: Bases de Riesz; Estabilidade Exponencial; Método da Comparacao;

Problemas de Vigas e Cy- Semigrupos.



Abstract

In this work we will study a method that is possible to generate one-dimensional
Riesz bases, beam equation type under boundary controls or point feedback. The
generation of the Riesz base naturally results in exponential stability and the growth
condition determined by the spectrum. We will study two beam problems that will be
represented by evolution equations, in them we will investigate the asymptotic behavior
and the analyticity of the solutions. Our main objective is to present the necessary and

sufficient conditions to obtain an exponential stability of the corresponding semigroup.

Keywords: Riesz bases; Exponential Stability; Comparison Method; Beam Problems

and Cy-Semigroups
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e span(S) - Subespago formado por todas as combinagoes lineares de elementos de

S.
e L(X,Y) - Conjunto dos operadores lineares limitadas de X em Y.
e L£(X) - Conjunto dos operadores lineares limitadas de X em X.
e K(X,Y) - Conjunto dos operadores compactos de X em Y.
e K(X) - Conjunto dos operadores compactos de X em X.
e sup - Supremo.
e X" - Espaco dual de X.
e A" - Operador auto-adjunto do operador A.
e p(A) - Conjunto resolvente do operador A.
e o(A) - Espectro do operador A.
e 0,(A) - Espectro pontual do operador A.
e 0.(A) - Espectro continuo do operador A.
e 0,(A) - Espectro residual do operador A.
e ((0,00; X) - Conjunto das aplicagdes continuas de (0,00) em X.
e Re - Parte real.
e Ker (A) - Nicleo do operador A.

e wy(A) - Limite de crescimento do operador A.

viil



S(A) - Cota superior do espectro do operador A.
I' - Contorno de Cauchy.
@ - Soma direta entre subespacos.

P, de A - Projecao de Riesz de A em um espaco de Banach, correspondente a

parte isolada o do espectro do operador A.
dim(X) - Dimensao do espago X.
supp(¢) - Suporte da fungao ¢.

C™(£2) - Espaco das fungoes continuas tais que todas suas derivadas de ordem

m < « sao continuas em ().
Co(Q2) - Conjunto das fungoes de C(2) com suporte compacto.

C*>(Q) - Conjunto formado por todas as fungoes que juntamente com todas as

suas derivadas parciais sao continuas em (2.

Cy°(2) - Conjunto das fungoes de C*°(€2) com suporte compacto.
H™(Q) - Espago de Sobolev de ordem m sobre (2.

— - Imersao entre espagos.

sp(A) - Espago raiz do operador A (Espago formado por todas as combinagoes

lineares de autovetores generalizados do operador A).

E(X, A) - Projecao no espago de autovetores de A correspondente ao ponto es-

pectral isolado .
R(\, A) = (A — A)~! - Operador resolvente.

L*(0,1) - Conjunto das fungoes mensuraveis definidas em (0,1) com valores em

C que sao quadrados integraveis no sentido da integral de Lebesgue.

H7(0,1) = {f(x) € H*(0,1)| f(0) = f'(0) = 0}.

argp - Angulo correspondente do complexo p.

det(A) - Determinante da matriz A.

O(-) - Descreve o comportamento limitante para uma func¢ao quando seu argu-

mento tende a um valor especifico ou para o infinito.

X



Introducao

Na teoria das Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) sao conhecidas diversas equagoes
que nao podem ser resolvidas analiticamente. Dessa forma, quando desejamos mode-
lar fenomenos, a utilizagao de técnicas que possibilitem a obtencao de propriedades
qualitativas se tornam de grande importancia.

Um tipo de propriedade qualitativa que podemos citar sao aquelas obtidas por meio
da aplicacao na EDP de uma forga (controle) do tipo Feedback, que consiste, essen-
cialmente em fazer com que alguma saida, digamos y, se comporte de uma maneira
desejada manipulando alguma entrada, digamos z, em que o objetivo do controle ¢é
manter a saida y num valor desejado. Um exemplo de controle bem simples que po-
demos citar é o de tornar a saida y pequena ou proximo de algum ponto de equilibrio.
Podemos resumir a acao de controle feedback da seguinte maneira: primeiro mede-se o
valor da saida, em seguida, compara-se o valor medido da saida com o valor da “saida
esperado”, e por fim, o valor do erro é alimentado ao controlador com a finalidade de
reduzir o erro. Veja [6] e [7] para uma interpretacdo mais detalhada sobre a teoria de
controle feedback e para exemplos de varias aplicacoes.

Dizemos que os sistemas sao estdveis, quando toda entrada limitada produz uma
saida limitada, independente de qual seja o seu estado inicial. Quando nao é satisfeita
esta condicao dizemos que estes sistemas sao instdvess. Diante disso, quando projeta-
mos um sistema de feedback como controle, é natural que seja feito um estudo sobre
suas caracteristicas de estabilidade.

Cada sistema descrito por uma equacgao diferencial parcial tem associado um fun-
cional de energia F(t). Entendemos como estabilizagdo o comportamento assintdtico
(decaimento para zero) em tempo dessa energia.

Para os problemas de estabilizagao estudados nesse trabalho, faremos um estudo
sobre o decaimento exponencial. Queremos que o operador associado ao sistema sa-
tisfaga as condigoes necessarias para que o seu semigrupo T'(t) correspondente seja

exponencialmente estavel, isto é, existam constantes positivas M,w > 0 tais que

IT(t)|| < Me ™", para todo t > 0.



Observemos que, para que estas condicoes sejam validas, precisaremos que o sistema,
possua solucao. Diante disso, é natural encontrarmos solugoes para o problema e em
seguida fazer um estudo do seu comportamento assintotico.

Neste trabalho, pretendemos fazer um estudo bibliografico de alguns resultados
contidos em [5] que tratam de problemas de estabiliza¢ao para problemas de vigas e tais
resultados podem ser encontrados nas Segoes 3.1 e 3.2 do livro. Utilizaremos um método
de comparacao que possibilita gerar bases de Riesz para sistemas unidimensionais para
o problema em questdao. A existéncia das bases de Riesz estao relacionadas com a
estabilidade exponencial de certos problemas em EDP e com a condicao de crescimento
determinada pelo espectro (Veja Defini¢ao . E importante ressaltar que existem
na literatura exemplos de equagoes em que a condicao de crescimento determinada pelo
espectro nao é vélida, veja [12, Exemplo 3.6] para um exemplo. Diante disso, veremos
que a existéncia de bases de Riesz assume um papel fundamental.

O objetivo principal do nosso trabalho é construir um material que possa nortear
pesquisadores e estudantes interessados sobre o tema. Este trabalho esta organizado
da seguinte forma:

No Capitulo [l apresentaremos contetidos de Analise funcional que iremos utilizar
ao longo da dissertacao. Os teoremas sao apresentados sem a demonstragao, porém,
deixaremos claro onde podem ser encontradas.

No Capitulo [2| introduzimos as nogoes de bases de Riesz. Comecaremos definindo
o conceito de base linearmente independente para o espaco C" e em seguida definindo
bases w-linearmente independentes para espacos de dimensao infinita. Veremos quando
duas bases de um espaco de Hilbert sao equivalentes, o que representa um passo inicial
para a comparacao entre bases, o que serd importante, futuramente para a construcao
de bases de Riesz. Falaremos sobre bases ortonormais e, em seguida, traremos a de-
finicao precisa de base de Riesz, que sao aquelas equivalentes as bases ortonormais.
Também, mostraremos resultados de pertubagoes sobre a base de Riesz que sao conhe-
cidos como estabilidade de bases de Riesz. Sao resultados importantes pois quando
dois objetos matematicos estao “proximos”’um do outro de uma maneira adequada as
propriedades comuns sao compartilhadas. Na terceira secao falaremos um pouco sobre
o operador espectral de Riesz. Para isto, comecaremos definindo quando um auto-
vetor de um operador linear é generalizado. Apresentaremos em seguida a projecao
E(X, A) no espago de autovetores correspondente a um ponto espectral isolado, esta
projecao por sua vez ¢ um funcional linear limitado atuando no espago de Hilbert. Por
fim, demonstraremos alguns resultados sobre bases de Riesz que foram utilizados na
dissertacao.

Por fim, no Capitulo |3 falaremos um pouco sobre o método da comparacao que



é utilizado para encontrar bases de Riesz associadas a operadores diferenciais. Em
seguida faremos um estudo aplicando a um problema de viga delgada flexivel conhecida
como equagao de viga de Euler-Bernoulli. Esta equacao é um EDP linear de quarta
ordem dada por

Pw(x,t) 0 Pw(z,t)\

em que w(z,t) descreve a deflexdo da viga em alguma posi¢ao x e no tempo ¢, I(z) é o
segundo momento de area. Pelo fato da equacao possuir derivadas de ordem quatro no
espaco, devemos ser suplementar com no maximo quatro condigoes que normalmente
sao fornecidas sobre a fronteira.

Sendo mais preciso sobre o problema em vista, consideraremos uma viga cantilever
que possui uma de suas extremidades fixas e a outra livre, com um controle de fronteira

sendo o momento fletor dada por:

;

Wit (2, 1) + Wegae (2, 1) =0, 0 <x <1, t >0,
w(0,t) = wp(x,t) = Wee(1,8) =0,

Wag(1,1) = u(t),

\y(t) = wy(1, 1),

em que u(t) é a entrada e y(t) é a saida do sistema. Este sistema por sua vez pode ser
descrito como uma equacio de evolugao no espaco de Hilbert H = H7(0,1) x L*(0,1)

dada por:
d

dt
em que Y (t) = (w(-,t),w(-,t)) e o operador A é tal que

Y(t) = AY (1)

A(f(2),9(2)) = (9(2), =W ()
D(A) ={(f.9) € (H'NH}) x HL | f"(1) = —kg'(1), f"(1) = 0} .

Para a equacao acima, mostraremos expansoes assintéticas para seus autovalores e
autofungoes. Veremos que é possivel a geracao de uma base de Riesz para o espaco
formado por autofuncoes generalizadas do operador A. Mostraremos que o operador
A gera um semigrupo em que a condi¢ao de crescimento determinada pelo espectro se
mantém. Na verdade, a condi¢ao de crescimento determinada pelo espectro surge de
forma natural pelo fato do espaco possuir uma base de Riesz. Por fim, mostraremos
que o semigrupo gerado pelo operador A é exponencialmente estavel.

Na Secao faremos um estudo sobre a estabilizacao da fronteira com uma massa



de ponta em uma viga flexivel, na qual possui uma de suas extremidades fixa e a
outra extremidade € livre, que por sua vez é controlada. Este problema é descrito pela

seguinte equacgao de viga de Euler-Bernoulli:

wtt(ﬁat) + wxm&z(xvt) = Oa 0<z< 17
w(0,t) = w,(0,t) = we(1,t) =0,

— W (1, 1) + mag (1, 1) = u(t),

em que w(z,t) é a amplitude da vibragdo, m é a massa da ponta e u(t) é a forga
de controle da fronteira aplicada na extremidade livre da viga. Para este problema
mostraremos todos os resultados que foram feitos para o primeiro problema de equacao

de viga de Euler-Bernoulli.



Capitulo 1
Preliminares

Neste Capitulo veremos conceitos e resultados necesséarios de Analise Funcional.

1.1 Espacos Normados e Banach

Do estudo de espacgos vetoriais, sabemos que podemos somar e multiplicar seus
elementos por escalares, enquanto que em espagos métricos sabemos fazer o célculo da
distancia entre dois de seus elementos. Nosso objetivo de definirmos espacos normados
surge da necessidade de trabalharmos com espacos que possuem as propriedades de

espagos vetoriais e métricos simultaneamente.

Definicao 1.1.1. Seja V' um espago vetorial sobre K e uma fungao || - || : V" — R.

Dizemos que V é um espaco normado e || - || ¢ uma norma em V se
(a) ||z|| > 0 para todo = € V' ; ||z|| = 0 se, e somente se x = 0.
(b) ||| = |a|||z|| para todo z € V e o € K.

(©) [l +yll < llzll + llyll para todo z,y € V.

Observacao: Toda norma induz uma métrica dada por:
d(xz,y) = ||x — y|| para todox,y € V.

Definicao 1.1.2. Seja S um subconjunto de um espago vetorial V', denotaremos por
span (S) o subespaco de V formado por todas as combinagoes lineares de vetores em
V, isto é,

span (S) = oz + -+ + @y, ; €K, 2, € Sen € N,

para todoi=1,2,--- . n.



1. Preliminares

Definicao 1.1.3. Para cada n € N os vetores 1, 2, - - - , x,, de X sao ditos linearmente
independentes se

@1 + -+ gy, =0,
implicar que «; = 0, para todo i = 1,2,--- ,n. Caso contréario, os vetores sao ditos

linearmente dependentes.

Definicao 1.1.4. A sequéncia infinita de vetores {z;};-, é dita linearmente indepen-

1=

dente quando para cada k temos que {:Bi}le é linearmente independente. Além disso,

dizemos que {z;};°, é w-linearmente independente se

00
E o = O,
=1

entao a; = 0, para todo ¢ > 1.

Observacao: Toda sequéncia w-linearmente independente ¢ linearmente independente,

mas a reciproca nao ¢é verdadeira.
Definigao 1.1.5. Seja X um espaco vetorial e {1, xs, -} um subconjunto em X.
Dizemos que {xy, z,-- -} é uma base de X quando

X = span {x17$27 e }
e {x1, 29, -} é linearmente independente. Denotamos por dim(V) a dimensdo do
espaco V, isto é, o numero de elementos que formam a base do espaco V.

Definigao 1.1.6. Seja V um espago normado, uma sequéncia {z,} -, C V ¢ dita

convergente para x € V quando
lim ||z, —z| =0.
n—o0

Definigao 1.1.7. Uma sequéncia {z,} -, C V chama-se uma sequéncia de Cauchy

quando, para todo e dado, existe ng € N tal que m,n > ny implica que
|Tm — n|| < e

Definicao 1.1.8. Um espaco vetorial normado é chamado de espaco completo se, e
somente se, toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento do espacgo. Os

espagos normados completos sao chamados de espacos de Banach.

Definicao 1.1.9. Seja H um espago vetorial sobre C. Um produto interno em H é

uma fungao de H x H para C, denotado por (-, -) que satisfaz as seguintes propriedades:

6



1. Preliminares

(a) (x+y,2) =(x,2) + (y,2),Va,y,2z € H;

(b) (az,y) = afz,y),Vz,y € Hea € C;

(¢) (z,y) = (y,x), Va,y € H;
(d) (x,z) >0e (z,z) =0 se, e somente se, z = 0.

Teorema 1.1.10. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja H um espago vetorial com

produto interno. Entao
[(z, )] < =]l - [yl

para quaisquer x,y em H. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, z,y € H

sao linearmente dependentes.
Demonstracao. Ver [13], pg. 78]. O

Corolario 1.1.11. Seja H um espago com produto interno. A fungao
1
-1+ H = C, |[z]| = (z,z)?

¢ uma norma em H.
Demonstragao. Ver [13], pg. 79]. ]

Definicao 1.1.12. Um espaco H com produto interno que é completo na norma indu-
zida pelo produto interno é chamado de espaco de Hilbert, isto é, um espago de Banach

com a norma induzida pelo produto interno.

1.2 Operadores Lineares Continuos em Espacos de

Banach

Nessa se¢ao iremos definir operadores lineares em espacos de Banach, propriedades
que alguns operadores possuem e resultados que serao de grande importancia para

entendermos as demonstracoes dos resultados posteriores.

1.2.1 Operadores lineares

Sejam X e Y espagos de Banach e A : D(A)(C X) — X um operador linear.
D(A) C X é chamado de dominio de A e denotamos Im(A) como sendo a imagem de
A, dada por:

Im(A) = {Az |z € D(A)}.
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Defini¢ao 1.2.1. O operador linear A : D(A) — Y é chamado de operador injetivo
quando

Az = 0 se, e somente se, x = 0.

O operador A é dito ser sobrejetivo quando Im(A) =Y. Quando os operadores forem,
simultaneamente, injetivos e sobrejetivos podemos referir a esta classe de operadores
por operadores invertiveis. Uma vez que, para cada y € Y, existe um unico x € D(A)

tal que A(z) = y. Dessa forma podemos definir o operador inversa por A~'(y) = .

Por fim, dizemos que A é densamente definido quando D(A) = X.

Definicao 1.2.2. O operador linear A : X — Y chamado de operador fechado quando
para qualquer sequéncia z,, € D(A), n > 1 tal que

T, = x, Ar, — y, quandon — oo,

tem-se que © € D(A) e Ax = y.

Definicao 1.2.3. O operador linear A : D(A) — Y é chamado de operador limitado

ou continuo, quando
T, — xo € X, implica que Ax,, — Azg €Y

para toda {z,} C X.

Denotaremos o conjunto formado por todos os operadores lineares limitados de X

em Y por £ (X,Y). Em particular, se X =Y, entdo denotaremos apenas por L£(X).

Teorema 1.2.4. Sejam X e Y espagos de Banach. Entao £(X,Y) é um espago de

Banach com a norma definida por:
[Allcexyy = sup {[|[ Az | z € X, [lzf] < 1}.

Demonstracao. Ver [3, pg. 32]. O]

Definicao 1.2.5. Seja X um espaco de Banach. Se Y = R ou Y = C, entao os

operadores de £(X,Y') sdo chamados de funcionais lineares de X.

Pelo Teomera os funcionais lineares limitados em X pertencem a um espago

de Banach, que chamaremos de espa¢o dual de X e o denotaremos por X*.

Definicao 1.2.6.
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e Dizemos que uma sequéncia de operadores {A,,} C L£(X,Y) converge para A C

L(X,Y) em relagao a norma do operador, quando

| A, — Allz(x,y) = 0 com n — oo.

e Dizemos que {A,} converge fortemente para A C L(X,Y), quando para cada
r € X temos

A,x — Az, com n — oo.

e Dizemos que {A,} converge fraco® para A C L(X,Y), quando para cada f € Y*

temos

f(Aux) = f(Azx), com n — 0.

Observacgao: E bastante usual a notacao de dualidade entre espaco Y e seu dual Y*

da forma

<ZL’, f> = <x7f>X,X* = f(ZL‘)

Neste sentido, na defini¢ao [1.2.6) podemos representar f(A,z) — f(Azx), com n — oo,
por

(Anx, fY — (Ax, f), com n — oo.

Deste ponto em diante, entraremos com uma série de resultados classicos em Anélise
Funcional. Desde que esse nao é o foco deste trabalho de dissertacao, omitiremos as

demonstragoes, com o intuito de deixar o texto mais direto e objetivo.

Teorema 1.2.7. (Teorema da extensao de Hahn-Banach). Seja X um espago de Ba-
nach e fy um funcional linear limitado definido em um subespaco X, de X. Entao fj

pode ser estendido a um funcional linear limitado f de X, tal que
(&) f(z) = folz), Vo € Xo;
(b) I£Il = Il follo, em que || follo é norma de fy em Xj.

Em particular, para cada xy € X, com xg # 0, existe f € X™, tal que

f@o) = llwoll, IIfIl = 1.

Demonstracao. Ver [13], pg. 47]. O

Teorema 1.2.8. (Teorema inverso de Banach). Sejam X e Y espagos de Banach. Se
um operador linear A : X — Y fechado e definido em todo o espaco X é invertivel,
entdo A~ € L(Y, X).



1. Preliminares

Demonstragao. Ver [9, pg. 216]. ]

Teorema 1.2.9. (Teomera da aplicagao aberta). Sejam X e Y espagos de Banach e
A : X — Y um operador linear limitado sobrejetivo. Entao A é uma aplicacao aberta.
Em particular, todo operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach é um

isomorfismo.
Demonstragao. Ver [13], pg. 33]. ]

Definicao 1.2.10. Sejam X e Y espacos normados e A : X — Y um operador linear.

O grafico de A é o conjunto
G(A) ={(z,y);z € Xey=A(z)} = {(z, A(z));z € X} C X x Y.

Teorema 1.2.11. (Teorema do gréfico fechado). Sejam X e Y espacos de Banach e
A : X — Y um operador linear. Entao A é continuo se, e somente se, G(.A) é fechado
em X X Y.

Demonstragao. Ver [13], pg. 35]. ]

Teorema 1.2.12. (Principio da limitacao uniforme). Sejam X e Y espacos de Banach
e suponha que T,, C L(X,Y). Se

sup {||Thx||} < o0, Vz € X,

entao

sup {[| T, [|} < oo.
Demonstragao. Ver [3, pg. 32]. ]

Teorema 1.2.13. (Teorema da representagao de Riesz). Seja H um espago de Hilbert.

Entao f € H* se, e somente se, existe x € H tal que

fly) = (y,z), VYa,y € H.

Demonstragao. Ver [9), pg. 343]. ]

Teorema 1.2.14. (Teorema de Lax-Milgram). Seja a(z,y) uma forma bilinear, isto é,

¢ linear em x e em y, satisfazendo

(a) Existe M > 0 tal que |a(z,y)| < M| z||||ly|| para todo x,y € H;

10
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(b) Existe A > 0 tal que para todo z € H, |a(x,y)| > A||z||?.

Entao existe um operador A € L(H) que é invertivel e satisfaz

a(x,y) = (x, Ay), Yo,y € H.

Demonstragao. Ver [10, pg. 137]. ]

Definigao 1.2.15. Seja A um operador linear limitado de um espaco de Banach X.
Dizemos que o operador A* é o adjunto do operador A, quando para todo z,y € X

temos que

(A*z,y) = (z, Ay).

Definicao 1.2.16. Um operador linear em um espaco de Hilbert é dito simétrico se
A" =Aem D(A) e D(A*) D D(A).

Um operador simétrico é dito auto-adjunto se é simétrico e D(A) = D(A*). Neste
caso, diremos simplesmente que A* = A. Quando —A = A" dizemos que o operador é
anti-adjunto. Em operadores limitados, ser simétrico é equivalente a ser auto-adjunto,

mas para operadores ilimitados, esta afirmagao nao é necessariamente verdadeira.

Ezemplo: Seja o operador A definido em L*(0, 1) da seguinte forma:
Af =if', D(A) = {f € L*(0,1)|f" € L*(0,1), f(0) = f(1)}.
Entao A é simétrico, mas seu adjunto é
A f =if', D(A*) = {f € L*(0,1)|f" € L*(0,1)}.

Definigao 1.2.17. Seja A € L(H) um operador auto-adjunto em um espago de Hilbert

H. Dizemos que A é positivo se

(Az,z) >0, Vz € H.

1.2.2 O espectro de um operador linear continuo

Definigao 1.2.18. Seja X um espaco vetorial e A : X — X um operador linear.
Um autovalor de A é um escalar A no qual existe um vetor nao-nulo x € X tal que

Az = Az. O subespaco

Xho={zreX|z#0e Az = Az} U {0}

11
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é chamado de autoespaco associado ao autovalor A e seus elementos sao ditos autovetores

de A associados a .
Seja X um espago de Banach e A: D(A)(C X) — X um operador linear continuo.

Definigao 1.2.19. O escalar A é um valor regular do operador A se (A— AI) é bijetora.
Como consequéncia do Teorema temos que se A é um valor regular, entao o
operador

A=) X — X

é continuo. O conjunto dos valores regulares de A é chamado de conjunto resolvente
de A, denotado por p(.A). Logo,

p(A) ={X € C| (A — \)é bijetora} .

Quando A € p(A), o operador R(\, A) = (A — A)~" é chamado de operador resol-
vente de A.

Definig¢ao 1.2.20. O espectro de um operador A, denotado por (.A) é o complemento

do resolvente, isto é,

o(A) = C\ p(A).

O espectro é decomposto em trés partes:

em que

o,(A)={AeC | 30+#z € X tal que Az = Az}

¢ denominado de espectro pontual.
o.(A) = {/\E C | )\—Aéinvertivelem:X}
¢ denominado de espectro continuo. Por fim,
o,(A) = {)\ € C | A — A é invertivel mas R(\ — A) # X}

é chamado de espectro residual.

Se A € 0,(A), entdo claramente todo vetor nao-nulo que satisfaz Az = Az é um
autovetor (autofungao, caso o espago seja de fungoes). E importante destacar que para

uma matriz em C", o espectro é composto apenas pelo espectro pontual.

12
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1.2.3 Operadores compactos

Nesta secao, falaremos de uma classe de operadores de extrema importancia na
analise funcional que sao os operadores compactos. Novamente, nao forneceremos pro-
vas dos resultados aqui contidos por se tratarem de resultados auxiliares e classicos. Em
um espaco normado X de dimensao infinita, temos que a bola unitaria Bx nao pode
ser compacta na topologia induzida pela norma. Os operadores compactos sao aqueles
que, em um certo sentido, tem a propriedade de “consertar”essa falta de compacidade

da bola. Assim temos,

Definigao 1.2.21. Seja A : X — Y um operador linear entre espagos normados.

Dizemos que o operador A é um operador compacto se A(By) é compacto em Y.
Temos também o seguinte critério de compacidade

Definigao 1.2.22. (Critério de Compacidade). O operador linear A é compacto se, e
somente se, a imagem de qualquer sequéncia (x,,) for uma sequéncia que possui uma

subsequéncia convergente.

O conjunto de todos os operadores compactos de X em Y serd denotado por

K(X,Y). No caso em que Y = X, por simplicidade, denotaremos por K(X).

Definicao 1.2.23. Dizemos que um operador possui posto finito, quando a imagem de

seu operador possui dimensao finita.

Observacao: Da teoria de espagos com dimensao finita, sabemos que toda sequéncia
limitada possui uma subsequéncia convergente. Dessa forma, podemos concluir pelo

critério de compacidade que todo operador de posto finito é um operador compacto.

Teorema 1.2.24. Temos as seguintes caracterizacoes:

(a) Todo operador compacto é continuo.
(b) Todo operador linear continuo de posto finito é compacto.

(¢) Um espago normado X possui dimensao finita se, e somente se, o operador iden-

tidade em X do espaco for um operador compacto.

Demonstragao. Ver [13], pg. 137]. ]

Teorema 1.2.25. K(X,Y) é um subespago fechado de £(X,Y’) associado a norma

I llecey)-

Demonstracao. Ver [3, pg. 157]. O]

13
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Coroldrio 1.2.26. Sejam (7)) uma sequencia de operadores de posto finito e T €
L(X,Y) tal que ||T,, = T||zx,yy = 0. Entao T' € £(X,Y).

Demonstragao. Ver [3, pg. 157]. ]

Teorema 1.2.27. Sejam X um espaco de Banach e A um operador compacto com

Im(A) fechada. Entao A é um operador de posto finito.

Demonstracdo. Pelo Teorema , existe uma constante C' tal que BIm(A) c C-

A(Bx). Com isso, obtemos que

BIIH(.A) = BIm(A) ccC- .A(BX>

Como A é compacto, implica que A(Bx) é compacto. Sabemos que um subconjunto
fechado de um espaco métrico compacto é compacto. Com isso, segue-se que a bola

unitdria da Im(.A) é compacta e portanto, dim Im(A) < oco. O
Teorema 1.2.28. Sejam X um espaco de Banach e A € K(X). Entao,
(a) Se A # 0, entao A € 0,(A) ou A € p(A).

(b) o(A) contém apenas autovalores enumeraveis e A = 0 é o tnico possivel ponto

de acumulagao.
(c) A € a,(A) se, e somente se, X € ,(A").
Demonstracao. Ver [9, pg. 301]. ]

Teorema 1.2.29. Sejam H um espago de Hilbert e A € L£(H) um operador compacto

e autoadjunto. Entao,
(a) o(A) #0.
(b) Se o(A) =0, entao A = 0.
Demonstracao. Ver [3, pg. 165-167]. ]

Teorema 1.2.30. Sejam ‘H um espago de Hilbert e A € L(H) operador compacto
e autoadjunto. Entao existe uma sequéncia de autovetores de A que formam uma
base ortonormal para H. Como consequéncia, se A é um operador linear em H com
operador resolvente compacto, entao existe uma sequéncia de autovetores de A que

formam uma base ortonormal para H tal que para cada x € H, podemos representa-
(o]

los por x = Zanxn, tais que (z,,xn,) = Oum para todo n,m > 1, em que xz, sdo
n=1

autovetores de A e d,,, ¢ o delta Kronecker.

Demonstragao. Ver [9, pg. 361]. ]

14
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1.3 (Cjp-Semigrupos

A teoria de Semigrupos constitui uma poderosa ferramenta para resolucao de EDPs.
Nesta secao, falaremos brevemente sobre a teoria e apresentaremos os principais resul-

tados.

1.3.1 Semigrupo de operadores lineares continuos

Usamos a teoria do Cy-Semigrupo com o objetivo de resolver a seguinte equagao de

evolugao linear em um espago de Banach X:

dx(t)
dt

= Az(t), z(0) = . (1.1)

em que A : D(A)(C X) — X é um operador linear em X. Se para qualquer valor
inicial 2o € X existe uma solugao continua e tnica z € C'(0, 00; X ) para , que de-
pende continuamente do valor inicial z, entao a equacao (|1.1)) associa-se naturalmente
a um semigrupo de operadores lineares limitados e continuos 7'(t) com x(t) = T'(t)xo,

que satisfaz T'(0) = I, em que I é o operador identidade de X.

Definicao 1.3.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares

limitados
{rt)|t>0}

¢é chamado de semigrupo de operadores lineares continuos ou Cy-semigrupo T (t), quando

para qualquer ¢ > 0, tem-se que 7'(t) é um operador limitado em X e satisfaz:
i) T(0)=1;
i) T(t+s)=Tt)T(s),Vt,s >0;
iii) 11_1)16 |T(t)x — x| =0,Vz € X.

Observacgao: Um Cy-semigrupo é dito Cy-grupo, quando é um Cy-semigrupo para
t>0et <0.

Defini¢ao 1.3.2. Seja T'(t) um Cy-semigrupo em um espago de Banach X.

i) T(t) é um Cy-semigrupo uniformemente continuo, quando 7'(t) é continuo em ¢
na norma de £(X).

i) T(t) é um Cy-semigrupo diferencidvel para t > to, quando para qualquer z € X,
T(t)x é diferenciavel para t > to. Em particular, se ¢y = 0, chamamos T(t) de

Co-semigrupo diferenciavel.

15
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iii) 7T'(t) é dito ser compacto para t > t se para qualquer ¢ > to, T'(t) é um operador
compacto. Em particular, se tg = 0, entao T'(t) é considerado um Cy-semigrupo

compacto.

iv) T(t) é um semigrupo analitico, quando para qualquer z € X, T(t)x é analitico

em relacao a t.

v) T'(t) é um semigrupo de contragdes, quando

|T(t)|| <1 para todo t > 0.

Definigao 1.3.3. Seja T'(t) um Cp-semigrupo em um espago de Banach X. O gerador

infinitesimal A é definido como
Tt —
Az = lim w, para todo z € D(A), em que

T(t)r —x _ }
——-——— sempre existe p .

Neste sentido, podemos também nos referir a 7'(t) como o semigrupo gerado por .A.
Teorema 1.3.4. Seja T'(t) um Cy-semigrupo em um espago de Banach X. Entao,

(a) Para todo x € X, T'(t)x é fortemente continuo em ¢ > 0;

(b) Existem constantes w > 0 e M > 1 tais que
1T ()] < Me*",

para todo t > 0.
Demonstracao. Ver [14], pg. 4]. ]

Teorema 1.3.5. Seja A o gerador de um Cy-semigrupo T'(¢) em um espago de Banach
X. Entao,

(a) A ¢ linear, fechado e densamente definido.

(b) Para qualquer € D(A), temos que T'(t)z € D(A), t > 0.

()

d
%(T(t)a:) = AT (t)x = T(t)Az, Yz € D(A), t > 0.
Portanto, para qualquer x € D(A), existe uma tnica solugao para (|1.1)) dada por
T(t)x.
Demonstracao. Ver [14, pg. 5]. ]

16
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1.3.2 (j)-semigrupos gerados por operadores dissipativos

Quando A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t) em espago de Ba-
nach X, vimos no Teorema a garantia para uma solucao tunica de dada
por T'(t)x. Por este fato, surge a necessidade para obtermos condi¢oes necessérias e
suficientes para que um operador A, definido em um espaco de Hilbert H, seja gerador
infinitesimal de algum Cy-semigrupo. Para isto, apresentamos os importantes teoremas
de Hille-Yosida e Lumer-Phillips.

Definicao 1.3.6. Um operador linear A definido em um espaco de Hilbert H, é dito
dissipativo, quando para todo z € D(A), temos

Re(Az,z) <0.

Teorema 1.3.7. Sejam H um espago de Hilbert e T'(¢) o semigrupo gerado por .A.

Entao, T'(t) é um semigrupo de contragoes se, e somente se, A é dissipativo.
Demonstragao. Ver [8, pg. 64]. ]

Teorema 1.3.8. (Teorema de Hille-Yosida). Seja A um operador linear, nao limitado

em um espaco de Banach X. Entao, A gera um Cy-semigrupo em X se, e somente se,

(a) A é fechado e densamente definido, isto é, D(A) = X.

(b) O conjunto resolvente p(A) de A contém R* e para todo A > 0, temos

1AM = A7 <

>l =

Demonstracao. Ver [14, pg. §]. a

Corolario 1.3.9. Se A ¢é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes,

temos
(a)
Cy={X e C;Rer >0} C p(A).
(b) ,
— A< — :
1A = AT < g5 VA ECH
Demonstragao. Ver [14, pg. 11]. O

Teorema 1.3.10. (Teorema de Lummer Phillips). Seja A um operador linear densa-

mente definido em um espago de Banach X.

17
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(a) Se A é dissipativo e existe um Ay > 0 tal que Im (Ao — A) = X, entdo A é o

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.

(b) Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes sobre X, entao
A é dissipativo e Im (A — A) = X para todo A > 0.

Demonstragao. Ver [14, pg.14]. ]

Corolario 1.3.11. Seja A um operador fechado densamente definido no espaco de
Banach X. Se A e A* forem dissipativos, entdo A é gerador infinitesimal de um

Cp-semigrupo de contragoes em X.
Demonstracao. Ver [14], pg. 15]. O

Teorema 1.3.12. Seja A um operador linear, dissipativo e densamente definido sobre
um espaco de Banach X. Se 0 € p(A), entdao A é o gerador infinitesimal de um

Cy-semigrupo de contragoes.

Demonstragao. Ver [8, pg.91]. H

1.3.3 Estabilidade para Cy-semigrupos

Nessa secao iremos estudar as condicoes necessarias que devem ser satisfeitas pelo

operador A para que o semigrupo 7'(t) seja exponencialmente estavel.
Definigao 1.3.13. Seja T'(t) um Cp-semigrupo em um espaco de Banach X.

(a) Dizemos que T'(t) é exponencialmente estdvel, quando existem constantes positi-
vas M,w > 0 tais que
IT(t)|| < Me™!, ¥t > 0.

(b) Dizemos que T'(t) é fortemente ou assintoticamente estdvel, quando

T(t)xr — 0 quando t — oo, Vx € X.

(¢) Dizemos que T(t) é fracamente estdvel, quando

(T'(t)x,y) — 0 quando t — oo, Vo € X, y € X™.

Como motivagao iremos considerar primeiro a equacao diferencial ordinaria de pri-

meira ordem dada por
v = ax(t),
z(0) = o,

(1.2)

18
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com a,xy € R.

Sabemos pela teoria de EDO’s que a solucao da equacao ¢ dada pela funcao
exponencial z(t) = zpe™. Claramente vemos que ela tera decaimento exponencial se, e
somente se a < 0. Agora estenderemos estes conceitos para sistemas de equagoes.

Seja o vetor coluna Y = (y1, 92, ,yn)’ e A = (a;;) uma matriz diagonalizével
n X n e consideremos p

Sy =AY, Y(0)=Y,.
dt  Y(0) =Y

E bem conhecido (Veja [8, Cap.2]) que a solugdo para este sistema de equagao pode
ser escrita da forma
Y = e,
em que
A%? Amnn
TR

é calculado explicitamente por meio de encontrar uma matriz B que

eM =1+ At + SR (1.3)

Temos que et

diagonaliza A, isto é,
B™'AB = D,

em que D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A. Para essa construgao,

recorreremos a seguinte propriedade:
[B~'AB]" = B™'A"B,

isto é, se B diagonaliza A, entao B diagonaliza todas as poténcias de A. Multiplicando
o lado esquerdo de ([1.3) por B! e a direita por B obtemos que

1 1
B 'e™B = I+ B 'ABt+ §B‘1A23t2 4ot —|B‘1A"Bt” 4.
n.

1 1
= [+ B 'ABt+ §[B’1AB]2t2 +o kS [BTIAB 4
n:

1 1
= ]+Dt+§D2t2+---+—|D”t”+---
n:

Dessa forma,

eAt — B*leDtB’
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onde e é dada por

Mt 0
0 et 0
Dt — '
0 0 et

Portanto, podemos observar que a solucao decai exponencialmente para zero se, e
somente se, a parte real dos autovalores de A é negativa. A taxa de decaimento é dada

por
¥y = max {Re )\n, )\n c U(A)} .

® Autovalores
Resolvente )

.

Figura 1.1: Ver [8 pg. 102]

Em dimensao infinita os autovalores de A possuirem a parte real negativa nao
é suficiente para garantir a estabilidade exponencial, pois os autovalores podem se
aproximar do eixo imaginario, isto ¢é, a taxa de decaimento exponencial se aproxima
de zero.

® Autovalores
Resolvente )\

Figura 1.2: Ver [8, pg. 103]

20



1. Preliminares

Teorema 1.3.14. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t) = e

Entao,
e? Wt < o (T(t)),
isto é, se A € o(A), entdao e € o (T(t)).
Demonstragao. Ver [14], pg. 45]. ]
Definicao 1.3.15. Seja A um operador definido em um espaco de Banach X. Cha-

maremos de cota superior do espectro ou limite espectral de A o valor
S(A) =sup{ReX; A e g(A)}.

Agora iremos caracterizar o comportamento assintético de um Cy-semigrupo. Pelo

Teorema [1.3.4] sabemos que um Cy-semigrupo gerado pelo operador A satisfaz
le|| < Me, (1.4)

para algum M > 1 e algum w > 0.
Claramente se (|1.4)) é valido, entao implica que

HeAt” < Me(w+”2)t,

para todo n € Z também sera véalido. Diante desta observacao é esperado surgir
a seguinte pergunta: “qual é o menor elemento w € R que satisfaz (1.4)7”. Para

respondermos esta pergunta introduzimos a seguinte defini¢cao

Definigao 1.3.16. Seja A o gerador infinitesimal de um Cjy-semigrupo, diremos que

wo(A) é o limite de crescimento ou tipo de Cy-semigrupo gerado por A, quando

In [le]|

1 At
inf —n||e H.

wo(A) = lim

t—o0 t t>0 t
Teorema 1.3.17. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Entao, para
todo € > 0 existe M, > 1 tal que

HeAtH < Mge(wo—'—a)t.

Demonstragao. Ver [8, pg .112]. O

Teorema 1.3.18. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Entao a cota

superior do espectro de A é menor ou igual que o limite de crescimento, isto é,

S(A) < wolA).
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Demonstragao. Ver [8, pg. 112]. ]

Definigao 1.3.19. Dizemos que T'(t) satisfaz a condi¢do de crescimento determinada

pelo espectro é satisfeita, quando
S(A) = wo(A).

Corolario 1.3.20. Seja T'(t) um Cp-semigrupo diferencidvel para todo ¢t > t; > 0.
Entao,
o(T(t))\{0} = €Y para todot > 0.

Por consequéncia, a condi¢ao de crescimento determinada pelo espectro é satisfeita.
Demonstragao. Ver [12], pg. 121]. ]

Teorema 1.3.21. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo sobre um espago
de Hilbert H. Entao,
S(A) = wo(A)

se, e somente se, para todo € > 0, existe M, > 1 tal que
(M — A7 < M., Red> S(A) +e.

Demonstragao. Ver [8, pg. 121]. ]

O teorema abaixo ¢ uma condigao necessaria e suficiente para que o Cy-semigrupo seja

exponencialmente estavel.

Teorema 1.3.22. Seja T'(t) um semigrupo analitico gerado pelo operador A em um
espago de Banach X. Se S(A) < 0, entdo existem constantes M > 1 e pu > 0 tal que
1T < Mes ™.

Demonstracao. Ver [14], pg. 118]. ]
A definigao abaixo serd de grande importancia pois serd mencionada no Capitulo 3.

Definicao 1.3.23. (Perturbagao Compacta). Sejam T'(t) e Tp(t) os Cy-semigrupos
gerados respectivamente pelos operadores lineares A e A + B definidos em um espaco
de Banach X. Dizemos que Tg(t) é uma perturbacao compacta de T(t) quando Tg(tg) —
T(ty) é compacto para algum t, > 0.
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1.4 Integracao sobre curvas em C

Nesta secao iremos fazer um estudo de integragao sobre curvas em C, para isto
iniciaremos com conceitos fundamentais, tais como os de funcoes inteiras e a de curvas
de Jordan. Em seguida, abordaremos a nocao de integracao de funcoes definidas em
curvas e daremos destaque para o estudo de propriedades das integrais de funcoes
analiticas descritas pelo Teorema da integral de Cauchy. Por fim, introduziremos a

definicao para fungao holomorfa e apresentaremos o Teorema de Rouché.

Definicao 1.4.1. Uma funcao complexa ¢é dita analitica em um ponto p € C, quando
ela é diferencidavel em todos os pontos de uma vizinhanca de p. Uma funcao é analitica
em todo o seu dominio, quando for analitica em cada ponto do seu dominio. Em
particular, quando o seu dominio é todo o plano complexo a chamamos de fungao

nteira.

Uma curva continua C' no plano complexo é definida por meio de uma parame-
trizacao:
C:z(t) =x(t) +y(t), t € [a,b], a,b € R, (1.5)

em que z(t) e y(t) s@o fungdes reais continuas na variavel real t. Dizemos que a curva
C' é diferencidvel, quando possuir uma parametrizacao diferencidvel.

Apesar de termos definido por meio de uma parametrizacao, também podemos defi-
nir como “curva’ao grafico gerado pela parametrizacao. Em outros palavras, podemos
nos referir a uma curva como uma parametriza¢ao ou um conjunto de pontos em C.

Dada uma curva definida da mesma maneira em (L.5)), o valor z(a) é chamado valor
inicial, enquanto que z(b) é chamado walor final da curva C. Se z(a) = z(b), dizemos
que é uma curva fechada. Caso z(t1) # z(t2) para todo t1,ts € (a,b), a chamamos de
curva simples. As curvas C': z(t), t € [a, b] fechadas e simples sdo chamadas de curvas
de Jordan.

Teorema 1.4.2. (Curvas de Jordan). Se C' é uma curva de Jordan, entdo o comple-
mento de C' consiste de duas regioes disjuntas, uma limitada e a outra ilimitada em

que ambas possuem a curva C' como fronteira.

Apesar do facil entendimento intuitivo do Teorema anterior, sua prova é notada-
mente dificil e para ela citamos [T1].

Poderemos também admitir curvas C' que nao sao suaves. Neste caso, deverao ser
compostas por uma sequéncia finita de curvas suaves i, - -+ ,7,, em que o ponto final
de uma esta ligada ao ponto inicial da outra, neste caso dizemos que a curva é suave

por partes em um intervalo fechado.
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Agora, abordaremos a integracao de fungoes definidas em curvas. Iniciaremos com
fungoes definidas em intervalos reais com valores em C. Neste caso, a integral de
Riemann pode ser utilizada, portanto, sem mais delongas, definimos a integral de uma

funcao f(x) = u(x) + iv(z) definida em um intervalo (a,b) da forma:

/abf(x)dm _ /abu(w)dx+i/abv(x)dx.

Para o caso em que f é continua por partes, digamos em subintervalos de (a,b) da

forma (ag_1,ax), em que ap = a e a, = b, entao

/f da:—Z/ d:c+zZ/

A extensao para o caso em que [ estd definida sobre uma curva suave de C tal
como (/1.5 segue-se fazendo a composigao t — f(z(t)), que representa uma espécie de
mudanca de variavel de C' para o intervalo [a, b]. Assim, a defini¢do a seguir é bastante

natural.

Defini¢ao 1.4.3. Seja C' uma curva suave por partes em [a,b] e f continua sobre o

grafico de C'. A integral de contorno de f sobre C' é definida por:

/C F(2)dz = / F(=(8)2/(2) dt. (1.6)

Observacgao 1: A integral a direita de (1.6]) é, na verdade, do tipo Riemman Stieljes.
Para parti¢oes do tipo 0 := {a =ayp < a; < --- < a,, = b}, temos que a integral de f

sobre a curva C' é o resultado do limite de expressoes da foma

> fE(a)(z(ar) = 2(ax-1)), (1.7)

quando |6| — 0, isto é, quando refinamos cada vez mais a partigao.

Observacao 2: Na definicao anterior, escrevemos a definicao da integral em termos
da parametrizacao da curva C'. Entretanto, se consideramos esta outra parametrizacao
Z(t) = z(—t + b+ a), vemos que ela gera uma curva cujo grafico é a mesma curva C,

porém, percorre a curva C' no sentido oposto. Assim, com esta nova parametrizagao,

[ ez ['sco)

Desta forma, concluimos que a alteracao da orientacao da curva pode mudar o sinal

obtemos que

da integral sobre uma curva. Com isso, para que a Defini¢ao faca sentido, esco-
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lheremos sempre o sentido anti-horario como o padrao para o calculo da integral sobre
uma curva. Em outros termos, o sentido anti-horario é aquele em que um observador
percorrendo sobre a curva C' sempre terd a esquerda a regiao limitada estabelecida por

C' (Veja o Teorema [1.4.2)).

Outro resultado de extrema importancia é o seguinte:

Teorema 1.4.4. Seja f uma funcao analitica em um dominio D simplesmente conexo.
Se C' e (5 sao contornos contidos no dominio D com os mesmos pontos iniciais e finais

(0o que determina a orientagao), entao

f()dz= [ f(z)d=.
Ch Ca

Concluimos, portanto, que as integrais de fungoes suaves sobre curvas com pontos
iniciais e finais iguais e com mesma orientacao terao mesmo valores. Temos também
que, a mudanca de orientacao, independente da parametrizacao escolhida, simples-

mente muda o sinal do valor da integral desejada.

Definicao 1.4.5. Seja f : X — C, X C C aberto, uma funcao complexa. Dizemos
que f é holomorfa em X, quando f'(z) existe para todo z € X.

O teorema a seguir sera de grande importancia para os resultados que seguem.

Teorema 1.4.6. (Teorema de Rouché). Sejam f e g duas fungoes holomorfas, ambas
definidas no dominio U C C e seja V C U uma regiao fechada e limitada cuja fronteira

0V é uma curva de Jordan suave por partes, com V\0V um dominio. Se
£ (2) = g(2)| <|f(2)| para todo z € 9V,

entao f e g tem o mesmo numero de zeros no interior de V.

Demonstracao. Ver [10, pg. 154]. ]

1.4.1 Teorema da Integral de Cauchy

As integrais de funcoes analiticas possuem propriedades muito importantes. Em

destaque temos as que sao descritas pelo teorema da integral de Cauchy.

Definicao 1.4.7. Um conjunto D ¢ dito conezro, quando dados quaisquer dois pontos
de D, podemos uni-los por uma linha totalmente contida em D. Além disso, diremos
que D é simplesmente conexo, quando qualquer curva simples, fechada e contida em D

pode ser deformada, sempre totalmente contida em D, até se tornar um unico ponto.
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Vamos agora aos teoremas de Cauchy:

Teorema 1.4.8. (Integral de Cauchy). Seja f uma fungao analitica em um dominio

simplesmente conexo D. Se C' é uma curva fechada e simples em D, entao

/C F(2)dz = 0.

Uma questao natural que surge é o que podemos afirmar sobre a integral de uma
funcao analitica sobre um contorno que contém uma singularidade do integrando. Para

isto, temos as formulas das integrais de Cauchy:

Teorema 1.4.9. Seja f uma funcao analitica em um dominio simplesmente conexo
contendo um contorno fechado C. Entao f(z) possui derivadas de todas as ordens em

cada ponto zy dentro de ', com

para todo n € N.
Como consequeéncia do teorema anterior, temos:

Teorema 1.4.10. Seja f uma funcao analitica em um dominio D contendo um con-
torno fechado C'. Se zp é um ponto em D, entdo podemos representar f(z) da seguinte

forma:

em que a série é convergente quando |z — zg| < 0 tal que ¢ é a distancia entre zy e o

ponto mais proximo em C'.

1.4.2 Projecoes de Riesz e Calculo Funcional

Nesta secao, trabalharemos sobre a teoria espectral que se aplica a operadores
lineares limitados.

Considere A um operador auto-adjunto compacto, atuando em um espaco de Hil-
bert H que, por sua vez, decompoe-se em uma soma de auto-espacos ortogonais, a
saber

H=Ker(A)® Ker(A\y —A)® Ker(Aa—A) @ - -+

em que A1, Ao, - -+ sao autovalores distintos e nao nulos de A, a soma acima podendo
ser finita, ou nao.
Suponha que H possui dimensao finita e que Ay, - - -, A\, sejam os autovalores de A,

nos quais podemos mostrar que sao numeros reais. Pela forma canonica de Jordan,
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existe uma matriz invertivel Q4 tal que J4 = @ AAQ;‘l se escreve como uma matriz

de blocos diagonais da forma:

;L0 ... 0 0
0 A 1
T = : (1.8)
00 ...\ 1
i 0 A

Notemos que a existéncia de )4 é equivalente a existéncia de uma base para H em
que a matriz de A escrita nessa nova base é composta por blocos da forma .

Seja agora M, o espago que contém os vetores da base que correspondem ao elemento
do bloco de Jordan J4 com A, na diagonal principal. Entao, em outros termos, a forma

de Jordan nos permite escrever
HZMlEB"'@Mm (1.9)

em que cada M, é A-invariante (A(M,) C M,) e a restricao de A a M, possui apenas

um tunico autovalor que é \,. Neste caso, podemos ver a matriz identidade em H da

forma: ~ _
Id; 0
0 Ids O
0 Id,

em que Id, é a matriz identidade cuja quantidade de linhas ou colunas é exatamente

a dimensao do espago M,. A matriz definida em H cujos unicos elementos nao nulos

sao aqueles do bloco Id, chamaremos de I, isto é

0 0 0 0
0 0

I, =0 Id, 0
0

0 0 0 0]

Um fato interessante é que, para determinarmos o espaco M, nao é necessario conhe-

cermos a base Jordan. H4 uma forma direta que iremos especificar a seguir:

ﬁxA—AYHMy

Mv:Im[

1

271
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em que I', é o contorno em torno de \,, separando A, dos demais autovalores. Para

vermos isto, notemos que pela matriz 7' de ordem & dada por (|1.8)), temos

A=X)"" (A=)
0 (A=)

Agora, sabendo que Q4(A —A)'Q !

(A=)~

J

(=) (=)

(A —')\j)l
0

A=X)F ]

(A= ./\j)z
A=)

(1.11)

(A—J4) 7', vemos que a base que converte

a matriz A em blocos de Jordan, converte a matriz (A — A)~' em blocos da forma
(1.11). Portanto, pelo Teorema [1.4.9,

1
271

/ Qur— A QldA =1,
Ty

o que implica em (|1.10)).
Observagao: Na férmula , o fato de estarmos trabalhando em espacos de di-
mensao finita nao assume um papel importante. Veremos que ela também é usada
no caso onde a dimensao ¢é infinita para obtermos decomposicoes espectrais do espago
semelhante a (|1.9).

Agora, iremos entender a integral sobre um contorno para funcoes definidas em C

e com valores em espacos de dimensao infinita.

Definicao 1.4.11. Um subconjunto €2 de C serd chamado de dominio de Cauchy,
quando for aberto, tiver um numero finito de componentes conexas e a fronteira 0f2
for composta por um numero finito de curvas de Jordan. A fronteira de €2 é orientada

positivamente e denotada por +02.

Definicao 1.4.12. Um contorno de Cauchy é o contorno orientado de um dominio de

Cauchy limitado em C.
Seja I' um contorno de Cauchy em C. Queremos dar um sentido para

1

21 Jp

(1.12)

em que agora g ¢ uma fungao com valores em algum espaco de Banach.

O teorema a seguir sera de grande importancia para os resultados que seguem.

Teorema 1.4.13. Se K é um subconjunto compacto e nao vazio de um conjunto aberto
Q2 C C, entao sempre podemos encontrar um contorno de Cauchy I' em €2 tal que K

esteja contido nele.
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Demonstragao. Ver [2l pg.6]. ]

Seja [ um contorno de Cauchy e g : I' — X uma funcao continua em I' com valores
no espaco de Banach X. Entao, como na teoria das funcoes complexas, a integral
pode ser definida como a integral de Stieltjes com a sua convergéncia definida na norma
de X. Assim, o valor da integral em é um vetor em X que aparece como limite,
na norma de X, da soma de Stieltjes correspondente similar a ([1.7). Diante disso,

temos
1 1

P <%/Fg()\)d>\> _ %/FF(g(A))d)\, (1.13)

para qualquer funcional linear continuo de F' em X.

Definicao 1.4.14. Seja {2 um conjunto aberto nao vazio em C e X um espaco de
Banach. Dizemos que a funcao g : Q2 — X é analitica em g € €2, quando existe uma
vizinhanca U de Ao em ) tal que a fungao g pode ser representada como uma série de
poténcia em A — Ay, isto é

o0

g =Y (A= X)"gn. A€ U, (1.14)

n=0
em que g, g1, ... sao vetores em X que nao dependem de A. A série (1.14]) é vista

como o limite da sequéncia das reduzidas na norma de X. Em geral, se g ¢ analitica

em cada ponto de €2, entao dizemos que g é analitica em (2.

Uma vez que g é analitica em €2, podemos estender a férmula da integral de Cauchy.
Consideremos ¢ : 2 — X analitica em €2 e I' um contorno de Cauchy tal que I' e seu

interior estejam em (). Dessa forma,

1 1
o) = — A)dN, ¥V el 1.15
o) = 5 [ T Vg (1.15)

A prova de ([1.15]) é simples e segue diretamente do Teorema m De fato, con-
sideremos y um vetor em X, definido como sendo o lado direito da igualdade acima.
Tomaremos um funcional linear continuo arbitrario F' em X. Logo, F o g é uma fungao

analitica com valores escalares. Aplicando a féormula da integral de Cauchy, obtemos

1 1
F(g(M\o)) = — F(g(\)dA.
(900) = 5 [ =5 Fa0)
Usando (|1.13), concluimos que F(g(X\o)) = F(y). Pela arbitrariedade de F' em X,
segue-se pelo Teorema de Hahn-Banach que g(A\g) = y, de onde obtemos ([1.15]).

Seja A : D(A) € X — X um operador linear limitado no espago de Banach

-1

X. Mostraremos que o operador resolvente R(-) := (- — A)™" é analitico no conjunto
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resolvente p(A).

Teorema 1.4.15. (Identidade do resolvente). Seja X um espago de Banach sobre C
e A: D(A) C X — X um operador linear, em que D(A) é um dominio em X. Se

A i€ p(A), entao sao vialidas as seguintes identidades:

A=A = (p=A) " =(=Np—A) (A=A

A=A p-A " =E-A"T A=A
Demonstragao. ver [10, pg.198]. ]

Observagao: Como consequéncia da identidade do resolvente é facil ver que se um

dos operadores resolventes é compacto, entao implica que todos devem ser compactos.

Teorema 1.4.16. Seja X um espaco de Banach sobre Ce A : D(A) € X — X
um operador linear fechado. Entao p(.A) é um subconjunto aberto de C e ¢(.A) é um
subconjunto fechado de C. Além disso, se p € p(A) e A € C ¢ tal que |u — A| ||
(n—A) " leeo< 1, entdo A € p(A) e

A=A =D (= N)"(p— A
n=0
Demonstragao. Ver [16], pg.199]. O

Teorema 1.4.17. Seja X um espaco de Banach sobre Ce A : D(A) C X — X
um operador fechado. Entdo, o operador resolvente R(-) := (- — A)~! é analitico no
conjunto resolvente p(A). Além disso, dado A € p(A) temos

d?’L

TrA = AT = (=)l - A=+,

Demonstragao. Ver [10], pg.201]. ]

Se M for um subespago A-invariante de X, entao A|y; denota a restrigao de A a
M, no qual é um operador de M em M. Suponhamos que o espectro de A seja a uniao
de dois subconjuntos disjuntos, compactos e nao-vazios, denotados por ¢ e 7. Iremos
mostrar que essa decomposicao do espectro implica em uma decomposicao em soma
direta X = M & L, em que M e L sao A-invariantes de X. Além disso, o espectro da

restricao A|y é igual a o e o espectro de A|y é igual a 7.
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Para mostrarmos essa decomposicao espectral definimos o operador linear e limitado
atuando em X
1
P= (A —A)td. (1.16)

2mi r

Um conjunto ¢ é chamado de parte isolada de o(A), quando o e 7 := d(A) N o
forem subconjuntos fechados de o(A). Dada uma parte isolada o de o(.A), definimos
P, como sendo um operador linear limitado dado por , em que [ é um contorno
de Cauchy no conjunto resolvente de A em que o estda contido no dominio interno de
' e 7 no dominio externo de I'. Uma vez que (A — .A)~! é um operador analitico na
variavel A no conjunto resolvente de A, com argumentos padroes da teoria da fungao
complexa, temos que P, nao depende da escolha de contorno I'. O operador P, ¢
chamado de projecao de Riesz de A no espago de Banach X, correspondente a parte

isolada o. O uso da palavra projecao, decorre dos resultado a seguir.
Teorema 1.4.18. O operador P, é uma projecio, isto é, P2 = P,,.

Demonstracao. Sejam I'y e I'y contornos de Cauchy em torno de o tal que o é separado

de 7 = 0(A)\o. Assumindo que I'; estd no dominio interno de I'y, temos

B = (5 [0-a )(%/FZ(M—A)_ICUO
— <2m) //F)\ A) (= A)HdpdA.

Pelo Teorema [1.4.15]
A=A = (=A== NA=A) (= A) A pep(A).

Agora, fazendo P2 = Q — R , em que

1\? 1 -
- G e

1
= — A—A —[ dp ) dA
2mi F1( (2m r, M M)
1
= — A—A)" dA
21 F1( A
= P,.
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Acima utilizamos que

d A\
M _oninen), | 2 —o0(uely)

ry U= A ry H— A
Observemos que essas identidades acima sao verdadeiras, uma vez que I'y estd no
dominio interno de I';. Além disso, as integrais no calculo de R comutam pelo fato que
o integrando é um operador continuo em I'y x I's. Com isso, obtemos

P2 =P,.

g

Corolario 1.4.19. A imagem de uma projecao IP é fechada.

Demonstragao. De fato, se (Px,,) é uma sequéncia em P(X) tal que (Pz,) — y, entao
pelo fato que P é uma projecao implica que (Pz,)* = Px,. Uma vez que o operador é
continuo obtemos que Px,, — Py. Com isso, pela unicidade do limite concluimos que
y =Py e P(X). m

Teorema 1.4.20. Seja o uma parte isolada de o(A), M = ImP, e L. = KerP,. Entao,
X =M L, em que M e L sao subespacos A-invariantes e

o(Al) = o, o(AlL) = o(A)\o.

Demonstracao. Pelo fato que P, é uma projecao vimos pelo Corolério [1.4.19| que M é
um subespago fechado. De modo analogo, teremos claramente que L é um subespago
fechado. Além disso, temos a decomposicio trivial X = M & L. Como A\ — A)~! =
(A — A)"'A para A € p(A) segue-se que AP, = P,A, o que implica que M e L sdo
A-invariantes pois como ja sabemos que M e L sdo fechados resulta em A(M) C M e

A(L) C L. Agora, seja I' um contorno de Cauchy em torno de o tal que o é separado
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de 7:=0(A)\o. Para u ¢ I" definiremos

S(u) = i /F(A — A7t

211

Como P, comuta com A e sabemos que P, comuta com o resolvente resulta que P,

comuta com S(u). Observemos que

S()(A—p) = (A—=pu)S(p)

1 1
= — | — (A= pu)\N= AT
5 M—A(A A=A
1 1
e (A= A= N - A
1
= —Id/\ —— (A=A
2mi 2mi F( A)
I —P,, sepel,
—P,I, sep ¢ T.

Seja p ¢ o e sem perda de generalidade assumiremos que I' é de tal forma que p esteja

fora de I'. Assim, pelo céalculo feito acima resulta que
(A= pw)S(pr = S(p)(A—pr=—z, xec M.

Desde que S(pu)M C M, teremos que (A — p) é uma aplicagao injetiva de M em M e
(n—Alm)™" = S()|ar. Portanto u € p(Alp) e concluimos que o(Aly) C 0. De modo
andlogo obtemos o(A|L) C 7. Por fim, seja A ¢ o(A|y) Uo(A|r). Entao (A — A) é
uma aplicacdo injetiva de M (respectivamente, L) em M (respectivamente, L). Assim,

segue-se que A € p(A). Portanto,
o(A) Co(Aly)Ua(A|L) C (cUT)=0(A).

]

Corolario 1.4.21. Seja 0(A) uma unido disjunta de subconjuntos fechados o e 7.
Entao,
P,+P.=1eP, -P.=0.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, consideremos os contornos de Cauchy I,
I'y e I'y de modo que I'1,I'y C I em que I'y é um contorno em torno de o e I'y é um

contorno em torno de 7. Pela teoria de funcoes complexa sabemos que

L fo—atave 2 [ - L

27TZ r, 271 Ty 27TZ r

(A—A) (1.17)
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Observemos que o lado esquerdo de por definicao é igual a P, + P,.. Além
disso, pelo Teorema ao considerarmos o = o(A), obtemos que Py(4) = I, pois
o(AlL) = o(A)\o = @, com isso implica que L = {0} e X = M. Dessa forma, o lado
direito de é igual a I. Portanto segue-se que P, + P, = I. Por fim, temos que
P, -P, =P, (I —P,) = (P, — P?) =0, isto é, P, - P, = 0. O

Teorema 1.4.22. Seja X uma decomposicao pela soma direta dos subespacos A-
invariantes M e L. Entdo, o(A) = o(A|ym) Uo(A|L). E se o(Alm) No(AlL) = 2,
entao

M = ImPJ(A|M) L= KSTPJ(A|M).

Demonstracao. Como M e L sao subespacos A-invariantes implica que o operador
(A—A) possui a seguinte representacao da matriz 2 x 2 do operador em relagao a soma
direta X = M & L:

A—A=

A=A, 0
0 A=A |’

em que A1 = Aly e Ay = A|p. Assim, implica que A € p(A) se, e somente se,
A € p(Ay) N p(Az), e para esse caso obtemos

(A=A 0

; Gt | (1.18)

A=A = [

Portanto, p(A) = p(A1) N p(Az) e 0(A) = o(A;) Uo(Az). Agora, assumiremos que
o(A;) No(Ay) = @ e consideremos I' um contorno de Cauchy em torno de o(A;) de
modo que separe o(A;) de o(Az) e integramos sobre I'. Pelo Corolario e
pela observacao feita em sua demonstragao que ao considerarmos o = o(.A) obtemos

que P, 4y = I, temos

1 1
— | (A — tdN=1Iy, — [ (A — “d\=0.
27 F( A) M ori r( A2)
Portanto,
1 Iy O
Poay == [(A—A)td\ = ,
0 que segue-se a prova o Teorema. O

1.4.3 Autovalores de tipo finito

Seja A um operador linear limitado no espago de Banach X.
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Definicao 1.4.23. Seja A € o(.A). Dizemos que A é autovalor de tipo finito, quando

X pode ser escrito em uma soma direta :
X=M®e&L

e as seguintes propriedades serao satisfeitas:
(a) M e L sao subespagos A-invariantes;
(b) dimM < oc;

(¢) o(Alx) ={A} e A & o(AlL).

Teorema 1.4.24. Um ponto A € o(A) é autovalor do tipo finito se, e somente se, A é

ponto isolado em o (.A) e sua projegao de Riesz correspondente (IPy) possui posto finito.

Demonstragao. Observemos que se Ag é um ponto isolado de o(.A), entdo o conjunto
{Ao} é uma parte isolada de o(A). Seja Ay tal ponto e suponha que a projegao de
Riesz Py, possui posto infinito e consideremos M = Im Py, e L = KerP,,. Entao, pelo
Teorema obtemos que X = M @ L e as propriedades da Definigao [[.4.23] serao
satisfeitas. Portanto Ay é um autovalor de tipo finito.

Por outro lado, seja \g um autovalor de A de tipo finito. Entdao X admite a
decomposigdo X = M @ L satisfazendo as propriedades da Definigao [1.4.23] Pelo
Teorema [1.4.22 obtemos que o(A) = {\g} Uo(A[). Desde que Ay ¢ o(A|.), obtemos
que Ao é um ponto isolado de o(A) e M = ImP,,. Mas, dimM < oo, com isso

concluimos que P, tem posto finito. O

Definicao 1.4.25. Sejam A um autovalor de tipo finito de A e X = M @ L em que
M=ImP, e L =KerP,.
Chamamos de multiplicidade algébrica de \ a dimensao de M, isto é, a dimensao de:
ImP,.
Chamamos de multiplicidade geométrica de A a dimensao de
Ker (A — A).

O teorema a seguir sera de grande importancia para concluirmos quando os auto-

valores de um operador possui multiplicidade algébrica finita.
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Teorema 1.4.26. Sejam A um operador compacto em um espaco de Banach e o uma
parte isolada do espectro de o(A). Se 0 ¢ o, entdo a projegao de Riesz P, possui posto
finito.

Demonstracao. Seja I' um contorno de Cauchy em torno de o de modo que separa
o de o(A)\o. Desde que 0 ¢ o podemos assumir, sem perda de generalidade, que 0

pertence o dominio externo de I'. Dali,

1
Fr = 2mi ()\ A
- L 1@—A+MM—AW
2mi )\
1 1 1
= 5 [0+ g [ 3AN-Ar

= A(%/FX(A—A)%/\).

Com isso, conclui-se que P, é compacto. Além disso, como P, é uma projecao implica

que P, possui posto finito. n

Coroléario 1.4.27. Todo A € o(.A) nao nulo de um operador compacto é um autovalor

do tipo finito.

Demonstragao. Basta observamos que dado um ponto A € o(A) nao-nulo de um ope-
rador compacto tem-se que o conjunto {\} é uma parte isolada de o(A). Pelo Teo-
rema|1.4.26| o operador Py possui posto finito. Com isso, pelo Teorema conclui-

se que A é um autovalor de tipo finito. ]

1.5 Espacos de Sobolev

Defini¢ao 1.5.1. Considere uma énupla o = (g, ag, - -+ , @), a qual chamaremos de

multi-indice. Definimos

a) |a| = ZO‘Z:

(b) % =a{a3? - a0, VYo = (x1,29,- -+ ,x,) € R",

(c) 9% = g2z .. 9o

« o! o &2 n
<®(5>—E@3ﬁ_<&><%>m(@>'
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Definicao 1.5.2. Seja 2 C R"™ um conjunto aberto com fronteira 02 suave. Para
qualquer inteiro m nao negativo, C™(2) é o espago formado por todas as fungoes que
juntamente com todas as suas derivadas parciais 0% com ordem a < m, sao continuas
em Q. Para m = 0, denotamos C°(Q2) = C(Q2). O suporte de uma funcdo continua ¢ é

definido por

supp(¢) = {z € Q|¢(x) # 0}.

Os subespagos Cy(R2) e C5°(R2) sao formados por todas as fungoes C(2) e C(Q),
respectivamente, com suporte compacto em €. A topologia de Cj° definida de tal

forma que {¢,} C C5°(€2) converge para 0 se

i) O conjunto suporte de todas {¢,(-)} estd contido em um conjunto compacto (este

conjunto é fixo).
ii) {¢n(-)} e suas derivadas parciais convergem uniformemente para 0.

O espago C3°(Q2) dotado por esta topologia é chamado de espago teste, denotado por
D(Q).

Teorema 1.5.3. Seja 0 C R" um conjunto aberto e limitado com fronteira sufici-
entemente suave J). Se D(2) é sequencialmente completo, isto é, se uma sequéncia
{¢n} C D(Q) satisfaz

(a) supp(¢,) C K C Q, onde K é compacto.

(b) max [0%¢,(z) — 0%y (x)] — 0, (n,m — o).
Entao, existe ¢y € D(2) tal que ¢,, — ¢o, para n suficientemente grande.
Demonstracao. Ver [Il, pg. 19]. ]

Definicao 1.5.4. Seja 2 C R" um conjunto aberto e limitado com fronteira suave 0f2.
O espago funcional continuo (ou espago dual) de D(2), denotado por D'(2), é chamado

de espaco das fungoes generalizadas ou espaco de distribuicoes em (2.

A derivada fraca 0“f de uma distribuicao f € D'(Q) é definida por

(0°f,0) = (—1)I(f,0°¢), Vo € D(Q),

onde (-,-) denota a dualidade entre D'(Q) e D(Q), isto é,

(f.0) = f(o).
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Com isso, toda distribuicao possui derivadas de todas as ordens. Considerando uma
funcdo localmente integravel, f(-), definida em €, existe uma distribuicdo f definida

por
F.6) = / f(2)é(x)dz, Y6 € D(S).

Definicao 1.5.5. Seja 2 € R" um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave
9. Uma sequéncia de fungoes generalizadas {f,} C D'(Q2) converge fracamente para
f € D'(Q) quando

Tim (f,.6) = (£.6). Vo € D(©).

Observe que se uma sequéncia de fungoes generalizadas é convergente, entao a sequéncia

de qualquer ordem de sua derivada generalizada também ¢é convergente.

Definicao 1.5.6. Seja €2 € R" um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave 0f2.

Para qualquer inteiro m, definimos
H™() = {f € LAQ)[0°f € L¥(Q), Yo, la| <m},

que é chamado de espago de Sobolev de ordem m sobre Q. H™(£2) munido do produto

interno:

(f.9)mm@ = Y (0°f,0°9) 12, V.9 € H™(Q),

la|<m

é um espaco de Hilbert.
Temos os seguintes teoremas de imersao em espacos de Sobolev:

Teorema 1.5.7. (Teorema da imersao continua de Sobolev). Seja 2 C R™ um dominio

n
aberto, limitado e com fronteira 0f2 regular, com s =m+ — +¢, 0 < e < 1, em que m

2
¢ um inteiro nao negativo. Entao, a imersao
H? () = C™°(Q)
é continua.
Demonstragao. Ver [Il, pg. 85]. ]

Teorema 1.5.8. (Teorema da imersao compacta de Sobolev). Seja {2 C R" um dominio
aberto, limitado e com fronteira, 0€2, regular e considere s, s € R, com s; < s3. Entao,

a imersao

H*(Q) — H** ()
é compacta.

Demonstragao. Ver [Il, pg. 168]. ]
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Capitulo 2

Bases de Riesz em Espaco de
Hilbert

Neste capitulo iremos definir as bases de Riesz e os principais resultados que possibi-
litam a obtencao das mesmas em espacos de Hilbert. Nos proximos capitulos, veremos
que a existéncia de tais bases esta relacionada com a estabilidade exponencial de certos
problemas em equagoes diferenciais parciais (EDPs) e com a condi¢ao de crescimento
determinada pelo espectro (Veja Definigao [1.3.19). Em uma matriz de dimensao finita
sempre é possivel encontrarmos autovetores generalizados que formam uma base para o
espago estado (Ver[15, Segoes 9.4-9.6]). Porém, para sistemas lineares de dimensao in-
finita isto nem sempre é possivel, o que torna a busca por condigdes onde isto aconteca
interessante e, ao mesmo tempo, desafiador.

No estudo de EDPs existem exemplos de sistemas lineares de dimensao infinita
em que a condi¢ao de crescimento determinada pelo espectro nao é valida (Veja [12]
Exemplo 3.6]). Com isso, pode ocorrer que mesmo que todo o espectro do operador
do sistema seja composto por elementos cuja a parte real de seus autovalores sejam
negativas, o sistema ainda pode crescer a medida que o tempo tende ao infinito. Neste
sentido, veremos que a determinacao de bases de Riesz serd de fundamental importancia

para dar respostas positivas a problemas de estabilizacao.

2.1 Bases de Riesz

Em espacos de dimensao finita, temos o seguinte conceito de base:

Definicao 2.1.1. No espago Euclidiano C", um conjunto de elementos {z;};_, C C" é

n 7

chamado de base para o espaco C", quando {z;};_, é linearmente independente e para
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2. Bases de Riesz em Espaco de Hilbert

cada vetor x € C podemos representar por

n
r = E a;x;
i=1

para algumas constantes complexas a;, 1 = 1,2,--- ,n.

[remos aplicar o processo de Gram-Schimidt para concluirmos que dado uma base
qualquer para C", sempre é possivel obter uma base ortogonal ou ortonormal para
C"™. Além disso, iremos concluir que duas bases quaisquer de C" sao equivalentes no

)

seguinte sentido:

Definicao 2.1.2. Sejam {z;}; e {y;}i=, duas bases de C". Dizemos que estas duas

bases sao equivalentes, quando existe uma matriz T' linear e invertivel n x n tal que

T(l‘hx?)”' axn) - (y17y27"' ayn)

Se {x;}1; é uma base de C", o processo de Gram-Schimidt consiste em considerar

j—1
(751 <Ul‘, ZL‘j) U
Ul =T1, €] = ——, -+ u-:x»—z e; = (2.1)
’ luall” 7 =l T )
com j =2,--- n. Dessa forma, obtemos duas subsequéncias {u;}1; e {e;}\; em que
{u;}?_, é uma base ortogonal pois,
(ui, u;) = 0 para todo i # j,
e para cada z € C" podemos representar por
n
xTr = Zaiuz, a; = <$’UZ2>
o
E a sequéncia {e;}_; é uma base ortonormal, pois |le;|| = 1 para todoi =1,2,--- ,n

e para cada z € C" podemos representar por

n
r= aie;, a; = (x,¢;)
=1

para todoi=1,2,--- ,n.
Pela construcao de (2.1)) podemos ver que {x;}; e {e;}; sdo equivalentes. Além
disso, pela Definicao podemos obter que quaisquer duas bases de C" sao equiva-

lentes.
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Em dimensao infinita, temos o seguinte conceito de base para um espaco de Hilbert
H.

Definigao 2.1.3. Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia {z;},-,

w-linearmente independente (Veja Definigao |1.1.4)) é uma base para H, quando para

cada x € H, existe uma sequéncia {a;};-, C C tal que

o0

T = E a;;,

i=1
com a convergéncia da série ocorrendo na norma de H.

Para as Bases de Riesz que definiremos no que segue, um conceito que resultara

importante é o de bases equivalentes.

Definicao 2.1.4. Duas bases {z;},~, e {yi};—; de um espaco de Hilbert H sao ditas
equivalentes, quando

o0 oo

g a;x; é convergente se, e somente se, E a;y; € convergente.
i=1 i=1

Uma caracterizacao bastante importante é a seguinte:

Teorema 2.1.5. Duas bases {z;}.-, e {y;};=; de um espaco de Hilbert H sao equiva-
lentes se, e somente se, existe um operador invertivel limitado T : H — H tal que

Tx, =y, para cada n.

Demonstracao. De fato, suponhamos que existe um operador invertivel limitado T :
H — H tal que Tz, = y, para cada n. Para vermos que vale a equivaléncia da
Definigao basta observarmos que

T (i aﬂi) = iaiT<xi) = i a;Y; € T <i @iyz') = iaiT_l(yi) = Zaﬂi-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 j

A seguir, utilizamos o Teorema m para garantirmos que 7 e T~ ' sdo operadores
limitados. Assim, a conclusao segue. Reciprocamente, suponhamos que {z;} e {y;} s@o

equivalentes. Para cada
oo

x:ZaixiEH,

=1

definimos
oo

Tx = Z a; ;-

=1
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Claramente temos que T estd bem definido, é linear e T'x; = y; para todo 7. Agora

mostraremos que 1" é um operador limitado invertivel. Para isso, basta definirmos

N

TNZL' = Z a;Y;.
i=1
Entao,

Tx = lim Tyzx.
N—o0

Como cada Ty ¢ limitado, pelo Teorema [1.2.12/implica que 7" é limitado. Agora, como
{y;} é uma base, temos que T' é sobrejetor. Dai, pelo Teorema o operador T é

invertivel e 77! é continuo. De onde segue o resultado. O]

As nogoes de bases ortonormais de C" podem ser generalizadas para espacos de
Hilbert. A partir de agora, em todos os resultados, assumiremos que os espacos de

Hilbert possuem dimensao infinita.

Definicao 2.1.6. Seja H um espago de Hilbert. A sequéncia {z;};-, é chamada de

1=

base ortonormal para H, se

(a) {z;} sdo perpendiculares entre si e cada vetor é unitario (logo, deve ser w-

linearmente independentes);

(b) {z;} é completo em H, isto é, o vetor nulo é o tnico elemento perpendicular a

cada vetor vetor x; no espaco.

As bases mais importantes em espacos de Hilbert separdveis sao as bases ortonor-

mais, em segundo lugar estao as bases de Riesz.

Definicao 2.1.7. Seja H um espaco de Hilbert. Uma base de H é chamada de base

de Riesz, quando é equivalente a uma base ortonormal.

Teorema 2.1.8. Seja H um espaco de Hilbert separavel. Entao, as afirmacoes sao

equivalentes.
i) A sequéncia {z;} forma uma base de Riesz para H.

ii) Existe um produto interno equivalente em H de tal forma que a sequéncia {z;}

torna-se uma base ortonormal para H.

Demonstragao. 1) = ii). Seja {x;} é uma base de Riesz para H. Entao pelo Teo-

rema [2.1.5| existe um operador invertivel limitado T': H — H tal que

Tﬂl‘i:€z‘, 221,2,
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2. Bases de Riesz em Espaco de Hilbert

em que {e;} é uma base ortonormal. Agora, definimos o produto interno (z,y); em H
dado por:
(x,y)1 = (T'z, Ty) para todo z,y € H

com | - ||; sendo a norma induzida por este novo produto interno que foi definido.

Observemos que, por consequéncia do Teorema temos que
Tz = [lzlly < [Tzl e [T~ 2l = 2] < |17~ iz

Dai, é facil ver que

]
174

<||z|ls < |IT||||x|| para todo = € H.

Portanto, segue-se que este novo produto interno é equivalente ao antigo produto in-

terno. Por fim, desde que
(wi, 2501 = (T, Tag) = (e, €5) = by

para todo i e j, obtemos que {z;} forma uma base ortonormal para H com este novo
produto interno.

i1) = 1). Seja e; uma base ortonormal com o produto interno usual em H e defina
T(e;) = x;. Como {e;} e {x;} sdo bases para H, segue que T ¢é linear, continuo e
bijetor. Pelo Teorema obtemos que 7' é um isomorfismo. Dessa forma, {e¢;} e

{z;} s@o equivalente. Portanto, segue-se que {z;} é uma base de Riesz para H. O

2.2 Perturbacoes para bases de Riesz

Nessa secao, apresentaremos resultados de pertubagoes sobre bases de Riesz, nos

quais sao conhecidos como estabilidade de bases de Riesz.

Definigao 2.2.1. Duas sequéncias {z;} e {y;} em um espaco de Hilbert estao quadra-

ticamente prorimas quando
o
Dl = will* < oc.
i=1

Teorema 2.2.2. (Teorema de Bari) Seja {e;} uma base ortonormal para o espago de
Hilbert H. Se {y;} é uma sequencia w-linearmente independente, que estd quadratica-

mente proxima de {e;}, entao {y;} é uma base de Riesz para H.
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Demonstracao. Defina o operador T': H — H dado por,

Tz = Z(m, ei) (e — ;).

=1

Temos que T é um operador linear tal que

o
IT2)® < [l2)* ) lle — will*
i=1

o
Dai, o operador T ¢ limitado com ||T||* < Z le; — wil|?. Agora, como Te; = e; — v,
i=1

o0 oo
DoITel® = llei — will* < co.
i=1 i=1

segue que

Definimos
N [e'e)

TN:L‘:E a;Te;, para,m:g a;€;.

i=1 i=1
Dessa forma,

2

00 N
T —Tw)|I* = Z(w, &) (e — i) — Z a;Te;
zO:Ol . =1 . )
= Z <Z a;e;, €i> Tez- — Z a,;Tei
i=1 =1 i=1
00 N 2
= Z CL,‘TGZ‘ — Z aiTei
i::o i2:1
= Z CLiTGl‘
i=N+1
< D ITelPll=)?,
1=N+1

para todo x € H. Isso mostra que para N — 0o tem-se
IT — T — 0.

Como Ty é um operador de posto finito, ja que é de classificagao finita, segue-se pelo

Corolario [1.2.26| que T' € K(H). Agora mostraremos que Ker (I —T) = {0}. Se
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(I —=T)x =0, entdo
0=(U-T)z= Z@, €i)ei — Z(fﬂ,ei) (e —yi) = Z(%Q’Mi

=1 =1 =1

Pelo fato que {y;} ser w-linearmente independente, segue que x = 0. Portanto,
Ker(I —T)={0}.

Logo, o operador I —T' é invertivel e como (I — T') e; = y;, obtemos que {y;} é equiva-

lente a {e;}, portanto por defini¢do , {y;} ¢ uma base de Riesz. ]

Corolario 2.2.3. Seja {z;};-, uma base de Riesz do espago de Hilbert H. Se existir

um N > 0 tal que a sequéncia {t;};° ., em H:
Dl = il < o0,

i=N+1

entao existe M > N tal que {xz}f\il U {ti};~ 4y forma uma base de Riesz para H.

Demonstracao. A demonstracao segue de forma andloga a prova do Teorema de Bari.
O

Teorema 2.2.4. Seja {z;};-, uma base de Riesz para o espaco de Hilbert H. Supo-
nhamos que exista um inteiro N > 0 tal que {y;};-y ¢ uma sequéncia w-linearmente

independente de H e que
>l = yil® < oo
i=N

Entéao, a sequéncia {y; };- yforma uma base de Riesz para o subespaco Hy = Span({y;}),

tal base é chamada de L-base.

Demonstracao. Seja T um operador linear limitado de tal forma que

Tei:xi,i:1,2,---

em que {e;};~, é uma base ortonormal de H. Agora, defina o operador S dado por:

N-1 0o 0o
szz <z, e >xi+z<$,ez~ > (r; —y;), para x:2<$,ei >e; € H.
i=1 i=N i=1
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Claramente S é linear e pela desigualdade de Cauchy,

N-1 0o
ISzl < el D Nlwill + 1=l | D Nl — will?
i=1 i=N

no que segue que S é limitado em H. Agora observemos que

(T —S)x = Z(I,eﬁyi, para T = Z(m,ei)ei € H.
i=N i=1

Isso mostra que
Im (T — S) C H,.

Uma vez que Im (T — S) é fechado e contém quaisquer combinagoes lineares finitas de
{yi}2 s temos
Hy C Im (T - 8S).

Com isso, obtemos que Hy = Im (T' — S). Agora, considerando que (7' — S) sendo um

operador limitado do subespago H, = Span({e;}) e suponhamos que z = Z(x, eiye; €
i=N
H. ¢é tal que (T'— S)x = 0. Temos que

o)

Z(x, ei)y; = 0.

i=N

Como {y;}y ¢é w-linearmente independente, implica que (z,e;) = 0 para todo ¢ > 1.
Dessa forma, = 0 e segue-se que (T'— S) é um operador limitado invertivel de H, em
Hy. Por fim, Pelo Teorema obtemos que (T — S)~' € £ (Hy, H,) e desde que

concluimos que {y;} é uma base de Riesz para Hy. O

2.3 Operador espectral de Riesz.

Para uma matriz A, n x n, estamos interessados em encontrar uma base formada
pelos autovetores de A. Porém, em matrizes auto-adjuntas ou anti-adjuntas os seus
autovetores geralmente nao formam uma base de Riesz em C". Com o surgimento da
ideia de substituirmos os autovetores por autovetores generalizados, conseguimos obter
essas bases. Diante disso, o nosso objetivo principal nesta secao sera de generalizar

esse conceito em espacos de Hilbert.
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Para um operador linear A : D(A) — H em um espaco de Hilbert temos as seguintes

definicoes:

Definicao 2.3.1. Dizemos que ¢ é um autovetor generalizado do operador A, quando

existe um A € C e um inteiro positivo n tal que (A — A)" ¢ = 0.

Definicao 2.3.2. O subespaco raiz do operador A denotado por sp (A) é o subespago
formado pelo span({¢;}), isto é, o subespago formado por todas as combinagoes lineares

de autovetores generalizados de A.

Denotaremos por E (A, .A) a proje¢ao no espaco de autovetores de A correspondendo
a um ponto espectral isolado, isto €, o subespago gerado pelas funcoes ¢; que satisfazem

(A — A)" ¢; = 0 para algum n inteiro positivo e que:

E\A)z= i (A=A zdx (2.2)
2m Jr
em que [' é a fronteira de um dominio fechado e A é o tinico ponto espectral de A que
esta no interior do contorno I'.
Suponha que A é um operador fechado e densamente definido em H e seja g um
ponto isolado do espectro de A. Entdo a funcio holomorfa A — R(\, A) = (A — A)~!
pode ser expandida pela série de Laurent (Veja [2, Teorema 1.3 do Capitulo 2]) dadas

por:
oo

R(AA) = Z (A = p)A,,

n=—oo
para 0 < |\ — u| < ¢ com ¢ > 0 suficientemente pequeno. Os coeficientes A,, da série

acima sao operadores limitados dados por:

1 [ RO\A)

Ay =— [ 222
2mi ), (A — )t

d\, neZ
em que vy é o disco orientado positivamente com raio 0/2 e centrado em .

Observemos que o coeficiente A_; é exatamente a projecao P, pois

P = Bl A) = o / R(\ A) d),
Y

correspondendo a decomposicao o(A) = {u} U (c(A)\{i}) do espectro de A (veja o

Teorema [1.4.20)).

Observacao : Pelas preliminares da secao e pelo fato que F(\, A) é exatamente
a projecao P, podemos concluir que o integrante de (2.2]) é um funcional linear limitado

atuando no espago H.
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2. Bases de Riesz em Espaco de Hilbert

Lema 2.3.3. Seja A um operador linear em um espaco de Hilbert H, tal que p (A) # @
e {\;};2, sdo pontos isolados do espectro de A em que o espectro é formado apenas

por autovetores e pela parte residual, isto é, o(A) = 0,(A) U g,(A), e consideremos
Ooo = {z|E (N, A)x = 0,7 > 1}.

Entao, o4 possui dimensao 0 ou infinita.

Demonstracao. Caso 1: A é limitado e 0 < dim (04) < 0.
Afirmagao 1: o, é um subespaco A-invariante.
De fato, tome y € A, = {A(z) | * € 0x}. Queremos mostrar que y € 0. Por

definigao, se y € A,_, entdo existe um x, € 04 tal que y = A(zy ). Observemos que

EM,Azee=0 = AATE(\, A) 20 =0
= A'E(\, A Az =0
= A'E\, Ay=0
= AATE\,A)y) =0
= E\,A)y=0,

Portanto, por definicao de o, obtemos que y € 0.
Afirmagao 2: A possui pelo menos um autovetor z., € 0o tal que A(z) = NZoo,
para alguma constante 7.

De fato, para cada A € R, defina

1
By = XA'
Note que vale
Bt — Buylly — Sz — Ayl < WAL, -
1Bxz = Bayller = [[Az = Ayll < ==z =yl
Nestas condigoes, se A > || A]|, entao
IA]
— <1
A

consequentemente, B) é uma contragao. Logo, pelo o Teorema do ponto fixo de Banach,
existe um o, € D (A) tal que ByToo = Too. Dessa forma, obtemos que Az, = Ao
no que segue-se a afirmagao em que 1 = \; para algum .

Uma vez que oo, é A-invariante e x,, € 04, ao considerarmos I" em torno de \;,

sabemos pelo construgao de ([1.10) que

(% /F A=A dA) Too = Too.
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2. Bases de Riesz em Espaco de Hilbert

Assim,
E(\, A) e = 2o =0,

o que é uma contradicao, pois pela Afirmacao 2, ., é um autovetor. Portanto, segue-se
que 04 possui dimensao 0 ou infinita.
Caso 2: A ¢ ilimitado.

Tomemos A\g € p(A) tal que |\g — ;| = € > 0, para todo ¢ > 1 . Sejam T =
Mo—A) " epm=0M—N)" comi>1.
Afirmacgao 3: \; € 0, (A) se, e somente se, y; € 0, (T).
De fato, se p; € 0, (T), entao existe x # 0 tal que Tz — p;x = 0. Observemos que

Tr — iz =0 & ()\O—A)_lx—()\o—)\,-)_lx:()

Portanto, obtemos que \; € o, (A).

Afirmacao 4: \; € 0, (A) se, e somente se, u; € o, (T).

Primeiro, iremos mostrar a equivaléncia da existéncia de (\; — A)_l e (pui— T)_l.
Para isto, seja \; € 0, (A). Entdo, por definicio existe (\; —.A)"'. Dessa forma,

(A — A)z = 0 se, e somente se, x = 0. Observemos que

(w—-T)"2=0 & (-N)""=N—-AHz=0
< (A — )\z)ﬂf—()\o— A)x=0
s (A=-XN)x=0
&S =0

Portanto, conclui-se que (p; — 7)™ existe.
Por fim, iremos mostrar a equivaléncia entre Im (\; — A) # H e Im (u; — T) # H.

Se Im (\; — A) # H, entao existe h € H nado nulo, tal que satisfaz
(hy\it — Az) =0, VzeH.
Agora, consideremos y = (j; — T) " (\; — A) 2. Com isso, sucede-se que

(h, (i = T)y) = (b, (i = T) (i = T) ™" (N — A) z) = (b, (A — A) z) = 0.

Assim, obtemos que I'm (u; —T) # H. Reciprocamente, a outra implicacao é valida.

49



2. Bases de Riesz em Espaco de Hilbert

Portanto, segue-se a equivaléncia entre Im (A\; — A) # H e Im (u; — T') # H.

Pelas afirmacoes 3 e 4, podemos concluir que
E N\, A) = FE(u;,T), paratodoi > 1.

Assim,
0o = {] (15, T) = 0,15 € 0 (T) U0, (1))} .

Portanto, como T é limitado, pelo caso anterior que mostramos, podemos concluir que

0 possui dimensao 0 ou infinita. ]

Lema 2.3.4. Seja A um operador densamente definido e fechado em um espago de

Hilbert H com autovalores isolados {\;};-,. Entéo,
H=5sp(A) ® o (AY),

em que 0o (A*) = {2 | E (N, A )2 =0,) €0, (A)}.

Demonstragio. Observemos que o (A*) = {A| A€o (A)}, em que A; é um ponto
espectral isolado de A*. Dessa forma, F ():i,.A*) estd bem definido. Sejam x €
E (N, A)H e 2" € 0 (A"). Entao,

E\, Az=zeE (N A)z" =2z"

Assim,

(z,2*) = (E (N, A)z,2") = (2, E (\;, A%) 2*) = 0.

Portanto, obtemos que

5p (A) C (000 (A7)

Agora, tomemos z ¢ sp (A). Pelo Teorema da Extensao de Hahn-Banach, existe

um funcional z* tal que
(x,x*)y =1e (y,z") =0, paratodo y € sp(A).
Observemos que para qualquer w € H, obtemos que E ()\;, A)w € sp (A). Dali,
(w, B (A, &) 2*) = (E (AN, A) w, 2*) = 0

Como w é arbitrdrio e F()\;, A*)x* = 0, implica que 7* € o4 (A*). Dessa forma,
z ¢ (00 (A*))". Portanto,
sp (A) = (00 (A7)
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2. Bases de Riesz em Espaco de Hilbert

]

Teorema 2.3.5. Seja A um operador linear densamente definido e fechado em um
espaco de Hilbert H com autovalores isolados {\;};~,, tal que o, (A) = @ e {x;};,
uma base de Riesz para H. Suponha que existe um inteiro N > 1 e uma sequencia

{1;}:2, de autovetores generalizados de A, tal que

o0
> i = mil|* < oo
i=N
Entéao, existem M (> N) nimeros de autovetores generalizados de A, {wio}i]\il, tal que

{wio }z]\il U {wi}?iMJrl

forma uma base de Riesz para H.

Demonstracao. Vejamos as afirmagoes:

Afirmagao 1: {z;}", U {0} ;2 41 forma uma base de Riesz para H.

De fato, decorre do Corolario .

Afirmagao 2: (sp (A))" = 0. (A*) possui dimensdo finita.

De fato, decorre pela Afirmacao 1 acima e pelo Lema

Afirmagao 3: \ € 0, (A) U0, (A) se, e somente se, A € 0, (A*) U, (A*)
De fato, decorre do Teorema |1.2.28|

Por hipétese, H é um espaco de Hilbert com autovalores isolados {\;};-,. Assim,
o, (A")Uo, (A") = {Xi}jil :

Pela Afirmagao 2 acima junto com o Lema obtemos que 0,,(A*) = {0}. Por fim,
pelo Lema [2.3.4]
H=sp(A).

Agora, suponhamos que {9, }U{t);};~,, seja o conjunto “Maxima”w-linearmente in-
dependente dos autovetores generalizados de A, isto é, {1, } U{);};~,, é w-linearmente
independente, mas se adicionarmos outro autovetor generalizado de A o conjunto es-
tendido nao é mais w-linearmente independente.

Pelo Teorema {1ba} U{¥;};2,, forma uma base de Riesz para o subespago abran-
gido por si mesmo, isto é, o subespago sp (LA) no qual foi mostrado acima que é todo o
espaco H.

Por fim, aplicando o Teorema temos que,

{¢io}ij\i1 U {1/)i}zM+1
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¢ uma base de Riesz para H.
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Capitulo 3
Método da Comparacao.

Neste capitulo iremos trabalhar um método de verificagao para base de Riesz, o
método da comparacao, porém vale lembrar que existem outros métodos que fornecem
ferramentas necessarias e suficientes para verificagoes, entre eles podemos destacar o
método da base dupla e o da fungao de Green (Veja [5]). No entanto, ao longo do
capitulo iremos sistematizar apenas o método da comparacao. Este possibilita gerar
bases de Riesz em sistemas descritos por Equacgoes Diferenciais Parciais. A ideia bésica
para o método da comparacao funcionar é que o feedback (informagoes) serd conside-
rada como perturbagao do proprio sistema. Uma vez que o espago estado dos problemas
possui uma base ortonormal, este método possibilita verificarmos a existéncia de uma
base de Riesz equivalente a base ortonormal. Esta verificacao claramente sera vista
pela condicao do nosso primeiro problema.

Motivacoes que nos levam ao estudo desses métodos surgiram pelas aplicagoes do
espaco sideral, como exemplo podemos citar os manipuladores de Links e antenas
flexiveis, onde essas estruturas tém sido um tépico muito ativo em pesquisa.

Iniciaremos o nosso estudo observando uma aplicacao que descreve a vibracao de
uma viga delgada flexivel, a equagao de viga de Euler-Bernoulli. Ela simplifica a teoria
linear da Elasticidade, na qual fornece ferramentas para calcular as caracteristicas de
deflexao da viga. A equacao de viga de Euler-Bernoulli é uma equacgao diferencial
parcial linear de quarta ordem. Esta teoria foi solidificada por Leonhad Euler e Daniel
Bernoulli, por volta de 1950.

Considere a equacao de viga de Euler-Bernoulli dada por,

Pw(x,t) 0 Pw(z,t)\

em que w(z,t) descreve a deflexdo da viga em alguma posigdo = e no tempo ¢, p(x)

é a densidade da massa linear do feixe, F(z) é o médulo de elasticidade e I(x) é o

23



3. Método da Comparagao.

segundo momento de area. As derivadas sucessivas de w(z,t) possuem significados

fisicos importantes, descritos por:

o w(r,t) é a deflexdo, isto é, o deslocamento de qualquer ponto no eixo da viga.

ow(x,t o i
° # ¢ a inclinacao da viga.
Ox
OPw(x,t) ) ) , ) .
° “om? ¢ o momento fletor da viga, isto é, a forca circular que age na viga

quando aplicamos uma carga, a tendencia na viga é uma deformacao onde gera
um movimento com dois esforcos, tracao na parte de baixo e compreensao na
parte de cima, ambos esforcos acontecem entre a linha neutra, onde o esforco é

Zero.

3

. % ¢ a forca de cisalhamento da viga, o esforco que resulta em forcas
cortantes, isto é, forcas em sentidos opostos.

A equacao de viga contém uma derivada de quarta ordem em z, com isso, para

que o problema esteja bem posto, o devemos ser suplementar com no maximo quatro

condicoes, que normalmente sao fornecidas sobre a fronteira. Destacaremos as seguin-

tes condigoes de fronteiras (localizadas na extremidade esquerda) que geralmente sdo

encontradas:
. ow L L
e Extremidade engastada: w |,—g = o7 = 0, isto é, a deflexao e inclinagao
x
=0
da viga na posicao z = 0 é nula.
. . *w L _
e Extremidade fixa por pino: w |,—9 = 92 = 0, isto é, a deflexao e o
x
=0
momento fletor da viga na posicao x = 0 é nula.
, o ow OPw L
e Extremidade com suporte cilindrico: £ = o = 0, isto ¢, a
x x
inclinagao e a forga de cisalhamento da viga na posicao x = 0 é nula.
2 Pw
e Extremidade totalmente livre: el = 0 = 0, isto é, o momento
z =0 z =0

fletor e a forca de cisalhamento da viga na posi¢ao x = 0 é nula.

3.1 Estabilizacao da fronteira para o problema de

viga Euler-Bernoulli.

Nessa secao iremos trabalhar com métodos de controle para estabilizacao na fron-

teira do problema de viga Euler-Bernoulli.
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Considere uma viga cantilever, isto é, que possuem uma das extremidades fixa e a

outra livre com controle de fronteira sendo o momento fletor:

(Wi, 1) + Wgea(2,) =0, 0 <z < 1, > 0,
w(0,t) = w,(0,t) = Wapr(1,t) =0,
We (1, 1) = u(t),

Ly(t) = wa(1,1),

onde u(t) é a entrada e y(t) é a saida do sistema.
Seja H7(0,1) = {f(z) € H*(0,1)| f(0) = f'(0) =0} e consideremos o espago de
Hilbert
H = H?(0,1) x L*(0,1)

com a norma induzida:

WﬁM@ZA[WWW+M@WM%Wﬁm€H

A energia do sistema ([3.1)), na qual consiste em energia cinética e potencial eldstica,

¢ dada por:

B =3 | [otu(et)+ wda )] do = Fl -0 () B 62

Calculando a derivada parcial da energia em relacdo a t e utilizando (3.1]), obtemos

d

1
E( ) = / (w:m;wxxt + wtwtt) dzx
dt 0

1

1
0 0

= Wip(1)we(1)
= y(t)u(t).

Observagao: Pelas condigdes de fronteira, sabemos que w,(0) = 0. Assim, clara-
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mente temos que wy.,(0) = 0. Dessa forma, a parcela (da quarta igualdade acima)
W (0)wWye (0) = 0.

Portanto,
d

SE() = uby(t) (3.3)

O sistema (3.1)) é chamado de passivo pois o aumento da energia armazenado no
sistema nao é superior a energia externa que entra no sistema. Além disso, o controle

com estabilizagao natural é proporcional a informacao de saida:

u(t) = —ky(t), k>0, (3.4)
em que a energia nao aumenta em relagao ao tempo, no sentido que

d
TE(t) = —ky* (1) = —hwi(1,1) < 0.

Com o feedback de saida (3.4]), o circuito fechado do sistema ((3.1)) pode ser escrito

pela seguinte equacao de evolugao em H

d

ZY (1) =AY (1) (3.5)

em que Y (t) = (w(-,t), w(-,t)) e o operador A sao dados por:

A(f(x),9(2)) = (9(x), =P (2))

(3.6)
D(A) = {(f.9) € (H'nH}) x HL | ["(1) = —kg'(1), f"(1) = 0} .
Temos o seguinte resultado:

Lema 3.1.1. (a) Para qualquer k& > 0 real, o operador A definido em (3.6)) é dissi-
pativo e 0 € p(A). Além disso A~' é compacto, portanto, o espectro o(A) de A

possui apenas autovalores com multiplicidade algébrica finita.

(b) Todos os autovalores com médulo suficientemente grande sdo geometricamente

simples e os autovalores {)\n, )\n} possuem expansao assintotica:

1 1\°
)\—)\n——EjLi(n—A—l) ™+ 0™, n— oo (3.7)

para todo n inteiro positivo.

(c) As autofungoes F,, = (Fi,, A\pF1,) correspondentes a A, possuem a seguinte ex-
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pansao assintotica:

( F! (1) ) _ e ("=3)7 | gen (n - i) 7T — COoS (n - }L) T

1 1
AnFin(2) e (n=i)ma + sen (n — Z) T — COS (n — Z_l> T

+0(n™h), n — oo.

. 2
T [|F ()3, = 2,

para n suficientemente grande.

Demonstrag¢ao. Iniciaremos com a prova do item (a).

Afirmacgao 1:
Re (A(f,9), (f,9)) = —klg' () <0, ¥(f,g) € D(A).
De fato,

(A 9),(f,9) = ((9(2),—fD(2)), (f(x), 9(x)))
= [g" () f"(2) = fP(2)g(x)] da

0

~ Q

- [ ) e — / O (@) g(a)d

| |
{,, _

= —k(g'(1)" = g(1)f"(1) + g(0) /" (0)

Pelas condigoes de fronteira, sabemos que f”(1) = 0 e ¢g(0) = 0. Dessa forma,

(A(f.9), (f.9)) = —klg'(1)|*.

Portanto, o operador A ¢ dissipativo (ver Definigao (|1.3.6])).

Afirmagao 2: O operador A é invertivel.
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De fato, é suficiente mostrarmos que para todo (f(z),g(x)) € H, existem F(z) e G(x)
tais que

A(F(z),G(x)) = (f(2), 9()). (3.11)

(G(x), =FW(x)) = (f(x), 9(2)), (3.12)
isto é,
Uma vez que temos a expressao explicita para G(x), resta mostrarmos a expressao

explicita para F'(x). Para x € (0,1) arbitrdrio, integramos a equacao de F' no intervalo

(z,1) e obtemos:

_ (1) 4 P (x) = / oy (3.13)

De maneira andloga, para z; € (0, 1) arbitrario e usando o fato que F"’(1) = 0, obtemos

F'(1) — F"(x / / t) dt dz. (3.14)

Observemos que

[ [omss = [ (e s00)a
= — /Ill g(t) dt—i—/zll zg(z)dx.

Substituindo em ({3.14)) e usando o fato que F"(1) = —kg'(1),

F'"(x1) = —kg'(1) + xl/ g(t)dt —/ zg(z)dx, Vr, € (0,1). (3.15)

1 x1

Para x5 € (0, 1), integramos (3.15)) em (0, x2) e obtemos

F'(22)—F'(0) = —kg'(1 :132—1-/ xl/ dtdxl—/ / xg(z) drdxy, Vo € (0,1).
(3.16)

Observemos que

o8



3. Método da Comparagao.

S =1d , (!

LE2 1 1 T2
_ o / g(t) dt + = / 2g(m) s (317)
2 /., 2 Jo
e que

z2 pl 2 1
/ / zg(x)drdr, = / i931/ zg(x) dx dry
0 T 0 dl‘l x1

= /1 xg(z) dr + /IQ wig(xy) da;. (3.18)

) 0

Substituindo (3.17)) e (3.18) em (3.16)) e usando o fato que F’'(0) = 0, obtemos

To 1
Fl(z) = —kd¢'(1 3:2~|——/ t)dt + - / :C%g(xl)dxl—@/ zg(z)dx
2

—/ 21g(r1) dxy, Yoy € (0,1).
0

Para qualquer z3 € (0,1), integramos a expressao anterior em (0, x3) e obtemos

Plas) ~ F(0) = S [ / Odtdrat g [ [ ate(er) dorda
_/0 T /gc2 xg(x)dr dry — / / 279(z1) doy dy. (3.19)

Observemos que,

y L
/ —/ t)ydtdxs = 6/0 d—m%/mg(t)dtdxg

$3 1 3
= =3 / g(t)dt + = / rag(wy) day (3.20)
x3 0

1 xs3 T2 ) 1 x3 d T2 )
5/ / xig(xy)drydry = 5/ d_xQIQ/ xig(xy) dzry dzy
o Jo 0 0

I3 s 1

x3
= 3 r1g(wy) dxy —5/ r3g(x9) dxg. (3.21)
0 0
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Temos também que:

x3 1
/ IL‘Q/ zg(x)drdry =
0 X2

2
= E a;g d$+/ ﬁg(:);z)alasz (3.22)

DN | —

0$2

z3
i:102/ zg(x) dx dxy
3

2 2
e
x3 2 9 x3 d
/ / rig(r1) dvy dry = / d—zvg/ xlg($1)dm1 dxs
o Jo 0o (T2 0
x3
= xg/ rig(x,) dr, — / rag(xs) dry.  (3.23)
0 0
Substituindo (3.20) - (3.23) em (3.19)) e usando o fato que F'(0) = 0, conseguimos
F(z) = —kd(1)— +—/ t)dt + = / 2g(t) dt+§/ 2g(t) dt
0 0
1 3 t3 T )
—= t g(t dt— — tg t)dt — —g(t)dt —x [ tZg(t)dt
2 Jo 2 0
+/ t*g(t)
0
2z 3 L3 g2
= —t— —— =+ — =) g(t)dt -t g(t)dt
/0(6+ S -Gt et = )i [ (5 -5e)ew
2
x
—kd'(1)=
g
ou ainda,

Flz) = —kg'u)”; + /O (g _ xg) g(t) dt + /: (%3 _ x2%) gty (3.24)

Assim, concluimos que para todo (f,g) € H,

Uf.g) = (—kg'<1>%2+ | (% —f;) g(t)dt + / <E ~a% ) o)
- (| 1 (§5-+5)otwae+1 [ (e 0Pyt o) 329

Observacgao: Para obtermos esta ultima igualdade acima, somamos e subtraimos o

1 t3 t2
t - =T t)dt.
ermo/ﬂﬁ (6 x2>g()

Portanto, segue-se que o operador A é invertivel. Além disso, pelo Teorema temos
que A™' € L(H).

Afirmagdo 3: A é compacto.
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Lembremos que para (f,g) € H = H; x L?, a segunda componente de A~'(f,g)
pertence & H;. Que, de acordo com o Teorema é compacto em L?. Quanto a

primeira componente, notemos que sua primeira derivada vale

kg/(1)z — /O gg(t)dtJr% / (z — £)2g()dt.

J4& sua segunda derivada é dada por:

—kg'(1) + / (x —t)g(t)dt.

/zl g(t)dt.

Por fim, sua quarta derivada vale —g(z) que pertence a L?. Daf, a primeira componente

J4 sua terceira derivada vale

de A~" pertence a H*(0,1) que é compacto em H7.
Afirmacgao 4: O espectro o(A) de A possui apenas autovalores com multiplicidade
algébrica finita.

Como A™' € L(H) é um operador compacto, pelo Teorema temos que o
espectro de A™! coincide com seu espectro pontual ap(.A_l), sendo seus autovalores
enumeraveis possuindo o zero como o unico possivel ponto de acumulagao. Por outro

lado, é facil vermos que \ € 0,(A) se, e somente se, A\~* € o,(A™"), pois
Ar = r e r=A"')z) e X o =A"z

Além disso, temos que Ker(A\™" — A™) = Ker(\ — A), pois basta observarmos que se
z € Ker(A™' — A7), entdo

M -Az=0)"Ar—2=05 A—-A)z=0.

Assim, é valido se, e somente se, x € Ker(\ — A).

Desta forma, como a aplicagdo 7 : [0,00) — [0,00| dada por 7 = 1/s é um ho-
meomorfismo, entao os autovalores de A também formam uma sequéncia enumeravel
possuindo o infinito como possivel “ponto” de acumulacdo. Temos também que o,(A) =
a(A), pois, se A € p(A71), entdo (A — A™") "' € L(H) e portanto o problema

A—A Nz =f (3.26)

possui solugao para todo f € H, com |z| < C|f|. Em particular, para f € D(A),

aplicamos o operador A/X em ambos os lados e encontramos que x é solu¢ao para o
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problema

1 1
o= Ar = —SAf.

. 1 .
Como 0 € p(A), temos que para todo f € H, existe f € D(A) tal que _XAf =fe
assim existe z € D(A) tal que

%x—Ax:f,

para todo f € H. Isto significa que 1/ pertence a p(A). Desta forma, o homeomor-
fismo 7 também é uma correspondéncia entre os resolventes de A e A™'. Sendo assim,
se A € o(A), entdo 1/X deve pertencer a o,(A™") U p(A™"). Dai, pela transformacio 7
devemos ter necessariamente que A € o,(A).

Agora, como A™' € L(H), entdao 0 € p(A) e pelo Teorema com A\ = 0,

obtemos

(p—A)"=-A"+pu(p—A)TAT

para todo p € p(A). Em particular, obtemos que (1 — .A)~* é compacto para todo
1€ p(A).

Para n € o(A) recordemos que a projecao de Riesz associada a 7 é da forma

em que I' 6 um contorno de Cauchy contendo 7 em seu interior. Como (A — A)~" é
um operador compacto para cada A € p(A) e como Py, ¢é limite de somas de Riemann
de operadores da forma (z(ty) —A) " '(z(tx) — 2z(tx_1)), em que z : [0,1] — C é uma
parametrizacao de I' e {t;} é uma particao de [0, 1], obtemos que Py, é compacto.
Uma vez que Py, é uma projecao, pelo Coroldrio a Im Py, ¢é fechada. Logo,
pelo Teoremaobtemos que Py,y € um operador de posto finito. Portanto segue-se

que os pontos de o(A) possuem multiplicidade algébrica finita. O

Prova do item (b): Suponha que A € 0,(A) = 0(A). Entao, existe (f,g) € D(A) tal
que,

A(f,9) = M, 9)-

Com isso, temos que g(z) = Af(x), onde f(x) satisfaz

Nfx)+ fBD@)=0, 0<z<l,
f(0) = f'(0) = f"(1) =0, (3.27)
(1) = —=kXf'(1).
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Pela Afirmacao (3.10)), se (f,g) é um autovetor com autovalor A, entao

Re (A(f,9)(f.9)) = Re (A(f,9), (f,9)) = Re A|(f, 9)]” < 0.

Com isso temos que Re(\) < 0 para qualquer A € o(A), onde todos os autovalores
aparecem em pares conjugados.
Diante disso, podemos considerar apenas os A € o(.A) tais que g < argh <, com
A = p? (facil ver que para estes A tem-se que Re(\) < 0).
Afirmacgao 1:
% <argp < g (3.28)

De fato, consideramos as seguintes formas polares para A e p:
A= e (cosf +isenf) e p=e’(cosy+iseny).

Temos que

P’ = e (cosvy + isen7)2 = e? (0052 v + 2iseny cosy — senQV)
= e? [(2 cos? v — 1) + i (2seny cos ’y)]

= €? (cos(2y) +isen(27)) .
Como A\ = p?, obtemos
e® (cos O + isenf) = e* (cos(27y) + isen(27)),

isto é, a = 2b e # = 2v. Portanto, se 7/2 < 6§ < m, teremos que 7/4 < v < 7/2,
conforme queriamos demonstrar.

Agora definimos,

3mi \/§ s

w1 =ed = _Ta Wy = €4, Wy = —W2, Wy = —Wi, (329)
S:{ |z<argp<ﬁ}
Ply="8P=757"
Desse ponto em diante, assumiremos que p € S.
Afirmacgao 2: Para todo p € S, temos
Re(pwi) < Re(pwz) < Re(pws) < Re(pws). (3.30)
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De fato,
b . 3mi
pwy = e (cosy +iseny) (e 4 >
b . 3 . 3T
= e’ (cosy+iseny) | cos T + isen= -
b dm . 3w , 3T 3T
= € | cos7ycos— +1Sen—— CcoS7y + 1sen’y cos — — senysen— | .
4 4 4 4
Logo,
3 3
Re(pw;) = ¢ (cosycos Zﬁ — senvsenzﬁ)
2 4
= —5e (seny + cos 7).
Temos também que
. b . s}
pwy = e (cosy +iseny) (e 1 )
= ¢’ (cosy + iseny) (cos % + isen%)
= ¢ (COS cos il + isenz cos 7y + 1seny cos T sen senﬁ)

Logo,

Re(pwy) = ¢ (Cosycosg — 8671’78671%)

V2 4
= ¢ (seny — cos7y).

De (3.29) temos também que pws = —pws € pwy = —pwy. Dal,

2 2
Re(pws) = %—eb (seny —cosy) e Re(pwy) = geb(seny + cos 7).

Portanto, segue-se (3.30)) para todo p € S.
Dos célculos recém desenvolvidos, temos as seguintes representagoes que serao de

grande importancia para calculos futuros:

)<

T
Re(pwn) = —lolsen (argp + 7 ol <0, o
Re(pws) = |p| cos <argp + %) <0.
Se e com i = 1,--- ,4 forem solucoes fundamentais para A\2f(z) + f*(z) = 0,
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entdao podemos representar a solugao de (3.27)) por
f(z) = 1717 + 2eP%" + c3eP3T + cqefr”,
em que as constantes ¢;, com ¢ = 1, 2, 3, 4, sao determinadas pelas condicoes de fronteira
FO)= F(0)= (1) =0 e f(1) = —kAF'(1) = k" f(1).
Dessa forma, os parametros devem satisfazer

(
01+CQ+03+C4:0,
C1W1 + CoWwa + C3ws + Cqwy = O,

a(pPd)er + ealphul)er + colpPud)er + ca(phu)er =

L1 (Pwi 4+ kpPwi) € + -+ + 4 (p*w] + kpPwy) et = 0.

Em outros termos, deveremos ter
T
A(P) = (01702703704) =0,

com A(p) = (Ai(p), As(p)), onde

1 1
w1 )
(p2wf + kp3w1) et (p2w§ + kpng) ePv?
p3wfep““ p3w§e”w2
1 1
w w
Ay = 2 2 33 w 2 2 43 w
(,0 ws +kp w3)6p3 (p wy + kp w4)ep4
p3w§epw3 p3wiepw4

A solugao f(z) de ¢ diferente de zero se, e somente se, o determinante ca-
racteristico for zero, isto é, det (A(p)) = 0. Antes de calcular o det (A(p)), faremos
algumas observacoes para facilitar os cédlculos.

Afirmacao 3: Por definigao de , obtemos que w} = w] = —i e wj = w3 = 1.
De fato,
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2 sm ;) 2 3T
wy = ((34 ) = cos——i—zsenz

_ <_+_)
- ()

2 o Ei 2 . ( m . 7T>
w5 = (e4 = COS — +18en—
2 ( ) 4 4

vz oveY
(54

2 2 2
_ 4 9; % 24
(4+ 14—1-(@) 4)

Como wy = —w; e ws = —wy implica que w% = wi =—7 e w% = wg = 1.
~ .~ w1 .
Afirmacao 4: Por definicao de (3.29) obtemos que wijw, = -1 ¢ — =1.
w2
De fato,
& Wiwy = —1.
37 ]
Wiwy = 641) (64’)
— T
= COoST + isenw
= —1.
w1
e — — 1
w2
SR
w2
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Vamos agora ao célculo de det (A(p)). Se L = —iw, 2p~ et

1
w1
(PPwi + kpPwi)er

L - det (A(p))

(PPw3 + kpPwz)els?

1

w2

pluiert pPwdere?
1 1
=L-G")| o
(=i + kpwy)e”t (i + kpwq)el?
—w et woel?

(P + kpPuws)er=s

(1 — kpwy)e™ P2

wi+w2)

1

w3

Dividindo a segunda e quarta linha por ws, obtemos que

1

L - det (A(p)) = eP(@1tw2) !

(=1 + kpwy)eft
—jePwl

1
1

ePw2

(i + kpw2)el2

1
—1
(i — kpwz)e P2
—e—Pw2

, entao

1

w4

(P*wi + kpwa)ers

puiferss puiers
1 1
—Wa —wi

(—i — pwy)e Pt

wie Pt

1

—1

(=i — prop)ePe1

je PY1

(3.33)

Multiplicando a terceira coluna por e”? e a quarta coluna por e”*, chegamos em

1

L - det (A(p)) i

_l'eﬁwl

(—i + kpwy)ef

1
1

ePv?

(i + kpuwy)el<?

P2
P

(i — kpws)
-1

P
—geft

(=i — pw1)

Usando a propriedade de separar os elementos da quarta coluna de modo que a4 €

as 4 fique em um determinante e os elementos as 4 e as4 figuem em outro, obtemos que

1 1 er? 0
' 1 —el? 0
Lodet(Ap)=| . - .
(=i 4 kpwy)et (i + kpws)e?™? (i — kpws) (—i— pwy)
—ieft ef? -1 i
1 1 P2 P!
N i 1 —ef? —ief!
(—i + kpwy)e (i + kpwy)e’? (i — kpws) 0
—jeft el? -1 0

Aplicando a mesma propriedade na primeira coluna do primeiro determinante acima
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de modo que separe os elementos a1 1 e as; dos as; e a4, obtemos que

1 1 ef¥? 0
: 1 —epe 0
Ledet(A(p) = | - .

0 (i 4 kpwa)e™ (i —kpws) (=i — puwi)

0 el? -1 )

0 1 el? 0

N 0 1 —ePw? 0
(=1 + kpwy)e™t (i + kpws)eP (i — kpws) (—i — pwr)

—jeft ePv? -1 {

1 1 efv? el
+ i 1 —ePv2 —jeft
(—i + kpwy)ef (i + kpws)e’? (i — kpws) 0
—jePer ePw2 -1 0
= Ml + MQ + Mg.

Antes de prosseguirmos, vejamos as seguintes defini¢oes.

Definicao 3.1.2. Sejam X um conjunto de C com um ponto de acumulacao a e
f,g : X — C. Usaremos a notagdo O(-) para descrever o comportamento limitante
para uma fungao quando seu argumento tende a um valor especifico ou para o infinito.

Dizemos que f(z) = O(g(z)) quando existe uma constante C' tal que
|f(z)| < C-lg(z)|, para todo z € X.

Definicao 3.1.3. Se x — a (ou x — 00), entdo dizemos que f(z) = O(g(z)) quando

existe uma constante C' e uma vizinhanca V' de a tal que
|f(z)] < C-lg(z)|, para todo x € V N X.

Agora, afirmamos que L-det (A(p)) = M, +O(e~l). De fato, somando a segunda

linha com a primeira no determinante Ms, obtemos

0 2 0 0
0 | e 0
Mp=1 . .e .
(—i + kpwp)eP (i + kpws)eP? (i — kpws) (—i— pwi)
—iePt el? -1 1
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0 —ef*? 0
= =2 (—i+ kpwy)e’' i —kpwy —i— kpw
—ier ~1 i

_ _opun (=i + kpwy)e”t  —i — kpw;

—jePt )
= —2eM2 [(1 4 ikpwy )™ + (1 — ikpwy )e’ ]
= —geplentin),

Por outro lado, multiplicando a primeira linha de M3 por ¢ e em seguida a somamos

com a segunda linha, temos

1 1 1ef*? 1ef!

M, 2i i+ 1 (i—1)e™ 0

(=i + kpwri)e™ (i + kpwe)e™ i — kpws 0

—iet e’ -1 0

2 i+ 1 (i — 1)er

= —ie™" | (—i+ kpwy)e” (i + kpwo)eP? i — kpuwsy
—jeft elv? -1
U+ kpwq)ef? i — kpw —i+ kpwy )™ 1 — kpw
— e |9 ( puwsa) pw2 (it 1) ( .P 1) P2
6PW2 _1 —’Lepwl _1

(=i + kpwy)e (i + kpwy)el?

+(i — 1)e*?
—jePer ePw2

|

= —ie"" {20 [ (i + kpwz)e™? — (i — kpwz)e”?] — (i + 1) [=(—i + kpwy)e™”
+(i = kpwa)ie® ] + (i — 1)e”? [(—i + kpwn)e”@ 2 (i + kpws)er@1T+2)] }
= —iePt {20 [—2ie”?] — (i + 1) [(—=1 4 ¢ — kpwi — kipwy)e]
+(i — 1)e™ [(=1 — i + kpw; + kipwg)ep(”1+‘“2)] }
= 4P 1) (1) (= 14-i—kpwn — ki puws ) €271+ (i41) (— 1 —i4-k oy ki pug ) 201 He02),
Assim,

My+ My = —4(i4 1)eP@He2) 4 (i — 1)(=1 + i — kpw, — kipw,)e
+(i + 1) (=1 — i + kpwy + kipw,)e2P@1Fw2),

A conclusao segue de (3.31)) uma vez que desta forma
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[ J
21 < Cle2Relpwn) < Ce*\/ilpl;
[}
€2pw2 S 062Re(pw2) S C;
[ J
Plrten) — ppngmn < el 0 < OB,
[}

e2pwitws) < Cp=V2Iel,

Finalmente, temos

M, 4 O(eclel
-1 —(i + 1)e? 0
=| (i +kpwa)e™ i —kpwy  —i—kpwy |+ O(e )
ef? -1 i

= —2(1 + *2) 4+ 2(i — 1)kpwo(i 4 €22) + O(e ).

Acima, utilizamos o fato que w; = iw».

Afirmacgao 5: O det (A(p)) = 0 se, e somente se,

1
2pw2 5 O -2 .
6t = i = et Ol )

De fato, primeiramente, notemos que det (A(p)) = 0 se, e somente se

—2(1 4 €*2) + 2(i — )kpws(i + *?) + O(e” W) = 0,

ou ainda que

22 (=2 4 2(i — V)kpws) + (=2 + 2(i — 1)kpwai)) + O(e~?l) = 0.

Definamos,

9 _ 2(i—1)kwai O(€_ﬁ>

f(z) = _2Z+ I

c—(i—Dhkwyi  20(e )
—z+ (i — Dkwy  2(—2+ (i — Dkws)’
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Logo,

—(i — 1)kwsi

0= ke ="

De maneira analoga, podemos provar que

’ - (i—1)2kWQ
FO =~
B 1

Dai, utilizando a expansao de Taylor

f(z) = f(0) +2f'(0) + O(|*),

obtemos ([3.35]) por (3.36) e fazendo z = 1/p.
Afirmacgao 6: As solugdes de ([3.35) sao dadas por:

p=pp= (n - %) Twy +O(n™ 1Y), n — oo. (3.37)

De fato, tome

1
— ,2pw2 ; _ -2
h(p) = e +i e g(p) = i ps +O([p[7)

Se &, = (n — i) Tws, entao
h(€n> — e?[(n—%)ﬂwg]wz +Z: eQTri(n—%) +Z

T . T .
= coS (2n7r — —) + 1sen <2n7r — —) +1
2 2
= 0.

(I E T -

1 1
Dessa forma, tomando B, = B <(n — Z) TWa, g), a bola centrada em (n — Zl) MWy

Notemos que,

e raio 7/2, teremos que B, N B, = &, isto é, cada bola possui apenas uma raiz de
h(p). Além disso, por construgao de B,, se p € 0B, entao

(e

Y

| N
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isto é, p =&, +Ag,, em que Ay, = g (cos O + isend). Dali,

1
‘k(fnwep) O (|sn+Aep|2>‘

1
< |—— 4+ 0(p|?
l9(p)| < Fos © (IpI™)
que tende a zero quando n é suficientemente grande. Por outro lado,

h(p) — 62(§n+A9p)7wJ2 4= 62§n7rw26A9p7rw2 Ty,
— _Z'eAgpﬂ'wg + Z — _Z (€2A9p7rw2 o 1) ’
que ¢ diferente de zero pois (cos@ + isenfl) é sempre nao nulo. Assim, |g(p)| <

|h(p)| no contorno de B,, , para n suficientemente grande.

Pelo Teorema de Rouché ([1.4.6)), h e h 4+ g possuem o mesmo nimero de zeros em

. : 1 :
B, isto é, existem p,, = [ n — 1 Twy + 1, tals que,

h(pn) + g(pn) = 0.

De (33

2pn w2 . O —2 — O
eI g O (le”l) =0,
ou seja,
1
- P Two -2\ _
—i(e -H)+———+0 =0.

( )+ et O )

Em particular, deveremos ter
lim r, = 0.

n—oo
Agora, verificaremos que r, € O(n™'). De fato, mostraremos que se ™ —1 = O(n™'),
entdo r, = O(n~'). Pela férmula de Taylor, temos que e* = 1 + x + O(2?). Em
particular

e =1+r,+0(r2).

Como, por hipétese e’ € O(n™'), segue que
1y _ 2
On=)=r,+0(r;).

Dali,
1
o <C (— + ri) : (3.38)
n

. . 1 . ) .
Como o lim r, = 0, entdo Cr? < §|rn|, para n suficientemente grande. Dali, substi-
n—o0
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tuindo em ((3.38]), chegamos que
C
| < 2—,
n

conforme queriamos demonstrar, portanto concluimos que as solugoes de sao
dadas por .

Além disso, de - (3:37), concluimos que o posto matricial de (A(p)) é menor
do que 4. Na verdade, pela estrutura da matriz, podemos facilmente verificar que
o posto vale 3, para |p| — oo. Logo, o operador A possui autovetores nao nulos.
Provemos que os autovalores com modulo suficientemente grande sao geometricamente

simples. De fato, a equacao

Nf(z)+ fP@@) =0, 0<z <1,
f(0)=f(0)=f(1)=f"(1)=0

(3.39)

possui apenas a solugdo nula. Para vermos este fato, basta multiplicarmos ({3.39)) por

f(z) e integramos por partes

1 1
A2/0 |J‘(f€)|2dfc+/O FO(@) f@)dr = N[ (@) 7200) + 1" (@) 2200 = 0.

Assim, se fi(z) e f2(x) sdo duas solugdes nao nulas de ([3.27)), seja ¢(z) = c1fi(z) +
c2f2(z). Entao, podemos escolher ¢; e ¢ tal que ¢'(1) = 0. Com isso obtemos que
¢ = 0 o que significa que {fi(x), fa(z)} é um conjunto L.D . Portanto a multiplicidade
geométrica dos autovalores de modulo grande vale um.

Substituindo (3.37) em (j3.35]), obtemos

e2[(n—%)7rw2+(9(n_1)]w2 _ . 1

ou ainda,
_ 1
- 20(n Nwe __ - -2
— e =—7— +O(n™ 7). 3.40
k[(n—1)7mws 4+ O 1) ws (™) (3.40)
Definamos h(zx) = —ie20( w2 Para x suficientemente pequeno, utilizamos a expansao
de Taylor

e’ =1+x+ O(2?),
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Daf, para x = 20(n"")w,, obtemos que

h(z) = —i (1+20(n " ws + O(n™?)) .

De maneira inteiramente andloga, se [(x)

()

k:(n

Substituindo as expansoes de h(z) e I(z)
—i (14 20(n "ws + O(n7?))
—i20(n"Hwy

O™

1

kl(n—7)mws +On1)] ws

1
}L) w3

+0O(n7?).

em ([3.40)), obtemos

Substituindo a expressio de O(n~') em (3.37), obtemos

1

1

(-2

Por fim,

-
" 4 e Qk(n—i)wwg

P

+0(n™?)

1

+0(n?), n — co.

1\ 2
(n_é_l) ﬂzi—E—i-(’)(n’l), n — oo.

Portanto segue-se (3.7)) e a prova do item (b).
Prova do item (c): Afirmagao:

pwiT pwoT pW3T pWAT

1 1 1 1

w1

fl) = wy?pSerterted

%) w3 Wy

p3wi’ep”1 p3w§’ep‘”2 p3w§’e””3 p3wi’ep”4

temos que

(3.41)

(3.42)

é uma autofuncio associada ao autovalor A = p?, para n suficientemente grande.
De fato, é facil ver que f(x) satisfaz as condigoes f(0) = f'(0) = f(0) = 0. Além

disso a condigao de fronteira f”(1) = —kAf'(1) é a condigao que possibilita gerar os
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autovalores de tal forma que a solu¢do f(z) de (3.27) seja ndo nula, pois com um

simples calculo obtemos que
(1) + kXf'(1) = det (A(p)) = 0.

Para obtermos as expansoes assintoticas dessas autofungoes dadas por (3.8)), obser-

vamos que de (3.42)) e pelo fato que w3 = —w, € wy = —wy, obtemos

epwlx epng e—pwzm e—pwux
1 1 1 1
f(z) = ierterte) . :
7 1 —1 —1
_iepwl €Pw2 _epw2 /L'efpwl

ePWIT  pu2T epwg(l—m) 6pw1(1—m)
1 1 efv? e
N 7 1 —eP? —iePt
eler  jefv? —q -1

E claro que podemos escrever a autofungao f(x) na forma:

ePWIT  pL2T epwz(lf:v) epwl(lfx) ePWIT  pwal epr(lfx) 0
1 1 eP? 0 1 1 eP? el
fz) = +
1 1 —eP? 0 1 1 —eP? —gef*t
O —i —1 erUr jePw —i 0
ePWIT P2l epwg(lf:):) epwl(lfx) 0 P2t epr(lfx) epwl(lfx)
1 1 ef? 0 0 1 ef?
- . w + w
? 1 —ef? 0 0 1 —ef?
0 e —1 -1 et el*? —1 -1
ePWIT  pwal 6pw2(1—m) 0
1 1 efv? e
+
7 1 —ef 2 —geft
efr jefv? —3 0
= My + My + Ms.

Por (3.34)), temos que M, e Mz sao O(e ), assim

f(z) =M + O(e‘clp‘)
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3. Método da Comparagao.

ePWIT  pwal epwg(lfx)

1 1 ef?
=— 1 1 P2 —eprl=a) o gpw | O(e*CIp\)
{ 1 —el? 0 e  —i

ePWIT  pw2T epwg(l—x)

=—] 1 1 e”2 |+ 0(p7)).
7 1 —ePv?

Calculando explicitamente o determinante, obtemos

Fl@) = e [(i = e + 2617 — (14 i)en2] +O(|p™!)

1 [ S -2 _1 1 -2
:e”bﬂ{(@'—1)(3_{("_4)”“’2 = fymg 1O )}w2x+2@{(" T L g O )}“’”

n Twg——— n=2) | woz
_(1+i)e[( TR e P T )} 2 }+O(n‘1).

Substituindo o valor da expanssao assintotica de p, obtemos

s = fon (=) o) v ({13 ) [ 2t
—(1+1) {COS ((n — i) 7rx> — isen ((n - i) Wx)] } +0(n™h)

1 1
= 2eP? {6—(”—1)” + sen <n - Z) X — COS (n - Z) 7TZE:| +0(n™), (3.43)

De maneira inteiramente anédloga, temos por (3.42)) que

—gefT 1eP?" 1eP3” —qelve
1 1 1 1
—1 g1 _ =2 =3 plwitws
AT (@) =wyp el )
w1 wa w3 Wy
p?’w:fep”l p?’wg’e”wz p3w§’e”‘”3 p3wiepw4

ePWIT  _ ppwrt _epwg(l—:c) epwl(l—m)
1 1 er+? 0

— +0 (6—6\/)\)
1 1 —ef*? 0
0 ef? -1 i

=—(1+ l’)eﬁw(l—m) — QjePwratowy | (1— Z’)eﬂw2(1+r) + O(lpl—l)

1 1 1
= 2jeP¥? | —e~ ("D | sen (n = Z) T — COS (n — Z) 7TSL’:| +0(n™). (3.44)
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Agora, de (3.43) e (3.44)) definimos as autofungoes dadas por:

1
Fi(z) = 5)\;16"””“2]”(3:).

Dessa forma, as autofungoes F,(z) = (Fi,(x), Fo,(2)), devem satisfazer a equagao do

problema do autovalor AF, (z) = AF,,(z), ou seja

(Fon(@), = Fi, (%)) = MFin(2), Fan(2)),
portanto Fy,(x) = AFi,(x), e assim segue-se ([3.8)). Por fim, observamos que

|1 ()]

(Fin(2), AnFin (), (Fin(2), AnFin(2)))

1 1 17 1
= Fln(x)Fln(w) d$+/ ()\’VLFITL(I))Z dl’+o(n71)
0 0

1 1 1 2
= / {ef(”fl/‘l)m” + sen (n — 7> TT — COS (n — 7) 7T:L‘i| dzx
0 4 4
1 1 1 2
+/ [76_("_1/4)'” + sen (n - 7) TT — COS (n — 7) ﬂ:p] dx 4+ O(n™1)
0 4 4
L 1 1
= / {6_2("_1/4)”1 + 2~ (n—1/N)7a |:cos (n - 7) T — sen (n — 7> 7r:v:|
0 4 4
1 1 1 1
+ sen? (n - 7> T 4 cos> (n — 7) T — 2sen (n — 7> T + COS (n — 7) TI'JJ}
4 4 4 4
1 1 1
+/ {672(7171/4)#1 — e~ (n—1/)mx |:cos (n — 7> T — sen (n - 7) ﬂx]
0 4 4
1 1 1 1
+ sen? (n - Z) nx 4 cos? (n - Z) T — 2sen (n - Z) TX - COS (n - Z) 71':17} dx + O(nfl)

! 1 1
= / {26_2("_1/4)"1 + 2 —4sen (nf Z) T - COS (nf Z) 7T$:| dx 4+ O(n~1)
0

! 1
= / |:26_2(n_1/4)“” +2— 2sen (n — Z) 27ra::| + 0™
0

—e—2(n—1/4m 1 cos (n — i) 27 1 1
= — + 2+ - + O(n
G- D - Dn CEEE S ER s P
Com isso, obtemos que
—e~2(n=1/4)7 2 cos2(n—YHr
1) = =D oy ()

O N TR E AR CERE
Assim, de segue-se . m
Portanto segue-se a prova do Lema.

Teorema 3.1.4. Seja A definido em (3.6)). Entao,

i) Existe uma sequéncia de autofungoes generalizadas de A que formam uma base

de Riesz para H.

ii) Todos A € 0(.A) com modulo suficientemente grande sao algebricamente simples.

At

iii) A gera um Cy-semigrupo e, onde a condi¢ao de crescimento determinada pelo

espectro se mantém, isto é, wo(A) = S(A).
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3. Método da Comparagao.

Demonstracao. A partir dos célculos do determinante caracteristico (3.33)), observamos

que ao considerarmos 1/k = 0 em (3.27)) obtemos o seguinte sistema

Y (2, 8) + Ypzwo(2,8) =0, 0 <z < 1, >0,

y(O,t) - ya:(()?t) = y:v:m(Lt) = y:vt(Lt) = 07

(3.46)

no qual é chamado de sistema Riesz. Dai, definimos o operador Ay, associado ao
sistema ([3.46)), dado por:

Aoy (f(2), 9(2)) = (9(x), —f P (x)),

e (3.47)
D(Ay) = {(f,9) € (H'NH}) x H7) | f"(1) = ¢'(1) = 0}.

Afimagao 1: O operador Ay, é anti-adjunto, isto é, Ay, = —Ag,.
De fato, dados (f, g), (h,w) € D(Ap,), temos

(Aop (f(2),9(2)), (h(z),w(x))) = ((9(x), —fP (), (h(x), w(z)))
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Agora temos

= —g(l)h"’(l)+g(0)h”’(0)+/0 g(@)h V(@) — [ fD(@)w(x)d

= [oonr@as— [ [ (@) e [ i)

0 0

= /0 g(@)h (2)de — f"(Dw(1) + f"(0)w(0) + [ f"(z)w/()dz

com Ag,(h(r), w(x)) = (—w(z), hW(z)). De onde concluimos que Agp, = —Aop-
Além disso, para qualquer (¢, ) € H, fazendo (p* — Agy) (f,g) = (¢,¢), obtemos

(0° = Agp) (fr9) = (0.0) = (p7) (f,9) — (Aop) (f.9) = (¢, )
= (P’f.p%9) — (g.—fP) = (¢, v)
= p’f—g=0¢ e pPg+ fY =1

Logo, concluimos que

g=pf—0

fY =2 —pPg=1—p*(V°f — ¢)

onde implica que f& + p*f = p?¢ +1p. Assim, f(z) satisfaz

@ (z L (z) = pPo(x T
{f (@) + 7 1(@) = p*6(a) + V(@) .

F0) = f(0) = f"(1) =0, f(1) = p~¢'(1).
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3. Método da Comparagao.

Agora, seja o quociente

wlepm(xfé) + w26pw2(x*£) + w3€PW3(I*§) + w4eﬂw4(ﬂﬁff)

Q - 4p5

Aplicando a férmula da variacao das constantes obtemos a seguinte solucgao,
fx) = die™'" + dael?" + d3el" 4 dyel" — / Q x [p*6(§) +¥(&)ldE,  (3.49)
0

onde w; sdo dados em (3.29)) e d;;i = 1,- - -, 4 sdo determinados por as condigoes de

fronteira,

1 1 1 1 dy 0
w w w w d 0
s o . s Pl =) . (3.50)
wyef st wyef Ut wieft wief ds 0
W1EPW] WoePWs W3EPW3 WeEPWy dy ¢'(1)

Com alguns cédlculos semelhantes aos que ja trabalhamos, o determinante da matriz do

lado esquerdo acima, é dado por

2(2 — 1)w2€P(w1—w2) (e2pw2)

que nao possui zeros para p = wym. Portanto, ha uma solugao unica para com
di,i = 1,--+ 4. Logo, (wam)® € p(Agy,). Observemos que D(Ag,) é compactamente
denso em H. Assim, ((w27r)2 — Aop)_l é um operador compacto em H, implicando que
operador resolvente de Ay, é compacto. Pelo Lema , todas as afirmacoes provadas
para o operador A serao validas também para o operador Ag,. Dai, os autovalores
{)\no,)\_no} de Ag, possuem a expansao assintética de e as autofungoes F,oy =
(F1n0, Ao Fino) associada a Ao tém a mesma expansao assintética de (3.8)), para o caso
em que 1/k = 0.

Pelo Teoremall.2.30] temos que os autovetores { F},o} formam uma base ortonormal para
‘H e além disso, como o operador A, possui operador resolvente compacto, implica que
existe o produto interno equivalente em que a referida base é ortonormal. Assim, pelo
Teorema temos que os autovetores {F,o} formam uma base de Riesz para H.
Por , existe um inteiro N suficientemente grande tal que

> NE = Ful> =) 0(n?) < oc. (3.51)

n>N n>N

De posse disto, temos que o item 7) segue-se de (3.51)) e do Teorema [2.3.5]
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3. Método da Comparagao.

Para provarmos o item iz) basta observarmos que pelo Lema os autovalores
{An, )\_n} com modulo suficientemente grande sao algebricamente simples. Uma vez que
os autovalores {)\ng,/\_no} de Ap, possuem a mesma expansao assintética de A, A}
segue-se a prova do item 7).

Vamos agora a prova de iii). Pelo item (i), temos que o espago H possui uma base

de Riesz, isto é, existe um operador T : H — H tal que,
= i

onde {e;} é uma base ortonormal de H, T é um operador linear continuo e possui 7!

que também um operador linear continuo. Logo, para todo x € H temos

r=T(y) =T (Z 7j€j> = Z%‘T(@j) = Z%¢j-

Pela equacao de evolucao (3.5)) e por (3.10)), segue-se que Ay, gera um Cy-semigrupo
S(t). Observemos que podemos escrever a solugao de (3.5)) por:

0 =309,

e assim

d o

pridOe Z (dt% %’(t)%) ¢; = 0.
Dali,
— [ d
> @%‘(t) —7(t)A; | e =0
o que implica

2 =)A= 0.

Tomando v;(0) = ), a solucao da EDO acima é dada por:

’Yj(t) = 950@)\ !

Com isso, podemos representar

o0
t)r = Z zhet'p;
j=i

que claramente é de classe C°. Logo o Cp-semigrupo gerado pelo operador Ay, é
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diferenciavel. Portanto pelo Corolario [1.3.20] segue-se que a condicao de crescimento

determinada pelo espectro é satisfeita. O

Corolario 3.1.5. Seja E(t) dada por (3.2)). Entao o sistema (3.5]) é exponencialmente
estavel, isto é,
E(t) < Me “'E(0), (3.52)

para algum M,w > 0 e para todo t > 0.

Demonstragao. Pelo item (iii) do Teorema a condicao de crescimento determi-
nada pelo espectro é satisfeita, isto é, w(A) = S(A). Logo, pelo Teorema é
suficiente mostrarmos que Re(\) < 0 para qualquer \ € o(A).

Tome o produto com m em ambos os lados da primeira equacao de , e
conside todas as condicoes de fronteira. Dali,

Afirmacgao 1: Temos

N @) 0,0) + RALS W]+ 17 (@) 1220y = 0. (3.53)

De fato, tal afirmacao vem diretamente do fato que

(F@). N2 f() + f D () )

=Xy + [ (@) de - [ T

= N @)L + £ (L)1) = / f(@) f" (x)da

= N @) 20 — [ / 1 (Wf"m)'da: - / fff(x)f"(x)dx]

= M)z 1) —Wf”(l)Jer"(O)Jr/o (@) [Pdz

= N @)I720.0) + AL O + 17 @) 720,1)-

Afirmagao 2: Re(\) <0.
Considere A = a + ib. Por (3.53)), temos

(a+)*|[f(@) 1201 + kla+ )W + (@)l 7201 = 0.

Dai
(a® + 2iab — b*)Cy + k(a +ib)Cy + C3 = 0,
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3. Método da Comparagao.

em que Cy = ”f(x)“%%o,n >0,C=|f(1))*>0eC3= Hf"(:lc)H%Q(O,l) > 0. Portanto,
Re [(a® + 2iab — b*)Cy + k(a + ib)Cy + Cs] =

(a2 — b2)01 + k’CLCQ + 03 = 0.

Dessa forma,
k?aOQ — b201 = —(CL2C1 + 03) S 0

, 0 que implica
kan S bQCl.

Com isso, temos que Re(A) = a < 0. De fato, o caso em que a = 0 é trivialmente
satisfeita. Agora, se que a > 0, pela arbitrariedade de £ > 0, podemos tomar k
suficientemente grande, tal que akCy > b’°CY, o que é uma contradicdo. Portanto,
segue-se que Re(A) < 0.

Afirmacao 3: Nao ha autovalor localizado no eixo imaginario.

Caso exista um autovalor A = iw # 0, w € R. Por temos,

~w? | (@) 2200 + Kiwlf (W) + 1 f" (@) 17200 = 0.
Tomando a parte imaginaria da igualdade acima, obtemos
il (1) =0,
implicando que |f'(1)| = 0. Assim, o sistema torna-se,

—w’ f(z) + fD(z) =0,
f0) = f'(0) = f'(1) = f"(1) = f"(1) = 0.

(3.54)

Podemos supor que w = p?, em que p > 0 é real. E f4cil vermos que cos px, senpx, cosh px
e senhpx sao solugoes da equacao homogénea acima. Logo, (3.54)) possui a solugao dada
por:

f(x) = ¢y cos px + casenpx + c3 cosh pxr + cysenhp.

Pela condicao de fronteira f(0) = 0 obtemos,
f(z) = ¢ cos px + casenpx + 3 cosh px + cysenhpx

:>f(0)201+03:0 = (3= —C
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E pela condigao de fronteira f'(0) = 0,
f'(z) = —peysenpx + peg cos px + pezsenhpr + pey cosh px

=>f/(0):CQ+C4:0 = C4 = —Co.

Dai, segue-se que a solugao do sistema [3.54| é dada por,
c1 [cos pr — cosh pz| + ¢ [senpr — senhpx] .

Pelas condigoes de fronteira f'(1) = (1) = f"(1) = 0 e f(x) é ndo nula, obtemos o

seguinte sistema,

—cysenp — cysenhp + ¢ cos p — co cosh p = 0,
—cy1 cos p — ¢y cosh p — casenp — cosenhp = 0, (3.55)

c1senp — cysenhp — co cos p — co cosh p = 0.

Pela primeira equagao do sistema [3.55| obtemos que

cos p — cosh p
oq=—":

senp + senhp (3:56)

Pela segunda equacao do sistema [3.55) obtemos que

_ —(senp + senhp)
R~ p + cosh p 2 (3:57)

Por fim, pela terceira equacao temos que

cos p + cosh p
—.C

“a= senp — senhp (3:58)
De e , obtemos
cos p — cosh p _ —(senp + senhp)
senp + senhp cos p + cosh p
o que implica que
cos?p —cosh®?p = —(senp + senhp)?

= —sen’p — 2senpsenhp — senh®p

= —(1 —cos?p) — 2senpsenhp + (1 — cosh? p).
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Assim,

senpsenhp = 0.

De (3.57) e (3.58)), obtemos

—(senp + senhp)  cosp+ coshp

cosp+coshp  senp— senhp’

o que implica que

—(sen?p — senh®*p) = (cosp + cosh p)?
= cos® p+ 2cos pcosh p + cosh? p

= (1 —sen®p) +2cospcosh p + (1 + senh?p).

Assim,

1+ cospcoshp = 0.

Dessa forma, de (3.59) e (3.60) implica que

senpsenhp =1+ cos pcosh p = 0.

(3.59)

(3.60)

(3.61)

Uma vez que p > 0, podemos concluir que (3.61)) ndo é satisfeita, ja que 14-cos p cosh p #

0 para todo p > 0. Portanto temos que nao existe nenhum autovalor localizado no eixo

imaginario.

Pelas Afirmagoes 2 e 3 segue-se que Re(\) < 0 para qualquer A € o(A). Com isso,

concluimos a prova do Corolario.

]

De forma inteiramente analoga podemos fazer as mesmas aplicagoes ao seguinte

sistema com controle u(t) e saida y(t) dados por:

;

Wi (2, 1) + Wegae (2, 1) =0, 0 < 2 < 1,
w(0,t) = w,(0,t) = w,(1,t) =0,
Were (1, 1) = ul(t),

Ly(t) = wi(1,1).

(3.62)

Ao considerarmos o feedback u(t) = ky(t), obtemos o seguinte sistema de malha fechada

Wy (2, 1) + W (2, 1) =0, 0 < 2 < 1,
w(0,t) = w,(0,t) = wye(1,£) =0,
Weze(1,1) = kwy(1,t), k > 0,
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no qual é um sistema dissipativo.

Teorema 3.1.6. Considere o sistema (3.63)) com o espago H e com o operador do

sistema A, dado por:

As (f(2),9(2)) = (9(x), —f (),

(3.64)
D(A,) = {(f.g) € (H' x H}) x H} | f"(1) = kg(1), f'(1) =0}.

Entao,

(a) H& uma sequéncia de autofungoes generalizadas de A, que formam uma base de

Riesz para H.

(b) Todos os A € o(As) com médulo suficientemente grande sao algebricamente sim-

ples. Além disso os autovalores {)\n, )\_n} possuem a seguinte expansao assintotica:
1\ 2
A = =2k +1 (n — Zl) ™ +0(m™), n— .

(¢) Ay gera um Cy-grupo e*' em H em que a condigdo de crescimento determinada

pelo espectro se mantém, isto é, wo(As) = S(As).

(d) Re(\) < 0 para todo A € 0(A,) e Re(\) — —2k para A — oo, portanto e?s! é

exponencialmente estavel.

Demonstracao. A construgao da prova dos itens é andloga aos resultados que foram

demonstrados no Lema 3.1.1 e no Teorema B.1.4]. m

3.2 Estabilizacao da fronteira com uma massa de

ponta.

Nesta secao, iremos fazer um estudo para a estabilizacao de uma viga flexivel, na
qual possui uma de suas extremidades fixa e a outra extremidade é livre que por sua
vez é controlada. Este problema pode ser descrito pela seguinte equacao de viga de
Euler-Bernoulli:

Wit (2, 1) + Wegae(T,1) =0, 0 <z < 1,
w(0,1) = w,(0,1) = wau(1,6) = 0, (3.65)
— W (1, 1) + mavy (1, 1) = u(t),

em que w(zx,t) é a amplitude da vibracao, m é a massa da ponta e u(t) é a forga de

controle da fronteira aplicada na extremidade livre da viga. Observamos que a tltima
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igualdade do sistema descreve o movimento da massa da ponta, que segue a segunda

Lei de Newton. Uma forma natural para u(t) pela descrigao apresentada é dada por
u(t) = —kw(1,t), k> 0.

Este feedback produz uma pertubacao compacta para o sistema livre no espacgo de

estados:

(w(-, 1), wi (-, 1), mawy (1, ) (3.66)

com

AO(f7g77]> = (97 _f(4)7 f,//(:l)) € BO(fagan) = (0707 _km_1n>'

O operador Ay é um operador do sistema que corresponde ao sistema livre, sem controle
e o operador By é um operador compacto.

A perturbagao compacta (Ver Definigao (|1.3.23))) nao altera a estabilidade expo-
nencial para um sistema de dimensao infinita (Ver [4, Corolario 1, pg. 192]). Dessa
forma, o sistema [3.66[ nao é exponencialmente estavel. No entanto, iremos aplicar o
principio da forma colocada no qual permite obtermos um feedback de “alta ordem”.

Para isto, consideremos o funcional de Lyapunov de “alta ordem”dado por:

1! 1
Eo(t) = _/ [wimxw(xvt) + wixt(LtH dr + Qmwim:(lvt)?
0

com a finalidade de conseguirmos que o sistema seja exponencialmente estdvel.

Suponhamos que a solucao de (3.65) é suficientemente suave. Entao a derivada de
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Ey(t) ao longo da trajetoéria de (3.65)) é :

d

1
%EO (t) - / [wxxmm (I, t)wmzxwt<xa t) + Weat (.T, t>wrxtt<=r7 t)] dx
0

1
+szxx<1at)wmxwt(1vt)
1 1
- _/ wtt(xat)wxammt(xut)dx—i_/ wzxt<x7t)wa:mtt(xat)dx
0 0
1
+waxx<1at)wxm:t(17t)
1 1
= - [/ (wtt(x,t)wmt(x,t))xd:v—/ wm(as,t)wmt(:v,t)dx}
0 0
! 1
+/ wa::ct(xa t)wxztt(xa t)d[L‘ + _wxzx(L t)w:m:xt(L t)
0 m

1
- _wtt(17 t)wmzmt(]-a t) + wtt(07 t)wxxmt(07 t) + / Wit (.T, t>wmxwt<xa t)d$
0

1 1
+ |:/ (wzxt($7t>tht)xdx - / wxmct(xa t)tht(xat)dx:|
0 0
1
+Ewwzx<1a t)waza:xt(lv t)
- _wtt(17 t)wmzzt(]-’ t) + w:c:ct(L t)wmtt(L t) - wm:ct(07 t)wttz(oa t)
1
+wa:m:(1a t)wmmxt(lvt)
1
= _wtt(L t)wx:ca:t(L t) + Ewrmﬁ(L t)w:t:c:r:t(L t)

_ (%wm(u) - wtt(l,t)) Warat(1,1)

1

Dai, é natural tomarmos o seguinte controle de feedback

u(t) = Bwarai(1,1), B> 0, (3.67)
em que o sistema de malha fechada torna-se

Wit (2, 1) + Wegaa (2, 1) =0, 0 <z < 1,

_wxx:c(lat) + mwtt(lat) = ﬁwle‘t(lat)

Como ha uma massa de ponta adicional na viga, a funcao energia do sistema serd dada

por:

E(t) = 1/0 [wi(z,t) +w,(z,t)] do + % [maw, (1) — Bwaes(1,1)]°.
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Com essas definigoes, consideramos o sistema ([3.66)) no espago de Hilbert dado por:
Hon = H2(0,1) x L2(0,1) x C, HE(0,1) = {f € H*(0, 1] £(0) = f'(0) = 0}

com a norma induzida pelo produto interno definida por

uugmm%=l[u%wf+wwwhm+KMR

onde K > 0 é uma constante positiva. Agora, escrevemos a equagao (3.68|) como uma

equacao de evolugao em H,, y

ZY (1) =AY (). (3.69)

em que
Y(t> = (w<'7t)7wt('7t)7mwt(17t) - 5wx:t:c(17t))
e o operador A, : D(A,)(C H.n) — Hum € definido por

{Apu,g, 0 = (9,—1@, =57+ 57 lmg(1)), ¥(£,9,m) € D(Ap), 570

D(Ap) = {(f.g.m) € (H* N HE) x Hf x C| f"(1) = 0,n = mg(1) = B (1)} .
Lema 3.2.1. Seja A, definido em (3.70). Entao

(a) A, ! existe e é compacto em H,,. Portanto, o espectro o(A,) é formado apenas

por autovalores isolados com multiplicidade finita: o(A,) = 0,(A,).

(b) A = —B~! é um autovalor e para cada A € o(A,), A # —B7!, tem-se que \ é

geometricamente simples.
(¢) Re(\) <0 para todo A € o(A,).

(d) Os autovalores {)\n,)\_n} possuem a seguinte expansao assintética:

1\ 2
Ay = —2mp~t +i (n — 5) ™+ 0™, n— oo (3.71)

para todo inteiro n, suficientemente grande.

(e) As autofuncoes (fn, Anfn, nn) correspondentes de A, possuem a seguinte expansao
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assintética:
_ —(n—l)wz n (n—l)w(l—:c) 1
Afo(z) = e \"72)™ 4 (=1)"e\""2 +sen | n— =
1 -1
—cos{n—g Tz +O0Mn), n— oo,
2

1
—sen (n — 5) 7z + O™, n— oo,

N, = O™, n— oo,

Demonstragao. Prova do item (a). Observemos que

Afirmagao 1: O operador A, 1 é invertivel.

f”(&?) = e—(n—%)ﬂx + (_1>ne(n—%)7r(1—x) + cos <TL _ 1) -

(3.72)

De fato, é suficiente mostramos que para todo (f(x),g(x),n) € H,, existem F(x),

G(z) e H tais que
Ap(F(x), G(x), H) = (f(x), g(x),n).

Para que (F,G, H) satisfaca (3.73]), devemos ter
(G(z), —FW(x),=p7 H + 87'mG(1)) = (f(x), g(x),n),

isto é,
G(z) = f(),
—FY(z) = g(x),
—B7'H + 87 'mG(1) = 1.

De ([3.75)) temos as expressoes explicitas:

G(x) = f(x) e H=—pn+mf(1).

(3.73)

(3.74)

(3.75)

Agora mostraremos a expressao explicita para F(x). Para x € (0,1) arbitrario, inte-

gramos a equacao de F' no intervalo (z,1) e obtemos

_FWD+me:/g@m.

Usando o fato que F"”'(1) = mB 'g(1) —nB~,

F"(x) = mf~'g(1) - nf~" + / o(t) dt.
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Para x; € (0,1) arbitrério, integramos (3.77)) em (x,1) , obtemos

F'(1) — F"(x21) = (mB~g(1) —np~ Ny +/ / t)dtdx. (3.78)

/ / b dt do = —a, /xllg(t) dt+/x11 vg(x) da.

Substituindo em ([3.78)) e usando o fato que F”(1) = 0,

Ja vimos que

F'(z,) = x1/ g(t)dt —/ xg(x)dr — (mBtg(1) —nB Yay, Vo, € (0,1). (3.79)

1 1

Para x5 € (0, 1), integramos (3.79)) em (0, z3) e obtemos

F'(x9 / xl/ t)dtdx; — / /:Eg ) dx dy

—(mstg(1) — A ) v € (0.1, (3.80)

Ja vimos que

/ xl/ t)dtdry = —/ t)dt+ - / rig(xy) dwy, (3.81)
T2 1 1 T2

/ / zg(x) dx dry 21’2/ zg(x) da:+/ ﬁg(xl)dxl. (3.82)
0 x1 X9 0

Substituindo (3.81)) e (3.82) em ([3.80) e usando o fato que F’'(0) = 0, obtemos

T2 1 T2
= —/ t)dt + = / xfg(xl)dxl—xg/ zg(x) dx—i—/ 2ig(r1) dy
x9 0

—(mpB~g(1) - nﬂ‘l)é, Vry € (0,1). (3.83)

e que

Para z3 € (0, 1) arbitrario, integramos ([3.83)) em (0, z3) e obtemos

F(l’g / / dt dl‘g + = / / l’lg 271 dﬂ?l dl‘g
— / To / xg(x) dr dxs + / / 21g(r1) dy dry
0 @2 o Jo

—(mBg(1) —nB~ )_g Yz, € (0,1). (3.84)
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Ja vimos que

3 2l 3 ! 1 [*3
/ —2/ g(t) dtdxy = —3/ g(t)dt + —/ r3g(xy) dwy, (3.85)
0 2 6 Jau, 6 Jo

€2

1 T3 T ) x3 T3 ) 1 T3 3
5/ / Ilg(xl) dxi dxy = ?/ m19(%) dx, — 5/ %g(%) dxs. (3-86)
0 0 0 0

Também vimos que

T3 1 .1'2 1 T3 x3
/ Ig/ zg(x)dx dry = —3/ zg(z) dx+/ “2g(wy) das, (3.87)
0 x9 2 x3 0 2

T3 x2 x3 xr3
/ / 23g(z1) doy dog = x3/ vig(xy) dr) — / x5g(x9) das. (3.88)
o Jo 0 0

Substituindo (3.85]) - (3.88) em (3.84]) e usando o fato que F'(0) = 0, obtemos

T3 xt? 3 13 L/g3 2t
(:zc) /0 (6 2 2 zt t 2) g(t) dt /m ( 6 2 ) g(t) dt

$3
—(mp~lg(1) —ns™ )7

= [ (58 ) s+ [ (55 o001 om0y - s L

ou ainda,

3

rw) = [ (G5 -o)aas [ 00 - it —ns S @9

Portanto segue-se que o operador A, é invertivel. Além disso, pelo Teorema m
temos que A)' € L (Hy,).
Afirmacao 2: .,4;1 é compacto. Observamos que para (f,g,n) € Hp, = H: x L* x C,
a segunda componente de A, ! pertence & H} e a terceira componente pertence & C.
Dessa forma, pelo Teorema implica que a segunda componente é compacta em L?
e que a terceira componente é compacta em C. Quanto a primeira componente basta
observamos que a sua quarta derivada vale —g(z) que pertence a L?. Dai, a primeira
componente de A ! pertence a H 4(O, 1) que é compacto em Hz. Portanto segue-se que
o operador A, 1°é compacto.
Afirmagao 3: O espectro de A ! possui apenas autovalores com multiplicidade
algébrica finita. Além disso, o(A,) = 0,(A,).

A prova da Afirmagao 3 ¢é andloga a Afirmagao 4 do item (a) do Lema . m
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Prova do item (b). Temos,

_5_1 (fa g, 77)
(=87, =879, =87 "n).

Ap (f’gﬂ77>
= (97 _f(4)7 _6_177 + B_lmg(l))

Logo,
g = _Bf7

_f(4) = _ﬁilga
—B'n+ B 'mg(1) = =57 .

Observemos que A = S~ é um autovalor, pois basta tomarmos f = g = 0 que as

~! serdo da forma (0,0,7), com 1 # 0.

autofungoes associadas a —f3
Agora, considere qualquer A € g, (A,), com \ # —B7L, resolvendo o problema do
autovalor, obtemos g(x) = Af(z) e =87 'n+ B 'mg(1) = M. Em particular, chegamos

que
AmB~1

mf(l)a

n:

em que f(z) satisfaz,

FO (@) + N f(z) =0,
f(0) = f(0) = f"(1) = (3.90)
(AA%B_l)f”(D:=7nB‘%Vf(D'

Se possui duas solugoes linearmente independentes, digamos fi(x) e fa(x),
entao consideramos f(z) = ¢1fi(x) + cafe(z) de modo que as constantes ¢; e ¢y s@o
tomadas tal que f(1) = 0. Desse modo, (3.90) é reduzido a com \? = —w?
real, na qual jA mostramos que a tnica solu¢do que existe é f(z) = 0, o que é uma

contradicao. Logo, segue-se que A é geometricamente simples. O]

Prova do item (c). Para construcao da prova do item (c) utilizaremos as Afirmagoes
1-3 do Corolario em que difere apenas a condicao de fronteira do problema do

autovalor (3.90)). Pela Afimacao 1, obtemos que

mﬁl

A2||f($)||%2(01 )\—f—/@ 1

P+ 1 @) 7200 = 0. (3.91)

Com uma construgao semelhante a Afirmagao 2, juntamente com (3.91f), obtemos que
Re(A) < 0. Por fim, fazendo uma construcao semelhante da Afirmagao 3, concluiremos
que nao hé autovalor localizado no eixo imaginério. Portanto, segue-se que Re(\) <
0. O
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Prova do item (d). Peloitem (c) vimos que Re(A) < 0. Dessa forma, os autovalores sao
simétricos em relacao ao eixo real. Com isso, consideraremos apenas os que estao loca-

lizados no segundo quadrante. Seja A = p? e usando novamente as consideracoes feitas

em (3.28), (3.30) e (3.31), uma vez que e”* i =1,--- 4 sao solugbes fundamentais

para )\Qf(x) + f(4)(x) =0, a solucao de 1} sera representada por,

f(z) = 177 + 2eP%" + c3eP3T + cpefr®

em que as constantes, ¢; sao determinadas pelas condigoes de fronteira, i.e ,

A(p) (cr, c2,¢3,¢4)" = [D1(p), Da(p)] (1, ¢, c3,¢4)" =0 (3.92)
com
1 1
w1 ]
Al(p) = 2 -1\ 3 3 -1 47 ,pw1 2 -1\ 3,3 -1 47 pw2
[(0° +67Y) pPwi —mp~pt] e [(p° 4+ B71) pPws —mB ' p'] e
pzwfep“’l p2w§e”“’2
e
1 1
w3 Wy
As(p) = 2 —1\ 3,3 . a-1 47 pws 2 —1\ 3,3 . a-1 47 pws
[(0*+ B87") pPw —mppt e [(p*+ B7Y) pPwi — mpp"] e
e e

A solucao f(x) de (3.90) é diferente de zero se, e somente se, o determinante ca-
racteristico det (A(p)) = 0. Iremos fazer o uso de W, para representar o termo
[(,02 —I—ﬁ_l) pPud — mﬁ_lpﬂ e com i = 1,---,4 e W_; para representar o termo

[(p* + B87Y) pP(—w;i)® = mB™p*] ") com i = 1,2. Se L = —ip "wye’“12) entio

L - det (A(p)) (3.93)
1 1 1 1
= —ip_5w26”(“’1+“’2) . w1 w2 s w4
W1 Wg W3 W4
pQw%epwl pQwSe’)“’Q p2w§epw3 pQuJieW‘*
Usando o fato que w3 = —wq € wy = —wq, obtemos
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1 1 1 1
L-det (A = —ip BwoerWrtw2) . w1 w2 w2 it
(M) = ip o e o

PRt RuBerr P (—wp)Pe P P (—wp)Pem P

Multiplicando —ip~°wse”“12) pelo determinante, obtemos que

1 1 ePw2 ePw1
L - det (A(p) 7 1 —ePw2 —ieP¥1
. det = ,
p [7iw1k — mﬁflp} efv1 [iwgk — m,Bflp] ePw2 [fiwzk — mﬂflp] [iwlk — mﬁflp}
Pl ePw2 1 1

com k = p?> + 7!, Agora, usando a propriedade de separar os elementos da quarta
coluna de modo que a4 € a4 fique em um determinante e os elementos ag4 € a44

fiquem em outro, obtemos que

1 1 ePw2 0
i 1 —eP2 0
L - det (A(p)) =
€ ( (P)) [_iwlk_mﬂ—lp} Pl [iwgk—m,@flp] ePw2 [—iwzk—mﬂflp] [iw1k—mﬂflp}
_ePw1 ePw2 1 —1
1 1 €Pw2 eﬂwl
i 1 _epwg _Z'epwl
+
[—iwlk‘ — mﬁ_lp] el [iwgk — mﬁ_lp] el? [—iwgk — mﬁ_lp] 0
_epwl epw2 1 O

Usando a mesma propriedade na primeira coluna do primeiro determinante acima, de
modo que a;; e az; fiquem em um determinante e os elementos as; e a4 fiquem em

outro, obtemos que

1 1 ef+?
1 1 —ef?

L -det (A =

et (&) 0 [iwgkz — mﬁ_lp] ef*? [-ink’ — mﬁ_lp] [iwlkz — mﬁ_lp]
0 el 1 -1
0 1 ef*? 0
N 0 1 —ef?
[—z’wlk: — mﬁ_lp} et [iwgk‘ — mﬁ_lp} ef*? [—ZkaJ — mﬁ_lp} [iwlk: — mﬁ_lp}
—ePt ef*? 1 -1

95



3. Método da Comparagao.

1 1 efv? et
7 1 —eP? —geft
+ : —1 , —1 w , —1
[—zwlk —mpf ,0] el [zwgk —mp p] ef+? [—szk —mpf p] 0
—ef1 elv? 1 0
= My + My + Ms.

Pelas mesmas conclusoes de ([3.34) podemos concluir que
—ip PwyeP @192 L det (A(p)) = My + O(e~cPh.

Finalmente, temos

M1 + O<€—c\p|)
1 —ef? 0
= [z’ka — mﬁ’lp] e’ —jwk —mBp dwik —mB p
elv? 1 -1
1 ef+? 0
—i [z’w2k — mﬁ’lp] e’ —iwok —mBp iwk —mBlp |+ O (e*dpl)
P2 1 1

= iwsk + mB~ p — ¥ [iwrk — mPB~'p| — iwik + mpB"p — €2 [iwsk — mB™"p]

+i (—z’ka — mﬁflp) +ie2P [—wlk + mﬁflp] —i—(iwlk — mﬁ’lp) P2 [z’wgk — mﬁ’lp]
=wk+mBp—iwk+mB p—wik —imB p —wik —impB 1 p
+-e2r2 [—iwlk +mpB 1 —wik +mB p+wik +impp —iw k + imﬁ_lp}
= —2iwk +2mpB 1 p — 2imB 1 p + 2 [—2iw1k +2mB p+ 2im6’1p}

= —2iw; (p° + B7') +2mB " p(1 — i) + €2 [=2iwy (p*> + B7") +2mB " p(1 +14)] .
(3.94)
Afirmagao 1: O det (A(p)) = 0 se, e somente se,

e = —1 — 2iwmfB~" + O (|p|7?) . (3.95)
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De fato, por (3.94) obtemos

o 2090 (7P 87 = 2mBp(1 — i)
— =2iw (024 7Y +2871p(1 +4)

1
Aplicando uma expansao de Taylor com f(z) = e**? e z = —, obtemos

iw (BT - w w14 2287 —emBTH (1 — )
fe) == (345 Y) + 205 iy (L4 2250+ zmB (1 1)
Logo, .
. W1 _
f0) = 22—
‘ X-Y
M) = G T 28 T omp (L4 )P
para
X = [2287 iwy —mB7 (1 —1)] - [—iwy (14 2°87") + 2mB7 (1 + 1))
Y = [=2287Yiwy + mBTH (14 4)] - [iwr (1+2°87) —2mB (1 —4)] .
Portanto,
£(0) = [=mp~ (1 —1)] - [—M] —2[m5_1(1 +1)] - [iwr]
[—iw]
 omfB hw (1 — i) —mf iy (1 + 1)
B i2w?
_ —2im B~ Yiw
7
= —2iwympL.
Dali,

e2Pw2 — 1 2miw1ﬁ_lp_1 + 0O (|p|_2) ’

Portanto, a afirmacao segue sendo verdadeira.
Afirmacgao 2: As solugdes de ([3.95) sao dadas por:

Pn = (n — %) Tws + O (n71) . (3.96)

1
De fato, tome h(p) = e”* +1 e g(p) = 2miw S~ p~" + O (|p|7?). Se & = <n - 5) TTWa
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entao,

he) = Almg)mealer 4
— 2(n—g)mi +1
= cos(m — 2mn) +isen(m — 27n) + 1
= cos((1 —=2n)m) +isen ((1 —2n)m) +1
= 0.

Observemos que,

1 1
((n +1)— 5) MWy — (n — 5) Twy = Twq, para todo n € N.

1
Com isso, tomando B,, = B ((n — 5) TWa, g), implica que B, N B, = I, isto é,

cada bola possui apenas uma raiz de f(p). Pela construgao de B,

1 1
‘p— (n—§> MWy | = g para todo p € 085, ((n_ﬁ) szag)-

1
Agora, tome p = &, + Ay,, com §, = (n — 5) Twy e Ay, = cost, + send,. Temos,

l9(p)| < {Qmiwlﬁ_lp—1+@(|p|—2)’

2mw; B ( 1 )‘
— 4+ 00| —
Sn + Aep yfn + A0p|2

= O(n),

para n suficientemente grande. Além disso,

h(p) = [e(Ersam)m 4y

’62§n7roJ2 . 62A9p7rw2 + 1‘

— | _ €2A9p7ruJ2 + 1|

que ¢ diferente de zero pois (cosf + isenf) é sempre nao nulo. Assim, |g(p)| < |h(p)]
no contorno de B,, para n suficientemente grande.

Dai, pelo Teorema de Rouché h e h 4+ g possuem o mesmo numero de raizes

em B,, isto é, existem p,, = (n — — | mwy + 1, tais que,

f(pn) +9(pn) =0,
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com |r,| < m. Assim, de (3.95)

2ma -1 1
€2Pnpw2+1+m+0( 2):()’
Pn 3

ou ainda

2miw, 31 1
_erramen 41 4 2T (—2) = 0.
n T |onl

Em particular, deveremos ter

lim r, = 0.
n—oo

E facil ver que r, € O (n’l), pois ja vimos na afirmacao 6 do item (b) do Lema
quese e —1=0 (n_l), entao r, = O (n_l). Portanto segue-se a afirmacao e 1}
Agora substituindo os valores de p, em (3.95)), obtemos

. 1
6[(n_%)ﬂm+o(n71)]w2 — 1 12m@w16 + 0O (”72)
(n — 5) Twa + O (nil)
ou ainda
20(n1) _ 1 | -2
L, _ - 2miws B +O(” )

(n—=3) 7w+ 07

Novamente pela féormula de Taylor, chegamos que
_62&)20(71_1) _ (1 + 20.)2(9 (n—l) +0 (n—2)) ]

1
(1= 3)mws + O(2?)

Agora, fazendo uma expansao de Taylor para . Tomando h(x) =

-1 ! ,
com z suficientemente pequeno. Denotando por O = O (ﬂ) :
O (20 2 + W,
x (2+a:7rw2>
temos que
h(0) =0,
e de
1 1 N
W(x) = 3 (——2 + (9*> ;onde O = (O(@)
L+ow@] N7
- 1 f 2 + 1 N P}
[; + O(l‘)} [; + O(:z;)}
_LQ O
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1
temos que h'(0) = —1. Assim, fazendo z = (n — 5) Twy para n suficientemente

grande, obtemos que

~1 1 B
=Dt 0 (=D O

Dai, substituindo os valores encontrados, tem-se

—1 — 2w, O (n’l) -0 (n’Q) =—-1- 2maw B+ O (n’2)

I
(n— 5 s

ou ainda que

n — —) TTWo

Por fim,

1 g1 i

A=)\, = pi= (n——)ﬂw2+++0(n2)
2 (n — 5) TTWa
1* . . _
= (n—é) 7% — 2mp3 1+(9(n 1).

Portanto segue-se (3.71]) e a prova do item (d). O

Prova do item (e). As autofuncdes f(z) associadas aos autovalores A = p?, para n

suficientemente grande, sao dadas por:

ePW1T ePw2t ePw3® ePWAT
1 1 1 1
— =3 =2 p(wi+w2)
flx) =wy"p~"e :
w1 wWa W3 W4q
pzwfe’)‘” onJgem p2w§e'°”3 pQwZeW“

Usando o fato que w3 = —wy e que wy = —wy, obtemos
epwlx epwgac e—pwzx e—pwla:
1 1 1 1

() =y %p et
w1 Wo —W2 —w1

_Z'p2epw1 Z'p26pw2 ip26_pw2 —7;,026_’)“)1
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(w14w2)

Multiplicando o termo wy®p~2e” pelo determinante, obtemos

ePYIT P2l epwz(l—x) epwl(l—x)
1 1 ePe? et
€Tr) =
/(@) 1 1 —efv? —geft
_epwl epw2 1 _ 1

Agora, usando a propriedade de separar os elementos da quarta coluna de forma que

os elementos ag4 € ag4 fiquem em um determinante e os elementos a; 4 € a4 4 fiquem

em outro
ePYIT  opwal epwg(l—x) epwl(l—x) ePYIT P2l epwz(l—x) 0
1 1 el? 1 1 ef*? el
f<:c> = - pw2 + . pPw2 > PW1
1 1 —e 0 l 1 —e —ie
_epwl 69‘*’2 1 _1 _epwl ep"JQ 1 O

Novamente, usando a mesma propriedade no primeiro determinante acima de tal forma

que separe o elemento a; 4 dos elementos a1, a1 2 € a; 3, temos que

ePWIT  pwal epwz(l—x) epwl(l—x) 0 P2t 6pw2(1—w) epwl(l—:n)
1 1 ePe? 0 1 el
flx) = +
i 1 —eP? 0 1 —eP?
0 ePe? 1 —1 —ef¥t P2 1 —1
EPWIT  pw2T epwg(l—x) 0
1 1 ePw2 Pl
* pw2 ; oPW1
1 1 —e —ie
—ePUt P2 1 0
= Ml + MQ + Mg.
Assim, como foi mostrado em casos anteriores com mesmos argumentos encontramos
ePYIT  pw2l epUJg(l—Jz) 6pwl(l—ac)
1 1 el? 0
flx) = » o +0 (efc\p\)
i 1 —e 0
0 ele? 1 -1
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ePWIT P2l epwz(lfx) 1 1 ePw2
=—1 1 1 ePw2 _ epwi(l-z) i 1 —eP2| L O (e*C|P|)
i R 0 e™ 1

— QePwWITTpwr _ (1 + i)epwz(l—l—x) . (1 . Z')epwz(l—x) . Qiepwl(l—x) +0 (’p’—l) ,

ou ainda
f(x) = —eﬂw2 [_2ePw1x + (1 + Z')epwzx + (1 o i)eprJQCE] o 2Z'€pw1(17x) + O (’p’fl) .

Notemos que

—2ef1* = —2e

— _26—(n—%)7rac

para n suficientemente grande.

Temos também que

(n—%)wwg— mp 1 +(’)(n2):| woT

(n—%)ﬂwz

(n— % )ﬂix— (7257%1)1 +0 (nQ)wzz:|

(1 +4d)ef2* = (1+z’)e[

= (1+i)e[

= (144)eln—2)mie. e[ (ﬁ;)xﬂ +O(n_2)ww}

S T ) O s I

mpB 1tz
(n—3)m

com a expansao e to(nh) =4 +z+0 (n_l) vemos que

Observemos que — =0 (n_l), para n suficientemente grande. Além disso,

(1+i)ef2” = (1+3)- [Cos (n - %) T 4 isen <n - %) 7rx:| 1+0(n)]
(1474)- [cos (n - %) T + isen <n - %) m} +0(n71)

1 X 1 . 1 1 _1
= cos n—§ T + 1sen n—§ T + 1 Cos n—§ T — Sen n—§ 7r:c+(9(n )
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Analogamente

- 1 . 1 , 1
(1 —d)e " = cos n—g | —isen|n—g | T —dcos|n— g |z

1 -1
—sen(n—é)ﬂx—i-(’)(n )

Dali,
f@) = —ePr [22ePU1T 4 (1 4 0)eP2® 4 (1 — i)e P27 — 2ieP*1(1=%) L O (|p| )
w. —(n—l)‘/rz 1 . 1 . 1
= —ef¥2.|-2¢ 2 -+ cos n—§ T + 15en n—§ T + 2 CoS n—§ T
e G e o e Ot
—sen|n— - |mx+cos(n—=)mx—isen|(n— - |mx —icos|(n— - | nx
2 2 2 2
1
—sen (n — 5) 7ra::| + O (n_l) — 2jer¥1(1=2) 4 (n_l)
w! 7(717;)771 1 1 - _pwi(l—x) -1
= 2eP¥2 |e 2 + sen n-g T — COs g — 24eP¥1 +(9(n )
ou ainda

f(z) = 2eP¥2 [e—(”—%)m + (—1)"6(”—%)“(1_2) + sen (n — %) TXL — COS (n — %) TI'ZCj| + O (nfl) .

Além disso,

—gefr® 1ePe2® 1ePv3® —jef
1 1 1 1
)\—1 . f//(x) _ 2w2—3p—2€p(w1+w2) .
w1 ) w3 W4
p2wf6pwl p2w§ep‘”2 p2w§ep°"3 pQuﬁe’M‘L

Usando o fato que w3 = —wq € wy = —wq, obtemos
—gef T et jeThwt _jeT eIt
1 1 1 1

)\—1 . f”(f) _ iw2—3p—26p(w1+w2) .
W1 W2 —W2 —W1

—ip26pw1 Z'p26pw2 ip26—pw2 _Z'p26—pw1

_ePw1T  pwar epwz(l—a:) _epwl(l—w)
1 1 el? el
T 7 1 —ePv? —qeft
—ePPr P2 1 -1

Usando a propriedade de separar os elementos da quarta coluna de forma que as4 e
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as4 figuem em um determinante e os elementos (14 € Q44 fiquem em outro

_ePw1T  gpwaz  pwa(l-w)

_epwi(l—x) _epwir  gpwar  pwa(l-w) 0
pw2 pw2 PW1
pw=- S B © |
7 1 —efPw2 0 7 1 —efv2 —1eP¥l
Pl ePw2 1 1 Pl ePw2 1 0

Usando a mesma propriedade na primeira coluna de forma que separe o elemento a; 4
dos elementos a1, as1 e as;

_epwiz  gpwaz  pwa(l—z)  _ opwi(l—w)

0 epwar  gpwa(l—z)  _ pwi(l—z)
Ay = | 1 P2 0 o 1 P2 0
i 1 —ePv2 0 0 1 —ePw2 0
0 ePv2 1 -1 —eP¥l eP@2 1 -1
pwiT pwoT pwa(1—2x)
—e e e 0
1 1 ef? e
7 1 —ef 2 —geft
—efUr P2 1 0

:M1+M2+M3.

Assim, como foi mostrado em casos anteriores com mesmos argumentos encontramos

_ePwiT  pwaT epwg(l—x) _epwl(l—x)
1 1 er? 0
A () = — O (e
(@) i R 0 ()
0 el 1 —1
_ePwIT  pw2l epwg(l—a:) 1 1 ePw2
1 1 P i1 —er2|+ O (e
l 1 —ef? 0 ef*? 1

9 pPW1T+pw2 + (1 + i)epwg(l-l—;t) + (1 . i)epwz(l—@ . 2i6pw1(1—ax) +0 (|p|—1)
ePv? [26’”’1“ + (1410)e”*® + (1 — i)e”’w”] — 2ier1(1=2) 4 O (|p|’1)

1 1
2ePw2 [e(”é)” — sen (n — 5) L + COS (n — 5) Wx} — 2jerr(17m) + 0O (”_1) )

ou ainda

1
AL () = 2ePw2 |:e_(”_%)7”” + (—l)"e("‘%)”(l_”’) — sen (n — %) T + cos (n — 5) 7r93:| —2eP1(1=2) L 0 (nil) .

Por fim, definindo f,(x) = 27'e "2 f(z) , obtemos as duas primeiras expansdes de
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(3.72) e definindo 7,, = 27 e "2 obtemos a ultima expansao, pois

n:%J‘(l):O(n_l), n — oo.
Portanto, segue-se
Fo(z) = (ful@), Afa(2), 00) (3.97)
em que f,(z) e 7, sao determinadas por (3.72). Isto acaba a demonstra¢ao do item (e)
e a prova do Lema [3.2.1 O
[l

E claro que temos que existe constantes ¢, co > 0 independentes de n tais que

c1 <|| By ||n,, < ¢, paran — 0. (3.98)

Para vermos que (3.98)) ¢ satisfeita, basta observamos que de modo analogo ao que foi
feito para provar (3.9)), obtemos

lim || F,(z)|* = 2.
n—oo

Da ultima igualdade do problema do autovalor (3.90)), temos que a ordem da deri-
vada do lado esquerdo é muito maior do que a ordem do lado direito. Dali, escolhemos

de forma natural o sistema de referéncia de Riesz dado por:

w(0,t) = W0, (0,t) = Wex(1,t) = Wape(1,t) =0, (3.99)

Podemos representar o sistema (|3.99) pela seguinte equagao de evolugao:

V) o -
— =AY Y (1) (3.100)

em que o operador Ag : D (Ag) (C Hpm) — Hp € definido por:

A)(fr9,m) = (9, —™,0), V(f,9,m) € D (A)),

(3.101)
D (Ay) = {(f,9:m) € (H*' N H}) x Hf x C|f"(1) = f"(1) = 0}

com,
Lema 3.2.2. Seja Ag definido em ([3.101]). Entao,
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(a) (./42)* = —Ag, e (I— .,42)71 existe e ¢ compacto em H,,. Portanto, existe uma
sequéncia de autofungoes normalizadas de Ag que formam uma base ortonormal
para H,,. (Por consequéncia do Teorema [1.2.30)).

b) O espectro de A° é formado por {jin,Tin}, onde p, = v possuem a seguinte
P Hons [ H n

expansao assintética:

Up = —i (n - %) w4+ O (|n| ™)

(3.102)
f = V2 =i (n - %) ™+ 0 (In]™)

para n suficientemente grande.

(¢) Asautofungdes G, () = (un(x), tnun (), no, ) associadas a fi,,, possuem a seguinte

expansao assintética:

para n suficientemente grande.

Demonstracdo. Observamos que definindo mf~" = 0 na prova do Lema [3.2.1], temos

imediatamente todos os resultados do Lema [3.2.2 exceto que (I — Ag)fl existe e é

compacto em H,,. Suponhamos que (I — Ag)fl (fi,91,m) = (f,g9,m). Entao, n =1, e
g(x) = f(x) — fi(z), onde f(z) satisfaz,

FO ) + fla) = fi(2) + g ()
f(0) = f(0) = f(1) = f"(1) = 0.

(3.104)

J& provamos que a equagao homogénea de (3.104) (f; = g1 = 0) possui apenas a
solucao nula, logo, a solucao de (3.104)) é tnica, caso exista. Seja w; e wo definidas em
(13.29).

Afirmagao: A transformacao
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transforma f* (z)+ f(z) = fi(2)+¢1(z) em uma equacio diferencial linear de segunda

ordem para y(x):
" . 1wy
y'(x) —wy(z) = 9

em que possui a solugao particular

[fi(z) + g1(2)]

1+Z ¢ i(p—s B E
yo(z) = : / [613 (1=5) _ o= (@) [f1(s) + g1(s)] ds.
0

De fato, observamos que
FO) = = [ etys)ds - tnyle) iy (o) +ny/ () + 4V 0
0
rersne [ ey (s)ds — dwny(o) + iy (@) + ey (0) — ().
0
= —ewui? /:v e “y(s)ds + e~“1* /:v e y(s)ds + 2wy [y () —iy(x)].
0 0
Logo,

FO(@)+ F(z) = fi(z)+aq(x

= 2w [y'(@) —iy(@)] = Fi(@)+ ()
= y(z) —iy(z) = -[fl(a;)+g1(x)]
= y'(@) —iy(@) = S[A)+ @)

Assim, a solucdo particular para f*(z) + f(z) = fi(z) + g1 (x) é:
folz) = ewlm/ e yo(s)ds — ewlx/ e yo(s)ds.
0 0

Uma vez que as quatro solugoes linearmente independentes de f (4)(:U) + f(z) = 0 sdo:
et e e e 72 podemos encontrar a solucao de ([3.104)) com,

flz) = Zci ¥ 4 fo(x),

para algumas constantes ¢;,7 = 1,2, 3,4, pois a equagao homogénea de ([3.104]) possui
apenas a solucao nula. Portanto (I — .A]?,)_1 existe. A compacidade segue-se pelos
Teoremas e[L58 O

Teorema 3.2.3. Seja A, o operador definido em (3.70)). Entao,

(a) Existe uma sequéncia de autofungoes generalizadas de A, que formam uma base
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de Riesz para H,,.
(b) Os autovalores de A, possuem a expansao assintética de (3.71]).

c) Todos A € o com modulo suficientemente grande sao algebricamente simples.

Todos A A, dulo suficient te grande sao algebri te simpl
Portanto , A, gera um Cj-semigupo em H,, para quaisquer constantes reais m
e B. Para o semi-grupo gerado por A, a condicao de crescimento determinada

pelo espectro se mantém:
—2mp ' <w(A4,) =S (A,) <O0.

Demonstracao. Pelo Lema [3.2.2] | temos que um conjunto “méximo”de autofungoes
w-linearmente independentes de A, é formado por todos (uy, v, Mo, ) € seus conjugados
definidos por (3.103)) e adicionados a um nimero finito de autofungoes. Dai, podemos

assumir sem perda de generalidade que este conjunto é
{(tn, v, Mo, )}y U {seus conjugados} .

Caso o conjunto acima forme uma base ortogonal para H,, e eles estejam quadratica
mente proximos, de (3.98)) o conjunto é uma base de Riesz para H,,, pois de (3.72) e

(13.103) , existe um inteiro positivo N tal que,

Z || (fn7gna77N) - (Umvmﬁon) ||'2Hm: Z ” Fn - Gn ||,27L[m: Z O (H_Q) < 0

n>N n>N n>N

O mesmo ¢é valido para seus conjugados. Além disso, note que todos )\, = p? sio
diferentes para n suficientemente grande, dai aplicando o Teorema obtemos o
desejado. O

A estabilidade do sistema ([3.69)) segue-se do Coroldrio abaixo.

Corolario 3.2.4. O semi-grupo e”*#! é exponencialmente estével para qualquer m, 3 >

0.
Demonstragao. Pelo Lema Re(M\) < 0, para todo A € o (A,). Pelo fato que

o operador A, possui resolvente compacto, entao existe apenas um nimero finito de
autovalores de A, para qualquer regiao limitada no plano complexo. Dai pelo Teorema
existe uma constante w > 0 tal que,

S(A,) = sup Re(\) < —w. (3.105)
Ao (Ap)
Portanto pelo Teorema [1.3.22 segue-se a prova do Corolério. O
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