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José André Vieira Campos
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A todos os professores que contribúıram para minha formação acadêmica e que

colaboraram indiretamente com essa tese, a todos os funcionários do Departamento de
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2.6 Geodésicas em torno de um buraco negro não-comutativo. As linhas vermelhas corres-
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para l = 0, com α = 0.01, β = 0.01 e uma variação da massa da forma M =
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5.9 Partes reais e imaginárias das frequências quasinormais, em função de n. Para l = 1 as

curvas de frequência são bastante dispensar com o aumento de n, enquanto para l = 3, 4

as curvas da parte real são mais constantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.10 Plano complexo para os modos quasinormais. No gráfico (a) temos os resultados obtidos
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6.1 Diagrama esquemático de um observador distante, e o plano celeste. . . . . . . . . . 84
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B.1 Gráfico da função Q(x) onde as três regiões estão separadas pelos pontos x1 e x2. . . . 101

xiii



Lista de Tabelas
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4.1 Resultados anaĺıticos e numéricos para a seção de absorção para valores pequenos de m.

Os resultados estão divididos por π e o valor de P está fixado em 0.1. . . . . . . . . . 52
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Resumo

Nesta tese, estudamos o processo de espalhamento de ondas escalares devido a di-

versos cenários de buracos negros, como os efeitos da não-comutatividade via distribuição

Lorentziana de massa, a implementação de correções quânticas na métrica de Schwarzs-

child usando o prinćıpio da incerteza generalizado (generalized uncertainty principle -

GUP), e buraco negro auto-dual. Usamos alguns métodos para analisar o processo de

espalhamento em baixas e altas frequências, principalmente o método de ondas parciais e

análise numérica para verificar os resultados. Determinamos o deslocamento de fase ana-

liticamente no limite de baixas frequências e vimos que a seção de choque de absorção e a

seção de choque diferencial de espalhamento são modificadas pelas correções implementa-

das em cada caso. Em todos os cenários descobrimos que a absorção não vai a zero mesmo

em limites de pequenas massas. Complementamos com o estudo dos modos quasinormais

usando dois métodos distintos: a aproximação WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) com as

correções até sexta ordem implementadas por Konoplya e a análise numérica introduzida

por Leaver. Notamos que tanto a não-comutatividade como as correções introduzidas com

o GUP modificam o comportamento das frequências quasinormais. Além disso, investi-

gamos o raio da sombra do buraco negro nestes dois cenários e verificamos a relação com

os modos quasinormais no regime eikonal.

Palavras-chave: Buraco negro, Espalhamento, Modos quasinormais, Correções quân-

ticas.
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Abstract

In this thesis, we study the process of scattering massless scalar waves due to dif-

ferent black hole scenarios, such as the effects of noncommutative via Lorentzian smeared

mass distribution, the implementation of quantum corrections in the Schwarzschild metric

using the generalized uncertainty principle (GUP), and self-dual black hole. We use diffe-

rent methods to investigate the scattering process at the low and high frequencies limit,

mainly the partial wave method, and numerical analysis to verify the results. We deter-

mined the phase shift analytically at the low energy limit and saw that the absorption

cross section and the differential scattering cross section are modified by the corrections

in each scenario. In all scenarios we find that the absorption is not zero as the mass

parameter goes to zero. We complement it with the study of quasinormal modes using

two different methods: The first is the Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) approximation

with corrections up to the sixth order implemented by Konoplya and the second is the nu-

merical analysis introduced by Leaver. We noticed that both the noncommutativity and

the corrections introduced with the GUP modify the behavior of quasinormal frequencies.

Furthermore, we investigated the black hole shadow radius in these two scenarios and

verified the relationship with the quasinormal modes in the eikonal regime.

Keywords: Black hole, Scattering, Quasinormal modes, Quantum corrections .
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Caṕıtulo 1

Introdução

A relatividade geral e a mecânica quântica mudaram profundamente nossa visão do

mundo, não só isso como ambas as teorias foram verificadas com extraordinária precisão

nas últimas décadas. Neste contexto inúmeros pesquisadores buscam formas de unificar

essas teorias com o objetivo de encontrar uma descrição para o universo em escalas muito

pequenas da ordem do comprimento de Planck (lp ∼ 10−33cm). Um dos trabalhos que

abriram as portas para um melhor entendimento sobre a relação entre esses dois regimes

foi proposto por S. Hawking em 1975 [1], ele mostrou que os buracos negros podem

evaporar, ou seja, que podem emitir radiação térmica como um corpo negro. Assim

Hawking levantou uma questão natural sobre o estágio final da evaporação e a posśıvel

perda de informação codificada nos estados quânticos da matéria. Todos os problemas

sobre a evaporação do buraco negro foram basicamente devido a uma quebra da descrição

semiclássica, que requer que a massa do buraco negro seja muito maior que a massa de

Planck MBN >> Mp. À medida que o buraco negro evapora, perdendo energia na forma

de radiação térmica, a massa do buraco negro diminui tal que essa condição não pode ser

mais atendida e precisamos de uma teoria quântica da gravidade.

Nesta tese não pretendemos dar uma descrição completa das tentativas existentes

para a formulação de uma teoria quântica da gravitação, porém vamos mencionar breve-

mente as principais alternativas. Atualmente temos pelo menos duas teorias candidatas

ao estudo do Universo próximo à escala de Planck. A primeira é a teoria de supercordas

[2] na qual a supersimetria é incorporada à f́ısica como uma forma de unificar ou abranger

duas categorias de part́ıculas aparentemente distintas, bósons e fermions. Um dos temas

de grandes discussões há décadas é a existência de dimensões espaciais extras, esta hi-
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pótese é uma solução viável para o problema da hierarquia, ou seja, a presença de duas

escalas fundamentais da natureza, a escala eletrofraca e a escala de Planck, separadas por

16 ordens de magnitude [3, 4, 5]. O ponto importante é que as dimensões extras podem ser

consideradas tão grandes quanto cerca de um miĺımetro, se os campos do Modelo Padrão

1 são restritos em uma subvariedade de quatro dimensões do espaço-tempo de dimensão

superior, e que somente a gravidade pode sondar as dimensões transversais adicionais.

Assim, podemos identificar uma nova escala M∗, derivada da escala de Planck através

da relação M
(2+n)
∗ = M2

p/R
n onde R é o tamanho médio de cada uma das n dimensões

extras. Se R é grande o suficiente em relação ao comprimento de Planck lp, então M∗

será muito menor que Mp, e assim teŕıamos uma única escala para ambas as interações

eletrofraca e gravitacional.

Além de dar uma posśıvel solução para o problema da hierarquia, a presença de

dimensões extras, há outras consequências importantes. Um buraco negro menor que

o tamanho das dimensões extras pode ser considerado, como totalmente submerso em

um espaço-tempo isotrópico de 4 + n dimensões, com uma dimensão de tempo e 3 + n

espaciais. Isso permite usar a solução de Schwarzschild em dimensões altas para descrever

a fase neutra sem rotação do buraco negro [6].

A segunda alternativa é conhecida como loop quantum gravity (LQG), ou seja, gra-

vidade quântica em laços proposta por Rovelli, Smolin e outros [7, 8, 9, 10, 11]. Esta teoria

é derivada do procedimento de quantização canônica das equações de Einstein obtidas em

função das variáveis de Ashtekar [12], com o objetivo de reconciliar a relatividade geral

e a mecânica quântica na escala de Planck. A LQG postula que a estrutura do espaço

tempo é composta de laços finitos entrelaçados em um tecido ou uma rede extremamente

fina. Essas redes de laços são chamadas de redes de spin. A evolução de uma rede de

spin tem uma escala acima da ordem do comprimento de Planck. Como consequência da

quantização, todas as áreas e volumes do Universo devem ser múltiplos de valores dis-

cretos, por exemplo, a área de uma superf́ıcie bidimensional qualquer é representada na

LQG da forma A = 8πGγ
∑

i

√
ji(ji + 1), onde ji é o spin associado com os nós da rede

de spin e γ um parâmetro fundamental (Barbero-Immirzi2 ).

1Teoria que descreve três das quatro forças fundamentais conhecidas no universo, apenas a gravidade

permanece inexplicada, veja mais em The Standard Model.
2Este parâmetro surge no processo de descrever uma conexão de Lorentz com o grupo não compacto

SO(3,1) na forma de uma conexão complexa com valores em um grupo compacto de rotações, seja SO(3)

2
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Ambas as teorias têm grandes méritos e problemas em aberto, ainda que sejam

fisicamente muito promissoras e matematicamente elegantes e bem definidas, não temos

dados experimentas que demonstrem algum tipo de efeito gravitacional quântico. Assim,

como iniciado por Hawking, um caminho para desvendar alguns desses mistérios está

no estudo dos buracos negros, mais especificamente no estágio final, no qual o buraco

negro resultante perde energia pela emissão de radiação, com a diminuição gradual da

massa e aumento da temperatura. Em uma geometria de Schwarzschild, haveria um

comportamento divergente na temperatura Hawking nas proximidades da origem, ou seja,

perturbado por fortes flutuações gravitacionais quânticas da variedade espaço-tempo. Esta

fase de Planck da evaporação do buraco negro [14] é estudada de forma eficiente usando

como base argumentos da geometria não-comutativa. Assim da mesma forma que acontece

com coordenadas e momentos na teoria quântica convencional, temos um novo tipo de

prinćıpio da incerteza, que viria de uma relação não comutativa e assim, postulando a

existência de uma variedade não-comutativa.

Temos então que as coordenadas do espaço tempo xµ passam a ser operadores

hermitianos que não comutam entre si, obtendo uma relação de comutação da forma

[xµ, xν ] = iθµν (1.1)

em que θµν é uma matriz anti-simétrica, com dimensão do comprimento ao quadrado.

A abordagem mais popular para a geometria não-comutativa baseia-se na substituição

da multiplicação pontual de corpos na lagrangiana por um produto-⋆ Groenewold-Moyal

[15, 16]. Esta técnica, amplamente inspirada nos fundamentos da mecânica quântica,

fornece uma maneira sistemática de descrever espaços não comutativos e estudar teorias

de campos que se propagam neles.

Uma caracteŕıstica comum entre várias teorias da gravidade quântica, como as

mencionadas, é a existência de um comprimento mensurável mı́nimo que pode ser identi-

ficado com a ordem da escala de Planck. O comprimento mensurável mı́nimo é especial-

mente importante, pois pode ser aplicado a diferentes sistemas f́ısicos e modificar muitas

teorias clássicas [17, 18, 19, 20]. Uma das teorias modificadas mais interessantes é cha-

mada de generalized uncertainty principle (GUP) ou prinćıpio da incerteza generalizado,

que é uma generalização do prinćıpio convencional da incerteza de Heisenberg. É bem

ou SU(2), uma revisão atual em [13].
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conhecido que o prinćıpio da incerteza está intimamente relacionado com a relação de co-

mutação fundamental. Portanto, levando em conta a escala mensurável mı́nima, Kempf,

Mangano e Mann [21] propuseram uma relação de comutação fundamental modificada

[xi, pj] = iℏδij
[
1 + βp2

]
, (1.2)

com os operadores posição e momento, xi = x0i e pj = p0j (1 + βp20), respectivamente,

onde x0i e p0j satisfazem as relações de comutação canônicas [x0i, p0j] = iℏδij. Através

das relações acima, a forma mais comum do GUP é dada da forma

∆x∆p ⩾
ℏ
2

[
1 + β(∆p)2

]
, (1.3)

onde ∆x e ∆p representam as incertezas para posição e momento. Sendo que β =

β0l
2
p/ℏ2 = β0/M

2
p c

2, β0 é uma constante sem dimensão, a equação (1.3) implica na exis-

tência de um comprimento mensurável mı́nimo ∆xmin ≈ lp
√
β0.

Na presente tese abordaremos a influência dessas teorias mencionadas, como a não-

comutatividade e o prinćıpio da incerteza generalizado no cenário de buracos negros no

contexto de espalhamento e absorção, e a influência nas frequências quasinormais. Uma

forma de estudar os efeitos ao redor de buracos negros é por meio da análise de espa-

lhamento. Na literatura podemos encontrar diversos trabalhos propostos para investigar

diferentes aspectos do espalhamento de ondas escalares por buracos negros [22, 23, 24].

Vários estudos descobriram que no limite de baixa frequência (GMω << 1) [25, 26, 27, 28],

a seção de choque de espalhamento diferencial no limite de pequenos ângulos exibe o se-

guinte resultado dσ/dΩ ≈ 16G2M2/ϑ4. Além disso, muitos estudos anteriores [29, 30, 31]

relataram que no limite de baixa frequência a seção de choque de absorção é igual à área

do horizonte de eventos do buraco negro, dada por σ = 4πr2h = 16πG2M2 [32]. Nos

últimos anos, uma extensão do método de onda parcial também foi aplicada na f́ısica de

buracos negros análogos em fluidos [33, 34, 35, 36], bem como na investigação de espa-

lhamento devido a um buraco negro não-comutativo BTZ (Bañados-Teitelboim-Zanelli)

[37]. Alguns estudos sobre o processo de espalhamento de campos massivos de buracos

negros também foram investigados [38, 39, 40, 41]. Na teoria das cordas, o espalhamento

de ondas escalares por buracos negros em d dimensões esfericamente simétrico também

foi analisado [42]. Os primeiros trabalhos de investigação numérica do espalhamento de

ondas planares por buracos negros foram examinados por Sanchez na década de 1970, ele

aplicou o método numérico em buraco negro de Schwarzschild [43].
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Diversos avanço no ramo experimental nos possibilitou incŕıveis resultados, como

a detecção de ondas gravitacionais que surgem da fusão de buracos negros e estrelas de

nêutrons, apresentada pela colaboração LIGO-VIRGO [44, 45]. O estudo de perturbações

em buracos negros teve inicio com o trabalho de Regge e Wheeler em 1950 [46], analisando

a instabilidade do buraco negro de Schwarzschild usando pequenas perturbações em sua

geometria. De modo geral, perturbações devido a campos de teste ou mesmo a geometria

nas vizinhanças do horizonte de eventos evoluem com frequências bem caracteŕısticas de-

nominadas de quasinormais [47]. As frequências quasinormais dependem exclusivamente

dos parâmetros que definem a famı́lia de buracos negros considerada, e não da pertubação

inicial. Assim, seu espectro de frequência e tempo de amortecimento podem ser analisa-

dos estudando modos quasinormais. Os modos quasinormais são frequências complexas

que extraem informações sobre como os buracos negros relaxam depois que a perturbação

para de agir sobre eles. Se a parte imaginária dessas frequências for positiva significa que

as perturbações crescem com o tempo tornando o sistema instável. Uma maneira bem

conhecida de analisar modos quasinormais é através da aproximação Wentzel-Kramers-

Brillouin (WKB), que iremos detalhar melhor nos caṕıtulos seguintes, além de apresentar

uma forma numérica para obtenção das frequências quasinormais.

Estas melhorias nas técnicas experimentais, resultaram em uma das imagens mais

impressionantes das ultimas décadas, a primeira imagem de um buraco negro supermassivo

localizado no cetro da galáxia M87*, fruto da colaboração Event Horizon Telescope (EHT)

[48, 49]. Estes resultados experimentais estimularam e reaqueceram os estudos sobre

sombra de buracos negros. Esta sombra é uma região escura que indica ausência de estrelas

e galáxias ao fundo, são determinadas por órbitas instáveis que estão fora do horizonte

de eventos. Por sua vez esta órbita instável, é uma região onde delimita os feixes que

são absorvidos ou espalhados, pelo buraco negro, muitas vezes chamado de anel ou esfera

de fótons. Para o buraco negro de Schwarzschild o tamanho da sombra corresponde ao

tamanho da órbita instável aumentado pela curvatura dos raios de luz, como veremos

nos caṕıtulos seguintes. Relacionado à investigação de modos quasinormais, o estudo da

sombra de buracos negros tem sido amplamente explorado na literatura [50, 51, 52, 53, 54].

Este estudo é uma ferramenta muito importante para entender as propriedades do buraco

negro próximo ao horizonte de eventos.

Esta tese esta organizado da seguinte forma. Nos Caṕıtulos 2 e 3 estudamos o
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espalhamento para os buracos negros não-comutativo e com correções provenientes do

prinćıpio da incerteza generalizado respectivamente, encontrado a seção de choque de ab-

sorção e espalhamento diferencial no regime de baixa e alta frequência, verificando que

mesmo para pequenas massas temos uma seção não nula, relacionadas a massa mı́nima

de cada cenário. Estudamos também, o regime intermediário pela análise numérica, com-

plementando com o estudo semiclássico de espalhamentos para ângulos próximos de 180°

chamados de espalhamento glória.

Caṕıtulo 4, continuamos com o estudo de espalhamento agora no cenário dos bura-

cos negros auto-duais, calculando a seção de choque de absorção e espalhamento diferencial

no limite de baixas frequências, como encontrado nos caṕıtulos anteriores, no limite de

pequenas massas a seção de absorção e espalhamento é diferente de zero. Para uma aná-

lise completa verificamos os resultados numericamente além de obter a seção de absorção

para altas frequências com a análise geodésica.

Caṕıtulo 5, é feita uma pequena introdução sobre modos quasinormais e a influên-

cia nos estudos de buracos negros. Para calcular as frequências quasinormais usamos a

aproximação WKB de sexta ordem implementada por Kanoplya e um método numérico

chamado fração continua de Leaver, aplicamos em dois cenários diferentes, buracos negros

não-comutativos e com correções quânticas usando o prinćıpio da incerteza generalizado.

Para cada caso estudamos também a evolução temporal por uma perturbação com perfil

inicial gaussiano, assim, integramos numericamente a equação dependente do tempo e

observamos o comportamento das frequências quasinormais no domı́nio temporal.

Caṕıtulo 6, é discutido um pouco sobre a sombra do buraco negro e a relação com

os modos quasinormais no limite eikonal, verificando a influência dos parâmetros de não

comutatividade e GUP no comportamento da sombra.

Caṕıtulo 7, são apresentadas as conclusões e considerações finais.
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Caṕıtulo 2

Absorção e espalhamento de um buraco

negro não-comutativo

Neste caṕıtulo iremos estudar a seção de choque diferencial de espalhamento e

absorção para uma geometria de um buraco negro não-comutativo, no regime de baixas

e altas frequências, além de uma análise numérica para o regime intermediário. O espaço

tempo não-comutativo na teoria gravitacional tem sido objeto de estudo em diversas

investigações na literatura recente [14, 55]. Em particular, o estudo considerando os

efeitos da não-comutatividade na f́ısica de buracos negros tem sido uma área de grande

interesse, principalmente pela possibilidade de uma melhor compreensão do estado final

de um buraco negro devido a sua evaporação. Além disso, a não-comutatividade pode

ser implementada na Relatividade Geral modificando a fonte de matéria, ou seja, a não-

comutatividade é introduzida modificando a densidade de massa para que a função delta

de Dirac seja substitúıda por uma distribuição Gaussiana [56] ou de forma alternativa

por uma distribuição Lorentziana [57]. Assim, a densidade de massa assume a forma

respectivamente,

ρθ(r) =
M

(4πθ)3/2
exp

(
− r2

4θ

)
ou ρθ(r) =

M
√
θ

π3/2 (r2 + πθ)2
, (2.1)

onde θ é o parâmetro não-comutativo e M é a massa total difundida por toda a região de

tamanho linear
√
θ.

Para analisar o processo de espalhamento de um buraco negro de Schwarzschild

não-comutativo, aplicaremos a abordagem de onda parcial para determinar a seção de

choque de espalhamento e absorção no limite de baixa frequência. Vimos que devido a
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não-comutatividade, a densidade de massa é dada em termos das distribuições gaussianas

ou lorentzianas, tal que para o nosso estudo de espalhamento iremos considerar esta última

por duas razões principais. Primeiro, porque é mais tratável em algumas etapas anaĺıticas

espećıficas do presente estudo e, segundo, em nosso formalismo os termos gaussianos são

altamente suprimidos como veremos nas próximas seções. Assim, estamos interessados

em investigar o efeito da não-comutatividade considerando uma distribuição de massa

espalhada lorentziana no problema de espalhamento de uma onda escalar sem massa por

um buraco negro de Schwarzschild não-comutativo.

2.1 Buraco negro de Schwarzschild não-comutativo

Vamos começar estudando o elemento de linha para o buraco negro não-comutativo

dado por uma distribuição Gaussiana como demostrado por Nicoline e colaboradores

[56]. A versão não-comutativa da equação de Einstein em termos das coordenadas quase

clássicas

Gµν
θ =

8πGN

c2
T µν
θ , (2.2)

onde temos GN como a constante gravitacional e c a velocidade da luz. Os efeitos não-

comutativos podem ser implementados atuando sobre a fonte de matéria, assim, não é

necessário alterar a parte tensorial de Einstein Gµν
θ das equações de campo. Considerando

uma distribuição de energia para uma fonte gravitacional estática esfericamente simétrica,

difusa, não-comutativa, da forma

ρθ(r) =
M

(4πθ)3/2
exp

(
− r2

4θ

)
, (2.3)

que substitui a distribuição convencional de Dirac e entra na componente temporal do

tensor energia momento, Tθ0
0 = −ρθ(r). A conservação covariante∇νT

µν
θ = 0 e a condição

adicional g00 = −g−1
rr , ou seja, “tipo Schwarzschild”, especifica completamente a forma do

tensor momento energia

Tθµ
ν =


−ρθ

pr

p⊥

p⊥

 (2.4)
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com pr = −ρθ e p⊥ = −ρθ − r∂rρθ(r)/2. Inserindo o tensor Tθµ
ν acima na equação de

Einstein, assumindo GN = c = 1, temos o seguinte elemento de linha:

ds2 = f(r)dt2 − dr2

f(r)
− r2dΩ2, (2.5)

onde dΩ é o ângulo sólido dado por, dΩ2 = dϑ2 + sin2 ϑdϕ2, nesta tese como θ é definido

como o parâmetro não-comutativo, definimos o ângulo do sistema de coordenadas como ϑ.

Temos também que f(r) = 1− 4M√
πr
γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
, onde é usado uma definição diferente da

função gama chamada de função gama incompleta, é obtida pela mesma integral porém

indefinida, assim temos dois tipos:

γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
=

∫ r2/4θ

0

√
te−tdt, (2.6)

Γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
=

∫ ∞

r2/4θ

√
te−tdt, (2.7)

estas duas expressões são relacionadas da seguinte forma

γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
= Γ

(
3

2

)
− Γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
. (2.8)

Impondo a condição f(rh) = 0, obtemos o raio do horizonte

rh =
2rs√
π
γ

(
3

2
,
r2h
4θ

)
, (2.9)

em que rs = 2M é o horizonte de eventos para um buraco negro de Schwarzschild em

unidades naturais. Para M2/θ >> 1, temos

rh = rs

[
1− M√

πθ
e−(M2/θ)

]
, (2.10)

tal que o efeito da não-comutatividade é exponencialmente pequeno em grandes distâncias.

Já para distâncias pequenas, temos mudanças significativas como vamos ver a seguir.

A equação (2.9) não admite uma solução direta para rh, portanto, uma forma rá-

pida de verificar algumas situações do horizonte em relação ao parâmetro não-comutativo

é obter o gráfico de f(r) como mostrado na Figura 2.1. Ajustando as curvas para diferen-

tes valores de M/
√
θ podemos encontrar três situações que caracterizam o horizonte. A

primeira, quando M/
√
θ > 1.905, temos dois horizontes, um horizonte interno (Cauchy)

e um horizonte externo. A segunda situação, quando M/
√
θ = 1.905, temos um horizonte

degenerado rh = 1.585M ou rh = 3.018
√
θ, que corresponde ao caso extremo do buraco

negro tendo uma massa mı́nima Mmin = 1.905
√
θ. Finalmente a ultima situação, quando
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M/ θ = 1.000

M/ θ = 1.905

M/ θ = 2.500

0 2 4 6 8 10
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r/ θ

f(
r)

Figura 2.1: Gráfico da função f(r) para alguns valores de M/
√
θ. Os raios do horizonte para cada caso

é obtido pela interseção das curvas com o eixo horizontal. Para M =
√
θ (azul tracejada), não temos

horizonte, já para M = Mmin = 1.905
√
θ (preta cont́ınua) temos um horizonte degenerado e por último

M = 2.5
√
θ (laranja pontilhada tracejada) representa o caso onde temos dois horizontes.

M/
√
θ < 1.905 não temos horizonte. Logo o intervalo do parâmetro

√
θ para o buraco

negro não-comutativo está entre 0 <
√
θ ⩽ 0.5252M .

A temperatura Hawking para o buraco negro não-comutativo de Schwarzschild é

dado pela expressão

TH =
f ′(rh)

4π
=

1

4πrh

(
1− r3he

−r2h/4θ

4θ3/2γ (3/2, r2h/4θ)

)
. (2.11)

Considerando apenas o primeiro termo da equação (2.11), recuperamos o resultado

padrão para a temperatura Hawking TH = 1/4πrh. Neste caso, a temperatura do buraco

negro aumenta a medida que o raio do horizonte diminui apresentando assim uma diver-

gência para valores pequenos de rh da ordem de
√
θ. Esse problema pode ser contornado

considerando os efeitos da não-comutatividade como na equação (2.11), que está represen-

tado na Figura 2.2 pela linha continua preta. Veja que diferente de explodir para valores

pequenos de rh, a curva vai a um máximo da temperatura em rh = 4.755
√
θ e depois cai

a zero em rh = 3.02
√
θ, que corresponde ao raio do buraco negro extremo. Desta forma,

para rh < 3.02
√
θ não há buraco negro e portanto a temperatura não pode ser definida.

Assim, podemos expressar a equação para temperatura (2.11) de uma forma mais

compacta no regime de θ pequeno, reescrevendo a equação assumindo r2h/4θ >> 1 e

substituindo o valor do raio do horizonte, que então temos

TH =
1

8πM

[
1− 4M3

√
πθ3

e−M2/θ

]
. (2.12)
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Figura 2.2: No gráfico vemos que o resultado padrão diverge para valores pequenos de rh, enquanto o

efeito da não-comutatividade elimina esse problema.

Novamente mantendo apenas o primeiro termo, recuperamos a temperatura de Hawking

do buraco negro de Schwarzschild TH = 1/4πrs.

Agora sabendo da importância de estudar os efeitos da não-comutatividade em

pequenas distâncias, vamos considerando o limite r2/4θ >> 1 para expandir a função

gama incompleta (2.8),

γ

(
3

2
,
r2

4θ

)
≈

√
π

2
− r

2
√
θ
e−r2/4θ + ..., (2.13)

e reescrever a métrica (2.5) da forma

ds2 = F (r)dt2 − dr2

F (r)
− r2dΩ2, (2.14)

em que

F (r) = 1− 4M√
πr

(√
π

2
− r

2
√
θ
e−r2/4θ

)
= 1− 2M

r
+

2M√
πθ
e−r2/4θ. (2.15)

Cálculos semelhantes podem ser feitos para uma distribuição lorentziana. Mais especifi-

camente podemos obter a métrica para este caso, considerando a densidade de massa

ρθ(r) =
M

√
θ

π3/2(r2 + πθ)2
. (2.16)

Agora, a função de distribuição de massa pode ser obtida pela seguinte integração

Mθ =

∫ r

0

ρθ4πr
2dr, (2.17)

Mθ =
2M

π

[
tan−1

(
r√
πθ

)
− r

√
πθ

πθ + r2

]
. (2.18)

Considerando o limite r2/πθ >> 1,

Mθ =M − 4M
√
θ√

πr
+ ...+O(θ3/2). (2.19)
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Consequentemente sendo a massa modificada (2.19), a função métrica do buraco negro

não-comutativo pode agora ser dada por

F (r) = 1− 2Mθ

r
= 1− 2M

r
+

8M
√
θ√

πr2
. (2.20)

Podemos comparar este resultado com a função métrica (2.15). A escolha da

expressão (2.20) simplificará os cálculos do deslocamento de fase e nos cálculos da seção

de choque diferencial de espalhamento e absorção que serão feitos posteriormente. Além

disso, para estes cálculos iremos considerar uma expansão de potência em 1/r para grandes

distâncias, de modo que o termo Gaussiano na função (2.15) é altamente suprimido em

comparação com a distribuição lorentziana e, portanto, não se espera que efeitos não-

comutativos senśıveis apareçam a partir de (2.15).

Considerando (2.20), obtemos o horizonte de eventos externo e interno representa-

dos por r+ e r−, respectivamente,

r± =M

1±

√
1− 8

M

√
θ

π

 . (2.21)

Uma outra forma de expressar os raios do horizonte é da forma expandida no limite

de θ pequeno, considerando até termos da ordem
√
θ :

rh = 2M − 4

√
θ

π
− 8θ

Mπ
+ · · · = 2M

(
1− 2

M

√
θ

π

)
+ · · · , (2.22)

rθ = 4

√
θ

π
+

8θ

Mπ
+ · · · . (2.23)

Nessa aproximação o horizonte interno é diretamente proporcional ao parâmetro não-

comutativo. Como vimos para a distribuição gaussiana na Figura 2.2, no o caso não-

comutativo o comportamento da temperatura Hawking admite um valor máximo, que

corresponde a uma massa cŕıtica relacionado a temperatura máxima e posteriormente a

temperatura decai. Para uma distribuição lorentziana temos o mesmo comportamento,

sendo a temperatura dada por:

TH =
M − 4

√
θ/π

8π
(
M − 2

√
θ/π
)2 , (2.24)

neste caso temos uma temperatura máxima para uma massa da ordem M = 6
√
θ/π. Já

para M = 4
√
θ/π temos uma temperatura Hawking tendendo a zero.
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Nas seções seguintes, vamos analisar a seção de espalhamento diferencial e a seção

de absorção em dois regimes: baixas frequências, por meio do método de ondas parciais,

e altas frequêcias, pela geodésica e para complementa uma análise semiclássica para o

espalhamento.

2.1.1 Método de ondas parciais

Começando com o método de ondas parciais, considerando a equação para o caso

de um campo escalar sem massa para descrever a onda espalhada. Neste caso as ondas

escalares sem massa são descritas pela equação de Klein-Gordon em um espaço-tempo

(2.14), dada por
1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νΨ
)
= 0. (2.25)

Agora podemos fazer a separação de variável,

Ψωlm(r⃗, t) =
Rωl(r)

r
Ylm(ϑ, ϕ)e

−iωt, (2.26)

no qual Ylm(ϑ, ϕ) são os harmônicos esféricos e ω a frequência. Substitúıdo a função de

onda acima na equação de Klein-Gordon, obtemos a seguinte equação para Rωl(r):

F (r)
d

dr

[
F (r)

dRωl(r)

dr

]
+
[
ω2 − Vef (r)

]
Rωl(r) = 0, (2.27)

onde o potencial efetivo é dado por

Vef (r) =

(
r2 − 2Mr + 8M

√
θ/π
)

r4

[
2M

r
−

16M
√
θ/π

r2
+ l(l + 1)

]
. (2.28)

Seguindo, vamos encontrar a seção de choque de espalhamento diferencial e a seção

de absorção para o regime de baixas frequências. Para isso vamos usar algumas expansões.

Para começar, considerando uma nova função radial G(r) =
√
F (r)Rωl(r), temos

d2G(r)

dr2
+ U(r)G(r) = 0, (2.29)

onde obtemos um novo potencial da forma

U(r) =
1

4F 2(r)

(
dF (r)

dr

)2

− 1

2F (r)

d2F (r)

dr2
+

ω2

F 2(r)
− Vef (r)

F 2(r)
, (2.30)

as derivadas primeira e segunda da função métrica são

dF (r)

dr
=

2M

r2
− 16

√
θM√
πr3

,
d2F (r)

dr2
=

−4M

r3
+

48
√
θM√
πr4

. (2.31)
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Agora, expandindo o potencial U(r) em série de potências em torno de 1/r, obtemos

U(r) = ω2 +
4Mω2

r
+

12M2ω2 − l(l + 1)− 16Mω2
√
θ/π

r2
+ . . .+O(1/r)3, (2.32)

tal que
d2G(r)

dr2
+
(
ω2 + U(r)

)
G(r) = 0, (2.33)

em que

U(r) = 4Mω2

r
+

12ℓ2

r2
+

32Mω2

r2

√
θ

π
+ · · · . (2.34)

Note que definimos

ℓ2 =
−l(l + 1)

12
+M2ω2

(
1− 4

M

√
θ

π

)
. (2.35)

Aqui ℓ2 define a mudança para os coeficientes de 1/r2 envolvendo apenas contri-

buições de l, M ,
√
θ e ω. Note que quando r → ∞ o potencial U(r) vai a zero, mostrando

que satisfaz as condições assintóticas. O deslocamento de fase δl pode ser obtido aplicando

a seguinte formula aproximada:

δl ≈ 2(l − ℓ) = 2

l −
√√√√− l(l + 1)

12
+M2ω2

(
1− 4

M

√
θ

π

) . (2.36)

Tomando o limite l → 0, obtemos

δl = δ0 + δl≥1, δ0 = −2Mω

(
1− 4

M

√
θ

π

)1/2

, δl≥1 = 0. (2.37)

Com a expressão do deslocamento de fase podemos obter a amplitude de espa-

lhamento e com isso determinar a seção diferencial de espalhamento. A amplitude de

espalhamento, definida por f(ϑ), pode ser representado na forma de uma expansão em

ondas parciais [58]:

f(ϑ) =
1

2iω

∞∑
l=0

(2l + 1)
(
e2iδl − 1

)
Pl (cosϑ) , (2.38)

onde Pl (cosϑ) são os polinômios de Legendre. A seção de choque diferencial de espalha-

mento é dado por
dσ

dΩ
= |f(ϑ)|2. (2.39)

Para calcular diretamente a série (2.38) se torna complicada devido a divergência,

ou seja, precisamos de um número infinito de polinômios de Legendre para descrever a
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divergência em ϑ = 0. Yennie, Ravenhall e Wilson [59] desenvolveram uma forma posśıvel

de contornar esse problema. Dada uma série de polinômios de Legendre, que é divergente

em ϑ = 0, pode-se definir uma série reduzida

(1− cosϑ)m f(ϑ) =
∑
l=0

aml Pl (cosϑ) . (2.40)

Essa série reduzida é menos divergente em ϑ = 0, assim, pode-se esperar que esta série

convirja mais rapidamente. Usando as propriedades dos polinômios de Legendre, podemos

mostrar que os novos coeficientes ai+1
l estão relacionados com os anteriores da seguinte

forma:

ai+1
l = ail −

l + 1

2l + 3
ail+1 −

l

2l − 1
ail−1. (2.41)

Este é um método excelente para somar as séries numericamente, no qual interações são

suficiente. Neste caso vamos abrir a primeira interação assumindo i = 0 em (2.41), tal

que temos

a1l = a0l −
l + 1

2l + 3
a0l+1 −

l

2l − 1
a0l−1, (2.42)

onde a0l = (2l + 1)
(
e2iδl − 1

)
. A seção de choque diferencial de espalhamento é obtida da

forma [59, 60]

dσ

dΩ
=
∣∣∣ 1

2iω

∞∑
l=0

a1l
Pl (cosϑ)

1− cosϑ

∣∣∣2. (2.43)

Com os resultados obtidos para o deslocamento de fase em (2.37), os dois últimos termos

da equações (2.42) são nulos e então podemos reescrever a equação (2.43) como

dσ

dΩ
=
∣∣∣ 1

2iω

∞∑
l=0

a0l
Pl (cosϑ)

1− cosϑ

∣∣∣2 = ∣∣∣ 1

2iω

∞∑
l=0

(2l + 1)
(
e2iδl − 1

) Pl (cosϑ)

1− cosϑ

∣∣∣2. (2.44)

No limite de pequenos ângulos, podemos reescrever a seção de espalhamento da seguinte

forma:

dσ

dΩ
=

4

ω2ϑ4

∣∣∣ ∞∑
l=0

(2l + 1) eiδl sin(δl)Pl(1)
∣∣∣2. (2.45)

Assim, a seção de espalhamento diferencial no limite l = 0 é dado por

dσ

dΩ

∣∣∣bf
ω→0

=
16M2

ϑ4

(
1− 4

M

√
θ

π

)
+ ...., (2.46)
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aqui usamos o subscrito bf para definir o regime de baixas frequências. O termo domi-

nante é modificado pelo parâmetro não-comutativo θ. Verificamos que a seção de choque

diferencial de espalhamento diminui devido o efeito da não-comutatividade. Para θ = 0,

retornamos ao caso do buraco negro de Schwarzschild. Vamos determinar agora a seção

de choque de absorção para um buraco negro de Schwarzschild não-comutativo para bai-

xas frequências. Como já é bem conhecido na mecânica quântica, a seção de choque de

absorção total pode ser calculada pela relação

σabs =
π

ω2

∞∑
l=0

(2l + 1)
(
1− |e2iδl |2

)
. (2.47)

Obtemos, no limite ω → 0 e l = 0,

σbf
abs = 16πM2

(
1− 4

M

√
θ

π

)
= ASch

(
1− 4

M

√
θ

π

)
, (2.48)

onde ASch = 4πr2s = 16πM2 é a área do horizonte de eventos de um buraco negro de

Schwarzschild. Vemos também que a absorção diminui pelo efeito da não-comutatividade.

A equação acima pode ser reescrita em termos da área do horizonte de eventos para o

buraco negro não-comutativo

σbf
abs ≈ 4π

[
2M

(
1− 2

M

√
θ

π

)]2
= 4πr2h, (2.49)

sendo 4πr2h a área do horizonte de eventos para o buraco negro de Schwarzschild não-

comutativo. Além disso nossos resultados para absorção mostram concordância com a

propriedade de universalidade da seção choque de absorção, que é sempre proporcional

a área do horizonte de eventos no limite de baixas frequência [61]. Na Figura 2.7, a

seguir mostra o gráfico da seção de choque de absorção para l = 0, que foi obtida nu-

mericamente a partir da equação radial (2.27) para frequências arbitrárias. Analisando

o comportamento desta figura, podemos observar que o parâmetro não-comutativo θ in-

troduz um efeito de carga se comparado com o gráfico da absorção do buraco negro de

Reissner-Nordström [62].

O elemento de linha para o buraco negro de Reissner-Nordström é dado pela equa-

ção (2.14) com,

FRN(r) = 1− 2M

r
+
Q2

r2
. (2.50)

Aqui devemos enfatizar que o parâmetro não-comutativo está relacionado com a carga

do buraco negro de Reissner-Nordström pela relação
√
θ =

√
πQ2/8M . Note que a raiz

quadrada do parâmetro não-comutativo é proporcional ao quadrado da carga elétrica.
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2.1.2 Estudo da órbita e análise clássica

Vamos analisar a seção de choque diferencial de espalhamento no limite de altas

frequências, considerando duas abordagens, espalhamento geodésico clássico e a aproxi-

mação glória semiclássica. Com isso teremos tanto os resultados de baixa quanto os de

alta frequência e assim, podemos verificar de forma mais completa a seção de choque de

espalhamento obtida pelo método numérico na análise de onda parcial.

Geodésica nula

Podemos encontrar as geodésicas nulas a partir da equações de movimento tomando

uma lagrangiana da forma L ≡ 1

2
gµν ẋ

µẋν , onde ẋµ = (ṫ, ṙ, ϑ̇, ϕ̇), o ponto define a derivada

em relação ao parâmetro afim , tal que

2L = F (r)ṫ2 − ṙ2

F (r)
− r2

(
ϑ̇2 + sin2 ϑϕ̇2

)
. (2.51)

Estamos interessados na trajetória de um raio de luz em uma métrica esferica-

mente simétrica, assim considerando um plano equatorial fixando o ângulo ϑ em π/2.

Nestas condições a métrica (2.51) é independente de t e ϕ, tal que duas equações são

suficientes para descrever o movimento de um raio de luz, podemos montar um sistema

com essas equações que dão origem a duas constantes de movimento geodésico E e L, que

correspondem a energia e momento angular, respectivamente:

E = F (r)ṫ, L = r2ϕ̇. (2.52)

Agora, como nosso objetivo é estudar geodésicas nulas, temos que gµν ẋ
µẋν = 0. Usando

as equações (2.52), podemos escrever a equação da “energia”como

ṙ2 + F (r)
L2

r2
= E2. (2.53)

Introduzindo uma nova variável u = 1/r e usando os resultados obtidos nas equações

(2.52) e (2.53), podemos escrever a equação orbital da seguinte forma:(
du

dϕ

)2

=
1

b
− u2 + 2Mu3 − 8M

√
θ√

π
u4, (2.54)

onde b = L/E é o parâmetro de impacto definido como a distância perpendicular (medida

no infinito) entre a geodésica e uma linha paralela que passa pela origem Figura 2.4(a).

Diferenciando (2.54), temos

d2u

dϕ2
= −u+ 3Mu2 − 16M

√
θ√

π
u3. (2.55)
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Usando as condições
du

dϕ
= 0 e

d2u

dϕ2
= 0, obtemos o parâmetro de impacto cŕıtico e

o raio cŕıtico

rc =
1

2

3M +

√
9M2 − 64M

√
θ

π

 , (2.56)

bc =
r2c√

r2c − 2Mrc + 8M

√
θ

π

. (2.57)

A seção de choque de absorção no limite de altas frequências pode ser determinada usando

a relação σaf
abs = πb2c , assim temos

σaf
abs =

πr4c

r2c − 2Mrc + 8M

√
θ

π

. (2.58)

Este é o primeiro resultado que podemos comparar com os obtidos na análise

de ondas parciais totais mostrado na Figura 2.8. Além disso, o espalhamento geodésico

clássico fornece resultados aceitáveis da seção de choque de espalhamento diferencial como

vamos ver mais à frente.

Resolvendo as equações (2.54) e (2.55) numericamente podemos obter o compor-

tamento das linhas geodésicas para diferentes valores do parâmetro de impacto b. Na

Figura 2.3, verificamos o comportamento para diferentes valores de b enquanto variamos

os valores do parâmetro não-comutativo. O disco preto central representa o limite do

horizonte de eventos o ćırculo pontilhado interno é o raio para esfera de fótons (raio cŕı-

tico) (2.56) e o ćırculo tracejado externo é o parâmetro de impacto cŕıtico (2.57). Vemos

da esquerda para direita que o parâmetro não-comutativo afeta no comportamento das

geodésicas diminuindo o efeito do buraco negro sobre os feixes de luz.

Espalhamento geodésico clássico e efeito Glória

Agora vamos investigar o espalhamento por uma buraco negro não-comutativo por

dois métodos anaĺıticos e posteriormente comparar com os resultados numéricos. A seção

de choque de espalhamento pode ser derivada diretamente do ângulo de deflexão através

da fórmula clássica
dσclas
dΩ

=
b(ϑ)

sinϑ

∣∣∣ db
dϑ

∣∣∣, (2.59)

onde b(ϑ) é o parâmetro de impacto associado ao ângulo de espalhamento. Os primeiros

cálculos nesse sentido pode ser encontrados para o caso de Schwarzschild mostrando que
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Figura 2.3: Geodésicas em torno de um buraco negro não-comutativo. Os feixes de luz vindos do

infinito com parâmetros de impacto definidos por b = 3.6, 4.1, 4.7, 5.2, 5.9 e 6.5 são os mesmos para

todos os gráficos, assumindo M = 1. Podemos ver a influência do parâmetro não-comutativo nas curvas

geodésicas de (a) Θ = 0 (caso Schwarzschild) a (d) Θ = 0.12, onde Θ =
√
θ/π.

as geodésicas sofrem um desvio dado por χ = 4M/b em unidades naturais, conhecido

como o ângulo de deflexão de Einstein [63]. É interessante notar que a fórmula clássica

de espalhamento dada pela (2.59) descreve muito bem o caso de uma onda planar para

pequenos ângulos de espalhamento, embora dê resultados não tão precisos para ângulos

de espalhamento altos, como veremos mais a frente.

Veja na Figura 2.4 três comportamentos para o raios de luz que viajam próximo

de um buraco negro. No primeiro caso 2.4(a), temos que, para b < bc, os raios de luz

vindos do infinito será absorvido pelo buraco negro, enquanto em 2.4(b), para b > bc,

temos um cenário de espalhamento, onde a luz não será absorvida pelo buraco negro mas

voltará ao infinito após passar por um ponto de virada ou raio de máxima aproximação

(u = u0). Outra situação é quando o parâmetro de impacto equivale ao parâmetro de

impacto cŕıtico b = bc, os raios de luz ficam aprisionados em uma órbita instável em torno

do buraco negro formando um ćırculo de raio igual a rc 2.4(c), esse ćırculo é chamado de

anel ou esfera de fótons.

Podemos obter o ângulo de deflexão calculando o ângulo total varrido pelo feixe

desde o infinito até se afastar, como mostrado na figura 2.5 onde temos χ que é o angulo

de deflexão e ∆ϕ o ângulo total varrido pelo feixe. A relação entre esses dois ângulos é

dada por

χ(b) = ∆ϕ− π. (2.60)

Assim, para obter o ângulo de deflexão de uma geodésica integramos a equação (2.54)

∆ϕ = 2

∫ u0

(
1

b2
− u2 + 2Mu3 − 8M

√
θ

π
u4

)−1/2

du. (2.61)
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Figura 2.4: Cada imagem mostra feixes de luz vindos do infinito com parâmetros de impacto espećıficos.

Em (a) temos o parâmetro de impacto menor que o parâmetro de impacto cŕıtico, b < bc para o qual os

feixes são absorvidos, já em (b) temos o cenário de espalhamento quando b > bc e em (c) b = bc, temos

que os feixes de luz ficam presos em uma órbita.

b

Δϕ

χ

máxima

aproximação

Figura 2.5: No esquema da figura podemos ver a relação entre o ângulo de deflexão e o ângulo total

varrido pelo feixe de luz que passa por um ponto máximo de aproximação.

Assim, o procedimento para integrar e encontrar o ângulo encontra-se no Apêndice A,

temos que

χ(b) =
4M

b
+

15πM2

4b2
− 6πM

b2

√
θ

π
. (2.62)

Agora o processo se resume a inverter a equação (2.62), obtendo b(χ), e por fim substi-

tuindo o parâmetro de impacto na equação (2.59), para ângulos pequenos

dσclas
dΩ

≈ 16M2

ϑ4
+

15πM2

4ϑ3
− 6πM

ϑ3

√
θ

π
. (2.63)

Como mencionado o processo considerando a formula clássica (2.59) não contempla ân-

gulos altos retornando resultados imprecisos. Desta forma, é interessante apresentar um

método aproximado que funcione bem para ângulos de espalhamento altos especificamente

próximos de π. Este método é chamado de aproximação semiclássica glória [64]. As van-

tagens dessa aproximação semiclássica é obter uma formula anaĺıtica que fornece uma

visão f́ısica para a largura das franjas de interferência na seção de choque diferencial de

espalhamento, e a intensidade do fluxo espalhado para ϑ ∼ π. Embora uma aproximação
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glória semiclássica, seja válida para altas frequências ωM >> 1, ela ainda está de acordo

com os resultados numéricos para frequências intermediárias ωM ∼ 1 [62], e como vere-

mos nos resultados obtidos. A formula semiclássica para o espalhamento glória para um

buraco negro esfericamente simétrico é dado por [64].

dσ

dΩ
= 2πωb2g

∣∣∣ db
dϑ

∣∣∣
ϑ=π

J2
2s (ωbg sinϑ) , (2.64)

onde bg é o parâmetro de impacto para os raios retroespalhados (ϑ = π), J2s(x) é a função

de Bessel de primeiro tipo e s é o spin da onda. Nesta tese estamos tratando apenas

do caso escalar onde s = 0. Existem vários valores de bg que corresponde aos múltiplos

valores do ângulo de deflexão, (χ = π+2nπ) com n = 0, 1, 2 . . . o número de vezes que os

feixes de luz gira em torno do buraco negro, mais a maior contribuição para a seção de

choque de espalhamento diferencial vem de n = 0 [65].

Desta forma, de acordo com a equação (2.64), precisamos determinar bg e |db/dϑ|ϑ=π

para obter a seção de choque de espalhamento glória. Resolvendo a integral (2.61), escre-

vemos a equação (2.60) da forma

χ =
2
√
2√

M
√
θ/π(u3 − u1)(u0 − u2)

[K(κ)− F (z, κ)]− π, (2.65)

onde aqui F (z, κ) e K(κ) são as integrais eĺıpticas incompletas e completas de primeiro

tipo [66], respectivamente, com

κ2 =
(u3 − u2)(u0 − u1)

(u0 − u2)(u3 − u1)
, z =

√
u0(u3 − u1)

u3(u0 − u1)
, (2.66)

aqui, u0, u1, u2 e u3 são as ráızes da equação (2.54). Assim para obter bg e |db/dϑ|ϑ=π, po-

demos resolver numericamente a equação (2.65). Na Figura 2.6, temos o comportamento

das linhas geodésicas para bg calculado para cada parâmetro não-comutativo comparado

com o caso cŕıtico. Veja que como o esperado para o caso glória (linhas vermelhas) os

feixes são espalhado em um ângulo de 180, o parâmetro de impacto é bem próximo do

caso cŕıtico (linhas azuis), onde podemos ver que os feixes de luz fincam presos em uma

órbita instável.
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Figura 2.6: Geodésicas em torno de um buraco negro não-comutativo. As linhas vermelhas correspon-

dem às geodésicas para o parâmetro de impacto glória bg, comparadas ao parâmetro de impacto cŕıtico.

2.2 análise numérica

A equação (2.27) pode ser reescrita na forma de uma equação tipo de Schrödinger

usando uma mudança de coordenada chamada de tortoise (tartaruga) x, da forma

d2Rωl(x)

dx2
+
(
ω2 − Vef

)
Rωl(x) = 0, (2.67)

onde

x = r +
r2+

r+ − r−
log |r − r+| −

r2−
r+ − r−

log |r − r−|, (2.68)

com r± definido em (2.21). O potencial Vef que é dado em (2.28) tende à zero nos limites

próximo do horizonte de eventos r → rh e no infinito r → ∞. Para r >> rh temos a

seguinte solução:

Rωl(x) ≈ ωx
[
(−i)l+1Aenth

(1)
l (ωx)∗ + il+1Asaih

(1)
l (ωx)

]
, (2.69)

onde h
(1)
l (ωx) são funções esféricas de Bessel de terceiro tipo [66], e Aent e Asai são cons-

tantes complexas e os subscritos (ent) e (sai) correspondem respectivamente as ondas que

entram e saem, com relação ao potencial. Assim, analisando o problema do espalhamento

considerando a solução nos limites assintóticos, onde h
(1)
l ≈ (−i)l+1eix/x em x → ∞ e

Vef → 0 quando x → −∞, podemos escrever as soluções para as seguintes condições de

contorno

Rωl(x) ≈

Aente
−iωx + Asaie

iωx, x→ +∞ (r → ∞) ,

Atre
−iωx, x→ −∞ (r → rh) ,

(2.70)
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onde |Aent|2 = |Asai|2 + |Atr|2. A seção de absorção pode ser calculada, usando a equação

(2.47) com deslocamento de fase dado por

e2iδl = (−1)l+1Asai

Aent

. (2.71)

Combinado essa análise assintótica com a solução numérica da equação (2.27) ob-

tida pelo método Runge-Kutta de quarta ordem como mostrado no Apêndice D, obtemos

os coeficientes da equação (2.71) e consequentemente a seção de absorção.

Agora apresentamos os resultados numéricos para a seção choque de espalhamento

em função de frequências arbitrarias. O procedimento usado para realizar os cálculos

numéricos estão descritos no Apêndice D, consideramos valores arbitrários de Θ entre

0 ≤ Θ ≤ 0.125 onde Θ =
√
θ/ (M

√
π). Os gráficos para Θ = 0 (caso de Schwarzschild),

Θ = 0.05 e Θ = 0.065(caso não-comutativo) e Θ = 0.125 (caso extremo) são mostrados

nas Figuras de 2.7 a 2.12.

Na Figura 2.7(a), temos as curvas para a seção de choque parcial de absorção para

o multipolo l = 0. Vemos que quando aumentamos o valor do parâmetro que representa a

contribuição não-comutativa Θ temos uma diminuição nas curvas de absorção. Entretanto,

no limite de baixar frequências ωM → 0 a absorção não é nula e os valores encontrados

nesse limite são próximos aos encontrados analiticamente na equação (2.48). Na Figura

2.7(b), temos a contribuição da absorção parcial para os multipolos l = 0, 1, 2 e 3. Vemos

que o comportamento das curvas se mantém, ou seja, quando aumentamos os valores de Θ

temos uma redução nas curvas de absorção. Como foi mencionado anteriormente quando

Θ = 0 recuperamos o caso de Schwarzschild, representado nos gráficos pela curva preta

continua, assim para Θ diferente de zero a contribuição da não-comutatividade faz com

que a absorção parcial diminua com relação ao buraco negro de Schwarzschild.

Vamos agora comparar o caso não-comutativo (Θ = 0.045 e Θ = 0.065) com o

buraco negro de Reissner-Nordström, com Q/M = 0.5 como mostrado na figura 2.9. Po-

demos observar que quando consideramos os valores Θ = 0.065 e Q/M = 0.5, que corres-

ponde à metade do intervalo nos respectivos casos não-comutativo e Reissner-Nordström,

as amplitudes não coincidem. No entanto quando diminúımos o valor de Θ as curvas se

aproximam 2.9(b), assim, as curvas vão se coincidem quando Θ = 0.031. Na Figura 2.10

comparamos a seção de choque parcial de absorção para l = 0 para o extremo Reissner-

Nordström com o buraco negro não-comutativo (para Θ = 0.085 e Θ = 0.115).

Uma outra forma de observarmos o comportamento das curvas de absorção é so-
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Figura 2.7: Seção de choque parcial de absorção em (a) temos apenas l = 0, quanto em (b) comparamos

os multipolos l = 0, 1, 2, 3.

mando todas as contribuições parciais como mostrado na Figura 2.7(b), com isso obtemos

um gráfico para a seção de choque total de absorção Figura 2.8. Veja que as curvas

para a seção de choque total de absorção convergem para o valor da absorção em altas

frequências, representado pelas retas que foi obtido usando o método geodésico (2.58).

Novamente vemos a influência da não-comutatividade para um buraco negro ao comparar

com o caso de Schwarzschild.

Θ = 0.00

Θ = 0.05

Θ = 0.12

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
0

5

10

15

20

25

30

35

M ω

σ
ab
s/
π
M
2

Figura 2.8: Seção de choque total de absorção. As retas representam os valores obtidos pelo método

geodésico equação (2.58), σaf
abs = 27, 23.2, 16.6 para Θ = 0, 0.05, 0.12 respectivamente. Podemos verificar

o efeito da não-comutatividade com o caso de Schwarzschild (Θ = 0).

Na figura 2.11 comparamos a seção de choque total de absorção do buraco negro

não-comutativo (Θ = 0.045 e Θ = 0.065) nas figuras 2.11(a) e 2.11(b) com o buraco

negro de Reissner-Nordström (Q/M = 0.5). E por fim nos gráficos 2.11(c) e 2.11(d)
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Figura 2.9: Seção de choque parcial de absorção para o multipolo l = 0. Comparamos os resultados

para um buraco negro de Reissner-Nordström admitido Q/M = 0.5 com o buraco negro não-comutativo

assumindo Θ = 0.045 (b) e Θ = 0.065 (a).

caso extremo (Θ = 0.085)
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caso extremo (Θ = 0.115)

buraco negro carregado (Q/M = 1)
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Figura 2.10: Seção de choque parcial de absorção para l = 0. Comparamos um buraco negro de

Reissner-Nordström admitido Q/M = 1 com o buraco negro não-comutativo em (a) Θ = 0.085 e em (b)

Θ = 0.115.

comparamos o caso não-comutativo (Θ = 0.085 e Θ = 0.115) com o extremo Reissner-

Nordström (Q/M = 1.0).

Na Figura 2.12 apresentamos os gráficos para a seção de choque diferencial de

espalhamento de um buraco negro não-comutativo para um campo escalar onde em (a)

Mω = 1.0 e (b) Mω = 3.0. Analisando a figura 2.12 podemos observar que o efeito da

não-comutatividade na seção diferencial de espalhamento é mais significativa para ângulos

maiores.

A Figura 2.13 mostra comparações entre as seções de choque diferencial de es-
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caso não comutativo (Θ = 0.085)
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buraco negro carregado (Q/M= 1)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

5

10

15

20

25

30

M ω

σ
ab
s/
π
M
2

(d)

Figura 2.11: Seção de choque total de absorção. Novamente comparamos os dois casos, para buraco

negro de Reissner-Nordström com Q/M = 0.5 e 1 e o caso não-comutativo Θ = 0.045, 0.065 e Θ =

0.085, 0.115.
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Figura 2.12: Seção de choque de diferencial de espalhamento para alguns valores de Θ em dois cenários

de frequência Mω = 1 e Mω = 3.
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palhamento obtidas numericamente e com as aproximações clássica e semiclássica glória

descritas na seção anterior. Observe que a aproximação glória se ajusta bem aos resulta-

dos numéricos para grandes ângulos ϑ ≳ 160°, enquanto a aproximação clássica se ajusta

bem à região de pequenos ângulos ϑ ≲ 40°. Na faixa intermediária, apenas o tratamento

de espalhamento de onda completa produz resultados precisos. Todos os resultados deste

caṕıtulo foram publicados em [67].
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Figura 2.13: Comparando os resultados para a seção de choque diferencial de espalhamento numérico

com as aproximações geodésicas e a aproximação semiclássica glória para ωM = 1 e ωM = 3 em ambos

os casos usamos Θ = 0.05.

27



Caṕıtulo 3

Correções quânticas, espalhamento e

absorção de um buraco negro de

Schwarzschild com GUP

Neste caṕıtulo vamos estudar os efeitos das correções quânticas provenientes do

prinćıpio da incerteza generalizado GUP (generalized uncertainty principle) no cenário

de espalhamento em buracos negros. Como já mencionado na introdução desta tese,

as soluções de buracos negros são frequentemente atormentadas por singularidades. No

entanto, geralmente espera-se que essas singularidades sejam encontradas na região interna

de um buraco negro. Por outro lado, existem soluções de buracos negros que não possuem

singularidades e são chamadas de buracos negros regulares. A primeira solução de buraco

negro regular foi obtida por Bardeen em 1968 [68]. Na literatura existem alguns trabalhos

que exploraram os processos de espalhamento de buracos negros regulares [69, 65] na

tentativa de construir uma teoria consistente da gravidade livre de singularidades ou

paradoxo de informação de buracos negros.

Nos últimos anos, tem-se investigado que este tipo de dificuldade pode ser evitado

considerando objetos astrof́ısicos com raio efetivo maior que o horizonte [70]. Para esses

tipos de objetos podemos citar, por exemplo, o paradigma fuzzball [71] proposto na teoria

das cordas, gravastar [72, 73] e o firewall [74, 75]. Ao considerar correções quânticas do

horizonte de eventos de buracos negros decorrentes do prinćıpio da incerteza generalizada,

implica que o raio efetivo é maior que o raio do horizonte de Schwarzschild. O prinćıpio da

incerteza generalizado ou GUP, vem da existência de uma escala de comprimento mı́nimo,
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que está presente basicamente em todas as abordagens da gravidade quântica. A ideia

de um espaço-tempo como uma variedade suave se desfaz na escala de Planck, e isso,

por sua vez, implica que pelo menos o comprimento de Planck atue como uma escala de

comprimento mı́nimo mensurável.

No caṕıtulo anterior exploramos a dispersão de ondas escalares através de um

buraco negro não-comutativo e percebemos que a não comutatividade faz com que a seção

de absorção seja diferente de zero no limite de pequenas massas. Neste caṕıtulo iremos

verificar se este efeito permanece ou não quando consideramos o efeito das correções

quânticas devido ao prinćıpio da incerteza generalizado no processo de espalhamento para

um buraco negro de Schwarzschild.

3.1 Métrica com correções quânticas

Nesta seção aplicaremos correções quânticas, para métrica de um buraco negro

tipo Schwarzschild e desta forma investigar a influência destas correções no processo de

espalhamento. Vamos começar considerando o prinćıpio da incerteza generalizado que por

simplicidade usaremos apenas a forma abreviada GUP (generalized uncertainty principle).

Assim, considerando a seguinte definição [76, 77, 78, 21]

∆x∆p ≥ ℏ
2

(
1− αlp

ℏ
∆p+

βl2p
ℏ2

(∆p)2
)
, (3.1)

onde α e β são parâmetros positivos adimensional e lp é o comprimento de Planck. A

aproximação GUP (3.1) com o momento linear e quadrático implica no surgimento de

um comprimento mı́nimo mensurável ∆x ≥ (∆x)min ≈ (
√
β − α/2)lp, e um momento

máximo mensurável ∆p ≤ (∆p)max ≈ αℏ/(βlp). A parte linear de (3.1) é consistente com

o espaço tempo não-comutativo e a teoria Doubly Special Relativity (DSR) ou relatividade

especial deformada [78]. Entretanto a aproximação GUP quadrática onde α = 0 e β ̸= 0

que é naturalmente consistente com a generalização geométrica não-comutativa do espaço

introduzindo uma aparência de um comprimento mı́nimo ∆x ≥ (∆x)min ≈
√
βlp [21].

Na literatura existem várias abordagens para GUP com a existência de um comprimento

mı́nimo diferente de zero que leva a uma geometria não-comutativa e com aplicações

em diversos ramos da f́ısica. Além disso, vale ressaltar que o comprimento de Planck

corresponde ao menor tamanho permitido de um buraco negro. Neste sentido, a incerteza

da posição é considerada da ordem do comprimento de Compton λ, ou seja, ∆x ≃ λ
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[76, 77] e perto do buraco negro de Schwarzschild as part́ıculas têm um comprimento

de onda próximo ao inverso da temperatura de Hawking, em unidades naturais. Então

teremos a incerteza da posição na ordem do raio do horizonte ∆x ∼ rs. Agora a equação

(3.1) pode ser escrita da forma

∆p ≥ ℏ (2∆x+ αlp)

2βl2p

(
1−

√
1− 4βl22

(2∆x+ αlp)
2

)
. (3.2)

Vamos adotar nas etapas seguintes, sem perda de generalidade, as unidades natu-

rais GN = c = kB = ℏ = lp = 1. Vamos fazer também a seguintes redefinições: α → 2α,

β → 2β, ∆x → ∆x/4 e ∆p → 4∆p. Fazemos isso para simplificar as equações e inter-

pretações dos resultados nas etapas seguintes, podendo assim obter resultados melhores

graficamente usando valores menores nos parâmetros α e β. Seguindo, vamos expandir

em série de potência em α e β, obtendo

∆p ≥ 1

2∆x

[
1− 4α

∆x
+

16β

(∆x)2
+ · · ·

]
. (3.3)

Para o caso α = β = 0, recuperamos o prinćıpio da incerteza de Heisenberg

∆x∆p ≥ 1

2
. (3.4)

Desta forma, assumimos que ∆p ∼ p ∼ E e da equação (3.4) obtemos um limite para

part́ıculas sem massa dado por

E∆x ≥ 1

2
. (3.5)

Neste caso, a equação (3.3) pode ser escrito da seguinte forma:

ε ≥ E

[
1− 4α

∆x
+

16β

(∆x)2
+ · · ·

]
= E

[
1− 4α

rs
+

16β

r2s
+ · · ·

]
. (3.6)

Nesse ponto identificamos ε como a energia do buraco negro correspondente ao

GUP, considerando ∆x o raio de Schwarzschild rs[76, 77]. A equação (3.6) pode ser

escrita em termos da massa, tal que E ∼ M , ε ∼ M = Mgup, rs = 2M podemos obter a

seguinte relação

M =Mgup ≥M

[
1− 4α

rs
+

16β

r2s

]
=M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
. (3.7)
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AquiM =Mgup é a massa correspondente ao buraco negro com GUP. Da expressão acima

podemos obter a relação para o horizonte de eventos

rhgup = 2Mgup ≥ rs

(
1− 4α

rs
+

16β

r2s

)
. (3.8)

Se considerarmos apenas a parte quadrática GUP (com α = 0 e β ̸= 0), a relação acima

fica

rhgup = 2Mgup ≥ rs

(
1 +

16β

r2s

)
. (3.9)

Note que, neste caso, o horizonte de eventos devido ao GUP é maior do que o

horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild. A métrica para o buraco negro

de Schwarzschild com correções quânticas introduzida pelo GUP é obtida relacionando a

massa M com a massa GUP Mgup, descrita pelo seguinte elemento de linha

ds2 =

(
1− 2Mgup

r

)
dt2 −

(
1− 2Mgup

r

)−1

dr2 − r2
(
dϑ2 + sin2 ϑdϕ2

)
, (3.10)

aqui temos um horizontes de eventos, rhgup dado da forma

rhgup = 2Mgup = 2M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
, (3.11)

A temperatura Hawking para o buraco negro com correções GUP é dado da forma

TH =
1

8πM

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)−1

(3.12)

onde α = β = 0 retornamos ao caso convencional da temperatura de Schwarzschild.

O comportamento da temperatura admite um máximo para um valor de massa cŕıtica

Mcr = 2
√
β. Um resultado interessante é aplicar o limite de pequenas massas, M → 0, na

equação (3.11) encontramos um raio de horizonte diferente de zero dado por rhgup ≈
8β

M
,

usando o valor da massa cŕıtica M →Mcr temos o seguinte raio do horizonte para o caso

cŕıtico rhgup ≈ 4
√
β.

Nas seções seguintes vamos obter a seção de choque de absorção e de espalhamento

diferencial, da mesma forma que foi feito no caṕıtulo anterior para o espaço tempo não-

comutativo.

3.1.1 Método de ondas parciais

Nesta seção vamos encontrar uma expressão para o espalhamento diferencial e a

seção de absorção no limite de baixas frequências para o buraco negro de Schwarzschild
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implementando correções quânticas pelo GUP. Seguindo o procedimento do caṕıtulo an-

terior vamos considerar a equação do campo escalar para um caso sem massa e assim

descrever a onda espalhada pela métrica (3.10), dado por

1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νΨ
)
= 0. (3.13)

O efeito do GUP na equação acima aparecera explicitamente pela métrica (3.10).

Então aplicando a separação de variável na equação acima

Ψωlm(r⃗, t) =
Rωl(r)

r
Ylm(ϑ, ϕ)e

−iωt, (3.14)

onde Ylm(ϑ, ϕ) são harmônicos esféricos e ω é a frequência, a equação radial para Rωl(r)

é agora escrita da seguinte forma

f(r)
d

dr

(
f(r)

dRωl(r)

dr

)
+
[
ω2 − Vef

]
Rωl(r) = 0, (3.15)

onde

f(r) = 1− 2Mgup

r
= 1− 2M

r

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
, (3.16)

e o potencial efetivo é dado por

Vef =
(r − 2Mgup)

r3

[
2Mgup

r
+ l(l + 1)

]
. (3.17)

O próximo passo é reescrever a equação (3.15) considerando a seguinte mudança

de variável G(r) =
√
f(r)Rωl(r),

d2G(r)

dr2
+ U(r)G(r) = 0, (3.18)

com U(r) definido da seguinte forma

U(r) =
1

4f 2(r)

(
df(r)

dr

)2

− 1

2f(r)

d2f(r)

dr2
+

ω2

f 2(r)
− Vef
f 2(r)

, (3.19)

veja que temos a mesma expressão obtida no caṕıtulo anterior, onde para este caso as

derivadas primeira e segunda de f(r) é simplesmente

df(r)

dr
=

2Mgup

r2
,

d2f(r)

dr2
= −4Mgup

r3
. (3.20)

Neste ponto consideramos a equação (3.18) expandindo U(r) em série de potências

em torno de 1/r, assim temos

d2G(r)

dr2
+
(
ω2 + U(r)

)
G(r) = 0, (3.21)

32



onde U(r) é um novo potencial efetivo dado por

U(r) = 4Mgupω
2

r
+

12ℓ2

r2
+ · · · . (3.22)

É interessante notar que modificamos o termo em 1/r2, definindo um ℓ2 da seguinte

forma,

ℓ2 = − l(l + 1)

12
+M2ω2

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)2

. (3.23)

No limite de r → ∞ temos que o novo potencial U(r) vai a zero assim temos que a

condição assintótica do potencial é satisfeita. Usando novamente uma formula aproximada

para determinar o deslocamento de fase anaĺıtico em baixas frequências

δl ≈ 2(l − ℓ) = 2

l −
√

− l(l + 1)

12
+M2ω2

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)2
 , (3.24)

e considerando o limite de baixas frequências o deslocamento de fase δl pode ser obtido

considerando l → 0, temos que

δl = δ0 + δl≥1, δ0 = −2Mω

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
, δl≥1 = 0. (3.25)

Agora como feito no caṕıtulo anterior, a um problema de divergência na equação

da seção de choque de espalhamento diferencial em ângulos pequenos, e esse problema é

contornado usando uma série reduzida menos divergente onde a expressão final é dada

por

dσ

dΩ
=

∣∣∣ 1

2iω

∞∑
l=0

(2l + 1)
(
e2iδl − 1

) Pl (cosϑ)

1− cosϑ

∣∣∣2. (3.26)

Podemos ainda tomar o limite para pequenos ângulos, ficando da forma

dσ

dΩ
=

4

ω2ϑ4

∣∣∣ ∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl sin(δl)Pl (1)
∣∣∣2 (3.27)

=
4

ω2ϑ4

∣∣∣eiδ0 sin(δ0) + ∞∑
l=1

(2l + 1)eiδl sin(δl)
∣∣∣2. (3.28)

Sendo assim, com o limite de baixa frequência, com l = 0, obtemos o seguinte

resultado:

dσ

dΩ

∣∣∣bf
ω→0

=
4

ω2ϑ4
δ20 + · · · = 16M2

ϑ4

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)2

+ · · · ,

=
16

ϑ4

(
M2 − 4αM + 8β + 4α2 − 16αβ

M
+

16β2

M2

)
+ · · · . (3.29)
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Note que quando α = β = 0 o resultado retorna para o caso de Schwarzschild.

Verificamos que os resultados para a seção de choque de espalhamento diferencial para

o buraco negro de Schwarzschild com GUP diminui quando aumentamos os valores do

parâmetro α com β fixo, e quando aumentamos o valor de β com α fixo a seção de

espalhamento aumenta. Considerando apenas a parte quadrática (ou seja, α = 0 e β ̸= 0),

dσ

dΩ

∣∣∣bf
ω→0

=
16M2

ϑ4

(
1 +

4β

M2

)2

+ · · · , (3.30)

=
16M2

ϑ4

(
M2 + 8β +

16β2

M2

)
+ · · · . (3.31)

No limite M → 0 o termo dominante da equação (3.29)

dσ

dΩ

∣∣∣bf
ω→0

≈ (16β)2

ϑ4M2
. (3.32)

Agora vamos determinar a seção de choque de absorção para um buraco negro de

Schwarzschild com GUP no limite de baixas frequências. Como vimos no caṕıtulo anterior

podemos obter a seção de choque de absorção pela seguinte expressão,

σabs =
π

ω2

∞∑
l=0

(2l + 1)
(
1− |e2iδl |2

)
, (3.33)

este é um resultados bem conhecido na mecânica quântica, temos

σabs =
4π

ω2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2(δl) (3.34)

=
4π

ω2

[
sin2(δ0) +

∞∑
l=1

(2l + 1) sin2(δl≥1)

]
. (3.35)

Considerando o limite de baixas frequências (ω → 0) e aplicando (3.25) em (3.35),

absorção para l = 0 é dado por

σbf
abs =

4π

ω2
δ20 = 16πM2

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)2

, (3.36)

= 16πM2

(
M2 − 4αM + 8β + 4α2 − 16αβ

M
+

16β2

M2

)
= 4πr2hgup = Aschwgup. (3.37)

Novamente podemos observar que quando assumimos α = β = 0, recuperamos o

resultado da seção de absorção para o buraco negro de Schwarzschild. Já quando assumi-

mos α e/ou β diferente de zero temos a contribuição das correções quânticas provenientes
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do GUP. Vamos considerar o caso admitindo a parte linear e quadrática da GUP, ou seja,

α ̸= 0 e β ̸= 0 a amplitude das curvas de absorção aumenta quando aumentamos o valor

de α com o β fixo como podemos ver na figura 3.2(b), por outro lado quando aumentamos

o valor do parâmetro β e fixando α temos uma redução na amplitude de absorção como

pode ser visto na figura 3.2(d). Entretanto assumindo apenas a parte quadrática do GUP,

ou seja, com α = 0 e β ̸= 0 encontramos o seguinte resultado para seção transversal de

absorção no limite de baixas frequência

σbf
abs = 16πM2

(
1 +

4β

M2

)2

, (3.38)

= 16π

(
M2 + 8β +

16β2

M2

)
. (3.39)

Neste caso temos um aumento da absorção quando aumentamos o valor do parâ-

metro β. As equações (3.36) e (3.39) nos obtemos um resultado bastante interessante no

limite de massa nula. Neste limite a seção de absorção não vai a zero, contrariando o caso

usual para um buraco negro de Schwarzschild, o resultado nesse limite é dado por

σbf
abs ≈

π(16β)2

M2
. (3.40)

3.1.2 Estudo da órbita e análise clássica

Vamos analisar a seção de choque diferencial de espalhamento e a absorção no limite

de altas frequências, considerando o espalhamento geodésico clássico e a aproximação

glória semiclássica. O estudo da geodésica nula segue os passos do caṕıtulo anterior, assim

para um espaço tempo da forma (3.10) esfericamete simétrica, considerando um plano

equatorial fixando o ângulo ϑ em π/2. Temos que a lagrangeana associada a geodésica

nula é dada por 2L = gµν ẋ
µẋν = 0 , assim

E = f(r)ṫ, L = r2ϕ̇ e ṙ2 + f(r)
L2

r2
= E2, (3.41)

lembrando que as constantes E e L correspondem a energia e momento angular respec-

tivamente. Introduzindo uma nova variável u = 1/r podemos escrever a equação orbital

da seguinte forma (
du

dϕ

)2

=
1

b
− u2 + 2Mgupu

3, (3.42)

onde novamente temos o parâmetro de impacto b = L/E e diferenciando (3.42) temos,

d2u

dϕ2
= −u+ 3Mgupu

2. (3.43)
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Usando as condições
du

dϕ
= 0 e

d2u

dϕ2
= 0 obtemos o parâmetro de impacto cŕıtico e

o raio cŕıtico,

rc = 3M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
, (3.44)

bc = 3
√
3M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
. (3.45)

A seção de choque de absorção no limite de altas frequências é proporcional a área

cŕıtica delimitada pelo parâmetro de impacto cŕıtico da forma σaf
abs = πb2c , assim temos

σaf
abs = 27M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)2

. (3.46)

Este resultado mostra influência da correção quântica da seção de absorção em altas

frequências, na seção seguinte comparamos com os resultados obtidos numericamente.

Como já vimos para que haja um cenário de espalhamento temos que b > bc, onde a luz

não será absorvida pelo buraco negro mas voltará ao infinito após passar por um ponto

de virada, assim a seção de choque de espalhamento clássico pode ser obtida diretamente

pelo ângulo de deflexão e para obte-lo basta integrar a equação (3.42)

∆ϕ = 2

∫ u0
(
1

b2
− u2 + 2Mgupu

3

)−1/2

du, (3.47)

onde ângulo de deflexão é obtido pela relação χ(b) = ∆ϕ− π. A equação (3.47) pode ser

integrada tomando o limite de Mgup/r << 1, detalhes pode ser encontrados no Apêndice

A temos que

χ(b) =
4M

b

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
. (3.48)

Dada a relação entre b e o ângulo de deflexão, a seção de choque de espalhamento dife-

rencial clássico é apresentada por

dσclas
dΩ

=
b(χ)

sinχ

∣∣∣ db
dχ

∣∣∣. (3.49)

Agora o processo se resume a inverter a equação (3.48), obtendo b(χ), e por fim

substituindo o parâmetro de impacto na equação (3.49), para obter

dσclas
dΩ

≈ 16M2

ϑ4

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)2

. (3.50)
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3.1.3 Aproximação glória

Como já discutimos no caṕıtulo anterior a aproximação glória é um método que

funciona bem para ângulos de espalhamento altos especificamente próximos de π, desta

forma o efeito glória vem do espalhamento de part́ıculas no sentido oposto ao sentido inicial

de propagação, em buracos negros esse fenômeno está diretamente ligada à existência de

órbitas instáveis. A equação que descreve a seção de choque diferencial de espalhamento

glória equação (2.64), descrita no caṕıtulo anterior.

Resolvendo a integral (3.47) temos o seguinte ângulo de deflexão,

χ =
2
√
2√

M(u2 − u0)
[K(κ)− F (z, κ)]− π, (3.51)

onde aqui F (z, κ) e K(κ) são as integrais eĺıpticas incompletas e completas de primeiro

tipo [66], respectivamente, com

κ2 =
u1 − u2
u2 − u0

, z =

√
−u0

u1 − u0
, (3.52)

e u0, u1 e u2 são as ráızes da equação (3.42). Neste caṕıtulo iremos fazer uma análise

um pouco diferente do caṕıtulo anterior, é interessante derivar uma aproximação para as

integrais eĺıpticas em (3.51), a fim de obter uma expressão anaĺıtica para o parâmetro

de impacto glória bg e sua derivada, como feito por Darwin [79] para o buraco negro de

Schwarzschild para parâmetros de impacto próximos de bc. Vamos começar encontrando

as ráızes do lado direito da (3.42) para o caso cŕıtico (b = bc), obtemos ū0 = −1/6Mgup,

ū1 = ū2 = 1/3Mgup = uc. Expandindo as ráızes em b→ bc temos

u0 = ū0 + . . .O
(
ϱ2
)
, (3.53)

u1 = uc + uc

√
6

3
ϱ+ · · ·+O

(
ϱ2
)
, (3.54)

u2 = uc − uc

√
6

3
ϱ+ · · ·+O

(
ϱ2
)
, (3.55)

onde ϱ =

√
b− bc√
bc

. Com os raios obtidos para órbitas quase cŕıticas, podemos obter os

coeficientes em (3.52)

κ2 =
uc − uc(

√
6/3)ϱ− ū0

uc + uc(
√
6/3)ϱ− ū0

≈ 1− 4

3

√
2

3
ϱ+ · · ·+O

(
ϱ2
)
, (3.56)

z =

√
−ū0

uc − uc(
√
6/3)ϱ− ū0

≈ 1√
3
−

√
2

9

√
2

3
ϱ+ · · ·+O

(
ϱ2
)
. (3.57)
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Tabela 3.1: Resultados anaĺıticos e numéricos para o parâmetro de impacto glória e sua derivada.

M = 1 bg |db/dϑ|ϑ=π

α β Eq. (3.59) Numérico Eq. (3.59) Numérico

0.00

0.00 5.34664 5.35696 0.150483 0.170554

0.02 5.77437 5.78552 0.162522 0.184198

0.03 5.98823 5.99790 0.168510 0.191020

0.03

0.00 5.02584 5.03554 0.141454 0.160321

0.02 5.45347 5.46410 0.153493 0.173965

0.03 5.66743 5.67838 0.159512 0.180787

0.06

0.00 4.70504 4.71412 0.132425 0.150087

0.02 5.13277 5.14268 0.144464 0.160087

0.03 5.34664 5.35696 0.150483 0.170554

Para derivar o ângulo de deflexão na forma logaŕıtmica usamos a aproximação pra

κ ≈ 1

K(κ) ≈ 1

2
log

(
16

1− κ2

)
, F (z, κ) ≈ 1

2
log

(
1 + z

1− z

)
, (3.58)

substituindo estes resultados na equação (3.51) e algumas manipulações matemáticas,

obtemos a seguinte expressão

χ+ π = − log

[
(3 +

√
3)
√
b− bc

18(
√
6−

√
2)
√
bc

]2
,

b =
(
3.48228e−χ + 3

√
3
)
M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
, (3.59)

onde bg é obtido para χ = π. Se assumimos α = 0 e β = 0 temos o resultado obtido por

Darwin [79] para o buraco negro de Schwarzschild. Para verificar os resultados obtidos pela

aproximação resolvemos a equação (3.51) numericamente usando o método de Newton e

obtemos bg em seguida |db/dϑ|ϑ=π, os resultados para ambos os casos estão apresentados

na Tabela 3.1. O efeito glória pode ser visto na Figura 3.1 onde temos o comportamento

das linhas geodésicas para bg e o parâmetro de impacto cŕıtico bc para diferentes valores

de α e β

3.2 Resultados numéricos

A análise numérica seque o procedimento feito no caṕıtulo anterior, ou seja, trans-

formando a equação radial (3.15) em uma equação tipo de Schrödinger usado uma mu-
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α = 0.00, β = 0.03

bc = 5.81969

bg = 5.99979
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α = 0.06, β = 0.00

bc = 4.57261

bg = 4.71412
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Figura 3.1: Efeito glória em torno de um buraco negro com correções quânticas GUP. As linhas ver-

melhas correspondem as geodésicas para o parâmetro de impacto glória bg, comparadas ao parâmetro de

impacto cŕıtico em azul.

dança de coordenada da forma x = r + rhgup log |r − rhgup|, a nova equação é sujeita as

seguintes condições de contorno é

Rωl(x) ≈

Aente
−iωx + Asaie

iωx, x→ +∞ (r → ∞) ,

Atre
−iωx, x→ −∞ (r → rhgup) ,

(3.60)

onde os coeficientes Aent e Asai podem ser determinados numericamente seguindo os passos

descritos no Apêndice D.

Os resultados numéricos obtidos por meio da solução da equação radial (3.15) é

comparado com os resultados dos outros métodos descritos nesse caṕıtulo. Na Tabela 3.2

temos os resultados anaĺıtico (3.29) e numérico para a seção de choque de absorção com o

GUP linear e quadrático (com α ̸= 0 e β ̸= 0) para valores de α e β entre 0 e 0.06 fixando

os valores para M = 1 e l = 0. Ainda na tabela 3.2 comparamos os resultados anaĺıticos

e numéricos com apenas a parte quadrática do GUP (com α = 0 e β ̸= 0) para valores

de α e β entre 0 e 0.06, com os mesmos valores fixos de M e l. Na Tabela 3.3 temos

os resultados anaĺıticos e numéricos para os valores da seção de choque de absorção para

valores de M entre 0 e 1, fixando os valores de α = 0, 0.06, β = 0.01 e l = 0. Em todos

os casos o resultado anaĺıtico no limite de baixas frequências se mostra bastante eficiente

com boa aproximação com os resultados numéricos.

Vamos agora analisar as figuras obtidas pelo método numérico, para diversos casos.

Primeiro considerando a parte linear e quadrática do GUP (com α ̸= 0 e β ̸= 0) temos nos

gráficos da Figura 3.2 a absorção parcial para multipolo l = 0, e adotando os seguintes va-
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Tabela 3.2: Resultados anaĺıticos e numéricos para seção de choque de absorção no limite ω → 0, com

M = 1 e l = 0.

α = 0.00 α = 0.03 α = 0.06

β Eq. (3.36) Numérico Eq. (3.36) Numérico Eq. (3.36) Numérico

0.00 16.0000 16.0003 14.1376 14.1362 12.3904 12.3883

0.01 17.3056 17.3048 15.3664 15.3655 13.5424 13.5398

0.02 18.6624 18.6602 16.6464 16.6460 14.7456 14.7451

0.03 20.0704 20.0675 17.9776 17.9770 16.0000 16.0003

0.04 21.5296 21.5268 19.3600 19.3561 17.3056 17.3048

0.05 23.0400 23.0360 20.7936 20.7929 18.6624 18.6602

0.06 24.6016 24.5994 22.2784 22.2753 20.0704 20.0675

Tabela 3.3: Resultados anaĺıticos e numéricos para seção de choque de absorção no limite ω → 0, agora

considerando alguns valores para M com l = 0.

α = 0.00, β = 0.01 α = 0.06, β = 0.01

M Eq. (3.36) Numérico Eq. (3.36) Numérico

1.00 17.3056 17.3019 13.5424 13.5389

0.50 5.38240 5.38347 3.38560 3.38685

0.15 2.77778 2.77756 1.40818 1.40821

0.09 4.57009 4.57034 2.74823 2.74936

0.04 11.5600 11.5365 8.52640 8.52718

0.02 65.2864 65.2784 57.7600 57.7565

lores para o parâmetro GUP α = 0.02, 0.04, 0.06 é β = 0.03. Na Figura 3.2(a) analisamos

o efeito linear do GUP e encontramos que amplitude de absorção para um buraco negro

de Schwarzschild com GUP diminui a medida que variamos o parâmetro α com β = 0.

Na Figura 3.2(b) fixando β = 0.03 e variando α mostramos que a absorção é reduzida

e essa diminuição ocorre acima da curva do buraco negro de Schwarzschild. Na Figura

3.2(c) consideramos apenas a parte quadrática do GUP (com α = 0 e β ̸= 0), temos as

curvas de absorção parcial para l = 0, e adotando os seguintes valores para os parâmetros

do GUP α = 0 e β = 0.01, 0.02, 0.03. Encontramos que a amplitude de absorção é agora

aumentada quando os valores do parâmetro β aumentam, já na Figura 3.2(d), fixamos

α = 0.06 e variando β mostramos que a absorção é aumentada sendo que esse aumento

ocorre abaixo da curva de absorção do buraco negro de Schwarzschild.

Considerando agora mais modos de multipolos podemos comparar o comporta-
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Figura 3.2: Nas imagens (b) e (d) temos a seção de choque parcial de absorção com GUP linear e

quadrático para l = 0 com valores diferentes de α e β. Enquanto na imagem (a) temos o efeito apenas

do parâmetro α = 0.0, 0.02, 0.04, 0.06. Na imagem (c) temos apenas a parte linear do GUP α = 0 e

β = 0.0, 0.01, 0.02, 0.03.

mento destas novas curvas para os casos citados anteriormente. Podemos ver que as

curvas para esses novos modos na região de baixar frequências é zero, as amplitudes má-

ximas de absorção se comportam semelhante ao modo l = 0 com a diferença que o pico

das curvas diminui conforme aumentamos o valor de l. Outro resultado interessante é

quando considerando o limite de pequenas massas, na Figura 3.4(a) temos a parte linear

e quadrática, quando reduzimos o valor da massa M a amplitude de absorção não vai à

zero. Veja que a seção de choque de absorção é quase nula em M = 0.150, porém devido

a presença das correções quânticas principalmente a parte quadrática Figura 3.4(b) como

vimos também no limite de baixas frequências (3.40), assim temos uma amplitude de

absorção que cresce para valores pequenos de M .

Na Figura 3.6 temos os resultados obtidos para a seção de choque diferencial de

espalhamento pelos métodos clássico, semiclássico glória e numérico usando o método de

ondas parciais. Podemos ver novamente a região de mais eficiência de cada método em
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Figura 3.3: Seção de choque de absorção para os multipolos l = 0, 1, 2, 3.
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Figura 3.4: Em (a) temos a seção de choque parcial de absorção com GUP linear e quadrático para

l = 0, com α = 0.01, β = 0.01 e uma variação da massa da formaM = 1.0, 0.5, 0.15, 0.05, 0.035, no gráfico

(b) temos apenas a parte quadrática α = 0.

duas frequências diferentes ωM = 1 gráfico há esquerda e ωM = 2 à direita nos dois

cenários o clássico é eficiente para ângulos pequenos aproximadamente ϑ < 40° enquanto

a aproximação glória é boa para ângulos da ordem ϑ ≥ 150° e para descrever no intermédio
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Figura 3.5: Seção choque total de absorção com GUP linear e quadrático. Em (a) temos apenas a parte

quadrática com α = 0.0 e alguns valores para β. Enquanto (b) temos apenas a contribuição de α

de forma mais completa o comportamento da seção de choque diferencial de espalhamento

é indispensável o método numérico.
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Figura 3.6: Seção de choque diferencial de espalhamento para um buraco negro com correções quânticas

GUP, usando o método clássico, semiclássico glória e numérico.

Já na Figura 3.7 vemos a influência dos parâmetros α e β na seção de choque dife-

rencia de espalhamento usando o método numérico, fixando a frequência ωM . Nas Figuras

3.7(a) a 3.7(c) não há variação da intensidade de espalhamento quando modificamos os

valores dos parâmetros de correção, porém há pequenas variações nas larguras das franjas

de interferência como pode ser mais percept́ıvel na Figura 3.7(a) quando temos apenas a

parte linear. De acordo com a fórmula do efeito glória (2.64) as distâncias entre os picos

da seção de choque diferencial de espalhamento variam de forma inversa ao parâmetro de

impacto glória bg, assim os resultados da Tabela 3.1 é compat́ıvel com o comportamento

dos gráficos de espalhamento, veja que para α = 0 variando β temos um aumento de bg
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portanto as franjas devem diminuir como pode ser visto na Figura 3.7(a), já para β = 0

com o aumento de α temos uma diminuição de bg como em Figura 3.7(c). Os resultados

mostrados neste caṕıtulo foram publicados em [80].
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Figura 3.7: Seção de choque diferencial de espalhamento para diferentes valores de α e β. Podemos ver

a influência da correção quântica na largura das franjas de interferência.
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Caṕıtulo 4

Absorção e espalhamento de um buraco

negro auto-dual

Os chamados buracos negros auto-duais correspondem a um modelo simplificado

que é obtido através de uma análise semiclássica, consistindo em modelos de simetria

reduzida correspondente a espaço-tempo homogêneos, de gravidade quântica em laços.

Como já mencionado na introdução a gravidade quântica em laços é uma teoria geomé-

trica quântica constrúıda com o objetivo de reconciliar a relatividade geral e a mecânica

quântica na escala de Planck, sendo derivada do procedimento de quantização canônica

das equações de Einstein obtidas em função das variáveis de Ashtekar [12]. A métrica do

buraco negro auto-dual com correções de gravidade quântica foi encontrada por Modesto

[81, 82], caracterizada por sua dependência do parâmetro polimérico δ e uma área mı́nima

Amin = 8πa0 relacionado ao parâmetro a0. Também apresenta um horizonte de eventos e

um horizonte de Cauchy. Além disso, a condição de autodualidade tem a propriedade de

remover a singularidade e substitúı-la por outra região assintoticamente plana na distân-

cia a0/r como a coordenada radial r ≈ 0 [81]. A solução do buraco negro de Schwarzschild

é recuperada no limite quando P e a0 vão para zero.

Como feito nos dois caṕıtulos anteriores, temos o objetivo de explorar o efeito das

correções quânticas da gravidade que contribuem para o processo de espalhamento de

ondas escalares por um buraco negro auto-dual. Usando as técnicas já discutidas para

encontrar o deslocamento de fase aproximado no limite de baixas frequências (mω << 1),

em seguida, calculamos a seção de choque diferencial de espalhamento e a absorção.
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4.1 Buracos negros auto-duais

Vamos introduzir a geometria do buraco negro auto-dual com o objetivo de deter-

minar a seção de choque diferencial de espalhamento e a seção de choque de absorção.

Adotando os métodos já apresentados nos caṕıtulos anteriores, ou seja, o método de ondas

parciais para calcular o deslocamento de fase no limite de baixas frequências. O buraco

negro auto-dual esfericamente simétrico pode ser descrito da seguinte forma

ds2 = F (r)dt2 − dr2

N(r)
− ρ2(r)

(
dϑ2 + sin2 ϑdϕ2

)
, (4.1)

as funções F (r), N(r) e ρ(r) são dadas respetivamente por

F (r) =
(r − r+)(r − r−)(r + r∗)

2

r4 + a20
, (4.2)

N(r) =
(r − r+)(r − r−)r

4

(r + r∗)2(r4 + a20)
, (4.3)

ρ(r) = r

√
1 +

a20
r4
, (4.4)

onde ρ é definido como uma coordenada radial efetiva que representa o raio da 2 esfera

[81]. Aqui o raio do horizonte de eventos é dado por r+ = 2m e r− = 2mP 2 o horizonte

de Cauchy, o parâmetro m esta relacionado a massa do buraco negro M da forma M =

m(1+P )2. Temos também que r∗ =
√
r+r− = 2mP , onde P é uma função sem dimensão

chamada de função polimérica que esta relacionada com o parâmetro polimérico δ da

seguinte forma

P =

√
1 + γ2δ2 − 1√
1 + γ2δ2 + 1

, (4.5)

onde γ é o parâmetro de Barbero-Immirzi. Ainda temos o parâmetro a0 que esta relacio-

nado com a área mı́nima na gravidade quântica em laços da seguinte forma a0 = Amin/8π.

A área mı́nima é representada da forma

Amin = 8πl2pγ
√
jmin(jmin + 1), (4.6)

onde jmin é o menor valor da representação na borda da rede de spin que cruza a superf́ıcie,

considerando a representação do grupo SU(2), que leva à jmin = 1/2, nesta tese vamos

assumir γ ∼ 1 então em unidades naturais temos a0 =
√
3/2.
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Finalmente o valor de ρ(r) relacionado com o horizonte de eventos r+ é dado da

seguinte forma

ρh = ρ(r+) = r+

√
1 +

a20
r4+

= 2m

√
1 +

a20
(2m)4

. (4.7)

A propriedade de autodualidade pode ser expressa dizendo que a metrica é invariante sob

transformações da forma

r → a0/r, t→ tr2∗/a0, r± → a0/r∓. (4.8)

O elemento de superf́ıcie mı́nimo é obtido quando a coordenada dual r̃ = a0/r assume o

valor r̃ =
√
a0. A propriedade da autodualidade remove a singularidade do buraco negro

substituindo por outra região assintoticamente plana.

4.1.1 Seção de choque de absorção e espalhamento diferencial

Podemos interpretar a solução do buraco negro (4.1) como uma solução proveniente

de um fluido de matéria efetiva que simula a gravidade quântica em laços. A teoria efetiva

da gravidade acoplada à matéria é então descrita pelas equações de Einstein

Gµν = 8πGNTµν , (4.9)

onde Tµν = (ρ,−Pr,−Pϑ,−Pϕ). No limite semiclássico restrito à ordem zero em δ e a0

recuperando a solução de Schwarzschild que satisfaz Gµν = 8πTµν = 0. Em ordens mais

altas captura as correções quânticas e Tµν ̸= 0. Para mais discussões e componentes para

correção do tensor momento energia veja [81]. Então, podemos considerar vários tipos de

campos de matéria que podem ser consistentes com a teoria efetiva acima mencionada.

No contexto de modos quasinormais é posśıvel encontrar na literatura, estudos de pertur-

bações escalares [83] e tensoriais [84]. Agora vamos considerar o caso para uma equação

de campo escalar sem massa para descrever as ondas espalhadas na métrica (4.1)

1√
−g

∂µ

(√
−ggµν∂νΨ

)
= 0, (4.10)

aplicando separação de variáveis na equação acima

Ψωlm(r, t) =
Rωl(r)

ρ(r)
Ylm(ϑ, ϕ)e

−iωt, (4.11)

novamente temos a frequência ω e Ylm(ϑ, ϕ) são os esféricos harmônicos. Assim, obtemos

a seguinte equação radial para Rωl(r)

Λ(r)
d

dr

(
Λ(r)

dRωl(r)

dr

)
+
[
ω2 − Vef

]
Rωl(r) = 0, (4.12)
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onde Λ(r) =
√
F (r)N(r) e Vef é o potencial efetivo, dado por

Vef =
Λ(r)

ρ(r)

[
ρ′(r)

dΛ(r)

dr
+ Λ(r)ρ′′(r)

]
+

Λ(r)l(l + 1)

ρ2(r)
. (4.13)

onde

ρ′(r) =
ρ(r)

r

(
1− 2a20

ρ2(r)r2

)
, ρ′′(r) =

6a20
ρ(r)r4

(
1− 2a20

3ρ2(r)r2

)
. (4.14)

Seguindo, consideramos uma nova função radial, G(r) =
√
Λ(r)R(r), e assim

reescrever a equação (4.12) em uma forma tipo de Schrödinger, da forma

d2G(r)

dr2
+ U(r)G(r) = 0, (4.15)

onde

U(r) =
[Λ′(r)]2

4Λ2(r)
− Λ′′(r)

2Λ(r)
+

ω2

Λ2(r)
− Vef

Λ2(r)
. (4.16)

Expandindo o potencial U(r) em série de potência em torno de 1/r (para r grande em

relação a
√
a0), a equação (4.15) fica

d2G(r)

dr2
+
[
ω2 + Uef (r)

]
G(r) = 0, (4.17)

agora temos o seguinte potencial efetivo

Uef (r) =
4m(1 + P 2)ω2

r
+

12ℓ2

r2
+

4m2P 2ω2

r2

[
1 + 3P 2 − 3a20 (1 + P 2)

16m4P 2

]
+ · · · , (4.18)

com ℓ2 definido como

ℓ2 = − l(l + 1)

12
+m2ω2

(
1 +

a20
16m4

)(
1 + P 2

)
, (4.19)

= − l(l + 1)

12
+
ρ2hω

2

4

(
1 + P 2

)
. (4.20)

Aqui ℓ2 foi definido fazendo algumas mudanças no coeficiente em 1/r2 que surge

após a realização da expansão em torno de 1/r na equação (4.15). Note que quando

r → ∞ o potencial Uef (r) → 0 sendo assim o comportamento adequado do potencial é

satisfeito. Em seguida, vamos aplicar a seguinte formula aproximada

δl ≈ 2(l − ℓ) = 2

(
l −
√

−(l2 + l)

12
+
ρ2hω

2

4
(1 + P 2)

)
, (4.21)

tomando o limite l → 0, obtemos o deslocamento de fase δl dado por

δl = δ0 + δl≥1, δ0 = −2mω

(
1 +

a20
16m4

)1/2 (
1 + P 2

)1/2
, δl≥1 = 0. (4.22)
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portanto, sabendo o valor de δl, podemos agora determinar a seção de choque de espalha-

mento diferencial e a absorção. Vamos obter a seção de choque diferencial de espalhamento

usando a expressão usadas nos Caṕıtulos 2 e 3, considerando os limites (4.22)

dσ

dΩ
=
∣∣f(ϑ)∣∣2 = ∣∣∣ 1

2iω

∞∑
l=0

(2l + 1)
(
e2iδl − 1

) Pl (cosϑ)

1− cosϑ

∣∣∣2, (4.23)

lembrando que Pl (cosϑ) são os polinômios de Legendre. No limite para pequenos ângulos

podemos reescrever a equação da forma

dσ

dΩ
=

4

ω2ϑ4

∣∣∣ ∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl sin(δl)Pl(1)
∣∣∣2. (4.24)

Portanto, a seção de choque diferencial de espalhamento no limite de baixas frequências

e l = 0 é dado por

dσ

dΩ

∣∣∣bf
ω→0

=
16m2

ϑ4

(
1 +

a20
16m4

)(
1 + P 2

)
+ · · · . (4.25)

Assim, verificamos que a seção de choque diferencial para um buraco negro auto-

dual o termo dominante é modificado pelo parâmetro P e pelo parâmetro a0. Para P = 0

e a0 = 0 obtemos o resultado para o caso do buraco negro de Schwarzschild. No limite de

m→ 0 o termo dominante da equação (4.25) é diferente de zero e é dado por

dσ

dΩ

∣∣∣bf
ω→0

≈ a20 (1 + P 2)

ϑ4m2
=
A2

min (1 + P 2)

4πϑ4Aschw

, (4.26)

onde Aschw = 4πr2+ = 16πm2 é a área para o buraco negro de Schwarzschild e Amin é o

valor mı́nimo para a área mı́nima na gravidade quântica em laços. Portanto, neste limite

a seção de choque diferencial é diretamente proporcional a área minima Amin = 8πa0 e

inversamente proporcional a área do buraco negro de Schwarzschild Aschw. Agora vamos

determinar a seção de choque de absorção para o buraco negro auto-dual no limite de

baixas frequência. A seção de choque total de absorção pode ser encontrada como feito

nos caṕıtulos anteriores por meio da seguinte formula:

σabs =
π

ω2

2∑
l=0

(2l + 1)
(
1− |e2iδl |2

)
. (4.27)

A equação para a seção de absorção no limite ω → 0 (l = 0) é dado por:

σbf
abs = 16πm2

(
1 +

a20
16m4

)(
1 + P 2

)
= 4πρ2h

(
1 + P 2

)
, (4.28)

= Aschw

(
1 +

16π2a20
A2

schw

)(
1 + P 2

)
. (4.29)
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Fazendo P = a0 = 0, o resultado da absorção para um buraco negro de Schwarzs-

child é recuperado. Note que quando P ou a0 aumenta, o valor da seção de choque de

absorção também aumenta. Assim, a presença de P 2 indica que a amplitude de absorção

para o número de multipolo l = 0 pode ser aumentado como pode ser verificado numerica-

mente na Figura 4.1(a). Além disso, podemos observar que no limite de pequenas massas

a absorção não é nula devido a contribuição da área mı́nima a0, neste limite a equação

(4.28) pode ser escrita como

σbf
abs ≈

πa20
m2

(
1 + P 2

)
=

16π2a20
Aschw

(
1 + P 2

)
=

A2
min

4Aschw

(
1 + P 2

)
. (4.30)

Como vimos nos caṕıtulos anteriores, ao contrario do caso usual, ou seja, do buraco

negro de Schwarzschild, a seção de choque de absorção e de espalhamento diferencial para

o buraco negro auto-dual é diferente de zero quando a massa vai a valores pequenos, como

vimos para os casos dos caṕıtulos anteriores. A equação (4.28) pode ser reescrito em

termos da área do horizonte de eventos para um buraco negro auto-dual

σbf
abs = 4πρ2h

(
1 + P 2

)
≈ 4πρ2h = Aauto (4.31)

onde

ρh = ρ(r+) =

√
4m2 +

a20
4m2

= 2m

(
1 +

a20
16m4

)1/2

, (4.32)

é o horizonte de eventos e A = 4πρ2h é a área do horizonte de eventos para o buraco negro

auto-dual.

4.1.2 Geodésica nula

O uso do método geodésico para obter uma expressão para seção de choque de

absorção em altas frequências foi usado nos caṕıtulos anteriores onde obtemos resultados

bem precisos comparando com a soma dos resultados parciais obtidos pelo método numé-

rico. Assim vamos repetir o processo e calcular as geodésicas agora para o caso auto-dual

(4.1) e obter uma aproximação para a seção de choque de absorção no limite de altas

frequências. Para começar temos novamente um lagrangiano da forma L ≡ 1

2
gµν ẋ

µẋν ,

onde ẋµ =
(
ṫ, ṙ, ϑ̇, ϕ̇

)
lembrando que o ponto é a derivada com respeito ao parâmetro

afim . Aplicando o elemento de linha (4.26) temos que

2L = F (r)ṫ2 − ṙ2

N(r)
− ρ2

(
ϑ̇2 + sin2 ϑϕ̇2

)
. (4.33)
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Vamos considerar trajetórias de raios de luz em um plano equatorial ϑ = π/2,

usando a equação de Hamilton Jacob podemos encontrar duas equações de movimento.

E = F (r)ṫ, L = ρ2(r)ϕ̇, (4.34)

onde novamente temos E e L como constantes relacionadas a energia e o momento angular

respectivamente. Para o estudo de geodésicas nulas temos que gµν ẋ
µẋν = 0 assim,

F (r)ṫ2 − ṙ2

N(r)
− ρ2(r)ϕ̇2 = 0. (4.35)

Substituindo os resultados da equação (4.34) temos:

ṙ =
r2

(r + r∗)
2

√
E2 − F (r)

ρ2(r)
L2, (4.36)

onde sua segunda derivada é dada por

r̈ =
1

2

[(
N ′(r)− N(r)F ′(r)

F (r)

)
E2

F (r)
−
(
N ′(r)− 2N(r)ρ′(r)

ρ(r)

)
L2

ρ2(r)

]
. (4.37)

Para um caso cŕıtico temos as seguintes condições ṙ = 0 e r̈ = 0, podemos obter o

parâmetro de impacto cŕıtico bc e raio cŕıtico rc (raio da esfera de fótons).

bc =
ρ(rc)√
F (rc)

, (4.38)

e

2ρ′(rc)F (rc)− ρ(rc)F
′(rc) = 0. (4.39)

Assim podemos encontrar a seção de choque de absorção no limite de alta frequên-

cia usando a equação abaixo,

σaf
abs = πb2c = π

ρ2(rc)

F (rc)
. (4.40)

Desta forma para encontrar a seção de choque de absorção para alta frequência

basta calcular o raio cŕıtico rc solucionando a equação (4.39) para rc, veja que para

o raio cŕıtico a equação retorna um polinômio de grau elevado, vamos assim resolver

esse problema numericamente e com o resultado usamos a equação (4.38) para obter

o parâmetro de impacto cŕıtico. Na Figura 4.4 vemos que os resultados obtidos pelo

procedimento geodésico são representadas pelas retas, enquanto as ondulações é a soma

das seções de choque parciais de absorção obtidas numericamente.
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4.2 Análise Numérica

Vamos agora apresentar os resultados numéricos obtidos pela solução da equação

radial (4.12). Na tabela 4.1 temos um rápido comparativo entre os resultados numéricos e

anaĺıticos para alguns valores de m fixando os parâmetros a0 =
√
3/2 e P = 0.1. Note que

como foi discutido a equação (4.30) só é valida para o limite de m pequeno, neste limite

o resultado numérico começa a se distanciar dos resultados anaĺıticos devido a presença

do P nas equações (4.28) e (4.30).

Tabela 4.1: Resultados anaĺıticos e numéricos para a seção de absorção para valores pequenos de m.

Os resultados estão divididos por π e o valor de P está fixado em 0.1.

m Eq. (4.28) Eq. (4.30) Numérico

1.00 16.9175 0.75750 16.7515

0.50 7.07000 3.03000 7.00055

0.30 9.87107 8.41667 9.77417

0.20 19.5839 18.9375 19.3917

0.10 75.9116 75.7500 75.1662

Na Figura 4.1(a), temos as curvas que representam a seção de choque de absorção

para l = 0 com m = 1 e a0 =
√
3/2 adotando os seguintes valores para o parâmetro

de polimérico P = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Analisando o comportamento das curvas vemos um

aumento na amplitude de absorção conforme aumenta o valor do parâmetro P , podemos

ver também a diferença entre a seção de absorção para o buraco negro auto-dual e o caso

de Schwarzschild em um determinado intervalo de frequência ω, ou seja, a presença dos

parâmetros a0 e P causam um aumento na absorção com relação ao caso convencional

de Schwarzschild. Em contrapartida esse efeito é invertido para os demais multipolos l,

como podemos ver na Figura 4.1(b) onde temos os gráficos para os valores de l = 0, 1, 2, 3

com os valores fixos m = 1 e a0 =
√
3/2 , veja que para l = 1, 2, 3 a amplitude máxima

de cada curva de absorção decaem conforme aumentamos o valor do parâmetro P e segue

para os demais valores de l isso é devido a contribuição dos multipolos no potencial (4.18)

veja que para l = 0 o termo de 1/ρ2(r) é nulo.

Um outro comportamento interessante é a seção de choque de absorção não ser

zero mesmo quando admitimos valores muito pequenos para o parâmetro m que esta
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relacionado com a massa da seguinte forma m =M/(1+P 2). Como já vimos para o caso

de um buraco negro de Schwarzschild quando tomamos a massa tendendo a zero M → 0

os efeitos de absorção são nulos. Na Figura 4.2 temos o comportamento das curvas de

absorção nesse limite com os valores dos parâmetros a0 =
√
3/2, m = 0.4 e l = 0, em

4.2(b) para alguns valores de P veja que no intervalo de frequência 0 ≤ ω ≤ 0.4 temos um

aumento da amplitude das curvas com o aumento de P . Na Figura 4.2(a) temos agora o

comportamento para diferentes valores de m vemos que a absorção não vai a zero mesmo

para valores pequenos de m.
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Figura 4.1: Em (a) temos a seção de choque parcial de absorção para l = 0, com a0 =
√
3/2, m = 1

e P = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Já em (b) comparamos os multipolos l = 0, 1, 2, 3 fixando a0 =
√
3/2, m = 1 e

P = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 (lado direito)
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Figura 4.2: Seção de choque parcial de absorção para l = 0 e a0 =
√
3/2 . Em (a) verificamos o

comportamento da absorção para P fixo em 0.1 com m = 1, 0.5, 0.3, 0.2, 0.1. Enquanto em (b) fixamos o

m em 0.4 e P = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4.
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Na Figura 4.3 temos duas analise da seção de choque diferencial de espalhamento

em função do ângulo de espalhamento. Em 4.3(a) admitimos uma frequência ω = 1,

enquanto em 4.3(b) temos ω = 3, nas duas situações variamos o parâmetro polimérico da

forma P = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Veja que para ambos os casos a influência do parâmetro P é

menos presente para ângulos pequenos. E em ângulos maiores podemos ver que quanto

maior os valores de P temos um maior deslocamento das curvas, mostrando que o parâ-

metro polimérico influência nas franjas de interferência do espalhamento. Os resultados

obtidos nesse caṕıtulo foram publicados em [85].
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Figura 4.3: Seção de choque diferencial de espalhamento com a0 =
√
3/2 e P = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, em (a)

temos o comportamento do espalhamento para uma frequência fixa em ω = 1, enquanto em (b) fixamos

em ω = 3. As curvas de cor preta representam o caso para um buraco negro de Schwarzschild quando

a0 = 0 e P = 0.
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Figura 4.4: Seção de choque total de absorção com a0 =
√
3/2, m = 1 e P = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Cada

linha representa os valores da seção de absorção para alta frequência obtido pela equação (4.40), estes

valores em ordem crescente foram 19.11, 20.26, 21.97, 24.33 e 27.
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Caṕıtulo 5

Modos quasinormais em buracos negros

Neste caṕıtulo vamos introduzir o estudo dos modos quasinormais para dois casos

espećıficos, primeiro o buraco negro de Schwarzschild com correções quânticas implemen-

tadas pelo GUP e segundo o buraco negro não-comutativo. Os modos quasinormais são

soluções das equações de perturbação que possuem frequência de oscilações caracteŕısticas

complexas e que satisfazem condições de contorno espećıficas como veremos ao decorrer

deste caṕıtulo. Essas frequências carregam informações sobre como os buracos negros

relaxam depois que a perturbação para de agir. Estas oscilações amortecidas foram pri-

meiramente estudadas na relatividade geral por Vishveshwara [86], ele analisou a evolução

de um pacote de ondas gaussiano na geometria de Schwarzschild, onde estas evoluções são

caracterizadas por três etapas, um pulso rápido inicial, seguido por oscilações amorteci-

das, que são os modos quasinormais e por último as oscilações amortecidas se tornam

um decaimento tipo lei de potência. A instabilidade das soluções define o sinal da parte

imaginária das frequências quasinormais, assim se a parte imaginaria é negativa a pertur-

bação inicial deve decair de maneira amortecida, este comportamento pode ser visto nas

Figuras 5.6 e 5.11 para os dois casos estudados aqui.

É importante lembrar também, que os modos quasinormais se aplicam a outros

sistemas f́ısicos dissipativos. Por exemplo, um sistema formado por uma corda vibrando

acoplada ao meio mecânico, transmitindo energia para esse meio. As frequências quasi-

normais caracteŕısticas dessa corda decaem com o tempo devido a dissipação com o meio.

Outro exemplo é a vibração de uma taça de vidro, perturbada por uma leve batida. A

taça começa a soar, com um conjunto ou superposição, de suas frequências naturais, esses

modos são normais se a taça cont́ınua soando para sempre. Já se a amplitude da oscilação
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decai com o tempo, então chamamos seus modos de quasinormais. Assim, vemos que esses

modos quasinormais estão presentes no cotidiano, como no espaço-tempo na relatividade

geral.

Nos últimos anos o estudo dos modos quasinormais tem sido estimulado princi-

palmente pela detecção de ondas gravitacionais que surgem da fusão de buracos negros e

estrelas de nêutrons apresentada pela colaboração LIGO-VIRGO [44, 45]. Uma fase de

reverberação surge do sinal das ondas gravitacionais detectadas no processo de fusão do

buraco negro. Assim, seu espectro de frequência e tempo de amortecimento podem ser

analisados estudando modos quasinormais. No campo teórico atualmente pode-se encon-

trar diversos métodos para obtenção dos modos quasinormais, nesta tese vamos empregar

dois método bastante utilizados na literatura atual. A primeira, faz uso da aproximação

WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)[87, 88, 89] e o segundo método é numérico, usando

uma técnica desenvolvida por Leaver [90] para obter os modos quasinormais. Por sim-

plicidade, vamos tratar da propagação de um campo escalar sem massa os procedimento

anaĺıtico e numérico serão discutidos com mais detalhes ao longo do caṕıtulo.

5.1 Buraco negro com GUP

Como visto no Caṕıtulo 3, a correção quântica para um buraco negro modificam

a seção de choque de absorção e o espalhamento diferencial. Com isso podemos presumir

que essas correções possam modificar os resultados para modos quasinormais, assim vamos

verificar a influência da parte linear e quadrática, como também no limite de pequenas

massas M → 0. Os cálculos para a equação de onda para um buraco negro de Schwarzs-

child com GUP já foi discutido no Caṕıtulo 3 aqui não entraremos em detalhes, vamos

relembrar apenas alguns pontos. O elemento de linha é dado da forma

ds2 = f(r)dt2 − f(r)−1dr2 − r2dΩ2, (5.1)

onde

f(r) = 1− rhgup
r

, (5.2)

e rhgup é dado por

rhgup = 2Mgup = 2M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
. (5.3)
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Novamente temos os parâmetros α e β que representam respectivamente a parte

quadrática e linear da correção. Agora lembrando o procedimento feitos nos caṕıtulos

anteriores vamos considerar um campo escalar sem massa descrita pela equação de Klein-

Gordon

1√
−g

∂µ

(√
−ggµν∂νΨ

)
= 0, (5.4)

decompondo o campo em termos dos esféricos harmônicos Ψ = Rωl(r)
r

Ylm(ϑ, ϕ)e
−iωt, a

equação radial pode ser escrita da seguinte forma

r(r − rhgup)
2d

2Rωl(r)

dr2
+ rhgup(r − rhgup)

dRωl(r)

dr
+ r3

(
ω2 − Vef

)
Rωl(r) = 0, (5.5)

ou como já vimos em coordenadas tortoise

d2Rωl(x)

dx2
+
[
ω2 − Vef

]
Rωl(x) = 0, (5.6)

sendo x = r + rhgup log(r − rhgup). O potencial Vef que aparece nas equações radiais é

dado da seguinte forma

Vef =
(r − rhgup)

r3

[rhgup
r

+ l(l + 1)
]
. (5.7)

Como já vimos os modos quasinormais correspondem a soluções da equação de

onda (5.6), que satisfazem os requisitos de ondas puramente de sáıda no infinito e ondas

puramente de entrada no horizonte de eventos, da seguinte forma:

Rωl(x) ∼ ±e±iωx, x→ ±∞. (5.8)

Vamos usar as condições acima em dois métodos distintos, com o objetivo de

obter os modos quasinormais. O primeiro a aproximação WKB, muito usada devido a

similaridades das equações radias obtidas, em diversos casos de buracos negros, com as

equações da mecânica quântica, no estudo de espalhamento por uma barreira potencial,

onde aqui temos um potencial que vai a zero em ±∞, para a coordenada x, descrevendo

um potencial tipo “sino”. O segundo método vem dos estudos de Leaver, para obter as

frequências quasinormais a partir de um método de fração cont́ınua.

5.1.1 Aproximação WKB

Os primeiros trabalhos usando a aproximação WKB para calcular os modos quasi-

normais foram feitos por Schutz e Will [87], estes cálculos para uma primeira aproximação
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estão detalhadas no Apêndice B. Posteriormente alguns trabalhos surgiram trazendo me-

lhorias na precisão, considerando mais termos na expansão usada no método, destacamos

aqui dois trabalhos importantes na melhoria da aproximação, como o mostrado por Iyer

[88] com correções até terceira ordem, e por Konoplya [89] com correções até sexta or-

dem, este último usado nesta tese. Uma comparação entre as correções com o aumento

da ordem de aproximação, para o método e a melhoria na precisão dos resultados para

diversas situações pode ser encontrados no trabalho do Konoplya [91].

Nesta tese vamos aplicar a aproximação WKB de sexta ordem, este método é

muito usado na literatura por apresentar resultados bastantes satisfatórios comparados

com resultados numéricos. Assim a formula para obter as frequências quasinormais com

correções até sexta ordem, encontradas por Konoplya, é escrita da seguinte forma

i (ω2
n − V0)√
−2V ′′

0

−
6∑

j=2

Ωj = n+
1

2
, (5.9)

onde V0 é o potencial efetivo máximo no ponto r0. As aspas (′′) corresponde a derivada

segunda em relação a coordenada tartaruga e Ωj são correções. Podemos obter o ponto

r0 resolvendo a equação V ′
0 = 0,

r0 =
M

2

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
Λ(l) =

Mgup

2
Λ(l), (5.10)

onde

Λ(l) =
1

l(l + 1)

{
3 [l(l + 1)− 1] +

√
9 + l(l + 1) [14 + 9l(l + 1)]

}
. (5.11)

Aqui vamos verificar também o comportamento para o caso da massa M pequena,

ou seja, se M → 0 podemos expandir a equação acima em series de potência para obter

uma expressão que neste caso é dado por

r0 =
2Λ(l)β

M
− Λ(l)α +

Λ(l)M

2
+ · · ·+O(M3). (5.12)

Assim, temos tudo para encontrar as frequências quasinormas ωn. As correções até

sexta ordem Ωj são bastante extensas, mais podem ser encontradas no apêndice em [89].

Os nossos resultados estão apresentados nas Tabelas (5.1-5.4).

Reflexão e Transmissão

A aproximação WBK pode ser usada também para obter os coeficientes de trans-

missão e reflexão, assumindo condições apropriadas. Este estudo possibilita obter resul-

tados sobre a seção de absorção para o buraco negro em estudo, aqui o objetivo é verificar
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o método WKB comparando com os resultados obtidos no Caṕıtulo 3, onde detalhamos

o estudo de espalhamento e absorção para um buraco negro com GUP. Vamos iniciar

analisando as condições de contorno aplicadas a equação radial em termos da coordenada

tartaruga. Aqui temos duas situações diferentes, a primeira, quando as ondas se aproxi-

mam do horizonte de eventos, e a segunda quando se afastam para o infinito. Estas duas

situações são representadas nas equações abaixo

Rωl =

e
−iωx +Reiωx, x→ ∞,

T eiωx, x→ −∞,

(5.13)

onde R e T representam os coeficientes de reflexão e transmissão respectivamente. Neste

ponto, para aplicar o método WKB para o processo de espalhamento, definimos n+1/2 =

K na equação (5.9)

K =
i (ω2 − V0)√

−2V ′′
0

−
6∑

j=2

Ωj(K), (5.14)

aqui ω é real e os termos de correção Ωj são agora funções de K. Resolvendo a equação

(5.14) para K, podemos usar o resultado para encontrar o coeficiente de transmissão T e

a reflexão R, e então temos a seguinte relação entre os termos [87]:

|R|2 =
1

1 + e−2iπK , 0 < |R|2 < 1, (5.15)

|T |2 =
1

1 + e2iπK
= 1− |R|2. (5.16)

Na Figura 5.1, temos os resultados para o coeficiente de transmissão, aplicando a

aproximação WKB de sexta ordem. Veja que as curvas anaĺıticas (aproximação WKB)

e numéricas (resultados obtidos no Caṕıtulo 3) são muito próximos para l = 2 e l = 3,

mostrando um bom resultado.

Além disso, podemos obter a seção de choque de absorção e comparar com os

resultados obtidos no Caṕıtulo 3, isso pode ser feito usando a equação que relaciona o

coeficiente de transmissão e a seção de absorção dada por

σabs =
π

ω2

∞∑
l=0

(2l + 1) |T |2. (5.17)

Na Figura 5.2, mostramos que o resultado para a seção de absorção obtidas pela

aproximação WKB de sexta ordem (linha cinza sólida) e os resultados obtidos numerica-

mente (linha preta tracejada). Na Figura 5.2(a), temos os resultados considerando apenas
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Figura 5.1: Coeficiente de transmissão (a) para α = 0 e β = 0.01, 0.02, 0.03 ; enquanto para (b)

α = 0.02, 0.04, 0.06 e β = 0 todos com M = 1.

a parte quadrática assumindo os valores α = 0 e β = 0.03 para os multipolos l = 1, 2, 3

e 4. Já na Figura. 5.2(b), fazemos o contrario adotamos apenas a parte linear assumindo

α = 0.06 e β = 0 para os multipolos l = 1, 2 e 3. É importante mencionar que a aproxi-

mação funciona muito bem para valores l ≥ 1 e valores da frequência não muito pequenas.
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Figura 5.2: Seção de choque de absorção obtidos pelo WKB de sexta ordem, comparado com o resultado

obtidos pelo método numérico descrito no Caṕıtulo 3.

5.1.2 Método fração cont́ınua

Os resultados obtidos pela aproximação WKB podem ser verificados usando um

método numérico. Nesta seção vamos obter as frequências quasinormais, pelo método

que inicialmente foi introduzido por Leaver, inspirado por uma técnica para calcular os

autovalores de energia do ı́on H+
2 . Leaver calculou numericamente os modos quasinormais
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para um buraco negro de Schwarzschild e Kerr [90] e depois para Reissner-Nordström [92].

Esta técnica consiste em expressar a solução para a equação de onda, com condições de

contorno adequadas para os modos quasinormais como já mencionamos, em uma serie de

potência convergente, exceto no limite assintótico r → ∞. Quando assumimos também

uma convergência no infinito, obtemos uma relação fracionária cont́ınua que deve ser

satisfeita pelos coeficientes da expansão da série de potências. Assim, a equação radial

(5.5) tem as seguintes condições de contorno:

Rωl(r) ≈

(r − rhgup)
−iωrhgup , r → rhgup,

riωrhgupeiωr, r → ∞.

(5.18)

A solução para a equação (5.5) que satisfaz as condições de contorno podem ser expandidas

em série de potência em torno (r = rhgup) da seguinte forma

Rωl(r) =

(
r − rhgup

r

)−iωrhgup

riωrhgupeiω(r−rhgup)

∞∑
k=0

ak

(
r − rhgup

r

)k

. (5.19)

Uma forma simples de verificar essa solução é pegando o primeiro termo da soma-

tória e assumindo a0 = 1, desta forma retornamos a primeira condição de contorno (5.18)

onde r → rhgup. Voltando ao método, aplicando a equação (5.19) em (5.5) nos obtemos a

seguinte relação de recorrência

A0a1 +B0a0 = 0, (5.20)

Akak+1 +Bkak + Ckak−1 = 0, k ≥ 1. (5.21)

Os coeficientes para a relação de recorrência Ak, Bk e Ck são funções simplesmente

de k, ω, l e o raio do horizonte com correção quântica rhgup.

Ak = (1 + k) (1 + k − 2irhgupω) ,

Bk = −
[
1 + l(l + 1) + 2k(1 + k)− 4irhgupω − 8ikrhgupω − 8r2hgupω

2
]
, (5.22)

Ck = k2 − 4ikrhgupω − 4r2hgupω
2.

A condição de contorno no infinito será satisfeita para valores de frequência qua-

sinormais tal que ω = ωn, de modo que a série (5.19) seja absolutamente convergente.

Assim, temos uma relação de recorrência com três termos para determinar o coeficiente

ak, e podemos escrever em termos de um relação fracionária cont́ınua [93],

ak+1

ak
=

−Ck+1

Bk+1 −
Ak+1Ck+2

Bk+2 −
Ak+2Ck+3

Bk+2 − ...

, (5.23)

62



que pode também se escrito da forma

ak+1

ak
=

−Ck+1

Bk+1−
Ak+1Ck+2

Bk+2−
Ak+2Ck+3

Bk+3 − ...
. (5.24)

Obtemos a equação caracteŕıstica para as frequências quasinormais, evoluindo a equação

(5.24) para k = 0 e comparando o resultado com a1/a0 = −B0/A0 obtido em (5.20)

0 =
B0

A0

− C1

B1−
A1C2

B2−
A2C3

B3 − ...
. (5.25)

Veja que se truncarmos a fração cont́ınua acima em um ı́ndice suficientemente

grande, podemos obter as frequências quasinormais ωn, calculando as ráızes da equação

resultante numericamente. No entanto, a equação (5.25) é mais usada para encontrar a

frequência fundamental, ou seja, a raiz mais estável. Assim a forma mais conveniente de

encontrar as demais frequências quasinormais é inverter a equação, de modo a ficar da

seguinte forma

Bk −
Ak−1Ck

Bk−1−
Ak−2Ck−1

Bk−2−
· · · A0C1

B0−
=
AkCk+1

Bk+1−
Ak+1Ck+2

Bk+2−
· · · . (5.26)

Para complementar o método, é importante verificar o comportamento para k

grande como feito por Nollert [94], ele percebeu que a convergência do método de Leaver

pode ser melhorada se estimar um erro associado ao truncamento da fração cont́ınua.

Assim vamos analisar a equação (5.21) no limite de k grade organizando da seguinte

forma,

Ak
ak+1

ak
+Bk + Ck

ak−1

ak
= 0. (5.27)

Vemos que, lim
k→∞

(ak+1/ak) ≃ 1, e podemos obter uma expressão mais completa expandindo

ak+1/ak em série de potência em termos de
√
k

lim
k→∞

(
ak+1

ak

)
=

∞∑
i=0

Cik−i/2 = C0 +
C1√
k
+

C2
k

+
C3
k3/2

+ · · · . (5.28)

Considerando apenas os três primeiros termos da série a cima e admitindo C0 = 1 temos

que

lim
k→∞

(
ak+1

ak

)
≈ 1 +

C1√
k
+

C2
k

+ · · · , (5.29)

lim
k→∞

(
ak+1

ak

)
≈ 1− C1√

k
+

(C1)2 − C2
k

+
C1 (2C2 − 1/2− (C1)2)

k3/2
+ · · · , (5.30)

aqui para obter a equação (5.30) basta fazer k = k − 1 na equação (5.29) e expandir

em termos de k grande. Agora para obter os valores de C1 e C2 substitúımos essas duas
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expressões (5.29) e (5.30) na equação(5.27) no regime de k grande restringindo até termos

da ordem de k−3/2 para obter

(C1)2 + 2iωrhgup
k

− C1 (−3 + 2(C1)2 − 4C2 − 4iωrhgup)

2
k3/2 ≈ 0, (5.31)

encontramos os seguintes valores:

(C1)2 = −2iωrhgup, (5.32)

C2 = −2iωrhgup −
3

4
(5.33)

Assim temos que,

lim
k→∞

ak+1

ak
= 1±

√
−2iωrhgup√

k
− 3 + 4iωrhgup

4k
. (5.34)

5.1.3 Comparando os resultados

Neste ponto, apresentamos e comparamos os resultados obtidos pela aproximação

WKB e o numérico, inicialmente temos as Tabelas (5.1 - 5.4) onde assumimos dois casos

l = 1, 2, assim podemos ver a influência dos multipolos l sobre os modos quasinormais. Nas

Tabelas 5.1 e 5.2, temos os resultados para os modos quasinormais considerando M = 1.

Quando fixamos um valor do parâmetro α e aumentamos os valores de β, notamos uma

diminuição na parte real e imaginária da frequência quasinormal. Isso mostra que a parte

quadrática nessas condições contribui para a diminuição da frequência quasinormal. Nas

Tabelas 5.3 e 5.4, exibimos os resultados no limite de massa pequena para representar

essa situação fixamos M = 0, 05. Este resultado é bastante interessante, pois mostra que

mostra a influência da parte quadrática do GUP (β ̸= 0).

Sabemos que as frequências quasinormais associadas ao campo escalar têm uma

parte imaginaria negativa isso significa que os modos quasinormais decaem exponenci-

almente com o tempo perdendo energia na forma de ondas escalares [95]. Em outras

palavras as frequências quasinormais que são dadas por ω = ωR− iωI , onde ωR representa

a frequência da oscilação e ωI fornece a escala de tempo de amortecimento, assim para que

um buraco negro seja estável temos que ωI > 0. Podemos verificar esses efeitos do GUP

em modos quasinormais e estabilidade pelo gráfico de frequência em função dos modos

(n) conforme mostrado na Figura 5.3, no qual dividimos a parte real e imaginaria das

frequências para l = 1, 2, 3 e M = 1. Isso causa uma pequena mudança nas curvas que é

mais percept́ıvel para l = 1, enquanto a adição do parâmetro β causa uma mudança sendo
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mais percept́ıvel para a parte imaginária da frequência principalmente para n grandes.

Note que aumentando l e o parâmetro β a parte real e imaginária se aproximam do eixo

horizontal mas nunca cruzam o eixo, ou seja, não há mudanças de sinal. Este efeito é

mais percept́ıvel para a parte imaginária da frequência. Assim, o resultado indica que o

buraco negro se mantém estável sob a perturbação do campo escalar.

Na Figura 5.4 temos os resultados das frequências quasinormais em um plano

complexo para três famı́lias multipolos l = 0, 1, 2. Na Figura 5.4(a) consideramos apenas

a parte quadrática (α = 0). Ao comparar com o caso de Schwarzschild (curvas pretas), as

curvas se movem para a esquerda com o aumento do parâmetro β, enquanto para a parte

linear apenas (β = 0), conforme mostrado na Figura 5.4(b), as curvas se movem para a

direita em relação ao caso Schwarzschild quando aumentamos o parâmetro α.

5.1.4 Domı́nio temporal

Como forma de complementar o estudo, podemos ainda verificar o papel dos modos

quasinormais em um espalhamento dependente do tempo, ou seja, investigar as pertur-

bações escalares no domı́nio do tempo. Sabendo que uma perturbação no espaço tempo

de Schwarzschild evolui em três fases: Uma fase transitória inicial que depende dos da-

dos iniciais, um modo de toque quasinomal e uma terceira o decaimento polinomial. As

oscilações amortecidas possuem frequências que dependem apenas dos parâmetros que

caracterizam o buraco negro. Vamos começar reescrevendo a equação de onda (5.6) sem

impor o ansatz estacionário ψ ∼ R(r)e−iωt, temos então a seguinte forma.

∂2ψ

∂t2
− ∂2ψ

∂x2
+ Vefψ = 0. (5.35)

A técnica de integração da equação de onda acima no domı́nio temporal, foi de-

senvolvida por Gundlach e colaboradores [96]. Escrevendo a equação de onda em termos

das coordenadas de cone de luz u = t−x e v = t+x a equação de onda pode ser reescrita

como (
4
∂2

∂u∂v
+ V (u, v)

)
ψ(u, v) = 0. (5.36)

A equação (5.36) pode ser integrada numericamente pelo método diferenças finitas,

usando expansão de Taylor temos

ψ(u+ h, v + h) = −ψ(u, v) + ψ(u+ h, v) + ψ(u, v + h)

−h
2

8
V (u, v) [ψ(u+ h, v) + ψ(u, v + h)] +O

(
h2
)

(5.37)
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Figura 5.3: Frequências quasinormais, parte real e imaginaria em função de n. Temos de cima para

baixo a distribuição na ordem crescente do número de multipolo de l = 1 até l = 3, enquanto da esquerda

para direita temos a variação do parâmetro α para 0, 0.02 e 0.06. Para todos os gráficos assumimos a

mesma variação de β (0, 0.01, 0.02 e 0.03). Observe que quando alteramos os valores de α (da esquerda

para a direita) temos uma variação muito sutil nas curvas, que são mais percept́ıveis para n > 5.

onde h é o comprimento do passo para u e v, ou seja, já consideramos que o passo será

o mesmo para ambos os eixos. Veja que a equação (5.37) nos permite calcular os valores

de ψ dentro de uma região, que é constrúıdo sobre duas superf́ıcies nulas u = u0 e v = v0

como mostra na Figura 5.5, a partir dos dados inicias especificados. Escolhendo um perfil

inicial Gaussiano centrado em v = vc e largura σ em u = u0,

ψ(u = u0, v) = Ae−(v−vc)2/2σ2

, ψ(u, v = v0) = ψ0 (5.38)

Aqui sem perda de generalidade podemos assumir que ψ0 = 0. Uma vez definido

os valores iniciais, a integração nas linhas onde u = constante no sentido que aumenta

v. Os resultados foram obtidos levando em conta os seguintes valores para os parâmetros

da Gaussiana, uma largura σ = 3.0 centrada em vc = 10 e com uma amplitude A = 1 e
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Figura 5.4: Plano complexo para os modos quasinormais, considerando os seguintes parâmetros: l = 0

(circulo), l = 1 (quadrado), l = 2 (diamante). Em (a) consideramos apenas a parte quadrática da correção

fazendo α = 0 e β ≥ 0: β = 0 (preto), β = 0.01, (vermelho) β = 0.02 (azul) e β = 0.03 (verde). Em

(b) consideramos apenas a parte linear da correção, definindo da forma, β = 0 e α ≥ 0: α = 0 (preto),

α = 0.02, (vermelho) α = 0.04 (azul) e α = 0.06 (verde).

u

v

h

h

(u , v)

(u+ h , v + h)

(u+ h , v)

(u , v + h)

Figura 5.5: Ilustração do grid de integração, cada quadrado do grid representa uma etapa da integração.

O quadrado em destaque representa uma etapa especifica da integração. Os eixos v e u representa os

dados iniciais e h o comprimento do passo.

u0 = 0. Trabalhamos com um grid onde u e v ambos estavam em um intervalo de 0 à 500

com 2500 pontos nesse intervalo, sendo assim h = 0.2, esse ajuste foi suficiente para um

bom resultado como mostra nas Figuras 5.6 seguintes.

Nos gráficos da Figura 5.6 consideramos a influência das correções quânticas no

domı́nio temporal da função de onda. Nos dois gráficos temos três cenários, o primeiro

apenas influência da parte linear (linha cont́ınua azul) o segundo apenas parte quadrática

(linha cont́ınua vermelha) e comparamos com o caso clássico para o buraco negro de

Schwarzschild (linha pontilhada). Podemos observar o domı́nio das oscilações amortecidas

até v ∼ 100 para l = 0 e v ∼ 200 para l = 1, antes de ser assumido por um decaimento

polinomial. Olhando para o caso onde temos apenas parte linear vemos que a duração

das oscilações é um pouco menor comparando com o caso clássico (linha pontilhada),
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Figura 5.6: Graficos Log-log para a função de onda em x = 10M , comparando o caso de Schwarzschild

com os efeitos dos parâmetros α e β.

enquanto que se consideramos apenas a parte quadrática temos um prolongamento e as

oscilações duram mais, como podemos ver melhor para l = 1. Esse comportamento condiz

com o que foi obtido na seção de resultados, veja nas tabelas que a parte real da frequência

aumenta quando aumentamos o valor de l, além disso a parte imaginária que representa

a escala de tempo de amortecimento também correspondem ao mostrado na Figura 5.6.

5.2 Buraco negro não-comutativo

No Caṕıtulo 2 introduzimos o estudo de espalhamento para o buraco negro não-

comutativo, agora iremos estudar os modos quasinormais para a métrica não-comutativa.

Usando as técnicas apresentadas na seção anterior para a métrica com correções quânticas

pelo GUP. Relembrando o elemento de linha para um buraco negro de Schwarzschild não-

comutativo descrito no Caṕıtulo 2:

ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2dΩ2, (5.39)

com

f(r) = 1− 2M

r
+

8M
√
θ√

πr2
, (5.40)

=
1

r2
(r − r+) (r − r−) , (5.41)
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onde

r+ =M +

√
M2 − 8M

√
θ/π ≈ 2M − 4

√
θ

π
, (5.42)

r− =M −
√
M2 − 8M

√
θ/π ≈ 4

√
θ

π
, (5.43)

que representam o raio do horizonte de eventos e o horizonte Cauchy respectivamente. As-

sim, no próximo passo vamos novamente considerar um campo escalar sem massa descrita

pela a equação de Klein-Gordon, aplicando o método de separação de variáveis, podemos

montar uma equação radial da seguinte forma:

(r − r−) (r − r+)
d2Rωl(r)

dr2
+ r2

df(r)

dr

dRωl(r)

dr
+

[
ω2r4

(r − r−) (r − r+)

−rdf(r)
dr

− l(l + 1)

]
Rωl(r) = 0. (5.44)

reduzindo a equação radial (5.44) para uma equação tipo de Schrödinger introduzindo a

coordenada tortoise como feito no Caṕıtulo 2 temos

d2Rωl(x)

dx2
+
[
ω2 − Vef

]
Rωl(x) = 0, (5.45)

onde x novamente é dado por

x = r +
r2−

r− − r+
log(r − r−)−

r2+
r− − r+

log(r − r+), (5.46)

e o potencial

Vef =
(r − r+)(r − r−)

r4

[
(r+ + r−)

r
− 2r−r+

r2
+ l(l + 1)

]
. (5.47)

5.2.1 Aproximação WKB

Como já vimos à aproximação WKB é bastante eficiente para obter os modos

quasinormais, isso para espaço tempo assintoticamente plano ou que admitem soluções

ondulatórias no infinito espacial. Assim vamos novamente aplicar a aproximação WKB

de sexta ordem para obter os modos quasinormais de um buraco negro não-comutativo,

usando a equação seguinte

i (ω2
n − V0)√
−2V ′′

0

−
6∑

j=2

Ωj = n+
1

2
, (5.48)

lembrando que Ωj são termos de correção para o modelo. Temos também que V0 é o

potencial efetivo máximo no ponto x0. Obtemos o valor de x0 fazendo V
′
0 = 0. Na Figura

71



5.7 temos as curvas para o potencial efetivo em função da coordenada tartaruga para

l = 1, 2 e Θ = 0.0, 0.05, 0.10, 0.12 como já definimos no Caṕıtulo 2, o parâmetro não

comutativo definido da forma Θ =
√
θ/(M

√
π). Nas Tabelas (5.5 - 5.7) apresentamos os

resultados obtidos pela aproximação WKB de sexta ordem.
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Figura 5.7: Potencial efetivo Vef em função da coordenada tortoise x em (a) l = 1 e (b) l = 2.

Nessa etapa vamos analisar o espalhamento como feito na seção anterior e verificar

os resultas com os obtidos no Caṕıtulo 2. Temos a seguinte relação assumindo que K é

puramente imaginário

i
(
ω2 − V0

)
−
√

−2V ′′
0

(
K +

6∑
j=2

Ωj(K)

)
= 0. (5.49)

Novamente usando as seguintes relações:

|R|2 = |Asai|2

|Aent|2
=

1

1 + e−2iπK , 0 < |R|2 < 1, (5.50)

|T |2 = |Atr|2

|Aent|2
=

1

1 + e2iπK
= 1− |R|2. (5.51)

Podemos encontrar os coeficientes calculando os valores de K obtidos resolvendo a

equação (5.49). Na Figura 5.8 temos o coeficiente de transmissão em função da frequência

ω usando os resultados numéricos obtidos no Caṕıtulo 2 para comparar os resultados,

usamos os seguintes valores para os parâmetros l = 1, 2, 3 e Θ = 0.05, 0.12.

5.2.2 Fração cont́ınua

Agora, novamente vamos aplicar o método da fração cont́ınua para o caso não-

comutativo. Iniciamos analisando a equação radial (5.44) sujeita as condições de con-
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Figura 5.8: Coeficiente de transmissão para três multipolos l = 1, 2, 3 e Θ = 0.05 em (a) e Θ = 0.12 em

(b). Podemos notar que a aproximação WKB e resultado numérico apresentado no Caṕıtulo 2 são bem

próximos para esses valores de multipolos.

torno no infinito r → ∞ e próximo ao horizonte de eventos r → r+ obtendo as soluções

assintóticas da seguinte forma

Rωl(r) ≈

e
iωrriω(r−+r+), r → ∞,

e−iωr+ (r+ − r−)
−iωr2−/(r−−r+) (r − r+)

iωr2+/(r−−r+) , r → r+.

(5.52)

Assim considerando uma solução em série de potência em torno de (r = r+), escrita na

forma

Rωl(r) =
r

r − r−
(r − r−)

iω(r++r−)

(
r − r+
r − r−

) −iωr2+
r+−r−

eiωr
∞∑
k=0

ak

(
r − r+
r − r−

)k

, (5.53)

onde considerando a0 = 1 no limite r → rh retornamos a segunda solução em (5.52). Apli-

cando a solução na equação (5.44) aplicando o método de Frobenius obtemos a seguinte

relação de recorrência conectadas por três termos

A0a1 +B0a0 = 0, (5.54)

e

Akak+1 +Bkak + Ckak−1 = 0, k ≥ 1. (5.55)
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Os coeficientes da relação de recorrência Ak, Bk e Ck são funções simples de k e dos

parâmetros ω, l e os raios r− e r+:

Ak = (1 + k) [r− (k + 1)− r+ (1 + k − 2iωr+)] , (5.56)

Bk = r+ [l(l + 1) + 1 + 2 (k − 2iωr+) (1 + k − 2iωr+)]

−r− [l(l + 1) + 1− 2iωr+ + 2k (1 + k − 2iωr+)] , (5.57)

Ck = [k − 2iω (r− + r+)]
[
k (r− − r+) + 2iωr2+

]
. (5.58)

Veja que, como o caso com GUP, substituindo a solução (5.53) na equação radial

(5.45) obtemos diretamente uma relação de recorrência de três termos, o que facilita o uso

do método fração cont́ınua. Isto ocorre porque tanto a métrica para o buraco negro com

o GUP, quanto o caso não comutativo, resultarem em uma equação de onda esferoidal

generalizada [97] cujas as soluções são conectadas por relações de recorrência de três

termos, como podemos ver com mais detalhes no Apêndice C. Entretanto, o método de

Leaver não é necessariamente limitado a uma relação de recorrência deste tipo, podendo

usar métodos de redução quando temos mais de três termos como em [92].

As condições de contorno no infinito são satisfeitas para frequências quasinormais

da forma ω = ωn, de modo que a série em (5.53) seja absolutamente convergente. Assim,

temos uma relação de recorrência com três termos, para determinar os coeficientes ak

escrevemos me termos de uma fração cont́ınua

ak+1

ak
=

−Ck+1

Bk+1 −
Ak+1Ck+2

Bk+2 −
Ak+2Ck+3

Bk+2 − · · ·

, (5.59)

que também pode ser organizado de outra forma como,

ak+1

ak
=

−Ck+1

Bk+1−
Ak+1Ck+2

Bk+2−
Ak+2Ck+3

Bk+3 − · · ·
. (5.60)

Obtemos a equação caracteŕıstica para as frequências quasinormais assumindo k =

0 em (5.60) e comparando com a1/a0 = −B0/A0 obtido em (5.54), encontramos a seguinte

relação

0 =
B0

A0

− C1

B1−
A1C2

B2−
A2C3

B3 − · · ·
. (5.61)

Com a equação acima, obtemos as frequências quasinormais ωn, apenas calculando

as ráızes numericamente. No entanto, a equação (5.61) é mais usada para encontrar a
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frequência fundamental no caso da raiz mais estável, assim uma outra forma de encontrar

os modos é inverter esta equação para um valor grande de k como segue

Bk −
Ak−1Ck

Bk−1−
Ak−2Ck−1

Bk−2−
· · · A0C1

B0

=
AkCk+1

Bk+1−
Ak+1Ck+2

Bk+2−
· · · . (5.62)

Para complementar a análise, verificaremos o comportamento de k muito grandes.

Organizando a equação (5.55) dividindo por ak para obter

Ak
ak+1

ak
+Bk + Ck

ak−1

ak
= 0, (5.63)

podemos ver que, lim
k→∞

(ak+1/ak) ≃ 1, assim expandindo ak+1/ak em serie de potência em
√
k,

lim
k→∞

ak+1

ak
=

∞∑
i=0

Cik−i/2 = C0 +
C1√
k
+

C2
k

+
C3
k3/2

+ · · · . (5.64)

Considerando a expansão da série até o terceiro termo e assumindo que C0 = 1 temos

lim
k→∞

ak+1

ak
≈ 1 +

C1√
k
+

C2
k

+ · · · , (5.65)

lim
k→∞

ak−1

ak
≈ 1− C1√

k
+

(C1)2 − C2
k

+
C1 (2C2 − 1/2− (C1)2)

k3/2
+ · · · . (5.66)

Para obter os valores de C1 and C2, substitúımos essas duas expressões acima na equação

(5.63) no regime de k muito grande, fazendo as multiplicações e restringindo até termos

da ordem k−3/2 para obter

(C1)2 − 2iω (r− − r+)

k
− C1

2

[−3 + 2(C1)2 − 4C2 − 4iω (r− + r+)]

k3/2
≈ 0, (5.67)

assim temos que:

(C1)2 = 2iω (r− − r+) , (5.68)

C2 = −2iωr+ − 3

4
. (5.69)

Agora temos,

lim
k→∞

ak+1

ak
≈ 1±

√
2iω (r− − r+)√

k
− 2iωr+ + 3/4

k
, (5.70)

vemos que no limite r− → 0 e r+ → 1, recuperamos os resultados para o caso de Schwarzs-

child encontrados por Leaver.
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5.2.3 Comparando os resultados

Nas Tabelas (5.5 - 5.7), apresentamos alguns resultados para os modos quasi-

normais calculados usando a aproximação WKB de sexta ordem, e o método de fração

cont́ınua de Leaver descrito na seção anterior admitindo M = 1 para vários valores de

Θ =
√
θ/π, l e n. Vemos que os resultados entre os métodos se aproximam quando l > 1,

isto é, devido a instabilidade do método WKB para pequenos números multipolares prin-

cipalmente próximos de zero esta instabilidade também pode ser observada nos gráficos

da Figura 5.9. Como já discutido um detalhe importante está no sinal da parte imaginária

que é sempre negativo quando a frequência está associada ao campo escalar. Uma justifi-

cativa para isso se deve à queda exponencial dos modos quasinormais ao longo do tempo

pela perda de energia na forma de ondas escalares Figura 5.11. Podemos ver a influên-

cia nos modos quasinormais para o caso não-comutativo admitindo valores para Θ onde

Θ = 0 retorna ao caso Schwarzschild. Com o aumento do parâmetro não-comutativo Θ,

temos um aumento na parte real da frequência quasinormais, enquanto a parte imaginária

começa a crescer e depois diminui.

Outra forma de visualizar os efeitos do parâmetro não-comutativo é através dos

gráficos da Figura 5.9, esses gráficos foram obtidos usando o método WKB. Temos os mo-

dos quasinormais onde separamos no gráfico a parte real (superior) e a parte imaginária

(inferior). Os modos são baseados em n para os seguintes números multipolares l = 1, 2, 3

e 4, para os quais vemos que os resultados se tornam mais lineares com os resultados va-

riando Θ e l = 3 e 4. Assim, na Figura 5.9 observamos que, ao variar l e o parâmetro θ, a

parte imaginária da frequência não cruza o eixo horizontal nem muda de sinal, indicando

que o buraco negro permanece estável devido à perturbação escalar. Além disso, é inte-

ressante fazer um gráfico para o plano complexo como na Figura 5.10 onde consideramos

três famı́lias de multipolos l = 1, 2, 3 e variando Θ como segue 0 (preto), 0, 05 (vermelho),

0, 10 (azul), 0, 12 (verde). O painel esquerdo foi obtido pela aproximação WKB e o painel

direito pelo método de fração cont́ınua (numérico). Aqui podemos ver novamente que

o WKB se aproxima melhor do numérico para valores maiores de l, por exemplo para

l = 1(ćırculos) com apenas cinco pontos (referentes a valores de n) já é posśıvel ver bem a

diferença com o resultado numérico. Podemos ver que o efeito da não comutatividade faz

com que as curvas se desloquem para direita. Também vemos que para o caso extremo

Θ = 0, 12 a curva se inclina mais para a esquerda.
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Figura 5.9: Partes reais e imaginárias das frequências quasinormais, em função de n. Para l = 1 as

curvas de frequência são bastante dispensar com o aumento de n, enquanto para l = 3, 4 as curvas da

parte real são mais constantes.
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Figura 5.10: Plano complexo para os modos quasinormais. No gráfico (a) temos os resultados obtidos

pela aproximação WKB, enquanto em (b) usamos fração cont́ınua. Os marcadores denotam o número

multipolar como: l = 1(ćırculo), l = 2(quadrado) e l = 3(diamante), enquanto as cores denotam o valor

do parâmetro não-comutativo Θ = 0(preto), Θ = 0.05(vermelho), Θ = 0.10(azul) e Θ = 0.12(verde).
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5.2.4 Domı́nio temporal

Agora vamos analisar o domı́nio temporal da função de onda para o caso não-

comutativo, o procedimento é similar ao feito na seção anterior para buracos negros com

GUP. Onde usando coordenada nulas u e v temos uma equação do tipo(
4
∂2

∂u∂v
+ V (u, v)

)
ψ(u, v) = 0.

Que pode ser integrada numericamente usando o método diferenças finitas. Assim esco-

lhemos um perfil gaussiano da mesma forma

ψ(u = u0, v) = Ae−(v−vc)2/2σ2

, ψ(u, v = v0) = ψ0. (5.71)

Aplicando em uma equação do tipo (5.37) e usando os mesmos parâmetros descritos

na seção anterior para a integração numérica, ou seja, assumimos uma gaussiana com

largura σ = 3.0 centrada em vc = 10 e com uma amplitude A = 1. O intervalo de u e v

vai de 0 à 500 com um passo de h = 0.2.

Na Figura 5.6 consideramos três famı́lias de multipolos l = 1, 2, 3 e comparamos

o efeito da não-comutatividade na evolução da função de onda com o caso clássico para

o buraco negro de Schwarzschild (linha pontilhada). Diferente do caso anterior que es-

tudamos o buraco negro com correções quânticas via-se uma relativa diferença da parte

imaginaria da frequência quasinormal com a mudança dos parâmetros de correção, essa

mudança é notada na relação de amortecimento de cada curva na Figura 5.6. Por ou-

tro lado para o caso não-comutativo os valores para a parte imaginaria das frequências

quasinormais não muda tanto, como mostrado nas Tabelas (5.5 - 5.7), assim é esperado

que não haja diferença no amortecimento das curvas com o efeito da não comutatividade

como vemos na Figura 5.11. Os resultados apresentados nesse caṕıtulo foram publicados

em [98] e [99].
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Figura 5.11: Graficos Log-log para a função de onda em x = 10M , comparando o caso de Schwarzschild

com os efeitos dos parâmetros não-comutativo Θ.
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Caṕıtulo 6

Estudo da sombra de um buraco negro

Neste caṕıtulo, iremos complementar o estudo dos modos quasinormais analisando

a sombra do buraco negro nos dois cenários discutido no caṕıtulo anterior. Nos últimos

anos aumentou o interesse em se estudar a sombra do buraco negro ainda mais com os

incŕıveis resultados da colaboração internacional Event Horizon Telescope (EHT) que de-

pois de um grande trabalho em 2019 compôs a primeira imagem de um buraco negro,

localizado no centro da galáxia Messier 87, indicado por M87*, e nos últimos meses após

um árduo trabalho de melhorias EHT apresentou ao mundo a primeira imagem do bu-

raco negro no centro de nossa própria galáxia Via Láctea denominado de Sagitário A*

(SgrA*) [100]. A sombra do buraco negro esta relacionada ao fato de nas vizinhanças de

um buraco negro os fotons serem absorvidos, se não houver outras fontes na linha de visão

o observador encontrara uma mancha escura na direção do buraco negro.

Os primeiros trabalhos sobre sombras de buracos negros foi apresentado por John

Synge [101] onde determinou a sombra do buraco negro de Schwarzschild, neste caso o

tamanho da sombra corresponde ao tamanho da esfera de fótons aumentado pela curvatura

dos raios de luz. Já James Bardeen [102] calculou analiticamente o tamanho e forma da

sombra no vácuo para a métrica de Kerr. Diferente do caso estático onde a sombra

é perfeitamente circular, no caso de Kerr devido a rotação sua sombra nem sempre é

circular, porem não iremos detalhar os efeitos da rotação na sombra, aqui vamos nos

restringir aos casos estáticos.

Usaremos o raio sombra para entender melhor as proximidades do horizonte de

evento, tanto para o caso não-comutativo quanto para o caso com correções quânticas

GUP. Sabemos que existe uma relação entre os modos quasinormais e a sombra do buraco
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negro e que várias investigações contribúıram para esse entendimento. Um dos primei-

ros estudos que certamente serviram de base para estruturar essa relação foi feito por

Mashhoon [103], que descreve um método alternativo para calcular modos quasinormais

no limite eikonal. É interessante mencionar o estudo geodésico bem detalhado feito por

Cardoso e colaboradores [104], mostrando que a parte real dos modos quasinormais está

relacionada à velocidade angular da órbita circular nula e a parte imaginária está associada

ao expoente de Lyapunov. Stefanov e colaboradores [105] no regime eikonal estabeleceram

uma conexão entre os modos quasinormais de buracos negros e lentes no limite de deflexão

forte.

6.1 Cálculo da sombra do buraco negro

Nesta seção vamos refazer o estudo geodésico para os casos abordados nos Caṕıtulos

2 e 3, porém para uma descrição mais completa não adotaremos inicialmente ϑ = π/2.

O procedimento segue o feito por Carter [106], para construir geodésicas partindo da

equação de Hamilton-Jacobi. Assim vamos considerar um elemento de linha da forma

ds2 = f(r)dt2 − f(r)−1dr2 − r2
(
dϑ2 + sin2 ϑdϕ2

)
. (6.1)

Então, iniciando com a lagrangeana L ≡ 1

2
gµν ẋ

µẋν , os pontos são derivadas com respeito

ao parâmetro afim. O momento canônico conjugado é dado por

Pt = f(r)ṫ = E, Pr = f(r)−1ṙ, (6.2)

Pϑ = r2ϑ̇, Pϕ = r2 sin2 ϑ = L, (6.3)

onde novamente E e L são constante que representam a energia e o momento angular res-

pectivamente. A partir da equação de Hamilton-Jacobi, Carter mostrou a separabilidade

das equações geodésicas, por meio de equações independentes para uma geodésica e uma

constante K. Assim, sendo a equação de Hamilton-Jacobi dada por

∂S

∂τ
= H =

1

2
gµν

∂S

∂xµ
∂S

∂xν
(6.4)

onde S é a ação Jacobiana. Usando a equação (6.1) e (6.4) temos

−2
∂S

∂τ
= −f(r)−1

(
∂St

∂t

)2

+ f(r)

(
∂Sr

∂r

)2

+ r−2

(
∂Sϑ

∂ϑ

)2

+ r−2 sin−2 ϑ

(
∂Sϕ

∂ϕ

)2

. (6.5)
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Considerando uma solução para a ação de Jacobi da forma

S =
1

2
m2

t τ − Et+ Lϕ+ Sr(r) + Sϑ(ϑ), (6.6)

onde Sr e Sϑ são funções respectivamente de r e ϑ temos também que mt é a massa da

part́ıcula teste, para o nosso caso por se trata de fótons, portanto mt = 0. Usando (6.6)

na equação de Hamilton-Jacobi obtemos

r4f(r)2
(
∂Sr

∂r

)2

= E2r4 − r2f(r)
(
K + L2

)
, (6.7)(

∂Sϑ

∂ϑ

)2

= K − L2 cot2 ϑ, (6.8)

onde K é a constante de Carter. Relacionando com as equações (6.2) e (6.3) obtemos a

equação completa pra geodésica nula

ṫ =
E

f(r)
, ϕ̇ =

L

r2 sin2 ϑ
, (6.9)

r2ṙ = ±
[
E2r4 − r2f(r)

(
K + L2

)]1/2
, r2ϑ̇ = ±

[
K − L2 cot2 ϑ

]
. (6.10)

As equações (6.9) e (6.10) governam o movimento do fóton no espaço tempo. As

caracteŕısticas para um fóton próximo de um buraco negro pode ser descritas de uma

forma geral por dois parâmetros de impacto que são funções das constantes de movimento

E e L

ζ =
L

E
, ι =

K

E2
. (6.11)

Isto é importante para determinar o limite da sombra, já que é determinado por

órbitas instáveis r = rc fora do horizonte de eventos, os fótons que órbita esta região pode

cair ou escapar do buraco negro. Aplicando as condições para o caso cŕıtico ṙ = 0 e r̈ = 0

e usando a primeira equação em (6.10) temos(
ι+ ζ2

)
=

r2c
f(rc)

, rc =
2f(rc)

f ′(rc)
. (6.12)

Vamos usar as equações (6.12) para analisar o raio da sombra para dois cenários buracos

negros com GUP e não-comutativo, assim como já vimos temos:

f(r) = 1− 2M

r

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
, para o caso com GUP, (6.13)

ou

f(r) = 1− 2M

r
+

8M
√
θ

r2
√
π
, para o caso não-comutativo. (6.14)
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6.1.1 Buraco negro com GUP

Vamos agora verificar a influência de efeitos quânticos no comportamento da som-

bra do buraco negro com GUP. Aplicando (6.13) em (6.12) obtemos

rc = 3M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
, (6.15)

(
ι+ ζ2

)
=

r3c
rc − 2Mgup

= 27M2

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)2

. (6.16)

Para determinar o tamanho da sombra de um buraco negro, introduziremos um

novo sistema de coordenadas (ξ, η) chamadas de coordenadas celestes [107]. As coorde-

nadas são definidas como

ξ = lim
ro→∞

[
−r2o sinϑo

dϕ

dr

∣∣∣
ϑ=ϑo

]
, (6.17)

η = lim
ro→∞

[
r2o
dϑ

dr

∣∣∣
ϑ=ϑo

]
, (6.18)

onde (ro, ϑo) é a posição do observador no infinito. A coordenada ξ representa a dis-

tância perpendicular aparente da sombra ao eixo de simetria e η representa a distância

perpendicular aparente da sombra a partir de sua projeção no plano equatorial, como no

esquema mostrado na Figura 6.1. Usando as equações geodésicas (6.9) e (6.10) em termos

y

x

z

(ξi , ηi )

ξ

η

ϑo

Fonte

Observador

Buraco 

 Negro

Plano celeste

ro

Figura 6.1: Diagrama esquemático de um observador distante, e o plano celeste.

da coordenada radial, encontramos as seguintes equações em termos dos parâmetros ι e ζ

dϕ

dr
=

ζ

r2

[
1− 1

r2

(
1− 2Mgup

r

)(
ι+ ζ2

)]−1/2

, (6.19)

dϑ

dr
=

1

r2

 ι− ζ2 cot2 ϑ

1− 1

r2

(
1− 2Mgup

r

)
(ι+ ζ2)


1/2

, (6.20)
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assim, as coordenadas (6.17) e (6.18) aplicando o limite de ro no infinito

ξ = − ζ

sinϑo

, η =
[
ι− ζ2 cot2 ϑo

]1/2
. (6.21)

Neste caso, para um observador no plano equatorial, ou seja, ϑo = π/2 temos a seguinte

relação

Rs ≡
√
ι+ ζ2 = 3

√
3M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
= 3

√
3M − 6

√
3α +

12
√
3β

M
. (6.22)

Este é o resultado do raio da sombra para um buraco negro com correções quânticas, veja

que o raio da sombra é proporcional ao parâmetro de impacto calculado anteriormente no

Caṕıtulo 2. Na Figura 6.2, vemos as sombras devido a correções quânticas para um buraco

negro com GUP. Mostramos o comportamento para diferentes valores de α e β. Observe

que, considerando apenas a contribuição do GUP quadrático (α = 0 e β ̸= 0), o raio da

sombra aumenta quando variamos o parâmetro β, conforme mostrado na Figura 6.2(a).

Na Figura 6.2(c), o aumento do raio da sombra também pode ser observado quando

definimos o parâmetro α e variamos o parâmetro β. O efeito do GUP linear (α ̸= 0 e

β = 0) é mostrado na Figura 6.2(b). Neste caso, o raio da sombra é reduzido quando

variamos α. Na Figura 6.2(d), esse efeito também pode ser visto quando fixamos o valor de

β e aumentamos o valor de α. Além disso, observamos que para a contribuição quadrática

temos apenas que rhgup > 2M e o raio cŕıtico da esfera de fótons é maior que o raio rhgup

(rc > rhgup). Assim, para o raio da sombra, o resultado mostra que a parte quadrática

do GUP gera um efeito semelhante ao obtido pela contribuição da matéria escura nas

proximidades de um buraco negro [51].

Um outro resultado interessante é obtido quando consideramos o limite de pequenas

massas na equação (6.22), veja que o resultado é proporcional ao parâmetro β sendo

diferente de zero

Rs ≈
12
√
3β

M
. (6.23)

Na Figura 6.3, observamos o comportamento do raio da sombra para um valor de

massa pequena M = 0, 05, que aumenta significativamente com a adição do parâmetro

β, enquanto a mudança de valores para o parâmetro α não tem muita influência nos

resultados quando assumimos β diferente de zero. Isso pode ser visto em (6.22), e esse

efeito é consistente com os resultados obtidos no Caṕıtulo 3, que mostra um aumento

na seção de choque de absorção para M pequeno. Aqui temos que quanto maior o raio

cŕıtico, maior a região de absorção.
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Figura 6.2: Cada ćırculo representa o limite da sombra do buraco negro com GUP, fixando M = 1 para

diferentes valores de α e β.

β=0.01

β=0.02

β=0.03

-30 -20 -10 0 10 20 30

-30

-20

-10

0

10

20

30

ξ

η

Figura 6.3: Sombra do buraco negro no limite de pequenas massas, usando os seguintes valores para

os parâmetros: M = 0.05, α = 0 e β = 0.01, 0.02, 0.03.
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6.1.2 Buraco negro não-comutativo

Agora vamos verificar os efeitos da não comutatividade sobre a sombra do buraco

negro, repetindo o processo da seção anterior, verificando as órbitas que delimitam a

sombra (6.12) usando:

f(r) =
1

r2
(r − r+)(r − r−), (6.24)

onde para
√
θ pequeno temos r+ ≈ 2M − 4

√
θ/π e r− ≈ 4

√
θ/π como vimos no Caṕıtulo

2. Temos os seguintes resultados para o raio cŕıtico e o parâmetro de impacto

rc =
3(r+ + r−)

4
+

1

4

√
9(r2+ + r2−)− 14r+r−,

=
3M

2
+

1

2

√
9M2 − 64M

√
θ/π + 128(θ/π), (6.25)(

ι+ ζ2
)

=
r4c

(rc − r+)(rc − r−)
,

=

[
3M +

√
9M2 − 64M

√
θ/π + 128(θ/π)

]4
8

[
3M2 − 16M

√
θ/π + 32(θ/π) +M

√
9M2 − 64

√
θ/π + 128(θ/π)

] . (6.26)
Novamente usando o sistema de coordenada celeste (ξ, η), para determinar a som-

bra do buraco negro não-comutativo. Usando as equações geodésicas (6.9) e (6.10) temos

as derivadas de ϕ e ϑ em relação a r

dϕ

dr
=

ζ

r2 sinϑ

[
1− (r − r+)(r − r−)

r4
(
ι+ ζ2

)]−1/2

, (6.27)

dϑ

dr
=

1

r2

 ι− ζ2 cot2 ϑ

1− (r − r+)(r − r−)

r4
(ι+ ζ2)


1/2

. (6.28)

Assim, aplicando os resultados acima nas coordenadas celestes (6.17), (6.18) e

aplicando o limite de ro no infinito obtemos o mesmo resultado encontrados para o buraco

negro com GUP

ξ = − ζ

sinϑo

, η =
[
ι− ζ2 cot2 ϑo

]1/2
. (6.29)

Neste caso, para um observador no plano equatorial, ou seja, ϑo = π/2 temos a

seguinte relação

Rs ≡
√
ι+ ζ2 =

[
3M +

√
9M2 − 64M

√
θ/π + 128(θ/π)

]2
√
8

[
3M2 − 16M

√
θ/π + 32(θ/π) +M

√
9M2 − 64

√
θ/π + 128(θ/π)

] . (6.30)
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Podemos expressar Rs em termos de
√
θ pequeno, da seguinte forma

Rs ≈ 3
√
3M − 4

√
3

√
θ

π
+

16

3
√
3M

θ

π
+ · · · , (6.31)

note que para θ = 0, temos o raio da sombra para um buraco negro de Schwarzschild.

Portanto, notamos que o raio da sombra é reduzido quando alteramos o parâmetro θ.

Na Figura 6.4, vemos os ćırculos que representam os limites da sombra do buraco negro

não-comutativo para diferentes valores de Θ, lembrando que Θ =
√
θ/π. Observe que

temos uma redução nos ćırculos quando variamos Θ. Além disso, tomando M → 0 em

(6.30), obtemos um resultado diferente de zero para o raio da sombra, que é

Rs ≈ 8

√
θ

π
= 2Mmin, (6.32)

onde, Mmin = 4
√
θ/π é a massa mı́nima como mostrado no Caṕıtulo 2. Portanto, no

limite de M → 0 o raio da sombra é proporcional à massa mı́nima e o buraco negro se

torna um remanescente de buraco negro. Mostramos este comportamento para o raio da

sombra na Figura 6.5, onde mantendo Θ fixo e assumindo pequenos valores de M . Na

Figura 6.6, mostramos o comportamento do raio da sombra mantendoM fixo e assumindo

pequenos valores de Θ.
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Figura 6.4: Influência da não-comutatividade no comportamento do raio da sombra assumindo os

seguintes valores de parâmetros M = 1 e Θ = 0.0, 0.05, 0.10 e 0.12.
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Figura 6.5: Vemos a influência da não-comutatividade na sombra admitindo (a) Θ = 0.01 e M =

1.0, 0.6, 0.4, 0.2, 0.09. (b) Θ = 0.005 e M = 0.1, 0.09, 0.08, 0.06, 0.04.
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Figura 6.6: Vemos a influência da não-comutatividade na sombra, admitindo os se-

guintes parâmetros: (a) M = 0.03 e Θ = 0.000, 0.001, 0.002, 0.003. (b) M = 0.05 e

Θ = 0.000, 0.001, 0.002, 0.003.

6.1.3 Raio da sombra e modos quasinomais

Como visto no caṕıtulo anterior o método WKB fornece uma aproximação para

obter os modos quasinomais. Em particular obtém-se a seguinte relação, como descrito

no Apêndice B.

Q0√
2 (d2Q0/dx2)

= i

(
n+

1

2

)
, (6.33)
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onde a função Q0 = ω2 − V0 e V0 o potencial efetivo no ponto máximo r0. Essa equação

é válida para o extremo de Q0, ou seja, no ponto r0 no qual dQ0/dx = 0, sendo que

este resultado é valido apenas para espaço tempo assintoticamente planos ou para os que

admitem soluções ondulatórias no infinito espacial. Assim como já vimos para o espaço

tempo (6.1) a equação radial obtida pode ser escrita em uma equação tipo de Schrödinger

usando as coordenadas tortoise, assim encontrando

Q = ω2 − f(r)

r

(
df(r)

dr
+
l(l + 1)

r

)
. (6.34)

No limite eikonal (l → ∞) temos

Q ≈ ω2 − f(r)
l2

r2
. (6.35)

Assim no extremo de Q0 onde dQ/dr|r=r0 = 0 usando a relação dr = f(r)dx

temos 2f(r0) = r0f
′(r0), ou seja, r0 coincide com a localização da geodésica circular nula

r0 = rc. Isso permite relacionar o raio da sombra com os modos quasinomais usando o

limite eikonal (l → ∞) como feito por Cardoso e colaboradores [104]. Eles mostraram

que a parte real dos modos quasinomais para l grande está relacionada com a velocidade

angular para a última órbita circular nula Ωc e a parte imaginária está relacionada com o

expoente de Lyapunov λ que determina a escala de tempo instável da órbita

ωn = Ωcl − i (n+ 1/2) |λ|. (6.36)

Assim, para essa análise vamos nos restringir as equações de movimento para um

plano equatorial ϑ = π/2 onde temos

ṫ =
E

f(r)
, ϕ̇ =

L

r2
, r2ṙ = E2r2 − f(r)L2, (6.37)

e usando as condições para órbita instável temos L/E =
√
r2c/f(rc) e 2f(rc) = rcf

′(rc)

respectivamente. Sendo a velocidade angular dada por

Ωc =
ϕ̇

ṫ
=

√
r2c

f(rc)

f(rc)

r2c
=

1

Rs

. (6.38)

Lembrando que os estudos feitos neste caṕıtulo para o espaço-tempo (6.1) o raio

da sombra é dado por R2
s = (ι + ζ2) = r2c/f(rc). Isso nos permite ter, olhando para o

primeiro temo da equação (6.36), uma relação entre a parte real dos modos quasinomais

e o raio de sombra do buraco negro (6.22) dado simplesmente por

ℜ(ωn) = lim
l>>1

(
l

Rs

)
. (6.39)
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Embora esta relação seja válida para valores grandes de l, ela não é uma equação

geral, sendo que em alguns casos pode não ser válida, como mostrado por Konoplya e

Stuchlik para a teoria de Einstein-Lovelock [108] . Na Figura 6.7 usamos o método WKB

de sexta ordem descrito e usado no Caṕıtulo 5 para calcular a parte real dos modos

quasinomais, considerando diversos valores de l no intervalo de 1 até 900. Os resultados

são comparados com o raio da sombra do buraco negro para cada cenário. Veja que para

ambos os casos os valores obtidos pelo WKB convergem para as retas que correspondem

aos valores dos respectivos raios da sombra, como o esperado (6.7). Para a Figura 6.7

usamos o modo n = 5 para o método WKB além de α = 0.04, β = 0.01, 0.02, 0.03 para o

buraco negro com GUP e Θ = 0.01, 0.03, 0.06 para o não-comutativo.
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Figura 6.7: As linhas representam os valores do raio da sombra Rs para cada cenário, os pontos

representam os valores obtidos pelo método WKB de sexta ordem, assumindo os valores n = 5 e M = 1.
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Nesta tese exploramos o espalhamento de ondas escalares por um buraco negro

de Schwarzschild não-comutativo, com correções quânticas implementadas pelo GUP e

auto-dual no limite de baixa e alta frequência usando métodos anaĺıticos e em frequências

arbitrárias por métodos numéricos. Determinamos o deslocamento de fase analiticamente

para ambos os casos usando os resultados para obter a seção de choque de espalhamento

diferencial e absorção no limite de baixa frequência. Também foi usada a analise geo-

désica para determinar a seção de choque de absorção em altas frequências. Nos casos,

não-comutativo e GUP complementamos com o estudo da seção de choque diferencial de

espalhamento obtendo o ângulo de deflexão usando o método clássico e o espalhamento

para ângulos próximos de 180 graus calculando o efeito glória. Além dos regimes assintóti-

cos obtivemos os resultados de espalhamento e absorção numericamente, permitindo uma

análise em um regime intermediário de frequência. Estudamos os modos quasinormais

para os casos não-comutativo e com correções quânticas dadas pelo prinćıpio da incerteza

generalizado, aplicando dois métodos diferentes para investigar e comparar os resultados.

Usando a aproximação WKB de sexta ordem e o método de fração cont́ınua, usado primei-

ramente por Leaver para obter os modos quasinormais, descobrimos que há uma pequena

diferença entre as frequências quasinormais obtidas por cada método principalmente para

pequenos multipolos, obtivemos também o raio sombra do buraco negro e sua relação com

os modos quasinormais no limite eikonal.

Para o caso não-comutativo os resultados mostraram que no limite de ângulo pe-

queno o termo dominante da seção de choque do espalhamento diferencial é modificado

pela presença do parâmetro não-comutativo θ. Mostramos que o resultado para a seção
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de choque de espalhamento diferencial, bem como a seção de choque de absorção, é dimi-

núıdo devido aos efeitos da não comutatividade. Além disso, os resultados para a seção

de choque de absorção parcial para frequências arbitrárias mostraram que a absorção tem

seu valor diminúıdo à medida que aumentamos o valor do parâmetro não-comutativo rees-

crito da forma de Θ. Portanto verificamos que o parâmetro simula o efeito de uma “carga

efetiva”no modelo. Assim, os resultados obtidos são semelhantes ao processo de espalha-

mento de uma onda escalar sem massa por um buraco negro de Reissner-Nordström, com

a diferença devido ao efeito gerado pela carga neste caso é consequência da não comutati-

vidade espacial. Também identificamos que a raiz quadrada do parâmetro não-comutativo

é proporcional ao quadrado da carga elétrica.

Os efeitos da não-comutatividade nos modos quasinormais, esta presente no au-

mento da parte real da frequência, enquanto a magnitude da parte imaginária começa a

crescer e depois diminui. Para a sombra do buraco negro utilizamos os resultados obtidos

pelo método WKB para verificar que no regime eikonal, ou seja, l grande a parte real

dos modos quasinormais é inversamente proporcional ao raio da sombra. Além disso,

mostramos que o raio da sombra é diferente de zero no limite de massa zero, sendo assim

proporcional a uma massa mı́nima. No entanto, para θ = 0, recuperamos o raio da sombra

para o caso do buraco negro de Schwarzschild. Também verificamos que o efeito da não

comutatividade reduz o raio da sombra.

No estudo de espalhamento e absorção para o buraco negro de Schwarzschild com

correções quânticas implementadas pelo GUP mostramos que, ao contrário do buraco

negro de Schwarzschild, a seção de choque diferencial de espalhamento e a absorção são

diferentes de zero no limite de pequenas massas. Assim, descobrimos que no limite de

M → 0 a seção de choque de absorção apresenta uma contribuição dominante que é inver-

samente proporcional à massa M , ou seja, σbf
abs ≈ π(16β)2/M2. Além disso, verificamos

que o resultado para a seção de choque de absorção no limite de baixa frequência é pro-

porcional a área do horizonte do buraco negro de Schwarzschild com correções quânticas

introduzidas pelo GUP, essa relação também foi encontrada para o caso não-comutativo.

No cenário dos modos quasinormais, mostramos graficamente as partes reais e

imaginárias no plano complexo para três famı́lias multipolares l = 0, 1, 2. Comparando

com o caso de Schwarzschild, as curvas associadas com a parte quadrática do GUP (α = 0)

deslocam-se para a esquerda com o aumento do parâmetro β, enquanto para a parte
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linear (β = 0), as curvas deslocam-se para a direita, quando aumentamos o parâmetro α.

Observe que enquanto no primeiro caso se aproxima de frequências menores, no segundo

caso ele se aproxima de frequências maiores. Isso está de fato de acordo com o efeito

da contribuição linear e quadrática do GUP no cálculo do raio da sombra. Mostramos

que a parte quadrática do GUP tem o efeito de aumentar o raio da sombra quando

alteramos o parâmetro β, enquanto que para a parte linear o raio da sombra é reduzido

quando alteramos o parâmetro α. Como consequência, esses dois efeitos estão de acordo

com a relação da parte real dos modos quasinormais com o inverso do raio de sombra,

o que significa que, no presente caso, a conexão entre as geodésicas nulas e os modos

quasinormais não é violada como acontece na teoria de Einstein-Lovelok. Mostramos

também que mantendo a parte quadrática do GUP o raio da sombra não desaparece

mesmo no limite de massa muito pequena do buraco negro.

Finalizamos o estudo da seção de choque de espalhamento diferencial e absorção,

analisando o buraco negro auto-dual onde mostramos que a contribuição dominante no

limite de ângulo pequeno da seção de choque de espalhamento diferencial é modificada

devido aos parâmetros a0 relacionado a área mı́nima e a função polimérica P . Novamente

temos que o resultado para a seção de choque de absorção é dado pela área do horizonte de

eventos do buraco negro no limite de baixa frequência. E temos também, ao contrário do

buraco negro de Schwarzschild, a seção de choque de espalhamento diferencial e absorção

de um buraco negro auto-dual são diferentes de zero no limite de massa zero. Assim, no

limite de m → 0 a seção de choque de absorção apresenta uma contribuição dominante

que é inversamente proporcional ao quadrado da massa, neste caso σbf
abs ≈ πa20(1+P

2)/m2.

Além disso, verificamos esses resultados resolvendo numericamente a equação radial para

frequências arbitrárias. Finalmente, obtivemos que a amplitude da seção de absorção

parcial do buraco negro auto-dual aumenta à medida que aumentamos os valores do

parâmetro P para o modo l = 0, enquanto que para os demais multipolos a amplitude é

reduzida com o aumento de P . No entanto, mostramos um aumento na amplitude quando

aumentamos P no limite de baixa frequência e uma amplitude reduzida no limite de alta

frequência.

Como perspectivas futuras, podemos explorar o estudo de espalhamento tanto

anaĺıtico quanto numérico em diversos cenários, bem como a análise de instabilidade de

buracos negros obtendo os modos quasinormais, por exemplo, considerando a evolução de
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outros campos, como no campo eletromagnético. O estudo da sombra pode ser estendido

a correções quânticas para buracos negros rotativos, analisando a influência das correções

e da rotação no comportamento da sombra.
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Apêndice A

Ângulo de deflexão semiclássico

Neste apêndice detalhamos as etapas para os cálculos do ângulo de deflexão e

consequentemente a seção espalhamento diferencial semiclássico.

A.1 Buraco negro não-comutativo

Vamos começar escrevendo as equações da órbita geodésicas descritas no Caṕıtulo

2 em termos de r da seguinte forma,

dϕ

dr
=

1

r2

(
1

b2
− 1

r2
+

2M

r3
− 8M

r4

√
θ

π

)−1/2

. (A.1)

Primeiramente vamos calcular o ângulo total defletido pelo feixe de luz integrando a

equação acima. Uma foram de integrar essa equação analiticamente é tomar o limite

M/r << 1, antes de fazer essa expansão é interessante assumir algumas mudanças de

variáveis da seguinte forma

y =
1

r

(
1− M

r
+

(θ̃ − 1)

2

M2

r2

)
, (A.2)

y2 =
1

r2

[(
1− M

r

)2

+

(
1− M

r

)
(θ̃ − 1)M2

r2
+

(θ̃ − 1)2

4

M4

r4

]
, (A.3)

dy

dr
= − 1

r2
+

2M

r3
− 3(θ̃ − 1)M2

2r4
, (A.4)

onde definimos θ̃ =
8

M

√
θ

π
, assim a equação (A.1) é reescrita nessa nova variável como

dϕ

dy
=

(
−1 +

2M

r
− 3(θ̃ − 1)

2

M2

r2

)−1 [
1

b2
− y2 +

1

r2

(
−M

3(θ̃ − 1)

r3
+

(θ̃ − 1)2M2

4r2

)]−1/2

.

(A.5)
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Agora expandindo a equação acima no limite de M/r << 1 e organizando os

termos, temos

dϕ

dy
=

−b√
1− y2b2

{
1 +

2M

r

(
1− M

r
+

(θ̃ − 1)

2

M2

r2

)
+

(15− 3θ̃)M2

2r2

[(
1− M

r

)2

+

+

(
1− M

r

)
(θ̃ − 1)M2

r2
+

(θ̃ − 1)2

4

M4

r4

]}
+

10
(
3− θ̃

)
b√

1− y2b2
M3

r3
− 5(29− 24θ̃ + 3θ̃2)b√

1− y2b2
M4

r4
+ · · · ,(A.6)

onde o sinal indica o sentido dos feixes defletidos. Veja que da forma como a expansão

está organizada podemos identificar o y no primeiro parênteses que multiplica M/r e um

y2 no colchetes que multiplica M2/r2, desta forma se desprezarmos os termos acima de

M2/r2 temos apenas

dϕ

dy
=

−b√
1− y2b2

[
1 + 2My +

(15− 3θ̃)M2y2

2

]
. (A.7)

O ângulo de deflexão é dado por χ = ∆ϕ− π, onde

∆ϕ = 2

∫ y0

0

−b√
1− y2b2

[
1 + 2My +

(15− 3θ̃)M2y2

2

]
dy, (A.8)

∆ϕ =
4M

b
−
M
√
1− b2y20

(
8− 3My0(θ̃ − 5)

)
2b

+
4b2 + 3M2(5− θ̃) arcsin(by0)

2b2
. (A.9)

Sabendo que no limite M/r << 1 temos que y0 → 1/b o resultado fica da forma

∆ϕ =
4M

b
+ π +

3π(5− θ̃)M2

4b2
. (A.10)

Por fim o ângulo de deflexão em termos de
√
θ é dado por

χ =
4M

b
+

15πM2

4b2
− 6πM

b2

√
θ

π
. (A.11)

Com a relação do ângulo de deflexão e o parâmetro de impacto, podemos combinar

esse resultado com a equação da seção de espalhamento diferencial clássica

dσclas
dΩ

=
b

sinϑ

∣∣∣ db
dϑ

∣∣∣, (A.12)

para obter o seguinte resultado no limite de ϑ pequeno

dσclas
dΩ

≈ 16M2

ϑ4
+

15πM2

4ϑ3
− 6πM

ϑ3

√
θ

π
. (A.13)
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A.2 Buraco negro com GUP

Nesta seção do apêndice vamos repetir o procedimento para calcular a seção de

espalhamento clássica agora para o caso do buraco negro com correções quânticas. Como

vimos no Caṕıtulo 3

dϕ

dr
=

1

r2

[
1

b2
− 1

r2

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)]−1/2

, (A.14)

onde Mgup = M

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
. Para este caso vamos fazer a seguinte mudança de

variável

y =
1

r

(
1− Mgup

r

)
, y2 =

1

r2

(
1− 2Mgup

r
+
M2

gup

r2

)
, (A.15)

dy

dr
= − 1

r2
+

2Mgup

r3
. (A.16)

A equação é reescrita da forma

dϕ

dy
=

(
−1 +

2Mgup

r

)−1(
1

b2
− y2 +

M2
gup

r4

)
. (A.17)

Como feito na seção anterior vamos expandir agora para Mgup/r << 1

dϕ

dy
=

−b√
1− y2b2

(
1 +

2Mgup

r
+

4Mgup

r2
+

8M3
gup

r3

)
+ · · ·+O

(
M4

gup

r4

)
dϕ

dy
=

−b√
1− y2b2

[
1 +

2Mgup

r

(
1− Mgup

r

)]
−

6bM2
gup√

1− y2b2r2
+ · · ·+O

(
M3

gup

r3

)
,(A.18)

identificando o y dentro do colchetes e considerando apenas os primeiros termos

dϕ

dy
=

−b√
1− y2b2

(1 + 2Mgupy) . (A.19)

Agora podemos integrar a equação acima facilmente para calcular o ângulo de deflexão

χ = 2

∫ y0

0

b√
1− y2b2

(1 + 2Mgupy) dy − π, (A.20)

no limite M/r << 1 onde y0 → 1/b temos,

χ =
4M

b

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
. (A.21)

Assim, o resultado clássico para seção de espalhamento diferencial no limite de ϑ pequeno

é dado por
dσ

dΩ
≈ 16M2

ϑ4

(
1− 2α

M
+

4β

M2

)
. (A.22)
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Apêndice B

Analise da aproximação WKB

Aqui faremos uma revisão mais detalhada do método WKB para o cálculo dos

modos quasinomais, abordando a análise inicial feita por Schutz [87] sem as correções que

foram introduzidas posteriormente [88, 109, 89]. Como já foi discutido no Caṕıtulo 5 a

motivação para utilizar esse método vem da semelhança entre as equações para teoria de

pertubações para buracos negros e a teoria unidimensional da equação de Schrödinger.

Em ambos os casos a equação central tem a seguinte forma:

ϵ2
d2ψ

dx2
+Q(x)ψ(x) = 0. (B.1)

Temos na equação acima um parâmetro de pertubação ϵ que será importante mais

à frente. Lembrando que para o caso do buraco negro, ψ representa a parte radial da va-

riável perturbada, assumindo uma dependência temporal e−iωt e uma dependência angular

apropriada ao buraco negro em estudo. A coordenada x está relacionada a coordenada

tartaruga, com o intervalo de −∞ no horizonte de eventos e +∞ no infinito espacial, a

função Q(x) é constante em x = ±∞ e tem um máximo em x = x0.

A expansão assintótica da aproximação WKB para os infinitos ±∞ tem a seguinte

foram geral ψ ∼ es(x)/ϵ onde s(x) é uma expansão em série de potência em termos do

parâmetro de pertubação ϵ da forma

s(x) =
∞∑
n=0

ϵnsn(x), (B.2)

aplicando em (B.1),

ϵ2

( ∞∑
n=0

ϵn−1s′n(x)

)2

+
∞∑
n=0

ϵn−1s′′n(x)

+Q(x) = 0, (B.3)
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lembrando que as aspas representam as derivadas primeira e segunda ordem, com relação

a x. Abrindo os primeiros termos do somatório e organizando em termos de ϵ da seguinte

forma,

(s′0(x))
2
+ ϵ [2s′0(x)s

′
1(x) + s′′0(x)] = −Q(x). (B.4)

Assim, a igualdade na equação (B.4) é satisfeita tal que:

(s′0(x))
2
= −Q(x), 2s′0(x)s

′
1(x) + s′′0(x) = 0. (B.5)

As soluções para as duas equações acima são definidas da seguinte forma. A equa-

ção para s0 é chamada de equação eikonal,

s0(x) = ±i
∫ x√

Q(η)dη, (B.6)

e a equação para s1 é chamada de equação transporte,

s1(x) = −1

4
logQ(x). (B.7)

Combinado (B.6) e (B.7) temos um par de soluções aproximadas da equação (B.1) um

para cada sinal de s0(x)

ψ ∼ exp

[
s0(x)

ϵ
+ s1(x)

]
,

ψ ∼ C1Q−1/4 exp

[
i

ϵ

∫ x

a

√
Q(η)dη

]
+ C1Q−1/4 exp

[
−i
ϵ

∫ x

a

√
Q(η)dη

]
, (B.8)

onde C1 e C2 são constantes a serem determinadas pelas condições de contorno e a é um

ponto arbitrário de integração. Esta expressão é a primeira aproximação WKB para a

solução da equação radial. Difere da solução exata pelos termos de ordem ϵ na região onde

Q(x) ̸= 0. Podemos dizer ainda que os sinais (±) em (B.6) correspondem as ondas de

entrada e sáıda em qualquer um dos infinitos. Assim quando x→ ∞ Q(x) → ω2 é a ordem

dominante, tal que s0(x) → +iωx para a onda que saem para o infinito e s0(x) → −iωx

para a onda que vem do infinito (região I) Fig B.1. De forma semelhante temos no

horizonte x → −∞, s0(x) → +iωx para a onda que vem do horizonte e s0(x) → −iωx

para a onda que se estende até o horizonte de eventos (região III) Fig B.1. Podemos assim

descrever a solução geral da seguinte forma:

ψ ∼ ZI
entψ

I
− + ZI

saiψ
I
+, na região I, (B.9)

ψ ∼ ZIII
entψ

III
+ + ZIII

sai ψ
III
− , na região III. (B.10)
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Figura B.1: Gráfico da função Q(x) onde as três regiões estão separadas pelos pontos x1 e x2.

onde (ent) e (sai) esta relacionado as ondas de entrada e sáıda respectivamente. Agora

temos que determinar uma formula que conecte as amplitudes próximas de +∞ com

aquelas próximas de −∞ , em outras palavras determinar os coeficientes da relação linear

dada por  ZIII
sai

ZIII
ent

 =

 M11 M12

M21 M22

 ZI
sai

ZI
ent

 . (B.11)

Para isso, consideramos a solução na região II. A aproximação WKB é valida

exceto próximo a“pontos de retorno clássicos”pontos onde Q(x) = 0, no entanto é posśıvel

conectar as soluções WKB que são validas nas proximidades dos pontos de retorno usando

a junções assintóticas. Se os pontos de retorno estão próximos, ou seja −Q(x)max <<

Q(±∞), então a solução na região II pode ser bem aproximada por uma série de Taylor

sobre o ponto x0

Q(x) = Q0 +
Q′′

0(x− x0)
2

2
+
Q′′′

0 (x− x0)
3

6
+ · · ·+O(x− x0)

4, (B.12)

onde x0 é o ponto máximo para a função Q(x), além disso temos que Q0 = Q(x0) e aqui

(′′) e (′′′) representa a segunda e terceira derivada com respeito a x no ponto x = x0. Se

assumimos que z ≡ x − x0 temos e substitúıdo a serie de Q truncando até o segundo

termo na equação (B.1) temos

ϵ2
d2ψ

dz2
+

(
Q0 +

Q′′
0z

2

2

)
ψ = 0, (B.13)

ϵ2
d2ψ

dz2
+ κ

(
−z20 + z2

)
ψ = 0, (B.14)

onde definimos que κ =
Q′′

0

2
e z0 =

√
−2Q0

Q′′
0

. Uma forma de solucionar a equação (B.14)

é redefinindo novamente uma nova variável, se fizemos t ≡ (4κ)1/4eiπ/4z organizamos a

equação da forma,
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2
√
κeiπ/2

d2ψ

dt2
+ κ

(
t2e−iπ/2

2
√
κ

− z20

)
ψ = 0,

d2ψ

dt2
+

(
−t

2

4
+
i
√
κz20
2

)
ψ = 0,

d2ψ

dt2
+

(
ν +

1

2
− t2

4

)
ψ = 0, (B.15)

onde ν + 1/2 = i
√
kz20/2 = −iQ0/

√
2Q′′

0. Assim a solução geral para a equação (B.15)

pode ser escrita em termos de funções parabólicas ciĺındricas Dν(t)

ψ = ADν(t) +BD−ν−1(t), (B.16)

obtendo assim uma solução assintótica para |t| muito grande [110]

ψ ≈ Be−3iπ(ν+1)/4(4κ)−(ν+1)/4(x− x0)
−(ν+1)ei

√
κ(x−x0)2/2 (B.17)

+

[
A+

B
√
2πe−iνπ/2

Γ(ν + 1)

]
eiπν/2(4κ)ν/4(x− x0)

νe−i
√
κ(x−x0)2/2, x >> x2

ψ ≈ Ae−3iπν/4(4κ)ν/4(x− x0)
νe−i

√
κ(x−x0)2/2 (B.18)

+

[
B − iA

√
2πe−iνπ/2

Γ(−ν)

]
eiπ(ν+1)/4(4κ)−(ν+1)/4(x− x0)

−(ν+1)ei
√
κ(x−x0)2/2, x << x1

onde Γ(ν) é uma função gama. Igualando os coeficientes das funções correspondentes,

temos as equações: ZIII
sai

ZIII
ent

 =

 eiπν
iR2eiπν

√
2π

Γ(ν + 1)
R−2

√
2π

Γ(−ν)
−eiπν


 ZI

sai

ZI
ent

 , (B.19)

onde R = (ν+1)(ν+1/2)/2e−(ν+1/2)/2. Temos em (B.19) a matriz que conecta as amplitudes

para as soluções WKB sendo que essa matriz conserva sua forma mesmo expandindo para

ordens maiores o método WKB, embora o valor de R seja diferente porém dependente

apenas de ν. O resultado é aplicado ao caso do tunelamento na mecânica quântica próximo

ao pico de uma barreira potencial, bem como as oscilações de buracos negros. Note que

se Q(x) é real como na mecânica quântica onde o potencial e energia são reais, temos que

ν + 1/2 é imaginário, as consequências disso são as seguinte relações,(
eiπν
)∗

= −eiπν , R∗ = e−i(ν+1/2)/2R−1. (B.20)

Assim, os coeficientes da matriz M (B.11) se relacionam da seguinte forma:

M∗
11 =M22, M∗

12 =M21, |M21|2 − |M11|2 = 1. (B.21)
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Se imaginarmos um tunelamento para uma barreira potencial da região I para

a região III, considerando que para um buraco negro não temos ondas “refletidas do

horizonte”de modo que ZIII
ent = 0 de (B.11) temos

ZIII
sai = M11Z

I
sai +M12Z

I
ent,

0 = M21Z
I
sai +M22Z

I
ent,

onde temos que ZI
ent/Z

I
sai = −M21/M22 e portanto usando as relações (B.21) temos

ZIII
sai /Z

I
ent = 1/M21, desta forma podemos encontrar os coeficientes de transmissão T ≡

|ZIII
sai |2/|ZI

ent|2 e reflexão R ≡ 1− T em termos de (B.20)

T =
(
1 + e2iπ(ν+1/2)

)−1
, (B.22)

R =
(
1 + e−2iπ(ν+1/2)

)−1
. (B.23)

Com estes resultados possibilita o estudo de espalhamento pela aproximação WKB.

A equação (B.19) podem ser usadas para determinar as frequências quasinomais, aplicando

as condições de contorno apropriadas, tal que não haja ondas vindo do infinito ZI
ent = 0.

Assim, para que essas condições sejam satisfeitas temos que M21 = 0, ou seja,
R2

√
2π

Γ(−ν)
na

matriz (B.19) tem que ser igual a zero, isto é posśıvel se Γ(−ν) seja muito grande, por

sua vez para que isso ocorra ν deve ser inteiro positivo. Portanto, sendo Q(x) em geral

dependente da frequência, ν + 1/2 = −iQ0/
√
2Q′′

0 é escrito da foram

n+
1

2
=

−i (ω2
n − V0)√
−2V ′′

0

, n = 0, 1, 2, 3 · · · . (B.24)

Esta é a forma mais simples para o estudo dos modos quasinormais usando a aproxi-

mação WKB, melhorias na precisão dos resultados obtidos podem ser feitas considerando

mais termos na serie de Taylor (B.12) obtendo termos de correção que são acrescentados

a equação (B.24), como por exemplo

iQ0√
2Q′′

0

− Λ(n)− Ω(n) = n+
1

2
, (B.25)
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onde

Ω(n) =
n+ 1/2

2Q′′
0

 5

6912

(
Q

′′′
0

Q′′
0

)4 (
77 + 188υ2

)
− 1

385

(
(Q′′′

0 )
2Q

(4)
0

(Q′′
0)

3

)
(51 + 100υ2) (B.26)

+
1

2304

(
Q

(4)
0

Q′′
0

)2

(67 + 68υ2) +
1

288

(
(Q′′′

0 )
2Q

(5)
0

(Q′′
0)

2

)
(19 + 28υ2)− 1

288

(
Q

(6)
0

Q′′
0

)
(5 + 4υ2)

 ,
Λ(n) =

1√
2Q′′

0

1
8

(
Q

(4)
0

Q′′
0

)(
1

4
+ υ2

)
− 1

288

(
Q

(4)
0

Q′′
0

)2

(7 + 60υ2)

 .
(B.27)

Aqui da mesma forma que as aspas os subscritos entre parênteses também definem

a ordem da derivada em Q no ponto x0 e υ = n + 1/2. Nesta tese usamos as correções

até sexta ordem que podem ser encontradas no apêndice do artigo do Konoplya [89].
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Apêndice C

Equação esferoidal

Neste apêndice iremos mostrar que a equação diferencial para o caso não-comutativo

(5.45) pode ser escrita como uma equação de onda esferoidal, as soluções para esse tipo

de equação são conectadas por uma relação de recorrência de três termos. procedimento

poder ser aplicado também para o caso GUP. Assim, seguindo os procedimentos feitos

por Leaver para os casos de Schwarzschild e Kerr [111]. A equação de onda esferoidal

generalizada tem a seguinte forma

u(u− u0)
d2y

du2
+ (D1 +D2u)

dy

du
+
[
ω̄2u(u− u0)− 2ηω̄(u− u0) +D3

]
y = 0, (C.1)

onde aqui D1, D2, D3, ω̄ e u0 são constantes. Reescrevendo a equação radial para um

buraco negro não-comutativo (5.45), da forma

(r − r−) (r − r+)
d2R(r)

dr2
+

(r(r+ + r−)− 2r−r+)

r

dR(r)

dr
+

[
ω2r4

(r − r−) (r − r+)

−(r(r+ + r−)− 2r−r+)

r2
− l(l + 1)

]
R(r) = 0, (C.2)

Assim, o objetivo é mostrar que podemos transformar a equação (C.2) da forma (C.1).

Vamos começar fazendo algumas mudanças, como por simplicidade escrevemos os raios do

horizonte (5.42) e (5.43) da forma r± = (1± ϱθ) /2 onde ϱθ =
√

1− 16
√
θ/π considerando

2M = 1. Inicialmente temos que encontrar uma transformação adequada. Vamos usar a

seguinte solução

R(r) = r(r − r−)
ᾱ(r − r+)

β̄y(r − r−), (C.3)

onde ᾱ e β̄ são parâmetros a serem determinados. Além disso vamos assumir que u = r−r−
onde u → 0 quando r → r− e u → ϱθ quando r → r+. Fazendo essas alterações temos
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que a equação (C.2) pode ser escrita da forma

u(u− ϱθ)
d2y

du2
+
[
ϱθ(1 + ᾱ) + 2(1 + ᾱ + β̄)u

] dy
du

+ U(u)y = 0, (C.4)

onde U(u) =
ω2(−1 + ϱθ − 2u)4

16 (u− ϱθ)u
+
ϱθᾱ

2

u
+

β̄2u

(u− ϱθ)
+ ᾱ+2ᾱ2+ β̄+2ᾱ− l(l+1). Podemos

organizar U(u) da seguinte forma

U(u) = − [(ϱθ − 1)4ω2 + 16ϱ2θᾱ
2]

16ϱθu
+

[
(ϱθ + 1)4ω2 + 16ϱ2θβ̄

2
]
u

16ϱ2θ (u− ϱθ)
+

(ϱθ − 1)3 (1 + 7ϱθ)ω
2

16ϱ2θ
+ (2− ϱθ)uω

2 + u2ω2 + ᾱ + 2ᾱ2 + β̄ + 2ᾱ− l(l + 1), (C.5)

para que a equação (C.4) tenha a forma (C.1) ᾱ e β̄ tem que ser tal que satisfaça (ϱθ −

1)4ω2 + 16ϱ2θᾱ
2 = 0 e (1 + ϱθ)

4ω2 + 16ϱ2θβ̄
2 = 0, resolvendo essas igualdades temos

ᾱ = ±i(ϱθ − 1)2ω

4ϱθ
, β̄ = ±i(ϱθ + 1)2ω

4ϱθ
. (C.6)

Lembrando que r+ = (1 + ϱθ)/2 e r− = (1− ϱθ)/2, assim, substituindo os valores de ᾱ e

β̄ na (C.4)

u(u− ϱθ)
d2y(u)

du2
+

[
−ϱθ + 2ir2−ω +

2

ϱθ
(ϱθ − iω(r2− + r2+))u

]
dy(u)

du
+
[
ω2(u− ϱθ)u

+2ω2(u− ϱθ) +
ω2

4ϱθ

(
−1 + 4ϱθ + 4ϱ2θ + ϱ4θ

)
− iω

2ϱθ

(
ϱ2θ + 1

)
− l(l + 1)

]
y(u) = 0.(C.7)

Assim, mostramos que a equação radial (C.2) pode ser transformada em uma equação

esferoidal generalizada, onde comparando com (C.1) temos:

ω̄ = ω, η = −ω, D1 = −ϱθ + 2ir2−ω, D2 =
2

ϱθ
(ϱθ − iω(r2− + r2+)) e

D3 =
ω2

4ϱ2θ

(
−1 + 4ϱ2θ + 4ϱ3θ + ϱ4θ

)
− iω

2ϱθ

(
ϱ2θ + 1

)
− l(l + 1). (C.8)

Dessa forma usando a solução de Jeffe para y(u) como em [111] (pg 12) para uma equação

de onda esferoidal generalizada temos

y(u) = eiωuu−1+iω(r2−+r2−)/ϱθ+iω

∞∑
k=0

ak

(
u− ϱθ
u

)k

. (C.9)

A solução (C.3) pode ser reescrita, usando os valores de ᾱ e β̄ e a solução (C.9) da forma

R(r) =
r

r − r−
(r − r−)

iω

(
r − r+
r − r−

)−iωr2+
ϱθ

eiω(r−r−)

∞∑
k=0

ak

(
r − r+
r − r−

)k

, (C.10)

temos então, a solução (5.53) do Caṕıtulo 5 , lembrando que aqui r++ r− = 1 e r+− r− =

ϱθ. Temos apenas uma pequena diferença, a presença de e−iωr− que é uma constante e
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não vai influenciar na relação de recorrência. Assim, da mesma forma que temos três

coeficientes em (41)[111], obtemos três coeficientes para a relação de recorrência usando

(C.9) em (C.7) temos

Ak = (1 + k)
[
ϱθ(1 + k)− 2ir2+ω

]
/ϱθ, (C.11)

Bk = −r+
[
1 + l(l + 1) + 2k(k + 1)− 8r2+ − 4iωr+ − 8iωkr+

]
/ϱθ (C.12)

+r− [1 + l(l + 1) + 2k(k + 1)− 2iωr+ − 4iωkr+] /ϱθ,

Ck = (k − 2iω)
(
ϱθk − 2iωr2+

)
/ϱθ. (C.13)
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Apêndice D

Método computacional

Para calcularmos os coeficientes de reflexão e posteriormente a absorção usamos o

software Mathematica, com a seguinte abordagem:

1 O primeiro passo é estabelecer as condições inicias, para isso admitimos uma expan-

são em série no horizonte da forma,

R(r) = e−iωx

∞∑
k=0

yk(r − rh)
k, (D.1)

onde os coeficientes yk podem ser encontrados analiticamente, isso pode ser feito com

um pacote de álgebra simbólica no Mathematica e utilizando o método de Frobenius

na equação radial;

2 Seguindo determina-se numericamente a solução da equação radial no nosso caso

com o comando NDSolve usando um esquema de Runge-Kutta de quarta ordem,

com as seguintes condições iniciais R(rmin) e a sua derivada em termos de r R′(rmin)

onde rmin é o valor inicial de r, ou seja, o valor bem próximo do valor numérico do

horizonte de eventos ;

3 Nesta etapa obtém-se os coeficiente Aent e Asai que esta relacionado as ondas de

entrada e sáıda, comparando o resultado numérico com as seguintes expansões ana-

ĺıticas no infinito

R(r) ∼ Asaie
iωx

∞∑
k=0

zk
rk

+ Aente
−iωx

∞∑
k=0

z∗k
rk
, (D.2)

R(ent)(r) = e−iωx

∞∑
k=0

zk
rk
, R(sai)(r) = eiωx

∞∑
k=0

z∗k
rk
, (D.3)
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onde os coeficientes zk e z∗k podem ser encontrados da mesma forma do item 1. Os

valores de Aent e Asai podem ser encontrados resolvendo o seguinte sistema para r

muito distante do raio do horizonte,AentR
(ent)(rmax) + AsaiR

(sai)(rmax) = H(rmax),

AentR
′(ent)(rmax) + AsaiR

′(sai)(rmax) = H ′(rmax),

(D.4)

aqui os valores R(rmax) e R
′(rmax) resultam da interação numérica para r máximo;

4 Com os valores de Aent e Asai calculados, podemos encontrar o deslocamento de fase

e posteriormente a seção de choque de absorção

σabs =
π

ω

∑
l=0

(2l + 1)
(
1− |e2iδl |2

)
, onde e2iδl = (−1)l+1Asai

Aent

.
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