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Resumo

Nesta tese, estudamos o processo de espalhamento de ondas escalares devido a di-
versos cenarios de buracos negros, como os efeitos da nao-comutatividade via distribuicao
Lorentziana de massa, a implementacao de correcoes quanticas na métrica de Schwarzs-
child usando o principio da incerteza generalizado (generalized uncertainty principle -
GUP), e buraco negro auto-dual. Usamos alguns métodos para analisar o processo de
espalhamento em baixas e altas frequéncias, principalmente o método de ondas parciais e
analise numérica para verificar os resultados. Determinamos o deslocamento de fase ana-
liticamente no limite de baixas frequéncias e vimos que a secao de choque de absorc¢ao e a
secao de choque diferencial de espalhamento sao modificadas pelas corregoes implementa-
das em cada caso. Em todos os cenarios descobrimos que a absorcao nao vai a zero mesmo
em limites de pequenas massas. Complementamos com o estudo dos modos quasinormais
usando dois métodos distintos: a aproximacao WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) com as
correcoes até sexta ordem implementadas por Konoplya e a analise numérica introduzida
por Leaver. Notamos que tanto a nao-comutatividade como as correcoes introduzidas com
o GUP modificam o comportamento das frequéncias quasinormais. Além disso, investi-
gamos o raio da sombra do buraco negro nestes dois cendrios e verificamos a relacao com
os modos quasinormais no regime eikonal.

Palavras-chave: Buraco negro, Espalhamento, Modos quasinormais, Correcoes quan-

ticas.
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Abstract

In this thesis, we study the process of scattering massless scalar waves due to dif-
ferent black hole scenarios, such as the effects of noncommutative via Lorentzian smeared
mass distribution, the implementation of quantum corrections in the Schwarzschild metric
using the generalized uncertainty principle (GUP), and self-dual black hole. We use diffe-
rent methods to investigate the scattering process at the low and high frequencies limit,
mainly the partial wave method, and numerical analysis to verify the results. We deter-
mined the phase shift analytically at the low energy limit and saw that the absorption
cross section and the differential scattering cross section are modified by the corrections
in each scenario. In all scenarios we find that the absorption is not zero as the mass
parameter goes to zero. We complement it with the study of quasinormal modes using
two different methods: The first is the Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) approximation
with corrections up to the sixth order implemented by Konoplya and the second is the nu-
merical analysis introduced by Leaver. We noticed that both the noncommutativity and
the corrections introduced with the GUP modify the behavior of quasinormal frequencies.
Furthermore, we investigated the black hole shadow radius in these two scenarios and
verified the relationship with the quasinormal modes in the eikonal regime.

Keywords: Black hole, Scattering, Quasinormal modes, Quantum corrections .
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Capitulo 1

Introducao

A relatividade geral e a mecanica quantica mudaram profundamente nossa visao do
mundo, nao s6 isso como ambas as teorias foram verificadas com extraordinaria precisao
nas ultimas décadas. Neste contexto intimeros pesquisadores buscam formas de unificar
essas teorias com o objetivo de encontrar uma descricao para o universo em escalas muito
pequenas da ordem do comprimento de Planck (I, ~ 107%3¢m). Um dos trabalhos que
abriram as portas para um melhor entendimento sobre a relagao entre esses dois regimes
foi proposto por S. Hawking em 1975 [1], ele mostrou que os buracos negros podem
evaporar, ou seja, que podem emitir radiacdo térmica como um corpo negro. Assim
Hawking levantou uma questao natural sobre o estagio final da evaporacao e a possivel
perda de informacao codificada nos estados quanticos da matéria. Todos os problemas
sobre a evaporacgao do buraco negro foram basicamente devido a uma quebra da descrigao
semiclassica, que requer que a massa do buraco negro seja muito maior que a massa de
Planck Mpn >> M, A medida que o buraco negro evapora, perdendo energia na forma
de radiagao térmica, a massa do buraco negro diminui tal que essa condi¢cao nao pode ser
mais atendida e precisamos de uma teoria quantica da gravidade.

Nesta tese nao pretendemos dar uma descricao completa das tentativas existentes
para a formulagao de uma teoria quantica da gravitagao, porém vamos mencionar breve-
mente as principais alternativas. Atualmente temos pelo menos duas teorias candidatas
ao estudo do Universo préximo a escala de Planck. A primeira é a teoria de supercordas
[2] na qual a supersimetria é incorporada a fisica como uma forma de unificar ou abranger
duas categorias de particulas aparentemente distintas, bosons e fermions. Um dos temas

de grandes discussoes ha décadas é a existéncia de dimensoes espaciais extras, esta hi-



potese é uma solucao viavel para o problema da hierarquia, ou seja, a presenca de duas
escalas fundamentais da natureza, a escala eletrofraca e a escala de Planck, separadas por
16 ordens de magnitude [3, 4, 5]. O ponto importante é que as dimensoes extras podem ser
consideradas tao grandes quanto cerca de um milimetro, se os campos do Modelo Padrao
! 530 restritos em uma subvariedade de quatro dimensoes do espaco-tempo de dimensao
superior, e que somente a gravidade pode sondar as dimensoes transversais adicionais.
Assim, podemos identificar uma nova escala M,, derivada da escala de Planck através
da relacao MET = Mg /R™ onde R é o tamanho médio de cada uma das n dimensoes
extras. Se R é grande o suficiente em relacao ao comprimento de Planck [,, entao M,
serd muito menor que M, e assim terfamos uma unica escala para ambas as interagoes
eletrofraca e gravitacional.

Além de dar uma possivel solucao para o problema da hierarquia, a presenca de
dimensoes extras, ha outras consequéncias importantes. Um buraco negro menor que
o tamanho das dimensoes extras pode ser considerado, como totalmente submerso em
um espago-tempo isotrépico de 4 + n dimensoes, com uma dimensao de tempo e 3 + n
espaciais. Isso permite usar a solugao de Schwarzschild em dimensoes altas para descrever
a fase neutra sem rotagao do buraco negro [6].

A segunda alternativa é conhecida como loop quantum gravity (LQG), ou seja, gra-
vidade quantica em lagos proposta por Rovelli, Smolin e outros [7, 8, 9, 10, 11]. Esta teoria
¢ derivada do procedimento de quantizacao canonica das equagoes de Einstein obtidas em
fungao das varidveis de Ashtekar [12], com o objetivo de reconciliar a relatividade geral
e a mecanica quantica na escala de Planck. A LQG postula que a estrutura do espaco
tempo é composta de lagos finitos entrelacados em um tecido ou uma rede extremamente
fina. Essas redes de lacos s@o chamadas de redes de spin. A evolucao de uma rede de
spin tem uma escala acima da ordem do comprimento de Planck. Como consequéncia da
quantizacao, todas as areas e volumes do Universo devem ser multiplos de valores dis-
cretos, por exemplo, a drea de uma superficie bidimensional qualquer é representada na
LQG da forma A = 8rG~ >, /Ji(j; + 1), onde j; é o spin associado com os nds da rede

de spin e v um parametro fundamental (Barbero-Immirzi® ).

ITeoria que descreve trés das quatro forcas fundamentais conhecidas no universo, apenas a gravidade

permanece inexplicada, veja mais em The Standard Model.
2Este parametro surge no processo de descrever uma conexao de Lorentz com o grupo nao compacto

SO(3,1) na forma de uma conexao complexa com valores em um grupo compacto de rotagoes, seja SO(3)


https://home.cern/science/physics/standard-model

Ambas as teorias tém grandes méritos e problemas em aberto, ainda que sejam
fisicamente muito promissoras e matematicamente elegantes e bem definidas, nao temos
dados experimentas que demonstrem algum tipo de efeito gravitacional quantico. Assim,
como iniciado por Hawking, um caminho para desvendar alguns desses mistérios esta
no estudo dos buracos negros, mais especificamente no estagio final, no qual o buraco
negro resultante perde energia pela emissao de radiagao, com a diminuicao gradual da
massa e aumento da temperatura. Em uma geometria de Schwarzschild, haveria um
comportamento divergente na temperatura Hawking nas proximidades da origem, ou seja,
perturbado por fortes flutuagoes gravitacionais quanticas da variedade espaco-tempo. Esta
fase de Planck da evaporagao do buraco negro [14] é estudada de forma eficiente usando
como base argumentos da geometria nao-comutativa. Assim da mesma forma que acontece
com coordenadas e momentos na teoria quantica convencional, temos um novo tipo de
principio da incerteza, que viria de uma relacao nao comutativa e assim, postulando a
existéncia de uma variedade nao-comutativa.

Temos entao que as coordenadas do espaco tempo x* passam a ser operadores

hermitianos que nao comutam entre si, obtendo uma relagao de comutacao da forma
[zh, x| = 0" (1.1)

em que #* é uma matriz anti-simétrica, com dimensao do comprimento ao quadrado.
A abordagem mais popular para a geometria nao-comutativa baseia-se na substituicao
da multiplicacao pontual de corpos na lagrangiana por um produto-x Groenewold-Moyal
[15, 16]. Esta técnica, amplamente inspirada nos fundamentos da mecéanica quéantica,
fornece uma maneira sistematica de descrever espagos nao comutativos e estudar teorias
de campos que se propagam neles.

Uma caracteristica comum entre varias teorias da gravidade quantica, como as
mencionadas, é a existéncia de um comprimento mensuravel minimo que pode ser identi-
ficado com a ordem da escala de Planck. O comprimento mensuravel minimo é especial-
mente importante, pois pode ser aplicado a diferentes sistemas fisicos e modificar muitas
teorias cldssicas [17, 18, 19, 20]. Uma das teorias modificadas mais interessantes é cha-
mada de generalized uncertainty principle (GUP) ou principio da incerteza generalizado,

que é uma generalizacao do principio convencional da incerteza de Heisenberg. E bem

ou SU(2), uma revisdo atual em [13].



conhecido que o principio da incerteza esta intimamente relacionado com a relagao de co-
mutacao fundamental. Portanto, levando em conta a escala mensuravel minima, Kempf,

Mangano e Mann [21] propuseram uma relagao de comutacao fundamental modificada

com os operadores posi¢ao e momento, x; = zo; € p; = po; (1 + Bpf), respectivamente,
onde xg; € po; satisfazem as relagoes de comutagao canonicas [zo;, poj| = ihd;;. Através

das relacoes acima, a forma mais comum do GUP é dada da forma
h 2
Aeap > 2 [14 s(apy] (13)

onde Az e Ap representam as incertezas para posicao e momento. Sendo que [ =
Bolz/h? = Bo/M2c?, By é uma constante sem dimensdo, a equagao (1.3) implica na exis-
téncia de um comprimento mensuravel minimo Az,,;, ~ l,n/5o.

Na presente tese abordaremos a influéncia dessas teorias mencionadas, como a nao-
comutatividade e o principio da incerteza generalizado no cenério de buracos negros no
contexto de espalhamento e absor¢ao, e a influéncia nas frequéncias quasinormais. Uma
forma de estudar os efeitos ao redor de buracos negros é por meio da analise de espa-
lhamento. Na literatura podemos encontrar diversos trabalhos propostos para investigar
diferentes aspectos do espalhamento de ondas escalares por buracos negros [22, 23, 24].
Varios estudos descobriram que no limite de baixa frequéncia (GMw << 1) [25, 26, 27, 28],
a secao de choque de espalhamento diferencial no limite de pequenos angulos exibe o se-
guinte resultado do /dQ ~ 16G?M? /9. Além disso, muitos estudos anteriores [29, 30, 31]
relataram que no limite de baixa frequéncia a secao de choque de absorcao ¢ igual a area
do horizonte de eventos do buraco negro, dada por o = 47ri = 167G*M? [32]. Nos
ultimos anos, uma extensao do método de onda parcial também foi aplicada na fisica de
buracos negros analogos em fluidos [33, 34, 35, 36], bem como na investigacao de espa-
lhamento devido a um buraco negro nao-comutativo BTZ (Banados-Teitelboim-Zanelli)
[37]. Alguns estudos sobre o processo de espalhamento de campos massivos de buracos
negros também foram investigados [38, 39, 40, 41]. Na teoria das cordas, o espalhamento
de ondas escalares por buracos negros em d dimensoes esfericamente simétrico também
foi analisado [42]. Os primeiros trabalhos de investigacdo numérica do espalhamento de
ondas planares por buracos negros foram examinados por Sanchez na década de 1970, ele

aplicou o método numérico em buraco negro de Schwarzschild [43].
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Diversos avango no ramo experimental nos possibilitou incriveis resultados, como
a deteccao de ondas gravitacionais que surgem da fusao de buracos negros e estrelas de
néutrons, apresentada pela colaboragao LIGO-VIRGO [44, 45]. O estudo de perturbagoes
em buracos negros teve inicio com o trabalho de Regge e Wheeler em 1950 [46], analisando
a instabilidade do buraco negro de Schwarzschild usando pequenas perturbagoes em sua
geometria. De modo geral, perturbacoes devido a campos de teste ou mesmo a geometria
nas vizinhancas do horizonte de eventos evoluem com frequéncias bem caracteristicas de-
nominadas de quasinormais [47]. As frequéncias quasinormais dependem exclusivamente
dos parametros que definem a familia de buracos negros considerada, e nao da pertubagao
inicial. Assim, seu espectro de frequéncia e tempo de amortecimento podem ser analisa-
dos estudando modos quasinormais. Os modos quasinormais sao frequéncias complexas
que extraem informacgoes sobre como os buracos negros relaxam depois que a perturbagao
para de agir sobre eles. Se a parte imaginaria dessas frequéncias for positiva significa que
as perturbagoes crescem com o tempo tornando o sistema instdavel. Uma maneira bem
conhecida de analisar modos quasinormais é através da aproximacao Wentzel-Kramers-
Brillouin (WKB), que iremos detalhar melhor nos capitulos seguintes, além de apresentar
uma forma numérica para obtencao das frequéncias quasinormais.

Estas melhorias nas técnicas experimentais, resultaram em uma das imagens mais
impressionantes das ultimas décadas, a primeira imagem de um buraco negro supermassivo
localizado no cetro da galdxia M87*, fruto da colaboragao Event Horizon Telescope (EHT)
[48, 49]. Estes resultados experimentais estimularam e reaqueceram os estudos sobre
sombra de buracos negros. Esta sombra é uma regiao escura que indica auséncia de estrelas
e galaxias ao fundo, sao determinadas por orbitas instaveis que estao fora do horizonte
de eventos. Por sua vez esta érbita instavel, é uma regiao onde delimita os feixes que
sao absorvidos ou espalhados, pelo buraco negro, muitas vezes chamado de anel ou esfera
de fotons. Para o buraco negro de Schwarzschild o tamanho da sombra corresponde ao
tamanho da oOrbita instavel aumentado pela curvatura dos raios de luz, como veremos
nos capitulos seguintes. Relacionado a investigacao de modos quasinormais, o estudo da
sombra de buracos negros tem sido amplamente explorado na literatura [50, 51, 52, 53, 54].
Este estudo é uma ferramenta muito importante para entender as propriedades do buraco
negro proximo ao horizonte de eventos.

Esta tese esta organizado da seguinte forma. Nos Capitulos 2 e 3 estudamos o



espalhamento para os buracos negros nao-comutativo e com corre¢oes provenientes do
principio da incerteza generalizado respectivamente, encontrado a secao de choque de ab-
sor¢cao e espalhamento diferencial no regime de baixa e alta frequéncia, verificando que
mesmo para pequenas massas temos uma se¢ao nao nula, relacionadas a massa minima
de cada cenario. Estudamos também, o regime intermediario pela anélise numérica, com-
plementando com o estudo semiclassico de espalhamentos para angulos proximos de 180°
chamados de espalhamento gléria.

Capitulo 4, continuamos com o estudo de espalhamento agora no cenario dos bura-
cos negros auto-duais, calculando a se¢ao de choque de absorcao e espalhamento diferencial
no limite de baixas frequéncias, como encontrado nos capitulos anteriores, no limite de
pequenas massas a secao de absorcao e espalhamento é diferente de zero. Para uma ana-
lise completa verificamos os resultados numericamente além de obter a secao de absorcao
para altas frequéncias com a andlise geodésica.

Capitulo 5, é feita uma pequena introducao sobre modos quasinormais e a influén-
cia nos estudos de buracos negros. Para calcular as frequéncias quasinormais usamos a
aproximacao WKB de sexta ordem implementada por Kanoplya e um método numérico
chamado fracao continua de Leaver, aplicamos em dois cendrios diferentes, buracos negros
nao-comutativos e com correcoes quanticas usando o principio da incerteza generalizado.
Para cada caso estudamos também a evolugao temporal por uma perturbagao com perfil
inicial gaussiano, assim, integramos numericamente a equacao dependente do tempo e
observamos o comportamento das frequéncias quasinormais no dominio temporal.

Capitulo 6, é discutido um pouco sobre a sombra do buraco negro e a relagao com
os modos quasinormais no limite eikonal, verificando a influéncia dos parametros de nao
comutatividade e GUP no comportamento da sombra.

Capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes e consideragoes finais.



Capitulo 2

Absorcao e espalhamento de um buraco

negro nao-comutativo

Neste capitulo iremos estudar a secao de choque diferencial de espalhamento e
absorcao para uma geometria de um buraco negro nao-comutativo, no regime de baixas
e altas frequéncias, além de uma andlise numérica para o regime intermediario. O espaco
tempo nao-comutativo na teoria gravitacional tem sido objeto de estudo em diversas
investigagdes na literatura recente [14, 55]. Em particular, o estudo considerando os
efeitos da nao-comutatividade na fisica de buracos negros tem sido uma area de grande
interesse, principalmente pela possibilidade de uma melhor compreensao do estado final
de um buraco negro devido a sua evaporacao. Além disso, a nao-comutatividade pode
ser implementada na Relatividade Geral modificando a fonte de matéria, ou seja, a nao-
comutatividade é introduzida modificando a densidade de massa para que a funcao delta
de Dirac seja substituida por uma distribuigao Gaussiana [56] ou de forma alternativa
por uma distribui¢do Lorentziana [57]. Assim, a densidade de massa assume a forma
respectivamente,

M r? Mo
po(r) = WGXP <—@) ou po(r) = w32 (12 4 70)*’ (2.1)

onde # é o parametro nao-comutativo e M é a massa total difundida por toda a regiao de
tamanho linear /6.

Para analisar o processo de espalhamento de um buraco negro de Schwarzschild
nao-comutativo, aplicaremos a abordagem de onda parcial para determinar a secao de

choque de espalhamento e absorcao no limite de baixa frequéncia. Vimos que devido a



nao-comutatividade, a densidade de massa é dada em termos das distribui¢oes gaussianas
ou lorentzianas, tal que para o nosso estudo de espalhamento iremos considerar esta ultima
por duas razoes principais. Primeiro, porque é mais tratavel em algumas etapas analiticas
especificas do presente estudo e, segundo, em nosso formalismo os termos gaussianos sao
altamente suprimidos como veremos nas préximas segoes. Assim, estamos interessados
em investigar o efeito da nao-comutatividade considerando uma distribuicao de massa
espalhada lorentziana no problema de espalhamento de uma onda escalar sem massa por

um buraco negro de Schwarzschild nao-comutativo.

2.1 Buraco negro de Schwarzschild nao-comutativo

Vamos comegcar estudando o elemento de linha para o buraco negro nao-comutativo
dado por uma distribuicao Gaussiana como demostrado por Nicoline e colaboradores
[56]. A versao nao-comutativa da equacao de Einstein em termos das coordenadas quase

classicas
Gg”' = —Te‘“’, (2.2)

onde temos Gy como a constante gravitacional e ¢ a velocidade da luz. Os efeitos nao-
comutativos podem ser implementados atuando sobre a fonte de matéria, assim, nao é
necessario alterar a parte tensorial de Einstein Gf” das equagoes de campo. Considerando
uma distribuicao de energia para uma fonte gravitacional estdtica esfericamente simétrica,

difusa, nao-comutativa, da forma

) = e (5. (23)

que substitui a distribuicao convencional de Dirac e entra na componente temporal do
tensor energia momento, Tp,” = —pg(r). A conservacio covariante V. T} = 0 e a condi¢ao
adicional ggo = —g.!, ou seja, “tipo Schwarzschild”, especifica completamente a forma do

tensor momento energia

—Po
Ty, = br (2.4)
b1

pL



com p, = —pg € pi = —pg — r0xpg(r)/2. Inserindo o tensor Tp,” acima na equagao de

Einstein, assumindo Gy = ¢ = 1, temos o seguinte elemento de linha:

dr?
f(r)
onde df é o angulo sélido dado por, dQ2? = d¥? + sin? ¥d¢?, nesta tese como @ é definido

ds® = f(r)dt* — —r2dQ?, (2.5)

como o parametro nao-comutativo, definimos o angulo do sistema de coordenadas como 1.

, 4M 3 r? , o
Temos também que f(r) =1— ——~ | =, — |, onde é usado uma defini¢ao diferente da

Vrr o\ 27 46

funcao gama chamada de funcao gama incompleta, é obtida pela mesma integral porém

indefinida, assim temos dois tipos:

3 2 r2/40\/_ ,
vl=,— | = te”"dt, (2.6)
(25)~ ]

F(3 7,2) — [ Vietar, (2.7)

230) =

estas duas expressoes sao relacionadas da seguinte forma

3 r? 3 3 r?
—.—|=T(=)-T(=,—]. 2.
7(2’49) (2) (2’49) (28)
Impondo a condigao f(r) = 0, obtemos o raio do horizonte
2r 3 7“,2L
— s (2 2.9
Tn ﬁ’7 (27 40) ) ( )
em que ry, = 2M é o horizonte de eventos para um buraco negro de Schwarzschild em

unidades naturais. Para M?/6 >> 1, temos

M
P [1 - me”ﬂ/g)} , (2.10)

tal que o efeito da nao-comutatividade é exponencialmente pequeno em grandes distancias.
J& para distancias pequenas, temos mudancas significativas como vamos ver a seguir.

A equagao (2.9) nao admite uma solugao direta para rj, portanto, uma forma ra-
pida de verificar algumas situagoes do horizonte em relagao ao parametro nao-comutativo
é obter o gréfico de f(r) como mostrado na Figura 2.1. Ajustando as curvas para diferen-
tes valores de M/ V0 podemos encontrar trés situacoes que caracterizam o horizonte. A
primeira, quando M/ V0 > 1.905, temos dois horizontes, um horizonte interno (Cauchy)
e um horizonte externo. A segunda situagao, quando M/ V0 = 1.905, temos um horizonte
degenerado r, = 1.585M ou r, = 3.018v/0, que corresponde ao caso extremo do buraco

negro tendo uma massa minima M,,;, = 1.905v/6. Finalmente a ultima situacao, quando
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Figura 2.1: Grafico da funcio f(r) para alguns valores de M/+/. Os raios do horizonte para cada caso
é obtido pela intersecio das curvas com o eixo horizontal. Para M = v/ (azul tracejada), ndo temos
horizonte, j& para M = M, = 1.905v/0 (preta continua) temos um horizonte degenerado e por tltimo

M = 2.5v/6 (laranja pontilhada tracejada) representa o caso onde temos dois horizontes.

M/ V0 < 1.905 nao temos horizonte. Logo o intervalo do parametro V0 para o buraco
negro nao-comutativo esta entre 0 < V0 < 0.5252M.

A temperatura Hawking para o buraco negro nao-comutativo de Schwarzschild é
dado pela expressao

f'(rn) 1 73 e Th/A0

T = = — 1—
= ar T 4, 4032 (3/2, 2 /46)

(2.11)

Considerando apenas o primeiro termo da equacao (2.11), recuperamos o resultado
padrao para a temperatura Hawking Ty = 1/47r),. Neste caso, a temperatura do buraco
negro aumenta a medida que o raio do horizonte diminui apresentando assim uma diver-
géncia para valores pequenos de 7, da ordem de V6. Esse problema pode ser contornado
considerando os efeitos da ndao-comutatividade como na equagao (2.11), que estd represen-
tado na Figura 2.2 pela linha continua preta. Veja que diferente de explodir para valores
pequenos de 7, a curva vai a um méximo da temperatura em r, = 4.755v/0 e depois cai
a zero em 1), = 3.02v/6, que corresponde ao raio do buraco negro extremo. Desta forma,
para 7, < 3.02v/0 niao hé buraco negro e portanto a temperatura nao pode ser definida.

Assim, podemos expressar a equacao para temperatura (2.11) de uma forma mais
compacta no regime de 6 pequeno, reescrevendo a equagao assumindo 7%/460 >> 1 e

substituindo o valor do raio do horizonte, que entao temos

1 AM? —M?
= |1— /0
Ty 3 [1 me ] . (2.12)
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Figura 2.2: No gréfico vemos que o resultado padrao diverge para valores pequenos de 7y, enquanto o

efeito da nao-comutatividade elimina esse problema.

Novamente mantendo apenas o primeiro termo, recuperamos a temperatura de Hawking
do buraco negro de Schwarzschild Ty = 1/47rs.

Agora sabendo da importancia de estudar os efeitos da nao-comutatividade em
pequenas distancias, vamos considerando o limite r%/40 >> 1 para expandir a funcio

gama incompleta (2.8),

3 r? VT r 2
S et e 2.13
VCTM) T e, (2.13)
e reescrever a métrica (2.5) da forma
2 o dr? 2 7092
ds* = F(r)dt* — — r2d§)”, (2.14)

F(r)

em que
AM (/7 r 2M 2M

F(r)=1 VI Do) o - 0 Tt
=1y maa) 21

Célculos semelhantes podem ser feitos para uma distribuicao lorentziana. Mais especifi-

camente podemos obter a métrica para este caso, considerando a densidade de massa

Mo

W) = e (2.16)

Agora, a funcao de distribuicao de massa pode ser obtida pela seguinte integracao

My = / pedmridr, (2.17)
0
2M vV
My = Ml () - vl (2.18)
T /70 w0 + r?
Considerando o limite 72 /76 >> 1,
AM~ 6
My =M — \[+...+0(93/2). (2.19)

NZss
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Consequentemente sendo a massa modificada (2.19), a fun¢ao métrica do buraco negro

nao-comutativo pode agora ser dada por

2My _ 2M+8M\/§
ro r V2o

(2.20)

Podemos comparar este resultado com a fun¢ao métrica (2.15). A escolha da
expressao (2.20) simplificard os cédlculos do deslocamento de fase e nos calculos da segao
de choque diferencial de espalhamento e absorcao que serao feitos posteriormente. Além
disso, para estes célculos iremos considerar uma expansao de poténcia em 1/r para grandes
distancias, de modo que o termo Gaussiano na fungao (2.15) é altamente suprimido em
comparacao com a distribuicao lorentziana e, portanto, nao se espera que efeitos nao-
comutativos sensiveis aparecam a partir de (2.15).

Considerando (2.20), obtemos o horizonte de eventos externo e interno representa-

dos por r, e r_, respectivamente,

8 [0
re=M|[1+ 1_M\/; . (2.21)

Uma outra forma de expressar os raios do horizonte é da forma expandida no limite

de 0 pequeno, considerando até termos da ordem v/ :

0 86 2 /0
0 80
— 4+ 2.2
" A Ve (2:25)

Nessa aproximacao o horizonte interno é diretamente proporcional ao parametro nao-
comutativo. Como vimos para a distribuicdo gaussiana na Figura 2.2, no o caso nao-
comutativo o comportamento da temperatura Hawking admite um valor maximo, que
corresponde a uma massa critica relacionado a temperatura maxima e posteriormente a
temperatura decai. Para uma distribuicao lorentziana temos o mesmo comportamento,

sendo a temperatura dada por:

Ty = M = 4VO/m (2.24)

- 81 (M—Q 9/71')27

neste caso temos uma temperatura maxima para uma massa da ordem M = 64/60/7. Ja

para M = 4,/6/7 temos uma temperatura Hawking tendendo a zero.
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Nas secoes seguintes, vamos analisar a secao de espalhamento diferencial e a secao
de absor¢ao em dois regimes: baixas frequéncias, por meio do método de ondas parciais,
e altas frequécias, pela geodésica e para complementa uma andlise semiclassica para o

espalhamento.

2.1.1 Meétodo de ondas parciais

Comecando com o método de ondas parciais, considerando a equacao para o caso
de um campo escalar sem massa para descrever a onda espalhada. Neste caso as ondas
escalares sem massa sao descritas pela equacao de Klein-Gordon em um espago-tempo

(2.14), dada por
1
—0 —gg""0,¥) = 0. 2.25
Lo, (vaa) 229
Agora podemos fazer a separacao de varidvel,

Rwl( )

Voot (T, t) = Yim (9, ¢)e ™™, (2.26)

no qual Yy, (¥, ¢) sdo os harmonicos esféricos e w a frequéncia. Substituido a fungao de

onda acima na equagao de Klein-Gordon, obtemos a seguinte equagao para R ;(r):

F W% [F (T)dR;;@} + [w? = Vs (r)] Ru(r) =0, (2.27)

onde o potencial efetivo é dado por

7“2—2M7"+8M\/9/7r> [2]\/[ 16]\/[\/9/7
r

rd

Ver(r) = (

(14 1) (2.28)

Seguindo, vamos encontrar a secao de choque de espalhamento diferencial e a secao
de absorcao para o regime de baixas frequéncias. Para isso vamos usar algumas expansoes.
Para comegar, considerando uma nova funcao radial G(r) = \/F(r)R,(r), temos

d*G(r)
dr?

+U(rG(r) =0, (2.29)

onde obtemos um novo potencial da forma

1 dF(r)\? 1 EFr) W Vi(r)
U(r):zum(r)( ar ) S @ TR R (2:30)

as derivadas primeira e segunda da funcao métrica sao

dF(r) 2M  16V0M @F(r)  —AM N 48vVOM
dr 12 Vrs dr2 3 NI
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Agora, expandindo o potencial U(r) em série de poténcias em torno de 1/r, obtemos

4Mw? N 12M20? — (1 + 1) — 16Mw?+/0/7 N

Ur) =w?+ . 3 O(1/r)*,  (2.32)

tal que
diig” + (W +U(r)) G(r) =0, (2.33)

em que

AMw? 1202 32Mw? |6
() = WM 120 SISO (2.34)

r 72 72 T

(I +1) 4\/5
2 __ "\ "~ 2 2 - e
C=—"—"+ My <1 7 W). (2.35)

Aqui % define a mudanga para os coeficientes de 1/r* envolvendo apenas contri-

Note que definimos

buicdes de I, M, v/ e w. Note que quando r — oo o potencial U(r) vai a zero, mostrando
que satisfaz as condigoes assintéticas. O deslocamento de fase §; pode ser obtido aplicando

a seguinte formula aproximada:

N B w+1 .., 4\/6
Gr2l—0)=2|1 S M (1] (2.36)

Tomando o limite [ — 0, obtemos

51 - 50 + (5121, (50 - —QMU.) (1 - —\/>> 5121 - 0 (237)

Com a expressao do deslocamento de fase podemos obter a amplitude de espa-

lhamento e com isso determinar a secao diferencial de espalhamento. A amplitude de
espalhamento, definida por f(¢), pode ser representado na forma de uma expansao em
ondas parciais [58]:

o0

1
= (20+1) (¥ — 1) Py (cos¥), (2.38)

20w
1=0

onde P, (cos?)) sao os polinomios de Legendre. A segao de choque diferencial de espalha-

mento é dado por
do

aQ

Para calcular diretamente a série (2.38) se torna complicada devido a divergéncia,

= [f(9)[*. (2.39)

ou seja, precisamos de um numero infinito de polinomios de Legendre para descrever a
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divergéncia em ¥ = 0. Yennie, Ravenhall e Wilson [59] desenvolveram uma forma possivel
de contornar esse problema. Dada uma série de polindmios de Legendre, que ¢é divergente
em ¥ = 0, pode-se definir uma série reduzida

(1 —cos®)™f(9) =) a]"P,(cos?). (2.40)

1=0

Essa série reduzida é menos divergente em ¥ = 0, assim, pode-se esperar que esta série
convirja mais rapidamente. Usando as propriedades dos polinomios de Legendre, podemos
mostrar que os novos coeficientes af“l estao relacionados com os anteriores da seguinte

forma:

i1 ; L+1 l

a" =a; — ai_,. (2.41)

57 L a%+1 — 57 %1
20+3 " 211"
Este é um método excelente para somar as séries numericamente, no qual interagoes sao

suficiente. Neste caso vamos abrir a primeira intera¢ao assumindo ¢ = 0 em (2.41), tal

que temos

1 o I[+1 4 ! 0

U =) = 5o — g G (2.42)

onde a) = (21 + 1) (eml — 1). A secao de choque diferencial de espalhamento é obtida da
forma [59, 60]
(2.43)

1 — )
_02’2_2 COS

Com os resultados obtidos para o deslocamento de fase em (2.37), os dois tltimos termos

da equagdes (2.42) sao nulos e entdo podemos reescrever a equagao (2.43) como

- Pl cos 1) 1 > 25 P (cos 1)) |2
dQ_‘szZ l 1— cosd _‘2_; (2+1 -l )m) (2.44)

No limite de pequenos angulos, podemos reescrever a secao de espalhamento da seguinte
forma:

2

do 4

a0 Wl

(2.45)

i (20 + 1) € sin(&;) P, (1)

Assim, a secao de espalhamento diferencial no limite [ = 0 é dado por

bf 16M2
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aqui usamos o subscrito bf para definir o regime de baixas frequéncias. O termo domi-
nante é modificado pelo parametro nao-comutativo 6. Verificamos que a secao de choque
diferencial de espalhamento diminui devido o efeito da nao-comutatividade. Para 6§ = 0,
retornamos ao caso do buraco negro de Schwarzschild. Vamos determinar agora a se¢ao
de choque de absorcao para um buraco negro de Schwarzschild nao-comutativo para bai-
xas frequéncias. Como ja é bem conhecido na mecéanica quantica, a secao de choque de

absorcao total pode ser calculada pela relacao

Oabs = % Z(Zl +1) (1= [e¥)?) . (2.47)
1=0

Obtemos, no limite w =+ 0 e [l =0,

0o = 16mM° (1 - % %) = Asen (1 - %\@) , (2.48)

onde Ag., = 4mr? = 16mrM? é a drea do horizonte de eventos de um buraco negro de
Schwarzschild. Vemos também que a absorcao diminui pelo efeito da nao-comutatividade.
A equagao acima pode ser reescrita em termos da area do horizonte de eventos para o
buraco negro nao-comutativo

2
2 [0
ot~ dr le (1 -7 —)] = 471}, (2.49)

™

sendo 47r? a 4rea do horizonte de eventos para o buraco negro de Schwarzschild nao-
comutativo. Além disso nossos resultados para absorcao mostram concordancia com a
propriedade de universalidade da secao choque de absor¢ao, que é sempre proporcional
a area do horizonte de eventos no limite de baixas frequéncia [61]. Na Figura 2.7, a
seguir mostra o grafico da secao de choque de absor¢ao para [ = 0, que foi obtida nu-
mericamente a partir da equagao radial (2.27) para frequéncias arbitrarias. Analisando
o comportamento desta figura, podemos observar que o parametro nao-comutativo 6 in-
troduz um efeito de carga se comparado com o grafico da absorcao do buraco negro de
Reissner-Nordstrom [62].

O elemento de linha para o buraco negro de Reissner-Nordstrom é dado pela equa-
¢ao (2.14) com,

2M  Q?

FRN(T) = 1—T+ﬁ (250)

Aqui devemos enfatizar que o parametro nao-comutativo esta relacionado com a carga

do buraco negro de Reissner-Nordstrom pela relacio v = VTQ?/8M. Note que a raiz

quadrada do parametro nao-comutativo é proporcional ao quadrado da carga elétrica.
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2.1.2 Estudo da orbita e analise classica

Vamos analisar a secao de choque diferencial de espalhamento no limite de altas
frequéncias, considerando duas abordagens, espalhamento geodésico cléssico e a aproxi-
macao gléria semiclassica. Com isso teremos tanto os resultados de baixa quanto os de
alta frequéncia e assim, podemos verificar de forma mais completa a secao de choque de

espalhamento obtida pelo método numérico na analise de onda parcial.

Geodésica nula

Podemos encontrar as geodésicas nulas a partir da equacoes de movimento tomando
1 A
uma lagrangiana da forma £ = §gw,9t'“a':”, onde & = (t, 7,7, ¢), o ponto define a derivada

em relacao ao parametro afim , tal que

7',2

2L = F(r)t* — F)

—r? (192 + sin® 1%2) : (2.51)

Estamos interessados na trajetéria de um raio de luz em uma métrica esferica-
mente simétrica, assim considerando um plano equatorial fixando o angulo ¥ em 7/2.
Nestas condigoes a métrica (2.51) é independente de t e ¢, tal que duas equagdes sao
suficientes para descrever o movimento de um raio de luz, podemos montar um sistema
com essas equagoes que dao origem a duas constantes de movimento geodésico F e L, que

correspondem a energia e momento angular, respectivamente:
E = F(r)i, L =r2%. (2.52)

Agora, como nosso objetivo é estudar geodésicas nulas, temos que g, @"%” = 0. Usando

as equagoes (2.52), podemos escrever a equagao da “energia’como

L2
i’ + F(r)—= = E%. (2.53)
T
Introduzindo uma nova variavel v = 1/r e usando os resultados obtidos nas equagoes

(2.52) e (2.53), podemos escrever a equagao orbital da seguinte forma:

du\® 1, 8MA/0
) R I Y (7 I A 2.54
(d(b) R (2:54)

onde b = L/E é o parametro de impacto definido como a distancia perpendicular (medida
no infinito) entre a geodésica e uma linha paralela que passa pela origem Figura 2.4(a).
Diferenciando (2.54), temos
d? 16 M6
Yo + 3Mu® — —\/_u3.

dg? VT
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Usando as condi¢oes — = 0 e — = 0, obtemos o parametro de impacto critico e

1 0
e = 5 |3M+ \/9M2 - 64M\/; , (2.56)
2
Te . (2.57)
\/7“2 —2Mrc+8]\/[\/§
T

A secao de choque de absor¢ao no limite de altas frequéncias pode ser determinada usando
af

abs

o ralo critico

a relagao o = wb?, assim temos

af _

WT?
abs 9
r2 —2Mr. + SM\/j
m

Este é o primeiro resultado que podemos comparar com os obtidos na analise

(2.58)

g

de ondas parciais totais mostrado na Figura 2.8. Além disso, o espalhamento geodésico
classico fornece resultados aceitaveis da secao de choque de espalhamento diferencial como
vamos ver mais a frente.

Resolvendo as equagdes (2.54) e (2.55) numericamente podemos obter o compor-
tamento das linhas geodésicas para diferentes valores do parametro de impacto b. Na
Figura 2.3, verificamos o comportamento para diferentes valores de b enquanto variamos
os valores do parametro nao-comutativo. O disco preto central representa o limite do
horizonte de eventos o circulo pontilhado interno é o raio para esfera de fétons (raio cri-
tico) (2.56) e o circulo tracejado externo é o parametro de impacto critico (2.57). Vemos
da esquerda para direita que o parametro nao-comutativo afeta no comportamento das

geodésicas diminuindo o efeito do buraco negro sobre os feixes de luz.

Espalhamento geodésico classico e efeito Gloria

Agora vamos investigar o espalhamento por uma buraco negro nao-comutativo por
dois métodos analiticos e posteriormente comparar com os resultados numéricos. A se¢ao
de choque de espalhamento pode ser derivada diretamente do angulo de deflexao através

da férmula cléssica
dUclas o b(ﬁ) @
dQ  sindldy

onde b(1) é o parametro de impacto associado ao angulo de espalhamento. Os primeiros

: (2.59)

calculos nesse sentido pode ser encontrados para o caso de Schwarzschild mostrando que
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©=000 ©=005 ©=0.10 0=0.12

Figura 2.3: Geodésicas em torno de um buraco negro nao-comutativo. Os feixes de luz vindos do
infinito com parametros de impacto definidos por b = 3.6,4.1,4.7,5.2,5.9 e 6.5 sao os mesmos para
todos os graficos, assumindo M = 1. Podemos ver a influéncia do pardmetro nao-comutativo nas curvas

geodésicas de (a) © = 0 (caso Schwarzschild) a (d) © = 0.12, onde © = /6/7.

as geodésicas sofrem um desvio dado por y = 4M/b em unidades naturais, conhecido
como o angulo de deflexdo de Einstein [63]. E interessante notar que a férmula cldssica
de espalhamento dada pela (2.59) descreve muito bem o caso de uma onda planar para
pequenos angulos de espalhamento, embora dé resultados nao tao precisos para angulos
de espalhamento altos, como veremos mais a frente.

Veja na Figura 2.4 trés comportamentos para o raios de luz que viajam préximo
de um buraco negro. No primeiro caso 2.4(a), temos que, para b < b., os raios de luz
vindos do infinito serd absorvido pelo buraco negro, enquanto em 2.4(b), para b > b,,
temos um cenario de espalhamento, onde a luz nao sera absorvida pelo buraco negro mas
voltara ao infinito apds passar por um ponto de virada ou raio de maxima aproximacgao
(u = up). Outra situacdo é quando o parametro de impacto equivale ao parametro de
impacto critico b = b,., os raios de luz ficam aprisionados em uma dérbita instavel em torno
do buraco negro formando um circulo de raio igual a r. 2.4(c), esse circulo é chamado de
anel ou esfera de fotons.

Podemos obter o angulo de deflexao calculando o angulo total varrido pelo feixe
desde o infinito até se afastar, como mostrado na figura 2.5 onde temos x que é o angulo
de deflexao e A¢ o angulo total varrido pelo feixe. A relacao entre esses dois angulos é
dada por

x(b) = A¢p — . (2.60)

Assim, para obter o angulo de deflexdo de uma geodésica integramos a equagao (2.54)

~1/2
w1 6
Ap = 2/ =i u® + 2Mu® — 8M\/iu4 du. (2.61)
m
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®

(a) (b) (c)

Figura 2.4: Cada imagem mostra feixes de luz vindos do infinito com parametros de impacto especificos.
Em (a) temos o parametro de impacto menor que o parametro de impacto critico, b < b. para o qual os
feixes s@o absorvidos, ja em (b) temos o cendrio de espalhamento quando b > b, e em (c) b = b, temos

que os feixes de luz ficam presos em uma érbita.

maxima

aproximagao

Figura 2.5: No esquema da figura podemos ver a relagiao entre o angulo de deflexdo e o angulo total

varrido pelo feixe de luz que passa por um ponto maximo de aproximagao.

Assim, o procedimento para integrar e encontrar o angulo encontra-se no Apéndice A,

AM 157 M?%  67M \/5
x(b) = e e\ (2.62)

Agora o processo se resume a inverter a equagao (2.62), obtendo b(x), e por fim substi-

temos que

tuindo o parametro de impacto na equacao (2.59), para angulos pequenos

doges 16M?  15wM? M /6
Oclas _ 6 N 5 _67r \/j (2.63)
T

aQ o 493 3
Como mencionado o processo considerando a formula cléssica (2.59) ndo contempla an-
gulos altos retornando resultados imprecisos. Desta forma, é interessante apresentar um
método aproximado que funcione bem para angulos de espalhamento altos especificamente
préximos de 7. Este método é chamado de aproximagao semiclassica gléria [64]. As van-
tagens dessa aproximacao semiclassica é obter uma formula analitica que fornece uma
visao fisica para a largura das franjas de interferéncia na secao de choque diferencial de

espalhamento, e a intensidade do fluxo espalhado para ¥ ~ w. Embora uma aproximagcao
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gloria semiclassica, seja valida para altas frequéncias wM >> 1, ela ainda estd de acordo
com os resultados numéricos para frequéncias intermedidrias wM ~ 1 [62], e como vere-
mos nos resultados obtidos. A formula semiclassica para o espalhamento gloria para um

buraco negro esfericamente simétrico é dado por [64].

b J3, (wh, sind) (2.64)

do
= 2nwh?
w dﬁ I=m

d_Q g

onde b, é o parametro de impacto para os raios retroespalhados (¥ = ), Jas(z) é a funcao
de Bessel de primeiro tipo e s é o spin da onda. Nesta tese estamos tratando apenas
do caso escalar onde s = 0. Existem varios valores de b, que corresponde aos multiplos
valores do angulo de deflexao, (x = 7+ 2n7w) comn = 0,1,2... o nimero de vezes que 0s
feixes de luz gira em torno do buraco negro, mais a maior contribuicao para a secao de
choque de espalhamento diferencial vem de n = 0 [65].

Desta forma, de acordo com a equacao (2.64), precisamos determinar b, e |db/d|y—r
para obter a segao de choque de espalhamento gléria. Resolvendo a integral (2.61), escre-

vemos a equagao (2.60) da forma

X = 2\@
\/M\/Q/_W(US — uy)(uo — ug)

onde aqui F(z,k) e K(k) sdo as integrais elipticas incompletas e completas de primeiro

[K(k) — F(z,k)] — , (2.65)

tipo [66], respectivamente, com

2= (uz — us)(ug — u1) ” = ug(uz — uy) (2.66)

(Uo —U2)(U3 —U1)7 U3(Uo —U1)7

aqui, ug, U, Us € uz sao as raizes da equacao (2.54). Assim para obter b, e |db/dV|y—r, po-
demos resolver numericamente a equagao (2.65). Na Figura 2.6, temos o comportamento
das linhas geodésicas para b, calculado para cada parametro nao-comutativo comparado
com o caso critico. Veja que como o esperado para o caso gléria (linhas vermelhas) os
feixes sao espalhado em um angulo de 180, o parametro de impacto é bem préximo do
caso critico (linhas azuis), onde podemos ver que os feixes de luz fincam presos em uma

orbita instavel.
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©=0.05 ©=0.12

— b, =4.81735 — b =4.07640
— by =5.00179 — by =4.36177

-10 =10
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figura 2.6: Geodésicas em torno de um buraco negro nao-comutativo. As linhas vermelhas correspon-

dem as geodésicas para o parametro de impacto gléria by, comparadas ao pardmetro de impacto critico.
a Kl I d L3
2.2 analise numérica

A equagao (2.27) pode ser reescrita na forma de uma equagao tipo de Schrodinger

usando uma mudanga de coordenada chamada de tortoise (tartaruga) z, da forma

d2Rwl(l')
W + (w2 — ‘/ef) Rwl(l’) = 0, (267)
onde
2 2
r=r+—F"—1loglr—ry| — ———log|r —r_|, (2.68)
Ty —T- Ty —T-

com ry definido em (2.21). O potencial V., que é dado em (2.28) tende a zero nos limites
proximo do horizonte de eventos r — 7, e no infinito r — oo. Para r >> r, temos a

seguinte solucao:
Rou(z) ~ wa [(—z’)l“Aemhl(l)(wx)* + z'l“Asm-hl(l)(w:E)] , (2.69)

onde hl(l) (wz) sado fungoes esféricas de Bessel de terceiro tipo [66], e Agyy € Agyi 880 cons-
tantes complexas e os subscritos (ent) e (sai) correspondem respectivamente as ondas que
entram e saem, com relacao ao potencial. Assim, analisando o problema do espalhamento
considerando a solucio nos limites assintéticos, onde h{" &~ (—i)*1e® /z em z — oo ¢
Ver — 0 quando x — —o0, podemos escrever as solugoes para as seguintes condigoes de

contorno
Agppe % + AT, T — 400 (r — oc0),
Rwl(x) ~ . (270)
Apem, x— —oo (r — 1),
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onde [Acnt|? = [Asuil® + |Awr|?. A segao de absorgao pode ser calculada, usando a equagio
(2.47) com deslocamento de fase dado por

, A
0 = (—1) I 2.71
(—1) A, (2.71)

Combinado essa andlise assintdtica com a solugao numérica da equagao (2.27) ob-
tida pelo método Runge-Kutta de quarta ordem como mostrado no Apéndice D, obtemos
os coeficientes da equagao (2.71) e consequentemente a se¢ao de absor¢ao.

Agora apresentamos os resultados numéricos para a secao choque de espalhamento
em funcao de frequéncias arbitrarias. O procedimento usado para realizar os célculos
numéricos estao descritos no Apéndice D, consideramos valores arbitrarios de © entre
0 < © <0.125 onde © = 6/ (M+/7). Os graficos para © = 0 (caso de Schwarzschild),
© = 0.05 e © = 0.065(caso nao-comutativo) e © = 0.125 (caso extremo) sao mostrados
nas Figuras de 2.7 a 2.12.

Na Figura 2.7(a), temos as curvas para a se¢ao de choque parcial de absorgao para
o multipolo [ = 0. Vemos que quando aumentamos o valor do parametro que representa a
contribui¢ao nao-comutativa © temos uma diminuic¢ao nas curvas de absorcao. Entretanto,
no limite de baixar frequéncias wM — 0 a absor¢ao nao é nula e os valores encontrados
nesse limite sdo proximos aos encontrados analiticamente na equagao (2.48). Na Figura
2.7(b), temos a contribui¢ao da absorcao parcial para os multipolos | = 0,1,2 e 3. Vemos
que o comportamento das curvas se mantém, ou seja, quando aumentamos os valores de ©
temos uma reducao nas curvas de absor¢cao. Como foi mencionado anteriormente quando
© = 0 recuperamos o caso de Schwarzschild, representado nos graficos pela curva preta
continua, assim para © diferente de zero a contribui¢ao da nao-comutatividade faz com
que a absorcao parcial diminua com relagao ao buraco negro de Schwarzschild.

Vamos agora comparar o caso nao-comutativo (0 = 0.045 e © = 0.065) com o
buraco negro de Reissner-Nordstrom, com /M = 0.5 como mostrado na figura 2.9. Po-
demos observar que quando consideramos os valores © = 0.065 e QQ/M = 0.5, que corres-
ponde a metade do intervalo nos respectivos casos nao-comutativo e Reissner-Nordstrom,
as amplitudes nao coincidem. No entanto quando diminuimos o valor de © as curvas se
aproximam 2.9(b), assim, as curvas vao se coincidem quando © = 0.031. Na Figura 2.10
comparamos a secao de choque parcial de absorcao para [ = 0 para o extremo Reissner-
Nordstrém com o buraco negro nao-comutativo (para © = 0.085 ¢ © = 0.115).

Uma outra forma de observarmos o comportamento das curvas de absorgao é so-
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Figura 2.7: Secdo de choque parcial de absor¢iao em (a) temos apenas [ = 0, quanto em (b) comparamos

os multipolos I =0, 1,2, 3.

mando todas as contribuigdes parciais como mostrado na Figura 2.7(b), com isso obtemos
um grafico para a se¢ao de choque total de absorcao Figura 2.8. Veja que as curvas
para a secao de choque total de absor¢ao convergem para o valor da absorcao em altas
frequéncias, representado pelas retas que foi obtido usando o método geodésico (2.58).

Novamente vemos a influéncia da nao-comutatividade para um buraco negro ao comparar

com o caso de Schwarzschild.
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Figura 2.8: Secao de choque total de absorgdo. As retas representam os valores obtidos pelo método

geodésico equagao (2.58), O’ZZ{S = 27,23.2,16.6 para © = 0,0.05,0.12 respectivamente. Podemos verificar

o efeito da nao-comutatividade com o caso de Schwarzschild (© = 0).

Na figura 2.11 comparamos a se¢ao de choque total de absor¢ao do buraco negro
nao-comutativo (0 = 0.045 e ©® = 0.065) nas figuras 2.11(a) e 2.11(b) com o buraco
negro de Reissner-Nordstrom (Q/M = 0.5). E por fim nos graficos 2.11(c) e 2.11(d)
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Figura 2.9: Secdao de choque parcial de absor¢ao para o multipolo | = 0. Comparamos os resultados
para um buraco negro de Reissner-Nordstrom admitido Q/M = 0.5 com o buraco negro nao-comutativo

assumindo © = 0.045 (b) e © = 0.065 (a).
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25 /’l \\‘ - =+ caso extremo (® = 0.085) 25 == caso extremo (® = 0.115)
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Figura 2.10: Secgao de choque parcial de absor¢io para | = 0. Comparamos um buraco negro de
Reissner-Nordstrom admitido @/M = 1 com o buraco negro nao-comutativo em (a) © = 0.085 e em (b)

O =0.115.

comparamos o caso nao-comutativo (0 = 0.085 e © = 0.115) com o extremo Reissner-
Nordstrém (Q/M = 1.0).

Na Figura 2.12 apresentamos os graficos para a secao de choque diferencial de
espalhamento de um buraco negro nao-comutativo para um campo escalar onde em (a)
Mw = 1.0 e (b) Mw = 3.0. Analisando a figura 2.12 podemos observar que o efeito da
nao-comutatividade na segao diferencial de espalhamento é mais significativa para angulos
maiores.

A Figura 2.13 mostra comparagoes entre as se¢oes de choque diferencial de es-
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Figura 2.11: Secdo de choque total de absor¢io. Novamente comparamos os dois casos, para buraco

negro de Reissner-Nordstrom com Q/M = 0.5 e 1 e o caso ndo-comutativo © = 0.045,0.065 e © =
0.085,0.115.
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Figura 2.12: Segdo de choque de diferencial de espalhamento para alguns valores de © em dois cenarios

de frequéncia Mw =1e Mw = 3.
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palhamento obtidas numericamente e com as aproximagoes classica e semicldssica gloria
descritas na sec¢ao anterior. Observe que a aproximacao gléria se ajusta bem aos resulta-
dos numéricos para grandes angulos ¥ 2 160°, enquanto a aproximagao classica se ajusta
bem a regiao de pequenos angulos ¢ < 40°. Na faixa intermedidria, apenas o tratamento

de espalhamento de onda completa produz resultados precisos. Todos os resultados deste

capitulo foram publicados em [67].

Mw=1.0, ©=0.05
2.5

Mw=3.0, ©=0.05
2.5
2.0 2.0
1.5 1.5
SERRT 51€ 10
@ 7 A
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- \ - 1 g \
‘\ 1 I [l h
00} ! \ 0.0 ) [N )
: — Classico ' : — Classico Vi H )
\ [ V!
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-05 . . [ -05 . - il i i
=== Aproximagio Gloria ! H === Aproximagio Gloria H :: i H
\
o ' o T I
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40 60 80 100 120
Angulo de espalhamento ¢°

Angulo de espalhamento ¢°

(b)

Figura 2.13: Comparando os resultados para a secio de choque diferencial de espalhamento numérico

(a)

com as aproximagoes geodésicas e a aproximacgao semiclassica gléria para wM =1 e wM = 3 em ambos
os casos usamos O = 0.05.
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Capitulo 3

Correcoes quanticas, espalhamento e

absorcao de um buraco negro de

Schwarzschild com GUP

Neste capitulo vamos estudar os efeitos das correcoes quanticas provenientes do
principio da incerteza generalizado GUP (generalized uncertainty principle) no cendrio
de espalhamento em buracos negros. Como ja mencionado na introducao desta tese,
as solucgoes de buracos negros sao frequentemente atormentadas por singularidades. No
entanto, geralmente espera-se que essas singularidades sejam encontradas na regiao interna
de um buraco negro. Por outro lado, existem solugoes de buracos negros que nao possuem
singularidades e sdo chamadas de buracos negros regulares. A primeira solugao de buraco
negro regular foi obtida por Bardeen em 1968 [68]. Na literatura existem alguns trabalhos
que exploraram os processos de espalhamento de buracos negros regulares [69, 65] na
tentativa de construir uma teoria consistente da gravidade livre de singularidades ou
paradoxo de informacao de buracos negros.

Nos ultimos anos, tem-se investigado que este tipo de dificuldade pode ser evitado
considerando objetos astrofisicos com raio efetivo maior que o horizonte [70]. Para esses
tipos de objetos podemos citar, por exemplo, o paradigma fuzzball [71] proposto na teoria
das cordas, gravastar [72, 73] e o firewall [74, 75]. Ao considerar corregoes quanticas do
horizonte de eventos de buracos negros decorrentes do principio da incerteza generalizada,
implica que o raio efetivo é maior que o raio do horizonte de Schwarzschild. O principio da

incerteza generalizado ou GUP, vem da existéncia de uma escala de comprimento minimo,
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que esta presente basicamente em todas as abordagens da gravidade quantica. A ideia
de um espago-tempo como uma variedade suave se desfaz na escala de Planck, e isso,
por sua vez, implica que pelo menos o comprimento de Planck atue como uma escala de
comprimento minimo mensuravel.

No capitulo anterior exploramos a dispersao de ondas escalares através de um
buraco negro nao-comutativo e percebemos que a nao comutatividade faz com que a secao
de absorc¢ao seja diferente de zero no limite de pequenas massas. Neste capitulo iremos
verificar se este efeito permanece ou nao quando consideramos o efeito das correcoes
quanticas devido ao principio da incerteza generalizado no processo de espalhamento para

um buraco negro de Schwarzschild.

3.1 Meétrica com correcoes quanticas

Nesta secao aplicaremos corregoes quanticas, para métrica de um buraco negro
tipo Schwarzschild e desta forma investigar a influéncia destas corre¢oes no processo de
espalhamento. Vamos comecar considerando o principio da incerteza generalizado que por
simplicidade usaremos apenas a forma abreviada GUP (generalized uncertainty principle).

Assim, considerando a seguinte defini¢ao [76, 77, 78, 21]

2
AxAp > g ( — O%I’Ap + %(Ap)Q) , (3.1)
onde o e B sao parametros positivos adimensional e [, é o comprimento de Planck. A
aproximac¢ao GUP (3.1) com o momento linear e quadratico implica no surgimento de
um comprimento minimo mensurdvel Az > (Az)min ~ (VB — a/2)l,, e um momento
maximo mensuravel Ap < (Ap)ma = ah/(Bl,). A parte linear de (3.1) é consistente com
0 espago tempo nao-comutativo e a teoria Doubly Special Relativity (DSR) ou relatividade
especial deformada [78]. Entretanto a aproximacao GUP quadratica onde o =0e  # 0
que é naturalmente consistente com a generalizacao geométrica nao-comutativa do espaco
introduzindo uma aparéncia de um comprimento minimo Az > (Az),, ~ Bl, [21].
Na literatura existem varias abordagens para GUP com a existéncia de um comprimento
minimo diferente de zero que leva a uma geometria nao-comutativa e com aplicagoes
em diversos ramos da fisica. Além disso, vale ressaltar que o comprimento de Planck

corresponde ao menor tamanho permitido de um buraco negro. Neste sentido, a incerteza

da posicao é considerada da ordem do comprimento de Compton A, ou seja, Ax ~ A
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[76, 77] e perto do buraco negro de Schwarzschild as particulas tém um comprimento
de onda proximo ao inverso da temperatura de Hawking, em unidades naturais. Entao
teremos a incerteza da posicao na ordem do raio do horizonte Ax ~ r,. Agora a equacao

(3.1) pode ser escrita da forma

h(2Az +aly) ([ 4312
Bpz == (1 \/1 el alp)2> . (3.2)

Vamos adotar nas etapas seguintes, sem perda de generalidade, as unidades natu-

rais Gy = ¢ = kg = h = [, = 1. Vamos fazer também a seguintes redefini¢oes: o — 2,
g — 28, Axr — Ax/4 e Ap — 4Ap. Fazemos isso para simplificar as equagoes e inter-
pretagoes dos resultados nas etapas seguintes, podendo assim obter resultados melhores
graficamente usando valores menores nos parametros « e . Seguindo, vamos expandir

em série de poténcia em « e [, obtendo

4o 1653

Ap> |1 de 100 3.3
P = oAr Ax * (Az)? * (8:3)
Para o caso a = 8 = 0, recuperamos o principio da incerteza de Heisenberg
1
AxAp > 3 (3.4)

Desta forma, assumimos que Ap ~ p ~ E e da equacao (3.4) obtemos um limite para

particulas sem massa dado por

1
EAx > 7 (3.5)
Neste caso, a equagao (3.3) pode ser escrito da seguinte forma:
4oy 165
> E|1—— e
< > BTt
4 16
= E[l——a+—26+~l. (3.6)
T r2

Nesse ponto identificamos € como a energia do buraco negro correspondente ao
GUP, considerando Az o raio de Schwarzschild r4[76, 77]. A equagao (3.6) pode ser
escrita em termos da massa, tal que £ ~ M, e ~ M = Mg, rs = 2M podemos obter a
seguinte relacao

M:MMZMP—“—O%@]:M(1—2—O‘+ﬁ>. (3.7)

Ts s
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Aqui M = M,,, é a massa correspondente ao buraco negro com GUP. Da expressao acima

podemos obter a relacao para o horizonte de eventos

4o 160
Thgup — 2Mgup Z Ts (1 - 7"_ + 7) . (38)
Se considerarmos apenas a parte quadratica GUP (com o = 0 e 5 # 0), a relagdo acima
fica
16
Thgup = 2Mgup Z Ts (1 + ’)"_25) . (39)

Note que, neste caso, o horizonte de eventos devido ao GUP é maior do que o
horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild. A métrica para o buraco negro
de Schwarzschild com corregoes quanticas introduzida pelo GUP é obtida relacionando a

massa M com a massa GUP Mg,,, descrita pelo seguinte elemento de linha

2M,, QM
ds® = (1 — M) dt? — (1 — #) dr® — r* (dV® + sin® 9d¢?) (3.10)
r r
aqui temos um horizontes de eventos, 74, dado da forma
20 46
Thgup = 2Mgup =2M (1 - M + W) s (311)

A temperatura Hawking para o buraco negro com correcoes GUP é dado da forma

1 20 48\ "
Ty=— (1-224 22 12
" 87rM( M+M2> (312)

onde « = [ = 0 retornamos ao caso convencional da temperatura de Schwarzschild.
O comportamento da temperatura admite um méaximo para um valor de massa critica

M., = 2v/B. Um resultado interessante é aplicar o limite de pequenas massas, M — 0, na
86

M’
usando o valor da massa critica M — M, temos o seguinte raio do horizonte para o caso

critico rpguy & 44/

Nas secoes seguintes vamos obter a secao de choque de absorgao e de espalhamento

equacao (3.11) encontramos um raio de horizonte diferente de zero dado por 744y, ~

diferencial, da mesma forma que foi feito no capitulo anterior para o espaco tempo nao-

comutativo.

3.1.1 Método de ondas parciais

Nesta secao vamos encontrar uma expressao para o espalhamento diferencial e a

secao de absorcao no limite de baixas frequéncias para o buraco negro de Schwarzschild
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implementando correcoes quanticas pelo GUP. Seguindo o procedimento do capitulo an-
terior vamos considerar a equacao do campo escalar para um caso sem massa e assim
descrever a onda espalhada pela métrica (3.10), dado por
1
\/——_g

O efeito do GUP na equagao acima aparecera explicitamente pela métrica (3.10).

O (V—=99"0,¥) = 0. (3.13)

Entao aplicando a separacao de variavel na equacao acima

Wi (7.0) = Ty, (9, g)e, (3.19)

onde Y, (9, ¢) sd@o harmonicos esféricos e w é a frequéncia, a equagao radial para R, ;(r)

é agora escrita da seguinte forma

d AR (r
f(r)% (f(r) d?l“( )) + [w? = Vir] Ru(r) =0, (3.15)
onde
B 2Mgup 2M 20 40
flr)=1-— 1-= (1— i M2>, (3.16)
e o potencial efetivo é dado por
—2M ) |2M
‘/ef _ (T = g P) |: Tg P +l<l+ 1):| ) (317)

O préximo passo é reescrever a equagao (3.15) considerando a seguinte mudanca

de variavel G(r) =/ f(r)Ru(r),

d*G(r)
dr?

+U(r)G(r) =0, (3.18)

com U(r) definido da seguinte forma

1 (df(r)>2_2 L &f(r) W Vi (3.19)

U= 1pm Car i@ ar TP Py

veja que temos a mesma expressao obtida no capitulo anterior, onde para este caso as

derivadas primeira e segunda de f(r) é simplesmente

df(?”) 2Mgup d2f(1“) 4Mgup
dr r2 dr? r3 (3.20)

Neste ponto consideramos a equagao (3.18) expandindo U(r) em série de poténcias

em torno de 1/r, assim temos

A*G (r)
dr?

+ (W +U(r)) G(r) =0, (3.21)

32



onde U(r) é um novo potencial efetivo dado por

AMpw? 1202
+ =+
T r

U(r) =

(3.22)

E interessante notar que modificamos o termo em 1/r%, definindo um ¢? da seguinte
forma,

I(1+1) 20 4P
2 U+l 2 24 _ 2% A0
F = 15 + M-w (1 + 2) . (3.23)

No limite de 7 — oo temos que o novo potencial U(r) vai a zero assim temos que a
condic¢ao assintotica do potencial é satisfeita. Usando novamente uma formula aproximada

para determinar o deslocamento de fase analitico em baixas frequéncias

2
Sl ) 2 ¢uM(__ﬁ) G

12 M M?

e considerando o limite de baixas frequéncias o deslocamento de fase §; pode ser obtido

considerando [ — 0, temos que

2« 4
(5[ = (50 + 5121, 50 = 2Mw (1 — M + Mé) s 5121 =0. (325)

Agora como feito no capitulo anterior, a um problema de divergéncia na equacao
da secao de choque de espalhamento diferencial em angulos pequenos, e esse problema é

contornado usando uma série reduzida menos divergente onde a expressao final é dada

por
do 1 & , P, (cos ) |2
9 N4 1 2151_1—‘. 3.26
ds? ‘Ziwlzzg( + )(6 )1—00519 ( )
Podemos ainda tomar o limite para pequenos angulos, ficando da forma
do i 21 4 1)e™ sin(5,) P, (1) i (3.27)
aQ w2194 - v ‘
o 2
= | sin(é) +; (2 + 1)et sin(dl)‘ . (3.28)
Sendo assim, com o limite de baixa frequéncia, com [ = 0, obtemos o seguinte
resultado:
dojer 4 o 16M2 (0 20 48 2+
dQlwso w294 Iz M M? ’
16 2 , 16af 1642
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Note que quando @ = 8 = 0 o resultado retorna para o caso de Schwarzschild.
Verificamos que os resultados para a secao de choque de espalhamento diferencial para
o buraco negro de Schwarzschild com GUP diminui quando aumentamos os valores do
parametro « com [ fixo, e quando aumentamos o valor de f com « fixo a secao de

espalhamento aumenta. Considerando apenas a parte quadratica (ou seja, « = 0 e 3 # 0),

do (bf 16 M2 48\ ?
- — 14+ = e )
a0 oo 7 ( - M2) T (3:30)
1602 163
= — (M2+86+ ]WBQ)—F (3.31)

No limite M — 0 o termo dominante da equagao (3.29)

i (168)°
w—0 - ’194M2 ’

do
ds?

(3.32)

Agora vamos determinar a se¢ao de choque de absorcao para um buraco negro de
Schwarzschild com GUP no limite de baixas frequéncias. Como vimos no capitulo anterior

podemos obter a se¢ao de choque de absor¢ao pela seguinte expressao,

[e.e]

Cabs = % Z(Ql + 1) (1 — ’eml’z) ’ (3‘33)

=0

este ¢ um resultados bem conhecido na mecanica quantica, temos

Oabs = —5 3 _(21+1)sin’(5) (3.34)

=0

= = [sin2(5o) - i(ﬂ +1) sin2(5121)] : (3.35)

I=1
Considerando o limite de baixas frequéncias (w — 0) e aplicando (3.25) em (3.35),

absorcao para [ = 0 é dado por

4T 20 4B 2
bf 2 _ 2
Oubs — E(SO =167 M (1 - M + W) s (336)
1608 1632
= 167M? [ M?* — 4aM 4o — —F
6T ( alM + 83 + 4da % + iYE )
= AT}y = Aschwgup- (3.37)

Novamente podemos observar que quando assumimos a = = 0, recuperamos o
resultado da secao de absorcao para o buraco negro de Schwarzschild. Ja quando assumi-

mos « e/ou (3 diferente de zero temos a contribuigao das corregoes quanticas provenientes
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do GUP. Vamos considerar o caso admitindo a parte linear e quadratica da GUP, ou seja,
a # 0 e 8 # 0 a amplitude das curvas de absor¢ao aumenta quando aumentamos o valor
de & com o f fixo como podemos ver na figura 3.2(b), por outro lado quando aumentamos
o valor do parametro [ e fixando a temos uma reducao na amplitude de absor¢ao como
pode ser visto na figura 3.2(d). Entretanto assumindo apenas a parte quadratica do GUP,
ou seja, com o = 0 e § # 0 encontramos o seguinte resultado para segao transversal de

absorcao no limite de baixas frequéncia

bf 2 48\°
Uabs = 167TM 1 + W s (338)
1632
= 167 <M2 +86+ 55 ) : (3.39)

Neste caso temos um aumento da absorcao quando aumentamos o valor do para-
metro . As equagoes (3.36) e (3.39) nos obtemos um resultado bastante interessante no
limite de massa nula. Neste limite a secao de absor¢ao nao vai a zero, contrariando o caso

usual para um buraco negro de Schwarzschild, o resultado nesse limite é dado por

1 2
RIS W(]WL? (3.40)

3.1.2 Estudo da orbita e analise classica

Vamos analisar a secao de choque diferencial de espalhamento e a absorcao no limite
de altas frequéncias, considerando o espalhamento geodésico classico e a aproximagcao
gloria semicléssica. O estudo da geodésica nula segue os passos do capitulo anterior, assim
para um espago tempo da forma (3.10) esfericamete simétrica, considerando um plano
equatorial fixando o angulo ¥ em 7/2. Temos que a lagrangeana associada a geodésica

nula é dada por 2£ = g, #*3” = 0 , assim
. . L2
E = f(r), L=r* e M+ f(r)— = E?, (3.41)
r

lembrando que as constantes E e L correspondem a energia e momento angular respec-
tivamente. Introduzindo uma nova varidvel u = 1/r podemos escrever a equagao orbital

da seguinte forma

WYL a8 (3.42)
- =-—Uu upU .
d¢ b gup
onde novamente temos o parametro de impacto b = L/E e diferenciando (3.42) temos,
d*u
dT’SQ = —u-—+ 3Mgupu2. (343)
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du d*u

Usando as condicoes d_qb =0e dTSQ = 0 obtemos o parametro de impacto critico e
o raio critico,
20 46
e = 3M|1——+— ], 3.44
r ( i + M2) ( )
200 4B
b = 3V3IM|[1—-——+ — ). 3.45
V3 < 7t M2) (3.45)

A secao de choque de absorcao no limite de altas frequéncias é proporcional a area

critica delimitada pelo parametro de impacto critico da forma JZZS = 7b?, assim temos
af M 2c0 4/8 2 A
O'abs—27 1_M+W . (3 6)

Este resultado mostra influéncia da correcao quantica da secao de absorcao em altas
frequéncias, na secao seguinte comparamos com os resultados obtidos numericamente.
Como ja vimos para que haja um cenério de espalhamento temos que b > b., onde a luz
nao sera absorvida pelo buraco negro mas voltara ao infinito apds passar por um ponto
de virada, assim a secao de choque de espalhamento classico pode ser obtida diretamente

pelo angulo de deflexao e para obte-lo basta integrar a equagao (3.42)

w /1 ~1/2
Agp = 2/ (b_2 —u?+ 2Mgupu3) du, (3.47)
onde angulo de deflexao é obtido pela relacao x(b) = A¢ — m. A equagao (3.47) pode ser
integrada tomando o limite de M,,,/r << 1, detalhes pode ser encontrados no Apéndice

A temos que

x(b) = == (1 - W) . (3.48)

Dada a relagao entre b e o angulo de deflexao, a secao de choque de espalhamento dife-

rencial classico é apresentada por

doeas  b(x) | db ‘
— = —1. 3.49
ds) sin y | dy (349)

Agora o processo se resume a inverter a equacao (3.48), obtendo b(x), e por fim
substituindo o parametro de impacto na equagao (3.49), para obter

docas 160> < 20 4P )2

122 27
a0 T VRNYE

(3.50)
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3.1.3 Aproximacao gldoria

Como jéa discutimos no capitulo anterior a aproximagao gléria é um método que
funciona bem para angulos de espalhamento altos especificamente préximos de 7, desta
forma o efeito gléria vem do espalhamento de particulas no sentido oposto ao sentido inicial
de propagacao, em buracos negros esse fenomeno esté diretamente ligada a existéncia de
6rbitas instaveis. A equacao que descreve a secao de choque diferencial de espalhamento
gléria equagao (2.64), descrita no capitulo anterior.

Resolvendo a integral (3.47) temos o seguinte angulo de deflexao,

X:_]ﬁ£225mmo—F@ﬁn—m (3.51)

onde aqui F(z,k) e K(k) sdo as integrais elipticas incompletas e completas de primeiro

tipo [66], respectivamente, com

2 Ui — Uz . —Ug
R = 9 z = )
Ug — Up Uy — U

(3.52)

e up,uy € up sao as raizes da equagao (3.42). Neste capitulo iremos fazer uma andlise
um pouco diferente do capitulo anterior, é interessante derivar uma aproximacgao para as
integrais elipticas em (3.51), a fim de obter uma expressao analitica para o parametro
de impacto gléria b, e sua derivada, como feito por Darwin [79] para o buraco negro de
Schwarzschild para parametros de impacto préoximos de b.. Vamos comecar encontrando
as raizes do lado direito da (3.42) para o caso critico (b = b.), obtemos @y = —1/6My,,,

Uy = U = 1/3Myy, = u.. Expandindo as raizes em b — b, temos

u = Up+...0(0%), (3.53)
u = uc+uc?£)+~~+(’)(g2), (3.54)
Ug = uc_uc\/?gg_l_—i_o(gz)a (355)

b— 0,
Vbe

coeficientes em (3.52)

onde p = . Com os raios obtidos para érbitas quase criticas, podemos obter os

9 e — u.(v6/3) 0 — o 4 /2 9
= ~1l—={/z0+--+0O ) 3.56

: = ‘ RCNE
a uc_uc(\/é/g)g_a() - \/g 9 3

o4+ 0(0%). (3.57)
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Tabela 3.1: Resultados analiticos e numéricos para o pardmetro de impacto gléria e sua derivada.
M=1 b, |db/d¥|9—r
o B Eq. (3.59) | Numérico | Eq. (3.59) | Numérico

0.00 5.34664 5.35696 0.150483 | 0.170554

0.00 | 0.02 5.77437 5.78552 0.162522 | 0.184198

0.03 5.98823 5.99790 0.168510 0.191020

0.00 5.02584 5.03554 0.141454 | 0.160321
0.03 | 0.02 5.45347 5.46410 0.153493 | 0.173965
0.03 5.66743 5.67838 0.159512 | 0.180787

0.00 4.70504 4.71412 0.132425 | 0.150087
0.06 | 0.02 5.13277 5.14268 0.144464 | 0.160087
0.03 5.34664 5.35696 0.150483 | 0.170554

Para derivar o angulo de deflexao na forma logaritmica usamos a aproximacao pra
ka1

1 16 1 1+2
K(m)zilog(l_#), F(z,m)%§10g<1_z), (3.58)

substituindo estes resultados na equagao (3.51) e algumas manipulagoes matematicas,

obtemos a seguinte expressao

xX+m = —log

(34+V3)vVb—1b. ’
18(v6 — V2)vhe |
20 47

b= <3.48228e*>< + 3\/5) M (1 2y —> , (3.59)

M~ M?
onde b, é obtido para x = 7. Se assumimos a = 0 e 8 = 0 temos o resultado obtido por
Darwin [79] para o buraco negro de Schwarzschild. Para verificar os resultados obtidos pela
aproximagao resolvemos a equacao (3.51) numericamente usando o método de Newton e
obtemos b, em seguida |db/d|y—, os resultados para ambos os casos estdo apresentados
na Tabela 3.1. O efeito gléria pode ser visto na Figura 3.1 onde temos o comportamento

das linhas geodésicas para b, e o parametro de impacto critico b. para diferentes valores

de ae

3.2 Resultados numéricos

A analise numérica seque o procedimento feito no capitulo anterior, ou seja, trans-

formando a equagao radial (3.15) em uma equagao tipo de Schrodinger usado uma mu-
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a=0.00, 3=0.03 [ a=0.04, B=0.03 1 a=0.06, =0.00

— b.=5819%69 T [ — b =5.40400 1 — b, =4.57261

— by =5.99979 [ — bg=557124 1 — by =4.71412

-10 -10 -10
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figura 3.1: Efeito gléria em torno de um buraco negro com corregoes quanticas GUP. As linhas ver-
melhas correspondem as geodésicas para o parametro de impacto gléria by, comparadas ao parametro de

impacto critico em azul.

danca de coordenada da forma x = r + rpg., log |7 — rhgu|, & nova equacdo é sujeita as
seguintes condicoes de contorno é
Agnpe™ % 4 A 0™ x — 400 (r — 00),
Ru(z) ~ ‘ (3.60)
Ay emwr T — —00 (1 = Thgup) ,
onde os coeficientes A.,; e Ay podem ser determinados numericamente seguindo os passos
descritos no Apéndice D.

Os resultados numéricos obtidos por meio da solugao da equagao radial (3.15) ¢é
comparado com os resultados dos outros métodos descritos nesse capitulo. Na Tabela 3.2
temos os resultados analitico (3.29) e numérico para a se¢ao de choque de absor¢ao com o
GUP linear e quadratico (com « # 0 e § # 0) para valores de «a e 3 entre 0 e 0.06 fixando
os valores para M =1 e[l = 0. Ainda na tabela 3.2 comparamos os resultados analiticos
e numéricos com apenas a parte quadratica do GUP (com a = 0 e § # 0) para valores
de a e § entre 0 e 0.06, com os mesmos valores fixos de M e [. Na Tabela 3.3 temos
os resultados analiticos e numéricos para os valores da se¢ao de choque de absor¢ao para
valores de M entre 0 e 1, fixando os valores de o = 0,0.06, 5 = 0.01 e [ = 0. Em todos
os casos o resultado analitico no limite de baixas frequéncias se mostra bastante eficiente
com boa aproximagao com os resultados numéricos.

Vamos agora analisar as figuras obtidas pelo método numeérico, para diversos casos.
Primeiro considerando a parte linear e quadratica do GUP (com v # 0 e  # 0) temos nos

graficos da Figura 3.2 a absorcao parcial para multipolo [ = 0, e adotando os seguintes va-
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Tabela 3.2: Resultados analiticos e numéricos para secao de choque de absorcao no limite w — 0, com

M=1el=0.

a = 0.00 a=0.03 o = 0.06
B8 || Eq. (3.36) | Numérico | Eq. (3.36) | Numérico | Eq. (3.36) | Numérico

0.00 16.0000 16.0003 14.1376 14.1362 12.3904 12.3883
0.01 17.3056 17.3048 15.3664 15.3655 13.5424 13.5398
0.02 18.6624 18.6602 16.6464 16.6460 14.7456 14.7451
0.03 20.0704 20.0675 17.9776 17.9770 16.0000 16.0003
0.04 21.5296 21.5268 19.3600 19.3561 17.3056 17.3048
0.05 23.0400 23.0360 20.7936 20.7929 18.6624 18.6602
0.06 24.6016 24.5994 22.2784 22.2753 20.0704 20.0675

Tabela 3.3: Resultados analiticos e numéricos para secio de choque de absorcio no limite w — 0, agora

considerando alguns valores para M com [ = 0.
a=0.00, 6=0.01 a=0.06, 5 =0.01

M || Eq. (3.36) | Numérico | Eq. (3.36) | Numérico
1.00 17.3056 17.3019 13.5424 13.5389
0.50 5.38240 5.38347 3.38560 3.38685
0.15 2.77778 2.77756 1.40818 1.40821
0.09 4.57009 4.57034 2.74823 2.74936
0.04 11.5600 11.5365 8.52640 8.52718
0.02 65.2864 65.2784 57.7600 57.7565

lores para o parametro GUP o = 0.02,0.04,0.06 é 5 = 0.03. Na Figura 3.2(a) analisamos
o efeito linear do GUP e encontramos que amplitude de absorcao para um buraco negro
de Schwarzschild com GUP diminui a medida que variamos o parametro o com § = 0.
Na Figura 3.2(b) fixando 5 = 0.03 e variando « mostramos que a absorcao ¢ reduzida
e essa diminuicao ocorre acima da curva do buraco negro de Schwarzschild. Na Figura
3.2(c) consideramos apenas a parte quadratica do GUP (com a = 0 e 5 # 0), temos as
curvas de absorcao parcial para [ = 0, e adotando os seguintes valores para os parametros
do GUP a« =0 e = 0.01,0.02,0.03. Encontramos que a amplitude de absor¢ao é agora
aumentada quando os valores do parametro § aumentam, ja na Figura 3.2(d), fixamos
a = 0.06 e variando 8 mostramos que a absorcao é aumentada sendo que esse aumento
ocorre abaixo da curva de absor¢ao do buraco negro de Schwarzschild.

Considerando agora mais modos de multipolos podemos comparar o comporta-
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4(); — Schwarzschild
- a=0.02 g=0.00

- - a=0.04, B=0.00

- @=0.06, B=0.00

— Schwarzschild

40

- @=0.00, B=0.03
- - @=002 =003

- a=004, B=0.03

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
wM wM
(a) (b)

4(); — Schwarzschild ] 40 — Schwarzschild

- a=0.00, =0.01 - a=0.086, g=0.00
- - a=0.00, $=0.02 - - a=0.06, $=0.01

- @=0.00, B=0.03 - @=0.06, B=0.02

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
wM wM
() (d)

Figura 3.2: Nas imagens (b) e (d) temos a secio de choque parcial de absorgao com GUP linear e
quadritico para | = 0 com valores diferentes de a e 5. Enquanto na imagem (a) temos o efeito apenas

do pardmetro o = 0.0,0.02,0.04,0.06. Na imagem (c) temos apenas a parte linear do GUP a = 0 e

B =10.0,0.01,0.02,0.03.

mento destas novas curvas para os casos citados anteriormente. Podemos ver que as
curvas para esses novos modos na regiao de baixar frequéncias é zero, as amplitudes ma-
ximas de absorcao se comportam semelhante ao modo [ = 0 com a diferenca que o pico
das curvas diminui conforme aumentamos o valor de [. Outro resultado interessante é
quando considerando o limite de pequenas massas, na Figura 3.4(a) temos a parte linear
e quadratica, quando reduzimos o valor da massa M a amplitude de absorcao nao vai a
zero. Veja que a secao de choque de absor¢ao é quase nula em M = 0.150, porém devido
a presenga das corregdes quanticas principalmente a parte quadratica Figura 3.4(b) como
vimos também no limite de baixas frequéncias (3.40), assim temos uma amplitude de
absorcao que cresce para valores pequenos de M.

Na Figura 3.6 temos os resultados obtidos para a secao de choque diferencial de

espalhamento pelos métodos classico, semiclassico gléria e numérico usando o método de

ondas parciais. Podemos ver novamente a regiao de mais eficiéncia de cada método em
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Figura 3.3: Secdo de choque de absorcio para os multipolos [ = 0, 1,2, 3.

a=0.00, 5=0.01
50

@ =006, =001
50

Figura 3.4: Em (a) temos a se¢do de choque parcial de absor¢ao com GUP linear e quadrético para

(b) temos apenas a parte quadrética o = 0.

[ =0, com a =0.01, 5 = 0.01 e uma variagao da massa da forma M = 1.0,0.5,0.15,0.05,0.035, no gréafico

duas frequéncias diferentes wM = 1 grafico ha esquerda e wM = 2 a direita nos dois

cenarios o classico é eficiente para angulos pequenos aproximadamente 9 < 40° enquanto

a aproximagcao gloria é boa para angulos da ordem 1 > 150° e para descrever no intermédio
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Figura 3.5: Secdo choque total de absor¢io com GUP linear e quadratico. Em (a) temos apenas a parte

quadritica com a = 0.0 e alguns valores para 8. Enquanto (b) temos apenas a contribuigao de «

de forma mais completa o comportamento da secao de choque diferencial de espalhamento

¢ indispensavel o método numérico.
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Figura 3.6: Secao de choque diferencial de espalhamento para um buraco negro com corregoes quanticas

GUP, usando o método classico, semiclassico gléria e numeérico.

Ja na Figura 3.7 vemos a influéncia dos parametros « e 8 na segao de choque dife-

rencia de espalhamento usando o método numérico, fixando a frequéncia wM. Nas Figuras

3.7(a) a 3.7(c) ndo ha variagdo da intensidade de espalhamento quando modificamos os

valores dos parametros de correcao, porém ha pequenas variagoes nas larguras das franjas

de interferéncia como pode ser mais perceptivel na Figura 3.7(a) quando temos apenas a

parte linear. De acordo com a férmula do efeito gléria (2.64) as distancias entre os picos

da secao de choque diferencial de espalhamento variam de forma inversa ao parametro de

impacto gléria by, assim os resultados da Tabela 3.1 ¢ compativel com o comportamento

dos graficos de espalhamento, veja que para a = 0 variando 8 temos um aumento de b,
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portanto as franjas devem diminuir como pode ser visto na Figura 3.7(a), ja para 5 = 0

com o aumento de a temos uma diminui¢ao de b, como em Figura 3.7(c). Os resultados

mostrados neste capitulo

Mw=2.0

foram publicados em [80].
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Figura 3.7: Segao de choque diferencial de espalhamento para diferentes valores de a e 3. Podemos ver

a influéncia da correcao quéntica na largura das franjas de interferéncia.
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Capitulo 4

Absorcao e espalhamento de um buraco

negro auto-dual

Os chamados buracos negros auto-duais correspondem a um modelo simplificado
que é obtido através de uma andlise semiclassica, consistindo em modelos de simetria
reduzida correspondente a espaco-tempo homogéneos, de gravidade quantica em lagos.
Como ja mencionado na introducao a gravidade quantica em lacos é uma teoria geomé-
trica quantica construida com o objetivo de reconciliar a relatividade geral e a mecanica
quantica na escala de Planck, sendo derivada do procedimento de quantizagao canodnica
das equagoes de Einstein obtidas em funcdo das varidveis de Ashtekar [12]. A métrica do
buraco negro auto-dual com correcoes de gravidade quantica foi encontrada por Modesto
[81, 82], caracterizada por sua dependéncia do parametro polimérico § e uma area minima
Apnin = 8mag relacionado ao parametro ag. Também apresenta um horizonte de eventos e
um horizonte de Cauchy. Além disso, a condicao de autodualidade tem a propriedade de
remover a singularidade e substitui-la por outra regiao assintoticamente plana na distan-
cia ag/r como a coordenada radial r &~ 0 [81]. A soluc¢ao do buraco negro de Schwarzschild
é recuperada no limite quando P e ay vao para zero.

Como feito nos dois capitulos anteriores, temos o objetivo de explorar o efeito das
corregoes quanticas da gravidade que contribuem para o processo de espalhamento de
ondas escalares por um buraco negro auto-dual. Usando as técnicas ja discutidas para
encontrar o deslocamento de fase aproximado no limite de baixas frequéncias (mw << 1),

em seguida, calculamos a secao de choque diferencial de espalhamento e a absorcao.
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4.1 Buracos negros auto-duais

Vamos introduzir a geometria do buraco negro auto-dual com o objetivo de deter-
minar a secao de choque diferencial de espalhamento e a secao de choque de absorcao.
Adotando os métodos ja apresentados nos capitulos anteriores, ou seja, o método de ondas
parciais para calcular o deslocamento de fase no limite de baixas frequéncias. O buraco

negro auto-dual esfericamente simétrico pode ser descrito da seguinte forma

2

ds* = F(r)dt* — N ()

— p*(r) (d0* + sin® 9dp?) (4.1)

as fungoes F'(r), N(r) e p(r) sdo dadas respetivamente por

F(T’) _ (T — r+)(:4_+rczg> (T + T*) : (42)
(r—r)(r—r)r
(r+r.)2(r*+a3)’ (43)

p(r) = rm/1+ Z—é, (4.4)

onde p é definido como uma coordenada radial efetiva que representa o raio da 2 esfera

4

[81]. Aqui o raio do horizonte de eventos é dado por ry = 2m e r_ = 2mP? o horizonte
de Cauchy, o parametro m esta relacionado a massa do buraco negro M da forma M =
m(1+ P)?. Temos também que r, = VT+7— = 2mP, onde P ¢ uma funcao sem dimensao
chamada de funcao polimérica que esta relacionada com o parametro polimérico § da

seguinte forma

V1T -1
p-yY_17 , (4.5)
V1+9202+1

onde 7y é o parametro de Barbero-Immirzi. Ainda temos o parametro ag que esta relacio-
nado com a drea minima na gravidade quantica em lagos da seguinte forma ay = A, /87.

A area minima é representada da forma

onde J,,;» € 0 menor valor da representacao na borda da rede de spin que cruza a superficie,
considerando a representagao do grupo SU(2), que leva & jn;, = 1/2, nesta tese vamos

assumir v ~ 1 entdo em unidades naturais temos ag = v/3/2.

46



Finalmente o valor de p(r) relacionado com o horizonte de eventos r, é dado da

ag ag
pn=p(ry) =ry 1+E:2m 1+(2m)4' (4.7)

A propriedade de autodualidade pode ser expressa dizendo que a metrica é invariante sob

seguinte forma

transformacoes da forma
r— ao/T’, t— trf/ao, r+ — &0/7#. (48)

O elemento de superficie minimo é obtido quando a coordenada dual 7 = ag/r assume o
valor 7 = \/ag. A propriedade da autodualidade remove a singularidade do buraco negro

substituindo por outra regiao assintoticamente plana.

4.1.1 Secao de choque de absorcao e espalhamento diferencial

Podemos interpretar a solugao do buraco negro (4.1) como uma solugdo proveniente
de um fluido de matéria efetiva que simula a gravidade quantica em lagos. A teoria efetiva

da gravidade acoplada a matéria é entao descrita pelas equagoes de Einstein
GIW = 87TGNTM,,, (49)

onde 7}, = (p, =P, —Py, —P;). No limite semiclassico restrito a ordem zero em ¢ e a
recuperando a solucao de Schwarzschild que satisfaz G, = 877}, = 0. Em ordens mais
altas captura as correcoes quanticas e T),, # 0. Para mais discussoes e componentes para
corre¢ao do tensor momento energia veja [81]. Entao, podemos considerar varios tipos de
campos de matéria que podem ser consistentes com a teoria efetiva acima mencionada.
No contexto de modos quasinormais é possivel encontrar na literatura, estudos de pertur-
bagoes escalares [83] e tensoriais [84]. Agora vamos considerar o caso para uma equagao

de campo escalar sem massa para descrever as ondas espalhadas na métrica (4.1)
1
—0 (x/—gg’“’&,\lf) =0, (4.10)
V=5
aplicando separacao de varidveis na equacao acima
Rwl(r)
p(r)

novamente temos a frequéncia w e Yy, (¥, ¢) sdo os esféricos harmonicos. Assim, obtemos

Ui (r, 1) = Yim (9, ¢)e ™", (4.11)

a seguinte equacgao radial para R (r)

A(r)dir (A(r)%;@) + [w?® = Veg] Ru(r) =0, (4.12)
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onde A(r) = /F(r)N(r) e V.; é o potencial efetivo, dado por

AW [ dAD) ] AGIE )
Vi = S 5 4 ar)] + ML, (1.13)

onde

p'(r):@<1— 205 > () = 5% (1 205 > (4.14)

r e P\ 520
Seguindo, consideramos uma nova fungao radial, G(r) = /A(r)R(r), e assim
reescrever a equagao (4.12) em uma forma tipo de Schrodinger, da forma

d*G(r)
dr?

+U®)G(r) =0, (4.15)

onde

NG R

ulr) = AN(r) T 2A(r) T A2(r) A(r)

(4.16)

Expandindo o potencial U(r) em série de poténcia em torno de 1/r (para r grande em
relacdo a /ag), a equacao (4.15) fica

d*G(r)
dr?

+ [w? + Uep(r)] G(r) =0, (4.17)

agora temos o seguinte potencial efetivo

dm(1+ P?w? 1202 4m2P?%w? , 3ai(1+ P?%
= 14+3P° — ————— |+ 4.1
Uop(r) - ot +3 womapr | T (418)
com (2 definido como
I(1+1) a?

2 _ Tl 2 2 0 2

¢ = 5t <1+16m4> (1+P?), (4.19)
2,2

_ _l(llzl) + P (14 P?). (4.20)

Aqui 2 foi definido fazendo algumas mudancgas no coeficiente em 1/r% que surge
apds a realizagdo da expansdo em torno de 1/r na equagao (4.15). Note que quando
r — oo o potencial Uer(r) — 0 sendo assim o comportamento adequado do potencial é
satisfeito. Em seguida, vamos aplicar a seguinte formula aproximada

2l — ) =2 (z - \/— U:; 2 '0’21:’2 (1+ P2)) , (4.21)

tomando o limite [ — 0, obtemos o deslocamento de fase §; dado por

2
Qg

16m4

1/2
6 =00+ 0>1, 0= —2mw (1 + > (1+ P2)1/2, Si>1=0.  (4.22)
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portanto, sabendo o valor de ¢;, podemos agora determinar a secao de choque de espalha-
mento diferencial e a absor¢ao. Vamos obter a secao de choque diferencial de espalhamento

usando a expressao usadas nos Capitulos 2 e 3, considerando os limites (4.22)

do 2 | 1 S 206, _ By (cos9) |2
aa |f(19)‘ N ‘in Z(2l+ 1 (6 1) 1 —(30519‘

, (4.23)

lembrando que P, (cos 1) sao os polindomios de Legendre. No limite para pequenos angulos

podemos reescrever a equagao da forma

dJ 4 > i . 2

= = W‘ 3 (@21 + 1) sin(8) P(1)] - (4.24)
1=0

Portanto, a secao de choque diferencial de espalhamento no limite de baixas frequéncias

el =0 é dado por

do |bf 16m?2 a?
— —— (1 0 1+ P +---. 4.2
9] PR ( * 16m4)( 1)+ (4.25)

Assim, verificamos que a secao de choque diferencial para um buraco negro auto-

dual o termo dominante é modificado pelo parametro P e pelo parametro ag. Para P =0
e ap = 0 obtemos o resultado para o caso do buraco negro de Schwarzschild. No limite de
m — 0 o termo dominante da equagao (4.25) é diferente de zero e é dado por

min

do Pt ag(1+P?) A2, (1+P?
dQ lw—o - V4m?2 N 47794Aschw ’

(4.26)

onde Agepy = 4mr? = 16mm? é a drea para o buraco negro de Schwarzschild e A, é 0
valor minimo para a drea minima na gravidade quantica em lacos. Portanto, neste limite
a secao de choque diferencial é diretamente proporcional a area minima A,,;, = 8mag e
inversamente proporcional a drea do buraco negro de Schwarzschild Ag.p,,. Agora vamos
determinar a secao de choque de absorcao para o buraco negro auto-dual no limite de
baixas frequéncia. A secao de choque total de absor¢ao pode ser encontrada como feito

nos capitulos anteriores por meio da seguinte formula:

2
s .
Tabs = —3 > (21 +1) (1= [e*™]). (4.27)
=0

A equagao para a se¢ao de absor¢ao no limite w — 0 (I = 0) é dado por:

2
ob, = 16mm’ (1 + 1;;;14) (14 P?) = 4mp;, (1 + P?), (4.28)
16 2.2
= Aschu (1 + 3 “0) (1+P?). (4.29)
schw
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Fazendo P = ay = 0, o resultado da absorcao para um buraco negro de Schwarzs-
child é recuperado. Note que quando P ou ay aumenta, o valor da secao de choque de
absorcao também aumenta. Assim, a presenca de P? indica que a amplitude de absorcao
para o nimero de multipolo [ = 0 pode ser aumentado como pode ser verificado numerica-
mente na Figura 4.1(a). Além disso, podemos observar que no limite de pequenas massas
a absorcao nao ¢ nula devido a contribuicao da area minima ag, neste limite a equacao

(4.28) pode ser escrita como

2 2.2 2
o~ % (1+P?) = % (1+P?) = ﬁ% (1+P?). (4.30)

Como vimos nos capitulos anteriores, ao contrario do caso usual, ou seja, do buraco
negro de Schwarzschild, a secao de choque de absorcao e de espalhamento diferencial para
o buraco negro auto-dual é diferente de zero quando a massa vai a valores pequenos, como
vimos para os casos dos capitulos anteriores. A equagao (4.28) pode ser reescrito em

termos da area do horizonte de eventos para um buraco negro auto-dual

0oty = 4mpp, (L4 P?) = 47pp = Aquto (4.31)
onde
a% G(Q) 1/2
on = p(ry) =1/ 4m? + im? =92m (1 + 16m4) , (4.32)

é o horizonte de eventos e A = 4mp? é a drea do horizonte de eventos para o buraco negro

auto-dual.

4.1.2 Geodésica nula

O uso do método geodésico para obter uma expressao para secao de choque de
absor¢ao em altas frequéncias foi usado nos capitulos anteriores onde obtemos resultados
bem precisos comparando com a soma dos resultados parciais obtidos pelo método numé-
rico. Assim vamos repetir o processo e calcular as geodésicas agora para o caso auto-dual
(4.1) e obter uma aproximagcao para a se¢ao de choque de absor¢ao no limite de altas
frequéncias. Para comecar temos novamente um lagrangiano da forma £ = %gw,x'”x'”,
onde zt = (zf,f,ﬁ, (b) lembrando que o ponto é a derivada com respeito ao parametro
afim . Aplicando o elemento de linha (4.26) temos que

7;2

2L = F(r)f* — NG

—p? (192 + sin? 19Q52> : (4.33)
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Vamos considerar trajetérias de raios de luz em um plano equatorial ¥ = /2,

usando a equagao de Hamilton Jacob podemos encontrar duas equagoes de movimento.
E = F(r)t, L= p*(r)o, (4.34)

onde novamente temos E e L como constantes relacionadas a energia e o momento angular

respectivamente. Para o estudo de geodésicas nulas temos que g, 2#2" = 0 assim,

— p*(r)¢* = 0. (4.35)

Substituindo os resultados da equac@o (4.34) temos:

2
T g )

s o 20

onde sua segunda derivada é dada por

(- - (o) ] o

Para um caso critico temos as seguintes condicoes 7 = 0 e ©* = 0, podemos obter o

parametro de impacto critico b. e raio critico 7. (raio da esfera de fétons).

o op(re)
b, = ol (4.38)
20/(re) F(re) — plre) F'(re) = 0. (4.39)

Assim podemos encontrar a se¢ao de choque de absor¢ao no limite de alta frequen-

cia usando a equagao abaixo,

pz(TC>
F(re)

af

Uabs

— ~}2 —
=7b, =T

(4.40)

Desta forma para encontrar a segao de choque de absorcao para alta frequéncia
basta calcular o raio critico 7. solucionando a equagao (4.39) para 1., veja que para
o raio critico a equacao retorna um polinéomio de grau elevado, vamos assim resolver
esse problema numericamente e com o resultado usamos a equacdo (4.38) para obter
o parametro de impacto critico. Na Figura 4.4 vemos que os resultados obtidos pelo
procedimento geodésico sao representadas pelas retas, enquanto as ondulagoes é a soma

das sec¢oes de choque parciais de absor¢ao obtidas numericamente.
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4.2 Analise Numérica

Vamos agora apresentar os resultados numéricos obtidos pela solucao da equacao
radial (4.12). Na tabela 4.1 temos um réapido comparativo entre os resultados numéricos e
analiticos para alguns valores de m fixando os parametros ag = v/3/2 e P = 0.1. Note que
como foi discutido a equagao (4.30) s6 é valida para o limite de m pequeno, neste limite
o resultado numérico comeca a se distanciar dos resultados analiticos devido a presenca

do P nas equagdes (4.28) e (4.30).

Tabela 4.1: Resultados analiticos e numéricos para a secdo de absorcio para valores pequenos de m.

Os resultados estao divididos por 7 e o valor de P estd fixado em 0.1.
m || Eq. (4.28) | Eq. (4.30) | Numérico
1.00 16.9175 0.75750 16.7515
0.50 | 7.07000 3.03000 7.00055
0.30 || 9.87107 8.41667 9.77417
0.20 19.5839 18.9375 19.3917
0.10 || 75.9116 75.7500 75.1662

Na Figura 4.1(a), temos as curvas que representam a se¢ao de choque de absorcao
para [ = 0 com m = 1 e ay = v/3/2 adotando os seguintes valores para o parametro
de polimérico P = 0.1,0.2,0.3,0.4. Analisando o comportamento das curvas vemos um
aumento na amplitude de absorcao conforme aumenta o valor do parametro P, podemos
ver também a diferenca entre a secao de absorgao para o buraco negro auto-dual e o caso
de Schwarzschild em um determinado intervalo de frequéncia w, ou seja, a presenca dos
parametros ag e P causam um aumento na absorcao com relacao ao caso convencional
de Schwarzschild. Em contrapartida esse efeito é invertido para os demais multipolos [,
como podemos ver na Figura 4.1(b) onde temos os gréficos para os valores de | = 0,1,2,3
com os valores fixos m =1 e ag = V3 /2, veja que para [ = 1,2,3 a amplitude méxima
de cada curva de absor¢ao decaem conforme aumentamos o valor do parametro P e segue
para os demais valores de [ isso é devido a contribui¢ao dos multipolos no potencial (4.18)
veja que para [ = 0 o termo de 1/p?(r) é nulo.

Um outro comportamento interessante é a secao de choque de absorcao nao ser

zero mesmo quando admitimos valores muito pequenos para o parametro m que esta

52



relacionado com a massa da seguinte forma m = M/(1+ P?). Como j4 vimos para o caso
de um buraco negro de Schwarzschild quando tomamos a massa tendendo a zero M — 0
os efeitos de absorcao sao nulos. Na Figura 4.2 temos o comportamento das curvas de
absorcao nesse limite com os valores dos parametros ag = v/3/2, m = 0.4 e [ = 0, em
4.2(b) para alguns valores de P veja que no intervalo de frequéncia 0 < w < 0.4 temos um
aumento da amplitude das curvas com o aumento de P. Na Figura 4.2(a) temos agora o
comportamento para diferentes valores de m vemos que a absor¢ao nao vai a zero mesmo

para valores pequenos de m.

, m=1 m=1, ao=+3/2

40

— Schwarzschild

== ap=V3/2, P=01
- a=V3/2, P=02
ap=V3/2, P=03

“ag=V3/2, P=04

Figura 4.1: Em (a) temos a segao de choque parcial de absor¢do para [ = 0, com ag = v/3/2, m = 1
e P=0.1,02,0.3,0.4. Ji em (b) comparamos os multipolos I = 0,1,2,3 fixando ag = v3/2, m = 1 e
P =0.1,0.2,0.3,0.4 (lado direito)

a=V3/2, P=0.1
80

60:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

(a) (b)

Figura 4.2: Secdo de choque parcial de absorcdo para Il = 0 e ap = v/3/2 . Em (a) verificamos o
comportamento da absorgdo para P fixo em 0.1 com m = 1,0.5,0.3,0.2,0.1. Enquanto em (b) fixamos o

mem 0.4 e P=0.1,0.2,0.3,0.4.
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Na Figura 4.3 temos duas analise da secao de choque diferencial de espalhamento
em funcao do angulo de espalhamento. Em 4.3(a) admitimos uma frequéncia w = 1,
enquanto em 4.3(b) temos w = 3, nas duas situagoes variamos o parametro polimérico da
forma P = 0.1,0.2,0.3,0.4. Veja que para ambos os casos a influéncia do parametro P é
menos presente para angulos pequenos. E em angulos maiores podemos ver que quanto
maior os valores de P temos um maior deslocamento das curvas, mostrando que o para-
metro polimérico influéncia nas franjas de interferéncia do espalhamento. Os resultados

obtidos nesse capitulo foram publicados em [85].

2.5 g

2.0

1.0

I |d(r|
0,
0g)0! P}
I Id(rl
0;

10! 0

0.5F — Schwarzschild 0.5F — Schwarzschild

== ay=V3/2, P=01 == ay=V3/2, P=01
0.0 0.0

-t a=V32,P=02 = ay=V3/2,P=02
_05 ao=V3/2, P=03 _05 ay=V3/2, P=03

©ag=V3/2, P=04 e ag=V3/2, P=04 !
L S S S S S S S S S S

40 60 80 100 120 140 160 180 40 60 80 100 120 140 160 180

Angulo de espalhamento ¢° Angulo de espalhamento ¢°
(a) (b)

Figura 4.3: Secio de choque diferencial de espalhamento com ag = v/3/2 ¢ P = 0.1,0.2,0.3,0.4, em (a)
temos o comportamento do espalhamento para uma frequéncia fixa em w = 1, enquanto em (b) fixamos

em w = 3. As curvas de cor preta representam o caso para um buraco negro de Schwarzschild quando

ag=0e P=0.
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40/

10¢f — Schwarzschild
= a=V32,P=01 "~ a=V3/2,P=03
—-a=V32,P=02 = a=V3/2,P=04
0 L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w

Figura 4.4: Secdo de choque total de absor¢io com ag = v/3/2, m = 1 e P = 0.1,0.2,0.3,0.4. Cada

linha representa os valores da segdo de absorc¢do para alta frequéncia obtido pela equagao (4.40), estes

valores em ordem crescente foram 19.11,20.26,21.97,24.33 e 27.
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Capitulo 5

Modos quasinormais em buracos negros

Neste capitulo vamos introduzir o estudo dos modos quasinormais para dois casos
especificos, primeiro o buraco negro de Schwarzschild com corregoes quanticas implemen-
tadas pelo GUP e segundo o buraco negro nao-comutativo. Os modos quasinormais sao
solucoes das equacoes de perturbacao que possuem frequéncia de oscilagoes caracteristicas
complexas e que satisfazem condi¢oes de contorno especificas como veremos ao decorrer
deste capitulo. Essas frequéncias carregam informacoes sobre como os buracos negros
relaxam depois que a perturbacao para de agir. Estas oscilagbes amortecidas foram pri-
meiramente estudadas na relatividade geral por Vishveshwara [86], ele analisou a evolucao
de um pacote de ondas gaussiano na geometria de Schwarzschild, onde estas evolugoes sao
caracterizadas por trés etapas, um pulso rapido inicial, seguido por oscilacoes amorteci-
das, que sao os modos quasinormais e por ultimo as oscilagoes amortecidas se tornam
um decaimento tipo lei de poténcia. A instabilidade das solugoes define o sinal da parte
imaginaria das frequéncias quasinormais, assim se a parte imaginaria é negativa a pertur-
bacao inicial deve decair de maneira amortecida, este comportamento pode ser visto nas
Figuras 5.6 e 5.11 para os dois casos estudados aqui.

E importante lembrar também, que os modos quasinormais se aplicam a outros
sistemas fisicos dissipativos. Por exemplo, um sistema formado por uma corda vibrando
acoplada ao meio mecéanico, transmitindo energia para esse meio. As frequéncias quasi-
normais caracteristicas dessa corda decaem com o tempo devido a dissipa¢ao com o meio.
Outro exemplo é a vibracao de uma taca de vidro, perturbada por uma leve batida. A
taga comega a soar, com um conjunto ou superposicao, de suas frequéncias naturais, esses

modos sao normais se a taga continua soando para sempre. Ja se a amplitude da oscilagao
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decai com o tempo, entao chamamos seus modos de quasinormais. Assim, vemos que esses
modos quasinormais estao presentes no cotidiano, como no espago-tempo na relatividade
geral.

Nos tltimos anos o estudo dos modos quasinormais tem sido estimulado princi-
palmente pela deteccao de ondas gravitacionais que surgem da fusao de buracos negros e
estrelas de néutrons apresentada pela colaboragao LIGO-VIRGO [44, 45]. Uma fase de
reverberagao surge do sinal das ondas gravitacionais detectadas no processo de fusao do
buraco negro. Assim, seu espectro de frequéncia e tempo de amortecimento podem ser
analisados estudando modos quasinormais. No campo tedrico atualmente pode-se encon-
trar diversos métodos para obtencao dos modos quasinormais, nesta tese vamos empregar
dois método bastante utilizados na literatura atual. A primeira, faz uso da aproximacao
WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)[87, 88, 89] e o segundo método é numérico, usando
uma técnica desenvolvida por Leaver [90] para obter os modos quasinormais. Por sim-
plicidade, vamos tratar da propagacao de um campo escalar sem massa os procedimento

analitico e numérico serao discutidos com mais detalhes ao longo do capitulo.

5.1 Buraco negro com GUP

Como visto no Capitulo 3, a correcao quantica para um buraco negro modificam
a secao de choque de absorc¢ao e o espalhamento diferencial. Com isso podemos presumir
que essas correcoes possam modificar os resultados para modos quasinormais, assim vamos
verificar a influéncia da parte linear e quadratica, como também no limite de pequenas
massas M — 0. Os céalculos para a equacao de onda para um buraco negro de Schwarzs-
child com GUP j& foi discutido no Capitulo 3 aqui nao entraremos em detalhes, vamos

relembrar apenas alguns pontos. O elemento de linha é dado da forma

ds* = f(r)dt* — f(r)tdr® — r*dQ?, (5.1)
onde
f(r)=1- 2o, (5.2)
e Thgup ¢ dado por
20 46
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Novamente temos os parametros « e [ que representam respectivamente a parte
quadratica e linear da corregao. Agora lembrando o procedimento feitos nos capitulos
anteriores vamos considerar um campo escalar sem massa descrita pela equacao de Klein-
Gordon

1
V=g

- A R, ,<
decompondo o campo em termos dos esféricos harmonicos ¥ = ;(r) Y (0, d)e ™! a

8M<\/—_gg’“’8y\lf> —0, (5.4)

equacao radial pode ser escrita da seguinte forma

d’R,;(r dR,,;(r
r(r— rhgup)2# + Thgup(T — rhgup)A + 73 (w2 — Vef) R,i(r) =0, (5.5)
dr dr
ou como ja vimos em coordenadas tortoise
d2Rwl (ZE)
—a W = V] Ralz) =0, (5.6)

sendo & = 7 + Tpgup log(r — Thgup). O potencial V.r que aparece nas equacoes radiais é

dado da seguinte forma

(7 = Thgup) [Thgu
Ve = s [ 2 () 4-1)) (5.7)

Como ja vimos os modos quasinormais correspondem a solugoes da equacao de
onda (5.6), que satisfazem os requisitos de ondas puramente de saida no infinito e ondas

puramente de entrada no horizonte de eventos, da seguinte forma:
Ro(x) ~ e, x — Foo. (5.8)

Vamos usar as condigoes acima em dois métodos distintos, com o objetivo de
obter os modos quasinormais. O primeiro a aproximacgao WKB, muito usada devido a
similaridades das equacoes radias obtidas, em diversos casos de buracos negros, com as
equacoes da mecanica quantica, no estudo de espalhamento por uma barreira potencial,
onde aqui temos um potencial que vai a zero em oo, para a coordenada x, descrevendo
um potencial tipo “sino”. O segundo método vem dos estudos de Leaver, para obter as

frequéncias quasinormais a partir de um método de fragao continua.

5.1.1 Aproximacao WKB

Os primeiros trabalhos usando a aproximacao WKB para calcular os modos quasi-

normais foram feitos por Schutz e Will [87], estes célculos para uma primeira aproximagao
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estao detalhadas no Apéndice B. Posteriormente alguns trabalhos surgiram trazendo me-
lhorias na precisao, considerando mais termos na expansao usada no método, destacamos
aqui dois trabalhos importantes na melhoria da aproximacao, como o mostrado por Iyer
[88] com correcoes até terceira ordem, e por Konoplya [89] com corregoes até sexta or-
dem, este ultimo usado nesta tese. Uma comparacao entre as correcoes com o aumento
da ordem de aproximacao, para o método e a melhoria na precisao dos resultados para
diversas situagoes pode ser encontrados no trabalho do Konoplya [91].

Nesta tese vamos aplicar a aproximacao WKB de sexta ordem, este método é
muito usado na literatura por apresentar resultados bastantes satisfatérios comparados
com resultados numéricos. Assim a formula para obter as frequéncias quasinormais com

correcoes até sexta ordem, encontradas por Konoplya é escrita da seguinte forma

—2V Z Q=n —|— (5.9)

onde Vj é o potencial efetivo méximo no ponto ro. As aspas (”) corresponde a derivada
segunda em relacao a coordenada tartaruga e 2; sao corregoes. Podemos obter o ponto

1o resolvendo a equagao Vj = 0,

ro = ]‘24<1—M0‘+§4—52> A(z):%zx(n, (5.10)
onde
Al) = ﬁ{ 0 +1)—1]+/9+ 10 + )[14+9z<z+1)]}. (5.11)

Aqui vamos verificar também o comportamento para o caso da massa M pequena,
ou seja, se M — 0 podemos expandir a equacao acima em series de poténcia para obter

uma expressao que neste caso é dado por

o= 2808

Assim, temos tudo para encontrar as frequéncias quasinormas w,. As correcoes até

ADM |

— Ao+ 5

+ O, (5.12)

sexta ordem (); sdo bastante extensas, mais podem ser encontradas no apéndice em [89)].

Os nossos resultados estdo apresentados nas Tabelas (5.1-5.4).

Reflexao e Transmissao

A aproximacao WBK pode ser usada também para obter os coeficientes de trans-
missao e reflexao, assumindo condicoes apropriadas. Este estudo possibilita obter resul-

tados sobre a secao de absorcao para o buraco negro em estudo, aqui o objetivo é verificar
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o método WKB comparando com os resultados obtidos no Capitulo 3, onde detalhamos
o estudo de espalhamento e absorcao para um buraco negro com GUP. Vamos iniciar
analisando as condi¢oes de contorno aplicadas a equacao radial em termos da coordenada
tartaruga. Aqui temos duas situacoes diferentes, a primeira, quando as ondas se aproxi-
mam do horizonte de eventos, e a segunda quando se afastam para o infinito. Estas duas
situagoes sao representadas nas equagoes abaixo

e~ L RelwT, T — 00,
R, — (5.13)

Tew?, T — —00,
onde R e T representam os coeficientes de reflexao e transmissao respectivamente. Neste
ponto, para aplicar o método WKB para o processo de espalhamento, definimos n+1/2 =

K na equagao (5.9)

G )] 26: (5.14)
=2V =

aqui w ¢ real e os termos de correcao (); sao agora fungoes de K. Resolvendo a equagao

(5.14) para K, podemos usar o resultado para encontrar o coeficiente de transmissao 1" e

a reflexdo R, e entdo temos a seguinte relagao entre os termos [87]:

1
IR]? = S 0<|RI? <1, (5.15)
1

Na Figura 5.1, temos os resultados para o coeficiente de transmissao, aplicando a
aproximagao WKB de sexta ordem. Veja que as curvas analiticas (aproximagao WKB)
e numéricas (resultados obtidos no Capitulo 3) sdo muito préximos para [ = 2 e [ = 3,
mostrando um bom resultado.

Além disso, podemos obter a secao de choque de absorcao e comparar com o0s
resultados obtidos no Capitulo 3, isso pode ser feito usando a equacao que relaciona o

coeficiente de transmissao e a secao de absorcao dada por

w?

Ours = 5 (21 +1) [T (5.17)
=0

Na Figura 5.2, mostramos que o resultado para a secao de absorcao obtidas pela
aproximacao WKB de sexta ordem (linha cinza sélida) e os resultados obtidos numerica-

mente (linha preta tracejada). Na Figura 5.2(a), temos os resultados considerando apenas
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— @=0.02,8=0.00

- = a=004,8=0.00

0.8 0.8

0.6 0.6

IT]?
IT]?

0.4 0.4

0.2 — =000,8=0.01 0.2
- @=0.00,8=002

- @=0.00,8=003

0.0

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Figura 5.1: Coeficiente de transmissio (a) para a = 0 e 8 = 0.01,0.02,0.03 ; enquanto para (b)
a = 0.02,0.04,0.06 e 8 = 0 todos com M = 1.

a parte quadratica assumindo os valores a = 0 e § = 0.03 para os multipolos [ = 1,2,3
e 4. Ja na Figura. 5.2(b), fazemos o contrario adotamos apenas a parte linear assumindo
a = 0.06 e 5 = 0 para os multipolos [ = 1,2 e 3. E importante mencionar que a aproxi-

macao funciona muito bem para valores [ > 1 e valores da frequéncia nao muito pequenas.

@=00, £=0.03 =006, £=0.0

I=1 --- Resultado numérico --- Resultado numérico

— Aproximagdo WKB — Aproximagdo WKB

(a) (b)

Figura 5.2: Secio de choque de absor¢ao obtidos pelo WKB de sexta ordem, comparado com o resultado

obtidos pelo método numérico descrito no Capitulo 3.

5.1.2 Método fracao continua

Os resultados obtidos pela aproximacao WKB podem ser verificados usando um
método numérico. Nesta secao vamos obter as frequéncias quasinormais, pelo método
que inicialmente foi introduzido por Leaver, inspirado por uma técnica para calcular os

autovalores de energia do fon Hy . Leaver calculou numericamente os modos quasinormais
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para um buraco negro de Schwarzschild e Kerr [90] e depois para Reissner-Nordstrom [92].
Esta técnica consiste em expressar a solucao para a equagao de onda, com condigoes de
contorno adequadas para os modos quasinormais como ja mencionamos, em uma serie de
poténcia convergente, exceto no limite assintotico r — oo. Quando assumimos também
uma convergéncia no infinito, obtemos uma relagao fracionaria continua que deve ser
satisfeita pelos coeficientes da expansao da série de poténcias. Assim, a equacao radial

(5.5) tem as seguintes condigdes de contorno:

(7 = Thgup) "o, T = Thgup;
Ru(r) = (5.18)
riThgup gIT r — 00.

A solugao para a equagao (5.5) que satisfaz as condigoes de contorno podem ser expandidas

em série de poténcia em torno (r = 744,,) da seguinte forma

B — W hgup A . o0 _ k
Ruilr) = (7’ ?”hguz)> Pi@Thgup pi(r—Thgup) Z g (M) . (5.19)

r r
k=0
Uma forma simples de verificar essa solucao é pegando o primeiro termo da soma-
téria e assumindo ay = 1, desta forma retornamos a primeira condigao de contorno (5.18)
onde 7 — Tpgyp. Voltando ao método, aplicando a equagao (5.19) em (5.5) nos obtemos a
seguinte relacao de recorréncia
A0a1 + Boao = 07 (520)
Akakﬂ + Bkak + Ckak,1 = 0, k > 1. (521)
Os coeficientes para a relagao de recorréncia Ay, By e C} sao fungoes simplesmente
de k, w, [ e o raio do horizonte com corregao quantica 7,gyp-
Ak = (1 + k}) (1 + k— 2irhgupw) s
By = —[14+1(1+1)+2k(1+ k) — dirnguypw — 8ikrpgupw — 877w ], (5.22)
2

2 , 2
Cv = k™ —4dikrpgupw — AT gupW

A condicao de contorno no infinito serd satisfeita para valores de frequéncia qua-
sinormais tal que w = w,, de modo que a série (5.19) seja absolutamente convergente.
Assim, temos uma relacao de recorréncia com trés termos para determinar o coeficiente

ax, € podemos escrever em termos de um relacao fraciondria continua [93],

Ag41 —Crs1
— 5.23
a B Apr1C0k42 (5.23)
b Ap2C43
Biio — N
k2 — o

62



que pode também se escrito da forma

arr1 —Cpp1 Apr1Ckq2 Ap2Ciis

= 5.24
ag Bri1— Bria— Brysz— .. (5.24)

Obtemos a equagao caracteristica para as frequéncias quasinormais, evoluindo a equacao
(5.24) para k = 0 e comparando o resultado com a;/ag = —By/Ap obtido em (5.20)

. BO Ol Ang AQCS

0=-2-— .
A() Bl— Bg— B3 — ...

(5.25)

Veja que se truncarmos a fragao continua acima em um indice suficientemente
grande, podemos obter as frequéncias quasinormais w,, calculando as raizes da equacao
resultante numericamente. No entanto, a equacdo (5.25) é mais usada para encontrar a
frequéncia fundamental, ou seja, a raiz mais estavel. Assim a forma mais conveniente de
encontrar as demais frequéncias quasinormais ¢é inverter a equacao, de modo a ficar da

seguinte forma

Ap1Cr Ap2C1 AoCr  ApCipg ApaCrge

B, — . =
" Bi1— Bpo— Bo—  Biyi— Bria—

(5.26)

Para complementar o método, é importante verificar o comportamento para k
grande como feito por Nollert [94], ele percebeu que a convergéncia do método de Leaver
pode ser melhorada se estimar um erro associado ao truncamento da fracao continua.
Assim vamos analisar a equagao (5.21) no limite de k grade organizando da seguinte

forma,

A2 4 By o, g, (5.27)

k
A Qg
Vemos que, lim (ags1/a) ~ 1, e podemos obter uma expressao mais completa expandindo
k—o0

axy1/a em série de poténcia em termos de Vk

. Ak+1 - —i/2 G Co Cs
1 — s = —_ — — HEICN 2
kl—{EO( a ) ;CZ CO+\/E+ TV (5.28)

Considerando apenas os trés primeiros termos da série a cima e admitindo Cy = 1 temos

que
. A41 Ci Co
1 ~ ol 2 2
i (22) 1 e R, (529
. Q41 - Cl (C1)2 — CQ Cl (2C2 — 1/2 — (61)2)
i (2) = 1o Jp e GEER L GRS

aqui para obter a equagao (5.30) basta fazer k = k — 1 na equagao (5.29) e expandir

em termos de k grande. Agora para obter os valores de C; e Cy substituimos essas duas
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expressoes (5.29) e (5.30) na equacao(5.27) no regime de k grande restringindo até termos

da ordem de k~3/2 para obter

(C1)* 4+ 2iwrngup  C1 (=3 +2(C1)* — 4Cy — 4iwrngup)

k32 20 5.31
- > SENCESD
encontramos os seguintes valores:
(61)2 = _2iwrhgupa (532)
3
CQ = —2iwrhgup — Z (533)

Assim temos que,

. Ap+1 \V/ _inrhgup 3+ 4iwrhgup
lim =1+ — . (5.34)
k—oo  Qp \/% 4k

5.1.3 Comparando os resultados

Neste ponto, apresentamos e comparamos os resultados obtidos pela aproximacao
WKB e o numérico, inicialmente temos as Tabelas (5.1 - 5.4) onde assumimos dois casos
[ =1, 2, assim podemos ver a influéncia dos multipolos [ sobre os modos quasinormais. Nas
Tabelas 5.1 e 5.2, temos os resultados para os modos quasinormais considerando M = 1.
Quando fixamos um valor do parametro a e aumentamos os valores de 3, notamos uma
diminuicao na parte real e imaginaria da frequéncia quasinormal. Isso mostra que a parte
quadratica nessas condigoes contribui para a diminui¢ao da frequéncia quasinormal. Nas
Tabelas 5.3 e 5.4, exibimos os resultados no limite de massa pequena para representar
essa situacao fixamos M = 0,05. Este resultado é bastante interessante, pois mostra que
mostra a influéncia da parte quadratica do GUP (5 # 0).

Sabemos que as frequéncias quasinormais associadas ao campo escalar tém uma
parte imaginaria negativa isso significa que os modos quasinormais decaem exponenci-
almente com o tempo perdendo energia na forma de ondas escalares [95]. Em outras
palavras as frequéncias quasinormais que sao dadas por w = wg — iwy, onde wg representa
a frequéncia da oscilagao e wy fornece a escala de tempo de amortecimento, assim para que
um buraco negro seja estavel temos que w; > 0. Podemos verificar esses efeitos do GUP
em modos quasinormais e estabilidade pelo grafico de frequéncia em funcao dos modos
(n) conforme mostrado na Figura 5.3, no qual dividimos a parte real e imaginaria das
frequéncias para [ = 1,2,3 e M = 1. Isso causa uma pequena mudanca nas curvas que é

mais perceptivel para [ = 1, enquanto a adi¢ao do parametro 3 causa uma mudanca sendo
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mais perceptivel para a parte imaginaria da frequéncia principalmente para n grandes.
Note que aumentando [ e o parametro [ a parte real e imaginaria se aproximam do eixo
horizontal mas nunca cruzam o eixo, ou seja, nao hd mudangas de sinal. Este efeito é
mais perceptivel para a parte imagindria da frequéncia. Assim, o resultado indica que o
buraco negro se mantém estavel sob a perturbacao do campo escalar.

Na Figura 5.4 temos os resultados das frequéncias quasinormais em um plano
complexo para trés familias multipolos [ = 0,1, 2. Na Figura 5.4(a) consideramos apenas
a parte quadrética (o = 0). Ao comparar com o caso de Schwarzschild (curvas pretas), as
curvas se movem para a esquerda com o aumento do parametro (3, enquanto para a parte
linear apenas (8 = 0), conforme mostrado na Figura 5.4(b), as curvas se movem para a

direita em relagao ao caso Schwarzschild quando aumentamos o parametro «.

5.1.4 Dominio temporal

Como forma de complementar o estudo, podemos ainda verificar o papel dos modos
quasinormais em um espalhamento dependente do tempo, ou seja, investigar as pertur-
bacoes escalares no dominio do tempo. Sabendo que uma perturbacao no espago tempo
de Schwarzschild evolui em trés fases: Uma fase transitéria inicial que depende dos da-
dos iniciais, um modo de toque quasinomal e uma terceira o decaimento polinomial. As
oscilagoes amortecidas possuem frequéncias que dependem apenas dos parametros que
caracterizam o buraco negro. Vamos comegar reescrevendo a equacao de onda (5.6) sem

impor o ansatz estaciondrio 1) ~ R(r)e”** temos entdo a seguinte forma.

Fy _ 0%
oz 0a?

A técnica de integracao da equacao de onda acima no dominio temporal, foi de-

+ Verp = 0. (5.35)

senvolvida por Gundlach e colaboradores [96]. Escrevendo a equagao de onda em termos
das coordenadas de cone de luz u =t —z e v =t +x a equagao de onda pode ser reescrita

CcOo1mo

Oudv

A equacao (5.36) pode ser integrada numericamente pelo método diferencas finitas,

(4 Al V(u,v)) W(u,v) = 0. (5.36)

usando expansao de Taylor temos

Y(u+hv+h) = —(u,v)+Y(u+ h,v)+ Y(u,v+ h)
—%V(u, o) [(u+ hyv) +(uvt+ B+ O (K  (537)
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Figura 5.3: Frequéncias quasinormais, parte real e imaginaria em funcao de n. Temos de cima para
baixo a distribui¢do na ordem crescente do niimero de multipolo de [ = 1 até | = 3, enquanto da esquerda
para direita temos a variagao do parametro « para 0, 0.02 e 0.06. Para todos os graficos assumimos a
mesma variagao de 8 (0,0.01,0.02 e 0.03). Observe que quando alteramos os valores de « (da esquerda

para a direita) temos uma variacdo muito sutil nas curvas, que sdo mais perceptiveis para n > 5.

onde h é o comprimento do passo para u e v, ou seja, ja consideramos que o passo sera
o mesmo para ambos os eixos. Veja que a equagao (5.37) nos permite calcular os valores
de 1 dentro de uma regiao, que é construido sobre duas superficies nulas u = ug e v = vy
como mostra na Figura 5.5, a partir dos dados inicias especificados. Escolhendo um perfil

inicial Gaussiano centrado em v = v, e largura ¢ em u = uy,

(u = ug,v) = Ae’(”’”‘:)z/%z, (u,v=1y) = (5.38)

Aqui sem perda de generalidade podemos assumir que 1y = 0. Uma vez definido
os valores iniciais, a integracao nas linhas onde u = constante no sentido que aumenta
v. Os resultados foram obtidos levando em conta os seguintes valores para os parametros

da Gaussiana, uma largura ¢ = 3.0 centrada em v. = 10 e com uma amplitude A =1 e
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Figura 5.4: Plano complexo para os modos quasinormais, considerando os seguintes parametros: | = 0
(circulo), I = 1 (quadrado), I = 2 (diamante). Em (a) consideramos apenas a parte quadratica da corre¢ao
fazendo & = 0 e > 0: 8 = 0 (preto), § = 0.01, (vermelho) 5 = 0.02 (azul) e 8 = 0.03 (verde). Em
(b) consideramos apenas a parte linear da correcao, definindo da forma, § =0e a > 0: a = 0 (preto),

a = 0.02, (vermelho) a = 0.04 (azul) e & = 0.06 (verde).

(u, v+h) (lh, v+h)

v W+, v)

Figura 5.5: Tlustracio do grid de integragao, cada quadrado do grid representa uma etapa da integracio.
O quadrado em destaque representa uma etapa especifica da integragdo. Os eixos v e u representa os

dados iniciais e h o comprimento do passo.

ug = 0. Trabalhamos com um grid onde u e v ambos estavam em um intervalo de 0 a 500
com 2500 pontos nesse intervalo, sendo assim h = 0.2, esse ajuste foi suficiente para um
bom resultado como mostra nas Figuras 5.6 seguintes.

Nos graficos da Figura 5.6 consideramos a influéncia das corre¢oes quanticas no
dominio temporal da funcao de onda. Nos dois graficos temos trés cendrios, o primeiro
apenas influéncia da parte linear (linha continua azul) o segundo apenas parte quadrética
(linha continua vermelha) e comparamos com o caso cldssico para o buraco negro de
Schwarzschild (linha pontilhada). Podemos observar o dominio das oscilagoes amortecidas
até v ~ 100 para [ = 0 e v ~ 200 para [ = 1, antes de ser assumido por um decaimento
polinomial. Olhando para o caso onde temos apenas parte linear vemos que a duracao

das oscilagoes é um pouco menor comparando com o caso classico (linha pontilhada),
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Figura 5.6: Graficos Log-log para a fun¢ao de onda em x = 10M, comparando o caso de Schwarzschild

com os efeitos dos parametros « e 3.

enquanto que se consideramos apenas a parte quadrética temos um prolongamento e as
oscilagoes duram mais, como podemos ver melhor para [ = 1. Esse comportamento condiz
com o que foi obtido na secao de resultados, veja nas tabelas que a parte real da frequéncia
aumenta quando aumentamos o valor de [, além disso a parte imaginaria que representa

a escala de tempo de amortecimento também correspondem ao mostrado na Figura 5.6.

5.2 Buraco negro nao-comutativo

No Capitulo 2 introduzimos o estudo de espalhamento para o buraco negro nao-
comutativo, agora iremos estudar os modos quasinormais para a métrica nao-comutativa.
Usando as técnicas apresentadas na se¢ao anterior para a métrica com correcoes quanticas
pelo GUP. Relembrando o elemento de linha para um buraco negro de Schwarzschild nao-

comutativo descrito no Capitulo 2:

ds® = —f(r)dt* + f(r)" dr® + r*dQ?, (5.39)

com
fr) = 1- g + —834;25 (5.40)
= L)), (5.41)
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onde

r+:M—|—\/M2—8M\/0/7r%2M—4\/E, (5.42)
7r
6
o= M=\ M2—8M\ /BT ~ 4\/; (5.43)
m

que representam o raio do horizonte de eventos e o horizonte Cauchy respectivamente. As-

sim, no préximo passo vamos novamente considerar um campo escalar sem massa descrita
pela a equacao de Klein-Gordon, aplicando o método de separacao de variaveis, podemos

montar uma equacao radial da seguinte forma:

d? R (r) N 7AQQZf('r’) dR (1) N [ w?rt
(

(r—r2)(r —ry)

dr? dr dr r—r_)(r—ry)
_r#d—i”) — (1 + 1)1 Ria(r) = 0. (5.44)

reduzindo a equagao radial (5.44) para uma equacao tipo de Schrodinger introduzindo a
coordenada tortoise como feito no Capitulo 2 temos

dQRwl (x)

oo + [w® = Viy] Ru(z) =0, (5.45)

onde x novamente é dado por

N

2

r r
=r4+ ———1log(r—r_) — ———1log(r — 5.46
x 7"—|—1L_7,+ og(r —r_) P— og(r —ry), (5.46)

e o potencial

Ver = +1(l+1)]. (5.47)

5.2.1 Aproximacao WKB

Como ja vimos a aproximacao WKB é bastante eficiente para obter os modos
quasinormais, isso para espaco tempo assintoticamente plano ou que admitem solugoes
ondulatorias no infinito espacial. Assim vamos novamente aplicar a aproximagao WKB
de sexta ordem para obter os modos quasinormais de um buraco negro nao-comutativo,

usando a equagao seguinte

1

= 5.48
2 ) ( )

lembrando que €2; sao termos de correcao para o modelo. Temos também que Vj é o

potencial efetivo méximo no ponto xy. Obtemos o valor de zy fazendo Vj = 0. Na Figura
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5.7 temos as curvas para o potencial efetivo em funcao da coordenada tartaruga para
[ =1,2 e ©® = 0.0,0.050.10,0.12 como ja definimos no Capitulo 2, o parametro nao
comutativo definido da forma © = +/0/(M+/7). Nas Tabelas (5.5 - 5.7) apresentamos os

resultados obtidos pela aproximacao WKB de sexta ordem.

0.4 0.4

1=1 1=2

— ©=0.00
03} --- ©=0.05
--0=0.10

g 021 0=0.12

Figura 5.7: Potencial efetivo V.; em fungao da coordenada tortoise z em (a) l =1 e (b) | = 2.

Nessa etapa vamos analisar o espalhamento como feito na secao anterior e verificar
os resultas com os obtidos no Capitulo 2. Temos a seguinte relagao assumindo que K é

puramente imaginario

i (W = Vo) — v/ —2V) (IC +) Q,(IC)) =0. (5.49)

Novamente usando as seguintes relacoes:

R = Al L 0< IR <1 (5.50)
|Aent|2 1 + e—217rlC’ ’
Ay 2 1
TQ:’ rl = 1—|R]% 5.51
T IE [ ok |R| (5.51)

Podemos encontrar os coeficientes calculando os valores de K obtidos resolvendo a
equagao (5.49). Na Figura 5.8 temos o coeficiente de transmissao em fungao da frequéncia
w usando os resultados numéricos obtidos no Capitulo 2 para comparar os resultados,

usamos os seguintes valores para os parametros [ = 1,2,3 e © = 0.05,0.12.

5.2.2 Fracao continua

Agora, novamente vamos aplicar o método da fragdo continua para o caso nao-

comutativo. Iniciamos analisando a equagao radial (5.44) sujeita as condigoes de con-
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Figura 5.8: Coeficiente de transmissao para trés multipolos I = 1,2,3 ¢ © = 0.05 em (a) e © = 0.12 em
(b). Podemos notar que a aproximac¢ao WKB e resultado numérico apresentado no Capitulo 2 sdo bem

préximos para esses valores de multipolos.

torno no infinito r — oo e préximo ao horizonte de eventos r — r, obtendo as solucoes
assintoticas da seguinte forma
eiwrriw(r,+r+)’ r— 00,
Rulr) = wr? J(r_—ry) wn? f(r_—ry) (5:52)
—wr —iwr? [(r——r4 wwry [(r——rg
et (ry —r) (r—ry )"+ : =T
Assim considerando uma solugao em série de poténcia em torno de (r = ry), escrita na

forma

Roy(r) = —— (r — p_)irs+r-) (&) T i S a (&) ’ (5.53)

r—r_ r—r_
k=0

onde considerando ag = 1 no limite r — 7, retornamos a segunda solugao em (5.52). Apli-
cando a solugado na equagao (5.44) aplicando o método de Frobenius obtemos a seguinte

relacao de recorréncia conectadas por trés termos

A0a1 + BOCLO = 0, (554)

Agagsi1 + Brag + Crap_1 = 0, k> 1. (555)
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Os coeficientes da relacao de recorréncia A, By e C) sao funcoes simples de k e dos

parametros w, [ e os raios r_ e ry:

Ay = (I+k)[r—(k+1) —ry (1 +k — 2iwry)], (5.56)
By = ri[l(l4+1)+1+2(k—2iwry) (1 +k — 2iwry)]
—r_[l(l4+1)+1—2iwry + 2k (1 4+ k — 2iwry )], (5.57)

Cr = [k—2iw(r_+ry)] [k(ro —ry) + 2iwr?] . (5.58)

Veja que, como o caso com GUP, substituindo a solugao (5.53) na equagao radial
(5.45) obtemos diretamente uma relagao de recorréncia de trés termos, o que facilita o uso
do método fracao continua. Isto ocorre porque tanto a métrica para o buraco negro com
o GUP, quanto o caso nao comutativo, resultarem em uma equacao de onda esferoidal
generalizada [97] cujas as solugbes s@o conectadas por relagoes de recorréncia de trés
termos, como podemos ver com mais detalhes no Apéndice C. Entretanto, o método de
Leaver nao ¢é necessariamente limitado a uma relagao de recorréncia deste tipo, podendo
usar métodos de redugao quando temos mais de trés termos como em [92].

As condigoes de contorno no infinito sao satisfeitas para frequéncias quasinormais
da forma w = w,, de modo que a série em (5.53) seja absolutamente convergente. Assim,
temos uma relagao de recorréncia com trés termos, para determinar os coeficientes ay

escrevemos me termos de uma fragao continua

Ak+1 —Ck+1

— 5.59
a Ap11Ck42 ’ (5.59)

Bk+1 A C

By, — Sk+2Ckts
" B —
que também pode ser organizado de outra forma como,
A1 —Cr1 App1Crro Arr2Ciys (5.60)
ap  Bri1— Bria— Brpz— -+

Obtemos a equacao caracteristica para as frequéncias quasinormais assumindo k£ =
0 em (5.60) e comparando com ay/ag = — By /Ay obtido em (5.54), encontramos a seguinte

relacao
. BO Cl Alcg AQCg

0=—— .

(5.61)

Com a equacao acima, obtemos as frequéncias quasinormais w,,, apenas calculando

as raizes numericamente. No entanto, a equacao (5.61) é mais usada para encontrar a

74



frequéncia fundamental no caso da raiz mais estavel, assim uma outra forma de encontrar

os modos ¢ inverter esta equacao para um valor grande de k£ como segue

Ap1C, Ap—2Cim1 - AgCh _ ApCri1 Ae1Crpz
By_1— Bp_o— By Bry1— Brio—

By, — (5.62)

Para complementar a analise, verificaremos o comportamento de k muito grandes.

Organizando a equagao (5.55) dividindo por a; para obter

k41
Ay

=0, 5.63
o o (5.63)

podemos ver que, klim (apy1/ax) ~ 1, assim expandindo ayy1/ax em serie de poténcia em
— 00

vk,

Qi+ I R B B
Jim = ZCk CO+\/E+k+k3/2+ : (5.64)

Considerando a expansao da série até o terceiro termo e assumindo que Cy = 1 temos

. Af+1 Cl CQ
1 ~ 1+—+— .
am = AR (5.65)
. Ap—1 ~ C1 (Cl)2 — CQ Cl (ZCQ — 1/2 — (61)2)
]}1_{210 o 1- 7 + k + 187 +--- (5.66)

Para obter os valores de C; and Cy, substituimos essas duas expressoes acima na equagao
(5.63) no regime de k muito grande, fazendo as multiplicagoes e restringindo até termos

da ordem k%/2 para obter

(€1)? —2iw(r- —ry)  Ci[=3+2(C)* —4C — diw (r— + 14 )]

L D) 132 ~ 0, (5.67)

assim temos que:
€)= 2iw(r_—ry), (5.68)

3
Cy = —2iwry — 1 (5.69)
Agora temos,

lim 21 q gy VEO (- Z 1) 2iers +3/4 (5.70)

k—oo Qg \/E - k ’

vemos que no limite r_ — 0 e r,. — 1, recuperamos os resultados para o caso de Schwarzs-

child encontrados por Leaver.
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5.2.3 Comparando os resultados

Nas Tabelas (5.5 - 5.7), apresentamos alguns resultados para os modos quasi-
normais calculados usando a aproximacao WKB de sexta ordem, e o método de fragao
continua de Leaver descrito na secao anterior admitindo M = 1 para vérios valores de
© = \/0/m, 1 e n. Vemos que os resultados entre os métodos se aproximam quando [ > 1,
isto é, devido a instabilidade do método WKB para pequenos niimeros multipolares prin-
cipalmente proximos de zero esta instabilidade também pode ser observada nos graficos
da Figura 5.9. Como ja discutido um detalhe importante esta no sinal da parte imaginaria
que é sempre negativo quando a frequéncia esta associada ao campo escalar. Uma justifi-
cativa para isso se deve a queda exponencial dos modos quasinormais ao longo do tempo
pela perda de energia na forma de ondas escalares Figura 5.11. Podemos ver a influén-
cia nos modos quasinormais para o caso nao-comutativo admitindo valores para © onde
© = 0 retorna ao caso Schwarzschild. Com o aumento do parametro nao-comutativo ©,
temos um aumento na parte real da frequéncia quasinormais, enquanto a parte imaginaria
comega a crescer e depois diminui.

Outra forma de visualizar os efeitos do parametro nao-comutativo é através dos
graficos da Figura 5.9, esses graficos foram obtidos usando o método WKB. Temos os mo-
dos quasinormais onde separamos no grafico a parte real (superior) e a parte imaginaria
(inferior). Os modos sdo baseados em n para os seguintes nimeros multipolares | = 1,2,3
e 4, para os quais vemos que os resultados se tornam mais lineares com os resultados va-
riando © e [ = 3 e 4. Assim, na Figura 5.9 observamos que, ao variar [ e o parametro 6, a
parte imaginaria da frequéncia nao cruza o eixo horizontal nem muda de sinal, indicando
que o buraco negro permanece estavel devido a perturbacao escalar. Além disso, é inte-
ressante fazer um grafico para o plano complexo como na Figura 5.10 onde consideramos
trés familias de multipolos [ = 1,2, 3 e variando © como segue 0 (preto), 0,05 (vermelho),
0,10 (azul), 0,12 (verde). O painel esquerdo foi obtido pela aproximagao WKB e o painel
direito pelo método de fragao continua (numérico). Aqui podemos ver novamente que
o WKB se aproxima melhor do numérico para valores maiores de [, por exemplo para
[ = 1(circulos) com apenas cinco pontos (referentes a valores de n) ja é possivel ver bem a
diferenca com o resultado numérico. Podemos ver que o efeito da nao comutatividade faz
com que as curvas se desloquem para direita. Também vemos que para o caso extremo

© = 0,12 a curva se inclina mais para a esquerda.

76



109629¥°0 - €979¢8°0
ICry16v°0 - L1TT6LL°0
IT16¢0S°0 - LETT169°0
18009670 - 929¢€9°0

1L96297°0 - €9¥9¢8°0
19GY167°0 - PCI6LL0
W¢6¢05°0 - ¥E1169°0
ITT0967°0 - 165€€9°0

ICIVSLC°0 - TL88¥80
IEEIT6C0 - 6G166L°0
1960L6C°0 - PIPSIL0
168¢C6C°0 - TL9099°0

IGTPGLT 0 - TL88Y80
19€916¢°0 - T9T66.L°0
1090L6C°0 - VIPSILO
188C¢6¢°0 - 1L9099°0

16807160°0 - ¥62098°0
I€T¥9960°0 - 698608°0
1LG61860°0 - 7698CL'0
19667960°0 - 99€5.9°0

I0T¥160°0 - ¥62098°0
1279960°0 - 698608°0
1L61860°0 - ¥658CL°0
IT0S960°0 - 99€4L9°0

cr'o
0T°0
¢0'0
000

odLIPunu

WepIo g9 MM

ooLIgWNU

WopIo g9 MM

ooLIPWNU

WepIo g9 MM

<m

om

¢ = 7 ojodynwr ‘oArjeINUIOI-0BU OSeD O ered sreurioursenb

seruenbai] 1) G eRR],

IEET69Y°0 - LOE6IS0
1€80667°0 - 6€0074°0
1G96€T1G°0 - L90V.LV'0
I8GG80S°0 - TP90€EY'0

W6T1697°0 - 69C695°0
I241667°0 - 00TOVS0
1660714°0 - 8€0VLY°0
10048050 - 98€0€ET'0

19689.¢°0 - LT866S°0
1099€6¢°0 - TT999S°0
1,6666¢°0 - L80¥0S°0
$0996¢°0 - TS8E9Y°0

ITT69L2°0 - 6086650
19L9€6¢°0 - 085949950
122000€°0 - 8807050
1L2956¢C°0 - LV8EIY'0

1L0€49T60°0 - 699919°0
1,208960°0 - 8¢008S°0
I88C¥860°0 - ¥¥81CS°0
I88G.960°0 - ¥¥9€E8Y0

WESGT60°0 - 8994190
1808960°0 - 82008S°0
19€¥860°0 - ¢¥81¢S°0
1992960°0 - ¢¥9€87°0

cr'o
01°0
G0°0
000

odoLIwInu

WIPIO g9 MM

odoLIuwNU

WOPIO 59 M

odLIPWwINu

WIPIO g9 MM

<m

om

¢ = ] ojodiynu ‘oAryejnuwod-oeu osed o vied sreurioursenb

serougubol] :9°G RPQR],

1G8ET67°0 - ¢80T0E0
IGVE6TS°0 - 0616620
IC9TCVa'0 - LTV8ST0
IEETOVE0 - 6€968C°0

16291670 - €8000€°0
16€06TS°0 - €LL00€°0
WLEEVS'0 - L6C092°0
1991¢¥4°0 - ¥10T€C0

I€GTE8C'0 - 8BGEIVE0
160C00€°0 - ¢6862€°0
ITEY60€°0 - 1650620
1,6290€°0 - 67¥¥92°0

1980¢8¢°0 - 98CIVE0
7L000€°0 - €0TOEE0
198660€°0 - TL9062°0
1I8TG90€°0 - TL¥¥92°0

I9796160°0 - GE6TLE'D
19LL€L60°0 - GEVICE'O
v¥2660°0 - €VCITE0
10099460°0 - 9€6862°0

WE6160°0 - L96TLEO
1L6€L60°0 - I8¥1SE°0
IIT€660°0 - 6€CITE0
1294L,60°0 - 0162620

cr'o
01°0
G0'0
000

ooLIgWINU

WoPIO 59 FIM

ooLIgwNu

WOPIO g9 MM

ooLIWINU

WoPIO 59 FIM

m

1 = 7 o[odynuI ‘OAIjRINUIOI-0RU 0seD O red sreurioulsenb seuNbal] (GG v[OR],

77



Re(w,)
Re(wy)

Im(w,),

Im(w,),

Re(wy)
Re(wy)

Im(w,),
Im(w,),

can 92012

Figura 5.9: Partes reais e imaginarias das frequéncias quasinormais, em fungao de n. Para [ = 1 as
curvas de frequéncia sdo bastante dispensar com o aumento de n, enquanto para [ = 3,4 as curvas da

parte real sao mais constantes.
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Figura 5.10: Plano complexo para os modos quasinormais. No grafico (a) temos os resultados obtidos
pela aproximacdo WKB, enquanto em (b) usamos fragdo continua. Os marcadores denotam o ndmero
multipolar como: [ = 1(circulo), I = 2(quadrado) e | = 3(diamante), enquanto as cores denotam o valor

do parametro nao-comutativo © = 0(preto), © = 0.05(vermelho), © = 0.10(azul) e © = 0.12(verde).
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5.2.4 Dominio temporal

Agora vamos analisar o dominio temporal da funcao de onda para o caso nao-
comutativo, o procedimento ¢é similar ao feito na secao anterior para buracos negros com

GUP. Onde usando coordenada nulas u e v temos uma equacao do tipo

(4 85(2% +V(u, u)) Ww(u, v) = 0.

Que pode ser integrada numericamente usando o método diferengas finitas. Assim esco-

lhemos um perfil gaussiano da mesma forma
Y(u=ug,v) = AT a0 = vg) = . (5.71)

Aplicando em uma equagao do tipo (5.37) e usando os mesmos parametros descritos
na secao anterior para a integracao numérica, ou seja, assumimos uma gaussiana com
largura o = 3.0 centrada em v, = 10 e com uma amplitude A = 1. O intervalo de u e v
vai de 0 a 500 com um passo de h = 0.2.

Na Figura 5.6 consideramos trés familias de multipolos [ = 1,2,3 e comparamos
o efeito da nao-comutatividade na evolucao da funcao de onda com o caso classico para
o buraco negro de Schwarzschild (linha pontilhada). Diferente do caso anterior que es-
tudamos o buraco negro com corregoes quanticas via-se uma relativa diferenca da parte
imaginaria da frequéncia quasinormal com a mudanca dos parametros de correcao, essa
mudanca é notada na relacao de amortecimento de cada curva na Figura 5.6. Por ou-
tro lado para o caso nao-comutativo os valores para a parte imaginaria das frequéncias
quasinormais ndo muda tanto, como mostrado nas Tabelas (5.5 - 5.7), assim ¢ esperado
que nao haja diferenca no amortecimento das curvas com o efeito da nao comutatividade
como vemos na Figura 5.11. Os resultados apresentados nesse capitulo foram publicados

em [98] e [99].
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Figura 5.11: Graficos Log-log para a fun¢ao de onda em x = 10M, comparando o caso de Schwarzschild

com os efeitos dos parametros nao-comutativo ©.

80



Capitulo 6

Estudo da sombra de um buraco negro

Neste capitulo, iremos complementar o estudo dos modos quasinormais analisando
a sombra do buraco negro nos dois cenarios discutido no capitulo anterior. Nos ultimos
anos aumentou o interesse em se estudar a sombra do buraco negro ainda mais com os
incriveis resultados da colaboragao internacional Event Horizon Telescope (EHT) que de-
pois de um grande trabalho em 2019 compos a primeira imagem de um buraco negro,
localizado no centro da galdxia Messier 87, indicado por M&87*, e nos tltimos meses apds
um arduo trabalho de melhorias EHT apresentou ao mundo a primeira imagem do bu-
raco negro no centro de nossa prépria galdxia Via Léctea denominado de Sagitdrio A*
(SgrA*) [100]. A sombra do buraco negro esta relacionada ao fato de nas vizinhangas de
um buraco negro os fotons serem absorvidos, se nao houver outras fontes na linha de visao
o observador encontrara uma mancha escura na direcao do buraco negro.

Os primeiros trabalhos sobre sombras de buracos negros foi apresentado por John
Synge [101] onde determinou a sombra do buraco negro de Schwarzschild, neste caso o
tamanho da sombra corresponde ao tamanho da esfera de fétons aumentado pela curvatura
dos raios de luz. J4 James Bardeen [102] calculou analiticamente o tamanho e forma da
sombra no vacuo para a métrica de Kerr. Diferente do caso estatico onde a sombra
é perfeitamente circular, no caso de Kerr devido a rotacao sua sombra nem sempre é
circular, porem nao iremos detalhar os efeitos da rotacao na sombra, aqui vamos nos
restringir aos casos estaticos.

Usaremos o raio sombra para entender melhor as proximidades do horizonte de
evento, tanto para o caso nao-comutativo quanto para o caso com correcoes quanticas

GUP. Sabemos que existe uma relacao entre os modos quasinormais e a sombra do buraco
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negro e que varias investigacoes contribuiram para esse entendimento. Um dos primei-
ros estudos que certamente serviram de base para estruturar essa relacao foi feito por
Mashhoon [103], que descreve um método alternativo para calcular modos quasinormais
no limite eikonal. E interessante mencionar o estudo geodésico bem detalhado feito por
Cardoso e colaboradores [104], mostrando que a parte real dos modos quasinormais esté
relacionada a velocidade angular da érbita circular nula e a parte imaginaria esta associada
ao expoente de Lyapunov. Stefanov e colaboradores [105] no regime eikonal estabeleceram
uma conexao entre os modos quasinormais de buracos negros e lentes no limite de deflexao

forte.

6.1 Calculo da sombra do buraco negro

Nesta se¢ao vamos refazer o estudo geodésico para os casos abordados nos Capitulos
2 e 3, porém para uma descricdo mais completa nao adotaremos inicialmente 9 = 7/2.
O procedimento segue o feito por Carter [106], para construir geodésicas partindo da

equacao de Hamilton-Jacobi. Assim vamos considerar um elemento de linha da forma
ds* = f(r)dt* — f(r)tdr? —r? (d192 + sin? 19d¢2) . (6.1)

- 1 .
Entao, iniciando com a lagrangeana £ = 3 gz, os pontos sao derivadas com respeito

ao parametro afim. O momento canonico conjugado é dado por

P = f(ri=FE, P. = f(r)'r, (6.2)

Py = %),  Py=r?sin®d =1L, (6.3)

onde novamente F e L sao constante que representam a energia e o momento angular res-
pectivamente. A partir da equagao de Hamilton-Jacobi, Carter mostrou a separabilidade
das equagoes geodésicas, por meio de equagoes independentes para uma geodésica e uma

constante K. Assim, sendo a equacao de Hamilton-Jacobi dada por

05y 1 08 05

or 29 ozt OxVv (6-4)

onde S é a agdo Jacobiana. Usando a equagao (6.1) e (6.4) temos
as A S\ 5 (3Ss\° . . 5. (05"
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Considerando uma solucao para a acao de Jacobi da forma

S = %mff CEt+ Lo+ S.(r) + So(9), (6.6)

onde S, e Sy sao funcgoes respectivamente de r e ¥ temos também que m; é a massa da
particula teste, para o nosso caso por se trata de fétons, portanto m; = 0. Usando (6.6)

na equacao de Hamilton-Jacobi obtemos

4 5 [0S, ’ 2.4 .2 2
r*f(r) (67‘) = Er—rf(r)(K—i—L), (6.7)
2
(%) = K — L?cot? Y, (6.8)

onde K ¢é a constante de Carter. Relacionando com as equagoes (6.2) e (6.3) obtemos a

equacao completa pra geodésica nula

. E : L
T T e 09
P o= £ [E2 =2 f () (K +L2)]?, r =+ [K - L*cot?9].  (6.10)

As equagoes (6.9) e (6.10) governam o movimento do féton no espago tempo. As
caracteristicas para um féton préoximo de um buraco negro pode ser descritas de uma
forma geral por dois parametros de impacto que sao func¢oes das constantes de movimento
Eel

L K

Cziv Lzﬁ-

(6.11)
Isto é importante para determinar o limite da sombra, ja que é determinado por
orbitas instaveis r = r. fora do horizonte de eventos, os fotons que orbita esta regiao pode

cair ou escapar do buraco negro. Aplicando as condigbes para o caso criticor =0e 7 =0

e usando a primeira equagao em (6.10) temos

2\ _ re - 2f(re)
(L +¢ ) - f(Tc)7 c= f/_(Tc) . (612)

Vamos usar as equagoes (6.12) para analisar o raio da sombra para dois cenérios buracos

negros com GUP e nao-comutativo, assim como ja vimos temos:

2M 20 47
flry=1- - (1 ~ 7 - W) , para o caso com GUP, (6.13)
ou
2M M+/6
fry=1-"—+ 8M Ve para o caso nao-comutativo. (6.14)
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6.1.1 Buraco negro com GUP

Vamos agora verificar a influéncia de efeitos quanticos no comportamento da som-

bra do buraco negro com GUP. Aplicando (6.13) em (6.12) obtemos

200 40
re = 3M (1 -3t —M2) : (6.15)
3 2
+&) = T, ( Mt M2> (6.16)

Para determinar o tamanho da sombra de um buraco negro, introduziremos um
novo sistema de coordenadas (£,n) chamadas de coordenadas celestes [107]. As coorde-

nadas sao definidas como

d¢
= lim |—r2si 190_) 6.17
£ = lim [ r2sin i, ] (6.17)
dd
—  lim |2 ‘ 6.18
g rord0 {ro dr ﬁ:ﬁj ’ (6.18)

onde (r,,v,) é a posicdo do observador no infinito. A coordenada & representa a dis-
tancia perpendicular aparente da sombra ao eixo de simetria e n representa a distancia
perpendicular aparente da sombra a partir de sua projecao no plano equatorial, como no
esquema mostrado na Figura 6.1. Usando as equagdes geodésicas (6.9) e (6.10) em termos

Arz

Observador

. 7
Plano celeste
fo [uo.. N )

/

s
Ry I

!

<
Buraco ..
Negro

Sy

Fonte

Figura 6.1: Diagrama esquemdtico de um observador distante, e o plano celeste.

da coordenada radial, encontramos as seguintes equacoes em termos dos parametros ¢ e (

dp ¢ [, 1 2M g ]’

- = 3 _1 = (1 — (t4¢?) : (6.19)
_ 1/2

dv 1 — (%cot?V

= -5 : ‘ sz\? , (6.20)
1—— (1—ﬂ> (¢ +¢2)
L r T
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assim, as coordenadas (6.17) e (6.18) aplicando o limite de 7, no infinito

§= L UZ[L—C200t2190]

1/2
sind,’ '

(6.21)

Neste caso, para um observador no plano equatorial, ou seja, ¥, = 7/2 temos a seguinte

relacao

20 4 12V/3
RSE\/L+<2:3\/§M(1—MOC+M€):3\/§M—6\/§Oé+ ]\iﬁ. (6.22)

Este é o resultado do raio da sombra para um buraco negro com corre¢oes quanticas, veja
que o raio da sombra é proporcional ao parametro de impacto calculado anteriormente no
Capitulo 2. Na Figura 6.2, vemos as sombras devido a corregoes quanticas para um buraco
negro com GUP. Mostramos o comportamento para diferentes valores de o e 5. Observe
que, considerando apenas a contribuigao do GUP quadrético (o = 0 e § # 0), o raio da
sombra aumenta quando variamos o parametro /3, conforme mostrado na Figura 6.2(a).
Na Figura 6.2(c), o aumento do raio da sombra também pode ser observado quando
definimos o parametro a e variamos o parametro . O efeito do GUP linear (o # 0 e
f = 0) é mostrado na Figura 6.2(b). Neste caso, o raio da sombra é reduzido quando
variamos . Na Figura 6.2(d), esse efeito também pode ser visto quando fixamos o valor de
B e aumentamos o valor de a. Além disso, observamos que para a contribuicao quadratica
temos apenas que 74y, > 2M e o raio critico da esfera de fétons ¢ maior que o raio 7,4y
(re > rhgup). Assim, para o raio da sombra, o resultado mostra que a parte quadratica
do GUP gera um efeito semelhante ao obtido pela contribuicao da matéria escura nas
proximidades de um buraco negro [51].

Um outro resultado interessante ¢ obtido quando consideramos o limite de pequenas
massas na equagao (6.22), veja que o resultado é proporcional ao parametro S sendo
diferente de zero

12v/3p

~ . 2
R, 7 (6.23)

Na Figura 6.3, observamos o comportamento do raio da sombra para um valor de

massa pequena M = 0,05, que aumenta significativamente com a adicao do parametro
B, enquanto a mudancga de valores para o parametro a nao tem muita influéncia nos
resultados quando assumimos [ diferente de zero. Isso pode ser visto em (6.22), e esse
efeito é consistente com os resultados obtidos no Capitulo 3, que mostra um aumento
na secao de choque de absorcao para M pequeno. Aqui temos que quanto maior o raio

critico, maior a regiao de absorcao.
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Figura 6.2: Cada circulo representa o limite da sombra do buraco negro com GUP, fixando M = 1 para

diferentes valores de o e 3.
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Figura 6.3: Sombra do buraco negro no limite de pequenas massas, usando os seguintes valores para

os parametros: M = 0.05, « =0e = 0.01,0.02,0.03.
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6.1.2 Buraco negro nao-comutativo

Agora vamos verificar os efeitos da nao comutatividade sobre a sombra do buraco
negro, repetindo o processo da secao anterior, verificando as orbitas que delimitam a

sombra (6.12) usando:

() = = (r — o) — 1), (6.24)

r2
onde para v/ pequeno temos r, ~ 2M — 44/0)m e r_ ~ 4,/0/7 como vimos no Capitulo

2. Temos os seguintes resultados para o raio critico e o parametro de impacto

)1
Te = 3(T+4+r)+4\/9(ri+7“2)—14r+r,
— % + SVOM? — 640 /B + 128(6 /7). (6.25)
2 re
(t+¢) = c :

(re =14 )(re —72)
[3M +/OM? - 640 /B + 128(9/@} '
- . (6.26)
8 [3M2 —16M\/0/7 + 32(6/7) + M\/9M2 — 640/ + 128(9/7r)]

Novamente usando o sistema de coordenada celeste (£, 7n), para determinar a som-
bra do buraco negro nao-comutativo. Usando as equagoes geodésicas (6.9) e (6.10) temos

as derivadas de ¢ e ¥ em relacao a r

dé _ ¢ (r—r)(r—r-) —1/2

dr — r2sind [1 B ra (L + C2)] ) (6.27)
1/2

dv 1 L — (% cot? ¥

a2 : 6.28

drooy o ”35 —") (14 2) (6:28)

Assim, aplicando os resultados acima nas coordenadas celestes (6.17), (6.18) e
aplicando o limite de r, no infinito obtemos o mesmo resultado encontrados para o buraco

negro com GUP

£=— ¢ n=[t— cot® V]

1/2
sinv,’ ’

(6.29)

Neste caso, para um observador no plano equatorial, ou seja, 9, = m/2 temos a

seguinte relagao

[SM + \/9M2 — 64M/0/7 + 128(9/7r)] :
Ri=Vi+(2=

(6.30)

\/8 [3M2 — 16M /0] + 32(0/m) + M1\JOM? — 64,/0]x + 128(9/@]
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Podemos expressar R, em termos de v/0 pequeno, da seguinte forma
0 16 4
Rsm3x/§M—4\/§\/j+——+--~, (6.31)
T 3V3MT

note que para # = 0, temos o raio da sombra para um buraco negro de Schwarzschild.
Portanto, notamos que o raio da sombra é reduzido quando alteramos o parametro 6.
Na Figura 6.4, vemos os circulos que representam os limites da sombra do buraco negro
nao-comutativo para diferentes valores de ©, lembrando que © = /0/m. Observe que
temos uma reducao nos circulos quando variamos ©. Além disso, tomando M — 0 em

(6.30), obtemos um resultado diferente de zero para o raio da sombra, que é

]
Ry ~ 8\/; = 2Min, (6.32)

onde, M,;, = 44/0/7 é a massa minima como mostrado no Capitulo 2. Portanto, no
limite de M — 0 o raio da sombra é proporcional & massa minima e o buraco negro se
torna um remanescente de buraco negro. Mostramos este comportamento para o raio da
sombra na Figura 6.5, onde mantendo © fixo e assumindo pequenos valores de M. Na
Figura 6.6, mostramos o comportamento do raio da sombra mantendo M fixo e assumindo

pequenos valores de ©.

Figura 6.4: Influéncia da nio-comutatividade no comportamento do raio da sombra assumindo os

seguintes valores de parametros M =1 e © = 0.0,0.05,0.10 e 0.12.
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Figura 6.5: Vemos a influéncia da nao-comutatividade na sombra admitindo (a) © = 0.01 e M =

0.6

1.0,0.6,0.4,0.2,0.09. (b) ©® = 0.005 e M = 0.1,0.09,0.08,0.06,0.04.
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Figura 6.6: Vemos a influéncia da nao-comutatividade na sombra, admitindo os se-
guintes parametros: (a) M = 0.03 e © = 0.000,0.001,0.002,0.003. (b) M = 0.05 e

© = 0.000, 0.001, 0.002, 0.003.

6.1.3 Raio da sombra e modos quasinomais

Como visto no capitulo anterior o método WKB fornece uma aproximacao para
obter os modos quasinomais. Em particular obtém-se a seguinte relacao, como descrito

no Apeéndice B.

1
Qo _ilns YY)

V2 (d?Qo/dx?) 2

(6.33)
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onde a funcao Qy = w? — Vj e V; o potencial efetivo no ponto maximo ry. Essa equacao
é valida para o extremo de @y, ou seja, no ponto rg no qual d@Qy/dz = 0, sendo que
este resultado é valido apenas para espaco tempo assintoticamente planos ou para os que
admitem solugoes ondulatérias no infinito espacial. Assim como ja vimos para o espago
tempo (6.1) a equacao radial obtida pode ser escrita em uma equagao tipo de Schrodinger

usando as coordenadas tortoise, assim encontrando

1) (4), 1Y 630

T dr T

Q=uw-

No limite eikonal (I — o0) temos

l2

Qrwt — (). (6.35)

Assim no extremo de @y onde dQ/dr|,—,, = 0 usando a relacdo dr = f(r)dz
temos 2f(rg) = rof'(ro), ou seja, oy coincide com a localiza¢ao da geodésica circular nula
ro = r.. Isso permite relacionar o raio da sombra com os modos quasinomais usando o
limite eikonal (I — o0) como feito por Cardoso e colaboradores [104]. Eles mostraram
que a parte real dos modos quasinomais para [ grande estd relacionada com a velocidade
angular para a ultima érbita circular nula €. e a parte imaginaria estd relacionada com o

expoente de Lyapunov A que determina a escala de tempo instavel da érbita
Wy = Qe —i(n+1/2)|A| (6.36)

Assim, para essa andlise vamos nos restringir as equacoes de movimento para um

plano equatorial ¢ = /2 onde temos

r’r = E*r? — f(r)L?, (6.37)

==
e usando as condigbes para orbita instavel temos L/E = /12/f(r.) e 2f(r.) = ref'(re)

respectivamente. Sendo a velocidade angular dada por

o | fro 1
Q== O (6.38)

Lembrando que os estudos feitos neste capitulo para o espago-tempo (6.1) o raio
da sombra é dado por R? = (v + ¢?) = r2/f(r.). Isso nos permite ter, olhando para o
primeiro temo da equagao (6.36), uma relagao entre a parte real dos modos quasinomais

e o raio de sombra do buraco negro (6.22) dado simplesmente por

R(wn) = lim (Ri) | (6.39)



Embora esta relacao seja valida para valores grandes de [, ela nao é uma equacao
geral, sendo que em alguns casos pode nao ser vélida, como mostrado por Konoplya e
Stuchlik para a teoria de Einstein-Lovelock [108] . Na Figura 6.7 usamos o método WKB
de sexta ordem descrito e usado no Capitulo 5 para calcular a parte real dos modos
quasinomais, considerando diversos valores de [ no intervalo de 1 até 900. Os resultados
sao comparados com o raio da sombra do buraco negro para cada cenario. Veja que para
ambos os casos os valores obtidos pelo WKB convergem para as retas que correspondem
aos valores dos respectivos raios da sombra, como o esperado (6.7). Para a Figura 6.7
usamos o modo n = 5 para o método WKB além de o« = 0.04, 5 = 0.01, 0.02,0.03 para o

buraco negro com GUP e © = 0.01,0.03,0.06 para o nao-comutativo.
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0.22

™,
AT teeseceseecaaaaas
020 021
TN M.,
010 020 Ceeeeetaeaae e
T f"‘--... ® T%%ececscne
x" 13
0.18 0.19¢
— 0.200469 * WKB (a=0.04, $=0.01) — 0.195093 * WKB (©=0.01)
0]7 — 0.192450 * WKB (a=0.04, §=0.02) 018 3 — 0.200902 * WKB (©=0.03)
— 0.185048 * WKB (a=0.04,=0.03) — 0211341 * WKB (0=0.06)
0.16 0.17
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
1 1
(a) (b)
Figura 6.7: As linhas representam os valores do raio da sombra R, para cada cenério, os pontos

representam os valores obtidos pelo método WKB de sexta ordem, assumindo os valoresn =5e¢ M = 1.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese exploramos o espalhamento de ondas escalares por um buraco negro
de Schwarzschild nao-comutativo, com corregoes quanticas implementadas pelo GUP e
auto-dual no limite de baixa e alta frequéncia usando métodos analiticos e em frequéncias
arbitrarias por métodos numéricos. Determinamos o deslocamento de fase analiticamente
para ambos os casos usando os resultados para obter a secao de choque de espalhamento
diferencial e absorcao no limite de baixa frequéncia. Também foi usada a analise geo-
désica para determinar a secao de choque de absorcao em altas frequéncias. Nos casos,
nao-comutativo e GUP complementamos com o estudo da secao de choque diferencial de
espalhamento obtendo o angulo de deflexao usando o método classico e o espalhamento
para angulos préximos de 180 graus calculando o efeito gléria. Além dos regimes assintoti-
cos obtivemos os resultados de espalhamento e absor¢ao numericamente, permitindo uma
analise em um regime intermediario de frequéncia. Estudamos os modos quasinormais
para os casos nao-comutativo e com correcoes quanticas dadas pelo principio da incerteza
generalizado, aplicando dois métodos diferentes para investigar e comparar os resultados.
Usando a aproximacao WKB de sexta ordem e o método de fracao continua, usado primei-
ramente por Leaver para obter os modos quasinormais, descobrimos que ha uma pequena
diferenca entre as frequéncias quasinormais obtidas por cada método principalmente para
pequenos multipolos, obtivemos também o raio sombra do buraco negro e sua relagao com
os modos quasinormais no limite eikonal.

Para o caso nao-comutativo os resultados mostraram que no limite de angulo pe-
queno o termo dominante da secao de choque do espalhamento diferencial é modificado

pela presenca do parametro nao-comutativo . Mostramos que o resultado para a se¢ao
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de choque de espalhamento diferencial, bem como a secao de choque de absorgao, é dimi-
nuido devido aos efeitos da nao comutatividade. Além disso, os resultados para a se¢ao
de choque de absorcao parcial para frequéncias arbitrarias mostraram que a absorcao tem
seu valor diminuido & medida que aumentamos o valor do parametro nao-comutativo rees-
crito da forma de ©. Portanto verificamos que o parametro simula o efeito de uma “carga
efetiva’no modelo. Assim, os resultados obtidos sao semelhantes ao processo de espalha-
mento de uma onda escalar sem massa por um buraco negro de Reissner-Nordstrém, com
a diferenca devido ao efeito gerado pela carga neste caso é consequéncia da nao comutati-
vidade espacial. Também identificamos que a raiz quadrada do parametro nao-comutativo
¢é proporcional ao quadrado da carga elétrica.

Os efeitos da nao-comutatividade nos modos quasinormais, esta presente no au-
mento da parte real da frequéncia, enquanto a magnitude da parte imaginaria comeca a
crescer e depois diminui. Para a sombra do buraco negro utilizamos os resultados obtidos
pelo método WKB para verificar que no regime eikonal, ou seja, [ grande a parte real
dos modos quasinormais é inversamente proporcional ao raio da sombra. Além disso,
mostramos que o raio da sombra é diferente de zero no limite de massa zero, sendo assim
proporcional a uma massa minima. No entanto, para # = 0, recuperamos o raio da sombra
para o caso do buraco negro de Schwarzschild. Também verificamos que o efeito da nao
comutatividade reduz o raio da sombra.

No estudo de espalhamento e absorgao para o buraco negro de Schwarzschild com
correcoes quanticas implementadas pelo GUP mostramos que, ao contrario do buraco
negro de Schwarzschild, a secao de choque diferencial de espalhamento e a absorcao sao
diferentes de zero no limite de pequenas massas. Assim, descobrimos que no limite de
M — 0 a secao de choque de absorcao apresenta uma contribuicao dominante que é inver-
samente proporcional a massa M, ou seja, J%S ~ 7(163)?/M?. Além disso, verificamos
que o resultado para a secao de choque de absor¢ao no limite de baixa frequéncia é pro-
porcional a drea do horizonte do buraco negro de Schwarzschild com corregdes quanticas
introduzidas pelo GUP, essa relacao também foi encontrada para o caso nao-comutativo.

No cendrio dos modos quasinormais, mostramos graficamente as partes reais e
imaginarias no plano complexo para trés familias multipolares [ = 0,1,2. Comparando
com o caso de Schwarzschild, as curvas associadas com a parte quadratica do GUP (a = 0)

deslocam-se para a esquerda com o aumento do parametro [, enquanto para a parte
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linear (5 = 0), as curvas deslocam-se para a direita, quando aumentamos o parametro .
Observe que enquanto no primeiro caso se aproxima de frequéncias menores, no segundo
caso ele se aproxima de frequéncias maiores. Isso estd de fato de acordo com o efeito
da contribuicao linear e quadréatica do GUP no calculo do raio da sombra. Mostramos
que a parte quadratica do GUP tem o efeito de aumentar o raio da sombra quando
alteramos o parametro [, enquanto que para a parte linear o raio da sombra é reduzido
quando alteramos o parametro . Como consequéncia, esses dois efeitos estao de acordo
com a relacao da parte real dos modos quasinormais com o inverso do raio de sombra,
o que significa que, no presente caso, a conexao entre as geodésicas nulas e os modos
quasinormais nao é violada como acontece na teoria de Einstein-Lovelok. Mostramos
também que mantendo a parte quadratica do GUP o raio da sombra nao desaparece
mesmo no limite de massa muito pequena do buraco negro.

Finalizamos o estudo da secao de choque de espalhamento diferencial e absorcao,
analisando o buraco negro auto-dual onde mostramos que a contribuicao dominante no
limite de angulo pequeno da secao de choque de espalhamento diferencial é modificada
devido aos parametros ag relacionado a drea minima e a fungao polimérica P. Novamente
temos que o resultado para a secao de choque de absorc¢ao é dado pela area do horizonte de
eventos do buraco negro no limite de baixa frequéncia. E temos também, ao contrario do
buraco negro de Schwarzschild, a se¢ao de choque de espalhamento diferencial e absor¢ao
de um buraco negro auto-dual sao diferentes de zero no limite de massa zero. Assim, no
limite de m — 0 a secao de choque de absorcao apresenta uma contribuicao dominante
que é inversamente proporcional ao quadrado da massa, neste caso JZ{; ~ mai(1+P?%)/m?.
Além disso, verificamos esses resultados resolvendo numericamente a equacao radial para
frequéncias arbitrarias. Finalmente, obtivemos que a amplitude da secao de absorcao
parcial do buraco negro auto-dual aumenta a medida que aumentamos os valores do
parametro P para o modo [ = 0, enquanto que para os demais multipolos a amplitude é
reduzida com o aumento de P. No entanto, mostramos um aumento na amplitude quando
aumentamos P no limite de baixa frequéncia e uma amplitude reduzida no limite de alta
frequéncia.

Como perspectivas futuras, podemos explorar o estudo de espalhamento tanto
analitico quanto numérico em diversos cendrios, bem como a andlise de instabilidade de

buracos negros obtendo os modos quasinormais, por exemplo, considerando a evolucao de
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outros campos, como no campo eletromagnético. O estudo da sombra pode ser estendido
a corregOes quanticas para buracos negros rotativos, analisando a influéncia das correcoes

e da rotacao no comportamento da sombra.
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Apéndice A
Angulo de deflexao semiclassico

Neste apéndice detalhamos as etapas para os calculos do angulo de deflexao e

consequentemente a secao espalhamento diferencial semiclassico.

A.1 Buraco negro nao-comutativo

Vamos comecar escrevendo as equagoes da orbita geodésicas descritas no Capitulo
2 em termos de r da seguinte forma,
o 1(1 1 om sm [a) "
=5l et T\ : (A1)
dr 12 \b r r r 7
Primeiramente vamos calcular o angulo total defletido pelo feixe de luz integrando a
equacao acima. Uma foram de integrar essa equagao analiticamente é tomar o limite
M/r << 1, antes de fazer essa expansao é interessante assumir algumas mudangas de

variaveis da seguinte forma

y - 1(1_M+(9~—1)E), (A.2)

r r 2 r?
1 MY MY (6 —1)M?>  (6—1)> M*
2 = —|l1=-= 1——= — A.
Y r? [( r ) + ( r r? * 4 rd |7 (A-3)
dy 1 2M 30 —1)M?
- - - A4
dr r2 - r3 9d ’ (A.4)
_ ~ 8 [0 , . , . )
onde definimos 6 = 27 \/ - assim a equaggo (A.1) é reescrita nessa nova variavel como
s
. -1 ~ - ~1/2
do _1+%_3(9—1)M2 1,1 _M3(9—1)+(9—1)2M2
dy r 2 r2 iz Y T2 r3 4r? ’

(A.5)
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Agora expandindo a equagao acima no limite de M/r << 1 e organizando os
termos, temos
d ~b 2M M (§—1)M? 15 — 30) M? M\?
o b Ay M| )—2 +% <1>+
dy /1 —y2b? r 2 r 2r r
M\ (6-1)M2  (6—1)>M* 10 (3 - 9) bArs 5(20 — 246 + 362)b M4
+(1- St 1 — - — + - (A.6)

A S

onde o sinal indica o sentido dos feixes defletidos. Veja que da forma como a expansao

estd organizada podemos identificar o y no primeiro parénteses que multiplica M /r e um
y? no colchetes que multiplica M?/r?, desta forma se desprezarmos os termos acima de

M?/r? temos apenas

d —b 15 — 30) M?y?
—(b:— 1—|—2My+(5 SO)My : (A.7)
dy /1 —y2b? 2
O angulo de deflexao é dado por y = A¢ — 7, onde
v —p (15 — 30)M%y?
Ap = 2| ——— |14+o2My+ 2T T gy A8
R il 2 v -
av M1 =0y (8 ~ 3Myo(0 — 5)> 4b% 4 3M?(5 — 6) arcsin(byo)
Ap = — — + 5 . (A9)
b 2b 2b
Sabendo que no limite M /r << 1 temos que yo — 1/b o resultado fica da forma
4AM 37(5 — 0) M?
Ap = — _— Al
o= T T (A.10)

Por fim o angulo de deflexdo em termos de v/ é dado por
AM  157M?*  61M \/?
X= + TR — (A.11)

Com a relacao do angulo de deflexao e o parametro de impacto, podemos combinar

esse resultado com a equacao da segao de espalhamento diferencial cléssica

docas b |db
= — A12
aQ sind | dy 1’ ( )
para obter o seguinte resultado no limite de ¥ pequeno
doges  16M?  157M?  67M \/?
R~ — —. Al
o S Tor T T e Vo (A.13)
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A.2 Buraco negro com GUP

Nesta secao do apéndice vamos repetir o procedimento para calcular a secao de
espalhamento classica agora para o caso do buraco negro com correcoes quanticas. Como

vimos no Capitulo 3

dp 11 1 20 48\ V?
—==ls—-—=|1-—=4+-—= A4
dr 1?2 [62 r2 ( M * MQ)] 7 ( )
2av I} .
onde My, = M | 1— i + ek Para este caso vamos fazer a seguinte mudanca de
variavel
1 M,, 1 2My., | My,
y = - 1— gup , y2:_ 1 — 9P+ gup ’ (A15)
r r r? r r?
dy 1 2Mgy,,
-7 - 2w A.16
dr r? + r3 ( )

A equacao é reescrita da forma

do oM\ ' (1 M?
o (R L/ — 4 L) A7
dy < + r ) <62 v rt ( )
Como feito na se¢do anterior vamos expandir agora para M,,,/r << 1
d¢ _ —b 1+ 2Mygup i 4Mgup + 8M5UP 4+ 4O M;uzv
dy V1 — y2b? r 72 73 ri
_ IM,,, M, 6bM2, M3,
dﬁ _ b |:1+ gp(l_ gp>:|_ gup ++O gup (Alg)
dy V1 —y2b2 r r /1 — 426272 r3

identificando o y dentro do colchetes e considerando apenas os primeiros termos

do —b

Agora podemos integrar a equacao acima facilmente para calcular o angulo de deflexao

1+ 2Myy) dy — , (A.20)

Yo b
— 2 —_—
X /0 T (

no limite M/r << 1 onde yp — 1/b temos,

AM %2 48

Assim, o resultado classico para se¢ao de espalhamento diferencial no limite de ¢ pequeno

é dado por

aQ "~ vt

1- =+ =

do  16M? 20 40
LT Y o
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Apéndice B
Analise da aproximacao WKB

Aqui faremos uma revisao mais detalhada do método WKB para o calculo dos
modos quasinomais, abordando a andlise inicial feita por Schutz [87] sem as corre¢oes que
foram introduzidas posteriormente [88, 109, 89]. Como ja foi discutido no Capitulo 5 a
motivacao para utilizar esse método vem da semelhanca entre as equagoes para teoria de
pertubacoes para buracos negros e a teoria unidimensional da equacao de Schrodinger.
Em ambos os casos a equacao central tem a seguinte forma:

2 d°Y
€~ +Q(z)y(x) = 0. (B.1)
dx
Temos na equacao acima um parametro de pertubagao € que serd importante mais
a frente. Lembrando que para o caso do buraco negro, 1) representa a parte radial da va-
ridvel perturbada, assumindo uma dependéncia temporal e~*! e uma dependéncia angular
apropriada ao buraco negro em estudo. A coordenada x estd relacionada a coordenada
tartaruga, com o intervalo de —oo no horizonte de eventos e +00 no infinito espacial, a
fungao Q(x) é constante em x = +00 e tem um maximo em x = .
A expansao assintotica da aproximacao WKB para os infinitos +00 tem a seguinte

€

foram geral ¢ ~ e*®)/¢ onde s(z) é uma expansdo em série de poténcia em termos do

parametro de pertubacao e da forma
s(x) = Ze”sn(a:), (B.2)
n=0

aplicando em (B.1),

e (Zenls;(x)> +) el (@) | +Qz) =0, (B.3)

n=0 n=0
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lembrando que as aspas representam as derivadas primeira e segunda ordem, com relacao
a x. Abrindo os primeiros termos do somatério e organizando em termos de € da seguinte

forma,
(50(2))” + € 25(2)s} () + 55 (2)] = —Q(x). (B.4)

Assim, a igualdade na equagao (B.4) é satisfeita tal que:

(s6(2))" = =Q(x),  2sp(w)sy () + s5(z) = 0. (B.5)

As solucoes para as duas equacoes acima sao definidas da seguinte forma. A equa-

¢ao para sg € chamada de equagao eikonal,

so(z) = i / " /Qdn, (B.6)

e a equacgao para s; ¢ chamada de equagao transporte,

1

s1(z) = —ZlogQ(:L’). (B.7)

Combinado (B.6) e (B.7) temos um par de solugbes aproximadas da equagao (B.1) um

para cada sinal de so(x)

o~ ClQ_l/:eXp E / ’ \/de} +CQ Vexp B / ) \/de}, (B.8)

onde C; e Cy sao constantes a serem determinadas pelas condi¢oes de contorno e a é um

v~ o | )

ponto arbitrario de integragao. Esta expressao ¢ a primeira aproximacao WKB para a
solucao da equacao radial. Difere da solucao exata pelos termos de ordem € na regiao onde
Q(z) # 0. Podemos dizer ainda que os sinais (+) em (B.6) correspondem as ondas de
entrada e saida em qualquer um dos infinitos. Assim quando z — oo Q(z) — w? é a ordem
dominante, tal que so(x) — +iwx para a onda que saem para o infinito e so(z) — —iwz
para a onda que vem do infinito (regiao I) Fig B.1. De forma semelhante temos no
horizonte & — —o0, so(x) — +iwz para a onda que vem do horizonte e so(z) — —iwz
para a onda que se estende até o horizonte de eventos (regido III) Fig B.1. Podemos assim

descrever a solugao geral da seguinte forma:

v o~ ZL !+ 7! wi, na regiao I, (B.9)

sai

b o~ I {rU_|_ZIU Hr na regiao I11I. (B.10)

ent sat
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Figura B.1: Grafico da fungao Q(z) onde as trés regioes estao separadas pelos pontos x1 e Zz.

onde (ent) e (sai) esta relacionado as ondas de entrada e saida respectivamente. Agora
temos que determinar uma formula que conecte as amplitudes préximas de 4+oo com

aquelas préoximas de —oo , em outras palavras determinar os coeficientes da relacao linear

dada por
zZl My Mo Zly
o= | . (B.11)
Zent Ms1 Mao Zent

Para isso, consideramos a solu¢ao na regiao II. A aproximagao WKB ¢é valida
exceto proximo a “pontos de retorno classicos”’pontos onde Q(z) = 0, no entanto é possivel
conectar as solucoes WKB que sao validas nas proximidades dos pontos de retorno usando
a jungoes assintiticas. Se os pontos de retorno estao préximos, ou seja —Q(Z)mar <<
Q(£00), entao a solugao na regiao II pode ser bem aproximada por uma série de Taylor

sobre o ponto xg

Qlr—m)* Q4 — x0)”
2 6

Q(z) = Qo + + O — x4, (B.12)

onde xy é o ponto maximo para a fungao Q(x), além disso temos que Qg = Q(xg) e aqui
(") e (") representa a segunda e terceira derivada com respeito a x no ponto z = zy. Se
assumimos que z = r — o temos e substituido a serie de ) truncando até o segundo

termo na equacao (B.1) temos

d2w Q”ZQ

2 — + (Qo + % ) v =0, (B.13)
d2

ezd—;f + k(-2 +2°) Y =0, (B.14)

2
é redefinindo novamente uma nova variavel, se fizemos t = (4x)"/4e"™/*z organizamos a

"
2
onde definimos que k = % ezp=4/— Q,,O Uma forma de solucionar a equagao (B.14)
0

equacao da forma,
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i d2w t2e—i7r/2
Wy “( NG _Zg>¢:0’

d2_1/} + (_ﬁ_F@)w:O,

dt? 4
d*i 1 ¢

- =0 B.1
o (y—i- 5 4> Y =0, (B.15)

onde v 4 1/2 = ivk22/2 = —iQo/+/2Qf. Assim a solucdo geral para a equacao (B.15)

pode ser escrita em termos de fungoes parabdlicas cilindricas D, (t)
Y =AD,(t)+ BD_, (), (B.16)

obtendo assim uma solugao assintética para || muito grande [110]

v~ BefSiﬂ(qul)/éL(4K)f(y+1)/4(x _ xo)f(qul)ei\/E(xfxO)?/Q (B17)
[ B\2me /2| . ; 2
v /2 vid(.. v, —ivk(z—x0)?/2
+ |A+ T 1) e (4r)"*(x — z)"e , T >> T
v o~ A€_3iﬂy/4(4li)y/4(l‘ o mo)ue—i\/ﬁ($—$o)2/2 (B18)
[ iAV2me= VT2 | - 2
+ B — ﬁ €Z7T(V+1)/4(4l€)7(y+1)/4(x _ (L-O)*(V‘Fl)el\/ﬁ(x*flm) /2 T << T
I'(—v ’

onde I'(v) é uma fungao gama. Igualando os coeficientes das fungdes correspondentes,

temos as equagoes:

i iR%*e"™\/21

zH _ € I'(v+1) Zly; (B.19)
i1 RZVor zt, ) '
(=)

onde R = (v+1)¥+1/2/2e=(+1/2)/2 Temos em (B.19) a matriz que conecta as amplitudes
para as solucoes WKB sendo que essa matriz conserva sua forma mesmo expandindo para
ordens maiores o método WKB, embora o valor de R seja diferente porém dependente
apenas de v. O resultado é aplicado ao caso do tunelamento na mecanica quantica proximo
ao pico de uma barreira potencial, bem como as oscilagoes de buracos negros. Note que
se Q(x) é real como na mecanica quantica onde o potencial e energia sao reais, temos que

v+ 1/2 é imagindrio, as consequéncias disso sao as seguinte relagoes,
(eim/)* — R* — ilv+1/2)/2 p—1 (B.20)
Assim, os coeficientes da matriz M (B.11) se relacionam da seguinte forma:
M) = My, My =My,  |Mx]*—|Mu>=1. (B.21)
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Se imaginarmos um tunelamento para uma barreira potencial da regiao I para
a regiao III, considerando que para um buraco negro nao temos ondas “refletidas do

horizonte”’de modo que Z!IT' =0 de (B.11) temos

ZI = an;ai + M12ZI

ent?

0 = MuZl,+ MyZ!

ent’

onde temos que ZI /ZI = —Msy /M,y e portanto usando as relacoes (B.21) temos

ZHI/ 7T = 1/My;, desta forma podemos encontrar os coeficientes de transmissao 7' =

sai

|ZIH2 /| ZE | e reflexdo R =1 — T em termos de (B.20)

sat n

T = (142w /2y (B.22)

R = (14 2m+1/2)71 (B.23)

Com estes resultados possibilita o estudo de espalhamento pela aproximacao WKB.
A equagao (B.19) podem ser usadas para determinar as frequéncias quasinomais, aplicando

as condigoes de contorno apropriadas, tal que nao haja ondas vindo do infinito Z! , = 0.

R?\/27
I'(—v)
matriz (B.19) tem que ser igual a zero, isto é possivel se I'(—v) seja muito grande, por

Assim, para que essas condigoes sejam satisfeitas temos que Mo, = 0, ou seja, na

sua vez para que isso ocorra v deve ser inteiro positivo. Portanto, sendo Q(z) em geral

dependente da frequéncia, v + 1/2 = —iQy/+/2Q) ¢é escrito da foram

| (W2 -V
pel = T VW) 03 (B.24)

2 =2V ’

Esta é a forma mais simples para o estudo dos modos quasinormais usando a aproxi-
macao WKB, melhorias na precisao dos resultados obtidos podem ser feitas considerando
mais termos na serie de Taylor (B.12) obtendo termos de corregao que sao acrescentados

a equacao (B.24), como por exemplo

Qo _ 1
208 —An) —Q(n) =n+ 5 (B.25)
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2Q; | 6912 \ QF 385\ (Q))?

L (W 267 . L (@) (19 + 2807) — Qw (5 + 407)
2301 \ qp ) TS o\ Tap? s\ )

(4) @)\ 2
% (Qog ) (i +U2> — % (Qog ) (7+60U2)] )

n+1/2 | 5 0 ! 2 1 ((Q)? (()4) 2
— (77 4 188v%) — — (51 + 100v?) (B.26)

1

(B.27)

Aqui da mesma forma que as aspas os subscritos entre parénteses também definem

a ordem da derivada em @) no ponto xg e v = n + 1/2. Nesta tese usamos as corregoes

até sexta ordem que podem ser encontradas no apéndice do artigo do Konoplya [89].
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Apéndice C
Equacao esferoidal

Neste apéndice iremos mostrar que a equacao diferencial para o caso nao-comutativo
(5.45) pode ser escrita como uma equagao de onda esferoidal, as solugbes para esse tipo
de equagao sao conectadas por uma relagao de recorréncia de trés termos. procedimento
poder ser aplicado também para o caso GUP. Assim, seguindo os procedimentos feitos
por Leaver para os casos de Schwarzschild e Kerr [111]. A equagao de onda esferoidal

generalizada tem a seguinte forma
2

d d
u(u — uo)d—u‘z + (D1 + Dau) d_z + [@*u(u — up) — 2nw(u — up) + D3] y = 0, (C.1)

onde aqui Dy, Do, D3, @ e ugy sao constantes. Reescrevendo a equagao radial para um

buraco negro nao-comutativo (5.45), da forma

(r—r ) (r =) d*R(r) N (r(ro4+r_)—2r_ry)dR(r) N [( w2rt

dr2 r dr r—r_)(r—ry)
C(r(ry o) —=2rry) 11+ 1)} R(r)=0, (C.2)
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Assim, o objetivo é mostrar que podemos transformar a equacao (C.2) da forma (C.1).
Vamos comecar fazendo algumas mudangas, como por simplicidade escrevemos os raios do
horizonte (5.42) e (5.43) da forma ry. = (14 g5) /2 onde gy = 1/1 — 16,/8 /7 considerando
2M = 1. Inicialmente temos que encontrar uma transformagao adequada. Vamos usar a

seguinte solucao
R(r) =r(r—r)*(r—ry)’y(r —r_), (C.3)

onde @ e [ sao parametros a serem determinados. Além disso vamos assumir que u = r—r_

onde v — 0 quando r — r_ e u — gy quando r — r,. Fazendo essas alteracoes temos
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que a equagao (C.2) pode ser escrita da forma

d? _ 4 d
u(u — Qe)d_uz + [Qg(l +a)+2(1+a+ 5)1@ ﬁ + U(u)y =0, (CA4)
2(1 —2u)4 ~2 Q2
w?(—1+ 0p u) X Qo x I fu
16 (u — 0g) u u (u— 0p)
organizar U(u) da seguinte forma

onde U(u) = +a+2a2+3+2a—1(I+1). Podemos

[(00 — 1)*w? + 1602a%  [(00 + 1)'w? + 16038% u (09 — 1)° (1 + T0p) w?
+ 2 2
1609u 16})0 (u— 09) 1605

+ (2 - gp)uw® + vt +a+2a% + B +2a— 11 +1), (C.5)

U(u) = —

para que a equacao (C.4) tenha a forma (C.1) @ e 8 tem que ser tal que satisfaca (gy —

1)4w? + 160202 = 0 e (1 + gg)*w? + 16023% = 0, resolvendo essas igualdades temos

_ i(0p — 1)%w _ (09 + 1)*w
a=t———, =f— . C.6
409 ’ 409 (C6)
Lembrando que 7 = (14 04)/2 e r— = (1 — g9)/2, assim, substituindo os valores de & e
B na (C.4)
d? 2 d
u(u — gp) gu(gu) + | =00+ 2irtw + g(@@ —iw(r® + Ti))u} ‘Z(:L) + [w?(u — go)u

w? iw
+2w? (u — 0p) + 1o (=14 40p + 40j + 0y) — 00 (0p+1) =101+ 1)} y(u) = 0.(C.7)

Assim, mostramos que a equagao radial (C.2) pode ser transformada em uma equagao

esferoidal generalizada, onde comparando com (C.1) temos:

2
w= W, n = —-Ww, Dl = —0¢ + 2'6.7“3(.0, D2 = Q_(QQ - ZUJ(T% + 7"_2|_)) €
/)
w? 2 3 4 W
Dy = ?(—1+499+409+99) —2—99(09+1) — I+ 1) (C8)
7

Dessa forma usando a solugao de Jeffe para y(u) como em [111] (pg 12) para uma equagao

de onda esferoidal generalizada temos

oo k
y(u) _ eiwuu—1+iw(r2_+r2_)/gg+iwZak (U uQO) ' (Cg)

k=0

A solugdo (C.3) pode ser reescrita, usando os valores de & e 3 e a solucio (C.9) da forma

o2
—iwrl

%) k
r w (=T %0 iw(r—r_) r—ry
R(r) = —r_ .
(r) r—r_(r r_) (7’—7‘_> e E ak(r—r_) , (C.10)
k=0
temos entao, a solucao (5.53) do Capitulo 5 , lembrando que aqui ry +r_ =lery —r_ =

0p. Temos apenas uma pequena diferenca, a presenca de e’ que é uma constante e

106



nao vai influenciar na relacao de recorréncia. Assim, da mesma forma que temos trés
coeficientes em (41)[111], obtemos trés coeficientes para a relagao de recorréncia usando

(C.9) em (C.7) temos

Ay = (1+k)[oo(1+ k) —2iriw] /o, (C.11)

By = —ry [14+11+1)+2k(k+1) — 8% — diwry — 8iwkry] Jop  (C.12)
ro [T+ 101+ 1) 4 2k(k + 1) — 2iwr, — diwkry] /s,

Cr = (k—2iw) (0ok — 2iwr?) / op. (C.13)
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Apéndice D
Método computacional

Para calcularmos os coeficientes de reflexao e posteriormente a absorcao usamos o

software Mathematica, com a seguinte abordagem:

1 O primeiro passo é estabelecer as condigoes inicias, para isso admitimos uma expan-

sao em série no horizonte da forma,
R(r) = e ™" Zyk(r — )k, (D.1)
k=0

onde os coeficientes 3, podem ser encontrados analiticamente, isso pode ser feito com
um pacote de algebra simbdlica no Mathematica e utilizando o método de Frobenius

na equacao radial;

2 Seguindo determina-se numericamente a solucao da equacao radial no nosso caso
com o comando NDSolve usando um esquema de Runge-Kutta de quarta ordem,
com as seguintes condigoes iniciais R(r,,i,) e a sua derivada em termos de r R/ (r,,n)
onde 7,,;, é o valor inicial de r, ou seja, o valor bem préximo do valor numérico do

horizonte de eventos ;

3 Nesta etapa obtém-se os coeficiente A.,; e Agu que esta relacionado as ondas de
entrada e saida, comparando o resultado numérico com as seguintes expansoes ana-

liticas no infinito

WL = 2k —iWT = ZI:
R(r) ~ A€y 5t A et (D.2)
k=0 k=0
R(ent) _ —iwz ﬁ R(sai) _ iwz Z_Z D.3
M= m=e3 % (D3



onde os coeficientes z;, e z; podem ser encontrados da mesma forma do item 1. Os
valores de A.,; e As; podem ser encontrados resolvendo o seguinte sistema para r
muito distante do raio do horizonte,

Aen R(ent) T"mazx + AsaiR(Sai) Tmaa:) = H(rm‘w )
SNGTD ( ) (D.A)

AentR/(emf) (Tmax) + AsaiR/(sai) (Tmax) = H,<rmam)7
aqui os valores R(raz) € R (Tmaz) resultam da intera¢do numérica para r maximo;

Com os valores de A.,; e Agq; calculados, podemos encontrar o deslocamento de fase
e posteriormente a secao de choque de absor¢ao

Asai

Oabs = 52(21 +1) (1 _ |€2i§z|2) . onde 20 — (_1)l+1A _
=0 ent
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