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Resumo

Este trabalho consiste em investigar as fases e a transicdo entre estas de um modelo
magnético cristalino, o modelo de Baxter-Wu (B-W), em diferentes dimensoes. Apesar
do modelo ter sido proposto em uma rede triangular bidimensional, aqui sera feito uma
generalizagado para as redes unidimensionais e tridimensionais. Em uma dimensao, o
modelo pode ser tratado por meio da técnica da matriz de transferéncia. Embora seja um
procedimento exato, que o sistema nao apresenta uma transicao de fases, os resultados nao
podem ser escritos de uma maneira analitica para campo externo nao nulo, sendo dados
através dos autovalores de uma matriz ndo-hermitiana. Para o caso do campo externo
nulo, foi possivel calcular a fungao de particdo do sistema e obter toda a termodinamica.
Em duas e trés dimensoes o modelo é estudado com o emprego da Teoria de Campo Medio
(TCM), utilizando-se o esquema variacional baseado na desigualdade de Bogoliubov. Neste
tratamento utilizou-se blocos de um spin, blocos triangulares e os resultados exatos da
rede unidimensional. Embora os valores da temperatura de transicdo aproximem-se dos
valores esperados para cada rede, a transicao que se obtem é sempre de primeira ordem,
enquanto que os resultados exatos para a rede triangular bidimensional confirmam uma

transicao de segunda ordem.

Palavras-chaves: Transicao de Fases; Modelo de Baxter-Wu; Teoria de Campo Médio.



Abstract

This work consists in investigating the phases and transition between them in a magnetic
model, namely the Baxter-Wu (B-W) model, in different spatial dimensions. Although the
model was originally proposed for a two-dimensional triangular lattice, we will here make
a generalization for one- and three-dimensional lattices as well. In one-dimension, the
model can be treated by means of the transfer matrix technique. Although it is an exact
procedure, in which the system does not present any phase transition, the results can not
be written in a closed analytical form for non-zero external field, and are given by the
eigenvalues of a non-Hermitian matrix. For zero external field, the partition function is
calculated. In two and three dimensions the model is studied using the Mean Field Theory
(MFT), using the scheme based on the Bogoliubov inequality. In this treatment, we use
blocks of a single spin, a triangle of spins, and in two and three dimensions the exact
results for the one-dimensional network. Although the values of the transition temperature
are close to the expected values for each lattice, the transition is always of first order,
whereas the exact results for the two-dimensional triangular lattice confirm a second-order

transition.

Key-words: Phase Transition; Baxter-Wu model; Mean field theory.
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1 Introducao

1.1 Transicao de Fases e Fenomenos Criticos

A matéria como é vista diariamente apresenta-se em fases. As trés fases mais
comuns que se tem acesso sao: solida, liquida e gasosa. De longe essas nao sao as unicas.
Uma fase da matéria, ou estado, é identificada por propriedades térmicas e mecénicas do
material. As propriedades mecanicas estao relacionadas com a agregacao das moléculas
que compoem a substancia, por exemplo, devido ao arranjo cristalino apresentado pela
fase sélida, esta possui uma baixa compressibilidade (resisténcia a deformagao), diferente
da fase gasosa, em que as moléculas estao dispersas, quase livres, e consequentemente
produz uma alta compressibilidade. A investigacao destas fases é imprescindivel para uma
melhor compreensao da matéria nas mais diversas situagoes. Do ponto de vista pratico, o
estudo de tal tema estd diretamente ligado com aplicagoes tecnoldgicas, como é o caso do
aparelho de ressondnica magnética, que tem seu funcionamento gragas aos estudos da fase

supercondutora nos metais.

A matéria vai existir em uma dada fase quando certos parametros do sistema
forem compativeis com a mesma. Desta forma, a modificagdo continua de tais parametros
permite uma transicao entre fases. Por exemplo, quando aquecemos a agua a pressao
atmosférica, ao atingir a temperatura de 100°C' (todas as informagoes numéricas nesse
capitulo sao retiradas de (OLIVEIRA, 2005)) o sistema muda para a fase gasosa. De uma
forma similar, quando resfriamos a agua até 0°C' a substancia passa para a fase sélida.
Ambas transi¢cbes ocorrem sempre a uma temperatura e pressao constantes. Nos dois
casos o fator causador da transicao é a agitacao térmica: no primeiro caso, a fase liquida é
formada por moléculas que estao fracamente ligadas, com o aumento da temperatura a
energia térmica, kg1, se torna maior que a energia de ligacao média, fazendo com que as
ligacoes sejam rompidas. J& no segundo caso, a diminui¢do da temperatura faz com que a
distancia inter-molecular também diminua, efetivamente a energia de ligacao aumenta,

fazendo com que a substancia se arranje em uma estrutura cristalina.

Existem ainda outras fases da matéria nao muito comuns, como as fases magnéticas,
metalicas, superfluidas, etc. Como sera visto mais a frente, as transi¢oes entre fases possuem
caracteristicas em comum, levando a ideia de Universalidade. Abaixo segue uma breve

explicacao sobre algumas fases e as respectivas transigoes:

e Transicao magnética: Ao aquecermos gradualmente uma amostra de um material
magnético, como um ima de geladeira, existe uma temperatura, conhecida como

temperatura de Curie (para o niquel: 358°C'), em que a amostra deixa de possuir uma



magnetizacao espontanea. Abaixo dessa temperatura tinhamos a fase ferromagnética

e acima passamos a observar a fase paramagnética.

e Transicao metal-supercondutor: Quando expostos a temperaturas suficientemente
baixas (para supercondutores convencionais, (BARDEEN et al., 1957), (DAHL,
1984)), metais como mercurio (4.15K), chumbo (7.19K) e estanho (3.72K) sofrem
uma perda total da sua resisténcia elétrica. Esta nova fase que os elétrons conseguem
se mover sem dissipar energia ¢ chamada de supercondutora. Existem ainda os
chamados supercondutores de alta temperatura critica, mas o mecanismo fisico que
gera tal fase nao é igual ao de temperaturas baixas (BCS), permanecendo assim um

problema ainda em aberto.

e Transicao superfluida no hélio-4: Novamente a temperaturas baixas, onde os efeitos
quénticos se fazem presente, o hélio-4 (2.17K) atinge uma nova fase liquida (o hélio
nao se solidifica & pressoes ambiente) em que o fluido deixa de apresentar viscosidade.
Para uma breve introducao consultar (BALIBAR, 2007).

Nas transi¢coes de fases térmicas, que o causador da transicao é a temperatura,
hé uma intensa disputa entre a energia de formagao do sistema (energia interna) e a
entropia. O estado de equilibrio de um sistema termodinamico em contato com um
reservatorio térmico é dado pelo minimo da energia livre de Helmholtz, F' = U — T'S.
Na regiao de baixas temperaturas, visto que a entropia ¢ uma fun¢ao monotonicamente
crescente da temperatura, a energia interna prevalece. Na regiao de altas temperaturas
¢é o segundo termo que tem maior contribui¢do. A transi¢do deve ocorrer para alguma
temperatura intermedidria que separa esses dois limites. Apesar de parecer uma ideia
intuitiva, existem sistemas para os quais essa temperatura é o proprio zero Kelvin, e para
tais sistemas pode-se dizer que nao ha transicao de fases. Além das transi¢oes térmicas,
que sao conhecidas como transigoes classicas, existem também as transi¢oes quanticas,
que ocorrem & zero Kelvin. O causador dessas transi¢goes é um outro pardmetro externo,
como campo magnético, concentragao de particulas, etc. Neste trabalho serd estudado

apenas as térmicas.

As transigoes de fases podem ser divididas em dois tipos: de primeira ordem (ou des-
continua) e segunda ordem (ou continua). Segundo Fisher (STANLEY, 1987), as transigdes
de primeira ordem sao caracterizadas por uma descontinuidade na primeira derivada da
energia livre, enquanto as de segunda ordem possuem uma descontinuidade ou divergéncia
na segunda derivada da energia livre. Uma outra definicdo equivalente seria dizer que
nas transi¢oes de primeira ordem existe um calor latente associado, consequentemente
a entropia do sistema sofre uma descontinuidade no momento da transi¢ao. Ja nas de
segunda ordem nao héa essa quantidade extra de calor, e o sistema transita continuamente

entre as fases. Durante as transi¢des de primeira ordem é observado uma coexisténcia das



fases, podendo ser possivel distingui-las em certos casos, como no de um fluido; para as
transi¢oes continuas, as fases se tornam idénticas, sendo impossivel distingui-las (quando
tratarmos de um sistema fluido ficard mais claro). A transigao sélido-liquido da dgua é de

primeira ordem, e a transicao do hélio-4 para a fase superfluida é de segunda ordem.

Para descrever uma transicao de fases definimos uma quantidade chamada para-
metro de ordem, 7. Essa quantidade é uma variavel termodinamica que permite saber o

momento exato da transi¢ao, pois

0, se T >1T*

=Y 1), se T<T

onde T™ ¢é a temperatura de transicao. Em um contexto mais geral da teoria, esse parametro
estd associado as simetrias do sistema. A fase mais simétrica é aquela onde ¢ = 0 e
a fase menos simétrica possui um v diferente de zero, portanto, a transicao representa
uma quebra de simetria. Por exemplo, nas transi¢oes magnéticas a fase paramagnética
nao possui ordenamento magnético devido a grande energia térmica, isso faz com que a
amostra seja invariante por rotacao dos momentos de dipolo magnéticos, ao contrario da
fase ferromagnética, que essa rotacdo ocasionaria uma mudanca na orientacao magnética.
Assim, a fase mais simétrica é a paramagnética e a menos simétrica é a ferromagnética.
Como sera visto para um magneto o parametro de ordem mais adequado é a magnetizacao

espontanea do sistema.

As transicoes de segunda ordem exibem ainda os chamados Fenomenos Criticos. Nas
proximidades da temperatura de transicao, que para esse tipo de transicao sera chamada
de temperatura critica, T,, as quantidades termodinamicas assumem um comportamento
caracteristico dado por leis de poténcia. Os expoentes dessas poténcias sao conhecidos
como expoentes criticos: a, e . Usando que t = T/T,. — 1, para temperaturas préximas a
critica o calor especifico, magnetizacao e a susceptibilidade magnética (ou compressibilidade
para um fluido) sao descritos por

c o |t
m o< [t
X o< [t

respectivamente. Um fato de grande importancia descoberto da investigacao de sistemas
que apresentam comportamento critico é que independentemente da dinamica microscopica
(do modelo), esses sistemas apresentavam o mesmo conjunto de expoentes. Assim, foi
conjecturado que todos os sistemas que apresentassem fenémenos criticos teriam os mesmos
expoentes, conduzindo a ideia de Universalidades no ponto critico. Com o surgimento de
dados experimentais e a solu¢ao de novos modelos, constatou-se que a ideia mais plausivel

seria a de Classes de Universalidade na regiao critica. Os modelos dentro de uma mesma



classe teriam os mesmos expoentes criticos e a classe estaria definida pela dimensao do

modelo, dimensao do parametro de ordem e o alcance das interagoes.

Uma outra caracteristica dos fendmenos criticos é a auséncia de uma escala de
comprimento, como em um fractal. A escala microscopica, dominante fora da regido critica,
perde sua influéncia perto da transigdo. Assim, préximo a temperatura critica os sistemas
apresentam uma invariancia de escala. A observacao deste fato conduziu K.G. Wilson a
formular a teoria do Grupo de Renormalizacao, (WILSON, 1971; WILSON, 1974).

Abaixo comento as principais caracteristicas de dois sistemas canonicos que apre-

sentam transi¢do de fases e fendomenos criticos.

1.1.1 Fluidos

As fases de uma substancia pura, como a agua, podem ser colocadas no diagrama
p x T abaixo (figura 1-(a)), junto com as linhas de separagao e pontos de interesse. A
fase solida ¢é obtida no regime de baixas temperaturas e altas pressoes, a fase liquida em
temperaturas e pressoes intermediarias, e a fase gasosa na regiao de altas temperaturas.
As linhas representam a fronteira entre as fases. Ao cruzar essas linhas o sistema sofre
uma transi¢ao de fase de primeira ordem, assim, serdo chamadas de linhas de coexisténcia.
Existe um ponto, chamado ponto triplo, onde as trés fases coexistem em equilibrio. Para
a dgua esse ponto tem coordenadas (6.10 3atm , 0.01°C). Existe um outro ponto especial
neste diagrama, o ponto critico. E nesse ponto que o sistema sofre uma transicio de
segunda ordem. Para a dgua esse ponto tem coordenadas (218atm , 374°C'). Até onde se

sabe, nao existe um ponto critico na linha de coexisténcia sélido-liquido.

P Liguido
..r"'“"-‘ P,
b+ ¥ onto —_
¢ _;rCrf!fm 1 1 ? ’r"" N
g - \
Solido \
H=0 3 1 7
Gds RN e/
Ponto Triplo
i
L. T

(a) (b)

Figura 1 — Diagrama de fases para uma substancia pura (a) e um magneto simples (b).
Retirada e adaptada da referéncia (STANLEY, 1987).

Para fluidos, a medida que nos aproximamos do ponto critico, percorrendo a linha
de coexisténcia, a amostra vai ganhando uma tonalidade branca, até chegarmos em 7, onde

as fases liquida e gasosa nao podem ser distinguiveis. Esse fendmeno ficou conhecido como



opalescéncia critica. Esse tom de cor é explicado devido ao alto espalhamento que a luz
sofre ao penetrar a amostra. Sendo assim, na regiao critica o sistema deve possuir diversas
escalas de comprimento, possibilitando o espalhamento da luz em todos os comprimentos
de onda. Essa é uma caracteristica da inexisténcia de uma escala de comprimento, como

mencionado antes.

No grafico p x p, sendo p a densidade de moléculas, temos isotermas abaixo e acima
da temperatura critica (figura 2). Para temperaturas muito acima de T, a pressao varia
linearmente com p segundo a equacao de estado para um gés ideal. Para temperaturas

abaixo de T, a transicao ¢ de primeira ordem, logo, as primeiras derivadas da energia livre
190G
NP>
(e a densidade) é descontinuo ao cruzarmos a linha de transigdo de primeira ordem. Isso

sao descontinuas. Se a energia livre em questao é a de Gibbs, v = entao, o volume
j& era esperado uma vez que as moléculas do gas tem mais liberdade para se mover do que
no liquido. Além disso, como a pressao é constante durante a transicao, temos uma regiao
de pressao constante separando as duas fases. Na figura, a regido (p;, — pg) representa a
regiao de coexisténcia entre as duas fases, onde temos tanto o liquido quanto o gas. A
medida que a temperatura cresce em direcao a T, essa diferenca diminui, chegando a um
valor nulo quando T' = T, por isso é dito que neste ponto as fases se tornam idénticas.
Nesta temperatura e com essa densidade, é possivel observar um fluido de tonalidade
branca e nao sera possivel distinguir se trata-se de um gas ou liquido. O que ocorre de
fato sdo regioes liquidas e gasosas de todos os tamanhos na amostra. Ao dar um zoom em
uma regiao gasosa, percebe-se que esta é formada por outras regioes menores liquidas e
gasosas. Ao penetrar nessas regioes menores € possivel perceber o mesmo padrao repetido,
regides na fase liquida e regides na fase gasosa, como em um fractal de fases. Este padrao
caracteriza a invariancia de escala dos fenomenos criticos. Para este sistema o parametro

de ordem pode ser identificado como a diferenca entre as densidades do fluido.

Analisando o gréfico nota-se que a compressibilidade isotérmica, kp = + 22 diverge

— poP’
quando o sistema estd na temperatura critica. Esta divergéncia é consequéncia dos
fenomenos criticos serem fendmenos altamente correlacionados, que para o sistema fluido
equivale a dizer que uma pequena mudanca na pressao ocasionarda uma grande mudanca

na densidade do fluido.

A primeira teoria a ter sucesso em descrever as isotermas em torno de T, foi
elaborada por Van der Waals em sua tese de doutorado publicada em 1873, (WAALS,
1873). No trabalho, Waals generaliza a equagao de estado de um gas ideal fazendo
consideragoes acerca do volume molecular e das interagdes entre as moléculas. A seguinte

equacao de estado para um fluido mais realista foi proposta

a
+— ) (v—>5b)=RT,
(p+55) -1
onde a e b sao constantes fenomenoldgicas. Esta equacao apresenta alguns problemas na

regido de coexisténcia entre as fases liquida e gasosa (ela prevé uma regiao de instabilidade
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Figura 2 — Isotermas em torno de Tc para um fluido simples. Retirada de (STANLEY,
1987).

termodindmica, kr < 0), mas este problema foi superado com a ideia de construgao de
areas iguais proposta por Maxwell, (CLERK-MAXWELL, 1874), (CLERK-MAXWELL,
1875). A partir dessa equagao também é possivel obter os seguintes valores para os
expoentes criticos: v =1, = 1/2 e a = 0. Nota-se que o calor especifico, caracterizado
por a, nao exibe uma divergéncia e sim uma descontinuidade na transicdo. Apesar desta
equacao ter representado um grande avango na descricao do fendmeno, estes expoentes

estdao em desacordo com os dados experimentais.

1.1.2 Magnetos

Pode-se constatar que a temperatura ambiente dois imas conseguem se atrair
mutuamente (e a outros metais) gragas ao campo magnético préprio apresentado por eles.
Dizemos que o material que constitui os imas se encontra na fase ferromagnética, pois
apresenta uma magnetizacao espontanea. Em oposi¢ao, quando aproximamos dois clipes,
nao observamos nenhuma forca entre eles, mas se um dos clipes estiver em contato com o
ima, vemos que surge uma forca de atragao entre os dois clipes. Portanto, dizemos que
o material que forma o clipe esta na fase paramagnética, pois s6 consegue produzir um
campo quando esta sob a influéncia de outro campo magnético externo. Essas experiéncias
feitas em temperaturas elevadas podem resultar em outros acontecimentos, haja vista a
competicao entre a entropia e energia de formagdo do magneto. O modelo de magneto
mais simples é aquele que possui ordem magnética apenas em uma dire¢ao espacial, ou

seja, que a interacao magnética é altamente anisotrépica.

A medida que aquecemos uma amostra ferromagnética, sua magnetizacao vai

diminuindo continuamente até se anular em uma dada temperatura critica (para o ferro



T. = 770°C), isto se justifica pelo fato da agitagdo térmica destruir o ordenamento
magnético em altas temperaturas. Acima desta temperatura o material se encontrara na
fase paramagnética. Desta forma, a magnetizacao é uma boa escolha para ser o pardmetro
de ordem da transicao ferro-paramagneto. Na figura 1-(b) temos o diagrama de fases para
um material desse tipo. Percorrendo a linha H = 0 (caso de interesse) passamos por um
intervalo de temperaturas onde a magnetizacao ¢ diferente de zero, até chegarmos em 7.,
onde qualquer temperatura maior produzird uma magnetizacao nula. Nesta linha, tem-se
a coexisténcia de duas fases, a fase ferro-1 e ferro-2, onde as orientagoes magnéticas destas
fases sao opostas devido ao campo externo. Esta linha é andloga a linha de transicao
liquido-gas, para o fluido simples, que termina em um ponto critico. No ponto critico
(H = 0;T =1T,), vamos ter uma situacao analoga a opalescéncia critica no fluido, regioes
na fase ferro (que possui uma magnetizacao resultante diferente de zero), ou na fase
paramagnética (magnetizagao resultante nula), de todos os tamanhos, caracterizando uma

estrutura de fractal entre as fases.

Da mesma forma que foi feita para fluidos, é possivel analisar isotermas em torno
da temperatura critica, como esta na figura 3. Para temperaturas muito préximas do zero
absoluto, a energia térmica é muito pequena comparada com a energia magnética, assim,
¢é razodavel esperar uma magnetizagao espontanea maxima nesse limite, como observado no
grafico. Para temperaturas maiores, mas ainda menores que a critica, a energia térmica
ja produz certa desordem no sistema, de forma que a magnetizagao é menor que seu
maximo, mas M (H = 0) # 0. Quando atingimos T,, a magnetizagdo espontanea é nula. E
exatamente nesta temperatura que a contribuicao entrépica torna-se maior que a energia
de formacao. Um fato que acontece com o magneto, que também ocorreu no fluido, é que

a funcao resposta, no fluido é a compressibilidade isotérmica e aqui a susceptibilidade

oM
OH >

comportamento é causado pelas fortes correlagoes existentes no sistema em 7T,.. Para

magnética isotérmica, y = apresenta uma divergéncia na temperatura critica, esse

temperaturas maiores que a critica, a magnetizagao espontanea continua zero.

A primeira teoria a obter um razoavel sucesso na descri¢ao dessas fases foi construida
por Pierre Weiss, (WEISS, 1907), de maneira fenomenologica. Até o momento a fase
paramagnética tinha sido explicada por Brillouin, mas a fase ferromagnética permanecia
sem um modelo tedrico. Brillouin obteve a seguinte equacao de estado para a fase

paramagnética de um sistema com spin 1/2,
m = tanh(6H),

onde H é o campo externo. Esta equacao é andloga a lei de Boyle para um gas perfeito.
Para H = 0, a magnetizagao se anula para temperaturas diferente de zero, caracterizando
uma fase paramagnética, como esperado. Afim de produzir o comportamento da fase
ferromagnética, Weiss introduz o conceito de campo efetivo (ou campo médio) assumindo

que H — H.y = H + Am, onde A representa o fato de existir alguma interacao magnética



r=0

Figura 3 — Isotermas em torno de Tc para um magneto simples. Retirada de (STANLEY,
1987).

interna ao sistema. A equacao de estado para um magneto simples é portanto
m = tanh(SH + 5Am),

que é conhecida como equacao de Curie-Weiss. Um fato curioso sobre esta equacao é que
os expoentes criticos «, § e y previstos por ela sao idénticos ao de um fluido descrito pela
equagao de Van der Waals. Essa coincidéncia (até entdo) colaborava com as ideias de
universalidade na regido critica, mas, como ja mencionado, outros resultados restrigiram

esse fato a classes.

1.1.3 Modelos Magnéticos

A elaboracao de modelos que tem como objetivo descrever algum fenémeno fisico
¢é bastante comum em Mecanica Estatistica. Como a teoria é construida em termos
da energia do sistema, a partir desta quantidade é possivel (em principio) obter toda
termodinamica. Modela-se tal quantidade baseado em experimentos ou ideias acerca do

sistema que estamos interessados.

Quando se pensa em um material que apresenta propriedades magnéticas, de inicio
seria razoavel explicar essas propriedades em termos dos dipolos magnéticos dos 4tomos (ou
moléculas), mas como foi constatado, a interagao dipolo-dipolo nao seria capaz de produzir
um estado com magnetizacao espontanea mesmo para temperaturas pouco acima do zero
Kelvin. Assim, uma nova interacao seria a responsavel por tal ordenamento. Werner
Heisenberg propos ((SALINAS, 1997)) que esta nova interagao fosse de natureza quantica:
uma interagao de troca. Ao considerarmos dois elétrons interagindo coulombianamente,
a superposicao de suas fungoes de onda faz com que exista uma diferenca na energia do

estado singleto (onde o sistema elétron-elétron tem spin total nulo) e tripleto (onde o



sistema tem spin total igual a 1). Quando os elétrons estao no estado singleto, do ponto
de vista do principio da exclusao de Pauli eles podem se aproximar mais um do outro,
pois apesar de estarem convergindo para o mesmo auto-estado de posigao (claro, devido
a interacdo coulombiana eles nunca se tocam) estdo em estados contrarios de spin, nao
violando o principio. Para o estado tripleto a situacao é oposta, devido a eles estarem no
mesmo estado de spin o principio se torna mais “forte” em uma distancia maior. Abaixo
segue uma figura, 4, da probabilidade de encontrar os dois elétrons em funcao da distancia

entre eles |7 — 17|,

g(hr—x'l) %
1F R —
T

T,

L
Ir—r’l

Figura 4 — Probabilidade de encontrar dois elétrons em fun¢ao da distancia entre eles.
Retirada de (ANNETT, 2004).

Como a energia eletrostatica depende da distancia entre os elétrons, a configuracgao
singleto tem uma energia diferente (maior) da configuragao tripleto. Assume-se que a
energia quando os elétrons estdao orientados em uma mesma diregao (tripleto) é -J e +J
caso os elétrons estejam desorientados (J > 0), de forma que a diferenca de energia entre os
dois estados 2J, com J medindo a intensidade da interagao de troca. Apesar da dificuldade
em obter valores para J essa quantidade nao ¢ uma variavel fenomenologica, podendo
ser obtida de primeiros vizinhos a partir da integral de troca, (SALINAS, 1997). Assim,
diz-se que a energia devido a interagao de troca entre duas moléculas com spins 879 ¢
E = —J35; - §5. Podemos generalizar essa ideia para um cristal de moléculas com spin

arbitrario, de forma que a energia (operador hamiltoniano agora) seja escrita da forma
H=-J)> 8.5 —gup»_ B-S,
<ij> i
onde o segundo termo foi introduzido para levar em consideracao uma possivel interacao
com um campo magnético externo. A soma na expressao acima ¢é feita sobre todas as
moléculas do cristal, mas s6 considera termos em que ¢ e j sejam primeiros vizinhos
devido a interacao de troca ser de curto alcance. Para o caso de um estado fundamental
ferromagneto consideraremos J > 0 e o caso antiferromagneto, onde uma configuragao

desemparelhada dos spins é energeticamente favorecida, serd J < 0. A solucao deste

modelo na forma que se encontra ¢é bastante complexa, havendo solucao apenas para



o caso unidimensional, entdo se faz necessario fazer algumas simplificacbes. Uma das
simplificacoes é o chamado modelo de Ising. Este modelo foi dado em 1920 por Wilhelm
Lenz a seu estudante de doutorado Ernst Ising, que conseguiu resolver exatamente para
uma cadeia em uma dimensao, mas o resultado nao apresentou um estado ordenado em
temperaturas diferente de zero (sabe-se hoje que modelos cléssicos em uma dimensao nao
apresentam transi¢oes de fase), (ISING, 1925). O modelo consiste em tomar a orientac¢ao
magnética apenas na dire¢ao z e o campo magnético externo também apontando nesta

direcao,

H=-J)> sfj—thf,

<iyj> i
onde coloca-se todas as constantes do segundo termo em h. Quando tomarmos o trago do
operador e ?# afim de calcular a funcdo de particdo, podemos tomar esse traco na base
gerada pelo operador de spin total, S = 571+ 55+ ...+ 5%, pois dada a expressao de H,

nesta base ele é diagonal. Assim, nesta base o operador e ?# ¢ diagonal com auto-energias

E=—-J> oioj—h> o
<iyj> i
onde cada o; pode assumir os valores +1 (o fator h/2 podemos englobar nas constantes J
e h) para o caso de moléculas com spin 1/2. A expressao acima foi a que Ising trabalhou

em seu doutorado.

Apesar da constatacao de Ising que o modelo nao representava a realidade fisica
de um cristal ferromagneto em uma dimensao, em 1944 Lars Onsager (ONSAGER, 1944)
conseguiu com um grande esfor¢co matematico resolver esse modelo, a campo nulo, para uma
rede quadrada e mostrou que a solucao apresentava um estado ordenado para temperaturas
diferente de zero e que a transicdo para a fase paramagnética era de segunda ordem na
temperatura T, = 2.2691... A solugao de Onsager representou um grande triunfo na anélise
dos fendmenos criticos, pois foi a primeira vez que um modelo estatistico microscépico
conseguiu reproduzir as divergéncias observadas no ponto critico através de um célculo
exato. A solucao exata para a rede cubica fica sendo um mistério até os dias atuais, os

unicos resultados conhecidos sao obtidos por meio de métodos aproximativos.

No modelo de Ising é facil perceber que as quantidades termodindmicas obtidas
se tornam invariantes pela inversao de todos os spins. Esta invariancia é proveniente da
simetria de inversao dos spins apresentada pelo termo de troca. Com o objetivo de quebrar
essa simetria, surge o modelo de Baxter-Wu, (WOOD; GRIFFITHS, 1972), definido pela
energia

E=—-J Z 0i0;0.

<ijk>
O modelo leva esse nome em homenagem a R.J. Baxter e F.Y. Wu que conseguiram
resolvé-lo exatamente em 1974, (BAXTER, 2016), (WU et al., 2009). O modelo definido



pela energia acima pertence a mesma classe de universalidade do modelo de Potts 4-
estados (POTTS, 1952), assim, apesar deles serem distintos do ponto de vista da dindmica
microscopica, conduzem aos mesmos expoentes criticos. Medidas desses expoentes para
sistemas reais podem ser encontradas em (ROELOFS et al., 1981),(PIERCY; PFNiR, 1987)
e (SCHWENGER et al., 1994), junto com uma comparagao com os resultados teéricos. O
modelo é definido na rede triangular com cada vertice dos tridngulos representando um
sitio da rede. Um fato curioso é que a temperatura critica obtida foi a mesma obtida por

Onsager para o modelo de Ising na rede quadrada.

Apesar da expressao da energia do modelo dar a entender que 7, j e k sdo quaisquer
primeiros vizinhos, isto nao é verdade. O modelo é definido para ¢, j e k primeiros vizinhos
e vértices de um triangulo da rede, figura 5 . Notamos ainda que o estado fundamental
desse modelo possui 4 configuragoes diferentes: uma com todos os spins +1, e outras trés
consfiguragoes com dois spins -1 e o spin restante +1. O primeiro arranjo representa a fase
ferromagnética e os outros trés a fase “ferrimagnética” (ndo se trata exatamente da fase
ferrimagnética pois os momentos de dipolo magnético possuem o mesmo valor. Mas na
literatura de Transicoes de Fases e Fenomenos Criticos é comum essa nomenclatura quando
temos uma configuragao de spins desta forma). Aqui nesta dissertagao nos preocuparemos
apenas com a fase ferromagnética, mas salientamos que o tratamento para as outras trés

fases pode ser feito de uma maneira muito similar a feita aqui.

i

Figura 5 — Tridngulo arbitrario da rede.

O objetivo desta dissertacao é o estudo do modelo de Baxter-Wu para uma, duas
e trés dimensoes. Em uma dimensao o problema sera abordado por meio de um calculo
exato. Nas outras dimensoes far-se-4 uso de uma teoria de campo médio (TCM) baseada
na desigualdade de Bogoliubov. Como foi dito, a solucdo do modelo em duas dimensoes ¢é
conhecida, e em uma dimensao resultados mais gerais garantem que modelos “classicos”
(quando se trabalha com as auto-energias) nao apresentam transigao de fases, assim, o
resultado novo que este trabalho traz é a solu¢ao do modelo de B-W na rede tridimensional
por meio da TCM.



2 Modelo de Baxter-Wu em uma dimensao

A descricao do modelo em duas e trés dimensoes serd feita no quarto capitulo desta
dissertacao por meio de uma Teoria de Campo Médio. Uma das aproximagoes feitas serd
considerar o hamiltoniano de uma tira de triangulos, que pode ser vista como uma rede
unidimensional, figura 6. Assim, neste capitulo nos preocuparemos em estudar essa rede.

O modelo em uma dimensao é definido pelo hamiltoniano (na auséncia de campo externo):

2L
H= —JZO'Z‘Ui+1O'i+2, (21)

i=1
onde 2L, = N ¢é o numero de sitios da rede, J representa a intensidade da interagao de

troca, o; = £1 e utilizaremos condicoes periddicas de contorno,

O2L+1 = 01
O20+2 = 02.
A fim de visualizar melhor a técnica da matriz de transferéncia, as interagoes na cadeia

(a)

i i+1 i+2

(b)

i i+1

i i+1
Figura 6 — Cadeia unidimensional (a). Representagao da cadeia unidimensional como uma

tira (b).

unidimensional serdo vistas como interagdes em uma tira com (2L — 2) ~ 2L triangulos.
Os L sitios superiores da tira serao indexados pela letra a, enquanto os L inferiores pela

letra b (figura 6-b), de forma que o hamiltoniano (2.1) fica escrito da seguinte forma:
L
H= _JZ{UgUg+1U?+U§U$+1U?+1}- (2.2)
i=1

Para calcularmos todas as quantidades termodinamicas associadas ao sistema precisaremos

da funcao de particao do mesmo, que no ensemble candnico é dada por

Z = Z e PH

estados



onde neste caso

2 =200

estados of 01 of JL

Substituindo o hamiltoniano na expressao acima e tomando convenientes definigoes, a

funcao de particao para o sistema fica

J = Z 6K21 1[‘7a‘71+1 z+‘7 Uz+1 i1
estados
= Y0 Tosotion, ot
estados i=1
(2.3)
com K = Jf e o elemento da matriz de transferéncia
b b b
Tgagb .y — eK(Ugo-nglo-iJ'_ai ‘7¢+1‘7f+1)_ (24)
i+1 7,+1

Aqui, como cada sitio pode assumir dois valores para a projecao de spin, o; = +1, o

b

produto of'o; assume quatro configuragoes possiveis. Sendo assim, construiremos uma

matriz 4 X 4 que contempla todos esses estados,

Ty Thg Thp 4 Thy
T T, _ T, T, _+ T, __
Ty T Ty Ty
r_., T, T __. T ___

Efetuando o célculo dos elementos usando a equacao (2.4) temos a seguinte matriz de

transferéncia
€2K 1 e—QK 1
—2K 1 2K 1
rT=|° ‘ (2.5)
1 672K 1 €2K
1 2K 1 e 2K

De imediato, percebe-se que a matriz supracitada nao é hermitiana, isto ¢ uma caracteristica
de modelos tipo B-W, pois modelos tipo Ising (com interagdes entre dois spins) possuem
uma matriz de transferéncia hermitiana. Antes de prosseguir com a discussao sobre a
simetria da matriz T, veremos, explicitamente, a utilidade em definir tal matriz. A fungao

de particdo em termos dos elementos de T fica

7 =

T ab.
ol statiot, oty

estados 1=1
Tav asl a T e v 1 o
ZZ ofotiogoht ogahiogos 07 10113919 ULJL7JL+1JL+1

=22

of 01 of UL

- T /P O (2.6)
Z Z Z ototiogostogogoqof 07 191159197, ULUL701‘71
0'10'1 0'20'2 O'LO'L



Agora, lembrando da expressao para o trago da poténcia de uma matriz quadrada qualquer
A,

o] - Rl

= ;;A” [ALA}

J7Z

= Z Ai7jAj,kAk,l cee Am,nAn,ia (27)
Qo

a b

comparando com a equagao (2.6) e interpretando mais uma vez o produto ofo; como um

indice matricial que assume 4 “valores”, a fun¢ao de particao fica escrita da forma simples

Z = Tr [TL},
- 24:)‘5’ (2.8)
=1

sendo A os auto-valores de T. A equagao (2.8) revela toda utilidade em definir a matriz de
transferéncia, pois agora para determinar toda a termodinamica do sistema, informacao

esta contida na fun¢do de partigao, precisaremos diagonalizar a matriz 7.

A fim de obter expressoes fechadas para as quantidades termodindmicas, fizemos
um esforgo para diagonalizar analiticamente a matriz (2.5). Bons trabalhos que ja se
depararam com esse problema foram consultados, em particular a referéncia (PAES,
1994), mas todos estavam tratando de modelos tipo Ising e, portanto, de uma matriz T
hermitiana. Ainda assim, baseados no trabalho acima citado, nés desenvolvemos uma
matriz U que diagonaliza parcialmente a matriz 7. No apéndice A tratamos de todos os
detalhes da construcao dessa matriz e mostramos que uma classe de matrizes com certa

simetria podem ser parcialmente diagonalizadas com essa matriz. A matriz é a seguinte

-1 -1 11
1] -1 1 -1 1
U= —= , 2.9
V2 1 -1 -1 1 (29)
1 1 11

onde temos UUT =1 e U? = 1. A matriz acima diagonalizando parcialmente 7T nos diz

vrp= (M0
0 M\

sendo Ay = 2(1 + cosh(2K)) o quarto auto-valor de 7' e M uma matriz 3 x 3 de facil

que

manipulacao,
0 —2(1 — cosh(2K)) 0
M = 0 0 —2sinh(2K)
—2sinh(2K) 0 0



Os outros trés auto-valores de T sao obitos pela equagao caracteristica associada a M,
fornecendo

A = 2 [sinh®(2K) (cosh(2K) — 1)]

Ay = — [sinh®(2K) (cosh(2K) — 1)] 7 (1 4 iv/3)

As = Al

Gracas ao limite termodindmico nao precisaremos de todos os auto-valores de T pois pela
equacgao (2.8)
: L L L L
Z = lim M+ A+ A+ 0]
AeoNE N
o . L 1 2 3
- g&M<&+A£+&+1

= A\ (2.10)

sendo A4 0 maior auto-valor. Estando determinada a funcao de particao do sistema, sua

energia livre também estard. Tomando a expressao de A4, a energia livre por spin fica

f= —kgT In[2(1 + cosh(2K))]. (2.11)
Um gréfico da quantidade adimensional f/.J estd feito na figura 7. Uma anélise da energia
livre pode revelar se o sistema apresenta transicao de fases. Para uma transicao de
primeira ordem temos uma descontinuidade na entropia (um calor latente associado) assim,
a primeira derivada de F seria descontinua. No caso de um fendémeno critico (transicao de
fase de segunda ordem), temos uma divergéncia nas fungoes respostas como calor especifico
e suscetibilidade magnética. Portanto, em tais transi¢oes é a segunda derivada de F
que apresentara um comportamento singular. Olhando apenas para o grafico da energia
livre é possivel identificar o comportamento da primeira derivada mas nao da segunda.
Analisando a energia livre do nosso sistema vemos que sua primeria derivada é sempre
continua, levando-nos a conclusao de que este sistema nao apresenta uma transicao de
fases de primeira ordem. Para saber se possui uma transicao de segunda ordem e exibe

comportamento critico, é necessario calcular o calor especifico.

A partir das equagoes de estado para a energia livre podemos obter uma expressao

para a entropia sem dimensao,

o)
$/VB = = 5T/

que com a substituicao da energia livre torna-se

—_

sinh(2K)

kr — _
s/ 1+ cosh(2K)

In(2) + In(1 + cosh(2K))] — K (2.12)

2



1/K

Figura 7 — Energia livre por spin.

0 2 4 6 8
1/K

Figura 8 — Entropia por spin.

Como indicado na figura 8, temos um resultado para a entropia coerente com a
fisica do problema. Em temperaturas baixas a entropia vai em dire¢ao ao zero Kelvin,
como enunciado pela terceira lei da termodindmica. Na regiao de altas temperaturas
a entropia vai para uma constante igual a In(2). Este resultado estd de acordo com o
postulado fundamental da Mecanica Estatistica de Equilibrio, que afirma que para um
sistema fisico isolado, com energia fixa, todos os microestados sao igualmente provaveis.
No limite de temperatura infinita nao ha mais diferenga entre os niveis de energia do
sistema (definigdo matematica de infinito), dessa forma atingimos efetivamente um limite
de energia fixa. Como cada constituinte da rede possui dois estados acessiveis, o; = £1,

pela formula de Boltzmann (é justificivel o uso dessa equagdo pois a energia fixa nos



permite migrar do ensemble canénico para o microcandnico)

s/kp = In(w),

= In(2). (2.13)

Pela equacgao (2.12) podemos calcular uma expressao para o calor especifico do sistema,
Jd(s/kp)
kg = T——=
¢/kp oT
2K?
_ 2.14
1 + cosh(2K)’ (2.14)

como indicado na figura 9. O calor especifico obtido é tipo Schottky, caracteristico de siste-

mas com niveis discretos e finitos de energia. Finalmente, olhando para o comportamento
de ¢/kp percebemos que essa fungao resposta nao tem nenhuma divergéncia, portanto,

o nosso modelo em uma dimensao nao possui uma transi¢ao de fases (nao trivial) e o

ordenamento magnético se da apenas em 7" = 0.
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Figura 9 — Calor especifico para o modelo de Baxter-Wu em uma dimensao.

Apesar do modelo unidimensional nao apresentar um estado ordenado nao-trivial,
a solugdo da matriz de transferéncia da tira sera utilizada nos préximos capitulos, onde

partiremos para o estudo do modelo de B-W em maiores dimensoes via uma Teoria de

Campo Médio.



3 Teoria de Campo Médio

A Mecénica Estatistica (ME), como o nome sugere, é uma teoria fisica que tem
suas bases nas leis da Mecéanica (cldssica ou quantica, depende da nossa escala) e usa
de conceitos estatisticos para fornecer uma descri¢do dos sistemas termodinamicos. Essa
descrigao probabilistica é sustentada pelo grande ntimero de particulas no sistema e,
consequentemente, ao grande nimero de estados acessiveis. Devido a isto, a solucao exata
de modelos em ME nao é uma tarefa simples (mesmo os unidimensionais), sendo os poucos
soliveis amplamente estudados em diversas dire¢oes. Se por um lado sistemas interagentes
geram um grande empecilho do ponto de vista técnico, muita das vezes sao essas correlagoes
responsaveis pelas transigoes de fases (o gas ideal de bdsons é uma interessante excessao).
As Teorias de Campo Médio (TCM) surgem como uma abordagem aproximativa para
tirarmos conclusoes, na maioria das vezes somente do ponto de vista qualitativo, sobre
tais sistemas. Devido a simplicidade nas formulac¢oes das TCM elas sdo sempre usadas
como primeira tentativa na anélise de diversos modelos. E verdade que ndo podemos
confiar cegamente em resultados provenientes de tais métodos, mas também é verdade
que a aplicagao das TCM nos proporciona o estudo de situagoes fisicas relevantes. Um
exemplo é a equagao de estado para um ferromagneto proposta por Weiss, essa equagao ¢
obtida por uma TCM.

Em uma abordagem de TCM para um dado modelo, em vez de considerarmos todas
as interacoes entre os constituintes, levamos em conta um efeito médio destas interacoes.
A informagao perdida (a principio) ao ignorar as interagoes entre as particulas iniciais
¢é parcialmente contornada quando as propriedades das particulas como, por exemplo,
sua massa, sofrem uma modificagdo. Essa técnica é muito ultilizada para transformar
sistemas de particulas interagentes em um novo sistema de particulas livres, com o prego
de modificar propriedades das particulas originais (o método de Hartree-Fock (BRUUS;
FLENSBERG, 2004) exemplifica bem isso). Para problemas definidos em redes, como o
abordado nesta dissertacao, uma maneira de aplicar uma TCM é considerar somente as
interagoes em blocos do sistema, e o efeito do restante das interagoes entra como um termo
médio. E esperado que no limite d — oo, sendo d o comprimento do bloco, cheguemos no

resultado exato.

Como ja mencionado, as correlacoes entre as particulas se mostram mais importante
no ponto critico, onde aparecem divergéncias na compressibilidade e susceptibilidade
magnética. Assim, uma descri¢do que despreza parte destas correlagbes pode nos levar a
uma descri¢ao incompleta dos fendmenos criticos. Desta forma, as TCM tendem a falhar

na regiao critica.



Um fendmeno de grande interesse fisico é a Supercondutividade. Nesta nova fase
dos metais os elétrons de condugdo conseguem se mover quase que livremente, produzindo
assim um efeito de resisténcia elétrica nula para o material. A primeira teoria para
explica-la foi desenvolvida por Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) (BARDEEN et al., 1957),
que propuseram um hamiltoniano que descreveria este estado e solucionaram tal modelo

por meio de uma TCM.

Na préxima secao desenvolveremos uma TCM baseada na desigualdade de Bogoliu-

bov para as energias livres de dois blocos de spins.

3.1 Desigualdade de Bogoliubov

Devido ao grande niimero de interagoes envolvidas nas redes definidas em duas e
trés dimensoes, vamos utilizar uma abordagem aproximativa afim de estudar as possiveis
fases. Dentre varios métodos analiticos possiveis o adotado aqui serd um que nos fornece a

energia livre do problema baseado em uma desigualdade para a mesma.

A desigualdade de Bogoliubov (FALK, 1970) relaciona a energia livre do sistema
inicial F' (com todas as interagoes possiveis) com a do aproximado (em que separamos
o sistema em blocos nao interagentes) Fy. Sendo H o hamiltoniano original e Hy o

aproximado, a desigualdade nos diz que
F < Fy+ (H — Hy),. (3.1)

A prova dessa desigualdade para o caso classico segue abaixo.

Demonstragdo: Seja a fungao conhecida Hy,
Hl == H - Ho.

A média de um observavel termodindmico A no ensemble canénico definido por Hy é

calculada da forma

estados

onde Z, é a funcdo de particdo neste ensemble. Assim, para a funcdo e ?' teremos,

(ePm) = % eameZiH‘J

estados
e—B(H1+Ho)

:ZT

estados

- 2 (3.2)

portanto,
(3.3)



Usando a expansao em série de Taylor para a fungao exponencial,

X - xn
e == 7‘
— n!
2
x
= l4+z4+—+..., (3.4)
concluimos que
e* >1+ux.
Pela expressao acima podemos escrever que
e PO > 1 — BH, + 3 (Hy), . (3.5)

Tomando a média da equagao (3.5) no ensemble definido por Hy e usando que

(PHN0) — Bty
0

Y

chegamos em

ou ainda,
<€_’8H1> > €—5<H1>0_
0

Mas, dada a equagao (3.3) é conclusivo que
Z > Zye P,
Tomando o In da expressao acima e mutiplicando o resultado por —kgT', temos
—kgTIn(Z) < kT In(Zy) + (H1), -

Identificando as respectivas energias livres e usando a definicdo de H; chegamos no

resultado desejado,
F < Fy+ (H — Hy),. (3.6)

3.2 Meétodo Variacional

O método variacional baseado nesta desigualdade consiste em tomar um hamilto-
niano Hy(n), sendo n um pardmetro a ser determinado, formado por blocos do sistema
inicial. A escolha do bloco deve ser feita de modo que consigamos calcular Z; de uma

forma mais simples que Z. De posse de Z, construimos a funcao
¢(n) = Fo + (H — Ho), - (3.7)

Tendo esta fungao em maos, cuja maior dificuldade reside em calcular a média, achamos
um limite superior para a energia livre original. Se minimizarmos ¢(n) acharemos uma

aproximagcao para a energia livre considerando que

E = ¢(nimin)- (3.8)



A equagao (3.7) nos mostra que quanto mais préoximo Hy estiver de H, mais o método
sera eficiente. No préximo capitulo faremos algumas escolhas para esse hamiltoniano

tentativa. A primeira serd a mais trivial possivel (J = 0),

Hy=-n)_o0;.
i
O segundo hamiltoniano tentativa serd uma soma sobre tridngulos desconexos (td) na
rede,
HO = Z th7
td
onde

th = —J(0'10'20'3> — 7’](0’1 + 02 + 0'3).

A dltima aproximacgao considerada serd uma soma sobre tiras desconexas,
HO = Z Htiraa
tiras
sendo Hy;., 0 mesmo hamiltoniano que define o modelo unidimensional. Na proxima se¢ao

faremos uma simples aplicagao do método ao modelo de Ising.

3.3 Aplicacao no Modelo de Ising

Como mencionado no capitulo de introdugao, o modelo de Ising é um caso particular

do modelo de Heisenberg quando os spins vizinhos interagem apenas em uma dire¢ao e o
campo magnético aponta nesta mesma direcao. Este modelo é definido pelo hamiltoniano
H=-J Z 0,05 — hZUz (39)

<iyj> i

O modelo s6 possui solucao exata conhecida em uma e duas dimensdes, em trés dimensoes
a temperatura critica é obtida por meio de aproximagoes. Como veremos abaixo, a
introducao da dimensao quando se estd abordando o problema por meio de uma TCM é

simples, uma grande vantagem do método.

Seja o hamiltoniano de blocos de um spin (essa sem duvida é a aproximacao mais
grosseira que poderiamos escolher, mas como veremos, ela produz resultados qualitativos

interessantes),
Hy = —n Z 05,
i

sendo  um parametro de campo médio a ser determinado. O problema definido pelo

hamiltoniano acima é de facil solugao, tendo sua funcao de particao dada por
Zy = (2cosh(Bn))~, (3.10)

e a energia livre
Fy = —kgT' N In(2 cosh(fn)). (3.11)



A magnetizac¢ao (sem dimensao e por spin) na dire¢ao da interagdo magnética é definida

por,

me = (> Ui>0,

N
Eestados (Zl O'i) 6577 Zz 9i
NZ )
efﬁHO

3% Zestados
NpBZy ’
% ID(Z())

_ 9k (3.12)

A equacgao acima é uma equagao de estado para um sistema magnético. Usando a expressao

da energia livre por spin (fy = Fy/N) chegamos em
mo = tanh(5n). (3.13)

Analisando a expressao (3.13) vemos que o hamiltoniano Hy ndo descreve um ferromagneto
e sim um paramagneto, como era de se esperar visto J = 0. Seguindo o método descrito
na secdo anterior, precisaremos calcular a média (H — Hy), para determinar a funcao ¢(n).

Essa média é escrita como

(H— Hy), — —J<Z aiaj>0—(h—n) <Zo—>0

<iyj>
<iyj>
A média entre os spins vizinhos na equacgao acima é tomada no ensemble definido por Hy,

mas, nesse hamiltoniano ndo temos o termo de interacao entre os spins (J = 0), portanto

(0igj)y = (0i)(T))g

= mg. (3.15)

Para chegar ao resultado (3.15) consideramos que o valor médio do spin ¢ é igual ao
valor médio do spin j, dado que nao existe spin privilegiado na rede. Precisaremos agora
contar quantos pares (i, j) existem em toda rede. Para uma rede unidimensional é ficil
ver que existem (N — 1) &~ N pares. Em duas dimensoes para uma rede L x L, sendo
L? = N, existem pares tanto na vertical quanto na horizontal; usando o resultado da
rede unidimensional concluimos que ha 2N pares. Para uma rede ctubica tridimensonal
L x L x L, com agora L? = N, da mesma forma concluimos que existem 3N pares. Esses
resultados podem ser escritos da forma geral

Nc

2



sendo ¢ o nimero de primeiros vizinhos de cada sitio: em uma dimensao ¢ = 2, duas
dimensoes ¢ = 4 e em trés dimensoes ¢ = 6. Assim, a média (H — Hy), estd determinada.

A fungéo ¢(n) por sua vez torna-se,

QSJ(\?) = fo— Jem3/2 — (h — n)m. (3.16)

Prosseguindo com o método precisaremos minimizar a expressao acima com respeito a 7.
Fazendo o célculo simples da derivada (note que mgy = mg(n)) obteremos que esta fungao
tem seu valor minimo quando

Nmin = Jemg + h. (3.17)

Desta forma, a energia livre por spin aproximada para o sistema definido por H é,

2 .
::—%Tmpw%wkmwmm+mm+Jmﬁ%mx

Jem?
2 b)

= —kgTIn[2cosh(BJcm + Bh)] + (3.18)

onde utilizamos que mg(Nmin) = m. Dada a expressao acima, toda a termodinamica do
sistema esta determinada. A magnetizacao do sistema pode ser obtida diretamente da
substituigao de 1, na equagdo (3.13) ou pela prépria equacao de estado

of

—
= tanh(8Jem + ph). (3.19)

Esta é exatamente a equacao obtida por Weiss com sua hipdtese de campo efetivo. A equa-
¢ao (3.19) é uma equagao transcendental para m e sé podera ser resolvida numericamente.
Antes podemos analisa-la préximo a regido critica, onde a magnetizacao vai continuamente

a zero. Usando a expansao da tanh(z) para r pequeno, a expressao acima torna-se

_ (BJem + Bh)?

m = (BJem + Sh) 3

Na auséncia de um campo externo esta equacao é de facil solugao, fornecendo

. [3(@]0 — 1)] 1/2
L (BJep '

A expressao acima fornece o expoente critico 5 = 1/2, pois (3.19) é igual a equagao

(3.20)

proposta por Weiss de maneira fenomenolégica. Como (3.20) é vélida apenas préximo a

T,, se impormos m = 0 segue uma expressao para a temperatura de transicao

kol _
e

A (3.21) nos fornece a temperatura critica para qualquer dimensao espacial. Apesar de

(3.21)

conseguirmos reproduzir o comportamento critico do sistema qualitativamente bem, a



abordagem claramente falhou em uma dimensao, pois apresentou uma temperatura de
transicao diferente de zero. Por outro lado, a equagao para T, diz que seu valor aumenta
com o aumento da dimensao espacial, o que é razoavel, uma vez que quanto maior a
dimensao, maior é o nimero de interagoes e, consequentemente, maior sera a energia

térmica para destruir o ordenamento dos spins.

Na figura 10 tem-se o grafico da energia livre para duas temperaturas, uma maior
que T, e outra menor. Para a temperatura menor que a critica ha dois pontos simétricos
em que a energia livre é minima, esses pontos correspondem a |m| = 1. Essa simetria é
devido a invariancia do modelo sobre inversao dos spins. Para a temperatura maior que a
critica, s existe um minimo, m = 0, correspondendo a fase paramagnética. Na figura 11

segue a solucgao para qualquer temperatura da equagao para a magnetizagao.

— T<Tc
-0.5 \ — T>Tc v
/
/
a0 /
=15
2
25
\\2*77// _—
3 -1 0 1 2

m

Figura 10 — Energia livre do modelo de Ising via aproximacao bloco de um spin em uma

dimensao.
1
— 1D
— 2D
0.8 — 3D
0.6
g
0.4
0.2
0 8 10

Figura 11 — Magnetizacao para o modelo de Ising via aproximacao bloco de um spin, onde
K =3J.



4 Modelo de Baxter-Wu em duas e tres di-

mensoes

Inicialmente o modelo de Baxter-Wu foi proposto para a rede triangular bidimensi-
onal (figura 12) e teve sua solugao exata obtida em 1973 por Baxter e Wu, (WU et al.,
2009) e (BAXTER, 2016), encontrando uma transi¢do continua na mesma temperatura
que o modelo de Ising na rede quadrada. Apesar de conhecido todo o comportamento do
modelo nesta dimensao, neste capitulo abordaremos o problema pelo método variacional
descrito no capitulo anterior, pois mais a frente generalizaremos o modelo para o caso
tridimensional e, como veremos, as equagoes sao bastante similares devido ao fato de
estarmos trabalhando com um teoria de campo médio. Aqui estaremos preocupados em
descrever a fase ferromagnética, assim, ndo precisaremos nos preocupar com as outras trés

fases "ferrimagnéticas". O hamiltoniano do modelo é

Figura 12 — Rede triangular bidimensional. Os tridngulos em marrom estao desconexos,
isto é, os seus trés vertices s6 pertencem a eles préprios. Destacamos dois
tipos de tridngulos: A e B. Os triangulos tipo A possuem dois dos seus vértices
no mesmo triangulo desconexo e os do tipo B possuem cada vértice em um
triangulo desconexo distinto.

H=-J Z aiajak—hZJi,

<i7j7k> (

onde 7,7 e k sao sempre vértices de um triangulo da rede.



4.1 Hy como uma soma de spins livres

A aproximacao mais simples que podemos tentar afim de reproduzir o carater

critico do modelo é a mesma que foi usada para o modelo de Ising no capitulo anterior,
HO =N Z 0;.
i

As quantidades termodinamicas para tal hamiltoniano estao determinadas, portanto, nossa
preocupacao serd o calculo da média (H — Hy),. Novamente, devido ao fato de Hj nao

possuir um termo de interacao entre os spins, temos que

<03050k>0 = <05>0<03>0<0k>07

= mg. (4.1)
Desta forma vamos ter que a fungao ¢(n) torna-se
o(n) = Fo+(H — Ho)y,

= Fy— J< 3 O'iO'jO'k>O — (h—n) <;Ui>ov

<i,j,k>
= FO —J [<0'10'20'3>0 + <0'20'30'4>0 + .. ] — (h — H)Nmo,
= Fy— Jg(N)mg — (h —n)Nmy, (4.2)

onde a funcao ¢(N) representa o nimero de tridngulos em toda a rede cristalina, Fj e
mo sao dados pelas equagoes (3.11) e (3.13) respectivamente. Para uma rede L x L = N,
a contagem se da da seguinte forma: o nimero de triangulos em uma tira é duas vezes
o numero de paralelogramos, que facilmente é visto ser igual a L — 1. Assim, no limite
termodinamico, encontramos que existem 2L triangulos em uma tira. O ntmero de tiras
em uma rede desse tipo ¢ L — 1. Portanto, achamos que o ntimero de triangulos em uma

rede com N sitios é igual a 2N. A fung¢do de interesse assume a forma

(bj(\[") = fo—2Jmd — (h — n)mo. (4.3)

A minimizacgado da equagdo acima é feita sem dificuldades, nos levando ao resultado
2
Nmin = 6Jmy + h.
Dessa maneira, a energia livre aproximada torna-se

I = ¢(77mm>7
= —kpT'In [2cosh(68.m? + Bh)| + 4Jm? (4.4)

A magnetizacao pode ser obtida diretamente da equacao de estado (3.12) e, na auséncia

de campo externo, torna-se

m = tanh(65]m2>. (4.5)



Mais uma vez nos deparamos com uma equagao transcendental para m(7) (daqui para
frente nao teremos sorte, serd sempre assim), s6 que desta vez a equagao é mais peculiar.
Antes de resolvé-la vamos fazer uma analise proximo a regiao critica. Usando a expansao

da tanh(x) quando = é pequeno, encontramos que

6/3.J)3mS
m = (63Jm?) — (68.1)"m” 3) ,
eliminando o dltimo termo que é praticamente nulo comparado com o primeiro, obtemos
kgT
m=——. 4.6
6] (4.6)

A equacao (4.6) deveria nos dizer como a magnetizagao se comporta préximo a 7,, mas
como podemos notar, essa funcao so ird se anular para o caso trivial T, = 0. Desta forma,
ja podemos concluir que a nossa primeira aproximacao nao reproduz o resultado esperado,
ou seja, uma transicao de segunda ordem. Agora iremos resolver a equacao transcendental
para m(T"). Como foi dito, essa equacao possui uma diferenga da equagao obtida para o
modelo de Ising: o argumento da tanh possui um termo quadratico da magnetizacao e
nao linear. Esta mudanca produzira efeitos diferentes na solucao. Para vermos a sutileza

plotamos as duas funges envolvidas na equacao (4.5) quando kgT/J = 0.5.

2

1.5

0.51 |

| L | | | | L L | |
% 05 T

m

Figura 13 — Solugoes da equacao transcendental (4.5) quando kBTT =0.5.

Como esta indicado na figura 13, para essa temperatura existem trés solugoes
possiveis para m: m = 0, m = 0.084 e m = 1. Qual é a solucao fisicamente aceitavel?
Poderiamos ja dizer que ¢é a terceira, pois estamos em um regime de baixas temperaturas,
mas nao temos certeza se nosso hamiltoniano tentativa é capaz de reproduzir um estado
ordenado para temperaturas diferente do zero. Para descobrirmos qual é a solucao, sera
necessario calcular o valor da energia livre para cada uma e ver qual é a que tem menor

valor, essa serd a solugao fisica. A expressao (4.4) para f nos diz que

£(0,0.5)/J = —0.3465,



£(0.084,0.5)/J = —0.3459,
£(1,0.5)/J = —2.0000.

Assim, vemos que a solugao aceitavel fisicamente é a terceira, isto é, nesta temperatura
o sistema estd em um estado ferromagneto, m # 0. Devido a nossa analise para m
pequeno, onde concluimos que com esse hamiltoniano tentativa nao é possivel reproduzir
o carater critico do modelo, podemos suspeitar que a transicao de fase envolvida é de
primeira ordem, ja que acabamos de mostrar que a fase ferromagnética existe. Repetindo
o processo descrito acima para todo o intervalo de temperatura desejavel, obteremos o
comportamento geral de m, figura 14. Portanto, como esperado, o sistema assume duas
fases: uma ferromagnética e uma paramagnética. A transicao entre as duas se da de uma

forma descontinua na temperatura

kT,
B2t — 2.9758. (4.7)
J
1 S
I
0.8 ‘
\
0.6 \
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0.4
0.2
|
0 i > 3 4
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Figura 14 — Magnetizacao segundo o primeiro hamiltoniano tentativa, onde K = (5.J.

A energia livre aproximada em fun¢do da magnetizacao estd apresentada na figura
15. Para uma temperatura menor que a de transicao notamos que o grafico nao é mais
simétrico como em 10, apresentando apenas um minimo em m = 1. Isto ocorre devido
a quebra da simetria de inversao dos spins introduzida no modelo de B-W. Para uma
temperatura maior que a de transi¢ao, nao existe mais o minimo, apenas um ponto de

inflexdo achatado em m = 0, correspondendo a uma configuracao estavel.

Visto que com o nosso primeiro hamiltoniano tentativa nado conseguimos reproduzir
o resultado esperado (uma transicao de fase de segunda ordem), na segdo que segue

aumentaremos o tamanho do bloco considerado em Hy afim de recuperar o resultado exato.
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Figura 15 — Energia livre em funcao da magnetizacao para o modelo de B-W segundo a

aproximacao de spins livres.

4.2 Hy como uma soma de triangulos desconexos

Visto que a aproximagao mais simples nao funcionou, partiremos agora para um
caso onde consideraremos mais interacoes em Hy. O proximo bloco mais simples a se

considerar serd um bloco triangular, isto é

Hy = Z Htriéngul07
triangulos
= > [=J(owojor) —nloi+ 0+ on)] . (4.8)

tridngulos

Sabemos da Mecanica Estatistica de Equilibrio que para um sistema nao interagente a
funcao de particao se fatora como a multiplicagdo das fungoes de particao de cada parte,

para o nosso caso sao triangulos independentes, portanto
ZO = ZS(N),
sendo z a funcao de particdo de cada triangulo,

2 = Z 6_/8I{t7"iémgulo7

0§,05,0,==%1

e s(N) o nimero de tridngulos livres (desconexos) em toda rede. Fazendo a soma sobre

todos os 8 estados possiveis para cada triangulo, chegamos em
Zo = [2cosh(B.J + 38n) + 6 cosh(—BJ + )"

Agora precisamos fazer a contagem dos triangulos livres. Examinando a figura 12 notamos
que em uma tira, a cada trés sitios existem dois triangulos desconexos, um para cima e

outro para baixo. Dividindo a tira em conjuntos de trés sitios, concluimos que em toda



tira existem 2L /3 tridngulos livres. Além disso, as duas tiras vizinhas dessa nao podem
conter triangulos livres, caso contrario a definicao de desconexo seria violada. Dessa forma,

somente L /2 tiras vao possuir esse tipo de tridngulo. Portanto, para toda rede vamos ter

L2L N
23 3
triangulos desconexos. Com isso a funcao de particao para Hj fica totalmente determinada,

junto com a energia livre por spin,

fo= —]%;)T In [2 cosh(BJ + 38n) + 6 cosh(—BJ + n)] . (4.9)
Desta vez no calculo da média (H — Hy), surge algo que nao apareceu no primeiro
hamiltoniano tentativa: na subtracdo H — Hy sobram tridngulos de duas espécies, A e B,
que precisam ser analisados separadamente. Como indicado na figura 12, os triangulos
tipo A possuem dois dos seus vértices em um triangulo desconexo e o terceiro em outro
triangulo desconexo. Ja os do tipo B possuem cada um dos seus vértices em um triangulo

desconexo distinto. Assim, no calculo da média devemos ter

(H— Hy), = —J <Z aiajak>0 _(h—n) <Za>0 |

- (0ij)o (or)g — In(B) (0i)g () (ok)g — (h = 1)N (03)q ,
= —Jn(A)r(n)ymo — Jn(B)ym3 — (h — 1) Nmq, (4.10)

onde n(A) e n(B) sdo os numeros de tridngulos tipo A e B respectivamente e r(n) é a
funcao de correlacao entre dois spins vizinhos. Do célculo do ntimero total de tridngulos,

2N, e do nimero de tridangulos desconexos, N/3, sabemos que

n(A) +n(B) = 5? (4.11)

Pela figura 12 vemos que na tira que contém triangulos desconexos s6 existem tipo

A e nas tiras sem tridngulos desconexos existem tanto tipo A quanto B. Nessas tiras sem
tridngulos livres podemos observar que abaixo (ou a cima, ndo importa) de cada tridngulo
desconexo (existem 2L /3 triangulos desse tipo numa tira), em marrom, hd um tridngulo
tipo A, e os restantes nessa tira sao todos tipo B. Levando em consideragao que em uma
tira exitem 2L tridngulos quaisquer, se subtrairmos 2L — 2L /3 concluiremos que nessa
tira ha 4L /3 tridngulos tipo B. Visto que no outro tipo de tira nao existem tridngulos tipo

B, se mutiplicarmos esse resultado por L/2, chegamos que

2N
B)="".
nm)=2
E usando (4.11),

n(A) = N.



Dessa forma a média (4.10) estd determinada. Levando em consideragao a energia livre fo,

a fungao ¢(n) torna-se

WD _ 2Ly th =+ I (412)

Agora devemos fazer o célculo da fungao de correlagao 7(n). Por definicdo de média no

ensemble canodnico, escrevemos

r(n) = (gi05)q,

Z efﬁHO
= 00 )
estados ZO
6*5(-~~*J<7i0j‘7k--~)
estados 0

onde destacamos o tnico termo (pois sao tridngulos desconexos) em H, que contém o

produto 4,j de spins. Levando em consideragao que a funcao de particao se fatoriza,

—ﬁ(...—.]o‘i(rja'k‘..)

r(n) = Y 0,0,

)
estados HM le
Z eiﬁH'L,],k efﬁH/
= 0i0; s
estados ik Hu;éi,j,k “n

G_BHI e_BHZ,],k:
= | X =] (Xa0—] (4.14)
Sigw Wostign 2u | \G Zi gk

onde H’ contém uma soma sobre todos os tridngulos livres exceto o tridngulo com vértices
i.j ek, ez, ¢afuncao de particao deste triangulo. O primeiro termo entre parénteses
da equagdo (4.14) é a identidade. Assim, concluimos que

efﬁ(f‘]oicrjak717(o'i+o'j+ak))

rin)= Y o . (4.15)

0i,05,0,==%1 z

Vemos que o calculo foi muito simplificado devido a média ser tomada no ensemble definido
por Hy. O calculo acima é de facil procedimento, nos levando ao seguinte resultado para a

funcao de correlacao entre spins vizinhos

() = 2cosh(35n+6J)—2cosh(677—6J). (4.16)

z

A funcado ¢(n) estd agora conhecida, o proximo passo serd minimiza-la com relagéo a 7.

afo _ C .. ~ . ~
Lembrando que %y = ™o, a minimizagao nos retorna a seguinte equagao para campo

externo nulo,
omy or
—2JmZ —J — — Jmg— = 0. 4.17
2w = Jr(n) ] T o (4.17)

A equacao acima é uma equacao transcendental para determinar 7,,;,. Diferente dos casos

que vimos até agora, a parte numérica chega uma etapa antes. A equagao (4.17) é muito
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Figura 16 — Grafico do lado esquerdo da equagao transcendental (4.16). Em vermelho
temos a curva para t=3.1, em preto para t=6 e em verde para t=1.5.

mais sutil que as outras vistas até entao, pois para uma dada faixa de temperaturas pode

possuir quatro solugoes distintas, como esta indicado na figura 16.

Vamos analisar essa equacao em termos das novas variaveis sem dimensao x = [n

et=kgT/J. Em termos dessas novas variaveis a equagao torna-se

[—2mi/t — v/t + 2 — mg/t— = 0. (4.18)

Oz

Como neste caso nao vamos obter uma expressao para 7,,;, € sim uma tabela de valores,
substituiremos esses valores, com a respectiva temperatura, na expressao da magnetizacao,
correlacio e energia livre. E simples de verificar que a equacéo transcendental possui z = 0
como solugdo para qualquer temperatura, pois tanto m(0,t) quanto r(0,¢) se anulam,
como podemos notar no grafico. Também nao ¢ dificil, mas é um pouco mais trabalhoso,
verificar que x — oo ¢é solugdo para toda faixa de temperatura, pois as derivadas de
m e r se anulam neste limite. Estes dois limites representam as fases paramagnética e

ferromagnética respectivamente, pois

m(z — o0) = 1.

Logo, é razoavel imaginar que no limite de baixas temperaturas x — oo é a solucao fisica
para a equagao transcendental e no de altas temperaturas x = 0 sera a solucao aceitavel.
Valores intermediarios do parametro de ordem serao dados pelas solugdes que ficam entre
esses dois extremos. Como a energia livre depende da magnetizacao e essa por sua vez

depende da variavel x, podemos para uma dada temperatura distinguir as solugoes. Por



exemplo, para t = 3.1 existem quatro solugoes diferentes (figura 16) além das duas acima,

elas sdo

x = 0.660,
xr = 1.245.

Com esses valores podemos calcular cada valor da magnetizacao e as energias livres em

cada ponto. As respectivas energias livres para as quatro solu¢oes sao
£(0.300,1)/J = —2.2016,

flz = 00,3.1)/J = —2.0000,
£(0.660,3.1)/J = —2.0666,
£(1.245,3.1)/J = —2.0934.

Pelos valores listados vemos que para essa temperatura a solucao fisica é x = 0, ou seja,
nessa temperatura (e acima dela) o sistema ja estd na fase paramagnética. Nosso trabalho
foi analisar o valor da energia livre para cada uma das solugoes e dizer qual era a aceitavel.
No regime de baixas e altas temperaturas nao precisamos analisar os valores da energia
livre pois ja sabiamos qual era a solucao. Para temperaturas menores que ¢t = 1.20 a
solugdo © — 0o é a solucgao fisica. Desse valor até valores proximos de ¢t = 2.89 a solucao
fisica é sempre a terceira contando a partir da solucdo x = 0. Ja quando t > 2.90 a
solugao passa a ser x = 0, e assim continua indefinidamente. Com isso obtemos o seguinte

comportamento para a energia livre, figura 17. Dada a forma da energia livre, notamos

-2

2.2

Al

2.4

1.5 2 2.5 3 3.5 4
/K

Figura 17 — Energia livre obtida pela aproximagao de tridngulos desconexos, onde K = 3.J.
Para t — oo a energia livre se comporta como uma reta de inclinagao -In(2).

que a sua primeira derivada possui uma descontinuidade em ¢t = 2.8912, nos revelando que



nesta temperatura o sistema transita entre as duas fases de uma forma descontinua, ou

seja, a transicao ¢ de primeira ordem.

Mesmo considerando um modelo um pouco mais realista nao conseguimos obter o
comportamento (mesmo que de uma forma qualitativa) da solugao exata. Mas, comparando
esse valor com o obtido pela primeira aproximagao de spins livres, equagao (4.7), vemos
que esse valor é menor, um resultado coerente visto que o célculo exato, (BAXTER, 2016),
diz que o sistema sofre uma transicao de fase de segunda ordem na temperatura critica
2.2691. Entao, mesmo nao conseguindo reproduzir a realidade do modelo, a aproximacao
nos permite ter esperanca de que se escolhermos um H, mais sofisticado, do ponto de
vista do niimero de interagoes, recuperaremos o comportamento exato. Dada as solugoes
da equacao transcendental também podemos calcular a magnetizacdo. A magnetizacao

para o intervalo de temperatura relevante esta indicado na figura 18. Com a energia livre,

0.8
0.6
=
0.4
0.2
015 2 25 3 3.5
1/K

Figura 18 — Magnetizacao de acordo com a aproximacao de tridngulos desconexos, onde

K =3J.

a entropia ¢ obtida pela equacao de estado,

_ o
)

_ o)
= =5 (4.19)

Seu comportamento esta na figura 19. Notamos que para baixas temperaturas ela se
aproxima do zero, resultado coerente com a terceira lei da termodinamica. Na temperatura
de transicao t = 2,8912 a entropia tem uma descontinuidade, mais uma vez nos revelando
que esta é a temperatura de transicao. Essa quantidade extra de entropia, que o sistema
absorve, é proveniente de um “desarranjo” na orientagao dos spins, abaixo dessa tempera-

tura todos os spins tinham uma direcdo preferéncial para se orientarem, mas acima nao



existe direcao privilegiada. Quando ¢ é muito grande, o valor da entropia converge para o

valor [n(2) = 0,6931, como discutido na soluc¢ao exata do modelo unidimensional.

Uma tultima quantidade que podemos calcular é o calor especifico do sistema, ele

pode ser obtido diretamente da entropia,

9(s/kp)
or
(s/kp)
kel OkpT’
9(s/kp)

pum _— 4.2
L (4.20)

C/]CB =T

como estd indicado na figura 20. Diferente do comportamento obtido para o modelo unidi-
mensional, neste caso temos um comportamento nao analitico, revelando uma transicao

entre as fases.
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Figura 19 — Entropia de acordo com a aproximacao de triangulos desconexos, onde K =

B.J.

Nesta se¢ao aumentamos um pouco o tamanho do bloco mas mesmo assim nao
conseguimos reproduzir o carater critico. Na préxima vamos considerar um ultimo tipo de

Hj afim de tentar recuperar o comportamento exato do modelo nesta dimensao.

4.3 H, como uma soma de tiras desconexas

Nesta secao tentaremos uma forma para Hy um pouco mais realista que as duas

primeiras, consideraremos uma soma de tiras desconexas na rede, isto é

H(] - Z Htira- (421)

tiras
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Figura 20 — Calor especifico de acordo com a aproximacao de triangulos desconexos, onde

K =3J.

Dada a expressio (2.2), podemos escrever o hamiltoniano de uma tira da forma
L
Hiira = =J ) {‘7 0810] + Ui‘)af-&-lag—&-l} —nY_ o (4.22)

i=1

O termo que faz o papel de campo externo pode ainda ser escrito como segue

2L L
Yop = Z(af—i—af) ,
i=1 =1
L
= 1723 (0 + ol + ol + ol (4.23)
=1

onde usamos mais uma vez condi¢oes periddicas de contorno. Assim, a funcdo de particao

de uma tira fica

Ztira = Z e_ﬁHtim ’

estados
L
- Z e2i [K (oot at+o! "z+1"z+1)+7/2(”a+"b+f’z+1+"z+1)]

estados

= Z He (ofof 00 +otol,, 1+1)+7/2(0a+0b+01+1+01+1)

estados i=1

Z H Taa b, O',L+10'§’+17 (424)

b
oy 017”202

onde K = J, v = n e definimos o elemento matricial

b b
To'a’o'b oo b = eK(cr &% biot az+1of+1)+’y/2(ag+oi +od tog) ‘ (425>
1+171+1



Decompondo o produtério da equagao (4.24) ficamos com

Liira = Z T apb.gagh a T g b1 a b (4.26)

ofotiogoy ‘72027”3”3 07 190159107, ULUL7UIU
‘71‘71’”2‘72

b

Se interpretarmos, mais uma vez, o produto o{o;

como sendo um indice matricial que

pode assumir quatro configuragoes:
++

9

e adotando a mesma ordem que foi adotada no caso unidimensional para os elementos da

matriz T, chegaremos em

62(k+'7) 6’7 6_2k+7 1
—2k—+~y 2k —
e 1 e e
T = . (4.27)
eV 672]6 1 62]€7’7
1 e?k=r e e2(k+)

A funcao de particao torna-se

Zti“" - Z TglalvangTUQUQ,GlUlf’

b
of 017‘72 Cr2

Z of 01,01 Ul

of Ul

= Tr[TH, (4.28)

como de costume. Se fizermos uma transformagcao de similaridade (que preserva o trago)

na matriz 7T, concluiremos que
4
Ztira = Z )\ZL’ (429)
=1

onde A sdo os auto-valores da matriz de transferéncia definida em (4.27). Se Ay é o maior

auto-valor da matriz T, o limite termodinamico garante que

Ztira = )\fv
= AV (4.30)

A partir deste momento excluiremos o indice 1 do auto-valor A\ uma vez que nao precisaremos
nos preocupar com os outros trés auto-valores. Assim como no caso unidimensional, para
calcular Z;;,, precisaremos diagonalizar a matriz 7. La nds conseguimos com certo esforco
achar uma matriz U que bloco diagonalizava 7T, mas para um caso que nao tinhamos o

termo de campo externo. Neste caso, achar uma matriz U simples é impossivel devido



a pouca simetria apresentada por (4.27). Dessa forma, teremos que recorrer a métodos

numéricos de diagonalizacao.

Levando em consideragao o niimero total de tiras que podemos ter em uma rede
L x L,

Z, = -2

tira

ZVN/2

tira
AN/2, (4.31)

Portanto, a energia livre para Hy, por sitio, torna-se

fo = Fo/N,
= —]CBTID(Z())/N,
= —kpTIn(\)/2, (4.32)

e a magnetizagao é obtida diretamente da equacao de estado (3.12),

kgT O\
= ——. 4.
o 2\ On (4.33)
A média presente na fungao ¢(n) pode ser calculada,
(H—Hy), = —J< > aiajak> — (h—mn) <Z O'i> ,
<i,j,k> 0 i 0
= —J Z <0i0j0k>0 — (h — n)Nmo (434)

<i,5,k>

Analisando a figura 12, percebemos que a soma em < 1, j, k >q é sobre
2N — (L/2)(2L) = N

tridngulos, uma vez que ha L/2 tiras e 2L tridngulos em cada tira. Todos os tridngulos na
contagem acima possuem algo em comum: dois dos seus vértices estao em uma mesma tira

e 0 vértice que resta estd em outra tira. Sendo assim, como a média é no ensemble de Hy,

<Ui0j0k>o = <0i>0<0j0k>0>
= m0<0j0k>07

= mor(n). (4.35)

Como veremos abaixo, o cdlculo da funcao r(n) neste caso é bem mais complicado devido
ao numero de interagoes levadas em conta em H,. Antes de calcular essa média vamos
resolver um problema similar, com dificuldade bem reduzida, afim de definirmos uma

quantidade importante.



4.3.1 4 spins pelo modelo de Ising

Com o objetivo de calcular a fungao de correlacao de dois spins vizinhos no modelo

de B-W, vamos resolver esse mesmo problema para um sistema de quatro spins segundo o

modelo de Ising, figura 21. Indexaremos os spins como mostrado na figura e assumiremos

condi¢oes periddicas de contorno. Nosso objetivo é calcular a seguinte funcao

r=(0703).

Note que os spins acima estdo na horizontal, da mesma forma que precisamos para o

1 2

-------- O (@
o o - - O @)
1 2

Figura 21 — Placa com 4 spins.

modelo de B-W. Pela definigdo de média no ensemble canonico,

—BH _a_a
Z € 0102,

estados

onde H ¢é a energia do sistema,

b
H - J(O—lo_Q +0_10—2+0—10—1+0_20—2 +0_20_3+0—20_3+0—§0_3)

= —J/2Z(afaf+1 +U?U?+1 +‘7 oy +Uz+10-i7+1)

e Z ¢ a funcao de particao, que ja podemos escrever de uma forma conhecida

Z = Z e’ﬁH,

estados

= 222> e

Ul 01 0—2 0'2

ZZZZZH%zmM

of 0'1 oy o-b’Ll

Dessa forma a equagao (4.36) pode ser escrita da forma

Zr = Z Z 020'2 0101 ]Tafai’ 0'30'127 [Og]‘

‘71‘71 ‘72‘72

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)



O resultado acima possui um carater universal, no sentido de que independe da forma da

matriz 7, ou seja, do modelo em questao; usaremos esse fato logo. Explicitamente (4.39) é

Zr = Z [Tagdg;++(+1)T++;a’gogag + Tagag;+f(+1)T+f;U;a'gJ(21 +
o503
+Ta§ag;—+(_1)T—+;agagO—g + Tag g;——(_l)T——;agUgag]‘ (440)

Seja a seguinte operacdo matricial com a matriz T e uma matrix II desconhecida,

4

Tr(TUTI) = > (THUTI),;,
i=1
= Z(THT)i,jHjm
Z7‘7
= Y Tl Ty 105, (4.41)
Y
Se a matrix Il for diagonal, ficamos com
Tr(TTITIL) = T; Iy 1 Ty ;11 5. (4.42)
ik

Comparando a expressao acima com a (4.39), prestando bem atengao aos indices matriciais,

podemos reescrevé-la da seguinte forma
Zr =Tr(TIUTII), (4.43)

com a matriz Il sendo uma matriz diagonal,

(4.44)

o O O 2
o O o O
oS o O O
QL O O O

Para determinar os quatro elementos nao nulos vamos abrir parte da soma em (4.42):

Tr(TITIY) = > (LIl Ty 0L, + T ol 0T 11 + T 5105 375,11 4 T 4Tl 2 T3 11 )

7

= Z[Ti,l(a)Tl,z‘Hi,z‘ + T52(0) 10,11 ; + Ty 5(c)T5,:1L; ; + T 4(d) Ty ; 11, 3] (4.45)

Fazendo uma nova comparagao, agora com a (4.40), percebemos que a = b = 1 e
¢ =d = —1. Portanto,

(4.46)

o O =

-1
0 -1

o O = O

0

Devido a este sistema ter poucos spins é facil verificar que (4.43) fornece a resposta correta

para a funcao de correlagao entre spins vizinhos.



Como mencionado, a equagao (4.39) e (4.43), possuem um carater universal, logo,
devemos esperar que para o modelo de B-W tenhamos algo similar com a matriz II
exatamente desta forma e a matriz T igual a (4.27). Para o nosso caso de interesse

precisamos calcular a fungao
r(n) = <0§Uf+1>0. (4.47)

Mas, devido a simetria translacional da rede, essa funcao é identicamente a

r(n) = {o10%), - (4.48)
Sendo assim, temos que
e—BHo
r) = X ofos——,
estados 0
_ Z O'? gthras _ﬂHtim7
estados [tiras Ztira

_ﬁHtiT‘a

_ a salltiras €770
a Z Z ' Z o1 Htiras Ztira . (449)

tiral tira2 tm"aL/?

Se definimos a tira 1 como sendo aquela que contém os sitios of e o, ficamos com

—BH ira - ira
ZtiTQQ e Ztiqu/Z | |ti7~a57g1 e BH, tiral O'ilo-‘zle BHyira1 4 50
r(n) = 2 . (4.50)
Hti’r’as;ﬁl Ztira Ztiral

A expressao entre parénteses é a identidade. Assim, concluimos que

Ziirar (N Z ologe PHrira, (4.51)

estados

onde a soma ¢ sobre estados de uma unica tira. A partir de agora nao colocaremos mais o

subscrito tira por questoes de notagao. Similarmente podemos reescrever

Zr(n) = Z UfJSHTaaaba b

z+1‘71+1
estados
_ § 2 : a
- E : 010 ofo] O'gUgTO'QO'z Hors 0'3 c Ta%a%,a’foi’
0'10'1 0202 U'LO'L
== T ab. [U]T 0’ T « a bl a b...]
E : E : 2 : oo} 0101 1 0101 0202 2 E : E : cg 02,0303 03030404 )
ool ojof ooy ogo} of 1074
-Xr 0T e |08 T (4.52)
ULUL,Jlol[ 1 0‘1101,020 020-270ng D

ofo} ogol ofof
Assim como identificamos a expressao (4.39) para o caso de quatro spins, a expressao
acima pode ser colocada na forma

Zr(n) = Tr(TTITOT"?), (4.53)

com II sendo a matriz construida (4.46). Seja U a matriz que diagonaliza T (obtida de

forma numérica), isto é,

U™'TU = D,



onde D é uma matriz diagonal,

A0 0 0
A
D 0 A 0 O
0 0 A3 O
0 0 0 M\

Devido a T nao ser uma matriz hermitiana (facilmente constatado na expressao (4.27)),
U é uma matriz nao unitaria em geral. Faremos um pequeno truque no trago da equacao

(4.53) afim de introduzir a matriz D:

Tr(TUTUT ?) = Tr(UU'TUU'TIUU ' TUU ' IUU ' TE 200 ),
= Tr(UDU'IIUDU'IUD*2U), (4.54)

onde usamos que U também diagonaliza uma poténcia da matriz T"

U-lTer = UT'TT,
= Uv'vuttuuiTety,
= DU'T,
= DU UUT'TUU T2,
= DUTITU,

— Da_lU_lTa_(a_l)U,
— De. (4.55)

Definindo a matriz auxiliar, M = U~'IIU, temos que

Tr(TUTUT*?) = Tr(UDMDMD"*?U™),
= Tr(DMDMD"?), (4.56)

onde usamos a propriedade ciclica do traco de uma matriz. Portanto, podemos escrever

que

Zr(n) = Tr(DMDMD*™?),
= > (DMDMD*?),,,

(2

= Z Di,ij,ka,lMl,m[DL?Z]m,ia

i’j’k’l7m

= > D;;iM; Dy My;[D* %),
ik

= > NTMi g My, (4.57)
1,k



Lembrando da expressao para a funcdo de particao no limite termodindmico, equacao

(4.30), escrevemos

rn) = > ;\L (ZMzkAka>,
; %
L

_ Z(&) (ZkMz)l\cZ)\k:Mkz)

(4.58)
No limite termodinamico temos que

e
Lh_r)rolo (Al) =0, (4.59)

para i # 1. Finalmente concluimos que
1
r(n) = ~ > My A My (4.60)
Lok

Portanto, a funcdo ¢(n) a ser minimizada é

o(m) = fo+ (1/N)(H — Hy),,

kT
= == m(Zi2) = Jmor(n) + (n = hymo,
kT
- —% In(A\) — Jmor(n) + (n — h)mo,
kT kT O\ 1 kT O\
= ——In(\)—J > M M —h ——. (4.61
2 TNy oy S M 1 3y - (0D

A expressao acima para ser determinada é preciso conhecer apenas a matriz U que
diagonaliza (4.27), pois a partir desta os auto-valores de T serdo conhecidos e a matriz M
também. Dada a forma da matriz T, essa diagonalizagdo s6 sera possivel numericamente.
A diagonalizagao de (4.27) serd feita assumindo valores para a temperatura e o parametro
de campo médio. Fixando um valor para a temperatura e variando n, podemos fazer a
diagonalizagao numérica e obter U(f3,7n) e, consequentemente, \;(3,n). Com isso teremos a
fungao ¢(n) para o intervalo desejado de 1. Assim, podemos procurar o 7,,;, que minimiza
¢(n) para a temperatura em questdo. Repetindo o processo para a faixa de temperatura

desejada, encontraremos a energia livre aproximada

f = &(min(B)).

De posse da energia livre para toda faixa de temperatura identificamos que ela possui uma
descontinuidade na sua primeira derivada na temperatura kB—JTt = 2.6984, revelando que o
sistema descrito apresenta uma transicao de primeira ordem nesta temperatura. Notemos
que esse valor é menor que o obtido pelo segundo hamiltoniano tentativa (kB—JTt = 2.8912),
consequéncia do maior nimero de interacoes levado em conta por esse ultimo hamiltoniano.

Apesar da aproximacao de somas de tiras desconexas ser bem mais realista, ela ainda



nao reproduz a realidade do modelo B-W nesta dimensao. No capitulo de Conclusao e
Perspectivas procuraremos entender a razao pela qual mesmo tomando blocos cada vez
maiores de spins nossas aproximacoes nao recuperaram o resultado exato, sendo que para
o modelo de Ising uma aproximacao de blocos de um spin ja reproduz o comportamento

exato nesta dimensio.

4.4 Modelo de Baxter-Wu em trés dimensodes

Como foi dito, o modelo B-W foi inicialmente proposto para uma rede triangular
plana onde as interagoes eram sobre os tridngulos, como indicado na figura 12. A
generalizagdo para uma cadeia unidimensional foi feita no capitulo 2 e conseguimos
resolver exatamente o modelo por meio da técnica da matriz de transferéncia. Nesta
secao, inspirados na referéncia (JORGE et al., 2018), generalizaremos para uma rede
tridimensional triangular L x L x L. Diferente dos casos em uma e duas dimensoes,
agora nao temos uma solugao exata para comparar, o uinico resultado conhecido esta na
referéncia citada acima, onde por meio de simulagoes foi possivel constatar que o modelo

apresenta uma transi¢ao de fases de primeira ordem (diferente do caso bidimensional) na
kpT:
J

temperatura = 11.3775. Outra diferenca apresentanda pela rede tridimensional é que
o seu estado fundamental nao é degenerado, contrariamente aos quatro estados com a
mesma energia fundamental para a rede bidimensional. Para essa rede veremos abaixo
que o estado fundamental é ferromagnético, pois quando tentamos construir configuragoes

“ferrimagnéticas” surgem frustragoes.

Partindo da rede plana, a construcao da dimensao que falta é feita sobrepondo
planos até o L-ésimo plano. Esses planos na direcao 2 serao divididos em conjunto de
trés planos: plano A, B e C em ordem crescente do eixo z. Para formar a rede, o plano A
sera transladado na direcao ¢ até que todos os vértices dos tridngulos desse plano estejam
no centro dos triangulos do plano B. Ja o plano C sofrerd uma translacao na direcao
—1 de forma que os vértices dos triangulos neste plano estejam também no centro dos
triangulos do plano B. A figura 22 mostra o arranjo dos trés planos. E possivel identificar
nesse conjunto de trés planos um arranjo geométrico dos sitios que se repete por toda
extensao dos planos e preenche todo o espaco, a célula unitaria, figura 23. Os sitios em
amarelo representam os vértices de um triangulo no plano A, os em vermelho os vértices
de triangulos no plano B e os azuis vértices de um triangulo no plano C. Comecando a
distribuicao ferrimagnética pelo hexdgono pertencente ao plano B e prosseguindo para os
outros fora dos planos, percebemos que ja para o terceiro hexagono aparecem frustracoes,
significando que o estado fundamental para o modelo de B-W nessa rede nao possui
degenerescéncia como no caso bidimensional. Pela figura 23 notamos que o ntimero de
arranjos a cada trés planos é igual ao niimero de hexdgonos no plano B, portanto, ha

2 . s s ’ .
% figuras nesse conjunto de planos. Também é possivel perceber que existem 24 faces



(a) — —— O ATA

Figura 22 — Esquema da rede 3d. Em (a) temos o conjunto de 3 planos transladados. Em
(b) temos a sobreposicao de trés hexdgonos dos planos.

Figura 23 — Rede triangular tridimensional. Notamos a existéncia de 3 hexagonos fora dos
planos: (6,7,8,3,11,10), (5,7,9,2,11,12) e (4,8,9,1,10,12). Além dos tridngulos
nos hexdgonos temos 6 provenientes de faces externas: (4,5,12), (3,4,8),
(2,3,11), (1,2,9), (1,6,10) e (5,6,7). Retirada de (JORGE et al., 2018).

triangulares no arranjo, sendo 18 provenientes dos trés hexdgonos e 6 contabilizados das
faces externas. Dado o niimero de arranjos ao longo dos trés planos, concluimos que ha
8L? triangulos entre os planos. Para uma rede com L planos distribuidos ao longo do eixo

z, héd (L — 2) conjunto de trés planos e, portanto
8L*(L —2) = 8N,

tridngulos entre planos. Somando com o ntimero de tridngulos pertencentes a planos,
L x (2L?), concluimos que para toda rede tridimensional hd 10N tridngulos. Para H
sendo uma soma sobre spins livres na rede, essa ¢ a tnica informacao que precisamos saber

para determinar a fungao ¢(n),

o(n) = fo — 10Jmg + (n — h)m, (4.62)



onde fj estd escrita na (3.11). A minimizagao da fungao acima resulta numa expressao

n = n(f), de forma que chegamos na seguinte equacao transcendental para a magnetizagao

m = tanh(BOﬁJm2>. (4.63)

Comparando com a (4.5) vemos que a informagdo sobre as novas interagoes estd no
coeficiente numérico que multiplica o argumento da fungao hiperbédlica. Assim, ja podemos
afirmar que essa primeira aproximagao ja recupera o resultado exato obtido por simulagao.
Usando o mesmo algoritmo usado para resolver a equagao (4.5), obtemos que a temperatura

—k?}Tt = 14.8790, um pouco maior que o resultado previsto por

onde a transicao ocorre ¢é
Monte Carlo (JORGE et al., 2018), mas de um ponto de vista qualitativo um bom

resultado.

Para usar o segundo hamiltoniano tentativa, uma soma sobre triangulos desconexos,
é preciso contar o nimero de tridngulos desconexos e o nimero de tridngulos tipo A e B
em toda a rede. Visto que todo sitio de um dado plano pertence a um triangulo desconexo
(12), entre os planos nao teremos tridngulos desconexos. Assim, o nimero de tridngulos
desconexos ¢ igual ao nimero de triangulos desconexos em um plano multiplicado por L:
L(L?/3) = N/3. Portanto, a energia livre para esse hamiltoniano tentativa serd a mesma

que no caso bidimensional, equacao (4.9). A soma na média (H — H,), sera feita sobre

10N — N = 29N
3 3

triangulos. Entre esses triangulos temos triangulos tipo A e tipo B. Pela figura 23 ¢é

possivel percerber que nos trés hexagonos existem 8 tridngulos tipo A: (0,8,9), (0,4,8),
(0,4,12), (0,7,9), (0,5,12) e (0,5,7). E para tipo B temos os outros 10 restantes: (0,10,12),
(0,1,10), (0,1,9), (0,2,9), (0,2,11), (0,11,12), (0,3,8), (0,3,11), (0,6,10) e (0,6,7). Levando
em consideracao os tridngulos provenientes das faces externas, chegamos que para cada
célula unitéria, 23, ha 10 tipo A e 14 tipo B. E importante mencionar que essa contagem
foi feita considerando que o tnico triangulo desconexo no hexagono pertencente ao plano
B (sitios em vermelhos) é aquele formado pelos sitios (0,4,5). Se esses sdo os nimeros de
tridngulos tipo A e B em cada célula, como ha N/3 figuras em toda rede, concluimos que
o nimero total de tridngulos tipo A é 10N/3 e tipo B 14N/3. Somando esses valores com

o numero de tridngulos tipo A e B pertencentes aos L planos, chegamos em

13N
16N

Somando os resultados acima chegamos no valor 29N/3 esperado. Com esses resultados

somos levados a escrever a fungao ¢(n) como sendo

801) = fo = 5 Tmi -+ (n— = = Tr(n))mo, (1.64)



onde novamente r(n) é a correlagdo entre dois spins vizinhos. O cédlculo dessa fungao é
idéntico ao feito no caso bidimensional, dado pela equacao (4.15). A minimizagao da fungao
acima nos leva a uma equagao transcendental para 7,,;,. Usando o mesmo algoritmo usado
no caso bidimensional e analisando as solugoes para saber qual representa a solugao fisica,
concluimos mais uma vez que o sistema apresenta uma transicao de fases de primeira
ordem, na temperatura kB—JTt = 14.8654. Apesar de muito proximo do valor obtido pelo
primeiro hamiltoniano tentativa, esse valor ¢ menor, chegando mais préximo do resultado
exato e refletindo o fato de que o segundo hamiltoniano tentativa leva em consideracao

mais interacoes.

Para aplicar a aproximagao final de tiras livres devemos notar que nos planos
os triangulos que sobram da diferenca (H — Hy) sdo todos tipo A, (0;0;0%), = mor(n),
como no caso bidimensional. Uma andalise rapida nos revela que existem nos planos
da rede N tridngulos desse tipo. Ja entre planos, em cada figura 23 sao 16 tipo A:
(0,5,7), (0,7,9), (0,5,12), (0,8,9), (0,4,8), (0,4,12), (0,6,7), (0,7,8), (0,3,8), (0,3,11), (0,10,11),
(0,6,10), (5,6,7), (3,4,8), (1,2,9) e (4,5,12). E 8 tipo B: (0,2,9), (0,2,11), (0,11,12), (0,10,12),
(0,1,10), (0,1,9), (2,3,11) e (1,6,10). Se levarmos em conta o nimero de figuras 23 na rede,
concluiremos que entre planos temos 16N/3 tipo A e 8 N/3 tipo B. Portanto, para toda a

rede temos LN
A= —

n(A) = =

SN

B)=—.

n(B) ==

Dado que a tinica mudanca da rede tridimensional para a rede bidimensional é o nimero
maior de interagoes, a fungdo ¢(n) tem uma forma similar, s6 que agora com a introdugao

do termo proporcional a mj devido aos tridngulos tipo B. Assim, chegamos em

8) = fo = ST+ (1= b — = r (i), (1.65)

Usando o mesmo método que foi ultilizado no caso bidimensional, concluimos que o sistema
sofre uma transicao de fases de primeira ordem, desta vez na temperatura % = 14.8352.
Novamente um valor mais préximo do exato devido ao aumento de interagoes levado em

conta com esse tipo de hamiltoniano tentativa.



5 Conclusoes e Perspectivas

Na tabela abaixo temos todos os resultados para as temperaturas de transicao,
obtidos pelas trés aproximagoes, junto com os valores exatos ou por Monte Carlo. Em
uma dimensao foi feito as mesmas trés aproximagoes, mas para nao ocupar mais espago, ja
que para duas e trés dimensoes foi feito em detalhes, preferimos colocar no texto apenas o
calculo exato. Os valores obtidos estao em concordancia com o que se espera a medida
que o tamanho dos blocos aumenta. Em uma e duas dimensoes, as aproximagoes nao
produziram o resultado esperado (em uma dimenséo a tira é um calculo exato), sempre
fornecendo uma transicdo descontinua entre as fases. Visto que em trés dimensoes o
resultado por Monte Carlo revela que a transicao de fato é de primeira ordem (JORGE et

al., 2018), o método descreve qualitativamente bem o sistema nesta dimensao.

Temperaturas de transicao para o modelo de B-W
Blocos H 1d ‘ 2d ‘ 3d

1 spin 1.4879 | 2.9758 14.8790
triangulo 1.3362 | 2.8912 14.8654

tira Zero | 2.6984 14.8352
Exato/MC || Zero | 2.2692 11.3776

Tabela 1 — Resultados
Destacamos ainda alguns pontos principais:

1. Em uma dimensao, mesmo ja sabendo que o sistema nao apresentaria uma fase
ferromagnética para temperaturas diferente de zero, o estudo dessa rede nos permitiu
a construcao da matriz U, que bloco diagonaliza uma série de matrizes com a mesma
simetria apresentada pela T. Esperamos que tal matriz possa servir na solugao de

outros problemas.

2. Percebemos que em duas dimensoes o aumento do tamanho dos blocos de spins nao
surtiu o efeito desejado de mudar a ordem da transi¢ao. Para entendermos a razao
disto é necessario olhar para a média (H — Hy),. Dado os resultados e uma analise

dos modelos, essa média, independente do bloco, tera sempre as formas:

ag + aym + agm?

(H — H0>B—W = {

ag + a1m

(H — H0>Ising = ag 4+ aym + asm?

Para o modelo de B-W, o polinomio de grau trés foi obtido pelas aproximagoes de

spin livre e triangulos desconexos, e o de grau um foi obtido para a aproximacao de



tiras desconexas em duas dimensoes. Ja para o modelo de Ising, o resultado sera
sempre esse, pois 0 modelo s6 contém termos de interacao entre dois spins. Como
vimos, o método procura o menor valor da fungdo ¢(n), que equivale a derivar esses
polindmios. A derivada para o caso do modelo de B-W sera sempre uma funcao par e
para o modelo de Ising, uma fun¢ao impar. Essa diferenca fez com que o argumento
da tanh em (3.19) fosse uma fungdo impar e em (4.5) uma fungdo par. Esta mudanca
ocasionou a existéncia de uma temperatura critica para o modelo de Ising e a
inexisténcia para o modelo de B-W. Assim, independente do tamanho do bloco
considerado, a TCM baseada na desigualdade de Bogoliubov, jamais reproduzira o

comportamento critico do modelo de B-W em duas dimensoes.

Com este trabalho e o artigo publicado ((CAVALCANTE; PLASCAK, 2019))
baseado nele, esperamos contribuir para um melhor entendimento das Transi¢coes de Fases
e Fenomenos Criticos em modelos magnéticos como o Baxter-Wu, e na aplicacao de Teorias

de Campo Médio em modelos de rede.

Além das teorias e dos métodos expostos aqui, também houve uma investigacao
sobre outros temas como Grupo de Renormalizacao e o estudo de Sistemas Quénticos. A
ideia no momento ¢ seguir com o estudo desses e outros temas, na busca de descrever novos

modelos de rede e também abordar novas transi¢oes de fases, como a Supercondutora.
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Apéndices



APENDICE A - Matriz U

A matriz que desejamos bloco diagonalizar é proveniente do modelo B-W em uma

dimensao, que na auséncia de um termo de campo externo torna-se

Q2K g2K
2K 2K 1
T= 1 2K 1 02K
1 2K 1 e2K

Podemos escrevé-la de uma forma mais geral

— = o R
ISEES e
— = o
S

(A1)

sendo a = e?* e b = e ?*. Nosso objetivo serd encontrar uma matriz U que bloco

diagonalize a matriz acima, independente das funcgoes a e b.

Olhando a matriz T percebemos que ela nao apresenta nenhuma das duas simetrias

que mais aparecem na fisica, ndo é hermitiana nem unitaria. Mas, um olhar com cuidado

sobre essa matriz nos revela a seguinte propriedade: a soma dos elementos de uma dada

linha tem o mesmo valor para qualquer linha e esse valor também é igual a soma dos

elementos de uma coluna qualquer. Assim, somos levados a dizer que um dos auto-vetores

dessa matriz, o inico que independe das fun¢do a e b, é

v =

—_ = =

Com isso uma candidata para diagonalizar a matriz T tem a forma genérica

A B C 1
D E F 1
U= )
G H I 1
J K L 1

(A.2)

onde A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K e L sao os elementos a serem determinados. Para determinar

os elementos faltantes, vamos impor algumas simetrias a matriz U. Impondo primeiro que

ela seja hermitiana, U = U, isto nos leva a concluir que

J=K=L=1,



D=B,C=G,F=H.

Portanto, a matriz U assume a forma

= QW o
=W
= o~ T Q

Exigiremos uma outra simetria de U, que esta seja unitaria: UUT = 1. Mas junto com a

primeira propriedade, isto implica que U? = 1. Efetuando o produto chegamos em

A2+ B?4+C?+1 BA+BE+FC+1 CA4+FB+IC+1 A+B+C+1

Ur o BA+BE+FC+1 B*+E*+F*+1 CB+FE+IF+1 B+E+F+1
| CA+FB+IC+1 CB+FE+IF+1 C*+F?+12+1 CH+F+I1+1
A+B+C+1 B+E+F+1 C+F+1+1 1+14+1+1
1 0 00
0100
0010
0001

O sistema acima é um sistema nao linear com infinitas solugdes dado as 9 equagoes (alguns
elementos da matriz U? sdo repetidos) para determinar as 6 varidveis restantes. Para
o que desejamos uma solucao particular ja é suficiente. Depois de algumas tentativas

encontramos uma simples:

A=B=F=1=-1
C=FE=1.

Para o elemento UfA ser a identidade devemos multiplicar U por 1/2. Assim, a matriz U

assume a forma final

-1 -1 11

1{-1 1 -1 1
U=—- A4
2 1 -1 -1 1 (A-4)

1 1 11

Afim de verificar se tal matriz bloco diagonaliza uma matriz da forma (A.1), operamos a

multiplicacdo U~'TU, cujo o resultado serd a matriz

0 a+b-2 0 0
vy = | 0 bma 0 , (A.5)
b—a 0 0 0

0 0 0 2+4+a+bd



onde (2 + a+b) é o auto-valor associado ao auto-vetor v; e os outros auto-valores saem

da diagonaliza¢ao da matriz

0 a+b—2 0
0 b—a
b—a 0 0

M

I
o

Assim, concluimos que a matriz (A.4) bloco diagonaliza qualquer matriz da forma (A.1)

independente das funcoes a e b.
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